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Cara et Olivier Glass d’avoir accepté d’être rapporteurs de ce manuscrit et
bien entendu Luc Robbiano d’être mon parrain et de n’avoir cessé pendant ces
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2 Contrôle de quelques équations posées sur un segment 33

2.1 Contrôle de l’équation de Boussinesq améliorée. . . . . . . . . 33
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4.1 Présentation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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7.1.4 Problèmes ouverts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7.2 Equation de Kuramoto-Sivashinsky. . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.2.1 Présentation du problème. . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Introduction

Ce mémoire regroupe les différentes recherches que j’ai réalisées depuis ma
thèse soutenue en 2005. Mes travaux se sont concentrés sur des problèmes de
contrôlabilité, stabilisation et résolution de problèmes inverses pour différentes
équations aux dérivées partielles. Ces trois thèmes constituent les trois parties
de ce mémoire.

La première partie repose sur des problèmes de contrôlabilité exacte de
différentes EDP. L’idée générale est de montrer que le problème linéarisé autour
de zéro est contrôlable. Pour cela on utilise le résultat classique de dualité
entre la contrôlabilité exacte du problème direct et l’observabilité du problème
adjoint. L’idée étant de montrer une inégalité d’observabilité forte du problème
adjoint rétrograde en temps. Cette inégalité peut se montrer avec différentes
techniques, multiplicateurs, décomposition spectrale, inégalités de Ingham, ou
encore méthode des moments.

Cette partie se divise en deux chapitres, le premier concernant le contrôle de
l’équation de Korteweg-de Vries dans différents cas. Tout d’abord dans le cas
d’un domaine borné critique. Ce cas ne rentre pas dans l’idée de démonstration
précitée. En effet, le linéarisé autour de zéro n’est pas contrôlable dans cer-
tains cas que nous appellerons par la suite critiques. Nous avons démontré
en collaboration avec J.M. Coron puis E. Cerpa que nous pouvions obtenir la
contrôlabilité exacte du problème non linéaire même si le linéarisé autour de
zéro n’est pas contrôlable. Les paragraphes suivants posent la contrôlabilité de
l’équation de Korteweg-de Vries dans d’autres cas, lorsque le coefficient prin-
cipal est constant par morceaux puis lorsque le domaine n’est plus un segment
mais un réseau étoilé.

Le deuxième chapitre regroupe différents résultats obtenus pour l’équation
de Boussinesq améliorée, l’équation des poutres contrôlée par un actionneur
piezo-électrique puis pour des équations de type réaction-diffusion.

Dans la deuxième partie, j’ai regroupé différents résultats de stabilisation.
L’idée générale étant d’obtenir également une inégalité d’observabilité mais
sur le problème direct, permettant de montrer la décroissance exponentielle
de l’énergie et donc la stabilité du problème. Les deux cas étudiés portent
également sur l’équation de Korteweg-de Vries, dans un premier cas lorsque
le terme de feedback est retardé. On montre que dans ce cas le retard ne
déstabilise pas le système. Nous avons souhaité dans cette étude faire deux
types de preuve. La première basée sur l’obtention d’une fonction de Lyapu-
nov appropriée à ce système retardé permet d’obtenir de manière construc-
tive le résultat de stabilité asymptotique avec une estimation sur le taux de
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décroissance. Néanmoins comme c’est souvent le cas avec l’équation de KdV,
cela ne peut être obtenu que pour des longueurs spatiales petites (L < π

√
3).

Dans un deuxième temps nous avons utilisé une preuve via l’obtention d’une
inégalité d’observabilité, celle ci se ramenant à un problème de continuation
unique. La preuve étant faite par l’absurde on obtient un résultat optimal du
point de vue des longueurs possibles mais nous n’avons plus d’estimation sur
le taux de décroissance exponentielle. Enfin dans un souci de clarté nous avons
réalisé une simulation numérique.

Le deuxième résultat présenté porte sur la stabilisation de l’équation de
Korteweg-de Vries sur un réseau étoilé. Le feedback agissant au noeud central.
La preuve repose sur une démonstration par l’absurde de l’inégalité d’observa-
bilité. Une preuve constructive par la construction d’une fonction de Lyapunov
aurait également pu être faite dans ce cas, mais nous aurions obtenu un résultat
comme précédemment uniquement pour des longueurs ”petites”. Deux autres
résultats de stabilisation sur l’équation de KdV et l’équation de BBM sont
présentés succintement.

Enfin la dernière partie concerne des problèmes inverses. Le premier cha-
pitre, très différent des autres recherches présentées dans ce mémoire regroupe
plusieurs articles réalisés en collaboration avec M. Sorine et des membres de
son équipe INRIA. Nous avons voulu modéliser l’écoulement de la pression san-
guine à l’aide d’une équation de Korteweg-de Vries en proposant un modèle
réduit du compartiment vasculaire, prenant en compte la phase systolique ra-
pide (environ 100 ms) où le phénomène d’ondes est prédominant. Le but à
long terme étant de fournir une méthode d’analyse des signaux pour l’estima-
tion à partir de mesures non invasives et l’interprétation des caractéristiques
de ces ondes (forme, vitesse). Nous avons en particulier remarqué que les so-
litons, solutions particulières de l’équation de KdV, représentent de manière
remarquable l’onde de pression.

Nos travaux se sont orientés dans ce sens et la densité des résultats obtenus
et à obtenir nous a conduit à codiriger la thèse de M. Laleg sur ce sujet, thèse
soutenue en 2008.

Les chapitres suivants, plus classiques dans la théorie du contrôle, concernent
des problèmes inverses pour les équations des ondes posées sur un arbre,
puis l’équation de Kuramoto-Sivashinsky et l’équation de KdV. L’étude de
l’équation des ondes sur un arbre a été faite en collaboration avec J. Valein et
L. Baudouin. Dans un premier temps nous avons montré que le problème de
Cauchy est bien posé dans des espaces fonctionnels bien choisis. Nous avons
ensuite étudié le problème inverse de détermination du potentiel p sur cha-
cune des n + 1 branches du réseau à partir de seulement n mesures faites au
niveau des ”feuilles”. Ce résultat est à notre connaissance le premier résultat
de problème inverse sur un réseau via une inégalité de Carleman. Le point
crucial est le choix adéquat du poids pour un réseau. Le résultat de stabilité
s’obtient ensuite de manière relativement classique en appliquant la méthode
de Bukhgeim-Klibanov à partir de l’inégalité de Carleman obtenue. On obtient
alors le résultat de stabilité.

En collaboration avec L. Baudouin, E. Cerpa et A. Mercado, nous avons
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étudié dans [13] un problème inverse pour l’équation de Kuramoto-Sivashinsky
(K-S) et dans [14] un problème inverse pour l’équation de KdV.

Dans les deux cas nous avons démontré des inégalités de Carleman et en-
suite utilisé la méthode de Bukhgeim-Klibanov pour résoudre le problème de
stabilité et d’unicité du problème inverse. Comme le linéarisé de l’équation K-
S est parabolique, on sait que les mesures frontières ne seront pas suffisantes
pour prouver la stabilité et on doit considérer une mesure additionnelle sur
toute la solution à un temps T0. On considère le problème inverse de retrou-
ver le coefficient d’anti-diffusion à partir des mesures frontières de la solution.
Pour l’équation de KdV, nous avons souhaité retrouver le coefficient princi-
pal de l’équation à partir de mesures au bord de la solution. L’obtention de
l’inégalité de Carleman se fait ici sur un intervalle étendu en temps négatifs,
(0, L)× (−T, T ) afin d’éviter une observation de la solution à un temps T0 > 0
comme dans le cas des équations paraboliques (cf le problème précédent sur
l’équation de K-S). Ceci nous a conduit par contre à des hypothèses de symétrie
sur la condition initiale et sur le coefficient principal.

Dans chaque partie, des questions et problèmes ouverts sont présentés.
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Chapitre 1

Contrôle de l’équation de
Korteweg-de Vries.

1.1 Introduction

A la fin du 19ème siècle, Boussinesq [8] puis Korteweg et de Vries [46]
ont modélisé l’écoulement d’une onde dans un canal de faible amplitude à
l’aide d’une equation aux dérivées partielles communément appelée équation
de Korteweg-de Vries. Elle s’écrit sous la forme normalisée suivante

yt + yx + yxxx + yyx = 0,

où y(x, t) représente l’amplitude de l’onde au temps t et à la position x.
Le contrôle au bord de cette équation sur un domaine borné du type [0, L]

a été largement étudié depuis une trentaine d’années. En particulier, si on se
pose la question du contrôle du système non linéaire, les conditions au bord
peuvent être les suivantes pour que le problème soit bien posé dans des espaces
réguliers. {

yt + yx + yxxx + yyx = 0,
y(t, 0) = h1(t), y(t, L) = h2(t), yx(t, L) = h3(t),

Dans le cas d’un seul contrôle le comportement de l’équation de KdV dépend
fortement de l’extrémité sur laquelle on place le contrôle. En effet, lorsque le
contrôle est placé à droite (en L), le système se comporte comme un système
hyperbolique et on obtient des résultats de contrôlabilité exacte dans L2(0, L) :

— Cas h1 = h2 = 0.
L. Rosier a montré dans [74] la contrôlabilité exacte dans le cas où les
longueurs spatiales sont dites non critiques, i.e.

L /∈ N = {2π
√
k2 + kl + l2

3
, k, l ∈ N∗}.

On peut remarquer que N est un ensemble dénombrable. Dans les cas
où les longueurs sont critiques, les détails des résultats obtenus seront
donnés au paragraphe 1.2 qui suit.
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— Cas h1 = h3 = 0.
Ce cas a été étudié par O. Glass et S. Guerrero dans [35]. Ils obtiennent
la contrôlabilité exacte du système si la longueur du domaine n’ap-
partient pas à un nouvel ensemble de longueurs critiques qui est lui
aussi dénombrable. Néanmoins la description des longueurs critiques
est moins explicite que celle obtenue dans le premier cas h1 = h2 = 0
et de fait limite l’étude des cas critiques.

Lorsque le contrôle agit sur l’extrémité gauche du domaine, le système se
comporte à la manière d’un problème parabolique et on obtient un résultat de
contrôle à zéro, ou encore de contrôle aux trajectoires :

— Cas h2 = h3 = 0.
L’étude de ce cas a été initiée par L. Rosier dans [76]. A l’aide d’une
inégalité de Carleman, il montre la contrôlabilité aux trajectoires de ce
problème. Ce résultat a ensuite été amélioré par O. Glass et S. Guerrero
dans [34] quand à la régularité des trajectoires.

On peut se référer à l’article de L. Rosier et B.Y. Zhang qui regroupe les
différents résultats obtenus sur ces problèmes, [79]. Il est à noter que d’autres
conditions au bord peuvent être étudiées, voir par exemple [21].

Nous nous focaliserons dans la suite sur le problème de contrôle frontière
où h1 = h2 = 0 et le contrôle est uniquement h3.

1.2 Contrôle lorsque le domaine spatial est un

segment et les termes sont constants

Ce chapitre regroupe trois articles [Cré01, CC04, CC09a].

1.2.1 Présentation du problème

Le problème de la contrôlabilité sur un domaine borné de l’équation de
Korteweg-de Vries, que nous noterons KdV dans la suite, a été initié par
Lionel Rosier dans [74]. Il s’est intéressé au problème suivant :

Etant donné un domaine spatial de longueur L, un temps T > 0, une
donnée initiale y0 ∈ L2(0, L), une donnée finale yT ∈ L2(0, L), peut-on trouver
un contrôle h = h(t) ∈ L2(0, T ) tel que la solution y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) de

yt + yx + yxxx + yyx = 0, dans (0, T )× (0, L),
y(t, 0) = y(t, L) = 0 sur (0, T ),
yx(t, L) = h(t) sur (0, T ),
y(0, x) = y0(x) sur (0, L),

(1.1)

vérifie y(T, .) = yT ?

Ses travaux ont montré que le linéarisé autour de 0 de cette équation n’est
pas contrôlable pour certaines longueurs du domaine que nous appellerons
critiques.
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Théorème 1.2.1 [74] Soit N = {2π
√

k2+kl+l2

3
, k, l ∈ N∗}. Alors pour tous

T > 0 et L ∈ R+ \ N , pour tous y0, yT ∈ L2(0, L), il existe un contrôle
h ∈ L2(0, T ) tel que la solution y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩ L2(0, T,H1(0, L)) de

yt + yx + yxxx = 0, dans (0, T )× (0, L),
y(t, 0) = y(t, L) = 0, sur (0, T ),
yx(t, L) = h(t), sur (0, T ),
y(0, x) = y0(x), sur (0, L),

vérifie y(T, .) = yT .

La preuve de ce résultat repose sur l’obtention d’une inégalité d’observa-
bilité montrée à l’aide de la méthode des multiplicateurs et d’un argument
d’existence spectrale démontré par l’absurde. Le résultat d’observabilité est
faux lorsqu’on se place sur une longueur critique. Néanmoins il a été montré
toujours dans [74], que lorsque le domaine est de longueur critique alors on a
contrôlabilité sur un espace restreint,

Théorème 1.2.2 [74] Soit L ∈ N , il existe un espace vectoriel M = M(L) ⊂
L2(0, L) de dimension finie, tel que pour tout T > 0, pour tous y0, yT ∈ M⊥,
il existe un contrôle h ∈ L2(0, T ) tel que la solution y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩
L2(0, T,H1(0, L)) de

yt + yx + yxxx = 0, dans (0, T )× (0, L),
y(t, 0) = y(t, L) = 0 sur (0, T ),
yx(t, L) = h(t) sur (0, T ),
y(0, x) = y0(x) sur (0, L)

vérifie y(T, .) = yT .

L. Rosier a démontré ensuite le résultat de contrôle pour le problème non
linéaire dans le cas non critique en utilisant un argument de point fixe.

Mes travaux durant ma thèse et qui ont suivi se sont focalisés sur la possibi-
lité d’obtenir le résultat de contrôlabilité du problème non linéaire dans le cas
critique. L’idée étant que le linéarisé autour de zéro n’est certe pas contrôlable
mais le terme non linéaire permet peut-être d’obtenir la contrôlabilité man-
quante.

Dans un premier temps, j’ai démontré dans [Cré01] que si on linéarise
l’équation autour d’un état stationnaire non nul le linéarisé obtenu est alors
contrôlable. Ce résultat est démontré avec une recherche précise d’un état
stationnaire non nul et ensuite par l’obtention d’une inégalité d’observabilité
sur le linéarisé. Le point suivant qui n’a pas été démontré à ma connaissance
est de prouver que le problème non linéaire est alors contrôlable localement en
utilisant par exemple la méthode du retour de J-M. Coron [27].

Par la suite, nous n’avons pas suivi la méthode du retour qui aurait donné
un résultat de contrôle uniquement pour des temps suffisamment grands, mais
une nouvelle idée qui consiste à développer aux ordres suivant l’équation autour
de 0 et de montrer que les équations obtenues au deuxième voir au troisième
ordre permettent d’obtenir un résultat de contrôle.
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Ces résultats font l’objet de 3 articles différents suivant la dimension de
l’espace M , manqué par le linéarisé.

1.2.2 Espace manqué de dimension 1

Le premier cas réalisé en collaboration avec Jean-Michel Coron dans [CC04]
a pour but de montrer le résultat de contrôlabilité dans le cas où les longueurs
critiques sont du type 2kπ avec k tel qu’on ne puisse pas trouver d’entiers non
nuls distincts i et j tels que 3k2 = i2 + ij + j2.

Dans ce cas la seule direction manquée par le linéarisé au premier ordre est
1− cosx et donc M(L) = Vect{1− cos(x)} est dimension 1. On montre dans
[CC04] que le développement à l’ordre 2 n’est pas suffisant pour obtenir la
contrôlabilité dans la direction manquée. On effectue alors un développement
à l’ordre 3.

On utilise dans un premier temps le théorème 1.2.2 obtenu par Lionel
Rosier, concernant la contrôlabilité du linéarisé dans les directions orthogonales
à la direction manquée.

Nous démontrons dans [CC04] la proposition suivante, de déplacement à
l’ordre 3 de l’état initial nul dans les directions manquées ±(1− cosx), α, β et
γ étant les solutions de l’équation de KdV aux ordres 1, 2 et 3 respectivement.

Proposition 1.2.3 Soit T > 0, il existe 3 contrôles, (u±, v±, w±) ∈ L2(0, T )3

tels que si α±, β±, γ± sont les solutions de
α±t + α±x + α±xxx = 0,
α±(t, 0) = α±(t, 2kπ) = 0,
α±x(t, 2kπ) = u±(t),
α±(0, x) = 0,

β±t + β±x + β±xxx = −α±α±x,
β±(t, 0) = β±(t, 2kπ) = 0,
β±x(t, 2kπ) = v±(t),
β±(0, x) = 0,
γ±t + γ±x + γ±xxx = −(α±β±)x,
γ±(t, 0) = γ±(t, 2kπ) = 0,
γ±x(t, 2kπ) = w±(t),
γ±(0, x) = 0,

alors,

α±(T, x) = 0, β±(T, x) = 0, γ±(T, x) = ±(1− cos(x)).

On utilise ensuite deux théorèmes de point fixe successivement en projetant
sur M(L)⊥ puis sur M(L) les solutions. On applique tout d’abord le théorème
du point fixe de Banach pour le contrôle du non linéarisé sur M(L)⊥ et en-
suite le théorème du point fixe de Brower sur l’espace M(L) des directions
manquées, qui est de dimension 1 . On obtient alors le résultat principal sui-
vant de contrôlabilité exacte locale du problème non linéaire pour tout temps.
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Théorème 1.2.4 Soit T > 0, alors il existe C > 0 et r > 0 tels que pour tous
y0, yT ∈ L2(0, 2kπ), tels que

‖y0‖L2(0,2kπ) < r et ‖yT‖L2(0,2kπ) < r,

il existe y ∈ C([0, T ], L2(0, 2kπ))∩L2(0, T,H1(0, 2kπ)) et u ∈ L2(0, T ) vérifiant
(1.1) et tels que

y(T, .) = yT et ‖u‖L2(0,T ) ≤ C(‖y0‖L2(0,2kπ) + ‖yT‖L2(0,2kπ))
1/3.

1.2.3 Espace manqué de dimension 2

La démonstration du cas où l’espace manqué par le linéarisé est de dimen-
sion 2 exactement a été faite par Eduardo Cerpa dans [16]. Il démontre un
résultat semblable au précédent en prouvant que le terme à l’ordre 2 permet
d’entrer dans l’espace manqué à partir de la donnée initiale nulle.

Proposition 1.2.5 [16] Soit L ∈ N tel que l’espace manqué M(L) soit de
dimension 2, soit T > 0 alors il existe 2 contrôles (u, v) ∈ L2(0, T )2 tels que
si α, β sont les solutions de

αt + αx + αxxx = 0,
α(t, 0) = α(t, L) = 0,
αx(t, L) = u(t),
α(0, x) = 0,
βt + βx + βxxx = −ααx,
β(t, 0) = β(t, L) = 0,
βx(t, L) = v(t),
β(0, x) = 0,

alors,
α(T, x) = 0, β(T, x) ∈M \ {0}.

En laissant alors le système évoluer sans contrôle, la direction obtenue β(x, T )
tourne à une vitesse prescrite par L, dans l’espace d’ordre 2, M(L) et on arrive
ainsi à décrire tout l’espace manqué M(L) par le terme linéarisé au premier
ordre. Il est important de noter que, dans ce choix de démonstration, on laisse
le système évoluer sans contrôle pendant un certain temps, de fait il apparâıt
un temps minimal de contrôle T > T (L) fonction de L. C’est en fait le temps
nécessaire à la solution pour ”tourner dans M(L)” et décrire tout M(L).
En appliquant alors un double argument de point fixe comme dans [CC04], on
obtient le résultat de contrôlabilité exacte locale suivant.

Théorème 1.2.6 [16] Soit L ∈ N tel que l’espace manqué M(L) soit de
dimension 2. Il existe TL > 0 tel que pour tout T > TL, il existe C > 0 et
r > 0 tels que pour tous y0, yT ∈ L2(0, L), tels que

‖y0‖L2(0,L) < r et ‖yT‖L2(0,L) < r,

il existe y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩ L2(0, T,H1(0, L)) et u ∈ L2(0, T ) vérifiant
(1.1) et tels que

y(T, .) = yT et ‖u‖L2(0,T ) ≤ C(‖y0‖L2(0,L + ‖yT‖L2(0,L))
1/2.
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1.2.4 Espace manqué de dimension supérieure à 2

Le cas où l’espace manqué est de dimension supérieure à 2 a été résolu par
Eduardo Cerpa et moi-même dans [CC09a].
Pour une longueur critique L telle que dimM(L) > 2, on recherche tout
d’abord toutes les décompositions possibles de L comme longueur critique.

Il existe donc n = E

(
dimM(L) + 1

2

)
couples distincts d’entiers (kj, lj) ∈

N∗ × N∗ avec kj ≥ lj vérifiant L = 2π

√
k2j + kjlj + l2j

3
. (E désignant la fonc-

tion partie entière).
On introduit alors les notations

J> := { j ∈ {1, . . . , n} ; kj > lj}, J= := { j ∈ {1, . . . , n} ; kj = lj}, n> := |J>|

Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on définit le réel

pj := (2kj + lj)(kj − lj)(2lj + kj)

(
2π

3L

)3

.

Lemme 1.2.7 Avec les précédentes notations on a

1. si j ∈ J>, pj 6= 0,

2. si j ∈ J=, pj = 0,

3. si i 6= j, pi 6= pj.

Les pj représentent les vitesses auxquelles tournent les solutions dans les es-
paces manqués Mj correspondants aux couples (kj, lj). On peut remarquer
qu’avec cette décomposition on a :

— les vitesses pj sont toutes différentes,
— les espaces Mj sont de dimension 1 (si kj = lj) ou 2 (si kj > lj),
— M = ⊕j=1...nMj

L’idée est alors de reprendre les résultats obtenus dans les deux cas précé-
dents, [CC04] et [16]. Ensuite en combinant les différents contrôles permettant
d’entrer dans les différents espaces manqués qui sont orthogonaux deux à deux
et en laissant le système évoluer sans contrôle on démontre qu’on peut atteindre
toutes les directions manquées avec un temps minimal, chaque espace évoluant
avec sa propre vitesse.
On applique ensuite comme dans le cas de dimension 1 les théorèmes du point
fixe de Banach puis de Brower pour avoir le résultat de contrôle local pour le
problème non linéaire.

Théorème 1.2.8 Pour tout L ∈ N , il existe TL > 0 tel que pour tout T > TL,
il existe r > 0 tel que pour tous y0, yT ∈ L2(0, L), tels que ‖y0‖L2(0,L) < r et
‖yT‖L2(0,L) < r, il existe y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩ L2(0, T,H1(0, L)) et u ∈
L2(0, T ) vérifiant (1.1) et tels que y(T, .) = yT .
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1.2.5 Problèmes ouverts

1. Temps de contrôle.

Dans la preuve de la contrôlabilité lorsque le domaine non contrôlable
par le linéarisé est de dimension supérieure ou égale à deux, on obtient
un temps de contrôle minimal qui est directement lié à la méthode
de démonstration. On peut se demander si un tel temps minimal de
contrôle existe réellement. L’équation de KdV ayant une vitesse de pro-
pagation infinie nous aurions tendance à répondre par la négative à
cette question. Néanmoins, l’équation de Schrôdinger a également une
vitesse de propagation infinie et il a pourtant été montré dans [26] que
la contrôlabilité locale autour d’un état fondamental pour l’équation de
Schrödinger n’est pas possible en temps petit. Le problème reste ouvert
dans le cas de l’équation de KdV.

2. Méthode de développement asymptotique appliqué à d’autres EDP.

La méthode de développement asymptotique de l’équation non linéaire
quand le linéarisé n’est pas contrôlable a été utilisée pour montrer la
contrôlabilité de l’équation de Schrödinger dans [5]. D’autres équations
dont le linéarisé n’est pas contrôlable pourraient faire l’objet d’une
étude par les développement asymptotiques. Par exemple pour d’autres
types de contrôles frontières, cf [35] ou encore [21], ou bien pour des
systèmes couplant plusieurs EDP, comme par exemple le système de
Boussinesq KdV-KdV étudié récemment dans [13]. Un article récent de
S. Chowdhury et S. Ervedoza, reprend cette méthode de développement
asymptotique pour montrer la stabilisation des équations de Navier-
Stokes 2D, [23].

1.3 Contrôle de KdV avec un coefficient prin-

cipal constant par morceaux.

Cette partie présente un résultat de contrôle exact de l’équation de KdV
lorsque le coefficient du terme principal, yxxx est constant par morceaux, voir
[Cré16].

1.3.1 Présentation du problème

Ce type d’équation peut en particulier modéliser l’écoulement d’un fluide
dans un canal possédant un fond non plat comme dans la figure proposée, voir
par exemple l’article [70] qui modélise un écoulement dans un fond possédant
une marche.
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0 a1 a2 a3 L

J’ai dans un premier temps cherché un système d’équations bien posé pour
ce type de problème, en particulier en ce qui concernait les conditions aux
interfaces. Le système obtenu est décrit ci-dessous, où p est un coefficient
constant par morceaux, défini par p(x) = pi > 0 sur [ai, ai+1) avec
0 = a0 < a1 < . . . < aN = L une subdivision de notre intervalle [0, L].

yt + yx + p(x)yxxx + yyx = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),
y(t, 0) = 0, y(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),
yx(t, L) = h(t), t ∈ (0, T ),
y(t, a−i ) = y(t, a+i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,√
pi−1yx(t, a

−
i ) =

√
piyx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,

pi−1yxx(t, a
−
i ) = piyxx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L).

Le problème de contrôle était alors le suivant :
Etant donnés un temps T > 0, des conditions initiales et finales y0 et

yT prises dans des espaces bien choisis, peut-on trouver un contrôle h dans un
espace à déterminer, tel que la solution du problème précédent vérifie y(T, .) =
yT sur (0, L) ?

L’approche développée par Lionel Rosier dans [74] ne semble pas accessible
ici. En effet, le nombre de paramètres pi et ai est trop important pour espérer
obtenir une description précise des longueurs critiques. L’approche choisie a
donc été d’obtenir une inégalité d’observabilité forte sur le problème adjoint à
l’aide de multiplicateurs pertinents. Pour cela, on construit une fonction qui
soit continue par morceaux, et qui fasse disparâıtre les termes d’interface lors
des différentes intégrations par parties.

L’inégalité d’observabilité à montrer est du type

c‖φx(., L)‖L2(0,T ) ≤ ‖φT‖L2(0,L) ≤ C‖φx(., L)‖L2(0,T ),

pour le système adjoint rétrograde en temps suivant,

φt + φx + p(x)φxxx = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),
φ(t, 0) = 0, φx(t, 0) = 0, φ(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),
φ(t, ai−) = φ(t, ai+), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,√
pi−1φx(t, a

−
i ) =

√
piφx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ) i = 1, . . . , N − 1,

pi−1φxx(t, a
−
i ) = piφxx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ) i = 1, . . . , N − 1,

φ(T, x) = φT (x), x ∈ (0, L).

(1.2)
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On choisit alors une fonction multiplicatrice continue, affine par morceaux
q telle que 

q = qi sur [ai, ai+1), i = 0, . . . , N − 1,
qi−1(t, a

−
i ) = qi(t, ai), i = 1, . . . , N − 1,√

pi−1qx(t, a
−
i ) =

√
piqx(t, ai), i = 1, . . . , N − 1,

qxx = 0.

En multipliant la première equation de (1.2) par qφ et en intégrant par parties
sur (s, T )× (0, L) on obtient,

∫ L

0

q(T )|φ(T )|2 − q(s)|φ(s)|2dx =

∫ T

s

∫ L

0

(qt + qx)|φ|2dxdt

− 3

∫ T

s

∫ L

0

qxp|φx|2dxdt+

∫ T

s

q(L)pN−1|φx(t, L)|2dt.
(1.3)

1. On choisit dans un premier temps q(t, x) = t dans (1.3) et s = 0, alors

T

∫ L

0

|φ(T )|2dx ≤
∫ T

0

∫ L

0

|φ|2dxdt+ TpN−1

∫ T

0

|φx(t, L)|2dt. (1.4)

2. Ensuite on prend q = 1 dans (1.3) pour obtenir∫ L

0

|φ(T )|2 − |φ(s)|2dx =

∫ T

s

pN−1|φx(t, L)|2dt ≥ 0.

Donc ∫ T

0

∫ L

0

|φ|2dx ≤ T

∫ L

0

|φ(T )|2dx. (1.5)

Ce qui n’est pas suffisant pour absorber le terme de droite de (1.4) en∫ T

0

∫ L

0

|φ|2dx.

3. On choisit alors
qN−1(t, x) =

x− L
√
pN−1

,

qi(t, x) =
x− ai+1√

pi
+ qi+1(ai+1), i = 0, . . . , N − 2,

ainsi q ≤ 0 et qx =
1
√
p

. On remplace dans (1.3) avec s = 0 et on obtient

3

∫ T

0

∫ L

0

√
p|φx|2dxdt ≤

∫ T

0

∫ L

0

1
√
p
|φ|2dxdt+ ‖q‖∞

∫ L

0

|φ(T, x)|2dx.

Avec (1.5) cela nous donne

3 min(
√
p)

∫ T

0

∫ L

0

|φx|2dxdt ≤
(

T

min(
√
p)

+ ‖q‖∞
)∫ L

0

|φ(T, x)|2dx.

(1.6)
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Il nous reste à appliquer l’inégalité de Poincaré avec comme constante L/π,
en utilisant les inégalités (1.4) et (1.6), pour obtenir

(
T − L2

3π2 min(
√
p)

(
T

min(
√
p)

+ ‖q‖∞
))∫ L

0

|φ(T )|2dx

≤ TpN−1

∫ T

0

|φx(t, L)|2dt.

et donc(
T

(
1− L2

3π2 min(p)

)
− ‖q‖∞

L2

3π2 min(
√
p)

)∫ L

0

|φ(T )|2dx

≤ TpN−1

∫ T

0

|φx(t, L)|2dt.

Ainsi pour T suffisamment grand et un coefficient
L

min(
√
p)

suffisamment pe-

tit, afin d’avoir un coefficient dans le membre de gauche positif, on obtient
l’inégalité d’observabilité souhaitée. La dualité observabilité/contrôlabilité nous
permet alors de conclure avec le résultat suivant.

Proposition 1.3.1 Soient T, L, p = (pi)i=0,...,N−1 > 0 tels que

L

min(
√
p)
<
√

3π, (1.7)

et

T >
NL3

3π2 min p− L2
.

Soit a = (0 = a0 < a1 < . . . < aN = L), alors pour tous y0, yT ∈ L2(0, L)
il existe un contrôle h ∈ L2(0, T ) tel que la solution y ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩
L2(0, T,H1(0, L)) de

yt + yx + p(x)yxxx = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, L),
y(t, 0) = 0, y(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),
yx(t, L) = h(t), t ∈ (0, T ),
y(t, a−i ) = y(t, a+i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,√
pi−1yx(t, a

−
i ) =

√
piyx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,

pi−1yxx(t, a
−
i ) = piyxx(t, a

+
i ), t ∈ (0, T ), i = 1, . . . , N − 1,

y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, L),

vérifie y(T, .) = yT (.).

1.3.2 Problèmes ouverts

1. La condition (1.7) vient uniquement du choix du multiplicateur et de la
constante de Poincaré. Elle apparâıt également dans le cas 1D constant
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dans l’étude d’Eduardo Cerpa, [18] où il est montré le résultat de
contrôlabilité pour le problème de KdV linéaire avec la méthode des
multiplicateurs si la longueur du domaine L vérifie L <

√
3π. Il serait

bien sûr beaucoup plus pertinent de trouver un multiplicateur tel que
le problème soit contrôlable pour L < 2π qui est la première longueur
critique. Cette question est ouverte à ma connaissance.

2. Le problème inverse de retrouver le coefficient p sur le système pro-
posé est également ouvert. Dans la suite on verra en paragraphe 7.3,
la résolution d’un tel problème quand le coefficient p est suffisamment
régulier. Nous pourrions nous poser la même question mais dans le cas
d’un coefficient continu par morceaux. Ce problème pourrait en parti-
culier se retrouver dans la modélisation de l’écoulement sanguin dans
les artères, si on modélise le réseau artériel comme une série de tuyaux
de différents diamètres.

1.4 Contrôle de l’équation de KdV posée sur

un réseau étoilé

1.4.1 Présentation du problème dans le cas où on contrôle
au noeud central.

Cette partie concerne un travail commencé en collaboration avec Käıs
Ammari lors de son année passée au laboratoire de Mathématiques de Ver-
sailles, voir article [AC18a]. Nous avons introduit un modèle pour l’équation
de Korteweg-de Vries sur un réseau étoilé orienté.
Nous supposons donc que nous avons une étoile avec N branches numérotées
de 1 à N , chacune ayant sa longueur propre notée lj. Les branches sont toutes
reliées en un seul point que nous appelons le noeud central et qui sera l’origine
de chaque repère pour chaque branche. Dans un premier temps nous avons
cherché les bonnes conditions de transmission à imposer au noeud central du
réseau qui nous permettent d’avoir existence et unicité des solutions dans les
bons espaces.
Nous avons obtenu le système suivant, dans un souci de clarté, nous n’avons
pas indicé la variable spatiale x = xj évoluant sur chaque branche,



(∂tuj + ∂xuj + uj∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j),
t > 0, j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

(∂2xuj(t, 0) +
α

N
uj(t, 0)) =

N

3
u21(t, 0) + g(t), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
∂xu1(t, `1) = 0, ∂xuj(t, `j) = gj(t), ∀ t > 0, j = 2, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

(1.8)
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La question que nous nous sommes posée est la suivante :

Etant donnés un temps T , des conditions initiales et finales (u0j)j=1..N et
(uTj )j=1..N dans des espaces à déterminer, peut-on trouver N + 1 contrôles
g1, . . . , gN , g (ou moins) agissant sur les N conditions de Neumann extérieures
au réseau et au noeud central tels que la solution du problème précédent vérifie
uj(T, .) = uTj , pour tout j = 1 . . . N ?

Le réseau peut se représenter comme dans la figure 1.4.1, qui est un réseau
à 4 branches, le contrôle étant appliqué aux noeuds rouges.

l
1

l
3

l
2

l
4

O

Figure 1.1 – Réseau étoilé pour N = 4

1.4.2 Idées de la preuve et résultats obtenus

Pour résoudre ce problème, nous avons dans un premier temps linéarisé
le problème autour de zéro puis nous nous sommes appuyés sur une inégalité
d’observabilité que nous avions obtenue pour le problème de stabilité que je
détaillerai dans le paragraphe 4. En nous appuyant sur les travaux de L. Ro-
sier sur le contrôle de KdV, voir [74], la preuve de l’inégalité d’observabilité
repose sur l’obtention d’une propriété de continuation unique pour le problème
adjoint, puis sur un problème spectral avec des conditions supplémentaires.
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Le problème adjoint rétrograde dans notre cas est le suivant,

(∂tϕj + ∂xϕj + ∂3xϕj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t > 0, j = 1, ..., N,
ϕj(t, 0) = ϕk(t, 0), ∀ t > 0, ∀ j, k = 1, ..., N,
∂xϕj(t, 0) = 0 ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
N∑
j=1

(
∂2xϕj(t, 0) + (1− α

N
)ϕj(t, 0)

)
= 0, ∀ t > 0,

ϕj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
ϕj(T, x) = ϕTj (x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N.

et le lemme spectral conduisant à l’inégalité d’observabilité peut s’énoncer
comme suit.

Lemme 1.4.1 Soient (`i)i=1..N ∈ (0,+∞)N . Considérons l’assertion suivante :

∃ (λi)i=1...N ∈ CN , ∃(y1, . . . , yN) ∈

[
N∏
i=1

H3(0, `i)

]
\ {0} t.q.

λiyi + y′i + y′′′i = 0, ∀i = 1 . . . N,
yi(`i) = 0, ∀i = 1 . . . N,
yi(0) = 0, ∀i = 1 . . . N,
y′i(0) = 0, ∀i = 1 . . . N,
y′i(`i) = 0, ∀i = 2 . . . N,
N∑
i=1

y′′i (0) = 0.

(1.9)

Alors (1.9)⇔ #{(`i)i=2...N ∈ N} ≥ 1.

Preuve. Rappelons le lemme suivant obtenu dans [74] :

Lemme 1.4.2 [74, Lemme 3.5] Soit L ∈ (0,+∞). Considérons l’assertion
suivante,

∃λ ∈ C, ∃y ∈ H3(0, L) \ {0} t.q.{
λy + y′ + y′′′ = 0,
y(0) = 0, y′(0) = 0, y(L) = 0, y′(L) = 0.

(1.10)

Alors (1.10)⇔ L ∈ N .

1. Si ∀i = 2 . . . N, `i /∈ N alors le Lemme 1.4.2 appliqué à (y2, . . . , yN),
nous donne (y2, . . . , yN) = 0. Ensuite on utilise les conditions sur y1.
Elle vérifie, 

λ1y1 + y′1 + y′′′1 = 0,
y1(`1) = 0,
y1(0) = 0, , y′1(0) = 0,

y′′1(0) = −
∑N

i=2 y
′′
i (0) = 0.

Avec les 3 conditions de nullité à 0 on en déduit que y1 = 0.

Donc y = (y1, . . . , yN) = 0.
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2. Si #{(`i)i=2,...,N ∈ N} ≥ 1, on peut supposer sans perte de généralité
que `2 ∈ N . Alors on peut prendre yi = 0 pour i = 3 . . . N . Le Lemme
1.4.2 nous donne l’existence de λ2 et d’une fonction non nulle y2 qui
vérifie 

λ2y2 + y′2 + y′′′2 = 0,
y2(`2) = 0, y′2(`2) = 0,
y2(0) = 0, y′2(0) = 0.

et l’équation en y1 devient,
λ1y1 + y′1 + y′′′1 = 0,
y1(`1) = 0,
y1(0) = 0, , y′1(0) = 0,

y′′1(0) = −
∑N

i=2 y
′′
i (0) = −y′′2(0).

Comme y2 est non nulle, nécessairement y′′2(0) 6= 0 et donc il suffit de
trouver une solution z1 non nulle de

λ1z1 + z′1 + z′′′1 = 0,
z1(`1) = 0,
z1(0) = 0, , z′1(0) = 0

De même z′′1 (0) 6= 0 et on prend alors y1 = −y′′2 (0)

z′′1 (0)
z1. La fonction y =

(y1, . . . , yN) est solution du système et non identiquement nulle.

On en déduit alors l’inégalité d’observabilité forte suivante,

Théorème 1.4.3 Soient (`i)i=1..N ∈ (0,+∞)N tels que ∀i = 2, . . . , N, `i /∈
N . Alors pour tout T > 0, il existe C > 0 tel que pour tout ϕT ∈ L2(T ) on
ait,

‖ϕT‖2L2(T ) ≤ C

(
N∑
j=1

‖∂xϕj(., `j)‖2L2(0,T ) +

∫ T

0

ϕ2
1(t, 0)dt

)
,

où ϕ ∈ B est la solution du problème adjoint rétrograde en temps.

On en déduit alors le résultat de contrôlabilité exacte suivant, tant que le
réseau n’est pas ”critique”.

Théorème 1.4.4 Soient T > 0, α > N
2

et (`i)i=1,...,N ∈ (0,+∞)N tels que
∀i = 2, . . . , N, `i /∈ N . Alors pour tout u0, uT ∈ L2(T ), il existe (g1, . . . , gN) ∈
L2(0, T ) et g ∈ L2(0, T ) tels que la solution u ∈ B de (1.8) vérifie u(0, .) = u0

et u(T, .) = uT .

Une fois obtenu le résultat de contrôlabilité exacte du problème linéarisé,
on applique des arguments usuels de point fixe pour avoir la contrôlabilité
exacte locale (pour des données initiales et finales ”petites”) du problème non
linéaire.

Théorème 1.4.5 Soient T > 0, α > N
2

et (`i)i=1,...,N ∈ (0,+∞)N tels que
∀i = 2, . . . , N, `i /∈ N . Alors il existe r > 0 tel que pour tout u0, uT ∈ L2(T )
avec ‖u0‖L2(T ) < r et ‖uT‖L2(T ) < r, il existe N contrôles (g1, . . . , gN) ∈
L2(0, T ) et g ∈ L2(0, T ) tels que la solution u ∈ B de (1.8) vérifie u(0, .) = u0

et u(T, .) = uT .
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1.4.3 Présentation du problème dans le cas où on ne
contrôle pas au noeud central.

Les détails se trouvent dans [CCM18].

Pour des raisons d’applications, il n’est pas satisfaisant de contrôler le
problème au noeud central. Nous nous sommes donc intéressé avec Eduardo
Cerpa et Claudia Moreno au même problème que précédemment mais avec
seulement N contrôles agissant sur les noeuds extérieurs. Le problème est
alors le suivant :



(∂tuj + ∂xuj + uj∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t > 0, j = 1, ..., N,
uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

(
∂2xuj(t, 0) +

α

N
uj(t, 0)

)
=
N

3
u21(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
∂xu1(t, `1) = 0, ∂xuj(t, `j) = gj(t), ∀ t > 0, j = 2, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

(1.11)

La figure 1.4.3 représente ce problème où le contrôle est appliqué aux
noeuds rouges.

l
1

l
3

l
2

l
4

O

Figure 1.2 – Réseau étoilé pour N = 4

1.4.4 Idée des preuves et résultats obtenus

En appliquant toujours la dualité entre observabilité et contrôlabilité, la
contrôlabilité du problème linéarisé autour de zéro revient à montrer une
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inégalité d’observabilité sur le problème adjoint rétrograde en temps :

(∂tϕj + ∂xϕj + ∂3xϕj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t > 0, j = 1, ..., N,
ϕj(t, 0) = ϕk(t, 0), ∀ t > 0, ∀ j, k = 1, ..., N,
∂xϕj(t, 0) = 0 ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
N∑
j=1

(
∂2xϕj(t, 0) + (1− α

N
)ϕj(t, 0)

)
= 0, ∀ t > 0,

ϕj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
ϕj(T, x) = ϕTj (x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N.

(1.12)
et d’obtenir sur ce problème une inégalité d’observabilité du type :

‖ϕT‖2L2(T ) ≤ C

N∑
j=1

‖∂xϕj(., `j)‖2L2(0,T ),

Une première idée était d’utiliser comme dans le cas précédent une démonstra-
tion par l’absurde, le problème revenant alors à montrer que le système suivant
est sur-déterminé :

λiyi + y′i + y′′′i = 0, ∀i = 1 . . . N,
yi(`i) = 0, ∀i = 1 . . . N,
yi(0) = yj(0), ∀i, j = 1 . . . N,
y′i(0) = 0, ∀i = 1 . . . N,
y′i(`i) = 0, ∀i = 2 . . . N,
N∑
i=1

y′′i (0) + (1− α

N
)yi(0) = 0.

Mais nous n’avons pas réussi à résoudre ce problème qui peut s’écrire comme
un problème d’algèbre linéaire finalement assez simple d’énoncé en résolvant
les équations différentielles et en cherchant à ajuster les constantes.

Nous avons donc choisi de montrer l’inégalité d’observabilité par la méthode
des multiplicateurs déjà utilisée dans la partie 1.3.

Dans un premier temps en choisissant comme multiplicateur t, on obtient
par intégration par parties :

N∑
j=1

∫ lj

0

T |ϕj(T, x)|2dx ≤
∫ T

0

N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(t, x)|2dxdt

+ T

∫ T

0

N∑
j=1

|∂xϕj(t, lj)|2dt+ T (2α−N)

∫ T

0

|ϕ1(t, 0)|2dt.

Le but est alors d’absorber les termes du membre de droite, T
∫ T
0

∑N
j=1|∂xϕj(t, lj)|2dt

et T (2α−N)
∫ T
0
|ϕ1(t, 0)|2dt.



1.4. CONTRÔLE DE KDV SUR UN RÉSEAU 29

Puis on multiplie par la fonction 1, pour obtenir

N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(T, x)|2dx−
N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(s, x)|2dx =

∫ T

s

N∑
j=1

|∂xϕj(t, lj)|2dt

+ (2α−N)

∫ T

s

|ϕ1(t, 0)|2dt,

Puis, en multipliant par une fonction régulière qj sur chaque branche et en
intégrant par partie, on obtient l’inégalité suivante :

N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(T, x)|2qj(T, x)dx−
N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(s, x)|2qj(s, x)dx =

∫ T

s

N∑
j=1

∫ lj

0

(∂tqj + ∂xqj + ∂3xqj)|ϕj|2dxdt− 3

∫ T

s

N∑
j=1

∫ lj

0

|∂xϕj|2∂xqjdxdt

+

∫ T

s

N∑
j=1

|ϕj(t, 0)|2∂2xqj(t, 0)dt+

∫ T

s

N∑
j=1

|ϕj(t, 0)|2qj(t, 0)dt

+

∫ T

s

N∑
j=1

|∂xϕj(t, lj)|2qj(t, lj)dt+ 2

∫ T

s

N∑
j=1

qj(t, 0)∂2xϕj(t, 0)ϕj(t, 0)dt.

Pour obtenir une estimation du terme T (2α − N)
∫ T
0
|ϕ1(t, 0)|2dt il faudrait

donc une fonction qj concave, positive, de dérivée negative sur [0, lj] pour

estimer les termes. Nous avons donc choisi la fonction
(2lj−x)(lj−x)

2l2j
qui vérifie

1. 0 ≤ qj(t, x) ≤ 1, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× [0, lj],

2. −3
2lj
≤ ∂xqj(t, x) ≤ −1

2lj
, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× [0, lj],

3. ∂2xqj(t, x) = 1
l2j
> 0, pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× [0, lj],

On obtient alors∫ T

0

N∑
j=1

1

l2j
|ϕj(t, 0)|2dt+

∫ T

0

N∑
j=1

3

2lj

∫ lj

0

|∂xϕj(t, x)|2dxdt

≤
N∑
j=1

∫ lj

0

|ϕj(T, x)|2dx+

∫ T

0

N∑
j=1

3

2lj

∫ lj

0

|ϕj(t, x)|2dxdt

− (2α−N)

∫ T

0

|ϕ1(t, 0)|2dt.

En utilisant une inégalité de Poincaré et en regroupant les termes, on ob-
tient alors l’inégalité d’observabilité voulue.

Théorème 1.4.6 Soient (lj)j=1,··· ,N ∈ (0,+∞)N et α ≥ N/2.
Il existe L0, Tmin > 0 tels que si

L = max
j=1,..,N

lj < L0 et T > Tmin,
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alors on a

‖ϕT‖2L2(T ) ≤ C

N∑
j=1

‖∂xϕj(t, lj)‖2L2(0,T ), ∀ϕT ∈ L2(T ),

avec ϕ = (ϕ1, · · · , ϕN) solution de (1.12) de condition finale ϕT = (ϕT1 , · · · , ϕTN)
et C une constante positive.

Le résultat de contrôlabilité exacte du problème linéarisé en découle immédiate-
ment et ensuite on applique un résultat de point fixe pour avoir la contrôlabilité
du problème non linéaire.

Théorème 1.4.7 Soient (lj)j=1,··· ,N ∈ (0,+∞)N et α ≥ N/2.
Il existe L0, Tmin > 0 tels que si

L = max
j=1,..,N

lj < L0 and T > Tmin,

alors le système non linéaire (1.11) est localement exactement contrôlable au-
tour de zéro sur L2(T ) avec N contrôles agissant aux noeuds externes
g = (g1, · · · , gN) ∈ L2(0, T )N .

Remarque(s) 1.4.8 En travaillant un peu plus sur les inégalités, on arrive à
inclure le terme α = N

2
dans notre résultat de contrôle. Ce que nous n’avions

pas fait pour le premier résultat présenté en paragraphe 1.4.

1.4.5 Problèmes ouverts

Plusieurs problèmes ouverts peuvent se poser naturellement sur les réseaux.

1. Un point intéressant serait d’étudier le cas du réseau étoilé infini. Le
problème serait alors le suivant,

(∂tuj + ∂xuj + uj∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x > 0, t > 0,
j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N,
t > 0,

N∑
j=1

(∂2xuj(t, 0) + uj(t, 0)) =
N

3
u21(t, 0) + g(t), ∀ t > 0,

uj(0, x) = u0j(x), ∀x > 0,
j = 1, ..., N.

Des résultats sur le contrôle de KdV dans un quart de plan ont été obte-
nus par Lionel Rosier dans [75], via l’utilisation d’inégalités de Carleman
et pourraient être un point de départ pour cette étude.

2. Une autre question serait d’imposer des coefficients principaux réguliers
mais différents sur chaque branche et de regarder le problème inverse
de retrouver ces coefficients avec des observations sur la solution. Ce
problème est à rapprocher du problème inverse étudié en paragraphe
7.3. C’est de plus un problème intéressant du point de vue de la modélisation
du réseau artériel. Il permettrait d’obtenir des informations sur la com-
pliance ou la rigidité des artères par exemple.
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1.5 Perspectives

1.5.1 Système de Hirota-Satsuma

Lors de mon séjour au Chili en Octobre 2017, j’ai eu l’occasion de travailler
avec Eduardo Cerpa et Nicolás Carreño. Nous avons choisi de travailler sur le
système de Hirota-Satsuma, [38, 82]. Ce système de trois équations couplées
de type KdV possède une équation correspondant à des ondes se déplaçant de
la droite vers la gauche, tandis que les deux autres équations correspondent à
des ondes se déplaçant de la gauche vers la droite. Nous avons choisi d’étudier
la contrôlabilité interne de ce système, posé sous la forme suivante,

ut − uxxx − ux − wx − uux + vvx = 0,
vt + vxxx + vx + uvx = 1ω2h2(t),
wt + wxxx + wx + 3uwx = 1ω3h3(t),
u(t, 0) = u(t, L) = 0, ux(t, 0) = 0,
v(t, 0) = v(t, L) = 0, vx(t, L) = 0,
w(t, 0) = w(t, L) = 0, wx(t, L) = 0.

Notre but est de répondre à la question suivante,
Question : Peut-on contrôler ce système en tout temps avec uniquement 2

contrôles h2 et h3 agissant respectivement sur deux ouverts ω2 et ω3 de (0, L) ?
Pour répondre à cette question, nous avons choisi d’écrire une inégalité de

Carleman sur le problème adjoint linéarisé afin d’obtenir une inégalité d’ob-
servabilité sur ce système,

Pour cela, nous avons repris l’inégalité de Carleman pour l’équation de
KdV prouvée dans [2] et [12]. Les points clés à résoudre sont alors

— de faire disparâıtre les termes en dérivées premières et secondes appa-
raissant sur le terme de droite de l’inégalité de Carleman. Pour cela,
nous avons choisi d’adapter une technique de Bootstrap déjà utilisée
pour KdV dans [34, 12, 2]. Comme nous n’avons pas besoin d’estimé
sur la trace de la dérivée seconde à la frontière nous interpolons seule-
ment dans l’espace de Sobolev H7/3. Ceci nous permet de gagner un
cran de démonstration.

— de faire disparâıtre les termes en φ apparaissant sur le terme de droite de
l’inégalité de Carleman. Pour cela, nous avons supposé que le contrôle
h3 touche un bord du domaine pour pouvoir appliquer l’inégalité de
Poincaré et avec un même argument de Bootstrap obtenir seulement
des termes en φx sur le terme de droite de Carleman. On peut alors
utiliser le couplage pour faire disparâıtre les termes en φx.

Ces résultats sont actuellement en cours de rédaction.

1.5.2 Equation de KdV posée sur un arbre

Lors de mon récent séjour au Chili en décembre 2018, nous avons réfléchi
avec Julie Valein et Eduardo Cerpa au problème de KdV posé non pas sur une
étoile mais sur un arbre. L’équation de Korteweg-de Vries ayant un sens de
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propagation le problème est alors complètement différent du cas précédent sur
une étoile. Nous pensons que les bonnes conditions de transmission au noeud
central sont alors les suivantes, pour t > 0

y1,t(x, t) + y1,x(x, t) + y1,xxx(x, t) + y1(x, t)y1,x(x, t) = 0, x ∈ (−l1, 0),
yi,t(x, t) + yi,x(x, t) + yi,xxx(x, t) + yi(x, t)yi,x(x, t) = 0, ∀i = 2, · · · , N,

x ∈ (0, li),
y1(−l1, t) = 0,
yi(li, t) = 0, ∀i = 2, · · · , N,
yi,x(li, t) = hi(t), ∀i = 2, · · · , N,
y1(0, t) = αi(0, t), ∀i = 2, · · · , N,

y1,x(0, t) =
N∑
i=2

βiyi,x(0, t),

y1,xx(0, t) =
N∑
i=2

1

αi
yi,xx(0, t),

y(x, 0) = y0(x), x ∈ R,

où −l1 représente la racine de notre arbre, conformément au dessin ci-dessous,
1.5.2, les paramètres αi et βi vérifient certaines contraintes et le contrôle est
appliqué aux noeuds rouges, autrement dit aux feuilles de l’arbre. Dans ce cas,
nous espérons pouvoir montrer que le problème est contrôlable avec seulement
N-1 contrôles agissant sur les ”feuilles” de l’arbre. Le problème une fois montré
pourra se généraliser au cas d’un arbre à plusieurs branches.

-l
1

l
2

l
3

l
4

0

Figure 1.3 – Réseau type arbre pour N = 4



Chapitre 2

Contrôle de quelques équations
posées sur un segment

2.1 Contrôle de l’équation de Boussinesq améliorée.

Les détails de cette partie se trouvent dans les articles [Cré03] et [CC18].

2.1.1 Présentation du problème

Lors de mes travaux de thèse, j’ai étudié la contrôlabilité au bord de
l’équation de Boussinesq communément appelée ”bonne” équation de Boussi-
nesq, voir [Cré03]. Le problème étudié était alors de savoir si, étant donnés un
temps T > 0 et une longueur de domaine spatial L > 0, des conditions initiales
et finales suffisamment régulières, on peut trouver un contrôle h = h(t) tel que
la solution de

ytt − yxx = (y2 + yxx)xx (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
y(t, 0) = 0 = y(t, L) = 0, t ∈ (0, T ),{
yx(t, 0) = 0, yx(t, L) = h(t)
ou yxx(t, 0) = 0, yxx(t, L) = h(t),

t ∈ (0, T ),

y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ (0, 1)

vérifie y(T, x) = y0T et yt(T, x) = y1T . Pour cela nous avions exhibé une inégalité
d’observabilité sur le problème adjoint du linéarisé, en étudiant le comporte-
ment asymptotique des valeurs propres de l’opérateur associé linéarisé et en
appliquant une inégalité de type Ingham.

Le cas du contrôle de la ”mauvaise” équation de Boussinesq (ytt − yxx −
yxxxx = (y2)xx) n’est pas envisageable, cette équation n’ayant pas de résultats
de well-posedness, néanmoins, en collaboration avec Eduardo Cerpa, [CC18],
nous avons étudié le cas du contrôle au bord de l’équation de Boussinesq
améliorée, (ytt − yxx − yxxtt = (y2)xx) qui approche la ”mauvaise” équation de
Boussinesq, cf [56]. Nous avons dans un premier temps montré que le linéarisé
n’est pas spectralement contrôlable, dû à la présence d’un point d’accumulation
fini dans le spectre du système. Ce résultat est à rapprocher des résultats
obtenus pour le contrôle de l’équation de Benjamin-Bona-Mahomy dans [61] ou

33
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encore pour l’équation des ondes amorties dans [78]. On peut cependant dans
de tels cas espérer obtenir un résultat de contrôlabilité avec un contrôle mobile.
De tels résultats ont été obtenus pour les équations citées précédemment dans
[80] et [22].

2.1.2 Résutats obtenus

Dans une première partie, nous démontrons que le problème linéarisé posé
sur un domaine borné avec contrôle frontière n’est pas exactement contrôlable,
ni même spectralement contrôlable (aucune combinaison finie non triviale de
fonction propre ne peut être ramenée à zéro en temps fini). Le système étudié
est alors le suivant.

ytt − yxx − yxxtt = 0, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
y(t, 0) = 0, y(t, 1) = h(t), t ∈ (0, T ),
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ (0, 1).

(2.1)

Nous réécrivons ce système sous la forme

ytt + Ay = 0,

où, avec D(A) = H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1), on définit l’opérateur A,

A : D(A) ⊂ L2(0, 1) −→ L2(0, 1) par

A : w 7−→ −(I − ∂xx)−1∂xxw.

Les valeurs propres de l’opérateur A s’écrivent λk =
k2π2

k2π2 + 1
et on re-

marque facilement que les λk ∈ R+ sont des valeurs propres simples, et que
lim

k→+∞
λk = 1. Ainsi, le spectre de A admet un point limite. On montre alors par

l’absurde et à l’aide du théorème de Paley-Wiener que le système ne peut être
contrôlé spectralement et par conséquent nous ne pouvons avoir ni contrôle
exact ni contrôle à zéro. Néanmoins nous arrivons à prouver un résultat de
continuation unique qui nous donne un résultat de contrôlabilité approchée.

Théorème 2.1.1 Le système (2.1) est contrôlable de manière approchée dans
L2(0, 1) pour tout temps T > 0.

Dans une deuxième partie, nous démontrons la contrôlabilité exacte de
l’équation de Boussinesq améliorée posée sur le tore, avec un contrôle interne
mobile. Le problème est alors le suivant,

Etant donnés, un temps T > 0, des conditions initiales (y0, y1) et finales
(y0T , y

1
T ) dans des espaces à préciser, peut-on trouver un contrôle h = h(t, x)

tel que la solution du problème,{
ytt − yxx − yxxtt = (y2)xx + b(x+ ct)h(t, x), x ∈ T, t > 0,
y(0, x) = y0(x), yt(0, x) = y1(x), x ∈ T, (2.2)

vérifie y(T ) = y0T et yt(T ) = y1T , où b = b(x) est une fonction régulière non-
nulle ?
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Pour répondre à cette question, nous étudions les valeurs propres de l’opé-
rateur linéarisé associé. Nous démontrons que si la vitesse de déplacement du
contrôle, c, est suffisamment grande (|c| > 2) alors les valeurs propres sont
toutes différentes et possèdent un gap asymptotique ∆. On applique alors la
théorie des moments avec l’existence d’une famille biorthogonale, voir [81],
pour obtenir le résultat de contrôle souhaité pour le linéarisé. Pour obtenir le
résultat de contrôlabilité locale du problème non linéaire on utilise un argument
de point fixe. Le théorème principal est alors le suivant.

Théorème 2.1.2 Soit c ∈ R tel que |c| > 2. Soit b = b(x) ∈ C∞(T) tel que

{x ∈ T, b(x) 6= 0} 6= ∅. Alors pour tout T >
2π

∆
, il existe ε > 0 tel que pour

tout (y0, y1), (y0T , y
1
T ) ∈ H2(T)2 vérifiant

‖(y0, y1)‖H2(T)2 ≤ ε, ‖(y0T , y1T )‖H2(T)2 ≤ ε,

il existe un contrôle h ∈ L2(0, T, L2(T))tel que le problème (2.2) admet une
unique solution y ∈ C1([0, T ], H2(T)) vérifiant

y(T, x) = y0T (x), and yt(T, x) = y1T (x).

2.2 Contrôle de l’équation des poutres sous

actionneur piézo-électrique.

Cette partie concerne l’article [CP06].

2.2.1 Présentation du problème

En collaboration avec Christophe Prieur, nous avons considéré le problème
de la contrôlabilité d’une poutre flexible sous l’action d’une cellule piézo-
électrique. La poutre de longueur L est supposée encastrée à une extrémité
et libre à l’autre. Le modèle de type Euler-Bernouilli s’écrit alors comme suit,

wtt +
Y I

ρAb
wxxxx =

1

ρAb
mxx, (t, x) ∈ (0,+∞)× (0, L)

w(t, 0) = 0, wx(t, 0) = 0, t > 0
wxx(t, L) = 0, wxxx(t, L) = 0, t > 0
w(0, x) = w0(x), wt(0, x) = w1(x), x ∈ (0, L).

sous les notations suivantes,
— w(t, x) est la déformation de la poutre au temps t et au point x ∈ [0, L] ;
— ρ est la densité (linéique et uniforme) de la poutre ;
— Ab est l’aire de la section ;
— Y est le module d’Young ;
— I est le moment d’inertie ;
— m est le moment exercé par la cellule piézo-électrique.
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Le moment exercé par la cellule piézo-électrique est fonction de la tension
appliquée,

m(t, x) = KaVa(t)[H(x− ξ)−H(x− η)],

où Ka est une constante dépendant des propriétés de la poutre et de l’action-
neur piézoélectrique, Va(t) est la tension appliquée à l’actionneur piézoélectrique
et x 7→ H(x) est la fonction de Heaviside, i.e. nulle pour tout x < 0, et égale
à 1 pour tout x ≥ 0. Ici ξ et η représentent les abscisses des extrémités de la
cellule piézoélectrique.

Nous introduisons les espaces Yα définis ci dessous pour tout α ∈ R. Soit
Y0 = L2(0, L). Pour tout α > 0, soit Yα l’adhérence dans Hα(0, L) de l’en-
semble des y ∈ C∞([0, L]) vérifiant pour tout n dans N,

y(4n)(0) = 0 ,

y(4n+1)(0) = 0 ,

y(4n+2)(L) = 0 ,

y(4n+3)(L) = 0 .

Pour tout α > 0, on définit Y−α comme étant l’espace dual de Yα par rapport
à Y0.

Les résultats de contrôlabilité que nous avons obtenu dans [CP06] sont les
suivants,

Théorème 2.2.1 Soit ε > 0, il existe un ensemble A ⊂ (0, L)2 de mesure de
Lebesque égale à L2 tel que pour tout (ξ, η) ∈ A, toutes les conditions initiales
dans Y3+ε × Y1+ε sont exactement L2(0, T )-contrôlables en temps T > 0, pour
tout T > 0.

Théorème 2.2.2 Il existe un ensemble non vide B ⊂ (0, L)2 non dénombrable
mais de mesure de Lebesgue nulle tel que pour tout (ξ, η) ∈ B, toute condition
initiale dans Y3×Y1 est exactement L2(0, T )-contrôlable en temps T > 0, pour
tout T > 0.

Remarque 2.2.3 Dans le cas très spécifique où (ξ, η) = (0, L), toute condi-
tion initiale dans Y1×Y−1 est exactement L2(0, T )-contrôlable en temps T > 0,
pour tout T > 0.

Les démonstrations de ces résultats sont basés sur la Méthode d’Unicité Hil-
bertienne, H.U.M, [52]. Pour obtenir le résultat d’observabilité sur le problème
adjoint nous avons recherché un nouveau résultat d’approximation diophan-
tienne issu de la théorie des nombres. Ces nouveaux résultats d’approximation
diophantienne ont été utilisés par la suite pour montrer un résultat de stabi-
lisation de la poutre dans [51].
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2.2.2 Eléments de démonstration

Cette partie regroupe quelques éléments de démonstration des théorèmes
2.2.1 et 2.2.2.

Le point essentiel est l’obtention d’une inégalité d’observabilité sur le pro-
blème adjoint rétrograde en temps. Dans un premier temps nous avons renor-
malisé le système pour une longueur de poutre égale à L = π. Le problème
adjoint s’écrit alors, 

φtt + φxxxx = 0,
φ(0, t) = φx(0, t) = 0,
φxx(π, t) = φxxx(π, t) = 0,
φ(x, T ) = 0, φt(x, T ) = 0.

Nous avons besoin d’une inégalité d’observabilité sur la quantité∫ T

0

|φx(ξ, t)− φx(η, t)|2dt.

Soient (ψk)k≥1 les fonctions propres normalisées de A associées aux valeurs
propres α4

k. Nous avons montré que

ψk(x) =
1√
π

(cos(αkx)− cosh(αkx) + µk(sinh(αkx)− sin(αkx))) ,

où αk est la k-ème racine positive de

1 + cos(αkπ) cosh(αkπ) = 0,

et

µk =
cos(αkπ) + cosh(αkπ)

sin(αkπ) + sinh(αkπ)
,

γk =
1√
π
,

Comme α2
k −α2

k+1 → +∞ on peut appliquer une inégalité de type Ingham
et obtenir le résultat suivant,

Lemme 2.2.4 Pour tout T > 0, il existe deux constantes C1 et C2 > 0 telles
que pour tout (φ0, φ1) ∈ Y1 × Y−1 on ait,

C1

∞∑
k=1

(
|φ0
k|2 +

∣∣∣∣φ1
k

α2
k

∣∣∣∣2)|ψ′k(ξ)− ψ′k(η)|2 ≤
∫ T

0

|φx(ξ, t)− φx(η, t)|2dt

≤ C2

∞∑
k=1

(
|φ0
k|2 +

∣∣∣∣φ1
k

α2
k

∣∣∣∣2)|ψ′k(ξ)− ψ′k(η)|2.

Nous avons alors besoin d’un résultat d’approximation diophantienne pour
connâıtre la dépendance par rapport à k de la distance de la suite (αk

ξ−η
2π

)

aux entiers relatifs, distance que nous noterons d(αk
ξ−η
2π
,Z). Pour démontrer

ces résultats, nous avons utilisé [14] et [48] et obtenu les lemmes suivants
qui démontrent les théorèmes 2.2.1 et 2.2.2. Le théorème 2.2.3 est un cas
particulier.
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Figure 2.1 – Profil de la poutre pour t ∈ [0, T ] pour T = 12s

Lemme 2.2.5 Pour tout ε > 0, il existe un ensemble A ⊂ (0, 1) de mesure de
Lebesgue égale à 1 tel que pour tout a ∈ A, il existe c > 0 tel que, pour tout k
dans N∗,on ait

d(αka,Z) ≥ c

k1+ε
.

et

Lemme 2.2.6 Pour tout ε > 0, il existe un ensemble B ⊂ (0, 1) dénombrable
et de mesure de Lebesgue nulle tel que pour tout b ∈ B, il existe c > 0 tel que,
pour tout k dans N∗,on ait

d(αkb,Z) ≥ c

k
.

2.2.3 Résultats numériques

La Méthode d’Unicité Hilbertienne est une méthode constructive d’obten-
tion du contrôle. Nous l’avons utilisé numériquement pour obtenir un profil de
contrôle. Les choix des données ont été fait à partir de données physiques, voir
[CP06]. Nous avons à partir d’un schéma de discrétisation d’Euler obtenu les
résultats numériques suivants pour un temps de contrôle T = 12s, cf figures
2.1 et 2.2.

Il est à noter que les simulations numériques effectuées montrent bien que
plus le temps de contrôle est petit plus la tension à appliquer doit être élevée.

2.3 Contrôle d’équations de type réaction-diffusion.

2.3.1 Contrôle approché de l’équation de FitzHugh-Nagumo

Voir les détails dans [CP08].
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Figure 2.2 – Tension-contrôle à appliquer à la cellule piézoélectrique pour
T = 12s.

Toujours en collaboration avec Christophe Prieur, nous avons étudié le
problème de la contrôlabilité approchée pour un système de type réaction-
diffusion dégénéré (nous prendrons dans la suite δ = 0),

yt = yxx + µyx + Ay +Bz,
zt = δzxx + Cy + dz,
yx(t, 0) = 0, Gyx(t, L) + y(t, L) = u(t),
y(0, x) = 0, z(0, x) = 0,

(2.3)

où, y ∈ Rp est le vecteur des espèces diffusantes et z ∈ R celui des espèces
stockées. Les paramètres A,G ∈ Rp×p, B ∈ Rp×1, C ∈ R1×p, µ, δ, d ∈ R sont
donnés. La fonction vectorielle dépendant du temps u est le contrôle dans
L2(0, T )p.
Ce type de systèmes apparâıt dans des domaines variés comme par exemple la
chimie, l’électrophysiologie, la génétique, la combustion...Le cas dégénéré δ = 0
modélise en particulier les équations de FitzHugh Nagumo qui apparaissent
en électrophysiologie, voir par exemple [32, 62] où y représente le potentiel
électrique et z la concentration chimique. D’autre part, les équations gouver-
nant une réaction chimique dans un modèle de réacteur tubulaire peuvent
s’écrire exactement comme (2.3) où y représente la température (p = 1) et z la
concentration en combustible solide. Dans le cas de la combustion de solides,
le réactant ne diffuse pas et on est donc bien dans le cas dégénéré, δ = 0,
voir [58]. On peut remarquer que les électrodes à gaz peuvent être également
modélisées par le système (2.3) où y représente la concentration des espèces
diffusantes avec p ≤ 4 et z représente la concentration de l’espèce stockée, voir
[44].
La contrôlabilité approchée du cas non dégénéré, i.e. δ 6= 0, a été étudiée
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en détails dans [33, 49] pour le cas linéaire et dans [60] pour un cas non
linéaire spécifique, voir aussi la référence [27]. L’idée est d’introduire des fonc-
tions de type Gevrey afin d’exhiber une ”sortie plate” pour ces équations. La
contrôlabilité à zéro du cas non dégénéré a aussi été étudié via les inégalités de
Carleman dans [45, 1]. Une première étude de la contrôlabilité du système de
FitzHugh Nagumo a été réalisée dans [10] où un résultat de contrôle optimal
a été obtenu.
Dans ce papier, nous avons étudié la contrôlabilité approchée du système (2.3),
dans le cas dégénéré δ = 0, en utilisant une démonstration par platitude. Pour
notre objectif de contrôle via la platitude, nous avons besoin des hypothèses
suivantes,

C 6= 0,

p∑
k=1

BkCk 6= 0, et A(BC) = (BC)A. (2.4)

On peut remarquer que ces hypothèses sont satisfaites si p = 1 et BC 6= 0.
Dans le cas scalaire, l’hypothèse C 6= 0 est nécessaire pour obtenir un résultat
de contrôlabilité sinon si C = 0, le système en z est complètement découplé
du contrôle u.

Si A(BC) 6= (BC)A, le résultat reste valide mais les calculs sont beaucoup
plus compliqués (en particulier (2.7) ci-dessous).
Notre résultat principal stipule que le système (2.3) avec δ = 0 est approximati-
vement contrôlable dans L2(0, 1)p+1. Plus précisément, pour tout T > 0, pour
tout ε > 0, pour toutes conditions finales (yT , zT ) dans L2(0, 1)p+1 de (2.3)
avec δ = 0, on peut expliciter la loi de contrôle u dans C∞([0, T ], L2(0, 1)p)
telle que la solution de (2.3) avec δ = 0 vérifie ‖y(T, .) − yT‖L2(0,1) ≤ ε et
‖z(T, .)− zT‖L2(0,1) ≤ ε .
Pour cela, nous avons introduit une propriété de ”quasi-platitude” où la tra-
jectoire du système dépend non seulement de la sortie plate et de ses dérivées
mais également de ses primitives. Ceci est dû au caractère intégro-différentiel
du système considéré.

Eléments de démonstration

Nous avons considéré le système dégénéré suivant, avec y ∈ Rp, z ∈ R,
A,G ∈ Rp×p, B ∈ Rp×1, C ∈ R1×p, µ, d ∈ R, L = 1 et C non nul et vérifiant
(2.4).
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yt = yxx + µyx + Ay +Bz,
zt = Cy + dz,
yx(t, 0) = 0, Gyx(t, 1) + y(t, 1) = u(t),
y(0, x) = 0, z(0, x) = 0.

(2.5)

Nous avons dans un premier temps réalisé le changement de variables sui-
vant, z̄ = e−dt+µx/2z, ȳ = e−dt+µx/2y et ū = e−dt+µ/2u. Le système (2.5) devient

alors un système découplé avec Ā = (d+ µ2

4
)Ip − A, B̄ = −B.

ȳt = ȳxx − Āȳ − B̄z̄,
z̄t = Cȳ,
ȳx(t, 0) = µȳ(t, 0)/2, Gȳx(t, 1) + (Ip −Gµ/2)ȳ(t, 1) = ū(t),
ȳ(0, x) = 0, z̄(0, x) = 0,

(2.6)

Nous définissons la fonction suivante, jouant le rôle de sortie quasi-plate
S : [0,∞)→ Rp par, pour tout t ≥ 0,

S(t) = ȳ(t, 0).

On suppose dans un premier temps que S est suffisamment régulière et on
définit pour tout t ≥ 0,

S(0)(t) = S(t), S(n)(t) =
d

dt
(S(n−1))(t), for n ≥ 1,

S(−n)(t) =

∫ t

0

S(−n+1)(τ)dτ, for n ≥ 1.

La solution formelle peut ainsi s’écrire de manière quasi-plate sous la forme,
pour tout (x, t) ∈ [0, 1]× [0,+∞)

ȳ(x, t) =
∞∑
n=0

[
n∑
k=0

k∑
j=0

Ck
nC

j
kĀ

k−j(B̄C)jS(n−k−j)(t)

](
x2n

(2n)!
+
µ

2

x2n+1

(2n+ 1)!

)
,

z̄(x, t) = C

∞∑
n=0

[
n∑
k=0

k∑
j=0

Ck
nC

j
kĀ

k−j(B̄C)jS(n−k−j−1)(t)

](
x2n

(2n)!
+
µ

2

x2n+1

(2n+ 1)!

)
.

(2.7)
Le contrôle formel de (2.6) est alors défini pour tout t ≥ 0,

ū(t) = (Ip −Gµ/2)ȳ(1, t) +Gȳx(1, t) ,

= (Ip −Gµ/2)
∞∑
n=0

[
n∑
k=0

k∑
j=0

Ck
nC

j
kĀ

k−j(B̄C)jS(n−k−j)(t)

](
4n+ 2 + µ

2(2n+ 1)!

)

+G
∞∑
n=1

[
n∑
k=0

k∑
j=0

Ck
nC

j
kĀ

k−j(B̄C)jS(n−k−j)(t)

](
4n+ µ

2(2n)!

)
.

Nous montrons ensuite à l’aide d’espaces de type Gevrey que la série for-
melle est bien convergente et en choisissant la sortie plate sous la forme d’une
fonction de type ”bosse”, on peut montrer le résultat de contrôle approché. Le
résultat nouveau est le développement de la solution en fonction non seulement
de la sortie plate et de ses dérivées mais également de ses primitives.
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Problèmes ouverts

L’étude de la contrôlabilité des systèmes de type réaction-diffusion s’est
fortement développée ces dernières années. Concernant les systèmes dégénérés
comme celui présenté ci-dessus peu de résultats sont disponibles actuellement.

Il est à noter qu’un résultat récent dû à F. Chaves-Silva, L. Rosier et E.
Zuazua, [22], pourrait certainement être adapté à notre cas dégénéré pour
obtenir des résultats de contrôle plus précis.

Un problème ouvert à ce jour serait également de contrôler ce type d’équa-
tions mais avec un contrôle saturé ce qui serait plus intéressant d’un point de
vue applicatif. Ce type de contrôle est très fréquent en automatique, on peut
par exemple citer l’article [57] qui contrôle l’équation de Korteweg-de Vries
avec un contrôle saturé.

2.3.2 Equation de FitzHugh Nagumo non linéaire

Voir les détails dans [Cré11].
Nous considérons dans cet article le système non linéaire de FitzHugh Na-

gumo, en 1D, qui est un système de type réaction-diffusion avec une non-
linéarité cubique. Les conditions au bord choisies sont de type Robin. On
se place sur un intervalle Ω borné, par commodité on prendra dans la suite
Ω = [−1, 0].

(FHN)


yt = yxx + h(y)− z, (t, x) ∈ R+ × (−1, 0)
zt = δy − γz, (t, x) ∈ R+ × (−1, 0)
αyx(t,−1) + y(t,−1) = u(t), t ∈ R+

yx(t, 0) = 0, t ∈ R+

y(0, x) = y0(x), z(0, x) = 0 x ∈ (−1, 0).

ici h est une non-linéarité de type cubique, i.e. h(y) = −y(y − β)(y − 1) avec
un paramètre β > 0. Dans ce système, y représente l’espèce diffusante et z
l’espèce stockée, les paramètres δ > 0, γ ≥ 0 et α sont des constantes connues
et u est le contrôle dans L2(0, T ), on suppose que la composante z est nulle à
l’instant initial.

Ce type de système apparâıt dans de nombreuses modélisations de systèmes
chimiques, à la fois en biologie et en industrie. En 1952, Hodgkin et Huxley
développent ce modèle pour représenter la conduction électro-chimique dans
un nerf [39]. La variable y joue alors le rôle du potentiel électrique et z la
concentration chimique. Il sert également de modèle pour la propagation de
l’onde électrique dans le cœur. Dans ce cas, y représente le potentiel trans-
membranaire et z est une variable auxilliaire, u le signal d’entrée et on peut
mesurer la réponse de sortie, y(0, t), à l’aide d’un électrocardiogramme, voir
[4].

De nombreux résultats d’existence et d’unicité ont été obtenus pour ce
système. Citons en particulier [72], [43], ou bien encore [84]. Pour le cas qui
nous intéresse, dans un domaine borné avec les conditions de Robin, Rauch,
dans [71], a montré le résultat d’existence de solutions globales suivant.
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Théorème 2.3.1 ([71]) Pour tout y0 ∈ H2(Ω), il existe un unique couple
de solutions (y, z) dans C([0,∞), H2(Ω)2) ∩ C1([0,∞), L2(Ω)2) au problème
(FHN) homogène.

La question de la contrôlabilité pour ce type de problème a été assez
peu étudiée à notre connaissance. La contrôlabilité approchée d’une version
linéarisée de ce système, i.e. lorsque h(y) = −βy a déjà été démontrée dans
[CP08] à l’aide d’une résolution de type platitude (voir paragraphe précédent).
On montre que toute condition finale dans L2(Ω) peut être approchée aussi
près que l’on veut par un contrôle dans C∞(0, T ).

Quant au problème non linéaire avec conditions de Dirichlet et contrôle
interne, un résultat de contrôle optimal a été obtenu dans [9] à l’aide du for-
malisme de Dubovistky-Milyutin.

Dans cet article nous nous intéressons au problème de plannification de
trajectoire, i.e. étant donné une sortie, nous souhaitons reconstruire le signal
sous la forme d’une série dépendant de cette sortie. La planification de trajec-
toires pour des EDP est étudiée dans [50] pour le problème de la chaleur, où
il est démontré que lorsque la sortie plate est de type Gevrey, la série solution
obtenue est convergente. D’autres résultats de platitude pour des équations pa-
raboliques non-linéaires avec une non-linéarité quadratique sont donnés dans
[55] et [31]. Dans cet article nous appliquons ces résultats à notre non-linéarité
cubique. Le point clé étant d’estimer correctement les termes non linéaires ap-
paraissant dans la série formelle et montrer que cette série est effectivement
convergente.
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Deuxième partie

Stabilisation

45





Chapitre 3

Cas de l’équation de KdV avec
un terme retardé

Cette partie résume l’article [CBV18].

3.1 Présentation du problème

Les systèmes physiques comportant la plupart du temps des éléments re-
tardés avec Julie Valein et Lucie Baudouin nous avons souhaité étudier le
problème de stabilisation de l’équation de Korteweg-de Vries sur un segment
lorsque le terme de feedback est retardé. Pour cela nous avons choisi d’étudier
le cas ”classique” où les conditions au bord sont de type Dirichlet homogènes
et on impose un feedback sur la condition de Neumann à droite via celle de
Neumann à gauche. La stabilisation d’un tel système dans le cas non retardé a
été montrée par B.Y. Zhang [86] pour le cas L = 1 puis par G. Perla Menzala,
C.F. Vasconcellos, et E. Zuazua dans [67] dans le cas où les longueurs sont non
critiques (L /∈ N ). Dans le cas critique, il est montré dans [67] et ensuite dans
[65] qu’ajouter un terme de damping interne permet de stabiliser le système
dans tous les cas.

Le système que nous considérons est le suivant,
yt(x, t) + yxxx(x, t) + yx(x, t) + y(x, t)yx(x, t) = 0, x ∈ (0, L), t > 0,
y(0, t) = y(L, t) = 0, t > 0,
yx(L, t) = αyx(0, t) + βyx(0, t− h), t > 0,
yx(0, t) = z0(t), t ∈ (−h, 0),
y(x, 0) = y0(x), x ∈ (0, L),

(3.1)

où h > 0 représente le retard, L > 0 la longueur du domaine spatial, α et β sont
des constantes réelles. La donnée initiale y0 est supposée appartenir à L2(0, L)
et la donnée de Neumann retardée z0 appartient à L2(−h, 0). Nous avons
défini un espace de Hilbert adapté pour les conditions initiales et frontières,
H := L2(0, L) × L2(−h, 0), muni de la norme suivante, pour tout (y, z) ∈ H
on a

‖(y, z)‖2H =

∫ L

0

y2(x)dx+ |β|h
∫ 0

−h
z2(s)ds.
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On définit alors l’énergie du système par (y(·, t), yx(0, t− h ·)) sur H :

E(t) =

∫ L

0

y2(x, t)dx+ |β|h
∫ 1

0

y2x(0, t− hρ)dρ. (3.2)

Ce type d’énergie est classique quand on considère des termes frontières re-
tardés, voir par exemple [63] et [64] pour les équations de la chaleur et des
ondes. De plus nous allons supposer que les coefficients α et β satisfont la
limitation suivante,

|α|+ |β| < 1. (3.3)

On retrouve la condition nécessaire pour la stabilisation dans le cas sans retard,
(β = 0, |α| < 1) voir [86].

Le point important de ce travail est de montrer qu’un feedback retardé ne
déstabilise pas le système contrairement à ce qui peut se voir dans de nombreux
autres systèmes (voir [29], [30], [54], [73], [36]).

Nous avons souhaité dans cette étude faire deux types de preuve. La
première basée sur l’obtention d’une fonction de Lyapunov appropriée à ce
système retardé permet d’obtenir de manière constructive le résultat de stabi-
lité asymptotique avec une estimation sur le taux de décroissance. Néanmoins
comme nous l’avons déjà vu pour l’obtention de l’inégalité d’observabilité pour
le contrôle de KdV, avec la méthode des multiplicateurs, cela ne peut être ob-
tenu que pour des longueurs petites (L < π

√
3),(cf section 1.3.2). Dans un

deuxième temps, nous avons utilisé une preuve via l’obtention d’une inégalité
d’observabilité, celle ci se ramenant à un problème de continuation unique. La
preuve étant faite par l’absurde on obtient un résultat optimal du point de
vue des longueurs possibles mais nous n’avons plus d’estimation sur le taux
de décroissance exponentielle. Enfin dans un souci de clarté nous avons réalisé
quelques simulations numériques.

3.2 Fonction de Lyapunov

Dans un premier temps, nous montrons que l’énergie est décroissante tant
que yx(0, t) ne s’annule pas,

Proposition 3.2.1 Supposons que (3.3) est satisfaite. Alors, pour toute solu-
tion suffisamment régulière de (3.1), l’énergie E définie par (3.2) est décrois-
sante et vérifie,

E ′(t) =
(
α2 − 1 + |β|

)
y2x(0, t) +

(
β2 − |β|

)
y2x(0, t− h) + 2αβyx(0, t)yx(0, t− h)

≤ 0.

Ce résultat n’étant pas suffisant pour montrer la décroissance exponentielle
de l’énergie, nous avons introduit une fonctionnelle de Lyapunov, définie par

V (t) = E(t) + µ1V1(t) + µ2V2(t),
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où µ1 et µ2 ∈ (0, 1) sont des constantes positives et E est l’énergie définie
précédemment (3.2). Pour définir V1, on choisit un multiplicateur usuel de
KdV, ”x”,

V1(t) =

∫ L

0

xy2(x, t)dx,

et V2 tient compte du terme de retard et est défini par

V2(t) = h

∫ 1

0

(1− ρ)y2x(0, t− hρ)dρ.

Il est clair que E et V sont équivalentes, dans le sens où

E(t) ≤ V (t) ≤
(

1 + max

{
Lµ1,

µ2

|β|

})
E(t).

A l’aide d’intégrations par parties, on montre que V est un bon choix de
fonctionnelle, i.e.

d

dt
V (t) + 2γV (t) ≤ 0, ∀t > 0.

On en déduit alors le premier résultat de stabilité exponentielle suivant,

Théorème 3.2.2 Supposons que α et β 6= 0 vérifient (3.3) et supposons que
la longueur L vérifie

L < π
√

3.

Alors, il existe r > 0, µ1 > 0 et µ2 ∈ (0, 1) suffisamment petits, tels que pour
tout (y0, z0) ∈ H vérifiant

‖(y0, z0)‖H ≤ r,

l’énergie du système (3.1), notée E et définie par (3.2), décroit exponentielle-
ment. Plus précisément, il existe deux constantes positives γ et κ telles que

E(t) ≤ κE(0)e−2γt, t > 0,

où

γ ≤ min

{
(9π2 − 3L2 − 2L3/2rπ2)µ1

6L2(1 + Lµ1)
,

µ2

2(µ2 + |β|)h

}
.

Ce théorème permet d’obtenir un premier résultat de stabilité avec une esti-
mation sur le taux de décroissance. Néanmoins, il n’est valable que pour des
longueurs de domaine telles que L < π

√
3. Dans un deuxième temps nous

avons donc cherché une inégalité d’observabilité pour obtenir la décroissance
exponentielle de l’énergie dans les cas où L /∈ N .

3.3 Inégalité d’observabilité

La preuve de l’inégalité d’observabilité sur le système linéaire retardé se
base sur une démonstration par l’absurde comme dans [74] mais en tenant
compte des termes de retard. Pour cela, nous réécrivons le système linéarisé
sous forme d’un système du premier ordre et nous utilisons la théorie des
opérateurs. Nous obtenons alors le résultat suivant,
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Théorème 3.3.1 Supposons que (3.3) soit vérifiée. Soit L ∈ (0,+∞) \ N et
T > h. Alors il existe C > 0 tel que pour tout (y0, z0(−h ·)) ∈ L2(0, L) ×
L2(0, 1), nous avons l’inégalité d’observabilité

∫ L

0

y20(x)dx+ |β|h
∫ 1

0

z20(−hρ)dρ ≤ C

∫ T

0

(
y2x(0, t) + z2(1, t)

)
dt

où (y, z) est la solution du système linéarisé correspondant.

Avec cette inégalité d’observabilité nous obtenons la stabilité exponentielle
du système linéarisé. A l’aide des estimations obtenues nous en déduisons
la stabilité du système non linéaire pour des données initiales suffisamment
petites à partir d’estimés fines sur le terme non linéaire. Nous nous sommes
basées sur la preuve de stabilisation présentée dans [18]. Le résultat est alors
le suivant.

Théorème 3.3.2 Supposons que la longueur L > 0 vérifie L /∈ N et que α et
β vérifient (3.3). Alors il existe r > 0 tel que pour tout (y0, z0) ∈ H tels que

‖(y0, z0)‖H ≤ r,

l’énergie du système (3.1), notée E et définie par (3.2), décroit exponentielle-
ment. Plus précisément, il existe deux constantes ν et κ telles que

E(t) ≤ κE(0)e−νt, t > 0.

3.4 Résultats numériques

Dans un souci de clarté, nous avons illustré nos résultats par des simulations
numériques. Pour cela, nous avons implémenté le schéma numérique proposé
par T. Colin et M. Gisclon dans [25] que nous avons adapté à notre système
retardé. En choisissant comme valeurs de paramètres T = 1, L = 1, δt = 0.001,
δx = 0.01, δρ = 0.001 et comme conditions initiales, y0(x) = 1 − cos(2πx)
et z0(ρ) = 0.1 sin(−2πρh) nous obtenons la figure 3.4, qui représente t 7→
ln(E(t))pour différentes valeurs de α, du retard h et du coefficient de retard
β. Nous pouvons remarquer que sans retard, l’énergie décroit plus rapidement
qu’avec retard et que si le coefficient de retard β, ou le temps de retard,
h augmentent alors l’énergie décroit moins rapidement. Par ailleurs on peut
remarquer que si α < β le système est toujours stable.
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3.5 Problèmes ouverts

1. Pour ce problème nous avons considéré un retard constant, nous pour-
rions nous poser le même problème mais avec un retard dépendant du
temps comme dans [64] en nous inspirant de leur preuve.

2. Une autre question serait celle de la stabilisation dans le cas des lon-
gueurs critiques. Le retard ne change pas les longueurs critiques, nous
pourrions donc par exemple stabiliser le problème en rajoutant un terme
de damping interne comme dans [67] mais avec un retard. Ce problème
est en cours d’étude par J. Valein.

3. Enfin une question que nous souhaitons approfondir avec K. Ammari
est d’appliquer le retard sur le terme non linéaire, l’équation serait alors

yt + yx + yxxx + y(t− τ, x)yx = 0, ∀x ∈ (0, L), t > 0,
y(t, 0) = y(t, L) = yx(t, L) = 0, ∀ t > 0,
y(0, x) = y0(x), ∀x ∈ (0, L),
y(t− τ, x) = f0(t− τ, x), ∀ (t, x) ∈ (0, τ)× (0, L),

où τ > 0.

La question que nous souhaitons étudier est de savoir si ce système est
stable suivant les valeurs de τ et également d’avoir une estimation du
taux de décroissance suivant τ et ainsi de voir son explosion quand τ
tend vers 0 pour des longueurs critiques.
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Chapitre 4

Cas de l’équation de KdV sur
un réseau étoilé

4.1 Présentation du problème

Cette section résume l’article [AC18a].
Avec Käıs Ammari, nous avons dans un premier temps modélisé l’écoulement
d’un fluide dans un réseau de type étoile par l’équation de KdV posée sur
chaque branche. Nous avons choisi des conditions au noeud central qui per-
mettaient d’obtenir le caractère bien posé de notre modèle. Nous supposerons
dans la suite que le réseau, R, est une étoile à N branches de longueurs `i et
0 représente le noeud central. De plus, on impose un amortissement au noeud
central de coefficient α.

(KdV )



(∂tuj + ∂xuj + uj∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t > 0,
j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

∂2xuj(t, 0) = −αu1(t, 0)− N

3
u21(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N.

Dans un premier temps nous avons étudié la stabilité du linéarisé autour
de la solution nulle,

(LKdV )



(∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t ∈ (0,∞),
j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

∂2xuj(t, 0) = −αu1(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

Si on définit l’énergie naturelle E(t) de la solution u = (u1, ..., uN) de
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l’équation de KdV notée (KdV) ou de l’équation de KdV linéarisée (LKdV)
par

E(t) =
1

2

N∑
j=1

∫ `j

0

|uj(t, x)|2 dx.

On remarque que pour toute solution suffisamment régulière, en choisissant
le paramètre α tel que α > N

2
, on a la loi de dissipation d’énergie suivante,

E ′(t) = −
(
α− N

2

) ∣∣u1(t, 0)
∣∣2 − 1

2

N∑
j=1

|∂xuj(t, 0)|2 ≤ 0,

l’énergie est donc une fonction décroissante en la variable temps t.

La question que nous nous sommes posée était la suivante :

Sous quelles conditions sur les longueurs du réseau, peut-on montrer la
stabilité exponentielle du système ? Et dans le cas où la stabilité est mise
en défaut, peut-on en ajoutant un terme de damping interne sur certaines
branches obtenir la stabilité exponentielle du système ?

Les résultats que nous avons obtenus dépendent des longueurs du réseau
comme nous pouvions le supposer. Ces résultats sont à rapprocher des résultats
obtenus par G. Perla Menzala, C.F. Vasconcelos et E. Zuazua dans [68], puis
améliorés par A. Pazoto dans [66] dans le cas de la stabilization de l’équation
de KdV sur un segment.

4.2 Stabilité dans le cas linéaire

En utilisant le même type d’inégalités d’observabilité que dans le chapitre
1.4, on peut montrer que le système

(LKdV)



(∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t ∈ (0,∞),
j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

∂2xuj(t, 0) = −αu1(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

est exponentiellement stable, lorsque qu’il y a au plus une branche critique
dans le réseau et lorsque le coefficient α est suffisamment grand.

Théorème 4.2.1 Stabilité dans le cas non critique :
Soient (`i)i=1..N ∈ (0,+∞)N telles que #{`i ∈ N} ≤ 1, α > N/2 alors il existe
C > 0 et µ > 0 tel que pour tout u0 ∈ L2(T ) la solution de (LKdV) vérifie,

‖u(t, .)‖L2(T ) ≤ C ‖u0‖L2(T )e
−µt.
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Si on suppose qu’il y a au moins deux branches critiques dans le réseau,
#{`i ∈ N} ≥ 2, l’amortissement au noeud central n’est alors plus suffisant
pour obtenir la stabilité exponentielle. L’idée dans ce cas est d’ajouter un
terme d’amortissement agissant sur les branches ”critiques” excepté une au
maximum.

(LKdVdamped)



(∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj + aj(x)uj)(t, x) = 0, ∀x ∈ (0, `j), t > 0,
j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

∂2xuj(t, 0) = −αu1(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

On définit alors l’ensemble des index des longueurs critiques

Ic = {i ∈ {1, . . . , N}, `i ∈ N}

et I∗c l’ensemble des index critique Ic auquel on retire un index critique. On

définit ensuite l’amortissement (aj)j=1,N ∈
N∏
j=1

L∞(0, `j) par


aj = 0 pour j ∈ {1, . . . , N} \ I∗c ,
aj ≥ cj dans un ouvert non vide de ωj of (0, `j), pour tout j ∈ I∗c ,
and cj > 0 est une constants.

On a alors lorsque α > N
2

et avec le damping (aj)j=1,N ∈
N∏
j=1

L∞(0, `j)

défini comme précédemment, le résultat de stabilité exponentielle suivant.

Théorème 4.2.2 Stabilité dans le cas critique : Sous les hypothèses précé-
dentes, il existe C > 0 et µ > 0 tels que pour tout u0 ∈ L2(T ), la solution de
(LKdVdamped) vérifie,

‖u(t, .)‖L2(T ) ≤ C‖u0‖L2(T )e
−µt.

Idées de la preuve :
On raisonne par l’absurde pour montrer

‖u0‖2L2(T ) ≤ C

(
(2α−N)‖u(., 0)‖2L2(0,T )

+ ‖∂xu(., 0)‖2L2(0,T ) + 2
∑
j∈I∗c

∫ T

0

∫ lj

0

aj(x)|uj|2dxdt
)
.

Cela revient à trouver une solution non triviale u de (LKdVdamped) telle
que 

u(., 0) = 0,
∂xu(., 0) = 0,∫ T
0

∫ lj
0
aj(x)|uj|2dxdt = 0, ∀j ∈ I∗c .
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1. Pour les lj non critiques, uj est la solution de (LKdV) et telle que
uj(., 0) = ∂xuj(., 0) = 0. Alors avec le lemme de L. Rosier, Lemme
1.4.2, uj = 0.

2. Pour les lj critiques moins une longueur,
∫ T
0

∫ lj
0
aj(x)|uj|2dxdt = 0, donc

ajuj = 0 et uj = 0 sur(0, T )×ωj. Alors ∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj = 0 et grace
au Théorème de Holmgren uj = 0.

3. Pour la dernière longueur lj critique, uj vérifie,
∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj = 0,
uj(t, 0) = 0, ∂xuj(t, 0) = 0, ∂2xuj(t, 0) = 0,
uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0.

Donc uj = 0.

D’où le résultat de stabilité.

4.3 Stabilité dans le cas non linéaire

Le problème non linéaire dans le cas général est le suivant, où aj a été
défini dans (4.2), donc si il y a au plus une longueur critique, a est nulle.

(KdVdamped)



(∂tuj + ∂xuj + ∂3xuj ∀x ∈ (0, `j), t > 0,
+ajuj + uj∂xuj)(t, x) = 0 j = 1, ..., N,
uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N, t > 0,
N∑
j=1

∂2xuj(t, 0) = −αu1(t, 0)− N

3
u21(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = ∂xuj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

On déduit des résultats précédents sur la stabilité du problème linéarisé la
stabilité pour des solutions de petite amplitude du problème non linéaire en
appliquant un argument de point fixe.

Théorème 4.3.1 Stabilité du non linéaire :
Soient (`i)i=1,...,N ∈ (0,+∞)N et a ∈ L∞(T ) comme dans le cas précédent.
Alors il existe C, µ, r > 0 tels que pour tout u0 ∈ L2(T ) avec ‖u0‖L2(T ) ≤ r
alors la solution u de (KdVdamped) vérifie,

‖u(t, .)‖L2(T ) ≤ Ce−µt‖u0‖L2(T ), ∀t ≥ 0.

Si on applique l’amortissement sur toutes les branches alors on a un résultat
de stabilité semi-globale, énoncé comme suit.

Théorème 4.3.2 Stabilité semi-globale :
Soient (`i)i=1,...,N ∈ (0,+∞)N , soit a ∈ L∞(T ) agissant sur des morceaux de
toutes les branches et R > 0. Alors pour tout u0 ∈ L2(T ) avec ‖u0‖L2(T ) ≤ R
il existe C = C(R) > 0 et µ = µ(R) > 0 tels que la solution u de (KdVdamped)
vérifie,

‖u(t, .)‖L2(T ) ≤ Ce−µt‖u0‖L2(T ), ∀t ≥ 0.
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Idée de la preuve :
Nous avons utilisé un raisonnement par l’absurde et la propriété de continua-
tion unique suivante,

Théorème 4.3.3 (Saut, Scheurer [83]) Soit L > 0 et y ∈ L2(0, T,H3(0, L))
solution de

yt + yx + yxxx + yyx = 0,

tel que y(t, x) = 0, ∀t ∈ (t1, t2) et x ∈ ω où ω est un ouvert non vide de (0, L).
Alors y(t, x) = 0, ∀t ∈ (t1, t2) et x ∈ (0, L).
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Chapitre 5

Autres exemples de stabilisation

5.1 Stabilisation rapide de KdV

Les détails de cette partie se trouvent dans [CC09b].

En collaboration avec Eduardo Cerpa, nous avons étudié le problème de la
stabilisation rapide de l’équation de KdV sur un segment. Le problème est le
suivant, peut-on trouver une loi de feedback u(t) = Π(y(t)) telle que le système
en boucle fermée suivant ait un taux de décroissance exponentielle aussi grand
qu’on veut ? 

yt + yx + yxxx = 0,
y(t, 0) = y(t, L) = 0,
yx(t, L) = u(t)

Ce cas est différent de celui proposé en chapitre 3 et 4 où la loi de feedback
était prescrite.

Pour résoudre ce problème, nous avons utilisé une méthode due à J. Ur-
quiza, [85]. Cette méthode constructive est basée sur des hypothèses de régulari-
té et contrôlabilité de l’opérateur associé.

Dans [19], E. Cerpa et J.M. Coron utilisent la méthode du backstepping
pour montrer la stabilisation rapide de KdV avec une loi de feedback agissant
sur la donnée de Dirichlet à gauche. Ils obtiennent alors la stabilisation rapide
de l’équation non linéaire.

5.2 Cas de l’équation de BBM sur un réseau

Les détails de cette partie se trouvent dans [AC18b].

Avec Käıs Ammari, nous nous sommes posé la même question de stabi-
lité sur un réseau mais avec l’équation de BBM ut − uxxt + ux + uux = 0.
Cette équation est une alternative à l’équation de KdV. Elle est plus adaptée
à la modélisation sur un réseau car elle comporte un nombre pair de condi-
tions frontières ce qui rend les conditions aux noeuds internes et externes plus
simples à exprimer. Néanmoins l’existence d’un point limite dans le spectre
du problème adjoint empêche la contrôlabilité exacte, cf [61, 80]. L. Rosier
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a montré dans [77] la stabilisation de cette équation avec un damping loca-
lisé. Nous nous sommes inspirés de cet article pour montrer la stabilisation de
l’équation de BBM sur un réseau. Le système étudié est le suivant,

(BBM)



(∂tuj − ∂2x∂tuj + ∂xuj + uj∂xuj)(t, x) = 0,
∀x ∈ (0, `j), t > 0, j = 1, ..., N,

uj(t, 0) = uk(t, 0), ∀ j, k = 1, ..., N,
N∑
j=1

∂x∂tuj(t, 0) = αu1(t, 0) +
N

3
u21(t, 0), ∀ t > 0,

uj(t, `j) = 0, ∀ t > 0, j = 1, ..., N,
uj(0, x) = u0j(x), ∀x ∈ (0, `j), j = 1, ..., N,

où α est une constante telle que

α >
N

2
.

Nous montrons en étudiant le spectre de l’opérateur associé la stabilité de
ce système sous la condition d’une propriété de continuation unique.



Troisième partie

Problèmes inverses
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Chapitre 6

Analyse semi-classique de
signaux (SCSA).

Cette partie regroupe les articles suivants, [CS05, LCS+06, CS07, LCPS07,
LCS07, LKCS13]

Dans cette partie regroupant plusieurs articles réalisés en collaboration avec
M. Sorine et des membres de son équipe INRIA, nous avons voulu modéliser
l’écoulement de la pression sanguine à l’aide d’une équation de Korteweg-de
Vries en proposant un modèle réduit du compartiment vasculaire, prenant en
compte la phase systolique rapide (environ 100 ms) où le phénomène d’ondes
est prédominant. Le but à long terme étant de fournir une méthode d’ana-
lyse des signaux pour l’estimation à partir de mesures non invasives et l’in-
terprétation des caractéristiques de ces ondes (forme, vitesse). Nous avons en
particulier remarqué que les solitons, solutions particulières de l’équation de
KdV, représentent de manière remarquable l’onde de pression.

Nos travaux se sont orientés dans ce sens et la densité des résultats obtenus
et à obtenir nous a conduit à codiriger la thèse de Meriem Laleg sur ce sujet.

Ses travaux ont porté sur des problèmes d’identification du modèle et de
représentation simplifiée de la pression. Nous avons utilisé une méthode ori-
ginale de décomposition de signaux, en particulier du signal de pression, sur
une base de type solitons, à l’aide d’une méthode de scattering et inverse scat-
tering. Cette méthode est basée sur la résolution d’un problème spectral de
Schrödinger où le potentiel dépend linéairement de la mesure à représenter. Le
potentiel s’exprime alors en fonction des valeurs propres négatives du spectre
discret associé à l’opérateur de Schrödinger et correspond à un N-soliton.

L’intéret principal de la méthode appelée semi-classical signal analysis
(SCSA) est de représenter un signal avec un nombre fini de paramètres ayant
un sens physiologique. Elle peut s’apparenter à une transformation de Fou-
rier nonlinéaire conservant à la fois la norme L2 du signal mais également sa
norme L1. L’étude clinique réalisée par C. Médigue et Y. Papelier de l’équipe
Sisyphe a permis de mettre en valeur la pertinence des résultats obtenus à
partir de la SBSA et de donner des informations jusqu’alors inaccessibles en
expérimentation non invasive sur un sujet, sur la contractilité ventriculaire
et le volume de Stroke, [47]. D’autre part la SBSA n’est pas seulement ap-
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plicable au signal de pression, d’autres signaux physiologiques, en particulier
l’électrocardiogramme, semblent tout à fait pouvoir être étudiés à partir de la
SBSA.

D’autres résultats sur la partie théorique de la SBSA ont été obtenus par
Bernard Helffer et Taous Meriem Laleg-Kirati dans [37].

Cette partie étant très différente des autres résultats présentés dans ce
mémoire, je ne détaillerai pas plus les méthodes et résultats obtenus.



Chapitre 7

Problèmes inverses pour
quelques EDP

7.1 Equation des ondes sur réseau.

Voir les détails dans [BCV11].
En collaboration avec Lucie Baudouin et Julie Valein nous avons analysé

la stabilité du problème inverse suivant : déterminer un potentiel de l’équation
des ondes posée sur un réseau étoilé ou de type arbre.

7.1.1 Présentation du problème

Pour plus de lisibilité nous avons décrit un réseau de type étoilé R à n+ 1
branches ej de longueurs respectives lj > 0 connectées à un unique noeud
central que nous supposons être l’origine de chaque branche, cf figure 7.1. On
adopte les notations suivantes : pour toute fonction f : R → R on pose

fj = f
∣∣
ej la restriction de f à la branche ej,

[f ]0 =
n∑
j=0

fj(0) le crochet de transmission au noeud 0.

Nous avons considéré sur ce réseau 1-D une équation des ondes avec un po-
tentiel différent sur chaque branche. Le système peut s’écrire comme suit.

uj,tt − uj,xx + pj(x)uj = gj, ∀j ∈ J0, nK, (t, x) ∈ (0, T )× (0, lj),
uj(t, lj) = hj(t), ∀j ∈ J0, nK, t ∈ (0, T ),
u(0, x) = u0(x), ut(0, x) = u1(x), x ∈ R,

(7.1)
sous les hypothèses de continuité et de loi de Kirschoff au noeud central 0,
données par

uj(t, 0) = ui(t, 0) =: u(t, 0), ∀i, j ∈ {0, ..., n} , 0 < t < T, (7.2)

[ux(t)]0 :=
n∑
j=0

uj,x(t, 0) = 0, 0 < t < T. (7.3)
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0

l 0

l1

l2

e0

e1
2e

no measurement

measurement

Figure 7.1 – Etoile à 3 branches.

Dans cette partie, on définit les espaces fonctionnels suivants :

L2(R) =
{
f : R → R, fj ∈ L2(0, lj), ∀j ∈ {0, ..., n}

}
,

H1
0 (R) =

{
f : R → R, fj ∈ H1(0, lj), fj(lj) = 0, fj(0) = fi(0),∀i, j ∈ {0, ..., n}

}
.

Pour plus de lisibilité on adopte la notation intégrale suivante, pour f ∈
L1(R) = {f : R → R, fj ∈ L1(0, lj), ∀j ∈ {0, ..., n}} on note,∫

R
fdx =

n∑
j=0

∫ lj

0

fj(x)dx.

Les normes dans les espaces de Hilbert L2(R) et H1
0 (R) sont alors définis par

‖f‖2L2(R) =

∫
R
|f |2 dx et ‖f‖2H1

0 (R) =

∫
R
|fx|2 dx.

Dans un premier temps nous avons montré que le problème de Cauchy est
bien posé, i.e. si u0 ∈ L2(R), u1 ∈ H−1(R), p ∈ L∞(R), h ∈ L2((0, T ) × R)
et g ∈ L1(0, T ;L2(R)) sont connus, et en supposant que les conditions de
compatibilité sont vérifiées (hj(0) = u0j(lj)) alors le problème de Cauchy (7.1)-
(7.3) est bien posé et on peut montrer par une méthode de transposition que

u ∈ C([0, T ], L2(R)) ∩ C1([0, T ], H−1(R)).

Nous avons ensuite étudié le problème inverse de détermination du potentiel
p sur chacune des n + 1 branches du réseau à partir de seulement n mesures
faites au niveau des ”feuilles”, c’est-à-dire des (ui,x(·, li))i=1..n sur (0, T ). Le
théorème principal de cet article est le suivant,
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Théorème 7.1.1 Soit m > 0 et r > 0. Supposons que p ∈ L∞≤m(R) et que la
solution u[p] de (7.1)-(7.3) vérifie

u[p] ∈ H1(0, T ;L∞(R)).

Supposons également que la donnée initiale u0soit telle que

|u0(x)| ≥ r > 0, pp dans R.

Alors pour tout q ∈ L∞≤m(R), et pour tout j ∈ {0, .., n}, uj,x[p](lj)−uj,x[q](lj) ∈
H1(0, T ) et il existe une constante C = C(T,m) > 0 telle que ∀q ∈ L∞≤m(R) :

n∑
j=1

‖uj,x[p](lj)− uj,x[q](lj)‖H1(0,T ) ≤ C‖u[p]‖W 1,1(0,T ;L∞(R))||q − p||L2(R).

De plus, il existe T0 > 0 tel que pour tout T ≥ T0, alors il existe une constante
C = C(T, r,m, l0, ..., ln) > 0 telle que ∀q ∈ L∞≤m(R) :

||q − p||L2(R) ≤ C
n∑
j=1

‖uj,x[p](lj)− uj,x[q](lj)‖H1(0,T ) .

7.1.2 Obtention de l’inégalité de Carleman

Le point crucial pour l’obtention de l’inégalité de Carleman est le choix
adéquat du poids pour un réseau. Nous nous sommes inspirées des poids définis
par A. Benabdallah, Y. Dermenjian et J. Le Rousseau dans [6]. Le point im-
portant est que leur poids ne vérifie pas les conditions de continuité ni la loi de
Kirchoff au point de transmission. Nous avons étendu leur poids au cas d’un
réseau de la manière suivante.

Soit λ > 0. Nous définissons la fonction poids ϕ = ϕ(t, x) pour tout (t, x) ∈
(−T, T )×R par

ϕ(t, x) = eλφ(t,x),

où φ satisfait le lemme suivant.

Lemme 7.1.2 Nous définissons la fonction poids φ sur chaque branche ej du
réseau comme suit :
Pour tout j ∈ J0, nK, x ∈ (0, lj) et t ∈ R,

φ
∣∣
ej (t, x) := φj(t, x) = (x− xj)2 − βt2 +Mj.

Il existe (x0, x1, ..., xn) ∈ R+ × (R−)n, β ∈ (0, 1) et T > 0 tels que

βT ≤
mini∈J1,nK|xi|

2
et il existe M0, M1,... Mn > 0, tels que pour tout i, j ∈

J0, nK, t ∈ (−T, T ), x ∈ (0, lj),

φi(t, 0) = φj(t, 0),

φj(t, x) ≥ 1
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et tel que la (n+ 1)× (n+ 1) matrice symétrique suivante soit définie positive
alors,

∃α > 0, ∀t ∈ [−T, T ], ∀ξ ∈ Rn+1, (Aφ(t)ξ, ξ) ≥ α|ξ|2,

avec Aφ(t) :=
φ0,x(0) + φ1,x(0) φ0,x(0) · · · φ0,x(0) −φ0,x(0)[φx]0

. . . . . .
... −φ0,x(0)[φx]0

. . . φ0,x(0)
...

φ0,x(0) + φn,x(0) −φ0,x(0)[φx]0
Aφ,n+1,n+1(t)

 .

où Aφ,n+1,n+1(t) = φ0,x(0)[φx]
2
0 + [φ3

x]0 − φ2
t (0, t)[φx]0.

De plus on a directement que pour tout j ∈ J0, nK et pour tout x ∈ (0, lj),

φj(0, x) > Mj

et si on note ρ := max
i∈J0,nK,x∈[0,li]

|x − xi|, alors si T >
2ρ2

min
i∈J1,nK

|xi|
, on peut choisir

β >
ρ2

T 2
tel que

φj(±T, x) < Mj,

et il existe η > 0 tel que pour tout t ∈ [−T,−T + η] ∪ [T − η, T ],

φj(t, x) ≤Mj.

On obtient alors en gérant les termes au noeud central grâce à la ma-
trice symétrique définie positive définie ci-dessus, l’inégalité de Carleman pour
l’équation des ondes sur un réseau, qui suit,

Théorème 7.1.3 Soit p ∈ L∞(R) tel que ‖p‖L∞(R) ≤ m. Supposons que L
soit l’opérateur différentiel défini par L = ∂tt − ∂xx + p sur le réseau étoilé
R comme dans l’équation (7.1) et ϕ = eλφ avec φ vérifiant le lemme 7.1.2. Il
existe s0 > 0, λ0 > 0 et une constante M = M(s0, λ0,R, T,m, β, x0, ..., xn) > 0
tels que :

sλ

∫ T

−T

∫
R
ϕ
(
v2t + v2x

)
e2sϕ dxdt+ s3λ3

∫ T

−T

∫
R
ϕ3v2e2sϕ dxdt

≤M

∫ T

−T

∫
R
|Lv|2e2sϕ dxdt+Msλ

n∑
j=1

∫ T

−T
v2j,x(lj)e

2sϕ(lj) dt,

pour tout s > s0, λ > λ0 et v satisfaisant les conditions au noeud central (7.2)
et (7.3) et 

Lv ∈ L2(R× (−T, T )),
v ∈ H1(−T, T ;H1

0 (R)),
v(±T ) = ∂tv(±T ) = 0 dans R.
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7.1.3 Obtention du résultat de stabilité

Le résultat de stabilité s’obtient de manière relativement classique en ap-
pliquant la méthode de Bukhgeim-Klibanov, cf [11] à partir de l’inégalité de
Carleman obtenue dans la section précédente. On obtient alors le résultat de
stabilité 7.1.1.

7.1.4 Problèmes ouverts

Nous avons obtenus un résultat de reconstruction du potentiel en observant
uniquement n mesures sur les n+1 noeuds extérieurs. En parallèle à notre
travail deux résultat de problèmes inverses sur un réseau ont été obtenus par
Liviu Ignat, Ademir Pazoto et Lionel Rosier dans [41], pour l’équation de la
chaleur et pour l’équation de Schrödinger. Le cas de l’équation de Schrödinger
est particulièrement intéressant. En effet, les auteurs obtiennent un résultat
de reconstruction du potentiel mais en observant sur tous les n+1 noeuds
externes. La question de la reconstruction avec seulement n mesures semble
un problème toujours ouvert.

Un autre problème en cours d’étude en collaboration avec Lionel Rosier et
Julie Valein est le problème inverse de retrouver le coefficient de diffusion pour
une équation de la chaleur sur un réseau, la continuité du coefficient de diffusion
n’étant pas imposée au noeud central. Ce problème peut se rapprocher des
articles suivants, [69] et [28]. Le point à résoudre ici est d’obtenir une inégalité
de Carleman pour notre problème dans H−1. Ces résultats sont en cours de
rédaction.

7.2 Equation de Kuramoto-Sivashinsky.

Voir les détails dans [BCCM13]

7.2.1 Présentation du problème.

Dans ce papier, réalisé en collaboration avec Lucie Baudouin, Eduardo
Cerpa et Alberto Mercado, nous avons considéré une équation 1D non linéaire
de type parabolique du quatrième ordre, l’équation de Kuramoto-Sivashinsky
(K-S). Cette équation peut servir de modèle pour la phase de turbulence dans
un système de réaction-diffusion mais également pour la modélisation d’un
front de flamme où l’influence de la diffusion et de la conduction thermique
du gaz sont décrites.

L’équation de K-S comportant des coefficients non constants décrivant la
diffusion, σ = σ(x), et l’anti-diffusion γ = γ(x), est donnée par

yt + (σ(x)yxx)xx + γ(x)yxx + yyx = g, ∀(t, x) ∈ Q,
y(t, 0) = h1(t), y(t, 1) = h2(t), ∀t ∈ (0, T ),
yx(t, 0) = h3(t), yx(t, 1) = h4(t), ∀t ∈ (0, T ),
y(0, x) = y0(x), ∀x ∈ (0, 1),

(7.4)
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où Q := (0, T ) × (0, 1), σ : [0, 1] → R∗+, et les fonctions y0, g, hj sont respec-
tivement les conditions initiales, le terme source et les données au bord. Tous
ces termes sont supposés connus et compatibles.

Pour cette équation non linéaire, le terme d’ordre quatre modélise la dif-
fusion, et le terme du second ordre modélise les instabilités naissantes. On
considère le problème inverse de retrouver le coefficient d’anti-diffusion γ à
partir des mesures frontières de la solution. Ceci correspond par exemple à
l’obtention d’information sur l’instabilité d’un milieu de réaction-diffusion en
mesurant une seule solution, qui peut représenter la flamme se propageant dans
le domaine. Concernant les mesures frontières que nous allons considérer il faut
remarquer que dans un problème parabolique du quatrième ordre comme K-S,
les mesures au bord uxx et uxxx seront désignées comme les mesures de Neu-
mann, qui en réalité représentent les flux de chaleur dans ce type de modèle.

A notre connaissance il n’y avait pas d’autres résultat dans la littérature
concernant la détermination de coefficients pour ce type d’équation non linéaire.
Cependant, une inégalité de type Carleman a été obtenue afin d’obtenir la
contrôlabilité à zéro pour l’équation de K-S [20] pour le cas du coefficient
constant. (D’autres résultats sur le contrôle de l’équation de K-S ont été ob-
tenus dans [40, 3, 24, 53, 17]).

Comme le problème linéarisé est parabolique, on sait que les mesures
frontières ne seront pas suffisantes pour prouver la stabilité et on doit considérer
une mesure additionnelle sur toute la solution à un temps T0 (voir par exemple
[7, 42] ).

Notre premier résultat concerne le caractère bien posé de l’équation non linéaire.
Nous abordons ensuite le problème inverse suivant,

Est-il possible de retrouver le coefficient d’anti-diffusion γ = γ(x)
à partir des mesures de yxx(t, 0) et de yxxx(t, 0) sur (0, T ) et de
la mesure de y(T0, x) sur (0, 1), où y est la solution de l’ équation
(7.4) et T0 ∈ (0, T ) ?

Nous donnons une réponse locale à ce problème inverse. Plus explicitement,
soit γ̃ donné et fixé. On note ỹ la solution à l’équation (7.4) où γ est remplacé
par γ̃. Ce papier porte essentiellement sur la question suivante concernant
l’inconnue γ et y.
Stabilité : Est-il possible d’estimer ‖γ̃ − γ‖L2(0,1) par des normes appropriées
‖ỹ(T0, x)−y(T0, x)‖ en espace et ‖ỹxx(t, 0)−yxx(t, 0)‖, ‖ỹxxx(t, 0)−yxxx(t, 0)‖
en temps ?

Une réponse positive implique bien entendu un résultat d’unicité.
Unicité : Est-ce que les égalités de mesures ỹxx(t, 0) = yxx(t, 0) et ỹxxx(t, 0) =
yxxx(t, 0) pour t ∈ (0, T ) et ỹ(T0, x) = y(T0, x) pour x ∈ (0, 1) impliquent que
γ̃ = γ sur (0, 1) ?

Pour résoudre ces problèmes nous avons appliqué la méthode de Bukhgĕım-
Klibanov, [11]. Tout d’abord nous montrons une inégalité de Carleman glo-
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bale pour l’équation de K-S linéarisée autour de zéro avec des coefficients non
constants.

Pour des raisons de clarté du résultat, on introduit pour m > 0, l’ensemble

L∞≤m(0, 1) :=
{
γ ∈ L∞(0, 1)s.t. ‖γ‖L∞(0,1) ≤ m

}
,

Hs := Hs(0, 1)

ainsi que

Z := {z ∈ C([0, T ];H6)∩L2(0, T ;H8), t.q. zt ∈ C([0, T ];H2)∩L2(0, T ;H4)}.

On a alors le résultat suivant,

Théorème 7.2.1 Considérons σ ∈ H4(0, 1), γ ∈ H4(0, 1), g ∈ L2(0, T ;H4)∩
H1(0, T ;L2) et les données y0 ∈ H6(0, 1) et hj ∈ H2(0, T ) pour j = 1, . . . , 4
sous certaines conditions de compatibilité. Soit y ∈ Z la solution de (7.4), et
ỹ ∈ Z la solution correspondant à un γ̃ ∈ H4(0, 1) donné au lieu de γ. On
suppose qu’il existe η > 0 et T0 ∈ (0, T ) tels que

inf {|ỹxx(T0, x)| , x ∈ (0, 1)} ≥ η,

Alors, étant donné M > 0, il existe une constante positive C dépendant
des paramètres (T,m,M, η), telle que pour tout γ ∈ L∞≤m(0, 1),

‖γ−γ̃‖L2(0,1) ≤ C ‖yxx(·, 0)− ỹxx(·, 0)‖H1(0,T )+C ‖yxxx(·, 0)− ỹxxx(·, 0)‖H1(0,T )

+ C ‖y(T0, ·)− ỹ(T0, ·)‖H4(0,1) + C ‖y(T0, ·)− ỹ(T0, ·)‖2H1(0,1) (7.5)

pour tout y vérifiant

‖y‖Z ≤M.

Il est a noté que le terme carré de l’inégalité (7.5) vient du terme non
linéaire de l’équation de K.S.

7.2.2 Idées de la démonstration

Dans cet article, nous utilisons à nouveau la méthode de Bukhgeim-Klibanov
pour résoudre le problème de stabilité et d’unicité du problème inverse. Le
point important est donc l’obtention d’une inégalité de Carleman pour l’équation
de K-S à coefficients non constants.

Nous définissons l’espace

V = {v ∈ L2(0, T ;H4 ∩H2
0 (0, 1))

/
Lv ∈ L2((0, T )× (0, 1))}

où

Lv = vt + (σvxx)xx + q2vxx + q1vx + q0v
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avec qj ∈ L∞(Ω) for j = 0, 1, 2.
Considérons β ∈ C4([0, 1]) tel que pour r > 0 on ait, pour tout x ∈ (0, 1) :

0 < r ≤ β(x),
0 < r ≤ β′(x),
β′′(x) ≤ −r < 0,

|σ′(x)β′(x)| ≤ r

4
min
z∈[0,1]

{σ(z)}.
(7.6)

Par exemple, si σ est constant, on peut choisir β(x) =
√

1 + x.
D’autre part, étant donné T0 ∈ (0, T ) on peut choisir φ0 ∈ C1([0, T ]) tel que

φ0(0) = φ0(T ) = 0, et
0 < φ0(t) ≤ φ0(T0) pour tout t ∈ (0, T ).

(7.7)

Par exemple, si T0 = T/2, on peut choisir φ0(t) = t(T − t).

Finalement, on définit la fonction

φ(t, x) =
β(x)

φ0(t)
, (7.8)

pour (t, x) ∈ (0, T )× [0, 1], qui représente la fonction poids pour l’inégalité de
Carleman. A l’aide de (7.6) et (7.7) il n’est pas difficile de voir que φ vérifie
les propriétés suivantes,

∃C > 0 tel que φ ≤ Cφx et
φn ≤ Cφm pour tout entier positif n < m.

Théorème 7.2.2 Soit φ une fonction définie par (7.8) et m > 0. Alors il
existe λ0 > 0 et une constante C = C(T, λ0, r,m) > 0 telle que si
‖qi‖L∞((0,T )×(0,1)) ≤ m pour i = 0, 1, 2 alors on a∫ T

0

∫ 1

0

e−2λφ
(
|vt|2 + |(σvxx)xx|2

λφ

)
dxdt

+

∫ T

0

∫ 1

0

e−2λφ
(
λ7φ7|v|2 + λ5φ5|vx|2 + λ3φ3|vxx|2 + λφ|vxxx|2

)
dxdt

≤ C

∫ T

0

∫ 1

0

e−2λφ|Lv|2 dxdt

+ C

∫ T

0

e−2λφ(t,0)
(
λ3φ3

x(t, 0)σ(0)2|vxx(t, 0)|2 + λφx(t, 0)σ2(0)|vxxx(t, 0)|2
)
dt

pour tout v ∈ V, pour tout λ ≥ λ0.

Nous appliquons alors deux fois de suite cette inégalité de Carleman pour
obtenir notre résultat sur le problème inverse.

Remarque 7.2.3 Le problème inverse de retrouver le coefficient de diffusion
σ a été résolu par la suite par P. Guzman dans [59]. Il s’est également basé
sur une inégalité de Carleman et la méthode de Bukhgĕım-Klibanov.



7.3. EQUATION DE KORTEWEG-DE VRIES. 73

7.3 Equation de Korteweg-de Vries.

Voir article [BCCM14].

7.3.1 Présentation des résultats.

Comme nous l’avons vu dans la section 6, l’équation de Korteweg-de Vries
peut modéliser l’écoulement du sang dans les artères et de ce fait, les coef-
ficients apparaissant dans l’équation sont très importants d’un point de vue
médical. Avec Lucie Baudouin, Eduardo Cerpa et Alberto Mercado nous avons
voulu étudier un problème inverse sur cette équation posée sur un intervalle
borné, [0, L] :


yt + a(x)yxxx + yx + yyx = 0, ∀(x, t) ∈ (0, L)× (0, T ),
y(t, 0) = y(t, L) = yx(t, L) = 0, ∀t ∈ (0, T ),
y(0, x) = y0(x), ∀x ∈ (0, L),

(7.9)

où le coefficient principal a vérifie a(x) ≥ a0 > 0 pour tout x ∈ [0, L]. La
question que nous nous sommes posée est la suivante, pouvons nous retrouver
le coefficient principal a à partir de mesures de yx(0, t), yxx(0, t) and yxx(L, t)
on (0, T ), où y est la solution de l’ équation (7.9). Notre résultat principal est
le suivant,

Théorème 7.3.1 Soit r0, a0, α et K des constantes positives données. Sup-
posons que la donnée initiale y0 ∈ {w ∈ H7(0, L); w(0) = w(L) = w′(L) = 0}
vérifie pour tout x ∈ [0, L]

y′′′0 (x) = y′′′0 (L− x) (7.10)

et

|y′′′0 (x)| ≥ r0 > 0.

On définit l’espace

Σ(a0, α) =
{
a ∈ W 6,∞(0, L)

/
∀x ∈ [0, L], a(x) ≥ a0 > 0, a(x) = a(L− x),

and ‖a‖W 6,∞(0,L) ≤ α
}
. (7.11)

Alors il existe une constante C = C(L, T, r0, a0, α,K) > 0 telle que

C‖a− ã‖L2(0,L) ≤ ‖yx(t, 0)− ỹx(t, 0)‖H1(0,T ) + ‖yxx(t, 0)− ỹxx(t, 0)‖H1(0,T )

+ ‖yxx(t, L)− ỹxx(t, L)‖H1(0,T )

pour tout a, ã dans Σ(a0, α) tels que les solutions correspondantes de l’équation
(7.9) vérifient

max{‖y‖W 1,∞(0,T ;W 3,∞(0,L)), ‖ỹ‖W 1,∞(0,T ;W 3,∞(0,L))} ≤ K.
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7.3.2 Idées de la démonstration

La démonstration du résultat repose cette fois encore sur la méthode de
Bughkein-Klibanov. L’obtention de l’inégalité de Carleman se fait ici sur un in-
tervalle étendu en temps négatifs, (−T, T )×(0, L) afin d’éviter une observation
de la solution à un temps T0 > 0 comme dans le cas des équations paraboliques
(cf le chapitre précédent par exemple sur l’équation de Kuramoto-Sivashinski).
Ceci nous conduit par contre à des hypothèses de symétrie sur la condition
initiale et sur le coefficient principal.

Soit d ∈ L∞((−T, T )×(0, L)), b ∈ L∞(−T, T ;W 1,∞(0, L)) et a ∈ W 3,∞(0, L),
tel que a(x) ≥ a0 pour tout x ∈ [0, L], and ‖a‖W 3,∞(0,L) ≤ α, où a0, α > 0. On
définit l’opérateur

P = ∂t + a(x)∂xxx + b(t, x)∂x + d(t, x) (7.12)

et l’espace

V =
{
v ∈ L2(−T, T ;H3 ∩H1

0 (0, L))
/
Pv ∈ L2((0, L)× (−T, T ))

}
. (7.13)

Soit β ∈ C3([0, L]) tel que pour un certain r > 0 on ait

0 < r ≤ β(x) et 0 < r ≤ β′(x), ∀x ∈ (0, L). (7.14)

On définit, pour tout λ > 0, les fonctions

φ(t, x) =
e2λ‖β‖∞ − eλβ(x)

(T + t)(T − t)
, θ(t, x) =

eλβ(x)

(T + t)(T − t)
(7.15)

pour (t, x) ∈ (−T, T ) × [0, L]. On peut remarquer qu’il existe une constante
C = C(T ) telle que

0 <
1

C
≤ θ(t, x) et |θt(t, x)| ≤ Cθ2(t, x), ∀(t, x) ∈ (−T, T )× [0, L].

Nous pouvons alors démontrer l’inégalité de Carleman suivante.

Théorème 7.3.2 Soit φ et θ définis par (7.15), et soit P l’opérateur de KdV
linéarisé défini par (7.12). Il existe s0 > 0, λ0 > 0 et une constante
C(L, T, s0, λ0, α, a0, r) > 0 telle que pour tout s ≥ s0 et λ ≥ λ0,∫ T

−T

∫ L

0

e−2sφ
(
s5λ6θ5|u|2 + s3λ4θ3|ux|2 + sλ2θ|uxx|2

)
dxdt

≤ C

∫ T

−T

∫ L

0

e−2sφ|Pu|2dxdt+ Cs3λ3
∫ T

−T
e−2sφ(t,L)θ3(t, L)|ux(t, L)|2dt

+ Csλ

∫ T

−T
e−2sφ(t,L)θ(t, L)|uxx(t, L)|2dt

pour tout u ∈ V défini par (7.13).
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Remarque 7.3.3 Si on cherche une inégalité de Carleman à un seul pa-
ramètre (comme dans [34, 76] où φ = β(x)

(t+T )(T−t)), des hypothèses supplémentaires
sur la dérivée seconde de la fonction β doivent être imposées. L’utilisation d’un
second paramètre λ permet d’éviter ces hypothèses.

On considère deux coefficients a, ã et leurs solutions correspondantes pour
(7.9), y et ỹ, et on définit

u(t, x) := y(t, x)− ỹ(t, x), et σ(x) := ã(x)− a(x).

La fonction u vérifie
ut + a(x)uxxx + (1 + ỹ)ux + yxu = σỹxxx, ∀(t, x) ∈ (0, T )× (0, L),
u(t, 0) = 0, u(t, L) = 0, ux(t, L) = 0 ∀t ∈ (0, T ),
u(0, x) = 0, ∀x ∈ (0, L).

On considère maintenant z(t, x) := ut(t, x), solution du système
zt + a(x)zxxx + (1 + ỹ)zx + yxz = f, ∀(t, x) ∈ (0, T )× (0, L),
z(t, 0) = 0, z(t, L) = 0, zx(t, L) = 0 ∀t ∈ (0, T ),
z(0, x) = σ(x)y′′′0 (x), ∀x ∈ (0, L),

(7.16)

où f = σ(x)ỹxxxt−yxtu− ỹtux. On peut remarquer que maintenant σ, que l’on
cherche à estimer, apparâıt non seulement dans le terme source de l’équation
mais également dans la condition initiale.

Afin d’estimer σ avec z(0, x) en utilisant l’inégalité de Carleman obtenue
précédemment, nous étendons l’équation de KdV sur des temps négatifs comme
cela a pu être fait pour l’équation des ondes ou de Schrödinger. Nous avons
besoin de définir deux types d’extension, une extension symétrique de toute
fonction g définie sur [0, T ]× [0, L] par

ĝ(t, x) =

{
g(t, x) si x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

g(−t, L− x) si x ∈ [0, L], t ∈ (−T, 0).

Cette extension vérifie f̂ ĝ = f̂ g. On définit également une extension anti-
symétrique de [−T, T ] × [0, L] de toute fonction g définie sur [0, T ] × [0, L]
par

ǧ(t, x) =

{
g(t, x) si x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ],

−g(−t, L− x) si x ∈ [0, L], t ∈ [−T, 0).

Ainsi on suppose que la condition initiale z0(x) = z(0, x) de l’équation
(7.16) vérifie

z0(x) = z0(L− x) ∀x ∈ [0, L].

Ce qui signifie que nous devons également supposer cette symétrie pour a, ã
et y′′′0 , comme nous l’avons fait dans les hypothèses (7.10) et (7.11). On définit
l’extension de y (resp. ỹ) solution de l’équation (7.9) par ŷ (resp. ˆ̃y). On peut
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alors définir v := ẑ sur [−T, T ] × [0, L], qui est solution de l’équation donnée
par 

vt + a(x)vxxx + (1 + ˆ̃y)vx + ŷxv = f̌ , ∀x ∈ (0, L), t ∈ (−T, T ),
v(t, 0) = 0, v(t, L) = 0, ∀t ∈ (−T, T ),
vx(L, t) = 0, ∀t ∈ (0, T ),
vx(t, L) = −zx(−t, 0), ∀t ∈ (−T, 0),
v(0, x) = σ(x)y′′′0 (x), ∀x ∈ (0, L).

L’opérateur aux dérivées partielles de cette équation satisfait les conditions
pour l’inégalité de Carleman du Théorème 7.3.2, selon (7.12) avec b = 1 + ˆ̃y
et d = ŷx, tant que b ∈ L∞(−T, T ;W 1,∞(0, L)) et d ∈ L∞((−T, T ) × (0, L)).
Cette régularité est vérifiée grâce aux hypothèses sur la régularité de y0, a
et ã, qui assurent que les solutions correspondantes y et ỹ sont suffisamment
régulières.

On peut alors appliquer l’inégalité de Carleman démontrée ci-dessus et
obtenir les résultats voulus.

7.3.3 Problèmes ouverts et perspectives

Ce résultat de problème inverse sur l’équation de Korteweg-de Vries est
un des premiers résultats sur cette équation. Nous avons vu dans la partie 6
que l’équation de Korteweg-de Vries peut modéliser les signaux de pression
artérielle. Dans cette optique, de nombreux problèmes inverses peuvent être
soulevés, comme la détermination de la pression à la sortie du coeur (entrée de
l’aorte) par une simple mesure non invasive de pression au doigt par exemple,
on peut également s’intéresser à la détermination de constantes physiques
comme la rigidité des parois artérielles, coefficient qui apparâıt directement
comme facteur de l’équation de Korteweg-de Vries, [CS05].

Un projet d’étude est l’utilisation du modèle de KdV obtenu sur un réseau
vu en paragraphe 1.4 pour résoudre un problème inverse. L’idée est d’avoir des
coefficients principaux différents sur chaque branche du réseau et de retrouver
ces coefficients. Cette étude combinerait à la fois le modèle du paragraphe 1.4
et le problème inverse étudié en 7.3.

Un autre problème en cours d’étude par C. Moreno dans le cadre de sa
thèse co-encadrée par E. Cerpa et moi-même est l’étude du problème inverse
de l’équation de Kuramoto-Sivashinsky posée sur un réseau étoilé. Pour cela
elle utilise les conditions de transmissions proposées dans [15], l’idée étant
ensuite de réécrire une inégalité de Carleman adaptée à son réseau comme
nous avions fait dans [BCV11].



Liste de publications
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Travelling-wave analysis and identification. A scattering theory
framework. In European Control Conference ECC’07, 2006.

[LCS07] Taous-Meriem Laleg, Emmanuelle Crépeau, and Michel Sorine. Se-
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