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Introduction

0.1 Version Francaise

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de dimension n > 3. On

s’intéresse dans cette these a des solutions u € C?( M) d’équations de type

Agu+ au = uP + h(z,u) sur M, 0
u >0 dans M
ot A, := —div,(V) est le Laplacien avec convention de signe moins, a € C°(M),

p > let (z,u) — h(x,u) est une non-linéarité "négligeable” devant u?. Ce probleme
est similaire au probleme Euclidien suivant : pour {2 C R"™ un domaine régulier, on
considere les solution u € C2(2) N C°(Q)

Au+ au = uP + h(z,u) surQ,
u >0 dans €, (2)
u=20 sur 0f)

ou A := —div(V) = — 3. 9;; est le Laplacien usuel, a € C°(Q), p > 1et (z,u) —

h(z,u) est une non-linéarité "négligeable" devant u?. Les méthodes exposées ou bien



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

développées dans ce manuscrit s’appliquent parfaitement au cas Euclidien d’un ouvert
de R™.

Le probleme (1) admet une formulation variationnnelle dans I’espace de Sobolev HZ(M)

qui est le complété de C'*°( M) pour la norme
wi [lullgz =/ lullz + ([ Va3

ot les normes || - ||, sur les espaces de Lebesgue L9(M) sont prises par rapport a 1’é1é-

ment de volume Riemannien dv,. II suit des plongements de Sobolev que

2n
n—2

H}(M) — LP*'(M) continuement si 1 < p < 2* — 1 avec 2% :=

et que ce plongement est compact si et seulement si p < 2* — 1. Du coup, lorsque
I’exposant p est sous-critique, a savoir 1 < p < 2* — 1, le probléme devient compact et
permet I’ utilisation de méthodes variationnelles classiques. L’ existence et la multiplicité
de solutions de (1) sont alors bien connue. On renvoie au Chapitre 2 de ce manuscrit

pour la présentation de la méthode variationnelle classique par minimisation.

Le cas critique p = 2* — 1 est plus compliqué car le plongement de Sobolev associé a
la formulation variationnelle n’est pas compact, ce qui bloque I’application des théories
abstraites classiques. Géométriquement, ce probléme critique provient de 1’équation de
courbure scalaire et a donné lieu au probleme de Yamabe qui a été résolu par Gilbarg-
Trudinger [22], Aubin [3] et Schoen [42]. Des références possibles sur les problemes
dans le cas critique sont Hebey [25], Lee-Parker [33] , Schoen [42]. La méthode déve-
loppée par Aubin a été reprise par Brezis-Nirenberg [9] dans le cas Euclidien (2). Les
méthodes de minimisations ainsi introduites utilisent fondamentalement les meilleures

constantes dans les plongements de Sobolev : elles sont détaillées dans le Chapitre 2.

Dans ce travail de these, nous nous intéressons au cas surcritique p > 2* — 1. La diffi-
culté premiere est que le probleme n’est pas bien posé dans I’espace de Sobolev naturel
H2(M) qui ne se plonge pas dans LPT!(M ). Une méthode pour étudier des probleémes
surcritiques est d’imposer des invariances par un groupe d’isométries comme ce fut fait
dans Escobar-Schoen [16], Hebey-Vaugon [26], Saintier [40] ou encore Faget [17]. On
va donc se donner un sous-groupe G du groupe d’isométries de (M, g). Dans le cas
trivial d’une action libre et fidele, le quotient M /G est une variété lisse de dimension

n—k,k>1,etpourn—k > 2,2*k) := % > 2*. Ainsi, en étudiant un probleme

10



0.1 VERSION FRANCAISE

G —invariant surcritique avec I’exposant 2* (k) sur M, on se rameéne de facon artificielle
a un probleéme critique sur le quotient M /G de dimension n — k. Dans notre travail,
nous allons considérer le cas plus difficile de groupes qui n’agissent ni librement ni fi-
delement : le probleme sera alors que le quotient M /G ne sera plus une variété, et les
techniques précédentes ne fonctionneront plus. Nous ferons sur G 1’hypothese fonda-

mentale suivante inspirée du travail de [40] :

Hypothese 0.1.1. Pour tout Gx, un G-orbite de dimension minimale k, on peut trouver

d > 0, et G' un sous groupe fermé de 1somg,(M) tel que :
1. Gliﬁo = GIO y

2. Pour tout x € Bs(Gxo) == {y € M/d,(y; Gxo) < 6}, alors G'x est principale et
G’z C Gu.

En particulier diimG'x = dimGxg = k, Vx € Bs(Gxy).

L’importance de cette hypothése est qu’elle assure que Bs(Gx) /G’ peut étre consi-
déré comme une variété Riemannienne de dimension n — k. On renvoie au Chapitre 3

pour plus de précisions sur ces notions.

Meilleures constantes de Sobolev avec poids et invariance par isomé-

tries

Dans le Chapitre 3, nous démontrons que pour tout variété Riemannienne compacte
de dimension n > 3, la premiere meilleure constante des inégalités Riemanniennes
de Hardy-Sobolev G-invariantes est celles de 1’inégalité Euclidienne divisée par une

puissance de volume d’orbite de dimension minimal. On note

H} (M) :={u € H(M)/uoo(zx) = u(x) pourtout ¢ € Getppx € M}.
Pour tout s €0, 2|, posons L? (M, dg(xd%o)s
étant I’ensemble des fonction f : M — R, telles que | f|Pd,(., Gxg) ™5 € L*(M), et on

note [|fl[ps = I[ |f17d, (. Gitg) ~*||1. On définit 2° (k, s) = 2252, et on montre que

) I’espace de Lebesque a poids défini comme

Théoréme 0.1.2 (Mesmar). On se donne une variété Riemannienne compacte sans bord
(M, g) de dimension n > 3 et G un sous-groupe d’isométries de (M, g). On suppose

que ’hypotheses 0.1.1 est vérifiée, et on se donne k et Gxy comme dans ces hypothéses.

11



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

On suppose que n — k > 3. Alors, pour tout q € [1,2*(k, s)], H} (M) est inclus conti-

nuement dans LI(M, —2

, m) De plus si 1 < q < 2*(k, s) Uinclusion est compacte.

Notonsque le cas s = 0 a été par Faget [17] et le cas k = 0 a été traité par Jaber
[31]. A partir de cette inclusion, nous définissons la premiere meilleure constante des
inégalité de Hardy-Sobolev en présence d’isométries. Il suit du Théoreme 0.1.2 qu’il
existe L, B > 0 tels que pour tout u € H7 5(M) :

2 2 2
[lulle k07,6 < LIV ully + Bllully (3)
Nous définissons la premiere meilleure constante comme étant

Lo = Lo(M, g,n, k,s,xo) = inf{L > 0 t.q. 3B tel que (3) est vérifiée pour tout u € Hj (M)}

Définition 0.1.3. On se donne m > 3 et on définit la meilleure constante de Sobolev

Euclidienne, notée K,(m). Cette constante ne dépend que de n, s et m, et elle vérifie

w [Vo|?dX
KE ) " sccmbono b [T ¢ @
stlm peC* (R™)\{0 |p|2* (k:5) 2% (k,s)
(me |X‘s dX)

avec 2*(k,s) = 2(7;”:28).

On note 2* = 2%(0,0) et 2*(k) = 2*(k, 0). En effet dans le cas k = s = 0, Aubin [3]
et Talenti [44] ont démontré que la premiere meilleure constante de Sobolev constante
de Sobolev, notée K((n), vaut

4
Ko(n) = ——— (5)

n(n — 2)ws;

ol w, est le volume de la n-sphere unité. D’autre part en prenant A le minimum du
volume de dimension d’orbite principale de dimension &, Faget [17] a prouvé que la
meilleure constante dans les inégalités de Sobolev pour des fonctions G invariantes est

Ko(n — k)

Ko(nyk',A): —_2_
Al-Tmm

(6)

12



0.1 VERSION FRANCAISE

De plus, pour le cas & = 0, Jaber [31] a montré que

1 1 5=\
L()(M,g,TZ,O,S,ZE()) = K8<n) = (TL _ 2)(” _ S) 2 _ Swn_lr(Q(n—S)) )

2—s

ou I' est la fonction d’Euler. De plus, il est démontré dans Lieb [34] que les premieres

meilleures constantes de Sobolev sont atteintes sur R" dans ces cas par

2—s
Gsn = C(N7* + [ X[P77) 7o (®)
Nous utilisons dans ce chapitre ces propriétés pour montrer le

Théoréme 0.1.4 (Mesmar). On se donne une variété Riemannienne compacte sans bord
(M, g) de dimension n > 3 et G un sous-groupe d’isométries de (M, g). On suppose
que ’hypotheses 0.1.1 est vérifiée, et on se donne k et Gy comme dans ces hypothéses.
Pourtout k € [1,n —2[, s € (0,2) ona

Ks(n — k)

LO(M7g7n7k7$7‘r0) = 1— 2
AT (k)

En d’autre terme, la premiere constante Riemannienne K(n, k) dépend de la di-

mension de la variété M, de s et de la géométrie de (M, g).

Solutions de I’équation perturbée de Hardy-Sobolev avec poids par
le Mountain-Pass Lemma

Le but de ce chapitre est de montrer I’existence d’une solution G—invariante positive
u € C*(M) pour le probleme

2% (k,s)—1

A S ——
gt +au dg(:v,G:EO)S+ Y

ot a,h € CO(M)et2 < g < 2*(k). On définit la fonctionnelle J,” pour tout v €
H; (M) par

1 1 - 1 1
JH (v —_/ Vol? + av?)do, — / v~y ——/ hvZdv
q() 2 ]V[(‘ |g Jdv, 2¢(k,s) Jr - dy(x, Gxo)* gy T

13




CHAPITRE 0. INTRODUCTION

On rappelle qu’une suite (uy)ven € Hig(M) est une suite (uy)ven est dite de
Palais-Smale (P-S) pour J au niveau f3, s’il existe 3 € R tel que J (uy) — S
et (J;)'(un) — 0 fortement dans le dual H7 (M )". On montre que pour tout 3 <

m—s

(2—s) Ks(n—k) ~2=s
2(n—k—s) At

— et pour tout suite de Palais-Smale (uy)nen € Hf (M) pour J;
2% (k,s) s

au niveau (3, il existe u € H7 (M) tel que J(u) = 3 et a sous suite pres uy converge

fortement vers « dans H{ ;(M). De plus (.J;7)'(u) = 0. En utilisant le Mountain-Pass-

Lemma d’ Ambrosetti-Rabinowitz [2], on montre le théoréme suivant

Théoreme 0.1.5 (Mesmar). On se donne une variété Riemannienne compacte sans bord
(M, g) de dimensionn > 3 et G un sous-groupe d’isométries de (M, g). On suppose que
I’hypothese 0.1.1 est vérifiée, et on se donne k > 0 et Gz comme dans ces hypothéses.
On suppose de plus que h > 0, et A, + a est coercif. S’il existe uy € HiG(M), ug # 0,
u > 0 tel que

(2—s5) Kin—Fk) 2=

n—k—s
sup J T (tug) <
e T e =

9)

Par suite I’équation perturbée de Hardy-Sobolev admet une solution non triviale dans
CO(M)N H? ¢ (M). De plus, on aw > 0 dans M et u € C** N Cy (M \ {Gxo}), pour
tout o € (0,min{1,2 — s}), v € (0,1).

Dans le cas k£ = 0, ce résultat a été obtenu par Jaber [30]. Pour s = 0, cela a été
démontré par Djadli [12]. Il s’agit maintenant de donner des criteéres afin de satisfaire la
condition principale d’existence (9). On parvient a la faire par des fonction-tests mode-
1ées sur les extrémales Euclidienne (8). Ces fonctions vont étre transférées sur la variété
quotient N = Bs(Gxo)/G avec une métrique adaptée, puis ensuite sur M : elle sont

finalement définies ainsi en posant m :=n — k :

( m—2

( < > siz € B,,(Gxo)

€275 + dg(7,20)?°
ue - 2—s

(%) siz € M\ B,,(Gxo)
\

e~ +py

) . 2 .
ol z = Gz est I'orbite de = selon G et § = Vol(Gx)»—+ -2 g est une métrique sur le
quotient NN et g est la métrique sur N issue de la surjection canonique M — M/G. On

renvoie au Chapitre 3 pour les définitions de ces diverses métriques. On obtient alors

14



0.1 VERSION FRANCAISE

que pour ¢ > —=-. il existe ¢ > 0 tel que

2% (k,s)
2 — Ks — k) 2Fks)—2
2n—k—s) gl-7Faw

—c h(:EO)Em’ q<m2*2) 4 O(Equ(m;Q)

)

ou t. > 0 est tel que sup J,(tu.) = J,(tcu.). La condition générale d’existence (9) et ce
t>0

dernier résultat impliquent directement le théoréme suivant :

Théoreéme 0.1.6 (Mesmar). On se donne une variété Riemannienne compacte sans bord
(M, g) de dimension n > 3 et G un sous-groupe d’isométries de (M, g). On suppose
que ’hypotheses 0.1.1 est vérifiée, et on se donne k et Gxy comme dans ces hypothéses.
Soient a € C°(M) G—invariantes telles que A, + a est coercif et soit s €]0,2[. On
définit 2*(k,s) = 2(77__:__25), 2*(k) = 2*(k,0) et on considere q €]2,2*(k)[ et h €
C°(M), h > 0. On suppose que

1. n—k>4;

n—k .
2.4> 55

Alors I’équation perturbé de Hardy-Sobolev :

u2*(k,s)71
Agu+au:—+huq_1; u > 0 dans M (E)

dy(z, Gzp)®
admet une solution non triviale dans C°(M) N\ Hf (M). De plus u € C** N Chr(M\
{Gzo}), pour tout o € (0, min{1,2 — s}), v € (0,1).

Phénomenes de concentration dans un probléme surcritique inva-

riant par isométries

Comme précédemment, on se donne (M, g) une variété Riemannienne compacte
lisse sans bord de dimension 7. On note GG un groupe d’isométries de M qui vérifie I’hy-
pothése 0.1.1. On considere une famille (u.)c~o € C*(M) de solutions G—invariantes

au probleme

Ague + heue = A2 BT / uf*(k)dvg =1
M

15



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Ol u, doit étre G—invariante positive, la famille (h.)c~o € CHY(M), § € (0,1) est telle
qu’il existe hy € C1?(M) G—invariante telle que

lim h, = ho dans C7. (10)
e—0
et I’énergie ). est de type minimale, a savoir

Al Fm
2*
lim A\, =

e—0 Ko(’n,— k’) (11)

ou Ky(n — k) est la meilleure constante Euclidienne définie dans (4) et A est le volume

minimal d’orbite de dimension k.

Nous décrivons dans ce chapitre la théorie pour le comportement de 'Blow-up’ des
ue lorsque I’énergie des u, est de type minimal. Nous supposons dans ce qui suit que
I’opérateur A, + hy est coercif. On voit facilement que (u.) est bornée dans H 127(;. On
suppose tout au long de ce chapitre apres passer a une sous-suite pres que u,. converge
faiblement dans H 12;6‘ pour certain g, et on suppose de plus que uy = 0 pour que la

concentration se produise.

Comme dans tous les résultats précédents, on garde les notations de 1’hypotheses 0.1.1
et on se donne k et Gy comme dans ces hypotheses. On pose pour xg € M un point de
concentration d’orbite de dimension minimale k et de volume minimal, § > 0,

N = Bs(Gxg) /G,

(N,g) la (n — k)-variété Riemannienne dont la surjection de M est une submersion
Riemannienne ol £k = min,ep dimGax. On considere la métrique ¢ appartenant a la
classe conforme de g définie par g = @ﬁg, avec 0(z) = vol(ITI"1(z)) = vol(Gx)

Nous quotientons 1’équation principale par notre groupe d’isométries G autour d’un
point de concentration. On se rameéne ainsi a ’étude sur la variété a bord (N, g) du

systeme

Ayt + heie = foa> ®-1, / o2 dvy = 14 o(1) (E.)
N
)

avec h, = v n k3 h, et f. = 0 7 +2 ). On suppose de plus qu’il existe a € CY*(M),

16



0.1 VERSION FRANCAISE

ou « €]0, 1], et h > 0 tel que pour tout z € M, on a
0<h<a(x) <hdx) (12)

et 'opérateur A, + a est coercif.

Notons que la suite u. comme décrite ci-dessus apparait naturellement dans plu-
sieurs problemes. Parmi beaucoup, pour £ = 0 c’est le cas du probleme de Yamabe, ou
la meilleure constanet de pour les inégalités de Sobolev intervient. On s’inspire notre

travail du cas sans isométries £ = 0 qui a été traité par Druet-Hebey-Robert [15].

L’hypothese d’énergie minimal (11) impose la concentration sur une seule orbite Gz
de dimension minimale % et de volume minimal Vol(Gzy) = A. Puis, pour tout z. € M
le point ou u. atteint son max, nous définissons . tel que uglfank = u(x.). Avec
ces notations, on montre que Gz, converge vers 1’orbite de concentration G'zy. Notre

résultat principal est le contrdle ponctuel de la famille (u.). :

Théoréme 0.1.7 (Mesmar). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord
de dimension n, et posons G un sous groupe fermé des isométries de M qui vérifie [’hy-
pothese 0.1.1. Soit (u.) une suite de solution de (E.) de sorte que u. > 0, G-invariants

et

Ague + heue = /\GUEQ*(k)_l ’ / UEQ*(k)dvg =1
M

Pour tout € qui converge faiblement vers ug dans H 12G(M ). Ot k répresente la dimen-
sion minimale d’orbite de concentration de GG et on note m = n — k. On suppose que
ue — 0, que he vérifie (10) et \. vérifie (11). Alors, avec les notations ci-dessus, il existe
C > 0 indépendant de ¢, et 0. — O tel que pour tout x € M

m—2
2

,(Gz., x)>" 4+ 00,
(G, 2)' ™" + O, (13)

m—2
2
avec
O.:= sup  wuc(r)
x€835/2 (Gzo)
La difficulté essentielle est que nous passons d’une variété sans bord M, a la variété
N avec bord. Du coup, contrairement a I’analyse de Druet-Hebey-Robert qui utilise des

propriétés globales sur la variété, nous devons traiter d’un bord sur lequel nous n’avons

17



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

aucune information. Ceci est problématique pour la suite de 1’analyse et 1’application
d’une identité de Pohozaev. Nous parvenons a surmonter cette difficulté en prouvant la
concentration L? de ., a savoir pour tout 7 > 0, on a
2
. fM\B(Gxe,r) ucdvg
lim
e—0 f Iy u? dv,

=0pourm=mn—Fk > 4.

On parvient a en déduire un contrdle de 0., a savoir

02 o(uc?) sim >5 (14)
] o(p? ln(i)) sim=4

On suppose maintenant que
La fonction Z — ©(Z) = Vol(Gz) est non-dégénérée au point 7o € N (15)

Nous parvenons alors a montrer que 1’orbite de concentration Gz, converge tres rapide-

ment vers 1’orbite limite Gz :

Théoreme 0.1.8 (Mesmar). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord
de dimension n, et posons G un sous groupe des isométries de M qui vérifie I’hypothése

0.1.1. Soit (u.) une suite de solution positives et G—invariantes de

Ague + heue = Au 2 ®7 / u” Pdu, =1 (Eo)
M

avec (h.) € CY(M) G—invariante et \. € R. On suppose que (10), (11), (12) et (15)
ont lieu. On suppose que u. — 0 faiblement dans H?(M). Alors Gx. converge vers le

seul orbite de concentration Gxy. De plus, on a

dg(‘rﬂ GxO) - O(ME)

A I’aide de ce théoréme, et des identités de Pohozaev vues dans Ghoussoub-Robert
[20], on peut trouver une relation entre le courbure scalaire d’une métrique sur la variété

N et la fonction hg et v :

Théoréme 0.1.9 (Mesmar). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord

de dimension n, et posons G un sous groupe fermé des isométries de M qui vérifie I’hy-
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pothése 0.1.1. Soit (u.) une suite de solution de (E.) de sorte que u. > 0, G-invariants

et

Ague + heue = Au 2 W= / uf*(k)dvg =1
M

O k répresente la dimension minimale d’orbite de concentration de G et on note m =
n — k. On suppose que u. — 0 faiblement dans H127G(M). On suppose que (10), (11) et
(15) ont lieu. Soit (x.).~o une suite des points de M oul u,. atteint son max qui converge

vers xo, ot Gxg est la seule orbite de concentration. Alors

m — 2

"0l0) = T 1)

(Scalg(xo) + BAL(Q_:O)) lorsque m > 4 (16)
(%)

Ou v(z) = Vol(Gzx) et g est la métrique du quotient 2/ G introduite au Chapitre 3.

A titre de remarque, notre analyse est assez robuste pour fonctionner sur un probléme
sur un ouvert de I’espace Euclidien sans condition au bord en faisant une hypothese de

concentration L? et de non-dégénerescence de potentiel.

La Partie 7 regroupe les notations utilisées dans tout le manuscrit.

0.2 Version Anglaise

Let (M, g) be a compact Riemannian manifold without boundary of dimension n >
3. In this thesis, we are concerned with the problem of existence of a function u €
C?(M) solution of a nonlinear elliptic equation of the type :

Agu+au=uP + h(z,u) inM, (17)
u>0 in M
where A, := —div,(V) is the Laplacian with minus sign convention, a € C°(M),

p > 1 and (z,u) — h(x,u) is a is a lower-order perturbation of u” in the sense that

. h
lim Azu)
u—+oo U

Q) C R™ a regular domain, we consider the solutions u € C?(2) N C°(Q) of

= 0. This problem is similar to the following Euclidean problem : for

Au+au =P + h(zr,u) inQ,
u >0 in €2, (18)
u=>0 on 0f)
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where A = —div(V) = —3_.9; is the usual Laplacian , a € C°(Q), p > 1 et
(z,u) — h(z,u) is a is a lower-order perturbation of u”. The methods exposed or
developed in this manuscript can be applied perfectly to the Euclidean case of an open
subset of R™.

The problem (1) admits a variational formulation in the Sobolev space HZ(M) which is
the completion of C'*°(M) for the norm

we gz =/l + [IVull3

where the norms || - ||, on the Lebesgue spaces L?(M ) are taken with respect to the

Riemannian volume element dv,. It follows from the Sobolev embeddings that :

2n
n—2

H?(M) — LP*'(M) continually if 1 < p < 2* — 1 with 2* :=

and that this embedding is compact if and only if p < 2* — 1. When the exponent p is
subcritical, thatis 1 < p < 2* — 1, the problem becomes compact and allows the use of
classical variational methods. The existence and the multiplicity of solutions of (17) are
then well known. We refer to Chapter 2 of this manuscript for the presentation of the

classical variational method by minimization.

The critical case p = 2* — 1 is more complicated, because the Sobolev embedding as-
sociated with the variational formulation is not compact, which blocks the application
of classical abstract theories. Geometrically, this critical problem comes from the scalar
curvature equation and gave rise to the Yamabe problem which was solved by Gilbarg-
Trudinger [22], Aubin [3] and Schoen [42]. Possible references on the problems in the
critical case are Hebey [25], Lee-Parker [33], Schoen [42]. The method developed by
Aubin was taken up by Brezis-Nirenberg [9] in the Euclidean case (18). The minimiza-
tion methods thus introduced basically use the best constants in Sobolev embeddings :
they are detailed in Chapter 2.

In this thesis, we are interested in the supercritical case p > 2* — 1. The first difficulty
is that the problem is not well posed in the natural Sobolev space H?(M) which does
not immerse in LP*(M). One method to study this supercritical problems is to impose
an invariances by a group of isometries as was done in Escobar-Schoen [16], Hebey-
Vaugon [26], Saintier [40] or even Faget [17]. We are therefore going to give ourselves

a subgroup G of the isometric group of (M, g). In the trivial case of a free action, the
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quotient M /G is a smooth manifold of dimension n — k, k¥ > 1, and for n — k > 2,
25(k) = % > 2% Thus, by studying a supercritical invariant G—problem with
the exponent 2*(k) on M, we artificially reduce our supercritical problem on M of
dimension n to a critical problem on the quotient M /G of dimension n — k. In our
work, we will consider the more difficult case of groups which does not act freely :
the problem will then be that the quotient M /G will no longer be a manifold, and the
previous techniques will no longer work. We will make on G the following fundamental

hypothesis inspired by the work of [40] :

Hypothesis 0.2.1. For any Gz, a G-orbit of minimal dimension k, we can find § > 0,
and G' a closed subgroup of 1som,(M) such that :

1. GIIEO = Gl‘o N

2. Forall x € Bs(Gxg) = {y € M/d,(y; Gxy) < 0}, then G’z is principal and
G'z C Gu.

In particular dimG'z = dimGxy = k, Vx € Bs(Gxy).

The importance of this assumption is that it ensures that Bs(Gz()/G’ can be consi-
dered as a Riemannian manifold of dimension n — k. We refer to Chapter 3 for more

details on these concepts.

Best constants of Sobolev space with weight and isometric invariance

In Chapter 3, we prove that for any compact Riemannian manifold of dimension n >
3, the first best constant of the Hardy-Sobolev G-invariant Riemannian inequalities is
those of the Euclidean inequality divided by a power of volume of minimal dimensional

orbit. We notice
Hi (M) :={u € H{(M)/uoo(z) =u(z)forall ¢ € Gae z € M}.

For all s €]0.2], let LP (M, %) the Lebesque space with weight defined as being
the set of functions f : M — R, such that |f|Pd,(., Gzo)™* € L'(M), and we write

1 Fllpss = 1| [F[Pdy(., Garg)~*||1. We define 2*(k, s) = 2=F=%) ‘and we show that

Theorem 0.2.2 (Mesmar). Let(M, g) be a compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n > 3 and G a subgroup of isometries of (M, g). We suppose that the

21



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

hypothesis 0.2.1 is verified, and we give ourselves k and Gxq as in these hypothesis. As-
sume that n — k > 3. Then, for any q € [1,2*(k, s)], H{ 5(M) is continuously included

in LY(M, %). Moreover if 1 < q < 2*(k, s) the inclusion is compact.

Note that the case s = 0 was handled by Faget [17] and the case £ = 0 was handled
by Jaber [31]. From this inclusion, we define the first best constant of the Hardy-Sobolev

inequalities in the presence of isometries. It follows from Theorem 0.2.2 that there exists
L, B > 0 such that for all u € H 5(M) :

2 2
1l 51,6 < LIV ully + Bllully (19)

We define the first best constant to be

Lo = Lo(M, g,n, k,s,x) = inf{L > Osuch that 3B verify (19)Vu € H; (M)}

Definition 0.2.3. For any m > 3 we define the best constant of Euclidean Sobolev
space, denoted by K (m). This constant only depends on n, s and k, and it satisfies
1 Jam [VO|?dX

= inf
Ky(m)  ¢ece(Rm)\{0} PRGN )
(S P ax)

(20)

2(m—s)

where m = n — k and 2*(k, s) = =——=-.

We denote by 2* = 2*(0,0) and 2*(k) = 2*(k,0). Indeed in the case k = s = 0,
Aubin [3] and Talenti [44] have shown that the first best constant of Sobolev space ,

denoted Ky(n), is

4
Ko(n) = —— 1)

n(n — 2)w;;
where w,, is the volume of the n-unit sphere. On the other hand by taking A the mini-
mum of the volume of principal orbit of dimension k, Faget [17] proved that the best
constant in Sobolev inequalities for G-invariant is
Ko(n — k)

Ko(n k,A) = ——— (22)
AlTF®m
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Moreover, for the case k¥ = 0, Jaber [31] showed that

1 1 r2(a=2)\ "
LO(Mvgvnvoasva) :Ks(n) = (n_2)<n_$) 2_swn—1r(2(n_s)) (23)
2—s

where I' is the Euler function. Moreover, it is shown in Lieb [34] that the first best
constant of Sobolev space is achieved on R” in these cases, by

2—s

B = C(N5 + | X|*75) " n=s (24)

In this chapter, we use these properties to prove that

Theorem 0.2.4 (Mesmar). Let (M, g) a compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n > 3 and G a subgroup of isometries of (M, g). We suppose that
the hypothesis 0.2.1 is verified, and we give ourselves k and Gxq as in these hypothesis.
Forall k € [1,n — 2|, s € (0,2) we have

Ks(n — k)

LO(Magan7k757$0): 1__2
ATk

In other words, the first best constant of Riemannian Sobolev space K (n, k) de-

pends on the dimension of the manifold M, on s and on the geometry of (M, g).

Solutions of the perturbed Hardy-Sobolev equation with weight by
the Mountain-Pass Lemma

The aim of this chapter is to show the existence of a positive invariant G—solution
u € C?(M) for the problem

2% (k,s)—1

A S ——
gt +au dg(:v,G:EO)S+ Y

where a,h € C°(M) and 2 < ¢ < 2*(k). We define the functional J, for any v €
H%,G(M) by

1 1 - 1 1
JH (v —_/ Vol? + av?)do, — / v~y ——/ hvZdv
q() 2 ]V[(‘ |g Jdv, 2¢(k,s) Jr - dy(x, Gxo)* gy T
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Recall that, a sequence (uy)yen € HfG(M ) is a Palais-Smale sequence (PS) for /.-
at the (3-level, if there is 3 € R such that Jf(uy) — B and (J;7)'(ux) — 0 strongly

in the dual H? ,(M)'. We show that for all § < 2((72;2)) Ifj(”_gk) 27 and for every
’ 5) AT 2 (k)

Palais-Smale sequence (un)nen € Hi (M) for J at the S-level, there exists u €
H? (M) such that J.f (u) = 3 and uy converges strongly to u in Hf (M ). In addition

(/) (u) = 0. Using Ambrosetti-Rabinowitz’s Mountain-Pass-Lemma [2], we show the

following theorem :

Theorem 0.2.5 (Mesmar). Let (M, g) be a compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n > 3 and G a subgroup of isometries of (M, g). We suppose that the
hypothesis 0.2.1 is verified, and we give ourselves k and Gx as in these hypothesis. In
addition, we assume that h > 0 and A, + a is coercif. If there exists uy € HiG(M ),
ug Z 0, u > 0 such that
(2=5) Kn—k) =
— S n p— —S8
sup J (tug) < 2
tz%)) o (tto) 2(n — ks) Al-ww

(25)

Hence, the perturbed Hardy-Sobolev equation admits a non-trivial solution in C°(M)N
H} o(M). In addition, we have u > 0 in M and v € C%* N CLY (M \ {Gzo}), for all
a € (0,min{1,2 — s}), v € (0,1).

In the case k£ = 0, this result was obtained by Jaber [30]. For s = 0, this has
been proved by Djadli [12]. Now the question is to giving criteria in order to satisfy
the main condition of existence (25). We do it by test-functions (24) modeled on the
Euclidean extremals . These functions will be transferred to the quotient manifold N =
Bs(Gxy)/G with an adapted metric, then to M : they are finally defined by setting

m:=n-—=Fk:

m—2

( < ) ifz € B,,(Gxo)

&= 1 dy (T, T9)2
m—2

Ue =

€2 + pg

<L) ifz € M \ B,,(Gao)
\

where T = Gz is the orbit of x according to G and § = Vol(Gx) nfiﬂg is a metric on

the quotient manifold N and g is the metric on N resulting from the canonical surjection
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M — M/G. We refer to Chapter 3 for the definitions of these various metrics. We then
obtain that for ¢ > —™ there exists ¢ > 0 such that

2% (k,s)

(2—35) Kyin—Fk)F®s-—=2
2(n — ks) A'-z=tw

_g(m=2) _g(m=2)
2

Jy(teue) < —ch(zg)e™™ 2 +o(e™

)

where ¢, > 0 is such that sup J,(tu.) = J,(tcu.). The general existence condition (25)
£>0

and this last result directly imply the following theorem :

Theorem 0.2.6 (Mesmar). Let (M, g) be a compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n > 3 and G a subgroup of isometries of (M, g). We suppose that
the hypothesis 0.2.1 is verified, and we give ourselves k and Gxq as in these hypothesis.
Let a € C°(M) be G-invariant such that A, + a is coercive and let s €]0.2[. We define
2*(k,s) = 28 9% (k) = 2%(k,0) and we consider q €]2,2*(k)[ and h € C°(M),
h > 0. We suppose that

1. n—k>4;
2. ¢g>

n—k .
n—k—2’
Then the preturbed Hardy-Sobolev equation :

u?” (k,s)—1

Agu+ au = -+ hu? u > 0in M (E)

dy(z, Gxg)
admits a non-trivial solution in C°(M) N H ,(M). In addition u € C%* N Cp¥ (M \
{Gxo}), forall a € (0, min{1,2 — s}), v € (0,1).

Concentration phenomena in a supercritical problem invariant by

isometries

As before, we give (M, g) a smooth compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n. We denote by G a group of isometries of M which satisfies the
hypothesis 0.2.1. We consider a family (uc)eo € C*(M) of G—invariants solutions to
the problem

Ague + heue = )\euf*(k)_l,/ uf*(k)dvg =1 (26)
M
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Where 1, must be positive G—invariant, the family (h.)~o € CY/(M), 0 € (0,1) is
such that there exists hy € C*?(M) G— invariant such that

lim h, = hg in C*2. (27)
e—0
and the energy . is of minimal type, that is

Al F=m
2*
lim A\, =

e—0 Ko(’n, — k’) (28)

where Ky(n — k) is the best constant of Euclidean Sobolev space defined in (20) and A

is the minimum volume of dimension k.

We describe in this chapter the theory for the *Blow-up’ behavior of u. when the energy
of u. is of minimal type. We assume in the following that the operator A, + hg is
coercive. We can easily see that (u.) is bounded in H 12,G' We assume throughout this
chapter after going to a sub-sequence that u. converges weakly in H 12;0 for some wuy ,

and further assume that uy = 0 for the concentration to occur.

As in all the previous results, we keep the notations of the hypothesis 0.2.1 and we give
ourselves k and Gz as in these hypothesis. We set for zy € M an concentration orbit

of minimal dimension k& and minimal volume, § > 0,
N = B(;(G[L’())/G/,

(N, g) the Riemannian (n — k)-manifold whose surjection of M is a Riemannian sub-

mersion where k = min,¢; dimGz. We consider the metric g belonging to the confor-

ming class of g defined by g = = g, with 9(Z) = vol(IT71(7)) = vol(Gx)

We quotient the main equation by our group of isometries GG around a point of concen-

tration. We thus come back to the study of the bounded manifold (1V, §) of the system
Awfﬂm%:ﬂﬁmka/v%idﬁhwzl+dm (E.)

N
with Be = 1_)7”7@2 h. and fe = Tfnfiﬂ Ac. We further assume that there exists ¢ €
C%*(M), where « €]0, 1], and i > 0 such that for all x € M, we have

0<h<a(zr) <h(x) (29)
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and the operatorA, + a is coercif. Note that the sequence u. as described above appears
naturally in several problems. Among many, for £ = 0 this is the case of the Yamabe
problem, where the best constant for the Sobolev inequalities occurs. We are inspire our
work from the case without isometric £ = 0 which was treated by Druet-Hebey-Robert
[15].

The minimal energy assumption (28) imposes the concentration on a single orbit Gz
of minimal dimension k£ and minimal volume Vol(Gz,) = A . Then, for every z. € M
the point where u, reaches its maximum we define z. such that ,uel_nT_k = uc(z.). With
these notations, we show that Gz, converges to the single orbit of concentration G'xy.
Our main result is the punctual control of the family (u.). :

Theorem 0.2.7 (Mesmar). Let (M, g) be a compact Riemannian manifold f dimension n
without boundary , and let G be a closed subgroup of isometries of M which satisfies the
hypothesis 0.2.1. Let (u.) be a sequence of solution of (26) so that u. > 0, G-invariants

and

Agus + heue = )\6u52*(k)_1’ / u€2*(k)dvg =1
M

For any €, which weakly converges to uy in H fG(M ). Where k represents the minimum
dimension of the concentration orbit of G and we denote by m = n — k. Assume that
ue — 0, that (h.) satisfies (27) and (29), and )\ is at (28). Then, with the notations
above, there exists C' > 0 independent of €, and 0. — 0 such that for all x € M

o (Gre, 2)'™" 4+ O, (30)

with

O.:= sup  wu(r)
x€835/2 (Gxo)

The essential difficulty is that we pass from a manifold without boundary M, to
the boundary manifold N. Unlike the Druet-Hebey-Robert analysis which uses global
properties on the manifold, we have to deal with a boundary on which we have no
information. This is problematic for the further analysis and application of a Pohozaev

identity. We manage to overcome this difficulty by proving the concentration L? of .,
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that is, for all » > 0, we have

ul2dv
lim fM\B(Gxe,r) 9

e—0 Joy w2 dog

=0form=n—k > 4.

We succeed in deducing a control of 6, :

2 ifm > 5
I (31)
o(j1c? In(--)) ifm =4
It is now assumed that
The function z — ©(z) = Vol(Gz) is non-degenerate at zy € N (32)

We then manage to show that the concentration orbit Gx. converges very quickly to-

wards the limiting orbit Gy :

Theorem 0.2.8 (Mesmar). Let (M, g) be a compact Riemannian manifold without boun-
dary of dimension n , and let G be a subgroup of the isometries of M which satisfies the

hypothesis 0.2.1. Let (u.) be a sequence of positive and G— invariant solutions of
Ague + heue = )\euf*(k)_l, / u62*(k)dvg =1 (E,)
M

with (he) € CY (M) G—invariant and \. € R. We assume that (27), (28), (29) and
(32) hold. Assume that u, — 0 weakly in HZ(M). Then Gz, converges to the single

concentration orbit Gxo. In addition, we have
dg(ze, Gzo) = 0(pte)

Using this theorem, and the Pohozaev identities seen in Ghoussoub-Robert [20], we
can find a relation between the scalar curvature of a metric on the manifold /N and the

function hg and  :

Theorem 0.2.9 (Mesmar). Let (M, g) be a compact Riemannian manifold of dimension
n without boundary, and let G be a closed subgroup of isometries of M which satisfies
the hypothesis 0.2.1. Let (u.) be a sequence of solution of (26), so that u. > 0, G-
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invariants and
Ague + heue = )\Euez*(k)’l, / uf*(k)dvg =1
M

Where k represents the minimum dimension of the concentration orbit of G and we
denote by m = n— k. We assume that u, — 0 weakly in H IQG(M ). We assume that (27),
(28), (29) and (32) hold. Let (x.).~o be a sequence of points of M where u. reaches its

maximum which converges to xo, where Gxq is the only concentration orbit. Then

ho(zo) = —)) whenm > 4 (33)

Where v(z) = Vol(Gx) and g is the metric of the quotient /G introduced in Chapter
3.

As a remark, our analysis is robust enough to work on an open problem of Euclidean
space without boundary condition by making an assumption of L? concentration and
non-degeneration of potential.

The chapter 7 groups together the notations used throughout the manuscript.
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Matériel de base

Nous rappelons dans ce chapitre des faits de base concernant la géométrie Rie-
mannienne et analyse non linéaire sur les variétés. Pour des raisons de longueur, nous
sommes succints et partiels. Les références possibles sont Chavel [10], do Carmo [13],
Gallot-Hulin-Lafontaine [18], Hebey [25], Jost [32], Kobayashi-Nomizu [46], Sakai
[41], Spivak [43], et Druet-Hebey-Robert [15]. Comme remarque générale, nous men-
tionnons que la convention de sommation d’Einstein est adoptée : un indice apparaissant
deux fois dans un produit doit étre additionné. Cela vaut également pour le reste de cette
these. Il arrivera aussi qu’on conserve la méme notation pour des constantes différentes
d’un ligne a I’autre et parfois dans la méme ligne.

1.1 Géométrie Riemannienne

Nous commengons par quelques notions de géométrie différentielle. Soit M un es-
pace topologique séparé. On dit que M est une variété topologique de dimension 7 si
chaque point de M possede un voisinage ouvert homéomorphe a un ensemble ouvert de
I’espace euclidien R™. une carte de M est alors un couple (£2, ¢) ou 2 est un ouvert de
M, et ¢ est un homéomorphisme de €2 sur un ouvert de R". Pour y € 2, les coordon-

nées de ¢(y) dans R™ sont dites les coordonnées de y dans (€2, ¢). Un atlas de M est
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une collection de cartes (£2;,;), @ € 1, telles que M = J,; €. Etant donné un atlas
(%, ©;)icr, les fonctions de transition sont

@i ot i NQ;) — @ (N QY)

avec la convention évidente que nous considérons @;0p; !si et seulement si QNQ; # 0.
L atlas est alors dit de classe C* si les fonctions de transition sont de classe C*, et on
dit qu’il est C*-complet s’il n’est pas contenu dans un atlas (strictement) plus grand de
classe C*. Comme on peut facilement le vérifier, chaque atlas de classe C* est contenu
dans un unique atlas C*-complet. Pour notre propos, nous supposerons toujours dans
ce qui suit que £k = 400 et que M est connexe. On obtient alors la définition suivante
d’un variété lisse : une variété lisse M de dimension n est une variété M de dimension
n avec un atlas C'*°-complet. Des exemples classiques de variétés lisses sont I’espace
euclidien R™ lui-méme, le tore 7™, la sphere unité S™ de R"*!, et I’espace projectif réel
P.(R).

Etant donné deux variétés lisses, M et N, et une application lisse f : M — N on dit
que f est différentiable (ou de classe C*) si pour n’importe quelle carte (2, ) et (2, )
de M et N tels que f(Q) C €, I’application

o fop ()= Q)

est différentiable (ou de classe C*). En particulier, cela permet de définir la notion de
difféomorphisme et la notion de variétés difféomorphes.

Nous nous référons a la définition ci-dessus d’une variété comme la définition abs-
traite d’un variété lisse. Une approche plus concrete aurait été de définir les variétés
comme des sous-variétés de Espace euclidien. Selon un résultat bien connu de Whitney
[47], tout variété paracompacte de dimension n peut étre vue comme une sous-variété

d’un certain espace euclidien.

Disons maintenant quelques mots sur I’espace tangent d’une variété. Etant donné
M une variété lisse et x € M, soit F, I’espace vectoriel des fonctions f : M — R
qui sont différentiables en x. Pour f € F, , on dit que f est plate en x si pour une
certaine carte (2, p) de M enz, D(f o¢™1) ;) = 0. Soit N, I'espace vectoriel des tels
fonction. on dit alors qu’une forme linéaire X sur F, est un vecteur tangent de M en x

si N, C KerX. Soit T,,(M) I’espace vectoriel de tels vecteurs tangents. Posons (£2, ¢)
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une carte en x, de coordonnées associées z*, on définit (%)x € T, (M) par : Pour tout
[ €Fa,

(32?@)1, (f) = Di(f oo™ o)

Comme simple remarque, on comprend que les (B%i) forment une base de 7).(M).
Maintenant on définit le fibré tangent de M, noté T'(M) comme 1’union disjointe des
(T (M))zen- Si M est de dimension n, on peut montrer que 7°(A/) posséde une struc-
ture naturelle d’une variété lisse de dimensions 2n. Etant donné une carte (€2, ¢) de M,
ona (J,cqTx(M), @) est une carte de T'(M ), ot pour X € T,(M), x € €,

Par définition, un champ vectoriel sur M est une application X : M — T (M) tel que
pour tout z € M, X (z) € T,(M). Puisque M et T'(M) sont des variétés lissses , la
notion de champ vectoriel de classe C* a du sens. Une variété M de dimension n est dit
parallélisable s’il existe n champs de vecteurs lisses X;, ¢« = 1,...,n, tel que pour tout
x € M, les (Xi()),_, . définissent une base de T;,(M).

Etant donné deux variétés lisses, M et N, un point = dans M et une application dif-
férentiable f : M — N en x, ’application linéaire tangente de f en = (ou I’application
différentielle de f en x), notée f.(x), est I’application linéaire de 75, (M) a Ty (N)
définie, pour X € T,,(M) et g : N — R différentiables en f(x), par

(fe(2).(X)) .(9) = X(gof)

Par extension, si f est différentiable sur M, on obtient I’application linéaire tangente
de f, noté f,. C’est I’application f, : T'(M) — T(N) définie, pour X € T,(M), par
f«(X) = fu(z).(X). Comme on peut facilement le vérifier, f. est C*~1 si f est C*.
Similaire a la construction de 1’espace tangent, on peut définir I’espace cotangent d’une
variété lisse M comme union disjointe des (73 (M)*),,,. De maniere plus générale on
peut définir T}(M) comme union disjointe du T (T,,(M)*), ot T} (T,,(M)*) est Ies-
pace de (p, ¢)-tenseurs sur T,(M). On peut remarque que, 7,7(M) posséde une structure
naturelle d’une variété lisse de dimension n(1 + nP*%"). Une carte T' : M — T(M)

est alors un champ de (p, ¢)-tenseur sur M si pour tout z € M, T(z) € T (T.(M)).
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On dit qu’il est de classe C* s’il est de classe C* de la variété M dans la variété TA(M).

Etant donné deux variétés M et N, une application f : M — N de classe C*1, et
un champ de (p, 0)-tenseur 7" de classe C* sur N, on peut définir le pullback f*T" de T
par f, c’estle (p, 0)-tenseur sur M défini pour z € M et Xy, ..., X, € T,,(M), par

Nous définissons maintenant la notion de connexion linéaire. Notons I'( M) ’espace
de champs de vecteurs différenciables sur M/. Une connexion linéaire D sur M est une
application D : T (M) x I'(M) — T(M) qui vérifie

() Ve e M,siXeT,(M),etY e (M), alors D(X,Y) € T,,(M)
(ii) Yz € M, D restreinte a T,,(M) x I'(M) est bilinéaire
(iii) Vo € M,VX € T,(M),VY € I'(M), si f : M — R est différentiable, alors
DX, fY) = X(f)Y () + f(2) D(X,Y)
(iv) VX,Y € I'(M), et Vk € N, si X et Y sont respectivement de classe C* et C*+1

sur M, alors D(X,Y) est de classe C* sur M, ou D(X,Y) est le champ de vec-
teurs sur M défini pour tout z € M par la relation D(X,Y)(z) = D(X(z),Y).

On se donne une connexion linéaire D. Soit une carte (€2, ) , en coordonnées lo-
cales, il existe n> fonctions lisses Ffj : 2 — R, que nous appelons les symboles de
Christoffel de la connexion D dans (€2, o). Ils caractérisent la connexion en ce sens que
pour tout X € T,(M),z € Q,etY € I'(M),

a0 = xwin = ((57) +ruere) (57)

Ou les X' et Y désignent les composantes de X et Y dans la carte (2, ¢), et pour
f: M — R différentiable en =,

0 1
(52) = Do

On peut vérifier que les Ffj ne sont pas les composantes d’un champ de (2, 1)-tenseur.
Une remarque importante est que les connexions linéaires ont des extensions naturelles
aux champs de tenseurs différentiables. Etant donné un champ de (p, q) tenseurs diffé-
rentiable, 7', un point x dansM, X € T, (M), et une carte (2, ¢) de M en x, Dx(T') est
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le (p, q) -tenseur sur T,,(M) défini par Dx(T) = X*(V,T)(x), ot

Ji---Jq alellzz § : J1---jq
(v T)( ) ip = ax Fuk 11....ik,1aik+1...ip
v 2z k=1
§ : ]k ]1---jk—1ajk+1---jq
—I— F 11 dp

Notons ici, que la dérivée covariante est compatible avec la contraction. Etant donné

n (p,q) champ de tenseur de classe C**1, on pose VT le (p + 1,q) champ de ten-

seur de classe C* dont les composants dans une carte sont donnés par (VT )7 da

1. lp+1
(VilT)]l s

i2...0p41”
Par extension, on peut alors définir V27", V3T, etc. Pour f : M — R une fonction
lisse, on a que V f = df et, dans toute carte (€2, p) de M,

(V2f) (@) = ( afj;;ij)m ~ () (g_ai)m

ol < ajja]; j)x = D} (f © ¢7")y(w). Dans le contexte Riemannien, V[ est appelé le

Hessien de [ et est parfois noté par Hess(f).

La torsion 7" d’une connexion linéaire D peut étre vue comme le champ de (2, 1)-
tenseur lisse dont les composants dans n’importe quelle carte sont données par la rela-
tion Tj; = Ffj — Ffz On dit que la connexion est sans torsion si 7' = 0. La courbure
R de D peut étre vu comme le champ de (3, 1)-tenseur lisse dont les composantes dans

toute carte sont données par la relation

ort. 81“[
RZ ki Fl a F T
ik &rj al'k K J
On peut facilement vérifier que R!, k= le] De plus lorsque la connexion est sans
torsion, on a R{;, + Ry, + R}, = 0et (ViR)! o, + (ViR)l,;; + (V;R)!,; = 0. Ces

relations sont appelées le premiere et la seconde identité de Bianchi.

Nous discutons maintenant la géométrie Riemannienne. Soit M une variété lisse,
une Riemannienne métrique g sur M est un champ de (2, 0)-tenseur lisse sur M tel que

pour tout z € M, g(x) est un produit scalaire sur 7,(M ). Une variété Riemannienne
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lisse est un paire (M, g) ou M est une variété lisse et g une métrique Riemannienne
sur M. Par Whitney, pour tout n-variété lisse paracompact, il existe un plongement
lisse f : M — R?"*!. On obtient alors que n’importe quelle variété paracompact lisse
possede une métrique Riemannienne. Pensez simplementa g = f*&, ou £ est la métrique
Euclidienne. Deux variétés Riemanniennes (M, g1) et (Ma, go) sont dites isométriques
s’il existe un difféomorphisme f : M; — M; tel que f*gs = g;.

Etant donné une variété Riemannienne lisse (1, g) , et v : [a,b] — M une courbe

de classe C', la longueur de v est

v dy
0= [ oo (), () )
ou( ) € Tyu(M) esttelque( )t f=(fo~)(t),pourtout f : M — R dérivable

ay(t). Siy est C!' par morceaux, la longueur de ~y peut étre définie comme somme des

longueurs de ses C'' morceaux. Pour z et y dans M soit C,,, I’espace de courbes C*
par morceaux vy : [a,b] — M telles que y(a) = z et y(b) = y. Ensuite d,(z,y) =

i%f L(~) définit une distance sur M dont la topologie coincide avec celle d’origine
YECzy
de M (en particulier, d’apres le théoreme de Stone toute variété Riemannienne lisse est

paracompacte). Par définition, d, est la distance associée a g.

Soit (M, g) une variété Riemannienne lisse. Il existe un unique connexion sans tor-
sion sur M ayant la propriété Vg = 0. Une telle connexion est dite la connexion de
Lévi- Civita de g. Dans toute carte(2, ) de M, de coordonnées associées xt, et pour

tout z € €2, ses symboles de Christoffel sont donnés par les relations

k _ 1 G OGmi _ 0gij mk

ol les g% sont tels que gig™ = 517 . Soit R la courbure de la connexion de Lévi Civita

comme présenté ci-dessus. On définit

(I) La courbure Riemannienne Rm,, de g comme un champ de (4, 0)-tenseur lisse sur

M dont les composantes dans une carte sont [2;j,; = g,-aRj‘kl

(IT) La courbure de Ricci Re, de g comme un champ de (2, 0)-tenseur lisse sur M

dont les composantes dans une carte sont [2;; = R,;s; g8

(IIT) La courbure scalaire Scal, de ¢ comme une fonction lisse a valeur réelle sur M/
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dont I’expression dans une carte est Scal, = R;;g"

On peut vérifier que dans n’importe quelle carte, R = —Rjip = —Rijie = Riij
et les deux identités de Bianchi sont R, + Rijk + Ri; = 0 et (ViRmy)jkim +
(Vi Bmy) ika + (ViRmy) jkm: = 0. En particulier, la courbure de Ricci est symétrique,
de sorte que dans toute carte R;; = Rj;.

Etant donné une variété Riemannienne lisse (), g), et sa connexion de Levi-Civita

D, une courbe lisse v : [a,b] — M est dite géodésique, si pour tout ¢,

dry
Dya), (E) -0

Cela signifie a nouveau que dans n’importe quelle carte, et pour tout £,

()" (@) + TH(v ) () ) () (t) = 0

Pour tout z € M, et tout X € T,(M), il existe une unique géodésique v : [0,¢] —
M tel que y(0) = z et (Ccll—Z)O = X. Soit v, x cette géodésique, pour A > 0 réel,

Yeax (t) = v2.x (At). Par conséquent, pour || X || petit, ou ||.|| représente la norme dans
T, (M) associé a g(x), on a que 7, x est défini sur [0, 1]. La fonction exponentielle
de x est la fonction d’un voisinage de 0 dans 7, (M), a valeurs dans M, définies par
exp, (X) = 72.x(1). Si M est de dimension n , et par I’assimilation de 7', (M) a R™ par
le choix d’une base orthonormée, on obtient une carte (£2, exp, ') de M au point . Cette
carte est normale en x dans le sens ou les composantes g;; de g dans cette carte sont telles
que g;;(z) = d;;, avec la propriété supplémentaire que les symboles de Christoffel Ffj de
la connexion de Levi-Civita dans cette carte sont tels que Ffj(x) = (. Les coordonnées
associées a cette carte sont appelées coordonnées normales géodésiques.

Etant donné une variété Riemannienne lisse (1, g) de dimension n, on peut définir
une positif naturelle mesure du Radon sur M. En particulier, la théorie de I’intégration
de Lebesgue peut étre appliquée. Pour certains atlas de M, (€);, p;)icr, nous dirons
qu’une famille (€2;, ¢;, ;) e est une partition de I’unité subordonnée a (€2;, ¢;);es si

ce qui suit est vrai :
() (cy); est une partition lisse de 1’unité subordonnée au revétement (€2;);,
(ii) (€2, ¢;);es estun atlas de M,

(iii) pour tout j, suppa; C §2;
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On peut vérifier que pour n’importe quel atlas (€2;, ¢;);e; de M, il existe une partition
de I'unité (£2;, ¢;, ;) jes subordonnée a (£2;, ;);e;. On peut alors définir I’élément de
volume Riemannien comme suit : étant donnée une application continue f : M — R

avec support et un atlas compact (€);, ;)i de M,
/ fdv, = Z/ (aj\/ |g|f> o cpj_ldx
M jeJ @j(Qj)

Ou (€, ¢;, oj) ey est une partition de I'unité subordonnée a (£2;, ;)icr » |g| est le le
déterminant de la matrice dont les éléments sont les composantes de g dans (€2, ¢;) e
et dx représente 1’élément de volume de Lebesgue de R™. On peut prouver qu’une

telle construction ne dépend pas du choix de I'atlas (€2;, ;);c; et la partition de I’unité
(2,05 5)jes-
Le Laplacien agissant sur les fonctions d’une variété Riemannienne lisse (M, g) est

I’opérateur A, dont I’expression dans une carte locale de coordonnées associées z* est

(0% ou
— g% B,
Agu g (890,(%] Fw 8xk>

Pour u et v de classe C? sur M, on a alors la formule d’intégration suivante par parties :

/M (Ayu)vdv, = /M (Vu, Vo)dv, — /M w(Ayv)du,

ou (., .) est le produit scalaire associé a g pour les 1-formes.

Revenons aux géodésiques, on peut définir le rayon d’injectivité de (M, g) a un point
z, noté i,4(x), comme le plus grand nombre réel positif 7 pour lequel toute géodésique
partant de = et de longueur inférieure a r est minimisante. On peut alors définir le rayon
d’injectivité (global) par i, = zlg}\f/[ ig(x). On a que i, > 0 pour une variété compacte,
mais il peut étre nul pour une variété non compacte. De la méme maniere, on peut
définir le lieu de coupe C, de z, o C,, est un sous-ensemble de M tel que i,(z) =
dy(x,Cy), et prouver que C, a la mesure nulle. Par suite exp, est un difféomorphisme
d’un domaine en forme d’étoile de 7, (M) en 0 sur M \ C,. En particulier, on obtient
que la fonction de distance 7 a un point donné est différentiable presque partout, avec la
propriété supplémentaire que |Vr| = 1 presque partout. On se donne le tenseur de Ricci

sans trace de g, on défnit la courbure de Weyl, noté Weyl, comme le champs de (0,4)
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-tenseur lisse dont les composantes dans une carte sont donée par la formyl suivante
sont respectivement le tenseur de Weyl de g et le tenseur de Ricci sans trace de g. Dans

une carte locale, les composants de W, dans une variété de dimension n sont

1
Wik = Rijii — 5 (Rirgji + Rjugir — Ragjx — Rjkga)
n Scal,
(n—1)(n—2

)(gikgjl - gz’lek)

1.2 Des bases de I’analyse non linéaire

Etant donné une variété Riemannienne compacte et lisse (M, g) de dimension n, on
définit les espaces de Sobolev Hp (M) et Hy ((M). Lorsque & = 1 et p > 1, on peut
définir le Espace Sobolev HY (M) comme suit : pour u € C*°(M), on pose

[l g ary = [l + 1[Vull,

Ou [[.[|,, est la norme LP(M) par rapport a la mesure Riemannienne dv,. Nous dé-
finissons ensuite ] (M) (respectivement HY (M)) comme le complété de C'>°(M)
(respectivement C2°(M)) par rapport a ||u| #r(ar)- Notons que 1 0(M) peut étre vue

d’une autre maniere
Ho(M) = {u € H}(M) [upp = 0}

Une définition similaire est valable pour H} (M) (respectivement Hy; ,(M)), avec

k
||U||H5(M) = Z ||VZU||p-
=0

Des propriétés tres utiles de HY (M) sont que les fonctions de Lipschitz sur M appar-
tiennent aux espaces de Sobolev HY (M) pour tout p, et que si u € HY (M) pour certains
p, alors on a que |u| I’est aussi et de plus |V|u|| = |Vu| presque pour tout x € M.

Or pour les sous-ensembles ouverts bornés de I’espace euclidien, le théoreme d’in-
clusion de Sobolev (plongements continus) et le théoreme de Rellich-Kondrakov (com-
pact plongements) sont applicables. Une version de ce théoreme vue dans Hebey [27]

est la suivante : pour tout p € [1 + o],
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1. Sip < n,alors H} (M) < L9(M) d’une fagon continue pour tout 1 < ¢ < p* :=

.

i . .
o De plus, ce plongement est compacte si et seulement si ¢ < p*.

2. Sip = n,alors H} (M) — L4(M) d’une facon continue et compacte pour tout
q € [1,+o0l.

3. Sip > n,alors HY(M) — C%?(M) d’une fagon continue pour tout 0 < 3 <

1 - %. De plus, ce plongement est compact si et seulement si 8 < 1 — »

Les deux premiere inclusion sont notées parfois dans cette these, comme la premiere
inclusion de Sobolev. D’autre part, la derniere inclusion est appelée deuxieme inclusion

de Sobolev. Pour fixer les idées, on pose kK = 1 et p = 2. Pour n > 3, soit

2n
n—2

2" =

est I’exposant critique de Sobolev. Alors, pour tout ¢ € [1,2*] :
H(M) — LY(M) (1.1)

Ce plongement est continu, avec la propriété qu’il également compact si ¢ < 2*. L’in-
égalité de Sobolev correspondant au plongement continue HZ(M) — L* (M) s’écrit :
Pour tout u € HZ(M)

[lullye < Al[Vully + Blfull,

Ou A et B sont des constantes positives indépendantes de u, mais cela peut dépendre
de la variété. Une autre inégalité tres utile est I’'inégalité de Poincaré. Lorsque nous
travaillons sur HZ(M), elle se lit comme I’existence d’une constante positive A telle
que, pour tout u € HZ(M),

[lu —all, < Al[Vull, (1.2)
ou
U= l/ udvg
Vo Jur

est la moyenne de u, et V, le volume de M par rapport a g. En particulier, grice a la ca-
ractérisation de Rayleigh de la premiére valeur propre non nulle du laplacien, A peut étre
considéré comme I’inverse de la racine carrée de cette valeur propre. En combinant 1’in-

égalité de Sobolev et I’inégalité de Poincaré, on obtient I’'inégalité de Sobolev-Poincaré :
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il existe A > 0 tel que pour tout u € HZ(M)

[lu = ally. < A[[Vall,

Une notion tres utile concernant les plongements de Sobolev, qui sont utiles dans de
nombreux problemes comme le probleme de Yamabe, est celle des meilleures constantes.

Dans le cas particulier £ = 1 et p = 2, I’'inégalité de Sobolev dans I’espace Euclidien

(L.

La meilleur constante de cette inégalité est

s€ra

2*d:z:) gKo(n)/ |Vul*dz (1.3)
R

ou w,, est le volume de la n-sphere unité. L’égalité dans (1.3) est atteinte par des

fonctions connues, exprimées ainsi : Pour tout A > 0, u € R* eta € R" :
9 2—n
Unap(x) =p A+ |z —al?) 2
Pour une variété Riemannienne compacte, on considere 1’inégalité de Sobolev

2 < AllVully + Bllull;

[l

On peut vérifier qu’une telle constante A doit satisfaire A > Ky(n) (voir Théorme 3.4.6
pour un résultat équivalent dans un contexte similaire). Inversement, nous nous référons
a Hebey-Vaugon [26] , on peut prouver qu’il existe une constante positive B tel que
pour tout u € HZ (M)

2. < Ko(n)|[Vul 2+ Bllul|

[l

Plus de développements sur les espaces de Sobolev, les inégalités de Sobolev et la notion

de la meilleure constante sont dans Druet-Hebey [14] et Hebey [27].
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1.3 Solution faibles et fortes des équations elliptique

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte et lisse. Soient a, f sont des fonc-
tions données sur M et A, = —div,(V) le laplacien par rapport a la métrique g. L’ opé-
rateur (A, + a) est dit coercif s’il existe ¢ > 0 tel que pour tout u € HZ (M)

/M (|Vu|2 + au2) dv, > c||u||?{%(M) (1.4)
Les équations que nous allons considérer sont de la forme
Agu+au = f

Une fonction u € HZ(M) est considérée comme une solution faible de cette équation
si, pour tout p € HZ (M)

/(Vu,Vgp)gdvg+/ augpdvg:/ fedy,
M M M

Les résultats de régularité pour cette équation sont valables, ils sont similaires aux
résultats traditionnels exprimés dans le contexte euclidien. Le résultat de régularité que
nous utiliserons le plus souvent est le suivant : si a est lisse et f € H (M) pour certain
k € Netp > 1 alors une solution faible u de 1’équation ci-dessus est en H;  ,(M).
En particulier, il découle de ce résultat et de la Théorie d’intégration de Sobolev, que
lorsque f est lisse, u est également lisse. Une exellence référence est [24] de Han et Lin.

Parallelement a la régularité, les principes du maximum tres utiles valent pour le La-
placien sur les variétés Riemanniennes. Un énoncé commode est le suivant : si une so-
lution positive de notre équation u € C*(M) est telle que, pour tout z € M, Aju(z) >
u(z)h(x,u(x)) pour certaines fonctions continues h : M x R — R, alors soit u est
soit partout strictement positive, ou v est la fonction nulle. Cela découle du principe du

maximum de Hopf vu dans plusieurs références comme [?] et [6].

1.4 Fonction de Green

Soit (M , ) une variété Riemannienne lisse compacte connexe de dimension n > 3,
éventuellement a bord M. Si OM # (), on suppose que M et OM sont orientées
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et compatibles et on note 7 le vecteur normal unité extérieur. Si M = (), on pose
M = M. Si OM # (), alors OM est une variété compacte de dimension (n — 1) et on
pose M = M\OM.On aainsi 9M = OM. En particulier, M coincide avec la fermeture
de M dans M .

Soit a € L>(M), on cherche une fonction de Green adaptée au probleme sur M
Agu+au = f

Avec condition de Dirichlet au bord. On suppose de plus que 1’opérateur A, + a est
coercif.

Onditque G : M x M\ {(z,z)/x € M} est une fonction de Green pour I’opérateur
Ay+a avec condition de Dirichlet au bord si, en notant G, := G (x,.), les deux assertion

suivantes sont satisfaites pour tout x € M :
() G, € LY(M)
(i) Pour tout p € C?(M) telle que o =0, 0na [;, G, (Agp + ap) dvy, = ()

Les résultats de [23] nous assurent 1’existence d’une unique fonction de Green GG pour
I’opérateur A, + a. De plus, elle est symétrique et se prolonge en G € CL(M x
M\ {(z,z)/xz € M}) pour tout § € (0,1). Plus précisément, pour tout z € M et
o€ C?*(M),ona

/ G (Agp +ap) = ¢(z) + 0,Grpdy
M oM

De plus, G, = 0si z € M. Par suite, en utilisant les théorie de régularité standard
pour les équations elliptiques, on vérifie simplement que pour tout z € M, GG, vérifie le

systéme suivant
A,G, + aG, = 0dans M \ {z}

D’autre part, une fonction de Green admet un contrdle ponctuel tres précis : En notant

. dy(2,0M)dy (y,0M
Har(,y) = dy(2,y)* mm{la S e )}

pour tout z,y € M, x # y, il existe des constantes C, Cs > 0 telles que
O2HM(I7 y) < G(I7 y) < 017'[]\4(1’, y)
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et

—n . z,0
VG ()| < Cudy ()~ min {1, 420}

Ou les constantes C, Cy ne dépendent que de (M, g), etde a .
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Etat de I’art : Résolution des équations
modeles par méthode de minimisation

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte et lisse de dimension n > 3
et a € C%(M) pour certain 6 €]0,1[. Nous étudions dans ce chapitre le probleme

d’existence d’une fonction w satisfaisant 1I’équation elliptique non linéaire suivante :

Agu+au=uP sur M,

u>0 sur M, (EP)
u=20 sur OM.
Ou I'exposant p < Z—J_rg := 2" — 1 ’exposant critique au point de vue d’injection

de Sobolev de H7 (M) dans LP*'(M). En fait, il y a un fort contraste entre le cas
p < 2* — 1 pour lequel I'injection est compacte, et le cas p = 2* — 1 ou I’injection est
seulement continue. Par conséquent, il y a de sérieuses difficultés lors de la recherche de
points critiques par méthodes variationnelles. Des nombreux résultats d’existence pour
le probleme (E?) sont connus lorsque p < 2* — 1 ( voir I’article de Lions [36] et son
abondante liste de références). D’autre part un résultat d’existence bien connu dans le

cas critique est celui de Brezis-Nirenberg [9] (voir Théoremes 2.3.1 et 2.3.2 ci-dessous).
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METHODE DE MINIMISATION

Afin de commencer cette section, nous donnons un exemple basique d’une résolu-
tion possible pour un telle systeme . Nous discutons ici de I’existence (et de 1’unicité)

d’une solution u au Equation de Laplace sur une variété Riemannienne compacte.

2.1 Equation de Laplace

Dans cette section, on reformule un résultat vu dans Hebey [25]

Théoreme 2.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord. Nous sup-
posons ici de plus que f : M — R est lisse. ’équation de Laplace Aju = f admet une

solution si et seulement si f est de moyenne nulle. En d’autre terme
Ju € C*(M) telle que Aju = f < / fdu, =0
M

De plus, la solution u est unique a multiplication par une constante pres.

Preuve : En intégrant 1’équation de Laplace, on voit que la condition que f soit de
moyenne nulle est une condition nécessaire. Nous prouvons maintenant que ¢’est aussi

une condition suffisante. Soit
H = {u € HY(M) tel que [,, udv, =0et [,, fudv, = 1}
et

= inf 24
1 JQH/MIVUI Ug

Clairement, H # (). Considérons une suite minimisante (u;) € H pour pu, de sorte que
pour tout 7, u; € H, et
1—+00

lim [ |Vu|’dv, = pu
M

Par I’inégalité de Poincaré (1.2) dont nous avons discuté dans le chapitre 1, il existe
A > 0 tel que, pour tout u € HZ(M) de moyenne nulle, on a

/ u’dv, < A/ |Vul*dy,
M M

46
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Il s’ensuit facilement que les u; sont bornés dans H7(M). Comme HZ (M) est espace
réflexif, et I'injection HZ(M) dans L*(M) est compact par le théoréme de Rellich-
Kandrakov (1.1), il existe une fonction u € H?(M) et une sous-suite de (u;), qu’on le

note aussi (u;), telle que
(i) (u;) converge faiblement vers certain u dans H? (M)
(ii) (u;) converge vers u dans L*(M)

par (2), u € H. Par (1), et une propriété de base de la limite faible ( la norme d’une
limite faible est inférieur ou égale de la limite inférieur des normes de la suite), on

obtient que [, [Vul*dv, < p, par suite

| 1vupan, =

et p est atteint. Par un théoréme connu de Lagrange, cela nous implique 1’existence de

deux constantes « et 3, les multiplicateurs de Lagrange, tels que, pour tout ¢ € HZ (M),

/(Vu, V),dy, :a/ (pdvg+ﬂ/ feduy,
M M M

Posons ¢ = 1, nous obtenons que o = 0. posons ¢ = u, nous obtenons que 5 = pu.
D’ou p~'u est une solution faible de I’équation de Laplace. Par résultats de régularité

standard, ;. !u est lisse.

La preuve de 1’unicité est simple. Si u et v sont deux solutions du équation de La-
place, alors A (u — v) = 0. Multiplions cette relation par (v — v) et intégrons sur M

pour obtenir

/ 1V (1 — v)2dv, = 0
M
Par conséquent, (u — v) est constante, et cela met fin a notre preuve. U

Remarque 2.1.2. On définit \, = p~!, comme la premiére valeur propre du Laplace

avec condition du Dirichlet au bord, par suite

Vul?dv
M= inf Jyy [Vl*dv 2| <
weH2(M\{0} [, [u]?dyg
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2.2 Equation non linéaire sous-critique

Soient (M, g) une variété bornée compacte lisse avec ou sans bord de dimension
n>3,a€ L®(M),N>0etl <p<2"—1.Posons le systtme

Agu+au = AP sur M,
u>0 sur M, (Ef)
u=20 sur OM.

(On peut donc avoir éventuellement M = ()). Pour montrer I’existence de solutions de
(Ef), on dispose d’une méthode variationnelle, qui consiste a étudier la fonctionnelle
C'(H3(M)) suivante.

1
Dy\(u) = 5 /M (IVul® + au?) dv, — : luPdw, (2.1)

2, N . fM(‘Vu‘Q +au2)dvg . . .
Théoreme 2.2.1. Le min — est atteint en une fonction lisse
wEHFADMOY ([ Julp+idu, ) P+

solution de (EX) pour certain \ € R

Preuve : pour tout u, ¢ € H{ (M) on pose

1
Dy (u) = 5 /M (]VuP + au )dvg , Do (u p+ 1 / lulPHdu,

c’est simple a vérifier que @1, ®y € C'(H7 (M), et de plus

¥l = | (Vu. V) + aup)duy  Bu)fe] = [ fuPupds,

M
Soit A = {@1(U)/u € H (M) et ®y(u) = ]ﬁ} et on pose = inf A. Notons que
2u = inf Sy (IVuP+au?)dug

u€H? o (M)O\{0} (fy, \u|p+1dvg)ﬁ ’
Comme a € L>(M) et M est bornée, A # () et A est minoré. Considérons une suite

minimisante (u;) € A pour y, de sorte que pour tout i, u; € A, et

lim @ (u;) =, et / lu; [P dv, =1 VieN
M

1—00
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Par I’inégalité de Poincaré (1.2) et le fait que M est bornée on vérifie facilement que
les u; sont bornés dans H7 (M ). D autre part I'injection H{ (M) dans LP™ (M) est
compacte par le théoreme de Rellich-Kandrakov (1.1), donc il existe une fonction u €
HZ(M) et une sous-suite de (u;), qu'on le note aussi (u;), telle que si on pose w; =
Ui — u

(i) (w;) converge faiblement vers 0 dans H7 o(M)

(ii) (w;) converge vers 0 dans LP (M)

En particulier par (2) et les inégalités de Holder on a ||w;||, — 0, par suite

pAo(1) = &y (u;) = @ (u) +o(1) + % /M (|Vwi|* + awy) dv,

1
= <I>1(u) + 0(1) + —/ |Vwi|2dvg
2 Ju

Or [,, [Vw;|*dv, > 0 et par définition de p on a ®1(u) > g, alors nécessairement
@, (u) = p et Vw; converge vers 0 dans L?(M ). Donc |u| est un minimiseur de A.

Onau = min &, (v) /Py(v) = -1, utilisons le théoréme des extremums
UGH%,O(M)\{O}{ 1(v) /2 (v) pH}

liées vue dans [25], il existe A > 0 tel que ¢ (u) = AP, (u). En d’autre terme |u| est
un point critique du probleme variationnel @ et par suite une solution faible puis par
résultats de régularité standard une solution lisse de (EY) . ]

Corollaire 2.2.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte bornée et lisse de
dimension n > 3 et a € C%%(M) pour certain 0 €]0,1[. On suppose que A, + a est
coercif. Alors, VA > 0, p < 2* — 1, le systeme (Ef\’) admet une solution.

Preuve : D’apres le Théoreme 2.2.1, pour tout p < 2* — 1, il existe A\ tel que le
systeme (Ef\’o) admet une solution u. La coercivité donne Ay > 0. Pour tout A > 0

posons y tel que A = \ou'~?, et par suite (1 v) sera une solution de (EY)
O

Vul* + au?®)dv
Remarque 2.2.3. sip =1, \; = min Ju(1Vul 5 Jdv,
ueH? o (M)\{0} Jar lul?dug
valeur propre de A, + a avec condition de Dirichlet au bord. 1l est facile de vérifier que

est dite la premiere

A1 > 0 si et seulement si A, + a est coercif.

Remarque 2.2.4. Soit f € C*°(M) tel que f > 0, en minimisant

A= {@iw)/ue B2 (M) er [y, flul™ =k}
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d’une méme maniere que dans le preuve du théoréme 2.2.1, on peut vérifier I’ existence

d’une solution du systeme

Agu+au = fu?  sur M,
u>0 sur M, (Ef)
uw=20 sur OM.

2.3 Résultat d’existence des solutions pour des équations

non linéaire dans le cas critique

Dans cette section, on suppose que M = ) C R" oun > 3, un ouvert borné connexe
régulier non vide. Soitp = 2" — 1 = Z—f; Avec A = — . 0;;, posons le systeme
Au+ au = uvz  sur Q,
u >0 sur €, (E*)
u=>0 sur 0f).

Nous cherchons un critere d’existence d’une fonction v satisfaisant 1’équation elliptique
non linéaire ci-dessus. L’ exposant p est critique au point de vue de I’injection de Sobo-
lev. En effet, les solutions de (F2") correspondent 2 des points critique du fonctionnelle
C'(H7 o(£2)) suivante.

1 —2 n
D(u) = 5 /Q (|Vul® + av?) do — n2n /Q\u]v?—de (2.2)

Puisque I'injection n’est pas compacte, il y a des difficultés lors de la recherche de
points critiques par méthode variationnelles. En fait, il y a un fort contraste entre le cas
sous critique et notre cas critique. De nombreux résultats d’existence pour ce probleme
(E?") sont connus. D’autre part, un résultat d’inexistence bien connu de Pohozaev [5]
affirme que si notre domaine est étoilé , et a est nulle, il n’y a pas de solution a notre pro-
bleme. Mais, comme nous le verrons, la perturbation a peuvent changer cette situation
L’exemple le plus courant est le probleme de Yamabe. Etonnamment, les cas ol . = 3
et n > 4 se révelent assez différents. En s’inspire dans tout le reste de cette section du

travail du Brezis-Nirenberg [9].
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231 Casn >4

Théoréme 2.3.1 (Brezis-Nirenberg [9]). On suppose qu’il existe xo € ) tel que a(zg) <

0. Alors le systeme (E*") admet une solution .

Preuve : Par continuité de a, il existe R > 0 tel que a(z) < 0 pour tout x €
B(zg, R) C . En d’autre terme, il existe 6 < 0 tel que a(z) < ¢ pour tout x €
B(zg,R) C Q.0n pose § € CX(R) tel que § < 1etf(x) = 0sur B(0,R)° . Soit
également n € C*(Q) qui vérifie n(x) = 0 (|x — x¢|). On vérifie simplement que

niw) — € H?,(Q) pour tout € € R . On pose
(et —amp)s OUVP P

u(r) =

J = {/ (]VuP + auQ) dx tel que u € H12,0(Q) et HUH% — 1}
& n—

et
p=inf J

Nous considérons la métrique sur R™ définit par :

§(X) = &(X — xo)

De plus, notons U (X) = u(X + zo) et a(X) = a(X + xo) pour tout X € B(0, R) C

R™. En utilisant le théoréme de convergence dominée par Lebesgue

) a(X)
a(x)u(z de_/ a(X)|U.(X)]PdX = O(1 +/ )k
J[a@h@par= [ acopopax =om+ [ S
a(X)
Pourn = 4, f\X|<R Wd)( S (577'2 hl(%) + O(].) Or pour n Z 5

a(X) 1
—  dX < —————dX +0(1
/|X<R X o T X2 M)

2 1
< Jen—1 — i —dX +O(1
<0 | e oW
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CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART : RESOLUTION DES EQUATIONS MODELES PAR

METHODE DE MINIMISATION
Quitte a refaire le calcul de Brezis-Nirenberg [9]

2
/MVUde—l/ \VUF¢¥—enz
B(0,R) 1+\X\
ul 2 dx = Ur2dXx — (/ dX) +0(1
([, ) (/B(O,m ) ( T .

D’autre part, par [3], on sait que

1
E"VQHMW¥>
n—2
= Ko(n)
(Jre rrepetop=iX)

Par suite, pour € assez petit dépend de § < 0

dX +O(1)

2

Jo (IVue]* + au?) dx _ 1
( Jo u dx)
9] €
Donc p < W D’autre part, par coercivité de A + a et le théoreme d’injection de

Sobolev (1.1), u > 0.

Considérons une suite minimisante (u;) € J pour /i, de sorte que pour tout i, u; € J,

et

lim [ (V| +au?)de =g, et / |uz|ﬁdx =1 VieN
Q

11— 00 0

Par I’inégalité de Poincaré (1.2) et le fait que {2 est bornée on vérifie facilement que les
u; sont bornés dans H7 (). D’autre part I'injection H7 ,(€2) dans L*(£2) est continue
et compact par le théoreme de Rellich-Kandrakov (1.1), et I'injection H7((€2) dans
Lns () est seulement continue, donc il existe une fonction u € H7 () et une sous-

suite de (u;), qu’on le note aussi (u;), telle que si on pose w; = u; — u
i (w;) converge faiblement vers 0 dans H7 ,(€2)
ii (w;) converge vers 0 dans L?(2)
iii (w;) converge faiblement vers 0 dans = (%))
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En particulie, par (iii) et les inégalités de Holder on a
V]2 + || Va2 + / ade = i+ o(1) 23)
Q

Le converge forte dans L?( M) nous assure que, a extraction pres, w; () coverge presque

pour tout x € M vers 0, et par suite, par le Lemme be Brezis-Lieb [8]

2n 2n 2n

= Il 7+ [l 2 + (1)
n—2 n—2

n—2 -

[

Le convergence faible nous assure que ||u| ]i% < liminf ||u]| |izj =1, Alors
1<l + el +0(1)
Utilisons les inégalités du Poincaré (1.2) et Sobolev (1.3)
1< e + Ko(n)]|Vawil; + o(1)

Regroupons cette inégalité avec (2.3) et pu < #(n) :

19l + | autdu, < plul s,
M

Lautre sens de I’inégalité est vrai par la définition de p , par suite p est atteint par v qui
est une solution faible de notre systéme (£?) puis par résultats de régularité standard

une solution lisse. O

23.2 Casn=3

Soient €2 un ouvert bornérégulier connexe non-vide de R3. Nous considérons le pro-

bléme suivant :
Au=vu’+u sur,
u >0 sur €, (E3)
u=0 sur 0f).
Ce probleme s’avere assez délicat et nous avons une solution compléte uniquement
lorsque (2 est une boule . Dans ce cas, la premiére valeur propre de Laplace est \; = 72,

pour la fonction propre |z| ! sin(7|z|) , voir [9]. Le résultat principal est le suivant
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Théoréme 2.3.2 (Brezis-Nirenberg [9]). Supposons que ) est une boule de R3, il existe
une solution du systeme (E?) si et seulement si X €)1 1, A1

Preuve : Sans perdre de généralité, on pose {2 = B(0, 1) et soient u.(x) = ( “0(’;));

e+r<)2

et U(z) = . 12); ,our = |z|,e > 0ety € [0, 1] une fonction lisse tel que Vr ¢]0, 1],
+7r<)2

o(r) = ¢'(0) = p(1) = 0. Posons
pix = inf {[|Vull; — AJul|; tel que u € H () et [Julls = 1} .

En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on retrouvera avec les
estimations vue dans Brezis-Nirenberg [9]

1 4 ! 1
IVl = IVUIE+ 57 [ 100 Par + O(eh)

4 s
ludlp =37 [ *0)dr+ O(eh)
0
1 1
i = U1 +0(e)

Rappelons que [3] nous assure que K (3) est atteinte par U, par suite

| We\li AH“EH% 1 4 1 Ull? [/1 1022 /1 2 ]
= —+ —Tez w(r dr — A e (r dr| + O(e

Posons, ¢(r) = cos(57), par suite il existe ¢ > 0 tel que

[Vaellz = Alludl; _ 1 11
= +cer (<A — A) + O(e)
el lg Ko(3) 4™

Donc, si A e]i)\l, A1[, on arrive a une situation tel que p) < #(3), pour ¢ — 0. Re-

faisons les calculs comme dans le preuve du Théoreme 2.3.1 on montre 1’existence du
solution de notre systeme, et la condition suffisante est vérifiée.

D’autre part, soit une fonction propre positive () de Laplace associé a la premiere
valeur propre A, et supposons que u est une solution de (E3)

/(Au)gpldx = Al/ugoldx :/u5<,01dm+/\/uc,01dx > /\/wpldx
Q Q Q Q Q
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et par suite A doit étre inférieur strict que ;. Supposons maintenant que v est une so-
lution de systeme. D’apres Gidas-Ni-Nirenberg [21], on sait que u doit étre de symétrie

radiale, par suite pour r = |z| €]0, 1]

2
—u" — Zu' = v’ + M, etu(l) = u(0) =0
r

Multiplions notre systéme par r2yu’ o ¢p € C* (]0; 1[) , et intégrons

1 1 1
/ |u/|? [—r%’ - rw] dr — —Ju'(1)4(1)
0 2 2

1 1
= _é/o u® (r*y + 2r¢) dr — %)\/0 u? [r*y + 2ry) dr

Multiplions notre systéme par (%r2¢’ — ri)u, et intégrons

1 1
/u’2(—r2¢’—r¢)dr——/ w?r?" dr
0 2 4 Jo
bl P
:/ u6(—r2w'—m/1)dr+)\/ u?(=r? — r)dr
o 2 o 2
Groupons ces 2 égalités
l ' 2,2,/ _1 / 2
L[ et — Sl Pu)
0
1 9 9 1
:/ ub(—=r) + Zry)dr — )\/ u?ry
0 3 3 0
par suite,
! 1
| Gere) v rar
0

=2 [ ) o) - o) e+ Gl 0Pu)
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NI

Posons ¢(r) = sin ((4/\) 7’) , On aura

0 (o) = ) dr gl ) Pu) > 0

[GVRIN

/0 u2(7’)(;11p"'(7“) + A (r)r?dr =0

Ce qui fait une contradiction. Par suite A < %1>\1, et la condition nécessaire est vérifiée.

0J

2.3.3 [Exemples d’existence des solution avec une perturbation d’ordre

minimale

Soit © un ouvert connexe borné non vide dans R™, (n > 3) Posons le systéme

suivant :
—Au =uP + f(x;u) dans ,
u>0 dans €, (EY)
u=0 sur 0f2.
avec p = 22, f(x;0) = 0 et f(x;u) est une perturbation sous-critique de u” dans le
sens que 1}1—>I£lo % = 0. Un exemple typique est f(x,u) = Au, o \ est une constante

positive (comme dans les sous-sections précédentes). On suppose de plus que, f(x,u)
peut étre écrit sous la forme f(x,u) = a(x)u + h(x)u?. Oh a,h € L*(Q), et ¢ €
|1, p[ (en d’autre terme, h(z)u? = o(u) lorsque u tends vers 0, et h(z)u? = o(uP)
lorsque v tends vers +00). On rappelle que le puissance p est critique du point de vue
de I'injection de Sobolev, et que les solutions de notre systeme sont les points critiques

de la fonctionelle suivante :

1 1
u) = = VquX——/upHdX—/Fx,udx
o) =5 [ 1vuPax = ——= [ 1 [ .

Ou F(x,u) = [ f(x,t)dt. Notons que Brezis-Nirenberg [9] ont montré que s’il existe
une fonction f(u) telle que f(z,u) > f(u) > 0, presque pour tout x € w et pour

tout u > 0, ol w est un ouvert non vide de €2, et supposons que la primitive F'(u) =
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fou f(t)dt satisfait :

— n—2
1 -1

€ 2 == 2
: €2 n—1 _
ll_r:%e/o F <1 n 52> §"7ds = 400 (2.4)

Alors le systeme (£F) admet une solution. En fait, la preuve est basée sur le Mountain-

Pass lemma de Ambrosetti-Rabinowitz [?] qu’on énoncera dans le chapitre 4. Voici
plusieurs cas ol la condition (2.4) est vérifiée, par suite notre systeme (EY) admet une
solution :
(1) (n=95).
Si a(z)u + h(z)u? > 0 presque pour tout = € w, et pour tout u > 0, et de plus
elle est strictement positive pour tout v € I, ou / est un intervalle ouvert non vide
de |0, +o0].
(1) (4 <n <H).
Sigq > %2 eta(z)u+ h(z)u? > 0 presque pour tout 2 € w, et pour tout u > 0,
et de plus /(z) > 0 pour tout = € w.
(IIl) (n = 3).
Si a(x)u + h(x)u? > 0 presque pour tout = € w, et pour tout u > 0, et de plus

lim A(z)u?? = +oo uniformément en z.
uU—+00
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Solutions de I’équation perturbée de
Hardy-Sobolev avec poids par le
Mountain-Pass Lemma






Premieres meilleures constantes de
Hardy-Sobolev en présence
d’isométries

3.1 Préliminaires sur les variétés invariantes par un groupe
d’isométries

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de dimension n, G un
groupe fermé d’isométries de (M, g) et k := m1]\r41 dim Gx > 1 ou Gz est I’orbite du
xe

point x sous I’action de GG . Posons xg € G tel que dimGxy = k.

Rappelons maintenant quelques résultats géométriques connus et fixons quelques nota-
tions. Nous nous référons a Hebey-Vaugon [27], Faget [17] et Saintier [40], et on pose
G’ un sous groupe fermé de Isom,(M). Alors G’ est un groupe de Lie. D’autre part
pour tout x € M, onnote T := II(x) ou Il : M — M /G’ 1a surjection canonique. On
définie G’z := {gx/g € G'} I'orbite de x sous G’ et S’z := {g € G'/g(x) = z} le

stabilisateur de x sous G’.

Notons que G’z est une sous-variété compacte isomorphe au groupe quotient G’/ S’x,
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et on définit une orbite principale G’z si son stabilisateur est minimal ( Vy € M, S’y
contient un sous-groupe conjugué de S’z ), en particulier les orbites principales sont de
dimension maximale mais I’inverse n’est pas vraie.

Soit © := |J Pz ou Px est une orbite principal. On a {2 un ouvert dense de M et
2/G" est une variété lisse qu’on peut munir d’une distance Riemannienne g tel que la

surjection {2 — €/G’ est une submersion Riemannienne. On pose

2

g = /(_)n—k’—Qg

avec 9(Z) = vol(IT"}(Z)) = vol(G'x). On suppose que k = mlj\r/} dimGz > 1. Soit
Tre
I’hypothese suivante

Hypothese 3.1.1. Pour tout Gz, un G-orbite de dimension k > 1, on peut trouver
d > 0, et G’ un sous groupe fermé de 1som, (M) tel que :

(Hy) : G'zy = Gxg
Et pour tout v € Bs(Gxg) = {y € M/d,(y; Gxy) < §}
(Hs) : G'w est principale, et G'z C Gz
En particulier dimG'x = dimGxy = k, Vx € Bs(Gxy).

On considere maintenant la (n—k) variété Riemannienne quotient N := Bs(Gx)/G'.
Cette variété est alors munie des métrique g et g.
1 pourzx € B(0;1)
0 pourz € B(0;2)°

tout £, € N et &' €]0, 52, on note 1, 5 () = n(“57).

On fixe n € CX(R) tel que n(x) = { avec 0 < n < 1. Pour

3.2 Propriétés dans L’(M, W)

Définition 3.2.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, on dit qu’une fonction w est
un poids sur M, si elle est une fonction définie presque partout sur M et strictement

positive presque partout.
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Proposition 3.2.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne, p,q € [1,+0o0[ tels que

]lj + % = 1, et w un poids sur M. On considére f € LP(M,wdv,) et g € LI(M,wdvy).

Alors on a

/M gty < 1o o 190 et G.1)

En particulier, pour G un groupe d’isométries sur M, avec xo € M, et s €]0, 2|, si

w: M\ Gzry—R
= dy(z, Gxy)™*

Alors

[ oyt < ([ 1 ;‘z;x)) ([ ot ) ea

Preuve : Par I'inégalité de Holder, on a

1 1
/ Fghodo = / [fwb| [gwh|do,
M M

1 1
<I[flwr ], [[lglwall,

:’ ’f’ ’LP(M,wdvg)Hg| |Lq(M,wdvg)

En remplacant w par sa valeur dans (3.1), on aura (3.2). ]

Proposition 3.2.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, p € [1,400| et w un poids
sur M. Pour tout f,g € LP(M,wdv,), on a

LS+ 9l 2o 0waog) S Wl moarawany) T 1191 o (rrwdo,) 3.3)
En particulier, pour G un groupe d’isométries sur M, avec xo € M, et s €0, 2], si

w: M\ Gry—R

x> dy(z, Grg)™*
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Alors

/!f+g\ dvg _</ f7= xdgx ) </ !g!” dvg )>p(3.4)

Preuve : Soient f, g € LP(M,wdv,), etun réel g €]1, +o0] tels que Il) + % =1.0n

ya P
\f+ 9" <|fIIf+gls + 9| |f + g|

par suite
1+ 8latnany < [ V115 + oludey + [ 1gl1f + gl wds,
M M
Appliquons (3.1)

D
Hf+gHLP(M,wdvg) §||f||LP(M,wdfug)H(f+g)q||Lq(M,wdvg)
3
+ HgHLI’(M,wdvg)H(f +g)qHL‘1(M,wdvg)

Or
1
P q
1 + 9% s,y = ( [+ gypwdvg)
P
= ||f+gH}iq (Mwdvg)
- Hf_‘_gHLq (M,wdvg)
Donc

1+ 91 ataaeny < (W1 ioaangy * 191 2o rtaston) ) I + 9105t

Il s’ensuit que I'inégalité (3.3) est vérifiée. En remplacant w par sa valeur dans (3.3), on
aura (3.4).
0J

Proposition 3.2.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte, G un groupe

d’isométries sur M, p > 2 et vy € M . Si linjection de C (M) munie de la norme
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||'||H12,G(M) dans LP(M, dg(xd’%o)s) est continue, alors injection de HY (M) Iest en-

core

notation 3.2.5. Pour simplifier I’écriture on note dans toute la reste, pour tout f €

LP(M, )
(/ |f‘1> deqgl’o));

 dg(x,Gxo)®
Preuve : Supposons que (C’g?(M), H.|]H12G(M)> C (LP(M, d(xd+xo) ] Hps) conti-

nuement, alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout u € C&(M),ona:

s = 11 o ar,

lul, . < Allulle_car (3:5)

Soit u € H{ (M), puisque CZ (M) est dense dans I’espace H} (M) munie de sa
norme associée, il existe une suite (uy)nyen dans C°° (M) qui converge vers u pour la

norme associée. En d’autre terme :

/ lun — ul*du, Nt (3.6)
/ IV (uy — u)[Pdo, 225 (3.7)

En utilisant (3.5), on a pour tout m,l € N, m # [ :

||Um - ul||p,s S A||Um - ul”HiG(M) (38)

On déduite que (uy ) yen est une suite de Cauchy dans I’espace <LP(M, %), ] ]p75>

qui est de Banach. Donc il existe u € LP(M, dg(;%o)s) tel que [lunx — alf,, manay))
En plus, on a:
fll,, = tm Jhunl,, < lm Allunllge o = Allellgs oy G9)

Notons que, comme M est compacte alors B := sup{d,(y,Gz) /z,y € M} < 4o0.
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Par suite

dvy

_7P< _7pd G s
=l < [ o = iy (o Gy

< BYluy —alf) , 0

D’autre part p > 2, alors LP(M) C L2(M). Par suite (ux)yen ——— @ pour la norme
||u|],. D’oti 1a suite (uy)yen admet deux limite u et & dans L*(M) donc u = u presque
par tout sur M. Avec (3.9), on déduit que

lull,, o < Allell gz o)

D’ou le résultat .

3.3 Inclusion et inégalités

Théoreme 3.3.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, G un groupe d’isométries de M, xq € M tel que Gx est une orbite de dimension

minimal k € [1,n — 2[, et s € [0,2]. On définit 2*(k,s) = 22=E=2) 9% = 2%(0,0).

On suppose que I’hypothese 3.1.1 est vérifiée. Alors [’espace de Sobolev H 12G(M ) est

. . * d
inclus continuement dans L*" (%) (M , ﬁ)
g k)

Preuve : En effet, soit u € H 12G(M ). Par Hebey [27], la premiere inclusion de
Sobolev en présence de la géométrie (le cas ou s = 0), implique ’existence d’une
constante positive C' tel que

lully ) < Cllullz g an) (3.10)

D’autre part, en partant de 1’inégalité de Hardy sur R"~* ( la preuve de cette inégalité
est faite dans Ghoussoub-Robert [19])

5 - S
dX < —— dX, V C(R" 3.11
| X < g L IVeRAY. wecr®) i
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On suppose maintenant que (M, g) et G vérifient I’'Hypothése 3.1.1 et on suit les nota-
tions introduites dans la Section 3.1.

Soitu € Cg (M) tel qu’il existe o > 0, tel que suppu C B,,(Gxp). On note & = uoll,
ou II est la projection de z sur la (n — k)-Variété Riemannienne N. Par (3.11), il existe
Cy > 0 tel que

-2
u 12
———dv; < C4||V 3.12
/ng(:z,:zo)2 v < CilIVall G-12)
D’autre part, il existe Cy, C'5 > 0 tel que
u? / u? / u?
——dv, = | ———=vdy; <C ——dv;
/Mdg(xaGlCo)2 ¢ Indg(zmo)> T T Ty dg(z,30)? Y
Et
IVull; < Csl[Valf;

Groupons les trois dernieres inégalités. Alors, pour tout v € CZ (M) tel que suppu C
B,,(Gxy), il existe C' > 0 tel que

2
u 2
Tz Gt =C 3.13
/Mdg(a:,Ga:o>2 vg < Cllullis o) (3.13)

Posons maintenant p = p(s) > 1 vérifiant 1—1) + 5 = 1. Pour une fonction u €
oa(M) tel que suppu C B, (Gxp), par Holder, on a

5 . 1 2 s
2* (k,5)—s u du. < / 2o ) )7 u q
f (dg<x,Gxo>) oz (1 %) GG G2 ™

(3.14)
Puisque w = 2*(k), en élevant Iinégalité précédente a la puissance 52— on
q 2—s 2 (k75)
aura :
) dv e ) 2—s) s w2 B )
(st =)™ ()
o(x, Go)* M dy(z, Go)
(3.15)
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2* (k)(2—s)

59+(hs) T 37(ks — L On obtient

Groupons cette inégalité avec (3.10) et sachant que
(

Ou C, ', C” sont des constantes strictement positives ne dépend que de M, k, et s.
dg(Z, G:EO) )

2% (k) (2-5)

d 2*(2k ) s
2* (k s) Yg * 2 2 (ks) oy 2 T (k5)
T ) 20 (Il o) T (il )

2
< C"Mullgz )

Soit maintenant . € H7 (M), et posons h(z) = n( ol ¢ est obtenue de
I’hypothese 3.1.1. On a alors 0 < h < 1 et de plus supph C B(;(GI(]). D’apres ce qui

précede on sait qu’il existe C' > 0 tel que

led)

1) (i gtte) = 11t o0 10

D’autre part, il existe o' < d et C' > 0, tel que

2% (k, dv, Ry 2% (k,s) dv, &
(1= 22 ) ™ = Lo 14~ 7
(7, Gxo) M\Bg:(Gzo) g(l’, o)
2
SC(/ |u|? (k’s)dvg>
M

Par Faget [17], on sait qu’il existe C' tel que, pour tout u € H} (M), on a

[l 72 wornry < Nullmz gy

Par suite, il existe C' > 0 tel que

(-

Oronawu = hu+ (1 — h)u. Groupons (3.17) et (3.16), on trouvera le résultat demandé.
O

|2 k9) dv, ) < Cjull 3.7
dy(x, Gao)* = I GO '

Théoréme 3.3.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, G un groupe d’isométries de M, xq € M tel que Gz est une orbite de dimension

minimal k € [1,n — 2[, et s € [0,2]. On définit 2*(k,s) = 2(::::28). On suppose
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que 'hypothése 3.1.1 est vérifiée. Alors pour tout q € [1,2*(k,s)], HfG(M) est in-

clus continuement dans L(M

dvg

) dg (@ Gm_)s)- De plus si 1 < q < 2*(k, s) Uinclusion est

compacte.

Preuve : On décompose la preuve en deux parties :

Partie 1

Partie I1

Montrons d’abord qu'on a H} (M) < L(M, %).

Soit u € HY (M), par I'inégalité de Holder (3.1)

du, it o)
2" (k.s) /M dy(z, Gxg)®

Et d’apres théoreme 3.3.1, on sait qu’il existe C' > 0 telle que pour tout v €
H} o(M),ona

[lullg,s < [u

[0]]ge (k.6 < C||U||H§7G(M)

Par suite, on a :

1 1
dvg q  2%(k,s)
lullgs < Cllullgz </M M)

D’ou le résultat d’injection continue.

Démontrons maintenant I’injection compacte. Pour cela on se réfere au théoréme
de Rellich-Kandrakov qui nous assure I'injection compacte de HiG(M ) dans
L*(M).
Posons (u;)ien une suite bornée dans H7 (M )(Il existe C' > 0 tel que ||u) |H§ Lo <
(). La réflexivité de I’espace H fG(M ) et le théoreme de Rellich-Kandrakov as-
sure I’existence d’une fonction v € H IQG(M ), dont a sous suite prés qu’on le note
aussi (u;);en ON @
i) (u;)ien converge faiblement vers u dans H7 (M)
ii) (u;)ien converge fortement vers u dans L?(M)
iii) (u;);en converge presque pour tout z € M vers u

Soit € > 0. On définit pour tout 7 € Nx, A > 0 I’ensemble
G(A) ={re M/ |u(r)—u(z) <A}
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Par I’injection continue de la partie précédente et par le fait que u; est bornée dans
H? (M), il existe C, C',C" > 0 tel que

dv 1 . dv
SRR TSP W P
/M\Qi(A) dg(x,Gro)®* = AT k)= Jo 4 dg(x, Gxg)®
2*(k,s)
< A2* (k.5) qHui uHHfG(M)
C / 2% (k,s)
< mwa g e an)” ™
C"(n, k, s,u)
< — ' T ' 7
—  A2%(k,s)—q
Or Aliril % = 0. Donc il existe Ay = Ap(€) telle que pour tout A > A
_>
ona

C"(n,k,s,u) €
A2*(k,s)—q < 5

d’autre part, posons la suite des fonctions ( f;);en définie sur M par

() — @)l
dy(z, Gxg)? 2

filx) = a)()

C’est une suite de fonctions intégrables et qui est dominée par ¢ tel que ¢(z) =
A%d,(x, Gxy)~* qui est intégrable. De plus elle converge presque pour tout x € M
vers 0. Alors, par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on déduit

qu’il existe iy = ig(€e) > 0, tel que pour tout i > iy on a :

€
/J\/[fidﬂg < 5

Ensuite, pour tout ¢ > 75, A > Ay, on a

dv
| u||q / |u; — (z Gmo)
-/ m—w—ﬁ@—+/fm
MQ(A) dy(x,Gzo)* [y "7
<€
9 N 9 d”U
D’ou (u;)ien converge u dans I’espace L4(M, —dg(x,ngo)S>
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3.4 Maeilleures constantes sur des variétés Riemanniennes
a c-pres

Définition 3.4.1. Soientn > 3, s € [0,2] er1 < k <n—2. Onnotem =n — k. On

suppose que m > 3 et on définit la meilleure constante de Sobolev Euclidienne qu’on

note K,(m). Cette constante ne dépend que de n, s et k, et elle vérifie

2
K,(m)™' = inf Jun [VOI'X (3.18)

- 2
C2e(R™)\{0 *(k,s T (k.5)
peCe( )\{}(me |¢|I2X<|i )dX)Q(k )

avec 2*(k, s) = 2(;1":25).

notation 3.4.2. On note 2* = 2%(0,0) et 2*(k) = 2*(k,0). En effet dans le cas k =
s = 0, des inclusions de Sobolev H?(M) — LP(M) pour p €]2,2*| sont démontrés, et
Aubin [3] et Talenti [44] on démontré que la premiere meilleure constante de Sobolev

constante de Sobolev est noté Ky(n), sa forme explicite est

Koln) = ——— (3.19)

n(n — 2)ws;

ou w, est le volume de la n-sphere unitaire. D’autre part en prenant A le minimum
de volum de dimension d’orbite principale de dimension k, Faget [17] a prouvé que la
meilleure constante dans les inégalités de Sobolev pour des fonction G invariantes est
K()(n - k‘)

3 (3.20)

Ko(n, k) =
0( ) AI_Q*(k)

De plus, pour le cas k = 0, Jaber [31] a montré qu’a e-pres

B 1 1 I2(2=2) s
Kyfn) = (n—2)(n—2s) (2 — swn_lr(M)) (3.21)

2—s

ou I' est la fonction d’Euler. De plus, il est démontré dans Lieb [34] que les premieres

meilleurs constantes de Sobolev sont atteintes sur R" dans ces cas par
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_2-s
n—

Go = C(N7° 4+ | X[P79) (3.22)
Définition 3.4.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, G un groupe d’isométries de M, xq € M tel que Gz est une orbite principale de
dimension minimal k € [1,n—2[, et s € (0,2). Une constante L > 0 est dite la premiére

constante des inégalités de Sobolev Riemannienne si elle vérifie pour tout u € H? (M)

2 2 2
ull3 k,5),s < LIVully + Bllull, (1)
Définition 3.4.4. On appelle la premiere meilleure constante des inégalités de Sobolev

Riemannienne la constante Ly = Lo(M, g,n, k, s, xo) qui vérifie.
Lo =inf{L >0 tel que (I}) est vérifié }

Proposition 3.4.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n > 3, G un groupe d’isométries de M, o € M tel que Gz est une orbite de dimension
minimal k € [1,n—2[, s € (0,2) et 2*(k, s) = 2?:::28) I’exposant critique de Sobolev.
On suppose que I’Hypothese 3.1.1 est vérifiée. Alors pour tout € > 0, il existe B, , tel

que pour tout u € H} (M), on a

I

K,n—k
> (ks < (—Al(_ ; )> +€) 1Vull; + Bellull; (3.23)
2*%(k,s

Preuve : On suit dans cette preuve le travail de Jaber [?] dans le cas particulier ou
k=0.

EtapeI: (Construction d’un recouvrement fini de N = B,(Gz,)/G par des boules
exponentielles).
On pose la (n — k) variété Riemannienne (N, g). Pour ¢ la métrique euclidienne
sur R™ et par critere de compacité de M ( plus de détail dans Jaber [?], Proposition
1.2.1 et Appendice 1 ), et par suite sur /V, nous avons pour tout z € N, et tout
ig(N)

p > 0, il existe r = r(z,p) €]0,5~[, tel que lir%r(:v,p) = 0 et la carte
p—

exponentielle (Bs,(Z), exp; ') satisfait les propriétés suivantes :

@ (1-pod<g<(l+p)d
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) (1—p)2de <dvy < (1+p)2de

() D;!T|s < |T|; < Ds|T|s pour tout T tenseur 1-covariant sur N

Avec lim Djs=1.

p—r+00

Etape II: On démontre que pour tout € > 0, il existe g > 0 tel que pour tout u €
C>(B,,(Gxy)) G-invariante, on a :

I

Kin—k) €
3%,5),5 < (— + 5) e (3.24)

2
ALY

Par la définition de la meilleur constante de Sobolev (3.21) vues en Jaber [31], on
a pour tout & € C®(R"*)

|(I)|2*(k,s) %
/ ——dX < K (n—k) / IVO[ZdX (3.25)
Rn_k |X|2 Rn—k

Soitu € C°(B,(Gxy)), G-invariante pour certain & > 0. Onpose N = B, (Gx)/G C
R™ muni de sa métrique g. On note & = u o II ou II est la projection canonique
de (M, g) vers (N, g) (voir I’hypothese 3.1.1). En utilisant les trois propriétés de
notre carte exponentielle développées dans 1’étape précédente et (3.25), mais cette
fois sur N C R"~* on écrit
10 sy < U+ TET R 0= ) [ [T (@oexp, X

L2*(k’s)(N’d i

5(Z,Z¢ m

< D2(1+ p)7 07 (1 — p) "% Ky(n — k) /N V| 2dvg
(3.26)

_m
2

Puisque hII(l) D2(1 + p) (5 (1 — p)~% = 1, il s’ensuit que pour tout € > 0, il
p—

existe pg > 0 tel que pour tout 0 < p < pg, on a

B’"O (fo)

D’apres Faget [17] (formule (1.10)), pour toute fonction f € C°(M) G-invariante,

2*(](2 ) dvg 2*(?6“9) 6 2
8 < (Kun—k +—>/ Val2dv
ds (T, To)* ( ) 2/ JB,, (@) [Vitlgdeg
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Etape I :

et pour tout € > 0, il existe Ug,, un voisinage de de Gz, tel que

| v, <

(Gao) | -

o

Et aussi

[ s, = vl [ 197y

UGzo

Posons alors ry assez petit tel que B, (Gxy) C Ugy,, On aura

2% (k,s)
w2 ) do,
dy(z, Gxg)®
2
1 (k) . dvg she)

+ EVol(G%)) / af? CONN

1—e€ By, (%) dg(, To)*
€

1+e =m p)
< — — 2dv-
< (1 — EVOZ(G$0)> (Ks(n k) + 2) /Bm(io) |Vl dvg

2
1 m“rQ
+6) Vol(Gao)™0m ™ 1(K3(n—/<;)+§)/M!W\§dvg

AT (Ks(n —k)+ —) |Vul,do,
M
Et ceci est vraie pour tout € > (. Donc, pour tout € > 0 on a (3.24) est vérifiée.

On démontre que pour toute > 0,79 > Oetu € C°(M\B,,(Gx()) G—invariante,
il existe B > 0 tel que :
Ki(n—k)

€ 2 2
3 + =) ||Vull; + Bs.c||u 3.27
S IVl Bl 627

2
HU 2% (k,s),s — (

Pour tout z; € M, tel que dy(x1,Grg) > 19, on pose u € CX(B,,(Gzy))
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G —invariante. Alors pour tout = dans le support de u, on a
dy(x,Grg) > 19 >0

Par suite

(e

sy (ks)
2* k 5 d'Ug > 2*(k,s) _ / ‘u 2*(]{3,8) dUg e
l' G.Z'O) Brl(Grl) dg(.]], Gx[))S

2
1 2% (k,5)
<1 / uf?” ®9)do,
roT ks \J By, (Go1)

Pour montrer (3.27) il suffit de montrer que, pour tout 5 > 0, il existe Bz > 0 tel

que pour tout u € H} (M), ona

[[ul[5- gy < BIIVulls + Bsllull; (3.28)

Pour montrer (3.28), on suppose par 1’absurde, qu’il existe €, tel que pour tout
B > 0, il existe up € Hf o(M) qui vérifie

2 2 2
uBlly ks = BlIVuslly + Bllusll,

En particulier, pour B =1 € N,on a

a5 1,0y = BIIVerll5 + Ul [ (3.29)
On pose v; = W (3.29) sera
1> BI[Vull; + ol (3.30)

Ceci est vraie pour tout 5 > 0. Par suite, pour [ assez grand :

5 < (3.31)

~Iro

Or, par (3.30) on déduit que v; est bornée dans H7 ,(M). Comme 2*(k,s) <
2*(k), par Faget [17], I'injection continue de I'espace H{ (M) dans L* (5*) est
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continue donc v; & sous-suite prés converge fortement vers certain vy dans L2 (%),
D’autre part, par (3.31), v; converge fortement vers 0 dans L?(M). Alors par
unicité de la limite forte, a sous suite pres, on a :

v, — 0 dans L2 (%) (3.32)

Mais par définition de v;, on a ||y,

3*(14,3) = 1, ce qui contredit (3.32). Alors,
(3.28) est vérifiée et par suite (3.27) I’est aussi.

Etape IV : On montre (3.23) pour tout u € C2° (M), G-invariant. Pour cela, on pose ¢ €
C®(RT), telque 0 < ¢ < letp(x) = 1 pour tout z < 1 et ¢(x) = 0 pour tout
x > 2. Pour tout 6 > 0, on pose 7 := ¢ (M) € C°(Bs(Gxp). Notons que
n et (1 — n) sont G-invariant, et de plus il existe H > 0 tel que

IVnzl,, V(1 —n)z|, < H (3.33)

Soit € > 0, et posons u € CZF (M ). Puisque 2;(?5) > 1, donc d’apres la Proposi-

tion 3.2.30na:
[ o e
dy(z,Gro)®

<||nu® + (1 —n)u |

2*(k,s
(k)

<[z, + 11— n)w

2
. do 2*(k D) dv 2% (k,s)
2%(kys) __ “Yg 1 o 2*(kys) Mg
(/ |772u dy(z, Gxg)® > </ I Qu’ dy(z, Gxg)* )
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Par (3.24), et (3.27), pour tout € > 0, il existe B5 > 0 tel que

2
) dv o)
u 2*(k,s) g -

Ki(n—k) € 1 1 2
< (52D 0) [ (9619 - mhol) v, + Bl
K5<n—k) € 1 1 2
(SR g) [ (el + alvai,) o,

KS n—=k € 1 1 2
(S D) [ (-t WlIT - 3,) doy + Bl
AT (ke 2 M

< <¥ + ) (/ (v ul2 + 202 [Vl uly [0 |, + uf?[Vn32) d,
AT F (ks 2 M

+ [ (= IVl 20l 90 = )+ IV ) ) dvg)

+ Byllull;
Avec (3.33), on obtient

P
dy(x, Go)*

(z, Gz

Ks(n — k) 2 2
< (— )+ 5) (II7ull3 + 4= Vullylfull, + 2H2u]13) + Byl jull
AT 2F (k)
(3.34)
Ks(n—k) +e
Posons e tel que, 1 < 1+ ¢y < K(2+k>)+,’ alors
AT (k o)
K,n—k K,n—k
<(n—2)+5>(1+60)§—( ) )+€
AT 2 AT

Et utilisant le fait que

(2H)*
4H |[Vullylull, < €of[Vull; + o [Jull;
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En utilisant (3.34), on obtient

2
o dv (k.9 K,n—k €
(/ k% )) g((—ﬂ+—) 1+ )|Vl + Bllulf?

(z, Gxo)® AT R 2
Ko(n—k
g(—l(" i >+e)/ |Vu|§dvg+BE/ lu|?dv,
A T2k M M

Avec

2 —
B. = <(2H) +2H2) (M + E) + B, (3.35)

€0 AT 2

Ce qui termine cette étape.

Etape V : Soit maintenant u € H ¢ o(M). Comme M est compacte, alors O (M) est dense
dans (H7 (M), ||'||H12,G(M))' Il s’ensuit qu’il existe (uy)yen dans C(M) vé-
rifiant (3.23) qui converge vers u pour la norme du H7 ;(M). Avec les mémes
arguments de densité utilisés dans la preuve de la Proposition 3.2.4, on démontre

que u vérifie aussi I'inégalité (3.23)

O

Théoreme 3.4.6. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, G un groupe d’isométries de M, xq € M tel que Gxq est une orbite de dimension
minimal k € [1,n —2[, s € [0,2] et 2*(k, s) = (" k 5) I’exposant critique de Sobolev.
On suppose que I’Hypothése 3.1.1 est vérifiée. Alors ona

Ks(n B k)

LOZLO(Magun7k787x0): 1—__2
AT (k)

Ou K (n — k) est la meilleure constante de I'inégalité de Sobolev Euclidienne avec

poids dans R~ définie dans (3.21), et A est le volume minimal des orbites de dimension

k.

Preuve : Soit L, tel qu’il existe By, vérifiant
2 2 2
||u|’L2*(k’5>(N,d§(i’,:io)5) < Li[|Vull; + B, |[ull; (3.36)
On considere (B,,(Zo), exp;, ) une carte exponentielle sur (N, §) o N := B;(Zy)/G.
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Soit ® € C2°(R™). On pose (P,,),>o la famille dans CZ°(N') définie pour tout ;¢ > 0
assez petit vérifiant y1 < £ par :

®,(7) = ®(p~" expy ) (7))

En appliquant I’inégalité (3.36) notre suite ®,, on peut écrire :

2 2 2
‘|(I)#|‘LQ*(ka)(N,dg(:f,fo)S) < Lle(I)#HQ + BL1H(I)/LH2 (3.37)

Soit € > 0. Par critere de compacité de N, il existe R, > 0, tel que pour tout p €
Br (0) CR™ona:
(1 —€)d < (expz, 9)(p) < (1+¢€)d
Or, lir% Ry = 0, donc pour ce R, il existe py = po(€) tel que pour tout p < pig, on
u—

Ry < R.. Alors quitte au changement de variable X = p~! exp;! () et

A1 15 = d(expz, (pX)) = p"dX

-1
eXPz

Alors pour tout i1 < g, on peut écrire

2

2*(k,s)
2*(k,s) dvg >
)s

ds(z, Zo

( [
B;LR(EO)
2

. P2 (55 (1,1 exp=L BRI
> (1 — €)=t / (117" xPgg <x))dvexp;1*5
B, r(%o) o

dg(z,0)*
m 2*(k,s) 2*(1,5)
Bro) |#X]?
m @2*(16,8) X 2*(2k,s)
— Iumf2(1 _ 6) 2% (k,s) (/ ﬁd){) (338)
Bao)  IX|?
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Et de plus

/ VO, [2dv; = / IV® (1" expy, (2)) |2dv;
N B,LLR(:EO)

S (1 —+ 6)% / ’vq) (qul engol (1’)) zxpfl *(deexp?l *0
Byun(a0) w0 b
(1 + 6)% m—2

=y / |V®|3dX (3.39)
l—e Br(0)

Avec les mémes arguments, on démontre que

/ O2dvy < (1+€) " / *dX (3.40)
N Br(0)

En combinant (3.38), (3.39) et (3.40) ace (3.37) on aura pour tout € > 0, ;4 < o que

2
P2 ks) (X 3% (k,5)
(/ f )dX)
Bro) |1 X|

1 B L
< Chs 6)m { - / \V®3dX + 1By, / <1>2dX1 (3.41)
(1—e)70m [(1 =€) /a0 Br(0)
Passons € — 0 et u — 0, on obtient
2
@2*(1@,5) X 2% (k,s)
< / Ad)() <L / VO|3dX (3.42)
Bro) X[ BR(0)

Par conséquence, en utilisant la définiton de la meilleur constante de Sobolev sur la

variété N on sait que pour tout L, vérifiant (3.36), on a :
Ly > Ky(n—k) (3.43)

D’autre part, soit L € R, tel qu’il existe By, vérifiant cette fois pour tout u € H 12G(M )

[l e )0 < LIVull3 + Bellull; (3.44)
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On pose la G-invariante C2°(M) suite ¢, (z) = ®,(z). Ona

2
2%(k,s)
2 L= / B 2*(k,s) do,
2*(k,s),s B, n(Cro) W dg(:L‘,CL’o)S

2
2%(k,s)
= / T)n—_ilf—2|(b,u 2% (k,s) C_].'Ug_
By (o) dg(Z, o)
covewrmin ([
Br(Zo)

Et par définition de g, on a

/’v(bul?;d%:/ |V¢u’3dvg
N M

Par suite, en utilisant (3.42) dans (3.45), on a

|0

ds(z, Zo

2
2%(k,s)
i) L ) ) (3.45)

Jom

2
sy < (At ) T EIL /M V| 2dv,

Pour tout L qui vérifie (3.44), posons L; = (A + c’Ru)lfﬁL qui vérifie (3.36). En
utilisant (3.43), on aura que on a L > %
(3.44), en particulier pour L . D’autré4 part(, ’Sar la définition de L, et la proposition
345, onaque Ly < Ksnzk)

2
AT F )

. Et ceci est vraie pour tout L vérifiant

. Donc, on aura 1’égalité demandée.

0

Remarque 3.4.7. Dans le cas s = 0, ce résultat a été démontré par Faget [17] . La

meilleure constante est alors

K@(n - k?)

2 (3.46)
AT Em

Avec A est le minimum volume des orbite principale de dimension k

Remarque 3.4.8. D’apres le Théoreme 3.4.6, on a que la meilleure constante Ly n’est
pas celle du cas Euclidien. Effectivement, Lo = Lo(M,n, k, s, xo) dépend de la géomé-
trie de la variété (M, g)

Remarque 3.4.9. La Proposition 3.4.5 ne permet pas de conclure si Ly est atteint ou
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non, en d’autres termes pour le moment en ne sait pas si cette inégalité est vraie pour
e=10

3.5 Régularité sur les variétés

En suivant I’article [19] de Ghoussoub et Robert (voir la Proposition 8.1), nous

démontrons un résultat sur les variétés Riemanniennes compactes.

Proposition 3.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension
n >3, a € C%M), G un groupe d’isométries de M, vy € M tel que Gxq est u

orbite de dimension minimal k € [1,n — 2]. On pose de plus s € (0,2) et on suppose

2(n—k—s)
n—k—2

Sobolev en présence de géométrie , et on considere q € [2,2*(k)[ et h € C°(M),

que I’hypothese 3.1.1 est vérifiée. On pose 2*(k,s) = I’exposant critique de
h > 0. On suppose qu’il existe u € HfG(M) solution faible de I’équation de Sobolev
perturbée

2% (k,5)—2

ulu
dg(z, Gxg)®

Agu+ au = + hu |u|?? (3.47)

Alors pour tout p > 1, u € LP(M).

Preuve : On procede par étapes. On pose

t]t)P-1 si [t] < L
GrL(t)=1% BLPY(t—L)+LP sit>1L
BLA Yt +L)—LP sit<—L

et

tt| = si|t| <L
Hyt)y=<{ B 1% (- L)+ L% sit>1
PSS (t+ L)~ L™ sit < —L
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On vérifie simplement que pour L > 0,t € R:

_46
(8 +1)2

De plus, les fonctions G/, et Hy, sont lipschitiziennes donc G (u), Hy,(u) € H7 o(M).
Soitn € C°(M), alorson a :

0 <tGyr(t) < Hp(t) etG(t) = (HL(1)?

n'Gr(u), nHy(u) € Hi o(M).

Comme u est une solution faible de I’équation (3.47) on a :

|u2*ks) 2

/M(Vua V(G r(u)))ydvy = /MUQUGL(U) <m + hlu|"? — @) dvy
(3.48)

Or, on a que
V(PGr(u) = 1°V(Gr(u) + V(*)Gr(u) = G (w)Vu + V(7*)G ()

En posant pour t € R, J(t) = f G (r)dr et intégrant par partie, on aura

/M (Y, V(172G ()t

N /M772G/L(u)|VU’2d”9 T /M(V(HQ), VI (u))gdv,

_ (5?) / 2|V Hy (u)[2do, + / (An?)Jp(w)dv,

46 2 2
5 | WaH P, - s [ iR, + [ @),
(3.49)

(ﬂ+1

D’autre part, on a

2*(k,s)

[ uTGuwny < [ (ol S ) ) d
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On applique I’inégalité de Holder en présence de poids et celle de la Proposition 3.2.2
sur le membre droite de 1’inégalité ci-dessus pour les fonctions

\ 2 (k3) dv
_ d G s 2* (k,s)—2 ELWM—Q
fi(@) = [aldy (2, Gzo)* + |ul M. e Gao)

folw) = |l [u]*2 € LT3 (M, dv,)
g(z) = (PHo(w))*(@))

Donc on tire que :

2% (k,5)—2

| (TG,
M
2* (k,s) dv 172*5&5)
< aldg(z, Gzo)® + |u 2* S>—2—g>
(/supp(n || ‘ dg(za G‘TO>S
2
dU 2*(k,s)
H 2 (k,s) g
(o o o i )
172*%,@
e ) (f e
supp(n) M

Or par Faget [17], on sait qu’il existe C' > 0 tel que

2

)
g

1——2 _2
2* (k) 2 (k) . 7 ()
(L b8 2 ) ([t
supp(n) M

<C </ |V7}HL(u)\2dvg +/ |7]HL(u)|2dvg) (3.50)
M M

Or, d’apres la Proposition 3.4.5, on sait qu’il existe une constante 3; > 0, telle que
pour tout f € H} (M), ona:

([ 1

* dv e Ky(n—k)
2 (ks MYy < (== M)V 2. R 2 351
(x,Gxg)® ) < P + DIVl + Billfll; (35D
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On pose

1—— 2
2* (k,s) 2% (k,s)
—2|3%&,5) -2 L)

= ( [ laldyfo, Gy + <
supp(n) ! " dg(z, Gxo)®

9 2* (k) 172%(’@)
T / ] o2 75 o,
supp(n)

Remarquons que [ est toujours finie si ¢ < 2*(k). En utilisant ce qui precede, et (3.50),

il existe ¢ > 0 tel que :

/M (Y, V(172G (w)))pdy

K, k
<(n) ((ﬁJrlJrC)/ |VnHL(u)l dvg+B1/ |nHp(u)l d“g)
(3.52)

En combinant (3.49) et (3.52) avec (3.48), il existe B, > 0 tel que :

((ﬁiﬁm - (Ki(_ngéi) +1+C> l(n))/ IV (nHy(u))[*dv,

A
< g [ Il @R + [ 1860l + )B: [ o,
(3.53)

On va montrer maintenant que pour tout p > 2, u € LP(M). Pour cela, on fixe p > 2
tel que u € LP(M). Soit 5 = p — 1 > 1. Pour tout z € M, on pose r, > 0 tel que

* _2%(kys) d =2 s)
(/ !M%@Gmf+MHWmem__jL_>
Bar. @ dy(w, Gzo)’

. 1- 5y
([ e ) | (K
BQTZ(x)

AT
Puisque M est compacte, donc elle peut étre recouverte par un nombre finie de B, (z),

28
(8+1)?
(3.54)

+1+c)
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en d’autres termes il existe z1, ..., zxy € M tels que

Fixons maintenant i € {1, ..., N} et prenons € C*°(By,, (;)) telle que 0, (2, = 1.
Par suite les inégalités (3.53) et (3.54) donnent :

T /WnHL( w)d,
<o [ sl Pl + [ @Rl

28B
5B / InHp(u)|*do, (3.55)

(B+1)2((2E 41 4 ¢
A 2*(ks)

On peut vérifier qu’il exsites deux constant c¢1, co > 0 dépendant seulement de f3, telles
que pour toust € R, L > 0

[JL(t)] < et et [HL () < eoft]™

Il s’ensuit que

/ AR T (w)ldv, < [JAGP / 12 () o,

< e||A(n? /\u!’gﬂdvg
< | AP |51 (3.56)
et
[ HuPas, <o [ o, = el (357)

En combinant (3.55), (3.56) et (3.57) avec le fait que u € LP*1(M) = LP(M), on déduit
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qu’il existe c3 = ¢3(5,71) > 0 telle que :

G V@) Pl < e [ 1P+ [ 86w,

1 1
< el Al ull357 + caesllull3h

= C4(U,5,7]) (358)

En utilisant encore une fois I’inégalité (3.51) et en la combinant avec (3.57) et (3.58),
on tire qu’il existe une constante ¢ = ¢(u, 7, ) ne dépend pas de L telle que

[ HF s, < [ H0F Vs, <
Brg, (z4) M
En faisant L — o0, on obtiendra ensuite que pour touti € {1,..., N}, ona

2* () (B+1)
lu| 7 2 dyy < 400
Brg, (zi)

x4

2 () (F+1) (M) = Lﬁﬂ@g (M) avec ﬁ;’?’;

demandé par itération. U

douu € L

> p. Par suite on tire le résultat

Théoréme 3.5.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, G un groupe d’isométries de M. On se donne

L= i aijaij + ibld +c
i=1

1,j=1

un opérateur différentiel elliptique, tel que pour touti,5 = 1,...,n, a”, b* € C>°(M) et
¢ € L®(M). On considere f € LP(M), p > 1 et u € Hf o(M) une solution faible de
Iéquation Lu = f. Alors u € H (M)

Preuve : Soit L, = L — ¢, on a donc u solution faible de I’équation Liu = f — cu.
Il s’ensuit de la Théorie standard des E.D.P elliptique (voir Gilbarg-Trudinger [22]) que
si f—cu€ LP(M),alors u € Hj ,(M). On distingue deux cas

Cas1: p < 2*(k). Dans ce cas le Théoréme 3.3.2, nous assure que H7 (M) injecte dans
LP(M), par suite u € LP(M) et ensuite f — cu € LP(M). D’otu € Hj (M).

Cas2: p > 2*(k). Dans ce cas, en utilisant une autre fois le Théoréme 3.3.2, on aura que
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H} (M) s’injecte dans L2*®)(M), par suite u € HSG(k)(M) Avec la formule de

la premiere inclusion de Sobolev en présence d’isométries vue dans Faget [17],

on aura que pour ¢ tel que .- = 2*}@ -2, szcgk)(M) injecte dans L% (M).

Donc u € L% (M). Deux sous-cas sont distingués :
cas 2.1 : p < ¢;. Dans ce cas on revient au premier cas.

cas2.2: p > ¢y. Dans ce cas on a que LP(M) — L% (M), par suite u € L% (M), de
méme pour f — cu. D’autre part, avec la formule de la premiere inclusion de
Sobolev en présence d’isométrie, on a que Hy (M) < L% (M), ol g, est
tel que = = - — -2 Onaurrau € L% (M)

q2 q1 n
Supposons par I’absurde, qu’on pourrait construire par récurrence une suite (g, )nen €
n 11 2 .
R, telle que pour tout n € N, ¢, < p, u € LI (M) et o = 2~ nor- Lasuite (qn)
est croissante et majorée par p, donc elle converge vers certain ¢ € R, on tire par suite
une contradiction en passant a la limite, avec la définition de la suite g, . Donc, il existe
no € N, tel que ¢,, > p, et par suite u € L0 (M), et ceci termine la preuve.

O

Corollaire 3.5.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, G un groupe d’isométries de M. On suppose que I’hypothese 3.1.1 est vérifiée. Soit
u € H} o(M) solution faible de Iéquation

Agu+au = f,

avec a € C°(M).

1. Si f € LP(M), pour un certain p > n — k. Alors il existe o €]0,1] tel que
ue Ch(M)

2. Si f € LP(M), pour un certain p, qui vérifie "% < p < 2% on §' €]0,2[. Alors

pour tout « €]0, min(1,2 — §')[, onau € C**

Soitp > n — k, tel que f € LP(M). Alors il existe a €0, 1] tel que uw € CH*(M)

Preuve : Soit p > n. D’aprés le théoreme 3.5.2,u € Hj ,(M). Utilisons la deuxieéme
inclusion de Sobolev en présence d’isométries vue dans Faget [17], on tire que H fG(M ) —

Clh(M) poura =1 — ”Tj'“ et ceci termine la preuve de la premiere assertion.

D’autre part, pour ”T’k <p< ”S—’,k, ou s’ €]0,2[, d’apres le théoréme 3.5.2, u €

HZ . (M). Utilisant la deuxieme inclusion de Sobolev en présence d’isométrie, on tire
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que pour tout 5 €]0, min(1,2 — %k)[’ ona H} (M) — C%(M). Mais ceci est vrai
pour tout p < "8—’,’“, ceci termine la preuve de la deuxieéme assertion en prenant p tends
n—k O

S

VErS

Proposition 3.5.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension

n > 3, G un groupe d’isométries de M, et

L= i aijﬁij + En:bz& +c
i=1

ij=1

un opérateur différentiel elliptique, tel que pour tout i,j = 1,...,n, a, b* € C°(M)
et ¢ € L>®(M). On suppose suppose que L est strictement elliptique a coefficients
bornées , au sens qu’il existe \y > 0 telle que pour tout x € M,Y € T,(M), on a
a”’Y;Y; > M|Y|% On considére f € L*(M), et u € Hf (M) une solution faible de

I’équation Lu = f. Alors il existe une constante C, telle que

lulleogany < € (1ully + 1 fllcoan)

Et pour tout « €]0, 1]

lallen < (1ellooqary + 1 fllcon)

Preuve : Par arguments de compacité sur M et en utilisant le Théoreme 8.17 et le
corollaire 6.3 de Gilbarg-Trudinger [22], on tire le résultat demandé.
O

Théoreme 3.5.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, a € C°(M) tel que A, + a est coercif, G un groupe d’isométries de M, xy € M tel
que 'orbite de Gz est de dimension minimal k € [1,n — 2|, et s € [0,2[. On suppose
que I’hypothese 3.1.1 est vérifiée. On définit 2*(k, s) = 2(7;1:::23)’ et on considére q €
2,2 (k)[ on 2*(k) = 2*(k,0). Soit h € C°(M), h > 0. On suppose qu’il existe u €
H} (M), Solution faible du systéme

‘u|2*(k’5)_2

u q—2 E
dy(z, o) + hlu["u (E)

Alors u € C*(M) N CLY (M \ {Gxo}), pour tout a € (0, min{1,2 — s}), v € (0,1).

loc

Agu+ au =
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. |u|2*(k,s)—1

Preuve : On pose f,(z) = ERExerne

P2 €]1, ¢, tels que % = pil + p%, par les inégalités de Holder il existe une constante ¢ > 0

+h|u|?". Notons que pour tous p, p; €]1, 2=£],
tel que
[ full, < [ldg(, Go) ™[, [lull,,, + cllull,, (3.59)

D’apres la proposition 3.5.1, u € L*(M), pour tout ¢ > 1. D’autre part, p; < "T_k, alors
dy(.,Gzo)~® € LP (M), etu € LP>(M). L’inégalité (3.59) implique donc, que pour tout
1 <p< £, f, € LP.1ls’ensuit du Corollaire 3.5.3 que pour tout o €]0, min(1, 2—s)],
u e C%(M).

D’autre part, puisque u € L*(M), pour tout ¢t > 1, donc f, € L] (M)\ {Gzy} pour
tout ¢ > 1. En prenant ¢ > n — k suffisamment grand, on tire du corollaire 3.5.3 que
pour tout v € (0,1), u € CLY (M \ {Gxo})

OJ
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Equation de Hardy-Sobolev perturbée
en présence d’isométrie

Rappelons quelques notations de la Section 3.1.

Pour tout x € M, z := II(z) ou I : M — M/G la surjection canonique, on note
Gz = {gx/g € G} l'orbite de x sous G et Sz := {g € G/g(x) = x} le stabilisateur
de x sous G. Remarquons que Gz est une sous-variété compacte isomorphe au groupe
quotient G/ Sz. On définit une orbite principal Gz si son stabilisateur est minimal ( Vy €
M, Sy contient un sous-groupe conjugué de Sz ), en particulier les orbites principales
sont de dimension maximale mais 1’inverse n’est pas vraie.

Soit maintenant 2 := (J Px ou Px est une orbite principal. On a €2 un ouvert dense
de M et Q/G" est une variété lisse qu’on peut le munir d’une distance Riemannienne g
tel que la surjection @ — /G’ est une submersion Riemannienne. On considére la

métrique g appartenant a la classe conforme de g définie par

2

g = T)nfk72 g)

avec v(z) = vol(IT"(z)) = vol(Gx).

On fait de nouveau les hypotheses des Chapitres précédents sur le group G, a savoir :



CHAPITRE 4. EQUATION DE HARDY-SOBOLEV PERTURBEE EN PRESENCE
D’ISOMETRIE

Hypothese 4.0.1. Pour tout Gxy, un G-orbite de dimension minimale k > 1, on peut

trouver 6 > 0, et G' un sous groupe fermé de Isomq(M) tel que :

1. G/Ilf() = GZEO N

2. Pour tout x € Bs(Gxy) :={y € M/d,(y; Gxo) < 0}, alors G'x est principale et
G'z C Gu.

En particulier dimG'z = dimGzq = k, Vx € Bs(Guxy).

L’importance de cette hypothese est qu’elle assure que Bs(Gzg)/G’ peut étre consi-
déré comme une variété Riemannienne de dimension n— k. Cette variété est alors munie

des métrique g et g.
On considere la fonction euclidienne ¢ définie par
_m=2
X eR™— (14 |X[") > . 4.1)

ou m = n— k. Par Lieb [35] et Jaber [31], nous savons que c’est une fonction extremale

de I’égalité suivante

Vo|?dX
K=k = nf Jom [VOPAX_
€eCx(R™)\{0 || 2* (B»9) 2% (k,s)

(o 55 0)

Gréce a I’hypothese 3.1.1, on rappelle que

N := Baa(po)/G = Bay(po)
est une variété compacte a bord de dimension m > 3 pour certain py, > 0 assez petit.

Le but de ce chapitre est de montrer I’existence de solution u € CZ (M) G—invariante

de I’équation sur M de Hardy-Sobolev perturbée suivante :

u2 (k,s)—1

A =+ huit, :
gU + au dg(x,Gx0)5+ uw s u>0
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4.1 Suite de Palais-Smale

On définit de plus la fonctionnelle .J, pour tout v € Hf (M) par

1 1 1 1
J == 2 Ndu. — / s = 9 __/ hold
(V) 2/M(|Vv|g+av) vy ) Mv PRENETNE Uy i) vidu,
4.2)

On rappelle qu’une suite (uy)ven € H7 (M) est une suite de Palais-Smale (P-S) pour
la fonctionnelle J, s’il existe 3 € R tel que Jy(un) — B et J;(uy) — 0 fortement dans
le dual H} (M ). La suite (uy)nen est dite de Palais-Smale (P-S) pour .J, au niveau 3.
D’autre part, on dit que la fonctionnelle J; satisfait la condition de Palais-Smale (P-S)
au niveau 3 si pour toute suite (uy)nen dans Hi (M) telle que J,(uy) — 3, on peut

extraire une sous-suite (uy, );en de (uxn)yen qui converge fortement dans HZ (M).

Lemme 4.1.1. Pour tout q €]2,2*(k, s)|, il existe C; = C1(q) > 0, Cy = Cs(q) > 0, et
C3 = Cs(q) > 0 tel que pour tout x,y € R*

||z +y|” = [2|” — gla]|"Pzy| < Co |||y > + |y|*]
(@ + y)le + y|” — zfa]’] < Co|2|*ly| + [y|**]
2] = [y|” — & — y|?] < Cs (|| |z =yl + & — y|*"[y])
Preuve : Rappelons que pour tout N € N*etq > n
n—1
(J2[)™ = TJ(q = B)xlzl
k=0

Pour tout z, y € R*, il existe t € R* tel que y = tx. On distingue deux cas :
Cas 1: t — 0. Dans ce cas

|z 4+ y|? = |z|Y(1+ ) = |z|? [1 + gt + O(tz)}
= |z]|? + q|z|" *zy + O(|z|**y?)

Ou C” > 0 ne dépend que par q.
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Cas 2 : t — to0. Dans ce cas il existe C” > 0 dépendant seulement de ¢, tel que
|z +y|? = 2T (1 + )7 < |z|* 1+ C"J¢]]
Comme ¢t — £00, il existe €y > 0 telle que |t| > €. Il s’ensuit que

||z + g7 = [2|” — qlo]"Pzy] < |2]7 2+ C"[t]7 + gt]

1 q
< qtq = C//
<o [ g+ O+ g

1
< faftp [ 3+ 7+ L]

S C/// | y’q
Ou la constante C"” > 0 ne dépend que de q.

En combinant les deux cas précédentes, il existe alors une constante C'; qui vérifie la
premier inégalité de notre lemme. Avec les mémes arguments que ci-dessus, on montre
la deuxieme inégalité de notre lemme.

0J

Proposition 4.1.2. Soit q €]2,2*(k, s)], alors la fonction O, définit par

o, : Hf’G(M) —+R

© |(p|q$
M dg(z, Gzp)®

est de classe C' sur H ;,(M). De plus, pour tout € Hf (M) ona

d®,(p) + Hig(M) =R

dv
h — /h -2~ 9
a/ ol 0, (2, o)’

Preuve : Pour tout ¢ € H7 (M), on pose
qjq(ﬂp) : H%,G(M) —R

dv
= /h =29
¢/ ol PRENEINE
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Notons que, pour tout ¢, h € H fG(M )ona

dv
\j hl < / hl x ¢—-1__ =79
Wl < q | bl fel

< Ik . o
= H ||LLZ(M7dg(wd,G?x0)s)HQOHLQ(M,dg(;ngIO)s)

Par I'injection continue et compact de H7 (M) dans L(M dvg )S) du théoréme

? dg(z,Gxo
3.3.1, il existe ¢ > 0 tel que

-1
WA < ellbllgz yan el oy < +00

Donc, W(¢) est bien définie et évidement linéaire et est continue. De 1’inégalité de Hol-
der, I’injection continue et compacte de Sobolev, et le Lemme 4.1.1, il existe C(q) > 0
tel que pour tout i € HY (M) ol

|h||H127G(M) <1l,ona

[D4(p + ) = @y(p) = Wy(p)h]

dv
< + R — Jg]? — qhe|p] T2 L
dv, dvg

<C /h2 2 W /hq—
o) [ el o [ e

1= 2
< Ci(q) [HsoHLq(M PN 1] v
gz,

Ydg(x,Gzg)S 0o

2
< Ol oy + 1011 _ar)

+ ||R]]? .
) I HLq(M?dﬂ:,cio)s)

D’ou @, est une fonction différentiable sur A 12G(M ) et sa diftérentielle vaut W,. Il reste
a démontrer que U, est de classe C°, pour cela, on considere une suite (pn)nen+ €
H fG(M ) qui converge en norme vers ¢, en d’autre terme en pose pour tout N € N,
nn € Hig(M), tel que ny — 0 lorsque N — +ooetona gy = ¢ + 7. Par la
deuxieme inégalité du Lemme 4.1.1, les inégalité de Holder et I'injection continue de
Sobolev, pour tout h € Hf (M), vérifiant ||h||H12,G(M) < 1, il existe C1,C5,C5 > 0
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dépendent de q tel que

[Wy(pn)h — Wy(p)h|

dov
< h 2 — ||t —— I
S q/M| on|on] elel ’dg(x,Gxo)s
< 4Cy / (Il | + ) ||l
= v dy(z, Gxg)®

— -1
< Caolle™2[[2o_[Imwll1Al, + Csllnn|l3-s

q
q—

Or q < 2*(k, s), alors par le Théoreme 3.3.2, il existe ¢ > 0 tel que

-1
ylon ) = Wal )] < clllnnl e any + w1153 )

Par suite,
swp [ Wy(pn)h = Wo(@)hl = O (Inwllz an))
hEHiG(M)\{O} |
1Pll2 <1
D’ou le résultat. .

Proposition 4.1.3. Pour tout a € C°(M), la fonction ® définie par
O 1 H2 (M) =R
1
© —/ (Ve + ap®)du,.
2 Jm
est de classe C" sur Hy (M ). De plus, pour tout ¢ € Hf (M) on a
d®(p) : Hi (M) — R

h>—>/ ((Ve,h)y + aph) dy,
M

Preuve :
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Pour tout ¢ € H} (M), on pose

V() : Hig(M) =R

h— [ ((Veo,h)y + aph)dy,
M
Evidement, U est bien définie, linéaire et continue. Soit maintenant h € H P a(M)\ {0},

en itilisant I’'inégalité de Holder, on a

[@(p + h) — B(p) — V(p)hl
1

< —/ (IVA]* + ah®) do,
2 Ju

< (llall + 1)Hh’|§{iG(M)

D’ou @ est une fonction différentiable sur [ fG(M ), et sa différentielle vaut ¥ (on peut
vérifier qu’elle est dans CO(M)).
O

Lemme 4.1.4. Soit E un espace métrique mesuré compact, ( fi.)ren une suite des fonc-
tions bornées dans LP(E) avec p > 1. Si (fi)ren converge presque partout vers une
fonction f, alors f € LP(E) et (fr)ren converge faiblement vers f dans LP(E)

Preuve : Une preuve, inspirée de Hebey, est dans la these de Hassan Jaber (Lemme
6.5.1 de [?]). UJ

Lemme 4.1.5. ( Mountain-Pass Lemma )
Soit J € C'(E,R), o E est un espace de Banach. On suppose que

i) J(0) =0
it) Il existe o, > 0 tel que J(v) > o pour tout v € E vérifiant ||v||, =7

iii) 1l existe vy € F tel que lim sup J(tvy) < 0
t——+o0
On considere t, > 0 suffisamment large tel que ||tgvo||p > 1 et J(tovg) < 0.
Alors J admet une suite (u;);en € E tel que J(u;) converge vers [y, et de plus

J'(u;) converge vers 0 dans E' le dual de E , ou By = HliII} rn[ax] J(y(t)) dont T' =
vyel’ tel0,1

{v € C°([0,1], E) /74(0) = w, (1) = tovo}. En particulier, By < stt>1](;)> J(tv).
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Preuve : C’est une version du Mountain-Pass Lemma d’ Ambrosetti-Rabinowitz [?]
vue dans Jaber [31]
O

Proposition 4.1.6. Pour tout ug € HiG(M), ug Z 0, ug > 0, il existe 5y = Bo(ug) >0
et une suite (uy)nen € H 12G(M ) qui est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle
J, au niveau [3y. De plus By < sup J,(tup).

>0

Preuve : D’apres les proposition 4.1.2 et 4.1.3, la fonctionnelle J, est de classe
Clsur H fG(M ), alors il suffit de vérifier les trois condition du lemme Mountain-Pass
Lemma 4.1.5, pour J = J, et E = H} ;(M). En effet :

i) Onaque J,(0) =0

ii) La coercivité de I’opérateur A, + a et les inclusions de Sobolev et de Cotsiolis-
Ledoux [11] impliquent qu’il existent C; > 0, ¢ = 1,2, 3 telles que pour tout
v e Hfo(M),ona:

(k,s
Jy(0) 2 Cillellz o — Col ol 00y = Callo (4.3)

HH2 o(M)
On consideére la fonction réelle f(r) = C; — Cor? ®)=2 — Cyr9=2, Comme
q,2*(k,s) > 2, alors f(r) — C} lorsque r — 0. En d’autre terme, il existe
ro > 0, tel que pour tout r < 7o, f(r) > <. Donc, pour tout v € HE o(M),

vérifiant |]v|]H12G(M) = 2, par (4.3) ona J,(v) > g

5
iii) Soit ug € H} (M) \ {0}, par suite

J, (tuo) :ﬁ/ (|VU0|2 + CLU()) dv / | Uo 25( ks) dvg
! 2 Ju 9 2% (x,Gxy)?
4 dv
- hlugld ——9
M |UO| dg($7GxO)S

=at? — bt R —
:t2*(k,s) (at2—2*(k,s) —bh— th—2*(k,s))

§t2*(k,s) (at272*(k,s) . b)

Ou a,b > 0 et ¢ > 0. Sachant que t>"**) — 400 lorsque ¢t — +o0, alors

Jy(tug) — —oo lorsque t — +o00. Donc lim sup J(tug) < 0
t—4o00
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Soit tg > 0, By = Po(up) et I' comme dans le Mountain Pass lemma. Alors V~(t) €
It e [0,1], J,(y(t)) > A, ou X = Clg, par suite Sy > A > 0. Donc pour t5 > 0

suffisamment grand, notre proposition est prouvée. 0

Proposition 4.1.7. Soient p,q > 0 tels que p + q = 2*(k,s), u € H{4(M), f €
L>(M), et (wn) nen une suite bornée dans Hy (M) qui converge presque partout vers

w € H} o(M). Alors, & une sous-suite pres, on a

dv dv
Ii p 9 p q 9

Preuve : Soit r = % > 1 et v’ sont conjugué. L’inclusion du Théoréme 3.3.1,

implique qu’il existe C' = C(M, g, k, s) > 0 telle que, pour tout v € H} (M), on a

10/l ar, ey < Cllollig any

Par suite, f|ul’ € L"(M, %).D’auueparﬂHwﬁ I,

LT (M g )g) — ||wn||12*(k,s)(
par suite la suite (|w,|?)ven est bornée, et on peut appliquer le Lemme 4.1.4 et véri-
fier que (|w,|?)ven converge faiblement vers (|w|?)yen dans L7 (M, %)- Ceci
implique que L(|w,|?) converge vers L(|w|?) avec :

L:L"(M, ) =R

dy(z, Gxg)
dv,

> ulPp—"~_—e

linéaire et continue. Ce qui termine la preuve de cette proposition.
O

Proposition 4.1.8. Soit (M, g) et G comme dans I’Hypothese 3.1.1. On se donne a, h €
CL(M) tels que A, + a est coercif et h > 0. On se donne une suite de Palais-Smale
(un)nen € Hi (M) pour J, au niveau 3 € R. On suppose que

K.(n—Fk) 2= 2—3s
b < cn,k,s,,# , avec Cp s = ——.
AT TS 2(m —s)

Alors il existe u € Hf (M) tel que J,(u) = B et a sous suite prés (uy) converge
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fortement vers u dans H? (M). De plus J;(u) = 0.

Preuve : Rappelons que notre opérateur A, + a est coercif, et que 1 > 0. Soit

b < cn,k,sﬁﬁiﬁ, et (un)nen € Hf’G(M) est une suite de Palais-Smale pour J,

au niveau [3, ¢’est-a-dire :

/

Jo(un) = B et J)(uy) — 0 fortement dans Hj (M) (4.4)
Notons que, pour tout ¢» € H{ (M), on a

2*(k,s)—2 1
dy(z, Gxg)®

_ / hibuux|*dv, (4.5)
M

dvy

(yfux).0) = [

M

(Vuw, Vi), + aunt) du, — / By
M

Nous procédons ici par étapes :

Etape I: On démontre que la suite (uy)nen est bornée dans H i ¢(M). En effet par coerci-
vité de I’opérateur A, + a et la définition de notre fonctionnelle, il existe C' > 0
tel que

2
gy < € [ (Vi + and),

2 " dv 2
<Cl2g s 2 (k,5) o _/ hluelid
- { q(“N)+2*<k,s>/M'“N’ T Gy + gy
(4.6)

D’autre part, de (4.5) on tire que

olllunllmz o) = (Jg(un), un)

. dv
2 2 2% (k,s

En mettant I’égalité précédente dans .J,, on a
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2*(k s) dUg

(x, Gxo)®

2, () = (1 k 5 )/ fu

M

En combinant (4.6) et (4.7), on obtient

. dv
2 S
R v g R

+ O(HUNHHiG(M)) (4.8)

En utilisant (4.7), (4.4) et le fait que h > 0

(1 2*ks)/'

25— (1——) / h|uN|deg+o<||uN||Hz o)
q M

<26+ O(HUNHHiG(M))

2% (k s) dUg
(x,Gxo)*

(L’ G]} ) N 1,(;( ) :

utilisant cette égalité avec (4.7) et (4.4)
2

<1 - —) / hluy|?dv, =
q M

Groupons (4.8), (4.9) et (4.10) on tire que

o dv
2 ks) g
(2, Gao)® O(HUNHHI{G(M))

—0(1) + o<||uN||HiG(M>> (4.10)

2
el Bz any = O + olllun s o)

Si [|unl] H2 (M) n’est pas bornée. Alors en quotientant la derniere équation par

[lun]| 12 (3> On tire une contradiction lorsque N' — oo. Ce qui termine le preuve
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Etape IT :

Etape I :

de cette étape.

On prétend qu’il existe u € H7 (M) tel que (un )nen converge faiblement a sous
suite prés dans H7 (M) vers u et fortement dans les cas suivant. LP' (M), pour
tout p; € [2,2%(k)[ et LP2(M, %), pour tout py € [2,2*(k,s)[. De plus,
Jo(u) = 0.

En effet, par I’injection de Sobolev continue et compact du théoréeme 3.3.2 , et
le fait que la suite (ux) est bornée, il existe une fonction u € H fG(M ) et une

sous-suite de (uy ), qu’on le note aussi (uy ), telle que
1. (uy) converge faiblement vers u dans H (M)

uy ) converge fortement vers u dans LP' (M) pour tout p; € [2,2%[

dvg

’W> pour tout p, €

2. (
3. (uy) converge fortement vers w dans LP?(M
[2,27(k, 5)]
Il reste a démontrer que J;(u) = 0. Par le convergence faible de uy, pour tout
(NS HiG(M) ona

lim ((Vuy, Vo), + auyp) dv, = / ((Vu, Vi), + auyp)dv,  (4.11)
M

n—oo M

D’autre part, appliquons la proposition 4.1.7 a notre suite (uy)

“ 1
p ([, vt '””md“g*[wh¢“N'“N'q_ld”g)

</ Yulul? *)- PRERETNE —————dv, + / h@/)u|u|q_1dvg) (4.12)
M

En utilisant (4.11) et (4.12), apres passage a la limite lorsque n — oo dans (4.5),

le résultat demandé est prouvé.

On démontre qu’a sous-suite pres de (uy)yen :

‘(s 1
IV (uy —u)||5 = /M(uN—u)2 (k,)mdvg+o(l) (4.13)
et
2 2—s
Cnks| [V(uy —u)|5 < B+0(1), avec cyps = m, (4.14)
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En effet, on pose wy = uy —u, et on utilise le Lemme 4.1.1, alors il existe C' > 0
tel que

2*(k,s) 2*(k,s)71|wN’ + ’u‘ |wN

2%(k,s) ‘wN|2*(k,s)‘ < C (|U 2*(1{,3)71)

(4.15)

1

_‘u

Utilisons cette inégalité, et appliquons la Proposition 4.1.7 a notre suite wy, on

2*(k,s) dvg
) o(z, Gxg)® |

tire

/M (|UN

2% (k,s) 2% (k, s) dUg +o(1)

zo)*
(4.16)

— luy —u

Testons J; (uy) — Ji(u) sur uy — u

o(1) =(Jg(un) = Jo(u), un — u)

= /M(W(UN —u)[j +a(uy — u)?)dvy + /M h(uy — w) [un|un]®? = ulu|?"] du,
. dv
— un — u) luvlu 2*(k,s)—271 Y9
/M( v —u) [uxluy ] d,(x, Gro)*
:/ (¥ (un — w)[2 + a(uy — u)?)du,
M

_ / (|UN|2*(’€,S) _ uuN|uN‘2*(k7s)72 + |U|2*(k7s) - U’U,N|u’2*(k’s)72>
M

2% (k,s)—2

— ulu

dv,
dy(z, Gxg)®

— / h(Jun|? + [u|? — vun|un|? — vuy|ul™?) do, 4.17)
M

D’autre part, la proposition 4.1.7 donne

. dv . dv
li 2%(kss)—2 Y9 / 2*(k s) g
s oo M wunfuy (x,Gxg)® [ (x,Gxg)®
dv
= i q—2 g
n—1>I-&I-10<> MUUN|U| dg({L‘,GZL‘())S
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et
dv dv
l h 2 W / hiufd— e
Jm [ ] dy(x,Gzo)  Ju [ dy(x, Gxo)®
dv
= i h 29
nﬁlinoo M UUN|U| dg(.’ll',G.To)s

En outre, la convergence faible de (uy) vers u dans H7 (M), les derniéres éga-
lités, ainsi que (4.16) et (4.17) impliquent (4.13). D’autre part, la convergence
faible de (ux) vers u dans H7 (M) ce qui implique la convergence forte dans
L4(M), et de plus (4.13) impliquent

1

Jo(un) — Jy(u) =3 /M (|VuN|§ — |Vu|§) dv, 4+ o(1)

1 2*(k,s)

1 1
= <§ — m) /M (IVun|2 = |Vul2) dug +o(1) (4.18)

2*(k,s)) d’Ug
dy(z, Gzp)®

On a, (J;(u),u) = 0, alors

1
2 2 2*(k,s
/];/[(|VU|Q+CLU )dvg:/Mu ( )Wd?}g—k/j\/lhuqdvg

Par suite

1 1 . 1 1 1
Jou) = | 5 — Fks) _——_q - —= /hqd
o(1) <2 2*(k,5)>/Mu dy(z, Gxg)* Vg 2 q) Ju Uy

Ou (% - m> et (% — %) sont positif, alors J,(u) > 0. De plus nl_l)r_"l_loo Jy(un) =

5,. Alors la relation (4.18) nous donne

an/ (IVun ]2 — [Vul?) dvy < B+ 0(1) (4.19)
M

On considere maintenant la forme linéaire L,, € H fG(M )’ définie par
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L, : H{ o(M)—R

QS»—)/M(VU,VQS)gdvg

Par convergence faible de uy, ona L,(ux) = L,(u) + o(1), ce qui implique

/ IV (uy —u)|2dv, = / [Vuy|2dv, —i—/ [Vul2dvg — 2int(Vu, Vo)ydu,
M M M

:/ (IVun ]2 — [Vul?) dug + o(1) (4.20)
M
Combinons (4.19) et (4.20), cela donne (4.14)

Etape IV : 1l reste 2 démontrer que

: 2 2
Jélirlw/ﬂ4|VuN|gdvg:/A4|Vu|gdvg

11 suit du Théoréme 3.4.6, pour tout € > 0 qu’il existe B, = B.(M, g,k, s,e) >0
tel que pour tout v € H{ (M), on a

|U 2*(k,s) 2*‘(1,5) K5<n . ]{?) ) )
Tl o < [ =2+ ) |IVoll; + Bl loll3.
(/M G anp ) S\ ey ) Vel ¥ Bl

Testons cette inégalité pour pour v = uy — u, en utilisant le fait que uy converge
vers u fortement dans L?(M)

2% (k,s)
2

2*(16,8) Ks(n k) 2*(}4;75)
Uy — U N <|——+ V(up, —u + o1
H N HLQ*(}C’S)(M’dg(zd,szO)S) — ( 1_2*(21“5) € H ( k )H2 ( )

(4.21)
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Utilisons ce résultat avec (4.13)

. dv
o(l) = [|V(uy —u 2—/ uy —u|> S —9
()= IV Gy =l [ oy — w9

. dv
— — W1 = / _ylF s 9 — w2
19 =l 1= (o = S ) 9~ )

2% (k,s)
Kin—k 2 *(hos)—
> ¥ =0l 1= (S ) 9y =l o)

cette inégalité et (4.14) impliquent

% ( k) 2% (k,s) 5 2*(/@,25)72

s\ —

o) 2 9w~ 1= (252 e) T ()T

AT (k) Cn,k,s

-k 7771,:55
Comme 8 < Cn,k,s—l,(n k)
AT s

pour € assez petit, il existe C' > 0 telle que

, il s’ensuit alors de I’inégalité précédente que

o(1) = OV (un — u)ll5

D’ou le résultat

O

Théoreme 4.1.9. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >
3, a € C%M) tel que A, + a est coercif, G un groupe d’isométries de M, xy € M ,
s € (0,2) et k € [1,n — 2|. On suppose que I’hypothése 4.0.1 est vérifiée. On définit
2*(k,s) = 2k ox(k) = 2%(k,0) et on considere q € (2,2°(k)) et h € C°(M),
h > 0. On suppose qu’il existe ug € H{ (M), ug # 0, u > 0 tel que

n—k—s

K,n—Fk)\ 2=
sup Jy(tug) < s ((—2)) : (4.22)
>0 AT
Oucyps = 2(712_’,:_8) et Iff(”}k) comme défini dans la remarque 3.4.7 . Par suite ’équa-
2%(k,s)
tion perturbé de Hardy-Sobolev :
A |u|2*(ka5)72 h q 9 E
u+au = ——+-—— + nju|" ‘u
g dy(z, Gxg)® [l ®)
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4.1 SUITE DE PALAIS-SMALE

admet une solution non trivial dans C°(M) N H} (M). De plus, la solution u est stric-
tement positif dans M et u € CO*NCLY (M \{Gxo}), pour tout o € [0, min{1,2—s}],
v e 0,1].

Etape 1:

Etape 2 :

Etape 3:

loc

Preuve : On fait le preuve par étapes :

On suppose qu’il existe ug € Hf (M), ug # 0, u > 0 tel que sup Jy(tug) <
£>0

n—k—s
K (n—k) T2

, et on prouve qu’il existe u € H} (M) \ {0} qui vérifie

I’équation suivante au sens faible

‘ ’2*(k,s)—2u

4+ hlu|?? 4.2
dg(x,Gx0)5+ |l *u (4.23)

Agu+au =
En fait, par la proposition 4.1.6, il existe Sy = [o(ug) > 0 et une suite de

Palais-Smale (uy)wen € H7 (M) pour J; au niveau 8y < sup Jy(tuo). Par suite
>0

n—k—s

Bo < cn,k,swi >~ Par I'Etape I, il existe u € H?,(M) \ {0} tel que
A 2%(k,s) ’

uy converge fortement vers u dans HfG(]\/[ ) ce qui implique directement que

Bo = nh_{go Jo(un) = Jg(u), par suite u Z 0, et J;(u) = 0, ce qui vérifie (E) au
sens faible

(Régularité) Appliquons le théoréme 3.5.5, on vérfie que u € C%*N C’llo’g(]\/[ \
{Gxp}), pour tout @ € (0, min{1,2 — s}), v € (0,1).

(Positivité) Pour tout u € H{ (M) on pose

w siu>0
Uy = .
0 siu<0

0 siu>0
u_ =
—u siu<0

En refaisant le méme calcule pour .J,(u), on montre que (J/,7)'(u) = 0, ol pour
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tout v € H} (M) on a posé

2 2
JI(v) :—/M(|Vv|g + av®)dv,

1
" 2:(k, s) /M o4

En particulier, ((J;")'(u),u_) = 0, par suite

. 1 1
g qJm

(ZC? G:CO)S J

U_

0= —/ (|Vu_|§ + au? )dv, +/ | |2 (R dv, +/ hlvy |9 u_dw,
M M d )* M

g($7GI0

Alors
/ (IVu_[2 + au® )dv, = 0
M

En utilisant le fait que A, + a est coercif, on montre que ||u_|| 2 ) = 0. Alors
u_ = 0etu=wuy > 0.Parle principe de maximum pour les opérateur elliptique

[?], nous prouvons que v > 0 sur M.

O

4.2 Théoreme d’existence avec condition générale

On se donne (M, g) et G qui satisfont I’hypothese 3.1.1 de la Section 3.1. On pose

la suite des fonctions tests ().~ définies pour tout € > 0, & € N par

m—2
2—s 2—s
o € 2
uz) = <e2s +dg(f,9_co>2s>

Lemme 4.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n > 3,

et (B, (o), exp,, 1) une boule exponentielle centré en x et de rayon p €0,1,(M)].

Alors en posant x = exp,, (r0), pour tout v € B, (), on a

Bofl20) | (%)scazg(xo)” +0(r%)

2n on
4.24)

/SH f o exp,, (x)y/det(g)()df = w,_, {f(xo) B (
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Pour tout f € CO(M),onr = dy(x,z0) et A6 est I’élément d’aire sur la sphére unité

S"=1 de R". Ce développement est dit développement de Cartan.

Preuve : En effet, on sait que pour toute fonction matricielle A : X € R" —
A(X) € M, (R) de classe C*°, et pour tout H € M,,(R), la formule de différentiation
du déterminant en A est la suivante :

d(det(A))(H) = det(A)tr(A™ H)

Le développement limité de la fonction x € M — det(g(z)) au voisinage de B, (o)

et la derniere formule permettent d’écrire

det(g(z)) = det(g(zo)) + d(det(g))(z0)(g(z) — g(z0)) + O(|lg(z) — g(z0)|[%,)
= det(g(zo)) + det(g(z0)) tr (9" (z0)(g(x) — g(x0))i;) + O(|lg(x) — g(z0)|I2,)

Ou ||.||,,, désigne une norme matricielle sue M,,(R). D’autre part, (B,,(zo), exp;,') est

une carte exponentielle en x, donc g(zo) = I,,. Par suite, pour tout € B, (), on a

det(g(z)) = 1 +tr (69 (g(x) — g(x0))i;) + O(|lg(z) — g(x0)|[5,) (4.25)

Or, le développement de Cartan de la métrique g a I’ordre 2 ( pour la preuve voir Hebey

[25]) pour tout point x € B, () est

1
9ij(¥) = 8 + 3 Riagja"a” + O(7) (4.26)

Ou les 2%, o = 1,...,n sont les coordonnées géodésiques normales du point z, et les
R;n3; désignent les composantes du tenseur Rm, dans B, (x(). En combinant (4.25) et

(4.26), on tire que

det(g(z)) =1+ %tr (6Y Riapj(wo)z“a”) + O(r?)

1
=1- gRiai5($0)l’a$B + O(Tg)

1
=1- gRaﬂ(Jco)an:B + O(r?)

2
—1- %Rweaeﬁ + O3
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avec pour tout i = 1,...,n, 6 désigne la i-eme coordonnées sphérique explicitées dans
R™ de © = exp,, (r0), r = dy(z, Gxo) et @ € S"~'. Par suite, on a :

2
Vdet(g)(x) =1— %Raﬁeaeﬂ +O(r?)
En utilisant, la formule ci dessus, on aura
/ [ oexp, (z)/det(g)(x)dd
Sn—l
1 o 2
- / [f(:cg) + i f o exp,, (0)z" + §8ijf 0 exp,, (xo)xlxj} [1 - %RQBHO‘H'B} df + O(r?)
Snfl

—w, |:f(x0> B <_aaﬁf o Zpr()(O) + f(gO) Raﬁ) T2 /Sn_1 9a96d6:| + O(Tg)

Mais

/ gopPdn = Lnolses of Scaly(zg) = ZRaa(%)
Sn—1 n a=1

Notons que, la carte exponentiel est une carte normale en 0, par suite
Agf(w0) = =97 (0) (935 f © exp,, (0) — T5;(0)d f © exp,, (0))

= — Z 03 f o exp,, (0)
i=1

En regroupant ces égalités, on obtient le résultat annoncé.

Remarque 4.2.2. Dans la carte exponentielle (N , expgol), on passe aux coordonnées
polaires (r,0) telles que pour tout T € N, on ar = dz(T,Zo) et € S™ 1. On a donc

pour tout T € B, (Zo)

dvg(7) = \/det(§)(z)dz = +/det(3)(z)r™ *do (4.27)

avec di = (expz,)*(dX), et d’apres le Lemme de Gauss (voir par exemple Hebey
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[25]),

G1i(T) = 01, (4.28)

Lemme 4.2.3. Sous nos hypothéses, on a

2 me |Vo]2PdX — WﬂScalg(fg)e2 +o(e?) sim>5
[[Ve|[72(n) = m

f m |V¢|2dX — %Scalg(i’o)EQ 111(%) + 0(62) sim=4

Preuve :

En effet @, est une fonction radiale, donc par (4.28) pour tout x € N

|Vﬂe|§ - ﬁijviﬂevjﬂe = gTT(vrﬂe)Q

7,2(175)

= (m - 2>26m_2 2(m—s)

(62_5 + 7"2_8) 2_s

On integre |V125|£27 sur N en utilisant (4.27) et le développement de Cartan (4.24) et en
effectuant un changement de variable r = ep, on écrit

_ Scal (:co) 2
2 m—2 PO m+1<1 +O( >>
|Vu€| dvg = (m — 2)%€" w1 r dr
0

2(m—s)
r2s (6273 _i_TQfs) 2—s

0 _ Scaly (o) 2 3
w13 e + O((e))

= (m - 2)2wm1/ P 2(m—s) dp
0 p2s (1 + p2—s)ﬁ
_ o9\2
= A(e) — %sm(xo)wm_@(e) +C(e) (4.29)

Etape A : On commence 2 calculer, A(e) :

PO

- m+1d
A(e) = (m - 2)2wm1/ P p2<m75>
0 p23 (1 + p2—5> 2—s

+oo m+1d +o00 m+1d
= (m - 2)2wm—1 [/ P (m—s) - ﬁo P (mfs)
O pE(Apr) e S pE (L)

+o0 m—+1
p" T dp
:/ |Vo|*dX — (m — 2)2wm_1/ ST
Rm 9?0 p25 (1 + p2—s) 2_s
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et

+00 m—+1 400 m—2
p" T dp dp 1 € _ me2
/’0 2s 95y 25 = /"0 Pl m =2 <Po) = 0(e™™)
p* (14 p>7s) == e

€

Par suite

Ale) = / |Vo[?dX + O(¢" %) (4.30)
Rm

2, . m—+3 . L . .
Etape B : D’autre part, la fonction p — i sm—sy est intégrable au voisinage de 0

p25(1+p27s) 2—s
pour m > 3 (en particulier pour m > 4), et est intégrable a I’infinie pour tout

m > 5. Donc pour m > 5, on a

/+oo pm+3dp </+oo dp B 1 (6)m4
20 p25(1+p2’5)%_ o pm m—4 \po

Par suite on a

£ m
Ble) 62/ e P Hdp
2(m—s)
O pr(l4pre) T
£0 m 00 m
o pdp Y p"dp
=¢€ 2(m—s) € og 2(m—s)
0 p2s (]_ + p2—5> 2 s £ p28 (1 + p2—s) 2 s

= (m—2) 2wl / XPIVoPAX + O(e™?)

m
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Pourm =4

PO

— 7
¢ p'dp
B(€> = 62/ ) ) 2(4—s)
0 pr(l4pPe)

_ o [ pldp 2 [ pldp
=€ 20(1—s) +e€ 2(4—s)
0 p25 (1 + p2_5)72*5 1 2s (1 4 pQ—S) R

£ 20
< dp < pr 1 1
- 0(62) + 62 / — + / 95 2(4—s) + 2(4—s) dp
1 p 1 P (1+ p2fs) 2 s (p2—s) 2=
(4—s)
71— (1+ == =
= 0() + (L) + & / Vil kL Sl
1 p s (1 +p2—3) 2—s

0 72 1
e P O(—,S
= 0(e®) + € ln(@) + 62/ pi@l) P
‘ b (L pre) e
Or
”% 7—250) %S pTO 2—s
/ G psc/ Y <oli- (i)
1 (1 + pis) 2—s 1 P Po
Donc

Ble) = { 2(m — 2)2w; | [o [ XIPIVORAX + O(em2)  sim > 5 430

O(e?) + € In(2) sim =14

Etape C : finalement,

L pmLO((ep)?)dp

2(m—s)
2

—s

€0 = (m ~ 2wt |

O pE (L)

3 %0 pm+4dp
= € 2(m—s)
0 p2s (1 +p2fs) 2=
PQ
=0 (63 + 63/ p4mdp>
1
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Donc

N
Cle) = { of) simz5 (4.32)

Groupons (4.30), (4.31) et (4.32) dans (4.29), et nous obtenons I’estimation demandé.

OJ

Lemme 4.2.4. Soit f € C*(N) qui vérifient O; f (To) = 0 pour tout i = 1,...,m, m > 4,
alors

f\ 2 (k,s) / |p 2" (k,s)
dX
/ .T} $0 f(%) . |X’s

— 2 (Agf(l’o) + f<x0)Scal§) / ‘X’275’¢’2*(k,s)dX
2m 6m Rm

+ o(€?)

En particulier comme Gxq est une orbite de dimension minimal alors la fonction f = vP

pour tout p # 0 vérifies I’égalité ci dessus

2(k,s)

Preuve : On calcule ||u5]|L2* Cow

aw, . ©N utilisant (4.27) et le développement
135 (@50)°

de Cartan (4.24) et en effectuant un changement de variable r = ¢p

PO

2(ks _dy “ o1 (f(@0) = Clep)® + O((ep)?))
/fl ‘ a(z d3 (7, 7)° m_l/o : oo (14 p2- s)( Ap=n) d

= f(Zg)A(€) — Cwyy—1B(€) + C(€) (4.33)

avec C' = (—AE’JSO) + L{zo) éf,‘;)Scalg)
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dvg

Etape A : On commence a calculer, A(e) : PREXermE

PO

- m—1
‘ P dp
A(€> = wm_l/o 2(m—s)

pr (14 ) T

~+o00 pm—ldp +oo pm—ldp
= Wm-1 / 9 2(m—s) - lo 9 2(m—s)
0 p(l4p*e) o (l4pe)

€

2*(k,s) +00 m—14
= / —‘d) s dX - wm_l / p p2<m_s)
m | X| B s (14 p2s) 2

et
/+oo pmfldp - /+OO dp B em—s
A T U
Par suite
A _ |¢ 27(k.s) m—s
Etape B: Vu que la fonction p #m,s) est intégrable a I’infinie pour tout m > 4,
po(l4p?=s) 2=s
et puisque

+oo m+1d
/ P p2<mis) — 0(6m7572)
Lo ()

Par suite pour tout m > 4, on a

o

< m+3d
O p(LtpPe) e

o m o] m
Y E p"Hdp 2 [ p"Hdp
=€ 2(m—s) — € o0 2(m—s)
O p(I4pr) (14 p2me)

= p°
= Cupt / XPlo m-
Rm

2k)AX + O(e

%) (4.35)
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Etape C : finalement,

PO

C(E):wml/oe p"1O((ep)*)dp

2(m—s)
Pt )

20 m
=0 63/6 p2dp
0 5(1—|— 275)%
p p

Ceci nous permet de conclure

O(€?) sim>5m=4ets<1
Cle)=4 O(EIn(l) sim=4ets=1 (4.36)
O(em?) sim=4ets>1

En rassemblant les différents résultats (4.36), (4.35) et (4.35) dans (4.33), on aura le
résultat annoncé.

0
Lemme 4.2.5. Pour tout g € C°(N), et ¢ €]0,2*(k)[ on a
" g(0) fo (917X o) siq > H4P
/ gla|%dv; = { €7 In(3)g(To) w1+ O(e? In ;) siq =" (437)
v O (e ma) siq < 0

En particulier,

/ . €9(Zo) Jgm [OI*dX +0(e®)  sim =25
guedvg = - 2 1 2 .
N 9(Zo)wse? In(¢) + O(€?) sim=4

Preuve : Le développement de Cartan (4.24) dans la boule B, (Z) et le changement
de coordonnées X = expgo1 (%) permettent d’écrire :
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geq(m;%
/ g|ﬂ€|qu§ :/ g(m—2) dvg
x ¥ (@ dy( 7))

:/ g(expg, (X))e™ 23 (1 + O(|X]?))
By (Z0)

dX

q(m—2)

(e + xS

_ (=24 / 9(@0) T x
g(m=2)
Bpy(70) (€275 + | X|275) 2=
:=A(e) + Ble)

ol pour tout X € B, (Zo), 1(X) = (g(exps, (X)) — g(Zo)) (1 4+ O(|X]*)). Claire-
ment, la fonction 7 est continue sur B, (Zy) et vérifie )1(1mo n(X)=0
—

Etape A en utilisant les coordonnées polaires, on a

a(m=2) dX
A = gla) [ =
Bpo(jo) (62—5 + ‘X|2—5) D

0]

- m—1
m_am=2) E d
= g(ﬂfo)wm—l/ P P
0

g(m—2)

(1+p?75) 2=

On pose

PO

- m—1
< p"dp
S(G) = / g(m—2)
o

1_|_p2—s) 2_s

. m—1 . . .. . ,
On a la fonction p — ———~——; est intégrable au voisinage de O et est inté-
(1+p27s)ﬁ7
2* (k)

grable a I'infinie si ¢ > ==. Donc on distingue 3 cas

Etape Ai: sig > Lék), on a
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S(€> - +o0o pmfldp B +o00 pmfldp
- g(m—2) 00 9 g(m—2)
0 (I+pm) T (4 pre) o

+oo d
| q —'0
= W, /Rm |9[?dX + O (/po p(m2)qm+1>

3

= w,}! / |9|7dX + O (em=2a=m)

, . . 2% (k)
Il s’ensuit que si ¢ > =, ona

Ale) = "2 g(a0) / fglrax +0 (57)

2 (k)
2

Etape Aidi: sig< , par suite il existe C; > 0 tel que

a(m=2) dX
A(E) =¢€ 2 g(xo)/ g(m—2)
Byo (@) (25 + | X [2=5) "5

q(m—2)

< Cie 2 / | X|9m=2ax
BPO(EO)

Or m > q(m — 2), par suite | X|~9™~2 est intégrable sur B, (). Alors :

Ale) =0 <ew>
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pTO dp pTO pm_l 1
= O(e%) + €2 g(To) w1 / = / = — | dp
1P 1 | (L4 p2s)z= p
= (%) + ¢ (L )g(o s
Donc
e (30) fp 010X + O (45) sig > 2
Ale) =< O(eZ) + €= In(2)g(Zo) w1 siq = 2*2('“) (4.38)
Etape B Posons a €]0, po[, par suite
a(m— (X
B < | N —ax
Bpo(0) (€275 + | X |275) 2

m— (X
ge‘“z”/ X ax
By (0)\Ba«(0) (62_8 —+ |X|2_5) 2—s

g(m—2 ~)(
+€<2>/ (X)) 4X
Bal0) (

€25 1 | X[2-) alp=2)

<22 |1l VOl (Byy (0)

Oﬂ(m_2)

[ m—1
g(m—2) - r dr
+e 2wy | sup |7(X)] / Pl
| X |<a 0 (62_S+T2_S> s

(m—2) . (m—2) 5 % mfld
<Cla)e™ T+ T w, (SUP |7I(X)|>/ ( . 5%2)
0

|X|<a 1+ p2—s) 2—s
c m—1
q(m—2) m— 4(m=2) - € d
<C(a)e 7 +€™ "% wyoy | sup [7(X))| / : ﬁm—z)
|X|<a 0 (1 + p27s> 2—s
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On pose
m— % mfld
S() = e [T
0 (14 )"
On distingue trois cas :
Etape B.i: ¢ < QT(M Dans ce cas
B < [ o
Buy(0) (€275 + | X [2-5) 25
<52 sup |7(X " m=l1-a(m=2)q
< p (X)) [wm [ 7 r
|X[<po 0
:O(EQ(W;Q) )
Etape Bii: ¢ > QT(k) Comme dans Etape A de cette preuve, on obtient que

a(m—2) g(m—2)

S(e) = em=*% / 694X + C'(a)e™

Ceci implique qu’il existe D > 0 et C"(«) > 0, tel que

g(m—2)

|B(e)] <Cla)e =

F e sup )] [ 191X+ C (o)
| X|<a R™
< C"(@)e™ 5 4 Den " sup (X))
| X<«

Par suite

B(e ~ m—2)—m
BN < b sup [() + € (@)ertn)
emn 2 | X |<a

OrVe > 0, il existe ap = a(0) tel que pour tout @ < g ona D sup x|, [7(X)| <

¢. D’autre part, il existe ¢g = €(#) > 0 tel que pour tout € < €, on a
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C"(a)etm=2-m < ¢ Alors lim —29L _ = (. En d’autre terme B(e) =
2 e—0 gm— 22
( e q(m—2)>
ole 2
Etape B.ii: ¢ = 2T<k) Comme déja fait dans Etape A du cette preuve

IX|<a (1+ pQ*S)%

g(m— g(m— % (m—l)d
B(o)] <C(@)e™ ™ + 5w, <sup Iﬁ(X)I> / S
0

<Cl@)e® + eFug swp [i00)] (C'a) + )

[ X|<a

=C(a)e? + €2 In <1) D sup |n(X)|

€ | X<«
Avec des arguments similaires que ceux utilisés dans le cas ¢ > Ték) , on
démontre que lim #6)‘1 = 0.
e—0 €2 In(3)
Groupons tous nos calculs, on aura I’estimation demandée.
OJ
Lemme 4.2.6. On pose pour m > 5
]{31 = T Y 2av
Jam [V@]2dX
D1 e XPUBPAX 1 f [XPIV6PAX
27 T2 (k, 5)3m [ \¢||2;(<|l:,s>dX 6m  fon |Vo|2dX
by gL Jen [XPTIO X
3 = *
- o127 ()
2%(k, s)m me =T dx
Alors on a P ( 2)(6 - s)
2 ’ m — — S
rz_ = 4.39
b ke T 122m -2 — s) (4.39)
‘! b (m —2)(m — 4
3 " m — m —
M — 4.40
Ky Crok.e 42m — 2 — s) (4.40)
Preuve : Soient p,q > 0 tel que p — ¢ > 1. On considere /¢ = e (fi—cgp, une
intégration par partie montre que [ = q%[gﬁ. De plus, on peut montrer facilement

1 : . .
que I} =1 o+ gil. Ces deux relation nous permet de trouver les résultats suivants
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qui seront utiles pour le calcul de nos rapports principaux :

p—q—1 qg+1

Maintenant , on va calculer le rapport i—f moyennant (4.41). En effet, on a :

Fa 2 [ XPUIOF DX fo [VOPAX 1 [ [XPIVOPAX
B 2(ks)om BTy L oPAX T 6m o [0PdX
(4.42)

En passant en coordonnées polaire (r, 6), et en posant t = 72~ tel que dr = ﬁt* 2=s dt,

on aura

foo  melg oo gyl
/ GPPdX = w4 / S / e dt (4.43)
Rm 0 (14725 2 2=5Jo  (1+41t) 2=

D’une méme maniere on peut prouver que

—92)2 B +oo t"%sﬂ
/ | X*|Vo[PdX = (m — 2)"wn 1/ S (4.44)
m 2—s 0 (1 _’_t)%-i-Q

En utilisant (4.43) et (4.44) et (4.41), pour ¢ = 5= — 1, p = 222 ‘on aura

m—2)2
o IXPIVOPAX 2w, 0TS (m—2)2(q + 1)(g + 2)

S

Jam loPdX p(p+1)
—9 9 _
_mim—2)(m+2-5s) (4.45)
2(2m —2—s)
D’une facon similaire, on aura pour p = 2(;7‘_ _52) yq=5%—1
me ’X|2_S|¢ 2*(k,s)dX - ];)11_21 _p—q—l " q_|-1 B m(m_4)
Jem [62dX L p+l p 2(m—2)2m—2—>s)
(4.46)
et pour p = 2(;”;5), g=42=2-1
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m |V 29X Jatl 1
Jan [VOPAX ool 2p— 9L gy
meIX—IS,dX I p—1—qg—1

(4.47)

En combinant (4.45), (4.46), et (4.47) dans la formule (4.42) on vérifies (4.39)
O

4.3 Théoreme principal d’existence

Théoreme 4.3.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension n >

3, a € C%M) tel que A, + a est coéreif, G un groupe d’isométries de M, xy € M ,

s €]0,2[ et k € [1,n — 2[ vérifiant I’hypothése 4.0.1. On définit 2*(k,s) = %

2*(k) = 2*(k,0) et on consideére q €]2,2*(k)[ et h € C°(M), h > 0. On suppose que
i)n—Fk>4;

n—k .
n—k—2"

iii) h(zo) > 0.

i) q >

Alors I’équation perturbée de Hardy-Sobolev :

w2 (ks)—1

A = 4+ hut! E
Ju + au dg(:n,Gxo)S + hu (E)

admet une solution non triviale dans C°(M) N H} 5(M). De plus, la solution u est
strictement positive dans M et u € C%*(M) N CLY(M \ {Gzo}), pour tout o €
(0, min{1,2 — s}), v € (0,1).

Preuve : On considere la fonction euclidienne ¢ définie par

X eR™ s (14|X[25) 5. (4.48)

ou m = n — k. Par la notation 3.4.7, c’est une fonction extrémale de 1’inégalité suivante
me IVo2dX

2
|¢|2*(k,s) 2% (k,s)
(S X

Ky(n—k)™" = (4.49)
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soit p > 0, on pose N := By, (po)/G = Bz, (po), une variété compacte de dimen-
sion m > 4. On pose la suite des fonctions tests ().~ définie pour tout € > 0, z € N
par

Et

6255 2:52 ‘
€2—s + dg(ii‘, > )2—5 S1T € BPO(GxO)
Ue = K

m—2
2—s 2—s
€2 .
<—e2—5 n ,0(23_8> siz e M\ B,,(Gxo)
\

Notons que u. € H 12G(M ). Soit la fonctionnelle J, définit au début. Pour tout € > 0, et
t > 0, on pose

2

t 2 (k) . 1 1
Jy(tue) = 3 /M(\Vueﬁ + au?)dv, — /Muf k) du, — — [ huldy,

2%(k, s) dy(z, Gxg)® g Ju
(4.50)
t2 7f2*(k,s) 4
— A, — B. — —C. 4.51
2 2%(k, s) q “>1)

A [(Varaa s [ (Tuf ),
N M\ B (Gao)

::/ Fla|? &) dvg +/ w2 (k) dvg
N dg(Z, 7o) M\ B,y (Gzo) dg(x, Grg)®

::/ h|u€|qd’0§~|—/ hutdvg
N M\B, (Gzo)

avec h(z) = v r=2h(ll(z)), a(z) = v =i=2a(ll(z)), et f(z) = v 2 (II(z))
Notons que, c’est simple a vérifier comme dans que Les lemmes 4.2.3 et 4.2.5 en dehors

&

Q
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de la boule centré en Gxy que

/ (]Vue|§ + aul)dv, = O(e"?)
M\ B,y (Go)
dvy

(k,s) _ O( m—s)
Ue _— €
/]\J\BpO(Gmo) dy(z,Grp)

q(m 2)

/ hutdv, = O(e )
M\Bp, (Go)

En utilisant les égalités ci-dessus, et Les lemmes 4.2.3 et 4.2.5 on aura :

A - Jam [VOPPdX — WSCM (Zo)e* + €2a(To) [qm |0]*dX +0(e*) sim >5
‘ Jas IVO[2PAX — “2Scaly(0)e? In(L) + a(zo)wse? In(L) + o(e? In(L))

sim=4

(= ’¢‘2*(k78) A~f(f0) f(fO) —s *(k,s
B, :f(mo)/m B dX — ¢ 92m + 5 = Scal; m|X|2 19X ®DdX + o(e?)

Em,q<m2 2) ( me |¢| ax + 0( q<m2*2>> sig> 2*ék)
Ce =19 €2 In(2)h(Zo)wn—1 + o(e*In(2)) sig =2k
@) eq<m272>) sig < ﬂ

Par suite, lorsque € — 0

2*(k,s)

|9
mo | X

A, — A ;:/ IVo|?dX , B. — By := f(xo)/ dX, etC, — 0 (4.52)
Rm

Etape I On démontre que pour tout € > 0, il existe un unique ¢, > 0 tel que sup J,(tu.) =
>0
Jy(teue). De plus, t. vérifie
=T.(1 - aoCe + 0o(Cy)) (4.53)

Avec T = (A B!

1 ) .. ..
)T E=2 g > 0, et la suite ¢, converge et sa limite ¢, vérifie
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Etape I

En effet qu(tué) s’annule pour ¢ = 0 ou bien pour t vérifie I’équation (£, ) suivante
A= flt) =t EI72B 4 1172C, (Eo)

D’autre part, A. > 0, B.,C. > 0 et f. est une fonction strictement croissante
alors il existe un unique ¢, > 0 vérifiant (/) et étant le maximum pour ¢ > 0 de
Jy(tue). Or

t¥®=2p — A — 1720, < A,

Il s’ensuitque t, < T, = (A.B! )2*(k -2, Mais d’apres (4.52), T, — (AO )2*(’“ )=
Par suite, (t.).~o est bornée, et il existe donc t, > 0 telle que ¢, — t, lorsque
¢ — 0. En passant a la limite dans (F,), on obtient que tg*(k’s)”BO =A.

En outre ¢, vérifie (E,), on a donc

( tq 2C’B )Wla)ﬂ
T( q 2A 10)2*(k5)2
T, (1 — aoC, + o(C.))

tq2—1

A
Avec oy = W Ceci termine notre étape.

On démontre qu’a sous suite pres de (u ,ona
€)e>0

2% (k,s) T(‘)Z
Jy(teue) = cnps (I(ue)) T2 — —=C, + o(C,) (4.54)
q
Avec ¢, 1 s = 2(n2:k873) et
T = [y (IVue? + aue)du,

2
2% (k,s) ___dvg 2% (k,s)
d9($7G$0)S

<fM |ue

En effet, les développement (4.50) et (4.53) de J,(tu,) et t. impliquent
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27 (o) ta
Talteue) =5 A = 55 Be = 4

T2*(k,s)
(1= 2%(k,8)aC, + o(C.))B.

T2
:7(1 —20C, + 0o(C,)) A > (hs)

Tq
— 76(1 — qapCe + 0o(C,))C.
7 k) . Ta
B, + ag(—T?A 4+ T* *9) B, + TC.)C. — ~<C. + o(C.)
q

T? .
=€ A, —
2 2%(k, s)
(4.55)
Mais
~T2A +T**9)B, =0 (4.56)
et
2*(k,s * (ks
T_GQA _ T€ ( )B _ 1_ 1 A23(k<f57)32 (B_l)m
27 2¢(k,s)C \2 2%(k,s)) " ° ‘
2* (k,s)
A 2% (k,5)—2
= Cn,k,s <—§)
B€2*(k,s)
2% (k,s)
= Cnps (L(u))THo=2 (4.57)
Combinons (4.55), (4.56) et (4.57), nous trouvons (4.54).
Etape ITI On démontre que
LR T (u) = 14
AT (Es)
—-—Agf_(%)> €2 + o(€?) sim > 57(4.58)
sim =4,

{ (k:la(:zo) — koScaly(Zo) + ks e
ws (faa [VOPAX) ™ (a(70) — 4Scaly) (L) + o (¢ In(2))

Ou ky, ko, ks sont des constantes comme dans le Lemme 4.2.6. On distingue 2 cas

Etape IIL.a m = 4. Dans ce cas on a

2

I(u) Oy + Cywse? ln(%)o (62 ln(%))
U) =
(C5 + Cy€e? + o(€2)) 7 xa)

127



CHAPITRE 4. EQUATION DE HARDY-SOBOLEV PERTURBEE EN PRESENCE

D’ISOMETRIE
ou
¢ = [ Ivopax
R4
1

02 = C_L(fo) — gscalg(fo)
s = ey [ 1 0%

= f(x

’ Y X
T ALz *
04 _ (f(2x40)scal§(x0) + gf8(x0)) / |X‘2_5’¢ 2 (k7s)dX
Rm

il s’ensuit que :

I(u) 1 Cy + Cywse? ln(%)2+0(e2 ln(%))
Ue) = 2 2
C;*(k,s) (1 + g—iEz + 0(62)) 2% (k,s)

Cy + Cowse? ln(%) +o (62 n(%)))

14 525 2 4 0(62;
D0 s o)

2% (k,s)Cs

a |

1
C1 + Cowse*In(=) + o (62 In(
€

I

i)

K =

?-I\J
TN TN

1
Cy + Chrwse? ln(;) + 0(62))

1 1
= — + —wse?In(=) + o (62 1n(—)>
o . c

€

Ks(n—k) o Cy g 1 21 (L
— (m) <1+aw36 ln(z) +ole€ ln(z)

La proposition est démontrée dans ce cas-la

Etape III.b m > 5. Dans ce cas on a

2 2
I(u,) = Cy + Cae” + o(€?) 2
(Cg + 0462 + 0(052))m
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ou
Cy = / [Vo[*dX
Rm

1
Cy = alio) / OAX — < Sealy (7o) / X2V e[2dx

_ ‘¢ 2*(k,s)
CSZf(:EO)/ ’X’S dX

Cy=— (fé%)Scalg(Eo) + Agf(fo)) /Rm | X|*%|¢

m 2m

2*(k,s)dX

Il s’ensuit que :

Iu) 1 C1 + Coe?® + o(€?)
€/ — 2 2
Cy ™ I <1 + %62 + 0(62)> sk
1 Cy + Cae® + o(€?)
cFEm \ 1+ a6 + o)
1 2 2 204 2 2
_ R
C% (C1 + Cae® + 0(€?)) ( 2*(15’8)036 + o(€?)
3
| 20:Cs N\ 4
o 0+ (G- gy ol
3
C C 2C4C
- ——+ | ——- —— | € +o()
oD CZ0D ik, )T ®
2
= Cﬁ Ci <% - —2* kC’4 C ) ez + 0(62)
C’;*(’“’” C;*(k,s) 1 ( ,8) 3

On voit clairement que

Cy 20y
Cl 2*(]6,8)03

= k?ld([f'o) - k?gscalg(i’o) + ]{73

Et par la (4.49) que
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Ol o Ks(n—k:)_l

2 1— 2
ng*(k,s) AT (k)

le Lemme 4.2.6 termine le preuve de ce cas.

Etape IV On montre qu’il existe une constante ¢ > 0 qui vérifient

2% (k,s)
KS _ k 2% (k,s)—2 q(m— a(m—
Jy(teue) < s ((n—2)> — ch(zg)e™™ 2 +o(e™” = 2))
AT
Pourm > 5
Kyn—k)™! A f(z
I(u) < <n—2) +hs <a(x0) — Cps5caly(To) + ¢, SM) €+ o(€)
AT " w0 (7o)
(4.59)
avec, comme dans (4.39),
, _(m=2)6-5) , _ (m—2)(m—4)
Cnks — et Cnks —
e 12(2m — 2 — s) o 42m — 2 — s)
Par suite, il existe k5 := k;5(m, s) > 0 tel que
Jq(teue)
K k; 2% (k,s) A _
_ T (k,5) 2 _ (5
S Cn.k,s <S(n—2)) + k6 (CL(ZL’()) — C/nk sScalg(fo) + Clri k SM) 62
AT " = f(Zo)
)
+o(e°) — —C. + o(C,) (4.60)
q
avec
_a(m=2) — g(m—2) _a(m=2)
Co=¢€"" 2 h(xo)/ |6]7dX + O (e 2 ) +o(e" 7 )

- N . _a(m=2) . PRI
Orm — w < 2,1l s’ensuit que € = o(e™ e ) ce qui prouve notre égalité.

Pour m = 4, par les étapes précédents il existe kg := kg(m, s) > 0 tel que
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Ky(n—k)~ 1 1
I(u,) < # + ks (a(Zo) — ¢, 4 ,Scalz(To)) € In(=) + o (e2 ln(—)>
AT 2F (k) R € €
Ceci implique que
Jy(teue)
K 1 2*(k,)s) .
_ 2% (k,s)—2
< Cnjk,s (%) + ke (@(Zo) — ¢, 4 ,Scaly(Zo)) € In(=)
A T2 (ks €
o LY 1o
+oleln(-) | ——C.+o0(C) 4.61)
€ q

Dans ce cas

C. = = TR(,) / B7AX + o(eh1)
Rm

Ensuite, € In(2) = o(C.) ce qui prouve le reste de notre étape.

En utilisant le fait que h(x¢) > 0 dans (4.59), on arrive a vérifier les conditions du
théoreme 4.1.9, et cela implique la preuve de ce théoreme.
0
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Phénomenes de concentration dans un
probleme surcritique invariant par
isomeétries






Etat de I’art : Théorie H; de Blow-up
pour les équation de Hardy-Sobolev en

présence d’isométries

Comme dans les chapitres précédents, on se donne (M, g) une variété Riemannienne
compacte sans bord de dimension n, G un groupe fermé d’isométries de (M, g) et k :=
51211\141 dim Gz > 1 ou Gz est I'orbite du point x sous I’action de GG. Posons zy € G
tel que dimGxy = k. Rappelons, voir la section 3.1 du Chapitre 3, qu’il existe {2 un
ouvert dense de M tel que €2/G est une variété lisse qu’on peut munir d’une distance
Riemannienne g telle que la surjection 2 — €2/G’ est une submersion Riemannienne.

On pose alors

avec 0(z) = Vol(Gz). On suppose

Hypothese 5.0.1. Pour tout Gxo, un G—orbite de dimension k > 1, il existe d > 0, et
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HARDY-SOBOLEV EN PRESENCE D’ISOMETRIES

G" un sous groupe fermé de 1som,(M) tel que :
(Hy) : G'zg = Gxg
Et pour tout © € Bs(Gxy) :=={y € M/d,(y; Gxo) < §}
(H,) : G'x est principale, et G'z C Gu

En particulier dimG'z = dimGxy = k, Vo € Bs(Gxp).

On considere alors la (n — k) variété Riemannienne quotient N := Bs(Gxg)/G'.

Cette variété est alors munie des métrique g et g.

On fait dans ce chapitre, une étude détaillé du théoreme principal vu dans Saintier [40],
dans le cas spécifique ou p = 2. Cet étude nous sera utile pour les chapitres suivants et de
plus nous aide a comprendre 'idée de "Blow-up" des solutions dans le cas sur-critique
de point de vue de I’injection de Sobolev. On considére des fonctions v € C?(M) qui

sont G —invariantes et solutions de

Agu+ heu = fu2*(k)_1 (EY)

—k—2
pace H (M) (vu dans le chapitre 3), f € C''(M) est G-invariante et (h.) est une fa-

mille de fonctions continues G—invariantes telle qu’il existe hy € C°(M) G—invariante

ici 2*(k) = i(”,;_k) le puissance critique au point de vue de I’injection de Sobolev de I’es-

telle que
lir% he = hq uniformément dans C°(M). (5.1)
€E—>

Une solution de (E,) est une solution faible dans HZ(M ), de plus on suppose que 1’opé-
rateur hg + A4 est coercif au sens qu’il existe A > 0 tel que Vu € Hf (M) :

/M{|Vu|2 + hou?}dv, > )\||u||§{%(M) (5.2)

Notons que (5.2) est vraie si et seulement si pour tout . € H; (M) , on peut trouver
A >0, tel que [, {|Vul* + hou}dvg > A[ul |75

Remarque 5.0.2. Une condition nécessaire pour que (E.) admet une solution u est que

le Ixré%(f(x) >0
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Preuve : Multiplions (E,) par u et intégrons par parties en utilisant la coercivité, on

arrive :
/M Fu dvy = Ml Bz, +0(1)

Soit u solution de(E,) alors :

/{Au.u+heu2}dvg:/ fu* dv,
M M

passant a la limite lorsque € — 0

/ {Au + hou?}do, :/ fu? B du,
M M
/M{(Vu.Vu) + hou?}dv, = /M fu? By, > AH”H?{?(M) >0

Alors f est strictement positif dans un voisinage d’un certain x, par suite Imax flz) >
xE
0 0

On pose I’équation limite limite d’équation quand € — 0
Agu+ hou = fu? 7t (Eo)

Et pour tout € > 0, posons u. G-invariant solution faible de (E. ), de plus on suppose que
u. est borné dans HZ(M). Le but de ce chapitre est de décrire le profile asymptotiques
pour les solutions u.. En fait, référant a Saintier [39] dans le contexte Euclidienne ot le
groupe d’isométries est réduite pour 1’identité, on sait que u, peut étre écrite comme la
somme d’une solution faible de 1’équation limite (%) plus un somme finie de bulles et

une suite qui converge fortement vers 0 dans HZ(M).

5.1 Bulles

On définie une bulle dans notre contexte :

Définition 5.1.1. Soit (x.) une suite des points qui converge vers xo € M tel que
dimGxzy = k. On suppose valide I’hypothese 5.0.1 : il existe alors G' et § qui véri-
fie (Hy) et (Hy), et soit (R.) C [0; 00| tel que R, — +00 lorsque € — 0, et on pose
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w € HZ(R"*) solution positif de :
AD = f(zo)vol(Gao) 7z W1 (Ew)
On définit la bulle (B,) de centre (z.) et de poids (R.) par :

_ n—k—2

B(Z) =1z 5 (Z)Re ? @D(Rg(exp;j(f))) pourt € N (5.3)

Puis, on définit une bulle B, de centre x. et de poids R, comme la G'-invariante fonction

qui satisfait B, = B.ollavecIl : Bs(Gxo) — N la surjection canonique.

Remarque 5.1.2. Un bulle généralisée est définie d’'une méme maniére que la bulle
normale, en prenant une solution non triviale et non nécessairement positive du systeme

Euclidienne suivant :
Au = f(ar;o)VOZ(G:I;O)7nfif2 |u]2*(k)*1u (5.4)

On remarque que cette définition étend clairement la définition habituelle d’une bulle

au cas de fonctions G-invariantes.

Définition 5.1.3. On définit ’énergie généralisée d’une bulle par :

ou u est une solution non triviale de (5.4).

Proposition 5.1.4. on a

n—k—2 1

E(B) > f(zo)” 2 Vol(Gxy)

kKO(n — )k (5.6)

01t Ko(n — k) est la meilleure constante de Sobolev pour Iinjection de D?(R"~*) dans
L¥ (®)(R"=*) donnée par (3.18).

Preuve : Soit u € C%(R"*) solution non trivial de 1’équation critique (5.4). D’aprés

la définition de la constante de Sobolev euclidienne ( voir chapitre 3 ou Faget [17]), on
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a
R"fk Rnfk
2* (k)
< Ko(n — k)" ® (/ Ivu|2d£>
Rn—k
Par suite

/ VulPde > Ko(n — k)~ f(z0)~ "> Vol(Gao)
Rn—k

En utilisant I’inégalité ci-dessus dans la définition de I’énergie d’une bulle (5.5), on aura

_m=2

B(B)= ¢ Ank|Vu|2—f(x°)V§i<(if0) ~[

n—k—2 1
> f(w) ™" Vol(Gro) == Ko(n — k)"~

2* (k)

O

Remarque 5.1.5. Si on pose A le volume minimal des G—orbite de dimension k, alors

en utilisant (5.6) on peut vérifier facilement que :

n—k—2

E(B) > (max f(x))_ ) ﬁl{o(n — )k (5.7)

zeM

Définition 5.1.6. Soit (u.) une suite de Palais-Smale pour pour le fonctionnel 1, définie

sur HX(M) comme suit

1 1 X
1w =5 [ Vuldn, = s [l O, 1)

qui converge faiblement vers 0 dans H?(M). Supposons qu’il existe xy € M tel que

pour tout ) > 0, ona:

lim sup / flval* ®Pdo, >0 (5.8)
Bs(Gxo)

a—0o0

Alors, I’orbite Gz dans ce cas est appelé orbite de concentration.
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Lemme 5.1.7. Soit (M, g) est une variété Riemannienne lisse et compacte de dimension
n, et soit un sous-groupe d’isométries G qui vérifie I’hypothése 5.0.1. On se donne
(un)n est une suite bornée dans Hy (M) tel que (uy) converge faiblement vers u

dans H:(M), et supposons

|Vuy|*dv, — p (en mesure)

lun|* B dv, — v (en mesure)

Ou |1 et v sont deux mesures positives bornées. Alors :

1. 11 existe un ensemble dénombrable J C N, une suite des points (z;);c; € M et

une suite des nombres positifs et (v;) ey €]0; 00| telles que :

V= ’u‘2* + Z:u’j(scxj
jeJ

avec 6¢.(¢) = [, ¢(0z)do on do est la mesure de Haar sur G.

2. Deplusona:

p> | Vul* + Z Vi0Ga,

jeJ
Pour pi; > 0 qui satisfait

2
*

KO(TL— k)
vy SM;’F

Preuve : La preuve de ce Lemme est du méme type que celle du Lemme 1.1 de
Lions [37]. O

Proposition 5.1.8 (Saintier [40]). On se donne une variété Riemannienne (M, g) et
un groupe d’isométries G qui satisfont les hypothese 5.0.1. On se donne une suite de
Palais-Smale v, pour (I,) dans H? (M) qui converge faiblement vers 0 dans H7 (M) et
pas fortement. Alors il existe un nombre fini d’orbite de concentration. Si Gxq est 'un

d’eux alors dimGxo = k et f(xg) > 0. De plus Gy est une orbite de concentration
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pour v, si et seulement si pour tout § > (0

lim sup/ |Vve|zdvg >0 (5.9)
Bs(Gxo)

e—0

Preuve : Supposons que Gz est une orbite de concentration, et supposons de plus
que dim Gzg = k' > k. D’apres Faget [17]

30 > 0 tel que dimGx > k' > k , Vo € Bs(Gxo)

Soit " €]0; [, par I’injection de Sobolev en présence d’isométries ( voir chapitre 3), si

n — k' < 2 alors I'injection de H7.,(Bs (Gxo)) dans L¥®)(Bs(Gxy)) est continue et
(n k)
k/
réutilisant ’injection de Sobolev en présence d’isométries on vérifie que H ij(Bg/ (Gxp))

compact. d’autre part si n — k' > 2 alors on peut vérifier que 2*(k) < alors en

injecte continuement et compacte dans L?**)( Bs (Gxg)) or u, converge faiblement dans
HZ(M) vers 0, alors aussi dans H?(Bs(Gxg)) par suite (u.) — 0 fortement dans
L¥®)(Bs (Gay)), done V&' €]0; 6] :

/ FlodZ O dvy < 1l llvel e (5 canyy = 0
By(G%o)

Ce qui contredit (5.8), et par suite dimGzy = k

D’autre part v, et borné dans f;G(M ) alors Jy; v deux mesures positives G —invariants
tel que |vc|?>" ®dv, et |Vv|?dv, convergent faiblement vers eux.

Soit a« > 0 d’apres Faget [17], il existe C, > 0 tel que pour tout o > 0 et pour tout

¢ € C(M) G-invariante fonction, on a :

2
(/ |pv|* ¢ k)dv> n
€ g

< (% )/ IV (¢ve)|2dv, + C, / |pv|*dv, (5.10)

Passant a la limite lorrsque € — 0, et puis « — 0, en notant que v. — 0 dans LQ(M ),

(/ |¢2*(k)dy> (%) - (M) 62
M An—% M
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Et ceci est vrai pour tout ¢ € C'(M) G-invariante. Appliquons maintenant le Lemme
5.1.7, on trouve une ensemble J C N dénombrable et une famille (z;);c; de points
distincts de M et (v;);e; (115) e €]0; 00[ tel que :

o Pdvy = v =>"v;das, (5.11)
jeJ
VoelPdvg = p =y i, (5.12)
jeJ
2 Koln —k
ij (%) < Mj% (5.13)

avec 0ga, (@) = [, ¢(oz;)do = | G, ¢djig.,. En particulier si ¢ est G-invariants alors
dcz; (¢) = ¢(x;). Soit ¢ € C(M) alors :

DIy(ve)(vep) = o(1)
_ 2 B 2% (k)
/M]Vv€| dvg+/MU€(Vv€,V¢)dvg /qub]ve\ du,

En utilisant Holder, le deuxieme intégrale converge vers 0. Passons a la limite dans

I’expression précédente, on arrive 2 montrer que pour tout ¢ € C'(M),ona:
[ odn= [ osav
M M
Donc y1 = f = v en particulier , Vi € J
w(Gx;) = fdv
G:Di

Alors

wi < f ()i

142



5.1 BULLES

Alors Vi € J, f(x;) > 0. En utilisant (5.11) on peut vérifier que Vi € .J

L AKo(n - k)(k=n)/2 L AKo(n - k)(k=n)/2

Vi

T @) T (max )
ARKy(n — k)Em/2 ARy (n — k)E=)/?
/J‘Z Z 0 n—k—2 Z : n—k—2

Or, v est une suite de Palais-Smale pour (/,) pour certain 3, alors

(max f)*%

AK(n — k) E—n)/2
50:/ Vo2duy +0(1) > 3 py > card(y =R
. 2. ———

Par suite J est finie et donc v, admet un nombre finie d’orbite de concentration et
p=fv=> vif(z;)0cs, (5.14)
jeJ

En utilisant cette formule, en peut déduire directement 1’équivalence du formule (5.9).
O

Corollaire 5.1.9. On conserve les mémes hypothéses sur (M, g) et G. Soit Gz une
orbite de concentration pour v., alors Xy est un point de concentration pour v, dans le

sens : Pour tout 6 > 0 et assez petit

lim sup/ |Vﬁ€|§dvg >0
Bzy (6)

e—0

Preuve : Soit Gz, une orbite de concentration, d’apres la Proposition 5.1.8 on a
dimGzy = k. Appliquons I’hypothese 5.0.1, alors il existe d, > 0 et un sous groupe G’
de Isomy(M) tel que (H;) et (Hs) sont vérifiées. Par suite, pour tout 6 €]0;dp[ on a :

/ ]Vvegdvg:/ |V@|§@Edvg:/ Va2
Bs(Gzo) Bz, (9) Bz, (9)

0 0o

On pose :

m = inf v(x)n—iﬂ: inf  Vol(Il %)
ZE€Bz((0) ZEBz( (0)
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et

M:= sup v(x)7F 2= sup Vol(II''z)
T€Bsz,(9) TE€Bz ()

Par suite, pour tout T € Bz, (8), on a +:d;(Z; To) < d;(Z; o) < +d;(T; o). Par consé-

3=

quence

O

Proposition 5.1.10 (Saintier [40]). On se donne (M, g) et G qui vérifient les hypotheéses
de la Proposition 5.1.8. En particulier, I’hypothese 5.0.1 a lieu, et on se donne une orbite
Gz qui vérifie cette hypothese. Soit une suite de Palais-Smale dans v. € H fG(M ) pour
(I,) qui converge faiblement vers 0 dans H?(M) et pas fortement. Alors (v.) est une

suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle (I3) définie sur Hi(N) par :

_ 1 _ 1 _
(@) = 5 [ Vv 5 [ fla

oit N = By, (Go) /G

ox ____ 2
v n—k-2 dvg (]g)

Preuve : Soit ¢ € C°(N) et ¢ € C(B;,(Gxy) tel que ¢ o I1 = ¢. En utilisant les
meme arguments vue dans le Chapitre 3, dans les Propositions 4.1.2 et 4.1.3, on a (/)
est bien définie est aussi C'(N). D’autre part (v,) est une suite de Palais-Smale pour

(I4), on a alors

:/ (Vve,ng)gdvg—/ f|ve|§*(k)—%ﬁ¢dvg
Bs, (Gzo)

Bs, (Gzo)

— / (V. Vo)godug — / flve* B =25, pv.dv,
Bio(‘s)

Bz (3)

/ (Vi V) sdu; — / Floe® ©-20,3dv,
Bay (6) Bay (6)
= (I}(e), )
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Proposition 5.1.11 (Saintier [40]). On se donne (M, g) et G qui vérifient les hypothéses
de la Proposition 5.1.8. En particulier, I’hypothese 5.0.1 a lieu. Soit une suite de Palais-
Smale v, pour (I,) qui converge faiblement vers 0 dans H?(M) et pas fortement. Alors,
il existe une suite T. € N, et une suite R, — 400 tel que pour 6 > 0 assez petit, la suite
. définie pour tout X € By(R.5) C R"™* comme suit

n—k—2

5(X) =R ? o.(exp,, (RTIX))

converge localement fortement dans H?(R"~*) vers w, ot w est une solution de

Aeth = f(20)Vol(Go) 7t [w]|* P20 (5.15)

Preuve : D’apres la Proposition 5.1.8 il existe une orbite de concentration GGx; pour
e, et par suite Gz est dite une orbite de concentration tel que dimGzy = k. En utilisant
notre hypothese 5.0.1 , on peut trouver 6y > 0, et un sous groupe d’isométries GG’ de

Isom, (M) qui satisfait (H;) et (Hz) sur Bas(Gxp). Par suite, pour tout ¢ > 0 on pose :

1e(t) = max / Vo, 2du,
Bz(t)

TeEN

Comme vue dans la Proposition 5.1.8, il existe Ay > 0 tel que, a une sous suite pres,
f1e(do) = / VT [5dvg > Ao
Bay (60)

Or 1 est continue alors pour toute A €]0; \o[, on peut trouver ¢, €]|0;do[ et Z. € N tel

que T, — T lorsque € — 0. Alors, on a pour tout €

pe(te) = max/ [VU2dvg = A
Bie (tG)

TeN

Par la Proposition 5.1.10, on sait que v, est une suite de Palais-Smale pour (/). D’apres
Saintier [39], il existe une suite R, — +oo et w € D?(R" %) le complété de C=°(R™"*)
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pour la norme u — ||Vul|2, tel que :
. — 1 localement dans HZ(R" ") et @ # 0 (5.16)

Il nous reste donc a montrer que @ vérifie 1 (5.15). Pour cela, soit ¢ € C®(R" ), et
R > 0 tel que suppp C Bo(R). Pour tout € assez petit, on définit ¢, € C°(N) par :

n—k—2

¢(T) = R > ¢(R(exp; (7))

C’est simplement vue que ¢, est borné dans HZ(N). D’autre part, on a
o(1) = (I;(5.). ée) = / (Y3, V) du,
Bo(R)

Ou ¢, est la métrique définie sur la boule Euclidienne X € By(R.0) C R*™* , pour

tout ¢ €]0, if’(QjO) [, ol 75(To) est le rayon d’injectivité de (IV, §) au point Z, par :

3e(X) = (exp;, 9) (R X)

Comme R. — +o0 alors g. converge vers la métrique Euclidienne £ localement unifor-

mément. Alors, passons a la limite et utilisons (5.16), on aura :

2*(k)_2v¢dx

/ (Vo, Vo)eda — F(ao)o(a) s / v
Rn—k Rn—k

alors w est une solution faible de notre systeme. D’autre part, en utilisant des théo-
reme de régularité standard pour les opérateur elliptique comme le théoreme vue dans

la proposition 3.5.4, on termine la preuve de notre proposition 0J

Théoréme 5.1.12. [Saintier [40]] On se donne (M, g) et G qui vérifient les hypothéses
de la Proposition 5.1.8. En particulier, [’hypotheése 5.0.1 a lieu. Soit le fonctionnelle 1,
définit sur H} (M) par

1 1
1w =5 [ Vuldn, — 5 [l

Supposons que (v.)c>q est une suite de Palais-Smale de 1,, tel qu’elle converge faible-

2* (k) d’Ug

ment vers 0 dans dans H? (M) et pas fortement. Alors il existe une bulle généralisé
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(B.) = B tel que w, := v, — B, est une suite de Palais-Smale pour 1, qui converge
faiblement vers 0 dans H?(M). De plus I,(w.) = I,(v.) — E(B) + o(1)

Preuve : Notons que les fonctions Cg°(M ) sont denses dans H7 (M ), alors on peut
supposer que v, est lisse. D’autre part v, ne converge pas fortement vers 0 dans HZ (M),
il existe Sy > 0 tel que :

/ [Vuel2dvg = By + o(1) (5.17)
M

D’autre part, (I (v),v:) = o(1), donc on a

/ flod* Wdo, = By + o(1) (5.18)
M

L’orbite G'zy dans ce cas est une orbite de concentration, par suite utilisons la Propo-
sition 5.1.10, (7.) est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle (/;) définie sur
H?(N) par:

_ 1 _ 1 .
() =5 [ (vakdv— 5 [ fia

ou N = By, (Gxy)/G". D autre part, par la Proposition 5.1.11, il existe une suite 7. € N,

2
2*17_ n—k—2 d?]g

et une suite R, — o0 tel que pour § > 0 assez petit, lasuite 0. = Rc  * Tc(exp; (R, 'X))
définie pour tout X € By(R.5) C R"* converge localement fortement dans HZ(R™*)

2"(k)=25. Soient maintenant

vers W, ou W vérifie A = f(xO)Vol(Ga:O)_ﬁm

— n—k—2 _
5 > 0 assez petit, et B(7) = 1, s(1)R. * @R, exp;(7)) et on pose w, = 1. — B.
Alors par Saintier [39], on a que B, converge faiblement vers 0 dans H?(N) et plus

I%(Be + w.) converge fortement vers 0 dans le dual de H7(N), de plus

I5(we) = I3(ve) — E(w) + o(1) (5.19)

ou

1 i Flao)o(zo) T2 o
E(w) = §/R B |Vw\§dX LG 2(*&?) /R B w|* ®da

On définit la bulle (B,) par la relation B, = B, o Il et w, = v, — B,. On montre que
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B. — 0 car v, — 0, or comme B, est bornée dans [{ va,(M ) alors il suffit de montrer
que B, — 0 dans L*(M).

Soity) € L2, (M), et € L*(N, §) tel que ¢» = 1poll dans Bys(Gxy). Par le convergence
faible de B, vers 0 dans le dual de H?(N) , ona

_ o 2
/ B.pdu, = / Bt " dug — 0
M N

Par suite B, converge faiblement vers 0 dans L%, (M), et comme B, est bornée dans

H? (M), alors elle converge faiblement vers 0 dans H7(M). Par suite on a
w, — 0 dans H; (M) (5.20)

D’autre part, soit ¢ € H{.;(M), § €]0;d0[ et no = g 35 € C°(Bes(Gao)). Pour e
assez petit tel que dy(Zo; Z.) < 6, alorson a :

o), (md)) +

I (w o(we), (1 —1m0)9))
I (w )(770<Z5)>

(I
(I(ve), (1 = m0)))

On pose :

ol o est la mesure de probabilité de Haar sur G, alors :

o(1 )||¢G||H2(M) <I’(w5) ¢c)

:/G(/M(VU;E;v(qaoa))dvg) da—/ (/ flw 2 ¢00)dvg)d

= m(G)(Ly(we), ¢)
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Par I’inégalité de Holder, on a :

ol = | ] [ Vtoonas

2

2
dvg+/
M

/G ($00)do

2
dyy < H¢HH12(M)

Par conséquence (I (w.), ¢) = o(1)||¢]| H2(a)» Alors we est une suite de Palais-Smale

de I,. D’autre part en utilisant (5.19) on a

Iy (we)
1

1
=— ’VUG‘QdU YV RY / f‘ve
2 /M\BQ(S(Gm) 2 (k) M\ Bas(Gzo)

+ ]g(l_le) - E(w) + 0(1)
=I,(ve) — E(w) + o(1)

2* (k) d’Ug

En rappelons que w # 0, cela termine le preuve du théoréme.

5.2 Décomposition H?
On se donne les fonctionnelles suivantes :

€ 1 2 1 2 1
Ig(u)zi/M|Vu|gdvg+§/Mhe|u| dvg—m/Mﬂu

2*(k)dvg

2*(k)dvg

1 1 1
0 2 2
I (u) = §/M|Vu|gdvg+§/th|u| dvg—m/Mﬂu

Et posons (u.) une suite de Palais-Smale de I}

(5.21)

(5.22)

Lemme 5.2.1. Pour tout p >, il exite § = 6(p) €]0,1[ et ¢ = ¢(p) > 0 tel que pour tout

x,y €ER*ona

o+ yP 2 (x +y) — 2P 22— |y|P 2y | < e (| =P yl® + Jy[P 0]

[z +yl? = [2” = [yP| < e (J2lyl” + 7| 2]")

Preuve : Le preuve de ce Lemme est identique au preuve de le Lemme 4.1.1
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Théoreme 5.2.2 (Saintier [40]). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans
bord de dimension n et soit G un sous-groupe d’isométries de G dont les orbites sont de
dimension minimale k > 1. On suppose que n — k > 3 et que I’hypothese 5.0.1 a lieu.
Soit (u)eso une suite de solutions G—invariantes de (E.) bornée dans H(M) . Alors
il existe ug € HiG(M) tel que uy = 0 ou ug > 0 solution de (Ey). De plus il existe |

bulles B' = (B!), i = 1;.....;1 tel que, a une sous suite pres,

l
ug =uog+ » Bi+S, (5.23)

i=1
o S, —> 0 fortement dans H:(M) et
l .
I(ue) = I0(uo) + Y E(B') + o(1) (5.24)

=1

ou les fonctionnelles 1] et 1.° sont définies sur H2(M) par (5.21) et (5.22), et I’énergie
de bulles E(B") est définie par (5.5).

Preuve : le preuve est faite par étapes

Etape 1 On montre que pour toute suite (uy)yen de Palais-Smale pour /¢ au niveau /3, ou
S € R,ona (uy) est bornée dans HZ(M).
En effet on a

1 1 1 "
3 /M [Vuy|2dv, + 3 /Mheu?vdvg “rm /Mf\uN\z ®dv, = B+ o(1)

On pose ||u]| = \/fM(|Vu\2 + heu?)dvg, et on note ay = ||uy|]® et by =

Jos Flun* ®du,, alors :

1 1

D’autre part D(I5)(uy) — 0, alors pour tout ¢ € H{(M), on a

(D) (un), ) < DU (wn)l| gz any- [0 2 )
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Etape 2

Etape 3

Par suite
[(D(Ig) (un), un)| < [IDUg) ()| g2 any-llunl | gz ary = ollunllgz )
Etona: D(I§)(uy)un] = lun|]* — [os [lun*®duv, Donc
an = by + o(|lun]|) (5.26)

En groupant (5.25) et (5.26) on arrive a montrer que ay et by sont bornés et par
conséquence uy est borné dans HZ(M).

. Soit (uc)e>o une suite de Palais-Smale pour [ tel que u. converge faiblement
vers uy dans HZ (M) alors ug est une solution de I’équation limite (Ey)

Par la définition d’une suite de Palais-Smale, on sait que pour toute ¢p € C°(M) :

/M<Vu5,v¢>dvg—F/Mfzeue¢d1;g—/Mf|u6

Or u, — wg dans HZ(M), alors par I’injection continue de I’espace de Sobolev

2*(k)_2uegbdvg =o(l) (5.27)

H?(M) dans L?(M), et quitte & remplacer u, par une sous suite on peut SUpposer
que U, converge Vers 1, presque pour tout z € M et aussi dans L?(M ). Par suite

passons a la limite dans (5.27) on aura :

/M(Vuo.ng>dvg —|—/Mh0u0¢dvg — /Mf]uo

Et ceci est vrai V¢ € C2°(M). En particulier v est solution faible de I’équation

2 =2y pdv, = 0

limite (L)), et de plus, comme le convergence est presque pour tout x € M, alors
uy € i (M)

Soit u, une suite de Palais-Smale pour ] tel que u. converge faiblement dans
H12(M ) vers ug, et posons v, = u. — uy donc v, est une suite de Palais-Smale
pour I, et de plus

Ly(ve) = Ig(uc) — 1% (uo) + o(1)
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Ona:

15 (ue) = Ig(uo) + Iy(ve)

+ / (IV(ve + uo)|2 = [Vuol2 — [Vu2) dug (A)
M

/ he (Jve + uol* = |uo|?) du, (B)
M

b 2 (k) _
@y J, 7 okl =

Mais v, converge fortement vers 0 dans L?(M), alors B — 0 lorsque ¢ — 0.

27(k) _ |ug

2% (k;)) dvg (C)

D’autre part d’apres 1’étape précédente, on a que uq est une solution de 1’équation
limite (F). Par suite, en appliquant le lemme de Brezis-Lieb [8], on peut déduire

que A et C' converge vers 0, alors :
Io(ue) = Ig(uo) + Iy(ve) + o(1)
Notons que I (ug) = I{(uo) + o(1) alors Iy(ve) = Ig(uc) — 15°(ug) + o(1) est

borné, et il nous reste de montrer que DI,(v.) converge vers 0 dans le dual de
HZ(M). Soit ¢ € C2°(M ), comme on a ug est une solution faible de (Ej) :

<D[§(u€),¢> - <D]g(ve>7¢> :—/Mfwed)dUng/M(VUe,V@dUg
—/ (VUE,ng)dvg—i-/ heucpdog
M M
—/ f|U0
M
:—/ fw6¢dvg+/ (Vue, Vo)du,
M M
—/ (VUE,V@dvg—F/ heucpduo,
M M
—/ houoqﬁdvg—/ (Vug, Vo)du,
M M
:/ (V(ue —ve — up), Vo)du,
M

_/Mf¢6¢dvg+/Mheu€¢dvg—/M houoddu,
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ol e = |ve + up|> P2 (v, + ug) — [ve|> P20, — |ue|? *)~2u,. Appliquons le

Lemme 5.2.1, on trouve ¢ > 0 tel que pour tout € > 0 :

[l < e (Jod* @ fuol” + Juo[* O~ u|)

En utilisant Holder, :

’/Mfweqﬁdvg <[]l (/M\we

<d[|flloll¢

2% (k)—1
2% (k)

1
* 2% (k)
VR

iy (o)

2*(k)_1_9|ve|0‘| 2% (k) )

2 (k)—1

2" (k)
2% (k)—1 dvg

+[|uo

Par suite en utilisant le théoreme de convergence dominé de Lebesgue, et 1’injec-

tion continue de Sobolev de Iespace H7 (M) dans L¥®) (M), on aura :

/M Feddu, = o(D)][6lly- iy = oW1l

et

| ha = hato) 6o, = o161z

Notons que par le théoreme de convergence dominé de Lebesgue, on a que

/M<V(u6 — Ve — Up), Voydu, = o(1)

Par suite (DIg(uc), ¢) — (DIy(ve), ¢) = 0(1)||¢||H12(M), et par le fait que u. est

une suite de Palais-Smale pour (/,), on aura v, I’est aussi.

Etape 4 On montre que pour tout (w, ).~o une suite de Palais-Smale pour (/,), qui converge

faiblement vers 0 dans H?(M) et tel que lir% I (we) < ||f||;0n7§72 AB* ou B* =
€E—

1
(n—k)Ko(n—k)

—m7z alors w, converge fortement vers 0 dans H{ (M)
_n—k-2
Soit w, une suite de Palais Smale pour (/,) au nivea 3, qui vérifie § < || f||_. 2 ApB*.

Alors (DIy(w.), we) = [, |Vwe*dv, — [, flw* ®Pdo, = o(1) et I(w.) =
3 Ju IVwdPdvg — 555 [y flw? ®dv, = B+ o0(1). En combinant ces 2 égalités
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on déduit que :

[ Vs, = (0= k)5 4 o)

M

/ flwe* ®dvy = (n — k) + o(1) (5.28)
M

En particulier 5 > 0, et de plus d’apres I’injection continue et compacte de 1’es-
pace de Sobolev H} (M) dans L?(M ), on a w, converge fortement vers 0 dans
L?*(M). En utilisant I'inégalité de Sobolev en présence d’isométries de Faget [17],

on aura que pour tout « > 0 il existe C, > 0 tel que

K(n—k)?
||w6||§*(k) < ((n—z) +Oz) / |Vw€|2dvg+0a/ [we|*dv,
An% M M

2 _2
2*(k)dvg) FE < (||f||oofM |wE 2*(k)dvg) (R gvec

I’inégalité précédente, apres passons a la limite de e dans la deuxieme inégalité de

Utilisons le fait que ( [, f|w.

(5.28), nous obtenons que pour tout « > 0,on a:

o (%jm) (n—k)B

On suppose pour le moment que 5 > 0, Alors et on utilise notre hypothese sur 3

_2
2O el By < 1111

(n—k)B)T® < ||f

pour vérifier que

«n—@@"k<Hﬂ!”k(5%?JQ+a)

Ceci est vrai pour tout o > 0, alors passons a la limite lorsque o« — 0, on aura

Ko(n —

C’est une contradiction, alors 5 = 0. En remplacant 3 par sa valeur dans la pre-

154



5.2 DECOMPOSITION H?

Etape 5

miére égalité de (5.28), on prouve le convergence forte de w, vers 0 dans HZ(M)

. Soit (u.) une suite de Palais-Smale de [{ au niveau ¢ € R, définit comme dans
notre théoréme. Par la premiere étape u, est bornée dans H?Z(M), alors il existe

ug tel que a sous suite pres :

Ue — Ug faiblement dans H?( M)
Ue — Ug fortement dans L*(M)
Ue — U presque pour tout x € M

Or, par la deuxieme étape, on peut vérifier que ug est une solution faible de (E)).
Notons que, en utilisant des résultats de régularité pour les solutions des EDP
elliptique comme celle vue dans le chapitre 3, on arrive a montrer que ug est une
solution forte de (Ey), et de plus par le principe de max [?] on peut vérifier que
up = 0 ou ug > 0. On utilise la troisieme étape pour vérifier que v, := u, — ug est
une suite de Palais-Smale pour (/) qui vérifie

Iy(ve) = It (ue) — I (ug) + o(1) = ¢ — I (ug) + o(1)

n—k—2

Supposons maintenant que ¢ — I7°(ug) < [|f|[,, > AB, alors par la quatrieme

étape on a que v converge fortement vers 0 dans H(M). Si ¢ — I3°(ug) >

| f H;WSQAB*, alors par le Théoréme 5.1.12, on peut trouver (v}) une suite de
Palais-Smale de (I,), qui converge faiblement vers 0 dans H7 (M) et
Iy(ve) = Iy(ve) — E(@) + o(1)

O 1 vérifie At = f (o) (volG(0))” 7= |@|2" )25, D’autre part, en utilisant

la Proposition 5.1.4 on aura que : on sait que :

E(@) > f(x0)” "2 (volG()) 5"

Et par suite :

k-2
2

Io(ve) < Ly(ve) = [Ifllc = AB™+o(1)
Si maintenant , ¢ — I2°(ug) < 2||f||o_o"712€72 Ap*, on applique une autre fois la
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quatrieme étape pour montrer que v! converge fortement vers 0 dans Hi (M),
donc (5.23) et (5.24) sont vrais pour [ = 1. Si non, on répete le travail une autre

fois jusqu’a qu’on arrive a vérifier (5.23) et (5.24) pour un certain [ > 1

O

5.3 Estimation dans C(M)

Théoréme 5.3.1 (Saintier [40]). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte de
dimension n et soit G un sous-groupe fermé d’isométries de (M, g). On suppose que
I’hypothése 5.0.1 a lieu et on note k := min, dimGz. Soit (u.).~o une suite de solutions
G—invariantes de (E.) bornée dans H?(M) qui converge faiblement vers uq solution
de (Ey). On note pour tout i € {1,...,1}, le groupe G, donné par I’hypothése 3.1.1 sur
Iorbite de concentration Gzl, Alors il existe C > ( indépendant de ¢ et , tel que pour

tout € > 0 et pour tout v € M :

ve(x) := Ri(z) 2 wu(x) <C, (5.29)

€

avec

R/(x) = min d,(Giz,Glxl)

i=1,...,1

De plus

lim lim  sup RE(JZ:)WI;2 |ue(z) — up(x)| =0 (5.30)
R—00 e—0 .Z’EM\QE(R)

ou (x') et (1) sont les centres et les inverses de poids des bulles (B?) tel que lir% rl =
e—

zh, R(z) = Z:Irlun d,(Gzl; Gz) et pour R > 0 on définit Q. (R) = U§:1 Beai (Rpl)

)

Preuve : Nous supposons par contradiction qu’il existe y. € M tel que

ve(ye) = arle%\}cve(x) — +00 (5.31)
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lorsque € — +oo et on laisse p, = uc(ye) = = ) quand € — +o0. Soit
li_{r(l) Ye = %o. Nous affirmons que I’orbite Gy, a une dimension minimale k. En effet,
nous procédons par contradiction et supposons que dim Gy, > k. Comme a I’étape ,
nous avons qu’il existe ¢ > 2*(k) et 6 > 0 tels que 113(1) ue = u® dans L% (Bg,, (0)). Il
découle ensuite de (E,) et de la théorie de la régularité standard que ll_r:% u. = u° dans

CY(Bgy, (")) pour tout §" < 4. Ce qui est contradictoire avec (5.31).

On suppose alors que G’ est le groupe donné par 1’hypotheése 5.0.1 au point . Soit
Iy = {i € {1,....1}/x', € Gyy} (notons que I, peut étre vide). Ensuite, pour tout
i € Iy, onaque G' = G). Nous considérons N := B¢, (0)/G" ou § > 0 assez petit
donné par notre hypothése. Ici encore nous considérons la fonction . (z) = u.(x) pour
z € N.Onfixe Ry € (0,45(vo)) et nous considérons la fonction w, définie sur la boule
euclidienne By(Rou ") par

Etant donné que i € I, nous obtenons que

dy(G'z, G'z') > dg(G%i, G'ye) — dy(G'ye, G'z)
> Ré(Z/E) - dﬁ(ﬂ&a 56>
> R(Ye) — phelz]

ple
2 (1 gy )

Par définition de 7, et y., nous avons que p R (y.)~* — 0 quand ¢ — 0, et donc le

coté droit de 1’équation ci-dessus est positif. Dans le cas ou j ¢ [, nous obtenons que

G;:L“f)o) = dg(Gym széo) >0€ Olooc(Rn_k)‘

Yo’

lg% dg((,u€:1; - g6>’ G;l’i) - dg(G,

Depuis le fait que R.(y.) — 0 quand € — 0 nous obtenons que

Ri((pew) = 5e) =
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pour tout x € By(p) et pour tout € > 0. On peut alors écrire pour x € By(p) que

. He Ve(2e)
- n—k—2
R (capy, (ner))
-1
< o1k (1 Plle ) _nok=2 Ue(Ye) ™ Ve(Ye)

we ()

Ry Rl(y.) "2
n—k—2 p,ue _n—k-2
< 9272 1— 2
- ( Ré(yg))

Uniformément pour * € By(p) C R"* quand ¢ — oo. Ainsi la séquence (w.) est
uniformément borné sur chaque sous-ensemble compact de R™*. Soit g, le métrique
Riemannienne sur R"~* définie par

ge(r) = exp; g(pex).

L’équation (F,) devient

—divg, (0.Vw) + p2hedawe = fevaw? B!

ot he(x) = he(((pex) = 9o))s felw) = fe(ex) — 7)) et e(x) = ve(ewpy (nex)).
Puisque, p. — 0 quand € — oo, la métrique g. converge vers la métrique euclidienne
¢ dans C? (R”_k) quand € — oo. Il s’ensuit alors de Tolksdorff [45] que, a extraction

loc

pres, il existe w € CH?(R"™*) tel que

: _ 1,0/ pn—k
11_1)16106 = w dans C, ), (R"™").

Puisque w.(0) = 1, on obtient que w(0) = 1 et ensuite w # 0. On pose R> 0.
D’autre part on a

/ w? ™ duy, :/
Bo(R) B

o2 dvg = / Vol(G'x) " 'uZ (z) duy(w)
(Rue) BG@e (Rue)

Ye
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Par suite, on aura que

lim u? dv, = Vol(GyO)/ w? dvg > 0

0
N BGQIE (Rue) BO(R)

Avec la décomposition H; du Théoréme 5.2.2 , nous obtenons alors que

l
1§0/ (w0+>" Bi+5) ¥ dv,
BG’ Uﬁ%) jg:

i=1

<Cy / (BH? dv, 4 o(1)
<Cy / (BH)* dv, + o(1)

<C / BiZ*dv——Fol
EE: Bye“ﬂ%)( ) ! ( )

i€lp

ol, la encore, nous avons pris le quotient du groupe G’ : c’est licite puisque nous
travaillons aux points x! tels que =, = yo. On peut alors prouver exactement, comme
dans Saintier [40], que le c6té droit de cette inégalité va a 0 lorsque ¢ — 0. Ce qui
prouve (5.29) par contradiction. Le preuve de 5.30 procede d’une maniere identique : si
(5.30) n’est pas satisfait, alors on construit une suite (y.). On "Blow-up" u. a 7. et on

obtient une contradiction comme avant. [l

Corollaire 5.3.2 (Saintier [40]). On conserve les hypotheses du Théoreme 5.3.1. Soit
(ue)eso une suite positive de solutions G—invariantes de (E.) bornée dans H? (M) qui
converge faiblement vers uq solution de (Fy). Alors, il existe C' > 0 tel que pour tout €
et tout x € M,

Re(x)"2 uc(x) < C (5.32)

ou (z1) est comme définie dans le théoréeme précédent 5.3.1 et R.(x) = ;Hllin l d,(Gzl; Gr)

Preuve : la preuve va par contradiction et nous considérons une suite des points (y.)
telle que :
n—k—

lm Re(z) 7 ue(y.) = +oo

e—0
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. Avec des arguments similaires a ceux du Théoreme 5.3.1, nous obtenons que
limy. =y e M
e—0

telle que G, est une orbite de concentration des u.. L’hypothése 3.1.1 donne un groupe
Gy satisfaisant (H1) et (H2). Avec (H2), on obtient que d,(Gy., Gzt) < dy(G'y., G'zL)
pour un ¢ tel que 11_1)15 x' € Gyp. En étudiant séparément les index 4 restants, nous obte-
nons que R (y.) < CR.(y.) et nous appliquons (5.29) pour obtenir une contradiction
avec notre hypothese initiale. Cela prouve que (5.32) est vrai. 0

Corollaire 5.3.3. On suppose que (u.) est tel que I,(u.) = E,, + o(1) ou E,, =

ﬁKo(n — k)(k‘”)/z min % et u, — 0 alors on peut vérifier simplement que
flz) 2

[ =1etque:
u. = B} + S,
Iy(ue) = E(B;) + o(1)
De plus :
dg(Gls Gr) ™ Juc(z)] <
Et:

lim lim  sup  dy(Gal:Gz)" 2 Ju(x)] =0
R—00 e—0 IL‘EM\BGZ% (R/‘el)

Preuve : C’est une application directe des Théoremes 5.3.1 et 5.2.2, et le corollaire
532 OJ
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Profile asymptotique et estimations
ponctuelles

Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte lisse de dimension n et sans bord.
On note GG un sous-groupe fermé d’isométries de M. On a vu au Chapitre 3 qu’il existe
un ouvert ) dense dans M tel que €2/G est une variété lisse qu’on peut munir d’une
distance Riemannienne § tel que la surjection 2 — /G est une submersion Rieman-
nienne. On suppose que k := min,cy, dim G, > 1. En suivant une fois de plus les

notations et hypotheses du Chapitre 3, on suppose :

Hypothese 6.0.1. Pour tout Gxo, un G—orbite de dimension minimale k > 1, on peut

trouver § > 0, et G’ un sous groupe fermé de 1somy(M) tel que :
(Hy) : G'zy = Gy
Et pour tout © € Bs(Gxg) :={y € M/d,(y; Gzo) < 0}
(H,) : G'x est principale, et G'z C Gz

En particulier dimG'z = dimGzq = k, Vx € Bs(Guxy).
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On considére maintenant la (n—k) variété Riemannienne quotient N := Bs(Gxo)/G'.
Cette variété est alors munie de la métrique g et de la métrique

2

g = ’(_)nfk72§

2(n—k)
n—k—2

qui est un exposant critique pour I’injection de Sobolev de H-“(M) dans L2(M) vue

avec 0(Z) = Vol,(G'z) pour tout z € M. On note toujours 2*(k) = pour k > 1
dans le chapitre 3. Soit i, € C'(M) une suite de fonctions G—invariantes sur M telles
qu’il existe hy € C*(M) telle que

lim he = hg in C*(M) (6.1)
e—0
On considere des équations du type

Agu+ heu = Au? B / ueQ*(k)dUg =1 (E))
M
Ob u € C?*(M) doit étre G—invariante et positive. La constante A\, € R sera dis-
cutée plus bas. Soit (u.) une suite de solution de (E,) de sorte que u, € C?*(M),
(GG—invariantes et

Ague + heue = )\Euf*(k)’l , / uf*(k)dvg =1
M
pour tout € > 0. L’existence d’une telle solution est prouvé dans Saintier [40] avec une
suite de (h,) précis, mais nous décrivons dans ce papier la théorie pour le comportement
d’explosion des u. lorsque 1’énergie des u. est de type minimal. Comme dans le chapitre
5, nous supposons dans ce qui suit qu’il existe 0 < 6 < 1 une fonction lisse G-invariant
ho sur M telle que I’opérateur A, + hy est coercif et h, — hj dans C' lorsque € — 0.
On voit facilement que (u.) est bornée dans H ig. On suppose tout au long de ce papier

apres passer a une sous-suite pres que
ue — 0 faiblement dans H7 (M) (6.2)

On se trouve alors dans le cas du Corollaire 5.3.3.

Nous quotientons 1’équation (F,) par notre groupe d’isométries GG et multiplions notre

systeme par ¢ € C°°(V) a support compact et intégrons sur N par rapport a la métrique
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g on aura :
/ v [(Vie, Vo) + hetie] dvg = / oA pu? P 1do,
N
Par suite
/ v [W—i—z (Vi, V); + Bgag} v dey = / pu2 P15 =2 duy,
N N

Posons alors

he =0 2k, et f. = v aioz ) (6.3)

Ainsi, sur (N, g), on récupere le probleme

Azl + hetie = foa> ®71, / vz ®do; =1+ o(1) (E.)
N

On note dans ce qui suit A le volume minimal des orbites de dimensions k, et on
rappele la définition de la meilleur constante de Sobolev en présence d’isométries vue

dans Faget [17] et dans le chapitre 3 par

Ko(n,k, A) = e e (6.4)
Ainsi, nous faisons les hypotheses suivantes :
Hypothese 6.0.2. Pour tout ¢ > 0, on suppose que
Ae < (Ko(n, k, A)) ™ (6.5)

Hypothése 6.0.3. 1/ existe a € C%“(M), on o €]0, 1], et h > 0 tel que pour tout z € M
0<h<a(z) <hd(x) etl’opérateur A;+ a est coercif (6.6)

L’équation (£,) avec I’hypothese (6.5) apparait naturellement dans 1’étude du pro-

bléme de minimisation suivant :

M= inf fM |V ul*dv, + fM heu?du,
veHi MO} (Sar

2 (6.7)
(k) du, ) =@

En effet, nous arrivons toujours a une situation tel que (6.5) a lieu, et si 'infimum
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est atteint pour certain wu., alors aprés normalisation, (u.) vérifie I’équation (£.). Nous
n’avons pas besoin dans ce papier I’hypotheése que u. résout par un telle probleme de
minimisation mais seulement le plus générale hypotheése 6.0.2. Notons que la suite u,
comme décrit ci-dessus apparaisse naturellement dans plusieurs problemes. Parmi beau-
coup, pour k£ = 0 c’est le cas du probleme de Yamabe, ou de la meilleure constant dans
les inégalités de Sobolev. On s’inspire du cas £k = 0 qui est deja traité sans groupes
d’isométries par Druet-Hebey-Robert [15].

Notre travail est composé de plusieurs parties, chacune d’entre elle constituant un pas
en avant vers la description la plus détaillées du phénomene d’explosion et du profil
asymptotique exact de u. pour trouver a la fin une relation entre la fonction A et la

courbure scalaire de la variété Riemannienne (NN, §).

6.1 Phénomene de Blow-up et estimations ponctuelles

Définition 6.1.1. Nous disons maintenant que Gz est une orbite de concentration pour

la suite (u.) si pour tout 6 > 0

e—0

lim inf / uf*(k)dvg >0
B;s(Gzo)

Notons que cette définition est équivalente a celle introduite dans le chapitre 5.
Nous prouvons d’abord ce qui suit :

Théoreme 6.1.2. Sous [’hypothese (6.5), grdce a ’extraction d’une sous suite, il existe

un et un seul orbite de concentration Gxq pour u., et pour tout 5 > 0,

lim inf/ u? ®dy, =1
e—0 Bg(G%o)

De plus
lin% u. = 0 dans C)) (M \ Gxy)
e—

Preuve : Supposons que pour tout Gz € M, il existe d, tel que lim inf [ Py, =
0 Bs(Gxo) 9
0. Puisque M est compacte, on peut la recouvrir par un nombre fini de boules centrées

en Gz et de rayon J,, et par suite lir% inf [, uz*(k)dvg = 0 ce qui contredit le fait que
e—
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f M uf*(k)dvg = 1. Alors il existe au moins z, tel que Gxg est une orbite de concentra-

tion.

1 pourz € B(0;1)

0 pourz € B(0;2)°

Soit également 6 > 0, et n € C°(M) une fonction G—invariante qui vérifie n(x) =
Q(d-@(GTIO’I)) en d’autre terme 77 = 0 sur M \ Bos(Gxo) et n = 1 sur Bs(Gxg). Multi-
plions (E,) par n?ul pour certain [ > 1 et intégrons sur M,

On pose 6 € C°(R) tel que 0(z) =

/ nQulgAguEdvg%—/ n*hauldv, = /\6/ n*ult? K= 1qy, (6.8)
M M M

Intégrons par parties, on obtient :
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/nQulgAguedvg

M

:/ Vg (n*ul) Vyuedo,
M

:/ nzvguivguedvqu/ ZnUnganuedvg
M M

=1 2 2
:l/ n? (uﬁ Vgu€> dvg+—/ nVnVultdy,
M L+1 Jy

4l 412 2 I+1
:m/ NV e dv, + l—/ nVnVutdo,

l+1 L
l+1 /‘ nuet ) —uet Vi
:—/ A% (nuT)| dv, + 4 / ul+1|V n|2dv
(C+1)2 )y 0 T2 Syt J !
81 s

11 11 9
— m/ uc® V (nue2 )Vgndvg + l+—1/ nVnVulttdu,
M
41
z+1 / 9 ), = (1+1)2 / e IVonl” d

8 I+1 e p
(l+1 T/ nue® ue® VgueVgndug + H_—l/M'r]Vganuleﬂdvg

l+1 /|v [ du, - <w+mt/ W9l

[ES e
(l+ Ty / Ne u6 VgnV ue dvg + —/ nVnV utdo,

l+1 /|v P oy = s [ O,

2
(l+1) /anTIV qudUg H-—l/ ananUi“dUg
41

i L Ve O vy = s [ v a,

20— 1)
- (l—|— 1) / Wvgnvguiﬂdvg
41

l+1 /|v O oy = s [ 9,

2
dvg H—l/Man'r]Vguljldvg

2(1-1)
+ l—l— / ‘Vgn‘zu?'ldvg— (l+1)2/ nAgnuleHdUg
l+1 /]V T]Ue |dvg (166 )/ l+1|Vg77|2dvg

2(1-1) I+1
(l + 1) / 77Ag77u dUg
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Alors

/|V nue |dvg

(1+1)2 I+1 , - l
ul A jued —nA, +1d
4[ /]\4 u€ Ug 2l \/];4 <|vg77| + l+ 177 ) ue Ug

Ce qui donne avec (6.8) et les inégalités de Holder

L1 [+1)2 . [+ 1)
[ 1w P, < [ eman, - e a,
M M M

R - - A +1d
+ 9 M(Ivgnl +l+1?7 gn) U, dvg

2 2
[+ 1)2 1y 27 (k) (R . I=5®
S( —Zl ) Ae (/ <77u62 ) dvg) (/ nu? (k)dvg)
M B (20)

(l+1)

|| hellol el l7E1 (6.9)
l+ 1 , -1 l
- — nA +1

o/ (\Vgn\ + mn 1?7 gn) u, dy,

Par les résultats de Faget [17], il existe B > 0 tel que, pour tout ¢,

11y 2° (k) O Ky
(/ (nuﬁ) dvg) < 0—/ |V, ( nue )| dvg+B/ 772ul€+1dvg
M Al M

En combinant cette inégalité avec (6.9), on obtient :

z =® 1?2 [ Ko(n — : =7®m
(/(wf) ) P_az>&< ﬁkﬁv(/ uym%> ]
M A TF® Bga(26)

Al
(KO n — k?
Al” ®

+1
||h [lolluell 1

X

La relation (6.10) est valable pour tout x € M et [ > 1. Supposons maintenant que G

[+1 [
) 10 + 5ol + 8 )l

(6.10)
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est une orbite de concentration pour u, et pour certain § > 0,

a(20) := lim u? P du, < 1 (6.11)

En utilisant (6.5) et choisissons [ assez proche de 1 tel que [ + 1 < 2*(k),

— 2 2
lim sup (/\E (KO(” i k)> (+1) a(25)1‘2*<k>) <1 (6.12)

=0 AT 4l

En appliquant (6.10) avec un tel [, et le fait que (6.1) a lieu, on a

2
(H—I)Z*(k) 2% (k)
ue > duy, <(C
BG(E(é)

Pour certains C' indépendante de e. Par I’inégalité de Holder, cela conduit a

_2 « 1——2
. (14+1)2* (k) 2% (k) 2*(@7(1—*1)27%) 2% (k)
/ u? (k)d’l}g < (/ Ue 2 dvg) </ e 2% (k)—2 d’Ug
B+ (9) Bg.(9) Bg.(9)
2% (k’)— (l;*l;f*(;) 1- 2*2(k)
<(C / Ue (k)= dv,
BGac(a)

-1
’2*()

de Sobolev de H o dans L2 0= (D), et du fait que u, converge faiblement vers 0 dans

Or, pour [ > 1 assez proche de 1 = (¢ > 0, donc d’apres I’injection compacts

H? ., on aura que u, — 0 dans L2"®)=¢()M). Par suite la partie droite de cette inégalité
tends vers 0. Nous obtenons

lim u? ®du, =0

C’est une contradiction puisque Gx est une orbite de concentration, Ainsi avec (E,),
(6.11) doit étre fausse. Cela prouve que grace a I’extraction d’une sous suite, u,. admet

une seul orbite de concentration Gxy € M. En réutilisant (6.12), on prouve aussi que :

-1
lim )\, = <w) (6.13)

e—0 Al—m

En revenant a (6.10), et une simple application du schéma de Moser [1], on arrive a
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trouver ¢ > 2*(k) etun C' > 0, tel que pour tout 2 C M \ {Gz} et € assez grand

/ uldv, < C
Q

Et par suite lim u, = 0 dans CP (M \ Gzg)
e—

6.1.1 Estimations ponctuelles faibles

Soit maintenant x. € M un point ol u, atteint son max, et définissons nous ji. par

n—k

Ue(ze) = [Juell, = pe' ™ 2 (6.14)

I1 est clair avec le théoreme 6.1.2 que Gz, — Gz (a isométries pres, on peut supposer
que . — o), et e — 0 lorsque € — 0. En prenant les notations du début du chapitre,
rappellons qu’on a :

Azt + heiie = foa> ®-1, / vz ®do; =1+ o(1) (6.15)
N

Soit § > 0 plus petit que le rayon d’injectivité de (N, g). On pose la métrique

suivante

Ge(X) = (exps.) g(pueX) surBs (0) CR** (6.16)

He

Puisque, it — 0 quand € — 0, la métrique g. converge vers la métrique euclidienne §
dans C? .(R™) quand € — 0. On définit

We(X) == ,uemTﬁae(expie (11cX)) pour tout X € B (0) c R*™* (We)

He

qui vérifie I’équation suivante sur B s (0)

He

Aéewe(X) + N62]A16U~)e - fewg*(k)_l (Eg)

~ 2

he(X) = he (expy, (1X)) et LX) = A, (3lexp, (1X)) 2. (6.17)
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Comme déja vu dans le chapitre précédent, il s’ensuit de Tolksdorff [45] que, a extrac-
tion pres, il existe w € C%(R™) tel que

limw, =@ dans C7 (R™). (6.18)

e—0

et
we(0) = w(0) = 1

Notre prochaine résultat donne a la fois une estimation de la vitesse de concentration
de 1a L?"*)-masse de u, autour de 1’orbite Gz, des estimations ponctuelles faibles pour

les u,

Théoreme 6.1.3. Sous [’hypothése 6.0.2, [’estimation intégrale suivante est vérifiée :

lim lim u? ®do, =1 (6.19)

R—+o00e—0 Bea, (Rute)

Quant a ’estimation ponctuelle faible, il existe C' indépendant de ¢, tel que pour tout
e>0ettoutr € M

n—

dy(Gr,Gr)" % |u(z)] < C

n—k—2
lim lim sup dy(z,Gr.) 2 |ul(z) =0
L T U o ) 2 |ue()|

Preuve : Avec les notations introduis ci-dessus, on peut écrire le systeme (£, ) sous
la forme
Age U~}€ = ¢6

Ou ¢ € LP (Byg(0)) pour certain R > 0. et pour tout p > 1. Appliquons le schéma de
Moser vu dans Gilbarg-Trudinger [22], il existe C' = C'(R) > 0 tel que :

1clles oy < € (el aamon + 1ell o zanion )

Or pour p assez grand, en utilisant la deuxieéme inclusion de Sobolev, on tire que H} (B R (O)) —
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Coe (B L (O)) pour o« = 1 — "Tjk. Appliquons une autre fois le schéma de Moser on

trouve qu’il existe une constante C, telle que pour tout o €0, 1]

LIAE (Il oaioy + el lcoaaion )
2
Alors, il existe C' > 0 tel que

<C

el ., (Bg (0)>

Par le Théoreme d’Ascoli, I'injection de C*° (Bg(())) dans C? (Bg(())) est com-

pacte, par suite il existe w € C? <B R (O)> tel que la suite w, converge fortement vers
w lorsque ¢ — 0. Et de plus en utilisant (6.13), w vérifie le systeéme (F;), dans notre

contexte, elle vérifie le systéme suivant :

A = @ -1 (EL)

Ai m272
KO (TL, ka A)
Or par la définition de la meilleure constante de Sobolev Ky(n — k) vue dans Faget

[17], on sait que

[ VaRdX
Ko(n— k- < It [VOIEAX
(s 7 003) 70

En utilisant cette inégalité dans (£;) , on aura

2 * ) )
LA ' Mdyg, = lim i o2 (exp,, (per) 0 Pdug
B /R"—k v v R—lg-loo el—r>% Bg(0) v ( Pz, (,u x)we Vg,

D’autre part

/ @_ﬁ(expxg (pex) @ Bdu;, = / u? Mdy, < / u? Mo, =1
Br(0) Bga (Rpe) M

Par suite (6.19) est vérifiée. Une application du corollaire 5.3.3, nous assure les estima-

tion ponctuelles faibles de u,
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6.1.2 Estimations ponctuelles Fortes

Lemme 6.1.4. Soit (M, g), une variété Riemanienne de dimension n. Soit L un un opé-
rateur elliptique sur M. Posons u € H?(M), qui vérifie Lu = 0. Alors, pour tout tout
r > 0, tel que B,(r) C M, il existe C' > 0 qui ne dépend que de g, r, la constante de

coercivité et une borne sur les coefficients de L tel que

sup u(z) < C inf wu(z) (6.20)

yEBgz (1) YyEBy(r)

Preuve : C’est une version de I'inégalité de Harnack vue dans Gilbarg-Trudinger
[22] chapitre 8. O

Lemme 6.1.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Pour tous o, } €

a—n —-n d (I, y)a+6_n St o+ B <n
(0,n), ona fM dy(z,y)*"dy(y, z)P dvg < C{ ! 1 sia+8>n

Preuve : c’est une version du lemme de Giraud vue dans [15] L]

Théoreme 6.1.6. Sous les hypotheses 6.0.1, (6.5) et (6.6), il existe C' > 0 indépendant
de e, et 0. — 0 tel que pour tout v € M

m—2
2

u(r) < Cpe 2 dy(Gre,z)* ™ + CO,
V| () < Cpuc™ dy(Gae, 2) ™™ + CO, (6.21)

avec

O.:= sup  u(z)
m6335/2 (Gzo)

Preuve : On rappelle f € HiG(M ), on note f = f oIl o II est la projection
canonique de M dans N et f = o~ w2 J.

a—ag
1—vq

Pour v, assez petit on peut trouver o > 0 tel que I’opérateur Aj + est coercif
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ou a est celle de ’hypothese (6.6) et a = v

~ a—ag i a oy
/ [IVzal” + T w’]dvg > / [Val* + u* — ] dv;
N 1 N

— 1—1y 1—1
> / [IV;u]* + au® — ——u*]dv,
N _
112 Qo )
> CHUHH(%(N) 1o Cl||u||Hg(N)

Posons alors oy tel que C' — lf—ole’ > 0. On note G; sa fonction de Green sur N =
Bs(Gzy) qui est positive. Soit I’opérateur L.u = Agu + hei — fefaf*(k)ﬂﬂ, notons
que L u, = 0 alors le principe du maximum de Berestycki-Nirenberg-Varadhan [4] est

valable pour L. avec @, > 0 sur N. Notons que pour v; €0, 1[ona:

2

NG (1= ) (g — a(7)) V;Gy
%(m,xe) = T +ui(1 =) |2
Gy vy 1
Or par I’hypothese 6.0.3, on a
- -2
LeGgliyl) - P25 (k)—2( V§G1
W(I, Te) > oo — fel (@) + (1 =) |— (6.22)
1 1

Par propriété standard de la fonction de Green [38] , 3c > 0 et dp > 0 indépendant de €
tel que 3
|V§~Gl |§ > -
Gy dg(:L‘ » Le )

Nous laissons R > 0 a fixer, puisque 4. — 0 dans C}) .

~(1—vq) ~
(6.22) que L(}iif)(:z Z.) > 0sur N\ B(Z., p) alors LG\ > 0 dans N \ B(z., p).
Pour R > 0 assez grand, pour Z € B(Z,, p) \ B(Z., Rjii), en utilisant le Théoréme 6.1.3

Yz € B(z., p) (6.23)

(N \ Z.) nous obtenons avec

ona:

donc
dy(%,7.)° 7> W=2(z2) < e(R) — 0 lorsque R — oo
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Or, combinons (6.22) et (6.23) a cette inégalité pour R assez grand :

LG 2 -
1 __(z,z)> 0 +1(l—uv)—— — f.au (k)=2(7
G (7, 7c) = ag + 1 1)%@’@6)2 feug 7 (x)
_ 2 _
s g ¢ =IO — fee(R)
dg(x,a,;)

>0 dans B(z,p) \ B(Z., Rpu.)

~(1—1v1

Nous avons donc prouvé que dans N \ B(Z., Ru.)ona: LeGg )(E, ze) > 0.
Il découle des propriétés standards de la fonction de Green [38] qu’il existe ¢ > 0

indépendant de € tel que :

C _
gy sur OB(Ze, Rite)

A=) (% =
Gy (7, %) > pe(1=v1)(m—

Rappelons que % (Z.) = ||a ||, = u1"%) et fixons C, := O~y A-)m=2-"5%
alors :

CGY (0,7 > gt > > () sur 0B(r., )

On pose
N' = Bg/g(GiL‘o) = 35/2((770).

On a Z, — Ty ou I est a distance 1o > 0 de bord de N’. Par suite, pour tout = € ON’,

on a
G(7) < sup () =0,

TEON'

Mais, u. se concentre autour de .. Par conséquence, on a §. — 0 lorsque ¢ — 0, tel
que

u.(z) = O(0,) (6.24)

Soit maintenant G5 la fonction du Green pour I’ opérateur Aj + T8 sur NV, il existe
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C > 0tel que:

Go(Ze,T) > Cdy(z,2)° ™"
> COry™™,Vz € ON'

et i, = O(6,) sur ON’, alors on peut trouver une constante C' > 0 tel que :

égl—ljg)

() = O(ee)m
0

CO.GL ) pour vy €]0; 1]

Ou 6, — 0, lorsque € — 0. Or LE(C’ECN#_”) +9}G§1‘”2)) > L(t.) sur N'\ B(Z., Rpi)
et

i, < C.GU 40,60 sur o (N'\B(Z., Rp)). Appliquons le principe de maximum
de Berestycki-Nirenberg-Varadhan [4] pour @, sur N on aura :

u.(z) < C.GU + 0(0)GY ™) sur N'\ B(z., Ru.)
Et cela c’est simplement vérifier sur B(Z., Rp.). Par suite,
(%) < C.GV + 0(6)GY ) sur N

Par I’inégalité précédente, et en utilisant les propriétés standards de la fonction de Green

on peut vérifier que pour tout £ € N’, on a
U (Z) < Cp 7 10 (2, 2,)F ™0 L 0(6,)dy(z, 2) > ™) (6.25)

On définit pour [ = 1,2

~1 .__ = s ]
. vl = |Vzul sil=1
) 2= 4 sil=2

€ T € -

D’autre part, on pose 7' € N’ tel que d(Z, 7)™ '0!(Z.)u (Z) atteint son max. Soit

Hy(7) := G(%,7) la fonction du Green de I’opérateur A; +a sur N’, et posons [, (Z) =
V;G(z, 7). Nous obtenons :

i) = | (i) (M) + dn@)dvg — | 2,60 ()
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et

|v§ﬂe (gi” -

H.(9) (At (7) + au. (7)) dvg — /BN/ Vi (8.G(7, 2)1c(2)) dn(2)

N/

Rappelons que pour tout € < €, on a Z. ¢ ON’, par suite dg(z,z.) > 0. Par consé-
quence, |0,G| < Cdy(T, %) ™™ < C" et |V;30,G| < C" etde plus @.(2) = O(6.) — 0,
pour tout Z € IN'.

Alors, pour § > 0, assez petit qu’on fixera apres, on a
T < | HG)|Agud(E) + du(z)]dvg + O(6,)
N/

< [ H(3)|Asuc(z) + hee(z)|dvy + O(6,)

N/

= [ L @)av + 00

)
- / feHi(ghyuz ® 7 (2)dvg + (g M (@) dvg + O(6)
B(Ze,0) N'\B(Ze,5)
D’autre part :

Hy(gho> W71 G E B Dy, < / ds (7, )05 P dg (@, 20) "I dwy

€)
N’ N

Posons =l et 5 = (2 +m)(1—1vy) +m alors a+ § > m, appliquons le Lemme

6.1.5 pour tout v > 1 — on aura :

=t
/ Hy(g)f 016y Vd, < 0(6.)
N
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p g | mwm%)+0@>
N'\B(Ze,0)

fhe 2 —(m+2)1 ﬁﬂgi)dv;) + 0(96)

NI

(552 ) - 0(6)

Alors, pour tout vy < — +2 :

d@bso@ff*“”ﬁ+0@4+cérﬁﬂwg?W ! (@)dog

<o)+ 0@y C [ ighar O @)
B(Ze,9)

On divise la majoration de fB Hl(ye) (k)fl(f)dvg en 3 cas

Cas 1: On suppose que quitte a 1’extraction d’une sous suite que 4\ — 7o # . Puis
nous nous fixons § > 0 tel que dj(7o, To) > 36. Alors

B(Ze,0)
B(Ze,0)
B(Ze,pte)

R —(m+2)n g ( IE)Z m/ d- (yi7 z.) (m+2)(1—l/1)dvg
B(Ze,0)\B(Tespe)

Posons v < on aura :

+2’

/ ( )E(@i)af*(’““dvg < Cdy(7,7) "7+ 0(0,)
Te,0
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alors :

Cas 2 : On suppose que quitte a I’extraction d’une sous suite que i — o = T et que
dg(gi, z.) < Cpu, ou C estindépendante de e. Alors il existe une constante C' > 0,
tel que :

dy(gt )" " (7)uc(z) < Cu(z)Mady;) < ©
D’autre part, posons Z, tel que y! = exp; (uZe). Notons que, V. (X) =
pé Viie(expz (11e X)) ( voir (w.)). En utilisant (6.18), on peut trouver C’ > 0

tel que

Vise(Ze)lg <
En d’autres termes

Vil <

Alors
dg(gela ie)mil |Vae(gel>‘g aé(‘f€> S CC/

Par conséquence :

m—2

O(z) < Cdg(z,2) " p7 +0(0.)

Cas 3: On suppose 2 I’extraction d’une sous-suite que §' — o = Ty et que r. =
dé(givi’e)

€

— oo lorsque € — 0, par suite on aura

~ m—2 ~ * A *
%(5) <00 +o(ue* ) +C | Hy(ge,m)ua; W v +C | Hi(gl z)ad M dy
BY BY

Avec BM' = {z € B(z,0) tel que d;(y',z) > %dg(yi,fg)} Et BY? = B(Z,0) \
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Bévl. Pour 1] < W, comme dans le premier cas, il existe ¢ > 0 tel que :

- gl(gia i)ag*(k)ildvg S Cdﬁ(fa j'e)l_qn,ueTr1772 + O(ée)
B

Par suite, on a :

) < O™ ) + 0(6.) + Cdy(z, ) "n"7" +C / ds(glm) " M
Be
(6.26)
D’autre part, pour tout 7 € B2
- = - Lo
dg(:L‘e,:L‘) > dg(y€7176) - dé(yevx) > Edé(ye7x6)
Et
- - ! 3 !
dg(17€,$) < dg(ye,l‘e) + d?](ymx) < §d§(y€,xe)
Posons pour C' > 0
—vi(m 1\~ (m42)(A—v1)+m—I —m=2 1 — \—(m+2)(1—v2)+m—I
M. = C [u= 2y (gl z)” " L 0@ e dy(alz) T
En utilisant (6.25), on a
[ dstata) " 0 ey < "ol ) M, [ da(al )
BL? B2
m—2 l-m N )
< w2 d{](yi>$) Me d@(yiax) dvg
d@(fﬂi)<%d§(gé’fe)
C < p™ % dy (gl 7) " Mody (3, 7)
2 I C Mod-(i 7)) 0 — =2
Pour v; < =5 ety > 1 — 5, ona: Md;(y,7.) = o(1) + o(0cpe ).
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Par suite, on peut vérifier qu’il existe C' > 0, tel que

m—2

= +0(0,)

3L(z) < Odg(z,3)" " e

€

Alors on a vérifier dans tous le cas que, qu’il existe C' > 0, et une suite . qui converge
vers 0, tel que pour tout z € N/, on a

0L(z) < Cdg(z, %) " u T + 0(6,) (6.27)

Alors pour tout X € B,,(Gzp), on a

m—2

u(z) < Cpe 7 dy(Gze, )™ + O(0.)

—2

Vgue(@)] < Cue= (Gae, )™ + O(0,)

En utilisant le Lemme 6.1.4, on arrive a montrer que ces inégalité restes valables pour
toutx € M.

0J

6.2 Identité de Pohozaev et distance a I’orbite de concen-

tration

Lemme 6.2.1. Soit Q C R™ un domaine borné lisse, et soit u € C*(Q) tel que u > 0.
Alors pour tout f € C(Q), et c € Ron apourtouti € {1,....n}

— /&u (Agu — cfu2*(k)*1) dx
Q

_ o | Veul® _ cfu® ) . ¢ / . 2* (k)
- /aﬂ [ v; ( i > (h) + Jud,u| do > h) Qalf(x)u dx
(6.28)

Preuve : L’identité classique de Pohozaev pour tout z € R”, vue dans Ghoussoub-
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Robert [20] :

/ ((x — Yo+ 2 ; 2u> Agudz
0

2 J—
— / {((x —z), 1/>5M — ((x —2)'0u + n 2u> a,,ul do (6.29)
o9 2 2

En intégrant par partie pour tout f : 2 - Retc € R

4 -2 .
/ ((a: — 2)"0u + n 5 u) cfu* ®~1dy
Q
B / cflx — Z’V>§UQ*(k)d 1
90

2+(k) O k)

/ cf(Vfx),z —2)eu® Pdr  (6.30)
Q

L’association de ces deux égalités aboutit a I’identité générale

/ ((m — 2)"Opu + n ; 2u) (Agu— cfu2*(k)_1) dx
Q

_ /m [(a@ —20) ('VSQUF _ Céf;(;)) _ ((x ~ o)+ " 2u> 3,,4 do

/ (Vi) x —2)eu® Py (6.31)
Q

+

2 (k)

On dérive par rapport a 2* pour obtenir (6.28)
O

Soit § plus petit que le rayon de I’injectivité de (NN, §). Posons la métrique sur R™

suivante

~

g€ = (61’]?;6.&) (X)

Nous considérons la fonction u,. définie sur une boule euclidienne de R™

~

Ue(X) := u, (exp; (X)) pour tout X € Bs(0) C R™ (6.32)

Remarque 6.2.2. On rappelle que, W.(X) = ,ungﬂﬁe(eijé(,ueX)) pour tout X €
B (0) € R™*, qui converge dans C*(R™) vers w qui vérifie I’équation (E). Or,
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d’apres [28], on sait que

m—2

N K? oz
Ou, avec (6.5), on a
gr= Rz k=2) (6.34)

Ko(n - k’)A_%

Dans cette section, nous utiliserons largement les conséquences suivantes de 1’esti-
mation ponctuelle forte (6.21) et (6.24) :

m—2

N ﬂe 2
U (X)=0(00) =0 sur §B;(0) (6.36)
X MemTfQ
Vi |(X) < C — +0(0,) dans Bs(0) (6.37)
(ne® + [ X[?) 7=
Vi (X)| = 0(6.) = 0 sur §B;(0) (6.38)
Lo\ o
~ < 2 .
W (X) < C (—1 n |X|2) + O(0:) e dans Bi(()) (6.39)
1 m—2
V(X ———— 4+ 00 )pue ? dans B (0 (6.40)
Ve |(X) T X (6e) 5 (0)

Il est facile, en utilisant (Ee) de vérifier que

>>

>

5>

A

Ge E+

A A 2 (k)—1 A~ 2 2
eﬁe = e'ae “ P / @_n_i_QaE dU?k =1+ 0(1) (Ee)
B;5(0)

Ol he(X) := ﬁe(expfe (X)) et f(X) = fe(expje(X)). Gréce au Lemme 6.1.4, et

sans perdre généralité on peut supposer que N = B(Z,, 2r() pour un certain ro > 0

Lemme 6.2.3. Sous les hypothéses 6.0.1, (6.5) et (6.6), pour tout m > 4 on a

2
5) U dvy

lim fM\B(G:pE,

lim fM 2 dv, Osim=n—k>4 (6.41)

182



6.2 IDENTITE DE POHOZAEV ET DISTANCE A L’ORBITE DE CONCENTRATION

pour tout > 0.

Preuve :

/ ufdvg < / sup  ucudy,
M\B(Gze,6) M\B(Gze,5) M\B(Gze,0)

<  Sup U / udvg
M\ B(Gze,d) M\ B(Gze,0)

En utilisons (6.20), on a

/ u62dvg <c¢ inf ue/ uedvg
M\B(Gz.,0) M\B(Gze,9) M\B(Gze,5)
2
<c (/ inf ufdvg)
M\B(Gz,5) M\ B(Gze,d)

3
< </ u€2dvg) / ucdv,
M M

<oy [ e,
M

1
/ ucdvy
M

D’autre part, comme OM = () en intégrant (E,) on aura [,, heucdv, = [, u ¥~ do,
par suite [, u.dv, < % S ur ®=1dy,, ol h > 0 venant de (6.6). Alors :

2% (k)—1
2*(k)-1”“e| 5

/ uldv, < cf|u,
M\B(Gze,5)

Sim > 6,o0na2*(k) — 1 < 2, donc par Holder on aura ||u,

comme u, — 0 dans L?(M) alors

2% (k 2
/ u€2dvg < cf|uell; ") = o([[uell2)
M\B(Gz.,)

2% (k)—1
2+ (k)—1

2*(k)—
< cfu |7 ™

1

, et

Sid <m <5,0na2(k) —1=2w+ (1 —w)2*(k) avec w = ™2 > 0. Par Holder on
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2% (k)— (1—w)2* (k)

aura ||u, 2*(k) 1 < el |2 e 2 (k) . Par suite
2% (k)—1
[ < el
M\B(Gze,5)
2w —w)2*(k
< fuael |y e I35
< o([[uc[3)
O
Lemme 6.2.4. Sous les hypotheses 6.0.1, (6.5) et (6.6), on a :
2 . > 5
962 — { 0(#62) . SZ‘ m = (642)
o(pe”In(-))  sim =4

Preuve : Pour tout R > 0Oona

/ utdv; = / uZdvg + / u2dvg
N B(&e,Rpe) N\B(Zc,Rpe)

En utilisant la convergence de 1, et le fait que [, (52 Rpe) widvg = pe” [ BO.R) w?dvg,, on

0 (/ ufdvg) = o(pe?)
B(Ze,Rpe)

/ w’dvg = Cp, ™2 / dy(z,2.)** ™ dvg + 0(02)
N\B(Zc,Rpie) N\B(Ze,Rpue)

aura

D’autre part, par (6.21)

Par suite, pour m > 5

0 (/ afd%) = o(p?) + 0(6.2)
N\B(Ze,Rpe)
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Et pour m = 4,

1
0 (/ ufdvg) = 0(”62) + 0(952) + 0(:“62 In(—))
N\B(fevRﬂe)

€

Donc

o(p2) 4 0(62) sim>5

_9 =
(/N“d) {0(u62)+0(03)+0(u31n(i)) sim=1 %

Avec ry > 0 tel que B(Z.,2r¢) = N, pour tout 6 > 0, en utilisant le Lemme 6.1.4, pour
m >4

/ ’ljz d?)g 2 / ’L_Lz d?)g
N\B(Z,0) B(Ze,210)\B(ZTe,0)

>c inf >

T B(#,2r0)\B(3c,8) ©

> c sup ﬂf
OB(Ze,210)

> ch?

Alors, pour tout m > 4

. ( / afd%) > 0(6.2) (6.44)
N\B(Ze,0)

En groupant (6.43) et (6.44) dans le Lemme 6.2.3 on aurasim > 5 :

0.2 < o(uc?) + o(0.%)

et,sim =4

0. < o(uc?) + o(62) + o’ 1n(i))

€

Par suite (6.42) est vérifiée. [

Lemme 6.2.5. Soit ¢. € C(Bs(0)) pour § > 0, tel que ¢.(t.) — s € R lorsque ¢ — 0
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out. — 0. Donc, pour toutp > 0,q > 2o0na

b | X Pt dX

Bs(0)

m—l—p—w In (L) Kq(m—2)wm7 s+ o(l mlg —1) = 29 +
= o(pu"TPTH) + O(69) +{ He fic ( 1 ( )) (¢—1) qg+p

(s fam | X[PE9AX + o(1)) m(qg—1)>2q+p

m-+p—
M p

Ou K est définie dans (6.33).

Preuve : En utilisant (6.39), le Lemme 6.2.4 et le fait que pour m(¢—1) > 2¢+pon

p . z N
alX — % € L'(R™), nous pouvons appliquer le théoréme de convergence

o xR
dominée de Lebesgue , pour ¢ — 0 pour prouver que

q(m 2)

/ oo X |PiTAX = e (s/ ]X|pzquX+o(1)) +0(09)
B;5(0) mn

D’autre part pour m(q — 1) = 2g +p

KQ(WZ)/ |X‘p q(m 2) dX :/ |X|p q(m=2) dX
e (1R O (K2 )

5#5_ ,,ﬂmfler
:wm_l/ mrdr + O(1)
! (K2 +1r?)
1 1

Ope™ 1 Spe™ 1

— it () o)

En utilisant les résultat vue dans Cheikh-Ali [28], on peut vérifier que pour tout o > 0,

il existe r, > 0 tel que

1 1 m 1 m—2
+0l)p = f < < (1+a) +O0(0)p =

m—2 € m—2

pour tout X € R™ tel que |X| < r,u_!. Combinons les derniéres égalités, en posant

e — 0 et puis @ — 0 on aura le résultat attendu.
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O

Lemme 6.2.6. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de dimension
n > 3. Soient (x.)eso € M une suite des points qui converge vers to € M. Posons
feC(M)tel que V f(xg) = 0. Alors

92

&riﬁxj

0i(f o exp,,)(0) = (f 0 exp, ) (0) (expy, (we))” + o(dy (e, o))

Preuve : Nous estimons 9;(f o exp,_)(0) avec le développement de Taylor en ..
Nous prenons la carte exponentielle exp,  en zg. Nous définissons fi=fo exp,, - Par
suite on a

0;f(0) =0 pourtouti=1,....n

On définit X, € R" tel que xc = exp, (X.). Puisque x. — xg, on a que lim._,o X, = 0.

On a alors
foexp, (X) = fop(X,X)pour X € R"
Ou
90(27 X) = eXp;()l © eXpengco(Z)(X)
Notons que
0(0,X)=Xetp(Z,0)=Zpour X,Z € R".
On aura
0 - ~ 0
ai(foeXPxe)(O) = DX, OSD(Xe7X)|X:0 =dfyx., 3X (Xe,X)\X 0
000~ 90, X) jxmo + ~ (A0 ~p(Z, X) (X + of|X. )
»(0,0) aXlQO | X=0 82 »(Z,0) aXlSO ) X—z—0 € €

D’autre part, ¢(0,0) = 0 et dfy = 0. Donc
0(foexp, )0) = o (dfuzn) _ (oxe0.X)) (XY +o(lX)
? To aZ »(2,0) Z= 8X, ) X=0 € €
0
~ 97 (

_ 9
- 37

oz, GXY + (Xl puisque (0, X) = X

eI PZ0)) (XY ollX)
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Et comme ¢(Z,0) = Z, nous obtenons que

T oo )0) = o (7(2) (X +ollX)

|Z=0

0% ;
= G OO + oldy (o)

O

Hypothese 6.2.7. On suppose que la fonction v est non dégénérée en xy, au sens qu’il
existe C' > 0, tel que pour tout v € R™ on a
0?6(Zg)

X'X7 > C|X|* pour tout X € R™
0z;0x;

Nous montrons que I’orbite converge suffisamment vite vers 1’ orbite limite :

Théoreme 6.2.8 (Mesmar). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord
de dimension n, et posons G un sous groupe des isométries de M qui vérifie I’hypothése

6.0.1. Soit (u.) une suite de solution positives et G—invariantes de

Ague + heue = )\Euf*(k)’l , / uf*(k)dvg =1 (E,)
M
avec (he) € CY(M) G—invariante et \. € R. On suppose que (6.6), (6.5) et (6.2.7) ont
lieu. On suppose que u. — 0 faiblement dans H?(M). Alors Gz, converge vers une
unique orbite de concentration Gxy de dimension minimale k et de volume minimal. De

plus, on a
dy ., o) = o{)

Preuve : Le théoreme ?? nous assure 1’existence et 1’unicité de 1’orbite de concen-
tration, ainsi que la convergence de x. vers cette orbite. Il nous reste a démontrer 1’esti-
mation de la distance. Or d,(z., Gxg) = O (dj(Z., To)), par suite il suffit de démontrer
que dj(Z., To) = o(f). L'identité de Pohozaev (6.28) appliquée a notre suite de solution

ﬁe s’écrit
A.=—-B.+C.— D, (6.45)
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Avec
2a 2%(k
2* (k) AX

1
A / O,/
2*<k) Bs(0)
29 A R R
Vid® 6“3) + 0111@@6] dv

|
B, ::/ — |y —
9Bs(0) [ ( 2 2*(k
C = / OrfichfindX
B;(0)

/ Orite(Actie — A 1 )dX
B;5(0)

D, .=

O | >
§>>
D_.
><

- / dbhidx = [ o
B;s(0) B;s(0)

Par (6.38) et le Lemme 6.2.4, on a

/835 (0)

D’autre part, z. — 0, par suite d;/c (e X) — Vol (Go)(d;ho) (o) lorsque € — 0. Par

b‘»

suite, par le Lemme 6.2.5, lorsque € — 0, on aura avec (6.42) que
e - pn (L) (KW ol(Garo)(@tho) (o) + (1)) sim =4

O —1, 24X =

Bs(0) 2 1 (Vol(Go) (91ho) (20) [ w*dX +0(1)) sim >5

Alors
o O<,u621n<“i€>> sim=4
6_{o(ug) sim>5

Par (6.38), (6.35) et le Lemme 6.2.4, on a pour tout X € 9Bs(0) on a u., |Vi|
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O(0.) = o(u.), alors
B = 0(0%) = o(pe®) = o(pse)

Il nous reste a estimer D,. Notons que Cheikh-Ali [28] a montré que —(A; — A¢) =

(9% — 61)0;; — GUTL,0), et les symboles de Christoffel sont
ffj = %éfp (@(ée)jp + 0; (&E)ip — a,,@e)ij). Par suite, on écrit

D.=D;— Dy, (6.46)

Dy = / (69 — §9)Oy 0yt d X
Bs(0)

Dy, = / ST Oyf D d X
Bs(0)

Nous estimons maintenant les D; . séparément. Notons que, puisque 1’application expo-
nentielle est normale en 0, nous avons que 0, é? (0) = 0 pour tout ¢, j,l = 1, ..., m. Pour

1,7,k =1,...,m, la formule de Taylor en 0

Th(X) =" X19,I%(0) + O(| X ) (6.47)
q=1
et
G i _ LN oy Aij 3
9(X) =% =5 > X X%05,4,7(0) + O( X[ (6.48)
B1,82

~
~

Etape I : Estimation de D; .. On note b = (g — §%) pour tout i,j,1 = 1,...,m. En

utilisant les estimations de ﬁ6 et de w, vue dans (6.35) et (6.39) on a
Dy, = / b0y, 056X
B;5(0)

= — / 9;b" 9101 dX — b9 8;01.051.dX + / b9 800yt do ]
B;5(0)

B5(0) 9B5(0)
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Par (6.36) et le Lemme 6.2.4

/ b 0,10t do v, = O(02) = o(u?)

0B;5(0)
Par suite

Dy —— / 041,00 + D) + o(j1c?)
B;5(0)
avec
D = / b9, Dt d X
B5(0)
_ / b9 0,50.0,8.dX + / b9 0,5.0,5.dX + o(u?)
Bs(0)

B;s(0)
= / Y0y 1.0,1.dX + / b 0,10;1.dX + o(u?)
Bs(0) Bs(0)
Notons que b = b, par suite
D, = / b0, 11,0t d X + / 090,4.0,6,4X + o(11.2)
Bs5(0) Bs(0)

Alors

1 iin A oA
B;(0)
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Psosons Aj; = £9,b — 9;b". Par conséquence, avec (6.42)
D176 :/ Aiﬂ@ﬁﬁjﬁgd)( + o(uez)
B;(0)

=03, Ai;1(0) /

B;(0)

X 010.0;0.dX + O ( / |X|2|V&E|2dX) + o(pe?)
B

5(0)

=105, Ai1(0) /

B (0)

s

1 ~
= [—aﬁlAiﬂ(O)/ XP\Vo|PdX + 0(1)} +0 (/ \X|2|Vﬁ€|2dX> + o(pe?)
m R™ Bs(0)

X2 0,0.0,0.dX + O ( / ]X|2|V&€|2dX) + o(pe?)
B; (0)

5(0

En changeant le role de X par — X, oll 0 est de symétrie radiale (voir Cheikh-
Ali [28]), on déduit que [, X7'|V@[*dX = 0. Par suite

Dy =o(pe) + O (/ ]XﬂVéde)
B;5(0)

D’autre part, on a

X2 Vi |?dX +/ | X || Vi |2 dX

B5(0)\Brpc(0)

/ X 2|V [2dX =
Bs(0)

BR/Jg (O)

_uf/ ]X|2\Vu§€|2dX+/ | X || Vit |2 dX
Br(0) B;(0)\Bry.. (0)

D’apres le convergence forte de @, vers @ vue dans (6.18), onaque [ o X >V |?dX =
O(1). Par nos estimations (6.37), le fait que 6. = o(y..) et comme dans la preuve

du Lemme 6.2.5, on obtient

iy = 0@ () s
Bs(0)\Bry (0) o(pte) sim>5
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En groupant ces valeurs, on aura

. O(puln(+ im=4
/ | X 2|V |?dX = <HJ . (“e)) stm (6.49)
B5(0) o(pe) sim 25

Par suite, pour m > 4

Dy = 0(:“6)

Etape II : Comme j — 0" = O(|X|?) quand X — 0, en utilisant (6.42) et (6.47), lorsque

e — 0, nous avons
Dy, = / GITE OOy d X
B;5(0)
—5% / [0t 0y 1 dX + O ( / \Xﬁfgalﬁeak&ed)()
Bs(0) B;(0)
—o%(0) [

X901 0,0.dX + O ( / |X|2]Vﬁg|2dX>
B

Bs(0) 5(0)
—nors0) [ xoawanmax o ([ xpiwigax)
B s (0) B;(0)

He

—1.9,T%(0) ( X9(@')2dX + 0(1)) +0 ( /B |X\2|Vﬁe\2dX) + o)

Rm 5(0)

Comme déja fait dans 1’étape précédente, on a [, X9(@')*dX = 0. Par suite en
utilisant (6.49), nous obtenons pour m > 4

Dy = 0(:“6)

En mettant nos égalités dans (6.45), on aura pour m > 4

A = o(fte) (6.50)
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Posons maintenant X, := expgo1 (Z.) et estimons A.. En utilisant encore (6.42), on a

1 2 2%(k)
Ae Y RN 8@ ele dX 6.51
27 /Ba(m e ©51)
1 A 2 2 (k) 1 A 2 27(k)
— ——0;f(0) / te dX — ——0,;f.(0) Xig UdX  (6.52)
2* (k) Bs(0) 2+ (k) ¥ Bs(0)
+0 ( XP2a Max ) (6.53)
B;(0)
1 2 ~ 2%(k) 1 2 o (ke
=— ——0,£.(0) / U dX — ——0;; f.(0) e / X' MdAX (6.54)
2* (k) Bs(0) 2+ (k) ¥ B (0)
+ 0 | 2 / | X [2w? ®dx (6.55)
B (0)
1 A ~ 2% (k)
== 2*(/€) aife(o) 55(0) Ue dX + 0(:“6) (6.56)
5

(6.57)

d’autre part, par le Lemme 6.2.6, on a

2 ~ 02 - .
0i fe(0) = 9;(fe o exp,,)(0) = 8x~8x~(f€ o exp,, )(0) (exp, ! (z.))” + o(|X.]) (6.58)
10T
— Mgy (0)X7 + o(| X)) (6.59)

Ou a;;(0) = 0;; (@(fo)*ﬁ>. Et par le théoréme 6.1.3, il existe Cy > 0 tel que

/ i Yax = ¢y +o(1) (6.60)
Bs(0)

Groupons (6.60), (6.58) et (6.51), nous obtenons
ai; (0) X7 + o |Xc[) = ofpse)
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Multiplions par X! et faisons la somme sur i
ai;(0) X! X! + o(|X[*) = o(uc| Xc|)
Par hypothese 6.2.7, il existe C' > 0 tel que

CZ ’Xﬁ‘z < CLZ](O)XEJXZ + O(‘X€|2) - O(IUE‘XGD

ij

Par suite | X | = o(u.) et 'estimation de notre théoréme est vérifiée.

6.3 Localisation de I’orbite de concentration

Lemme 6.3.1. Soit Q C R™ un domaine borné lisse, et soit u € C*(Q) tel que u > 0.
Alors pour tout f € C(2), etc € Rona

/ (:C@iu + o 5 u) (Agu — cfu? ’1) dx
Q

= / [<a:,y> (‘V;‘Q — C];*U(Qk()k)) — (x’@iu + m2— 2u> 8,,4 do
09

.y 2
— Vf(z),z)u® Pdz (6.61)
5 (V@)
Preuve : Posons z = 0 dans (6.31), on aura (6.61). ]

Lemme 6.3.2. Pour tout i, j, 31, 82 > 1 et pour m = 4 ona

K4wm_1 (5@65152 + 57351 5jﬂ2 + 51'525]'51)

1 —2)2
lim / XP Xy oy, = T2
=01, (;%) e m(m + 2)

(6.62)

Preuve : Par Cheikh-Ali [28], pour tout 7, 7, 51, 52 > 1 et pour m = 4, en utilisant
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(6.42),0ona
1 .
lim —— / X5 XP2 0,000, = (m — 2)2K* / ololc?o™do  (6.63)

Ou K est définit dans (6.33). D’autre part, il suit de [7] que

igigPrgPrdo = . §U§P1B2  §iB1§iB2  §iB2 5761 6.64
waa OPde = e (5957 4 + 0T (6.64)

Groupons ces deux égalités on aura (6.62) 0J

Théoreme 6.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de dimen-
sion n, et posons G un sous groupe fermé des isométries de M qui vérifie I’hypothese

6.0.1. Soit (u.) une suite de solution de (E.) de sorte que u. > 0, G—invariants et

Ague + heue = )\Euf*(k)’l , / uEQ*(k)dvg =1
M
Ou k répresente le dimension minimal de volume d’orbite de concentration de G et on
note m = n — k. On suppose que u. — 0 faiblement dans H 12@(M ). On suppose que
(6.6), (6.5) et (6.2.7) ont lieu. Soit (x.).~o une suite des points de M oii u,. atteint son
max qui converge vers xg, oit Gxq est la seule orbite de concentration. Alors
A o(7
(Scalg(xo) + 3M) lorsque m > 4 (6.65)
(Zo)

m— 2

= i)

Ouv(z) = Vol(Gx) et g est la métrique du quotient /G introduite au Chapitre 3.

Preuve :

I’'identité de Pohozaev (6.61) s’écrit :
A +B.=C.+ D, (6.66)
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Avec,pourl=1,....m

Etape 1. On montre que

2 1 4 2 1 i =
C. _{ ho(o) e In (r) Klws + o(p’In =) sim =4 (6.67)

a ho(o)pte® [qm W2AX + o(p1e?) sim>5

En effet on a

Par (6.35) et le Lemme 6.2.4 on peut montrer facilement que

~ 2
/ Xih 2 dow! = 0(6.2) = o(u.?)
9B5(0) 2

Notons que /i (pe X ) — ho(zo), par suite par le lemme 6.2.5 et en utilisant encore
(6.42),0ona

/ Xiai@ i) alax = ] Pelzo)usin () Kwa +o(uIn L) sim =4
B;(0) 2 ho(zo) pre? [om W*dX + o(p1c?) sim > 5

En groupant les deux derniers égalités on aura (6.67)
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Etape 2. On montre que
B, = o(uc?) (6.68)

C’est une conséquence directe de (6.38) et du Lemme 6.2.4.

Etape 3. On vérifie que

De:{ —n2In <i> 5Scal; ( JwsK* + o(p* In s) sim =4 (6.69)

—H T 25Scaly (Ze) [om W2AX + o(p1c) sim>5

Par Cheikh-Ali [28] — (A G Apua) = (g G — §ii )0i; — g” Fk Oy, et les symboles de
Christoffel sont ffj = 3grP <8Z- (Ge)jp + 05(ge)ip + 8p(g€)ij>. Par suite, on écrit

m — 2 m — 2

De:Dl,e_D2,6+ DS,e_ 2

Dy (6.70)

Dy, ::/ (A” 5”)X alueﬁwuedX
B;(0)

Dy = / GUX'TE o Opu dX
B;(0)

Ds 3=/ (é? - 5ij)ﬁe8ijﬁedX
B;(0)

Dy = / GIX'TE A Optied X
B;(0)

Nous estimons maintenant les D; . séparément.

Etape 3.i On montre que

( Rij Adi :
pIn (1) K1 (<40,509(0) + 95,5,6(0) ) + O(n2) sim =4

D= ,ueZ [—%82]&](0) me |X|2|V@|2dX (6.71)
+ 205,5,97 (0) fom XD X 528jwaiwdx}
+0(,u62> sim Z 5

\
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~
~

On note b"! = (g% — §) X' pour tout 4, j, | = 1, ..., m. Par suite
Dy = / b9 Oyt O,y t1. A X
B;5(0)

= - / 07O 01 dX — b9 9Oyt AX
B;(0) Bs(0)

+ / b0 0Oy 7 do
9B;5(0)
=— / Oib 9054, dX + Dy + O(6.%)
B;5(0)
__ / 70056, + DL, + o(p?)
B;5(0)
avec
D, = / b9, 1,0 X
B;(0)
= — / b9 9,10y 11X
B;(0)
- / b9yt AX + / 01,01 dX + O(62)
Bs(0) Bs(0)
— / Y 8,10.0,1.dX + / b 0,1.0;1.dX + o(p?)
B;(0) B;(0)
- / b0 101X + / 7' 9;0.0;1.AX + o(pc>)
Bs(0) Bs(0)
Par suite D}, = % fB(g(O) 8lbijlajﬁ58¢ﬁedX + o(p1e?). D autre part

/ X Vi P dX = \X\3|Vﬁ€\2dX+/ X3 Vit P dX
B;(0)

BRruc(0) Bs(0)\Bry,(0)

:ﬂg/ |X|3|Vwe|2dX+/ | X *| Vi 2dX
Br(0) Bs(0)\Bry,(0)

D’apres le convergence forte de . vers w, onaque [ | X[*[V@[?dX =

O(1). Par nos estimations (6.36) et avec encore (6.42), comme dans la preuve
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de le Lemme 6.2.5, on obtient

A O (> im=14
/ X PV [2dX = (“2 ) sim 6.72)
B (0) o(ue®)  sim=>5
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Utilisons (6.48) et (6.72) dans I’estimation de D; . pour m > 5, on aura

N ~ 1 A ~
Dy =— / b Oy O dX + = / A7 0;u.07u.dX + O(0.2)
B;(0) Bs(0)

=— | X'0g70ic05idX — | (GY — 67)5"OyicDid X
B;(0) B,;(O)
1
o X9§P0hbhAX + [ (G~ 69)0yi.0,d.dX + O(0.2)
2 /By 2 /0
= — 05,7 (0) X X' 0y0.0,u.dX
B;(0)
- _85152gzj( ) X0 X251 00,0;01,dX
B;s(0)

20,05 (0) / X X10,6,0,6.dX
2 B;(0)

+ %2 92(0) X% X5 0;0.0;1.dX
Bs(0)

+0 (/ |X|3|V5L€|2dX> + o(p2)
B;(0)
== 0d0) [ XPXDiBi0X
B;s(0)

+20,0590) [ XPX#0,5.08,X + ofps)
Bs(0)

40 (/ \X!3|Vﬁ6]2dX>
Bs(0)

=’ | —0i5,97 (0) / X2 X 0o 00X
B (0)

e

* %aﬂlﬁﬁ? (0) / X X200 004X | + ()
BHL (0)

+0 (/ \X!3|Vﬁ6]2dX>
Bs(0)
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CHAPITRE 6. PROFILE ASYMPTOTIQUE ET ESTIMATIONS PONCTUELLES

Cas 1 : En utilisant les symétries de la sphere et (6.42), pour m > 5 on aura

Dy =l [—awlég‘j(()) / XA X'0pp0;0d X (6.73)
%051525,?(0) / Xﬂlx@ajmaiwdx] (6.74)
Rm
+o(ul) + 0 (/ \X]?’\Vﬁe]QdX) (6.75)
Bs(0)
(6.76)

Ou w est de symétrie radiale.

Dy =pc’ {_%ﬁ? (0) [ XM XI(@)*dX
Rm

m

+Zaﬂ1ﬂ2ge] (0) /

—u? {_awlégf‘m) / 0%67d9 / rm+1|VrzZJ|2dr]
§m—1 0

XﬁlX&@ju?@ide} + o(pe?)

+ [%aﬁlﬁﬁg(o) o XX waide] +oluc)

1 ~.. . o0
—u? {——wmlamlgzmoww / P @ dr
m 0

+ %aglgzéy(()) Xﬁl){ﬁ?ajwaiwdx] + o(pe?)

Rm

Alors pour m > 5
1 ~..
Dy =p” [_E z‘j@?(o)/ | X | V@|*dX (6.77)
Rm

m

m A
+ Zéygl@g}y(()) / XA XP20,00;0d X | + o(pue?)

Cas 2 : pour m = 4, de la méme maniere que dans la preuve du Lemme 6.2.5,
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on aura

1
/ X7 X0 0;0.dX = In (-) (wsK*dp,; + o(1))
B (0)

€
He

Mettons cette égalité dans (6.73) nous obtenons que

1 A s 1
Di.=plln <—> K* <—48MQ?(O) + 85152§i2(0)> +o (uf In —) sim=4
He €
Alors
Etape 3.ii On montre que
L9 TE (0)ws K2 In - + O (p? sim =4
L5 (0) [o [ XPIVOPAX +0(u?) sim >5

On a ¢ — 6 = O(|X|?) quand X — 0 et par (6.47) et le théoréme de
convergence dominé de Lebesgue, nous estimons lorsque m > 5ete — 0

Dy = / GIX'TE O Ot d X
Bs(0)

— 5 X'TEO O dX + O ( /
B,

|X|3fi?j@l&68kﬁedX>
B;5(0)

5(0)

—=0,T%(0) X'X9.0,1.dX + O ( /
B

|X|3|v&e|2dx)
B;5(0)

5(0)
—1.20,T%(0) / X' X190.0p0.dX + O ( /

B 5 (0) B
He

|X|3f§jalﬁgakﬁedx>
5(0)

=p20,U%(0) | X'X9b00d X + o(n?) + O ( /
B

Rm

|X|3f§j@lﬁ€8kﬁedX)
5(0)

|X]3ffj@lﬁ€6kﬁ€dX>
)

Rm

=120,k (0) [ X*XU(@)2dX + o(u2) + +O ( /
Bs(0

—20,15(0) [

S

+0 ( / |X]3f§j81&68kﬁedX)
Bs(0)

En utilisant (6.72), on vérifie (6.78) lorsque m > 5. La preuve pour m = 4

6%01dp / "V, 2dr 4 o(pe?)
m—1 0
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est similaire a celle de I’estimée de D ..

Etape 3.iii Estimation de Ds,.

(

pin (2 ) Khws (30,599(0) = 505,5,50(0)) + Ou)  sim =14

D= # |056(0) fon liPAX (6.79)

En utilisant (6.72)

D, = / (69 — 69110550, X
Bs(0)

— ( / 0,97 10;0.dX + / (57 — 09) 110, uEdX>
B;(0) B;(0)

40 (/ |X\2|Vﬁe\ﬁ6du>
0Bs(0)

Or, par (6.36), et (6.37) ona [, o |X|?|Vii|@dr = O(6%) = o(uc?). Par

suite
( ue(’? GedX —|—/ (G — 60, uea uedX) + o(pe?)
B;5(0)
1 a. ~ ~
=—= ( 1078, (01)2dX 4 95,5, (0) Xﬁlxﬂzaiagajagd@
2 Bs(0)
+0 ( | X || V| dX) +0(6.%)
5(0)
1 AZ] ﬁ)de+@ ~ij BiyvB29 5 A~
l] € 81829 (O) XX alueajuedX
2 Bs(0)
+0 ( ]X|u€ dy) +0 </ |X\3]Vﬁ6\2dX) + o(p?)
9Bs(0 Bs(0)
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En utilisant (6.35), on a faBg(U) ]X\ﬁezdy = 0(0.) = o(p?), alors

1 A n.. ~ ~
D3, =— 3 (— / 9597 (1)*dX + 05,5,57(0) / XﬁlXBQé?iﬁe@jaedX)
Bs(0) Bs(0)
+0 (/ \Xy3|v&42dx> + o(uc?)
Bs(0)
1 ~e oA ~.. n “
== (— / 9537 (1) X + 05,5,57(0) Xﬁlxﬁzaiaeajaedx)
2 B5(0) B5(0)
+0 (/ \X;S\vwdx) + o(11c?)
Bs(0)
1 ~. . ~ ~.. ~ ~
—5 (2i0) [ Gpax-oioo) [ xox*oioiax)
Bs(0) B;(0)

+0 (/ \Xyﬁfdx) +0 </ |X\3|Vﬁe\2dX) +o(u?)
Bs(0) Bs(0)

Par le Lemme 6.2.5, on sait que

. O 62 . :4 R O 62 . :4
/ X, dX = (“2 ) sim et/ X P Vit [2dX = (“2 ) sim
Bs(0) o(pe)  sim>5 Bs(0) o(pe?)  sim>5

Par suite

1 “.. ~ n.. “ “
Dy, == (aijggﬂ(O) / (t1e)*dX — 93,5,57(0) Xﬁlxﬁzaiaeajaedx)

2 B5(0) B5(0)

+0 (/ \Xy3|v&42dx> + o(pc?)

Bs(0)
M 2 A A
=25 10,97 (0) / W2dX — 0, 5,9 (0) / X XP20,0.00.d X
2 B4 (0) B (0)

+0 (/ \X]?’\VﬁeFdX) + o(uc?)
B;(0)

On distingue deux cas comme déja fait dans I’ Etape 3.i, et on arrive a

I’estimation demandée (6.79). Par le théoreme de convergence dominée de
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Lebesgue lorsque m > 5ete — 0

2
Ds. :% {Qﬂgy(o)/ WX — 95,4, (0) | XPX20,00;0d X
m Rm

+ o(u?) + 0(6.%) (6.80)

Etape 3.iv On montre que

2 1) 74 P
Dy = MEQ lnA<# ) K w3a,€ )+ O(u?) sim=4 681)
—LEORTE(0) fom @ de + 0(,LL6 ) sim > 5

Or par (6.36), ona [, Ik 116 dv = 0(6.?) = o(uc?), par suite

1 )
Dyc=— _/ 9 PEG X + o(u2) + O (/ |X|a€2dX>
2 JB;(0) B5(0)

— —akf;g(())/ &fdx +0 (/ yX|&€2dX) + o(p?)
2 B5(0) B5(0)

2
_ _ K akr;g(())/ W2dX 4 O (/ yxyafdx) +o(p?)
2 B 5 (0) B5(0)

He

En distinguant les cas m = 4 et m > 5, comme dans I’ Etape 3.i, on aura

I’estimation annoncée (6.81)
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Pour m > 5ona:

m — 2

Dl,e + D3,e

1 AL —2 A
|-, [ xpvarax + Mo [t
Rm™ m

m

1 ~LL
+ 5651/3295(0) / Xﬂl)(ﬁ?ajwaiwdx} +o(u) + 0(62)

1 ~.. -9 ..
—ul {——aijgz%m / XPIVEPX + ™ 28,59(0) / Pdx
m R™ 4 m
-1

+ 205,07 (0) / ool o 0% do / |X|2|W|2dX} +o(p?) + O(6.%)
Sm—1 R™

Il résulte de [7] que

/ cloloProP?do = —1 Wyp1 (5ij5,3152 + 5P 5352 + 5i525j51)
gm-1 m(m—+2) ™

Par conséquent, nous obtenons

1 Ny .
—(0:;0" ) 21w [2
i 3 (P8 (0) + 20,5 <o>)) /R X PV Pax

m—2_ .. 5
+120,300) [ aax] o
1 m41_ . 1 A
— 62 R— e 7;4/\1] O —a /\7/7/0 / X2v~2dX
| (000 + 5 onnit ) [ xPIval
m — 2

+Taij§;'f(0) / deX] + o(pc?)
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Par suite, en utilisant la définition de D)., nous obtenons

-2 —2
De:Dle_D26+m D36_m D4e
El El ’ 2 ’
1 m4+1_ 4. 1 Ny R
=p | = (= —759597 (0) + 575795594 (0) — AIL5(0 / XP|Vw|?dX
'U/ |:m( TTL—|—2 Jge( )+2(m+2) BlﬁQ-goz() k u() Rm’ ‘ ’ w‘

_9 . .
+22 (00t 0) + k) [ a%ax] ol

Comme §7(g.)i; = Id, et 8,57 (0) = 0, alors 8;;79(0) = —(e)i;(0) pour tout
1,7 =1,...,m. Donc

D=1 [ (B 205(00(0) ~ 5t 0n@a(0) - ATE(0))

| IXPIVaFax + P2 (<0000 + T40) [

+o(ue”) + O(6.2)

m

w%x}

Par Jaber [31], en posant ®(X) = (1+|X|2)~"2" de sorte que @(X ) = ®(K 1 X),

nous avons

Jon IXPIVEPAX m(m — 2)(m +2)
Jom @2dX 4(m —1)

(6.82)

D’autre part, le développement de Cartan de la métrique g qui est C'*° dans la
carte exponentielle (Bs(7.), exp;) nous donne
8ﬁlﬁzg~eij (f) - (Riqu (@51)[325%81 + Riqu (f)(;pﬁl ‘5(152)

(R’i/BZ/Blj (i) + Ri51,32j (‘f))

Wl Wl

Notons que, par Cheikh-Ali [28], et les identités de Bianchi nous avons que
R;i;; = 0et Rijss = —R;js. Puisque R;;;; = Scalg, (Z.), on obtient alors que
>y 0339i(Te) = Scalg, (Z)

et > 05 —1 9.6 Geii(Te) = —2Scalg (Z.). De plus en utilisant les symboles de
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Christoffel et le fait que J.g.;;(7c) = 0, nous obtenons que Ok (z,) = %(lelk -
Ripi), par suiteona " Oul'% (Ze) = 2Scalg, (2). En appliquant ces formules,

on obtient
D= [ (22 05(005(0) — 5 lmlia)a0) — k(o) ) P 22
e —HMe m+2 1] Je 1] 2<m+2) 8182 Ja)ii kL 4 4(m_ 1)
m — 2 N ~ ~
_'_T (—d-j(ge)ij(o) + 8,61“12(0))} /m WX + O(MEZ)
9 m+ 1 1 2 _(m—=2)(m+2)
=/l — — | Scalg, (Z.
# K?,(m ) T3y 3) Sl BT T
-2 1 2
+m4 SCEllg€ (.’fe) (_g =+ §>:| /m U~}2dX —+ O(/'Le2)
Alors
m—2 _ -
D, = — ugms(;alge (Ze) / . W*dX + o(pc?) (6.83)
En faisant, un analyse similaire pour le cas m = 4, on aura (6.81).
Etape 4. On montre que
o ORI () Kl o) sim=t
— e 5. f O [ [XP@*PdX  sim >5
Posons X, := exp;, (7). Rappelons Z, est un minimum pour o(Z), par consé-

quence X, est un minimum de fg, donc on a 81»]1()(6) = Opourtouts =1,...,m.
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Estimons maintenant A,

1 2 A 2%(K) 1 2 A
A, = / (%fe(() X", dX + ——0;; f.(0 X' X4,
08 S0 20 7+ () O d0)

B;5(0)
+0 (/ |Xy3ﬁf*(’“)dx)
Bs(0)
1

[ aneoxd Vs et [ XX ax
£ 2 (k) B0

He He

+0 (|X5| |X|ﬁf*(’“)dx) 40 (/ |X|3ﬁf*(’“)dx)
B;(0) B;(0)

1 2 ey o
:*_aijfe(omf/ XX 00X + 0 (yxe\ X (k)dX) +0 (/ X
2*(k) B 5 (0) Bs(0) Bs(0)

He

®ax

Par le Lemme 6.2.50na [ |X|3ﬁ€2*(k)dX = o(uc?) et J5s500) |X|ﬁ€2*(k)dX =
O(pte). D’autre part, par le Théoréme 6.2.8 on a | X | = o(f). Par suite

1 2 . "
Ac =50 f(0)u? / X X702 WdX + o(uc’)
2 (k) B ;5 (0)

He

De la méme maniere que dans le travail du Lemme 6.2.5, on aura

LLe / xxia  Wax = u2 [ Xixiar®ax + o(p?) sim > 4
B (0) Rm

He

Avec cette égalité, en passant a la limite, et utilisant le fait que X*X7 est symé-

trique, on aura (6.84).

Etape 5. Nous groupons (6.84), (6.68), (6.67), et I'( Etape 3.) dans (6.66), on aura pour
m=4

Po(o) — ¢Sealy(7) = O(u)

Et pour m > 5

(hg(xo) — %s@ug(zo)) / ) WX + m; (k)Ag ﬁ(()) /R ) | X 2* ®dAdX = o)
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Passant a la limite lorsque ¢ — 0, on obtiendra

ho(Zo) — éScalg(fo) =0 (6.85)

- -2 1 = .
<h0(i’0) — %SC&]@(@’Q)) /m ’LZ)QdX -+ mT(k)Ang(O) /R‘m ’X’2’LD2 (k)dX =0
(6.86)

2
FAZ D w2, que § = D72, en utilisant I"égalité (6.82) on

obtient I’égalité (6.65), ce qui termine la preuve du Théoreme.

Sachant que fo =

0
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Notation

Chapitre 1

F. I'espace vectoriel des fonctions f : M — R qui sont différentiables en x
N, I’espace vectoriel des fonctions tel que D(f o o)) =0
f«(z) Papplication linéaire tel que (f.(x).(X)).(9) = X(go f)
f*T le pullback tel que (f*T")(x).(X1, ..., X)) =T (f(x)) . (fu(z). X1, ..., fu(x).X})
D :T(M) xI'(M) — T(M) une connexion linéaire

patr) = x e -x (22 +rore) ()

Ffj : 2 = R les symboles de Christoffel de la connexion D

k _ 1 G OGrmi _ 09 mk

Rmy la courbure Riemannienne : R;j;,; = giaR]qkl

RcgLa courbure de Ricci : R;; = Raiﬁjgaﬁ



CHAPITRE 7. NOTATION

Scal, La courbure scalaire : Scal, = R;;g"

d 1
(8£>x =Di(fov )y

e e )

L 0% ou
A= —g e e
gt g (8@89@ " 8xk>

exp,(X) = 7z.x(1) carte exponentielle normale

Weyl, la courbure de Weyl

1
Wijki = Riji — — (Rirgji + Rjgir — Rugjr — Rjkgi)
scalg
(n—1)(n—2

)(gikgjl - gilgjk)

HY(M) le complété de C'°°(M) par rapport a ||u| |Hf(M)-

lall g ary = [ull, + [[Vul],
H} (M) = {u € H}(M) /uorr = 0}
K(n) =

2
n(n — 2)w;

w,, est le volume de la n-sphere unitaire

* __ 2n
2_n72

216



Chapitre 2

Agu+au=uP sur M,
u >0 sur M, (EP)
u=>0 sur OM.

H = {u € H}(M) tel que [,, udvy, =0et [, fudv, = 1}

= inf/ |Vul*dv
u€H s | g

Vul*d
M= g dulVuldv
wer2(M) [, [uf?duy

Agu+au = P sur M,

u >0 sur M, (EY)
u=20 sur OM.
1 2 2 A p+1
Dy (u) = 5/, (|Vul® + av?) dv, — ot 1|u| dv,
( Agu+au = fuP  sur M,
$u>0 sur M, (E{)
 u=0 sur OM.
[ Ayu+au= uns  sur ©,
u>0 sur €, (E*)
L u=0 sur 0f).

1 - 2 2n
O(u) = 5/9 (|Vul® + av?) dz — n2 / |u| -2 dx
Q

n



CHAPITRE 7. NOTATION

ue(x) = n(w) € H12,0(Q>

n—2

(€ 4 dy(x0,x)%) 2"

J = {/ (|Vu|2 +au2) dx tel que u € HiO(Q) et ||U||27712 — 1}
Q 2n
u=inf J

¢ la métrique sur R™

Ue(X) = ue(X + z9)

a(X) = a(X + zo)

Agu=u’+u surQ,

u>0 sur Q, (E%)
u=20 sur 0f).
—Au =uP 4 f(zx;u) dans (,
u>0 dans €, (EY)
u=0 sur 0f).

Chapitre 3

(M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de R"
G un groupe fermé d’isométries de (M, g)

k= grélj\r/[l dim Gz

Gz est I’orbite du point x sous I’action de GG

G" un sous groupe fermé de Isom, (M)

z = 1I(x)

I1: M — M/G’ 1a surjection canonique

G'x :={gz/g € G'} I'orbite de x sous G’

S’z :={g € G'/g(x) = x} le stabilisateur de = sous G’
Q.= Pz
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Pz est une orbite principal

9(z) = vol(ITI7Y(Z)) = vol(G'x)
k = mindimGx > 1.
xeM
N := Bs(Gxy) /G’
1 pourz € B(0;1)
e C*(R) tel =
n € C(R) tel que n(z) 0 pourz € B(0;2)¢
_ d~ f ’ij
Ny o (T) = n(%)

1
dv P
2(n—k —s)
2" =
(k,5) n—k—2
2" =2%(0,0)
Vo|2dX
Kym) = inf Jon [VOPAX_
$EC® (f ]2 (kss) s) )2*(k,s)
Rm™ ‘X|S
4
Ko(n) = ———
n(n — 2)wg

A le minimum des volumes des orbites principales de dimension k

Ko(n, k, A) = S0l k)

2—s

B 1 1 r2(e=2)\ -
Ks(n) = (n—2)(n —s) (2—swn 1[‘(M))

2—s
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I" est la fonction d’Euler.
Gun = OO + [ X[ 7=t
2 2 2
ull5e 1 5. < LIVully + Bllull; (I7)
Lo =inf{L >0 tel que (I7)est vérifié }

u |u|2*(k,s)—2

Agu+ au = ————— + hu |u|??
g dg(z, Gxg)® [
t]t)P-1 si [t < L
GrLt)=<¢ BLP Y t—L)+L° sit>1L

BLA Yt + L)~ LP sit<—L

tlt| = si|t| <L
Hyt)y=< Z15% (- L)+ L% sit>1
BALS (4 L) - L™ sit<-—L

Chapitre ??

(M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de R™
G un groupe fermé d’isométries de (M, g)

k= f}él}} dim Gz

Gz est ’orbite du point x sous 1’action de G

G" un sous groupe fermé de Isom,, (M)

z = Il(z)

IT: M — M/G" 1a surjection canonique

G’z :={gz/g € G'} I'orbite de x sous G’

S’z :={g € G'/g(x) = x} le stabilisateur de = sous G’
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Q.= Pzr
Pz est une orbite principale
H? (M) est les fonction G-invariant de H7 (M)
o(z) = vol(IT"1(z)) = vol(G'x)
k = min dimGz > 1.
xeM
N = Bg(Gl’g)/G/
1 pourz € B(0;1)

€ C(R) tel que =
1€ CX(R) tel que () 0 pourz € B(0;2)°

B d: (i1, T
eu () = (222
)
m=n-—k
(k) = 2°(k, 0) = 2= F)
o ’ n—k—2
N 2
g = 1_}"719*25
A ‘ |2*(k,s)—2u " 2
gu + au = m + |U| u

OX) = (LX) 5

_ . w [ Vo2dX
Ki(n—k) 1_ ¢601£me) {Rlz*(k ) —
c Qﬁ ;S 2% (k,s

(Jr )

1 1 . 1 1
J(v) =+ 2 | 00?)d __/ O L
0= 3 J 09 00— s [ e

2—s
2(n—k —s)

Cnk,s =

221
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N

m
2—s

2—s
€ 2

€275 + dy(T,20)**

e

S m=2(E-s)
mheT12(2m — 2 — 8)
" _ (m_2)<m_4)
whs T 2(2m -2 — s)

Chapitre 5

(M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de R
G un groupe fermé d’isométries de (M, g)

k= ?&I} dim Gz

Gz est I’orbite du point x sous I’action de G

G" un sous groupe fermé de Isom,,(M)

II(x)

I1: M — M/G" la surjection canonique

G’z :={gz/g € G'} I'orbite de x sous G’

S’z :={g € G'/g(x) = x} le stabilisateur de = sous G’
Q.= Pz

Pz est une orbite principale

H? (M) est I’ensemble des fonctions G-invariant de H7 (M)
o(z) = vol(IT"1(z)) = vol (G'x)

k= :Ivlélﬁ dimGx > 1.

N = Bg(Gl’o)/G,

X .

1 pourz € B(0;1)

€ C°(R) tel que =
1€ CER) tel quen(z) 0 pourz € B(0;2)°

e (3) = (D)
m=n-—k
2(n — k)




ge(x) = expy G(pe).

Agu+ heu = fu>®
Agu+ hou = fu?' !

AW = f(z0)vol(Gag) mr=2qp? W)L

> n—k—2

B(Z) =15 5 (T)Re 2 UNJ(RE(eXp;: (Z))) pour z € N

1 [(Gg) 7=
E(B) =5 /R VuPde - / (IOWOQE%O) /R s

2% (k)dvg

€ 1 9 1 ) 1
Iy = §/M|V“|gd“g+ §/Mhe|ul dv, — 20 /Mf|u

2 () o,

1 1 ]
]g(u):§/M|VU|§dvg+§/Mho|u|2dvg_W/Mﬂu

2* (k) dvg

1 1
flw) =5 /M Vufde, - 5055 /Mﬂu
_ 1 - 1 L
I3(u) = §/N |Vu|§dvg — 5/Nf|u|2 (k)5 s du,
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CHAPITRE 7. NOTATION

1 1 *
1) =5 [ VuPdn, = o [l Oa,

n—k—2

we(x) == pe = 2 tc(expy (pet)).

. _ 1,0 n—=k
ll_r%we =w dans C,, (R"™%).

Chapitre 6

(M, g) une variété Riemannienne compacte sans bord de R
G un groupe fermé d’isométries de (M, g)

k= i%l]\r} dim Gz

Gz est I’orbite du point x sous I’action de GG

G’ un sous groupe fermé de Isom, (M)

z:=I(z)
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IT: M — M/G" 1a surjection canonique
G'x :={gz/g € G'} I'orbite de z sous G’
S’z :={g € G'/g(x) = x} le stabilisateur de = sous G’
Q.= Pz
Pz est une orbite principale
H? (M) est les fonction G-invariant de H7 (M)
9(z) = vol(IT71(Z)) = vol (G'z)
k = mindimGx > 1.
weM
N := Bs(Gz) /G
1 pourz € B(0;1)

€ C*(R) tel que n(x) =
7 < (R)tel que (z) 0 pourz € B(0;2)°

d: (%), 7
e (2) = (22T,
m=n-—Fk
2(n — k)
2" (k) = 2*
(k) = 2'(k.0) = 20— F)
g:@n—i—2g

Ge(X) = (exp;.) §(ueX) sur Bs (0) C R™F

He

ge = (e:Up;j) (X)

do = (exps,g) (X)

Agu+ hau = Au? =1 / uez*(k)dvg =1 (E)
M
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CHAPITRE 7. NOTATION

Ag, + he, = foa? B /N@‘mizaf*dvg =1+o0(1) (Eo)

Ag, 0e(X) + plheve = fap? B (E',)

A = Ko(n — k)~ ta? 01 (Eg)

At hede = 707 / ot e, = 140(1) (B
B;(0)

(uc) une suite de solution de (£,)

(N, g) estune (n — k)-variété Riemannienne

v(7) = vol(IT"1(2)) = vol(Gx)

K()(TL,k?,A): Aﬁ = Alf%(k)

NEE— fM |V ul?dv, + fM heu?do,

WEHTMOY ([ juf2 ) du,) (5

Ze € M un point ol u, atteint son max

—k
p =T = u(a) = |ludl

We(X) 1= 1“7 c(exps, (11 X)) pour tout X € B, (0) € R** (@)

He



limw, =@ dans C2 (R™).
e—0

2 —
n—k—2(,

a="7

. G la fonction du Green pour I’opérateur Ag + (i:fjf sur N’ G, la fonction du Green

our I’opérateur A; + <=2 sur N’
g 1—uo

N/ = B(fo,QT’o) CN

Hy(7) := G(%,7) la fonction du Green de I’opérateur A + a sue N’

N

H\(7) = V3G (2,9)

U (X) == u, (exp;, (X)) pour tout X € B;(0) C R™

~ K2 mT_Z
BX) = <K2+|X|2)
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CHAPITRE 7. NOTATION

K?=(n—k)(n—k—2)Ko(n—k)"

;LE(X) = he(exp,, (X))

fe (engz—6 (X))

f.(X)
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Résumé

Cette thése présente divers aspects de la résolution
d’équations aux dérivées partielles non linéaires avec
exposant surcritique de Sobolev, sur des variétés Rie-
manniennes compactes. Une méthode pour étudier
des problemes surcritiques est d’'imposer des inva-
riances par un groupe d’'isométrie. On va donc se don-
ner un sous-groupe du groupe d’isométries de notre
variété. Dans le cas trivial d’'une action libre et fi-
dele, le quotient de la variété par ce groupe est une
variété lisse de dimension inférieure. Ainsi, en étu-
diant un probléme invariant par un tel groupe, on se
ramene de facon artificielle a un probleme critique
sur la variété quotient de dimension inférieure. Dans
notre travail, nous considérons le cas plus difficile de
groupes qui n‘agissent ni librement ni fidélement : le
probléme sera alors que le quotient ne reste plus une
variété, et les techniques précédentes ne fonctionne-
ront plus. Des hypothéses sur ce groupe seront ex-
plicitées. Dans la premiére partie, nous déterminons
la meilleure constante dans les inégalités de Hardy-
Sobolev avec invariance par un tel groupe d’isomé-
tries : cette constante dépend de la meilleure constante
euclidienne correspondante et nous permet d’obtenir
des solutions de I'équation de Hardy-Sobolev pertur-
bée via le Lemme du Col d’Ambrosetti-Rabinowitz.
Dans la deuxieme partie, nous effectuons une analyse
du phénomene de concentration d’'une famille de solu-
tions de I'équation surcritique avec invariances. Sous
des hypothéses adaptées, nous montrons que l'orbite
de concentration converge trés rapidement vers I'orbite
limite, ce qui nous permet de montrer une relation entre
le potentiel et la géométrie en I'orbite de concentration.

Mots clés

Equations aux dérivées partielles non linéaires,Equation de Hardy-Sobolev , Meilleur cosn-
tate de Sobolev, Invariance par isométrie, phénomeéne de concentration, Puissance surcri-
tique , Identités de Pohozaev, Orbite de concentration

Abstract

In this manuscript, we present several aspects of the
resolution of nonlinear elliptic partial differential equa-
tions with supercritical Sobolev exponent. We are con-
sidering the context of a compact Riemannian manifold
and we fix a subgroup of the isometries of this mani-
fold. Taking a problem invariant under the action of this
group permits to get a reasonable supercritical prob-
lem. More precisely, if the action of such a group is
free, the quotient is also a smooth manifold of an in-
ferior dimension: this transforms a supercritical prob-
lem on the initial manifold into a critical problem on the
quotient manifold. Therefore, under this free-action hy-
pothesis, the problem is artificially supercritical. In our
work, we consider the more intricate case of a group
that does not act freely, so that the quotient space is
not necessarily a manifold, and the preceding method
fails. We make an explicit hypothesis on the group to
be able to perform some analysis. In the first part, we
compute the best constant in the Hardy-Sobolev super-
critical inequalities with invariance under such a group:
this constant depends on the corresponding Euclidean
best constant. This constant allows us to get solutions
to a supercritical Hardy-Sobolev equation with pertur-
bation via the Mountain-Pass Lemma of Ambrosetti-
Rabinowitz. In the second part, we perform an anal-
ysis of the concentration phenomenon associated with
supercritical equations with invariance. Under suitable
hypothesis, we show that the concentration orbit con-
verges very fast to a limiting orbit. This allows to get a
relation between the potential and the geometry at the
concentration orbit.

Key Words

Nonlinear elliptic partial differential equations , Hardy-Sobolev equation, Best constant of
Sobolev space, Invariance under the action of a group of isomteries, BLow-up , Supercritical
exponent, Pohozaev identities, Concentration orbit
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