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Introduction générale




INTRODUCTION GENERALE

Le carbure de silicium est connu pour exister sous une grande
variété de formes cristallographiques qui ne différent que dans une
direction de 1'espace, difes polytypes, variant entre la structure de la
blende et celle de la wiirzite [1-3], et pouvant étre décrits par une séquence
d'orientations de couches biatomiques Si-C dans une direction
d'empilement de plans compacts [4,5]. Il a déja été mis en évidence une
trés grande quantité de polytypes différents ; parmi ceux-ci, certains
présentent des périodes spatiales tres grandes [6-9] ; d'autres illustrent le
phénomene de désordre unidimensionnel [6,8,10-14]. Aucune théorie n'a
pu, a ce jour, rendre compte de la possibilité simultanée de la croissance

de polytypes réguliers et apériodiques.

L'observation directe de polytypes désordonnés sur des échantillons
de SiC synthétisés par infiltration chimique en phase vapeur (CVI) a
partir d'un mélange gazeux de CH3SiCly (MTS) et d'hydrogéne [15-17] a
été réalisée en microscopie électronique a haute résolution (HRTEM)
[13,14]. La figure 1 montre un cliché obtenu par cette méthode : 1'encart
du haut a droite est un diagramme de diffraction montrant nettement le
désordre unidimensionnel de la structure ; de plus, une simulation de
l'image par ordinateur a été superposée a une partie de l'image (encart
au centre gauche), de fagon 4 montrer qu'il n'y a aucune ambiguité quant

a son interprétation.
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Figure 1 : Cliché HRTEM d'un polytype désordonné de SiC pris dans un

plan contenant l'axe <111>; ou [0001]y. En haut a droite, diagramme de

diffraction indiquant le désordre unidimensionnel. Dans l'encart du

centre gauche de la photo, superposition d'une image de synthese.

Cliché d'apres [13,14].



Le procédé de synthése est tel que le systeme chimique se
situe loin de 1'équilibre thermodynamique : de nombreuses études ont déja
montré que la sursaturation est extrémement importante. On ne
cherchera donc pas a effectuer une modélisation des polytypes en tant que
phases d'un diagramme. Par contre, l'aspect unidimensionnel des
désordres, lié au fait que la croissance s'accomplisse essentiellement
couche aprés couche, améne naturellement a chercher une explication

du polytypisme dans la croissance du matériau.

En fait, 1'étude détaillée de la structure de divers polytypes
non cubiques montre que chaque site présente une légére déformation de
son tétraédre de coordination [18,19], diie a des interactions
interatomiques [20,21]. Cette déformation est variable suivant les sites,
laissant supposer qu'elle joue un réle essentiel dans la stabilisation locale
de telle ou telle orientation pour chaque nouvelle bicouche d'atomes [20-
22]. C'est cet argument qui va étre utilisé pour proposer un modéle

unidimensionnel permettant de rendre compte de la croissance des

polytypes.

Dans une premiére partie, une vue générale sur le
polytypisme du SiC est proposée, en portant plus spécialement 1'attention
sur la variété des polytypes rencontrés, sur les déformations de leurs
bicouches, et sur les divers modéles employés pour rendre compte de leur
existence. Ensuite, dans une deuxidme partie, les bases d'une
modélisation dynamique sont établies : en partant de considérations sur
les interactions locales entre atomes prés de la surface, on est confronté a
I'existence d'une loi de récurrence permettant de donner l'orientation des
bicouches successives, connaissant la ou les déformations précédentes.
Son évolution avec un ou plusieurs paramétres permet de passer de la

génération d'un polytype & un autre, périodique ou désordonné. Dans une
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troisiéme partie, le modéle mathématique employé, basé sur l'itération
(ou répétition) d'une classe particuliere d'endomorphismes du segment
(i.e. des fonctions de ce segment dans ce segment), est étudié plus en
détail, de fagon a mettre en évidence les possibilités qu'il offre et a le
confronter, sur le plan combinatoire, avec les données connues sur le
polytypisme. Enfin, dans une quatriéme partie, une étude de simulation
sur des clusters sera proposée dans le but de mieux connaitre les
déformations, leurs énergies, ainsi que leurs relations avec l'orientation
des bicouches, et éventuellement d'améliorer la connaissance de la

relation de récurrence entre les bicouches.



Chapitre premier :

LE POLYTYPISME DU SiC.

N.B.:

Ce chapitre, ainsi que le suivant, incluent la matiére de la publication a
Journal of Crystal Growth , 118 (1992), pp. 430-438, intitulée :
"Atomic Relaxation and Dynamical Generation of Ordered and Disordered

Chemical Vapour Infiltration (CVI) SiC Polytypes", par G. L. VIGNOLES.



I. LE POLYTYPISME DU SiC.

Introduction.

Le polytypisme, appelé aussi polymorphisme unidirec-
tionnel, est la coexistence de plusieurs formes cristallographiques diffé-
rentes d'une méme espéce chimique, dans notre cas le carbure de silicium
(SiC), qui ne different que dans une direction de 1'espace : en fait, chaque
polytype est constitué de l'empilement de bicouches, et c'est la disposition
relative de ces bicouches qui le distinguera des autres. Le cas du SiC est
connu depuis fort longtemps [29], et c'est celui qui présente le plus grand
nombre de formes différentes connues. Pour 1'étudier, une description mor-
phologique sera faite en premier lieu, de fagon a clarifier les différentes no-
tations en vigueur. Ensuite, un aper¢u de la variété des polytypes sera
donné, suivi d'une récapitulation des divers modeles déja présentés ; enfin,
une étude consacrée aux déformations des tétraedres dans divers polytypes

concluera cette partie.
I.1. Morphologie des polytypes.

Les polytypes du carbure de silicium peuvent &tre décrits
comme des séquences d'empilements de couches biatomiques Si-C
(bicouches) suivant la direction <111>3 ou [0001] des structures cubique
(ZnS blende) et hexagonale (ZnS wiirtzite) correspondantes [23,24]. Ces di-
rections sont aussi les directions principales de croissance en CVD et CVI

aux températures envisagées [30].
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Chaque bicouche est formée de deux couches : une d'atomes de
Si et une d'atomes de C, chacune dans un arrangement hexagonal ;
chaque atome est entouré par quatre autres disposés en tétraedre, trois

d'entre eux appartenant a l'autre couche de 1a méme bicouche.

Le polytypisme provient de la possibilité d'empilement dans
deux orientations différentes vis-a-vis de la bicouche précédente [5,24],

comme indiqué a la figure I.1.

(i) En configuration k (pour 'kubisch'), 1a nouvelle bicouche est
déduite de la précédente par une simple translation (voir figure I1.2b),

comme dans le polytype cubique 3C (blende).

(i1) En configuration h (pour 'hexagonal'), 1a nouvelle bicouche
est déduite de l'ancienne par une translation et une rotation a 180° (voir

figure 1.2a), comme dans le polytype hexagonal 2H (wiirtzite).

L'arrangement hexagonal a l'intérieur de chaque bicouche est
similaire & la disposition des atomes au sein d'un empilement compact. En
fait, le polytype 3C (cubique) correspond & la structure compacte cubique
faces centrées, et le polytype 2H correspond a la structure hexagonale com-
pacte. Cette similitude justifie que I'on utilise un repérage des positions de

chaque bicouche par les lettres A, B et C.

En examinant les atomes de la sous-couche supérieure de la
nouvelle bicouche et de la sous-couche inférieure de la bicouche précédente,
(qui est en fait son 3éme voisin), on remarque qu'ils sont éclipsés en

orientation h et décalés en orientation k, comme illustré a la figure 1.2.
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Fig.1.2 : Disposition relative des atomes en k et h.

a) Orientation h : b) Orientation k :

Disposition éclipsée Disposition décalée
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I.2. Notations pour le polytypisme.

Tous les polytypes peuvent étre décrits par une séquence
d'orientations U, , n étant une numérotation des bicouches [24]. Par
exemple, le polytype 6H se traduit par la séquence hkkhkk... ou (hkk),,. U,

est donc une suite booléenne.

La notation h-k ou notation de Jagodzinski [24] consiste donc
a décrire un polytype par une séquence Uj. Par souci de simplicité, il est
d'usage de noter hkk au lieu de (hkk),,, en gardant sous-entendu le fait que
le polytype en question est périodique. Notons que 1'on pourrait utiliser les
symboles E-S (Eclipsed-Staggered) de la chimie organique de fagon équiva-
lente, ainsi que l'ont fait certains auteurs [20]. Toutefois, si ces notations
sont parfaitement fideles a la réalité du polytypisme (la notation h-k sera
d'ailleurs systématiquement employée dans ce travail), elles présentent 1'in-
convénient de la longueur ; de plus, elles ne donnent pas le groupe spatial
de la structure. C'est en particulier pour ces raisons que d'autres notations,

plus condensées, sont aussi utilisées par les cristallographes.

La notation de Ramsdell [5], adaptée aux polytypes régu-
liers, décrit le nombre de bicouches nécessaires pour constituer une maille
élémentaire dont la répétition donne le cristal, et d'y adjoindre une lettre
pour indiquer le groupe cristallographique auquel le polytype se rattache.
Par exemple, 3C signifie qu'il faut trois bicouches pour faire une maille, et
que c'est une variété cubique (C). Le nombre qui figure dans cette notation
n'est en général pas égal au nombre de lettres employées dans la notation
h-k. Par exemple, le polytype hkhkk s'écrit 15R, car il faut répéter 3 fois ce
motif pour obtenir la maille élémentaire de la structure, qui est alors rhom-

boédrique (R).
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La répétition de la séquence élémentaire vient de la nécessité
de retrouver la méme position cristallographique lorsqu'on parcourt une fois
la hauteur de la maille élémentaire. Prenons 1'exemple du polytype 15R. Si
l'on part d'une position A et que l'on suit une premiére fois la séquence
hkhkk, nous avons 1'enchainement de positions A->C->B->C->A->B, comme
indiqué a la figure 1. 3. Il apparait clairement que 1'on est passé de la posi-
tion A a la position B, qui ne lui est pas équivalente : il faut donc, pour re-
trouver la maille élémentaire compléte, inclure une seconde séquence
hkhkk, qui fait passer de B a C, puis une troisiéme, qui fait passer de C a
A. L'ensemble fait donc bien 15 bicouches. Ceci explique donc aussi que le
cubique soit 3C : il faut trois bicouches pour passer de A 4 A par transla-
tions successives. Le cas du 6H est 1égérement différent : Si 1'on applique
une fois la séquence hkk, on effectue le parcours A->B->C->A, donc on re-
tombe bien sur A, mais si on l'effectue une seconde fois, on a le parcours A-
>C->B->A, qui est différent du premier. Il faut donc bien inclure deux motifs

hkk pour reconstituer la maille élémentaire.

Il est a constater que cette notation n'est pas toujours tres
adaptée a la description des polytypes : en effet, il peut y avoir plusieurs
polytypes différents avec le méme symbole de Ramsdell ; dans ce cas, on ra-
joute un numéro ou une lettre pour les distinguer (par ex. 51R; et 51R}
[31]). Toutefois, c'est une notation commode pour désigner simplement les

polytypes de petite période les plus connus (3C, 2H, 4H, 6H, 15R, etc...).



13

Figure L1.3. Correspondance entre les positions A, B, C et les orienta-

tions h et k, sur 1'exemple de la séquence hkhkk (15R).
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La notation de Zhdanov [4] consiste & noter un bloc hk, sous
la forme (n+1) : cela correspond a compter le nombre de bicouches placées
entre deux rotations a4 180°, qui ont parfois été considérées comme des dé-
fauts de structure. La notation décrit souvent toutes les bicouches néces-
saires pour former une maille élémentaire : ainsi le polytype hkhkk s'écrit

(23)3 et non (23).

En résumé, le tableau 1.1 donne les différentes notations pour

les polytypes les plus simples et les plus connus du SiC.
1.3. La diversité des polytypes du SiC.

Depuis le début du siécle jusqu'a 1989, plus de 180 polytypes
réguliers ont été mis en évidence ; le plus long d'entre eux correspondrait a

une séquence h-k d'environ 1560 lettres [32].

Il n'existe qu'un seul polytype de symétrie cubique, c'est le
polytype 3C ; les autres polytypes sont soit hexagonaux (lettre H), soit
rhomboédriques (lettre R), soit trigonaux (lettre T). Tous les polytypes
rhomboédriques ont une maille élémentaire correspondant a trois fois la sé-

quence h-k utilisée pour les décrire.

Les séquences d'une bonne partie des polytypes connus ont été
déterminées a partir de clichés de Weissenberg aux rayons X. Pour ce
faire, la méthode employée au début, sur des polytypes de séquence courte,
a été de déterminer toutes les séquences compatibles avec le groupe spatial
et la longueur de la maille déterminée dans la direction [0001], (en notation
hexagonale), puis de calculer les intensités du spectre de chacune de ces
"séquences candidates” et, par comparaison avec les intensités obtenues ex-
périmentalement sur des clichés de Weissenberg, de sélectionner la plus fi-

dele.
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Notation h-k | Notation de | Notation de Structure
Zhdanov Ramsdell
k (o0) 3C er
h (11) 2H ;
hk (22) 4H >
hkk (33) 6H >
hichklk 23)s 15R 1

Tableau 1.1 : Structure et notations des polytypes les plus simples
du SiC.
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Assez rapidement, ces premiéres déterminations de structures
ont révélé que la plupart des polytypes ont des séquences formées de "mots"
élémentaires qui sont, en notation de Zhdanov, (22), (33), (44), (23), (32),
(84) et (43), l'occurrence d'un symbole inférieur a 2 ou supérieur a 4 étant
relativement rare. Sur ces bases, des séquences polytypiques plus longues
ont été mises en évidence, donnant lieu a la reconnaissance de familles po-
lytypiques comme [(33),(32)], [(33)n(34)], etc...[5]. Ceci n'a pas empéché
que d'autres structures ne suivant pas nécessairement ces régles ont été dé-

couvertes.

La plupart de ces cristaux étaient synthétisés par la méthode
de Acheson et par la méthode de Lély. La premiére méthode, utilisée in-
dustriellement pour la synthése de "carborundum” abrasif, consiste a trai-
ter un mélange de coke et de silice 4 2000°C dans un four & électrode élec-
trique centrale de carbone pendant 30 heures, et a récupérer les cristaux
sur les parois de 1'électrode apres refroidissement [1]. La méthode de Lély
sert a fabriquer du SiC de haute pureté par sublimation, a 2500°C et en
atmosphere contrdlée, de carbure de silicium moins pur [1]. Beaucoup de
publications concernant la caractérisation de nouveaux polytypes ne men-
tionnent que briévement ou partiellement l'origine et la taille des cristaux

étudiés.

Plus récemment, le champ des applications du SiC s'étendant a
I'élaboration de semiconducteurs, et d'éléments de céramiques composites
thermostructurales (whiskers, fibres, matrices), les procédés de dépdt
chimique en phase vapeur (CVD) et d'infiltration (CVI) sont devenus
plus importants [1,15-17]. C'est par cette méthode que le polytype 2H a été
synthétisé pour la premiére fois. Parallélement, la caractérisation par ima-
gerie en microscope électronique par transmission a haute résolution

(HRTEM) a permis de déterminer des polytypes de séquence extrémement
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longue et/ou inhabituelle [6-9], puis de visualiser des séquences apério-
diques [10-14], ces derniers apparaissant souvent en conditions de CVD et

CVI [14].

1.4. Modélisations du polytypisme.

Il n'est pas cherché, dans cette partie, a faire une description
exhaustive de tous les modeles proposés a ce jour pour expliquer le phéno-
meéne du polytypisme, mais plutét a donner une classification des grands
types de modéles. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé aux revues [1-

3,32-341].

Il y a deux grandes catégories de modeles : dans la premiére,
les polytypes sont considérés comme des phases d'un diagramme déterminé
par la thermodynamique, et dans la seconde, ils sont considérés comme le

résultat d'un phénomeéne de croissance.
I.4.1. Modélisation thermodynamique du polytypisme.

Cette modélisation ne concerne pas directement 1'objet de ce
travail, puisqu'elle traite des polytypes obtenus en tant que formes a 1'équi-
libre. De nombreux calculs d'énergie totale sur les structures 4H, 6H et 15R,
incluant 1'énergie des phonons, montrent que si 4H et 6H ont des domaines
de stabilité thermodynamique, alors 15R (qui est une sorte de composé in-
termédiaire entre les deux premiers) en a un aussi [35]. Un modele d'Ising
axial allant jusqu'au troisieme voisin (ANNNI) est construit sur la base de
termes d'interactions inter-bicouches dépendant des orientations relatives
de celles-ci [21,36]. Toutefois, ces facteurs ne semblent pas permettre de dé-

crire correctement 1'ensemble des polytypes [35].

En sus de cette modélisation purement statique, des méca-

nismes ont été proposés pour des transitions de phases intervenant a haute
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température [34]. Ces mécanismes font intervenir des glissements coopéra-
tifs de plans atomiques & l'intérieur du solide, permettant de transformer
des bicouches k en bicouches h et réciproquement. Toutefois, ces méca-
nismes font intervenir des énergies d'activation énormes et ne peuvent donc
rendre compte de l'apparition de polytypes que dans des cas trés particu-

liers.
1.4.2. Modeles de croissance des polytypes.

Ces modeles sont essentiellement basés sur la théorie de la
croissance autour d'une dislocation de Burton, Cabrera & Frank [37]. Il y
aurait quelques structures de base comme les polytypes 3C, 6H et 4H sur
lesquels une croissance en hélice autour d'une dislocation vis entrainerait
l'apparition de défauts d'empilement régulierement disposés, ce qui conduit
a de nouvelles structures polytypiques. Il a fallu apporter de nombreux
aménagements a la théorie de base pour rendre compte de certains
polytypes dont les séquences n'appartiennent pas a des familles simples :
présence de défauts dans la matrice de base, croissance enchevétrée autour
de deux dislocations-vis voisines, etc... [3,33]. Ces modeles n'arrivent ce-

pendant pas a rendre compte de la croissance de polytypes désordonnés [3].

En résumé, de nombreux efforts de modélisation ont été ac-
complis dans le domaine de la modélisation du polytypisme du SiC et
d'autres matériaux ; cependant, la tdche est compliquée par le fait qu'il
existe des mécanismes différents pour des conditions différentes (e. g. sil'on
est pres ou loin de 1'équilibre thermodynamique, s'il y a des défauts ou pas),
et par le fait qu'il est difficile d'avoir accés expérimentalement & des gran-
deurs thermodynamiques ou cinétiques fiables (grande sensibilité a la pré-
sence d'impuretés). Enfin, aucune théorie ne semble pouvoir rendre compte

simultanément de la croissance de polytypes périodiques et désordonnés.
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1.5. Déformations des bicouches Si-C.

Il a été avancé que les différences d'environnement atomique
local entre les diverses bicouches peuvent avoir un réle crucial dans la
théorie du polytypisme [20]. En effet, ce sont elles qui peuvent rendre
compte d'une différence énergétique, (i) du point de vue thermodynamique,
entre deux structures, et (i1) du point de vue de la croissance, entre deux
orientations possibles pour la bicouche suivante. C'est dans cette derniere

optique qu'il est proposé de les étudier en détail dans cette partie.

La structure fine des polytypes non cubiques du carbure de si-
licium (ainsi que d'autres composés) est moins réguliére qu'au premier
abord : en particulier, s'il n'y a pas de symétrie cubique mais une simple
symétrie d'ordre 3, la longueur d'une des liaisons au sein des tétraédres
(celle qui est parallele a 1'axe de croissance, qui est lui-méme parallele a
l'axe de symétrie) n'est pas obligatoirement égale aux trois autres : il y a
distorsion du tétraédre de coordination de chaque site atomique. Le rap-
port entre ces deux types de longueur varie d'une bicouche a l'autre le long

de l'axe de croissance [20].
Ces distorsions ont été mises en évidence :

(1) dans une étude trés détaillée par diffraction de rayons X
sur un monocristal de structure 6H par Gomes de Mesquita [19], comme il-

lustré a la figure 1.4, et de structure 2H par Schultz et Thiemann [18] ;

(ii) dans des études de résonance magnétique nucléaire
(RMN) du 29S5i et du 13C [25-27], mettant en évidence des sites différenciés

correspondant a des environnements locaux multiples ;
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Fig. 1.4 : Distorsions des liaisons atomiques

dans le polytype 6H, mesurées d'apres un

spectre de diffraction de rayons X.

D'apres [19], et la discussion ultérieure de [20].
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(iii) par une simulation des structures 2H, 4H, 6H, et 15R
avec des méthodes de calcul ab initio a pseudopotentiel [22]. Le calcul a
permis de retrouver des déformations compatibles avec les résultats expé-
rimentaux, et de donner une évaluation des déformations pour des poly-

types non étudiés aux rayons X.

Les études des distorsions ont montré que ces derniéres respec-
tent la symétrie d'ordre 3 d'axe parallele a la direction de croissance. Les
angles entre les liaisons varient trés peu, alors que les longueurs varient

beaucoup plus, quoique de fagon assez limitée (moins de 3%).

De facon rigoureuse, la distorsion des tétraedres se mesure griace a 3

grandeurs géométriques, représentées a la figure 1.5 :

(1) la longueur L, de la liaison verticale (dans l'axe de crois-

sance), qui est une liaison entre des atomes de deux bicouches distinctes,

(ii) la longueur 1, des 3 liaisons équivalentes a I'intérieur d'une

bicouche,
(iii) 'angle A, entre les liaisons des deux types.

Comme toutes les bicouches coincident entre elles, perpendicu-

lairement & la direction de croissance, on a obligatoirement la relation :

2 2
1, SlnA.n=§a'

ol a est la mesure de la base de la maille élémentaire hexago-
nale. En conditions de croissance bicouche par bicouche, ou la nouvelle bi-
couche vient se former en épitaxie sur la précédente, le parameétre horizon-
tal a est identique d'une bicouche a l'autre, donc ], et A, sont liés a une
constante : il n'y a plus que deux grandeurs indépendantes, que nous choisi-

rons étre pour la suite L, et 1, .
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Direction de
croissance

Fig. 1.5 : Définition des grandeurs géométriques associées a une bi-

couche.
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Pour la suite du travail, il sera considéré que la croissance se
fait par la face Si, comme indiqué a la figure 1.5. Des calculs d'énergie totale
sur des surfaces de SiC tendent 4 montrer que ce mode de croissance est fa-
vorisé [38]. Le choix d'orientation de chaque bicouche se rapporte & un choix
de position pour les atomes de Si, puisque les atomes de C viennent alors se

placer automatiquement a la verticale de ceux-ci.
L5.1. Etude des déformations aux rayons X.

La premiére mise en évidence des déformations a été effectuée,
apres avoir constaté que le rapport ¢/a des dimensions de la maille élémen-
taire du polytype hexagonal 6H n'est pas idéal, a partir d'un examen appro-
fondi des réflections de rayons X d'ordre élévé d'un cristal de 6H pur [19].
Les résultats ont permis d'évaluer que la bicouche h est plus haute que les
bicouches k. Cependant, la détermination était basée sur 1'hypothése arbi-
traire que les 2 bicouches k, pourtant cristallographiquement non-équiva-

lentes, avaient les mémes dimensions.

Une discussion ultérieure de ce travail [20] est revenue sur
cette hypothese. En suggérant de considérer que les bicouches k onf des en-
vironnements différents, 1'auteur arrive aux valeurs de la figure 1.4, Ces va-
leurs indiquent clairement que toutes les bicouches ont un effet d'élongation
suivant l'axe ¢ de la maille hexagonale, mais que cet effet est plus sensible
pour la bicouche h. Le rapport L,/1,, est de 1,0031 et 1,0037 pour les bi-
couches Kk, et de 1,0047 pour la bicouche h, ce qui représente des variations

relatives de longueur de 0,3 a 0,5%.

Un travail ultérieur d'étude de diffraction aux rayons X sur la
structure 2H [21] a de nouveau clairement mis en évidence une élongation

suivant 1'axe ¢ pour les bicouches h. Dans ce cas, la distortion est encore
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plus forte que pour la bicouche h du polytype 6H : le rapport I /1, estici de
1,0295 (variation relative de 2,95%).

L1.5.2. Simulation des déformations par calcul ab-initio a

pseudopotentiel.

Des calculs d'énergie totale de structures relaxées de poly-
types du SiC ont été menés, par une méthode ab-initio 4 pseudopotentiel
utilisant l'approximation de densité locale (LDA) pour les énergies
d'échange et de corrélation [22]. La méthode employée commence par une
évaluation de l'énergie totale pour des structures périodiques idéales, puis
des contraintes internes qui y existent, et en déduit la direction des relaxa-
tions. Les parameétres de maille et les positions atomiques au sein de la
maille sont alors réévalués de fagon a annuler le champ de contraintes in-
ternes (plus précisément, a le rendre égal au champ isotrope déterminé pour
la structure cubique parfaite dans les mémes conditions). Les résultats de
cette approche sont globalement en accord avec les données expérimentales
sur les polytypes 6H [19,20] et 2H [18] ; les longueurs et les déformations
relatives correspondantes sont indiquées au tableau 1.2. Les déformations

relatives §, sont définies de la maniére suivante :

L
8n=ﬁ-1

L'accord qualitatif convenable avec les quelques données expé-
rimentales valide 1'approche utilisée en tant qu'outil de mesure des défor-
mations : en particulier, pour des polytypes assez voisins, comme 4H, 6H et

15R, la comparaison peut étre prise en compte.
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| Polytype | U, L1y (%) | 1,15 (%) 0, (%)
3C k 0 0 0
2H h 0.595 -0.144 | 0.740 (2,95)
4H h 0.460 . 121 0.582
k 0.138 -0.051 0.189
6H h 0.404 -0.086 0.490 (0,47)
k 0.104 -0.023 | 0.127 {0,31)
k 0.102 -0.066 | 0.168 (0,37}
15R h 0.460 -0.136 0.597
k 0.140 -0.022 0.162
h 0.400 -0.161 0.562
k 0.100 -0.011 0.111
k 0.100 -0.096 0.196

Tableau 1.2 : Déformations relatives 3, =(L,/l,) - 1 pour quelques

polytypes réguliers d'apres les valeurs calculées de [22]
Valeurs expérimentales entre () : d'apres [18].

Valeurs expérimentales entre {} : d'apres [19].
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Il est & noter que les valeurs de §, sont toutes positives : ceci
signifie que l'on a des élongations des tétraédres de coordination dans la
direction de la croissance. Elles sont plus importantes (>0,4%) en orien-
tation h qu'en orientation k (<0,2%). On peut en conclure que l'orientation h
est liée & une plus forte élongation longitudinale, ce qui va dans le sens
constaté pour la plupart des cas de polymorphisme blende/wiirtzite [20]. A
faible distorsion, les répulsions stériques entre troisiémes voisins favorisent
la configuration décalée (comme on le voit a la figure 1.2), mais a plus
grande distorsion, ces répulsions diminuent et l'attraction électrostatique
(n'oublions pas qu'un cristal de SiC est partiellement ionique [1]), supé-

rieure en éclipsé, favorise de plus en plus cette derniére configuration.
1.5.3. Etude des déformations par RMN.

Une autre approche permettant de mettre en évidence la non-
équivalence de différents sites dans les polytypes du SiC est 1'observation de
spectres de résonance magnétique nucléaire (RMN) du 29Si et du 13C [25-
27]. Les polytypes 2H, 4H, 6H, 3C et 15R ont été étudiés, et les résultats
mettent en évidence, & premiére vue, 4 types distincts de sites cristallogra-
phiques pour les atomes de Si et 4 types pour les atomes de C, définis symé-
triquement, et nommés A, B, C et D dans [26], et I, II, III et IV dans [25].
Grice a un raisonnement reliant les intensités relatives et les environne-
ments cristallographiques, chaque groupe de déplacements chimiques a pu

étre attribué aux atomes correspondants [25,26].
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Polytype |Site A Site B Site C Site D | Rapport d'in-
(kk) (kh) (hk) (hh) fensites
3C [25] -16,1 ¢ 1
[25,27] |-18,4 *
[26] -18,3
2H [27] -20,0 1
4H [27] -22.5 -19,7 1:1
6H [27] -14,7 -25,4 -20,9 1:1:1
[25] -14,3 -24.9 -20,4
[26] -13,9 -24,5 -20,2
15R [25] |-14,6 -24,1 -20,5 1:2:2
[26] |-14,9 -24 .4 -20,8

* Sur cristal, * Sur poudre

Tableau 1.3 : Déplacements chimiques en RMN du 29Si pour

quelques polytypes du SiC.

Tous les déplacements chimiques sont

en ppm par rapport au TMS (tétraméthylsilane)
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Une réflexion sur les environnements cristallographiques [28] a
permis de relier les notations de [25] et de [26] entre elles et avec la nota-
tion h-k. Un site A ou I correspond a un atome de Si dans une bicouche k
ayant une bicouche supérieure k elle aussi. Un site B ou III correspond a un
atome de Si en k avec une bicouche supérieure en h. Un site C ou II corres-
pond 4 un atome de Si en h avec une bicouche supérieure en k, et un site D
ou IV correspond 4 un atome de Si en h suivi de h. Le tableau 1.3 donne les
déplacements chimiques observés pour les différents sites de chaque poly-
type en RMN du 29Si ; la RMN du 13C donne des résultats moins précis

mais globalement en accord avec ceux-ci.

Il est a signaler qu'il n'y a pas de lien direct (e. g. proportionna-
lité) entre la valeur des déplacements chimiques et les déformations locales,
si ce n'est par le fait que les déformations et les déplacements chimiques se
répartissent en quatre groupes. Des travaux sont actuellement en cours
pour préciser l'origine exacte des déplacements chimiques. Il a déja été
montré que l'effet diamagnétique anisotropique n'en est pas la cause princi-
pale, mais que ce serait plutét I'anisotropie de la densité électronique die
aux recouvrements successifs avec les orbitales des voisins proches et plus

éloignés [39].
Conclusion.

Apres avoir décrit la nature du polytypisme du SiC et les di-
verses notations employées pour distinguer les polytypes, un bref apercu
de la variété des formes mises en évidence et des théories avancées pour
rendre compte de ce phénomeéne est donné. Enfin, l'accent est mis sur la
non-idéalité de la structure cristallographique des formes non cubiques du
SiC, en mettant en évidence les déformations de chaque bicouche Si-C, qui

sont les unités de base de tous les polytypes du carbure de silicium. Ces dé-
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formations sont différentes pour toutes les bicouches non-équivalentes d'un
polytype, montrant ainsi qu'elles sont spécifiquement liées a 1'orientation
de celles-ci, voire a l'orientation et/ou aux déformations des bicouches voi-
sines. Si un lien existe entre les déformations de deux bicouches voisines,
alors il est possible de construire un modele de croissance reliant les dé-
formations et les orientations des bicouches Si-C au cours de la croissance.

L'établissement d'un tel modele fait 'objet du chapitre suivant.



Chapitre deux :

CONSTRUCTION D'UN MODELE
DYNAMIQUE DE CROISSANCE DES
POLYTYPES DU SiC.

D!B.

Ce chapitre, ainsi que le précédent, incluent la matiére de la publication a
Journal of Crystal Growth , 118 (1992), pp. 430-438, intitulée :
"Atomic Relaxation and Dynamical Generation of Ordered and Disordered

Chemical Vapour Infiltration (CVI) SiC Polytypes", par G. L. VIGNOLES.
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II. CONSTRUCTION D'UN MODELE DYNAMIQUE DE
CROISSANCE DES POLYTYPES DU SiC.

I1.1. Modélisation des interactions locales.

Des environnements atomiques différents impliquent des in-
teractions différentes : ici, 4 partir du 3éme voisin, les recouvrements d'orbi-
tales atomiques, ainsi que le potentiel électrostatique, ne sont plus les
mémes en h et en k [20,22]. Selon un point de vue "statique", on pourrait
avancer que, les interactions étant ce qu'elles sont, une des deux orienta-
tions sera toujours énergétiquement préférée a 1'autre. Or l'expérience
montre le contraire : les interactions interatomiques ne sont pas
constantes d'un site a l'autre, puisqu'elles ménent a des orientations diffé-
rentes. Ce degré de liberté est en fait apporté par la possibilité que posseé-
dent les atomes de distordre leur environnement, comme décrit a la section

précédente.

Dans le cas de la croissance en CVD ou en CVI du SiC, le sys-
téme est loin de 1'équilibre thermodynamique pour la raison essentielle que
la température de réaction (typiquement 900-1100°C) est trés inférieure au
point de fusion (Tq = 2500°C) du matériau synthétisé. Dans ces conditions,
les temps caractéristiques de réarrangement des bicouches profondes sont
trés lents par rapport au temps caractéristique de formation d'une nouvelle
bicouche : de fagon imagée, on peut dire que les orientations sont "gelées"

dés qu'une ou quelques bicouches sont venues se superposer.
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Connaissant ces faits, on peut jeter les bases du modele le plus
simple possible de la croissance bicouche par bicouche qui puisse rendre

compte des séquences d'orientations.

On considére le cas d'une surface représentée par les atomes de
la derniére bicouche, d'indice n : Elle est caractérisée par deux variables in-
dépendantes, par exemple ], et L, (pour un parameétre a déja fixé) (voir fi-
gure 1.5). Au-dessus de cette surface, s'approchent, depuis une distance in-

finie, les atomes (nus) de Si et de C qui vont former la bicouche suivante.

C'est 1a que se pose le choix de l'orientation U, : I'atome de la
sous-couche supérieure de la bicouche n+1 peut se placer soit au-dessus de
I'atome de sous-couche inférieure de la bicouche n (orientation h), soit au-
dessus du barycentre de trois de ces atomes (orientation k). La question
principale est de savoir selon quel critére va se décider ce choix. Bien en-
tendu, tout le contexte intervient, mais par souci de simplification, un cri-
tere simple et vraisemblable est pris : c'est la différence entre les énergies
totales évaluées apres positionnement de la nouvelle bicouche pour les
deux positions. En d'autres mots, c'est un critére thermodynamique a
caractere local, : c'est seulement la derniére bicouche qui a la possibilité de
se réarranger au mieux. Pour simplifier davantage, cette premiére approche
ne tient pas compte des reconstructions de surface ; cependant, rien

n'empécherait de les inclure dans un modele plus réaliste.

Supposons que 1'on sache évaluer correctement ces énergies.
Les atomes de la bicouche n sont considérés comme immobiles, et ceux de la
bicouche (n+1) peuvent se réarranger en h ou en k. On envisage alors sépa-
rément les deux possibilités d'orientation, et, correspondant a chacune, on
calcule les énergies totales correspondantes E,,;y, et E,,;x, comme sché-
matisé a la figure I1.1 ; au cours de ces calculs, on laisse se relaxer les

atomes de la nouvelle bicouche seulement (on néglige les relaxations
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des anciennes bicouches), ce qui méne 4 l'évaluation de Li,41 1 et 1,41 h d'une
part, et de L,,; et 1,,;  d'autre part. Pour mener a bien ces calculs, on a
besoin de connaitre les potentiels d'interactions interatomiques entre les 4
atomes C(n), Si(n), C(n+1) et Si(n+1) en fonction des positions relatives de
tous ces atomes, puis minimiser 1'énergie par rapport aux longueurs de
liaisons dans la nouvelle bicouche. Pour une croissance par la face Si, ce
sont les positions relatives de C(n) et de Si(n+1) qui feront différer les
énergies E, ;1 j, et E, ., ainsi que des parametres de relaxation de la nou-
velle bicouche. Ceci est en accord avec les valeurs, moyennées sur les poly-
types 2H, 4H, 6H et 15R, du champ de force autour d’une bicouche h isolée :
c’est l'interaction au 3éme voisin qui est prépondérante [22] ; elle a

été interprétée comme une quasi-oscillation de Friedel.

Ceci fait, on compare E,,; , et E,,;y, et I'orientation retenue
correspondra a celle dont 1'énergie est la plus basse (dont la stabilisation
énergétique est la meilleure). Les valeurs de 1,,; et L,,; découlent naturel-
lement de ce choix. On peut alors répéter le processus pour la formation de

1a bicouche n+2.

On remarque en particulier que l'orientation U, n'intervient
pas de facon explicite dans ce calcul : on n'utilise que les longueurs L, et 1,,.
La dimension du modele n'est donc que de deux : tout peut se déduire de la

donnée de la fonction suivante :

f:R? » R?

ln 1n-@-l
>
Ln, Ln.+l
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Figure II.1 : Schéma des conventions prises pour le calcul de 1'éner-

gie de la nouvelle bicouche dans un modele de croissance minimal.

Nouvelle couche

]'n+1,

Atomes libres @

Derniére couche
de la surface n

L,
a) en orientation k.
(@]
™
+
1

b) en orientation h.
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f est un endomorphisme de R2 dans lui-méme, et méme vrai-
semblablement d'une partie de R2 dans elle-méme (I'ensemble des valeurs
physiquement possibles pour les liaisons L, et 1,). C'est la répétition de
I'application de cette fonction & partir d'un couple de valeurs qui génére une
suite de couples {(L,,l5)he N : on dit que la suite est formée par itération

de I'endomorphisme f.

Si les suites d'orientations peuvent se déduire de l'itération de
cet endomorphisme, cela signifie qu'il existe une partition du plan (L,, 1,,)
en deux régions : une ou U, = k et une ou U,, = h. Ceci est garanti par la
différence entre les interactions pour les deux orientations. En effet,
supposons que l'on ait & la fois L, x = Ly, et L1k = 1,415 : ceci n'im-
plique en général pas que E, ;i = E, ;1 1,, donc I'une des deux orientations
est effectivement choisie et le couple (1,4, 1,,,1) correspond & une orienta-
tion bien définie, d'ot1 la bipartition. Réciproquement, supposons que E,,
= En41n @ ceci n'implique en général pas que l'on ait ala fois L, 15 = Ly p
et 1,41k = 1,41 - Donc, au passage de la frontiére entre les deux domaines

définis par la bipartition, il y a en général discontinuité de f.

La modélisation présentée introduit E, a priori comme une
variable continue alors que des modélisations précédentes du polytypisme
la présentent comme ne pouvant avoir qu'un ensemble limité de valeurs
[21]. II n’y a pas contradiction, dans le sens que 'on n'avait discuté E,,
jusqu’a présent que dans le cadre de la stabilité thermodynamique de
polytypes périodiques, alors qu’il est discuté ici de I'apparition de polytypes
au cours d’'un processus hors-équilibre. S’il y a périodicité dans le modéle de

ce travail, alors E,, ne visitera effectivement qu'un ensemble fini de valeurs.

Les énergies par bicouche sont d’environ -273 eV, avec une

fourchette de variation de 10 ou 20 meV [22], ce qui est trés peu.Cependant,
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dans le choix d’orientation décrit ici, c’est seulement le signe de la
différence entre E, ;, = E,,;; qui compte. Cette faible valeur,
comparée aux valeurs d’énergies totales, confirme 'ildée d’'une surface "ge-
lée" (car un réarrangement en profondeur demanderait une dissociation im-

portante de la structure).

Comme il ne nous est pas donné, pour évaluer précisément f,
d'effectuer convenablement des calculs longs et cotiteux de dynamique mo-
léculaire, une approximation a une dimension, basée sur des résultats
de travaux antérieurs, est proposée, de fagon a aborder 1'étude de la généra-

tion de polytypes de diverses périodes et de polytypes chaotiques.

II.2. Une approche phénoménologique simple de 1'évo-
lution des déformations et de leur lien avec les séquences

d'orientations.

Dans cette partie, on construit un endomorphisme & une seule
dimension dont peuvent étre déduites des séquences d'orientations, sur la
base des valeurs de &, et de U, calculées en utilisant les résultats des cal-
culs ab initio de [22] et reportées au tableau 1.2 du chapitre précédent. A la
figure II1.2, tous les couples (Ly,l;) sont représentés par des points dans le
plan des variables (Lp,l,), c'est-a-dire 1'espace des phases de 1'application a
deux variables. On remarque immédiatement que ces points sont alignés
suivant une direction particuliére, ce qui justifie le fait que 1'on se rameéne a

une application a une variable.

On prend alors comme seule variable caractéristique la
déformation relative 8, comme définie au chapitre précédent, et 1'on
considére que les 3y, n € N, forment une suite récurrente définie par la

relation de récurrence 8,.1 = f(8y).
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Figure I1.2 : Représentation des couches des polytypes en tant que

points dans l'espace des phases (Ly,l5).
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A la figure I1.3, on a porté § ., en fonction de 3, : c'est une ap-
plication de premier retour. Bien entendu, comme il n'y a que peu de
points, on peut seulement "deviner" une forme approximative de f. Les di-
vers polytypes sont obtenus dans des conditions différentes (parameétre de
maille a par exemple), donc en fait pour des f différentes ; cependant, les
polytypes 4H, 15R et 6H sont trés proches (15R est presque la "somme" de
4H et 6H). On a tracé a la figure I1.3 une allure supposée de la fonction f.

Le trait essentiel est qu'elle comporte une discontinuité pour
8, = 8*, en relation avec le changement d'orientaﬁon de la bicouche n. En ef-
fet, le choix entre les deux orientations peut étre lié au critére énergétique
évoqué dans le paragraphe précédent : il peut donc apparaitre une valeur
critique &* de 8, au-dela de laquelle E, h<E, x, comme schématisé a la figure
I1.4. On retrouve donc la notion de bipartition de 1'ensemble des valeurs
prises par la variable selon les orientations possibles. Il se trouve ici que les
orientations k correspondent a4 un faible 8, et que les orientations h
correspondent &4 un 8 plus fort : de cette fagon, l'orientation U, n'intervient
pas de fagon explicite, mais de fagon implicite, par la présence de la discon-

tinuité de la fontion f.

Les points expérimentaux de la figure I1.3 peuvent étre ras-
semblés en 4 groupes, nommés A, B, C et D, que l'on distingue sur le critére
des orientations U, et U,,,;. Ces groupes correspondent a des groupes de va-
leurs différentes de §,,. L'équivalence entre la notation (A, B, C, D} et les
séquences (U, U, ;) a été proposée par M. O'Keefe pour expliquer les résul-

tats de RMN [28].

Il est & noter que 'ordre des séquences U, U, ,; semble &tre
exactement l'ordre des nombres binaires, avec 1 & la place de h et 0 ala

place de k. On le voit & 'ordre 1 :



39

Un+1= h
8 15R
¢ BH
B 4H
O© 3C,2H
Un+1= K

Figure I1.3 : Application de premier retour des déformations.
La courbe discontinue représente

une allure générale possible de la fonction §,,,; = f(3,)
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Figure II.4 : Choix de l'orientation U, en fonction de §,,.

Unités arbitraires.
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kk < kh < hk < hh
peut se lire :
00<01<10<11.

L'intervalle 18,;,,8,.¢[ des déformations expérimentales peut
étre, quoique moins nettement, subdivisé une nouvelle fois en regardant
l'orientation U,,,, : chacun des 4 groupes est divisé en deux sous-groupes,
un a 6, relativement plus important correspondant a U,,, = h et 'autre a
U,.+2 = k, comme indiqué a la figure II.5, en accord avec le fait que les sites
A du polytype 3C (kkk) sont assez nettement différenciés des sites A du 6H
ou du 15R (kkh). Il est aventureux de reconnaitre des subdivisions supplé-
mentaires avec les données dont on dispose ; toutefois, la relation d'ordre
qui apparait entre les séquences, si elle est valide pour des longueurs de sé-
quences quelconques, implique forcément que f soit une fonction disconti-
nue en un seul point, et strictement croissante sur les intervalles ou elle est
continue, autrement dit, une fonction en dent de scie. Une démonstration

compléte sera donnée au chapitre suivant.

Il a été essayé de prendre une expression analytique d'un en-
domorphisme semblable de [0,1] dans lui-méme et d'étudier le comporte-
ment de la suite 3,,; = f,(3,) en introduisant un parametre A modifiant le
tracé. La figure I1.6 montre un essai de f, pour plusieurs A différents. Les
trajectoires périodiques des valeurs de 8, sont indiquées a chaque fois en
utilisant la premiére diagonale du plan, d'équation 8,+17 = 8,. Plus
précisément, on relie par un segment vertical les points (3;;8;) de la
diagonale et (8;;8+1), appartenant au graphe de f, pour matérialiser
I'application de f sur §;, puis on relie par un segment horizontal les points
(8i;0;+1) aux points (8;+1;0;+1) de la diagonale pour indiquer le renvoi sur

l'axe des abscisses de la valeur &;41.
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hkh

hkk

0,0

Figure IL5 : Répartition des différents types de sites selon g, .
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Bien que grossiérement ajusté sur les quelques données expé-

rimentales, le f; choisi présente, suivant les valeurs de A :

—des points fixes, a gauche et a droite de 6*, correspon-

dant a 3C et 2H.

—des cycles limites stables (c'est-a-dire conservés lors-
qu'on modifie légérement A) correspondant & des polytypes périodiques exis-

tants, tels que 6H, 15R, etc...

—des cycles limites de grande période, proches, dans leurs

séquences d'orientations, de polytypes de grande maille élémentaire.

—des comportements chaotiques correspondant pour 1'es-
sentiel a des enchainements erratiques de hkk et de hk (autrement dit de 3
et de 2 dans la notation de Zhdanov [4]), correspondant aux polytypes dés-
ordonnés observés en HRTEM [10-14]. Les comportements chaotiques ne

semblent pas rares dans ce modéle.

Le modele étudié, quoique minimal et trés approximatif, repro-
duit la richesse du polytypisme du SiC : polytypes 3C et 2H, nombreux po-
lytypes périodiques de petite ou grande période, polytypes désordonnés. La
spécificité de la modélisation dynamique utilisée est de pouvoir rendre
compte de la possibilité de 'apparition de polytypes désordonnés pendant la
croissance du SiC, en tenant compte des mémes bases physiques
(interactions locales entre bicouches) que celles qui ont été utilisées pour
rendre compte de l'existence de polytypes ordonnés. Il ne doit pas étre perdu
de vue que ce modeéle n'implique rien au point de vue de la stabilité thermo-

dynamique des structures, il ne fait que rendre compte de leur génération.



.

a) b)

Figure I1.6 : Reproduction des cycles de période 5 (15R) et 3 (6H)
par

la répétition d'un endomorphisme f; avec différents A.

A mesure la largeur de ’écart vertical entre les deux branches du graphe.
a) Cycle limite stable de période 5.
b) Cycle limite stable de période 3.

c) Régime apériodique.
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Conclusion

Grace a 1'étude des interactions énergétiques locales entre
couches et des déformations des tétraédres de coordination des atomes qui
en découlent, et avec certaines approximations, l'existence d'une loi de ré-
currence reliant les orientations et les déformations de bicouches voisines
est dégagée, sous forme d'itérations d'un endomorphisme réel a deux di-
mensions. Par manque de données sur les déformations des polytypes, une
simplification a une dimension de cette loi est utilisée, a partir de 1'hypo-
thése d'un équilibre thermodynamique local ne concernant que la bi-
couche en formation. La détermination phénoménologique est effectuée en
reconstituant une application de premier retour entre la déformation
relative de la bicouche nouvelle et celle de 1a bicouche précédente. Une re-
lation simple entre les séquences de polytypes et les déformations rela-
tives vient confirmer l'allure "en dent de scie" de l'application. Celle-ci
permet, sans simulations de dynamique moléculaire, de reproduire quali-
tativement la richesse du polytypisme du carbure de silicium ; en parti-
culier, il est rendu compte de l'apparition de polytypes désordonnés lors
de la croissance de ce matériau. Une étude mathématique plus poussée
des itérations des endomorphismes en dent de scie, c'est-a-dire similaires a
la fonction déterminée phénoménologiquement, est cependant nécessaire
pour établir plus précisément des résultats sur la stabilité (au sens dyna-
mique) de tel ou tel polytype, et sur 'abondance relative des polytypes

désordonnés : c'est le but du troisieme chapitre.



Chapitre trois :

ETUDE DES PROPRIETES DYNAMIQUES
DU MODELE ITERATIF POUR LA
CROISSANCE DE POLYTYPES DU SiC.

NEBs

Ce chapitre fait 1'objet d'une publication soumise a International Journal
of Bifurcation and Chaos, sous le titre :
"Iterations of the Sawtooth Map as a Dynamical Model for CVD/CVI SiC
Polytype Growth", par G. L. VIGNOLES.
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IIT ETUDE DES PROPRIETES DYNAMIQUES DU MODELE
ITERATIF POUR LA CROISSANCE DE POLYTYPES DU SiC.

Introduction

I'étude du polytypisme du carbure de silicium en conditions
éloignées de 1'équilibre a récemment mené a formuler une modélisation
dynamique basée sur l'itération de 'endomorphisme en dent de scie [40].
Il est proposé ici d'effectuer une étude théorique un peu plus approfondie

des propriétés de ce systéme dynamique.

A partir de données expérimentales sur les déformations de
couches biatomiques du carbure de silicium et leur relation avec les orien-
tations relatives de ces bicouches, on a déterminé 1'existence d'une rela-
tion entre les déformations §,, associées a une bicouche n, et celles asso-
ciées a la bicouche n+1, sous la forme d'une fonction f telle que ,,; =
f(8,), dont le graphe est esquissé a la figure II.2. C'est une application
d'un intervalle de R (celui des valeurs que peuvent prendre les déforma-
tions) dans lui-méme, autrement dit un endomorphisme de cet intervalle.
Son allure est caractéristique : il existe une valeur critique &* de l'inter-
valle telle que I'endomorphisme est continu et croissant dans chacun des
deux sous-intervalles définis par 6* La discontinuité au point &* lui
donne une allure de "dent de scie", d'ou le nom par lequel on le désigne.
Les deux sous-intervalles correspondent a une orientation relative diffé-
rente des bicouches de SiC, et l'itération de cet endomorphisme géneére des
suites d'orientations, liées a la position de la variable 8 vis-a-vis de &*. Ces

suites peuvent étre, suivant l'allure particuliéere du graphe de 1'applica-



48
tion, convergentes, périodiques, ou bien chaotiques, ce qui rend compte

qualitativement de la diversité du polytypisme du SiC.

Il est d'un intérét tout particulier de bien caractériser ces
suites d'orientations, de les classifier, de les comparer avec les suites ef-
fectivement rencontrées dans les polytypes du SiC ou bien d'autres cris-
taux similaires, de les relier 4 des parametres de contrdle, mais aussi de
caractériser la présence d'un seuil vers le chaos, et donc de rendre
compte de l'existence de polytypes chaotiques de diverses apparences. Ceci
ne peut é&tre fait que par une compréhension plus approfondie du modéele

mathématique employé.

Dans ce but, on effectuera en premier lieu une étude sur une
"famille modele” d'endomorphismes en dent de scie, menant a réperto-
rier de facon systématique les différents comportements possibles obtenus
en faisant varier 1'allure du graphe de la fonction. Ensuite, on cherchera
a dégager les propriétés combinatoires de cette famille et & montrer dans
quelle mesure elles sont communes a tous les endomorphismes en dent
de scie, grace a 1'étude de l'algebre des itinéraires, ou, ce qui revient au
méme, des séquences d'orientations. Ceci permettra de corﬁprendre
comment les différentes suites périodiques et apériodiques apparaissent

par une variation des parametres.
II1.1. Etude d'une famille modéle d'endomorphismes en dent de
scie.

1.1. Définition de la famille modele.

Par commodité, et sans perte de généralité, on étudiera un
exemple de famille de fonctions dont 1'expression mathématique est parti-
culiérement simple, calquée sur celle de la fonction logistique [41], qui a

beaucoup servi aux premiers travaux sur le comportement dynamique
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des endomorphismes unimodaux (c'est-a-dire présentant un maximum
unique). Cette fonction a la propriété de n'avoir, lorsqu'on l'itére, qu'un
seul régime permanent non-trivial (i.e. non-dégénéré - dans ce cas, non-
stationnaire) a la fois [42]. De plus, il a été montré que la famille 4 un pa-
rameétre suivante de la fonction logistique :

£:[0;1] = [0;1]
x> 4Ax(1-x)

permet de décrire tous les types de comportement possibles pour cette ca-
tégorie d'endomorphismes (les fonctions unimodales)[41,43,44]. Plus ré-
cemment, les fonctions unimodales discontinues ont été étudiées [45-47] :
le présent travail s'en inspire largement, a cause des nombreuses simili-
tudes entre ces familles. On prend donc la famille suivante :

Fan,:[0:1] = [0:1]

{ aAx(l-x) six<0,5
X

A, et A, e[0;1
1— 4, x(1-x) six>0,5 1 ob = 0:l)

Comme la fonction f; ; dépend de deux parametres A, et A,,
on dit qu'elle définit une famille a deux parametres d'endomorphismes de
[0;1]. Le tracé du graphe de I'endomorphisme est constitué de deux por-
tions de paraboles de concavités opposées, comme indiqué a la figure
IT1.1. Les parametres A, et A, réglent la hauteur des deux portions de fa-

con indépendante et symétrique.

Les fonctions flplz permettent, a partir d'une valeur initiale
X, de générer une suite de valeurs x; = f(x,), x, = f(x)), x; = f(x), ,x,,,=
f(x,) : L'ensemble {x,,x,,x,,...,,...} est la trajectoire du point x, sous l'ac-

tion de la fonction f.



Figure IIL1 : Graphe de la famille modéle de fonctions

en dent de scie.
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L'itération de f constitue un systéme dynamique, c'est-a-dire
un systéme ol 1'on suit 1'évolution d'une variable au cours du temps. Ici,
le role du temps est joué par l'indice n de la suite : c'est un systéme

dynamique discret.
1.2. Discussion du diagramme de bifurcations a deux parametres.
1.2.1. Régimes permanents d'un systéme dynamique.

Il est ici beaucoup plus important de s'intéresser aux com-
portements du systéme dynamique en régime permanent plutét que tran-
sitoire, puisque le phénomeéne physique que l'on désire modéliser est la
croissance cristalline bicouche par bicouche, éventuellement sur un

grand nombre de bicouches.

Qualitativement, les divers types de régimes permanents sont

les suivants :

—Régime stationnaire : x, converge vers une valeur limite fi-

nie x_, .

—Régime oscillatoire périodique : x, finit par prendre succes-
sivement un jeu fini de p valeurs, et l'on a x,,, = x,. Dans ces deux pre-
miers cas, la trajectoire associée a un réel x, contient un nombre fini de

points.

—Régime oscillatoire apériodique : x_, ne converge pas, et ne
prend pas un comportement périodique, ou bien si l'on veut, un compor-

tement périodique de période infinie.
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1.2.2. Simulation informatique.

Il est possible, par un programme informatique simple, de
déterminer la nature du régime permanent des fonctions flplz pour un
nombre important, mais fini, de couples de parametres (A,,A,). Pour
chaque couple de parameétres, on effectue un nombre assez grand d'itéra-
tions initiales, ensuite, on compare les valeurs de x, avec les suivantes :
s'il existe un nombre p (inférieur & une limite p,,,, donnée pour des rai-
sons de temps de calcul) tel que x,,, = x,, alors on a un comportement pé-
riodique ; si p = 1, alors le comportement est stationnaire ; sinon, le com-
portement est soit périodique de période p > p, .y, soit il est apériodique. En
se plagant dans un plan (A ,A,) discrétisé, et en associant & chaque pixel
une couleur différente pour chaque période obtenue, on obtient une ap-
proximation du diagramme de bifurcation, comme indiqué a la figure
II1.2a. A 1a vue de cette figure, quelques remarques immédiates peuvent

étre faites.

En premier lieu, le diagramme est symétrique vis-a-vis de la
diagonale d'équation A, = A,, ce qui semble normal, vu le tracé symétrique
du graphe de f et le rdole symétrique des deux parameétres. Ensuite, on
constate qu'il est composé de deux parties : 1'une, pour A, < 0,5 ou A, < 0,5,
ot l'on a un régime stationnaire, et l'autre, pour A, 2 0,5 et A, 2 0,5, ot l'on
a une grande variété de régimes périodiques et apériodiques, mélés de fa-

¢on complexe.
1.2.3. Régimes stationnaires.

Les régimes stationnaires s'expliquent facilement par le fait
que, si l'un des deux parameétres est inférieur a 0,5, la courbe de f pré-
sente au moins une intersection avec la diagonale d'équation x,,, = x, ot la

dérivée f' est inférieure a 1, ce qui transforme ce point en attracteur stable
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du systéme dynamique : les itérés de x, ont tendance a se rapprocher de ce
point,, comme indiqué a la figure II1.3a. Si les deux parametres sont in-
férieurs a 0,5, alors les deux régimes stationnaires coexistent : ils "atti-
rent" 4 eux les trajectoires des points situés dans leur sous-intervalle res-

pectif de [0;1].
1.2.4. Cascades directes et inverses.

La partie la plus intéressante est évidemment la plus com-
plexe, celle qui se situe dans le carré [0,5;1] x [0,5;1], illustrée a la figure

IT1.2b:

La zone périodique la plus grande est une zone symétrique en
forme de poisson, c'est-a-dire composée d'une zone fuselée prolongée par
deux bandes affectant la forme d'une queue de poisson. Cette zone corres-
pond a un régime périodique de période 2, illustré a la figure 4b. De
chaque coté de cette zone, se placent des zones de forme similaire de pé-
riode 3, 4, 5, 6, etc... : ceci forme une cascade directe [46]. Entre chacune
de ces zones se placent encore d'autres zones, de taille plus petite et de pé-
riode plus grande, de fagon qu'entre deux fuseaux vient toujours s'en in-
tercaler un autre, dont la période est la somme des périodes des fuseaux
entre lesquels il s'intercale. Si 1'on cherche & reconstruire le diagramme,

on peut prendre ceci comme régle de construction :

eRégle R1 : Entre deux fuseaux de période p et q, il existe un fuseau

de période (p+q).
En particulier, entre les deux régimes stationnaires (de pé-
riode 1) pour {(A,A)|A, < 0,5 et A, > 0,5} et {(A,A,)|%, > 0,5 et A, < 0,5}, on

trouve le fuseau de période 1+1 = 2. Ensuite entre 1 et 2, on a le fuseau de

période 3, etc...La figure II1.4a illustre cette regle.
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1,0 &

0,0

Figure 111.2a : Diagramme de hifurcations & deux parameétres
de la famille modéle d endomorphismes en dent de scie.
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Figure I11.2o:
Agrandissement de la figure I11.2a.



Figure I11.2¢:
Agrandissement de la figure I11.2h,
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Figure I11.3a : Régime stationnaire stable pour A; < 0,5.
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Figure IL3b : Régime périodique stable de période 2.
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En regardant de plus prés la disposition des poissons entre

les poissons de périodes 2 et 5, on trouve l'enchainement suivant : 2-...13-
11-9-7-5, ce qui correspond a une cascade inverse [46]. La régle R1 méne
donc a une intrication complexe et récursive de cascades directes et
inverses : il y a toujours une cascade inverse entre deux cascades directes
et inversement. Par conséquence, les deux c6tés des fuseaux de n'importe

- quel poisson sont des lieux d'accumulation de cascades directes et
inverses. La vue en deux dimensions donne une compréhension plus

claire des résultats similaires observés sur le "gap map"* [46,47].

Tous les poissons construits par applications successives de
R1 ont un nez commun. Par exemple, pour la cascade 2-3-4-5-etc..., le nez

commun a tous ces poissons est en (0,5;0,5).
1.2.5. Cascade sous-harmonique.

Entre les deux nageoires de la queue de poisson de période 2,
on trouve un poisson plus petit, de période 4, puis un autre encore, de pé-
riode 8, etc.... Les poissons s'accumulent ainsi le long de la premiére dia-
gonale, jusqu'a une valeur de A, (= A,) inférieure & 1, que 1'on notera A(=).
Immeédiatement au-dela, on a une région dont la périodicité n'est plus dé-
celable. On retrouve exactement la cascade sous-harmonique décrite dans
le cas de la fonction logistique [41,44,45]. La figure IIl.4b illustre ce phé-
nomeéne. On peut méme déterminer si le taux de convergence, le long de
la diagonale principale, suit la régle d'invariance de Feigenbaum [48].

Cette regle est la suivante :

*Posons A, = A, = A et faisons évoluer A de 0 jusqu'a 1. La valeur de A

liée & 'apparition, par bifurcation, d'un cycle de période n sera notée A(n).

* "gap map" : fonction logistique avec une discontinuité au sommet.
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Pour des cycles de période paire n = 2i de plus en plus grande, on observe
que le rapport :

(A2 +1))(20)
(A2E+DLY 2 +2))

tend vers une valeur constante 8, qui ne dépend pas du tracé
exact de la fonction f, mais au contraire qui est commun a plusieurs fa-
milles d'endomorphismes. En d'autres mots, l'intervalle entre deux bi-
furcations successives a tendance a diminuer exponentiellement, et de fa-

con universelle.

Dans notre cas, on trouve 8 = 4,699..., c'est-a-dire précisément
la constante de Feigenbaum, obtenue pour la famille de fonctions logis-
tiques [48]. La valeur A=) du point d'accumulation des cycles de période
27 est en fait la méme que pour les fonctions logistiques. Ce n'est pas trés
surprenant, vu que l'expression mathématique de notre exemple de fonc-
tions en dent de scie est calquée sur celle de la fonction logistique. Par
contre, le diagramme de bifurcation 4 une dimension de la famille en
dent de scie pour A, = A, = A est différent de celui de la famille logistique,

ne serait-ce que par l'existence d'une discontinuité pour la fonction f.

Les petits poissons ne se trouvent pas seulement entre les na-
geoires de la queue d'un poisson plus grand, mais aussi a l'intersection
de deux "queues" quelconques. Dans ce cas, la période du petit poisson est
la somme des périodes des deux queues. Pour la construction du dia-

gramme, on a donc une seconde régle, illustrée a la figure Ill.4c :

sReégle R2 : Derriére l'intersection de deux queues de période p et g ,

il existe un poisson de période (p+q).

De plus, a cause de la premiére régle, d'autres poissons vien-
nent s'intercaler, ce qui fait que l'on n'a pas un, mais une infinité de

poissons a l'intersection de deux queues.
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Figure I11.4a :
[Nlustration de la régle R1 de "reproduction des poissons”.



62

Figure I11.4b:
Cascade sous-harmaonique.



Figure I11.4c:
Ilustration de la régle R2 de reproduction des poissons.
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Les figures IIl.4a et IIl.4c résument les deux "lois de repro-
duction des poissons” qui permettent de retracer le diagramme. La répéti-
tion a l'infini de ces intercalations donne au diagramme une structure
d'image fractale, c'est-a-dire d'une image semblable a elle-méme a toutes
les échelles [49]. La figure III.2c montre un agrandissement d'une petite
partie du diagramme : elle est trés semblable a la figure II1.2b dans son

ensemble.

Le diagramme & deux parametres est construit entiérement
par application des deux lois R1 et R2 qui apparaissent clairement. En
fait, la régularité de ce diagramme est souvent perdue lorsque l'on se ra-
meéne a un seul parametre (ce qui revient a suivre les points d'une courbe
quelconque du plan (A1,A2)). L'exploitation d'un diagramme de bifurca-

tions 4 deux dimensions présente donc un avantage indéniable.
1.2.6. Coexistence de régimes périodiques stables.

Enfin, il est visible sur la figure III.2¢ que l'intersection de
deux queues posséde une structure complexe. Prenons 1'exemple d'une
intersection d'une bande de période 2 et d'une bande de période 3 : des
points de période 3 se trouvent mélangés aux points de période 2. Les
points de période 3 semblent former un ensemble fractal a l'intérieur de
cette intersection. Par conséquent, puisque chaque queue est coupée par
une infinité d'autres queues, elles sont toutes des ensembles fractals de
dimension comprise entre 1 et 2. Ceci est en fait di au choix d'une valeur
initiale unique dans l'algorithme de calcul de 1'image, alors que ces in-
tersections de queues de poissons correspondent a la "coexistence" de plu-
sieurs régimes périodiques stables différents. Un début de justification en

sera fait plus loin.
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1.2.7. Régimes chaotiques.

L'algorithme employé pour la caractérisation des régimes
périodiques n'est pas convenable pour celle des régimes apériodiques ou
chaotiques. Au lieu d'effectuer une détermination sur la périodicité, nous
allons employer un critére basé sur la sensibilité aux conditions initiales
(SCI) caractéristique de presque tous les régimes chaotiques [43].
Choisissons deux valeurs initiales distinctes x, et y,, qui peuvent étre arbi-
trairement proches 1'une de l'autre, et étudions leur trajectoires. Trois

possibilités interviennent :
—Ou bien les trajectoires ont tendance a se confondre au cours
de leur évolution :

lim =0

yn_xn

—Ou bien elles ont tendance & s'écarter de plus en plus :

lim

R—yoo

¥, — X,| 0 existe pas

—Ou bien elles restent a distance égale :

lim|y, — x,| = constante # 0
On a montré [44] que 'on peut développer la distance Iy,! —x,‘|

en une suite de termes dépendant exponentiellement de n :

=y, - x| "
i

Y~ Xa

ou les p; sont les-exposants caractéristiques ou exposants de
Lyapunov. Il suffit qu'un seul des p; (le plus grand) soit positif pour que
la distance entre x,, et y, diverge avec n, donc pour que deux points, méme

initialement trés proches, finissent par &tre séparés sous l'effet de 1'itéra-
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tion de f. C'est la sensibilité aux conditions initiales. Dans ce cas, tous les
autres termes deviennent négligeables devant p, pour n grand, et l'on a:

W, = hm |y I
n=es B IyO -_— xOl

que l'on peut décomposer en :
Pt = %]
— hm_ ln I +1 :+1
n—oo g H |yt 5 & |
En prenant y, trés proche de x,, on passe des rapports de dif-

férences aux dérivées :

i, =lim— Zl df(x)

n—e p

En se basant sur ce calcul, on peut déterminer, aprés un
nombre raisonnable d'itérations, si p, est positif ou non, et s'en servir
comme critére de chaoticité. Le diagramme de la figure II1.5 montre, en
foncé, les points de l'espace (A,A,) satisfaisant le critére de chaoticité. A
peu de chose pres, il correspond aux zones sombres du diagramme de la
figure II1.2b. Il présente trés clairement un contour fractal dont on peut
déterminer une mesure de la dimension. Voici une méthode particulié-

rement simple [50] :

*On associe a la partie carrée [0,5;1]1x[0,5;1] du diagramme véri-
table un diagramme discret de N2 pixels. On compte le nombre C(N) de
pixels du contour de la zone ou p, > 0. On regroupe ensuite les pixels pour
former des pixels plus grands (le méme diagramme est alors découpé en
n2 pixels), et I'on compte de nouveau le nombre C(n) de pixels dans les-
quels passe le contour fractal. En faisant augmenter n de 1 a N, C(n)
augmente proportionnellement & n®, ou o serait égal 4 deux si 1'objet
formé des pixels du contour était une surface, et égal a 1 si c'était une

ligne. Ici, o est compris entre 1 et 2 ; il vaut 1,63* , valeur nettement éloi

* 11 est & remarquer que cette valeur est en fait égale a In(4)/In(3), comme pour les
"flocons de neige" de Von Koch [49].



o

0,5 1A

Figure IIL5 : Domaine d'apériodicité, déterminé sur le critére du signe
positif du plus grand exposant de Lyapunov.
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gnée des entiers qui l'encadrent et qui confirme nettement 1'aspect fractal

de la zone.
1.3. Les itinéraires dans le diagramme de bifurcation.

Il a déja été vu que la partie gauche de la fonction f corres-
pond a une orientation k de la bicouche de carbure de silicium, et que la
partie droite correspond a l'orientation h. Ainsi, une suite de déforma-
tions 3, correspond & une suite d'orientations. Ces suites d'orientations
correspondent a la définition mathématique des itinéraires. Définissons
en premier lieu la notion d'itinéraire [51,52] : a4 chaque itération, on re-
garde la position de x,, vis -a-vis du point de discontinuité x* = 0,5 ( en fait,
ce pourrait étre tout autre réel de [0;1]), et I'on associe une lettre U,, a cha-

cun de ces cas :
U,=Li#nx, e [0 ;
U =Ce x, sx¥;
U,=Rsix, e Ix*1].

La suite des U, est appelée itinéraire du point xy. D'un point
de vue physique, les lettres L et R correspondent aux orientations k et h

des bicouches de SiC. La lettre C est physiquement exceptionnelle.

Ayant posé la définition des itinéraires associés aux trajec-
toires, on peut reprendre l'étude du diagramme de bifurcation sous
l'angle des séquences périodiques de lettres R, L, et C correspondant a
chaque régime périodique contenu dans les "poissons”. En premier lieu,
il est évident que lorsqu'on est a l'intérieur d'un poisson, la séquence pé-
riodique ne contient pas la lettre C ; celle-ci n'apparait qu'a la limite entre
deux poissons, c'est-a-dire entre deux régimes périodiques stables vis-a-

vis d'une petite modification quelconque du couple (A1,A2).
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Reprenons les deux lois de reproduction des poissons. La
premiére loi dit qu'entre deux fuseaux de période p et q, il y a un fuseau de
période p + q. Au niveau des séquences périodiques, on voit facilement que
la séquence périodique somme est simplement la juxtaposition des deux
séquences de période p et g. Par exemple, entre le poisson de période 2
(itinéraire (RL)..), et le poisson de période 3 et de séquence périodique
(RLL).., il y a un poisson de séquence périodique (RLRLL)... La premiére

loi peut se traduire par une "addition" des motifs périodiques :
(RL)_ + (RLL), = (RLRLL)_,

Comme on sait pér ailleurs que les séquences RL correspon-
dent aux séquences hk du polytypisme (notation de Jagodzinski [24]), on
peut traduire la relation ci-dessus en termes de polytypes : hk + hkk =
hkhkk, ou dans la notation de Zhdanov [4] (2) + (3) = (23), ou encore, en no-
tation de Ramsdell [5] : 4H + 6H = 15R.

La seconde loi dit qu'a l'intersection de deux queues de pois-
son, il y a un nouveau poisson dont la période est aussi la somme des pé-
riodes des queues. Ici, le motif du nouveau poisson n'est pas la simple
juxtaposition des deux précédents. Prenons un exemple avec les deux sé-
quences de départ précédentes, (RL)., et (RLL)... La séquence du nouveau
poisson est (RRLLL)_. De maniére générale, on trouve qu'il y a juxtaposi-
tion des deux séquences, mais qu'en plus le dernier terme de la premiére
séquence et le premier de la seconde séquence sont inversés, c'est-a-dire

que R est changé en L et réciproquement. Nous noterons cette opération L

(RL),, L (RLL),, = (RRLLL),,

En traduisant dans les notations usuelles pour le polyty-

pisme, nous avons hk | hkk = hhkkk, ou bien (2) 1 (3) = (14), ou bien 4H L
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6H = 15T (notons que cette derniére séquence n'est pas répertoriée en tant

que telle pour le carbure de silicium).

Remarquons que cette "opération” est sensible a 1'ordre dans
lequel on dispose les séquences sur lesquelles on opére. Il se trouve que,
pour obtenir le bon résultat, on doit décrire les séquences en mettant au
début le plus de R possibles, puis placer en premier la séquence du pois-
son le plus proche de la premiére diagonale ; ceci dans la partie du dia-
gramme ou il y a plus de R que de L dans les séquences, et le contraire
dans l'autre partie. En fait, le mot "opération” est ici un peu abusif ; on se

contentera, par la suite, de faire allusion a des "régles".
II1.2. Dynamique symbolique et algebre des itinéraires

Nous allons maintenant essayer de dégager les propriétés
combinatoires des fonctions en dent de scie, en s'affranchissant autant
que possible d'un tracé particulier. Pour cela, nous allons nous intéresser
aux itinéraires associés aux trajectoires, et en particulier & ceux des
points x = lim f(x) et x,= lim f(x). Nous verrons que ceux-ci sont

x—x" x<x* x—x" x> x*

déterminants dans la caractérisation des enchainements de régimes pé-

riodiques et dans la démonstration de 1'apparition d'un seuil chaotique.
2.1. Séquences admissibles.

On peut se poser la question suivante : une séquence quel-
conque de R, de L, et de C peut-elle constituer un itinéraire? En d'autres
mots, comment peut-on déterminer si une séquence est admissible en tant
qu'itinéraire ou non? A priori, on distingue deux cas :

— la séquence est formée d'une suite infinie comportant seulement

des RetdesL;
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— la séquence comporte a un indice donné la lettre C. Dans ce cas,
ce qui suit la lettre C est la séquence associée a la trajectoire de x; ou de
x_, suivant la définition exacte de la fonction.

Dans le premier cas, il n'y a aucune restriction particuliére
sur le choix des lettres, tandis que dans le second cas, ce qui suit la lettre
C est fixé d'avance. Pour cette raison, on préfere "couper" la séquence
apres cette lettre, ce qui meéne au critere d'admissibilité suivant [44,52] :

*Une séquence est admissible en tant qu'itinéraire si et seulement
si elle est constituée d'une suite infinie de R et de L ou si elle est constituée

d'une suite finie de R et de L, suivie de la lettre C.
2.2. Représentation numérique des itinéraires.

On peut voir a quel point cette définition est adaptée au cas
des endomorphismes dent-de-scie en établissant une correspondance uni-
voque entre les itinéraires et les réels de [0;1], inspirée de [53] :

*Etant donné une séquence admissible I = Uy,U;U,Uj.... , le réel r

associé a I est donné comme un nombre décimal en notation binaire :

r=T(I)=0,d,d,d,d,....d,.... avec

1

d=0s1U, =L
d;=1siU;=RouC

Ainsi, a la séquence C correspond 0,1 en notation binaire, soit
encore 1/2 ou 0,5 en base 10 ; LC correspond & 0,01 ou bien 1/4 ; RC corres-
pond a 0,11 ou bien 1/2+1/4, soit encore 0,75, etc.... T est une bijection : a
une séquence admissible correspond un et un seul réel de [0;1] et & un réel
de [0;1] correspond une et une seule séquence admissible. On peut main-

tenant établir la relation réciproque :

*Pour un réel r dont le développement de la partie décimale en base

2 est 0,d,d,d,d,....d,_,1000.... :
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U,=Lsid, =0

I= S(r) = U0U1U2U3-"'Un—lc avec {U‘ =R si d=1

Si le développement décimal est infini, on ne rencontre ja-

mais la lettre C.
2.3. L'opération de décalage.

On voit immédiatement que si I = UyU,U,Uj.... est l'itiné-
raire associé a la trajectoire d'un réel x, alors 1'itinéraire associé a f(x) est
I'= U;UaU3Uy.... = o(I). L'opération ¢ est une opération de décalage

(shift).

Examinons maintenant comment se traduit l'opération de

décalage o sur les réels en notation binaire associés :

*Soit r = 0,dydd,d,.... ; alors T(o(S(r)))=0,d,d,d,d,..... Deux cas se pré-

sentent :

— Si r est inférieur a 1/2, alors, il s'éerit en base 2 :

0,0d,d.d,..... L'effet du décalage est de passer de :
(0+0 x Vo+d x Vi +d, x %+)
(0+ d x4 +4, x%+....),
ce qui revient a4 multiplier r par 2.

— Si r est supérieur a 1/2, alors, il s'écrit en base 2 :

0,1d,d,d,..... L'effet du décalage est de passer de :

(0+1x Yo+d, x Y +d, x Y+

(O+d1 ><%+a!2 x%+....),
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ce qui revient 4 enlever 1/2 a r, puis multiplier le résultat par

Au total, 1'équivalent de ¢ pour les réels en représentation bi-

naire est la fonction g suivante :
g:[0;1] - [0;1]

{ 2rsir<l
Ar-Jp)sirz 4

Le schéma suivant illustre le paralléle entre c et g :
I r
r’

If
La fonction g = TocoS est 1'endomorphisme en dent de scie le

il H“

plus simple possible : son graphe est constitué de deux segments de

droite :
y A

1.0

=ig1%)

0.0 f

0.0 0.5 1.0 2

C'est, 4 une transformation continue, dérivable et croissante

sur [0;1/2[ et sur ]1/2;1] prés, la méme chose que les fonctions f.
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2.4. Une relation d'ordre pour les itinéraires.

Les lettres L, C et R correspondent a des valeurs de x respecti-
vement inférieures, égales, et supérieures a x*. Il est donc naturel d'in-

troduire une relation d'ordre entre ces lettres :
L<C<R

De fagon générale, on peut introduire une relation d'ordre
simple entre les séquences, basée sur le fait que f est croissante partout

ou elle est continue :

*Si I =UyU;U,U;5.... et J = VgV, VoV5.... sont deux séquences et i le

premier indice pour lequel U; # V;,, alors I>J < U; > V,,.

Cette relation est plus simple que celle qui a été définie pour
les itinéraires de la fonction logistique, car cette derniére est décroissante

au-dela de x*.

Une remarque trés utile est alors a faire : comme il existe une
bijection entre les séquences admissibles et les réels de [0,1] en notation
binaire, la relation d'ordre est directement transposée :

*Soient I et J deux itinéraires. I<J < T(I) < T(J).

On peut étendre ce résultat aux fonctions f, puisqu'elles sont
similaires & T :

*Soient deux réels x; et xq. x;<xg & I(x1)<I(xy).

L'inégalité du second membre est au sens large, car il peut y
avoir, dans certains cas, des intervalles correspondant & un méme itiné-
raire [44]. Nous retrouvons ici 1'équivalence entre l'ordre des réels du
segment et 1'ordre des séquences (exprimées en h-k ou en R-L) évoquée au

chapitre précédent. Appliquer 1'opération ¢ sur une séquence (ce qui n'est
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rien d'autre qu'effectuer une itération sur celle-ci) revient a appliquer une
fonction en dent de scie au réel associé : ceci apporte un argument sup-

plémentaire au choix de cette catégorie de fonctions pour modéliser le po-

lytypisme.
2.5. Les séquences englobantes.

Deux itinéraires sont particulierement intéressants pour une
fonction f donnée : l'itinéraire de f(x), avec x_= lim f(x), que I'on no-
X9x x<x*

tera K_, et celui de f(x;), avec x; = _lim _f(x),que l'on notera K,. Dans le
cas de la famille étudiée dans la pre;niére partie, il est évident que K,
commence par la lettre R et que K, commence par la lettre L lorsque
(A,,A,) appartient au carré [0,5;11x[0,5;1]. Les trajectoires de x_ et x, re-
présentent une sorte de maximum et de minimum des trajectoires pos-
sibles pour f : tout point x de [0;x*[ a une image f(x) telle que f(x)<f(x]), et
de méme tout point x de Ix*;1] a une image f(x) telle que f(x)>f(x.). Toute

trajectoire sous f sera donc en quelque sorte "contenue" par les trajec-

*

+ 2

toires de x” et x. , comme la figure II1.6 le laisse voir. On les nommera
"itinéraires englobants" ou "séquences englobantes" (en anglais kneading
sequences) [54]. Les développements suivants sont essentiellement basés

sur le travail de Zheng & Lu [47] concernant le "gap map" [45,46].

Essayons de préciser comment les séquences englobantes
d'un endomorphisme donné f définissent une sorte de minimum et de
maximum pour les séquences possibles pour f. Soit I(x) = UgU,UsUs....
un itinéraire donné et K, et K_les itinéraires englobants de f. Si U, =L,
cela veut dire que x, = f*(x) < x*. Par contre, l'itéré suivant, x,,, peut fort

bien &tre >x*. Cependant, il est inférieur ou égal & f(x_). On a donc :

folx) < x* = fo+l(x) < f(x)).
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Figure IIL6 : Les séquences englobantes (en gras) d'un endomorphisme

en dent de scie. En trait fin, un itinéraire admissible pour ces séquences.
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Traduisons ceci au niveau des séquences possibles pour f, en

utilisant la transposabilité de la relation d'ordre :
Uy=L=o(l;) =K.

Pareillement, on montre que U, =R, o(U, ) 2 K,. On résume
le tout en donnant le critére d'admissibilité suivant pour un itinéraire,
étant données les séquences englobantes K, et K. (& ne pas confondre avec

l'admissibilité d'une séquence en tant qu'itinéraire) :
LD <K et R(I)2K,, avec L(I) = {YII =XLY} et R(I) = {Y1I = XRY]}

L(I) est I'ensemble des sous-séquences de I qui suivent la

lettre L, et R(I) est défini identiquement.
2.6. Le squelette du diagramme de bifurcations.

En appliquant ces critéres a K, et K eux-mémes, on peut dé-
terminer systématiquement quels sont les couples (K,,K) qui représentent
un véritable endomorphisme. Pour ceci, il suffit qu'ils s'englobent 1'un
I'autre, ce qui se traduit par les conditions suivantes :

K, est minimale, c'est-a-dire que K, < oi(K,),i>0;

(V) K est maximale, c'est-a-dire que K. > ¢i(K),i> 0 ;

LK, <K et RK)>K,.

On peut tracer, dans le plan (K;K,), muni de la relation
d'ordre déja définie, un squelette des couples de séquences englobantes fi-
nies satisfaisant les conditions (V) [47]. Ces couples sont représentés,
pour une longueur de séquence d'au plus 6, a la figure IIL.7, par les in-
tersections des lignes du diagramme. Les points de contact entre lignes

ne satisfont pas entiérement les conditions (V) : pour ces points, on a seu-
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lement L(K,) <K et R(K) 2 K,. Ces contacts ne représentent des endo-

morphismes possibles que si une autre condition est satisfaite :

*Posons K. = XC et K, = YC. La séquence immédiatement supé-
rieure a K, est (YR)=, et la séquence immédiatement inférieure a K. est
(XL)=. Un contact (XC,YC) ne représente effectivement un endomor-

phisme que si R((XL)=) > YC, ou si L((YR)=) < XC.

Le diagramme de la figure II1.7 est trés semblable a la figure
II1.2b, ce qui traduit le fait qu'il y a une relation simple entre le plan
(A1,A2) des paramétres de fj 3, et le plan des itinéraires englobants (K.
,K,). Ceci vient confirmer 1'utilité des itinéraires englobants dans 1'étude
et la compréhension des endomorphismes tels que flplz‘ Précisons cette
similitude sur l'exemple du poisson de période 2. Le fuseau du poisson est
limité par deux courbes se rejoignant en (0,5;0,5) et en (A(2);A(2)). Ces
courbes correspondent au cas limite de la stabilité du cycle de période 2.
Lorsqu'on se place a l'intérieur de ce poisson, l'itinéraire est une paire
{x1,x2} de points tels que x1 < 0,5 et x2 > 0,5. La séquence est donc (kh)>, ou
bien (LR)*. En se rapprochant d'un bord du poisson, un des points x1 ou x2
se rapproche de la valeur 0,5. La séquence associée devient aloré LC ou

RC. Deux conséquences apparaissent :

— Les droites du squelette d'équations K. = RC et Ky = LC sont les

homologues des courbes délimitant les fuseaux du poisson.

— On peut trouver 1'équation de ces courbes en constatant que K. =
RC et K, = LC sont les homologues de I'équation en A1 et A2 : f2(1/2-) = 1/2
et f2(1/2+) = 1/2. Pour résoudre cette équation, déterminons d'abord 1'ex-

pression de f2(x) :
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Lc
DRT I
]f 4N LW
ERIRE - _*-
LSC o " ~
LB L aE
L'c g .
Lol s oot RN O NENE
stabilité de hk
stabilité de hkk et khh
stabilité de hkkk et khhh
stabilité de hhkk
stabilité de hkhkk et khkhh
stabilité de hhkkk et kkhhh

Figure II1.7: Squelette des endomorphismes en dent de scie
dans le plan des séquences englobantes.
Les croisements et les gros points représentent effectivement
des endomorphismes dont les séquences englobantes sont finies
et de longueur inférieure a 6.
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() = 4, f(x)(1- fx)) si f(x)<1/2
T -, F(R)(1- £(x)) si f(x) > 1/2

16A2x(1—x)(1—4hx(1—x)) si f(x)<1/2etx<1/2
_ J1-16AAx(1—x)(1-4Ax(1-x)) si f(x)>1/2 etx<1/2
] 16A A, (1-4Ax(1-x))x(1-x) si f(x)<1/2 etx>1/2
1-161,2(1-4r,x(1-x))x(1-x) si f(x)>1/2 etx>1/2

1/2- appartient au deuxiéme cas, et 1/2+ au troisiéme ; la réso-

lution est alors trés simple :

%)=%
o 1-16A, ><%r(1—4?L1 x%):%
e 1-4aA,(1-2,)= 14
oA, (1-1)=1
_ 1
£ g = 8%, (1-1,) i
De méme, f2(1/2+) = 1/2 revient a :

1
A =———— B
L8R, (1-2,) ®)
(A) et (B) sont les équations de deux courbes hyperboliques de
l'espace (Aq,Ag) : les bords du fuseau du poisson. Il y a donc correspon-

dance univoque entre ceux-ci et les droites K. = RC et K; = LC du squelette.

Connaissant & présent le lien intime entre le squelette et le
diagramme de bifurcation de la famille modéle (ou d'une autre), exploi-
tons les propriétés de ce dernier pour démontrer les propriétés des endo-

morphismes en dent de scie.
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2.7. Génération de contacts et de croisements dans le squelette.

Nous allons d'abord démontrer une propriété trés importante

pour la suite :

® Théoréme T1 : Si le couple (K ,K,) = (XC,YC) est un contact, alors
les couples (XRYC,YC) et (XC, YLXC) sont aussi des contacts.

Faisons-en la preuve pour (K',K,) = (XRYC,YC) seulement :
l'autre cas est analogue. Nous devons montrer que les conditions (V') sont
remplies pour ce couple, c'est-a-dire que :

K, est minimale, c'est-a-dire : K, < ol(K,),i>0;

(V') K'. est maximale, c'est-a-dire : K'. > ¢i(K'),i> 0 ;

LK, <K etRK)2K,.

La premiére condition est réalisée par hypothése. La condi-
tion L(K,) < K'. est automatiquement remplie puisque K'. > K_ (en effet,
XRYC > X(C). Restent a prouver que L(K'.) < K', ce qui suffirait a prouver
la maximalité de K', et que R(K') 2 K,.

Prouvons d'abord la premiére de ces relations. Pour les par-
ties de L(XRYC) incluses dans L(YC), c'est évident, puisque L(YC) <YC.
Pour les autres cas, posons que X = ALB. Les autres éléments de L(XRYC)
ont la forme BRYC. Or, BRYC < XRYC équivaut a B < X, ce qui est vrai
puisque BC € L(XC) < XC.

Pour la seconde relation, il n'ya rien a dire non plus pour les
éléments de R(XRYC) contenus dans R(YC), ni méme pour YC lui-méme
(car celui-ci appartient a R(XRYC)). Pour le reste, les autres éléments
sont tous supérieurs a ceux de R(XC), eux-méme supérieurs a YC d'aprés

les hypotheses ; ceci achéve donc la démonstration.
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Examinons maintenant les conséquences de ces théorémes.
Un contact (XC,YC) entraine des contacts (XRYC,YC) et (XC,YLXC).
Ceux-ci entrainent un croisement (XRYC,YLXC). Ces 4 couples délimi-
tent un rectangle [XRYC,XCIx[YC,YLXC], que l'on appellera 'ombre di-
recte du contact (XRYC,YLXC). On distinguera celle-ci de la région défi-
nie par K. < XRYC et K; > YLXC, qui est appelée simplement I'ombre de
(XRYC,YLXC) [47]. Une propriété importante de l'ombre directe est
qu'elle ne contient aucun autre contact entre séquences englobantes fi-

nies.

En effet, s'il y en avait un autre, que l'on désignerait (U,V), il

remplirait les conditions suivantes :

XC < U < XRYC (C1)
YC > V> YLXC (C2)
| L(U,V) < XRYC (C3)
R(U,V) > YLXC (C4)

D'apres (C1), il faudrait écrire U = XRW. Mais, d'apres (C4),
on voit que W >YLXC, ce qui revient a poser W = YLXRW', ou encore U =
XRYLXRW'. Or W' doit obéir 4 la méme contrainte que W, donc on répéte
le développement, et par induction, on obtient U = (XRYL)>, qui n'est pas

une séquence finie. On en tire deux conclusions :

(1) Les rectangles [XRYC,XC]x[YC,YLXC] ne contiennent

aucun autre contact entre séquences englobantes finies.

(i1) Une séquence englobante U possible est (XRYL)> — et de
méme, une séquence englobante V possible est (YLXR)*=, c'est-a-dire, a un

décalage pres, la méme que U.
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Un exemple particuliérement simple de rectangle est 1'ombre
directe du croisement (RC,LC) : c'est le carré [C,RCIx[LC,C]. D'apres ce
qui a été dit au paragraphe précédent, on montre qu'il est analogue au fu-

seau du poisson de période 2 du diagramme de bifurcations.

Démontrons pour cela que, a l'intérieur de celui-ci, les seules

trajectoires périodiques possibles ont pour séquence R, L=, et (RL)>.

Dans ce carré, on a C <K <RCet C 2 K, > LC. Soit un itiné-
raire quelconque infini I = I1Ia...I5.... Si I = R, alors o™+1(I) > K,, donc

on+1(I) > LC. Il y a deux possibilités :
—(1a) In+1 =R,
— (1b) In+1ln+2 = LR.

De méme, Si I, = L, alors o2*+1(I) < K-, donc c™*1(I) <RC. Il y

a deux possibilités :
—(2a)lp+1 =1L,
— (2b) In+1]:n+2 = RL.

Il est évident que R= et L sont admissibles, d'apres (1a) et
(2a) respectivement. Prenons maintenant le cas I = ARLX, ol A est une
séquence finie quelconque et X une séquence infinie quelconque. Comme
In =R et Ine1 = L, (1b) implique que I,+2 vaut obligatoirement R. Donc I =
RLRX'. Comme In;1 = L et Ins2 = R, (2b) implique que Int3 vaut L, et I =
RLRLX". La seule possibilité, par induction, est donc I = (RL)*. On trou-
vera de méme que, si I = LRY, alors I = L(RL)~. La démonstration est
donc faite ; cependant, de ces trois itinéraires, (RL)> seul est intéressant,
car les deux autres sont instables dans le cas qui nous préoccuppe. Plus

généralement, on constate que dans tout domaine qui soit 'ombre directe
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d'un croisement (XRYC,YLXC), le seul régime permanent stable est
(XRYL)=. Par contre, il y en a toujours d'autres qui sont instables : en ef-
fet, d'aprés la définition de 1'admissibilité des itinéraires, tout itinéraire
acceptable pour un point se situant dans l'ombre (simple) d'un croise-

ment est aussi admissible pour ce croisement.

On a porté, sur la figure II1.7, le domaine ou (RL)> (c'est-a-
dire le polytype hk) est stable. Il comprend le carré que nous venons de
mentionner, et deux bandes symétriques analogues aux queues du pois-
son. Dans le méme esprit que la démonstration précédente, on peut mon-
trer que si K. < RC ou K, 2 LLC, alors (RL)* est admissible, mais on ne dé-
montre pas qu'il est le seul itinéraire périodique stable possible. La coexis-
tence des cycles périodiques est donc possible dans les queues du poisson.
Nous verrons d'ailleurs plus loin leur réle dans la démonstration du

chaos.

Une autre conséquence du théoréme de génération des
contacts et croisements est l'explication des "lois de génération des pois-

sons", qui vont étre étudiées maintenant.
2.8. Retour sur les lois de génération des poissons.

Prenons 1'exemple de deux carrés, ombres portées respectives
des croisements (RC,LC) et (RLC,LLC), correspondant aux fuseaux de sé-
quence périodique hk et hkk. Ils ont une aréte commune entre (C,LC) et
(RLC,LC). Ce dernier contact génére a son tour trois autres contacts :
(RLRLC,LC), (RLC,LLRLC), et (RLRLC,LLRLC). Ceux-ci forment alors
un rectangle, qui est 1'ombre du point (RLRLC,LLRLC). On peut montrer
que dans ce rectangle, le seul itinéraire infini possible est (RLRLL)*>, en
plus des cas triviaux et instables L et R~. Nous retrouvons donc un cas

de la regle R1 : Le fait que l'ombre directe de (RLC,LLC) (associée a une
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période 3) ait un contact commun avec la droite K, = LC (associée a une
période 2) implique l'existence de celle de (RLRLC,LLRLC), associée a une
période 5. Ceci améne a préciser une propriété de l'opération "+" corres-
pondante : elle n'agit que sur deux séquences dont les poissons soient ad-
jacents. Par exemple, on ne peut pas "additionner" hk et hkkk par la

premiére loi.

Utilisons ce fait pour préciser la nature des queues de pois-
son, sur l'exemple de la bande limitée a droite par la droite K, = LC. Il
s'agit de préciser quelle est la limite & gauche de cette queue. Un examen
du squelette laisse prévoir intuitivement que ce serait la limite & droite de
I'ensemble des droites paralleles générées par la répétition de l'algo-
rithme précédent, ce qui se traduirait par une addition a l'infini : hkk +
hk + hk + .... (en fait, ceci correspond a une cascade directe). Le premier
contact est (RLC,LC), le suivant est (RLRLC,LC), le suivant est
(RLRLRLC,LC), etc... jusqu'a ((RL)*~,LC). La droite verticale correspon-
dante a pour équation K = 'lli_irj(RL)ﬂC. En fait, on voit que cette valeur est
strictement inférieure a RC, ce qui entraine qu'il existe une bande

d'épaisseur non nulle ot il n'y a aucune ombre directe de couple de sé-

quences englobantes : c'est I'nomologue de la queue du poisson.

La seconde régle concerne les croisements de queues de pois-
sons. De nouveau, nous utilisons le théoréeme de génération des croise-
ments sur 1'exemple des queues hk et hkk. Le croisement entre la droite
K. = RC, qui limite & droite la queue correspondant au régime de séquence
(RL)es, et la droite K, = LLC, qui limite en haut la queue correspondant au
régime de séquence (RLL)>, géneére les contacts (RC,LLLRC),
(RRLLC,LC) et (RRLLC,LLLRC). Ces quatre contacts forment l'ombre di-
recte du point (RRLLC,LLLRC), qui se situe hors des deux queues, et dans

lequel on montrerait que le seul régime infini stable possible est
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(RRLLL)*, ou bien hhkkk. On retrouve donc bien la regle R2, et 1'on voit

que celle-ci a exactement la méme origine que la regle R1.
2.9. Autosimilarité du diagramme.

La répétition a l'infini des regles R1 et R2 (ou du théoréme T1)
entraine une structure fractale caractérisée par la propriété d'autosimi-
larité, c'est-a-dire qu'une partie du diagramme ressemble 4 une de ses
sous-parties. Il en a déja été montré des illustrations, sur les exemples de
la série des poissons de période hkn, de la cascade sous-harmonique hk ->
hhkk -> hhkhkhkk ... et de la série des poissons hkk(hk)?. On peut asso-
cier a ces trois exemples des transformations spécifiques dont l'itération
permet de retrouver une image plus petite d'une région de périodicité ré-
guliére donnée ; elle peuvent étre utiles dans 1'étude de la théorie des re-

normalisations associées aux bifurcations de cette famille.
Soit la transformation suivante : & : R -> RL
L->L
C->C

On montre, similairement a [47], que & préserve l'ordre dé-

fini pour les itinéraires et que, si (K.,K;) est un contact, alors (F (K.),
L& (K,)) en est un aussi. En fait, tout ce qui est compris dans la bande C <
- <RC, K, £C a son image par S}' dans la bande C < K. < RLC, K, <LC.
En particulier, le carré de stabilité de (RL)> a pour image le rectangle de
stabilité de (RLL)=. En répétant, F ((RLL)*) = (RLLL)>, etc... De méme,
l'image du rectangle de (RLRLL)*> est (RLLRLLL)>, autrement dit, 2 hk +
hkk correspond hkk + hkkk, etc... La figure II1.8 montre un exemple de

l'application répétée de &F .
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Figure II1.8 : Application répétée de la transformation (F,LF)
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En substituant les R et les L dans la définition, on définit une
transformation similaire 8, qui permet de reconnaitre 1'autosimilarité
dans l'autre direction du plan. En résumé, tout poisson est escorté sur les
deux cdtés de son fuseau, d'une infinité de poissons, images de celui-ci

par Fhet 3", ne N.

Les doublements de période font intervenir la transformation

suivante :
H:R->RL
L->LR
C->C.

On montre, comme pour & et 8, que si1 (K.,K,) est un contact,

alors (RO K.),LH(K,)) en est aussi un.

Il est aisé de voir que le carré de stabilité de (RL)* a pour
image par (RH,LO) le carré de stabilité de (RRLL)> ; la répétition a 1'in-
fini de cette opération engendre la cascade sous—harmoniqﬁe évoquée plus
haut. Mais en fait, il en existe une a la suite la zone de stabilité de n'im-

porte quelle séquence.

Les trois transformations citées ne permettent pas de retru-
ver le diagramme en entier a partir du seul domaine équivalent au pois-
son de période 2. En fait, tous les poissons générés par la régle R2, a 1'ex-
ception du cas p = q, sont "oubliés". Toutefois, on peut donner d'autres
transformations, plus compliquées mais aux propriétés semblables, pour

les retrouver.
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2.10. La frontiére du chaos.

Le diagramme de bifurcations comprend donc uniquement
des fuseaux et des queues de poissons : ceux-ci sont respectivement liés
aux ombres directes et aux zones qui ne sont pas des ombres directes dans
le squelette. Il a été remarqué que les fuseaux sont des zones ou des ré-
gimes périodiques sont stables ; reste a étudier plus en détail les queues :
c'est en effet 1a que la situation est plus compliquée, en fait 1a ou le chaos

est possible.

Intéressons-nous a une partie de queue de poisson engendrée
par le contact (XC,YC) : le croisement secondaire (XRYRYC,YLXC). Un
tel croisement est un croisement entre deux bords de queues de poisson,
par exemple, avec X et Y vides, le croisement (RRC, LC) entre la queue de
période hk et celle de période hkk. En suivant une démonstration de [47],
on prouve que n'importe quelle séquence I = S1Ss...S;..., ou S; désigne une
séquence égale a XRYL = E1L ou XRYRYL = EgL (dans notre exemple, ce
serait un itinéraire composé de séquences hk ou hkk disposées dans

n'importe quel ordre) soit admissible. Pour ce faire, il suffit de montrer

que L(I) < XRYRYC = E2C et que R(I) > YLXC.

Constatons d'abord que les éléments de L(I) de forme S;Sj;+1... sont

évidemment inférieurs & XRYRYC. La démonstration reste a faire pour

les éléments de L(I) de forme L(S;)S;+1Si+2.... Deux cas se présentent :
(1) L() = L(E1)LS;+1S;5+2... <L(E1)C = L(E1C) <E1C < E9oC.
(11) L(I) = L(E2)LS;+1Si+2... <L(E2)C = L(E2C) < EoC.

Pour montrer que R(I) > YLXC, on a recours aux séquences équiva-

lentes F1R = YLXR et FoR = YLXRYR, et on procéde de facon similaire.
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Il est donc possible, en rajoutant a chaque fois des séquences E;L ou
EoL, de créer de nouvelles séquences, toutes admissibles pour 1'endomor-
phisme (XRYRYC,YLXR). Les séquences (XRYRYL)= et (XRYL)> ne sont
donc que des cas particuliers. Les cas ou il y a une distribution irréguliére

de séquences E1L et EoL sont des exemples de séquences chaotiques.

Pour faire une démonstration plus rigoureuse de l'existence du
chaos, on peut alors faire appel a la notion d'entropie topologique [55], ba-
sée sur le nombre N, de séquences permises de longueur inférieure ou
égale a n. L'entropie topologique est basée sur un concept assez simple :
lorsqu'on étudie le nombre N, pour un n de plus en plus grand, il y a
chaos topologique lorsque Nj, grandit de fagon exponentielle ; 'entropie
topologique est alors le coefficient de cette divergence exponentielle. Plus

rigoureusement, elle est donnée par la formule suivante :

Ay g

n—jea n

Or, pour les croisements du type que 1'on vient d'aborder, le fait que
l'on puisse générer autant de séquences que l'on veut par ajout de 1'une

ou l'autre des séquences E1L et EoL entraine que :

N, 2 N, +N,,

ou /1 et I sont les longueurs respectives de E1L et de EgL. On

en tire que :
N,22N,,
et donc que N, > 2%l . Par conséquent,
Log(Z%‘ ) 1
h(f)= 11_1337 > — soit encore h(f) 2> ELog(Z) > 0.
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Remarquons que la démonstration donnée n'implique que
l'existence d'un chaos topologique aux croisements donnés : ceci n'im-
plique pas forcément que l'on observe effectivement un chaos a ces en-
droits ; cependant, le chaos topologique est en quelque sorte un prérequis
pour l'existence d'un chaos véritable. En particulier, les démonstrations
sur la possibilité d'endomorphismes (K_.,K,) pour lesquels il n'y a pas de
possibilité d'orbite périodique stable restent a donner. Toutefois, la fron-
tiére du chaos topologique donne une estimation large du domaine ol de
tels endomorphismes chaotiques peuvent exister. C'est en fait la limite de
I'union de tous les domaines qui sont l'ombre directe de croisements de
type (XRYC,YLXC), ou bien de tous les "fuseaux de poissons". La diffé-
rence avec la figure III.5 est que, sur le critére du chaos topologique, on
inclut toutes les queues de poisson dans la partie chaotique, alors que 1'al-
gorithme employé pour la figure II1.5 ne les fait pas figurer en entier.
Une explication en est que, ici encore, on n'a pris qu'une seule valeur de
départ xo pour le calcul : en fait, si I'on refaisait le méme calcul pour tous
les x¢ possibles et que 1'on regroupe les résultats, alors la partie noire de la

figure II1.5 incluerait bien toutes les queues de poisson.

IT1.3. Comparaison avec les données expérimentales sur le
polytypisme.

Deux questions primordiales - sur le plan combinatoire - se
posent quant a 1'accord du modeéle avec la réalité du polytypisme :

(i) Le modele est-il capable de décrire tous les polytypes
connus?

(ii) Les séquences connues des polytypes du SiC se disposent-
elles suivant une régularité quelconque dans le diagramme de bifurca-

tions?
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La premiére question a une réponse affirmative, puisque,
pour un entier N quelconque, toutes les séquences de longueur < N se
rencontrent dans le diagramme. En d'autres mots, celui-ci contient
toutes les séquences périodiques imaginables. En voici une démonstration

générale.

Soit un régime périodique quelconque de période p et de sé-
quence (P)=. Il existe un entier m < p tel que (¢™(P))~ = (M)~ soit maxi-
male et un autre entier n < p tel que (67(P))> = (Q)* soit minimale. A
cause de la périodicité du régime, nous avons L(Q) = L(M) £ M et R(Q) =
RMM) > Q. 1l existe donc au moins un couple de séquences englobantes (K.
KL = (M), (Q)°) pour lesquelles l'itinéraire périodique (P)* est admis-
sible.

On remarque que g(m-n)mod p(Q) = M. Supposons, sans res-
treindre le cadre de la démonstration, que m < n. Appelons U la séquence
PmPma+1...Pn-1. et V la séquence PpPp.1...PpP1P2...Pp.1. Nous avons K =
(UV)> et Kg = (VU)=. Il reste 4 montrer que U = XR et V = YL, ou XC et
YC sont respectivement minimale et maximale et forment un contact.

Puisque (UV)= est maximale, prenons le cas non-tﬁvial ou
elle commence par R (la seule séquence maximale commenc¢ant par L est
L>=). Dans ce cas, on est assuré que V termine par un L, car sinon ¢(®-
1((UV)>) commencerait par un R de plus et serait supérieure a (UV)=. Le
méme raisonnement sert & montrer que U finit obligatoirement par R. On
peut donc effectivement poser que, dans le cas général, U = XR et V = YL.
De plus, L((XRYL)=) < (XRYL)* entraine que L(XRYL) < XRYL, et, en
substituant RYL par C dans chaque séquence, L(XC) < XC, ce qui suffit a
démontrer que XC est maximale. On montre similairement que YC est
minimale. Enfin, R(XC) = YC, car sinon YLXR ne serait pas minimale :

il y aurait un entier / supérieur a la longueur de YL tel que c!(YLXR) <
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YLXR. On montre de méme que L(YC) < XC ; ceci achéve de montrer que
(XC,YC) est un contact. D'aprés le théoréeme de génération des contacts,
nous en déduisons qu'il existe 3 autres contacts formant l'ombre directe
de (XRYC,YLXC), dans lequel notre séquence périodique est admissible et

est la seule a étre stable.

Pour répondre a la deuxiéme question, une méthode systéma-
tique inspirée de la démonstration précédente permet de repérer sur le
squelette (K,,K.), et sur le diagramme (A1,A2), la position de la zone de
stabilité d'un régime périodique quelconque caractérisé par un itinéraire
I = (P)>~. On détermine en premier lieu la séquence maximale et la sé-

quence minimale correspondant a I, c'est-a-dire :

(M)* = max o*(I) et (Q) = mino*(1).

0<i<p

On substitue le dernier terme de M et de Q par C et l'on
cherche dans le squelette la position de l'intersection entre les droites K. =
M et K, = Q, par exemple en utilisant la numérisation T(M) et 7(Q) des
itinéraires. L'ombre directe de ce point est le fuseau du poisson corres-
pondant. Les équations des courbes limitant ce méme fuseau, dans le
diagramme de la figure III.2b, sont la traduction des équations des

droites précédentes, soit :

Frtme1 © Frtm22 2 F ofL(yZ—) = %,’
et me_l°me_2°“'°fQ10fR(y2+)=%.’

o m est la longueur de M, ¢ la longueur de Q, et fs(x) =
4h1x(1-x) si S =L et fs(x) = 1 - [4A2x(1-x)] si S = R. Ces deux courbes ont au
moins deux intersections. L'intersection la plus proche de (1,1) corres-
pond au fond du fuseau et & la base des queues du poisson, et la suivante

correspond a son "nez". Il est malheureusement difficile d'employer cette
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méthode pour trouver les coordonnées des nez de poissons : les dérivées
vis-a-vis de Aj et A2 de ces fonctions présentent d'autant plus de
discontinuités que les séquences sont longues, ce qui exclut toute

convergence simple dans la résolution de ces équations.

Deux programmes ont été réalisés : Le premier n'affiche en
couleur que les zones dont la séquence calculée coincide avec 1'une des sé-
quences connues de longueur inférieure & 50, répertoriées dans [32],
qu'elles aient été obtenues en CVD/CVI ou non. Le résultat est illustré a
la figure II1.9. Le principe de ce programme est une simple investigation
des séquences possibles obtenues pour chaque couple de parametres du
plan discrétisé, couplée & une comparaison avec les séquences connues :

les résultats sont donc entachés d'une erreur due a la discrétisation du

plan (A1,A2).

Le tableau III.1 donne la surface relative et les coordonnées
des "nez" de tous ces poissons, qui sont les couples de valeurs inférieures
pour lesquelles ces polytypes apparaissent. On constate, au vu de la figure
IT1.9 et du tableau III.1, que la majorité des polytypes connus sont dans la
partie ou Ag est supérieur a Aj. En effet, dans ce cas, le nombfe de bi-
couches k (cubiques) est supérieur au nombre de bicouches h, ce qui est le

cas général pour le SiC.

Le second programme permet de déterminer les ombres di-
rectes associées a chacun de ces polytypes dans le plan (K ,K,) (ou encore
(T(K.),T(K,)), ce qui revient au méme). Le résultat, indiqué a la figure
II1.10, améne a une répartition similaire des zones de stabilité. Ceci vient
confirmer d'une part la similarité entre l'espace des séquences englo-
bantes et celui des parametres (A1,A2) et d'autre part la démarche em-
ployée pour démontrer que tous les polytypes se trouvent dans le dia-

gramme.



Figure I11.9:
Localisation des polytypes connus de périodes inférieure
ou égale a 50 dans le diagramme de hifurcations.
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Toutefois, il n'y a pas vraiment contigiiité entre les différents
"poissons" : en fait, dans la partie ol prévaut la premiere régle de multi-
plication des poissons, il n'apparait pour ainsi dire qu'un poisson sur
deux. Ceci coincide avec le fait que les polytypes connus ont souvent été
répertoriés comme étant formés de la juxtaposition de séquences de base
comme (22), (23), (33), (34), (44) en notation de Zhdanov [4]. Or le modeéle
mathématique se comporte comme s'il utilisait des séquences élémen-
taires plus simples, comme (2), (3), (4), etc.... Par ailleurs, on ne peut ga-
rantir que tous les polytypes physiquement possibles pour le SiC aient été

expérimentalement mis en évidence.

Enfin, il existe des polytypes connus correspondant a des
poissons de taille extrémement petite sur ce diagramme. Les aires des
poissons portées au tableau III.1 suggeérent des abondances relatives qui
ne sont pas forcément en bonne corrélation avec la réalité physique du po-
lytypisme ; tout au plus peut-on constater que les polytypes fréquents
comme 3C, 4H, 6H et 15R correspondent & des zones larges. Le caractére
assez groupé des polytypes connus laisse penser que les possibilités of-
fertes par la réalité physique correspondent & un domaine de (11;12) plus

restreint que [0;1]x[0;1].

La taille relative des poissons dépend fortement de la fagon
dont les parameétres A et Ag interviennent dans l'expression de f)i 2. Il
suffit de modifier les dépendances aux A; dans l'expression de la famille
et de recalculer l'image pour s'en convaincre. Rappelons a ce sujet que
ies parametres A1 et Ag, s'ils sont liés & des parameétres physiques, le sont
d'une fagon encore inconnue. Tout au plus peut-on avancer que le para-
metre transversal de maille a influe certainement sur le profil de la

courbe, et que celui-ci subit lui-méme linfluence de la température et de

la pression. Les roles des reconstructions de surface et des intermédiaires



Polytype |[Fréquence |A1 A2
relative

3C 05 a 0 [45Ra 0,00011504] 0,741943 0,872559
2H 0,5 a 0| |[45Rp < 5,9605.10-9

4H 0,19849944] 0,5 0,5 |[48R 5,3585.109 0,724731 0,88623
6H 0,08884567 0,5 05| [61Ra 0,00043696] 0,661255] 0,833618
8H 0,04110813 0,5 05| [51Ry 0,00055486] 0,734375 0,782471
9T 4,1068.10-9 0,654175 0,98291| [57R 0,0004124] 0,625977] 0,874023
10H 0,00027102] 0,741577 0,871826| [66R(1) 1,7881.106] 0,739136 0,908325
14H 1,0908.10‘5 0,792725 0,895996| |66R(2) < 5,9605.109

16H 5,3048.10°6 0,761963( 0,913208| [69R, 0,00013471] 0,682373 0,874878
18H 1,6689.10-6 0,806519 0,901367| |69Rp < 5,9605.109

19H 8,1062.106 0,77002 0,875244| |72R 6,7949.10-6 0,724365 0,916504
20H, <5,9605.10"% 75R 8,3447.10'7 0,765869 0,898438
20H} 6,1989.106| 0,761597 0,892212| |84R 2,3842.10-7| 0,742432 0,913574
21T 1,7881.10°7| 0,69812 0,974854| [87R 5,9187.100 0,687256( 0,885132
21Hg 1,1921.10°7| 0,714355 0,989014| [90R < 5,9605.103

27H, 5.9605.109] 0,751831] 0,913574| [93R 34213.10-9] 0,628174] 0,93689
27Hy 1,4901.10°6( 0,676514] 0,937988| |96R4 5,9605.10°8 0,69519 0,943237
33H < 5,9605.10° 96Ry < 5,9605.109

33T < 5,9605.10°9 99R < 5,9605.10-8

34H 2.3842.10-7| 0,731689 0,910522| [102R 1,7881.10-7| 0,678223] 0,940674
36H, <5’9605_1g-8 105R 3,165.10-9 0,689697 0,890381
36Hp < 5,9605.10%) 111R 5,5015.10° 0,664429 0,894287
39H 1,1921.10°7| 0,740723 0,911011 [120R < 5,9605.108

40H 5,9505‘10-8 0,732666{ 0,912109| |123R 2,1279.109 0,691162 0,893555
54H < 5,9605.108 126R < 5,9605.10-8

55H 5,9605.10° 0,757324] 0,880737| |129R 3,8326.10°0| 0,667969 0,895874
57H < 5,9605.10°5) 132R1 < 5,9605.1079

81H < 5,9605.1079 129Rg < 5,9605.109

9R 0,08887595] 0,507812 0,500122| [135R1 < 5,9605.10°9

15R 0,02516186] 0,501343] 0,525879| [135Rs < 5,9605.109

21R 0,00863135| 0,502441] 0,63623| [141R 1.3053.10-9] 0,691772 0,894897
24R 0,00039709{ 0,63623 0,950439 147R; 2,9266.10‘5 0,669922] 0,896729
27R 0,0043754] 0587402] 0,692871 IT77R, 5.9605.105] 0,735229] 0,901123
33R 0,00205553] 0,606934 0,743896| I7=5- 5.9605.105] 0,764038 0890625
39R 0,0013206] 0,567993| 0,825684 T50R, 5.9505. 108 0767212 050563

Tableau IIL1. Abondance relative et coordonnées des "nez de poissons”

des polytypes connus de longueur inférieure ou égale a 50

dans le plan (A1,A2).
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Figure ITL10. Localisation des ombres directes

des polytypes connus de longueur inférieure ou égale a 50
dans le plan (K, K,).

Les points noirs délimitent le coin inférieur droit des ombres directes cor-

respondantes.
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réactionnels adsorbés, caractéristiques en CVD/CVI, sont encore plus dé-

licats & définir, mais il ne doivent pas étre négligeables.

Conclusion.

Le modéle dynamique basé sur l'itération des endomor-
phismes en dent de scie a été étudié‘ sous l'aspect combinatoire pour
rendre compte du phénomeéne physique de la croissance de polytypes du
carbure de silicium en CVD/CVI. Celui-ci présente une richesse de com-
portements extrémement importante : en fait, on a démontré qu'il existe
toujours un de ces endomorphismes correspondant a4 n'importe quelle sé-

quence polytypique donnée.

En fait, le systéme dynamique employé révéle un caractére
indéniable d'universalité. De plus, il présente une algéebre des itinéraires
sous-jacente qui est plus simple que celle du "gap map". Un résultat im-
portant est que toutes les routes vers le chaos sont déduites de l'applica-
tion répétée du seul théoréme T1. La représentation bidimensionnelle a
permis de saisir avec plus de facilité les fondements de ces routes. Sans
doute peut-elle aider & la compréhension de la théorie des renormalisa-
tions, ainsi que d'autres problémes de la théorie des systémes dynamiques

discrets.



Chapitre quatre :

ETUDE PAR LA METHODE DES "CLUSTERS" DES FON-
DEMENTS PHYSIQUES DU MODELE DE CROISSANCE DE
POLYTYPES DU SiC.
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IV. ETUDE PAR LA METHODE DES "CLUSTERS" DES
FONDEMENTS PHYSIQUES DU MODELE DE CROIS-
SANCE DE POLYTYPES DU SiC.

Introduction.

Le modele développé aux chapitres précédents est validé sur
la base de longueurs de liaisons pour différents polytypes simples, ob-
tenues par simulation ab initio 2 pseudopotentiel [22], dont les résultats
sont cohérents avec les quelques mesures effectuées par diffraction des
rayons X [18-20] et avec les spectres de RMN du 2°Si de ces polytypes [25-
28]. Cependant, plusieurs questions restent & résoudre. En particulier, le
nombre de valeurs dont on dispose est extrémement faible, et 1'on souhaite
améliorer la connaissance de l'endomorphisme f : R2 —>R?2 liant les dis-
tances interatomiques. De plus, on ne dispose pas de données énergé-
tiques spécifiques permettant de montrer sans équivoque l'existence d'un
passage de la forme h & la forme k lorsqu'on fait varier les distances in-
teratomiques. Enfin, le role des parameétres tels que la température et la

pression doit étre éclairci.

Il a donc été envisagé d'effectuer des simulations sur des
clusters (amas moléculaires), constitués d'un morceau de carbure de sili-
cium entouré d'atomes dhydrogéne pour satisfaire les valences des
atomes de silicium et carbone périphériques. Le principe de cette
approche est d'essayer d'extrapoler a l'infini les résultats obtenus en
faisant croitre la taille des clusters. En se plagant dans une hypothese

simple d'équilibre thermodynamique local (dans ce cas, restreint a la
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derniére bicouche), on a procédé a des calculs d'énergie totale sur ces

amas, avec des distances interatomiques idéales, puis on a permis des
relaxations atomiques dans les directions de déformations possibles dans

le solide. Ainsi on peut obtenir :

— Des énergies de relaxation pour des bicouches similaires,

mais d'orientations différentes ;
— Des longueurs de liaisons interatomiques aprés relaxation.

Ces grandeurs seront étudiées en fonction des distances in-
teratomiques de la ou des bicouches inférieures. Ceci permet de détermi-
ner si les distances interatomiques (et donc les déformations relatives des
bicouches) sont critiques dans le choix énergétique entre les deux orienta-
tions possibles des bicouches nouvelles lors de la croissance, et de quelle
facon elles interviennent dans un modéle dynamique d'empilement bi-

couche par bicouche.

IV.1. Méthodologie de l'approche cluster.
IV.1.a) Méthodes de calcul.

Les clusters étudiés ont de 14 4 98 atomes lourds. Les deux
plus gros d'entre eux mesurent environ 23x14,5x5,5 A3 et 17x11,5x8,5 A3,
Etant donné le nombre d'atomes dans ces clusters, il n'est pas possible
d'utiliser des méthodes de calcul ab initio qui soient performantes. On
utilise plutét des méthodes semi-empiriques ou les intégrales
(correspondant aux termes d'Hamiltonien de recouvrement et biélectro-
niques) sont tabulées. Lorsqu'on dépasse un nombre d'atomes de 10, les
méthodes ab initio sont soit trop imprécises, soit trop cotiteuses en temps
de calcul : en effet, on sait qu'il est nécessaire d'utiliser un grand nombre

d'orbitales atomiques (O.A.) de base (en théorie une infinité) pour mener a



103
bien une approche ab initio, et que le temps de calcul croit comme le carré

de la taille de cette base. Les calculs ont donc été effectués grace au logiciel
AMPAC version 2.14 installé au CIRCE et adapté par D. LIOTARD, du
Laboratoire de Physico-Chimie Théorique de 1'Université de Bordeaux I,
et qui est le plus performant a 1'heure actuelle en matiére de calcul semi-
empirique. La validation du logiciel a été effectuée par comparaison avec
un logiciel basé sur une approche strictement ab-initio (GAUSSIAN 88
[566]) et avec des valeurs expérimentales déterminées par spectroscopie de
diffraction d'électrons [57] sur la molécule H3Si-CH3 en conformation
éclipsée ou décalée, et en optimisant toutes les distances interatomiques.
Comme les groupes CHg et SiH3 présentent une libre rotation relative a
300 K, les valeurs expérimentales données correspondent a la fois aux

deux conformations.

Le tableau IV.1 montre la comparaison entre les résultats ob-
tenus avec AMPAC et avec GAUSSIAN 88 en prenant deux bases
différentes d'orbitales atomiques, sur les distances interatomiques aprés
relaxation, les différences de chaleurs de formation, et les charges portées
par chaque type d'atome. On constate que les valeurs des charges portées
par Si et C, ainsi que de la distance Si-C, sont trop grandes d'apres
GAUSSIAN 88 : cette approche a tendance a voir la molécule comme trop
polarisée ; cependant, l'augmentation du nombre d'O. A. de base fait

tendre ces grandeurs vers des valeurs plus réalistes.
IV.1.b) Géométrie des clusters.

Il a été essayé d'approcher le solide en croissance, c'est-a-dire
I'ensemble bicouche(s) superficielle(s)-bicouche nouvelle par des paires de
clusters au nombre identique d'atomes, 1'un ou la bicouche nouvelle est
en orientation h et l'autre ol elle est en orientation k. Ont été étudiés prin-

cipalement des clusters 4 deux bicouches, pour lesquels des séries régu
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énergies totales
Ej - Ex (kd/paire
SiC)

AMPAC 2.14 GAUSSIAN 88 |GAUSSIAN 88 |Mesures expé-
(base de 34 O. A.)| (base de 46 O‘._lA.) rimentales *_-=.

Eclipsé (h)
distance Si - C (A) |[ 1,886 1,933 1,907
distance Si - H (A) | 1,492 1,495 1,478
distance C - H (4) |(1,092 1,082 1,084
Charge sur le Si +0,448 e + 0,899 e + 0,689 ¢
Charge sur le C -0,278 e -0,858 e -0,793 e
Décalé (k)
distance Si - C (A) [ 1,880 1,923 1,894 1,857 +0,007*
distance Si - H (A) (11,492 1,495 1,478 1,48 +0,02%
distance C- H (&) 11,092 1,083 1,085 1,09 + 0,02*
Charge sur le Si +0,449 ¢ + 0,895 e + 0,682 e + 0,33**
Charge sur le C - 0277 e -0,846e -0,778 e - 0,33%*
Différence entre les|| 5,189 4,938 6,380

Tableau IV.1 : Comparaison des résultats de différentes approches

* d'apres [57]

numériques.

** d'aprés [1], au sujet du caractere partiellement ionique du SiC.
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lieres suffisamment grandes ont pu étre établies : celles-ci ont permis,
par extrapolation vers l'infini, d'obtenir des valeurs des grandeurs géo-
métriques et énergétiques les plus pertinentes. Des clusters a trois bi-
couches ont été également étudiés, mais dans ce cas, la croissance tres
rapide du nombre d'atomes dans les séries ne permet pas d'effectuer des
extrapolations aussi fiables. La figure IV.1 montre un exemple de paire

de clusters a deux bicouches.
La géométrie des clusters a obéi a certaines contraintes :

— Toutes les valences sont satisfaites par des liaisons avec des
atomes d'hydrogéne périphériques (en général, vu la taille réduite des
clusters, on compte environ 1 H pour 1 atome "lourd" —i. e. Siou C) : en
effet, la présence de liaisons pendantes peut déformer de fagcon importante

la géométrie locale et 1'état électronique des atomes lourds.

— 2 hydrogenes doivent étre distants d'au moins 2A, pour évi-
ter que leurs répulsions stériques viennent apporter une erreur indési-

rable dans les résultats.

— Pour que les formes h et k soient directement comparables,
elles doivent présenter le méme nombre d'atomes et le méme nombre de

liaisons inter-bicouches en h et en k.
IV.1.c) Grandeurs observées.

Les clusters a trois bicouches qui ont été étudiés présentent
toujours une orientation h de la couche moyenne vis-a-vis de la couche in-
férieure.

Pour reprendre rigoureusement les conventions exposées au

paragraphe précédent, on a besoin d'au moins trois bicouches pour défi
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Figure IV.1 : Deux clusters reproduisant les deux orientations

possibles de la bicouche supérieure.

A

b) en orientation k.

Légende :
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nir les distances intercouches L, et Liy4+1, ainsi que les distances intra-
couches 1, et 1,41 (on ne considére pas 1.1, ni méme Uy car ces variables
n'entrent pas explicitement dans le modéle développé aux chapitres pré

cédents). Cependant, certains calculs ont été faits avec deux bicouches
seulement : dans ce cas, seule l'influence de 1 est étudiée, puisque Ly
n'est pas définie pour un tel cluster. L'absence de Ly, qui a priori ne doit
pas étre un parameétre aussi important que l,, est compensée par la possi-

bilité d'avoir plus d'atomes par bicouche.

En+1,h €t Eni1 Xk sont les chaleurs de formation des clusters
hexagonal et cubique, aprés relaxations des bicouches de Si et de C de la
bicouche supérieure. Ces chaleurs de formation ne sont pas a proprement
parler les énergies totales, mais les différences entre I'énergie totale de
chaque cluster et 1'énergie de tous les atomes éloignés a une distance in-
finie les uns des autres. Elles sont donc comparables d'un cluster a
l'autre, puisqu'il y a le méme nombre d'atomes constituants : la diffé-
rence d'énergie totale entre h et k est égale a la différence de chaleurs de
formation. Pour comparer deux clusters de taille différente, on utilisera le
rapport de ces chaleurs de formation avec le nombre de paires d'atomes
lourds de la derniére bicouche (puisque celle-ci est concernée au premier
chef) : mais comme la chaleur de formation inclut la présence de liaisons
avec des atomes d'hydrogeéne, le rapport de celle-ci au nombre d'atomes
lourds augmentera forcément avec le rapport entre le nombre d'hydro-
génes périphériques et ce méme nombre d'atomes lourds. En d'autres
termes, plus le cluster sera grand, moins la participation des atomes

d'hydrogéne sera sensible dans la chaleur de formation.

Toutefois, le logiciel AMPAC fournit aussi des estimations de
l'énergie totale, qui est la somme de 1'énergie électronique (terme négatif)

et les répulsions entre tous les ions (terme positif). Elle est d'environ -250
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eV par paire Si-C, ce qui est comparable aux données de Cheng et al. [22].

Les différences énergétiques entre h et k sont, dans cette unité, de 'ordre
de 20 meV/paire Si-C, en accord qualitatif avec les données de ces mémes
auteurs. Il est 4 noter que cette différence, si elle représente seulement
0,1% de 1'énergie totale, représente par contre de 2 & 3% de la chaleur de

formation.

De fagon a garder une cohérence avec 1'approche du chapitre
11, les relaxations sont permises uniquement selon la direction de crois-
sance, pour correspondre aux degrés de liberté effectifs dans le solide. I1
est ainsi fait abstraction de nombreux degrés de libertés effectifs dans la
derniére couche, correspondant a d'éventuelles reconstructions ou méme
a des effets de contraction dus a la taille finie des clusters. Cette limitation
importante n'est pas trés réaliste pour décrire la croissance, mais elle
permet de ne garder que deux variables pour caractériser chaque bi-
couche. Pour évaluer 1'énergie et les parameétres de relaxation de chaque

cluster, on procéde de la maniére suivante :

— On détermine, dans un premier temps, une géométrie ini-
tiale, ot les atomes de la bicouche supérieure ont des angles de liaison

idéaux.

— En gardant fixes toutes les grandeurs géométriques des bi-
couches inférieures, on laisse évoluer les longueurs Ly et 1541 de la bi-
couche supérieure, en lui imposant un parametre a égal a celui de la bi-
couche précédente (condition d'épitaxie). Une fois 1'énergie minimisée
(réalisation de I'équilibre thermodynamique local), on obtient simultané-
ment les distances interatomiques de la nouvelle bicouche et l'énergie

En+1 du cluster ainsi obtenu.
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Les calculs ont donc permis de déterminer les énergies Eny1h

et Ens1,k et les déformations ln+1h, In+1,k: Ln+1,h et Ln+1,k, pour des

valeurs données de Ly, de 15, ainsi que de a.
IV.2. Résultats de I'approche cluster.
IV.2.1 - Influence de la taille des clusters.
IV.2.1.a) Evolution de la différence énergétique entre h et k.

Les chaleurs de formation en h et en k ont été évaluées pour
un grand nombre de clusters, avec des parametres fixés Iy = Ln = av6/4 =
1,87 A (ce qui laisse des angles de liaison idéaux dans les bicouches infé-
rieures). Comme indiqué a la figure IV.2a), la chaleur de formation ra-
menée au nombre de moles de SiC augmente en valeur absolue. Pour 49
atomes par bicouche, on est loin d'avoir convergé vers une valeur limite,
ce qui montre que l'on ne reproduit qu'imparfaitement les phénoménes de

croissance du solide.

A la figure IV.3b), on a porté la différence AE = En1h - En+1k
en fonction de la taille. Cette différence est toujours positive avec les pa-
rameétres utilisés (donc k est préféré a h), mais on constate une tendance a
la diminution. Plus on se rapproche du solide, moins les énergies des

deux orientations different.
IV.3.1.b) Extrapolation sur une série réguliere de clusters.

A la vue des figures IV.2a) et b), il apparait que, si l'on peut
reconnaitre une évolution qualitative globale, il n'est pas possible d'effec-
tuer une extrapolation fiable : il y a une trop grande dispersion des résul-
tats, essentiellement due aux différences de forme des clusters — certains
sont allongés, d'autres sont plus "ronds", etc.... Cependant, parmi tous

ceux-ci, certains peuvent étre regroupés en séries, correspondant a une
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augmentation réguliére de la taille, & partir d'un motif de base. Une de

ces séries est particulierement intéressante : elle est formée de clusters a
deux bicouches et en forme de losange. Pour deux bicouches, les calculs
ont pu étre effectués sur quatre termes dont la taille augmente réguliere-
ment ; pour trois bicouches, les trois premiers ont pu étre évalués. Cette
série est décrite au tableau IV.2. De fagon a quantifier 1'évolution vers le
solide, trois grandeurs sont utilisées : (i) le nombre de paires Si-C par bi-
couches, qui sert de mesure de leur surface, (ii) le rapport H/SiC entre le
nombre d'hydrogénes périphériques et le nombre de paires Si-C, et (iii) le
rapport L/SiC entre le nombre de liaisons Si-C et le nombre de paires Si-C

de la derniére bicouche.

Il est trés facile, pour cette série, de retrouver la loi de récurrence
permettant de donner le nombre de paires d'atomes Si-C par bicouche. En
effet, soit i I'index de cette série, et N; le nombre d'atomes. Sur les 4 pre-
miers termes N1, No, N3 et N4, on trouve que les différences successives A;
= N; - N;.1 sont 5, 7, 9, c'est-a-dire 5 + (i-2)x2, d'ou la formule de récur-
rence suivante :

N;j=N;1+5+ (-2)x2
La sommation de tous les termes de N1 a N; permet de donner l'ex-

pression générale de N;:

N;=Ni+ 5(-1) +g-—l')é(-l}g)'x2

soit encore, avec N1 =3,5:
N;=0,5+2i+i2

De méme, on montre que le nombre d'hydrogénes périphé-

riques H; et le nombre de liaisons L; obéissent aux lois suivantes :

H; =10 + 8i + i2
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Figure IV.2 : Evolution avec la taille.
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et L;=9+12i+3,5i2

L'expression de ces lois permet de trouver facilement les limites,

pour i tendant vers l'infini, des rapports H/SiC et L/SiC :

La valeur de L/SiC pour le quatriéme terme est de 3,122, ce
qui est encore éloigné de la limite, mais le fait que l'on ait une série régu-

liere permet de compenser cette imperfection.

Ala figure IV.3, on a porté AE;, la différence énergétique ab-
solue (i. e. non rapportée au nombre de paires Si-C par bicouche) entre h
et k, en fonction de lindex i de la série (i. e. 1 pour le premier cluster, 2

pour le second, etc...). En considérant les quatre termes de la série de

clusters a deux bicouches, il apparait clairement que AE; suit une loi du

second degré en i. Une régression polynomiale donne les coefficients du

polynome du second degré AE;=A + Bi + Ci2 ; 'erreur de cette régression
est négligeable (R2 = 1). On peut donc extrapoler a l'infini au moyen de

cette expression analytique.

Le nombre N; de paires d'atomes Si-C par bicouche est aussi
donné par un polynéme du second degré en i ; par conséquent, la diffé-
rence énergétique rapportée au nombre de paires Si-C est, comme son

nom l'indique, le rapport entre AE; et N;. Lorsque i devient grand, on ap-
proche ce rapport, comme précédemment, par le rapport des termes du

plus haut degré :

AE .. ) 2,8820i2 .
— =lim| — | = 2 = 2,8820 kdJ/mol. SiC.
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Nombre d'atomes par | Nombre | Nombre

Nombre Rapport H/ Rapport liai-
bicouche et géométrie | de paires total de liai- | paires(Si+C) * sons Si-C/
Si-C dans | d'atomes | sons Si-C paires(Si+C) **
la der- H dans la| dans la
niére bi- | derniére | derniére
couche bicouche | bicouche
#ﬁ——:=$ —_——
7 atomes
3,5 10 9 2,858 2572
17 atomes
8,5 19 245 2,236 2,882
31 atomes
' 185 30 47 1,936 3,032
24,5 43 76,5 1,756 3,122
* Tend vers 1 pour des plans infinis.

** Tend vers 3,5 pour des plans infinis.

Tableau IV.2 : Description de la série de clusters a deux ou trois bicouches

en forme de losange, correspondant a une croissance bidimensionnelle.
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120
. B 2 bicouches :

100~ y =0,77754 + 16,146x + 2,8820x"2
1 R"2 =1,000

AE (k)
5

e 3 bicouches :

204 y = -0,74594 + 18,016x + 1,8643x"2
1 R*2=1,000
0 . : . , r . . .
0 1 2 3 4 5

[ 1]

Figure IV.3 : Evolution de la différence énergétique absolue entre h et k
pour la série de clusters du tableau IV.2.
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La petitesse de l'erreur sur la régression (environ 0,1%)
induit 4 employer cette méthode de fagon systématique dans la suite. En
premier lieu, et bien que ce soit discutable & cause du manque de points,
elle peut étre appliquée au cas de la série a trois bicouches, dont le
comportement est peu différent de celui de la série précédente, ainsi qu'on

peut le voir sur le diagramme de la figure IV.3.

Dans ce cas, on trouve une valeur limite pour AE/SiC de
1,8643 kJ/mol SiC, ce qui est assez nettement plus bas. On peut en
conclure que la bicouche sous-jacente a la surface présente une influence
non négligeable sur la bicouche en formation, et que sa présence tend a

faire diminuer la différence énergétique entre h et k.

IV.2.1.c) Evolution des longueurs Ly et 1p+1.

Les figures IV.4 a) et b) montrent respectivement 1'évolution
de Lp+1 et de 141 pour la série réguliére de clusters 4 deux bicouches, en
orientation h et k. Il apparait trés nettement que ces longueurs tendent
réguliérement et asymptotiquement vers des valeurs limites. De fagon a
déterminer avec le plus de précision possible ces valeurs, une expréssion
analytique des longueurs en fonction de i a été cherchée ; comme il y a
convergence vers une asymptote, on a essayé un développement limité au

second ordre en 1/i, soit :

B
Ln+10uln+1EA+T+ig2

La régression utilise donc trois parametres, dont le plus im-
portant est A, puisqu'il donne la valeur extrapolée & l'infini des lon-
gueurs. Les résultats de ces régressions sont regroupés au tableau
IV.3a), et les courbes correspondantes sont indiquées aux figures IV.4a)

et b).



116

Figure IV.4 : Evolution des distances interatomiques de la bicouche supé-
rieure apres relaxation.
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en h et en k, suivant I'équation :

B
Longueur = A + l—.+l.%

: Coefficients de la régression sur les longueurs Ly et 1541

A A) B (A) C (A) R
(valeur limite)
Ln+1h 1,8645 0,013820 -0,005428 | 0,999982
Ln+1k 1,8563 0,004818 0,000232 0,999908
lht1h 1,8499 -0,000837 |1,423.10-5 |0,999987
lhi1k 1,8486 -0.004552 10.001270 0.999771

a) Clusters a deux bicouches.

coincide exactement).

R est le coefficient d'ajustement de la régression ( R = 1 si la régression

A (A) B (A) C A)

(valeur limite)
Lnslh 1.8691 0.027097 |-0.018333
Tt e 1.8603 0.011329 | -0.006877
In+Lh 1.8491 -0.001103 | 0.000398
I 1.8483 -0.007973 | 0.005362

b) Clusters a trois bicouches.
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Comme pour les différences énergétiques absolues, la régres-
sion a été appliquée sur la série de clusters a trois bicouches, donnant des

valeurs limites de longueurs assez proches : Lp+1 est augmenté de 10-3 A,

et 141 reste sensiblement identique.

Les valeurs des variables 141 et Ln+1, sont telles que la défor-
mation relative 841, telle qu'elle est définie au chapitre II, est bien posi-
tive. Elle est de 1'ordre de 0,6 % en k et de 1,0 % en h, ce qui est cohérent
avec les résultats de [22] exposés aux chapitres précédents. Par ailleurs,
si Lp41 décroit assez fortement avec la taille, 1,41 y est peu sensible, ce qui

entraine une diminution de dp+1.
En résumé :
Une augmentation de la surface des bicouches provoque :
—une augmentation légere de 141,
—une diminution de Lp41,
—une diminution de &n+1,

— une diminution de 1'écart énergétique entre h et k (k est de

moins en moins favorisé).
Une augmentation du nombre de bicouches provoque :

—une augmentation légere de L1 et trés 1égeére de 141,

— une diminution de 1'écart énergétique entre h et k (k est de

moins en moins favorisé).

Cette premigre approche indique, si on lit les résultats au

pied de la lettre, que la forme k serait toujours préférée énergétiquement
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au moment de la croissance. C'est ce qui est soutenu par certains au-

teurs, sur des bases expérimentales [58-60] ou théoriques [38,61,62], bien
que l'abondance de polytypes désordonnés obtenus en CVD et CVI tende a
réfuter ce fait. Il est cependant visible que, lorsque l'on s'approche du
solide, les orientations h et k sont de plus en plus proches,

énergétiquement parlant.

Nous allons voir, dans les paragraphes suivants, que l'on
peut se rapprocher d'un croisement des énergies des deux formes, en fai-
sant simplement varier les paramétres cristallographiques de la bicouche
supérieure. Ce fait est essentiel pour la description de la croissance de

polytypes variés du carbure de silicium par le modéle présenté.
IV.2.2 - Influence du parametre de maille a.

Les analyses aux rayons X [18-21], ainsi que les calculs de re-
laxation portant sur la maille entiére [22], indiquent que le parametre a
(en convention hexagonale) est variable d'une structure a l'autre. Il im-
porte donc d'étudier son influence sur les énergies des bicouches h et k.
En effet, ce peut étre un paramétre déterminant dans le passage d'un ré-
gime de croissance a4 un autre, ou au moins dans le régime initial de
croissance sur un substrat donné : en effet, une augmentaion de ce pa-
rameétre peut simuler une augmentation de la température de la surface

ou une diminution de la pression.

On a étudié, sur la série de clusters 4 deux bicouches, l'in-
fluence d'une contraction des distances interatomiques dans le plan per-
pendiculaire & la direction de croissance en réduisant le parametre a (ou
une expansion si a augmente), et en posant 1, =1,87 A. Les résultats
concernant les clusters & deux bicouches sont présentés aux figures IV.5

et 6.
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Les énergies totales Ej,1h et Eptq k varient en fonction du

carré du parameétre de maille, comme on le voit aisément a la figure
IV.5a), mais leur différence varie linéairement, avec une assez forte
pente positive, comme indiqué a la figure IV.5b). En extrapolant la droite,
on trouve que Epy1 h = Eny1 k pour a\6/4 = lyy= 1,739 A, valeur peu réaliste
dans le cas du SiC. La mé&me extrapolation, pour les clusters a 3 bi-
couches, méne a une valeur de 1,775 A. Une augmentation de taille
semble donc faire augmenter la valeur critique, et la rapprocher des va-
leurs expérimentales de 1,87-1,91 A. 11 n'est donc pas invraisemblable
d'imaginer que les énergies de formation des bicouches h et k soient tres
voisines dans le solide en croissance, et que la modification d'une autre
grandeur, comme 1, permettent de faire passer facilement d'une forme a
l'autre.

Les distances interatomiques de la bicouche supérieure ont
un comportement similaire en h et en k. Lorsque a diminue, 141 diminue
rapidement de facon linéaire (pente = +3/4), et L4 diminue moins rapi-
dement de facon linéaire (pente = £1/2). La déformation 3.1 reste positive
pour les valeurs explorées, mais tend a diminuer lorsque a\ 6/4 aug-

mente.
En résumé, une augmentation de a provoque :
—une augmentation de 1 et de L1 ;

—une diminution de 8n41 ;

—une favorisation de la forme k.
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Figure IV.5 : Variation du paramétre de maille a. Les valeurs sont extra-

polées sur la série de clusters a deux bicouches.
On a toujours 1 = 1,87 A.
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Figure IV.6 : Variation des distances interatomiques de la bicouche supé-

rieure en fonction de a.

Valeurs obtenues par extrapolation sur la série de clusters a deux
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De fagon générale, il apparait, sur les clusters étudiés, que le
parameétre a influence fortement la différence énergétique entre h et k,
ainsi que les distances 141 et Lns1 apres relaxation. Un résultat intéres-
sant est que le seuil entre h et k est franchi en diminuant a ; ce seuil se
rapproche de valeurs réalistes lorsqu'on augmente le nombre de bi-

couches.

IV.2.3. Influence de 1, et de L.

Le modele dynamique met en évidence une dépendance des
distances interatomiques de la bicouche (n+1), ainsi que des énergies des
orientations h et k, vis-a-vis des distances interatomiques de la bicouche
n. I1 s'agit donc, par l'approche cluster, de confirmer ces liens indispen-

sables a la vérification du modele.

A cause de sa proximité avec la bicouche supérieure, le fac-
teur 1, est plus important que Ly ; c'est pourquoi on s'est permis de I'étu-
dier séparément sur des clusters a deux bicouches (pour lesquels L n'est
pas défini). On a fait varier 1 en gardant le parametre a constant, ce qui

fait donec varier simultanément les angles de liaison dans la bicouche 7.

Aux figures IV.7 et 8 sont portés respectivement, pour des
clusters a 2 bicouches, les variations avec 1, des longueurs lp;1 et Lni1 et
de 1a différence énergétique AE = Ep;1 h - Ens+1k. Cette derniére grandeur
décroit de facon linéaire lorsqu'on augmente 1, ; en extrapolant la droite,
on obtient Eny1h = En+1k pour lh = 2,296 A, ce qui est trop grand vis-a-vis
des valeurs expérimentales. Cependant, on note que cette valeur diminue
lorsque le nombre de bicouches augmente : elle est de 2,1677 A pour trois

bicouches.
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Quant aux longueurs l;+1 et Lin41, on retrouve une égalité de

comportement entre h et k, avec une décroissance forte de Ly, 1 lorsque 1,
augmente. Pour l,.1, il n'y a manifestement pas linéarité de comporte-
ment, mais les variations sont de l'ordre de l'erreur que 1'on attribue aux
régressions : il ne semble donc pas y avoir influence.

L'effet de L, a été étudié sur les clusters a 3 bicouches. Il
s'avére peu important dans la zone de parameétres employés, ce qui ne
surprend pas outre mesure, puisqu'il traduit l'influence d'atomes de la
bicouche (n-1) sur la bicouche (n+1). On note une diminution linéaire de
la différence énergétique lorsque L, augmente, et une évolution non-
monotone pour les longueurs calculées (figures IV.10a) et b)).

Il a été tenté de traduire en termes de déformations relatives
les influences des longueurs. Lorsque 1, diminue avec Ly fixé ou lorsque
L, augmente avec 1, fixé, on a une augmentation de 8, en suivant des
droites du plan (Lp,ln), comme indiqué a la figure IV.11, ou l'on a porté
également la direction suivant laquelle les valeurs de [22] s'organisent (cf.
Fig. 11.2). Aux figures IV.12a) et b), la relation entre 6p+1 en h et en k et
dn est tracée dans les cas respectifs ou seuls 1, ou Ly, évoluent. Les varia-
tions avec l, induisent un comportement quasi-linéaire avec une pente
positive de #1 en h et de #0,6 en k, tandis qu'elles varient beaucoup moins
fort dans le cas ou seul Ly évolue. Trois remarques sont a faire :

(1) 1a dépendance est bien croissante dans le domaine ou les 6 sont
positifs, comme au chapitre II ;

(ii) les pentes sont assez fortes, surtout a la figure IV.12a) (il est a
rappeler que la production de séquences d'orientations non constantes est
aussi liée a l'existence d'une pente supérieure &2 1 au point d'intersection
avec la premieére bissectrice) ;

(iii) les comportements en h et en k sont assez distincts 1'un de

l'autre.
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Figure IV.7 : Influence de 1.
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Fig. IV.10 : Evolution des longueurs de la couche supérieure
en fonction de Ly,

Valeurs extrapolées sur la série de clusters a 3 bicouches.
1p = aV6/4 = 1,87 A.
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Figure IV.12 : Relation entre 8,41 et Spenheten k.
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Conclusion.

Le calcul, par le logiciel semi-empirique AMPAC, des chaleurs de
formation de clusters formés de bicouches de SiC, aprés relaxation de la
bicouche supérieure en position h ou k, a permis d'évaluer des grandeurs
directement nécessaires a la confirmation du modele dynamique de crois-
sance des polytypes du SiC. Pour ce faire, le cadre des relaxations a été vo-
lontairement limité aux degrés de liberté effectifs dans le solide (condition
d'épitaxie respectée, pas de reconstructions de surface). Les grandeurs
pertinentes ont été évaluées par extrapolation a l'infini sur la base de sé-
ries réguliéres de clusters. En accord global avec les ordres de grandeur
déterminés pour le solide infini par Cheng et al. [22], les résultats mon-

trent que :

— les déformations axiales (i.e. dans la direction de crois-
sance) des bicouches h sont supérieures aux déformations des bicouches

k;

—l'orientation k semble toujours favorisée (sur le critére de la
différence entre les chaleurs de formation aprés relaxation) par rapport a
l'orientation h lorsqu'on n'a que deux ou trois bicouches, mais que
l'augmentation du nombre de bicouches diminue sensiblement I'écart

énergétique entre les deux ;

— les parameétres cristallins de la bicouche de surface influent
effectivement sur 1'écart énergétique entre les orientations h et k de la bi-

couche en formation, ainsi que sur ses paramétres cristallins.

Sur ce dernier point, le nombre de bicouches des clusters em-
ployés est trop faible pour décrire précisément cette influence dans le cas

d'un solide semi-infini. Cependant, on peut avancer que les énergies de la
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bicouche h et de la bicouche k sont trés proches lors de l'inclusion a la
surface, et que le simple jeu des paramétres cristallographiques de cette
surface peut faire passer d'une orientation a l'autre. D'autres types de
modélisations [38] indiquent que la présence de reconstructions de surface
a tendance a favoriser l'orientation h, ce qui peut étre aussi un autre fac-

teur décisif.



Conclusion générale
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CONCLUSION GENERALE.

Le polytypisme du carbure de silicium a été présenté, en
mettant l'accent sur la croissance de polytypes en CVD/CVI. Ce
phénomene, appelé aussi polymorphisme unidimensionnel, peut étre
décrit en termes d'empilement de couches biatomiques (bicouches Si-C)
dans une direction perpendiculaire a 1'axe de croissance du cristal, et
présentant un choix entre deux orientations relatives possibles d'une
bicouche au-dessus de la précédente. Ce choix d'orientatibn est a identifier
avec l'isomérie éclipsé-décalé de la molécule d'éthane. Un polytype donné
est caractérisé par une séquence d'orientations, le long de la direction de
croissance. Il existe de nombreux polytypes, présentant des séquences
périodiques de petite ou grande longueur, mais aussi des séquences

chaotiques, c'est-a-dire ot l'on ne peut déceler de périodicité.

Pour modéliser 1'apparition de polytypes périodiques aussi
bien que de polytypes désordonnés, il a été proposé un modele
dynamique discret, basé sur l'itération (répétition) d'une fonction, reliant
les déformations relatives de chaque bicouche Si-C avec les déformations
et l'orientation de la bicouche suivante. L'hypothése de base de cette
approche est que, au cours de la croissance, la formation de la nouvelle
bicouche est essentiellement contrdlée par la nature de la surface.
Comme cette nouvelle bicouche devient la nouvelle surface, le processus se
répéte bicouche aprés bicouche. On a utilisé une hypothése supplémentaire
d'équilibre thermodynamique local : la nouvelle bicouche peut se

relaxer complétement lorsqu'elle se forme, alors que les réarrangements
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profonds ne sont pas permis. Cette hypotheése est justifiée par le fait que la
température a laquelle s'effectue la CVD ou la CVI (# 1000°C) est bien
inférieure au point de fusion du SiC (T4 # 2500°C). La relaxation de la
nouvelle bicouche est plus ou moins favorisée, suivant la nature des
interactions entre bicouches, qui portent au moins jusqu'au troisiéme
voisin. Ainsi la déformation de la bicouche servant de surface peut-elle
favoriser 1'une ou l'autre orientation relative possible de la nouvelle
bicouche. Les déformations sont considérées comme formant une suite

récurrente de laquelle la suite des orientations est déduite.

Sur la base de résultats de calculs ab-initio & pseudopotentiel
effectués sur quelques polytypes périodiques simples [22], une fonction de
récurrence reliant les déformations relatives 85,1 de la nouvelle bicouche
aux déformations relatives &, de la bicouche précédente a été déterminée.
La fonction en question appartient a la famille des fonctions "en dent de
scie", c'est-a-dire qu'elle est formée de deux branches croissantes et
continues séparées par une discontinuité ; chaque branche correspond a une

orientation donnée de la bicouche de surface.

Les propriétés dynamiques de litération des foncﬁions en
dent de scie ont été étudiées en détail, révélant que n'importe quelle sé-
quence d'orientations peut étre décrite par ces itérations. C'est la pre-
miere fois qu'une modélisation permet, malgré sa simplicité, d'englober to-

talement - sur un plan qualitatif - la réalité du polytypisme.

Il est a signaler que le modéle mathématique employé posséde
un intérét propre en tant que systéme dynamique discret. En effet, son
applicabilité dépasse largement le cadre du cas du polytypisme du SiC,
puisque l'on sait qu'il existe de nombreux systémes dynamiques conti-
nus dont les sections de Poincaré donnent des applications de premier re-

tour discontinues [45]. Par ailleurs, la simplicité de 1'algebre des itiné-
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raires sous-jacente a son diagramme de bifurcations en fait un outil in-
téressant pour l'étude mathématique de nombreux phénomeénes dyna-

miques.

L'accord avec l'expérience souffre d'un manque de données pré-
cises sur la physique du processus, mais aussi d'un excés de simplifica-
tion (en particulier le fait de n'utiliser qu'une seule variable dynamique).
Pour y remédier, on a effectué des simulations donnant 1'énergie totale
de clusters représentant une bicouche en formation sur la surface, en te-
nant compte de toutes les interactions entre deux bicouches successives, et
en n'autorisant que les relaxations possibles dans le SiC solide. Ceci a per-
mis de confirmer qualitativement l'influence des déformations de la sur-
face sur l'orientation et les déformations de la nouvelle bicouche ; le role du
parametre transversal de maille du support de croissance a alors pu étre
envisagé, en tant que premier lien avec les parameétres de controdle

comme la température et la pression.

Le role d'autres parametres de contrdle du processus reste a
étudier avec des modélisations plus fines, o 1'on propose d'introduire des

phénomenes supplémentaires, parmi lesquels :

- l'étude de 1'énergie des phonons dans de telles
structures permet de mieux approcher l'influence de la température sur la

stabilité relative des deux orientations.

- le comportement "horizontal" des atomes de la couche
en formation (reconstructions de surface, croissance par inclusion a des

marches, croissance en spirale, etc...),

- la nature exacte des molécules réactives,
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- l'intervention d'énergies d'activations au lieu d'éner-

gies de cohésion de couches dans le critére énergétique de choix entre les

orientations.

C'est en palliant ces lacunes que 1'on pourra améliorer ce mo-
dele, en relation avec le polytypisme du SiC, mais aussi l'étendre a d'autres
cas de polytypisme [63,64]. En effet, 'approche utilisée, 4 cause de sa sim-
plicité, peut en fait étre employée pour rendre compté de n'importe quel
cas de polytypisme, pourvu qu'il apparaisse dans des conditions de crois-
sance cristalline assez éloignées de 1'équilibre thermodynamique (a
contrario, les polytypes du ZnS, capables de se réarranger entidrement a
température ambiante, sont bien mieux décrits par une théorie thermody-
namique). Le cadre général de l'approche n'est pas restreint aux seules
conditions opératoires de la CVD/CVI, mais aussi a4 toute méthode impli-
quant une croissance couche par couche du cristal. Il n'y a pas non plus
de limitation & un choix binaire d'orientation (il pourrait &tre ternaire ou
sénaire, comme dans les micas [64]), ni de limitation & un environnement
fortement covalent comme c'est le cas dans le SiC, le Si pur ou le diamant),
puisque cette approche est a la base une description phénoménolo-
gique : on ne fait que rendre compte du résultat de certaines interactions
interatomiques, que I'on ne connait pas a priori, mais que 1'on peut essayer
de mieux connaitre par d'autres méthodes. En fait, l'approche employée
peut déboucher sur une nouvelle méthode d'estimation de l'effet de ces
interactions sur le plan de la dynamique de la croissance cristalline couche

par couche.
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UN MODELE DYNAMIQUE SIMPLE POUR LA CROISSANCE DE POLYTYPES PERIODIQUES ET
CHAOTIQUES DU SiC EN CVD ET CVI.

La génération de polytypes périodiques et chaotiques du SiC est décrite par un modéle dynamique
discret basé sur la répétition d'une fonction reliant les déformations de la bicouche Si-C de surface d'une
part et les déformations et 1'orientation relative de la bicouche en formation d'autre part.

Une fonction simplifiée agissant sur une seule variable a pu étre déterminée d'aprés les résultats
d'études antérieures. L'étude combinatoire de ce modele révele qu'il peut produire n'importe quelle
séquence polytypique, périodique ou désordonnée, grice & la variation de deux paramétres. Les "routes
vers le chaos" qui ont été mises en évidence dans le diagramme de bifurcations sont liées, malgré leur
diversité apparente, & un théoréme combinatoire unique.

Par ailleurs, la nature physique des interactions entre bicouches a été étudiée par une méthode de
"clusters". L'influence des déformations de la bicouche de surface sur le choix d'orientation et les
déformations de la bicouche nouvelle est confirmée.

UN MODEL DINAMIC SIMPLE PER LO CREIS DE POLITIPES PERIODICS E CAOTICS DEL SiC EN
CVDE CVL

La generacion de politipes periodics e caotics del SiC es descrita per un modél dinamic discret basat
sus la repeticion d'una foncion ligant las deformacions de la bijaga Si-C de susfacia d'una part e las
deformacions e l'orientacion relativa de la bija¢a en formacion d'autra part.

Une foncion simplificada agissent sus sonque una variabla es estada determinada en seguir los
resultats d'estudis anteriors. L'estudi combinatorial d'aqueste modél muisha que pdt produire qualqua
sequéncia politipica que sid, periodica o desordenada, mercés a la variacion de dos parameétres. Los
"camins cap al cads” que son estats evidenciats dins lo diagram de bifurcacions son ligats, a malgrat de
lor diversitat aparenta, a-n'un teorém combinatorial unic.

D’autra part, la natura fisica de las interaccions entre bijagas es estada estudiada pel biais d'un
metode de "clusters” (clapasses atomics). L'influéncia de las deformacions de la bijaga de susfacia sus la
causida d'orientacion e mai las deformacions de la bijaga a venir es confirmada.

A SIMPLE DYNAMICAL MODEL FOR THE GROWTH OF PERIODIC AND CHAOTIC POLYTYPES IN
CVD AND CVI SiC.

The generation of periodic and chaotic polytypes of SiC is described by means of a discrete dynamical
model based on the repetition of a function linking the deformations of the surface Si-C bilayer on one
hand, and the deformations and relative orientation of the growing bilayer on the other hand.

A simplified function acting on only one variable has been determined from results of former studies.
The combinatorial study of this model reveals that it can produce any polytypic sequence, either periodic
or disordered, by a variation of two parameters. The "routes to chaos" recognized in the bifurcation
diagram are, despite their diversity, related to one central combinatorial theorem.

The physical bases of the model have been studied using a "cluster" method. The influence of the
deformations of the surface bilayer on the orientation choice and the deformations of the new bilayer has
been confirmed.
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