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Résumé

La prétopologie est une théorie mathématique visant a relaxer les axiomes régissant la théo-
rie, bien connue, de la topologie. L’affaiblissement de l’axiomatique passe principalement par la
redéfinition de 'opérateur d’adhérence qui, en topologie, est idempotent. La non-idempotence de
Iopérateur d’adhérence prétopologique offre un cadre de travail plus pertinent pour la modélisa-
tion de phénomenes variés, par exemple des processus itératifs évoluant au cours du temps. La
prétopologie est le fruit de la généralisation de plusieurs concepts, parmi lesquels la topologie,
mais aussi la théorie des graphes.

Cette these comprend quatre parties majeures. La premiere partie consiste en une introduction
du cadre théorique de la prétopologie puis a une mise en lumiere de plusieurs applications de
la prétopologie dans des domaines tels que 'apprentissage automatique, 'analyse d’images ou
encore ’étude des systemes complexes.

La seconde partie repose sur les travaux de CLEUZIOU [Clel5] qui, d’une part, propose une
formalisation logique et multi-critéres d’un espace prétopologique, d’autre part défini une mé-
thode d’apprentissage d’un tel espace. Ces travaux mettent 'accent sur ’extraction automatique
de taxonomies lexicales par l'apprentissage d’espaces prétopologiques de type V. L’objectif de
cette deuxieme partie sera de généraliser ces deux notions en proposant un cadre formel d’ap-
prentissage d’espaces prétopologiques non-restreints et en élargissant le champ d’application des
espaces ainsi construits.

L’étude des espaces prétopologiques non-restreints peut s’avérer étre incommode, notamment
lorsque la population étudiée exhibe certaines propriétés structurelles pouvant étre décrites dans
un espace plus restreint, donc plus simple a appréhender. C’est pourquoi la troisieme partie est
dédiée a l'apprentissage d’espaces prétopologiques de type V. Ces espaces sont définis par une
famille de préfiltres, ce qui impose une structure particuliere qui doit étre prise en compte. La
méthode d’apprentissage présentée dans cette partie, qui constitue la contribution majeure de
cette these, tient compte de cette structure si particuliere en exploitant le concept d’apprentis-
sage multi-instances. En effet, 'apprentissage multi-instances s’avere particulierement adapté a
ce type d’espaces prétopologiques puisqu’il permet d’associer plusieurs instances de 1’ensemble
d’apprentissage a un méme concept.

Enfin la derniére partie se compose de plusieurs applications du cadre théorique proposé
dans cette these. Ainsi, des applications a ’extraction de taxonomies lexicale, a la détection de
communautés ainsi qu’a ’ordonnancement d’évéenements temporels sont présentées et permettent
de montrer 'intérét, la souplesse et la pertinence de la prétopologie et de 'apprentissage d’espaces
prétopologiques dans des domaines variés.
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Chapitre 1

Introduction

La gestion et l'organisation des connaissances humaines est un chantier permanent dont les
origines remontent probablement aux premiéres lueurs de ’humanité. On peut en effet considérer
les peintures rupestres qui nous ont été léguées par nos ancétres comme une premiere forme
d’archivage de I'information. Par exemple, comment décrire la peinture en Figure|l.1] si ce n’est
comme un chef d’ceuvre d’art pictural visant & enseigner, par le moyen de symboles adaptés au
public de I’époque, le maniement d’une forme de charrue tractée par des animaux ?

Au fil du temps, nous avons amélioré nos méthodes et outils de communications. L’écriture
et la langue, notamment, ont permis de pérenniser les diverses et nombreuses connaissances que
nous accumulions. Aujourd’hui nous disposons de technologies évoluées, pour notre époque, qui
nous ont permis de développer de puissants outils de stockage et de gestion de nos connaissances
sous forme numérique. Cependant, stocker de grandes quantités de données n’est intéressant que
si I'on dispose de moyens de les interpréter automatiquement ou, au moins, d’outils pratiques et
performants pour interroger ces données.

Le développement de tels outils nécessite de repenser la maniére dont les données sont sto-
ckées. 11 est en effet difficile, pour un algorithme, d’extraire des connaissances depuis un texte
brut. Il est encore plus difficile d’en extraire depuis des images ou des flux vidéos, pourtant, ces
supports sont extrémement présents sur internet et regorgent d’informations. Tous ces supports
de l'information partagent un méme point commun : ils ne possedent pas de structures propres
et explicites.

En revanche, les ordinateurs sont tres performants lorsqu’il s’agit de manipuler des données
structurées. Par exemple, XML et JSON, pour ne citer qu’eux, sont des langages structurés
de description utilisés massivement dans le but de permettre aux ordinateurs de communiquer
entre eux. Les systémes de gestion de base de données (SGBD) et le langage SQL sont également
de parfaits exemples, en offrant d’un c6té un outil d’archivage de nombreuses données structu-
rées et de l'autre un langage permettant de communiquer relativement simplement et, surtout,
efficacement avec le SGBD.

Ces approches sont cependant limitées des lors qu’il s’agit de représenter des structures ne
possédant pas de schéma propre, ou encore si ce schéma n’est pas connu. On qualifie de « pauvre
» ce genre de structures, dans le sens ou elles ne posseédent pas de propriété particuliere. Les
graphes, notamment, sont particuliéerement adaptés a la structuration de telles données, comme
le suggerent les efforts récents autour des données liées, ou linked data, et du web sémantique. Les
graphes permettent de modéliser de nombreux types de structures, pauvres ou non, dynamiques
ou non, et sont 'objet de nombreux travaux et études. Tous ces critéres font des graphes un outil
de structuration et de modélisation privilégié dans de nombreuses situations.



FI1GURE 1.1 — Une représentation picturale d’une personne manceuvrant un engin agricole tracté
par des bovins. Une des premiéres formes d’archivage de données ? Photographie par Sven Ros-
born.

La prétopologie, tout comme la théorie des graphes, propose un large panel d’outils pour
manipuler et structurer un ensemble de connaissances. Cependant, la prétopologie est considéra-
blement moins populaire que la théorie des graphes. Pourtant, cette théorie dispose de plusieurs
avantages par rapport aux graphes, elle permet notamment d’exprimer des relations entre en-
sembles d’éléments, la ou la structure des graphes n’est définie que pour des paires d’éléments.
Les nombreux atouts de la prétopologie seront présentés tout au long de ce document, a com-
mencer par le second chapitre dans lequel la théorie de la prétopologie est présentée dans sa
globalité.

Le troisiéme chapitre quant a lui sera destiné a énumérer différents domaines, tels que
I’apprentissage automatique ou ’analyse d’images, dans lesquels les outils de la prétopologie
sont particulierement adaptés. Il permettra également de poser le formalisme logique sur lequel
s’appuie cette these.

Le quatriéme chapitre permettra de définir un premier algorithme d’apprentissage auto-
matique d’espaces prétopologiques reposant sur le formalisme logique introduit en chapitre 3.
Cet algorithme permettra d’apprendre toute forme de structures prétopologiques.

Dans le cinquiéme chapitre, un algorithme d’apprentissage d’espaces prétopologiques de
type V sera présenté. Les espaces prétopologiques de type V possedent certaines propriétés
structurelles intéressantes qui sont particulierement appréciables pour modéliser et structurer
des données dans de nombreuses situations.

Les trois chapitres suivants sont destinés a présenter diverses situations dans lesquelles
apprendre un espace prétopologique est une solution pertinente pour structurer un ensemble
d’informations. Dans le sixiéme chapitre, 'apprentissage d’'un modele prétopologique permet
de construire automatiquement un modele de structuration, ou de propagation, d’une relation
sémantique complexe au sein d’un ensemble de termes. La méme approche est utilisée dans
le septiéme chapitre afin de construire automatiquement des modeles d’extraction de rela-
tions temporelles & partir de textes, dans le but de produire automatiquement des structures
temporelles. Le huitiéme chapitre est consacré a 'apprentissage de modeles d’extraction de
communautés égo-centrées dans un réseau. Cette tache se démarque des deux précédentes dans
le sens ou les communautés sont des structures bien différentes des structures sémantiques et



temporelles.
Enfin, le neuviéme chapitre conclura ce document, mais pas ces travaux, puisque ces der-
niers ouvrent de nombreuses perspectives.






Chapitre 2
Prétopologie

La théorie de la prétopologie a vu le jour au début des années 1970 [Bel93d]. L’objectif
des chercheurs ayant contribué a sa création était de construire une théorie plus souple que la
topologie. En effet, il apparaissait comme une évidence que certains phénomenes réels ne pouvait
convenablement étre décrits par les outils de I’époque. C’est ce constat qui a motivé les travaux
fondateurs de la prétopologie.

La prétopologie propose notamment d’étudier le concept de proximité. Il est relativement
simple, pour nous, d’interpréter et de comprendre cette notion dans un contexte donné. Il est
toutefois plus ardu de définir formellement le raisonnement qui nous a poussé a interpréter le fait
que deux objets soient proches, ou similaires. Si ’on considére deux formes géométriques colorées,
sont-elles semblables car elles partagent la méme couleur ? Le méme nombre de cotés 7 La méme
aire 7 A priori ces trois critéres semblent pertinents et doivent étre pris en considération. Se pose
alors la question de 'importance de chacun de ces critéres : un petit triangle bleu est-il plus
proche d’un petit carré bleu ou d’un gros triangle rouge ? La réponse dépendra probablement de
lobjectif visé. C’est en ce sens que le contexte dans lequel on se place est important.

Cet exemple montre que derriére son apparente simplicité, la notion de proximité n’est en
réalité pas si évidente a définir. La prétopologie apporte un cadre théorique formel dans lequel
décrire ces relations de proximité entre objets.

Ce chapitre a pour objectif de décrire la théorie de la prétopologie dans sa globalité. Dans cette
optique, une premiére section permettra de définir formellement la notion d’espace prétopologique
sur laquelle repose la théorie de la prétopologie. La seconde section consistera en une présentation
d’espaces prétopologiques remarquables. Une comparaison avec des théories analogues sera faite
dans la troisieme section.

2.1 Espaces prétopologiques

On considere un ensemble FE d’éléments sur lequel on distingue un processus d’érosion ainsi
qu'un processus de dilatation (voir Figures et . Ces deux processus sont décrits par,
respectivement, les fonctions i : P(E) — P(E) et a : P(E) — P(FE). Le triplet (E,i,a) est alors
un espace prétopologique défini par la population E, Vopérateur d’intérieur i(.) et opérateur
d’adhérence al(.).

Définition 1 (C-dualité). On considére un ensemble E d’éléments. Soiti(.) et a(.) deux fonctions
de P(E) vers P(E). On note c(.) lopérateur complémentaire défini pour tout ensemble A de P(E)
par ¢(A) = E\ A.



Les fonctions i(.) et a(.) sont dites c-duales si et seulement si :
i) i=coaoc;
i) a=coioc.
Définition 2 (Intérieur et adhérence). On considére un ensemble E d’éléments. Soit i(.) et a(.)
deuz fonctions c-duales de P(FE) vers P(E).
Alors i(.) et a(.) sont, respectivement, des fonctions d’intérieur et d’adhérence si et seulement
si:
i) a(.) et i(.) sont c-duales;
i) VAe P(E),i(A) C A;
iii) YA € P(E), ACa(A);
i) i(E) = E;
v) a(@) = 0.
Puisque i(.) est définie en fonction de a(.), et inversement a(.) est définie en fonction de
i(.), on peut simplifier la notation de l'espace prétopologique (E,i,a) par (E,i) ou (E,a). En
pratique, c’est la définition par I'adhérence qui sera utilisée dans ce document.

Du fait que les opérateurs i(.) et a(.) sont c-duales, |iz) et sont en réalité équivalents. Il en

est de méme pour [iv) et

Démonstration. Soit (E,i,a) un espace prétopologique. Démontrons dans un premier temps

léquivalence entre i) et
L’opérateur d’intérieur est défini tel que VA € P(E), i(A) C A, on a donc naturellement
VA € P(E), i(c(A)) C c(A).

VA e P(E), i(A) C A

Puisque, par définition, c(i(c(A))) équivaut & a(A). On obtient donc A C a(A) a partir de
i(A) € A. On peut aisément démontrer I'implication inverse de la méme maniere.

A présent, démontrons que et [v) sont équivalents. 11 est clair que () = 0 et a(F) = E,
puisqu’on ne peut ni réduire I’ensemble vide, ni augmenter E.

a(E)=F
a(e(E)) =0 car ¢(E) =0 et a(0) = 0 par définition
cla(c(E))) = E
i(E)=FE puisque i =coaoc
On peut prouver de la méme maniére que a(f)) = 0 & partir de () = 0. O

La théorie de la prétopologie est batie sur ces deux opérateurs fondamentaux. Par exemple, les
opérateurs d’extérieur, de frontiére, de bord et d ’orlelﬂ sont définis par les fonctions d’intérieur
et d’adhérence [Thil7]. Ces opérateurs sont définis pour tout élément de P(E) et retournent
également un élément P(FE).

L’extérieur e(A) d’un ensemble A représente ce qui est éloigné de A. C’est ce qui n’est pas
atteignable directement par A. La frontiere f(A) de A représente les éléments entre A et son

1. Certains auteurs parlent d’opérateur d’abord.



E —

A —
FIGURE 2.1 — L’opérateur d’intérieur per- FIGURE 2.2 — L’opérateur d’adhérence per-
met de réduire un ensemble vers un autre, met d’étendre un ensemble vers un autre,
plus petit (au sens de I'inclusion). plus grand (au sens de Iinclusion).

extérieur. Elle est composée de deux parties, le bord b(A) et l'orle o(A) représentant ce qu’on
peut décrire comme les frontieres interne et externe de A. Les définitions de ces opérateurs sont
données ci-dessous et leurs comportements sont illustrés en Figure |2.3

VA € P(E), e(A) = c(a(A))

VA e P(E), b(A) = A\i(A)
VA e P(E), o(A)=a(A)\ A
VA e P(E), f(A) =0b(A)Uo(A)

Les opérateurs d’intérieur et d’adhérence sont soumis & un nombre trés limité de contraintes,
offrant ainsi plus de souplesse et d’expressivité que ce qui est permis par la topologie. Par exemple,
les opérateurs d’intérieur et d’adhérence ne sont pas nécessairement contraints de respecter la
propriété d’idempotence. On note alors i"(.) et a™(.) les fonctions itérées consistant & appliquer
n fois les opérateurs d’intérieur et d’adhérence.

VA€ P(E),Vk € N, i°(A) = A et i*(A) = (i 0 i*71)(A)
VYA e P(E), Yk € N, a°(A) = A et a*(A) = (a0 a*~1)(A)

Les opérateurs d’intérieur et d’adhérence peuvent alors étre utilisés pour décrire les diffé-
rentes étapes d’un processus d’érosion ou de dilatation. Un tel processus commence dans un
état initial donné, les étapes suivantes découlent I'une de 'autre pour aboutir a un état terminal
stable, comme illustré en Figure[2.4] En d’autres termes, les opérateurs d’intérieur et d’adhérence
peuvent étre appliqués de fagon successive jusqu’a obtention d’un point fixe. Ce point fixe est
qualifié d’ouvert s’il est obtenu par 'opérateur d’intérieur ou de fermé s’il est obtenu par 'opéra-
teur d’adhérence. Plus généralement, un ouvert (respectivement un fermé) est un sous-ensemble
de E tel que son intérieur (respectivement son adhérence) est identique & lui-méme.

Définition 3 (Ensembles ouvert/fermé). Soit (E,i,a) un espace prétopologique et K € P(E)
une partie de E.

— K est un ouvert de (E,i,a) si est seulement si K = i(K)



e(4)

FIGURE 2.3 — Les opérateurs d’extérieur, de bord, d’orle et de frontiere.

B
| —i(4) F(A) — | —a'(4)
| — o4 a?(4) —_| | —4

FIGURE 2.4 — Les opérateurs d’ouverture et de fermeture décrivent respectivement des processus
de rétractation et d’expansion.

— K est un fermé de (E,i,a) si est seulement si K = a(K)

Définition 4 (Opérateurs d’ouverture et de fermeture). Soit (E,i,a) un espace prétopologique,
A € P(E) une partie de E et k un entier positif.

On appelle opérateur d’ouverture une fonction O : P(E) — P(E) définie par
VA € P(E), O(A) = i*(A) avec i*(A) = i*T1(A)

On appelle opérateur de fermeture une fonction F : P(E) — P(E) définie par
VA € P(E), F(A) = a*(A) avec a*(A) = " (A)

Etant donné un ensemble A de P(E), on appelle ouverture de A le plus grand ensemble ouvert
inclus dans A. L’ouverture de A correspond & 'union des ouverts inclus dans A, si cette union
est un ouvert, alors elle correspond & l'ouverture de A, sinon Pouverture de A est indéfinie. A
I'inverse, on appelle fermeture de A le plus petit fermé incluant A. Elle correspond & 'intersection
entre les fermés incluant A. Si I'intersection est un fermé, alors elle correspond a la fermeture de
A, sinon sa fermeture est indéfinie.
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AePE) i(A) a(A)

0 0 0

{z} 0 {z,z}
{y} {y} {y}

{z} {z} {z}
{z,y} {z,y} {z,y}
{z,z} {z,z} {z,z}
{y, 2} {y} {z,y,2}
{z, 9,2y {z,y,2} {z,y,2}

TABLE 2.1 — La fermeture du singleton {z} est indéfinie puisque U'intersection entre les fermés
incluant {z} ({z,y}, {z, z} et {z,y, z}) n’est pas un fermé. L’ouverture de {y, z} est indéfinie car
l'union entre les ouverts inclus dans {y, z} (0, {y} et {z}) n’est pas un ouvert. Pourtant F({z})
et O({y, z}) sont bels et bien définis et valent respectivement {z,z} et {y}.

11 faut prendre garde a distinguer Pouvert de A de 'ensemble O(A) résultant de Papplication
de lopérateur d’ouverture, de méme pour le fermé de A et F(A). En effet, 'existence de 'ouver-
ture ou de la fermeture de A n’est pas garantie, comme le montre I’exemple tiré de BELMANDT
[Bel93d] en Tableau Les opérateurs O(.) et F(.) sont quant & eux définis pour tout ensemble
de P(E).

Il existe toutefois des espaces prétopologiques dans lesquels ces deux notions sont confondues.
Ces espaces appartiennent a la famille des espaces prétopologiques de type V et sont le sujet d'une
prochaine section (Section .

2.2 Comparaisons d’espaces prétopologiques

Soit £ un ensemble d’éléments. On désigne par T (F) 'ensemble des espaces prétopologiques
définis sur FE. Il existe une relation d’ordre partiel sur les éléments de 7T (E). On note cette
relation <.

V(E,i,a) € T(E),V(E,i,ar) € T(E), VA € P(E),
(E,i,a) < (E,i',d) & a(A) C d'(A)
(E,i,a) < (B, i',d) < i(A) > i'(A)

Soit (E,i, A) et (F,i,a’) deux espaces prétopologiques. On dit que (F, i, A) est plus fin que
(E,i',a’) si et seulement si a(A) est inclus dans a’(A) pour toute partie A de E, ce qui est
équivalent & i'(A) est inclus dans i(A).

On peut interpréter la relation de finesse entre deux espaces prétopologiques comme étant la «
vitesse » de propagation des parties de F, par leurs opérateurs d’adhérence, vers leurs fermetures.
Un espace fin aura tendance a étendre ses ensembles lentement, nécessitant ainsi de nombreuses
étapes avant d’atteindre un ensemble fermé.

Il existe un espace prétopologique plus fin que tous les autres espaces de T (FE). Cet espace
prétopologique est tel que a(A) est égal & A, pour toutes parties A de E. La prétopologie ainsi
définie est qualifiée de discreéte.

Il existe aussi un espace prétopologique moins fin que tous les autres espaces de T (z). Il
est tel que a(E) soit égale a F pour toute partie A de E. On qualifie une telle prétopologie de
grossiére.
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a(A) — a(A) —

a'(A) — a'(A) —

FIGURE 2.5 — A gauche, espace prétopologique (E, a) est plus fin que (E,a’). A droite, les deux
espaces prétopologiques ne sont pas comparables.

2.3 Espaces prétopologiques de type V

Un espace prétopologique (FE,i,a) appartient & la famille des espaces prétopologiques de
type V si et seulement si i(.) et a(.) sont des fonctions isotones. On parle aussi de fonctions
Schur-convezxes ou de fonctions préservant ’ordre.

Définition 5 (Espace prétopologique de type V). Un espace prétopologique (E,i,a) est de type
V si et seulement si ses fonctions d’intérieur et d’adhérence sont isotones.

VA € P(E),VB € P(E), AC B = i(A) Ci(B)
VA € P(E), VB € P(E), AC B = a(A) C a(B)

En réalité, il suffit de montrer qu’un des deux opérateurs respecte l’isotonie pour que le second
la respecte aussi.

Les espaces prétopologiques de type V possedent des propriétés structurelles intéressantes.
On peut notamment montrer que l'intersection de fermés donne un fermé et 'union d’ouverts
un ouvert.

Démonstration. Soit (E,4,a) un espace prétopologique de type V. Montrons que toute intersec-
tion de fermés donne un fermé.

Soit A et B deux fermés de (E,i,a) et C = AN B lintersection entre A et B. On a alors
C C A et C C B, et donc, par définition d’un espace prétopologique de type V, a(C) C a(A) et
a(C) C a(B).

Soit un élément x € E, si z € a(C) alors ¢ € a(A) et « € a(B). Or, A et B sont fermés, donc
A =a(A) et B=a(B). Par conséquent, x € A et x € B. C contient tous les éléments présents a
la fois dans A et B, donc x € C.

Vee E,z€a(C)=x€alA) ANz € a(B) par isotonie
SrxeANzEB car A et B sont des fermés
sSreANB
sSxel puisque C = AN B

Tout élément de 'adhérence de C appartient a C'; C' est donc un fermé. On peut généraliser
cette démonstration a des intersections de plusieurs fermés en remarquant astucieusement que
ANnBNC=(AnB)nC.
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On peut démontrer de fagon analogue que toute union d’ouverts donne un ouvert. O

D’autre part, tout ensemble A de P(E) admet un plus grand ouvert et un plus petit fermé,
correspondant respectivement & O(A) et F/(A).

Propriété 1. Soit (E,i,a) un espace prétopologique de type V. Toute partie A de E admet un
plus grand ouvert et un plus petit fermé, correspondant respectivement a O(A) et F(A).

Démonstration. Soit (E,1i,a) un espace prétopologique de type V. Montrons que toute partie A
de F admet un plus petit fermé et qu’il correspond a F'(A).

11 est évident que F'(A) est un fermé incluant A. Montrons que c’est le plus petit, c’est-a-dire
qu’il correspond a l'intersection des fermés incluant A.

Soit K un fermé tel que A C K. Par isotonie, on a F(A) C F(K). Or K est un fermé, on a
donc K = F(K) et donc F(A) C K.

VK e P(E), K=a(K), ACK = F(A) C F(K) par isotonie
= F(A)CK car K est un fermé
= F(A)NK =F(A)

Tout ensemble K fermé incluant A inclue aussi F'(A). F(A) étant lui-méme un fermé incluant
A, lintersection des fermés incluant A est F'(A). F(A) est donc le plus petit fermé incluant A.

On peut démontrer de fagon analogue que toute partie A de E admet un plus grand ouvert
correspondant & O(A). O

2.3.1 Définition par les préfiltres
Les espaces prétopologiques de type V sont indissociables de la notion de préfiltre.

Définition 6. Préfiltre Un préfiltre F sur E est une famille de parties de E stable par passage
a tout sur-ensemble [Bel93d).

VFeF,dHeP(E), FCH=>HEF

Tout espace prétopologique de type V est défini par une famille de préfiltres sur E. Soit un
espace prétopologique (E,i,a) de type V, on peut associer a tout élément = de F une famille
V(z) de parties de E.

Ve e B, V(z)={V ePE)|zeci(V)}

La famille V(z) est un préfiltre sur E dont tous les éléments contiennent x, puisque = appar-
tient & leurs intérieurs et que (E,i,a) est de type V. V(x) est appelé voisinages de .

On peut définir 'opérateur d’adhérence (et donc 'opérateur c-dual d’intérieur) par les voisi-
nages V(x) d’un point z.

VAeP(E),a(A)={z e E|VV e V(z), VNA#D}

En pratique, il est inutile de manipuler des préfiltres complets. En effet, ’adhérence d’une
partie A de F contient les éléments de E tels que tous leurs voisinages possédent une intersection
non nulle avec A. Or, dés lors que les « plus petits » éléments de V(z) intersectent A en un point,
les « plus grand » intersectent A en ce méme point. Il est donc plus commode de ne considérer
que les plus petits éléments de V(x).
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{xl,I2,$3,$4}

{1, 29,23} {@1, 22,24} | {21, 23,24}

{er, 23} {x, w4} {x2, 23} {2,724} {73,724}

{o1} {z2} {zs} {x4}

FIGURE 2.6 — En jaune, le préfiltre V(z2) et en vert une base de V(z3). Dans cet exemple, la
base est minimale.

Définition 7 (Base de préfiltre). Soit E un ensemble et M une famille de P(E). M engendre

un unique préfiltre F sur E tel que F contient les sur-ensembles des éléments de M.
F={AePE)|IMeM, MCA}

On dit que M est une base de F ou encore que M engendre F.

On note B(z) la fonction associant a tout élément x de E une base de voisinages telle que
B(z) est une base du préfiltre V(x). On peut alors définir des fonctions d’intérieur et d’adhérence
équivalentes a celles définies par V.

VA € P(E), i(A) = {z € E| 3V € B(z), V C A} (2.1)
VA€ P(E), a(A)={x € E|VV € B(x), VNA#0} (2.2)

2.3.2 Catégories d’espaces prétopologiques de type V

Il existe différentes catégories d’espaces prétopologiques de type V. On distingue notamment
les espaces prétopologiques de type Vp, les espaces prétopologiques de type Vg et les espaces
topologiques.

Définition 8 (Espace prétopologique de type Vp). Un espace prétopologique (E,i,a) est de type
Vp si et seulement si pour toutes parties A et B de E l’adhérence de l'union entre A et B est
équivalente a l'union des adhérences de ces mémes ensembles.

VA e P(E),VB € P(E), a(AUB) = a(A) U a(B)
Un espace prétopologique de type Vp est nécessairement de type V.

Définition 9 (Espace prétopologique de type Vg). Un espace prétopologique (E,i,a) est de type
Vs si et seulement si pour toute partie A de F, l'adhérence de A est équivalente a l'union des
adhérences des singletons inclus dans A.

VA€ P(E), a(4) = | a({z})

z€A
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Prétopologie

FIGURE 2.7 — Schéma d’inclusion des différentes familles d’espaces prétopologiques.

Un espace prétopologique de type Vg est nécessairement de type Vp.

Définition 10 (Espace topologique). Un espace prétopologique (E,i,a) est un espace topologique
st et seulement s’il est de type Vp et que sa fonction d’adhérence est idempotente.

VA € P(E), a(A) = a(a(A))

Ainsi, les différentes classes d’espaces prétopologiques sont organisées au sein d’une structure
hiérarchique, comme montré en Figure Un espace prétopologique dont le type serait haut
placé dans la hiérarchie permettrait de résoudre et de modéliser des problémes plus complexes et
variés. En contrepartie, il sera plus difficile d’exploiter et d’interpréter un tel modele. Les espaces
prétopologiques de type V semblent offrir un bon compromis entre expressivité et simplicité, les
travaux scientifiques autour de la prétopologie sont en effet principalement centrés sur ce type
d’espace prétopologique.

2.3.3 Construction d’espaces prétopologiques de type V

Tout espace prétopologique (E,i,a) de type V se défini par une famille de voisinages, ou
préfiltres, sur E. Or, il est plutot rare de définir un tel espace de cette fagon. Il est plus courant
de définir un espace prétopologique par un ensemble de relations binaires sur £. On note R
I’ensemble des relations, et x R;y désigne le fait qu’un élément x de F soit en relation selon un
élément R; de R avec un autre élément y de F.

Pour toute relation R; de R, on définit I’ensemble I';(x) des descendants d’un élément x de
E.

VR, € R,Vx € E,T;(z) ={y € E | zR;y}
On peut alors définir un opérateur d’adhérence a partir des familles des descendants.

VAe P(E),a(A)={x € E|VR, e R, T;(z)N A # 0}

Cet opérateur d’adhérence ressemble a s’y méprendre a l'opérateur d’adhérence défini en
Equation 1) En effet, pour tout élément = de E, on peut construire une base B(x) de préfiltre
définie par R.
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Vo € E, B(z) = {li(2)} g, cr

On peut alors reformuler la fonction d’adhérence pour 'exprimer en fonction de B et ainsi
retrouver la formule en Equation (2.1)).

VA e P(E), a(A) ={x € E|VB € B(z), BNA# 0}

Toutefois, cette construction s’avere étre plus restrictive. En effet, en définissant B par R,
on impose au cardinal de toutes les bases B(x) d’étre égal au nombre de relations dans R. Ce
qui, pour un nombre de relations données, réduit le pouvoir expressif d’une telle construction.
La définition par les préfiltres n’impose aucune restriction de la sorte, chaque élément peut avoir
une base de voisinages de taille quelconque.

Enfin, il est important de signaler que si R ne comporte qu'une seule relation, ’espace pré-
topologique en découlant est de type Vg.

EmpTOZ [Emp83| propose plusieurs fagons de construire un espace prétopologique & partir
d’un ensemble E muni d’une fonction d de dissimilarité. La prétopologie des k plus proches
voisins est définie selon un entier k positif et la relation Vj de voisinages associant a tout élément
x de E ses k plus proches voisins.

Ve € E, Vi(x) = {y € E | y est un des k plus proches voisins de x}

L’espace prétopologique (E, ax) des k plus proches voisins peut alors étre défini par les bases
de voisinages B(xz) = {Vi(z)}. On peut ainsi définir des espaces prétopologiques plus ou moins
fins en faisant varier k entre 0 et | E|— 1. Dans le cas ol k est minimal, ’espace prétopologique est
équivalent a la prétopologie discrete. A linverse, si k est maximal alors 'espace prétopologique
correspond a la prétopologie grossiere.

Dans la méme lignée, EMPTOZ propose la notion de e-voisinages ol € est un nombre réel
positif. La prétopologie des e-voisins est alors définie par la relation V. de voisinages et € désigne
un seuil en dega duquel un élément de F est voisin a un autre.

Ve e E, V.(x)={y € E|d(z,y) <€}

On peut définir des espaces prétopologiques (E,a.) plus ou moins fins en faisant varier e
entre la plus petite et la plus grande valeur prise par d(z,y), c’est-a-dire entre le plus petit et le
plus grand écart entre deux éléments de E. Si € est égal (ou inférieur) au plus petit écart, alors
Pespace prétopologique (E, a.) correspond a la prétopologie discréte, tandis que si € est égal (ou
supérieur) au plus grand écart, (E, a.) désigne la prétopologie grossiére.

2.4 Théories connexes

Comme énoncé précédemment, la théorie de la prétopologie étudie les relations entre les
parties d’'un ensemble E via les deux opérateurs c-duals d’intérieur et d’adhérence. Soit un
espace prétopologique (F,4,a), on peut encadrer toute partie A de E par son intérieur i(A) et
son adhérence a(A).

VA € P(E), i(A) C A C a(A)

Dans un cadre purement prétopologique, on dira que i(A) désigne le sous-ensemble de A éloi-
gné du reste de la population, c’est-a-dire du complémentaire de A ; tandis que a(A) désigne A
augmenté des éléments de E proches de A. On se rend vite compte que cette description est assez
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abstraite, pour cause, la prétopologie ne donne pas de définition universel de la notion de proxi-
mité. Au contraire, c’est 'application, donc la facon dont est construit I'espace prétopologique,
qui donne un sens au concept abstrait de proximité.

Ainsi, on peut chercher & décrire divers concepts au travers de cette notion de proximité.
Notamment, on peut construire un espace prétopologique dans le but de formaliser la notion
d’incertitude. Par exemple, étant donné une partie A de P(E), I'intérieur i(A) capture le sous-
ensemble « certain » de A, tandis que a(A) capture le sur-ensemble « probable » de A.

Cette interprétation particuliere des opérateurs d’intérieur et d’adhérence est proche, voire
équivalente, a la définition de 'incertitude dans la théorie des ensembles approximatifs ou rough
sets en anglais [Paw82|. Dans cette théorie, on considére une population F et on adjoint & toute
partie A de E une approximation basse Approx(A) et une approximation haute Approx(A).

VA € P(E), Approx(A) C A C Approx(A)

Tout ensemble approximatif consiste alors en une partie de E encadrée par deux autres
parties de E. Il est assez clair qu’on peut librement interchanger de Approx(A) et i(A) ainsi que

Approx(A) et a(A) afin de passer d’une formalisation en théorie des ensembles approximatifs a
une formalisation prétopologique.
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Chapitre 3

Etat de ’art

Le chapitre précédent a permis de poser le cadre théorique de la prétopologie, plus particu-
lierement les notions d’adhérence (et d’intérieur), d’ensembles fermés et de voisinages au sens
prétopologique. Ces notions résultent de l'affaiblissement du fondement axiomatique de théo-
ries comme la topologie ou la théorie des graphes. Nous verrons dans ce chapitre en quoi cet
affaiblissement permet d’appréhender plus naturellement certains phénomenes réels.

La prétopologie est un outil de choix pour la résolution et la modélisation d’une vaste variété
de problémes [Aur+09]. On peut par exemple citer les problemes de classification [Nic88], d’ana-
lyse d’images [Bou98]|, de détection de coalitions en théorie des jeux [Bel93d| ou plus largement
des problémes de modélisation de systémes complexes [Lev08|.

3.1 Systemes complexes

La prétopologie offre un cadre de travail souple et pertinent pour modéliser le processus de
diffusion d’une information. Le terme « information » est utilisé ici au sens tres large en désignant
toute chose pouvant étre transmise d’un agent & un autre au travers d’'un médium quelconque.
Le terme « agent » est lui aussi utilisé au sens tres large et désigne un élément de la population
étudiée.

Un systéme, ou réseau, complexe est défini par consensus comme un systéme dont le compor-
tement global ne peut étre traduit de la somme de ses comportements locaux. C’est-a-dire que
la connaissance de toutes les interactions de chaque agent du systéme ne suffit pas a décrire le
systeme.

Les outils de modélisation et de simulation de tels réseaux sont habituellement issus de la
théorie des graphes. A juste titre, puisque la théorie des graphes consiste en une approche intuitive
et néanmoins puissante pour la modélisation de relations entre individus. Un graphe est défini par
un ensemble de sommets, représentant les agents du réseau, reliés par des arétes, représentant les
interactions ou les liens entre les agents. On note habituellement G = (V, E) le graphe G constitué
de I'ensemble V' de sommets et de 'ensemble E d’arétes. Cette notation diverge de la notation
utilisée en prétopologie ou E désigne I’ensemble de la population étudiée, donc I’ensemble des
sommets dans le cadre des graphes. En prétopologie, V' désigne habituellement un voisinage,
ce qui peut plus ou moins s’apparenter a la notion d’aréte. Afin d’harmoniser ces notations et
puisque ce travail est principalement centré sur la prétopologie, la notation G = (E,V) sera
utilisée pour désigner un graphe dont les sommets sont E et leurs voisins (les arétes) V.

Les travaux liés a la théorie des graphes sont nombreux et le champ applicatif de cette
théorie est extrémement vaste. Les graphes sont souvent utilisés pour modéliser des réseaux, par
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exemple des réseaux sociaux. Ils sont aussi de précieux instruments pour l'aide a la décision,
par exemple lorsqu’il s’agit de déterminer un plus court chemin entre deux points [Mad+17]. Ils
sont également utilisés pour résoudre des taches d’optimisation, telles que des problemes de flots
ou encore pour la résolution de systémes de contraintes |[Apt03]. On peut aussi se servir d’un
graphe pour décrire une structure particuliere, c’est pourquoi ils sont aussi utilisés pour décrire
des structures moléculaires en chimie [Est00].

La théorie des graphes s’est donc imposée naturellement comme 'outil de référence dans le
domaine des réseaux complexes. Pour autant, est-ce bien le choix le plus judicieux ? LEVORATO
|[Lev08] pointe certains défauts inhérents a la modélisation des réseaux complexes par des graphes.
Notamment, I'incapacité a représenter des relations sur plus de deux éléments. Il consacre alors
sa theése de doctorat & démontrer l'intérét de la prétopologie pour 1’étude, la modélisation et
la simulation de systémes complexes. Les auteurs du manuel de référence de la prétopologie
décrivent d’ailleurs la prétopologie comme une « extension de la notion de graphe » [Bel93d].

Il est clair que les notions de graphes et d’espaces prétopologiques de type Vg sont tres
proches. On a déja vu qu’une relation binaire, qui n’est rien d’autre qu’un graphe, engendre une
prétopologie de type Vg. On peut donc exprimer tout graphe par un espace prétopologique de
type Vg, et inversement. Mais cela n’apporte rien de plus a la notion de graphe, si ce n’est un léger
changement de notation. La prétopologie apporte en réalité bien plus, avec la notion d’espace
préférencié. Un espace préférencié est un triplet (E, P,I) ou E est un ensemble d’éléments (tel
que les sommets d’un graphe), P une fonction de F x E dans I et I un ensemble de valeurs,
qu’on appelle code. Si I est 'ensemble R des nombres réels, alors P(x,y) désigne le poids associé
a laréte (x,y), I'espace préférencié (E, P, I) est alors équivalent & un graphe pondéré. La notion
d’espace préférencié est suffisamment générale pour englober des concepts plus complexes comme
les hypergraphes [Bel93a].

DALUD-VINCENT [Dall7] illustre l'incapacité des graphes & capturer certains types de re-
lations. L’exemple choisi est celui d'un réseau d’auteurs G = (E,V) ol E est I’ensemble des
auteurs et V l'ensemble des paires d’auteurs ayant collaboré. On peut alors se demander ce que
signifie, dans un tel réseau, une clique composée des trois auteurs x, y et z? Il est hautement
probable que les trois auteurs soient liés par la proximité des thémes qu’ils abordent, ce qui
apporte une certaine sémantique a la structure. Or, c’est bien cette structure méme qui pose un
probleme majeur, puisque différentes interprétations coexistent : une telle clique peut étre aussi
bien le fruit d’une collaboration conjointe entre les trois auteurs, ou étre due a trois collabora-
tions distinctes entre chaque couple d’auteurs, comme illustré en Figure De plus, ces deux
possibilités ne s’excluent pas mutuellement. On a alors besoin d’un modele plus expressif, c’est
dans ce contexte que la prétopologie intervient : DALUD-VINCENT propose trois expériences afin
de démontrer la supériorité, en terme d’expressivité, des modeles prétopologiques par rapport
aux modeles graphes.

La premiere expérience consiste a reproduire rigoureusement le modele de graphe par un
espace prétopologique de type Vg. Ainsi, espace prétopologique (E, a1) est défini par la fonction
I'(z) qui associe a tout = de F ses co-auteurs.

VA€ P(E), ai(A) = AU{z € E |T(z) N A # 0}

La seconde expérience vise a construire un espace prétopologique dont la fonction d’adhérence
tiendrait compte de 'ensemble des auteurs d’une publication. La fonction d’adhérence as(.) est
cette fois définie par la famille B de bases de préfiltres sur E telle que B(z) contient ’ensemble
des co-auteurs de x pour chacune de ses publications. Par exemple, si x a publié deux articles,
le premier avec y et le second avec y et z, alors B(z) = {{y},{y, z}}. Il n’existe pas de graphe
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FIGURE 3.1 — En haut & gauche, une clique de trois auteurs. Les trois autres graphes sont des
configurations de co-publication engendrant la méme clique. Chaque type d’aréte désigne une
publication.

équivalent a cette construction prétopologiqueﬂ

VA € P(E), ax(A) = {z € E | 3B € B(x), B C A}

Enfin l'objectif de la troisieme expérience est de prendre en compte 'ordre dans lequel les
auteurs sont cités. Ainsi, la fonction d’adhérence a3(.) étend un ensemble A d’auteurs aux auteurs
ayant publié un article en tant que premier auteur et dont tous les auteurs sont dans A. On
considere alors, pour tout auteur x, une paire (B(x),I) telle que B; est un élément de B(z)
contenant les co-auteurs d’une publication dans laquelle z apparait, et I; est vrai si et seulement
si x est le premier auteur de la publication.

Ces trois exemples montrent que la prétopologie est une abstraction du concept de graphe,
dans le sens ou il existe un modele prétopologique équivalent a n’importe quel graphe mais pas
Iinverse. La prétopologie est suffisamment flexible pour permettre de construire des modeles qui
ne « contraignent pas le réel » a prendre une forme particuliere. Cela permet de travailler avec
des données telles qu’elles sont au lieu de les manipuler de sorte a étre en concordance avec un
modeéle précongu. C’est donc l'outil qui s’adapte au réel, et non pas I'inverse.

On s’apercoit alors que la prétopologie est une théorie plus permissive que celle des graphes.
Plusieurs chercheurs se sont alors emparés de la prétopologie pour des probléemes habituellement
modélisés par des graphes. Les exemples d’applications qui suivent montrent que le concept de
voisinages prétopologiques, ou un individu peut étre lié a plusieurs ensembles distincts de voisins,
est particulierement puissant. Cela permet notamment de modéliser, ou simuler, des processus
complexes et variés de diffusion, tels que la dispersion de la pollution dans I’air, la diffusion d’une
rumeur ou encore le transport intelligent de Iénergie électrique (smart-grid en anglais).

Un modele de diffusion de la pollution atmosphérique est proposé par AHAT et al. [Aha+09].
Ce modele permet de simuler la propagation d’une substance polluante dans un espace géogra-
phique donné. L’espace étudié est discrétisé et projeté sur une grille torique sur laquelle différents
agents polluants, typiquement des usines, sont placés. A chaque étape de la simulation, les agents
émettent une certaine quantité de pollution a leurs cellules voisines. Les cellules ainsi polluées
transmettent a leur tour leur pollution a leurs voisines et ainsi de suite. Ce modele propose de
prendre en compte un facteur d’évaporation qui permet d’éliminer une petite portion de pollu-
tion aux cellules touchées a chaque instant. Ce facteur est fixé a 0,99 dans article original. Un

1. On pourrait utiliser un hypergraphe, qui n’est rien d’autre qu’une prétopologie particuliére.
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FIGURE 3.2 — Simulation de diffusion de la pollution aérienne a partir d’un agent polluant (au
centre).

FI1GURE 3.3 — Simulation de diffusion de la pollution aérienne a partir de plusieurs agents dispersés
sur une grille torique.

exemple des différentes étapes de l'algorithme est donné en Figure[3.2] Un exemple plus complet
mettant en scene plusieurs agents polluants est donné en Figure [3.3

L’opérateur d’adhérence est ici utilisé pour déterminer les cellules voisines d’une zone polluée
et ainsi étendre la zone touchée par la pollution. Ce modele repose sur la supposition que la
pollution se propage uniformément de cellules en cellules. Des cercles de pollution se forment
alors autours des cellules émettrices jusqu’a atteindre ’ensemble des cellules de la grille. Un tel
processus de dispersion est sans aucun doute bien plus complexe dans la réalité. En effet, les
particules polluantes en suspension dans l’air ne se déplacent pas de fagon homogene dans toutes
les directions. Leur déplacement est soumis a de nombreux facteurs, parmi eux le vent et les
reliefs du terrain. Il semble par exemple cohérent de supposer que la pollution aura tendance a se
propager dans le sens du vent et qu’elle aura plus de peine a traverser une chaine montagneuse
qu’une plaine.

On peut espérer construire un modele plus en accord avec la réalité en assignant a chaque
cellule un voisinage personnalisé. AMOR, LEVORATO et LAVALLEE |[ALLO7| proposent un modéle
de propagation de feux de forét basé sur la prétopologie. Les auteurs considérent eux aussi une
zone géographique discrétisée en une grille, non torique cette fois-ci. Cette grille est constituée
de cellules inflammables ou non, typiquement des zones avec ou sans végétation.

Tout comme la pollution de I’air, un incendie aura tendance a se propager dans la méme
direction que le vent. Ce comportement est décrit par la base de voisinages B(z) associée a chaque
élément de ’espace prétopologique. Par exemple, une cellule soumise a un vent en direction de
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FIGURE 3.4 — Simulation de feu de forét avec changement de la direction du vent. Les cellules
noires représentent les cellules touchées par I'incendie |[ALLO7].
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FIGURE 3.5 — Les bases de voisinages décrivent un vent tournant dans le sens horaire. La direction
du vent est dans le « sens inverse » des bases de voisinages.

I’est risquera de s’enflammer si la cellule & I’ouest est incendiée. Cette information se modélise par
une base de voisinage telle que B(z) = {{z, cellule & ouest de x}}. Plus généralement, chaque
cellule se verra attribué des voisinages « inversés » par rapport a la direction du vent.

De cette fagon, on peut modéliser plusieurs zones géographiques dans lesquelles le vent souffle
dans des directions différentes, comme montré en Figure Ces travaux proposent aussi de
prendre en compte les changements de directions du vent en modifiant les voisinages, et donc
I’espace prétopologique, au cours de la simulation. D’autre part, les cellules non-inflammables
sont modélisées par I’absence de voisins. Un exemple de simulation est visible en Figure

La prétopologie est également un choix trés pertinent pour la modélisation d’un réseau de
distribution d’énergie. Plusieurs travaux proposent d’utiliser la prétopologie pour concevoir des
réseaux de transport intelligents de 1’électricité, apellés smart-grids en anglais. Un tel réseau
électrique promeut les interactions entre les différents agents du réseau, tels que les centrales et
les consommateurs, afin de distribuer plus efficacement 1’énergie. Les travaux dans ce domaine
sont le fruit de la nécessité de concevoir des systémes plus propres, en terme d’émissions pol-
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luantes, et plus économiques. Dans cette optique, le réseau doit étre capable d’ajuster en temps
réel la production d’énergie. On peut par exemple imaginer un systéme favorisant la production
d’énergie dite « verte » lors des périodes de faible consommation, mais ayant la capacité d’ex-
ploiter les centrales plus puissantes, consommatrices de carburant fossile, lors des périodes de
forte demande. D’autre part, un réseau électrique intelligent se veut plus fiable, puisque sujet a
moins de pannes et plus robuste face a celles-ci.

PETERMANN, AMOR et Bul [PAB12| proposent un modeéle multi-agents répondant aux exi-
gences d’un réseau électrique intelligent et reposant sur les concepts de la prétopologie [PAB12|;
Pet+13]. Dans leurs travaux, les auteurs utilisent la prétopologie afin de représenter les relations
de proximité dite « fonctionnelle » entre les différents agents du réseau. Cette notion de proxi-
mité fonctionnelle n’est pas formellement définie par les auteurs, ils laissent toutefois sentir qu’un
agent ne peut étre fourni en électricité que par au autre agent suffisamment proche. Cette notion
est importante car elle permet d’intégrer au réseau des agents produisant de ’énergie de facon
irréguliere, on pense notamment au cas des éoliennes dont la production est fortement dépen-
dante des conditions météorologiques. Ainsi, une éolienne a I’arrét ne peut étre considérée comme
proche d’un autre agent du systéme. L’utilisation de la prétopologie se justifie alors pleinement
de part sa capacité a décrire des liens de proximité sans nécessiter de métrique particuliere. On
peut toutefois définir un espace prétopologique en mélant une métrique a une relation binaire, qui
représenterait ici ’état de fonctionnement de ’agent, et ainsi décrire des relations entre agents
prenant en compte ces deux aspects. Par exemple, un agent ne pourrait fournir de ’énergie a un
autre que si les deux sont en fonctionnement et géographiquement proches.

3.2 Analyse d’images

L’analyse d’images, notamment la segmentation d’images, est un domaine dans lequel la
prétopologie brille. Une image est caractérisée par un ensemble de points, les pixels, répartis sur
la grille Z2.

L’utilisation de la prétopologie dans ce domaine semble remonter aux travaux de LAMURE et
MILAN [LM8&7] dans lesquels la topologie est dépeinte comme inadaptée & 'analyse de structures
discretes et, par conséquent, inadaptée a l'analyse d’images puisque équivalentes a des struc-
tures discrétes décrites sur Z2. Les auteurs proposent alors d’utiliser la prétopologie pour définir
différents opérateurs morphologiques sur des images, a savoir les opérateurs de bord, d’orle de
frontiére et d’extérieur, définis au chapitre précédent, mais aussi les opérateurs de dérivé et de
cohérence, notés respectivement d(.) et c(.).

VA € P(E), d(A) = {x € E|VB € B(z), B\ {z} N A # 0}
VA € P(E), ¢(A) = AN d(A)

L’opérateur d’adhérence permet de dilater un objet, c’est-a-dire un amas de pixels, tandis
que l'intérieur permet, a l'inverse, de le creuser. Ces deux opérateurs définissent rigoureusement
les opérations de morphologie mathématique de dilatation et d’érosion.

Les opérateurs de bord, d’orle et de frontiere peuvent étre utilisés pour extraire le contour
d’un objet. Le bord d’un objet correspond a son périmeétre interne et son orle a son contour
extérieur. La frontiére d’un objet est équivalente a 'union de son bord et son orle.

L’opérateur de cohérence est destiné a supprimer les éléments n’ayant pas de voisins dans
I'objet. C’est une fagon de supprimer des artefacts n’appartenant pas a l’objet étudié. Enfin
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(a) Image originale. (b) Intérieur. (¢) Adhérence.
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(d) Bord. (e) Orle. (f) Frontiere.

(g) Dérivé. (h) Cohérence. (i) Extérieur.

FIGURE 3.6 — Opérateurs morphologiques. L’objet étudié correspond aux pixels sombres.



Iopérateur d’extérieur retourne le négatif, au sens photographique, de I'image. Le comportement
de chacun de ces opérateurs est illustré en Figure [3.6

Ces opérateurs sont exploités par la méthode SAPIN [LMS&7] qui permet d’analyser des images
en niveaux de gris. Les opérateurs proposés fonctionnent exclusivement sur des images binaires,
c’est pourquoi LAMURE et MILAN proposent de résumer une image a niveaux de gris par une
superposition d’images binaires. Ils redéfinissent alors les opérateurs mentionnés précédemment
afin de pouvoir les appliquer sur des ensembles d’images binaires.

Un probléme récurrent en analyse d’images est la segmentation de celles-ci. Segmenter une
image revient a chercher une partition, ou un pavage, de régions homogenes de 'image. Histori-
quement, cette technique servait a identifier les objets présents dans une image. On s’intéresse
aujourd’hui au probléme de segmentation sémantique |[LSD15| qui consiste & attribuer une éti-
quette aux régions identifiées. La conduite autonome est un cas d’application typique de la
segmentation sémantique |Tre+16|. Si 'agent autonome est une voiture munie d’une caméra et
de divers capteurs, il doit étre capable, en temps réel, de déterminer quelle portion de I'image
correspond a la route et quelles portions correspondent & des obstacles ou des panneaux de
signalisation.

Il existe différentes approches a la segmentation d’images, on distingue notamment les ap-
proches région des approches contour. Dans le premier cas, on cherche a extraire des régions
d’une image, par exemple par classifications ou par agrégations. Dans le second cas, on cherche
a délimiter les régions par leurs contours.

MAMMASS, DIEZIRI et NOUBOUD [MDNOI1| proposent une approche région de segmentation
d’images appliquée a I'extraction de ’écriture sur des cheques bancaires. Les cheques contiennent
souvent une illustration en fond, ce qui rend le traitement automatique plus compliqué. Afin de
distinguer ’écriture du fond du cheéque, les auteurs construisent, pour chaque pixel de I'image, un
voisinage dépendant d’une mesure de filiformité. Cette mesure permet de mettre en relation des
pixels appartenant a une « méme ligne », typiquement, a un méme coup de crayon. Un espace
prétopologique est défini sur cet ensemble de voisinages et l'opérateur de fermeture est utilisé
pour extraire les zones d’écriture de 'image.

Dans un second temps, les auteurs proposent une méthode de détection de contours reposant
sur le méme principe. Ils définissent un critére de contraste afin de construire un voisinage pour
chaque point de I'image. Cet ensemble de voisinages engendre un espace prétopologique dont la
fonction de fermeture permet de détecter les contours des objets présents dans une image.

La these de doctorat de PIEGAY [Pie97] se veut & cheval entre 'analyse d’image et la classi-
fication automatique puisqu’elle traite du probleme de reconnaissance des formes.

Dans un probléme classique de reconnaissance de formes, on considére trois ensembles O, R
et Q.

— O est 'ensemble des objets a reconnaitre ;
— R est ’ensemble de représentation de ces objets;
—  est I'ensemble des classes pouvant étre attribuées a un objet.
On peut passer d'un ensemble & I’autre par les fonctions ¥ : O — Ret £ : R — (.
— W est la fonction de représentation ;
— £ est la fonction d’identification.

Ce modele défini un objet de O comme un ensemble unique de descripteurs dans R. De fagon
similaire, un ensemble de descripteurs correspond & une unique classe dans (2. Le schéma en
Figure décrit les interactions entre chaque ensemble.

Le probleme de reconnaissance des formes consiste alors a apprendre la fonction £ sur un
sous-ensemble de R pour lequel les étiquettes de classe sont connues.
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FIGURE 3.7 — Modele de la reconnaissance des formes.

PIEGAY propose donc une méthode prétopologique pour la reconnaissance de formes qu’il
propose d’appliquer au probléme de segmentation d’images. Celle-ci est une méthode de segmen-
tation dite de détection des lignes de partage des eaux. Ce type de méthode considere une image
comme un relief dont la hauteur en chaque point est paramétrée par 'intensité du pixel en ce
point.

Dans l'algorithme de PIEGAY, chaque pixel est associé a un voisinage composé de ses huit
pixels adjacents. La détection des régions se fait par adhérences de régions noyaur déterminées
au préalable et selon le colit d’agrégation d’un pixel a une région. Ainsi, un pixel qui aurait été
placé dans une région peut changer de région si son coiit d’agrégation est plus faible dans cette
autre région.

Cette approche produit des images trop segmentées et donc non-interprétables. L’auteur
propose alors un algorithme de fusion des régions. Cet algorithme ne fusionne deux régions qu’a
la condition qu’elles soient voisines et qu’un certain critére de cofit d’agrégation et d’altitude,
donc d’intensité de pixels, soit satisfait.

Dans sa these de doctorat, BOUuAYAD [Bou98| propose lui aussi d’appliquer la prétopologie au
probléme de reconnaissance des formes. Il propose notamment d’étendre la fonction & d’identifi-
cation & un formalisme se rapprochant de la théorie des ensembles flous [Zad65]. En effet, dans
ce modele, la fonction £ est remplacée par un ensemble de fonctions u, ou x est une description
provenant ’ensemble R de description des objets.

VY € R, py 2  — [0;1]

Pour toute description = de R et pour toute classe w de Q, p,(w) quantifie la possibilité pour
x d’étre de la forme w; BOUAYAD parle de degré d’interprétation de la représentation x par la
forme w.

Le parallele entre p, et la théorie des ensembles flous de ZADEH est flagrant, puisque toute
représentation x de R donne lieu a un ensemble flou sur €2 dont la fonction d’appartenance est
1. Le parallele continue avec la notion de d-concept. Une classe w de 2 est dite d-concept d’une
représentation  de R si et seulement si yi,(w) est supérieur ou égal & 4. Ainsi, ensemble C,(0)
des d-concepts de x est défini par :

Vo € R, V¥ € [0;1], Cp(0) = {w € Q| pz(w) > I}

La notion de d-concept est alors rigoureusement identique a la notion de a-coupe issue de la
théorie des ensembles flous.

BOUAYAD propose la méthode de la Décision Privilégiée. Etant donné un sous-ensemble T' de
R pour lequel les fonctions p, sont connues, la méthode repose sur la notion de d-concept pour
construire les ensembles 79 pour tout w de I’ensemble © des formes. L’ensemble T2 regroupe
toutes les formes w pour lesquelles il existe un élément = de T tel que w est un élément de son
d-concept.
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L’ensemble T est appelé d-classe d’apprentissage. Cette derniére permet de généraliser les
fonctions p,(w) & tout 'ensemble R, en attribuant & p,(w) une valeur liée & la moyenne des
degrés d’interprétations des éléments de T par la forme w.

D yers Hy(w) - o(2,y)
73]
ol 0 : R x R — [0;1] est une fonction de similarité.

Enfin, ensemble €2 des formes est muni d’une structure prétopologique (€2, aq) construite
en exploitant la notion de continuité prétopologique |Bel93b|, permettant ainsi de passer de
I’ensemble R des descriptions vers I’ensemble 2 des formes tout en conservant certaines propriétés.
L’espace prétopologique (€, aq) permet de définir une mesure de similarité entre les formes de
I’ensemble €.

,ua:(w) =

3.3 Classification prétopologique

La classification est un domaine de intelligence artificielle consistant & concevoir des mé-
thodes automatiques permettant d’attribuer une étiquette a chaque élément d’une population
étudiée. On distingue grossierement deux grandes familles de méthodes de classification : les
méthodes supervisées et les méthodes non-supervisées.

L’approche supervisée consiste a construire un modele de classification a partir d’un ensemble
annoté d’observations, appelé ensemble d’apprentissage. Une observation consiste généralement
en un vecteur de descripteurs augmenté d’une étiquette de classe. L’objectif de cette approche est
de construire, plus précisément, d’apprendre, automatiquement un modele capable d’attribuer
une étiquette de classe a un vecteur de descripteurs. Correctement appris, un tel modele peut étre
réutilisé pour prédire les étiquettes de données non-annotées. Les performances de ces approches
sont alors liées aussi bien a la pertinence de la méthode d’apprentissage choisie qu’au jeu de
données d’entrainement utilisé.

Les méthodes non-supervisées ne requierent pas, quant a elles, de disposer d’un jeu de don-
nées annoté, elles ne nécessitent donc pas de phase d’apprentissage préliminaire. Ces approches
consistent généralement a regrouper les données de sorte a former des groupes homogenes et
compactes [Jail0], on parle, en anglais, de clustering.

Les travaux autour des méthodes de classification s’appuyant sur la prétopologie sont prin-
cipalement centrés sur les approches non-supervisées. La prétopologie sert alors d’outil pour
I’extraction de groupes, souvent des partitions, ou de structures depuis un ensemble d’éléments.
La prétopologie est particulierement efficace dans ce contexte puisqu’elle permet de représen-
ter les liens entre éléments d’une population FE, et ce, a partir de toutes sortes d’informations,
comme une relation binaire ou une métrique. C’est tout naturellement que les chercheurs ont
travaillé a I’élaboration de techniques visant & extraire des informations structurelles des espaces
prétopologiques.

Une des premieres approches consiste a chercher une partition de I’ensemble étudié « par
diffusion » |[Emp83; EL87]. L’idée générale consiste a dire qu’un élément = de E appartient
probablement au méme groupe, ou a la méme classe, que ses proches, a savoir son adhérence
a({z}). Dans cette optique, les éléments de E sont ordonnés selon une fonction S : E — R
indiquant le score structurel d'un élément. Les auteurs proposent par exemple d’utiliser une
fonction S définie pour tout « de E par S(x) = |a({x})| de sorte & prioriser les éléments ayant une
forte influence. L’algorithme commence alors par créer un groupe composé du premier élément
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x1 ainsi que des éléments de son adhérence a({x;}). Viens ensuite le tour du second élément
x9 : ¢l appartient déja & un groupe, alors les éléments non-classés de 'adhérence a({z2}) y sont
ajoutés. Sinon, xo et les éléments encore non-classés de son adhérence engendrent un nouveau
groupe, exactement comme lors de la premiere itération. L’algorithme construit alors des groupes
par élargissement des singletons vers leurs proches. L’algorithme peut étre facilement modifié de
sorte & retourner une partition recouvrante, il suffit d’autoriser un élément a propager sa classe
aux éléments déja classés.

La méthode DEMON |[Nic88|; [Bel93c| est un algorithme plus abouti, mais aussi bien plus
complexe, de partitionnement. Cet algorithme permet d’extraire une partition d’un ensemble F
muni d’une mesure d de dissimilarité en tenant compte de la structure globale de E ainsi que
des structures locales a chaque point de E. Cet algorithme repose sur deux étapes : une premiere
étape DEscendante permet de former des groupes d’éléments localement proches, une seconde
étape MONtante permet de fusionner les groupes extraits a ’étape précédente en tenant compte
de la structure globale de F. La conjonction de ces deux étapes forme ’algorithme DEMON.

Cette méthode repose sur la notion de r-voisinages relatifs [Nic88| qui est en fait une extension
de la notion de e-voisinages [Emp83] vue dans le chapitre précédent (Section [2.3.3)). Les r-voisins
relatifs d’un éléments = de E sont calculés en fonction de x lui-méme et d’une partition P de FE.

r:ExPE)xPE)—RT

Ou P(E) désigne 'ensemble des partitions de E. Quelques restrictions sont imposées a r, d’une
part r(z, A, P) n’est défini que si z appartient & A et A appartient & P. Cela signifie que A
correspond & 'unique élément de P contenant x, puisque P est une partition de F. D’autre part,
dans le cadre de la méthode DEMON, il semble pertinent d’imposer un comportement particulier
ar, de sorte que r(z, A, P) soit d’autant plus grand que P est grossiére. Plus formellement, pour
toutes partitions Py et P, de E, si Py est plus fine que P, alors r(x, A, Py) est inférieur (ou
égal) a r(x, A, Py).

Lors de la premiere étape, 'algorithme calcule les adhérences des éléments de E afin de former
des classes regroupant les éléments proches localement. La seconde étape consiste a regrouper les
classes obtenues précédemment en se basant, cette fois-ci, sur 'information fournie par ’opérateur
de fermeture.

L’intérét de cette approche est de prendre en compte, a tout moment de l'algorithme, les
informations extraites des itérations précédentes. En effet, 'algorithme démarre en considérant
la partition grossiere Pg = {E} puis l'affine au fil des itérations. De cette fagon, la méthode
construit un espace prétopologique adapté aux données : si les données sont structurées en petits
groupes (donc P fine), alors la fonction d’adhérence sera plus stricte sur le critére d’intégration
d’un élément & un ensemble. Au contraire, si les données sont plus dispersées (P grossiére) alors
la fonction d’adhérence cherchera a intégrer des éléments plus éloignés.

Cette méthode ne nécessite alors que peu d’interventions de la part de 'utilisateur, qui doit
fournir en entrée uniquement r et la fonction de dissimilarité d. En pratique, seule d doit étre
fournie, puisque l'auteur propose de définir r a partir des trois indices de structuration locale,
d’organisation globale et d’organisation structurale notés respectivement IL(x, A), IG(x, A) et
IS(P, Pg) ou Pg désigne la partition grossiére de E.

r(z,A,P)=IL(z,A)-IG(z,A) - IS(P, Pg)

L’indice IL(z, A) de structuration locale est défini selon I'intégration de ’élément x dans A,
il n’est donc défini qu’a la condition que x appartienne & A. Plus x est proche de ses voisins
dans A, moins IL(z, A) est grand. L’élément x sera donc difficilement attiré dans 1’adhérence
d’un ensemble disjoint de A s’il est suffisamment proche de ses voisins dans A, a l'inverse, il
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xy {x1, 0, 23, 24, 25}
T2 {xo, 3, 24,25}
3 {xs, x5}

T4 {$4,$5}

Is {CCE,}

TABLE 3.1 — Un ensemble de fermés élémentaires.

sera susceptible d’étre « aspiré » par un autre ensemble s’il est assez éloigné de ses plus proches
voisins dans A.

L’indice IG(x, A) de structuration globale quantifie I'intégration de = dans A. Ainsi IG(x, A)
sera d’autant plus grand que x est central dans A. Cela a pour effet de limiter I'attraction des
ensembles disjoints A sur les points marginaux de A. En effet, I L(x, A) peut étre trés grand si
est en bordure de A et que les éléments de A sont dispersés, IG(x, A) permet de limiter la fuite
des éléments marginaux de A vers d’autres groupes.

Enfin, 'indice IS(A, P) d’organisation structurale mesure, en quelque sorte, le gain en infor-
mation d’organisation structurelle entre la partition P, grossiere et la partition P actuelle.

De plus amples détails sur ces trois indices de structuration, ainsi que sur la méthode DEMON
en elle-méme, se trouvent dans la thése de doctorat de NICOLOYANNIS [Nic88|.

Assez rapidement, il a été clair que les fermés élémentaires, notamment les fermés élémentaires
minimaux, détenaient une importante part de 'information structurelle d’un espace prétopolo-
gique. Ce genre d’analyse doit alors rester dans le cadre des espaces prétopologiques de type V,
puisque autrement, I'existence de fermés minimaux n’est pas garantie (voir Propriété [1).

Par exemple, une hiérarchie peut étre dégagée des fermés élémentaires d’un espace prétopolo-
gique de type V [Bon+99; LB02|. La construction de cette structure repose sur lextraction des
fermés élémentaires minimaux de l’espace prétopologique, c’est-a-dire des fermés élémentaires
inclus dans aucun autre fermé. Il est nécessaire, dans un premier temps, de calculer ’ensemble
des fermés élémentaires de I’espace prétopologique étudié. Ensuite, 'algorithme détermine les «
feuilles » de la structure : ce sont les éléments engendrant des fermés minimaux. Ces fermés sont
alors marqués comme traités et sont ignorés pour la suite des opérations. Les « parents » des
éléments « feuilles » sont les éléments dont les fermés sont minimaux, en ignorant les fermés des
éléments déja structurés, et dont les fermés incluent les fermés des éléments déja structurés. Par
exemple, 'ensemble des fermés élémentaires donnés en Tableau donnent lieu a la structure
présentée en Figure [3.8

Une telle structure possede la particularité de résumer les relations de subsomption entre
les éléments de l'espace étudié. Supposons que les éléments décris en Figure désignent des
personnes. Alors l'espace prétopologique (E,i,a), de type V, modélise I'influence qu'une per-
sonne, ou un groupe de personnes, exerce sur les autres. Par exemple, pour un ensemble A de
personnes, a(A) désigne les personnes influencées par le groupe A d’individus. Un fermé désigne
alors un ensemble de personnes n’ayant aucune influence sur le reste de la population. Toutefois,
ces personnes peuvent étre influencées par des personnes extérieures. A I'inverse, un ouvert dési-
gnerait un ensemble de personnes non-influencées mais exercant son influence sur la population
extérieure.

Un fermé élémentaire décrit un sous-ensemble de la population influencée directement ou
indirectement par une personne en pa