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Résumé

Le travail présenté dans cette these comporte deux volets. Le premier est orienté sur
la synthese de lois de commande stabilisantes pour les systemes a relais en prenant en
compte les incertitudes du modele. Dans la littérature, la plupart des résultats présentés
sont dédiés a la stabilisation de ces systemes en considérant le modele comme parfaitement
connu. Par conséquent, ces résultats ne sont pas exploitables en pratique ou les incertitudes
peuvent exister. Nous nous sommes des lors intéressés a cette problématique. La synthese
de commande proposée se base sur la théorie de Lyapunov, I'introduction d’un controleur
dynamique et sur l'existence d'une commande continue par retour d’état stabilisante.
De plus, sous certaines conditions, une méthode constructive de synthese des gains du
controleur, basée sur les inégalités matricielles linéaires (Linear Matrix Inequalities (LMI)
en anglais), est fournie. Le deuxiéme volet de cette theése porte sur la mise en ceuvre
expérimentale de la loi de commande a relais avec une application sur l'interconnexion de
convertisseurs DC-DC en paralléle. Nous porterons une attention particuliere sur la prise
de mesures des grandeurs électriques malgré les fréquences variables de la commande. La
validation expérimentale de notre approche est effectuée en utilisant une MicrolabBox
qui est un équipement dSpace permettant le prototypage rapide de code VHDL sur
FPGA. Finalement, une comparaison avec ’approche classique basée sur la technique de
la Modulation & Largeur d’Impulsion (MLI) est présentée afin de bien mettre en évidence
les avantages et inconvénients de chacune d’elles.
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Abstract

This thesis is dedicated to the design and the implementation of a robust control
law for uncertain relay systems. Various approaches have been proposed for the design of
stabilizing switching rules in the literature under the assumption that the equilibrium
point is perfectly known. However, uncertainties prevent those results to be implemented
in most practical cases. Here, to cope with model uncertainties, a dynamic controller is
introduced in the design procedure which is based on the existence of an exponentially
globally stabilizing continuous state feedback controller. Asymptotic stability of the
closed-loop system, as well as zero steady-state error on the controlled output, are proven.
Besides, under certain conditions, a constructive method to compute the gains of the
controller parameters is provided using Linear Matrix Inequalities (LMI). The proposed
strategy is then applied on a parallel interconnection of DC/DC converters. For this
system, an extensive discussion is offered on specific difficulties about ill-conditioned
matrix inequalities. The experimental validation of our approach is carried out using a
user-programmable Field-Programmable Gate Array (FPGA). Finally, a comparison with
Pulse Width Modulation (PWM) approaches is presented to put in light the advantages
and drawbacks of each strategy.

XX



Introduction générale

Contexte et problématique

Avec le développement de 1’électrification et l'intégration de sources d’énergies
renouvelables, les convertisseurs de puissance sont devenus incontournables. En effet ils
permettent de controler et d’adapter 1’énergie électrique fournie par une source d’énergie a
un récepteur. Depuis quelques temps, la mise en paralléle de ces convertisseurs de puissance
a suscité beaucoup d’intérét de la part de la communauté de 1’électronique de puissance
en raison de son utilisation dans plusieurs applications telles que les alimentations basse
tension /fort courant ou encore dans les réseaux microgrids (] ]). Ces derniers, en
forte croissance dans le monde, sont des réseaux électriques a petite échelle, constitués
localement d’au moins une unité de production, de stockage et de consommation. Ces
installations sont généralement associées a des convertisseurs, connectés au méme réseau

de sorte a réaliser une interconnexion.

Les convertisseurs de puissance sont pilotés par I'intermédiaire de transistors, jouant
le role d’interrupteurs commandés. Ils peuvent donc étre modélisés comme des systémes
a commutations et peuvent étre pilotés en utilisant des commandes a relais (| ).
Ce type de commande a attiré une grande attention de la part de la communauté
automaticienne traitant la commande des systémes dynamiques hybrides | ]51 E
[ 151 151 151 |. Ces travaux résolvent formellement le probleme
en proposant des fonctions de commutations respectant différents criteres d’optimisation.
Cependant, ce type de commande pose des problemes de mise en ceuvre, dus principalement
a ses fréquences de commutations variables et au fait qu’elle requiert un processeur avec
une grande rapidité de calcul. En outre, la plupart des travaux sont dédiés a la synthese
de lois de commande pour le cas ou le point d’équilibre est connu, ce qui ne reflete pas le
cas pratique ou des incertitudes peuvent apparaitre.

Afin de contourner les problemes cités précédemment, une des techniques largement
utilisée dans le domaine du génie ¢électrique est la Modulation a Largeur d’Impulsion
(MLI) (] 151 ]). Cette méthode a I’avantage d’étre simple en considérant un
modele approché a entrée continue (le rapport cyclique de la MLI). Elle donne lieu a des

signaux dont le contenu spectral est également mieux maitrisé, car essentiellement lié a la
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fréquence de la MLI qui est imposée lors de la conception du convertisseur. Cependant, le
modele requiert une séparation fréquentielle entre la période de la MLI et la dynamique
du systeme afin de valider les hypotheses mises en jeux. Ceci aura pour conséquence
de limiter les performances du controleur concernant, par exemple, la dynamique de
rejet de perturbation. Notons toutefois qu’il existe, dans la littérature, plusieurs travaux
s'intéressant a la robustesse de la commande par rapport aux incertitudes du modele (voir

par exemple | ] 1 I; 1 ] 1 ] 1 1)

Objectif de la these

L’objectif de cette these est la synthese et la mise en ceuvre expérimentale de loi
de commande robuste a relais avec une application sur les convertisseurs de puissance
en parallele. En effet, il n’existe pas, a notre connaissance, d’approches de synthese en

mesure de traiter le probleme considéré a ce jour.

Ainsi, dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au développement d’une
méthodologie pour la syntheése d’'une commande robuste a relais. Un résultat général est
d’abord proposé pour le cas des systemes a relais incertains et non linéaires. Afin de
proposer des méthodes de synthése de commande robuste constructive, I’étude est ensuite

spécialisée aux systeémes a relais incertains linéaires.

Les convertisseurs Buck en parallele font partie de cette derniere classe. Cela nous
permet de valider ’approche proposée et donc de répondre a la problématique expérimen-
tale. L’étude de la mise en ceuvre expérimentale et une comparaison avec des solutions
classiques basées sur la MLI nous permettent d’évaluer les avantages et inconvénients de
chacune des méthodes.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres présentés comme suit :

Chapitre 1

Le premier chapitre est dédié a la présentation du systeéme considéré dans ce mémoire
qui est 'interconnexion de m € N* convertisseurs Buck en parallele alimentant une charge
résistive dont la valeur est inconnue. Ce systéme appartient a la classe des systemes
a relais. Un état de I'art des techniques présentées dans la littérature pour traiter ce
type de systeme sera détaillé. Certaines approches sont fondées sur le modele hybride et
d’autres sur le modele moyen basé sur la technique de la MLI. Enfin, on montrera que
la prise en compte d’incertitudes dans le modele nécessite de considérer une synthese

robuste de la commande. Alors que ce type de synthése est largement traité dans le cas
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du modele moyen, les approches hybrides pour ces systemes sont plus rares. Une étude
bibliographique sur la stabilisation robuste des systemes a relais incertains montrera,
qu’a notre connaissance, aucune approche n’est capable de traiter la classe de systéme
considérée et permettra de situer nos contributions sur ce sujet.

Chapitre 2

Puisque le chapitre 1 a montré ’absence de méthodologies existantes pour notre
probleme, le chapitre 2 est dédié a la synthese d’'une commande robuste a relais capable de
résoudre cette problématique. Ceci constitue une des contributions majeures de cette these.
Cette synthese de commande est basée sur la théorie de Lyapunov et sur I'existence d’une
commande continue stabilisante. Les incertitudes sont prises en compte par I'introduction
d’un contréleur dynamique issue d’une approche de type modele interne. Traité dans un
premier temps pour un systéme non linéaire, la restriction a un modele linéaire incertain
permet de proposer une solution de synthese de loi de commande constructive, basée sur
des inégalités matricielles linéaires (Linear Matrix Inequalities (LMI) en anglais).

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré a la validation de la stratégie proposée dans le chapitre 2
sur les convertisseurs Buck en parallele. Cette validation s’effectue en simulation dans
un premier temps, puis sur un systeme réel. Nous disposons pour cela d'un banc d’essai
composé de m = 3 convertisseurs Buck hétérogenes (c’est-a-dire que les bobines, diodes et
transistors sont différents d’une branche a 'autre) et équipé d'un systeme de prototypage
rapide dSpace avec un FPGA (Field Programmable Gate Arrays) programmable. La
rapidité de calcul de ce systeéme est en effet une des conditions de mise en ceuvre des
lois de commande pour les systemes a relais. Il est effectivement connu que ces systémes
n’atteignent un régime asymptotique stationnaire que sous I'hypothese qu’'une fréquence
de commutation infinie est possible | ]. Cette validation permettra de discuter de

efficacité de notre approche ainsi que des aspects de mise en ceuvre pratique.

Chapitre 4

Dans les chapitres précédents, des résultats théoriques et expérimentaux ont montré
qu’il était possible de mettre en ceuvre une commande robuste a relais pour des systemes
incertains. Ceci a permis de combler une lacune de la littérature sur ce sujet. Le dernier
chapitre sera dédié a une comparaison entre ’approche proposée dans cette these et
I’approche par modele moyen généralement utilisée pour ce type de systeme. Elle sera
effectuée en utilisant un microcontréleur ATSAMET70 de Microchip. Ce qui permet de
montrer la possibilité de leur implémentation sur une cible de bas cotit qui se préte bien pour

des applications industrielles. Des critéres de comparaison relatifs au régime transitoire
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(temps de réponse), au régime permanent (rendement, ondulations de courant,...) ou encore
au taux d’utilisation du calculateur permettront de réaliser cette comparaison. Illustrée
par des résultats expérimentaux, elle permettra de dégager les avantages et inconvénients
de chacune des approches.
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Chapitre 1. Notions introductives

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un systeme constitué de m € N*
convertisseurs DC-DC en parallele alimentant une charge résistive. De nombreuses ap-
plications utilisent cette structure comme les Microgrids (voir | ]) ou encore les
alimentations dans le domaine des télécommunications (| |). Ce systéme appartient
a la classe des systémes a relais qui représentent une sous classe des systémes dynamiques
hybrides ([ 151 ]). Ces derniers sont des systemes qui font interagir simul-
tanément des dynamiques continues et des dynamiques discrétes. Pour cette structure,
I'objectif principal est d’assurer une régulation robuste de la tension de sortie vers une
référence fixe et constante prédéfinie, et ceci malgré les résistances parasites des compo-
sants électroniques ou le fait que la valeur de la charge soit le plus souvent inconnue. Nous
allons dans cette partie nous intéresser aux travaux exposés dans la littérature sur ce sujet
et plus particulierement a ceux prenant en compte explicitement le caractére hybride du

systeme.

Ce chapitre est divisé en 2 sections :

o Dans la premiere section, apres avoir décrit le fonctionnement du systéme, une
présentation des deux principales approches utilisées pour la synthese de commande
de ce systeme sera effectuée. Nous indiquerons les avantages et inconvénients de
chacune d’elles.

o La section 2 présente quelques notions fondamentales liées aux systemes a relais.
Nous passerons en revue les différentes méthodologies développées dans la littérature
pour la stabilisation des systemes a relais en considérant le cas des points d’équilibre
incertains. Ceci nous permettra par la suite de situer nos contributions par rapport

& ces travaux.

1.1 Modélisation des convertisseurs

1.1.1 Présentation et modélisation du systeme considéré

Les convertisseurs de puissance DC-DC sont des systemes électriques utilisés pour
adapter I'énergie entre une source d’entrée et une sortie. Pilotés par I'intermédiaire de
transistors, ils permettent de transformer une tension continue (source) en une autre
tension continue d’amplitude différente (voir schéma de principe représenté par la figure
1.1).

Selon la fonction a assurer, il existe plusieurs topologies pour ces systémes. Ici, nous
allons nous intéresser au convertisseur Buck. Egalement connu sous le nom de dévolteur,
le convertisseur Buck est un dispositif qui permet de fournir une tension de sortie continue
inférieure ou égale a la tension d’entrée. L’étude se portera sur un systéme constitué de

m € NT convertisseurs Buck en paralléle alimentant une charge résistive. Pour cela, nous
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Vi i“

Vi, Convertisseur

DC-DC

L »{

FIGURE 1.1 — Schéma de principe des convertisseurs DC-DC

allons dans un premier temps faire la description du convertisseur Buck seul (m = 1)

avant de faire la généralisation pour le cas ou m > 1.

Convertisseur Buck seul

Le schéma électrique du convertisseur Buck est représenté sur la figure 1.2. Il est

constitué de quatre principaux composants : un interrupteur commandé S constitué d’un

transistor, une diode D, une bobine L et un condensateur de filtrage Cy. La charge résistive

est représentée par R et E désigne 'amplitude de la tension d’entrée. Le courant dans la

bobine et la tension aux bornes de la charge sont respectivement i(t) et v(t).

S L

[N YY)

N A

NONRVN.

R|v(t)

FIGURE 1.2 — Schéma électrique du convertisseur Buck

La variable u(t) représente la commande de U'interrupteur S et ne pourra prendre

que deux valeurs : 0 ou 1.

» Lorsque u(t) = 1, le transistor S est passant et entraine naturellement le blocage de

la diode D. Durant cette phase, la charge est directement alimentée par la source de

tension continue entrainant une augmentation progressive du courant i(t), et donc

de I'énergie emmagasinée dans la bobine L ;

o Lorsque u(t) = 0, le transistor S est bloqué et la diode D est passante. Durant

cette séquence, la bobine L va restituer ’énergie emmagasinée lors de la premiere

phase de fonctionnement a la charge, entrainant ainsi une baisse progressive du

courant i(t). Ici, deux cas de figure peuvent se présenter dépendant de l'inductance

de la bobine : si la bobine a emmagasiné suffisamment d’énergie alors on sera en

conduction continue, c’est-a-dire que le courant n’aura pas le temps de s’annuler

pendant une période de commutation (voir figure 1.3.a); a l'inverse on sera en
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conduction discontinue lorsque le courant s’annule avant la fin de la période de
commutation (voir figure 1.3.b).

A

b

FIGURE 1.3 — Chronogrammes de la commande et du courant pour le cas continu (a) et
le cas discontinu (b)

Pour notre étude, nous allons supposer que 'inductance de la bobine est assez grande
de sorte a toujours rester en conduction continue.

En suivant la méthodologie proposée dans [ , Section 2.2.11], le convertisseur
Buck peut étre représenté comme sur la figure 1.4 avec les parametres suivants :
e R, est la résistance du transistor S a 1’état passant ;
e Rp est la résistance de la diode D a l’état passant ;
o Vr est la valeur de la tension seuil de la diode;
» R¢ est la résistance équivalente série du condensateur C';

o Ry est la résistance équivalente série de la bobine L.

u, Ry Ry, L i)
:’17 Re
1D o
. R|v()

Co

1

FI1GURE 1.4 — Représentation du convertisseur Buck avec les résistances parasites

\ o>

Dans ce chapitre, nous omettrons la dépendance des variables par rapport au temps
afin d’alléger 1’écriture des équations. Pour chaque position de l'interrupteur S, il est
possible, en utilisant les lois de Kirchoff, de déterminer les équations caractérisant le

fonctionnement du systeme. Elles s’écrivent comme suit :

{ LY = —v— Ryi+ (E = Ryi)u — (Ve + Rpi)(1 —u), u € {0,1}, (1.1)

Co(R+ Rc)St — CoRRcS: = Ri —v.
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Convertisseurs en parallele

A présent, on considére le systéme constitué d’un nombre m de ces convertisseurs mis
en parallele et représenté sur la figure 1.5. Ces convertisseurs (qui peuvent étre hétérogenes
c’est-a-dire que les bobines, diodes et transistors sont différents d’une branche a l'autre)
sont connectés sur un bus de tension continue sur lequel est également raccordée une
charge résistive R via le condensateur Cj et sa résistance équivalente série R¢. Le j—eéme
convertisseur avec j € Z,, est alimenté par une source de tension continue d’amplitude
E; € Ry et sa variable de commande est notée u;. Il est aussi composé d'une bobine
d’inductance L; € R, et de sa résistance équivalente série Ry, ; dans laquelle circule le
courant ;, des résistances parasites du transistor S; et de la diode D; notées respectivement
R, ; et Rp; et de la tension seuil Vp ; de la diode D;. La somme de tous les courants o,
qui alimente la charge continue dont la tension de sortie est représentée par la variable v,

est notée par :

R>o:=) i (1.2)
j=1
BUS DC

ur , ; L O’Sf)
[ iy B
c
Vi1
o <::> l R [u(t)
Rpq

SORAS
Rp,,

Convertisseur Buck m

M

FIGURE 1.5 — Représentation de m convertisseurs Buck en parallele avec les résistances
parasites

De méme que pour un seul convertisseur Buck, il est possible, en utilisant les lois de

Kirchoff, de représenter les dynamiques du systéme. Ces dernieres sont, par conséquent,
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données par les équations suivantes :

) di; . . .
Vj € Ln, Ljd*tj = —v — Rpjij + (Ej — Ry jij)u; — (Vij + Rp i) (1 — uy), u; € {0, 1},
(1.3a)
dv do

C()(R + RC)E — CORRCE = Ro —w. (13b)

Notons que pour m = 1, on retrouve bien les équations données dans (1.1).

Objectifs de commande

L’objectif principal de la commande pour le systeme constitué de m convertisseurs
Buck en parallele est la régulation de la tension de sortie v vers une référence fixe Vit
définie telle que :

0 < Vier < min Ej. (1.4)

J€Im
Observons que pour le cas ot m > 1, cet objectif fixe la valeur du courant de la charge o
en régime permanent tandis que la distribution du courant entre les convertisseurs reste
libre. La stratégie la plus répandue afin de tenir compte de ce degré de liberté est de
répartir de maniere uniforme les courants dans les convertisseurs (| |). Cette stratégie
sera appliquée dans notre étude. En général, la charge R est un parametre incertain, c’est
pourquoi nous allons nous intéresser au cas ou sa valeur est inconnue mais appartient a

un ensemble borné connu :

R € [Ruin; Ruax] C Rso. (1.5)

Le probleme considéré peut étre énoncé comme suit :
Probléme 1.1.1. Garantir (i) une régulation robuste de la tension de sortie vers une réfé-
rence Vi vérifiant (1.4) et (ii) une distribution uniforme du courant entre les convertisseurs
en régime permanent pour toute valeur de charge R vérifiant (1.5). .

Dans ce cas, le vecteur de sorties controlées y du systéme et sa référence associée

Yref S'€crivent :
. . . . . . T m
Y= |ip — 1y Go—13 ... o1 —Im v} e R™, (1.6a)
Yret 1= [O], 1 Vieg| €R™ (1.6b)

Afin de résoudre le probleme 1.1.1, on distingue principalement deux modeles de commande
utilisés dans la littérature. Nous allons, a la suite de cette section, exposer le principe de

ces deux approches mais aussi indiquer les points positifs et négatifs de chacune d’elles.
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1.1.2 Modeéles de commande

Dans cette partie, nous allons présenter les deux principaux modeles de commande
utilisés dans la littérature afin de synthétiser des lois de commande stabilisantes pour les
convertisseurs de puissance DC-DC. Dues aux faibles valeurs des résistances parasites que
présentent les composants électroniques du convertisseur, ces dernieres (Rs, Rp, Rr, Rc)
sont le plus souvent négligées dans le modele de commande.

Modéle a relais

Comme souligné dans l'introduction, 'interaction existante entre les dynamiques
continues, telles que les courants et la tension d’une part, et les dynamiques discretes, en
Ioccurrence les commandes des interrupteurs, fait que les convertisseurs appartiennent a
la classe des systemes dynamiques hybrides. Le modele présenté ici permet de prendre en
compte explicitement le caractere hybride du systeme dans la synthese de commande. En
négligeant les résistances parasites R, Rp, Rp et Ro dans le systeme d’équations (1.3) et
en considérant (1.6), la représentation d’état du systeme est alors donnée par :

= A B
{a: T + bu, (1.7)

y = Cu,

ou

e z € R"avec n = m + 1 est le vecteur d’état qui regroupe les courants dans les m

branches des convertisseurs et la tension de sortie. En notant i := [iy, ..., 0,]T, le

x = [:J] : (1.8)

e u € R™ le vecteur de commande qui regroupe les commandes de tous les convertis-

vecteur x est défini par :

seurs. Il est défini par :
Uy

wi=|:|. (1.9)

Il prend ses valeurs dans I’ensemble ¢/ défini par :

U = {0,1}"; (1.10)

o FceR™et L € R™ les vecteurs regroupant respectivement les valeurs des sources
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de tension et des bobines présentes dans les différents convertisseurs :

Ey Ly
, L= " 1; (1.11)

o A€ R™" est la matrice d’état définie par :

Opxm —diag{L}'1,,
A= ilT 1 ) (1.12a)
Co ™ RCy
ou l'opérateur "diag" permet de construire une matrice diagonale a partir des éléments
du vecteur en argument ;

o B € R™™ est la matrice d’entrée qui s’écrit :

diag{ L} 'diag{E
p . |Yas{l} diag{E}) (1.12b)
07,
o (' € RP*™ est la matrice de sortie définie par :
T o
C .= { ] , (1.12¢)
0 1
oum = p et I' s’écrit
I -1 OT -1 —
r T - e RO, 1.12d
[0%-1] [Iml .

Modéle moyen

Contrairement au modele a relais, le modeéle présenté ici a été mis en ceuvre afin de
s’affranchir du caractere hybride des convertisseurs. Dans le domaine de ’électronique de
puissance, | ] est considérée comme une publication majeure s’appuyant sur cette
technique. La validité de ce modele requiert d’avoir une période de commutation de la
commande tres élevée par rapport aux dynamiques du systéme.

Dans | ], les auteurs montrent que le modele moyen d’un convertisseur Buck
seul (m = 1) est donné par :

Tmoy = ATmoy + Blmoy, (1.13)
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avec
i 0 - £
Im0y3:{moy7/4: 1 {J , B=1|L
Umoy _ - 0
Co RCy
Les matrices A et B sont obtenues en posant m = 1 dans (1.12) et la commande
Umoy € [0, 1] est définie comme suit :
1 4T
Umoy = T/ u(r)dr, (1.14)
t

ou T est une période de commutation constante.

1.1.3 Discussion sur I’implémentation de la commande pour les

deux approches de modélisation
Problématique

Généralement, la synthese de la commande pour ces deux approches de modélisation
se base sur une disponibilité a la mesure de I'état du systeme, a savoir, pour le cas étudié
ici, la disponibilité des courants et de la tension. Cependant, en pratique, il est important
de prendre en considération les instants de commutation de la commande lors des mesures
de ces grandeurs électriques. En effet, la commutation de la commande entraine une
ouverture brusque de l'interrupteur commandé. Deés lors, on assiste a des phénomenes
transitoires entralnant des pics sur le courant dans la bobine. Afin d’illustrer ce dernier
point, nous avons appliqué a un convertisseur Buck une commande en boucle ouverte
avec une fréquence de commutation constante de 20kHz et une valeur moyenne égale a
0.5. Les valeurs numériques des parametres du convertisseur sont données comme suit :
E =24V L =1.3mH et Cy = 40uF. Les chronogrammes obtenus sont représentés sur la
figure 1.6 ou 'on remarque bien I'apparition de ces phénomenes transitoires sur le courant
aux instants de commutation de la commande. Il est donc nécessaire d’éviter la prise de

mesures des variables d’état & ces instants.

Cas du modele moyen

Cette approche fournit une solution pratique a ce probleme en faisant appel a la
technique de la Modulation a Largeur d’Impulsion (MLI) dont le mode de fonctionnement
est illustré sur la figure 1.7.

Elle permet de générer le signal de commande u(t) de l'interrupteur, obtenu en
comparant un signal de référence d(t), nommé rapport cyclique, & une porteuse représentée

généralement par un signal triangulaire (p(t)) avec une période fixe notée Ty. Cette
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I

courant ¢ (A)
N

o

1 T T T ]
~—

|
S05¢

W

S
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0 0.5 1 15 2

temps (s) %107

FIGURE 1.6 — Phénomenes transitoires du courant lors des changements d’état de la
commande

u(t
0 (t) .

TON

FIGURE 1.7 — Schéma illustratif du fonctionnement de la MLI centrée (le signal d(t) est
quantifié)

période représente la période de commutation de l'interrupteur. En notant Ty le temps

pendant lequel © = 1, le rapport cyclique d sur une période est donné par la relation
suivante :
J Ton

(1.15)

TMLI

Notons que, par définition, d € [0, 1]. I correspond en fait & la variable o, définie dans
(1.14) en posant T' = Ty1.
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Des lors, en maintenant une fréquence de commutation constante, il est possible
d’assurer une synchronisation des mesures par rapport aux instants de commutation de
la commande. Cette solution est illustrée par la figure 1.8 ou la mesure est effectuée a
chaque fois que la porteuse p(t) passe a 0. Cela permet ainsi d’éviter la prise de mesures
lorsque la commande change d’état.

—u
A
- 7N 2 //\\
// h 7 \\ 4 N
AN
\\ // \\ // N //
> > >t
; Tt
A
\ f /( o

Mesures CAN

FIGURE 1.8 — Stratégie de prise de mesures pour I'approche de la MLI

Cette technique est directement intégrée dans la plupart des processeurs existants
dans le marché : ils disposent intrinsequement de périphériques d’interfaces comme les
générateurs de MLI pour la commande des transistors et de convertisseurs analogique-
numérique (CAN) qui sont synchronisés avec les générateurs de la MLI. Ce qui facilite
considérablement la mise en ceuvre des lois de commande avec cette approche. La période
d’échantillonnage du CAN est le plus souvent égale a la période de la MLI. Le choix
de cette période dépend des amplitudes des ondulations de courant désirées en régime
permanent. En effet ces derniéres, pour le cas du convertisseur Buck (sans les résistances
parasites), sont données par la relation suivante | , Chap. 3, p. 84] :

d(l — d)ETMLI

A = 1.16
i Do, (116

avec d donné dans (1.15). Ainsi, pour des parametres physiques de convertisseur fixés, on
remarque que plus la période Ty est petite, plus les ondulations de courant seront petites.
Cependant, en pratique, le signal de porteuse p(t) est souvent généré numériquement, ce
qui requiert un processeur tres rapide pour assurer la précision des impulsions générées. En
effet, I'implémentation de la porteuse dépend en fait de la période de I'horloge du processeur
noté Ty. En guise d’illustration, on représente sur la figure 1.9 les chronogrammes de
I’horloge du processeur et du signal numérique de la porteuse associée a une période Ty ;.
Dans ce cas, il est notable que plus Ty est petite et plus le nombre de périodes Ty

nécessaire a son implémentation sera petite. Deés lors, la conversion du rapport cyclique
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Porteuse

p(t)
I_I_I_I_LLI_| () I_I_IJ

k

~
Ay
.

.

Commangle Thawr

i

u(t)

t

F1GURE 1.9 — Chronogrammes de 1’horloge du processeur et du signal numérique de la
porteuse de la MLI

en signal en créneaux se fait avec une perte d’informations d’autant plus grande que la
période Ty est proche de Ty. Dit autrement, le rapport cyclique d défini dans (1.15) est
quantifié. Il s’agira donc de trouver un compromis entre les ondulations de courants en

régime permanent d’une part et la précision de la modulation d’autre part.

Pour un algorithme de commande qui fait varier le rapport cyclique d, I'idéal serait
d’implémenter cet algorithme en synchronisant avec la période Ty de sorte a actualiser
la commande a chaque période de commutation. Dans le cas ou Ty est faible, il est
possible que la période ne soit pas suffisante pour exécuter I’ensemble de ’algorithme.
Dans ce cas, il est possible de choisir une période T plus grande que Ty de telle sorte a

garantir la relation suivante :

T, = kTMLh k € N*. (117)

Ty est fixée en fonction des ondulations de courant recherchées tout en prenant en
compte la période de I’horloge Ty comme discuté précédemment et le parametre k choisi
en fonction du temps nécessaire pour le processeur a dérouler 'algorithme de commande.

Un schéma de principe de I'implémentation de la commande est représenté par la
figure 1.10.

La figure 1.11 représente un récapitulatif de la discussion menée précédemment :
la dynamique la plus rapide est représentée par I'horloge du processeur, suivie par le

générateur de MLI et enfin arrive le temps d’actualisation de la commande.

Cas du modeéle a relais

Concernant 'approche a relais, la mise en ceuvre pratique des lois de commande

présente plus de difficultés. D’une part, parce que les fréquences de commutation de
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Processus réel
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47
MLI d(t) | Commande

Trigger

Commande numérique

FIGURE 1.10 — Schéma de principe de 'implémentation de la commande pour ’approche
MLI

1 1 1 ,
T, Tarir Tn Fréquence
Horloge
MLI
Commande

FIGURE 1.11 — Illustration de la paramétrisation de T et de Ty

la commande sont variables, notamment pour le régime transitoire. Un exemple de
chronogrammes de la commande et du courant que ’on peut avoir sur un convertisseur
Buck seul est représenté sur la figure 1.12. Dans ce cas, développer une stratégie qui

permet d’éviter la prise de mesure lors des instants de commutation n’est pas triviale.

De plus, 'implémentation de la commande requiert une rapidité de calcul assez
importante afin d’obtenir de bonnes performances du systeme. Afin d’illustrer ce dernier
point, on représente le schéma de principe de la mise en ceuvre de la loi de commande sur
la figure 1.13. Contrairement a I'approche MLI o il est possible d’avoir des changements
d’état de I'interrupteur pendant la période Ty, ici il est impossible, pour la commande,

de changer d’état pendant une durée Ty, car les périphériques d’interfaces (CAN et

17/128



Chapitre 1. Notions introductives

\ /\ I e e I ey

FiGURE 1.12 — Exemple de chronogrammes de la commande et du courant obtenus avec
I’approche a relais

CNA) doivent étre cadencés a la période du processeur qui est Ts. Quelles sont alors les
conséquences de cette remarque sur les performances du systeme ? Afin de répondre a cette
question, nous allons faire une analyse du convertisseur Buck seul en régime permanent
en comparant avec I’approche MLI. Pour un point d’équilibre donné, les deux approches
donnent une valeur moyenne identique de la commande notée d* en régime permanent.
Choisissons d* = 0.5 et tragons les chronogrammes du courant et de la commande avec la
méme période d’échantillonnage T pour les deux approches. De plus, nous fixons k£ = 2
dans la relation (1.17) pour I'approche MLI. Les résultats obtenus sont donnés par la
figure 1.14. Pour I'approche a relais, le pas de variation minimale pour un changement
d’état de la commande étant égal a T, on aura alors besoin de 2 périodes T afin de
représenter d* = 0.5, la ou 'approche MLI pourra le réaliser en une période de temps
égale a Tyyrr. Par conséquent, pour la méme période Ty, I'approche MLI présente des
ondulations de courant qui sont 4 fois inférieures a celles obtenues avec ’approche a relais

di au fait qu’elle présente des commutations de la commande qui sont plus fréquentes.

Processus réel

1 T, |
| |
1 CONA Commande CAN |
‘ [
LT } i
| Trigger |

Commande numérique

FIGURE 1.13 — Schéma de principe de 'implémentation de la commande pour 'approche
a relais
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1.1. Modélisation des convertisseurs

Notons que pour obtenir les mémes amplitudes de courant dans cet exemple, il
faut choisir une période d’échantillonnage Ty égale a Ty1/2 pour la commande & relais.
De plus, on remarque que plus la valeur de d* est proche de 0 ou de 1 et plus la valeur
de T, a choisir sera petite. Ce qui requiert de disposer de processeurs possédant des
fréquences d’horloge tres élevées de sorte a pouvoir effectuer des calculs tres rapidement.
Ces différentes difficultés d’implémentation font que peu de travaux existent dans la

littérature sur I'implémentation pratique de la commande a relais.

Uy

T, 2T 3T,
Approche a relais

ANl —— [l T [ = — [

+—>

T T, 2T 3T
Approche MLI

FiGURE 1.14 — Chronogrammes du courant et de la commande pour 'approche a relais
et 'approche MLI

1.1.4 Avantages et inconvénients des deux approches de modé-

lisation
Cas du modele moyen

Dans la littérature, le modele moyen est le plus utilisé dans le domaine de ’électro-
nique de puissance. En effet, en maintenant une fréquence de commutation constante des
interrupteurs, il facilite la synthese des lois de commande en considérant que des variables
continues (caractere hybride non pris en compte). La variable de commande correspond
en fait au rapport cyclique qui sera par la suite transformé en signaux en créneaux grace
a la technique de la MLI afin de pouvoir commander les interrupteurs. La mise en ceuvre
pratique (dimensionnement de filtres, mesure des grandeurs électriques,...) est également
simplifiée.

Cependant, comme précisé dans les paragraphes précédents, la validité du modele re-

quiert une période de commutation Ty des interrupteurs tres petite face aux dynamiques
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du systeme. Ce qui aura pour conséquence de limiter les performances du controleur

concernant, par exemple, la dynamique de rejet de perturbation.

De plus, notons que ce modele présente également une difficulté sur la quantification

de la précision de 'approximation de maniere générale.

Cas du modeéle a relais

Ce modele n’est basé sur aucune approximation temporelle et prend en compte de
maniere explicite le caractere hybride du systéme. La synthese de commande permet de
fournir directement la commande des interrupteurs c’est-a-dire une succession de valeurs
discretes 0 ou 1 a des fréquences variables dépendant de 1’état du systeme. Cependant,
il existe peu de travaux sur sa mise en ceuvre pratique dans la littérature. Ceci est di

principalement a deux raisons :

o D’abord, d'un point de vue théorique, la plupart des travaux existant dans la
littérature ne prennent pas en compte les incertitudes du modele dans la synthese

de la commande stabilisante. Ce qui n’est pas représentatif du cas pratique;

o D’autre part, comme montré dans les paragraphes précédents, la mise en ceuvre
pratique de la commande est relativement complexe due aux fréquences de commu-
tations variables de la commande (ce qui complique la synchronisation des instants
de mesure) et au fait qu’elle requiert une grande rapidité de calcul afin d’obtenir de
bonnes performances pour le systéme.

Etant donné que le probléeme 1.1.1 est largement étudié dans la littérature en
utilisant I’approche MLI (voir par exemple | 150 15[ | et les références
qu’ils contiennent), nous nous intéresserons plus particulierement a la résolution de ce
probleme en utilisant le modele a relais. Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter
un état de I'art sur la stabilisation robuste des systémes a relais afin de bien situer nos

contributions sur ce sujet par rapport a la littérature.

1.2 Stabilisation des systémes a relais

Nous avons vu dans la section précédente, que les convertisseurs de puissance DC-DC

Buck appartenaient a la classe des systemes a relais définis comme suit :

(1.18)

& = Az + Bu,
y = Cu,

ou x € R" est le vecteur d’état, y € RP représente la sortie controlée et u € R™ est
le vecteur de commande qui ne pourra prendre que des valeurs dans ’ensemble discret
U = {ul ul?, . ul™} avec N un entier strictement positif. L’étude de ces systémes a

attiré beaucoup d’attention de la part de la communauté scientifique durant ces dernieres
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années. En effet, ils peuvent étre utilisés pour décrire une large gamme de systemes

physiques | I | 5 [Yu06].

D’un point de vue théorique, les systémes a relais peuvent étre percus comme étant
une classe particuliere des systémes dynamiques hybrides | 15 [ 15 [ | et
particulierement des systémes affines a commutation | 151 ]. Ces derniers sont

des systemes composés d'un entier N > 0 de sous-systémes et d'une variable discrete qui
détermine a chaque instant lequel de ces sous-systemes est actif | ]. De maniere

générale, ils s’écrivent comme suit :
Zt:AjZE—f—bj, j EIN. (]_]_9)
Le passage de (1.18) a (1.19) se fait de maniere triviale en posant :

Aj = A,
b; == Bul, j € Iy.

Bien que la synthese de commande pour ce type de systeme soit largement étudiée dans

la littérature, plusieurs problemes restent toujours sans solution.

Un probléeme majeur concernant ces systemes est la recherche de criteres de stabilité
et particulierement ceux consacrés a la robustesse vis-a-vis des incertitudes du modele.
Avant d’exposer les travaux existant dans la littérature sur ce sujet, nous allons d’abord

rappeler quelques concepts fondamentaux de la théorie de la stabilité.

1.2.1 Etat de Part sur la stabilisation des systémes a relais
Cas général

Considérons le systeme a relais défini dans (1.18) et posons f(z) = Az + Bu. Notons
que ce systeme est modélisé par une équation différentielle avec un champ de vecteurs
discontinu. Il est donc nécessaire d’étendre la notion de solutions dans ce cas (voir | ]
pour un tutoriel sur les concepts de solutions et de point d’équilibre). Parmi les formalismes
développés dans ce sens, celui de Filippov est bien adapté aux systemes que nous étudions
(voir Annexe A sur le concept des solutions de Fillipov). En effet, il permet de prendre en
compte plusieurs phénomenes relativement complexes qui peuvent survenir tels que : les

modes glissants ou le comportement Zeno (| 151 151 1.

Des lors, on associe a I’équation différentielle (1.18) l'inclusion différentielle suivante :
& € Fr(x), (1.20)

avec F¢(z) défini comme dans (A.4).
Définition 1.2.1 (] ]). Le point z* est un équilibre de (1.20) si 0 € Fy(x*). o
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Dans la littérature, plusieurs travaux sur la synthése de commande stabilisante se
basent sur ’hypothese que ce point d’équilibre est parfaitement connu. Un état de I'art
assez exhaustif sur ce sujet, concernant les systemes affines a commutation, peut étre
trouvé dans | , Chapitre 1]. La plupart des théories exposées se basent sur I'approche
‘min-switching’ qui consiste a choisir la commande qui minimise la dérivée d’une fonction
de Lyapunov V' sélectionnée au préalable. De plus, les conditions conduisant a la stabilité

en boucle fermée peuvent principalement étre classées en trois catégories :

 Condition 1 : existence d’'une combinaison convexe Hurwitz des matrices A;, (j € Zy)
des sous-systemes | 15 1 E

o Condition 2 : existence d'une fonction de Lyapunov quadratique commune a tous

les sous-systeémes en boucle ouverte | 51 51 B

« Condition 3 : existence d'une commande stabilisante continue | 151 B
[ I [ J

Remarquons que pour les cas des systemes a relais, qui est I’'objet de notre étude,
ou toutes les matrices d’état des sous-systemes sont identiques A; = A, (j € Zy), les
Condition 1 et Condition 2 sont équivalentes et se résument a supposer que la matrice A
est Hurwitz. De maniere générale, la commande stabilisante par retour d’état appliquée

au systeéme a relais s’écrit :

u(z) = argmin{gv(x—x*)Bv}. (1.21)

veU X

Prise en compte des incertitudes

Dans la pratique, la présence de phénomenes non modélisés se traduit par des
incertitudes du modele. Dans le cas général, le point d’équilibre x* est inconnu a priori. La
commande (1.21) n’est alors pas applicable et ne permet donc pas la régulation robuste
de la sortie vers une référence fixée.

La prise en compte des incertitudes est généralement traitée en considérant une

approche robuste de régulation de sortie. Ce type d’approche consiste a

(i) ajouter un modele interne au systeme | |. Ce qui aboutit a la construction d'un
modele augmenté ;

(ii) concevoir un stabilisateur robuste pour le modele augmenté.

Ici 'approche doit étre appliquée dans un contexte hybride. Cependant, rappelons que
lorsque le vecteur de référence est constant, le modele interne correspond a un intégrateur
(voir par exemple | | pour une application aux convertisseurs de puissance DC-DC
avec 1'approche MLI). Dans ce cas, 'association du systéme a son modeéle interne meéne a
un modele augmenté pour lequel la matrice d’état A posséde au moins une valeur propre

a zéro introduit par 'action intégrale. Ce qui rend difficile la synthése de commande
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basée sur les Condition 1 et Condition 2. En effet ces dernieres partent du principe que la

matrice d’état du systeme en boucle ouverte est Hurwitz.

Dans la littérature, on trouve différentes approches pour réguler la sortie en tenant
compte des incertitudes paramétriques. Certaines utilisent une action intégrale et d’autres
non. Nous proposons ici de les détailler. Parmi les approches retenues, certaines ont été
développées pour le cas spécifique des convertisseurs de puissance, alors que d’autres, sont

dédiées aux systemes affines commutés de maniere générale.

Commande basée sur ’ajout d’un filtre : afin de contourner la problématique posée
par I’ajout d’une action intégrale rendant la matrice d’état A non Hurwitz, les auteurs de
[ 15[ ] ont proposé de remplacer le modele interne (action intégrale) par le
filtrage d’une ou de plusieurs variables d’état du systéme. L’ajout de ce filtre (stable) a
pour but de compenser les perturbations qui peuvent survenir sur la (ou les) sortie(s) a
contrdler dues par exemple aux incertitudes paramétriques liées au systeme. Il permet
de conserver une matrice d’état Hurwitz. Les approches proposées sont dédiées a des

convertisseurs en particulier.

Dans | ], les auteurs s’intéressent aux convertisseurs DC-DC classiques : Buck,
Boost, et Buck-Boost avec comme objectif de garantir une régulation de leur tension de
sortie vers une référence fixe. Les preuves de stabilité se basent sur 1'utilisation d’une
fonction de Lyapunov quadratique :

V.:R" — R+
r— x"Px, PeS. (1.22)

En guise d’illustration, nous allons prendre I'exemple du convertisseur Buck simple (m = 1).
L’idée, ici, est d’ajouter une nouvelle variable d’état notée 1 dans la synthese du correcteur,
obtenue en filtrant le courant dans 'inductance. Elle est donc définie comme suit :
di
RCy— = —1+1.

O dt
Ceci a pour but d’estimer la valeur du courant ¢ a I’équilibre. Dans ce cas, le nouveau
vecteur d’état devient ¢ = [i v 1|7 et la représentation d’état du modele associé s’écrit :

{ ¢ = AC + Bu, u € {0,1}, (1.23)

y = CC,
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avec
i ) i
e
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I 0
RCYy RC |

En imposant une contrainte linéaire sur la détermination de la matrice P de (1.22), les
auteurs présentent une loi de commande qui dépend uniquement d’une partie du vecteur
d’équilibre (ici la tension de référence). On aboutit au théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1 (] ]). Considérons le systeme (1.23) et * = [z* Viet z'*r un
équilibre au sens de Fillipov de (1.23) associé a la tension de référence Vier. S’il existe une
matrice P € S et une matrice W € R4 telles que

ATP+ PA+Q =0, (1.24a)
JP[A Bull =W, VieI, (1.24b)

avec Q =CT7C, J=[101], u =0 et ul¥ =1, alors la loi de commutation

u(¢) € argmin ((1 — 1)a + (v — Vier)b) v, (1.25)

veU

ot a = (PB); et b= (PB)3 rend tout point (& défini tel que
. I : T
QZPUmfmff+4 (1.26)

globalement asymptotiquement stable avec o € R. De plus 'inégalité (1.27) est vérifiée

pour toute condition initiale (; € R3.

Am@_vﬁf<(®—gﬁP@r%®' (1.27)

Observons que par définition, au point (¥, 'égalité v = Vi est vérifiée (voir (1.26)).
Cependant, le stabilisateur proposé ici n’est pas robuste car sa synthese se base sur
une connaissance parfaite des matrices A et B du systeéme (voir (1.24)). Ce qui le rend
inapplicable en pratique.

Dans | |, les auteurs s’intéressent au cas de I’onduleur Boost avec comme objectif
d’assurer un bon suivi de trajectoire de la tension de sortie. Comme précédemment, la
stratégie repose sur I’ajout d’une nouvelle variable d’état qui est ici obtenue en filtrant la
sortie a controler. Ceci dans le but de corriger, a chaque instant, le point d’équilibre a
atteindre. Dans ce cas, les auteurs parviennent a assurer une convergence asymptotique

des trajectoires du systeme vers un ensemble contenant le point d’équilibre désiré. En
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d’autres termes, I’approche proposée ici ne permet pas de garantir une erreur nulle sur le

suivi de trajectoire de la tension face aux incertitudes du modele.

Commande adaptative : Une autre approche présentée afin de contourner la problé-
matique de I'ajout du modele interne au systeéme est basée sur 'utilisation de la commande
adaptative. L’idée consiste a ajuster a chaque instant les gains du controleur afin d’assurer
une régulation robuste du vecteur a contréler. Cet ajustement repose sur ’estimation en
ligne d’un nombre fini de parametres inconnus ou incertains du systeme. Ce qui permet

d’actualiser en temps réel le point d’équilibre a atteindre.

Une application de cette méthodologie sur le convertisseur DC-DC Boost est présentée
dans | | ot Pobjectif est de garantir une régulation robuste de la tension de sortie
lorsque la charge est inconnue mais appartenant a un ensemble borné et connu. Avec
I’estimation en temps réel de la charge, les auteurs parviennent a concevoir une commande
stabilisante répondant a cette problématique. La stabilité obtenue ici est locale et sa
preuve se base sur la condition 2.

D’autre part, les résultats présentés dans | | sont plus généraux que ceux
présentés dans 'article précédent car ils sont dédiés aux systemes appartenant a la classe
des systémes affines a commutation. Dans ce cas, en utilisant la méme stratégie, les
auteurs parviennent a garantir une stabilité globale. Les preuves de stabilité se basent en
particulier sur la condition 1. Cependant pour cette approche, la robustesse n’est assurée
que face a un ensemble de parametres prédéfini par 1'utilisateur. Autrement dit, ’approche
ne permet pas de prendre en compte des phénoménes non modélisés dans le modele de
commande et qui peuvent survenir en pratique, ce que permet ’approche par modele
interne | |. Ceci constitue donc un obstacle dans son utilisation en pratique.

Commande basée sur ’ajout d’une action intégrale La commande basée sur le
filtre ne permet pas d’assurer une précision absolue et la commande adaptative n’est valable
que face a un ensemble de parametres considéré. Dans cette partie, une méthodologie
existante et plus générale qui permet d’assurer une erreur statique nulle sur la (ou les)
sortie(s) a réguler est présentée.

Au meilleur de notre connaissance, | | est le premier article qui propose 'ajout
d’une action intégrale afin de prendre en compte les incertitudes paramétriques dans un
contexte hybride.

Considérons le systeme défini dans (1.18). Une nouvelle variable d’état est ajoutée
dans la synthese du correcteur. Celle-ci, notée z, vérifie z = [(y — yref). En posant
¢ = [IT ZT}T le modele augmenté de (1.18) s’écrit :
éI%C+Bu+h, (1.28)

y = C¢,
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avec

B
0,

LC=[C 0, (1.29)

0,
h=
Yref

Remarquons qu’a cause de I'ajout de I'action intégrale, la matrice d’état A n’est pas
Hurwitz (voir (1.29)). Cependant, les auteurs dans | ] proposent une syntheése d’une
loi de commande stabilisante pour le systeme (1.28) sous la condition que la matrice A
soit Hurwitz cette fois-ci. En notant ¢(* un point d’équilibre de Filippov de (1.28), la loi
de commande s’écrit

u(¢) = argmin(¢ — ¢*)TPBuv. (1.30)

veld
Cependant, la synthese de cette commande ne prend pas en compte de maniere explicite les
incertitudes du modele puisque le stabilisateur est congu sur le modele nominal. Autrement
dit, la robustesse du stabilisateur n’est garantie que localement et non pas régionalement.
En supposant que la différence entre les normes des champs du modele et du procédé
réel sont majorées par un certain réel positif ¢, ils énoncent que, le procédé réel, sous la
loi de commande (1.30), admet un équilibre et en ce point 1’égalité y = y,cr est vérifiée
([ , Proposition 2]). Bien qu'une stabilité globale soit démontrée ici, le domaine de

stabilité dans ’espace paramétrique n’est, cependant, pas explicitement défini.

1.2.2 Commentaires sur 1’état de ’art

Le passage en revue des travaux relatifs a la synthese des commandes robustes pour
des systemes a relais effectué précédemment permet de mettre en exergue une lacune dans
les approches exposées dans la littérature. En effet, a notre connaissance, aucune de ces
approches n’est capable de traiter le cas ou la matrice d’état est incertaine et non Hurwitz,
ce qui est le cas du systéme présenté dans la section 1 pour m > 1 (voir (1.12a)). Ceci
interdit, en outre, la mise en ceuvre de la méthodologie de régulation robuste de sortie
énoncée précédemment. Notre principal objectif sera des lors dédié a la résolution de ce
probleme et sera traité dans le chapitre suivant.

Notons néanmoins qu’il existe d’autres approches alternatives présentes dans la
littérature et qui s’intéressent au méme probleme de stabilisation. En effet, les commandes
a relais sont implicitement liés aux commandes par modes glissants largement étudiées
dans la littérature | 15[ ]. Un état de l'art assez exhaustif sur son application
aux convertisseurs de puissance DC-DC peut étre trouvé dans | |. Concernant la
robustesse par rapport aux incertitudes paramétriques, on peut citer les travaux présentés
dans | ] qui s’intéressent au méme probléme que présenté dans la section précédente
(voir le probleme 1.1.1). La solution proposée dans cet article se base sur l'utilisation
d’une action intégrale comme présentée précédemment. Cependant la principale différence
de ces approches par rapport a celles orientées vers les systemes affines a commutation est

le fait que ces derniéres présentent une méthode constructive, le plus souvent basée sur les
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Inégalités Matricielles linéaires (ou Linear Matrix Inequalities (LMI) en anglais), afin de
faire la synthese des gains du controleur. Ce qui constitue un avantage non négligeable de
cette approche par rapport a ’approche des modes glissants. C’est la raison pour laquelle
nous nous intéresserons plus particulierement, dans le cadre de cette these, aux approches
orientées vers les systemes affines a commutation.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la problématique de commande
d’un systeme composé d'un entier positif m de convertisseurs DC-DC mis en parallele et
alimentant une méme charge résistive dont la valeur est inconnue. Pour ce systéme, nous
avons vu qu’il existait principalement deux méthodes permettant de faire sa modélisation
en vue de concevoir une commande stabilisante : la premiere qui tient compte explicitement
de son caractére hybride (systémes a relais) et la deuxieme qui, grace a la technique
de la moyennisation, permet d’obtenir un modele approximatif composé uniquement de
variables continues. Cependant, pour la deuxiéme, nous avons constaté qu’il était difficile

de quantifier les précisions de 'approximation de ce modele.

Nous nous sommes, des lors, attardés sur la présentation des différentes conditions
et problématiques de stabilisation des systemes a relais, sujets a la présence d’incertitudes
paramétriques. Principalement, les preuves de stabilité présentes dans la littérature se
basent sur I’hypothese selon laquelle la matrice d’état est Hurwitz. Par ailleurs, a notre
connaissance, aucune approche n’est capable de traiter le cas ou la matrice d’état est
incertaine et non Hurwitz. Ce qui est le cas du systéme considéré ici lorsque m > 1.

Nous allons nous intéresser dans le chapitre suivant a la résolution de cette problé-
matique. Ce qui nous permettra par la suite d’établir un cadre de comparaison pratique

entre cette méthode de synthese et celle basée sur le modele continu.
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons cherché a exposer les limites des théories
développées dans la littérature concernant la synthése de commande robuste pour les
systemes affines a commutation incertains en général et en particulier pour les systeémes a
relais incertains. A notre connaissance, aucune de ces approches n’est capable de traiter
le cas des systemes qui présentent une matrice d’état en boucle ouverte incertaine et non
Hurwitz comme c’est le cas des convertisseurs Buck en parallele présentés dans le chapitre
précédent.

Le présent chapitre s’intéresse a la résolution de cette problématique et présente donc
I'une des contributions majeures de cette theése. La procédure de syntheése présentée dans
cette partie se base sur la théorie de Lyapunov, I'introduction d’un controleur dynamique
et sur l'existence d’'une commande continue par retour d’état capable de stabiliser le
systeme sujet a I'étude.

Un résultat général est dans un premier temps proposé pour le cas des systemes a
relais incertains et non linéaires. Une loi de commande a relais stabilisant localement le
systeme vers le point d’équilibre désiré est présentée. Ensuite, ce résultat est appliqué aux
systemes a relais incertains et linéaires. Des conditions suffisantes assurant la stabilité
globale ou locale du systeme en boucle fermée sont fournies. De plus, une méthode
constructive basée sur les LMI est présentée. Elle permet de fournir les gains du controleur
mais également de construire une estimation du domaine d’attraction robuste pour la
stabilité locale.

Ce chapitre est divisé en trois sections :

o La premiere section est dédiée a la formulation du probleme que nous souhaitons
résoudre ;

o Une fois le probleme posé, la deuxieme section présentera une solution générale a ce
probleme basée sur 'utilisation d’une fonction de Lyapunov de type Lur’e;

« Enfin, dans la troisieme section, ’étude sera spécialisée pour le cas des systemes
linéaires associés a des incertitudes appartenant a un ensemble convexe. Pour ce cas,
nous sommes capables de fournir une méthode constructive de synthese des gains
de la commande basées sur des LMI afin d’assurer la stabilité du systeme. Cette
section se termine par une présentation d’exemples académiques afin de montrer
lefficacité de notre approche.
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2.1. Formulation du probléme

2.1 Formulation du probleme

On considere la classe des systemes a temps continu avec des commandes a relais
modélisés par :

#(t) = fy (x(t)) + Bou(t), (2.1a)
(), (2.1b)

<

—~
~

~
I
>

ou z(t) € R" représente le vecteur d’état du systeme, y(t) € RP le vecteur a controler,
u(t) € R™ le vecteur de commande et By € R™*™ la matrice d’entrée. Cette commande
ne pourra prendre que des valeurs dans I'ensemble discret U = {ul), u .. uM} c R™,
ol N est un entier strictement positif. L’application f§ est paramétrée par le vecteur 6
qui regroupe toutes les incertitudes du modele. De plus, on suppose que les applications A
et f§ sont localement Lipschitz sur R" et que le vecteur @ appartient & un ensemble ©
connu.

L’objectif est de concevoir une loi de commutation dépendant de 1’état capable de
garantir une régulation constante et robuste du vecteur de sortie, i.e. pour tout 6, la sortie
contrdlée y(t) doit converger asymptotiquement vers une référence constante ¢, tandis
que le vecteur z(t) reste borné a tout moment. Le probleme que nous cherchons a résoudre
dans ce chapitre peut donc étre formulé comme suit :

Probléme 2.1.1. Considérons le systéme (2.1), le vecteur y,.f € RP et les ensembles U et
©. L’objectif est de concevoir n, € Nyg, ¢ : R""= — R"= et o) : R"*"= — R™ caractérisant

les dynamiques du contréleur a relais par retour d’état suivant :

H(t) = olalt), 2(1), (2.23)
u(t) € ar%;er;lin YT (x(t), z(t))v, (2.2b)

tel que, pour tout # € O, la boucle fermée résultante admet un point d’équilibre (z}, z;)
asymptotiquement stable pour lequel ¥ = ¥,f.

Parmi les solutions de ce probleme, nous nous intéresserons a celles élargissant le
domaine d’attraction de la boucle fermée résultante. Afin de bien poser le probleme,
nous allons considérer 'hypothese suivante que nous supposons valide tout au long de ce
chapitre :

Hypothese 2.1.1. Pour tout 6 € 0, le systeme d’équations suivant avec comme inconnus
(z,u) € R" x R™ admet une solution :

f§(z) + Bou = 0, (2.3a)
h(:L’) = Yref- (23b)
A
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

Sous cette hypothese, il est possible de définir une application 6 — (z},u}) de ©
vers R" x R™, qui lie # a une solution de (2.3). Assurément, cette application n’est pas

unique lorsque (2.3) admet plusieurs solutions.

2.2 Une solution générale au probleme 2.1.1

Dans cette section, un cadre général conduisant a des solutions au probléeme 2.1.1

est présenté.

2.2.1 Action intégrale

Nous allons commencer par une discussion préliminaire en considérant le cas continu
pour lequel l'entrée u(t) peut prendre n’importe quelle valeur dans R™, au lieu d’étre

contraint a appartenir a U.

En suivant le principe du modele interne, ’erreur induite par les incertitudes pa-
ramétriques est généralement éliminée en ajoutant une action intégrale pour le vecteur
de sortie y, dans la synthese de commande. Dans ce cas, I’état z du correcteur vérifie
2= [(y — Yref). En posant ¢ := {xT zTr le modeéle augmenté s’écrit :

¢ = fo(¢) + Bu, (2.4)
avec ((t) € R™7 et
(=) () | By
()b ol =
2.2.2 Obstacle de ’approche proposée dans | | pour le

cas incertain

Dans le but de résoudre le probléme 2.1.1, nous allons suivre la méme stratégie que
décrite dans la sous-section précédente : d’abord ajouter une action intégrale continue
pour le vecteur de sortie y, et ensuite synthétiser une loi de commande stabilisante pour le
modele augmenté. Afin de mettre en place cette derniere tache, une stratégie naive est de
directement adopter la méthodologie exposée dans | ] dans le contexte incertain.

En effet, dans ce cas, on aboutit au controleur suivant comme candidat pour résoudre
le probleme 2.1.1 :

(t) = h(a(t) — yor
() € axgmin S 2(c ~ ) B,
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2.2. Une solution générale au probleme 2.1.1

oul ¢* est un équilibre de (2.4), i.e. fo(¢*) + Bu* = 0 pour un certain u* et V : R"*? — R
est une certaine fonction de Lyapunov décroissante le long des trajectoires de la boucle
fermée (2.4) avec u = k({) ou k est une commande continue r : R"™? — conv{U}.
Cependant, cette commande ne peut étre implémentée a cause de sa dépendance par
rapport au parametre incertain 6, via (* et Vj.

Le reste de cette section sera donc dédié a la présentation d'une méthodologie capable

de résoudre ce probleme.

2.2.3 Un équilibre particulier

Pour résoudre le probleme exposé dans la sous-section précédente, la premiere étape
consiste a utiliser les degrés de liberté dans la définition de 1’état stationnaire de (2.4). En
effet, I’équation suivante

fo(C) + Buj = 0 (2.6a)

est résolue en prenant (j, = {sz z*T}T et uj = up, pour tout z* € RP. ) Le but de cette
sous section est de fournir des conditions pour lesquelles il existe ((j;,u} ) solution de
(2.6a) et vérifiant également ’équation suivante :

z<<g;—|i}])::om, (2.6b)

pour une certaine matrice K et un certain vecteur 6,, € © a choisir. Il sera montré par la
suite que cette égalité particuliere est la clé pour arriver a un contréleur qui ne dépend
pas de l'incertitude 6.

Hypothése 2.2.1. Il existe un vecteur 6,, € ©, un réel A € Ry et une matrice P € S}
définissant K € R™*("+P) comme suit

A
K i=—SBTP, (2.7)
tels que, pour tout 0 € O, il existe ((f,ul) € R"™ x R™ vérifiant (2.6). A

Nous allons maintenant présenter une premiere condition pour laquelle ’hypo-
these 2.2.1 est vraie. La validité de cette hypothese est fortement liée a I’existence d’un
équilibre de la version perturbée du systéme (2.1). Celle-ci est obtenue en ajoutant un
vecteur constant dgpy, € R™ au niveau de la partie droite de (2.1a). Dans ce contexte, le

modele augmenté (2.4) devient :

(= fo(¢Q) + Bu+

dif”] . (2.8)

[¥] A noter que d’autres degrés de liberté peuvent provenir de la non unicité des solutions de (2.3).
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

L’expression de cette perturbation virtuelle sera donnée par la suite. Mais, notons ce-
pendant qu’elle dépend du vecteur incertain 6 et d’un vecteur 6,, € © connu a choisir.
Considérons a présent la commande continue © = K¢ menant au systeme en boucle fermée

suivant :

(= fo(¢) + BKC +

d“)(f”] . (2.9)

Lemme 2.2.1. Supposons que (i) (2.3) admet une unique solution et (ii) qu’il existe
un vecteur 6, € O, un réel X\ € Ry et une matrice P € Srffp définissant K € R™*(+p)

comme dans (2.7), tels que, pour tout 6 € ©, le systéme en boucle fermée (2.9) avec

dge, = By (u; - K [“72]) , (2.10)

admet un équilibre, i.e. qu’il existe ( € R"™P tel que

fo(Ca) + BK(G +

dg 2
= 0. 2.11
0 ] ( )
Alors, 'hypothese 2.2.1 est vraie.

Démonstration. A partir de (2.5) et de (2.10), la relation (2.11) peut-étre réécrite de

maniere équivalente comme suit :

£o(x") + Bo<u; VK (t} - [x‘i]) ) o,
h(ﬂﬂ*) = Yref,

ou (j a été remplacé par {x*T z*Tr avec z* € RP. Dans ce cas, il suffit d’invoquer
I'hypothese 2.1.1 et I'unicité de la solution de (2.3) afin d’aboutir & (2.6) avec ((f, ul) =
(G2 ug)- O

Remarque 2.2.1. Dans le contexte linéaire, il sera montré par la suite que I'hypothese 2.2.1
est vraie pour tout 6, € ©, si I'application linéaire ¢ — f5(¢) + BK( + { 0 ], avec K

Yref
défini comme dans (2.7), est inversible pour tout 6 € ©, voir le lemme 2.3.1. J

2.2.4 Une condition suffisante pour la stabilisation robuste

Considérons un vecteur # quelconque appartenant a ©. Supposons que 'hypo-
these 2.2.1 est vraie et définissons le changement de coordonnées suivant :

Ci=C—Chy = u—u (2.12)



2.2. Une solution générale au probleme 2.1.1

Au vu de (2.3), il s’en suit que (2.4) avec u(t) € U peut étre rééerit comme suit :

¢ = fo(0) + B, (2.13)

avec U(t) € U — uj et

fo(C) i= folC+ C) — fo(Cho)- (2.14)

A présent, afin de donner une solution au probléme 2.1.1, nous allons supposer qu'il
existe une commande continue délivrant des entrées bornées, tel que le systeme en boucle
fermée admette une fonction de Lyapunov de type Lur’e.

Hypothese 2.2.2. L’hypothese 2.2.1 est vraie pour un certain 6, € O, A € Ry et

m
>0

matrice diagonale semi-définie positive 2 € R™*™ un réel v € Ry et une application
continue x : R"? — R™ vérifiant k(D) C conv{U} — uj pour tout 6 € O, tels que

P € ST, De plus, il existe un vecteur ¢ € R7”;, un domaine D C R"*? contenant 0, une

oV - ~ ~
o © (fo(Q) + Br(()) <0, (2.15)

est vérifiée pour tout ¢ € D\ {0} et pour tout § € ©, out V : R™P — R s’écrit

- o~ K KiC
V(O =CTPC=2Y Qe [ 60 ()ds, (2.16)
k=1
K est donné par (2.7) et ¢, : R™ — R™ est la fonction non-linéaire suivante de type zone
morte :
¢e(T) = sate(x) — . (2.17)
A
Lemme 2.2.2 (| ). La fonction définie dans (2.16) vérifie ['inégalité suivante :
WTPCLS V(G < TP+ KTQEG, (2.18)

pour tout ¢ € R

Considérant cette hypothese, nous sommes a présent capable de présenter le résultat
suivant.
Théoréeme 2.2.3. Supposons que [’hypothése 2.2.2 soit vraie. Dans ce cas, n, = p et les

applications suivantes résolvent le probleme 2.1.1 :
¢($7 Z) :h(ZE) = Yref, (219&)
* T *
¢Wad=<vk_x% P—@(KF:I%)QK)B (2.19b)
z z
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

De plus, l'ensemble ®( k., 1) définit comme suit :

O(Ci,r) ={CER™: V(¢ — (i) <}, (2.20)

appartient au domaine d’attraction en boucle fermée pour tout réel strictement positif r

tel que l’inclusion suivante est vérifiée :

o(0,1) C D (2.21)

= =

Par conséquent, pour tout r vérifiant (2.21), pour tout 0 € © et pour tout [zgg } € O, ),
((t) converge asymptotiquement vers un point d’équilibre pour lequel y(t) = Yref-

Démonstration. D’abord, notons qu’a partir du lemme 2.2.2 et du fait que P > 0 et v > 0,
on sait que la fonction V est définie positive.

Ensuite, choisissons arbitrairement 6§ € ©. L’hypothese 2.2.2 garantit que k(D) C
conv{U} — uj. Dés lors, pour tout ¢ € D, il existe p(¢) € Ay tel que :
R(C) =D pi(Q)a, (2.22)

=1

ou ﬂm = U[z] — U . Gardant a l'esprit que § i C = 1 et remplacant (2.22) dans (2.15 s
p q i=1 Pi plag
il s’en suit que :

V

(©) (£5(0) + Bal") < 0,9 € D\{0}. (2.23)

ZPZ

Puisque p;(¢) > 0, (i € Zy), il existe au moins un 7 € Ly tel que :

%
a¢

(€) (fo(C) + Bid) <. (2.24)

Soit
. Ty
= L 2.25
G, H (2.25)

A partir de la définition de V et du fait que (2.6) soit vraie, on a :

ov -~ 4y "
aﬁg(C)B = —T(KQ —201(K()QK B,
= (K~ G) + (G, — Go)T =260 (K(C - G) + K(G, — o)) OKB,

(2.6) 47 T A
= L (K(¢-¢,)) —201 (K(¢-¢,)) QKB.
En utilisant cette relation et en remarquant que (2.7) est équivalent a (—2/A\)KT = PB,
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2.2. Une solution générale au probleme 2.1.1

I'inéquation (2.24) s’écrit :

%?(5)%(5) 297z, 2)al? < 0. (2.27)

Par conséquent, les trajectoires de la boucle fermée (2.13) avec la commande vérifiant

u(¢) € argmin ¢ (z, 2)v, (2.28)

veU—up)

convergent asymptotiquement vers ¢ = 0, oll §¥ = Y. A présent, observons que la boucle
fermée (2.13) avec la commande (2.28) coincide avec celle associée a (2.1), (2.2) et (2.19),
en raison de la linéarité de x : v +— ¥T(z, z)v. En effet, y(a(¢)) < x(v) est valable pour
tout v € U — wy si et seulement si x(a(¢) + uy) < x(w) pour tout w := v +uy € U, de

telle sorte que u(¢) = @(¢) + uy € argmin, o, Y7 (x, z)w est vraie.

La preuve se termine en montrant que ¢ (t) appartient a D pour tout ¢ > 0. Puisque
{C:V(C) <7} = ®(0,r) est positivement invariant, cette inclusion est dés lors valide en
imposant ¢(0) € ®(0,7) C D, ce qui est équivalent & ¢(0) € ®((l,r) avec (0,r) CD. [

Remarque 2.2.2 (Sur ®((),7)). L’ensemble ®((j;, ) est une estimation par I'intérieur du
domine d’attraction si r satisfait (2.21). Puisque V' est continue et que D est un ensemble
ouvert et contenant 1'origine, il s’en suit qu’il est toujours possible de trouver une valeur
de r suffisamment petite vérifiant (2.21).

Dans ce cas, une question essentielle a se poser est la suivante : comment exploiter
cette estimation puisqu’elle dépend du vecteur incertain 6, via (5 7 L’idée est de s’assurer
que la condition initiale (x(0), 2(0)) appartient a ®((}, ), pour tout § € © et pour un
certain (j; satisfaisant (2.6), c’est-a-dire pour un certain ¢} € V(K,6,;6) ou

U(K,0,;0) :={C : Fup € R™ (2.6)}. (2.29)
Cela peut étre assuré via ’ensemble suivant qui est indépendant de 0 :
G == Noco Ucr ew(k 0.:0) P(Cfes 1) (2.30)

En effet, par construction, notons que pour tout 6 € O, il existe (j. € V(K 6,;0) tel que
G C ®((,r) est vraie. Par conséquent, si la condition initiale (x(0), 2(0)) appartient a G,
alors y(t) converge vers y,.¢. Cela suggere que 'on peut avoir a adapter la valeur de z(0)
a la condition initiale du systeme x(0) afin de garantir que (z(0), 2(0)) € G. Ainsi, au lieu
d’initialiser l'intégrateur a z(0) = 0, la valeur de z(0) devrait plutot étre calculée dans
le but d’éloigner (x(0), 2(0)) des limites de G, de maniére & améliorer la robustesse par
rapport a .

Finalement, il est important de noter que ’ensemble V(K 6,,;0) (i) n’est pas vide si
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

I'hypothese 2.2.1 est vraie et (ii) est un sous-espace affine dans le cas linéaire, qui peut

étre explicitement calculé (voir la preuve du lemme 2.3.1 qui suit). J

2.3 Le cas linéaire associé a un polytope convexe

Cette section particularise 1’étude faite dans la section précédente via les hypotheses
suivantes :
Hypothese 2.3.1. Les applications x — f§(x) et x — h(x) sont linéaires, i.e. (2.1) peut

étre réécrit comme suit

(2.31)

avec A() € R"*" et C' € RP*™. A
Hypotheése 2.3.2. L’ensemble O est un polytope convexe connu et 'application 6 — A(0)
est affine, i.e. il existe une matrice Ay et une application linéaire 6§ — A;(0) telles que

A(0) = Ay + A1 (0) pour tout 0 € O. A

Dans ce contexte, des conditions constructives, pour lesquelles I’hypothese 2.2.2
est vérifiée sont fournies. Cela permettra par la suite de résoudre le probleme 2.1.1 en
appliquant le théoreme 2.2.3.

2.3.1 Préliminaires

Observons que sous ’hypothese 2.3.1, 'équation (2.4) peut étre réécrite comme suit :

(= A(0)¢ + Bu+ h, (2.32)
avec
A) = |49 Own) o O | (2.33)
C PXP —Yref
Dans ce cas, (2.13) devient _
¢ = A(0)¢ + Bi. (2.34)

De plus, si 'hypothese 2.3.2 est vraie, alors A(©) est un polytope convexe constitué de
N, sommets Al := A(0l) ou 61 (i € Zy,) sont les sommets de O :

A(©) = conv{Alll .. ANy (2.35)
Finalement, définissons la matrice Px(f, s) comme suit :

A(G) - SIn BO

Ps(0,s) = o 0
pxm
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2.3. Le cas linéaire associé a un polytope convexe

En se concentrant sur le contexte linéaire, le lemme suivant fournit de nouvelles conditions
pour lesquelles 'hypothese 2.2.1 est valable.

Lemme 2.3.1. Supposons que l’hypothése 2.3.1 est vraie. Soit un réel A € Ryy et une
matrice P € ST définissant K € R™ ) comme dans (2.7). Considérons les deuz

énonceés suivants :

S1 : Il existe un vecteur 6, € © tel que, pour tout 0 € ©, le systéme en boucle fermée
(2.9) avec (2.10) admet un équilibre unique, i.e. il existe un unique ¢ € R™*P tel
que (2.11) soit vraie;

S2 : La matrice A(0) + BK est inversible pour tout § € ©.

Alors, S1 et S2 sont équivalents. De plus, si l’'une des deux est vérifiée, alors [’hypothese 2.2.1

est valable pour tout vecteur 6, € ©.

Démonstration. Soit 6 un vecteur appartenant a ©. Définissons [K, K,] := K avec
K, e R™*™.
S1<82 : Sous 'hypothese 2.3.1, I’équation (2.11) s’écrit :
i e | doon | _
(A(0) + BK)(; + | = 0. (2.36)
— Jref

Ainsi, de maniére triviale on a S1<=S2. De plus, a partir des équations (2.5), (2.10) et
(2.33) et en notant ( = {x*T z*Tr, I'équation (2.36) peut étre écrite comme suit :

*

x
0

Px(6;0) T —xp = [ ] ;
p _|_ K " re
Ug o Yret

ou, de maniere équivalente

fﬁam<Nl”_x%-+x%_x1)zm
z* 0
en utilisant I’hypothese 2.1.1 et avec
N = L0 .
K, K,

A partir de S1, on en déduit que (z*, 2*) est unique. Ce qui implique que Ker {(Ps(8;0)N})
{0}. Puisque, la relation suivante est valable

A(0) + BoK, BoK.,

Ps(6;0)N =
2(7) C 0

= A() + BK,
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Chapitre 2. Stabilisation des systémes a relais incertains

on a alors S1=-52.
S2=-hypothese 2.2.1 : S2 implique que K, est de rang plein, et en retour, que les deux

matrices suivantes sont inversibles :

I, 0 0 A@6) + BoK, 0 BoK,
M2 = 0 Ip 0 s M3 = C 0 0
K, 0 K, K, K, 0

A partir de Pobservation que les équations (2.6) peuvent étre réécrites comme suit

. 0 A(6) 0 B
M, [ f] = | Yt | avec My :=| C 0 0],
| Ky, K, K. 0

et le fait que MMy = M3, on en déduit que la matrice M; est inversible. Des lors, il s’en
suit que I’hypothese 2.2.1 est vraie pour tout vecteur 6, € ©. O

Remarque 2.3.1 (Sur les hypotheses 2.3.1 et 2.1.1). Si I'hypothese 2.3.1 est vraie, alors
I'hypothese 2.1.1 s’écrit, : [y?cf} € ImPx(0,0) pour tout § € ©. Cette condition est satisfaite
si {A(0), By, C, 0} est inversible a droite et que 0 n’est pas un zéro invariant du systeme,
i.e. rangPx(0,0) égal a n + p pour tout # € O, ce qui correspond a la condition de
non-résonance bien connue. J
Remarque 2.3.2 (lemme 2.2.1 vs lemme 2.3.1). Par rapport au lemme 2.2.1, le lemme 2.3.1
repose sur des hypotheses plus souples. En effet, I'existence et 'unicité de la solution
de (2.3) est requise par le lemme 2.2.1. En revanche, le lemme 2.3.1 requiert seulement
'existence de solution de (2.3). De plus, notons que le lemme 2.2.1 a seulement besoin de
'existence d’une solution de (2.9), alors que le lemme 2.3.1 a, lui, besoin de son unicité.
Cependant, cette hypothese découle de la stabilisabilité quadratique du systeme, qui est
une supposition nécessaire a faire afin de satisfaire les conditions de synthese présentées
dans cette section, (voir la preuve des propositions & venir). Par conséquent, le lemme 2.3.1

augmente 'applicabilité des résultats constructifs proposés par la suite. a1

2.3.2 Stabilité globale

Définissons ’hyperrectangle suivant :
Pc) :={u e R™: Jug| < e, Vk € T,,,}, (2.37)

ou ¢ € RT,.
Proposition 2.3.2. Supposons que [’hypothese 2.3.1 et ’hypothése 2.5.2 soient vraies.

Supposons de plus qu’il existe :

Al : un réel X € Rog et une matrice P € S définissant K € R™ P comme dans

(2.7);
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A2 : une matrice diagonale semi-définie positive 2 € R™ ™ deux matrices symétriques
T+, T~ € R™™, composées que d’éléments positifs tels que T;; = 0 pour tout
JE€Ly;

A3 : un réel v € Ry et un vecteur c € RY ;

tels que les relations suivantes sont satisfaites avec U =TK et T =TT —T~ :

Plc) CV = Nyeo (conv(U) — uyp), (2.38)
> o (T + Th) < oy, Vk € T, (2.39)
€T\ ()
(A" + BK)T™yP + yP(Al + BK) yPB —TT7 — (Al 4+ BK)TK™Q L OvieT
* 2T — QKB — (QKB)T ’ e
(2.40)

Alors, U’hypothése 2.2.2 est vérifiée pour tout vecteur 0,, € ©, pour D = R"P et pour
k1 ¢ — sato(KC). Dans ce cas, (2.19) résoud le probléme 2.1.1 globalement, i.e. pour tout
0 € © et toute condition initiale (x(0),2(0)) € R"™P, e vecteur de sortie y(t) converge

Vers Yref-

Démonstration. La condition (2.40) implique que I'inégalité suivante

(A(0) + BK)™yP +yP(A(0) + BK) ~yPB —TT — (A(§) + BK)TKTQ

<0 (241
x —2T — QKB — (QKB)T (241)

est vérifiée pour tout 6 € ©. Puisque 7 € R, on déduit de I'inégalité précédente que :
(A(0) + BK)TP + P(A(9) + BK) < 0,

et donc que la matrice A(f) + BK est Hurwitz pour tout § € ©. Ce qui implique, & partir
du lemme 2.3.1, que I’hypothese 2.2.1 est valable pour tout 6, € ©.

A présent montrons que I'hypothese 2.2.2 est également vraie. En multipliant la
¢

ool Ké;)] et a droite par sa transposée, on a :

relation (2.41) & gauche par le vecteur [

CT ((A(0) + BK)™yP +yP(A(0) + BK)) 5
+6e(KQ)T (YPB — ( — (A(0) + BK)TK™Q)'¢
+(T (yPB — (TK)T - (A(H) + BK)TK™Q) ¢(K()
+¢e(KQ)T(=2T — QKB — (QKB)T) ¢.(K() < 0
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ou de maniere équivalente

29CTP (A(0)¢ + BKC) + 26.(KQ)T (yBTP — TK — QK(A(6) + BK)) ¢
+20.(KQ)T (=T — QK B) ¢:(K() <0 (242)
vraie pour tout ¢ € R\ {0} et pour tout 6 € ©.
La relation (2.42) peut-étre réécrite comme suit :

29CTP (A(6)C + BKC) + 29CTPBo.(KC) — 26.(K¢)TQK (A(0)C + BK()
— 20(KO)TQK B (KC) — 20(KC)TTKC — 20 (KC) T (K) <0 (2.43)

Posons £(C) := K{ + ¢.(KC) = sat.(K¢). On a x(() € P(c) par définition de P(c).
Gardant & I'esprit la définition de V, on a x(() € conv(U) — uj; pour tout ¢ € R™*? puisque
P(c) CV C conv(U) — uj car le vecteur ¢ vérifie (2.38).

A présent, en utilisant cette définition dans (2.43), on obtient
29TP (A(8)C + Br(C)) — 20:(KC)TQK (A(0)C + Br(())
— 20o(KQ)'T (¢e(KQ) + KC) < 0. (2.44)

En employant le lemme C.0.1 avec e = K ainsi que la proposition C.4, on montre que la
relation (2.39) implique que :

Se( KT (¢e(KC) + KC) < 0. (2.45)
De plus, notons qu’a partir de (2.16), on a

ov -~ - -
ag@) = 2,0TP — 26,(KTOK. (2.46)

En utilisant cette propriété ainsi que (2.45) et (2.44), on déduit que (2.15) est vérifiée
pour D = R"_ Ainsi I’hypothese 2.2.2 est alors satisfaite, ce qui met fin a la preuve. [

Exemple 2.3.1 (Sur la représentation graphique de V et P(c)). Considérons le systeme

défini dans (2.31), dont ’ensemble U est défini comme suit :

o811 1)

On pose également que © = [1,2] et que le vecteur uj s’écrit, pour tout § € ©, comme
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suit :
26
ug=1, 6
60
Dans ce cas, en utilisant (2.38) et (2.37), les ensembles V et P(c) sont représentés comme
sur la figure 2.1 avec le vecteur ¢ = [2 6}T. |
25 :
o0l conv{U/} |
151 conv{U} — Ulp_y) |
1ol /u9: 0 ecoO v |
s 57 .
0r |
5F P(C) 4
10+ 8
_1 5 | | | | |
-5 0 5 10 15 20 25
Uy

FIGURE 2.1 — Ilustration de la construction de V et de P(c)

Notons que, pour que I’hypothese 2.2.2 soit vraie, on a besoin de trouver une
commande continue stabilisante délivrant des valeurs appartenant a conv(i/). Rappelons
que la stabilisation globale d’un systeme linéaire © = Ax + Bu sujet a des commandes
saturées est possible si et seulement si (i) la paire (A, B) est stabilisable et (ii) la matrice
A ne possede aucune valeur propre a partie réelle strictement positive | , p- 19].
Remarque 2.3.3. (Sur la stabilité globale des systemes a entrées bornées)

» La stabilité globale peut toujours étre obtenue si la matrice A posséde des valeurs
propres a partie réelle négatives et que celles sur ’axe imaginaire possedent une
multiplicité algébrique égale a celle géométrique ([ , b- 20]).

e Aucune commande linéaire saturée ne peut garantir une stabilité globale asympto-
tique pour un systéme composé de n intégrateurs purs avec n > 3 ([ ])-

|

Puisque 'ajout d’'une action intégrale pour les p sorties dans la synthese de la
commande revient a ajouter p valeurs propres nulles dans la matrice d’état en boucle
ouverte, les valeurs propres de 14_1(9), dont les parties réelles sont strictement positives, ne

peuvent provenir que de la matrice A(6). Par conséquent, pour que la proposition 2.3.2
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admette une solution, il est nécessaire qu’aucune valeur propre de A(6) ne possede des

parties réelles strictement positives, pour tout 6 € ©.

Si cette condition n’est pas satisfaite, une stabilisation locale peut cependant étre
obtenue. La sous-section suivante sera dédiée a la présentation de cette solution.

2.3.3 Stabilité locale

Nous allons dans cette partie présenter deux approches qui permettent de résoudre
le probleme 2.1.1 localement mais néanmoins pour n’importe quelle matrice d’état A(0),
i.e. ayant éventuellement des valeurs propres avec une partie réelle strictement positive.
De plus, une méthodologie constructive pour le calcul de r vérifiant (2.21) est fournie.
Rappelons que ce réel est lié au volume du bassin d’attraction robuste.

Approche quadratique

Cette approche se base sur 1'utilisation d’une fonction de Lyapunov quadratique

obtenue en posant 2 = 0 et v = 1 dans la définition (2.16). Dans un premier temps, nous
allons faire un petit rappel sur la stabilisabilité quadratique.
Définition 2.3.1. | | Considérons le systeme défini dans (2.31). La paire (A(#), By)
est stabilisable quadratiquement via un correcteur linéaire s’il existe K et P € S} tels que,
pour tout xg et pour tout 6 € O, la fonction V : & — 2T Px est strictement décroissante le
long des trajectoires du systeme @(t) = A(0)z(t) + BoKxz(t), ©(0) = x¢, c’est-a-dire

(A(0) + BoK)TP + P(A(A) + BoK) < 0 (2.47)

pour tout # € ©. o
Remarque 2.3.4. La stabilisabilité quadratique d’une paire de matrices (A(f), By) donnée
n’implique pas la stabilisabilité quadratique via un correcteur linéaire. Un contre-exemple
peut étre trouvé dans | ] N
Remarque 2.3.5. La stabilisabilité quadratique de la paire (A(6), By) n'implique pas celle
de la paire (A(#), B). On trouvera en annexe un exemple permettant d’illustrer cette

remarque (voir Annexe B). N
Lemme 2.3.3 (] ). Considérons le systéme (2.34). Les énoncés suivants sont
équivalents :

1. (14_1(0), B) est stabilisable quadratiquement via un correcteur linéaire.

2. 1l existe K, un réel strictement positif 0 et une matrice P € STP tels que :

SO A+ BEG) < 2V(O.YC £ 0,y (245

pour tout 0 € ©, ou V' est défini comme dans (2.16) en imposant Q2 = 0 et v = 1.
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3. 1l existe des réels strictement positifs et \ et une matrice ) € S’}fp tels que :
AQ + QA — \BBT < —26Q, Vi € Iy, (2.49)

De plus, si K est définie comme suit

Kﬁ::—gfﬁQ—R (2.50)

et Q égal a P, alors (2.48) et (2.49) sont équivalents.

La proposition suivante fournit des conditions pour lesquelles le théoreme 2.2.3 peut
s’appliquer et donne une solution locale au probleme 2.1.1.
Proposition 2.3.4. Supposons que les hypothéses 2.3.1 et 2.5.2 soient satisfaites. Suppo-
sons de plus que :

Al : u} € Int{conv(U)} pour tout § € © ;
A2 : (A(0), B) est stabilisable quadratiquement via un correcteur linéaire pour tout § € ©.

Alors, Uhypothése 2.2.2 est vraie pour tout 0, € © et pour Q =0, v=1, P = Q! avec Q
vérifiant (2.49),
D={(ecR":K(cV} (2.51)

avec V défini comme dans (2.38) et K défini comme dans (2.50) et pour k : C — K. De

plus, il existe un réel strictement positif r vérifiant (2.21).

Par conséquent, (2.19) résout le probleme 2.1.1 localement et exponentiellement, i.e.
pour tout 0 € © et pour toute condition initiale (x(0),2(0)) € ®((5,r), la sortie y(t)
converge exponentiellement vers Yyef.

Démonstration. D’abord notons que A2 associé au lemme 2.3.3 permet d’assurer I’exis-
tence d’une matrice P € S et de réels positifs A et § tels que (2.48) est vraie avec V'
définie comme dans (2.16) en imposant 2 = 0 et v = 1 et K défini comme dans (2.7).
Ceci prouve en particulier que la matrice A(@) + BK est Hurwitz. Deés lors, en invoquant
le lemme 2.3.1 avec I’hypothese 2.3.1, on garantit que I’hypothese 2.2.1 est vraie pour tout
vecteur 6, € O.

Gardant a 'esprit la définition de V et de D, la preuve que ’hypothese 2.2.2 est
également vraie découle trivialement du fait que (i) AI entraine que 0,, € Int{V}, qui en
retour implique que 0,,,, € D et (ii) en remplacant K¢ par #(¢) dans (2.48).

A présent montrons qu’il existe un réel strictement positif 7 tel que (2.21) est
valable. Notons que le fait que 0,, € Int{V} (grace a A1) prouve en particulier qu’il
existe un réel 8 > 0 tel que B(0,,,3) C Int{V}. L’application s : { +— K( étant
continue, 'image réciproque de l'ouvert B(0,,, ) pour cette application, c’est-a-dire
kY (B(0,,, 3)) = {C : k({) € B(0,,, 8)}, est également un ouvert. Par définition de D, ce
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dernier ouvert est inclus dans D. De plus, il contient 0 (puisque £(0) = 0,, € B(0,,,5))
de sorte que quelle que soit @ = 0, il existe r > 0 définissant 'ellipsoide £(Q~1,0,7)
associée a ) et centrée en 0 qui est contenue dans k= (B(0,,,3)). Par conséquent, on
a &(P,0,7) C k1(B(0,,,8)) C D avec P = Q. Cette ellipsoide n’est rien d’autre que
®(0,r) avec Q =0et v = 1. O

Approche Lur’e

Cette approche se base sur la fonction de Lyapunov de type Lur’e. Le résultat est
présenté par la proposition suivante.
Proposition 2.3.5. Supposons que les hypothéses 2.5.1 et 2.3.2 soient satisfaites. Suppo-
sons de plus qu’il existe :

Al : un réel X € Ry et une matrice P € ST définissant K € R™ ") comme dans
(2.7);

Rme

A2 : une matrice diagonale semi-définie positive () € , une matrice diagonale définie

positive T' € ST, une matrice I' € R™(+P) et un vecteur T € RZ, ,

A8 : un réel v € Ry et un vecteur c € RY ;

tels que (2.38), (2.40) et

vP T;;K] - T}

= 0,Yj € T, (2.52)

* TjC
sont vérifices. Alors, I'hypothése 2.2.2 est vraie pour tout 0,, € © et pour

D={C:(K-T7'I"C e P} (2.53)
De plus, (2.21) est satisfaite pour

JE€ELm

7~::@nax{j%g})—1. (2.54)

Par conséquent, (2.19) résoud le probléeme 2.1.1 localement, i.e. pour tout 6 € © et pour
toute condition initiale (x(0), 2(0)) € ®((x, 1), la sortie y(t) converge vers Yyes.

Démonstration. En suivant les mémes étapes que présentées dans la preuve de la proposi-
tion 2.3.2, la faisabilité des LMIs (2.40) garantit que (i) 'hypothése 2.2.1 est satisfaite et

que (ii) la relation suivante

29CTP (A(0)C + Br(C)) — 200(KC)TQK (A(9)C + Br(())
= 20u(KO'T (9(KO) + GC) <0, (2.55)

est vérifiée pour tout ¢ € R"P\{0} et pour tout 8 € O, avec £(C) = sat,(K¢) et G =TT
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D’autre part, en utilisant le lemme C.0.2 avec e; = K C~ et eg = Gé , associée a la
définition de P(c) donnée dans (2.37), on montre que

$e(KQ)TT (9e(KC) + GC) <0, (2.56)

pour tout ¢ € D avec

D:={( eR"™: |(K; — G){| < ¢, Vi € T,}. (2.57)

Des lors, en utilisant la méme méthodologie que présentée dans la preuve de la proposition
2.3.2, on déduit alors que 'hypothese 2.2.2 est satisfaite.

A présent, montrons que ®(0,7) € D. En multipliant (2.52) des deux cdtés par
[(I) Tgl }, on obtient :

~P K! - G]
K; - G, TLQC? =0, Vie Ly, (2.58)

Gardant a Pesprit la définition de r et utilisant (2.58), on a :
~P K] -G} .

=0, Viel,,
[Kl — Gz ’r‘_162 - m

)

ce qui implique que

(T(K; — Gi)T(e) ™ (I — Gi)¢ < (TP,

pour tout 5 € R"*? et pour tout i € Z,),.

Des lors, pour tout ¢ € E(yrP,0,1), on a :

(T(K; — G () (K,

G){ <1,
& || (K — C?)fH <

Ci,y

pour tout i € Z,,. Cela signifie que ¢ € D d’aprés (2.57). Par conséquent, on en déduit
I'inclusion suivante :
E(yr7'P,0,1) = £(yP,0,7) C D. (2.59)

D’autre part, en appliquant le lemme 2.2.2, on en déduit également I'inclusion suivante :
E(YP+ KTQK,0,7) C®(0,r) C E(vP,0,7). (2.60)
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Des lors, a partir de (2.59) et de (2.60), on obtient :
®(0,r) € D,

ce qui met fin la preuve. O

Comme présenté par la proposition 2.3.4, le certificat de stabilisation locale fournie
par la proposition 2.3.5 peut aussi étre relié aux propriétés structurelles du systeme en
boucle ouverte. Ceci permet de prouver que les conditions associées a la proposition 2.3.5 ne
sont pas seulement suffisantes mais également nécessaires afin de garantir I’hypothese 2.2.2.
Proposition 2.3.6. Supposons que les hypothéses 2.5.1 et 2.5.2 soient vérifiées. Supposons
de plus que Al et A2 de la proposition 2.5.4 soient valables. Alors, il existe ¢ € RZ,
suffisamment petit tel que la relation (2.38) est vraie. Choisissons l'un de ces vecteurs c.
De plus, il existe P = Q™ avec Q vérifiant (2.49) pour A = 2 et un certain § > 0. Soit K
défini comme dans (2.7), Q =0, ' = —yK et T = I,,. Dans ce cas, l’ensemble D défini
dans (2.53) est non vide et s’écrit :

D={C:(1+7)K{ € Pc)}.
De plus, (2.40) et (2.52) sont valables pour tout v € Ryq et tout 7 € R™ vérifiant :

. U+ )PE K]
J YAmin(P)c?

J

(2.61)
pour tout j € L,,,, 0t A\uin(P) est la plus petite valeur propre de P.

Démonstration. D’abord, notons que A1 de la proposition 2.3.4 est équivalente a dire que
0 € Int{V}, ce qui garantit l'existence d’un vecteur ¢ € R?, vérifiant (2.38). De plus, pour
tout ¢ € RZ,, 0 appartient a P(c) et donc a D également. Ceci prouve que l'ensemble D
n’est pas vide.

A présent, choisissons arbitrairement un i € Zy.. D’abord, remarquons que si
I'inégalité (2.49) est vraie avec (@, \,d) = (Qo, Ao, dp) alors elle est également vraie avec
(Q,\,0) = (Qo(2/Xo),2,d0). Si A2 de la proposition 2.3.4 est satisfaite, alors la condition
suivante est valable pour P = Q~', K défini comme dans (2.7), toute matrice T = 0 et
tout réel v € Ry :

(AWl + BK)T™yP +yP(All + BK) 0

< 0. 2.62
0 2T ( )

Notons que cette inégalité n’est rien d’autre que (2.40) avec I' = —yK, Q =0 et A = 2.

Prouvons maintenant que (2.52) est également satisfaite. Sélectionnons arbitraire-
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ment un j € Z,,. Notons que (2.61) implique qu'il existe un réel ¢; € Ry tel que

__ L)’ UGE] +¢)
I Y Amin(P)c? ’

J

(2.63)

puisque (1 4 7)%/(yAmin(P)c?) est strictement positif. Les inégalités suivantes sont des

lors valables :

P i )\min(P)In+p7
(KJKJT + Ej)In—i-p ~ KjK]TIn-i-p t K]TK]

Associées & (2.63), ces inégalités impliquent que :

Y Amin (P) (1+7)?
py AminlT) prg e ape ST gt
T KK ) T Tes

En utilisant le complément de Schur, 'inégalité suivante implique que :

P (14+~)KT
P 73 7| - o0. (2.64)
qui n’est rien d’autre que (2.52) avec une inégalité stricte et pour I' = —yK et T =1,,. O

Comparaison approche Lur’e et approche quadratique

Les propositions 2.3.4 et 2.3.5 aboutissent a des expressions distinctes de ’ensemble
D, voir (2.53) et (2.51). D’une part, la proposition 2.3.5 offre des degrés de liberté
supplémentaires, principalement 7" et I', de telle sorte que D calculé comme dans (2.53)
devrait étre plus grand que celui défini dans (2.51). D’autre part, (2.53) utilise un sous
ensemble P. de V, qui suggere que D donné dans (2.53) pourrait en fait étre plus petit

que celui donné dans (2.51).

Le point clé ici est que 'ensemble ®(0,7) est contraint a étre une ellipsoide dans
la proposition 2.3.4, en imposant {2 a 0. Cependant, en autorisant cette matrice a étre
différente de zéro, la géométrie de ®(0,r) obtenue via la proposition 2.3.5 peut étre plus
complexe, de telle sorte qu’il soit donc plus grand. Un exemple illustrant ce fait peut étre

trouvé dans | | pour le cas des équilibres certains.

2.3.4 Un algorithme constructif utilisant des LMI

Cette sous-section propose des stratégies afin de sélectionner les valeurs numériques
des parametres caractérisant le controleur (2.19) pour les différentes approches présentées

précédemment.
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Stabilisation globale

Considérons la proposition 2.3.2. Les inégalités matricielles (2.39) et (2.40) dépendent
des variables de décision P, A\, Q, T, T ', v et ¢, de maniere bilinéaire, ce qui rend la
solution difficile & calculer. Afin de surmonter cette difficulté, la procédure suivante est
proposée. Premiérement, choisir un vecteur ¢ € R?, tel que (2.38) est vérifiée. Deuxieme-
ment, résoudre (2.49) paramétré par 0 afin d’obtenir les valeurs numériques de P et de
A. Troisiemement, calculer K en utilisant (2.7). Quatriémement, résoudre (2.39) et (2.40)
afin d’obtenir les valeurs numériques des variables restantes qui apparaissent a présent

dans ces inégalités de maniere linéaire.

Stabilisation locale

Dans le cas ou la stabilité globale ne peut étre obtenue, les propositions 2.3.4 et 2.3.5
devront donc étre considérées afin de garantir une stabilité locale. Nous allons pour
chacune d’elles présenter une procédure de calcul des gains du contrdleur associé.

Approche quadratique Rappelons que dans le cas de 'approche quadratique, on a
2 =0 et v = 1. Dans ce cas, le controleur (2.19) dépend principalement de la matrice
P e Srffp . Ici, cette matrice est associée a la condition de la stabilisation quadratique.
A partir du lemme 2.3.3, P peut étre calculé via (2.49) pour un taux de décroissance
d donné en posant P = Q~!. De plus, la matrice P, avec le réel positif r, caractérisent
I'estimation du domaine d’attraction ®(0,r) inclus dans le bassin d’attraction robuste.
Ainsi, le calcul de P a pour but (i) d’agrandir ®(0, ) et, dans un second temps, (ii) d’étre
compatible avec la plus grande valeur possible de §. Ces deux objectifs sont connus pour
étre concurrents. Pour cette raison, le calcul de P est structuré sous forme d’un probléme
d’optimisation ou (ii) est considérée comme une contrainte alors que (i) est lié au critere
a optimiser. Plus précisément, la taille rg d’une boule B(0,75) C ®(0,r) est maximisée
pour une valeur de ¢ donnée. Cette stratégie est inspirée de celle développée dans | ],
qui se base sur les travaux dans la littérature axés sur les systemes avec des commandes
saturées | 15 ].

Une étape technique vers cet objectif est la réécriture de I’ensemble V défini dans (2.38)
via ng € N vecteurs g; € R™, (j € Z,,,) :

V={veR":glv<1,(j€L,)} (2.65)

L’existence de tels vecteurs est assurée sous I'hypothese que 0 € Int{V} (voir | , -
87]). Cette hypothese est garantie par I'énoncé A1 de la proposition 2.3.4.
Proposition 2.3.7. Considérons le probleme d’optimisation paramétré par les réels positifs

0 et r et les vecteurs g; € R™ suivant :
MUN Qe AeRs g peRso P U0
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(2.49), (2.66a)
A
ATBT
1 2913 "I~ o0, (j €T,,), (2.66Db)
| * rQ)
Plovy Tunl (2.66¢)
* rQ)

Soit (Q*, \*, p*) les valeurs numériques de (Q, X\, p) pour lesquelles p est minimisé. Alors,
P = (Q*)7! est conforme a I’énoncé de la proposition 2.5. et § est une borne inférieure
du tauz de décroissance de la convergence exponentielle a laquelle la proposition 2.5.) fait
référence. De plus, la taille de ®(0,r) est mazimisée dans le sens ou ®(0,r) contient la
boule B(0,rp) dont le rayon satisfait rg > 1/p*.

Démonstration. En vertu du lemme 2.3.3, la condition (2.66a) implique l'existence de K
comme définie dans (2.50) et P = Q™! tels que (2.48) est vérifiée.

Puisque 0 € Int{V}, précisons tout d’abord que {{ : K € V} est un ensemble non vide
contenant 0. Gardant a l'esprit la définition de K et appliquant le lemme du complément
du Schur sur la relation (2.66b), on aboutit ensuite & :

7%%@KP*K@Q*JjGL@, (2.67)

ol les vecteurs g; sont définis comme dans (2.65). Rappelons que le minimum de (TPC sur
Phyperplan {C : g}Kf =1} est égal & (¢ KP~'KT7g;)~" (voir | ]). Par conséquent, si
(TPC < ralors (2.67) prouve que gJTK ¢ # 1 pour tout j € Z,,. Dit autrement, I'intersection
entre ®(0,7) = {{ : {TP{ < r} et Phyperplan {( : gJTKQ: = 1} est vide. Plus précisément,
(TP¢ < r implique g]TKC~ < 1. Ceci prouve que ®(0,r) C {f eR"?: K e V}, de
sorte que pour tout ¢ € ®(0,7) et pour tout § € © on a K¢ + u} € conv(U). Comme
expliqué dans la preuve du théoreme 2.2.3, ceci prouve que ®(0,r) est inclus dans le
bassin d’attraction robuste.

La condition (2.66¢) est équivalente (en utilisant le lemme du complément du Schur) a
~ Q—l

a9 < ol v £,

qui garantit que B(0,1/p) C ®(0,r). O

Remarque 2.3.6. Notons que si les inégalités matricielles (2.66) sont vraies pour un ensemble
de parametres (Q, A, p) = (Qo, Ao, po) et pour r = ry donné, alors, elles sont aussi vraies
pour r = 1 avec (Q, A, p) = (QoTo, AoTo, po). Sans perte de généralité, on peut donc fixer
r = 1 dans la proposition 2.3.7. 1

En somme, pour 'approche quadratique, la procédure a suivre afin de trouver les
gains du controleur est composée de deux étapes :
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a. Trouver un entier n, € N et des vecteurs g; € R™, (j € Z,,,) vérifiant (2.65) ;

b. Choisir un réel § € Ry et résoudre le probléme d’optimisation (2.66) avec r = 1
afin de calculer P.

Approche Lur’e Etant basé sur la méme fonction de Lyapunov que pour I'approche
de la stabilité globale, nous allons dans ce cas utiliser la méme procédure que celle décrite
pour cette approche en exploitant les degrés de liberté existant dans les deuxieéme et
quatrieme étapes afin d’agrandir le bassin d’attraction. Plus précisément, il s’agit de
maximiser le volume de ®(0,r) (voir théoréme 2.2.3) en implémentant la deuxiéme étape
en suivant la méthodologie développée pour le cas de I'approche quadratique présentée
dans le paragraphe précédent et la quatrieme comme dans | , p. 134]. Par soucis de
clarté, la procédure résultante est donnée comme suit :

1. Choisir un vecteur ¢ € R7 tel que (2.38) est vérifiée;
2. Calculer P et A en suivant la méthodologie suivante :
a. Trouver un entier ny € N et des vecteurs g; € R™, (j € Z,,) vérifiant (2.65);

b. Choisir un réel § € Ry et résoudre le probléme d’optimisation (2.66) avec

r=1;
3. Calculer K en utilisant (2.7);

4. Résoudre le probleme d’optimisation suivant afin d’obtenir les valeurs numériques
de Q. T T',7 et y:

minQGRmxm,TGST7FERmX(n+p)’T€Rm’7€R>O f(T’ Q, T, 'y) tq (252) et (240)

avec :
m

f(T, Q, T, ’Y) = chrace(vp + KTQK) + Z(ﬁQiTi - 632‘,11',1')7 (268)

i=1
ou les réels positifs [y, Bo; et B3, (i € Z,,) sont des parametres de pondération

donnés par 'utilisateur.

Deux commentaires peuvent étre faits ici. D’abord concernant les deux approches, le
parametre o est lié au taux de décroissance de la fonction de Lyapunov. D’une maniere
générale, on s’attend a faire la remarque suivante : plus la valeur choisie de 0 est grande,
plus rapide est la convergence de V' vers zero, mais plus petit est le bassin d’attraction.
Ensuite, I’étape 4 maximise en fait E(yP + KTQK,0,r). Cet ensemble est inclus dans
®(0,7) (voir (2.18)), et donc cette stratégie agrandit ®(0,7) de maniere indirecte.

2.3.5 Exemples illustratifs

Nous allons dans cette sous-section présenter pour chaque approche (globale et

locale) un exemple illustrant Uefficacité de la méthodologie exposée précédemment.
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Stabilité globale

Considérons le systeme décrit par (2.31) avec :

0 0
-1 0

1

, B=
1

A(@):[ 0= 1], e=[1 2], U:={0,10}, yur=—4,

(2.69)

et vérifiant les hypotheses 2.3.1 et 2.3.2. Remarquons que le spectre de la matrice d’état
en boucle ouverte A(f) est égal & {£iv/#}. Puisqu'il se trouve sur axe imaginaire, les
résultats présentés dans la littérature ne peuvent étre utilisés afin de résoudre globalement

le probleme 2.1.1 pour ce systeme.

Ce systeme vérifie les hypotheses 2.1.1 et admet un équilibre unique vérifiant y = ¢,
i.e. (2.3) admet la solution unique suivante :

(2 ]) = ([fi] ,49) | (2.70)

si bien que V est égal a [—4, 2|. Dans ce cas, en choisissant ¢ = 2 dans la définition de
P(c) dans (2.37), on garantit que la relation (2.38) est vraie.

Appliquons a présent la proposition 2.3.2 en suivant la procédure énoncée dans la
sous-section précédente. Le parametre ¢ étant déja choisi, nous choisissons maintenant
d = 0.1 pour lequel (2.49) admet la solution suivante :

4.26 0.56 5.9
@ = 1056 9.038 —3.28|, A =12.07,
5.9 =328 11.36

ce qui, via (2.7), aboutit a
K =[-765 1.39 437]. (2.71)

Ensuite, notons que (2.39) et (2.40) avec P = Q! sont résolues pour
v=231810"% T =2710"" Q=1.9.10"".

Ceci prouve que I'hypothése 2.2.2 est satisfaite avec D = R3 et pour tout vecteur 6,, € O,
si bien que le théoreme 2.2.3 s’applique et donne une solution globale au probléeme 2.1.1.

En guise d’illustration de 'efficacité de notre approche, nous choisissons d’abord
f,, = 1 de sorte a avoir :
* T
G.=4 -4 0],

et nous fixons la condition initiale a z(0) = [O 6}T et z(0) = 0. De plus, nous avons
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0
o

0 5 10 15 20 25 30
temps (s)

FIGURE 2.2 — Evolution de la variable d’état z, de la commande u et du paramétre 6
pour le systeme (2.1) associé aux matrices définies dans (2.69)

appliqué un échelon sur la variable 6 lorsque t = 15 s qui fait passer sa valeur de 1 a 2.
Les résultats de simulation sont représentés sur la figure 2.2. Nous pouvons vérifier que
I'état d’équilibre souhaité est atteint puisque y(t) = z2(t) converge asymptotiquement
vers Yof = —4, apres chacun des deux régimes transitoires.
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Stabilité locale

Considérons le systeme (2.31) avec :

0 L 01 0]
0 -6, B=10o 1|, C= :
) 00 1

0

1

0 0
BB B e

et vérifiant les hypotheses 2.3.1 et 2.3.2. Notons que pour les valeurs de 6 considérées

@:ﬁJQ,ZL:{E,

)
0

ici, les valeurs propres de la matrice d’état en boucle ouverte A(f) posseédent des parties
réelles positives : par exemple, les valeurs propres de A(1) sont 0.715 et 0.142 + 1.67:.

L’équilibre vérifiant y = y,.f est donné par :
2
* * 0

(x97 u@) = 11>

3

2
~2+3

Ny (2.73)

On en déduit que 'hypothese 2.1.1 est vraie. De plus, on peut aisément vérifier que
les hypotheses évoquées dans la proposition 2.3.6 sont toutes valables, de sorte que la
proposition 2.3.4 ainsi que la proposition 2.3.5 admettent toutes deux une solution.

Afin d’appliquer chacune de ces propositions, I’expression de I'ensemble V' défini
dans (2.38) est nécessaire. Pour cet exemple, il est donné par :

V = (convlUd — uy_y) N (convld — uy_y 4),

= [-1, 3.8182] x [-3, 1.7], (2.74)

de sorte que le vecteur ¢ défini comme suit ¢ = [1 1.7]7 vérifie la relation (2.38). Les
ensembles V et P(c) sont représentés par la figure 2.3.

Remarque 2.3.7. La commande uy est représentée sur la figure 2.3 en trait noir. Notons
que plus I'ensemble © sera grand et plus la longueur du trait sera également grande.
Néanmoins, cela aura tendance a réduire la taille de 'ensemble G défini dans (2.30) et par

conséquent a réduire I'applicabilité des résultats constructifs proposés. a

D’apres la définition de V donné dans (2.74), il est aisé de montrer qu’il peut étre
caractérisé comme dans (2.65) avec n, = 4 et les vecteurs g;, (j € Zy) définis comme suit :

G =[-10], ¢g2=1[1/38182 0], gs=1[0 —1/3], gs=1[0 1/1.7]. (2.75)

A présent, nous allons appliquer la procédure proposée dans la sous-section 2.3.4
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6 conv{lU} i

Luy: €O

Uy

FIGURE 2.3 — Illustration de la construction de V et de P(c) pour le systéme défini par
(2.72)

pour chacune des approches, pour différentes valeurs de 4, ceci dans le but d’évaluer son

influence sur le volume des domaines d’attraction.

Approche quadratique Ici, la procédure nous suggere de poser r = 1 afin de résoudre
le probleme d’optimisation (2.66). Dans ce cas, 'estimation du domaine d’attraction est
représentée par une ellipsoide donnée par ®(0,1) = £(P,0,1). Gardant a l'esprit que
le volume de cet ensemble est proportionnelle & det(P)~1/2, le tableau 2.1 montre les
variations du volume de I'ellipsoide pour différentes valeurs de 6.

TABLEAU 2.1 — Solutions numériques obtenues en résolvant (2.66) pour différentes valeurs
de o

) det(P)~1/2 1/p
0.2 2 0.4166
0.4 0.14 0.0935
0.8 0.0041 0.0136

1 0.0011 0.068

Comme prévu, on observe que 'augmentation du parametre ¢ conduit a une diminution
de la taille du domaine d’attraction. Un compromis doit donc étre trouvé entre vitesse de
convergence des trajectoires du systeme et taille du domaine d’attraction.

Approche Lur’e Pour cette approche, la géométrie de I'estimation du domaine d’at-

traction rend complexe la détermination de son volume. Cependant, en utilisant le
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lemme 2.2.2, on va s’intéresser au volume de 'ellipsoide E(yP,0,r) = E(yr~1P,0,1) en
calculant det(yr~'P)~/2. Nous choisissons les parameétres de pondération suivants pour
résoudre le probleme d’optimisation 2.68 : f1 = 8, o1 = Paa = 0.1 et G371 = B33 = 2. En
appliquant la procédure présentée dans la sous-section 2.3.4 pour différentes valeurs de 9,
on aboutit aux résultats consignés dans le tableau 2.2.

TABLEAU 2.2 — Volume de £(yr~1P,0,1) pour différentes valeurs de §

d det(yr—1P)~1/2
0.2 2.16
0.4 0.174
0.8 0.0076

1 0.0022

La méme observation que celle effectuée pour 'approche quadratique s’applique
également ici. En effet, 'augmentation de § entraine une diminution de I’ellipsoide

E(yP,0,r) et par conséquent, en référence a 1’équation (2.16), une diminution de ®(0,r).

Comparaison approche quadratique et approche Lur’e Supposons qu’on veuille
assurer une régulation robuste de la sortie pour la condition initiale (0) = [1.6 —0.8 2.9]
et z(0) = [-0.07 0.04] et pour 6,, = 1 de telle sorte que :

wo=[2 1 3]

Appliquons d’abord I'approche Lur’e pour cet exemple. Suivant la procédure décrite
dans 2.3.4, le vecteur c et le vecteurs g; on déja été trouvés. A présent, on choisit § = 1
afin de résoudre (2.66) en posant r = 1. On aboutit aux résultats suivants :

[ 0.2428  0.6658 8.8615 —16.8762 2.4877 |
0.6658  9.5754  4.9328 10.3968  10.5088
P=| 88615 49328 33.8895 —43.5599 11.2345|, A= 0.658, (2.76)
—16.8762 10.3968 —43.5599 124.3521 22.6642
24877 10.5088 11.2345  22.6642  37.6005

ce qui via (2.7), implique que

~|—3.0402 —0.2190 —2.9148 5.5510 —0.8183

- . (2.77)
—0.2190 —3.1496 —1.6225 —3.4198 —3.4566

Finalement, en résolvant (2.68) avec les mémes parametres de pondération que ceux définis
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dans le paragraphe précédent, on obtient les solutions suivantes :

1
y=110"° r=21.107", §2=:10—4[2) Jﬁ]. (2.78)

Notons que la condition initiale considérée ici appartient a ’ensemble G défini dans (2.30)
et qui s’écrit ici :
g = ﬂ@e@q)(C}k(? T),

avec la valeur de r donnée dans (2.78) et (j obtenu a partir de (2.73) et (2.6b) pour la
valeur de K donnée dans (2.77). En effet, I’équilibre vérifiant y = y,ef du systéme étant
unique, 'ensemble V(K 6,,;6) contient alors un unique élément (voir le lemme 2.3.1).

A présent, appliquons 'approche quadratique. D’abord, notons qu’avec la valeur de
P donnée dans (2.76), la condition initiale considérée ici n’appartient pas a l’ensemble G

qui s’écrit dans ce cas comme suit :
G = mGEGS(P7 C;{v 1) (279)

Il nous faut donc résoudre (2.66) avec une valeur de d plus faible afin d’agrandir le domaine
d’attraction.
Nous choisissons des lors 6 = 0.8. On obtient dans ce cas les résultats suivants :

[ 6.5346 0.3172  4.5098 —9.5150  1.1941 |
0.3172  6.6779  2.7294 6.3648  5.7569
P =145098 27294 16.3533 —20.6174 4.0949 |, X =0.782, (2.80)
—9.5150 6.3648 —20.6174 61.6989 12.3973
1.1941 5.7569  4.0949 12.3973  16.5645

ce qui via (2.7), implique que

K— —2.5563 —0.1241 —-1.7642 3.7222 —0.4671 (2.81)
| —0.1241 —2.6123 —1.0677 —2.4898 —2.2521|° '

Avec ces valeurs, on montre que la condition initiale appartient bien a G donné dans
(2.79).

Nous pouvons maintenant présenter les résultats de simulation obtenus en appliquant
chacune des deux approches sur 'exemple considéré. Ils sont représentés sur la figure 2.4
ol nous avons appliqué a t = 5s, un échelon sur la valeur de 6 qui passe de 1 a 1.1. Notons
que pour les deux approches, la stabilité est garantie avec une erreur statique nulle sur
les sorties controlées x5 et x3. En outre, on constate que 'approche Lur’e présente une
dynamique légerement meilleure due a la différence par rapport a la synthese des gains

du controleur. Pour 'approche quadratique, cette synthese dépend du parametre ¢ qui
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représente le taux de décroissance et pour 'approche Lur’e, elle dépend non seulement de

ce parametre § qui influe sur le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov mais

également des parametres de pondération dont le choix influe aussi sur la taille du domaine

d’attraction de cette approche.

L1

1.5

-0.8

)

> 1.05

10

T

1

1

4

6

temps (s)

10

FIGURE 2.4 — Evolution du vecteur d’état x (en bleu approche Lur’e et en rouge approche
quadratique) et du parametre 6 pour le systéme (2.1) associé aux matrices définies dans

(2.72)
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la synthese de commandes robustes
pour les systémes a relais non linéaires et incertains. La procédure de synthese adoptée se
base sur I'ajout d’un controleur dynamique et sur I'existence d’'une commande continue
par retour d’état stabilisante. Des conditions de stabilité suffisantes ont été fournies afin
de garantir la stabilisation robuste du systéme en adoptant une fonction de Lyapunov de
type Lur’e.

Nous avons ensuite particularisé 1’étude au cas linéaire associé a des incertitudes
appartenant a un ensemble convexe. La particularité de la méthodologie présentée ici
est le fait qu’elle permette de traiter le cas des systemes présentant une matrice d’état
incertaine et non Hurwitz, ce qui était, jusque la, inexistant dans la littérature. Notre
approche permet de garantir

o une stabilité globale lorsque la matrice d’état ne possede pas de valeurs propres a

partie réelle strictement positives;

« une stabilité locale, peu importe la localisation du spectre de la matrice d’état.
Une estimation du domaine d’attraction robuste du systeme en boucle fermée est
également fournie. Pour ce cas-ci, nous avons présenté deux méthodes de synthese
dont I'une est basée sur I'utilisation d’une fonction de Lyapunov quadratique afin de
fournir les preuves de stabilité et I’autre sur la fonction de Lyapunov de type-Lur’e.
La différence entre ces deux approches réside dans le volume de l’estimation du
domaine d’attraction robuste du systéme.

Par la suite, une méthode constructive basée sur les LMI est présentée. Elle permet
de fournir directement les gains du contrdleur mais également de calculer 'estimation du
domaine d’attraction robuste lorsque la stabilité locale est cherchée.

Finalement, nous avons donné des exemples académiques en guise d’illustration. Les
résultats de simulation obtenus permettent de conclure de l'efficacité des stratégies de
synthese proposées dans ce chapitre.

Nous pouvons a présent appliquer cette méthodologie au systeme composé de
convertisseurs buck en parallele présenté dans le chapitre 1 afin d’assurer la régulation

robuste de la tension de sortie. Cette application sera présentée dans le chapitre suivant.

60/128



Chapitre 3

Application a ’interconnexion de
convertisseurs DC-DC en parallele

Sommaire
Introduction . . . . . . . . . o e e e e 62
3.1 Reformulation du systéme a étudier . . ... .. ... ..... 62
3.2 Synthése de la commande robuste a relais . . . ... ... .. 64
3.2.1 Amélioration du conditionnement numérique des matrices . . . 65
3.2.2 Procédure de synthese de la commande . . ... ... ... .. 68
3.3 Présentation desrésultats . ... ... ... ... .. . 0., 70
3.3.1 Synthese des gains du contréleur . . . . . . ... ... ... .. 71
3.3.2  Résultats de simulation . . . . ... ... ..., 74
3.3.3 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . .. ... ... .. 80
Conclusion . . . . . . o i i i i e e e e e e e e e e e e 90

61/128



Chapitre 3. Application a I'interconnexion de convertisseurs DC-DC en paralléle

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons exposé les résultats théoriques développés dans
le cadre de la these en vue de commander les systemes a relais incertains. Cette approche
a été développée afin de s’appliquer au systéme composé de m € NT convertisseurs Buck
en parallele alimentant une charge résistive dont la valeur est inconnue. Rappelons que sur
cette structure, I'objectif principal est de réguler la tension de sortie vers une référence fixée
en considérant que la valeur de la charge est inconnue. Notons qu’en régime permanent, cet
objectif fixe la valeur du courant par rapport a la valeur de la charge, alors que la maniére
dont ce courant est distribué entre les différentes branches du convertisseur reste libre.
Nous avons des lors fixé comme deuxieme objectif de garantir une répartition uniforme
des courants dans les convertisseurs. Nous montrerons que l'approche proposée dans le
chapitre 2 permettra d’atteindre ces deux objectifs. Des résultats de simulation, mais
également expérimentaux permettront de mettre en évidence l'efficacité de la stratégie.

Le chapitre est divisé en trois sections :

o Dans la premiere section, il s’agira d’adapter le modele développé dans le chapitre 1,
pour le systeme composé de m € N* convertisseurs Buck en parallele, afin de se
ramener a la formulation du chapitre 2. Ceci nous permettra, par la suite, de pouvoir
appliquer les méthodes constructives de synthese développées dans le chapitre 2.

o La section 2 s’intéresse a la synthese de la commande robuste a relais pour les
convertisseurs en parallele. Nous avons vu au chapitre 2 que cette synthese se
basait sur la résolution de LMI qui dépendent des matrices du systeme. Cependant,
ces dernieres sont souvent mal conditionnées pour les convertisseurs. Dans un
premier temps, nous présenterons donc une méthode permettant d’éviter ce mauvais
conditionnement. Par la suite, nous fournirons une procédure concernant la synthese

et la mise en ccuvre de la commande.

» La section 3 sera dédiée a l'application de la procédure sur un systeme composé
de m = 3 convertisseurs Buck hétérogenes dans le sens ou les inductances et
les transistors sont différents. L’implémentation de la commande se fera avec un
FPGA programmable possédant une période d’horloge égale a 10ns. En outre, nous

, . s )
présenterons une stratégie permettant d’éviter la prise des mesures des grandeurs
électriques lors des commutations de la commande. Finalement, nous clorons ce

chapitre en montrant les résultats expérimentaux obtenus.

3.1 Reformulation du systeme a étudier

Dans cette section, nous allons reconsidérer le systeme composé de m convertisseurs
Buck en parallele présenté dans le chapitre 1. On rappelle que pour ce systeme, les objectifs

de commande sont (i) de garantir une régulation robuste de la tension de sortie vers la
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3.1. Reformulation du systéme a étudier

référence Vi et (ii) d’assurer une répartition uniforme des courants entre les m branches
des convertisseurs. Ici, la robustesse doit étre assurée vis-a-vis d’'un parametre incertain
représenté par la charge R. Cependant, afin de garantir I’hypothese 2.3.2 qui requiert que
la matrice d’état du systeme doive dépendre du parametre incertain de maniere affine, on
pose :

0=—.
R

De plus, on considere que ce parametre appartient a un ensemble © défini par :
@ = [1/Rmaxa 1/Rmin]> (31)

ou les parametres R, et Runax sont des réels strictement positifs connus. Par définition,
remarquons que cet ensemble est convexe, ce qui permet de garantir la véracité de
I’hypothese 2.3.2.

Comme discuté dans le chapitre 1, les résistances parasites des différents composants
électroniques du convertisseur seront négligées dans I’écriture du modele de commande.
Le schéma que nous considérons est alors représenté sur la figure 3.1.

BUS DC

5, K) 7 =0 | g Gl

Convertisseur Buck 1

Um,(t) =1 Lm im(ﬂ
. / (Y Y Y Y 5 |

IC) um(t) =0
E'nl

Convertisseur Buck m

4p.

FIGURE 3.1 — Représentation idéale de I'interconnexion de m convertisseurs Buck

La représentation d’état du systeme devient dans ce cas :

& = A(f)x + Bu,
y = Cu,
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avec
O —diag{L}7'1,, dia g
g{L} 'diag{E} '™ 0
Al)=|1 6 , B = { o { C=1, | 3
Co ™ Co m
| or o b
P= | """ =™ E=|:|,L=|:],Uu={01}" (3.3b)
O;rn—l Im—l E I

On en déduit donc que ce systeme vérifie I’hypothese de la linéarité énoncée dans I'hy-
potheése 2.3.1. Les méthodes constructives de synthese développées dans le chapitre 2
peuvent alors étre appliquées.

Par ailleurs, en considérant ’expression des matrices définies dans (3.3) et en
remarquant que
Ker {I'"} = spanl,,, (3.4)

on montre que le systeme admet un unique équilibre vérifiant y = y,.r et qui est défini

comme suit :

euefl
(z5,u}) = m ", Vi diag{ E} 1, | . (3.5)
‘/ref

En outre, comme spécifié dans le chapitre 1, la tension de référence V.. est choisie
de telle sorte a garantir :
0 < Viet < min Ej.
JE€Lm

Ainsi, a partir de (3.5), il s’en suit que, pour tout § € ©, on a uj;, € Int{conv{U}}. Ce qui
n’est rien d’autre que A1 de la proposition 2.3.5 et qui permet de garantir I'existence
d’un vecteur ¢ € R7, vérifiant (2.38). Rappelons que l'existence d'un tel vecteur est un
facteur indispensable afin d’appliquer les méthodes constructives de synthese présentées
dans le chapitre 2.

3.2 Synthese de la commande robuste a relais

Dans cette section, nous allons appliquer la méthodologie proposée dans le chapitre 2
afin de faire la synthese de la commande a relais robuste. Notons que la matrice d’état du
systeme, défini dans (3.3a), ne posséde pas de valeurs propres a partie réelle strictement
positive, deés lors les deux approches de stabilité globale et locale (présentées respectivement
dans les sous-sections 2.3.2 et 2.3.3) peuvent étre appliquées sur ce systeme. Ceci nous

permettra par la suite d’effectuer une comparaison entre elles.
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3.2.1 Amélioration du conditionnement numérique des matrices

Pour toutes les approches de synthese présentées dans le chapitre 2, les gains de la loi
de commande stabilisante sont obtenues en résolvant des LMI qui dépendent entre autres
des matrices du systeme. Dans cette sous-section, nous portons une attention particuliere
sur le conditionnement de ces matrices. En effet, dans le cas des convertisseurs Buck, ces
dernieres sont souvent mal conditionnées a cause des petites valeurs des inductances et de
la capacité. Nous proposons, afin d’éviter ce mauvais conditionnement, l'introduction d'un
nouveau changement de variables. Il consiste a un changement d’échelle des variables de
temps, des états et des entrées.

Ce changement de variables s’inspire de la procédure de normalisation développée
dans (| , p- 15]) mais qui s’applique uniquement pour le cas d'un unique convertis-
seur. La méthodologie proposée ici est valable pour m € N* convertisseurs, potentiellement
hétérogenes, et est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Définissons les matrices suivantes :

(H 0, F 0,
;! = Onr LT = On-1 , (3.6a)
0 1 ! 01 1
| ﬂ[‘T
T = L diag{E}, (3.6b)
| Leq 17, diag{ L}~
avec I' défini comme dans (3.3b) et :
Lo [ rrdiag{L}
—TI'Tdia
H V= |2 | T, T (3.7a)
1 | Leg _ 1
Fi:=—/—/— (I'"diag{L}I") (I'"T")", (3.7b)
Lm CO
1 1
= —, Ly = Ly. 3.7
L, =% o b= (370

Définissons également le changement de variables via xq = T, 'z, uy = T 'u, y, = Ty_ly

et T =

LeqCO '

Dans ce cas le systéme (3.2) peut s’écrire comme suit :

{ d"fgiT(T) = Au(0)xo(T) + Baug(T),
ya(T) = Caxa(7)7
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o

] (3.9)

-1
I,., —I'L O0,_
Ca = ! mLM ! s

o, 0 1

avec Q. = ,/LC—;. Ici, la commande u,(T) appartient a U'ensemble U, := T, 'U pour tout t.

Démonstration. A partir de la relation (3.4), on peut montrer que H s’écrit

H = \/ST [LuD(DTdiag{L}T)™ Legdiag{L} "1, . (3.10)

A présent, notons qu’a partir des définitions des matrices (3.7) et (3.10), on a :

Co

1T H = o, 1], (3.11a)
Leg
Leo | 0,
H 'diag{ L} '1,, = (/=<2 | "™ 1| 3.11b
iag{L} Co |1/L., ( )

En utilisant le changement de variables x, = T, 'z, on montre que :

Omxm —H 'diag{L} 1,
T;lA(H)TI =11 6 )
almH e
(3.11) 1
= Aa )
a0
et
71 . 71 .
=15y — H-'diag{L} 'diag{E} “

T

07,

36) [ 1
- 7Ba a-
LeqCO B

Finalement, en utilisant ’expression de 7 dans (3.6), on aboutit aux matrices A,(0) et B,

comme données dans (3.9).
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Donnons a présent 1'expression de C,, :

FI'TH 0f . I,. Z O
C,=T;'CT, = | T ,
Y 0 1 0 0 1
ol I
Z = L—eqFTdiag{L}Wdiag{L}_llm, (3.12)
M

W :=T(TT)"'IT.
Ainsi, il reste a prouver que :
-1

7 =
mLM

'L (3.13)
est vraie.

Pour ce faire, remarquons dans un premier temps que :
1
W =1, — —L,xm- (3.14)
m

En effet, en considérant la matrice inversible {I‘ 1m}, on montre que I'égalité suivante
est vérifiée :

W 1) = (L=~ ta) [P 1] =0 0,].

Ce qui permet de déduire donc que la relation 3.14 est vraie. Des lors, en utilisant cette
derniere relation et en remarquant que L;} est égal & 17 diag{ L} '1,,, il s’en suit que
- L.
Z = EF (Leqlm — %dlag{L}lm),
ce qui implique immédiatement (3.13). Remarquons que pour des valeurs numériques
identiques d’inductances, Z = 0,,_1.

]

Dans le but d’illustrer 'amélioration du conditionnement avec la formulation pro-
posée, la fonction Matlab cond, qui calcule le rapport entre la plus grande et la plus
petite valeur singuliere d’une matrice, sera utilisée. Plus petit est le résultat de ce rapport,
meilleur sera le conditionnement de la matrice. La figure 3.2 représente la variation de
ce rapport pour le modele original et le modele normalisé pour différentes valeurs de m
et pour les valeurs numériques des parametres du systeme consignés dans le tableau 3.1
lorsque m > 1. Pour le cas ou m = 1, on donne £ = 20V et L = 1.3mH.

Il est notable que le modele normalisé présente un meilleur conditionnement et ceci

méme pour de grandes valeurs de m. A l'inverse le conditionnement du modele original se
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TABLEAU 3.1 — Valeurs numériques des parametres du systéme pour m > 1

Parametres Valeurs
R 5Q
10k
Eiiq, (E=0,1,....m—1) (20+)V

m—1
11.7k

Liyq, (k=0,1,....,m—1) <1.3—|—> mH
m—1

nombre m de convertisseurs

FI1GURE 3.2 — Impact du conditionnement numérique par rapport au nombre m de
convertisseurs.

dégrade de plus en plus avec 'augmentation de m. Ceci montre 'efficacité du changement
de variables proposé ici.

3.2.2 Procédure de synthese de la commande

Dans cette partie, nous allons présenter la procédure a suivre afin de synthétiser la
commande stabilisante du systéme considéré.

Définition du modeéle augmenté normalisé

En suivant la méthodologie proposée dans le chapitre 2 et en utilisant le changement
de variables défini dans la sous-section précédente et en particulier le fait que C,, = T, o,

soit vérifiée, I'égalité y = y,er est alors équivalente a C,x, = T, Yet. Dans ce cas, I’égalité
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2(t) = Cx(t) — yrer pour le modele (3.2) est équivalente a 1’équation suivante :

dz,(7)
dr

= Coxo(T) — Ty_lyref (3.15)

pour le modele normalisé (3.8) avec z, = (1/1/LegCo)T;, ' 2.

Le vecteur d’état du modele augmenté normalisé s’écrit alors

Cai= [x = T7'¢, (3.16)

avec

Tt = o1 : (3.17)
¢ 0 T'——
Y \/ LeqCO

Dans ce cas, le modele augmenté normalisé est donné par :

d¢, -
lT) _ 2,(0)Cu(r) + Batta(r) +
dr
avec
] 1 . 0,
A,(0) = |2 Owpl g Bal ) On (3.18)
Ca Opxp Opxm _Ty Yref

Synthése de la commande u,

La prochaine étape consiste a appliquer les approches définies dans le chapitre 2 sur

le modele augmenté normalisé afin de calculer les gains du contrdleur. Rappelons que :

 la commande stabilisante u,(7) issue de la fonction de Lyapunov de type Lur’e
s’écrit :

ua(Co) € argmin (1(IP — o1, (K(,)QK)

’UGZ/Ia

B,

pXp

v, (3.19)

*

avec Cy = C, — T I {9‘59; OHT) et 6, un élément de © a choisir par 'utilisateur ;

o pour 'approche basée sur la fonction de Lyapunov quadratique, il suffit de poser
2 =0 et v =1 dans la relation (3.19) afin d’obtenir ’expression de la commande
stabilisante.

Dé-normalisation

Une fois la loi de commande stabilisante u, synthétisée pour le modele augmenté
normalisé, nous allons a présent procéder a la dé-normalisation des gains du controleur afin
de retrouver les unités physiques et temporelles d’origine. En se basant sur le changement

de variables donné par le lemme 3.2.1, la commande dé-normalisée correspondante a (3.19)
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est donnée par la relation suivante :

u(t) = Tyua(t). (3.20)

Implémentation

Finalement, d’apres la discussion présentée précédemment, I'implémentation de la
commande sera alors effectuée selon le schéma-bloc illustré sur la figure 3.3. Le bloc ‘Calcul
de la commande’ effectue I'opération donnée dans (3.19).

Ty, —wl+
_ y ~ Calcul
z _ intégrateur ¢ Ca de la Ua u
1 »
1 commande
S
20 C.I. (3 19)

Normalisation Dé-normalisation

FIGURE 3.3 — Schéma bloc de la mise en ccuvre de la commande

3.3 Présentation des résultats

Dans cette section, nous allons appliquer la procédure de syntheése présentée dans la
section précédente pour le cas o m = 3. Les valeurs numériques des différents parametres
du systeme sont consignés dans le tableau 3.2 et nous fixons la tension de référence a

Vier = 12V (3.21)

TABLEAU 3.2 — Valeurs numériques des parametres du systeme

Parametres Valeurs
[Rinin; Rinax] 5, 10] ©
Ey=FEy,=FE;3 24V
Co 40 pF
L= 1L, 1.3 mH
Ls 1.43 mH

La valeur nominale de la charge est fixée a 10 €2, et on souhaite assurer la régulation

robuste de la tension pour la condition initiale fixée arbitrairement comme suit : i;(0) =

i2(0) = i3(0) = 0.24A, v(0) = 7.2V et z(0) = 0.

Pour cela, nous allons appliquer les approches de synthese pour la stabilité globale

et locale présentées dans le chapitre 2 sur le modele augmenté normalisé correspondant.
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3.3.1 Synthése des gains du controéleur
Approche de stabilité globale

Nous allons suivre les étapes de calcul de gains présentés dans la sous-section 2.3.4
du chapitre 2.
Choix du vecteur normalisé ¢, pour le modele augmenté normalisé vérifiant (2.38) : A par-

tir de I’équation (3.5) et des valeurs numériques des parametres physiques du convertisseur
consignés dans le tableau 3.2, on note que la commande uj ne dépend pas du parametre 6
et est égal & 0.5 x 13. Dans ce cas, 'ensemble V est égal a [—0.5,0.5]3. Il peut ainsi étre

caractérisé comme dans (2.65) avec n, = 6 et les vecteurs g;, (j € Zg) définis comme suit :

91:[2 0 OT} g2 = — 41, 932[0 2 OT} 91 = —9a, 952[0 0 2?) 96 = —9s-

Notons que la version normalisée de cet ensemble s’écrit : V, ;= {v € R™ : gf v < 1,(j €
Ts)} avec gj, := T g;, de sorte que le vecteur ¢, = [1.9 4 4|7 vérifie la relation :

Plcy) CV,.

Calcul de P, X et de K : Ces parametres sont obtenus en résolvant (2.49), paramétré

par 9. Son influence sur les dynamiques du systeme sera discutée par la suite. Pour le
moment, nous sélectionnons § = 0.5 afin de résoudre (2.49). On aboutit aux valeurs de P
et de A suivantes :

[ 0.0539 —0.0015 —0.0000 0.0000 0.0285 —0.0015 —0.0000]
—0.0015 0.0517 —0.0001 —0.0009 -0.0015 0.0262 —0.0004
—0.0000 —0.0001 0.0645  0.0457 —0.0000 —0.0001 0.0516
P =10.0000 —0.0009 0.0457 0.0906 0.0000 —0.0009 0.0678 |, A= 39.3,
0.0285 —0.0015 —0.0000 0.0000  0.0285 —0.0015 —0.0000
—0.0015 0.0262 —0.0001 —0.0009 —0.0015 0.0262 —0.0004
|—0.0000 —0.0004 0.0516  0.0678 —0.0000 —0.0004 0.0877 |

ce qui via (2.7) implique que :

—1.0593 0.0299  0.0005 —0.0002 —0.5593 0.0299  0.0005
K =10.0299 —-1.0151 0.0020 0.0178  0.0299 —0.5151 0.0088
0.0005  0.0020 —1.2681 —0.8977 0.0005  0.0020 —1.0147

Calcul de Q) et de v : Enfin, observons que les LMI (2.39) et (2.40) admettent pour
solution :

043 0 0
Q=110 0 045 0 |,y=110°
0 0 027
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Ceci prouve que ’hypothése 2.2.2 est vérifiée avec D = R” et pour tout 6, € O, de
telle sorte que le théoreme 2.2.3 s’applique et donne une solution globale pour le modele

normalisé.

Ici, la valeur de 6,, choisie est calculée a partir de la valeur nominale de la charge

qui est de 10 €2. Nous posons donc #,, = 1/10 de sorte a avoir
5 =[04 04 04 12|,

obtenu a partir de (3.5). Nous discuterons également par la suite de son influence sur les
dynamiques du systeme.

Approche de stabilité locale

Dans ce cas, nous allons utiliser les mémes vecteurs ¢, et g;,, (j € Zg) définis dans
le paragraphe précédent pour le calcul des gains du contréleur.

Calcul de P, X et de K : Cette étape est commune aux deux approches liées a la stabilité

locale (quadratique et Lur’e). Ici, le choix du parametre § est effectué de telle sorte a
garantir que la condition initiale considérée appartienne au domaine d’attraction robuste.
En effet, comme discuté dans le chapitre 2, une valeur trop grande entrainera une
diminution de la taille de I'estimation du domaine d’attraction robuste. Ainsi, apres
avoir effectué quelques tests, nous avons choisi 6 = 0.23 afin de résoudre le probleme
d’optimisation (2.66). On aboutit aux valeurs de P et de A suivantes :

[ 0.0106 —0.0003 —0.0000 0.0000 0.0025 —0.0001 —0.0000]
—0.0003 0.0102 —0.0000 -0.0001 —0.0001 0.0024 —0.0000
—0.0000 —0.0000 0.0080  0.0011 —0.0000 —0.0000 0.0056
P =0.0000 —0.0001 0.0011 0.0031  0.0000 —0.0000 0.0014 |, A =91.35,
0.0025 —0.0001 —0.0000 0.0000  0.0012 —0.0001 —0.0000
—0.0001 0.0024 —0.0000 -0.0000 -0.0001 0.0011 —0.0000
| —0.0000 —0.0000 0.0056  0.0014 —0.0000 —0.0000 0.0059 |

(3.23a)
ce qui via (2.7) implique que :

—-0.4826 0.0114 0.0002 —0.0001 -0.1162 0.0053  0.0002
K =100114 —0.4658 0.0005 0.0035  0.0053 —0.1085 0.0016 |. (3.23b)
0.0002  0.0005 —0.3672 —0.0488 0.0001  0.0002 —0.2551

Calcul de © et de A : Le calcul de ces deux variables est nécessaire pour 'application de

I'approche Lur’e. Ce calcul est effectué en résolvant le probleme d’optimisation (2.68)
paramétré par les parametres de pondération : 51, fo; et (3, (1 € Z3). La également, des

tests ont été effectués avec plusieurs jeux de données. Ces derniers nous ont conduit aux
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choix suivants : 1 = 10, fB; = 10 et f3; = 1. Ce qui, via (2.68), aboutit a :

0.01 0 0
Q=0 001 0 [,r=0.01,~=0.0235. (3.23¢)
0 0 0.01

Ceci prouve que I'hypothese 2.2.2 est vérifiée pour tout 6, € ©, de telle sorte que le
théoreme 2.2.3 s’applique et donne une solution locale pour le modele normalisé.

Pour 'approche locale, il nous faut assurer que la condition initiale (o = [x] 2{]T
appartient au domaine d’attraction robuste du systeme. Puisque, I'approche de synthese
a été appliquée sur le modele normalisé, cela revient donc a garantir, en se basant sur la
relation (3.16) et sur la remarque 2.2.2, que (y doit vérifier la relation suivante :

T ' € G = Noeo Uer peuon0 PGk )y (3.24)

pour un #,, donné avec ®((*

w1 7) défini comme dans (2.20), r donné dans (3.23c) pour

I'approche Lur’e et r = 1 pour approche quadratique (voir la remarque 2.3.6). Par souci

de clarté, on rappelle que I'ensemble W (K, 0,,;0) s’écrit dans ce cas :

AG(G)C;,K + BauZ,K + ha = 0n+p;
Lo

U(K,00:0) = { ¢y T o € R™, s . (325
( ) g,K U K K(C:’K_TCI On ) :Om ( )

avec K donné dans (3.23b). Cependant, rappelons que le systeme (3.2) admet un unique
point d’équilibre vérifiant y = y,er et donné par (3.5). Alors, le modele normalisé associé a
ce systeme (voir (3.8)) admet également un unique équilibre. D’autre part, la détermination
de K permet de garantir que la matrice A,(#) + B,K est Hurwitz donc inversible. Dés
lors, en utilisant ces deux dernieres remarques, ainsi que le lemme 2.3.1, on en déduit que
I'ensemble (K, 6,;0) contient un élément unique. Ainsi, dans ces conditions, la relation
(3.24) devient :

T € G =Noeo®(C i) € V(T G —Cg) <r,V0e®. (3.26)

a

Remarque 3.3.1 (Procédure de vérification de la relation (3.26)). Nous allons présenter
une procédure permettant, pour une condition initiale donnée, de tester la validité de la
relation (3.26).

1. Choisir un vecteur ¢,, appartenant a © et calculer le vecteur zj correspondant. On
pourra pour cela utiliser la relation (3.5);

2. Calculer ¢} x a partir de (3.25) pour différentes valeurs de ¢ € O ;

3. Calculer les valeurs de V(TC_lCO — (i i) correspondantes. Un tracé de ces valeurs
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en fonction de 6 permettra un choix plus astucieux des valeurs de 6 a considérer
dans I'étape 2. Ce qui permettra, soit d’invalider (3.26) par la construction d’un
contre-exemple, soit d’émettre une conjecture sur sa validité, qui sera relativement

fiable puisque qu’il n’y a qu'un unique parametre : © C R.
-

A présent, en utilisant (3.23) et en choisissant #, = 1/10 comme pour le cas de
I’approche globale, on montre que la relation (3.26) n’est assurée pour aucune des deux
approches. Cependant en modifiant la valeur de 6,,, il est possible de résoudre ce probléme.
Apres quelques calculs, nous avons vu qu’en posant #,, = 1/9 pour 'approche quadratique
et 0, = 1/5 pour 'approche Lur’e, la relation (3.26) est alors garantie pour chacune des

deux approches.

Nous allons dans la sous-section suivante présenter les résultats de simulation obtenus
pour chacune des approches.

3.3.2 Résultats de simulation

Les résultats de simulation présentés dans cette section sont obtenus a partir du
modele idéal (3.1). Ces simulations ont pour objectif de valider la synthese de la loi de
commande pour le modele de commande. La robutesse de la loi de commande sera évaluée
expérimentalement dans la section 3.3.3. Les résultats de simulation obtenus pour les
approches de stabilité locale et globale sont représentés sur les figures 3.4, 3.5 et 3.6. Nous
avons dans un premier temps fixé la valeur initiale de la charge a sa valeur nominale qui
est égale a 10 €2, puis nous avons appliqué une variation sur sa valeur a t = 3ms qui fait
qu’elle passe a 5 §2. Pour les deux valeurs de la charge, on observe que les trois approches
parviennent a stabiliser le systeme vers le point d’équilibre désiré : la tension de sortie
converge bien vers sa valeur de référence avec une erreur statique nulle et la distribution

uniforme du courant entre les branches du convertisseur est bien assurée.

La figure 3.7 représente la trajectoire de la tension pour les trois approches considé-
rées ici. Nous constatons que (7) 'approche de la stabilité globale présente la meilleure
dynamique parmi les trois et (7i) approche de la stabilité locale quadratique donne une
meilleure dynamique par rapport a celle basée sur la fonction de Lyapunov Lur’e. Nous
allons par la suite tenter d’expliquer ces observations.

Discussion sur le point (i) Dans un premier temps, rappelons que les gains du
controleur pour 'approche de stabilité globale sont synthétisés avec une valeur de § plus
grande que celle utilisée pour les approches de stabilité locale et que ce parametre § permet
de modifier le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov des approches. Evaluons,
des lors 'influence de sa valeur sur les dynamiques des trajectoires du systeme. Les

tests seront effectués en utilisant 'approche de stabilité globale. La figure 3.8 représente
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FIGURE 3.4 — Résultats de simulation : graphes de la tension, des courants, de la
commande u; et de la charge en fonction du temps pour I’approche locale quadratique
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Ficure 3.5 — Résultats de simulation : graphes de la tension, des courants, de la
commande u; et de la charge en fonction du temps pour 'approche locale Lur’e
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FIGURE 3.6 — Résultats de simulation : graphes de la tension, des courants, de la
commande u; et de la charge en fonction du temps pour I'approche globale
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tension v (V)
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F1GURE 3.7 — Comparaison des graphes en simulation de la tension pour les approches
locale et globale : v;, représente la tension obtenue avec ’approche locale quadratique, v;
avec I'approche locale Lur’e, et v, celle obtenue avec I’approche globale

le graphe de la tension obtenu pour différentes valeurs de ¢ et pour 6, = 1/10. Les
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FI1GURE 3.8 — Graphe de la tension en fonction du temps pour 'approche de stabilité
globale avec différentes valeurs de § et pour 6, = 1/10 : a t = 3ms la valeur de la charge
passe 10 Q a 5 Q

résultats obtenus nous permettent d’émettre une conjecture selon laquelle I'augmentation

du parametre ¢ entrainerait une amélioration de la dynamique. En revanche, nous avons
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constaté que le probleme d’optimisation n’admettait pas de solution pour des valeurs
élevées de 9. Ce qui nous permet donc pas de valider cette conjecture de maniere globale
mais uniquement sur une plage de valeurs de . Néanmoins, son influence sur la dynamique
du systeme reste indéniable. Ce qui peut expliquer la différence notée sur les résultats
obtenus. A noter que 'approche de stabilité globale fournit plus de flexibilité concernant
le choix de 4 car, dans ce cas, on doit juste s’assurer que les inégalités matricielles (2.39)
et (2.40) admettent une solution. Alors que pour I'approche de stabilité locale, ce choix

doit également tenir compte de la taille de 'estimation du domaine d’attraction recherché.

Discussion sur le point (ii) Cette observation semble contre-intuitive dans la mesure
ou la commande par construction d’une fonction de Lyapunov de Lur’e possede plus
de parametres que son homologue utilisant une fonction quadratique. Nous émettons la
conjecture que le choix de 6, a un réle déterminant dans la supériorité de la seconde sur
la premiere. Plus précisément, le fait que 6, soit proche de 6 semble ici jouer un roéle
plus important que le nombre de degrés de liberté offert par le choix de la fonction de
Lyapunov en boucle fermée. Rappelons que nous avions choisi 6,, = 1/9 pour I'approche
quadratique et #,, = 1/5 pour I'approche Lur’e pour une valeur réelle de § = 1/10. Ainsi,
nous allons choisir la méme valeur de #,, pour les deux approches afin de les comparer. En
sélectionnant #,, = 1/5 pour 'approche quadratique, on montre que la condition (3.26) est
vérifiée pour la condition initiale considérée ici, ce qui permet son application. Les résultats
de simulation obtenus sont représentés sur la figure 3.9, ou on trace le graphe de la tension
pour les deux approches de stabilité locale. Nous remarquons, que les dynamiques de
tension deviennent, dans ce cas, identiques avec de fortes ondulations de la tension. Ces
résultats montrent donc qu’il est convenable de choisir, si possible, une valeur de 6,, proche
de la valeur réelle afin d’améliorer la dynamique du systeme en asservissement.

Remarque 3.3.2. Le fait que les courbes représentées sur la figure 3.9 soient identiques
peut s’expliquer en considérant 'expression de la commande donnée par (3.19). En effet,
remarquons que lorsque ¢, (K fa) = 0, c’est-a-dire, par définition de la fonction ¢.,,
lorsque K, € P(c,), alors la commande pour les deux approches de stabilité locale
sont identiques. Les résultats de simulation obtenus prouvent que cette relation est bien
vérifiée tout au long de I'expérience présentée ici. Ce qui permet, ainsi, d’expliquer cette

observation. a

Finalement, par rapport a ces résultats, nous allons dans la partie pratique, unique-
ment implémenter ’approche de stabilité locale quadratique et ’approche de stabilité
globale.
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0, =1/5,5=0.23
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F1GURE 3.9 — Graphe de la tension en fonction du temps pour les approches de stabilité
locale quadratique et Lur’e avec 6 = 0.23 et pour 6, = 1/5 : v, représente la tension
obtenue avec 'approche locale quadratique et v; avec 'approche locale Lur’e (a t = 3ms
la valeur de la charge passe 10 2 a4 5 )

3.3.3 Résultats expérimentaux
Présentation des équipements

Le banc d’essai utilisé pour les tests expérimentaux est représenté sur la figure 3.10. Il
est composé de 3 convertisseurs Buck (m = 3) hétérogenes dans le sens ot les inductances
et les transistors sont différents. Tous les transistors sont des MOSFET dont les références
sont : STP315N10F7, STP30NF10 et STP40NF10.

Le banc dispose également d’'une MicrolabBox qui est un équipement dSpace per-
mettant un prototypage rapide de la commande. Il est équipé d’un Processeur Temps
Réel (PRT) capable de communiquer avec un FPGA programmable par 1'utilisateur et
aussi avec plusieurs entrées/sorties (analogiques ou numériques). Le temps de conversion
des CAN est égal & 1.1075s. Le PRT (NXP QorIQ P5020, dual-core 2GHz) fournit une
interface homme-machine et délivre les valeurs numériques des consignes au FPGA (Xi-
linx® Kintex®-7 XC7K325T FPGA) ot la loi de commande est mise en ceuvre. L’horloge
du FPGA a une période de Ty = 1.1078%s.

A noter que les mesures de courant sont ici obtenues grice a des capteurs LEM dont
la référence est LA 55-P et les mesures de tension sont effectuées par le biais d’'un circuit
de mise a 1’échelle afin de s’adapter aux plages de tension des entrées analogiques de la

MicrolabBox. Comme discuté dans le chapitre 1, pour I'approche a relais, la fréquence des
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FIGURE 3.10 — Banc d’essai expérimental
mesures est égale a la fréquence d’actualisation de la commande.

Procédure de compilation

L’implémentation du FPGA est réalisée a 1’aide de 'outil Xilinx System Generator
(XSG). Il permet l'utilisation de I'environnement de travail de Matlab/Simulink afin de
programmer le FPGA. La figure 3.11 représente la procédure de compilation pour une
application donnée ([ONMO3]; [GGBL8]; [Xil]).

Apres avoir défini I'algorithme de commande, la prochaine étape consiste en sa mise
en ceuvre sous forme de schéma bloc sur Simulink. Pour cela XSG dispose de sa propre
bibliotheque nommée Xilinx Blockset directement accessible depuis la librairie de Simulink
(voir figure 3.12). Pres de 130 blocs ([Xil]) sont disponibles dans cette bibliotheque pour
aider & la construction de I’algorithme de commande. A noter qu’il existe, parmi ces blocs,
des blocs qui permettent l'interfagage entre les éléments de Simulink et ceux du Xilinx
Blockset. Il est alors possible d’effectuer des simulations afin de valider la conception dans
un premier temps, avant de passer a son implémentation en temps réel par la suite.

En outre, le schéma bloc nécessite la présence du bloc ‘System Generator’ (voir
bloc rouge sur la figure 3.12). Ce dernier n’est pas connecté au schéma mais permet sa
compilation dans le but de générer directement le code VHDL correspondant a l’algorithme
de commande, mais également le Bitstream nécessaire a son implémentation dans le FPGA.
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FIGURE 3.11 — Procédure d’implémentation du FPGA avec Xilinx System Generator

Le temps de compilation requis est proportionnel a la complexité de ’algorithme défini.
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Synchronisation des mesures des grandeurs électriques

La synthese de la commande se base sur une disponibilité de I’état du systeme, a
savoir les mesures des courants et de la tension. A I'inverse de la simulation ou 'acquisition
de ces mesures se fait sans contraintes liées a des phénomenes non modélisés, la partie
pratique nécessite de prendre en compte les instants de commutation de la commande.
En effet comme expliqué dans le chapitre 1, la commutation de la commande entraine
une ouverture brusque de l'interrupteur commandé. Des lors on assiste a des phénomenes
transitoires entrainant des pics de courant dans la bobine. Il est donc nécessaire de
synchroniser les acquisitions des mesures avec les commutations de la commande. Pour
cette raison, les échantillons de mesure doivent étre décalés de sorte a ce que les mesures
soient effectuées entre deux instants de commutation. La solution proposée ici, est de
mettre en ceuvre un compteur numérique, implémenté avec le pas de ’horloge du FPGA
qui est de 10ns (voir figure 3.13), qui permettra d’assurer un intervalle de temps constant

entre les instants de commutation et les mesures. Compte tenu du temps de conversion des

Compteuy
YIS
2.5us

ol

Uy
ot

i)
> t

<>

T, Mesures CAN

FIGURE 3.13 — Synchronisation des mesures du Convertisseur Analogique-Numérique
(CAN)

mesures et du temps de calcul de 'algorithme de commande, nous avons fixé une période
pour le compteur égal & T, = 5.107% pour les tests. Dans un premier temps, on utilise le
signal issu du compteur afin d’enclencher la prise de mesure des grandeurs électriques.
Par la suite, grace a la période de I'horloge du FPGA égal a 10 ns, ce signal est décalé
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de la moitié de T soit 2.5.107%s. Ce signal retardé, servira alors d’enclenchement pour
l’actualisation de la commande. A noter que la période du compteur coincide, ici, avec la

période d’actualisation de la commande et celle des mesures des grandeurs électriques.

Implémentation de la commande

La figure 3.14 montre les différentes étapes de la mise en ceuvre de la commande.
Remarque 3.3.3. Notons que la synthese de la commande a été effectuée en temps continu
alors que son implémentation se fera en temps discret. Cependant, la puissance de calcul de
la MicrolabBox utilisée pour implémenter la commande nous permet de pouvoir supposer le
fonctionnement du systéme en continu. D’une part parce qu’elle nous permet de choisir une
période d’échantillonnage relativement faible afin d’assurer une bonne précision concernant
la discrétisation des dynamiques continues et d’autre part, car elle nous permet d’avoir
des fréquences de commutation de la commande tres élevées et d’étre au plus proche d’un

fonctionnement en continu. J

Dans un premier temps, les grandeurs électriques, a savoir les courants dans les
branches des convertisseurs et la tension de sortie, sont mesurées puis converties en signaux

numériques a l'aide de CAN (voir figure 3.14).

T, -
i() i(ty)
AN u Commande u(ty) Ibg;ifeface u(t)
. EN

v(t)
oo,

Retard

FIGURE 3.14 — Schéma bloc de la mise en ceuvre de la loi de commande

Ces signaux seront utilisés afin de calculer la loi de commande en suivant la procédure

suivante :

1. Implémenter I’état augmenté z(tyyq) défini tel que z(tr11) = 2(tr) + Ts(Y — Yrer) ;

)ox)

A noter que pour 'approche locale quadratique, il suffit d’imposer Q = 0 et vy=1

2. Calculer la commande pour le systeme normalisé :

T B,

0

w(ty) — xp,

()

w(ty) — xp,

z(tr)

VEUq pPXp

f?—¢;(KTgl

uq(ty) € argmin (7T<_1

dans la relation précédente ;

3. Dé-normaliser les gains de la commande : u(ty) = T,uq(tg).
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Une fois ces trois étapes réalisées, la commande u(ty) passe par l'interface de sortie
numérique afin d’étre appliquée au processus réel. Ici, tous les signaux sont échantillonnés
a la période Ty =t 1 —t; et le bloc “Retard” introduit sur la figure 3.14 permet d’illustrer
la méthodologie de synchronisation des mesures présentée précédemment.

Par souci de clarté, la figure 3.15 représente les différentes fréquences mises en jeu
dans I'implémentation.

1 1

T, Ty Fréquence

FiGURE 3.15 — Illustration des différentes fréquences mises en jeu dans I'implémentation
de la commande

Comportement du systeme en boucle fermée

Les résultats expérimentaux obtenus en appliquant les approches de stabilité globale
et locale (quadratique) proposées ici sont représentés respectivement par les figures 3.16
et 3.17. De plus on représente sur les figures 3.18 et 3.19 un zoom du signal de commande
lors de 'asservissement et la régulation de la tension pour 'approche de stabilité globale.
On remarque que ces résultats concordent bien avec ceux obtenus en simulation. Les deux
approches parviennent & assurer une régulation robuste de la tension vers sa référence
pour les deux valeurs de la charge avec une meilleure dynamique de la tension obtenue
pour l'approche globale (comme illustrée sur la figure 3.20). En effet, on remarque un
meilleur temps de réponse mais également une chute de tension plus petite lors de
I’application de I’échelon de charge pour I'approche de stabilité globale. Comme discuté
précédemment, cette différence est liée au calcul des gains du contréleur pour chaque
approche. D’autre part, on remarque que la répartition uniforme des courants entre les
différentes branches des convertisseurs est bien garantie. L’objectif de commande est donc
assuré malgré la présence des phénomenes non modélisés dans le modele de commande tels
que les résistances parasites par exemple. Ceci prouve bien l'efficacité de notre approche
de synthese de commande en pratique et de la stratégie de prise de mesure présentée
précédemment et qui est capable de prendre en compte les fréquences variables de la

commande qui se manifestent le plus souvent en régime transitoire (voir figures 3.18
et 3.19).

Notons que, comme pour la plupart des approches de stabilité asymptotique pré-
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sentées dans la littérature ([BSO4]; [Dea-+10]; [Tro+12]; [HEF15]; [Ben+19]), notre
méthodologie se base sur ’hypothese idéale que les fréquences de commutation infinies
sont possibles et que tous les composants liés a la mise en ceuvre de la commande sont
parfaits. Ces hypotheses ne peuvent, cependant, étre garanties en pratique. Néanmoins,
avec une fréquence de commutation tres élevée de la commande en régime permanent, les
trajectoires du systeme sont maintenues tres pres du point d’équilibre désiré.
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FIGURE 3.16 — Résultats expérimentaux : graphes de la tension, du courant, de la
commande et de la charge en fonction du temps pour 'approche locale
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FicURE 3.17 — Résultats expérimentaux : graphes de la tension, du courant, de la
commande et de la charge en fonction du temps pour 'approche globale
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FIGURE 3.18 — Zoom de la commande u; pour 'asservissement de la tension en utilisant
I’approche de la stabilité globale
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FIGURE 3.19 — Zoom de la commande u; apres application de I’échelon de charge pour
I’approche de la stabilité globale
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F1GURE 3.20 — Comparaison des graphes expérimentaux de la tension pour les approches
locale et globale : v; représente la tension obtenue avec I’approche locale et v, celle obtenue
avec ’approche globale
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probleme de la synthese de commande robuste
a relais pour un systeme composé de plusieurs convertisseurs Buck en parallele alimentant
une charge résistive. La valeur de cette charge est considérée comme étant inconnue
mais appartenant a un ensemble convexe qui est connu. L’objectif de la commande
était d’assurer une régulation de la tension de sortie vers une référence fixe et constante
mais également de garantir une répartition uniforme des courants entre les branches du
convertisseur. Afin d’atteindre ces objectifs, la méthodologie présentée dans le chapitre
2 a été appliquée. Cependant, dans un premier temps, il nous fallait traiter le probleme
du conditionnement du modele pour le cas des convertisseurs dus aux faibles valeurs
des inductances et de la capacité. La solution proposée repose sur la définition d’un
changement de variables qui a permis d’améliorer considérablement le conditionnement
numérique du modele. Ce changement de variables concerne a la fois les variables de
temps, d’état et d’entrée. On aboutit dans ce cas a un modele normalisé sur lequel on a
appliqué les approches de synthese globale et locale présentées dans le chapitre 2, puis nous
avons montré la procédure a suivre pour la dé-normalisation afin de retrouver les unités
physiques de départ. Les résultats de simulation incluant toutes ces étapes, permettent de
montrer 'efficacité de nos approches. En effet, les deux stratégies permettent d’atteindre

les objectifs de commande fixés.

Par la suite, nous nous sommes intéressés a la mise en ceuvre pratique de la commande
a relais sur un systeme composé de m = 3 convertisseurs Buck hétérogenes dans le sens
ou les inductances et les transistors sont différents. Pour cela, nous disposons d’une
MicrolabBox qui est un équipement dSpace permettant le prototypage rapide de commande
grace notamment a la présence d’'un FPGA programmable qui posseéde un pas d’horloge
de 10 ns. Ceci dans le but de représenter au mieux la commande a relais en pratique.
Cependant, un probleme majeur concernant I'implémentation de la commande a relais
est la prise de mesures des grandeurs électriques. En effet, la fréquence de commutation
n’étant pas constante, il nous fallait définir une stratégie permettant d’éviter la prise de
mesures lorsque la commande change d’état. Ceci a pu étre réalisé en fixant une période
minimale de commutation pour la commande et en implémentant un compteur qui permet

d’assurer un intervalle de temps constant entre les mesures et les instants de commutation.

Finalement, les résultats expérimentaux obtenus en adoptant cette stratégie ont été
présentés. Ces derniers concordent bien avec ceux déja obtenus en simulation. Ce qui
permet de conclure une fois de plus sur 'efficacité des méthodologies présentées.

Nous allons, a présent, dans le chapitre suivant faire une comparaison pratique entre

la commande a relais et la commande basée sur ’approche MLI.
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

Introduction

Le chapitre précédent nous a permis de valider expérimentalement la synthese
de commande robuste a relais proposée dans cette these. Cette étude, réalisée sur m
convertisseurs Buck en parallele, a donné de bons résultats en présence d’incertitudes. Il
semble ainsi intéressant de comparer cette méthodologie avec des approches plus classiques
de la littérature. En effet, les convertisseurs sont généralement pilotés par des lois de
commandes continues, synthétisées a partir d’'une modélisation basée sur un modele moyen
(détaillé dans la section 1.1.2). Cette commande continue est convertie en signal tout
ou rien en utilisant le principe de la MLI (présenté section 1.1.3). Nous proposons dans
cette section de comparer I'approche a relais avec ce type de loi de commande. Cette

comparaison a été tres peu abordée dans la littérature.

L’étude de cette comparaison sera illustrée pour un unique convertisseur Buck
(m = 1) alimentant une charge résistive dont la valeur est inconnue mais appartient
a un ensemble convexe connu. Considérer un seul convertisseur permet de faciliter la
comparaison sans pour autant remettre en cause sa validité. En effet, considérer plusieurs
convertisseurs rendrait la comparaison plus complexe. Par exemple la mise en parallele de
convertisseurs peut impacter I’ondulation du courant total dans la charge, notamment en
utilisant des stratégies d’entrelacement | |, ce point ne sera pas abordé ici.

Ce chapitre est divisé en deux sections :

o La premiere section est dédiée a la description du systéeme considéré. Ensuite, la
synthese des lois de commande pour les deux approches sera détaillée. Enfin, un
cadre de comparaisons sera proposé. Il repose sur des critéres de performance de la

réponse du systéme mais également sur la charge de calcul.

» La seconde section permettra de mettre en exergue les avantages et inconvénients
de chacune des approches. Les résultats seront illustrés a partir d’expérimentations

réalisées sur le convertisseur Buck.

4.1 Synthese de la commande

4.1.1 Systeme considéré

Le schéma électrique du systeme considéré pour la comparaison est rappelé sur la
figure 4.1, il s’agit d’un convertisseur Buck alimentant une charge résistive.

Pour ce systeme, 1’'objectif de commande est d’assurer une régulation de la tension de
sortie du convertisseur vers une valeur de référence V. fixée au préalable. Cette régulation
doit étre garantie en dépit des incertitudes liées a la valeur de la charge. Ici encore, on
suppose que la charge est inconnue mais appartient a un ensemble convexe connu. La

syntheése de commande est effectuée sans la prise en compte des résistances parasites des
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4.1. Synthese de la commande

5 L
I N o

A
4<:> _{m NG Co | /|R € R Ruwd [0(0)

FIGURE 4.1 — Schéma électrique d’un convertisseur Buck

différents composants électroniques. Sous ces hypotheses, le modele de commande a relais

du systeme, initialement proposé dans (3.2) pour le cas ot m > 1, est rappelé ici en posant

m=1:
{x:Awm+B% (4.1)
y=Cz,
avec
? 1 0 = =
T = []79 :7a@:: [1/Rmax7 1/len]7A(9) = 1 éj 7B:: L ’C :[O 1}
(% R - 0
Co Co
(4.2)

La commande u prend ses valeurs dans ’ensemble U défini par
U:={0,1}.
A noter que les parametres R, et Ruax sont des réels strictement positifs.

Comme décrit dans (1.13), la représentation d’état du convertisseur Buck en consi-
dérant le modele moyen est donnée par :

(4.3)

Ymoy = C’l‘moy )

{ ftmoy = A(H)Imoy + Bumoya

avec

.| tmoy
Tmoy = v )
moy

et A(9), B, C, 6 et © définis comme dans (4.2). La commande ., vérifie la relation

suivante :
Umoy € [0, 1].
Rappelons qu’il correspond au rapport cyclique d défini dans ’équation (1.15).
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

Les parametres du convertisseur Buck considéré, sont donnés dans le tableau 4.1.

TABLEAU 4.1 — Parameétres du convertisseur Buck

Parametres Valeurs

[Rmim Rmax] [5 ) 10] Q
E 24V
Co 40 pF
L 1.3 mH

4.1.2 Synthese des lois de commande

Pour l'approche de commande a relais, étant donné que la valeur de la charge
est strictement positive, notons que la matrice d’état du systéme (4.1) ne possede pas
de valeurs propres a parties réelles strictement positives, motivant ainsi 1'utilisation de
I’approche de stabilité globale pour le cas linéaire incertain présentée dans le chapitre 2.

Concernant I'approche utilisant la MLI, elle se base sur la synthése d'une commande
continue Umqy. La méthode de synthese la plus classique est de concevoir une commande par
retour de sortie type correcteur PID, qui assure une régulation de la tension sans mesurer
le courant. Afin de mieux comparer avec la commande a relais développée dans le chapitre
2 qui est fondée sur 'existence d’une commande par retour d’état (voir 'hypothese 2.2.2),
nous adoptons également la commande par retour d’état pour I’approche utilisant la MLI.
Par ailleurs, on remarque que le systeme (4.3) a les mémes matrices A(), B et C' que le
systeme (4.1). Il vérifie donc les conditions pour pouvoir utiliser la méthode de synthese
de stabilité globale présentée dans le chapitre 2, a I’exception que la commande obtenue
est un retour d’état continu stabilisant wmy,ey. En effet, le systeme modélisé par (4.3) vérifie
les hypotheses 2.1.1, 2.3.1 et 2.3.2 et admet un unique équilibre vérifiant v = V¢ défini

(l’;, U’Z) = (

Dans ce cas, en résolvant les LMI (2.39) et (2.40) et en utilisant le changement de

par :

9 ‘/ref
V;ef

Viet
T ) . (4.4)

coordonnées défini dans (2.12) et I'inégalité (2.15), la commande continue pour I"approche
basée sur la MLI s’écrit :

umoy(() = u; + K(C - C%)?

avec k(¢ — (j) = sat. (K (¢ — (j)). Or puisque la commande uj ne dépend pas de 6 pour
'application considérée (voir (4.4)) et que (} vérifie la relation (2.6) (voir sous-section 2.2.3
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du chapitre 2), alors I'expression de la commande se simplifie comme suit :

oy () = " + 1 (g - ["?D , (4.5)

avec #, un parametre a choisir.

Pour faire la synthese des gains du controleur aussi bien pour ’approche de commande
a relais ou ’approche utilisant la MLI, nous allons suivre la méme procédure que celle

développée dans la partie 3.2.2 du chapitre 3.

Normalisation du modeéle :

Cette étape est assurée en appliquant le lemme 3.2.1 au modele (4.1) et au mo-
dele (4.3).

Modele augmenté normalisé :

Il s’agit d'implémenter I’équation (3.15) afin d’obtenir la nouvelle variable d’état du
systeme (, = {xl z(ﬂT.

Synthése de la commande u,(t) et upoy, (1) :

Rappelons que la commande uy; ne dépend pas de € et est égale a 0.5 en utilisant les
parametres consignés dans le tableau 4.1. Dans ce cas I’ensemble V est égal a [0.5, 0.5].
Il peut ainsi étre caractérisé comme dans (2.65) avec n, = 2 et les vecteurs g;, (j € Iy)

définis comme suit :

g1 =2, go = —2.

La version normalisée de cet ensemble s’écrit : V, := {v € R™ : g v < 1,(j € Ip)} avec

9j, := TTg;, de sorte que le vecteur c, = 12 vérifie la relation :
P(ca) C V.

Remarque 4.1.1. Pour la syntheése, la dynamique du systeme en boucle fermée dépend du
parametre 9 a choisir. Dans le cas linéaire a temps invariant, il est connu que ce parametre
représente le taux de décroissance de la fonction de Lyapunov quadratique (voir | ,
p. 66]). Ici, la présence d’incertitudes et la saturation de la commande rend délicat le
choix de ce parametre. Nous avons choisi, pour chaque approche, de fixer le parametre ¢§
de fagon empirique afin d’obtenir expérimentalement le meilleur temps de réponse. Les
essais ont montré que cela mene a 6 = 0.6 pour 'approche a relais et 6 = 0.35 pour la
commande continue utilisant la MLI. J

Commande pour I'approche a relais Pour 6 = 0.6 (voir remarque 4.1.1) la synthese
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

de la commande issue du probleme (2.49) donne les valeurs de P et \ suivantes :

0.5445 0.8242 0.9801
P =10.8242 1.4880 1.6967|, A = 31.84,
0.9801 1.6967 2.0654

ce qui via (2.7) implique :

K = [—8.6698 —13.1231 —15.6052} .

Enfin, notons que les inégalités matricielles (2.39) et (2.40) admettent pour solution :
0 =3.32.10"% v =9.62.1075.

Ceci prouve que I'hypothése 2.2.2 est vérifiée avec D = R? et pour tout 6,, € ©, de sorte
que le théoreme 2.2.3 s’applique et donne une solution globale pour le modele normalisé
avec la loi de commande définie comme suit :

: : : B
ua(Ca) € argmin (y(TP — o] (KC)QK) | 7% | v, (4.6)
VEU, “ OPXP
avec
= G T |V 4.7
Ca =G =T 0,,] (4.7)

Commande continue pour 'approche basée sur la MLI Pour 6 = 0.35 (voir remarque

4.1.1) la syntheése de la commande issue du probléeme (2.49) donne les valeurs de P et A

suivantes :

0.6194 0.6103 0.7454
P = 10.6103 0.7865 0.8473|, A = 20.68,
0.7454 0.8473 1.0517

ce qui via (2.7) implique
K =[-6.4043 —6.3107 —7.7078].
Enfin, notons que les inégalités matricielles (2.39) et (2.40) admettent pour solution :
0 =232810"" v=1.46.10"5.

Ceci prouve également que '’hypothese 2.2.2 est vérifiée avec D = R3 et pour tout 6, € ©.

La commande continue pour le modele normalisé s’écrit alors :

Umoy, (5(1) = Tu_lu* + KJ(&a)- (48)
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4.1. Synthese de la commande

avec (, défini dans (4.7).

Dé-normalisation :

Dans cette étape, il s’agit de dé-normaliser les gains du controleur avant son appli-
cation sur le systéme en utilisant le lemme 3.2.1.

Implémentation :

Finalement, pour les deux approches, la mise en ceuvre sera effectuée suivant le
principe du schéma illustré sur la figure 3.3. On utilisera 'expression (4.6) pour calculer la
commande pour 'approche a relais et la relation (4.8) pour I'approche basée sur la MLI.
Remarque 4.1.2. Pour les deux approches de commande, nous choisirons 6, = 1/R,,, avec
R, = 102 de sorte a avoir :

‘/ref
zp = |10 | . (4.9)
‘/ref

4.1.3 Criteres de comparaison

Afin de réaliser cette comparaison, il est nécessaire de définir un cadre et des criteres
de comparaison.

Mise en évidence des performances en asservissement et en régulation Les
performances en asservissement et en régulation sont mises en évidence a 'aide du scénario
représenté sur la figure 4.2.

— R
- ‘/ref

Ry,

28
3
E
2

R

2

S

> 1

FIGURE 4.2 — Définition de 'expérience de référence.
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

Ce scénario est décomposé en 4 phases :
e phase 1 : systeme au repos;

o phase 2 : asservissement vers une tension de référence V¢ = % pour une charge
nominale R = R, ;

Ry .

 phase 3 : régulation pour un changement de charge R = %*;

2E

e phase 4 : asservissement vers une tension de référence Viof = -

Critéres de comparaison Les criteres de comparaison dans cette section concernent
a la fois les performances de la réponse du convertisseur en régime transitoire et en régime

permanent, mais également la charge de calcul du processeur pour chaque commande.

Les criteres de performances sont :

* le temps de réponse (7;.) : temps au bout duquel la tension atteint 5% de la différence
entre sa valeur finale et sa valeur initiale. Ce temps sera calculé apres un changement
de consigne (asservissement) ou de charge (régulation) (voir figure 4.3);

e le taux de dépassement Dy : caractérise 'amplitude maximale de la premiere

oscillation de tension suite a un échelon de tension de référence :

v(tp) — v(o0)

BTC RO

(4.10)

ou tp est I'instant pour lequel le dépassement est maximal, v(0) est la valeur de la
tension avant I'application de ’échelon et v(o0) la valeur de la tension en régime
permanent apres 'application de ’échelon de tension (voir figure 4.3) ;

« la chute de tension (Av) : amplitude de la chute de tension apres l'application de
’échelon de charge (voir figure 4.3) ;

e erreur statique g,(00) : écart en régime permanent entre la tension de référence Vi

et la tension moyenne en régime permanent v(co) :
€0(00) = Vier = lim w(2);

o l'ondulation de courant Ai : amplitude des ondulations de courant en régime
permanent (voir figure 4.4) donnée par :

Al = pfax — IMin,

e le rendement 7 : rapport entre la puissance d’entrée et la puissance de sortie du

systeme en régime permanent :

=3 (4.11)



4.1. Synthese de la commande

‘/;ef

FIGURE 4.4 — Illustration des ondulations de courant en régime permanent

La puissance de sortie P; est obtenue par le produit des valeurs numériques de la
tension et du courant moyens mesurées dans la résistance R. La puissance d’entrée
P, est issue de la tension et du courant aux bornes de la source. Ce rendement tient
compte des pertes par conduction (essentiellement dues aux résistances parasites
des composants du convertisseur) et des pertes par commutation (induites par le
transistor et la diode) dans le convertisseur. Le schéma du convertisseur Buck avec
résistances parasites est rappelé par la figure 4.5.

Critere de charge de calcul :

o le temps T, : temps nécessaire au calculateur pour calculer la loi de commande ;

o le taux d’utilisation du processeur 7cpy : rapport entre le temps de calcul T, et la
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U, R, Ry L i(t)
1. A :u Re
E lVF
R R|v(t)
F

Co

1

FIGURE 4.5 — Représentation du convertisseur Buck avec les résistances parasites

période d’échantillonnage 7.
Remarque 4.1.3. De fagon analytique, lorsque les résistances parasites sont négligées, pour
une MLI de période Ty, 'ondulation de courant peut s’exprimer par ([ , Chap. 3,

p. 84]) :

u*(l — U*)ETMLI
i .

Pour la commande a relais, la fréquence n’étant par connue, il est difficile d’exprimer

Ai = (4.12)

analytiquement cette ondulation. J
Remarque 4.1.4. Comme discuté dans la sous-section 1.1.3 du chapitre 1, le choix du
point d’équilibre a atteindre aura un impact important sur I’ondulation de courant pour
I’approche a relais. En effet, pour une commande u* a 1’équilibre a mettre en ceuvre,
I’approche a relais aura besoin d’au moins une période 7Ty pour son implémentation, alors
que la MLI aura juste besoin d'une période Ty (voir la figure 1.14 de la sous-section 1.1.3).
En outre, plus u* est proche de 0 ou 1, plus le nombre de périodes T nécessaire a son
implémentation sera élevée. Par exemple, réaliser une commande a 1’équilibre u* = 1/8
ou u* = 7/8 avec 'approche a relais nécessitera une période égale a 8T,. Sachant que
la plus petite période de commutation de la commande pour cette stratégie est égale
a 2T, qui correspond a u* = 0.5, on émet donc la conjecture selon laquelle 'amplitude
des ondulations de courant sera plus importante dans la phase 4 du scénario présenté
(ou en théorie u* = 2/3, ce qui implique, pour sa réalisation, une période de 37 pour la
commande) que dans la phase 2 (ou en théorie u* = 0.5). J
Remarque 4.1.5. Ce type de comparaison a été tres peu abordé dans la littérature, di
principalement aux problémes liés & 'implémentation de la commande a relais (comme
exposé dans la sous-section 1.1.4). A notre connaissance, | | est le seul article
présentant une approche similaire. Dans cet article, la comparaison entre quatre différentes
stratégies de commande est effectuée sur un convertisseur DC-DC Boost : trois sont basées
sur I'approche MLI synthétisées en temps discret et une basée sur la commande a com-
mutations synthétisée en temps continu. Pour cette derniere, les résultats expérimentaux
obtenus montrent que la synthese de commande proposée ne permet pas d’avoir une
erreur statique nulle de la tension en cas de variation de la charge. Ce qui représente

une premiere différence par rapport a notre méthodologie. D’autre part, la comparaison
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n’a pas été effectuée sur une base commune, c’est-a-dire que les structures de commande

varient d’une approche a l'autre (présence ou non d’observateurs par exemple).

Dans notre approche, nous avons choisi la méme structure pour les deux méthodolo-
gies : commande par retour d’état associée a I’ajout d’une action intégrale afin de prendre
en compte les incertitudes paramétriques du modele.

4.2 Présentation des résultats

Sur la base des lois de commande synthétisées et des criteres définis dans la section
précédente, nous allons, dans cette partie, présenter et analyser les résultats expérimentaux
obtenus. Afin d’évaluer expérimentalement tous les criteres de comparaison définis dans la
sous-section 4.1.3, le systeme de prototypage rapide Microlabbox de dSpace est apparu peu
adapté. En effet, en fonction de la complexité de I'algorithme de commande, la génération
de code pour le FPGA est relativement longue (approximativement 45 minutes pour
notre cas). Par ailleurs, & notre connaissance, il n’existe pas d’outils mis en place pour le
calcul de la charge du controleur mis en ceuvre sur le FPGA de la MicroLabBox. Nous
nous sommes, des lors, orientés vers une solution de prototypage rapide a destination
de microcontroleurs Microchip. Ceci a également ’avantage de montrer que la stratégie
présentée peut également étre mise en ceuvre sur un microcontroleur et ne requiert ni un

FPGA, ni un systeme de prototypage rapide dSpace.

4.2.1 Présentation des équipements

Les lois de commande synthétisées précédemment sont mis en ceuvre expérimen-
talement sur un microcontroleur ATSAME70 de Microchip associé a une carte de déve-
loppement Explorer 16/32 (voir figure 4.6). Il est doté d’un coeur possédant une horloge
avec une fréquence de 300 MHz et posséde une unité de calcul en virgule flottante. Les
périphériques d’interfaces CAN (Convertisseur Analogiques Numériques) sont capables
de fournir une mesure toutes les 0.7 us. Ces mesures peuvent étre synchronisées avec les
générateurs de MLI, également présents sur le microcontroleur. Ces derniers seront utilisés
afin de transformer le rapport cyclique, issu de la synthése de commande par modele

moyen, en signal en créneaux pour commander le transistor.

A Pimage de la bibliotheque ‘Xilinx Blockset’ pour FPGA, ‘MPLAB Device Blocks
for Simulink’ permet de générer directement le code Simulink pour le microcontréleur
Microchip. La boite a outils est représentée sur la figure 4.7. Ces blocs reposent sur les
compilateurs MPLAB XC et MPLAB X IDE pour compiler le code généré et programmer
la puce a partir de l'interface Simulink. La procédure de génération de code et de

programmation de la carte est illustrée sur la figure 4.8. Le temps de programmation est
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FIGURE 4.6 — Microcontroleur ATSAMET70 (a gauche) et carte Explorer 16/32 (& droite)

EE Simulink Library Browser — | x

<@ - switch MLSR IR RN
MPLAB Device Blocks for Simulink

DSP System Toolbox HDL Support A
Embedded Coder Analog
Fuzzy Logic Toolbox Input ! Output
HDL Coder
Hybrid Equations Toolbox Analog IO BUS I2C BUS SPI BUS UART
Image Acquisition Toolbox
Instrument Control Toolbox Digital
Mode! Predictive Control Toolbox Input! Qutput
v MPLAB Device Blocks for Simulink
Analog 10 Digital IO Dual Core Profiling Pulse Input/Outpu
BUS 12C
BUS SPI PWM Quadrature Encoder System System
BUS UART . Input ! Output Interface Configuration Functions
Digital IO ]
Dual Core PWM IO QEI System Configuration System Functions
Profiling
Pulse Input/Output Sslrs}em
PWM IO "
QEI

System Configuration System Info Timers User Functions

BUS 12C BUS 5P| BUS UART

VVvvvy

Pulse

Dual Core Profiling Input / Output

v

-

User defined

Timers functions

System Functions
System Info
Timers
User Functions
> Powertrain Blockset
> Robotics System Toolbox v

FicurE 4.7 — ‘MPLAB Device Blocks for Simulink’

approximative de 1 & 2 minutes, a comparer avec les 45 minutes pour le FPGA de la
dSpace MicrolabBox.

Enfin, I'outil propose des solutions d’analyse temporelle de I'exécution. Notamment,
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MPLAB blocs ——* Modele Simulink

fichiers source C o /
Compilateur ///
XC32 /
binaire elf/hex :\ G
N Build Model
MPLAB X \\
IDE o

Programmation de la carte

FIGURE 4.8 — Procédure de génération de code et de programmation de la carte

le bloc ‘Task state’ permet de représenter I'exécution d’une tache a travers une sortie
numérique. La sortie passe a I’état haut au début de la tache et repasse a zéro lorsqu’elle
est terminée. Cela nous permettra de quantifier le temps de calcul requis pour chaque
approche a I’aide d’un oscilloscope.

Le banc d’essai utilisé dans cette section est le méme que celui utilisé dans le chapitre

3, représenté sur la figure 3.10 pour lequel un seul convertisseur est commandé.

4.2.2 Résultats expérimentaux

Afin de réaliser la comparaison dont le cadre a été défini dans la section 4.1.3, les
deux lois de commande sont examinées pour différentes périodes d’échantillonnage. La
commande continue pour I'approche basée sur la MLI est testée pour deux configurations
pour lesquelles Ty = {50, 12.5}us. Ici nous faisons le choix d’actualiser la commande
a chaque période de commutation en posant Ty = T (on choisit k = 1 dans la rela-
tion (1.17)). A noter que ce choix permet également de respecter la séparation fréquentielle
entre la période de la MLI et les dynamiques du systeme en boucle fermée de sorte a
garantir la validité du modele. Pour 'approche a relais, la commande a été implémentée
pour différentes périodes d’échantillonnage T, = {1.1,2,4,6,8,10,55}us ou 1.1us est la
période d’échantillonnage la plus rapide que le contréleur peut supporter sans surcharge
et Hbus est la fréquence d’échantillonnage pour laquelle 'approche a relais a le méme taux
d’utilisation 7cpy que I'approche MLI pour T = 50us.

Les critéres de comparaisons obtenus en suivant le scénario défini sur la figure 4.2
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

pour toutes les expériences sont reportées dans le tableau 4.2. De plus, les résultats de
I’évolution temporelle pour les expériences les plus significatives sont représentées sur les
figures 4.9 et 4.10. Pour chaque figure, les évolutions temporelles de la tension v et sa
référence Vi, du courant ¢, de la commande u ainsi que de la charge R sont représentées.

Analyse des figures 4.9 et 4.10

On observe que globalement toutes les approches implémentées sont capables d’as-
surer l’asservissement et la régulation de la tension moyenne de sortie en dépit des
incertitudes liées a la valeur de la charge et aux phénomenes non pris en compte dans le

modele de commande comme les résistances parasites. Ce qui permet bien de conclure sur
efficacité des deux approches de synthese.
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FIGURE 4.9 — Résultats expérimentaux : commande a relais pour Ty = {1.1,8,55}us

Concernant les approches a relais, les résultats représentés sur la sous-figure 4.9.a
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4.2. Présentation des résultats

correspondent a I'expérience pour laquelle les fréquences de commutation de la commande
sont les plus élevées. Ce qui entraine de faibles ondulations de courant. En revanche, le taux
d’occupation T, du microcontroleur est tres élevé et proche de 100% (voir tableau 4.2)
La sous-figure 4.9.b montre les résultats obtenus pour ’approche a relais qui possede le
meilleur rendement parmi les approches considérées. Une discussion sur cette observation

sera présentée par la suite. Enfin, on remarque sur la sous-figure 4.9.c que 'amplitude des
ondulations de courant augmente avec la période d’échantillonnage.
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FIGURE 4.10 — Résultats expérimentaux : commande continue basée sur la MLI pour
T, = {12.5,50}us (u est la commande discontinue générée par la MLI)

Pour la commande continue basée sur la MLI, les résultats sont représentés sur la
figure 4.10 ou la commande discontinue générée par la MLI est tracée afin de pouvoir
comparer avec la commande a relais. Ici on remarque que la fréquence de la MLI impacte
principalement sur I'amplitude des ondulations de courant en régime permanent.
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4.2. Présentation des résultats

Analyse des données consignées dans le tableau 4.2

o T, (temps de réponse) : globalement, la commande a relais (sauf pour 75 = 55us)
présente un temps de réponse pour ’asservissement et pour la régulation inférieur a
celui obtenu avec 'approche MLI. Cela s’explique principalement par ’actualisation
de commande plus fréquentes (pour les essais "Relais"). A noter que pour la com-
mande a relais implémentée avec T = 55us, a cause de la période d’échantillonnage
relativement élevée, 'ondulation de tension dépasse la zone comprise entre plus ou
moins 5% de la référence, définie pour le temps de réponse.

o Dy, (dépassement) : pour les deux asservissements de tension, les essais utilisant la
MLI présentent un dépassement plus petit que les approches a relais. En outre, de
maniere générale, on constate que, pour la méme approche et avec les mémes gains du

controleur, le dépassement a tendance a augmenter avec la période d’échantillonnage.

o Aw (chute de tension) : 'amplitude des chutes de tension observée est favorable
aux approches a relais sauf pour celle implémentée avec T = 55us qui présente une
chute de tension d’environ 4.4 V.

e ¢,(00) (erreur statique sur la tension moyenne) : toutes les approches présentent
sensiblement une valeur moyenne de la tension égale a la référence fixée. On remarque
que, méme en négligeant les résistances parasites dans le modele de commande,

I’approche de synthese reste quand méme efficace.

« Ai (ondulations de courant) : ce critere dépend majoritairement des fréquences de
commutation de la commande. Pour I'approche MLI, on observe une diminution de
I’amplitude des ondulations lorsque la tension de référence passe de 12V a 16V. En
gardant a l'esprit la définition de Ai (voir équation (4.12)), on note que, en théorie,
le maximum des ondulations de courant est obtenu pour u* = 0.5. Ceci explique
bien les résultats obtenus car pour Ve = 12V, on a u* = 0.5 et pour V,of = 16V, on
a u* = 2/3. Cependant, pour I'approche a relais, c’est 'inverse qui est noté : une
augmentation des ondulations du courant lorsque la tension de référence passe de
12V a 16V. Ce qui permet de valider la conjecture émise précédemment, dans la

remarque 4.1.4.

o 7 (rendement) : il est important de noter que I'augmentation de la fréquence de
commutation réduit, certes, 'ondulation de courant et donc les pertes par conduction,
mais augmente d’autre part les pertes par commutation. On trace sur la figure 4.11,
I’évolution du rendement en fonction de la période d’échantillonnage T, pour les
approches a relais. De plus, on y représente également les rendements pour les deux
essais basés sur la MLI considérés ici. Il semble, sur cette figure, qu’il y ait une
période d’échantillonnage (T = 8us, résultat temporel représenté figure 4.9.b) pour
laquelle le rendement est maximal pour les approches a relais. Ce rendement est, de
plus, meilleur que celui obtenu en utilisant la MLI a 20kHz et la MLI a 80kHz.

o T, (temps de calcul) : on remarque que les temps de calcul sont sensiblement égaux
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FIGURE 4.11 — Graphe du rendement pour les différentes approches considérées

pour les différentes approches. Notons cependant que pour les approches basées sur
la MLI, ce temps ne prend pas en compte la transformation du rapport cyclique
en signal en créneaux applicable pour les transistors. En effet, le microcontroleur
dispose de périphériques d’interfaces spécialement dédiés a cette fonction. Ce qui
permet de faciliter sa mise en ceuvre, mais également de réduire la charge de calcul

du processeur.

« 7opy (taux d’utilisation du calculateur) : du fait que la plupart des commandes
a relais sont implémentées avec une période d’échantillonnage plus faible que les
approches MLI, ces dernieres présentent donc un taux d’utilisation plus faible. Une

discussion sera menée par la suite concernant ce critere.

A présent, afin d’avoir une vision globale des résultats présentés dans le tableau 4.2
et dans le but de faciliter leur interprétation, les données sont représentées sous forme
de diagramme en étoile sur la figure 4.12. Ces données sont normalisées afin d’obtenir
des valeurs comprises entre 0 et 100 ou 100 représente la meilleure performance parmi
les approches considérées ici et 0 représente la moins bonne. T}, T3 et T, représentent
respectivement les temps de réponse pour l'asservissement de tension a 12V, a 16V
et le rejet de perturbations apres application de 1’échelon de charge. Ai; et Ay sont
respectivement I’amplitude des ondulations de courant pour Ve = 12V et pour Ve = 16V,
Enfin D; et D, représentent respectivement les dépassements pour 1’asservissement de
tension a 12V et & 16V. A noter que nous n’avons pas représenté Papproche & relais

implémentée avec Ts = 55us car comme montré sur le tableau 4.2, il était impossible de
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FIGURE 4.12 — Diagramme en étoile des résultats consignés sur le tableau 4.2

quantifier certains criteres.

On remarque qu’avec des ondulations de courant sensiblement égales (par exemple
les essais "Relais" a T = 1.1us et "MLI" a 80kHZ ou encore les essais "'Relais" a Ts = 8us
et "MLI" a 20kHZ), les deux approches présentent, sensiblement, les mémes valeurs de
rendement, mais avec une charge de calcul du processeur plus grande pour les essais
'Relais" (par exemple 7cpy = 99.8% pour l'essai "Relais" & Ty = 1.1us et 7cpy = 8%
pour l'essai "MLI" a 80kHZ). Néanmoins, ces derniéres présentent de meilleurs résultats
concernant la plupart des critéres de comparaison relatifs au régime transitoire (temps de
réponse et amplitude de la chute de tension).

Maintenant, remarquons qu’a taux d’'utilisation du calculateur sensiblement égal,
le parametre déterminant a prendre en compte est la période d’échantillonnage utilisée
pour la mise en ceuvre des commandes. Par exemple, 1'essai "MLI" a 20kHz et 1'essai
"Relais" a T, = 55us possedent les mémes taux d’utilisation du calculateur, cependant
la deuxieme présente des performances médiocres comparées a la premiere car la valeur
de T est relativement grande. Prenons, a présent, le cas ou la période d’échantillonnage
choisie est plus appropriée pour I'implémentation de la commande a relais, c¢’est le cas de
I'essai "Relais" a Ty = 10us et l'essai "MLI" a 80kHz, ou les taux d’utilisation sont assez
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Chapitre 4. Comparaison de I’approche a relais avec une approche basée sur le modéle moyen

proches. On observe que les criteres relatifs au régime transitoire, sauf le dépassement, sont
meilleurs pour la premiere alors que ceux relatifs au régime permanent, sauf le rendement
(a cause des commutations élevées de la commande), sont meilleurs pour la deuxiéme.
Ces résultats nous permettent d’émettre la conjecture selon laquelle, avec une période
d’échantillonnage faible et a taux d’utilisation du calculateur égal, I'approche a relais
obtiendra un meilleur rendement par rapport a ’approche MLI. En effet, cette derniere
présentera des commutations de la commande plus fréquentes qui auront tendance a

augmenter les pertes par commutation du convertisseur.

Finalement, ces résultats montrent que l’approche a relais présente de bonnes
performances des lors que le pas d’échantillonnage choisi pour sa mise en ceuvre est assez
faible. En outre, elle semble étre plus réactive que les approches MLI car elle présente
des temps de réponse plus faibles. Cependant, le prix a payer est une consommation du
calculateur importante.

Le choix d’une approche par rapport a une autre dépend donc en grande partie du

calculateur dont nous disposons pour I'implémentation.

Conclusion

Dans ce chapitre, une comparaison entre les approches de commande a relais et de
commande continue basée sur l'utilisation de la MLI a été présentée. C’est un sujet qui est
tres peu abordé dans la littérature. L’application considérée pour cette comparaison est
un convertisseur Buck alimentant une charge résistive dont la valeur est inconnue. Pour
chacune de ces approches, la synthése de commande a été effectuée en utilisant I’approche
de stabilité globale présentée dans le chapitre 2. Elle permet de concevoir les controleurs

en se basant sur la méme fonction de Lyapunov et en résolvant les mémes LMI.

Les criteres de comparaison choisis concernaient principalement la robustesse face aux
incertitudes liées a la valeur de la charge, la dynamique du systéme en régime transitoire,

le taux d’utilisation du calculateur entre autres. Les résultats obtenus montrent que :

o l'approche a relais requiert une période d’échantillonnage faible afin d’obtenir de

bonnes performances ;

o l'approche a relais, pour des périodes d’échantillonnage faibles, semble étre plus
réactive que les approches basées sur la MLI;

o lapproche MLI parait plus efficace a faible taux d’utilisation du processeur ;

o pour des fréquences d’échantillonnage faibles et a charge de calcul égale, ’approche
MLI semble présenter un moins bon rendement que celle a relais a cause de ses

commutations plus fréquentes.

En conclusion, 'approche a relais, implémentée sur le microcontroleur, présente de bons

résultats, mais le prix a payer est un taux d’utilisation important du processeur.
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Conclusion générale

Synthese

Les travaux présentés dans cette these ont été dédiés a la synthese et a la mise en
ceuvre de lois de commande pour les systemes a relais en prenant en compte des incertitudes
qui peuvent exister dans le systeme. L’application considérée pour cela est un systéme
constitué de m € N* convertisseurs Buck en parallele alimentant une charge résistive dont
la valeur est inconnue. C’est une structure qui se retrouve dans plusieurs applications
telles que les Microgrids ou encore les alimentations basse tension/fort courant.

Afin d’atteindre cet objectif, nous avons, dans un premier temps, effectué un état de
Part sur la stabilisation robuste des systemes a relais afin de situer nos contributions par
rapport a la littérature. Cette étude nous a permis de mettre en lumiére le fait que, a notre
connaissance, aucune approche présente dans la littérature n’est capable de traiter les
systemes a relais composés de matrices d’état en boucle ouverte non Hurwitz et incertaine.
Ce qui est le cas de I'application considérée dans ce mémoire. Ceci interdit également la

mise en ceuvre d'un régulateur par modele interne.

L’une des contributions majeures de cette thése concerne la résolution de cette
problématique. La procédure de synthese adoptée se base sur I'ajout d’un controleur
dynamique représenté par une action intégrale et sur I'existence d’une commande continue
par retour d’état stabilisante. Nous avons, dans un premier temps, présenté un résultat
général concernant la stabilisation locale pour le cas des systémes a relais incertains et
non linéaires. Les conditions conduisant a la stabilité en boucle fermée fournies se basent
sur I'utilisation d’une fonction de Lyapunov de type Lur’e. Par la suite, ce résultat a
été particularisé pour le cas des systemes linéaires incertains o nous avons présenté
deux approches de synthese dépendant des valeurs propres de la matrice d’état en boucle
ouverte : une approche de stabilité globale lorsque les parties réelles des valeurs propres
sont négatives et une stabilité locale peu importe la localisation du spectre de la matrice
d’état. De plus, nous avons fourni, pour chacune d’elles, une méthode constructive, basée
sur des LMI, afin d’une part de calculer les gains du controleur et d’autre part de pouvoir
calculer une estimation du domaine d’attraction robuste lorsque la stabilité locale est

cherchée.
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Conclusion générale

La stabilisation robuste des systemes a relais incertains étant traitée, une autre
contribution de cette these est la mise en ceuvre expérimentale de la méthodologie proposée.
Nous avons considéré pour cela, un systeme constitué de m = 3 convertisseurs Buck en
parallele hétérogenes dans le sens ou les inductances et les transistors de chaque branche
sont différents. L’objectif principal de la commande pour ce systéme est d’assurer une
régulation de la tension de sortie vers une référence constante en dépit des incertitudes liées
a la valeur de la charge. Cet objectif impose, en régime permanent, une valeur au courant
de la charge alors que la maniere dont ce courant est distribué entre les différentes branches
du convertisseur reste libre. C’est pourquoi nous avons fixé comme deuxieme objectif
de commande de garantir une répartition uniforme des courants dans les convertisseurs.
Puisque la stratégie de synthese proposée dans ce mémoire se base sur 'utilisation des LMI
qui dépendent des matrices du systéme, une attention particuliere a, des lors, été portée
sur le conditionnement de ces matrices. En effet, dans le cas des convertisseurs Buck, ces
dernieres sont souvent mal conditionnées a cause des petites valeurs des inductances et de
la capacité. Nous avons, afin de résoudre ce probleme, introduit un nouveau changement
de variables qui a permis d’améliorer considérablement le conditionnement numérique
des matrices. Par la suite, une discussion a été menée sur la mise en oeuvre pratique
de la commande a relais, notamment sur le développement d’une stratégie permettant
d’éviter la prise de mesures des grandeurs électriques lors des instants de commutation de
la commande a cause des phénomenes transitoires induits par ces commutations. Cette
stratégie, avec I'algorithme de la commande, ont été implémentés a ’aide d’un systeme de
prototypage rapide dSpace (MicrolabBox) disposant d'un FPGA programmable. Ce qui
nous a permis de générer des fréquences de commutation tres élevées et d’étre au plus
proche d'un fonctionnement en continu. Enfin, les résultats expérimentaux obtenus nous

ont permis de prouver l'efficacité de notre approche expérimentalement.

Finalement, une derniere contribution réside dans la présentation d’une comparaison
pratique entre les approches de commande a relais et celles basées sur la technique MLI,
tres peu abordée dans la littérature. L’application considérée pour cela est un convertisseur
Buck alimentant une charge résistive dont la valeur est inconnue. Les deux approches ont
été implémentées en utilisant un microcontréleur ATSAME70 de Microchip. L’utilisation
des microcontroleurs présente un avantage économique, puisqu’ils cotitent beaucoup moins
cher qu'un prototypage rapide dSpace. Cependant, leurs ressources sont tres limitées, ce
qui augmente la difficulté d’implémentation. Pour la comparaison, nous avons étudié le
comportement du systeme en asservissement et en régulation pour chacune des approches
en considérant plusieurs criteres tels que le temps de réponse, le rendement du systeme,
ou encore la charge de calcul du processeur. Les résultats obtenus nous ont permis de
mettre en évidence que l'implémentation de la commande a relais requiert une période
d’échantillonnage faible afin d’obtenir de bonnes performances du systeme en boucle
fermée. Dans ce cas, les dynamiques du systeme sont meilleures par rapport a la technique
de la MLI. En revanche, le taux d’utilisation du microcontréleur est assez important.
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Nous en déduisons que le choix de I'une ou 'autre approche, pour une application donnée,

dépend fortement de la puissance de calcul dédiée a 'implémentation de la commande.

Perspectives

Les résultats présentés dans le cadre de cette these ont permis d’ouvrir a de nom-
breuses perspectives. Nous allons en présenter quelques unes.

Commande par retour de sortie Dans cette these, nous avons traité le probleme de
stabilisation par retour d’état. Cependant, en pratique, il est possible que les variables
d’état ne soient pas disponibles a la mesure. L’extension de ces résultats dans le cas des
lois de commande de type retour de sortie peut, des lors, étre considérée. Ce dernier
point est actuellement en cours d’étude, et nous avons obtenu des résultats de simulation
probants.

Estimation du domaine d’attraction avec la fonction de Lyapunov Lur’e En
référence a la discussion menée dans le chapitre 2 sur la comparaison entre ’approche
quadratique et 'approche Lur’e (voir sous-section 2.3.3), il serait intéressant de développer
une stratégie de synthese en considérant directement ’ensemble V' (défini dans 2.38) plutot
que I'hyperrectangle P(c) C V (défini dans 2.37) dans la définition de D pour 'approche
Lur’e, ceci dans le but d’agrandir le domaine d’attraction robuste du systeme.

Extension de I’approche pour une classe de systéemes plus générale La stratégie
de synthese de commande robuste présentée dans cette these s’applique uniquement pour
le cas des systemes a relais dont la matrice d’état est incertaine. Il serait alors intéressant
d’essayer de généraliser cette approche pour le cas ou la matrice d’entrée B est également
sujette a des incertitudes. En outre, un deuxieme point qui pourrait étre considéré est son
extension pour le cas des systemes affines a commutation ou les matrices d’état ne sont

pas forcément identiques.

Limitation des commutations de la commande en régime permanent Les condi-
tions de stabilité asymptotique présentées dans le chapitre 2 se basent sur 'hypothese que
les fréquences de commutation de la commande peuvent étre infinies. Ce qui, en pratique,
n’est naturellement pas possible. On pourrait donc envisager une adaptation de cette
approche en étudiant, par exemple, les systémes a temps discrets (| 151 ]) ou
encore en utilisant les approches de commande événementielle (“event-triggered control”

en anglais | ])-
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Annexe A

Notions de solutions de Fillipov

Considérons le systeme dynamique suivant :
&= f(x). (A1)

Lorsque la fonction f est continue alors I'existence d’une solution classique (fonction
continument différentiable) est assurée par le théoréeme de Peano (| , Chap.1, p.6)).
Cependant, ce dernier montre des limites quant a leur application lorsque le champ de
vecteurs est discontinu.

Exemple A.1 (] ]). Considérons le systeme suivant :

—1 si x>0,

A2
1 si <0, (4.2)

o]
qui est discontinu en 0. Supposons qu’il existe une solution classique de ’équation
différentielle c¢’est-a-dire une fonction continument différentiable x : [0, ¢;] — R qui
satisfait (A.2) avec z(0) = 0. Ainsi, on a ©(0) = f(0) = 1, ce qui implique pour tout ¢
suffisamment petit x(t) > 0 or dans ce cas ©(0") = —1. Par conséquent, ¢ — &(t) vaut 1
en 0 et -1 en 0*. Elle est alors discontinue et donc aucune solution classique issue de 0
n’existe pour ce systeme. |

Il est donc nécessaire d’étendre la notion de solutions dans le cas ou le champ de
vecteur est discontinu. Cependant selon le probléme et I'objectif, différentes notions de
solutions peuvent étre utilisées. Une synthese de différents concepts de solutions est donnée
dans | 15[ 151 ]. Parmi ces différents formalismes présentés, celui de Fillipov
([ |) semble bien convenir aux convertisseurs de puissance DC-DC. En effet, il permet
de prendre en compte certains phénomenes qui peuvent survenir dans le fonctionnement

de ces systemes tels que : les modes glissants ou le comportement Zeno (| 151 B

[ D)
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Annexe A. Notions de solutions de Fillipov

Ce formalisme se base sur l'utilisation des inclusions différentielles ([ ]) et

d’applications multivaluées. Notons par B(R"™) I’ensemble défini tel que
B(R"):={S:S CR"}. (A.3)

L’application multivaluée considérée ici, est donnée par la définition suivante | | :
Définition A.1. Pour une fonction f : R"™ — R", on définit 'application multi-valuée de

Filippov F; telle que :

Fr:R" — B(R") (A.4a)
T = Ngso Nys)=o conv { f(n) : n € B(z,6)\S}, (A.4b)
ol u représente la mesure de Lebesgue sur R”. o

Exemple A.2 (Exemple avec la fonction signe). Considérons 1’équation différentielle
(A.1) avec f définie comme suit :

—1 si <0,
fx)=19 zo si =0, (z0 €R), (A.5)
1 si z>0.

Examinons a quoi correspond l'application F; dans ce cas. Ici, 'ensemble B(z,d) corres-
pond a Jz — 4,z + 4.

« Placons nous d’abord sur un point > 0. La définition de F; dans (A.4) nous invite
a considérer f(Jz — d,z + d[\5), o S est un ensemble de mesure nulle. Ici, il existe

0o = x > 0 tel que : quel que soit 0 < § < gy et S de mesure nulle, on a

|z — 3,2+ 5[\S CJO, +o0l, (A.6)

et donc,
f(n)=1,Vn €]z — 0,z + §[\S, (A.7)
f(z =9,z 4+ d[\S) ={1}. (A.8)

Puisque conv{l} = {1}, on a :
Fi(x) = {1}, siz > 0. (A.9)
o Idem lorsqu’on se place sur un point tel que x < 0, on aboutit a :
Fi(z) ={-1}, siz <O. (A.10)
« A présent on se place sur le point z = 0. Sur toute boule centrée en 0, la fonction
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prend trois valeurs. Pour tout 6 > 0, on a donc :

f(=10,0)) = {=1,2,1},
f(=0,6[\{0}) = {-1,1},

si bien que

conv f(]—0,0[)Nconv f(]—4,[\{0}) = [min{—1, 2o}, max{1, zo}]N[-1,1] = [-1, 1].
(A.11)

Plus généralement, on a
[—1,1] Ceonvf(] —d,0[\9),

quel que soit S de mesure nulle, et quel que soit zy et 6 > 0. Par conséquent,

Fr(0) =[-1,1]. (A.12)
|
Définition A.2 (| ]). Une fonction ® : [t,,t] — R™ est absolument continue s’il

existe une fonction intégrable (au sens de Lebesgue) k : [t,,t,] — R™ telle que :

B(t) — Bt,) = /tt 1 (s)ds, Vit € [ta,ty).

O

Pour un champ de vecteurs f discontinu et localement borné, une solution de Filippov
est définie comme suit | ] :
Définition A.3. Une solution de Filippov est une fonction absolument continue @ :
[ta, ts] — R™ telle que l'inclusion différentielle ®(t) € F;(®(t)) est vérifiée pour presque
tout ¢ € [tq, tp] C [0, 00][, avec Fy défini par (A.4). o
Définition A.4. On dit que F; remplit les conditions basiques si elle est semi-continue
supérieurement, fermée, convexe et bornée. o

L’existence d’au moins une solution pour une condition initiale donnée est garantie
si Fr remplit les conditions basiques | , p- 77].

Pour terminer sur cette annexe, on rappelle le résultat suivant issu de | , Chap.1,
p.7] que l'on présente sous forme de proposition :
Proposition A.1. Si (t,z) — f(t,x) est localement bornée et Lesbesque mesurable
par rapport a (t,x) sur [0,00[xR", alors F; satisfait les conditions basiques définies
précédemment.

117/128



Annexe B

Exemple illustrant la remarque 2.3.5

Dans cette annexe, nous donnons un exemple de systeme stabilisable quadratiquement
via un correcteur linéaire mais dont le modeéle augmenté ne possede pas cette propriété.

Considérons la paire (A(#), By) dont les matrices sont définies comme suit :

—6.1
12.2] . (B.1)

1 —6

B, —
01 62 y £20

Le vecteur de parametres incertains est défini tel que 6 = [01 Ggr avec
0, € ©; 1= [—11,11], 6, € O, := [—9, 10].
Supposons que la matrice de sortie C' s’écrive comme suit :
c=1[o 1.
Dans ce cas, les matrices du modele augmenté sont données a 'image de (2.5) par :

By

A) = 0 (B.2)

A(0) 0, B—
c ol

Partant de ces expressions, il est possible de trouver un correcteur linéaire de gain K qui
stabilise quadratiquement le systéme défini par les matrices (B.1). Cette matrice K et la
matrice P correspondante sont données par :

K=[9-2 —0-4}713: 0.12 0.077

1.03 0.12]

Cependant, le probleme n’admet pas de solution pour le systeme défini par les ma-
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trices (B.2).
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Annexe C

Quelques propriétés de la fonction ¢,
définie dans (2.17)

Dans cette annexe, nous présentons quelques propriétés liées a la fonction ¢, définie
dans (2.17) et qui seront utilisés dans les développements du chapitre 2.
Lemme C.0.1 (] , . 128]). Pour tout vecteur e € R™, ¢.(e) défini dans (2.17)

vérifie la relation suivante :

¢e(e)TT(¢ele) +¢) <0 (C.1)
pour toute matrice T € R"™ ™ telle que

m

Ckayk > Z Cj|Tk7j|, Vk € L. (02)
kg g=1
Lemme C.0.2 (| , D- 43]). Considérons e; € R™ et eo € R™. Si (1 — e3) € P(c)

avec P(c) définis comme dans (2.37), alors
de(e1)TT(pe(e1) +e2) <0 (C.3)

pour toute matrice diagonale définie positive T € R™*™.
Lemme C.0.3 (| , p. 41]). Pour tout vecteur e € R™, ¢.(e) défini dans (2.17)
satisfait

0e()TT(B() +¢) < 0 ()

pour toute matrice diagonale définie positive T € R™*™.

Proposition C.4. Soit un vecteur ¢ € RZ,. Pour une matrice symétrique T' € R™*™,
la condition (C.2) est vérifiée si et seulement s’il existe des matrices symétriques T,
T- ¢ R™™ aqvec T =T+ —-T", T,;fj = T]’Lk >0, Ty; =T;;, 20 et Ty, = 0 pour tout
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(7,k) € I, x L, et vérifiant :

> o (T4 +T5) < oy, k€ T,
JEL\{k}

Cette proposition est basée sur les résultats présentés dans |
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