N

N

Conception optimale de systéemes mécaniques:
Optimisation en variables mixtes.

Pascal Lafon

» To cite this version:

Pascal Lafon. Conception optimale de systémes mécaniques: Optimisation en variables mixtes.. Sci-
ences de l'ingénieur [physics|. Institut National des Sciences Appliquées de Toulouse, 1994. Frangais.
NNT: . tel-03611057

HAL Id: tel-03611057
https://hal.science/tel-03611057
Submitted on 16 Mar 2022

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution - NoDerivatives 4.0 International License


https://hal.science/tel-03611057
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d'ordre ;: 273

THESE

présentée a

L'Institut National des Sciences Appliquees de Toulouse

pour obtenir le

DOCTORAT de L'ILN.S.AT.
Speécialité : GENIE MECANIQUE

(arrété en date du 30 mars 1992)

par

Pascal LAFON

Conception Optimale de Systemes
Meécaniques :
Optimisation en variables mixtes.

Soutenue le 15 février 1994 devant le jury composé de :

BOHATIER Claude, Professeur a I'lFMA de Clermont Ferrand Rapporteur
BOUDET René, Professeur a I'UPS Toulouse Président du jury
GAY Daniel, Professeur a I'lUT A Toulouse Examinateur
GUILLOT Jean, Professeur a I'NSA Toulouse Examinateur
LABORDE Patrick, Professeur a I'UPS Toulouse Rapporteur
SARTOR Marc, Maitre de Conférences a I'lNSA Toulouse Examinateur

Laboratoire de Génie Mécanique de TOULOUSE :
INSA Département de Génie Mécanique Complexe Scientifique de Rangueil 31077 TOULOUSE CEDEX






Remerciements

Monsieur Claude BOHATIER, Professeur a I'IFMA de Clermont Ferrand, a accepté
d'examiner mon travail et d'en étre rapporteur, qu'il trouve ici l'expression de toute ma

reconnaissance.

Monsieur Patrick LABORDE, Professeur a I'UPS de Toulouse, me fait I'honneur

d'étre rapporteur de mon travail, je lui adresse tous mes sinceres remerciements.

Monsieur René BOUDET, Professeur a 1'UPS de Toulouse, et Monsieur Daniel
GAY, Professeur a I'IUT A de Toulouse et responsable du Laboratoire de Génie Mécanique,

ont bien voulu participer a ce jury, je les remercie de I'intérét qu'ils portent a mon travail.

Je remercie également Monsieur Marc SARTOR, Maitre de Conférences a I'INSA de

Toulouse, de sa présence dans ce jury.

Monsieur Jean GUILLOT, Professeur a I'INSA de Toulouse, m'a chaleureusement
accueilli au sein de son équipe. Ses conseils éclairés, sa gentillesse et sa disponibilité m'ont
permis d'achever ce travail dans les meilleures conditions, qu'il veuille bien accepter de

sinceres et respectueux remerciements.

Les membres du personnel du département de Génie Mécanique de I'INSA ont fait
preuve a4 mon égard de beaucoup de gentillesse et de disponibilité, qu'ils trouvent ici

I'expression de toute ma gratitude.

Je remercie tous mes collegues du Laboratoire de Génie Mécanique de Toulouse, qui
m'ont encouragé tout au long de ce travail. Je leur souhaite a mon tour beaucoup de courage

et les assure de toute mon amitieé.

Mes amis m'ont beaucoup aidé dans les derniers instants, et ont accepté de relire avec
attention et compétence ce mémoire. Je leur suis trés reconnaissant, et je les remercie

chaleureusement.






TABLE DES MATIERES

INEFOAUCTION ..o b bbbttt e ettt bbb nn e abe e 1
Premiere Partie :
Optimisation des systemes meécaniques
Chapitre 1 : Conception des systemes mécaniques
R (T [0 ot o] o TSRS T PRSP 5
2 Processus de conception d'un objet technique de tYPe CONNU .....cvovvvieiiiereciceeee e 6
2.1 STrUCLUFAtION PAI NMIVEAUX ...eeivreriereesieiestestestesteseeseesaessestesaessessesseeseessessessessesseaseaseassesseseessessessessesssessessenses 6
2.2 Réalisation technologique d'Une [HAISON..........civeieieriiie et 8
2.3 Conception d'un mécanisme : Recherche de la meilleure sOIUtiON .........ccoververiicnic i, 9
2.4 L SYSIEME SICAM......ooiiiie ettt ettt sttt et e e Re e s e e et eteseeeResReeReeRe et e tearenreeneeneenennn 10
I o] Tod [V oo TSRS P TP TP 11
Chapitre 2 : Expression du probleme d'optimisation
1 Enoncé mathématique d'un probleme d'optimiSAtION ........c.oeeiiieririeier e 13
2 Modélisation du probléme de conception : DEmarche g&nerale.............cccoveiririeniieeiise e 15
2.1 Expression initiale du ProbIEME.........ccooiriiriiee e 16
2.2 Expression finale : réduction de la taille du probIEmMe..........cccoviiriiiiiiiiciee e 17
3 Exemple de modélisation : "accouplement @ PlatBaUX"..........ccoieirirurirneiersee et 18
3.1 EXPresSion INITIAIE .......coiiiiiiie ittt b et b ettt r e ere s 19
3.2 Expression finale : réduction du nombre de variables ..o 21
3.3 RESOIULION GraPNIQUE ...cveviiiieeiet ettt bbbttt st e e 24
A CONCIUSIONS ...ttt b et b ettt b e bbbt ekt h etk h et e b4 bt ekt e bt ekt e b e Rt e bt b et ekt e b et et e e bt et bt 30




Seconde partie :
Méthode de résolution des problémes d*optimisation

a1 To [Tt (0] o TR

R €= e LT 11T ORI

11
1.2
13

Le probléme d'optimisation en programmation MathématiqUe............cceuervrerieiririsineiseseese s
Fonctions convexes, probl&mes CONVEXES [45] .....cvieiiiiirieiieisiseiei et saesenn

CoNVergence, ViteSSE 08 CONVEIGEINCE. .. ... .t uiiieiieiieieertestestestesieetee e eeeseeseesbesbe bt ebe e e aseeseesbesbesbesbesneeneeneens

2 Meéthodes pour les problémes d'optimisation sans fONCtion CONLraINtE ..........ccocvveiviereiinieneie e

2.1
2.2
2.3
2.4

2.5

Conditions suffisantes d'optimalité 10CaAIE.............ccveiiiiieiie e
Structure d'une méthode de MINIMISALION ...........ciiiiriiiee bbb
Minimum unidimensionnel : interprétation GEOMELTIQUE. ........ceveirierieirieieiseise e
Recherche du minimum d'une fonction d'une variable ..o
2.4.1 MEthodes UtIliSANT 18 QEIIVER ..........cueiiiieiiece ettt
2.4.2 Méthodes N'Utilisant Pas 18 HEIIVEE .........ccceviereiiiieie et
2.4.3 Interpolation, approximations POIYNOMIAIES .........ccuiiiiiiiiiiie e
2.4.4 Choix d'un intervalle de DEPAIT.......c..cooveiiierieie ettt
2.4.5 Critere d'arrét pour la recherche unidimensionnelle ...........ccocveiiiieieisinei e
2.4.6 Choix d'une méthode : quelques IEMENtS dE rEPONSE........ccvierieeierieie et
Recherche du minimum d'une fonction de plusieurs variables ...
2.5.1 Méthode de 1a PlUS TOrE PENTE.......ciiieiierieece ettt sttt
2.5.2 Méthodes de direCtioNS CONJUGUEES .......ceiviveerieiaresietetesiesestesterestessesesbessesessessasessessssessesessessesenns
2.5.3  MELNOUE 08 NEWLON. .....eiteiiiitcieeistee ittt ettt bbbkttt et
2.5.4 Meéthodes quasi newtoniennes : principe général [45].......ccoceiiiiiieieiieieieieseie e
2.5.5 Criteres d'arrét pour fonctions differentiables ............cccveiiiiiniiiiieici e
2.5.6 ChOiX d'UNE MENOTE ..ottt ettt

3 Optimisation avec fONCHIONS CONFAINTES .........eiuiiiiiiie ettt et e e e

3.1

3.2

3.3

Conditions NEcessaires d'OPLIMAITE ..........ccoiiiiiieiiriee ettt et sae e
3.1.1 Cas des fonctions contraintes BGalites ..........coiviiireriiiireice e
3.1.2 Interprétation géométrique des conditions de Kuhn et TUCKET ........cccccoverieienenieienenisce e
3.1.3 Unicité des multiplicateurs de Kuhn et Tucker a I'Optimum .........cccoceveiiiiennnisieneceee e
MENOAES PIIMAIES ... .c.vcviiiiieiiiteiee ettt sttt ettt s et et e s e b e s e ss e b e s e s e e b et e s s b e nbennnen
3.2.1 Meéthode de directions réaliSabIES............ccoiiiiiiiiiiiiriei e
3.2.2 MEthode de HNEATISALION ......cciviuiiiiieiiiieiie ettt ettt
3.2.3 Maéthode du gradient réduit gENETALISE. ...........coceiveiieiieiiei e
MENOAES 08 PENAIILE ......ecveieiiitieiece ettt e et et e b et et nbe s s s e nsesnanen




3.3.1 PriNCIPE GENEIAL ..o ittt st re e ne e e et sr e e e reeneere e eneenren 86

3.3.2 Meéthodes de pénalité extérieure : fonction de pénalisation quadratique ............cceoververererierennens 87
3.3.3 Méthodes de PENALITE INTEITEUIE.......cccviiieeiceee ettt sre e e eneennens 90
3.3.4 Approximation des multiplicateurs de Kuhn et Tucker a I'optimum .........cccccoovvvviviivivcisiicieinns 91
3.3.5 Maéthodes de pnalite : dISCUSSION ......ecuviueerieieice s se et e e sre e nneneennens 92
3.4 Conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité : existence d'un point Col..........cccccvcvvivviviiviieciciecnenn, 93
3.4.1 Lagrangien associé au probléme d'optimiSation .........cccvevvererieresiisiese e 93
3.4.2 Condition suffisante d'optimalité : point col et fonction de Lagrange.........cccoevvvviviveivereenenennens 94
3.4.3 Condition d'existence d'un point col : fonction de perturbation ..........c.cccooevvrieiivriiincceccrcre s 95
KT D011 CcN P [ LaTo [ T=] T RS S 99
3.5.1 Définition de la fonction duale et du probléme dual..............cccoovviviiiiiveicicrce e 99
3.5.2 Propriétés de 1a fonCtion dUAIE ..........cccveieieiiiic s 100
3.5.3 Propriétés du probleme Ul ............ccceieiiiiiicceccs e 102
3.6 MELNOUES AUAIES ...ttt 102
3.7 Lagrangiens généralisés : le lagrangien aUgmMENTE..........cccovviveiereeieiese e e 105
3.7.1 Interprétation graphique des méthodes duales classiques et des méthodes de pénalité.................. 106
3.7.2 Le 1agrangien QUGMENTE........cuciviueiererese st sie e ereeees e seestestesaeese e e eseesaesaestesaesteaneanseseessesseseessennens 110
3.7.3 Meéthode utilisant le lagrangien aUgMENTE ..........cccvverieireierere e e e snens 114
CONCIUSTONS ...t e e R R e R R R e R Rt e bt r et n s 115

IEFOTUCTION ...ttt bbbt b et b e bbbt e b e bt s bt bt bt e bt e bRttt e b et ke b e st et b bt et 119
Méthodes de réSOIULION NON TTETALIVES .........ceiiieeiieiee ettt ettt 120
2.1 Restriction totale par les fONCLioNS CONIIAINTES ..........coirieiririeiieee e 120
2.2 Restriction partielle par les fONCtioNS CONTAINTES ..........cceviiiriiiiireree e 121
2.3 ldentification des fonctions contraintes actives a I'Optimum ...........cccoceoireinieinnceee e 122
Analyse monotone : prinCipe, CONCEPES GENEIAUX .......c.evrveueiruereirieteesieteeseeteesesteesesteseseeseseseesesessesesesessssenens 124
3.1 Fonctions monotones, StricteMENt MONOLONES .........ccovriirieeirieeitie e et et e st esre e srbe e sre e sabeesbeeesbaeesaeeesrees 124
3.2 Problemes d'optimisation avec fonctions strictement MONOtONES...........c.cceveveireiiceneie e 124
3.3 Principe de 1'analySe MONOTONE. ........cuiiriiiiiieieirie ettt b et bt 125
Utilisation de 1'analySe MONOTIONE ..........coviiiiiiiiei bbbt 128
4.1 Résolution du probléme par élimination de Variables...........ooveeiininienneese e 128
4.2 Démarche genérale de rSOIULION..........ccoii ittt 129
4.3 EXemPIes d'apPlICALION ........cveiieieiie ettt et 130

4.3.1 Ressort de pompe NYArAUTIGUE..........oviiiiiiireee bbb 130

4.3.2 ACCOUPIEMENT & PIATEAUX......veverirveterieteteirie ettt sttt ettt sttt er e e nenes 138
4.4 Intégration de I'analyse monotone dans une Méthode IHEratiVe..........couoeeeireerirsenensee e 142
CONCIUSIONS ...tttk bbbkt bbb bbbk h bbb bbb b bt bt e bttt ne b 144



Chapitre 5 : Méthodes pour variables mixtes

GNBIANIES ...ttt bbbttt E ek b e bR e R b e R R e bR et e bRt R bRttt n e et s 147
1.1 Conditions d'optimalité en variables MIXLES .........ccccrrririieiirisirerisie ettt 148
1.2 Influence des variahles ISCIELES. .......uiiuiiririee ettt et sbenas 150
MELOAES 8 TESOIULION ...ttt sttt sttt e et e et eb e e etenas 153
2.1 Meéthode utilisant un principe de PENAIISALION .........ccoviiieririiieirsee s 154
2.2 Déplacement dans I'espace des variables dISCIEIES ..........ccurvrureririeiirisiee e 155
2.3 MEthOdes d'ENUMEBIALION ........cuiiiteieisieieee ettt e sttt e bttt sttt n e bt ne s 156

2.3.1 Principe d'une méthode de séparation et évaluation (Branch and Bound).............ccccoeeivriienennnns 157

2.3.2 Mise en ceuvre d'un principe de séparation et évaluation : résolution des problémes

liNBAIres €N NOMIDIES ENTIEIS .......civiiiiieie ettt ettt ettt st e besbeebeereeneeneas 160
2.3.3 Application aux problemes non linéaires en variable MIXtes .........ccccovrvrierrsierneieiense e 162
(00311 1] (] 1SS 163

Troisiéeme partie :
Résolution des problémes de conception optimale :
Implémentation d'une méthode

Chapitre 6 : Implémentation d'une méthode

Choix d'une MEthode de FESOIULION ...........iviiriiiri s 167
1.1 Tests comparatifs d'algorithmes d'optimiSation .........cc.ceivivieiiiirie s 167
1.2 Choix d'une MEthOAE AAPLEE .........ccveiiiieieieeee ettt e et e stesresbeaneereeneens 168
Algorithme utilisant le 1agrangien aUGMENTE ...........ccoveiiieierere e reene e 169
2.1 DEFfINItion de 'algOritNME ......ecue e et eneas 169
211 TESt dE CONVEIGERICE ..euvviveieeriereeieiestestesteaseeseeee e stestesteaseeseessesseseessestesaeeseeneeseeseessensesnesseaneeneesnens 171
2.1.2 Choix des valeurs initiales des MUItIPIICALEUIS.........cvereie i 172
2.1.3 Evolution du coefficient de PENALItE ..........c.ooveiiiiii i 172
2.1.4 Minimisation du Iagrangi€n..........cccociviiiieieeieeie ettt re e 173
2.2 0rganigramme 08 CAICUL........uciieeieiece et e s te st e tesaeere e e es e seenteseesnesreanaenens 174
2.3 Calcul des gradients par diffErences fiNIES .......cvcvcieiiii i 176
2.4 Codification des équations du probléme d'optimiSation ...........cccccevivrieiisienie e 177
2.5 Exemples d'application, résultats de CalCUIS ..........coovviiiiiiiiii e 178
2.5.1 Ressort de pompe NYAraUlIQUE.........ccvrviieiece ettt sreene e e e e 179
2.5.2 Accouplement & plateaux BOUIONNES ............coviiiiiiiiiie e 182




2.5.4 Optimisation de forme : POULIE BNCASIIEE ........cccvvvieeeeiee et e e e 184

2.5.5 Influence des calculs de gradients par différences finies .........cccvvvvvviieici s 186

2.6 CoNditioNNEMENT NUMEBTIQUE. ... .cvveeieeesieste e ste st e et et e st re e e es e sre st e besresresseesee e eeetesnesreaneeneeneenns 188

7 T0 R = 1o o S 188

2.6.2 Apport d'un conditionNeMENt NUMEFIGUE ......vecvverveeeieriesiesieseereeseeieseeseesiesressesseesseseessesseseessesseens 189

2.7 Algorithme de lagrangien augmenté : CONCIUSION..........coiiiiviieieicc e 191

3 Algorithme de séparation et EValUALION ..........cccvvieiieierce et e e sresneereenes 191
3.1 Principe : stockage de 1'arDOrESCENCE.........eivieieeieeee e ettt e e et e naesnesre e enens 195
3.2 Algorithme de séparation €t BVaAlUALION ...........ccereiiiiii i e 195
3.3 Regles de séparation, de PrOgrESSION .......uiviiverieieriirieseseseseereeeete e sse e srestesresseeseeeesseseesseseessessesseesens 197
3.4 Résolution des problemes de conception optimale en variables mixtes : exemples ........cccccoevvevivrivinenns 198
3.4.1 Prise en compte des parametreS QiSCreLS.......coviiiiiiirieiireieeeee et 198

3.4.2 EXEMPIES A8 CAICUIS ....eoiveieceeecc ettt besr e re e nnen 199

KT o] Tod (V] o] 4SS PSRRI 201

4 Mise €N RUVIE INFOIMALIGQUE........eieiieieieie ettt e e et et e aesteaneen e e e enbeseesresrenreenaenes 202
4.1 Structure du logiciel d'OptiMISAtION ........ccviviieieeecie e et ereenes 203
4.2 FONCHONNAITES. ..ot n et r et nn e 205
CONCIUSIONS, PEISPECTIVES .....veivieiieie sttt ettt e e st e e e sne e te e sreesaeaneeareenneas 207
Références bibliographiqUES...........ccooiiiiiiie s 209



ANNEXES

Annexe 1 : Notations

T FT=T ] o] [ 219
VECEEUIS B MALTICES .. veiiveiiitiiietee s cteeeetee st e et e et e e e bessbessbesssbessabessabessabessbbessabessbbessbeeesbbessbeeesbbessseeesbbesabenesbeeeas 219
FONCLIONS, Gradients, NESSIENS ... ..viieie e sttt e e et et seesbesreene e s e enteneesreseennenreaneens 220

Annexe 2 : Méthodes de directions conjuguées

Convergence finie d'une méthode de direCtion CONJUQUEE ............ciiirieieriririeiniee et 221
Meéthode du gradient conjugué pour fonction QUAAIATIGUE ...........cueireereirieiereieer e 222
2.1 Calcul du pas de déplaCcemENt @X..........c..coovuivueveeeeeeieeeeeeee e 222
2.2 DEEIMINALION & BX.......oevoeeeeeeeeeeeeee et 223

COITECTION T8 FANG L.ttt bbb bbbk bbb bbb bbbttt et e ne et 225
Formules de COIMECtION T8 FANG 2........ouiiuiiieieitiieei ettt bbb b bbbt b bbbt b st b e sbe s 226
2.1 MEBENOTE DFP ..ottt ettt b et b et bt e e bt b bt et n e e b ettt n e et 226
2.2 COITECHION BEGS ...ttt bbb bbbt b bbbt et b et ee s 227

Annexe 4 : Formulation des problemes d'optimisation

Ressort de POMPE NYAFAUTIGUE ........eouiieee et bbbttt bbb bt ne e 229
Accouplement & PlateauX DOUIONNES ........coiiiiiiiice ettt sbe b e te b e erears 232
Poutre a trongons de SECIONS VATIADIES. .........iiviiiirieiiieisie ettt sb s b e ane e 235

Vi




Introduction

Les performances des logiciels de Conception Assistée par Ordinateur (CAO) ont atteint
aujourd'hui un niveau tout a fait remarquable. Ces progrés spectaculaires sont sans aucun doute
dus a la disponibilité d'une puissance de calcul sans cesse croissante pour des colts toujours plus
faibles permettant d'exploiter efficacement des langages de programmation avancés (langages de
programmation orientés objets et de type "experts").

Les logiciels actuellement disponibles sur le marché intégrent, sous une méme interface
utilisateur tres conviviale, plusieurs modules. lls sont généralement composés d'un modeleur
géométrique permettant de concevoir les volumes les plus complexes et de les représenter a
I'écran de facon trés réaliste (représentation 3D volumique avec effets d'éclairages). La puissance
graphique des stations de travail actuelles permet en outre des manipulations dynamiques tres
performantes de ces représentations. La plupart de ces logiciels comporte aussi un module de
calcul par éléments finis associé a un mailleur automatique et également un module de
simulation d'usinage sur machines a commande numérique. La communication des informations
relatives au travail en cours entre ces différents modules est assurée de maniere totalement
transparente pour l'utilisateur.

Dans ces logiciels de CAO, un systéme mécanique est représenté comme I'ensemble des
volumes des différentes pieces qui le composent. Ce mode de représentation ne permet pas a
I'utilisateur de concevoir facilement un systeme mécanique. En effet un certain nombre de
notions fondamentales sont encore absentes des logiciels de CAO actuels. Un systeme
mécanique n'est pas uniquement un assemblage de piéces décrites par un volume mais aussi
I'assemblage des solutions technologiques des différentes liaisons qui composent ce mécanisme.

Les concepts de solution technologique d'une liaison et également de décomposition
fonctionnelle d'un systéme mécanique, permettent d'exprimer le probleme de conception d'un
systeme mécanique sous forme d'un probleme d'optimisation.

L'objet de ce travail est de caractériser ce probléeme d'optimisation et de mettre au point
une méthode de résolution adaptée.
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Dans la premiere partie de ce mémoire, nous définirons le concept de décomposition
fonctionnelle d'un mécanisme et de solution technologique d'une liaison pour ensuite montrer
comment un probléeme de conception, peut s'exprimer sous la forme d'un probléme
d'optimisation. La démarche permettant d'obtenir une expression mathématique de ce probleme
sera ensuite détaillée et illustrée par un exemple concret. Nous conclurons cette premiére partie
en précisant les particularités de ce type de problémes d'optimisation.

La seconde partie est consacrée a une étude bibliographique des méthodes de résolution
disponibles. Cette présentation détaillée nous permettra d'exposer des résultats fondamentaux en
optimisation non linéaire comme les conditions d'optimalité de Kuhn et Tucker et la notion de
dualité. Une partie de cette étude bibliographique concernera également une classe particuliere
de problémes d'optimisation : les problemes monotones. Les difficultés introduites par I'existence
de variables discréetes feront I'objet du dernier chapitre de cette seconde partie.

Cette étude bibliographique nous permettra de justifier les choix réalisés dans la mise au
point de la méthode de résolution que nous proposons. La derniére partie, concerne la description
de cette méthode et de son implémentation informatique. Enfin un exemple nous permettra de
valider le processus de conception et le logiciel d'optimisation que nous avons réalisé.
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Chapitre 1

Conception des systemes mecaniques

1 Introduction

La création d'un produit ou d'un systeme mécanique nécessite un ensemble d'étapes allant
de la mise en place du cahier des charges jusqu'a la destruction de ce produit. Un grand nombre
de personnes interviennent dans cette chaine : Les hommes du marketing qui définissent ce
cahier des charges, I'ingénieur d'étude qui va batir une solution technique, le dessinateur qui va la
représenter, le designer qui va définir des formes agreables a I'eil, I'ingénieur de calcul qui va
dimensionner les éléments garantissant un certain comportement en service ou une durée de vie
du produit, le bureau des méthodes qui va choisir un procédé d'obtention et étudier les gammes
de fabrication, les hommes de l'atelier qui vont réaliser le prototype, I'équipe des essais qui
acceptera ou refusera le produit aprés vérification de son adéquation au cahier des charges et
enfin I'équipe de maintenance qui suivra le produit en service.

L'intégration de I'outil informatique dans ce processus de création nécessite une analyse
précise de la démarche de création. De nombreuses études couvrent le sujet et il n'est pas dans
notre propos de faire ici la synthése de ces analyses. Nous nous intéresserons aux étapes de
I'avant projet et du projet, c'est a dire la phase de conception proprement dite. Si nous voulions
définir en quelques mots cette phase de conception nous citerions la phrase suivante extraite de
[28]:

"Concevoir un objet technique, c'est chercher a définir la meilleure solution technologique
du moment compte tenu des différentes contraintes. Pour le concepteur, pratiqguement
toujours soumis a des objectifs contradictoires, c'est la recherche (jamais atteinte) du
meilleur compromis.”

Ce processus de conception est, comme le souligne J. GUILLOT [28], d'une grande
complexité, dont les principales causes sont :
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e | e trés grand nombre de facteurs a prendre en compte.
e | 'interdépendance tres forte des choix a réaliser.
e | e caractere flou de certaines conditions de définition.

Cette complexité ne permet pas d'aborder globalement la conception d'un objet technique
complexe. Une démarche naturelle consiste alors a le décomposer en systemes élémentaires
simples, parfaitement définis, qui font I'objet de la connaissance technologique. On notera que
cette décomposition n'est accessible que lorsque le type de l'objet & concevoir est connu.

2 Processus de conception d'un objet technique de type
connu

2.1 Structuration par niveaux

S'appuyant sur cette décomposition, le processus de conception peut s'imaginer comme
une définition fonctionnelle globale descendante, allant des caractéristiques les plus générales,
aux caractéristiques particuliéres des €léments constitutifs, puis par une définition technologique
remontante, en partant des solutions technologiques de base a la machine.

La figure 1.1 donne une représentation de ce processus de conception dans le cas d'un
exemple particulier.
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Hélicoptere
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Mécanismes globaux :
Moteur, Réducteur, Rotor
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Mécanismes élémentaires :
Réducteur, Renvoi d'angle
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Liaisons complexes :
Engrenages, Guidages
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®

Réalisation technologique
des liaisons simples
Figure 1.1 : Processus de conception :
niveaux de définition d'un hélicoptére d'apres [28].
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A chaque niveau correspond un processus de définition avec des regles spécifiques,
permettant de faire le meilleur choix parmi I'ensemble des solutions connues. Les choix effectués
a un niveau vont se répercuter sur le niveau inférieur. En cas d'incompatibilité avec les regles de
définition de ce niveau, il faudra effectuer un "retour en arriere™ pour remettre en question les
choix du niveau supérieur. Lors de cette étude globale descendante on va atteindre le niveau de
définition le plus fin constitué par les réalisations technologiques des liaisons simples. A partir
de cette étape on peut réaliser en remontant I'étude technologique pour aboutir a la machine.
Bien entendu, le processus de conception ne se résume pas a une seule descente et une seule
remontée de cette décomposition fonctionnelle, de nombreux bouclages a un méme niveau et
retour au niveau précédent sont souvent nécessaires pour parvenir a une bonne solution.
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2.2 Réalisation technologique d'une liaison

Considérons le mécanisme présenté sur la figure 1.2a, qui pourrait se situer au niveau 4
de la décomposition fonctionnelle de la figure 1.1 Ce mécanisme peut étre vu comme
I'assemblage des solutions technologiques des différentes liaisons (figure 1.2b), dimensionnées
pour satisfaire aux données issues d'un niveau supérieur.

Figure 1.2 : Principe de conception d'un mécanisme.

(a) : Mécanisme complet. (b) : Solutions technologiques des liaisons.

J. GUILLOT précise la définition d'une réalisation technologique d'une liaison de la
maniere suivante [28]:
"La réalisation technologique d'une liaison, est constituée de I'ensemble des parties
fonctionnelles (surfaces de contact, volumes de matiere) appartenant aux différentes pieces
et nécessaires pour assurer la transmission des efforts entre deux pieces principales
(définies dans la proceédure de niveau supérieur)."

Ces liaisons peuvent se classer en trois catégories :
1) Les liaisons mécaniques de base (liaison ponctuelle, linéaire annulaire, rotule, pivot )
satisfaisant certaines conditions cinématiques.
2) Les liaisons complétes (ou encastrement) satisfaisant des conditions de montage.
3) Les liaisons de type étanchéité, jouant un réle particulier, surabondantes du point de vue de
I'étude strictement mécanique.
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Des liaisons de méme nature (appartenant a la méme catégorie) n'interviennent pas
nécessairement au méme niveau dans la décomposition fonctionnelle du mécanisme. En effet les
liaisons C et D sur la figure 1.2b font partie du niveau de definition le plus fin, tandis que A,
assurant la liaison entre deux éléments d'un mécanisme, intervient au niveau immédiatement
supérieur. Le choix de A va imposer des conditions de définition sur C et D.

2.3 Conception d'un mécanisme : Recherche de la meilleure
solution

Le mécanisme représenté sur la figure 1.2a comporte des liaisons par denture d'engrenage
A, par cannelures E, et par bride vissée F. Ces liaisons sont définies par des conditions
extérieures au mecanisme considéré. En supposant que B, (i=1,2,3,4) et C,,D, (i=1,2,3) sont
toutes les solutions possibles des liaisons composant le mécanisme, I'ensemble des solutions
globales peut étre décrit par le graphe de la figure 1.3.

Figure 1.3 : Graphe de I'ensemble des solutions réalisables.

L'existence d'un arc entre deux sommets successifs traduit la compatibilité entre deux
solutions technologiques partielles. Cette compatibilité se limite fréqguemment aux conditions
géométriques de montage ou d'usinage. Le nombre de chemins de parcours de ce graphe est
également le nombre de solutions globales, ou de conception, du mécanisme considéré. Donc la
solution a retenir, considérée comme la meilleure, sera celle qui satisfait aux critéres d'optimalité
retenus par le concepteur.
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2.4 Le systeme SICAM

On comprend facilement l'intérét d'un outil informatique permettant au concepteur
d'explorer rapidement I'ensemble des chemins possibles du graphe de la figure 1.3, pour la
recherche de la meilleure solution.

Afin d'expérimenter la démarche exposée ci-dessus, J. GUILLOT et son équipe ont congu
le logiciel SICAM (Systéme Interactif de Conception Assistée de Mécanisme). Ce logiciel permet
de concevoir tous les mécanismes composés d'engrenages montés sur des paliers a roulements et
comprenant des liaisons arbre moyeux par clavettes ou par cannelures, des liaisons par vis ou
boulons, des liaisons par circlips ou écrous spéciaux et des étanchéités de tous types pour arbre
tournant.

Ce logiciel est architecturé autour d'une base de données contenant I'ensemble des
solutions technologiques des différentes liaisons, d'un ensemble de modules de calcul spécifiques
a chaque liaison et d'un module de dessin 2D. Chaque module de calcul de liaisons est congu de
maniére a déterminer la meilleure solution en fonction d'un ensemble de criteres d'optimisation
pré-définis.

A travers un ensemble de questions présentées sous forme de menus graphiques
récapitulant tous les choix possibles, ce systeme permet a I'opérateur de choisir la disposition et
la solution technologique des différentes liaisons du mécanisme, chaque liaison étant
automatiquement dimensionnée. A tout instant SICAM offre la possibilité de remettre en
question les choix effectués et de revenir "en arriére™ pour en effectuer de nouveaux. L'utilisateur
peut ainsi explorer rapidement de nombreuses solutions de conception pour ce type de
mécanisme et obtient pour chaque conception un dessin d'ensemble coté.

Les résultats obtenus avec SICAM valident le principe d'un processus de conception
organisé autour de la décomposition d'un systeme mécanique complexe en sous-systemes
élémentaires que sont les "réalisations technologiques des liaisons".

10
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3 Conclusions

Le graphe de la figure 1.3 montre que la meilleure solution (en quelque sorte le meilleur
chemin) est celle qui satisfait le mieux aux critéres d'optimisation retenus par le concepteur, et
donc qu'un probléme de conception de mécanisme peut se formuler comme un probléme
d'optimisation.

Toutefois pour modéliser complétement le probleme de conception de ce mécanisme, il
faudrait exprimer la totalité du graphe sous la forme d'un probléme d'optimisation. Comme
chaque sommet du graphe représente la réalisation technologique d'une liaison et posséde sa
propre méthode de dimensionnement, ce probléme d'optimisation ne peut étre formulé que pour
un chemin donné. Donc il ne peut étre décrit mathématiquement que pour un ensemble fixé de
choix technologiques.

Dans le logiciel SICAM, le probleme d'optimisation est formulé pour chaque liaison du
mécanisme, et c'est l'opérateur qui agence lui-méme I'ensemble de ces solutions optimales pour
créer un mécanisme. Cette approche permet de traiter des problemes de petites tailles que I'on
peut résoudre par une méthode graphique.

La mise au point d'une méthode de résolution générale permettrait de résoudre des
problémes d'optimisation de plus grande taille modélisant la conception d'un mécanisme
comportant plusieurs liaisons.

Avant d'aborder la mise au point d'une telle méthode, il est nécessaire de préciser la
démarche a suivre pour passer d'un probleme de conception a un probléme d'optimisation. Cette
étape nous permettra également de caracteriser les difficultés inhérentes a ce type de probleme
d'optimisation que nous nommerons : "Probléeme de conception optimale"

11






Chapitre 2

Expression du probleme d'optimisation

Nous avons montré au chapitre précédent qu'un probléme de conception peut finalement
se ramener, sous certaines conditions, & un probléme d'optimisation. On se propose maintenant,
d'étudier plus en detail les différents aspects de la modélisation d'un probléme de conception
sous la forme d'un probléme d'optimisation.

1 Enoncé mathématique d'un probleme d'optimisation

Un probléme d'optimisation, en programmation mathématique, s'énonce généralement de la maniére
suivante :
Déterminer les valeurs X; des n variables qui sont les composantes du vecteur :

x={%...x...x,J' ,xeS avec ScR"

qui minimisent (ou maximisent) la fonction réelle, appelée fonction objectif, telle que :

fixeS——>f(x)eR

et qui satisfont un ensemble de conditions restrictives, également exprimées sous la forme de
fonctions réelles, appelées fonctions contraintes telles que :

c;:xeS——¢;(X)eR pour:j=1l.m+l
Avec:

13
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¢;(x)<0 j=1l.m
¢;(x)=0 j=m+LlL.m+lI

Notons que dans I'énoncé ci-dessus on distingue deux types de conditions restrictives :
Les m fonctions contraintes inégalités et les | fonctions contraintes égalités.

L'ensemble de ces fonctions contraintes limite un domaine de S appelé domaine des
solutions réalisables. Nous étudierons plus précisément les conditions d'existence d'une solution
pour ce type de probléme dans le chapitre suivant. Nous admettrons pour l'instant que les
fonctions objectif et contraintes sont continues et différentiables sur R".

Considérons par exemple le probleme suivant, de deux variables comportant trois
fonctions contraintes inégalités :

Minimiser f(x) =10(x”—x,)*+ (x, —1)*+4
Sous les fonctions contraintes :

¢,(X) = 2.5x,* + 3%, —8x, +8< 0

¢,(x) =1.5x,” —=5x, —8x, +12 <0
C;(x)=x,-1.25<0

Avec x = {x,%, |

4.00 Ax
2
D
0
2
3.00 K
soluti
2.00 +
C
1.00
- F
3
—1.00 ‘ ‘
—2.00 —1.00 0.00 1.00 2.00

Figure 2.1 : Représentation graphique
d'un probléme bidimensionnel.
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La figure 2.1 représente les contours ( les courbes f(x) = constante ) de la fonction objectif, ainsi
que les courbes c;(x) =0, pour j=1,2,3, celles-ci sont hachurées coté "positif* de sorte que le

domaine D est représenté par la région du plan située du cété "négatif" des fonctions contraintes
et limité par les courbes ¢, (x) =0, pour j=1,2,3.La solution de ce probleme est représentee par

le point A de coordonnées x, =1.25 et x, =1.957 .

2 Modélisation du probleme de conception : Démarche
générale

Cette étape, fondamentale dans le processus de recherche de la solution optimale, aura
pour objet l'identification des différents éléments de I'énoncé mathématique du probleme
d'optimisation : les variables, la fonction objectif et les fonctions contraintes.

Lorsque I'ensemble des choix technologiques du mécanisme, ainsi que la configuration de
base de celui-ci sont définis, on peut décrire ce mécanisme a l'aide d'un certain nombre de
parametres, par exemple :

e Des parametres géométriques (nombre, position, dimensions des divers éléments).

e Des parametres liés aux matériaux (module d'élasticité, coefficient de poisson, limite de

résistance, masse volumique, etc. ...)

e Des parametres fonctionnels (charges, vitesses, etc. ..)
L'analyse fonctionnelle globale, effectuée au niveau immédiatement supérieur au systéme étudié,
permet de fixer la valeur d'une partie de ces paramétres. Ceux ci ne pourront pas étre choisis
comme variables du probléme d'optimisation, nous les considérerons alors comme des données
du probléme. Toutefois leurs valeurs pourront étre remises en causes, dans le cas ou par exemple
le domaine des solutions du probleme d'optimisation serait vide.

Tous ces parameétres descriptifs sont liés par un ensemble de relations fonctionnelles
specifiques du mécanisme étudié, dont il faudra établir une liste.

On obtient généralement un nombre conséquent de relations et de parameétres. Il sera
indispensable, dans un deuxieme temps, de les réduire au minimum afin d'obtenir I'expression la
plus simple possible pour le probleme d'optimisation.

15
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2.1 Expression initiale du probleme

Le recensement de toutes les relations permettant de décrire I'ensemble du mécanisme
tant au niveau fonctionnel que géométrique est une opération qui nécessite de bonnes
connaissances technologiques. Il est important que I'expression du probléme d'optimisation soit
la plus compléte possible, c'est a dire qu'elle permette de traiter I'ensemble des mécanismes du
méme type.

Il n'est pas possible détablir ici une liste exhaustive de I'ensemble des relations
fonctionnelles permettant de décrire un mécanisme quelconque; de plus cette étape ne reléve a
I'neure actuelle d'aucune démarche systématique. On retrouve cependant un certain nombre de
points communs dans de nombreux mécanismes.

Par exemple, les modéles de calcul permettant de dimensionner les divers éléments de
machines qui composent bon nombre de mécanismes (engrenages, roulements,..). Ceux ci
fournissent une grande partie des relations fonctionnelles, a laquelle on ajoutera souvent des
conditions de résistance statique et dynamique liant des parameétres caractéristiques d'un matériau
(limite élastique, limite de fatigue,..) aux parametres géométriques des divers éléments.

Les conditions d'encombrement géométrique, ainsi que les conditions liées au
fonctionnement (positionnement des roues dentées d'un engrenage, tension d'une courroie,
efforts exercés par un ressort de rappel, etc...), permettent d'écrire d'autres relations.

On peut aussi inclure des relations définissant le co(t des divers éléments (lorsque celui-
ci est facilement accessible en fonction des dimensions caractéristiques par exemple) ou des
relations provenant de conditions de fabrication particulieres (épaisseur de paroi minimale pour
des pieces moulées, ..).

La liste donnée ici n'est, bien sur, pas limitative et comporte deux types de relations
fonctionnelles :

e Les relations fonctionnelles liant certains parametres entre eux, ce sont alors des équations
fonctionnelles, elles permettront soit d'éliminer par substitution quelques parametres soit
d'écrire des conditions fonctionnelles égalités (fonctions contraintes égalités).

e Les relations fonctionnelles imposant des valeurs limites sur les parametres du mécanisme,
elles permettront d'écrire des conditions fonctionnelles limites (fonctions contraintes
inégalités).

Il faudra enfin exprimer en fonction des parametres du mécanisme, le ou les critéres
d'optimisation ou autrement dit, le ou les objectifs a atteindre, soit par exemple :

e Minimiser la masse, I'encombrement, ou le colt du mécanisme.

e Maximiser une fréquence propre, une raideur, ou un coefficient de sécurité statique ou
dynamique.

16
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e Obtenir avec une précision maximale une valeur fixée, par exemple un entraxe donné, un
rapport de transmission. Dans ce cas on sera amené a minimiser I'écart entre la valeur
calculée et la valeur souhaitée.

L'objectif a atteindre n'est, en pratique, jamais unique. On souhaite souvent satisfaire
simultanément plusieurs critéres d'optimisation contradictoires, et donc obtenir une formulation
multicriteres du probléme. L'expression de la fonction objectif doit alors tenir compte de
I'ensemble des critéres retenus. De toute facon le probléme peut toujours se ramener a la
formulation énoncée au § 1. On trouvera dans [28] une étude détaillée sur les différentes
formulations d'une fonction objectif multicriteres.

2.2 Expression finale : réduction de la taille du probléme

Soit n, le nombre total de parametres de description du mécanisme étudié (non compris

les parametres fixés et considérés comme données du probléme),et m, le nombre d'équations
fonctionnelles liant ces n, parametres. Le degre de liberté du probléme est :

DL=n,-m,

On notera que ce degré de liberté est nécessairement positif ou nul, le cas contraire signifierait
que l'on a oublié des parametres descriptifs , ou que certaines equations fonctionnelles sont
redondantes.

Théoriquement, ces m, équations fonctionnelles doivent permettre d'éliminer par
substitution m, parameétres descriptifs. Les conditions de cette élimination sont fixées par les
hypothéses du théoréeme des fonctions implicites [43]. En pratique ces éliminations ne seront
possibles que pour des expressions analytiques suffisamment simples des équations

fonctionnelles.
Si n, est le nombre de parametres eéliminables par substitution, avec :

il reste n,—n_ parametres "libres”, et le probleme d'optimisation s'exprimera en fonction de

n, —n, variables. Donc, théoriqguement le nombre d'expressions possibles N, est donné par :

n.!

N = P
ep | _ I
npe.inp N )

Sur ces N, expressions possibles, certaines sont irréalisables, parce quelles utiliseront
comme variables des parametres facilement éliminables, ou parce que parmi les n —n_

parametres choisis aucun n'interviendra dans I'expression de la quantité a optimiser. De facon

17



Expression du probleme d'optimisation

pratique, on choisira d'abord d'éliminer les paramétres conduisant aux expressions analytiques
les plus simples. Une fois I'ensemble des paramétres éliminables fixé, les parametres restants
seront automatiquement choisis comme variable dans I'expression du probléme d'optimisation.

Finalement le probleme d'optimisation s'exprimera avec les n —n  paramétres choisis
comme variables et les m, —n . équations fonctionnelles restantes qui ne permettront pas de
substitution simple et qui donneront autant de conditions fonctionnelles égalités, ou fonctions
contraintes égalités. Il faudra également inclure dans cette expression I'ensemble des m, relations
fonctionnelles s'exprimant par des inégalités, ce sont elles qui donneront les conditions
fonctionnelles limites, ou fonctions contraintes inégalités.

Parmi ces m, conditions fonctionnelles limites on trouve celles qui imposent directement
des limites sur les variables du probléme (encombrement geometrique par exemple ) et celles qui
limitent indirectement les variables du probleme (condition de résistance limitant des parametres
géomeétriques par exemple).

Nous proposons d'illustrer la démarche exposee ci-dessus, en I'appliquant sur un exemple
de conception de mécanisme.

3 Exemple de modélisation : ""accouplement a plateaux™

Considérons le mécanisme élémentaire représenté sur la figure 2.2, constitué de quelques
liaisons élémentaires, et destiné a transmettre par adhérence un couple entre deux arbres
coaxiaux.

~
C

Rg

7—%777%

RM bw b2

Figure 2.2 : Accouplement a plateaux.
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Le probleme de conception que l'on cherchera a exprimer comme un probléme
d'optimisation est le suivant :

"Déterminer le nombre de boulons N, de diamétre d et de qualité donnée, disposés sur le

rayon R, transmettant par adhérence un couple M et tel que I'encombrement diamétral du

mecanisme soit le plus faible possible™

3.1 Expression initiale

L'étude que nous faisons ici, suppose que la liaison encastrement arbre - plateau a déja été
choisie et dimensionnée. Nous admettrons également que la forme des plateaux est imposée par
des conditions de fabrication.

La quantité a minimiser est clairement identifiable et s'écrit, avec les notations de la
figure 2.2 :

R=R, +b +b,+cC

Avec: R,, Plusgrand rayon d'encombrement des liaisons arbre - moyeu.
c Epaisseur de la jante extérieure de protection, fonction du procédé
d'obtention des plateaux.

Les relations fonctionnelles que I'on peut écrire sur ce mécanisme sont les suivantes :

L'équation fonctionnelle définissant le couple minimal transmissible par cet accouplement donne

M=Q..f N.R, (1)

Avec: Q, Precontrainte minimale dans le boulon.
f.,  Coefficient de frottement minimal entre les plateaux.
En utilisant les modéles de calcul des assemblages boulonnés issus de [27] on peut écrire les
relations suivantes :
Contrainte équivalente de Von Mises maximale dans le boulon :

2 2
Qu 16C
g =,/ =—| +3 2
B \/ ( 5, ) \nd? ?
Avec: Q,, Précontrainte maximale dans le boulon.
S.  Section résistante équivalente de la vis.

e
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d Diametre de la section résistante.

e

Couple maximal de torsion appliqué a la vis lors du serrage :

C =(0.16 p+0.583d, f,)Q,,
Avec: p Le pas de la vis.

d, Diametre moyen a flanc de filets de la vis.
f,  Coefficient de frottement vis - écrou.

Précontrainte installée dans le boulon lors du serrage :

Avec: o  Coefficient d'incertitude, lié & I'outil de serrage utilise.

Les équations fonctionnelles issues de conditions géométriques sont les suivantes :

2
Section résistance S, du boulon : S. = ﬂ'ie
Intervalle entre les boulons : = zT\lRB
Sur les rayons : R; =R, +b,
Sur les diametres : d, =¢,(d)
d, =¢,(d)
Sur le pas : p=d,(d)
Encombrement géométrique de I'outil de serrage : b, =¢,(d)
S = 05(d)

Il convient enfin de rajouter les conditions fonctionnelles limites suivantes :

Sur la résistance statique du boulon : 6, <0.9R,

Avec: R, Limite élastique de la classe de qualité des vis considérées.

Sur le couple transmis : M> M,
Sur le nombre de boulons : N>N,_
Sur le diamétre des boulons : d>d,
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Sur I'encombrement de I'outil de serrage : b, >b, (17)
y 2D, (18)
S>S, (19)

Les relations ci-dessus font intervenir les 26 paramétres suivants :

Parametres fonctionnels : M,M;,Q,,Q,.C.,a,0,
Parametres géométriques: d,.d,d,,d,,p,S,,s,b;,b,,b,,s,,N,N,,Rz, R, ,C
Parametres lies aux matériaux des boulons et des plateaux : R., f..

Les relations ¢, liant les divers paramétres géométriques concernant le boulon et l'outil de
serrage ne sont pas explicitées ici. Elles expriment le fait que les paramétres comme le pas et les
diametre moyen et a flanc de filets dépendent du diametre des boulons d. Ce sont des valeurs
normalisées accessibles uniquement par la valeur de d. Dans les calculs ultérieurs les valeurs de

ces parameétres seront extraites d'un tableau a partir de la valeur de d. Dans I'expression du
probleme les fonctions ¢, seront conservees pour simplifier les écritures des conditions

fonctionnelles.
Nous supposerons que les valeurs des 9 parametres suivants :
M., f , f,0,R,N_,R,,C,d_

ont été fixées par une analyse fonctionnelle globale, ils seront considérés comme données du
probleme, il reste donc 17 paramétres variables dans ce probléme.

3.2 Expression finale : réduction du nombre de variables

L'ensemble des 19 relations fonctionnelles comporte 12 équations fonctionnelles qui vont
permettre d'éliminer les 12 parametres suivants :

ClQm'QM’Se’s’bl’GB’de'dZ’ plbm’Sm

Par conséquent nous exprimerons ce probléme en fonction des 5 variables suivantes :

d,N,Ry, M,b,

En combinant les équations fonctionnelles (1),(2),(3) et (4) avec la condition
fonctionnelle limite (13) on obtient la relation :
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M K(d) Avec: K(d) = 0.9y Ro () -
N.Rg A \/1+ 3(4(0.16¢3(d)+0.583¢2(d)fl)j
¢,(d)

De méme les combinaisons des équations fonctionnelles (6) et (7) avec les inégalités respectives
(19) et (18) permettent d'écrire :

e > 4(d)

Rg 2Ry +¢,(d)

On cherche a minimiser I'expression :

R=R, +b +b,+c=R;+b,+C

avec : b, >b,. Donc on aura systématiquement R minimal pour b, =b, = ¢,(d). On se ramene
alors au probléme suivant, comportant 4 variables de description et 6 fonctions contraintes

inégalités :

Minimiser I'expression : R=R;+¢,(d)+c
Sous les fonctions contraintes: M > M,

o.M
< K(d
VR, =K@

2 > 4(0)

Re = Ry +¢,(d)
N>N,
d>d,

Pour présenter tous les problemes de conception optimale traités dans cet ouvrage nous
adopterons I'écriture suivante qui présente I'avantage d'identifier clairement les variables choisies
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Minimiser la fonction objectif :  F(d,N,R;, M)=R=R; +¢,(d)+c
Sous les fonctions contraintes :  ¢,(d,N,R;,M)=M; -M <0

cz(d,N,RB,M):S':l ~K(d)<0

B

2nRg

Cs(danRBvM):¢5(d)_ <0

c,(d,N,R;,M)=R,, +¢,(d)-R, <0
c.(d,N,R;,M)=N_—N<0
C,(d,N,R;, M) =d_—d <0

Vecteur variable : x=1{d,N,R;,M |
Données : (M, f,, f,0,R,,N,,R,,,C,d,)

A partir de cet exemple tres représentatif du type de problemes d'optimisation que nous
aurons a traiter en conception optimale, on peut tirer les conclusions suivantes :

On constate que plusieurs types de variables interviennent dans cette formulation :

e Des variables pouvant varier continlment entre les limites définies par le domaine des
solutions, comme le moment M et le rayon R;. Nous nommerons ce type de variables :
variables continues.

e Des variables astreintes a prendre des valeurs entieres comme le nombre de boulons N ou
encore des variables discrétes comme le diamétre des boulons issues de la normalisation.

Le probléme de conception optimale est donc tres souvent un probleme d'optimisation en
variables mixtes. Soulignons également la particularité de certaines variables discretes comme
ici le diametre des boulons. En effet certains paramétres sont directement dependants de ce type
de variables, ils agissent en quelque sorte comme des variables discrétes "secondaires” dont les
valeurs ne sont accessibles qu'au travers de tableaux. Cette situation se rencontre pour beaucoup
d'éléments de construction mécanique normalisés (les roulements par exemple) ou standards (les
joints).

Ce type de problémes est genéralement trés contraint, autrement dit, le nombre de
fonctions contraintes est trés souvent supérieur au nombre de variables. Cependant les
expressions analytiques des différentes relations fonctionnelles permettent souvent d'éliminer par
substitution les équations fonctionnelles de sorte que on a tres rarement des fonctions contraintes
égalités. Remarquons enfin que ce sont genéralement des problemes non linéaires, comportant
fréeqguemment des fonctions monotones.
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3.3 Résolution graphique

Nous allons voir qu'il est tout a fait possible de réduire encore, le nombre de variables de
ce probléme d'optimisation, pour se ramener au cas idéal d'un probleme de deux variables. Nous
pourrons ensuite appliquer la méthode préconisée par Johnson [34] et construire ainsi le
"diagramme de variation" du probleme, qui nous permettra d'obtenir rapidement la solution
optimale.

Le probleme de I'accouplement a plateaux fait intervenir une seule variable discréte d, et
de plus I'ensemble des valeurs normalisées d'utilisation courante limite le nombre de diametres a
quelques dizaines. On peut raisonnablement envisager de résoudre le probleme pour une valeur
fixée de diamétre et de parcourir ensuite I'ensemble des valeurs normalisées pour trouver la

valeur optimale du diamétre des boulons. Donc dans la suite du raisonnement d ainsi que les
fonctions ¢, (d) seront considerees comme des données du probléme.

En remarquant, également que pour N fixé le probléme s'écrit :

Minimiser I'expression : F(Rg,M)=R=R; +K|

Sous les fonctions contraintes: ¢, (R;,M)=M; -M <0
¢,(Rs,M)=K,.R; — M <0
¢;(Rg, M) =K, - R, <0

Avec K, K,, K, constants et

K, = da(d) +0.K, = K@) g MM{M,RM +¢4<d)}
o 27

Rp Rp
A A
& \\\\ “\\\\
. & . &
K | B \\\\\_\\\\\\
S
K3
>M >M
M - M -

Figure 2.3 : Accouplement a plateaux réduction du nombre de variables.
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On obtient la situation représentée sur la figure 2.3. Le rayon d'encombrement du plateau est
minimal soit pour le point A, soit pour I'ensemble des points du segment [B,C].

Dans la premiere situation la solution du probléme est unique, et dans la seconde le
probléme admet une infinité de solutions. Il sera donc nécessaire d'ajouter un autre critére
d'optimisation pour obtenir un choix unique. La valeur du couple transmissible par cet
accouplement est minimale au point B et maximale en C. On montre facilement que le point B
correspond a l'utilisation du nombre minimum de boulons et le point C au nombre maximum de
boulons que I'on peut disposer sur un cercle de rayon R;.

Donc nous retiendrons comme solution les points A et B, situés sur la frontiére définie par
M = M;.

Cette analyse nous permet finalement d'exprimer ce probleme d'optimisation a l'aide de
seulement deux variables : N et R;.

Pour d donné et M = M,, on obtient le probleme :

Minimiser I'expression : F(N,R;)=R=R;+¢,(d)+c
Sous les fonctions contraintes : ¢, (N,R;) = o.My K(d)<0
B
2nR
Cz(N:RB):q)s(d)_ ©<0

CS(N’RB):RM +¢4(d)_RB <0
¢,(N,R;)=N_—N<0

La figure 2.4 représente les frontieres du domaine des solutions définies par les 6 fonctions
contraintes du probléme. On obtient, par exemple, pour la contrainte ¢, (N,R;):

¢,(N,Ry)=0=R, =(°‘MT}i
K(d)) N

soit une hyperbole dans le plan (N,R;). Les fléches situées sur chaque frontiére du domaine des

solutions précisent les variations de position de ces frontieres en fonction de la variation des
données du probléme (et en particulier du diamétre des boulons d).
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C >N
4

Figure 2.4 : Accouplement a plateaux :

diagramme de variation.

On a également représenté I'ensemble de tous les points solutions dans les différentes
configurations du domaine des solutions. A priori, il y a 6 points solutions, mais les
configurations representées sur la figure 2.5 montrent clairement que seuls les 4 premiers points
sont & considérer.

N 3
AN NS

D
Cl
>N

Figure 2.5 : Solutions optimales du probléme de I'accouplement a plateaux.
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>N >N

Figure 2.5 : Solutions optimales du probléme de I'accouplement a plateaux (suite).

On peut a partir de la figure 2.5, facilement calculer chaque solution pour ces 4
configurations. Dans le cas des points A et B, la valeur calculée de N peut ne pas étre entiére et il
sera nécessaire de I'arrondir. Pour le point B on choisira I'entier immédiatement supérieur, tandis
que pour le point A on choisira parmi les entiers les plus proches celui qui donne la plus faible
valeur pour R; (figure 2.6). On notera que dans les cas 2 et 3, on obtient une valeur identique du
rayon d'encombrement pour tous les points des segments [B,C] et [C,E]. Le choix des points B et
C comme solution du probléeme correspond la encore au choix implicite d'un critere
d'optimisation supplémentaire : le nombre minimal de boulons.

>N

Ent(N) N  Ent(N)+1
Figure 2.6 : Procédure d'arrondil pour le nombre de boulons.

1La fonction Ent(x) désigne ici la partie entiére du réel x.
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Finalement on obtient les solutions suivantes :

N = fM;N =Ent(N) pour R; =R;;; N = Ent(N) +1pour Ry =R,
Point A : ¢5(d).K(d)

R, :OL—MTv Re, = q)S(d)(Ent(N) +l);RB = Min{RBv RBZ}
K(d).Ent(N) 2n

Point B :

N::Em( oMy J+1
K(d){(Ry +¢,(d))
RB = RM +¢4(d)

Point C : Point D :
N=N, N=N,
Rs =Ry, +9¢,(d) Ry =

Le choix du point solution convenable, pour un diametre de boulons fixé, parmi ces 4
possibilités se fera de la maniére suivante :
On retiendra d'abord le ou les points qui ont la plus grande valeur de R, puis on choisira

celui pour lequel la valeur de N est maximale.

Finalement on obtiendra la solution optimale sur I'ensemble des diamétres normalisés
avec l'algorithme suivant :

1) Lecture des données:
2) j«1,R,=0

3) Lecture des valeurs normalisées : d; et ¢;(d;) i=1.4
4) Calcul du coefficient K(d;)
Calcul de tous les points solutions A,B,C,D.

Retenir les points tels que R, maxi puis N maxi
5) Calcul de R,

6) SiR;>R,, alors conserver les valeurs de R;,N,R;d;.

7)) j<«j+1

opt

8) Si FIN des valeurs normalisées
alors afficher les valeurs conservées, STOP.
sinon aller en 3)

Avec les données normalisées concernant les assemblages boulonnés [1] regroupées dans
le tableau ci-dessous :
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d de:¢1(d) d2:¢2(d) p=¢3(d) bm:¢4(d) Sm:d)s(d)
6 5.062 5.350 1.00 7.50 14.50
8 6.827 7.188 1.25 9.50 18.50
10 8.593 9.026 1.50 12.50 23.50
12 10.358 10.863 1.75 13.50 26.50
14 12.124 12.701 2.00 15.50 29.50
16 14.124 14.701 2.00 17.00 32.00
20 17.655 18.376 2.50 21.00 40.00
24 21.185 22.051 3.00 25.00 48.00

et les données suivantes du probléme :

M; =4000m.N

f, =0.15

f, =0.15

o = 1.5 (Serrage par clé dynamometrique)

R, =627 Mpa (Classe de qualite des boulons : 8.8)
N, =8

Ry =950mm

c =5mm

on obtient le tableau de résultats suivants :

N| 45.00| 81.00/ 8.00[ 8.00
6| R.[10385| 57.50| 57.50| 18.46
116.35| 70.00| 70.00] 30.96
29.00| 43.00| 8.00{ 8.00
87.24| 59.50| 59.50| 23.55
101.74] 74.00| 74.00] 38.05
21.00| 26.00| 8.00| 8.00
78.54| 62.50| 62.50| 29.92
96.04| 80.00| 80.00| 47.42

16.00] 18.00| 8.00( 8.00
68.08] 63.50| 63.50| 33.74
86.58] 82.00| 82.00| 52.24

13.00| 13.00] 8.00[ 8.00
61.04| 65.50| 65.50| 37.56
81.54] 86.00| 86.00| 58.06
11.00/ 9.00[ 8.00[ 8.00
16| Ry| 56.02| 67.00] 67.00 40.74
78.02| 89.00| 89.00 62.74
N| s00| 6.00] 800 8.00
20| R,| 50.93| 71.00] 71.00| 50.93
76.93| 97.00| 97.00 76.93

el

10

12

14

= mm;UZ :Um;UZ ;Um;UZ xm;UZ

bl

bl

Les deux solutions obtenues avec ces données et encadrées dans ce tableau sont tres
proches, et quasi équivalentes d'un point de vue technologique. Le choix entre ces deux
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alternatives pourra se faire sur le colt de chaque solution. Dans ce cas on privilégiera la solution
comportant 13 boulons de diamétre 14.

4 Conclusions

Nous venons de voir comment l'utilisation d'un diagramme de variation permettait de
trouver la solution d'un probleme d'optimisation. C'est une approche intéressante pour des
problémes comportant trés peu de variables (3 ou 4 maximum). Pour ce type de probléme cette
méthode permet d'obtenir une image dynamique du probleme de conception optimale en mettant
en évidence I'importance des variations sur les données et les cas de spécifications incompatibles
(domaine des solutions vide). Elle permet également d'obtenir I'ensemble des points solutions
ainsi que les conditions fonctionnelles limites actives pour chacun d'eux. On peut a partir de la
facilement obtenir I'expression analytique des solutions, ou lorsque I'ensemble d'un segment
frontiére est solution introduire un critére de choix supplémentaire et affiner ainsi la modélisation
du probleme.

Par contre cette technique d'analyse et de résolution d'un probléme d'optimisation ne
pourra pas s'appliquer a des problémes de plus grandes tailles comportant plusieurs variables
discretes. De plus méme appliquée sur de petits problemes, elle ne permet pas de batir des
algorithmes de résolution généraux. On remarque cependant que l'algorithme mis au point avec
cette méthode traite I'ensemble des liaisons de type "accouplements a plateaux™ indépendamment
de la valeur des données du probleme.

On se propose de mettre au point un algorithme de résolution général utilisant les

méthodes de la programmation mathématique, et applicable aux probléemes de conception
optimale en variables mixtes.

30



Méthodes de résolution
des
problemes d'optimisation







Introduction

La programmation mathématique a pour objet I'étude théorique des problémes
d'optimisation ainsi que la conception et la mise en ceuvre des algorithmes de résolution. La
présence du terme "programmation” s'explique par le fait qu'historiqguement les premiéres
recherches et les premieres applications se sont développées dans le contexte de I'économie et de
la recherche opérationnelle; la terminologie employée reflete alors I'étroite relation entre
I'activité d'analyse mathématique d'un probléme et son interprétation économique (la recherche
d'un programme économique optimal ).

Il est convenu d'associer la naissance de la programmation mathématique a la découverte
de la méthode du simplexe en 1947, méthode destinée a la résolution de problémes
d'optimisation linéaires. Ensuite les travaux sur la programmation non linéaire (Kuhn et Tucker
1951, Zangwill 1969, Luenberger 1973), la programmation dynamique (Bellman 1957), la
programmation en nombre entier (Gomory 1958), la théorie des graphes conduisant a
I'optimisation combinatoire, furent intégrés dans cette nouvelle discipline, clarifiant et unifiant
ainsi I'apparente diversité des themes abordés pendant ces années.

Le nombre, la diversité et l'importance des applications de la programmation
mathématique dans les sciences de I'ingénieur sont certainement I'une des causes de l'intense
activité de recherche déployée depuis une trentaine d'années sur le sujet, et du nombre important
de publications qui lui sont consacrées chaque année.

Cette partie est divisée en trois chapitres. Le premier concerne les méthodes de résolution
destinées aux variables continues, et présente les principaux algorithmes de recherche de la
solution optimale. Nous reprenons dans cet exposé la démarche qui permet d'aboutir aux deux
résultats fondamentaux d'optimisation non linéaire : les conditions d'optimalite de Kuhn et
Tucker et la théorie de la dualité. Cela nous permet, sous une présentation homogene au niveau
des notations de bien définir les hypothéses d'application de ces résultats, et en particulier le réle
de la convexité en programmation non linéaire.

Le second concerne un exposé plus original sur les méthodes de résolution non itératives
comme l'analyse monotone, destinée aux problemes ne comportant que des fonctions monotones.

Le dernier chapitre de cette partie est consacré a une présentation des méthodes de
résolution pour les probléemes comportant des variables discrétes et entieres. Nous y ferons la
synthése des dernieres techniques disponibles dans la littérature.
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Chapitre 3

Méthodes pour variables continues

1 Généralités

1.1 Le probléme d'optimisation en programmation mathématique

On peut distinguer deux types de problemes en programmation mathématique :
Le probléme de minimisation d'une fonction de plusieurs variables, que I'on peut écrire :

(P) <Trouver f(xX))= Min f(x)
xeR"
Ou: f:xeR"—— f(x) eR

La fonction a minimiser ou fonction objectif, f, sera supposée continue et différentiable.
On appelle également (R ) : probléme d'optimisation sans contrainte car les composantes du
vecteur variable x de R" peuvent prendre toutes les valeurs de —oo a +oo.

On distinguera également le probléme d'optimisation avec contraintes suivant :

(P) <Tr0uverf (x") = Min f(x)
xeD
Ou: f:xeR"——f(x) eR

L'ensemble D ,inclus dans R", est le domaine des solutions possibles de (P,).
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Tout point de D minimisant la fonction f est solution de (P.). Ici nous définirons D par
un ensemble de m fonctions non lingaires, notées c;(x) avec ¢; : x eR" ——c;(x) eR pour
j=1.--m, appelées fonctions contraintes qui ,comme la fonction objectif seront supposées
continues et différentiables.

Il est possible de formuler deux types de fonctions contraintes : les fonctions contraintes
inégalités ,c; (x) <0, et les fonctions contraintes égalités ,c;(x) =0. Nous considérerons que D
n'‘est defini que par des fonctions contraintes inégalités. Toutefois pour conserver une certaine
généralité a I'exposé nous indiquerons les particularités liées aux fonctions contraintes égalités
dans les différentes définitions et propriétés.

On supposera que D est non vide, c'est a dire qu'il existe au moins un point de R" tel
que :

¢;(x)<0 Vj=1-m

Le probleme (P, ) peut s'écrire de maniére équivalente :

Minimiser f (x)

(P.) ( Sous les fonctions contraintes
¢;(x)<0 j=l.m

On n'envisage ici que le cas de la minimisation, mais cela n'est pas restrictif dans la
mesure ou un probleme de maximisation d'une fonction g se traduit par la minimisation de
f(x)=-g(x). La solution optimale de (P,),Xx’, se trouve généralement sur une frontiére
de I'ensemble des solutions D . En ce point une ou plusieurs fonctions contraintes sont dites
"actives" ou “saturées". On a dans ce cas :

¢, (x)=0 jel(x)

ol J(x") désigne I'ensemble des indices des contraintes actives en X" .

La ou les solutions de ces problémes sont caractérisées par un ensemble de conditions
mathématiques appelées : conditions d'optimalité; selon que ces conditions seront vérifiées
localement ou sur l'ensemble des valeurs admissibles par les variables, la solution x~ sera
qualifiée d'optimum local ou d'optimum global. Nous verrons qu'il est généralement tres difficile
de statuer sur l'optimalité globale d'une solution, sauf avec des hypothéses assez restrictives,
comme la convexité.

Dans le cas de l'optimisation sans contraintes, nous verrons dans la partie suivante que

ces conditions d'optimalité sont tout simplement les conditions d'extremum d'une fonction réelle
de plusieurs variables, alors que dans le cas de l'optimisation avec fonctions contraintes, ces
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conditions sont un petit peu plus complexes et sont déenommées : les conditions d'optimalité de
Kuhn et Tucker

1.2 Fonctions convexes, problemes convexes [45]

Un ensemble S inclus dans R" est convexe si et seulement si :

VxeS
VyeS =>0x+(1-0)yeS
vo e [0,]

Ou encore, de fagcon équivalente, on peut dire que S est convexe si pour deux points
quelconques x ety de S, le segment [x, y]est, tout entier, contenu dans S. (Voir figure 3.1)

Figure 3.1: Ensembles convexes

Ensemble non convexe. Ensemble convexe. Ensemble convexe (Polyédre).

Une fonction f, continue et différentiable, de R" dans R est convexe si au moins une des
trois propriétés suivantes est vérifiée :

a)  vOe[ol}f(0.x+(@1-0).y)<6f (x)+(1-0)f(y)

b)  f(yY)2f(x)+V f(x).(y-x)

c) y'.V?f(x).y>0:Le hessiendefenx,V*f(x),estune
matrice semi-définie positive.

Si les inégalités strictes sont vérifiées pour x =y et 0 e]O,]{ , T est alors strictement

convexe.

La figure 3.2 illustre les propriétés (a) et (b) dans le cas d'une fonction de R dans R .
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Figure 3.2: fonctions convexes

f(y)

() +(1-0)f(y)

f(x) f(y)
f(x)
f(ox+(1-0)y) )+ 7 5(%).(y-)
—>
X ox+(1-6)y y
(a): Le segment [x,y] est toujours situé (b): La tangente a la courbe représentant f est
au "'dessus'" de la courbe représentant f. toujours située au ""dessous'* de la courbe.

Dans les problémes d'optimisation, avec ou sans fonctions contraintes, la convexité joue
un rble fondamental. En effet pour la plupart des algorithmes de recherche de la solution
optimale, la convergence vers un optimum global ne peut étre démontrée qu'avec des hypotheses
de convexité.

Un probléme d'optimisation est convexe, s'il consiste a minimiser une fonction convexe
sur un domaine convexe, dans ce cas une propriété fondamentale apparait dans le résultat
suivant [45] :

Pour un probleme convexe, tout optimum local est un optimum global.

Si de plus ce probléme est strictement convexe alors il admet une solution optimale
globale unique.

1.3 Convergence, vitesse de convergence

A partir d'un point de départ x° , la majorité des méthodes de résolution générent une
suite de points {xk} convergeant vers une solution optimale du probléme d'optimisation.
Un algorithme de résolution est un procédé qui permet & partir de la donnée du point initial x°, et
des informations sur la fonction a minimiser et éventuellement sur les fonctions contraintes

d'engendrer la suite x*,x*,---,x*,---,x".

Cet algorithme est globalement convergeant, si quel que soit le point de départ choisi
la suite {xk} gu'il engendre converge vers un_point satisfaisant une condition

nécessaire d'optimalité.
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Cette propriété de convergence globale garantit la sOreté de fonctionnement de
I'algorithme. Elle constitue une exigence minimale pour toute méthode de résolution. La
programmation mathématique fournit un cadre d'analyse pour établir cette propriété de
convergence globale pour de nombreux algorithmes. Elle ne signifie en aucun cas que
I'algorithme converge vers un optimum global du probleme d'optimisation, seule les hypothéses
de convexité permettent de s'en assurer.

Il est également intéressant de caractériser la convergence asymptotique d'un algorithme
c'est a dire le comportement de la suite {xk} au voisinage de x . Cela permet de définir pour

chaque algorithme un indice d'efficacité appelé : vitesse de convergence.
Une suite {xk} converge vers X~ a l'ordre r, si r est le plus grand réel positif tel que :

0< lim - < 400
k—+0 ‘Xk —x

On définit I'erreur asymptotique ,y par :

ka+1 _ X*

vy = lim

k—+0 k *||"

‘X —X

Si r=1 on doit avoir y <1 pour qu'il y ait convergence. Pour r=1 et y <1 on parlera de
vitesse de convergence linéaire. Quand r=1 et y =0 on définira la vitesse de convergence
comme superlinéaire, et superlinéaire d'ordre r lorsque 1<r <2. Enfin, lorsque r =2 la vitesse
de convergence sera quadratique.

2 Meéthodes pour les problemes d'optimisation sans fonction
contrainte

On cherche a résoudre le probleme :
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(P) <Trouver f(xX))= Min f(x)
xeR"
Ou: f:xeR"—— f(x) eR

Commencgons par enoncer les conditions d'optimalité, c'est a dire les conditions qui
caractérisent un minimum global ou local de f, sachant que la continuité de f et la compacité de
R" nous garantissent ici I'existence d'une solution.

2.1 Conditions suffisantes d'optimalité locale

X~ est un optimum local (minimum local) de la fonction f, continue
et différentiable si et seulement si :

a) VIi(x)=0:x" estun point stationnaire de f.

b)  Le hessien V*f (x") est une matrice définie positive :
vy eR", y .V (x).y>0

La condition b) revient & supposer f localement convexe dans un voisinage de X", ou
encore que toutes les valeurs propres de la matrice du hessien V> (x") sont positives.

Figure 3.3: Représentation graphique de plusieurs fonctions quadratiques
(de 2 variables) pour différents types de matrices du hessien

000 4
i
‘?:0’0"0;
S

7, Ny, A
A AMRWRRRReSSSS=27
7, S
7 S
7.
2 4

(a): Hessien défini positif (c): Hessien semi-défini positif (): Hessien non défini positif
2 valeurs propres positives 1 valeur propre positive, 1 nulle 1 valeur propre positive, 1 négative

Une condition d'optimalité globale ne peut étre obtenue qu'avec des hypothéses de
convexité sur la fonction f on aura donc :
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x"est un optimum global de f sur R" (minimum global) si :
a)  festconvexe
b) Vf(x)=0:x" estun point stationnaire

2.2 Structure d'une méthode de minimisation

L'idée de base est qu'a partir d'un point de départ fixé, le point suivant est obtenu par un
"déplacement" dans une direction fixée de R". Le calcul de cette direction de déplacement d* et
de la valeur du déplacement dans cette direction o.* dépend de la méthode utilisée.

De sorte qu'au cours du processus de recherche, a I'itération k, le point suivant x“** est calculé &
partir du point courant x* par une relation du type :

Xk+1 — Xk +0dek
La valeur de déplacement o, a l'itération k, est telle que la décroissance de la fonction objectif
dans la direction d* soit maximale, on a alors :

g(a*) = Min{g(a)}

>0
Avec :
gla)=f (xk +ocdk)

Il s'agit donc d'une minimisation d'une fonction d'une seule variable, également dénommée
optimisation unidimensionnelle ou recherche unidimensionnelle.(Cf figure 3.4)

>

9(a)

Figure 3.4: Minimisation sans contrainte : schéma de principe.
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Méthodes pour variables continues

On obtient alors l'algorithme de principe suivant commun a toutes les méthodes de
minimisation de fonctions continues et différentiables :

0) Point de départ :x°,k <0
1) Calcul d'une "direction de déplacement” d* vecteur non nul de R"

2) Recherche unidimensionnelle :
calcul de g(a*) = M>i8{g(oc)} avec g(a) = f (x* +ad")
o=

3) x'=x"+akd"
4) Critére d'arrét satisfait ?

OUl : x*** optimum
NON : faire k < k +1 et retourne en 1)

Les critéres d'arrét seront détaillés ultérieurement, leur rdle est d'assurer I'optimalité de x*** en
effectuant un test sur la stationnarité de x“**. L'algorithme ci-dessus converge donc vers un point
stationnaire de la fonction & minimiser, donc dans certains cas (tres rares cependant) il est
possible ne de pas obtenir un minimum local.

Le calcul de la direction de déplacement d* utilise fréquemment le gradient de la fonction
objectif en x* et pour quelques méthodes les dérivées secondes. Cependant on impose
systématiquement la condition suivante :

d* : Direction de "descente" pour la fonction f en x*, d'oul la condition :

VT f(x¥).d* <0

Cette condition est importante, elle doit étre remplie a chaque itération de l'algorithme. Elle
permet de s'assurer de la décroissance monotone de la fonction objectif, hypothése necessaire
pour établir la propriété de convergence globale de nombreux algorithmes.
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2

Figure 3.5 : Contour de la surface représentée figure 3.4.
Direction de descente : le produit scalaire entre le gradient
et la direction de déplacement est négatif.

2.3 Minimum unidimensi