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Résumé

Face a ’'augmentation des exigences a la fois économiques et de santé publique, les industriels sont
dans la nécessité de concevoir des systémes mécaniques de plus en plus performants et respectant un
certain niveau de confort acoustique. En mécanique ou en acoustique, le contréle de vibrations est
un champ de recherche trés actif. Trois grands types de technologie sont majoritairement utilisées
dans l'industrie : le controle passif par dissipation, le controle passif a ’aide d’absorbeurs linéaires
accordées et le contrdle actif, chacune de ses techniques possédant ses avantages et ses inconvénients.
Depuis une quinzaine d’années, 'utilisation d’absorbeurs non linéaires de type NES (« Nonlinear
Energy Sink » en anglais), typiquement un systéme masse-ressort-amortisseur a raideur purement
non linéaire, a montré son efficacité comme solution alternative de controle passif des vibrations
en conciliant les avantages des technologies existantes. Cependant, le comportement dynamique du
systéme couplé constitué du NES et du systeme primaire a protéger peut s’avérer tres sensible
aux parametres qui admettent une dispersion importante. Notamment, lorsqu’il s’agit d’atténuer
une instabilité dynamique (comme c’est le cas dans cette theése) une discontinuité dans le profil
de 'amplitude vibratoire du systeme peut s’observer, ce dernier passant brutalement d’un régime
atténué (ou le NES agit) a un régime non atténué (ou le NES n’agit pas). Un régime non atténué étant
potentiellement dangereux, il est important d’étre en mesure, en prenant en compte les incertitudes
paramétriques auxquelles le systéme primaire peut étre confronté, de concevoir un NES qui soit
robuste, c¢’est-a-dire fonctionnant au maximum dans la région de ’espace des parameétres incertains
correspondant a des régimes non atténués.

Dans la premiere partie, des méthodes basées sur le formalisme du chaos polynomial sont propo-
sées pour la localisation, dans I’espace des parametres incertains du systéme primaire, de la frontiere
entre la région correspondant aux régimes atténués et celle correspondant aux régimes non atténués,
permettant ainsi le calcul de la propension du systéme couplé a étre dans un régime atténué. Ces
méthodes sont ensuite appliquées aux cas d’un systeéme frottant a deux degrés de liberté (le modele
dit de Hultén) couplé a deux NES identiques. Les résultats montrent d’une part que les méthodes
basées sur le chaos polynomial permettent de réduire significativement le cout de calcul par rapport
a la méthode de référence en conservant une bonne précision et d’autre part que la méthode basée
sur le chaos polynomial multi-éléments est la plus appropriée.

Dans la deuxieme partie, une méthodologie d’optimisation des NES sous incertitudes est déve-
loppée. Deux approches sont proposées, a chaque fois basées sur la maximisation, sous incertitudes
des parametres du systéme primaire, de la propension du systeme couplé a étre dans un régime
atténué. La premiere approche considére que les parametre des NES sont déterministes et sont donc
les variables de conception a optimiser. La seconde méthode considere que les paramétres des NES
sont également incertains mais avec une loi de probabilité connue. Ainsi, les variables de concep-
tion a optimiser ne sont plus directement les parametres des NES mais 'une de leurs statistiques (la
moyenne est retenue dans ce travail) appelées hyper-parametres. Les résultats obtenus sont comparés
a une optimisation déterministe de référence. L’efficacité des méthodes proposée, basées sur le chaos
polynomial, a réduire significativement le cout de calcul en gardant une bonne précision est mise en
évidence.

Mots-clés : dynamiques non linéaire, contrble passif des vibrations, absorbeurs dynamiques non
linéaires, incertitudes, chaos polynomial, optimisation robuste.
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Abstract

Faced with increasing economic and public health requirements, industrialists are faced with
the need to design increasingly efficient mechanical systems that respect a certain level of acoustic
comfort. In mechanics or acoustics, vibration control is a very active field of research. Three main
types of technology are mainly used in industry : passive control by dissipation, passive control
using tuned linear absorbers and active control. Each of these techniques having its advantages and
disadvantages. Over the past fifteen years, the use of passive nonlinear absorbers called Nonlinear
Energy Sink (NES), typically a purely nonlinear stiffness mass-spring-damper system, has proven its
effectiveness as an alternative solution for passive vibration control by combining the advantages of
the existing technologies. However, the dynamic behavior of the coupled system consisting of the NES
and of the primary system to be protected can be very sensitive to parameters with high dispersion.
In particular, when mitigating dynamic instabilities (as it is the case in this thesis), a discontinuity
in the vibration amplitude profile of the system can be observed, the latter switches suddenly from
a mitigated regime (where the NES acts) to an unmitigated regime (where the NES does not act).
Since an unmitigated regime is potentially dangerous, it is important to be able, taking into account
the parameter uncertainties that the primary system may face, to design an NES that is robust,
i.e. operating at maximum within the region of the uncertain parameters space corresponding to
unmitigated regimes of the primary system.

In the first part, methods based on the polynomial chaos theory are proposed for locating, in the
uncertain parameters space of the primary system, the boundary between the region corresponding
to mitigated regimes and that corresponding to unmitigated regimes. This allows us to calculate of
the propensity of the system to undergo a Harmless Steady-State Regime (PHSSR). These methods
are then applied to the cases of a two-degree-of-freedom friction system (the so-called Hulten’s
model) coupled to two identical NES. The results show, on the one hand, that the methods based
on polynomial chaos allow a significant reduction of the computation cost compared to the reference
method while maintaining a good accuracy and, on the other hand, that the method based on
multi-element polynomial chaos (called ME-gPC method) is the most suitable.

In the second part, a methodology of optimization under uncertainty of the NES is developed. Two
approaches are proposed, both are based on maximizing, under uncertainties of the primary system
parameters, the PHSSR. The first approach considers that the NES parameters are deterministic
and are therefore the design variables to be optimized. The second approach considers that the NES
parameters are also uncertain but with a known probability distribution. Thus, the design variables
to be optimized are no longer directly the parameters of the NES but one of their statistics (the
mean is used in this work) called hyper-parameters. The results obtained with the ME-gPC method
are compared with a reference deterministic optimization. The efficiency of the proposed methods
to significantly reduce the computation cost while maintaining of good precision of the PHSSR
predictions is highlighted.

Keywords : nonlinear dynamics, passive vibration control, nonlinear energy sink, uncertainties,
polynomial chaos, robust optimization.



Remerciements

Page viii sur 124



Table des matieres

Introduction générale

1 Etude bibliographique

I Prédiction de la propension a étre dans un régime atténué par des méthodes

1.1
1.2

1.3

14

1.5

1.6

Introduction . . . . . . . . . L e e e
Systemes frottants . . . . . ... L
1.2.1 Introduction . . . . . . . . . e
1.2.2  Vibrations induites par le frottement . . . . . . . . ... ... ...
1.2.3 Mécanisme de couplage de modes . . . . . . . ... oo
1.2.4 Conclusion . . . . . . . . . e e e
Approches robustes des systémes dynamiques . . . . . . . ... ...
1.3.1 Introduction . . . . . . . ..
1.3.2 Classification des incertitudes . . . . . . . . . .. ... L L.
1.3.3 Modélisation et propagation des incertitudes . . . .. . ... ... ... ...
1.3.4 Le chaos polynomial et 'analyse du comportement dynamique des systemes
frottants . . . . . . . L e
1.3.5 Conclusion . . . . . . . ..
Controle des vibrations induites par le frottement . . . . . . . . .. ..o
1.4.1 Introduction . . . . . . . . . . e e
1.4.2 Techniques usuelles . . . . . . . . . . . . ...
1.4.3 Techniques utilisant des absorbeurs dynamiques non linéaires de type NES
1.4.4 Conclusion . . . . . . . . . . e e
Optimisation des absorbeurs dynamiques non linéaires de type NES . . . . . .. ..
1.5.1 Introduction . . . . . . . . . . . e e
1.5.2 Principe et formalisme de 'optimisation . . . . . ... ... ... ... ....
1.5.3  Techniques d’optimisation appliquées aux absorbeurs dynamiques non linéaires
de type NES . . . o . o
1.5.4 Conclusion . . . . . . . . . .
Conclusion . . . . . . . e e

basées sur le chaos polynomial

2

Eléments de théorie

2.1
2.2

2.3

Introduction . . . . . . . . . e e e
Dynamique des systemes mécaniques non linéaires . . . . . . . .. ... ... .. ..
2.2.1 Stabilité . . . . .. e e
2.2.2  Détermination des cycles limites par la méthode d’intégration temporelle

Quantification des incertitudes . . . . . . . .. ...
2.3.1 Méthode de Monte Carlo . . . . .. . . . . . ... ... .. ... ...,
2.3.2 Chaos polynomial généralisé . . . . . . . .. . ... Lo

Page ix sur 124

—

N IO ooy G

10
10
10
10
11

15
16
16
16
16
17
19
19
19
19

21
22
23



TABLE DES MATIERES

2.3.3 Chaos polynomial généralisé multi-éléments . . . . . . . .. .. .. ... .. 35

2.4 Conclusion . . . . . . . . 37
3 Propension a étre dans un régime atténué 39
3.1 Introduction . . . . . . . . . . e 40
3.2 Description du modele de frein couplé a deux NES . . . . .. ... ... ... .... 40
3.3 Analyse de stabilité par la méthode indirecte de Lyapunov . . . . . . . . .. ... .. 41
3.3.1 Analyse de stabilité du modele de Hultéen sans NES . . . . . . ... ... .. 43
3.3.2  Analyse de stabilité du modele de Hulten avec NES . . . . . . ... ... .. 44

3.4 Etude des cycles limites . . . . . . . ... 44
3.4.1 Etude des cycles limites du systétme sans NES . . . . . ... ... ... .... 46
3.4.2 Etude des cycles limites du systéme avec NES . . . . . . . ... .. ... ... 46

3.5 Propension a étre dans un régime atténué . . . .. .. ... Lo 48
3.6 Conclusion . . . . . . . . . e 49

4 Prédiction de la propension a étre dans un régime atténué par des méthodes

basées sur le chaos polynomial 51
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . e e e e e 52
4.2 Méthodes de prédiction de la propension a étre dans un régime atténué . . .. . . . 52
4.2.1 Méthodes basées sur le chaos polynomial généralisé¢ . . . . . . ... ... ... 52
4.2.2 Méthode basée sur le chaos polynomial multi-éléments (Méthode ME-gPC) . 55

4.3 Application et résultats . . . . . . . ... 57
4.3.1 Reéférence . . . . . ..o 57
4.3.2 Méthodes basées sur le chaos polynomial généralisé . . . . . . ... ... ... 61
4.3.3 Utilisation du chaos polynomial Généralisé-Multi-élément . . . . . . .. . .. 66

4.4 Conclusion . . . . . . . . . e 73

IT Optimisation sous incertitudes d’absorbeurs dynamiques non linéaires de

type NES 75
5 Etude théorique du modéle de systéme frottant couplé a deux NES 77
5.1 Introduction . . . . . . . . . . e 78
5.2 Analyse asymptotique du modele . . . . . . .. ... 78
5.2.1 Réécriture des équations du mouvement . . . . . . . . ... ... ... ..., 78

5.2.2 Calculduflotlent . . .. ... ... .. ... .. 79

5.2.3 Calcul de la variété critique . . . . . . . . . ... 81

5.3 Lien entre présence de SMR et atténuation des cycles limites . . . . . .. .. .. .. 84
5.4 Conclusion . . . . . . . . e 84

6 Reésultats de 'optimisation sous incertitudes des NES 87
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . e e 88
6.2 Méthodologie de 'optimisation sous incertitude . . . . . . . . . ... ... ... ... 88
6.2.1 Variables de conceptions déterministes (cas P) . . ... ... ... ... 88

6.2.2 Variables de conception stochastiques (cas HP) . . . . . ... ... ... ... 88

6.3 Nouveau critere de saut . . . . . . . . . . . e 89
6.4 Résultats de 'optimisation avec parameétres de conception déterministes . . . . . . . 89
6.4.1 Optimisation du coefficient d’amortissement du NESn;, . . . . ... ... .. 90

6.4.2 Optimisation de la raideur non linéaire du NES ¢, . . . . . . . ... ... .. 93

6.4.3 Optimisation du coeflicient d’amortissement 7, et de la raideur non linéaire ¢; 98

6.5 Résultats de 'optimisation avec parametres de conception stochastiques . . . . . . . 103

Page x sur 124



TABLE DES MATIERES

6.5.1 Optimisation HP du coefficient d’amortissement n, . . . . . . . . . .. .. ..
6.5.2 Optimisation HP de la raideur non linéaire ¢, . . . . . . . . ... ... ...
6.6 Conclusion . . . . . . . . . e e

Conclusion générale et Perspectives
Bibliographie

A Articles et Conférences
A.1 Article dans une revue internationale . . . . . . . . . .. Lo
A.2 Conférences et Séminaires . . . . . . . . . L e

Page xi sur 124



TABLE DES MATIERES

Page xii sur 124



Liste des tableaux

1.1
1.2

2.1

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

4.9

6.1

6.2

6.3

6.4
6.5

6.6

6.7
6.8

6.9

Comparaison entre les incertitudes épistémiques et les incertitudes aléatoires.
Méthodes de quantification des incertitudes. . . . . . . . . .. ... ... ... ....

Correspondance entre les familles de polynémes orthogonaux et les distributions des
variables aléatoires . . . . . . .. ..o

Résultats de la référence, le parametre p est incertain. . . . . . . . ... .. ... ..
Résultats de la référence, les deux parametres p et 1y sont incertains. . . . . . . . . .
Comparaison entre les résultats trouvés par la méthode gPCl1 et la référence.

Comparaison entre les résultats trouvés par la méthode gPC2 et la référence.

Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur la
ME-gPC, 0, = 1% et le parameétre u est incertain. . . . . . .. . ... ... . ....
Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur la
ME-gPC, 6, = 5% et le parameétre p est incertain. . . . . . .. .. ... ... ....
Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur le
ME-gPC, 0, = 1% et les deux parametres p et 11 sont incertains. . . . . . . . .. ..
Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur le
ME-gPC, 65 = 5% et les deux parametres p et n; sont incertains. . . . . . . . .. ..
Comparaison des résultats entre la méthode gPC2 et la méthode ME-gPC. . . . ..

Comparaison entre I'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC.
Le parametre de conception est 7,,. . . . . . . ..o
Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC.
Le parametre de conception est wp. . . . . . .. Lo
Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC.
Les parameétres de conception sont np et wp. . . . . . Lo
Résultats de 'optimisation de référence. Le parametre de conception est 7. . . . . .
Résultats de 'optimisation avec la méthode ME-gPC. Le parametre de conception est
77
Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC.
Le parametre de conception est 7. . . . . . . . ..
Résultats de 'optimisation de référence. Le parameétre de conception est @p. . . . . .
Résultats de 'optimisation avec la méthode ME-gPC. Le parametre de conception est

Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC.
Le parametre de conception est @p. . . . . . . Lo

Page xiii sur 124

11
11

32

99
60
62
65
69
70
72

72
74

92

97

102
103

104

105
106

107

108



LISTE DES TABLEAUX

Page xiv sur 124



Liste des figures

1.1
1.2

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

4.1
4.2

4.3
4.4

4.5

Modele de Hoffmann & deux degrés de liberté [60]. . . . . ... ... ... ... ...
Evolutions des parties réelles et imaginaires du systéme d’équations 1.4. (a) Partie
réelle; (b) Partie imaginaire . . . . . . . . . ...

Modeéle de Hulten sans NES. . . . . . . . . . . .
(a) Modele de Hulten sans NES. (b) Zoom sur le NES; et (¢) Zoom sur le NESs.

Evolution des parties réelles et imaginaires des quatre valeurs propres du systéme
mécanique sans NES (3.1) en fonction du coefficient de frottement. (a) Parties réelles
des deux modes et (b) parties imaginaires d'un des deux modes (celles du second mode
étant les opposées du premier). Le jeu de parametres (3.9) est utilisé. . . . . . . . ..
Evolution, en fonction du coefficient de frottement 1, des parties réelles et imaginaires
des quatre valeurs propres du systéme mécanique sans NES (3.1) (en pointillé bleu) et
des huit valeurs propres du systeme mécanique avec NES (3.2) (en rouge). (a) Parties
réelles et (b) parties imaginaires. Le jeu de parametres (3.10) est utilisé. . . . . . . .
Evolution, en fonction du coefficient de frottement p, des parties réelles et imaginaires
des quatre valeurs propres du systéeme mécanique sans NES (3.1) (en bleu) et avec
NES (en rouge). Seul les deux modes correspondant au systéme primaire seul sont
représentés. (a) Parties réelles des deux modes et (b) parties imaginaires d’un des deux
modes (celles du second mode étant les opposées du premier). Le jeu de parametres
(3.10) est utilisé. . . . ...
Intégration temporelle numérique de (3.1) . (a) déplacement x; en fonction du temps
et (b) portrait de phase dans le plan (x1, %). Le jeu de parameétre (3.9) est utilisé
avec 1 ="0.3. . . . e
Comparaison entre x1(t) résultant de l'intégration numérique des systémes frottants
avec et sans NES (3.1) et (3.2). (a et b) Suppression complete, p = 0,16; (c et
d) atténuation par réponse périodique, p = 0,18; (e et f) atténuation par réponse
fortement modulée (SMR), = 0,2; (g et h) pas d’atténuation, u = 0,22. Le jeu des
parametres (3.10) est utilisé. . . . . . . ..o L L
Amplitudes AYNES et A¥ONES en fonction du coefficient de frottement . L’ensemble
des parametres Eq. (3.10) est utilisé. . . . . . . ... L o Lo

Algorithme de la méthode gPC1. . . . . . .. . ... .
Variation des amplitudes des cycles limites AYNES du systéme mécanique avec NES

et AYONES gu systeme sans NES en fonction du coefficient d’amortissements 7; pour
(a) p=03et (b) p=04. Ny, =250. . .. ... ... ..

Algorithme de la méthode gPC2. . . . . . .. . .. . ... ...
Exemple de la variation de I'amplitude du déplacement du systéeme avec NES en
fonction de p. L’ordre de gPC est p=20et n; = 0.3980. . . ... ... ... ....
Algorithme appliqué pour détecter le saut dans le cas ou la quantité d’intérét est
calculée par la méthode de ME-gPC. . . . . . . ... .. .. .

Page xv sur 124

41
42

44

45

45

46

47

48

54

95

56

o7

58



LISTE DES FIGURES

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

5.1

5.2
5.3

6.1

6.2

6.3

Exemple d’un plan d’expérience par la méthode de LHS pour deux itérations avec
r=1,p=1k=2et Q =4. (x) Points hérités de I'élément [0 , 0.4] de l'itération
1. (o) Nouveaux points LHS du premier élément [0 , 0.2] & litération 2. (O) Les

nouveaux points LHS du deuxieme élément [0.2 , 0.4] & l'itération 2. . . . . ... .. 59
Amplitude A¥NES en fonction du coefficient de frottement y et du coefficient d’amor-
tissement 7;. Le jeu de parameétres (3.10) est utilisé. . . . . . ... ... ... 60

Evolution de la limite d’atténuation et des points de bifurcation de Hopf avec et sans
NES. (—) Point de bifurcation de Hopf sans NES (11;°) ; (—) point de bifurcation
de Hopf avec NES (1) ; (—) limite d’atténuation (n1,,;). (1) Stabilité linéaire sans
NES; (2) stabilité linéaire avec NES; (3) régimes atténués (régimes périodiques ou

SMR); (4) régimes non atténués. . . . . . . ... L 61
Comparaison entre la limite d’atténuation 7, estimée par la référence (en noir) et
par la méthode gPC1 (en gris) : (a) p=2;(b)p=8.. . . . . ... .. ... .... 62
Evolution du taux de décroissance 8 en fonction de lordre p dans le cas de la méthode
gPCL. . 63

10 000 simulations de 'amplitude du déplacement du systéme mécanique avec NES en
fonction de p et 1. (noire) : la référence ; (rouge) : gPC. L’ordre du chaos polynomial

est p=10. . . . L 64
Comparaison entre la limite d’atténuation estimée par la référence (en noir) et par la
méthode gPC2 (en gris) : (a) p=8;(b) p=15; (b)p=20. . . . . . ... ... ... 65
Evolution du taux de décroissance 8 en fonction de l'ordre p dans le cas de la méthode
GPC2. L o, 66
Huit itérations jusqu’a l'arrét, par violation de (4.5), de 'algorithme de la méthode

ME-gPC. Le coefficient de frottement s est incertain, 6; = 0.7 - 1073, 6y = 1% et
p = 1. (courbe noire) : la référence; (autres couleurs) : ME-gPC. (a) Itération 1;
(b) Itération 2; (c) Itération 3; (d) Itération 4; (e) Itération 5; (f) Itération 6; (g)

Itération 7; (h) Itération 8. . . . . . . . . ... 68
(a) Critere d’arrét de l'algorithme basé sur la méthode de ME-gPC, 6 = 0.7 - 1073,
0o = 1% et p=1. (b) Zoom de la figure 4.15(a). . . . . . . . ... ... 69
Sept itérations jusqu’a l'arrét, par violation de (4.5), de l'algorithme de la méthode

ME-gPC. Les parameétres p et 7 sont incertains, 6, = 1-1073, y = 1% et p =
1. (courbe noire) : la référence; (autres couleurs) : ME-gPC. (a) Itération 1; (b)
Itération 2; (c) Itération 3; (d) Itération 4 ; (e) Itération 5 ; (f) Itération 6 ; (g) Itération 7. 71
La limite d’atténuation dans le plan (u, 71 ). La référence est la ligne noire. Les derniers
éléments K’ qui restent & la fin de I’algorithme présenté en figure. 4.5 sont représentés
par des carrés gris. Le coté droit des carrés (en rouge) constitue la valeur de la limite
d’atténuation a partir de laquelle la PHSSR est estimée. Les parametres p et 1y sont
incertains, 1 =1-1073, 0, = 1% et p=1.. . . . . . . . .. .. ... ... ... 73

Fonction /H (X)) qui représente la partie amplitude de la variété critique (cf. équa-
tion (5.21)). . o o o 83

Variété critique pour diférentes valeurs de ny, et ¢, = 15000 N-kg='-m™=3. . . . . .. 84
Mlustration de régime SMR en fonction de la variation de 7. (a) Variété critique; (a)
Zoom de variété critique; (c) AYNES: (d) Zoom de AYNES. L. 85
Résultat de la premiere étape de 'optimisation de référence. (a) PHSSR et (b) pi,; en

fonction de 1y, avec ¢, = 140000 N-kg=™'-m™2. . . . ... ... ... ... 91
Résultat de la sconde étape de l'optimisation de référence. (a) PHSSR et (b) piy en
fonction de 1, avec @5, = 140 000 N-kg=™'-m™3. . . . .. ... L. 91
(a) PHSSR et (b) ft, en fonction de 7y, pour 3 = 1%, ¢, = 140 000 N-kg~*-m~3.
Les limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode ME-gPC. . . . . . 93

Page xvi sur 124



LISTE DES FIGURES

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8
6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16
6.17

6.18

6.19

6.20

6.21

6.22

(a) PHSSR et (b) g en fonction de 7y, pour 8y = 0.1%, ¢;, = 140 000 N-kg~t-m~3.

Les limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode ME-gPC. . . . . . 93
(a) PHSSR et (b) g en fonction de ny, pour f2 = 0.001%, @5, = 140 000 N-kg=!-m~3.
Les limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode ME-gPC. . . . . . 94

Comparaison entre les stratégies d’optimisations de référence et ME-gPC de n, €
[0 0.04] avec @y = 140 000 N-kg='-m™3. (a) pin; (b) Zoom de finy; (a) PHSSR; (b)

Zoom de la PHSSR. . . . . . . . . . e 94
(a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et o, € [0 900 000] N-kg~t-m 3.

Les limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode de référence. . . . 95
Evolution du critére de saut CS en fonction de @p,. . . . . . . . . .. ... ... ... 96
(a) PHSSR et (b) g en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et p, € [0 150 000] N-kg~t-m 3.

Les limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode de référence. . . . 96
(a) PHSSR et (b) i,,,; en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et 5, € [0 150 000] N-kg~!-m~3.

Les seuils utilisés sont : 03 =3.3-103 et 0o =1%. . . . . . . . . ... 98
(a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et ¢, € [0 150 000] N-kg~'-m 3.

Les seuils utilisés sont : 03 =4.2-1073 et O3 =1%. . . . . . . .. ... ... 98
S(a) PHSSR et (b) i, en fonction de ¢, pour 1, = 0.024 et ¢, € [0 150 000] N-kg~-m 3.
Les seuils utilisés sont : 67 =4.5-103 et o =1%. . . . . . . . ... ... ... ... 99
(a) PHSSR et (b) gty en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et ¢op, € [0 150 000] N-kg~t-m 3.

Les seuils utilisés sont : 67 =4.8 103 et o =1%. . . . . . . . . .. ... ... ... 99
(a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢y pour 1, = 0.024 et ¢, € [0 150 000] N-kg~t-m 3.

Les seuils utilisés sont : 3 =3.5-103 et 03 =01%. . . . . . .. . . ... ... ... 100
(a) PHSSR et (b) g en fonction de 1y, et o), avec ¢p € [0 150000] N-kg=!-m~3 et

mh € 100041 L 100
Vue de dessus 6.15(a). . . . . . ... 101

Variation de de la PHSSR en fonction de 7. (a) ¢, = 118 750 N-kg='-m~3, (b)
¢n = 106 250 N-kg~-m ™3, (c) ¢ = 56 250 N-kg=!-m~2 et (d) o5, = 50 000 N-kg~'-m—3.101

Vue de dessus dans le cas de la PHSSR dans le cas de 'optimisation par la méthode

ME-gPC. o o oo e 102
Optimisation de référence. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™®* et PHSSR™" et
(b) variation de E[py], pm* et p™® en fonction de Ay . . . . oo 104
Optimisation avec la méthode ME-gPC. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™** et
PHSSR™?™ et (b) variation de E[p], p™ et u™" en fonction de 9. . . . . . . . . . 105
Optimisation de référence. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™®* et PHSSR™" et
(b) variation de E[py], pm8* et p™® en fonction de @p. . . . . . ... 107
Optimisation avec la méthode ME-gPC. (a) Variation de E[PHSSR|, PHSSR™** et
PHSSR™™ et (b) variation de E[py], p™ et u™" en fonction de ¢p. . . . . . . . . 108

Page xvii sur 124



LISTE DES FIGURES

Page xviii sur 124



Introduction générale

Les structures mécaniques étant soumises a de multiples sources de vibrations tout au long de
leur cycle de vie, le contréle des vibrations est un domaine de recherche important. Il permet d’une
part de limiter les risques de rupture des structures due a la fatigue vibratoire ou a des oscillations
de trop grandes amplitudes et d’autre part de réduire le bruit dans le but d’améliorer le confort
acoustique.

Les vibrations indésirables dues a des cycles limites d’oscillations (ou LCO pour « Limit Cycle Os-
cillations ») générés par des instabilités dynamiques se rencontrent dans de nombreuses applications
industrielles. Les systémes frottants, tels que les garnitures de freinage, les systémes d’embrayage
et d’essuyage, en sont de bons exemples. Ils subissent des instabilités dynamiques induites par le
frottement sec. Un des phénomeénes qui permet d’expliquer ces instabilités est le couplage de modes.
Beaucoup des chercheurs estiment que les modeéles basés sur ce phénomene sont les plus réalistes
lorsque les structures en mouvement admettent des vitesses de glissement significatives. Ils offrent
en effet de bons résultats lorsqu’ils sont confrontés & des mesures expérimentales.

Durant ces dernieres années, une attention particuliere a été accordée a la compréhension des
mécanismes qui générent le bruit dans les systémes frottants et a leur prévision. Il a été montré
que ce type du systéeme dynamique non linéaire est caractérisé par un comportement trés sensible
aux variations des parameétres et notamment aux dispersions des lois de frottement. La maitrise de
I'incertain et plus particulierement la prise en compte des incertitudes provenant des lois de frotte-
ment apparait donc comme primordiale pour prédire et analyser de facon robuste le comportement
dynamique des systémes frottants en termes de stabilité et de niveaux vibratoires. Des méthodes de
prise en compte de l'incertain et particulierement celles basées sur des approches probabilistes, inté-
grant les incertitudes paramétriques stochastiques auxquelles le systeme peut étre confronté, ont par
conséquent fait I'objet de nombreuses études. Par exemple, la méthode de Monte Carlo est facile a
mettre en ceuvre mais peut devenir trés vite prohibitive en cotlit de calcul. Par conséquent, beaucoup
d’études ont été menées pour développer des méthodes alternatives permettant une prise en compte
des incertitudes avec un cotit de calcul acceptable. Parmi elles, les méthodes basées sur la théorie du
chaos polynomial offrent un intérét indéniable pour prédire et analyser le comportement dynamique
des systémes non linéaires avec des colits de calcul faible par rapport la méthode de Monte Carlo.
Ces avantages ont motivé le choix d’utiliser le chaos polynomial dans cette these.

La littérature montre également que, malgré la connaissance accrue du comportement dyna-
mique des systemes frottants avec parametres incertains, il est encore tres difficile voire impossible
de concevoir un systeéme robuste, c’est a dire stable malgré les incertitudes paramétriques. Il est donc
nécessaire de pouvoir concevoir des dispositifs d’atténuation des vibrations dans de tels systemes.
Trois grands types de technologie sont majoritairement utilisées dans ’industrie : le controle passif
par dissipation ou a l'aide d’absorbeurs linéaires accordées, le controle semi-passif et le controle actif;
chacune de ses techniques possédant ses avantages et ses inconvénients. Depuis une quinzaine d’an-
nées, l'utilisation d’absorbeurs non linéaires de type NES (« Nonlinear Energy Sink » en anglais),
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typiquement un systéme masse-ressort-amortisseur a raideur purement non linéaire, a montré son
efficacité comme solution alternative de contrdle passif des vibrations en conciliant les avantages
des technologies existantes. Son principe repose sur le couplage entre un systéme primaire, dont on
souhaite limiter les vibrations, et un NES. Sous certaines conditions, un transfert quasi-irréversible
de I’énergie vibratoire du systéme primaire vers le NES peut se produire. Ce phénomene est appelé
pompage énergétique.

Dans la littérature, les absorbeurs non linéaires de type NES sont notamment utilisées dans le
cadre de 'atténuation de cycles limites d’oscillations. Ils permettent d’atténuer, voire de supprimer
les cycles limites et ainsi d’élargir la zone de fonctionnement « siir » du systéme primaire, c’est-a-
dire des régimes de fonctionnement ou les cycles limites sont supprimés ou atténués. Cependant, le
comportement dynamique du systéme couplé constitué du NES et du systéme primaire peut s’avérer
trés sensible aux parametres qui admettent une dispersion importante. En particulier, lorsqu’il s’agit
d’atténuer une instabilité dynamique, une discontinuité dans le profil de 'amplitude vibratoire du
systeme due & la variation de parametres incertains peut s’observer, ce dernier passant brutalement
d’un régime atténué (ou le NES agit) a un régime non atténué (ou le NES n’agit pas). Un régime
non atténué étant potentiellement dangereux ou causant de 'inconfort acoustique, il est important
d’étre en mesure de concevoir un NES qui permette un fonctionnement le plus robuste possible de
I’ensemble du systéme, c’est-a-dire qui permette au systeme d’avoir un comportement le plus « sir
» possible ( stable ou avec des cycles limites atténués) malgré les incertitudes paramétriques du
systeme primaire mais également du NES. Pour cela il faut que le NES puisse jouer son role au
maximum dans les régions de ’espace des parametres incertains pour lesquelles le systeme primaire
seul est soumis a des régimes non atténués.

Les NES ont été étudiés dans de nombreux travaux dans un contexte déterministe mais il existe
trés peu de travaux dans la littérature qui traitent du comportement des NES en présence d’incer-
titudes et a fortiori avec une problématique d’optimisation. Ce domaine d’étude reste encore peu
exploré. Ainsi un recensement de ces études est effectué dans ce manuscrit.

Dans le cadre de ces travaux de these, des NES sont utilisés pour atténuer les vibrations induites
par le frottement dans les systémes mécaniques frottants. Pour cela un modeéle phénoménologique
a deux degrés de liberté d’un systéme de freinage (modele dit de Hultén) permettant de reproduire
des vibrations induites par le frottement par le phénomeéne de couplage de modes va étre exploité en
I’associant a deux NES.

Comume écrit ci-dessus, une discontinuité dans le profil de 'amplitude vibratoire de tels systemes
instables couplé a des NES peut s’observer séparant ’espace des parametres incertains du systéme
en deux régions : I'une correspondant aux régimes atténués et 'autre aux régimes non atténués.

L’objectif de la theése est dans un premier temps de développer des méthodes basées sur le
formalisme du chaos polynomial permettant la localisation, dans ’espace des parameétres incertains
du systeme, de la frontiere entre la région correspondant aux régimes atténués et celle correspondant
aux régimes non atténués, permettant ainsi le calcul de la propension du systéme couplé a étre dans
un régime atténué. Ces méthodes sont ensuite appliquées aux cas du modele de Hulten couplé a deux
NES évoqué plus haut.

Dans un second temps, apres avoir déterminé la méthode la plus efficace, cette derniére est utilisée
pour concevoir une méthodologie d’optimisation robuste des NES c’est-a-dire avec pris en compte
des incertitudes, a faible cofit de calcul. Deux approches sont proposées, & chaque fois basées sur la
maximisation, sous incertitudes des parametres du systéeme primaire, de la propension du systeme
couplé a étre dans un régime atténué qui est donc la fonction objectif du probléme. La premiére
approche considere que les parametres des NES sont déterministes et sont donc les variables de
conception & optimiser. La seconde méthode considére que les parametres des NES sont également
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incertains mais avec une loi de probabilité connue. Ainsi, les variables de conception a optimiser ne
sont plus directement les parameétres des NES mais ['une de leurs statistiques (la moyenne est retenue
dans ce travail) appelées hyper-parametres. Une optimisation déterministe est effectuée en parallele
a des fins de validation.

Ce manuscrit de these va s’articuler autour six chapitres :

Le premier chapitre présente une étude bibliographique qui permet de fixer le cadre dans lequel
s’inscrit ce travail de these. Il est composé de quatre parties. La premiére est consacrée a la description
générale des concepts de base décrivant les vibrations induites par le frottement dans les systemes
mécaniques frottants. Dans la deuxieme partie, les approches robustes des systémes dynamiques sont
présentées afin d’orienter le choix des méthodes qui sont utilisées dans la suite de manuscrit. Dans la
troisiéme partie, un rappel sur les techniques de contrdle des vibrations de structures mécaniques est
présenté avec une attention particuliere sur I’atténuation des vibrations d’instabilités de contact par
des absorbeurs dynamiques non linéaires. Dans la derniére partie, les concepts de base de I'optimi-
sation déterministe et sous incertitudes sont rappelés avec I'objectif d’appliquer ensuite ces concepts
pour 'optimisation robuste des absorbeurs dynamiques non linéaires utilisés pour réduire les vibra-
tions induites par frottements dans des systemes mécaniques frottants.

Les chapitres 2, 3 et 4 constituent la premiere partie de cette thése répondant a notre premier
objectif concernant le développement de méthodes basées sur le chaos polynomial afin de prédire la
propension du systéme a étre dans un régime atténué.

Le deuxieme chapitre rappelle des éléments théoriques nécessaires a la compréhension de ce tra-
vail ; d’abord sur la dynamique des systémes mécaniques non linéaires puis sur les méthodes de
propagation des incertitudes (notamment la théorie du chaos polynomial).

Le troisieme chapitre a pour but, d’une part, de présenter les équations du mouvement du modele
de Hultéen couplé a deux NES identiques puis d’en effectuer respectivement I'analyse de stabilité et
la détermination des cycles limites et, d’autre part, de définir mathématiquement la propension du
systéme a étre dans un régime atténué (ou PHSSR pour « the Propensity of the system to undergo
an Harmless Steady-State Regime ») qui est la probabilité d’obtenir un régime atténué étant donné
les lois de probabilité régissant la dispersion des parametres du systeme primaire et des NES.

Le quatrieme chapitre présente en détail les méthodes basées sur le chaos polynomial développées
dans ces travaux de these, permettant de prédire la propension du systéme a étre dans un régime
atténué. L’objectif de ces méthodes est la réduction du cott de calcul par rapport a la méthode
de référence qui consiste a effectuer une discrétisation déterministe fine de ’espace des parametres
incertains. Une comparaison de ces méthodes est ensuite effectuée avec la méthode de référence puis
entres elles afin de déterminer la plus performante en termes de cotit de calcul, de précision et de
facilité de mise en ceuvre.

Les chapitres 5 et 6 constituent la seconde partie de la these portant sur 'optimisation sous
incertitudes des NES.

Le cinquieme chapitre présente une étude analytique du comportement dynamique du modele de
Hulten couplé a deux NES. Le but est d’obtenir la valeur maximale du coefficient d’amortissement
des NES permettent 'existence de régime SMR (« Strongly Modulated Response », c’est I'un des
régimes de fonctionnement du systéme dans lequel le cycle limite est atténué par les NES). Le lien
entre présence de SMR et atténuation des cycles limites y est également étudié.
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Le sixieme chapitre est consacré a l'optimisations sous incertitudes des parametres des NES
couplés au modele de Hultén. Tout d’abord, le formalisme d’optimisation adopté est présenté. Les
résultats de 'optimisation obtenue avec la méthode basée sur le chaos polynomial la plus performante
développée dans le chapitre 4 sont ensuite présentés et comparés a une optimisation déterministe de
références.

Une conclusion générale incluant le bilan des résultats de ces travaux de recherches ainsi que
différentes perspectives qui en découlent est rédigée a la fin de ce manuscript.
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Chapitre 1. Etude bibliographique

1.1 Introduction

Ce chapitre présente une étude bibliographique en lien avec la problématique de ce travail de
theése et est composé des quatre parties. La premiére partie est consacrée a la description des insta-
bilités de contact dans les systemes mécaniques frottants. Dans la deuxieme partie, les approches
robustes des systémes dynamiques sont présentées avec 1'objectif de choisir la méthode la plus ap-
propriée pour traiter la problématique de cette thése. Dans la troisieme partie, un rappel sur les
techniques de contrdle des vibrations de structures mécaniques est présenté avec une attention par-
ticuliere sur I'atténuation des vibrations d’instabilités de contact par des absorbeurs dynamiques
non linéaires. Dans la derniere partie, les concepts de base de 'optimisation déterministe et sous
incertitudes sont rappelés avec I'objectif d’appliquer ensuite ces concepts pour I'optimisation robuste
des absorbeurs dynamiques non linéaires utilisés pour réduire les vibrations induites par frottements
dans des systémes mécaniques frottants.

1.2 Systemes frottants

1.2.1 Introduction

Dans des systemes frottants, le frottement peut étre utile pour assurer un réle mécanique lié a
la conception comme dans le cas du frottement entre les pneus d’une voiture et la route pendant le
freinage. Cependant, il peut étre aussi 'origine de nuisances sonores et de vibrations. Le nombre des
études, proposées dans la littérature pour prédire ces nuisances, est trés élevé. Cependant, il reste
encore beaucoup a apprendre sur la nature de ces vibrations et sur la facon dont elles évoluent dans
différentes circonstances, ainsi que sur la facon de les prévoir et de les controler.

Divers modeles ont été proposés dans la littérature pour décrire les phénomenes de frottement.
Pour modéliser le frottement sec, la loi de Coulomb [16] est bien connue depuis des années. Elle
indique que la force de frottement est donnée par un parametre sans dimension appelé coefficient de
frottement multiplié par la force normale. Le modele de frottement sec issu de la loi de Coulomb est

donné par
Fy st v#D0
Fr= 1.1
! { F st v=20 (L.1)

avec Iy la force de frottement, v la vitesse de glissement, F; est la force de frottement de Coulomb
et F est une force extérieure appliquée sur le systeme.

Le comportement dynamique d’un systéme mécanique a frottement sec n’est pas linéaire car la
loi de Coulomb fait la distinction entre le frottement statique et le frottement dynamique.

Le frottement statique se produit lorsque des forces de déplacement agissent sur les deux corps,
mais que les corps ne sont pas en mouvement l'un par rapport a l'autre (v = 0). La constante de
proportionnalité entre les composantes tangentielle et normale de la force de frottement est appelée
coefficient de frottement statique us. La force de frottement statique est définie comme suit

F < thaaz = ,uan (12)

avec Fynae est la force maximale de frottement statique et F,, est la composante normale de la force
de frottement.

Le frottement dynamique se produit lorsque deux corps, en contact avec eux, glissent 'une
sur I'autre. Dans ce cas, la vitesse de glissement est différente de zéro (v # 0) et la force extérieure
appliquée dépasse la composante tangentielle du frottement statique maximal (F > F;). La force de
frottement dynamique est proportionnelle a la force normale appliquée sur les surfaces et la constante
de proportionnalité est appelée coefficient de frottement dynamique pg . La force de frottement
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dynamique est donnée par

1.2.2 Vibrations induites par le frottement

Dans le processus de fonctionnement des systemes mécaniques frottants, des vibrations peuvent
se produire a l'interface de contact. Ces vibrations induites par le frottement appelées aussi insta-
bilités de contact sont responsables de divers bruits. Les niveaux sonores atteints sont non désirés
dans de nombreuses applications industrielles. On peut citer dans le domaine des transports les
systémes de freinage aéronautiques [24, 65], les systémes de freinage automobiles [135, 110] et les
contacts roue-rail [87, 88]. Les principales vibrations induites par le frottement sec sont les trépi-
dations, le bourdonnement (ou ronflement), le broutement et le crissement (ou grincement). D’ une
fagon générale, ces instabilités sont classées en fonction de leurs fréquences fondamentales [74]. Les
trépidations, le bourdonnement et le broutement se produisent généralement en dessous de 1 kHz, ils
sont considérés comme des instabilités de basse fréquence. Cependant, un crissement qui se produit
le plus souvent entre 1 et 20 kHz est considéré comme une instabilité de hautes fréquences. Le niveau
acoustique joue un réle déterminant dans la classification d’un bruit. Ce niveau est li¢ a une caracté-
ristique non linéaire d’un systéme instable, appelée Oscillation de type Cycle Limite (« Limite Cycle
Oscillation » LCO). Par conséquent, il est utile d’expliquer les concepts d’instabilité, de vibration
auto-excitée et de LCO, ces termes étant fréquemment utilisés dans cette these.

Instabilité. En dynamique de structure mécanique, la capacité d’un systéme & retrouver un état
d’équilibre sous de petites perturbations est appelée stabilité. L’instabilité est quant a elle une si-
tuation dans laquelle un systéme est incapable de retrouver un état d’équilibre.

Dans les systémes mécaniques frottants, ces instabilités peuvent étre classées en deux grandes
familles : les bruits issus de vibrations forcées et les bruits issus de vibrations auto-excitées [26, 57].

Vibrations auto-excitées. Dans de nombreux systémes mécaniques, la source d’excitation qui conduit
aux vibrations est une force extérieure. Cependant, un systéme peut parfois générer une source d’ex-
citation intérieure. Ce type d’instabilité est appelé vibrations auto-excitées. Par exemple, la force de
frottement peut étre considérée comme une source des vibrations auto-excitées.

Cycle limite. Pour un systeme linéaire instable, selon la définition de l'instabilité, I’amplitude des
vibrations croit sans limite. A I'inverse, aprés une croissance transitoire exponentielle des amplitudes,
un systeme dynamique non linéaire instable peut admettre des oscillations d’amplitude constante
une fois le régime transitoire passé, autrement dit le systéme décrit un mouvement d’Oscillation de
type Cycle Limite. Dans le plan de phase, les trajectoires de ce mouvement en régime permanent
décrivent des boucles fermées. En d’autres termes, la trajectoire vitesse-déplacement du systéme
converge vers une boucle fermée dans le temps.

1.2.3 Mécanisme de couplage de modes

Dans les systeémes tribologiques, il existe de nombreux mécanismes qui entrainent des vibrations
induites par le frottement sec. Les mécanismes les plus cités dans la littérature sont : le stick-slip,
Iamortissement négatif induit par le frottement, le sprag-slip et le couplage de modes. Ils ont été
expliqué en détail par [66] et [74] ainsi que dans différents travaux de these [26, 57]. Le couplage
de modes étant le principal phénomene a 1'origine d’'un grand nombre d’instabilité induites par le
frottement, cette section va étre consacrée exclusivement a la description de ce phénomene.

En effet, dans de nombreux systémes mécaniques, le mécanisme de couplage de modes est consi-
déré comme la cause fondamentale de vibrations induites par le frottement [42, 115]. Il a été défini
par Hoffmann et al. [60] comme étant la coalescence de modes en un point appelé bifurcation de
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Hopf. Dans le travail de Hoffmann [60], une étude d’un systéme non amorti & deux degrés de liberté,
représenté dans la figure 1.1, a été développé pour démontrer ce type d’instabilité. Le systeme est

FIGURE 1.1 — Modéle de Hoffmann & deux degrés de liberté [60].

composé d’une bande roulante a une vitesse constante et d’une masse m, tenue en position par deux
raideurs linéaires k1 et ks. Le contact normal entre la masse et la bande est modélisé par une raideur
linéaire k3. Une force normale F;, est appliquée sur la bande pour qu’il y ait un contact permanent
avec glissement entre celle-ci et la raideur k3. Le frottement est modélisé par la loi de Coulomb dont
la force de frottement est Fy = pk;, , u étant le coefficient de frottement. En raison de I'importance
du phénomene d’instabilité due au couplage de modes pour cette these, le modele de Hoffmann est
présenté en détail dans cette section.

L’équation de mouvement pour le modele illustré dans la figure 1.1 peut s’écrire comme suit :

m 0 T kll k12—/ﬂ€3 T . 0
K T Sl A e &

ou k;; représentent les raideurs de couplage, qui dépendent des angles a et ap, vérifiant :

k11 = kq cos® ay + ko cos® as
k1o = ko1 = ki sin aq cos aq + ks sin aig cos aip (15)

koo = k1 sin® a1+ ko sin® as + k3

Une analyse de stabilité du systeme d’équations 1.4 est effectuée en évaluant 1’évolution des
valeurs propres en fonction de la dispersion du coefficient de frottement pour I’ensemble de parameétres
de 'exemple donné dans [60]. Le systéme admet deux couples de valeurs propres conjuguées dont
les évolutions des parties réelles et imaginaires sont tracées dans la figure 1.2. Le frottement couple
le degré de liberté normal avec le degré de liberté tangentiel. En effet, avec I'augmentation du
coefficient de frottement, les parties imaginaires des valeurs propres (Fig.1.2(b)) se rapprochent (les
deux modes se rapprochent en fréquence) et se coalisent a partir d’un certain point. Juste apres
ce point, les parties réelles des valeurs propres (Fig.1.2(a)) bifurquent en se séparant. Ce point est
appelé point de bifurcation d’abscisse p = 0.75. Dans le cas ou u < 0.75, il y a deux paires de
valeurs propres qui sont purement imaginaires, mais leurs valeurs sont différentes. Quand p = 0.75,
les valeurs propres sont purement imaginaires et identiques. Quand p > 0.75, les parties réelles des
valeurs propres ne sont plus nulles : I'une d’elles devient positive tandis que 'autre devient négative
et les parties imaginaires des deux valeurs propres deviennent égales. Des qu’il existe une partie réelle
positive, le systeme entraine une croissance exponentielle de I’amplitude de vibration en fonction du
temps. Hoffmann a expliqué cette instabilité par le mécanisme de feed-back lié au déphasage entre
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FIGURE 1.2 — Evolutions des parties réelles et imaginaires du systéme d’équations 1.4. (a) Partie réelle; (b)
Partie imaginaire

les oscillations tangentes et normales ce qui traduit ’échange d’énergie entre les deux directions. La
matrice de raideur du systéme associé peut alors devenir dissymétrique a cause du frottement. Aussi,
un coefficient de frottement constant et la loi de Coulomb suffisent pour qu’il y ait potentiellement
instabilité du systéme.

Effet de I'amortissement dans le couplage de modes. Le comportement de bifurcation illustré
dans la figure 1.2 révele que dans le cas ou il n’y a pas d’amortissements dans le systeme, les parties
réelles des deux modes sont exactement les mémes et égales a zéro avant le point de bifurcation.
Cependant, 1’ajout de amortissement change le comportement de bifurcation. Dans [61, 88], 1effet
de Pamortissement, sur le comportement de bifurcation, a été étudié dans le modele de Hoffmann
a deux ddl étudié ci-dessus (Eq. 1.4). Une premiére constatation est que les valeurs propres du
systeme possedent deux parties réelles de valeur négative avant la bifurcation. De plus, I’ajout d’'un
amortissement isoréparti entre les deux degrés de liberté ne change pas, par rapport au cas ou il n’y
a pas d’amortissements, la valeur du parametre de contrdle pour laquelle les deux modes se couplent.
Mais, il influe sur la valeur critique pour laquelle la partie réelle d’une des valeurs propres devient
positive.

Une deuxiéme constatation est que 'amortissement peut provoquer un effet paradoxal sur 'in-
stabilité par couplage de modes dans le cas ol 'amortissement n’est pas isoréparti [25, 41, 58, 136].
Ce paradoxe signifie que, bien que la fonction générale de 'amortissement est de déplacer la partie
réelle des valeurs propres vers la région stable, ’amortissement peut rendre un systeme plus instable.
La répartition non uniforme de I'amortissement a un effet sur la coalescence : plus la disparité
est grande, moins la coalescence est parfaite mais surtout, suivant la répartition, 'instabilité peut
survenir beaucoup plus t6t que dans le cas sans amortissement.

Dans le méme contexte, Sinou et Jézéquel ont étudié le phénomene des vibrations induites par
le frottement, issus du couplage de mode, d’un systéme mécanique frottant [136]. Ils ont montré que
non seulement la dispersion du coefficient de frottement peut faire varier les amplitudes des niveaux
vibratoires du systeme mais aussi que la variation de I’amortissement structurel du systéme peut
avoir une influence sur les régions stables et instables et également sur les amplitudes de type LCO
du systeme.

Effet de la non linéarité dans le couplage de modes. Pour mettre en évidence les effets de la non
linéarité sur l'instabilité provoquée par le couplage de modes, Li et al. [86] ont étudié un modeéle non
linéaire & deux degrés de liberté qui est développé a partir du modele linéaire classique du Hoffmann
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étudié ci-dessus (Eq. 1.4). Le contact a été modélisé par une raideur non linéaire purement cubique.
Les résultats montrent que I'augmentation de la raideur non linéaire peut rendre le systeme non
linéaire instable, mais & certaines valeurs, elle devient un facteur de stabilisation du systéme.

Sinou et al. ont étudié le phénomene d’instabilité dans un modele non linéaire d’un systéme de
freinage [139, 140]. La non linéarité est exprimée par des raideurs non linéaires sous la forme d’un
polynome avec des termes quadratiques et cubiques. Ils ont montré que les non linéarités peuvent
affecter la limite de stabilité du systeme et que I'analyse de stabilité linéaire pourrait donc étre
insuffisante pour prévoir les modes instables. Par conséquent, ils ont introduit la méthode de la
variété centrale pour étudier un modele non linéaire complexe. Puis, Sinou et Jézéquel ont étudié la
stabilité d’un systéme mécanique frottant non linéaire [136]. La non linéarité a été introduite par des
raideurs purement cubiques. Ils ont observé que 'augmentation de la non linéarité peut diminuer
I’amplitude des LCO.

1.2.4 Conclusion

Dans cette section, un bref rappel sur les vibrations induites par le frottement dans des systemes
mécaniques frottants a été montré. Parmi les mécanismes générateurs de ces vibrations, on trouve
le mécanisme de couplage de modes. Beaucoup des chercheurs estiment que les modeéles basés sur
ce mécanisme sont les plus réalistes. Ils offrent des bons résultats en les comparant avec des études
expérimentales. Ainsi, dans notre étude, un modele d’'un systéme mécanique frottant qui présente
des instabilités dues a un couplage de modes sera utilisé.

Durant ces dernieres années, une attention particuliere a été accordée a la compréhension de
ces mécanismes et a leur prédiction dans un contexte probabiliste en intégrant l'incertitude dans
les parametres du modele ([146, 89, 126]). En effet, I'incertitude pourrait avoir un effet important
sur le comportement du systeme frottant. La prochaine section va étre consacrée aux méthodes qui
permettent d’étudier le comportement dynamique des systéemes en tenant compte des incertitudes
paramétriques, autrement dit aux approches robustes du comportement dynamique des systémes

1.3 Approches robustes des systemes dynamiques

1.3.1 Introduction

Dans la littérature, des travaux de recherche ont montré que la dispersion de certains parameétres
dans des systémes mécaniques frottants peut engendrer des changements importants de leurs com-
portements dynamiques [137, 103, 147, 29]. La maitrise de I'incertain devient, alors, primordiale pour
modéliser des systemes afin de définir s’ils ont un comportement robustes et fiables en matiere de
stabilité et de niveaux vibratoires. En contexte d’ingénierie, la conception robuste est définie comme
étant la conception qui détermine les parametres nominaux d’un systeme tels que ses performances
soient suffisamment insensibles a tout événement incertain, tant du systeme lui-méme que de ’en-
vironnement, tout au long de leur cycle de vie [85]. Une analyse de fiabilité peut également étre
effectuée pour quantifier la probabilité de défaillance d’une conception en présence des incertitudes.
Ces incertitudes sont classifiées selon leurs types, leurs sources et leurs facons de les modéliser.

1.3.2 Classification des incertitudes

Dans les problémes d’ingénierie, les incertitudes peuvent provenir de plusieurs sources (géomé-
triques, chargement, matériaux, etc). Elles sont largement discutées dans la littérature et elles peuvent
se classer en deux types, les incertitudes aléatoires et les incertitudes épistémiques [114].

Les incertitudes épistémiques. Elles sont dues au manque de connaissances. Les exemples liés a
ce type d’incertitudes sont des différentes approximations introduites pour simplifier la modélisation
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ou des données expérimentales insuffisantes. En diminuant le nombre de ces approximations, elles
peuvent étre réduites. C’est pourquoi, elles sont également appelées incertitudes réductibles.

Les incertitudes aléatoires. Elles correspondent & la variabilité naturelle intrinsequement présente
d’un systeme ou d’un produit. Pour ce type d’incertitudes, le caractere stochastique est une pro-
priété inhérente. La description géométrique du modele ou les conditions aux limites peuvent étre
des exemples. La variabilité des parametres géométriques et les conditions aux limites est toujours
présente en raison de la variabilité naturelle, par exemple, durant le processus de fonctionnement ou
de production. Elles peuvent étre trouvée dans la littérature comme étant des incertitudes irréduc-
tibles.

Un récapitulatif de la différence entre ces deux types d’incertitudes est donné dans le tableau 1.1.

Incertitude épistémique Incertitude aléatoire
Caractéristiques réductible, subjective irréductible, inhérente
Sources manque de connaissance | variation intrinseque du systeme ou de l’environnement

TABLEAU 1.1 — Comparaison entre les incertitudes épistémiques et les incertitudes aléatoires.

1.3.3 Modélisation et propagation des incertitudes

Dans la littérature, les méthodes de prise en compte des incertitudes, appelées aussi méthode
de propagation des incertitudes, sont nombreuses. Une revue des méthodes numériques de prévision
stochastique se trouve dans [131], ou plus récemment dans [112]. Ces méthodes sont utilisées pour
analyser le comportement dynamique des systemes sujets aux incertitudes. De fagon générale, elles
se différencient en fonction des outils mathématiques utilisés pour prendre en compte les incerti-
tudes. Elles peuvent se classer principalement en deux types : 'approche possibiliste et ’approche
probabilistes (voir Tab. 1.2) :

Approches possibilistes Approches probabilistes
Méthodes par intervalles Méthode de Monte Carlo
Formalisme de la logique floue Méthode des perturbations
Méthode de Chaos polynomial

TABLEAU 1.2 — Méthodes de quantification des incertitudes.

1.3.3.1 Approches possibilistes

L’avantage des méthodes possibilistes, ou encore ensemblistes, est qu’elles ne nécessitent pas
I’identification des lois de probabilité régissant les parametres incertains. Les deux types de méthodes
les plus importantes de cette approche sont les méthodes par intervalles [98] et les méthodes basées
sur le formalisme de la logique floue [162]. Différentes applications de ces méthodes pour 'analyse
de fiabilité et 'optimisation dans le cadre de la conception en ingénierie mécanique peuvent étre
trouvées dans ce travail [56].

a. Méthodes par intervalles. Dans cette approche, les données incertaines sont modélisées uni-
quement par leurs bornes physiques qui sont généralement identifiables et mesurables [98]. Il n’est
pas donc nécessaire de maitriser des informations sur 1’évolution de 'incertitude dans son intervalle.
L’inconvénient est que 'information sur les variables n’est alors que partielle. Ainsi, il n’est plus
possible de dire dans quel ensemble une variable a le plus de chance de se trouver [33]. En effet,
Parithmétique des intervalles sur laquelle sont basées ces méthodes est inappropriée pour quantifier
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I'incertitude de la sortie d’un modele d’un point de vue statistique ou probabiliste. Cette approche
présente également un désavantage majeur, appelé phénomene de pessimisme, qui conduit a une
surestimation systématique des résultats lorsqu’un parametre incertain apparait plusieurs fois dans
la méme fonction. Ceci s’explique par le fait que I'arithmétique des intervalles ne tient pas compte
des dépendances relatives a plusieurs occurrences d’un seul parametre dans une fonction. Ainsi ce
phénomene conduit trés souvent a une divergence dans I’évaluation des sorties du modele.

Des travaux basés sur le traitement de l'incertitude avec des méthodes par intervalles, ont été
menés dans le domaine de sciences de l'ingénieur [133, 97]. Les principaux inconvénients de cette
approche nous conduisent a ne pas l'utiliser dans la suite de ces travaux de these.

b. Formalisme de la logique Floue. Le formalise de la logique floue a été développé pour représenter
et manipuler des données imprécises, vagues et sans aucune information probabiliste ou statistique
[162]. II a été considéré comme une généralisation et une amélioration des méthodes par intervalles.
La notion d’intervalle a été changée par le concept d’'un ensemble flou qui consiste a affecter une
valeur entre 0 et 1 & la valeur de la variable incertaine a ’aide de fonctions d’appartenances [2]. La
détermination de ces fonctions reste une difficulté importante. En effet, elles dépendent des données
expérimentales fournies ce qui rapproche leur détermination d’une démarche statistique.

De fagon générale, les méthodes floues ont été utilisées dans plusieurs travaux consacrés a la
propagation des incertitudes dans des problémes de mécanique et particulierement pour ’analyse des
systemes dont les incertitudes proviennent d’imprécisions de données plutét que de leur caractere
aléatoire [93]. On peut trouver dans la littérature un nombre limité de travaux basés sur ces méthodes
pour étudier les instabilités dynamiques de systemes mécaniques frottants. Principalement, on peut
noter les études menées par Tison et al. [92, 36] portant sur les effets des incertitudes paramétriques
sur la stabilité d’un systéeme mécanique, sujet a des vibrations induites par le frottement. Les études
ont été menées a partir de méthodes basées sur le formalisme de la logique floue.

Le formalisme de la logique floue étant plutét adaptée pour traiter des problématiques avec des
données incertaines vagues ou imprécises, il ne sera pas privilégié dans ces travaux de these.

1.3.3.2 Approches probabilistes

Dans les approches probabilistes, les analyses robustes du comportement dynamique des systemes
linéaires ou non linéaires sont basées sur la quantification des parameétres incertains par des variables
aléatoires ou par des processus stochastiques. Un des grands intérét de ces méthodes est de pouvoir
estimer des informations en terme de statistique (moyenne, variance, histogrammes de distribution)
sur une quantité d’intérét pouvant correspondre a une sortie du systeme étudié. Ceci est tres impor-
tante dans le cas o une analyse de robustesse et/ou de fiabilité doit étre effectuée. De nombreuses
méthodes existent dans la littérature [79]. Nous allons nous focaliser plus particuliérement dans ce
travail sur quatre approches tres répandues et utilisées dans de nombreux domaines : la méthode
de Monte Carlo [39], la méthode des perturbations [69], les méthodes basées sur le krigeage et les
méthodes basées sur le chaos polynomial [158, 49]. Dans la suite de cette section, les principes ainsi
que les principales applications de ces approches sont présentés.

a. Méthode de Monte Carlo. La méthode de Monte Carlo (MC) est I’approche probabiliste d’ana-
lyse de l'incertitude la plus fondamentale et la plus pratique [130]. Elle peut caractériser la variabilité
de la réponse d’une structure (d'un systéme) par 'utilisation d’expériences déterministes répétées
selon des lois de probabilité [39]. En effet, & travers des tirages de parameétres incertains suivant
leur loi de probabilité, la méthode de MC permet de quantifier directement la dispersion de ces
parametres a ’aide du modeéle mathématique qui régit le comportement du systéme.

L’avantage majeur de la méthode est qu’elle est tres facile & mettre en ceuvre. Cependant, pour
obtenir des résultats avec une précision raisonnable, il est nécessaire d’effectuer un grand nombre de
tirages. La méthode de MC peut devenir, alors, tres cofiteuse dans la pratique et prohibitive en terme
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de coflit de calcul. Par conséquent, de nombreux travaux de recherche ont été menés pour développer
des méthodes plus rentables d’analyse des incertitudes. On peut citer par exemple des méthodes
basées sur la méthode de Monté Carlo telles que la méthode de parallélisme [118], la méthode de
réduction de la variance [145], la méthode Latin hypercube Sampling [96] et les méta-modeéles[6].

b. Méthode des perturbations. La méthode des perturbations a été développée pour ’analyse des
systéemes dynamiques non linéaires par Nayfeh [100]. Elle est 'une des techniques les plus utilisées
pour analyser les systémes aléatoires en ingénierie stochastique [150]. Elle consiste a approximer
le comportement stochastique d’un systéme par une expansion en série de Taylor autour de valeurs
moyennes des parametres incertains. Généralement, elle est précise et efficace dans le cas ot le nombre
des parametres incertains est faible puisque les expansions utilisées, pour faciliter la résolution, sont
de faible ordre (dans la plupart des études, l'ordre ne dépasse pas deux).

La méthode de perturbation a été utilisé pour analyser les statistiques des valeurs propres com-
plexes (complex eigenvalue analysis : CAE) dans le cadre de la prédiction des vibrations induites par
frottement d’un systéme de freinage [110]. Cependant, cette méthode n’est valable que pour de faibles
variations des parametres incertains. En effet, dés que cette variation augmente, les expansions en
série de taylor ne sont pas vérifiées.

c. Méthodes basées sur le krigeage. Le krigeage [94] est une méthode géostatistique d’interpolation
spatio-temporelle utilisée dans diverses disciplines telles que la géologie, la météorologie et plus
récemment en mécanique. Le terme krigeage provient du nom de famille de I'ingénieur minier Krige
qui a mis au point cette technique dans le cadre de la prospection miniere [76]. Cette méthode permet
d’estimer des valeurs inconnues de variables a partir d’un certain nombre de valeurs connues de cette
variable. Ainsi, elle peut permettre d’estimer des prédictions avec une bonne précision en se basant
sur des plans d’expériences qui ne sont pas assez riches. A coté de I'estimation de la valeur moyenne
d’un processus aléatoire, le krigeage est capable d’estimer I'erreur de cette estimation.

Dans la cadre de la prise en compte d’incertitudes paramétriques dans des systémes mécaniques,
le krigeage a été utilisée pour prédire de maniere robuste les instabilités induites par le frottement
de systemes frottants [108, 30, 31, 138].

d. Méthodes basées sur le Chaos polynomial.

d-1. Principe et premiéres applications. Le formalisme du chaos polynomial a été développé
par Wiener dans le cadre de sa théorie sur le chaos homogene [158]. Il permet d’obtenir une expression
fonctionnelle d’un processus stochastique en décomposant son aléa en des composantes déterministes
et stochastiques sur une base de polynémes orthogonaux. La théorie du chaos polynomial est basée sur
la possibilité d’exprimer tout processus X (§) de variables stochastiques gaussiennes £ du second ordre
(a variance finie) par un développement en série de polynémes d’Hermite ¢(&). La partie déterministe
est modélisée par des coefficients 7 ;, appelés les coefficients de chaos ou aussi les modes stochastiques,
qui pondeérent les fonctions polynomiales d’Hermite représentant les composantes stochastiques.

X&) =D ;0,5 (1.6)
j=0

I1 est montré que la famille des polynomes d’Hermite ¢; forme une base orthogonale permettant une
convergence optimale au sens des moindres carrés du développement en chaos pour des processus
aléatoires de variables gaussiennes [22]. Une généralisation de ces développements en chaos & des
processus non-gaussien a été développée par un schéma dit d’Askey [1] pour assurer une correspon-
dance entre des familles de polynémes orthogonaux et des familles de lois de probabilité. La notion

Page 13 sur 124



Chapitre 1. Etude bibliographique

de développement en chaos polynomial généralisé (gPC), nommé aussi développement de Wiener-
Askey, peut alors étre définie et une convergence exponentielle est généralisée dans le cas de lois de
probabilité quelconque gaussiennes et non-gaussiennes [160].

La théorie de Chaos polynomial a été utilisée dans des nombreuses applications. Les premieres
utilisations ont porté sur le domaine de la turbulence dans les années soixante [75]. En 1991, Ghanem
et Spanos [48] ont combiné le développement de Wiener-Hermite avec la méthode des éléments finis
pour prédire la dispersion des parameétres incertains dans des structures mécaniques. Depuis ce travail
et suite a la définition du gPC [160], la théorie du chaos polynomial a été utilisée pour traiter des
problématiques dans différents domaines tel que l'interaction fluide-structure (ou vibro-acoustiques)
[29], la dynamique des fluides [59] et I’étude du comportement dynamique de systémes frottants
[103, 147, 111, 128, 32, 107].

d-2. Schémas intrusifs et non intrusifs. L’utilisation de développements en chaos polynomial
pour modéliser un processus stochastique associé a un modele incertain nécessite la détermination
des coefficients du chaos ;. Dans la littérature, il existe deux approches pour les calculer : intrusive
et non intrusive.

Intrusif. La méthode consiste a projeter le modele incertain dans la base du chaos polynomial et
ainsi obtenir un systeme d’équations couplées et déterministes gardant les mémes propriétés
de linéarité que le systeme original et dont les inconnues comportent les coefficients du chaos
modélisant le processus stochastique [4]. Ainsi cette méthode nécessite d’utiliser des techniques
de projection de Galerkin et peut étre délicate a mettre en oeuvre a cause de son intrusivité
dans le modele incertain lors de sa projection. De plus, elle peut rapidement devenir laborieuse
et couteuse dans le cas ol le modele incertain admet un nombre de degrés de liberté élevé et/ou
le nombre de parametres incertains est important [103]. Par conséquent, des méthodes dites
non intrusives ont été proposées.

Non intrusif. Cette approche permet de calculer les coefficients du chaos polynomial modélisant un
processus stochastique sans aucune manipulation du modeéle incertain associé a ce processus.
Les coefficients peuvent étre estimés a partir des certaines mesures du processus en des points
particuliers dont 'obtention se fait selon un plan d’expérience. Deux types de méthodes peuvent
étre distinguées a savoir les méthodes de régression et les méthodes de projection spectrale non
intrusive (NISP). Dans la premiere famille, les méthodes de régression évaluent les coefficients
du chaos en minimisant, au sens des moindres carrés, I’écart entre le processus aléatoire et son
approximation via le développement en chaos polynomial. Crestaux et al. ont testé Defficacité
de cette famille sur un probléme d’analyse de sensibilité [27]. Dans la deuxiéme famille, les
méthodes NISP consistent a projeter le processus aléatoire dans la base du chaos polynomial.
Le calcul des coefficients de chaos est alors ramené a des calculs numériques d’intégrales. La
méthode de collocation de Gauss est une puissante méthode, de cette famille, pour calculer les
coefficients de chaos [3]. Les points d’intégration sont définis & partir des racines des polynémes
orthogonaux utilisés. Dans plusieurs études, ’approche par régression propose une alternative
intéressante par rapport & la méthode NISP du point de vue de cotit de simulation.

Nechak a montré dans le cadre de I’étude du comportement dynamique d’un systéme frottant avec
incertitude que la méthode de régression offre de meilleurs performances dans la construction de
développement en chaos polynomial que la méthode NISP ou I’approche intrusive [103].

d-3. Solutions aux insuffisances du chaos polynomial généralisé. De facon générale, 'utilisa-
tion de développements en chaos polynomial pour modéliser des processus stochastiques est efficace
pour des processus dépendant d’un nombre réduit de parametres incertains. Par contre, dés que le
nombre de parametres devient plus élevé le nombre de coefficients & construire augmente rapide-
ment et le coflit de construction du chaos devient tres vite prohibitif. Ceci est d’autant plus accentué
lorsque le processus a modéliser est fortement non linéaire et que ’ordre du chaos a utiliser est alors
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élevé. Pour pailler a cet inconvénient, des méthodes alternatives au chaos polynomial généralisé ont
été développées. On peut principalement citer le chaos polynomial multi-éléments ainsi que le chaos
polynomial creux.

Chaos polynomial multi-éléments. La méthode du Chaos polynomial généralisé multi-éléments
(ME-gPC) a été développée par Wan et Karniadakis afin d’améliorer la précision et de réduire
le colit de calcul dans le cas ou il y a beaucoup de parametres incertains dans un systeme
non linéaire [154]. La méthode consiste a décomposer 'espace aléatoire en plusieurs éléments
et ensuite de construire les coefficients de chaos dans chaque élément. La valeur du processus
stochastique globale peut étre déterminée a partir de celle calculée dans tous les éléments.
L’utilisation de cette méthode permet généralement de réduire 1'ordre du chaos polynomial et
donc le temps de calcul. Elle a été utilisée pour prédire la stabilité d’un systéme mécanique
frottant [105]. Elle a également été utilisée pour une identifier des discontinuités dans des
systémes dynamiques non linéaires [120]. Cette méthode qui sera utilisée dans le cadre de ces
travaux de these va étre détaillée dans le prochain chapitre.

Chaos polynomial creux. Le chaos polynomial creux a été proposé par Blatman et sudret [13]. Il
consiste a calculer les seuls termes importants de facon adaptative par un algorithme itératif,
exploitant ainsi le fait qu’en pratique beaucoup des coefficients de chaos s’averent négligeables.
L’algorithme sert a rajouter au développement a chaque itération des termes d’ordre supérieur
un par un et de ne garder que ceux qui conduisent a une gain de précision. La méthode a
été appliquée dans plusieurs applications. Kieu et al. 'ont utilisé pour prédire la stabilité d’'un
systéme d’embrayage en présence de parametres incertains [73]. Par exemple, ils ont montré que
pour huit parametres incertains, le nombre de simulations pour construire le chaos polynomial
creux est & pratiquement trois fois plus faible que dans une représentation classique par le chaos
polynomial généralisé.

1.3.4 Le chaos polynomial et I'analyse du comportement dynamique des systémes
frottants

La théorie du Chaos Polynomial a été utilisée pour analyser le comportement dynamique des
systemes mécaniques frottants avec incertitude. Cette analyse inclut deux étapes complémentaires :
létude de la stabilité et 'analyse des niveaux vibratoires ou des cycles limites. Dans [103, 106], des
études de stabilité et de détermination des cycles limites ont été effectuées sur un modele d’un systeme
de freinage, non linéaire et auto-excité, tout en tenant compte des incertitudes en utilisant la théorie
de chaos polynomial. L’étude stochastique du méme modele, appelé modele de Hulten, a été effectuée
a partir de deux méthodes basées sur le Chaos Polynomial [129]. La stabilité du point d’équilibre a
été déterminée a partir du calcul des valeurs propres stochastiques. Ensuite, dans la zone d’instabilité
du systeme, une étude des cycles limites a été menée. L’efficacité des méthodes pour s’adapter aux
modes propres complexes ainsi que pour prédire la dispersion des cycles limites avec une bonne
précision a été présentée. La méthode a également été utilisée pour les études respectivement d’un
systéeme de transmission & engrenages [53, 52] et d’un systeme d’embrayage [147] avec parametres
incertains.

De plus, le chaos polynomial multi-élémnets (ME-gPC) s’est révélé tres efficace pour prédire les
vibrations induites par le frottement dans le modeéle de Hulten [104, 105]. Plus récemment dans
[148], le ME-gPC a été utilisé pour effectuer I’analyse de stabilité d’un systéme d’embrayage, avec
une réduction significative du cofit de calcul par rapport au gPC standard.

Tous ces travaux cités dans cette section ont été validés par comparaison avec les résultats obtenus
avec la méthode de Monte Carlo appliquées sur le modele incertain et utilisée comme référence. Les
résultats obtenus avec ces méthodes basées sur la théorie du chaos polynomial conduisent a un bon
compromis entre le coiit de calcul et la précision par rapport la méthode de référence.
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1.3.5 Conclusion

Dans cette section, différentes méthodes de prise en compte des incertitudes paramétriques dans
I’étude du comportement dynamique de systémes et plus particulierement de systemes frottants
ont été présentées avec leurs avantages et inconvénients. La méthode de Monte Carlo appliquée
directement au modeéle incertain étant facile a mettre en oeuvre mais tres vite prohibitive en coiit
de calcul, sera utilisée dans ces travaux de thése comme méthode de référence pour ne valider que
certains résultats obtenus avec les méthodes alternatives proposées. Par ailleurs, la méthode de
Monte Carlo sera également appliquée directement sur les modeles développées avec les méthodes
alternatives proposées dans ces travaux de these. De nombreuses études ont été menées dans la
littérature pour développer des méthodes alternatives a la méthode de Monte Carlo permettant une
prise en compte des incertitudes avec un coiit acceptable. Les résultats obtenus avec les méthodes
basées respectivement sur le krigeage et le chaos polynomial montrent un fort potentiel pour prendre
en compte les incertitudes dans le cadre de ’étude dynamique des systemes frottants. Nous avons
pris le partie dans le cadre de ces travaux de thése de s’appuyer sur les méthodes basées sur le chaos
polynomial.

La littérature montre que, malgré la connaissance accrue du comportement dynamique des sys-
temes frottants avec parameétres incertains, il est encore tres difficile voire impossible de concevoir
un systeme robuste c’est a dire stable malgré les incertitudes paramétriques. Ainsi il est nécessaire
de concevoir des stratégies pour controler le comportement dynamique de ces systémes. Ainsi ’objet
de la prochaine section est de faire une revue bibliographique des principales stratégies de controle
des instabilités dans les systémes frottants.

1.4 Controle des vibrations induites par le frottement

1.4.1 Introduction

Les structures mécaniques étant soumises a de multiples sources de vibrations tout au long de leur
cycle de vie, le contrdle des vibrations (en général, qu’elles soient ou non induites par le frottement)
est un domaine de recherche important. Il permet d’une part de limiter les risques de rupture des
structures dues a la fatigue vibratoire ou a des oscillations de trop grandes amplitudes et d’autre
part de réduire le bruit dans le but d’améliorer le confort acoustique.

1.4.2 Techniques usuelles

Les méthodes d’atténuation peuvent étre classifiées en trois catégories principales :

— Les méthodes de controle actif ont été largement développées durant les vingt derniéres années.
Ils exigent de I’énergie pour actionner des sondes qui recoivent le signal vibratoire. Ces sondes
envoient ensuite des signaux d’entrainement aux dispositifs de commande qui émettent une
excitation (en opposition de phase avec le signal d’entrée) de fagon a réduire les vibrations
indésirables. Le controle actif donne généralement de bonnes performances mais il est en
général complexe, cher et fragile [123].

— Les méthodes de contrdle semi-actif. Parmi ces dernieres il y a celles qui consistent a utiliser
des fluides électro- et magnéto-rhéologiques. La particularité de ces fluides réside dans leur
viscosité variable par rapport au champ électrique ou magnétique dans lequel ils se trouvent.
Cette technologie utilise ces fluides dont le comportement est modifié sous I'action d’'un champ
magnétique ou électrique. Le caractére dissipatif des fluides rend le systéme intrinsequement
passif ce qui assure la stabilité du systeme [141]. Nous pouvons aussi citer les travaux de
Bryk et al. [20, 21] ot un absorbeur hybride électro-acoustique non linéaire nommé en an-
glais « Electro-Acoustic Nonlinear Energy Sink » (EA-NES) a été étudié, expérimentalement
et numériquement, pour la réduction du bruit a basse fréquence. D’une facon générale, ces
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méthodes de controle semi-actif sont fiables mais elles sont relativement complexes a mettre
en ceuvre.

— Les méthodes de controle passif sont les plus simples a mettre en ceuvre par rapport aux tech-
niques précédemment citées. Elles consistent a modifier la structure primaire (celle soumise
aux vibrations non souhaitées) en ajoutant soit un absorbeur dynamique de vibrations soit
un matériau dissipatif. L’amortisseur a masse accordée (« Tuned Mass Damper » TMD, en
anglais) est le dispositif le plus utilisé pour atténuation passive des vibrations mécaniques
[157]. Le TMD peut efficacement dissiper 1’énergie mais il doit étre réglé sur la fréquence na-
turelle du systéme auquel il est attaché pour étre efficace [152]. Si le TMD se désaccorde, par
un changement des fréquences naturelles par exemple, son efficacité diminue considérablement
[159]. Durant ces derniéres années, une alternative aux TMD, appelée absorbeurs dynamiques
non linéaires, est apparue comme une méthode prometteuse pour le controle passif de vibra-
tions. Il est possible d’en recenser au moins deux types. D’une part les NES (« Nonlinear
Energy Sink ») dont 'avantage est de pouvoir s’adapter automatiquement a la fréquence du
systeme a protéger. Ils fonctionnent donc sur une large gamme fréquentielle. Leurs principes
ainsi que les domaines d’application seront détaillés dans la section suivante. D’autre part, il
y a les NLTVA (« Nonlinear Tuned Vibration Absorber ». Ces absorbeurs, introduits pour la
premiére fois par Habib et al. [54], possédent un ressort linéaire et un ressort non linéaire dont
la forme mathématique est déterminée en fonction de la non-linéarité du systéme a controler,
elle n’est donc pas imposée a priori comme dans le cas d’'un absorbeur non linéaire de type
NES [34, 55].

1.4.3 Techniques utilisant des absorbeurs dynamiques non linéaires de type NES
1.4.3.1 Pompage énergétique

Le concept d’absorbeurs non linéaires du type NES est assez récent. Il a été proposé en 2001 [44],
et réalisé pour la premiere fois en 2005 sur un systéme mécanique [95]. Son principe repose sur
le couplage entre un systeme primaire - dont on souhaite limiter les vibrations - et un absorbeur
non linéaire (un systéme masse-ressort-amortisseur a raideur purement non linéaire) et de placer
I’ensemble sur I'un de ses modes non linéaires afin de produire des transferts quasi-irréversibles de
I’énergie vibratoire ou acoustique du systeme a protéger vers I’absorbeur dynamique non linéaire.
Ce phénomene est appelé pompage énergétique (ot TET pour « Targeted Energy Transfer »). Ces
absorbeurs non linéaires ont un avantage déterminant pour certaines applications. En effet, comme
énoncés précédemment ils s’adaptent automatiquement a la fréquence du systéme a protéger et
fonctionnent donc sur une large gamme fréquentielle. De ce fait ils ont été utilisés dans le cadre de
plusieurs applications comme l'atténuation des vibrations mécaniques [153, 28], la réduction du bruit
[5] ou encore I'atténuation sismique [113, 90]. Cependant, il a été montré que le NES est caractérisé
par un seuil d’activation [151]. Cela signifie que le NES n’est capable d’agir efficacement qu’au-dela
d’une certaine quantité d’énergie présente dans le systéme primaire.

Selon la nature de la non-linéarité, le NES peut étre du type vibro-impact (VINES) [46, 50, 119],
NES dont la non-linéarité est représentée par des fonctions discontinues [78] ou NES dont la non-
linéarité est de type raideur cubique. Ce dernier type du NES est le plus utilisé dans la littérature.
L’ouvrage [151] donne un large apergu de l'utilisation des NES cubiques. Les NES sont utilisés
pour atténuer tout type de vibrations. Dans le cas de 'atténuation d’oscillations libres de structures
primaires linéaires, le pompage énergétique permet un retour a des amplitudes quasi-nulles plus
rapidement qu’un simple amortissement ajouté. Sur ce point article de revue [83] décrit de fagon
détaillée les concepts théoriques mis en jeu et les études expérimentales permettent de les valider.
Enfin les applications en ingénierie y sont discutées. Les NES permettent également 'atténuation de
vibrations dans le cas de structure soumises a du forcage harmonique ou bien sujette a des instabilités
dynamiques. A ce sujet, un second article de revue [45] décrit les résultats théoriques, expérimentaux
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et numériques pertinents.

Le cas de l'atténuation d’instabilités dynamiques nous intéresse particulierement. En effet, ce
sont ces dernieres qui sont a l'origine des cycles limites d’oscillations (ou LCO pour « Limit Cycle
Oscillations ») et c’est par ce phénomene que se forment les vibrations induites par le frottement
considérées dans ce manuscrit (cf. section 1.2.2). Dans ce contexte il a été montré que les NES
permettent d’atténuer, voire de supprimer l'instabilité et ainsi d’élargir la région de l’espace des
parametres du systéme primaire dans lequel ce dernier fonctionne sans probléme de rupture ou de
fatigue. D’abords démontrés numériquement dans [80], les quatre régimes de fonctionnement résul-
tants du couplage entre un systéme instable (en I'occurrence un oscillateur de Van der Pol) et un
NES ont ensuite été décrits et prédits théoriquement par Gendelman [47]. Ces quatre régimes sont :
la suppression compléte de l'instabilité (le NES a stabilisé le systeme), I'atténuation par réponse
périodique (c’est également un LCO mais d’amplitude moins importante que celle du systéme sans
NES), atténuation par réponse fortement modulée (ou SMR pour « Strongly Modulated Response »,
il s’agit d’une réponse fortement modulée en amplitude et en phase mais dont ’amplitude reste moins
importante que celle du LCO du systéme primaire seul) et enfin pas d’atténuation de l'instabilité.
Dans [81, 82], les auteurs ont démontré numériquement et expérimentalement qu'un NES peut étre
utilisé efficacement pour atténuer une instabilité aéroélastique. Ils ont observé les mémes quatre
régimes de fonctionnements typiques décrits précédemment. Ces résultats ont été prouvés théorique-
ment par une analyse asymptotique [43]. Dans [9, 10], les auteurs ont également observé ces régimes
dans le cas de l'utilisation de NES pour résonance d’hélicoptere (qui est une instabilité dynamique).
Un travail qui nous intéressera particulierement est celui de Bergeot et al [11] ou il est montré la
possibilité d’atténuer une instabilité induite par le frottement a ’aide de deux NES. En effet, le
modele étudié est celui que sera utilisé dans le cadre de cette theése. Plus récemment, dans [7, §],
Iefficacité d’un réseau de NES pour atténuer une instabilité est étudiée. Des simulations numériques
montrent la présences des mémes quatre régimes observés dans le cas d’un seul NES et une analyse
asymptotique en permet la prédiction. Dans ces travaux, les quatre régimes typiques sont classés en
deux catégories : les régimes atténués (ou le NES agit, ce sont les trois premiers cités plus haut) et
un régime non atténué (ou le NES n’agit pas). La présence de ces deux types de régimes conduit a
une discontinuité dans le profil de ’amplitude vibratoire du systéme couplé. Cette discontinuité rend
le comportement dynamique du systéeme trés sensible aux variations de certains parametres.

1.4.3.2 Efficacités des NES avec présence d’incertitudes

Relativement peu d’études traitent des NES en présence d’incertitudes. Il y a d’abord celles qui
étudient le pompage énergétique entre un NES et une structure primaire ou certains parametres
du systéme couplé sont incertains. Dans [51], par le biais de I'approche du chaos polynomial, le
comportement dynamique d’un systéeme a deux ddl couplé a un NES est analysé. Le but est de
vérifier la robustesse du TET lorsque certains parametres sont incertains. Les auteurs montrent
que méme en présence de parametres incertains, il est possible de concevoir un NES de maniere a
obtenir un pompage d’énergie efficace. Ce travail est jusqu’a maintenant 'unique étude sur les NES
au moyen de la théorie du chaos polynomial. Cataldo et al. [23] ont également étudié la robustesse
du pompage énergétique dans un systeme linéaire a un ddl couplé avec un NES en présence des
trois parametres incertains. Des variables aléatoires sont associées aux parametres incertains et les
fonctions de densité de probabilité qui y sont associées sont reconstruites en appliquant le principe
d’entropie maximale. Les principales conclusions de cette étude sont que le systeme est plus robuste
lorsque des incertitudes liées aux deux amortisseurs présents dans le systéme sont prises compte, car
méme avec un niveau de dispersion plus important dans ces parametres, le phénomene de pompage
d’énergie pourrait encore étre observé.

Un second aspect (qui nous intéressera moins dans le cadre de cette these) est celui de I’étude
du systéme couplé (systéme primaire + NES) soumis a une excitation stochastique (un bruit blanc
en général). Ceci conduit a devoir analyser une équation différentielle stochastique. A notre connais-
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sance, la premiére sur ce sujet est celle de Sapsis et al. [127] ot un probléme du pompage énergétique
entre un systeme primaire linéaire et un NES en présence du bruit est étudié. L’approche conduite a
une équation différentielle stochastique dit de Ito qui est résolue numériquement. L’étude révele qu’en
présence du bruit, le régime optimal de TET, prédit dans un contexte déterministe, est préservé et
méme amélioré en raison de l'interaction entre la non-linéarité et le bruit. Une étude similaire est
reportée dans [77]. Les effets des parametres du systéme ainsi que l'intensité du bruit sur le régime
optimal de TET sont étudiés. L’analyse révele encore une fois que I'interaction des non-linéarités et
du bruit améliore le régime optimal de TET prévu dans ’analyse déterministe.

1.4.4 Conclusion

Dans cette section, un bref état de l'art sur la capacité des NES a atténuer passivement les
vibrations d’une structure mécanique primaire a été présenté. Nous nous sommes focalisé sur ’at-
ténuation d’instabilité dynamique puisqu’il en sera question dans le cadre de cette these. D’autre
part, les travaux, peu nombreux, sur I'efficacité des NES avec présence d’incertitudes paramétriques
y ont également été reportés. A notre connaissance, seuls les deux articles cités portent sur cette
problématique et ne traitent pas de 'atténuation de cycles limites d’oscillations. Dans ce dernier cas,
du fait de la discontinuité dans le profil des LCO du systéme, le comportement dynamique de ce
dernier peut s’avérer tres sensible a la variation des parametres. Il apparait donc important d’étre
en mesure, en prenant en compte les incertitudes paramétriques auxquelles le systéme primaire peut
étre confronté, de concevoir un NES qui soit robuste, c’est-a-dire agissant au maximum dans l'espace
des parametres incertains correspondant & des régimes non atténués. Quelques travaux évoquent déja
cette problématique et sont listés dans la section suivante.

1.5 Optimisation des absorbeurs dynamiques non linéaires de type NES

1.5.1 Introduction

L’optimisation de structures mécaniques est une préoccupation essentielle des chercheurs qui
congoivent des objets industriels innovants afin d’améliorer leur comportement et de répondre aux
différentes exigences des clients et des fabricants. L’optimisation déterministe (« Deterministic Op-
timization » DO) est la plus utilisée. Cependant, durant cette derniere décade, 1'optimisation sous
incertitude (« Optimization under Uncertainty » OU) a largement été utilisé en ingénierie méca-
nique. L’OU est tres demandée en raison des sources illimités d’incertitudes en mécanique. Ce type
d’optimisation, contrairement au DO, est capable de produire des résultats avec un haut degré de
robustesse et de fiabilité. Dans cette theése, 'optimisation robuste sous incertitude d’un absorbeur
dynamique non linéaire utilisé pour atténuer les vibrations induites par le frottement est proposée.
Nous limiterons aux problemes d’optimisation mono-objectif dont I’optimum recherché est clairement
défini contrairement a ’optimisation multi-objectif ou la solution optimale cherchée est un ensemble
de points correspondant aux meilleurs compromis possibles entre plusieurs objectifs. Dans un premier
temps nous rappellerons le principe et le formalisme de ’optimisation puis nous dresserons un bref
état de I’art de son utilisation dans le contexte des NES.

1.5.2 Principe et formalisme de I'optimisation
1.5.2.1 Optimisation déterministe

L’optimisation déterministe est un ensemble d’outils mathématiques qui consistent a trouver la
meilleure configuration de la conception d’un systéme en optimisant sa fonction de réponse appelée
aussi un objectif en évitant la violation de ses contraintes. La formulation du DO mono-objectif est
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donnée par ’équation suivante :

minimiser f(zx)
sous la contrainte I <g(x)<u (1.7)
sujet a T <<y

ou la fonction f : R — R représente la fonction objectif et x € R™ est un vecteur de n parameétres
de controle a disposition du concepteur et utilisés pour 'optimisation. Il est borné par les vecteurs
inférieur et supérieur xz;, x, € R™ respectivement. La fonction g : R” — R renvoie un vecteur de ¢
contraintes du probléeme et u, [ € R sont les bornes supérieures et inférieures de ces contraintes.

Dans la littérature, il existe de nombreux algorithmes numériques pour résoudre un probléme
de DO. Ces algorithmes peuvent étre classés d’une part en algorithmes d’optimisation déterministes
a l'aide des opérateurs a comportement déterministe qui n’utilisent que les valeurs des fonctions
objectifs et des contraintes, on peut citer les méthodes des recherches directes (« Direct Search ») [17]
et d’autre part en algorithmes d’optimisation stochastique qui s’appuient sur des processus aléatoires
pour générer de nouveaux individus, pour ces derniers on peut citer les algorithmes évolutionnaires
tels que les algorithmes génétiques [62]. La DO permet de produire des résultats optimaux sans
prendre en compte les incertitudes environnementales. En ignorant ces incertitudes, le risque est
d’obtenir des résultats sensibles aux variables d’entrée et avec faible degré de fiabilité. Pour plus de
détail, le lecteur pourra consulter la thése de Braydi [18].

1.5.2.2 Optimisation sous incertitudes

L’optimisation sous incertitude permet de traiter différents problemes d’optimisation dans les-
quels un certain degré d’incertitude entoure une ou plusieurs des variables impliquées. Il est utilisé
pour surmonter les risques liés au DO évoqués ci-dessus. Les incertitudes liées aux variables d’entrée
et aux parameétres sont prises en compte dans le processus d’optimisation [84]. Selon le probléme a
résoudre, il existe deux catégories d’OU : l'optimisation robuste (« Robust Design Optimization »
RDO) et l'optimisation fiabiliste (« Reliability Based Design Optimization » RBDO). Dans [161],
la robustesse est définie par le degré de tolérance du systeme a étre insensible aux variations des
parametres incertains a la fois du systeme lui méme et de ’environnement. La fiabilité est définie
par la probabilité qu’'un systéme remplisse sa fonction prévue sans défaillance pendant une période
spécifiée et dans les conditions de fonctionnement.

Optimisation robuste (RDO). La RDO a été introduite par Genichi Taguchi qui a développé une
méthode (le méthode dite de Taguchi [144, 117]) pour améliorer la qualité d’un systéme et le rendre
insensible aux variations des parametres. Cette méthode a été énormément utilisée dans plusieurs
domaines comme la mécanique de structure [19] et ’aéronautique [132]. Plusieurs formulations de la
RDO sont données dans la littérature. La formulation classique est formulée comme suit :

minimiser E[f(&, )]
sous la contrainte I <g(x) <u (1.8)
sujet a T <<y
& <E<&u

La mesure de la robustesse est modélisée dans ce cas par l'espérance mathématique E[f (£, z)] de
I’ensemble des évaluations de la fonction objectif en fonction des variables de conception a optimiser
x dont les valeurs sont comprises entre les bornes inférieure et supérieure x; et x, respectivement, et
de la dispersion des parametres incertains £ dont les tirages sont effectués entre ses bornes inférieure
et supérieure & et &, respectivement et g est la fonction de contrainte comme dans le cas RDO.
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Optimisation fiabiliste (RBDO). La RBDO est un type d’optimisation qui produit des résultats
tres fiables grace a 1’évaluation des contraintes du probléme sous incertitude [67, 38, 40]. La formu-
lation RBDO pour un probléme mono-objectif est présentée de la fagon suivante :

minimiser [f (&, )]

z)] <

Ty

sous la contrainte Qalg(§, (1.9)
sujet a <X |
<€

&

<
<

u

Dans ce cas la fonction de contrainte déterministe g est remplacée par son quantile Qn[g], ou « est
le degré de fiabilité souhaité.

1.5.3 Techniques d’optimisation appliquées aux absorbeurs dynamiques non linéaires
de type NES

1.5.3.1 Optimisation déterministe

Durant ces derniéres années, une attention particuliére est portée sur la conception optimale
du NES dans un contexte déterministe. Nguyen et al. [109] ont étudié efficacité d’'un NES visant
a atténuer les oscillations libres d’un oscillateur & un degré de liberté. L’objectif de ce travail est
d’établir un critere de conception permettant d’une part de s’assurer que l’absorbeur NES est actif
et d’autre part de trouver les valeurs adéquates de la raideur non linéaire du NES pour une ab-
sorption d’énergie optimale lors des phases de pompage. La formulation de 'optimisation est basée
sur une analyse asymptotique des équations du mouvement. Elle permet de mettre ’accent sur une
nouvelle définition de ’énergie d’activation et d’étudier I'influence de I’amortissement sur 'efficacité
du transfert d’énergie du systeéme vers le NES. Une étude de 'influence de 'amortissement du NES
sur lefficacité du TET est également présentée.

Une analyse des performances d'un NES fixé a une poutre a été faite par Kani et al. [70].
Dans ce travail, les parametres du NES ont été optimisés par la méthode d’optimisation de ’essaim
de particules [71] en utilisant comme fonction objectif la moyenne quadratique de la réponse du
systeme primaire. Les résultats montrent que I'augmentation de la premiere fréquence propre du
systeme primaire, a laquelle une impulsion externe est imposée, retarde I'activation du NES. De
plus, 'augmentation de amplitude de 'excitation externe (du type choc) a tendance & diminuer la
valeur optimale de la raideur du NES.

Dans [124], l'optimisation d'un NES bistable a été étudié dans le cas du contrdle des vibrations
d’un oscillateur linéaire excité par une force périodique. Il est montré que le NES bistable peut étre
efficace et robuste dans une large gamme d’amplitude d’excitation. Enfin, un critére de conception
optimale et une configuration de parametres correspondants sont proposés pour guider ’application
de ce type de NES.

Wang et al. [156] latténuation de vibrations sismiques de batiments de grande hauteur est consi-
dérée au moyen d’un « track NES » (un nouveau type du NES constitué d’une masse auxiliaire
se déplagant librement sur une voie de forme spéciale) et de VINES. Ils ont montré que ces deux
dispositifs peuvent étre des stratégies de controle tres rentables et offrent une solution prometteuse
pour 'atténuation de la réponse sismique des batiments de grande hauteur. Des optimisations mono-
objectifs et multi-objectifs ont été effectuées et la performance de ces absorbeurs a été évaluée en
termes d’efficacité d’atténuation et de facteurs économiques lorsqu’ils sont attachés a un immeuble
représentatif de trente-deux étages. Les résultats montrent que le "vibro-impact track NES" (VINES)
montre une forte robustesse face aux changements de rigidité structurelle et au niveau de I’énergie
d’entrée. De plus, il est le dispositif le plus rentable car il a un tres faible course et ne nécessite qu’un
léger amortissement.

Qui et al. [125] ont proposé des criteres de conception VINES optimisé pour le controle de
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vibrations transitoires ou dues a une excitation périodique. Les résultats montrent que les critéres
de conception peuvent non seulement prédire le TET efficace a la fréquence de résonance, mais aussi
une performance optimale dans une gamme de fréquences.

Dans le contexte de 'optimisation déterministe des NES on peut aussi citer les travaux de Dola-
tabadi et al. [37], Nasr et al. [99], Tripathi et al. [149] et Oliva et al. [116].

1.5.3.2 Optimisation sous incertitudes

Il existe peu de travaux sur l'optimisation de NES sous incertitudes. La prise en compte d’in-
certitudes est pourtant primordiale, car il a été démontré que la dynamique des NES présente une
sensibilité treés importante aux incertitudes.

Une premiére étude sur la sensibilité des NES aux incertitudes a été réalisée par Boroson [15] dans
son mémoire de fin d’étude. L’auteur parle de « discontinuité dans l'efficacité » des NES, c’est a dire
que l'efficacité peut passer d’une valeur élevée a une valeur faible suite & une petite perturbation des
parametres de conception ou des conditions initiales. Ceci est a relier a la notion de seuil d’activation
évoquée plus haut. Il en résulte une forte sensibilité du comportement des NES aux incertitudes.
Dans ce méme travail, quelques criteres pour évaluer 'efficacité du NES a réduire des vibrations sont
présentés. Le premier est le pourcentage de ’énergie initiale totale absorbée par le NES au cours
de son fonctionnement, souvent noté Engs,, P On trouve aussi le critere tgg9 qui consiste & mesurer
le temps nécessaire pour que ’énergie du systeéme principal diminue de 99 % ou qu’il reste 1 % de
I’énergie initiale. Ces criteres sont utilisés pour caractériser le NES d’une facon générale.

Par la suite, dans [14], 'optimisation robuste d'un NES est effectuée pour étudier son pouvoir
dissipatif dans le cas ou il est attaché a un simple systeme d’un seul degré de liberté. Il est montré a
nouveau que la variation de certains parametres du systéeme ou des conditions initiales, engendre une
discontinuité sur 'allure de Engsg;,,. Un algorithme d’optimisation basé sur la technique de Machine
a Vecteurs de Support ' (« Support Vector machine » SVM) et un méta-modele de krigeage ont été
utilisé pour prédire cette discontinuité en fonction de la dispersion de certains parametres incertains.

Khazaee et al. [72] ont étudié 'optimisation stochastique de plusieurs NES (configurés en paralléle
et en série) attachés a un tuyau transportant un fluide simplement supporté. Les résultats démontrent
que les optimums obtenus dans le cadre d’une optimisation stochastique sont beaucoup plus robustes
que ceux obtenus avec une optimisation déterministe.

Pidaparthi and Missoum [121, 122] ont effectué 'optimisation sous incertitudes de NES dans le
cadre de l'atténuation des vibrations auto-entretenues d’une aile d’avion crées par une instabilité
aéroélastique (qui est également due & un couplage de modes). Selon les propriétés non linéaires du
systeme, ce dernier peut présenter des LCO qui sont soit super-critiques soit sous-critiques. Dans
ce cas le diagramme de bifurcation du systéme (qui représente 'amplitude des LCO en fonction de
la vitesse de 1’écoulement de Dair sur l'aile) peut présenter deux types de discontinuités : celle déja
évoquée plus haut (cf. Sect. 1.4.3.1) inhérente au fonctionnement du NES et celle due la génération
de LCO sous-critiques. Toujours en utilisant la technique de Machine a Vecteurs de Support et un
méta-modele de krigeage, plusieurs probléemes d’optimisation stochastique sont présentées dans le
but de maximiser la réduction moyenne de 'amplitude des LCO.

1.5.4 Conclusion

L’optimisation sous incertitude du NES peut potentiellement étre une technique efficace pour
surmonter les difficultés dues a la tres grande sensibilité a certains parametres du comportement
vibratoire d’un systéme couplé a un ou plusieurs NES. Elle peut permettre de concevoir des NES

1. Les machines a vecteurs de support ou séparateurs a vaste marge sont un ensemble de techniques d’apprentissage
supervisé destinées & résoudre des problémes de discrimination et de régression. Les SVM sont une généralisation des
classifieurs linéaires.
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robustes par rapport aux incertitudes (paramétriques ou portant sur les conditions initiales) inhé-
rentes a tout systeme mécanique réel. Dans cette these, une optimisation sous incertitudes, basée sur
la théorie de chaos polynomial, va étre développée pour la conception robuste de NES attachés a un
systéme mécanique frottant (cf. chapitres 5 et 6).

1.6 Conclusion

Cette étude bibliographie permet de fixer le cadre dans lequel s’inscrit ce travail de these. En
effet, la premieére partie de ce chapitre (section 1.2) a été consacrée a la description générale des
concepts de base décrivant les vibrations induites par le frottement. Le mécanisme de couplage de
modes, expliquant la genese d’instabilités dans les systemes mécaniques frottants, est retenu ici pour
modéliser ces vibrations. Pour atténuer les cycles limites résultants de ces instabilités, des absorbeurs
dynamiques non linéaires du type NES seront utilisés en raison de leurs avantages par rapport aux
autres techniques usuelles de controle des vibrations. Néanmoins, il a été démontré que ce type
d’absorbeurs a des performances tres sensibles aux incertitudes et ne sont par conséquent efficaces
que dans des plages données des parametres de conception. Les incertitudes paramétriques doivent
donc étre prises en compte pour espérer concevoir un systéme (constitué du systéme primaire et d’'un
ou plusieurs NES) qui soit robuste et optimal. La théorie du chaos polynomial (dont les principes
sont rappelés au chapitre 2 de ce manuscript) est la technique retenue pour prendre en compte ces
incertitudes.

Cette étude bibliographique montre finalement qu’a ce jour trés peu d’études traitent de la
problématique de 'optimisation robuste de NES en présence d’incertitudes paramétriques et qu’au
commencement de cette these la plupart n’étaient pas encore publiées. De plus, aucune n’utilisent
le théorie du chaos polynomial ce qui met en évidence l'originalité des travaux présentés dans ce
manuscript.
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Premieére partie

Prédiction de la propension a étre dans
un régime atténué par des méthodes
basées sur le chaos polynomial
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Chapitre 2. Eléments de théorie

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les éléments de la théorie utilisés dans cette these
pour étudier le comportement dynamique d’un systéme mécanique non linéaire et d’exposer les
différentes approches de propagation d’incertitudes paramétriques dans une structure mécanique.
Dans la premiére partie, une breve description des outils mathématiques utilisés pour étudier la
stabilité ainsi que les cycles limites d’un systéme dynamique non linéaire est effectuée. La deuxieme
partie est consacrée a la présentation des différentes méthodes stochastiques utilisées pour prendre en
compte les parametres incertains du systeme étudié. Les méthodes décrites dans cette deuxieme partie
sont respectivement la méthode de monte Carlo (MC), la théorie de Chaos Polynomial généralisé
(gPC) et la méthode de Chaos Polynomial généralisé (ME-gPC) Multi-Elément.

2.2 Dynamique des systemes mécaniques non linéaires

Le comportement dynamique d’un systeme mécanique non linéaire peut étre difficile & modéliser
et a résoudre. Dans cette section, une bréve description de quelques outils, permettant d’analyser
la stabilité ainsi que le cycle limite de ce systeme, est faite. Pour plus des détails sur ces outils, le
lecteur pourra consulter les theses suivantes [135, 103].

2.2.1 Stabilité

Un systeme dynamique non linéaire est généralement décrit par une équation différentielle de la
forme suivante [102] :

T = f(x), avec f une fonction non linéaire. (2.1)

Le point d’équilibre z, du systéme (2.1), s'il existe, est une solution de 1’équation algébrique
suivante :

f(xe) =0 (2'2)

D’une fagon générale, deux définitions de la stabilité sont a noter :

Stabilité de Lyapunov. le point d’équilibre z. est stable au sens de Lyapunov, si le systeme (2.1)
maintient sa position tout pres de x. lorsque celui-ci est perturbé. C’est-a-dire, étant donné un petit
nombre € > 0, il existe un nombre § > 0 tel que pour toute condition initiale xg proche de ’équilibre
x. pour laquelle ||zg — z¢|| < § pour k = m satisfait ||p(zo) — z|| < € pour tous les k& > m, ou
k et m € Z* sont les parametres responsables de la perturbation du systéme (2.1) et ¢ est le flot
dynamique du systéme (2.1).

Stabilité asymptotique. le point d’équilibre est asymptotiquement stable, s’il est stable au sens
de Lyaponov et en plus pour toute condition initiale proche de ’équilibre z., le systéme converge
au bout d’un temps suffisamment long vers la positon d’équilibre. C’est-a-dire, il existe un nombre
0 > 0 tel que pour toute condition initiale xy proche de ’équilibre z. pour laquelle ||zg — z.|| < §
pour k = m satisfait [|¢(zg) — z¢|| — 0 pour tous les k > m, ot k et m € ZT sont les parameétres
responsables de la perturbation du systéme (2.1).

2.2.1.1 Stabilité des systémes linéaires

Dans le cas particulier des systémes linéaires définis par I’équation (2.3), il existe un point d’équi-
libre unique . tel que f(z.) = 0.
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T = f(x) = Ax (2.3)

ou A est une matrice & coefficients constants appartenant & R™*™,

La solution de I’équation (2.3) est donnée par zge?, avec z¢ une condition initiale quelconque. Le
comportement asymptotique de cette solution est compléetement caractérisé par les valeurs propres
de la matrice A :

— Cette solution est asymptotiquement stable pour ¢ — oo si et seulement si pour toutes les

valeurs propres A de A, Re(\) < 0.
— S’il existe une valeur propre A de A avec Re(\) > 0, alors la solution est instable pour ¢t — oc.

2.2.1.2 Stabilité des systémes non linéaires

Contrairement aux systémes linéaires, les systémes non linéaires peuvent posséder plusieurs points
d’équilibre. Deux approches principales sont définies pour analyser la stabilité des solutions d’équi-
libre des systémes dynamiques non linéaires (2.1) :

— La premiére est la méthode directe de Lyapunov qui consiste a étudier la stabilité d’un systeme

non linéaire en cherchant a lui construire une fonction de Lyapunov.

— La deuxieme est la méthode indirecte de Lyapunov qui consiste a étudier la stabilité d’un

systeme non linéaire en analysant le systéme linéarisé autour du point d’équilibre z..

Une étude comparative sur ’analyse de la stabilité des comportements dynamiques du systéme
frottant par la méthode directe de Lyapunov d’une part et la méthode indirecte de Lyapunov d’autre
part a été faite dans les travaux de Nechak et al. [103]. Les résultats montrent que la méthode
directe de Lyaponuv est non concluante dans le cas ou aucune fonction de Lyapunov n’est construite.
Ainsi, la méthode indirecte de Lyapunov sera utilisé dans notre travail pour analyser la stabilité des
comportements dynamiques du systéme frottant sans et avec NES.

Méthode indirecte de Lyapunov. La méthode indirecte de Lyapunov est basé sur la linéarisation
du systéme non linéaire (2.1). L’obtention du linéarisé du systéme se fait en déterminant son ap-
proximation du premier ordre au voisinage d’un point d’équilibre z. pour une perturbation dz. Cette
approximation est donnée par le développement du premier ordre de Taylor suivant :

F(ze +02) = fze) + ‘9{;;"“”) loes, 62 + O(67) (2.4)
0t = D f; 0x (2.5)

ou Dfy, = %M:xe est la matrice Jacobienne du systeme (2.1) au point d’équilibre.

L’approche indirecte de Lyapunov peut étre résolue par deux techniques différents :

— La premiére dite de Routh-Hurwitz consiste a calculer de facon analytique des critéres a partir
des coeflicients du polynoéme caractéristique du systéme linéarisé. Le signe de ces criteéres
permet alors d’évaluer I’état de stabilité du systeme.

— La deuxieme est basée sur 'analyse des valeurs propres, de la matrice Jacobienne Df,_, du
systeme linéarisé :

— Si toutes les parties réelles des valeurs propres de D f; sont strictement négatives, alors
x. est asymptotiquement stable.

— S’il existe au moins une valeur propre de D f,_ dont sa partie réelle est strictement positive,
alors x. est instable.

— Si toutes les parties réelles des valeurs propres de Df,. sont strictement négatives et
qu’il existe au moins une valeur propre qui soit imaginaire pure ou nulle, alors le point
d’équilibre x, peut étre stable, asymptotiquement stable ou instable.
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2.2.2 Détermination des cycles limites par la méthode d’intégration temporelle

L’étude paramétrique de la stabilité d’un systéme dynamique non linéaire permet d’identifier les
zones pour lesquelles les valeurs des parameétres conduisent le systéme a un comportement soit stable
soit instable. Dans des zones d’instabilité, et apres un régime transitoire, le systeme peut tendre et
saturer vers un comportement dynamique décrivant des cycles limites. Plusieurs techniques existent
pour résoudre les équations différentielles décrivant le comportement dynamique du systéme non
linéaire [35], tel que la méthode d’intégration temporelle, la méthode de différence finies, la méthode
de Shooting, la méthode de perturbation, la méthode de balance harmonique et la méthode de
collocation.

La méthode d’intégration temporelle est adaptable a tous les types de non-linéarités. De plus,
elle permet de calculer tout type de réponses vibratoires, aussi bien transitoire que périodique, voir
méme chaotique. Son principe consiste a intégrer, pas a pas les équations différentielles régissant la
solution a partir d’une condition initiale quelconque jusqu’a atteindre le régime permanent.

En mécanique, la forme générale des équations différentielles ordinaires temporelles du second
ordre d’un systeme dynamique non linéaire est donnée par :

MX(t) + CX(t) + KX (t) = Fnr(X(t), X (1)) (2.6)

ou M, C et K sont respectivement les matrices masse, raideur et amortissement et Fnr, est le vecteur
des forces non linéaires.

L’équation différentielle (2.6) peut s’exprimer dans l'espace d’état sous la forme d’'un systéme
d’équations différentielles du premier ordre comme suit :

X(t) 0 I X(t) 0
{ X(1) }: l MUK MG ] { X(t) }*{ Faw(X()) } (2.7)

Cette opération permet d’exploiter les nombreux intégrateurs du premier ordre existants. La
résolution du systéme (2.7) se fait par la détermination du vecteur {X(¢) X(¢)} en plusieurs instants
consécutifs a partir d’un instant initial jusqu’a un instant final. Les algorithmes d’intégration les
plus utilisés sont ceux de Newmark et de Runge-Kutta. Dans ces travaux de these, I’algorithme de
Runge-Kutta, effectué par le solveur ODE45 dans Matlab, sera utilisé pour déterminer les cycles
limites du systeme mécanique frottant sans et avec NES.

2.3 Quantification des incertitudes

2.3.1 Meéthode de Monte Carlo

La méthode de Monte Carlo (MC) est une méthode numérique utilisée pour déterminer I'impact
des incertitudes dans des modeles mathématiques. Selon le modele mathématique sur lequel elle est
appliquée, cette méthode permet d’obtenir des solutions de référence ou des solutions estimées. La
modélisation de l'incertitude via I'algorithme de la méthode MC est basée sur 5 étapes principales
comme indiqué ci-dessous :

— Identification probabiliste des parametres incertains du modele.

— Génération d’un plan d’expérience des parametres incertains selon les lois probabilistes iden-

tifiées.

— Propagation du plan d’expérience généré dans le modele et détermination du jeu de sortie

appelée également réponse du modeéle ou quantité d’intérét (QI).

— Analyse statistique de la QI correspondant aux différentes valeurs de jeu de parametres cor-

respondant au plan d’expériences.

— Analyse de la convergence de la distribution de la QI.
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Soit g : R™ — R une fonction mathématique analytique (ou algorithmique) décrivant un systéme
stochastique quelconque et X un vecteur de parametres incertains modélisés par un vecteur aléatoire
X = [X1, Xy, ..., X4]. La réponse Y du modele est aléatoire, solution de I’équation du modele

Y = g(X). (2.8)

Via un ensemble de N tirages des parametres incertains, il est possible par la méthode de MC
d’estimer la loi de distribution de la réponse aléatoire en évaluant les caractéristiques statistiques
données par la valeur moyenne iy et ’écart type 6)2/ comme ci-dessous :

N .
; g(x@) 29
12:\/: ( (X@) — MY)2 '

‘Q)
||
Z\H

I
2\

2
Y

(o)

La convergence de la méthode de MC est affirmée par le théoreme de la limite centrale [134]
dont la normalisation de fiy notée finormalise €t calculée avec I’équation (2.10) converge vers une loi
normale standard. lorsque N est grand.

. foy — py
Hnormalisé = \/N T (210)

Pour N tirages, I'intervalle de confiance pour la valeur moyenne est donné par :

ua/25Y “ ua/26Y] (2 11)

€ |y — —F—, +
ny [HY JN uy VN

avec un niveau de confiance de 100(1 — )%, ol uq /s = ot (1 - %), ®(x) étant la fonction de

répartition de la loi normale standard définie par :

O(z) (2.12)

1 x 2

= 7/ e?
vV 21 J—co

Le nombre minimal de tirages, pour un niveau de confiance de 100(1 — )%, est donné par :

2

C
Nyin = ceil K““/QY> ] (2.13)

Cuy
ol
— la fonction ceil[x] arrondit  au nombre entier supérieur suivant,
— Cy = 6y /iy désigne le coefficient de variation de la réponse Y,
— €, est erreur relative de la valeur moyenne calculé a partir de I'intervalle de confiance (2.11)
et donné par :
My — Ky
teyy = —. (2.14)

Hy

2.3.2 Chaos polynomial généralisé

Le formalisme du chaos polynomial généralisé ( gPC acronyme en anglais de « Generalized Po-
lynomial Chaos ») est basé sur la séparation entre la partie déterministe et la partie stochastique
d’un grandeur aléatoire. Soit (€2, 8, Pr) un espace de probabilité ou € est 'espace des événements
aléatoires w, f est le o-algebre des sous-ensembles de € et Pr: 5 — [0, 1] est la mesure de probabi-
lité. Soit {(w) = (&1,...,&r) un vecteur de r variables aléatoires indépendantes. Pour des raisons de
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commodité, {(w) sera noté .

D’apres la théorie du gPC [158, 22, 1, 160], tout processus aléatoire de second ordre Z (), appelé
aussi quantité d’intérét (QI), dans un espace d’Hilbert L?(£2, 3, Pr), peut étre approximé par une
série de fonctions polynomiales comme suit :

Z(‘f) = Z goﬂsa(g)a (2.15)
aeN”

ou :

— ¢a(€&) sont les polynéomes du chaos basés sur une famille de polynémes orthogonaux corres-
pondant a la distribution des r variables ({1, ..., &) comme indiqué dans le tableau 2.1.

— Z4 sont les coefficients du gPC qui correspondent au partie déterministe du processus aléatoire.
Les variables incertaines utilisées, dans cette theése, sont exprimées selon la loi uniforme. Le choix
de cette loi est justifié par le fait qu’elle est la mieux adaptée aux processus aléatoires dont ses lois
de probabilités ne sont pas ou peu connues. Soit, alors, ( = ({1, ..., () € [[i—;[as, b;] le vecteur de r
parametres physiques incertains du systéme supposés étre uniformément distribués dans un intervalle

donné. Il est lié au vecteur &€ = (&1, ...., &) € [—1,1]" comme suit :
b. + a; b — a; )
G=———+&E—, i=1,...,m (2.16)
2 2
ol a; et b; sont les limites de lintervalle uniforme correspondant au i®™¢ paramétre .

Comme mentionnée dans la section 1.3.3.2, pour avoir une convergence en termes de rapidité et
de précision dans une représentation par le gPC, la base orthogonale est choisie de telle sorte a ce que
la fonction poids qui lui est associée soit identique & la fonction densité de probabilité des variables
de I’espace probabilisé. Le Tableau 2.1 présente quelques exemples de correspondances définies glo-
balement par le schéma d’Askey [1]. Dans le cadre de cette these, la famille de polynémes ¢4 (&)
de type Legendre sera exploitée puisque les distributions des parameétres incertains sont considérés
uniforme.

Variable aléatoire £ | Famille de polynoémes ¢, (§) | Support
Gaussienne Hermite (—00, 00)
Gamma Laguerre [0,00)
Beta Jacobi [-1,1]
Uniforme Legendre [-1,1]

TABLEAU 2.1 — Correspondance entre les familles de polynémes orthogonaux et les distributions des variables
aléatoires

En pratique, la fonction aléatoire Z(&) est approchée par une expansion tronquée impliquant un
nombre fini de termes comme suit :

ZE) = Y Zadalf), (2.17)

AP

ou p est ordre du chaos polynomial et « = {ayq, ..., a;- } un multi-indice en N”, de longueur :

-
lafly = a (2.18)
i=1
L’ensemble d’indices utilisé dans ’expansion tronquée (2.17) est alors défini par :
AP ={a eN": |l < p}. (2.19)
Par conséquent, pour obtenir les valeurs approximatives de la QI, les coefficients z; de la sé-
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rie tronquée (1.6) doivent étre calculés. Le nombre de termes N, + 1 est donné par l’expression
suivante [160] :
(p+r)!

Ny, = card(A™P) = T (2.20)
L’expansion tronquée (2.17) peut étre récrite comme suit :
Np—1
Z(€) ~ Y zi¢;(€), (2.21)
§=0

Le polynome ¢; est une base orthogonale dans l’espace de Hilbert L?(2, 8, Pr) avec la relation
d’orthogonalité suivante :

(i, @) = (D3 $i)0ij (2.22)

ou 0;; désigne le delta de Kronecker
s O if i) (2.23a)
Yo ifi=g (2.23b)

et (¢i, di) = [ GipiW (£)d€ ou W (§) est la fonction de densité de probabilité de &.

2.3.2.1 Calcul pratique du développement en polynémes du gPC : approches non intrusives

Comme mentionné dans la section 1.3.3.2, il existe deux approches pour estimer les coefficients
du développement en chaos d’une quantité d’intérét Z(¢) : une approche intrusive et une approche
non intrusive. Non décrivons en détail dans cette section la méthode non-intrusive dite de regression
qui est celle retenue dans cette these.

La quantité d’intérét que 1’on souhaite approximer avec un développement en chaos polynomial
peut s’écrire sous la forme de 1’équation (2.21). Les coefficients de gPC sont construits a partir
d’un certain nombre de valeurs de la QI, obtenues a partir de simulations numériques du modele
mathématique du systeme mécanique considéré. La technique de régression nécessite un minimum
de Q = N, simulations qui peuvent étre effectuées a des points choisis par exemple par la méthode
d’échantillonnage par Hypercubes Latins (LHS pour « Latin Hypercube Sampling ») [96]. Dans ce
dernier cas, on utilise Q = kNN, simulations, avec k un petit entier généralement égal & 2, 3 ou 4).

Dans I'approche par régression, les coefficients du gPC sont déterminés par la minimisation du
critere défini par [12] :

Q Np—1 2
Ereg = > |Z (5(q)) - > ag (E(q)) , (2.24)

q=1 =0

ot £@) = (fgq), v ﬁq)), avec ¢ = 1,...,Q désigne un Plan d’Expérience numérique (PEN). Dans le
cadre de cette these, la méthode de Hypercubes Latins [155] est utilisée pour construire le PEN.

Les coefficients du gPC z = (%, 1, ..., ENP)T sont calculés comme suit :
-1
2= (6" (€D)p(e)) 6T (€D)z, (2.25)
avec Z = (Z (5(1)> A (5(2)) sy L (5(‘1)) ,) désigne le vecteur des évaluations de la QI par le modele
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mathématique. ¢(£(9)) est une matrice définie par :

do(€M) ... o, (W)
$(¢W) = S : : (2.26)
$o(@) .. 9N, (@)

2.3.2.2 Caractéristiques statistiques du gPC et critére de choix de I'ordre de troncation

Cette section est dédiée a la présentation des formules théoriques utilisées pour estimer la pré-
cision des résultats trouvés avec le gPC et également pour déterminer ’ordre optimal de troncation
en termes de précision et de cotit de calcul. Plus de détails sur cette section peuvent se trouver dans
cet article [148] et la these de Trinh [147]. L’intérét principal de I'expansion du gPC est de permettre
d’estimer les caractéristiques statistiques de la QI aléatoire a partir des coefficients du chaos polyno-
mial sans avoir besoin d’utiliser des tirages de parameétres incertains générés par la méthode de MC.
Les valeurs de la moyenne y et de la variance théoriques o de la QI Z(€) sont directement estimées
a partir des relations suivantes :

W= 20
Nt 2.27
ot 3 H2EGE) 220
j=1

Soit zj, et z;jp—1 les vecteurs des coefficients de gPC calculés respectivement pour deux déve-
loppements d’ordre successifs p et p — 1. Les évaluations correspondantes de la QI par les gPC sont
données par :

Np—1
Zp(&) =Y zi¢(6)

N1 (2.28)
Zp1(8) =~ > zj¢;(E)

7=0

Les valeurs théoriques des moyennes 2, et Z,_1 et des variances 012) et 012,_1 évaluées par les gPC
respectivement d’ordre p et p — 1 sont données par :

Zp=Z2p-1 =20
L Ve
2 Z 52/ 42
o= — Z:(p5)
P~ or AN
7 & (2:29)
| N1
2 1 22712
Ip-17 o Zj(¢5)
=1
L’erreur sur la variance e,z ,, entre deux ordres successifs de gPC est donnée par :
L e
_ 2 2 _ =272
Co2p = 0p = Op1 = o Z Zi(#5)- (2.30)
j:Np—l_l

L’erreur moyenne au sens des moindres carrés entre deux développements d’ordres successifs est
donnée par :

1 Y R i
€ ~ 7 2 (Zo(&k) = Zp 1 (&)’ ~ | 2 %) (2.31)
k=1 k=1 \j=N,_1

ott N’ est le nombre d’échantillons. L’erreur moyenne au sens des moindres carrés entre la référence
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et le gPC d’ordre p est donnée par :

1 N

El= > (Zp(&r) — ZRFF (&) (2.32)
P

ou ZREF est la quantité d’intérét déterminée par la méthode de la référence.
A partir de la propriété d’orthogonalité du gPC (2.22), erreur moyenne (2.31) peut étre écrite

sous la forme suivante :
Np—1

& x Y 20D =epy, (2.33)

J=Np-1

L’équation (2.33) montre un résultat treés intéressant; l'erreur sur la variance et lerreur sur la
moyenne au sens des moindres carrés sont approximativement égales entre deux développements
d’ordre successifs.

Le critere, qui permet de choisir ’ordre de troncation, est alors basé sur le calcul du taux de
décroissance de 'erreur relative de la variance entre deux développements d’ordre successifs et il est
donné par [154] :

e

6:

2
Zg”. (2.34)

Il est & noter que le critere (2.34) peut étre estimé directement a partir des coefficients du gPC, il
n’est pas nécessaire d’effectuer des simulations supplémentaires avec le modele mathématique pour
calculer cette erreur. Cette caractéristique représente un intérét majeur de la méthode de gPC.

La qualité de la valeur d’une QI approximée par un développement en gPC peut étre également
évaluée par le calcul de la moyenne des erreurs relatives entre deux gPC d’ordres successifs :

Z,( Z,
By = N,Z’ 5’“Z)p 1(&)1( el (2.35)

Pour une QI, la moyenne des erreurs relatives entre la référence et un développement en gPC d’ordre
p est donnée par :

|Zp(&) — ZRPF ()]
N/ Z ZREF(fk)

(2.36)

2.3.3 Chaos polynomial généralisé multi-éléments

Le gPC peut étre interprétée comme une approximation polynomiale de la QI en fonction de
&. Pour réduire l'erreur d’approximation, des ordres polynomiaux élevés peuvent étre nécessaires.
Ainsi, lorsque la QI admet un comportement non linéaire et que le nombre de parameétres incertains
est élevé, le nombre de simulations nécessaires pour calculer les coefficients de gPC peut étre élevé.
Ainsi, avec un nombre élevé de degrés de liberté du systéme, le coiit du calcul peut étre prohibitif.
La solution consiste donc a diviser ’espace stochastique £ en une collection de m d’éléments qui ne
se recoupent pas et a utiliser une approximation polynomiale d’ordre inférieur sur chaque élément.
C’est essentiellement ce sur quoi repose le schéma du ME-gPC [154].

Pour les r variables aléatoires uniformes £(&1,...,&) € B, B = [—1,1]", une décomposition D de
B est considérée comme suit

T T

D={ B=|] B (2.37)
k=1
BriNBp =@ si kl 75 k2

By, = [af ,b) x [} ,05) x ... x [a} ,b]],
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Sur la base de la décomposition D, la variable indicatrice aléatoire I est définie pour chaque
élément par :

Ik:{@gezgk (2.38)
0si€ ¢ By

Ainsi, il peut étre démontré a partir de (2.37) et (2.38) que :

=UL;1

Ikl()mIkZ() , k‘l#kg

(2.39)

Dans chaque élément By, un vecteur de variables aléatoires locales ¢, : I}, 1(1) — Bj, peut étre
définie avec la fonction de probabilité conditionnelle fex :

1
= k=1,.. 2.4
I = opt, = 1) e (2.40)
et
U
Jy=Pr(Il =1) = 1;[1 5 (2.41)

ou Ji = Pr(I; = 1) est la mesure de probabilité.

Les variables locales éf, dans chaque élément & ITi— [aZ , bz] sont exprimées en termes de variables
aléatoires uniformes indépendantes 5]’-“ dans [—1,1]" de telle sorte que les polynémes de Legendre

peuvent étre exploités

k=4 0 4 Ik i1 k=1,...,m. (2.42)

Le gPC peut étre utilisé localement pour le k" élément comme suit :

Zk(gk)% Z 2§¢a(£k)> (2'43)

aEATP

ol Zk(f_k) est le processus aléatoire correspondant a 1’élément k. L’approximation du processus
stochastique est finalement exprimée en utilisant les mesures de probabilité Ji [154] comme suit :

o) _pbial
Z Y Zhoa(dh) avec J; = [[ = (2.44)

k=1 ac A™P =1

La moyenne locale 2, et la variance 0'12) . approximées dans I’élément Eth par le gPC avec I'ordre
p sont :

Zpk = Zk,0
Np—1
IR (2.45)
Tok= 57 D Fhyl®])-
j=1

La moyenne et la variance globales approximées par le gPC a l'ordre p peuvent étre écrites
respectivement :
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m
Zip = Z Zi k,0Jk
koL (2.46)
Ui2,p = Z[aip,k"i_(Ei,k,o_éi,p)]‘]ka 1=1,...,n

k=1
Plusieurs critéres ont été proposés dans la littérature pour déterminer la convergence de l’al-
gorithme ME-gPC et ils dépendent de 'objectif de 1'utilisation du ME-gPC. Pour cette étude, les
critéres sont présentés dans la section 4.2.2.1.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des éléments théoriques qui seront utilisés dans la suite de
la these pour étudier le comportement dynamique d’un systeme mécanique frottant sans et avec NES
ainsi que des méthodes de quantifications des incertitudes. Dans un premier temps, des méthodes
d’analyse de la stabilité et de détermination des cycles limites d’un systeme dynamique non linéaire
ont été présentés. A travers cette investigation, les choix suivants ont été faits. L’étude de la stabilité
sera effectuée par la méthode indirecte de Lyapunov. Les cycles limites seront déterminées par la
méthode d’intégration temporelle. Dans un second temps, la méthode de Monte Carlo ainsi que
la théorie de chaos polynomial généralisé et multi-élément ont été exposées. La théorie du chaos
polynomial basée sur son approche non intrusive sera utilisée pour prendre en compte les parameétres
incertains du systéme.
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Chapitre 3. Propension a étre dans un régime atténué

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, un modele phénoménologique permettant de reproduire le comportement ty-
pique d’un systéme de freinage a tambour est couplé a deux absorbeurs dynamiques non linéaires de
type NES. La dispersion de certains parametres physiques en raison de leur nature incertaine peut
générer une instabilité dynamique conduisant & des cycles limites d’oscillations (nous utiliserons aussi
parfois 'acronyme LCO pour « Limit Cycle Oscillations »). Le concept de pompage énergétique,
c.-a-d. le transfert quasi-irréversible de I’énergie vibratoire du systéme primaire vers les NES, est pro-
posé pour atténuer ces cycles limites. Dans ce type de probleme on observe en général, lorsque 1’on
suit le comportement du systeme en régime permanent en fonction d’un parametre, une discontinuité
dans le profil de 'amplitude vibratoire de ’ensemble du systéme (c.-a-d. le systéme primaire couplé
aux NES). Cette discontinuité correspond au passage brutal d’un régime ou les cycles limites sont
atténués a un régime ou les cycles limites ne sont pas atténués. Elle nous permet également de définir
un critere sur l'efficacité des NES a atténuer les LCO. Ce critere, qui est la propension du sys-
téme a étre dans un régime atténué (PHSSR pour « the Propensity of the system to undergo an
Harmless Steady-State Regime »), est la probabilité d’obtenir un régime atténué étant donné les lois
de probabilité régissant la dispersion des parametres du systéme primaire et des NES. Cela suppose
de connaitre, dans ’espace des parametres incertains, la frontiére séparant le domaine des régimes
atténués de celui des régimes non atténués. La localisation de cette frontiére par des méthodes basées
sur le chaos polynomial sera I’objet du chapitre 4. Dans ce chapitre nous commencerons par établir
les équations du mouvement des systémes frottants sans et avec NES (cf. section. 3.2) dont I’analyse
de stabilité puis des cycles limites seront effectuées aux sections 3.3 et 3.4 respectivement. Le PHSSR
sera défini rigoureusement en section 3.5.

Ce chapitre, ainsi qu'une partie du chapitre 4 sont la reproduction en francais de [142]. C’est la
raison pour laquelle certaines notations anglophones ont été conservées.

3.2 Description du modele de frein couplé a deux NES

Le modele de systéme frottant utilisé est le modele dit de de Hultén [64, 63] & deux degrés de
liberté. Ce modele tres simple a deux degrés de liberté est capable de reproduire le comportement
typique d’un systeme frottant, en particulier le phénomeéne de couplage des modes.

Le modele de Hultén est composé d’une masse m maintenue contre une paroi mobile. Le contact
entre la masse et la paroi est modélisé par deux plaques supportées par deux ressorts différents
comprenant chacun une composante linéaire (k1 et ko) et une composante cubique (kiVF et k')
(voir la figure 3.1). L’amortissement est intégré comme indiqué dans la figure 3.1, les coefficients
d’amortissement sont notés c1 et co. On suppose qu’il y a toujours un contact glissant entre la masse et
la bande. La paroi se déplace & une vitesse constante et la direction de la force de frottement ne change
pas car la vitesse relative entre la paroi et la masse est supposée positive. Le contact est modélisé
par la loi de Coulomb qui stipule que la force de frottement tangentielle Fr est proportionnelle a la
force normale Fy, c’est-a-dire Fr = puFn, ou p est le coeflicient de frottement supposé constant. Les
équations du mouvement sont obtenues par application du Principe Fondamental de la Dynamique,
elles ont la forme suivante :

d2 dx

d;l +o— o + kyxy — pkoxy + ENP2d — pkd el =0 (3.1a)
i B W k ENLg3 4 kVLg3 1b
dt2 + cop—— ar —l— 2% + Uk1T1 + W 1+ =0. (3. )

Deux NES fortement cubiques et identiques de masses my,, de coefficients d’amortissement ¢y, de
raideur linéaire kj, et de raideur cubique k:,]LV L sont couplé au modele de Hultén comme indiqué sur
la figure 3.2. Fortement cubique signifie que 1’on suppose que kj < k,iv L,
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m wyﬁxh
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FIGURE 3.1 — Modele de Hulten sans NES.

En prenant en compte les déplacements des NES, notés hy et ho, les équations de mouvement
deviennent :

d?z, dxq 2 2 3 3
el + U + WwiTy — pwirs + P107 — PPaTy+
dx dh
Nhw1 (1 a 1) + & (21— h1) +p (21— h1)* =0 (3.2a)
dt dt
d?hq dhy  dxy 3
- - R —— — — = 2
€z T mw < e > +&n (M — 1) +op (1 —21)” =0 (3.2b)
d2z dx
?22 + 772W2d7752 + wimy + piwr + ppr1at + par+
dx dh
Npw1 (2 - 2) + & (w2 — ha) T op (w2 — ha)® =0 (3.2¢)
dt dt
thg dhy  dxo 3
EW —+ Nhwi (dt — dt) + €h (hQ — J;Q) + ©h (h2 — CUQ) = 0, (32(1)

ou les notations suivantes ont été introduites :

— le coefficient d’amortissement systéme primaire 7; = ¢;/v/mk; (avec i = 1,2),

— les pulsations propres w; = \/k;/m (avec i = 1,2),

— i = kNE/m (avec i = 1,2),

— e =my/m,

— &y = kp/m,

— 1 = cp/Vmky

— pp = k:,]LV L/m.

En supposant que la masse du NES est faible par rapport a la masse m du systéme primaire, on
a 0 < e < 1. Dans les travaux théoriques et expérimentaux consacrés aux NES, le rapport de masse
€ est en général choisi dans l'intervalle de [0.001 0.1]. Dans cette thése nous choisissons € = 0.05.

3.3 Analyse de stabilité par la méthode indirecte de Lyapunov

Les systemes frottants peuvent étre soumis a des oscillations auto-entretenues (autre nom des
cycles limites d’oscillations) induites par le frottement. Le couplage de mode (cf. section 1.2.3) est
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FIGURE 3.2 — (a) Modéle de Hultén sans NES. (b) Zoom sur le NES; et (¢) Zoom sur le NESs.

le mécanisme adopté dans le cadre de cette these pour justifier 'apparition de ces LCO. En effet, le
couplage de modes attribue la naissance des oscillations & une instabilité dynamique causée par une
bifurcation de Hopf. Pour rappel, une bifurcation de Hopf est une bifurcation locale dans laquelle
un point d’équilibre du systéme perd sa stabilité donnant naissance a une solution oscillante (c.-a-d.
qu’une paire de valeurs propres complexes conjuguées de la linéarisation autour du point d’équilibre
franchit ’axe imaginaire du plan complexe). Le cycle limite est ensuite obtenu par saturation des
oscillations due aux non-linéarités.

L’analyse de stabilité permet de localiser la bifurcation de Hopf dans ’espace des parametres
et ainsi délimiter deux zones principales : une zone stabilité et une zone d’instabilité. La méthode
indirecte de Lyapunov est ici utilisée pour analyser la stabilité des systémes (3.1) et (3.2) que I'on
écrit de fagon générale sous la forme matricielle suivante :

MX + CX + KX + fni(X) = 0, (3.3)

avec
X = [z1 2], (3.4)

pour le systéme mécanique sans NES (3.1), et
X = [:cl ) h1 hQ]T, (35)

pour le systéme mécanique avec NES (3.2). Les matrices de masse M, d’amortissement C et de
raideur K ainsi que la fonction vectorielle fny, sont déduites de (3.1) (qui est au préalable divisée
par m) et de (3.2), leurs expressions sont :

Lo mwr 0 wi  —pws P1x] — pupaxs
M = ,C = K = L = 3.6
[ 0 1 ] [ 0 nwe ] pot wd TN a4 o (36)
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pour (3.1), et

1 0 0 O mwi + Npwi 0 —NhW1 0
0100 _ 0 w2 +npwr 0 —npw
M= 0 0 € O ’C N —MNhWi 0 NhWi 0 ’
0 0 0 € 0 —ThW1 0 Nhwi (3 7)
wi+& —pwi =& 0 P1x] — M902X2 + on(x1 — h1)?
Ko | mt Wi 0 =G| | e e o+ wh(wz - hz)
—&n 0 & 0|7 on(hy — z1)?
0 —&n 0 & on(ha — 2)3

pour (3.2).

La stabilité de la solution d’équilibre trivial Xg = 0 est déterminée en calculant les valeurs
propres A obtenues en résolvant 1’équation caractéristique suivante

det (MM +AC+K) =0, (3.8)

Parce que le systéeme (3.1) (resp. (3.2)) est un systéme de second ordre & 2 ddl (resp. N =4 ddl); il
possede 4 (resp. N = 8) valeurs propres.

La méthode indirecte de Lyapunov relie la stabilité de Xg aux signes des parties réelles des valeurs

propres A; (i =1,...,N) :

— X est asymptotiquement stable si Vi € (1,...,N), Re(\;) < 0;
— X est instable si Ji € (1,..., N) / Re(\;) > 0.

3.3.1 Analyse de stabilité du modeéle de Hultén sans NES

La figure 3.3 montre ’évolution des parties réelles et imaginaires des quatre valeurs propres de
(3.1) en fonction du coefficient de frottement u. Les parametres suivants ont été utilisés :

wy = 27100 (rad-s™'),
wo = 2785 (rad-s™ 1),

n1 = 0.02,

19 = 0.06,

©1 = 10° (N-kg™t-m™3),
s =0 (N-kg™tm™3)

(3.9)

En analysant la figure 3.3 on trouve que le systéme (3.1) posseéde deux paires de valeurs propres
complexes conjugués, chaque paire étant associée a un mode. Les deux modes sont stables lorsque pu <
Ly ol iy, représente le point de bifurcation de Hopf et est égal a 0.1514 avec le jeu de parameétres (3.9).
En p = pp, au niveau de la bifurcation, 'une des paires de valeurs propres est imaginaire pure tandis
que l'autre paire reste a parties réelles négatives. Quand p > uyp, apres le point de bifurcation de
Hopf, le phénomene de couplage de modes apparait : les parties imaginaires se rapprochent tandis
que les parties réelles s’écartent, I'une devenant positive en rendant le systéeme instable. A noter
qu’ici la coalescence non parfaite est due au caractére non iso-amorti, une coalescence parfaite étant
toujours observée pour le systeme amorti de facon équi-répartie sur les deux modes qui coalescent.
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FIGURE 3.3 — Evolution des parties réelles et imaginaires des quatre valeurs propres du systéme mécanique
sans NES (3.1) en fonction du coefficient de frottement. (a) Parties réelles des deux modes et (b) parties
imaginaires d’un des deux modes (celles du second mode étant les opposées du premier). Le jeu de parameétres
(3.9) est utilisé.

3.3.2 Analyse de stabilité du modele de Hultén avec NES

La figure 3.4 montre I’évolution des parties réelles et imaginaires des huit valeurs propres de (3.2)
en fonction du coefficient de frottement u. Les parameétres suivants ont été utilisés :

w1 = 27100 (rad-s— 1),
wo = 2785 (rad-s™1),

m = 0.02,

12 = 0.06,

01 =10° (N-kg™t-m™3),

pa =0 (Nkg~'m™?), (310
e = 0.05,

&, =0.001 (N-kg~tm™1),

np, = 0.02,

on = 1.4-10° (N-kg™'-m™3).

La figure 3.5 se focalise sur les deux modes correspondant au systeme primaire seul et compare
I’évolutions des parties réelles et imaginaires des valeurs propres du systéeme avec NES (3.2) (en
rouge) a celles du systéme sans NES (3.1) (en bleu). On peut observer que l'ajout des NES déplace
le point de bifurcation vers une valeur plus grande de p. Avec les parametres (3.10), le point de
bifurcation devient up = 0.1658. Il a pour conséquence de stabiliser le systéme sur un domaine, en
général relativement étroit, du parametre de bifurcation (ici entre u = pp(sans NES) = 0.1514 et
p = pp(avec NES) = 0.1658). C’est le régime de « suppression compléte » de 'instabilité évoqué en
section 1.4.3.

3.4 Etude des cycles limites

L’analyse de la stabilité du systeme sans NES (3.1), effectuée en section 3.3.1, a permis de
délimiter deux zones principales, une de stabilité et une autre d’instabilité. L’analyse de la stabilité
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FIGURE 3.4 — Evolution, en fonction du coefficient de frottement 1, des parties réelles et imaginaires des quatre
valeurs propres du systéme mécanique sans NES (3.1) (en pointillé bleu) et des huit valeurs propres du systéme
mécanique avec NES (3.2) (en rouge). (a) Parties réelles et (b) parties imaginaires. Le jeu de parameétres (3.10)
est utilisé.
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FIGURE 3.5 — Evolution, en fonction du coefficient de frottement 1, des parties réelles et imaginaires des quatre
valeurs propres du systéme mécanique sans NES (3.1) (en bleu) et avec NES (en rouge). Seul les deux modes
correspondant au systéme primaire seul sont représentés. (a) Parties réelles des deux modes et (b) parties
imaginaires d’un des deux modes (celles du second mode étant les opposées du premier). Le jeu de parameétres
(3.10) est utilisé.

du systeme avec NES (3.2), effectuée en section 3.3.2, a montré que l'ajout du NES permettait
d’agrandir légerement la zone de stabilité.

Cependant cet effet linéaire du NES est limité et n’est pas le plus intéressant. Comme évoqué
en section 1.4.3, le NES agit principalement par effets non linéaires. En effet, le systéme peut étre
instable mais atténué, c.-a-d qu’il présente un cycle limite (périodique ou quasi-périodique) mais
d’amplitude plus faible que celui que subit le systeme sans NES pour le méme jeu de parameétres. Ce
comportement typique des systémes instables couplés a des NES est illustré dans cette section par
I’étude des cycles limites des systemes sans et avec NES.
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Chapitre 3. Propension a étre dans un régime atténué

3.4.1 Etude des cycles limites du systéme sans NES

Tout d’abord, dans cette section, le cycle limite du systeme sans NES, que I'on souhaite atténué
a l'aide de NES, est représenté en intégrant numériquement (3.1) a l'aide du solveur ODE45 de
Matlab. Le jeu de parameétre (3.9) est utilisé avec p = 0.3.

Le résultat de la simulation est représenté en figure 3.6. La figure 3.6(a) montre 1’évolution de
déplacement x; en fonction du temps et la figure 3.6(b) montre le portrait de phase du systéme
dans le plan (1, dditl) permettant d’observer le cycle limite. On constate sur la figure 3.6(a) que le
cycle limite est atteint a ¢t = 0.4 sec. Dans cette section, les simulations temporelles sont effectuées

uniquement sur les quatre premieres secondes.

2 : ‘ : 1500

1000 ¢

500 |

(m/s)

1(t) (m)

&% 500!

-1000 t

-2 : : : -1500 : : :
2 -2 -1 0 1 2

t (s) z1(t) (m)

(a) (b)

FIGURE 3.6 — Intégration temporelle numérique de (3.1) . (a) déplacement z; en fonction du temps et (b)

portrait de phase dans le plan (x4, dditl). Le jeu de parameétre (3.9) est utilisé avec u = 0.3.

3.4.2 Etude des cycles limites du systéme avec NES

Dans cette section, le role du NES pour atténuer les amplitudes des cycles limites est présenté.
Dans [11], I’étude numérique et théorique de (3.2) a montré que, comme c’est le cas en général
lorsqu'un NES est couplé a un systéme dynamique instable (cf. section 1.4.3), quatre types princi-
paux de régimes permanents sont observés : (i) la suppression compléte de Uinstabilité (le NES
a stabilisé le systeme, cf. section 3.3.2 du présent document), (ii) Patténuation par réponse pé-
riodique (c’est également un cycle limite mais d’amplitude moins importante que celle du systéme
sans NES), (iii) 'atténuation par réponse fortement modulée (ou SMR pour « Strongly Mo-
dulated Response », il s’agit d’une réponse fortement modulée en amplitude et en phase mais dont
lamplitude reste moins importante que celle du cycle limite du systéme primaire seul) et enfin (iv)
pas d’atténuation de 'instabilité.

Une illustration de ces différents régimes est présentée en figure. 3.7 qui montre I’évolution tempo-
relle des déplacements z1 avec et sans NES ainsi que le cycle limite dans I’espace des phases. Comme
dans [7] les quatre régimes sont classés en deux catégories : (1) les régimes atténués constitués
par les trois premiers régimes décrits ci-dessus (représentés aux figures 3.7(a)-3.7(b), 3.7(c)-3.7(d)
et 3.7(e)-3.7(f) respectivement) et (2) le régime non atténué qui correspond au quatriéme régime
(voir. figures 3.7(g)-3.7(h)).

Dans les études qui suivent la QI considérée est 'amplitude de la variable 1 du systeme avec
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FIGURE 3.7 — Comparaison entre x1(t) résultant de I'intégration numérique des systémes frottants avec et
sans NES (3.1) et (3.2). (a et b) Suppression compléte, 1 = 0,16; (c et d) atténuation par réponse périodique,
w=0,18; (e et f) atténuation par réponse fortement modulée (SMR), u = 0,2; (g et h) pas d’atténuation,
= 0,22. Le jeu des parametres (3.10) est utilisé.
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Chapitre 3. Propension a étre dans un régime atténué

NES (3.2) en régime permanent. Cette amplitude, notée AYNFS est définie de la facon suivante :

max {foR(t)} — min [foR(t)}

2 )

AVNES — (3.11)

ot 279 (t) (SSR pour « Steady-State Regime ») est la partie de la série temporelle de la variables 1,
obtenue a partir de I'intégration numérique du systeme couplé (3.2), correspondant au régime per-
manent. A des fins de comparaisons, Pamplitude AN ES correspondant au systéme sans NES (3.2)
est également définie.

En pratique, l'intégration temporelle de (3.2) (resp. (3.1)) se fait entre ¢, = 0 et t. = 4 secondes et
Pamplitude AYNPS (resp. AYNFS) est calculée dans Uintervalle [0.9¢, ; t.] dans lequel nous supposons
que le systeme a atteint son régime permanent.

Les amplitudes APY BS e ApeN ES des systémes avec et sans NES respectivement sont tracées
en fonction du coefficient de frottement p en figure 3.8 (le jeu de parametres (3.10) est encore une
fois utilisé). p;’° et py” représentent les valeurs des points de bifurcation de Hopf des systéme sans et
avec NES respectivement. La figure montre clairement les quatre régimes permanents décrits dans
la section précédente et met en évidence un saut (ou une discontinuité) dans le profil d’amplitude
A}”N BES_ Cette discontinuité correspond, lorsque p augmente, & la transition d’un régime atténué (un
SMR) & un régime régime non atténué. La valeur de p pour laquelle le saut se produit est appelée
limite d’atténuation (« mitigation limit » en anglais) et notée p,,;. Cette limite d’atténuation
sépare l'espace des parametres incertains (ici un espace unidirectionnel selon le parameétre p) en
deux régions, I'une ou l'instabilité est atténuée et ’autre ou elle ne ’est pas.

2 T T T
e AYONES ;5305 NES
— AYNES avec NES
151 - |
P
— Supptessipn
S complete !
— 1t [N p |
- 1M as
< | PI’ ! d’atténuation
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L

FIGURE 3.8 — Amplitudes AYNES et AY°NES en fonction du coefficient de frottement . L’ensemble des
parameétres Eq. (3.10) est utilisé.

3.5 Propension a étre dans un régime atténué

Le chapitre suivant est consacrée a la détermination de la propension a étre dans un régime
atténué (ou PHSSR pour « the Propensity of the system to undergo an Harmless Steady-State
Regime ») en considérant que deux parameétres du systéme frottant primaire peuvent étre incertains :
1 le coefficient de frottement et 7; le coefficient d’amortissement dans la direction x.
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3.6. Conclusion

Dans cette section nous donnons donc la définition mathématique de la PHSSR qui est, comme
énoncé dans l'introduction de ce chapitre, la probabilité d’obtenir un régime atténué étant donné
les lois de probabilité régissant la dispersion des parametres du systéme primaire (et éventuellement
des NES). Pour déterminer cette probabilité, la discontinuité dans le profil A%V ES est localisée dans
lespace des parameétres incertains V' (un espace unidimensionnel si seul p est incertain ou le plan
(,m) si les deux parametres sont incertains). La partie de V' dans laquelle les régimes permanents
sont des régimes atténués et notées V. Il est a noter que Vg inclue la partie de V' dans laquelle le
systeme est stable méme en 'absence de NES. De fagon générale, la limite d’atténuation évoquée
dans la section précédente correspond a la frontiere entre Vi et le reste de V.

De fagon générale, si ¢ = ({1, ..., () est le vecteur des r parametres physiques incertains considérés
et f(¢) la fonction de densité de probabilité associée. On définit alors par le PHSSR de la fagon
suivante :

PHSSR — /V F(O)dC, (3.12)

qui devient pour les parameétres uniformément répartis dans l'espace [[;_;[ai, bi] :

1

PHSSR = —_—
vir [Tiz1 (06 — as)

dc. (3.13)

Dans cette these les lois de probabilité des parametres incertains p et 11 seront toujours uniformes.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons défini mathématiquement la propension a étre dans un régime
atténué (PHSSR), un critére permettant d’évaluer Defficacité de NES a atténuer une instabilité
dynamique. Pour cela nous avons tout d’abord présenté puis fourni une analyse préliminaire du
modele de frein couplé a deux NES. Ce modele a le comportement typique d’un systéme instable
couplé a un ou plusieurs NES. Une discontinuité est effet observée lorsque 'on trace I'amplitude
des cycles limites en fonction des parametres de bifurcation. Cette discontinuité sépare I'espace des
parametres incertains en une zone ou les cycles limites sont atténués et une zone ou ils ne le sont pas.
La propension a étre dans un régime atténué est définie comme la probabilité d’obtenir un régime
atténué étant donné les lois de probabilité régissant la dispersion des parametres du systeme primaire
(ici p et m1 sont régis par des lois uniformes).

Dans le chapitre suivant, des méthodes basées sur le chaos polynomial sont développées pour
prédire cette propension.
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Chapitre 4. Prédiction de la PHSSR par des méthodes basées sur le CP

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la prédiction de la discontinuité observée dans le profil de 'ampli-
tude des cycles limites du systeme mécanique avec NES (3.2) présenté au chapitre précédent. Cette
discontinuité représente la frontiere, dans l’espace des parametres incertains, séparant les régimes
atténués des régimes non atténués et est appelée limite d’atténuation. Trois méthodes basées sur
la théorie du chaos polynomial sont développées pour localiser cette discontinuité : deux méthodes
basées sur le chaos polynomial généralisé (méthodes gPC1 et gPC2 présentées en section 4.2.1) et
une méthode basée sur le chaos polynomial multi-éléments (méthode ME-gPC présentées en section
4.2.2). Ces différentes méthodes sont appliquées au systéme mécanique avec NES (3.2) dans la section
4.3. L’objectif de ces méthodes est la réduction du cofit de calcul par rapport a la méthode de réfé-
rence qui consiste, comme nous le verrons, a discrétiser finement de facon déterministe I'espace des
parameétres incertains. La localisation de la discontinuité permet ensuite de prédire la propension d
étre dans un régime atténué (PHSSR). Une comparaison est d’abords effectuée avec la référence puis
entre les méthodes elles-mémes afin de choisir la plus performante, en termes de cotit de calcul et des
précisions, pour réaliser ’optimisation sous incertitudes des NES dans le partie II de ce manuscript.

4.2 Méthodes de prédiction de la propension a étre dans un régime
atténué

Cette section est dédiée a la présentation des trois méthodes utilisées pour localiser la limite d’at-
ténuation du systéme mécanique avec NES (3.2). Ces méthodes sont basées sur la théorie du chaos
polynomial dont le principe a été rappelé au chapitre 2. Si 'on considere que amplitude APNFS (cf.
équation (3.11)) est la quantité d’intérét (QI), 'objectif est donc de modéliser une fonction disconti-
nue pas un polyndme ce qui de fait peut poser des difficultés. Chacune des trois méthodes présentée
dans la suite propose une solution différente pour répondre a cette problématique. Les deux pre-
mieres, appelées méthodes gPC1 et gPC2, utilisent le chaos polynomial généralisé (cf. section 2.3.2).
La méthode gPC1 propose de ne pas considérer 'amplitude comme QI mais la limite d’atténuation
qui n’est pas une quantité discontinue. La méthode gPC2 considere cette fois directement ’amplitude
des cycles limites comme QI et localise la limite d’atténuation (c-a-d. la discontinuité) au niveau du
maximum de la dérivée, par rapport aux parametres incertains, de ’amplitude des cycles limites.
Finalement, la troisieme méthode, appelé méthode ME-gPC, utilise la théorie du chaos polynomial
généralisé multi-éléments (cf. section 2.3.3) et considére également 'amplitude des cycles limites
comme quantité d’intérét. Le principe général de la méthode repose sur I'idée que la discontinuité
donc la limite d’atténuation se trouve dans les éléments ou la variance de la QI est la plus élevée.

Deux parametres sont supposés étre incertains : le coefficient de frottement p et le coefficient
d’amortissement 77 du systéme mécanique sans NES.

4.2.1 Méthodes basées sur le chaos polynomial généralisé
4.2.1.1 La quantité d’intérét est la limite d’atténuation (Méthode gPC1)

Dans cette premiere méthode, la limite d’atténuation va étre considérée comme QI et ainsi mo-
déliser par un développement en chaos polynomial. Seul le frottement p va étre considéré comme
parametre incertain. La limite d’atténuation est déterminée a partir du parametre 7; supposé ici
déterministe. Pour cela N, valeurs de 1, réparties de fagon homogene dans l'intervalle [91min; Nimaz)
sont d’abord générée. Ensuite un vecteur i = (p11, ..., pg) est construit & partir d’'un Plan d’Expé-
rience Numérique (PEN) de @ tirages du coefficient de frottement u obtenu par la méthode LHS
(cf. section (2.3.2.1)). Le nombre de simulations du modele mathématique (3.2) nécessaire pour
construire une représentation par le gPC de la QI (c.-a-d. le coiit de calcul de la méthode) est donc
Ny x Q.
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Dans un premier temps, pour chacune des () valeurs le point de bifurcation de Hopf du systéme
couplé (3.2) par rapport a n; est déterminé a partir d’une étude aux valeurs propres ((3.8)), elle est
notée m})"N ES Dans un second temps, pour chacune des @ valeurs de coefficients de frottements, la
limite d’atténuation notée 7,,; est déterminée a partir d’une approche itérative. La figure 4.2 montre
deux exemples de la variation des amplitudes des LCO du systéme mécanique avec NES (AVNES)
et sans NES (AP°NES) en fonction du coefficient d’amortissements 7 pour p = 0.3 (figure 4.2(a)) et
p = 0.4 (figure 4.2(b)) avec N, = 250. Ce choix de Ny, est effectué pour avoir des bonnes précisions
de valeurs de la limite d’atténuation. Pour les faibles valeur de 7; on peut voir que le systeme est
d’abord instable (voir figure 4.2), nl})”N ES correspondant & la premiére valeur de 7; pour laquelle le
systéme est stable car les parties réelles des valeurs propres deviennent toutes négatives.

Dans I'approche itérative, chaque valeur 7 ; est testée avec ¢ incrémentant de 1 a IV, . On vérifie
d’abord si n1; = 7712”N ES si c’est le cas algorithme est stoppé car il n’y a pas eu de discontinuité
dans la zone d’instabilité du systeme avec NES. Pour n;; > m})”N ES le systéme mécanique avec
NES est stable. Donc, 'amplitude APNFS est nulle dans la zone de stabilité c’est & dire pour 7 €
[nlg“NES,mmam,]. Sim < nl})”NES alors 'amplitude Ai“NES(u,nM) a litération ¢ est comparée a
I'amplitude AYNES(u, M,i—1) a litération ¢ — 1. Si cette différence est supérieure, en valeur absolue,
a un seuil a, c.-a-d. :

’ AzluNES( . AilvNES(

M ,i—1) )| >« (4.1)

alors la limite d’atténuation pour la g-ieme valeur de p vaut 71,4 = 71,;- En général nous choisissons
a = 0.4. A la fin de cette méthode itérative effectué pour les Q valeurs de u, @ valeurs de la limite
d’atténuation sont obtenues (71,4 avec ¢ = 1,...,Q) qui nous permettent de déterminer, par la
méthode de régression décrite en section 2.3.2.1, les coefficients d’un chaos polynomial généralisé
modélisant la limite d’atténuation 7;,,; en fonction du coefficient de frottement u.

L’algorithme de la méthode gPC1 est présenté dans la figure 4.1.

4.2.1.2 La quantité d’intérét est I'amplitude de déplacement (Méthode gPC2)

Dans cette section, une seconde technique est proposée pour localiser la limite d’atténuation.
L’amplitude APNFS du systéme mécanique avec NES (3.2) est maintenant considérée comme la
quantité d’intérét modélisée par un développement en chaos polynomial et les parametres p et
sont incertains.

Le principe est d’abord de générer un PEN de () points dans ’espace des parametres incertains,
ici le plan (u,71). Un chaos polynomial généralisé est ensuite construit, toujours par la méthode
de régression décrite en section (2.3.2.1), & partir des @Q valeurs de la QI AYNFS correspondantes.
Ce gPC représente, par une fonction polynomiale, 'amplitude des cycles limites du systéme avec
NES (3.2) en fonction de j et 7;. Une fois le gPC construit, 'amplitude AYNES est évaluée avec
ce gPC pour N, valeurs de p et Ny, valeurs de 7;. Ensuite, pour chaque valeur donnée de 71, la
dérivée partielle de A”i”N ES par rapport & p est évaluée numériquement. La valeur du coefficient de
frottement qui correspond au maximum de cette dérivée représente la limite d’atténuation p,,;. Cette
opération répétée pour chacune des N,, valeurs de 7; permet de reconstruire dans le plan (tym)
la frontiere séparant les régimes atténués des régimes non atténués et ainsi de calculer la PHSSR.
L’algorithme de la méthode gPC2 est présenté en figure 4.3.

A titre d’exemple, la figure 4.4 montre évolution de Ai‘}N ES obtenue directement & partir de
la simulation de (3.2) (la référence) et par le gPC (avec un ordre p = 20), en fonction de p pour
m = 0.3980. La figure montre également I’évolution de la dérivée AYNFES /ou obtenue par le gPC. La
valeur de la limite d’atténuation donnée par la référence est p,,; = 0.3081. La valeur du coefficient
de frottement qui correspond au maximum de la dérivée de 'amplitude donnée par le gPC est
Lt = 0.3182, soir une erreur relative de 3.28 %.
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Générer N, valeur de 17, dans 17, 1 max)

!

* Construire un vecteur i = (uy, ..., ) & partir d'un PEN de Q
tirages du coefficient de frottement a 'aide de la méthode LHS
eOnposeqg =0

A 4

Considérer la g-iéme valeur du vecteur fi

|

« Déterminer le point de bifurcation de Hopf 111;1”NES

si=letn o=

:

* 11, = Nyim1 + Ay avec Any = (e = Nimin) Ny,
« Evaluer 'amplitude de déplacement AIWNES(uq, m.p)

STOP
Pas de limite
d'atténuation

i=i+1 AYNES(ﬂ”?I,i—l) _Af1’NES(/47’71,i) >a

Mmig = M
9=q+1 q=0
STOP

Détermination des coefficients du gPC a partir des Q valeurs
de la limite d’atténuation 7, ,,,, , avec g = 1,..., 0

FIGURE 4.1 — Algorithme de la méthode gPC1.
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2 : , 4
—sans NES —sans NES
—avec NES —gavec NES
15 I | 3 I Systémie mécal qué
—~ : — avec NES stalile
E’ 1 i Systéme mécanique - é 2 L
{ | avec NES stable {
: Ulg)NES woNES 1 L
05 | My 1
0 . 0
0.1 1 1.4 1.8 2.1 0.1 1 1.4 1.8 2.1
T T

FIGURE 4.2 — Variation des amplitudes des cycles limites AV S du systéme mécanique avec NES et ApeNES
su systéme sans NES en fonction du coefficient d’amortissements 7, pour (a) pp = 0.3 et (b) p = 0.4. N,,, = 250.

4.2.2 Méthode basée sur le chaos polynomial multi-éléments (Méthode ME-gPC)

Comme dans la section précédente, cette troisiéme méthode considére que 'amplitude APNES
du systéeme mécanique avec NES (3.2) est la QI & modéliser avec le formalisme du chaos polynomial
et que les parametres u et 77 peuvent étre incertains. La méthode est basée sur la théorie du chaos
polynomial généralisé multi-éléments qui a été décrite en section 2.3.3. Pour résumer, le ME-gPC
découpe 'espace des parametres incertains en sous-espaces appelés éléments. Une représentation de
la quantité d’intérét par le chaos polynomial est ensuite construite dans chaque élément.

4.2.2.1 Algorithme de la méthode

La méthode est basée sur I'idée qu’une discontinuité est présente dans le profil de la quantité
d’intérét APN ES elle va étre localisée dans les éléments on la variance de la QI est la plus élevée.
Le but ici n’est donc pas d’obtenir une représentation précise de A%V mais de pouvoir localiser la
discontinuité.

C’est sur cette idée qu’un algorithme de localisation de la limite d’atténuation est construit et
représenté en figure 4.5.

A une itération i donnée l'espace des paramétres incertains est divisé en K éléments (pour la
premiere itération on a K = 1). Un gPC est construit dans chaque élément (c’est le principe de
ME-gPC) en utilisant des ordres faibles pour les polynémes (p = 1,2 ou 3). N’ simulations du
modele mathématique (3.2) sont nécessaires pour construire les K gPC. Dans la section 4.3.3, une
comparaison est effectuée avec une méthode de référence qui nécessite N simulations avec le modele
(3.2) pour localiser la limite d’atténuation. Par conséquent, la méthode proposée est efficace si le
nombre de simulations numériques N’ nécessaires pour obtenir les coefficients du gPC dans tous les
éléments est inférieur a N :

N’ < N. (4.2)

Si la condition (4.2) n’est pas respectée 1'algorithme est stoppé car, le but étant la réduction du cotit
de calcul, la méthode n’a plus d’intérét. Si (4.2) est vérifiée, alors, pour chaque élément, la variance
027,6 (k=1,...,K), calculée directement & partir des coefficients de la série du chaos polynomial en
utilisant I’équation (2.45), est comparée & un seuil 6;. Si pour un élément donné k on a :

ok > 01, (4.3)
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Construire un PEN de Q points dans I’espace des paramétres
incertains (4, 77;)

« Déterminer les coefficients du gPC a partir des Q valeurs de AIWNES
« Evaluer AT’NES par le gPC pour Nﬂ valeurs de u et Nm valeurs de 7,

\ 4

Considérer la i-ieme de 7,

y

Evaluer la dérivée de A!"VES en fonction u
(6AF’NES/O/¢) pour la i-iéme valeur de 7,

A 4

» Détecter le maximum de aAIWNES/dy et identifier la valeur y,,,;
= Chaque doublet (4,,,, 7y ; = 1y,,,/) représente un point de la frontiére séparant
les régimes atténués des régimes non atténués dans le plan (i, #;)

i=i+1

STOP
La frontiere séparant les régimes atténués des régimes non

atténués a été reconstruite de le plan (¢, 77;)

FIGURE 4.3 — Algorithme de la méthode gPC2.

on suppose alors que la discontinuité est dans I’élément k. Au contraire, si la condition (4.3) n’est
pas vérifiée, on suppose que I'’élément k£ ne contient pas de discontinuité. Cette information est
sauvegardée et I'élément est retiré de l'algorithme. Une fois les K éléments passés en revue, un
certain nombre a donc été retiré de I’algorithme et il reste K’ éléments.

Le seuil 6; est choisi de maniére a ce que la variance de ’élément qui contient la discontinuité
satisfasse toujours la condition (4.3). Ainsi trouver ce seuil est 'une des difficultés de la méthode.
Un autre critére (en plus de (4.2)) est introduit pour arréter I'algorithme. Il est basé sur la taille de
I’élément. Ainsi, apres avoir défini la taille minimale Jy,;n d’un élément comme suit :

Jmin = 020 (4.4)
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3 . T T 60

Référence
—gPC: APNES )
e o P C:d AYNES s

-1 : : : -20
0 0.1 02 4, 03 0.4

FIGURE 4.4 — Exemple de la variation de 'amplitude du déplacement du systéeme avec NES en fonction de pu.
L’ordre de gPC est p = 20 et 177 = 0.3980.

ou Jy est la taille de 1’élément initial correspondant a tout 'espace des parameétres incertains et 6o
est un pourcentage. Chacun des K’ éléments, de taille J;, vérifiant

Ji 2 Jmin (4.5)

est divisé en deux parties égales dans chaque direction de I’espace des parameétres incertains, puis
une nouvelle itération commence (i = i + 1) avec K = 2"K’. Les tailles J; de tous les éléments
sont identiques car a chaque itération la division est effectuée dans chaque direction de l’espace
stochastique. Si la condition (4.5) n’est pas vérifiée, I’algorithme est arrété et nous supposons que la
discontinuité dans le profil de la QI est dans les K’ éléments restants.

4.2.2.2 Construction du Plan d’Expérience Numérique (PEN)

La méthode présentée ci-dessus, basée sur le ME-gPC, nécessite un nombre maximum K x @
de simulations du modele (3.2) pour calculer les coefficients du gPC dans chacun des K éléments.
Dans la pratique, il est possible de réduire ce nombre. En effet, les points utilisés pour calculer les
coefficients des gPC des éléments a la l'itération ¢ peuvent étre utilisés pour calculer les coefficients
du gPC des éléments de l'itération ¢ 4+ 1. L’ensemble des points 'itération ¢ + 1 pour un élément est
donc égal & Q' = Qnerite + Qadditionne O Qnérite est le nombre de points hérités de I'itération 7 et
Q.dditionne €St I'ensemble des nouveaux points générés a l'itération ¢ + 1.

La méthode est illustrée en figure 4.6 pourr=1,p=1et k =2 (N, =2, Q = 4). Dans le cadre
de cette these, le PEN est construit selon cette méthode.

4.3 Application et résultats

4.3.1 Référence
4.3.1.1 Un parameétre incertain : le coefficient de frottement 1

Dans cette section, seul le coefficient de frottement p est incertain et on suppose que la loi
de probabilité associée est uniforme dans l'intervalle [0,0.4]. L’amplitude AYVFS est déterminée a
partir de la simulation numérique du systéme mécanique avec NES (3.2) pour N = 100 valeurs
de p réparties de fagon uniforme dans [0,0.4]. Cet intervalle est choisi pour diminuer le cotlit de
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Soit la i-iéme itération a laquelle I'espace des paramétres incertains
est divisé en K éléments,
(pour la 1¢re jtérationona K = 1)

\ 4

A 4

« Construire le gPC pour chaque élément k (k = 1,..., K),
(N’ simulations du modéle mathématique sont nécessaires pour construire les K gPC)
* Calculer la variance aﬁk et la taille J; des éléments

STOP
La discontinuité n’a pas
été localisée

Considérer le 1er élément (k = 1)

Enlever le k-iéme
élément de
I’algorithme

k=k+1

On suppose que la
discontinuité dans le profil
de la QI se trouve dans les K’
éléments restants

K’ éléments restent a la
sortie de la boucle en k

STOP
Les discontinuité a été
localisée

Chacun des K’ éléments est divisé en 2 dans
chague direction de 'espace des parameétres

\4

i=i+1letK=2'K

F1GURE 4.5 — Algorithme appliqué pour détecter le saut dans le cas ou la quantité d’intérét est calculée par
la méthode de ME-gPC.

calcul. De plus, il est suffisant pour étudier la problématique de notre étude qui est la prédiction de
la limite d’atténuation dans AYY ES et donc la transition entre les régimes atténués et les régimes

Page 58 sur 124



4.3. Application et résultats

1 ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 04

L

F1GURE 4.6 — Exemple d’un plan d’expérience par la méthode de LHS pour deux itérations avec r =1, p = 1,
k=2et Q =4. () Points hérités de ’élément [0, 0.4] de l'itération 1. (o) Nouveaux points LHS du premier
élément [0, 0.2] & itération 2. () Les nouveaux points LHS du deuxiéme élément [0.2 , 0.4] & itération 2.

non atténués. Les valeurs des autres parameétres sont données par le jeu (3.10). Les résultats sont
présentés dans le tableau 4.1. On trouve une valeur de limite d’atténuation égale a p,,; = 0, 2061, ce
qui conduit, par U'intermédiaire de (3.13), & une valeur de référence de la propension & étre dans un
régime atténué PHSSRigr donnée par :

Kmi 1 Ui
PH = dyp = — = 0.5152 4.
SSRRer /U 04 x 2= gq =510 (46)
soit 51,52%.
Limite
MaXREF MinREF d’atténuation PHSSRREF (%) Sinli?l;tcilgns
Hml
1.89 2.32-10°% 0.2061 51.52 100

TABLEAU 4.1 — Résultats de la référence, le parametre p est incertain.

4.3.1.2 Deux paramétres incertains : le coefficient de frottement 1. et le coefficient d’amortis-
sement 1,

La référence est ici obtenue dans le cas ol u et 7y sont incertains. Pour cela "amplitude A¥NES
est déterminée a partir de N = 100 x 100 = 10000 simulations numériques du systéeme mécanique
avec NES (3.2). Ces simulations correspondent & une discrétisation en 100 points uniformément
répartis dans chacune des deux dimension de ’espace des parameétres incertains avec p € [0,0.4] et
m € [0.1,2.1]. Cet intervalle de n; est choisi de tel sorte que, dans l’espace des parameétres incertains
w et 1, les systéeme mécaniques sans et avec NES peuvent étre stable et/ou instable. Les valeurs
des autres parametres sont celles du jeu (3.10). La figure 4.7 montre un graphique 3D contenant
les N = 10000 réalisations de 'amplitude du déplacement A¥Y ES " en fonction des deux paramétres
incertains. La discontinuité dans la surface de I’amplitude est visible ; la limite d’atténuation qui est
une courbe correspond & la projection de cette discontinuité dans le plan (u,n1).

Cette projection est représentée dans la figure 4.8 (ligne noire). Pour bien rendre compte de
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I’effet des NES les lignes correspondant aux points de bifurcation de Hopf avec et sans NES sont
aussi représentées (lignes rouge et bleue respectivement). Les régimes décrits dans la section 3.4 et
représentés dans le cas d’un seul parametre incertain dans la figure 3.8 sont également représenté ici :
(2) suppression compléte de I'instabilité, (3) atténuation du cycle limite par un régime périodique ou
un SMR et (4) pas d’atténuation du cycle limite. La surface (1) correspond & la région ou le systéme
est stable sans 'ajout des NES.

Dans le plan (u,71), la limite d’atténuation peut étre définie comme la courbe 7 ,,,; en fonction
de p. Toujours selon (3.13), la propension a étre dans un régime atténué de référence est donc donnée
par :

PHSSR 0.4 01 mi(p) 1 dud
REF_/O /0‘1 04 x2 pam

_ S0 mmi(p) = 0.1] dps
0.8 '

(4.7)

L’intégrale de (4.7) est évaluée numériquement et on trouve PHSSRrpr = 92,16%. Les résultats de
la référence sont présentés dans le tableau 4.2.

] Nombre de
MaXREF MmREF PHSSRREF (%) simulations
2.86 1.15-10~1 92.16 10000

TABLEAU 4.2 — Résultats de la référence, les deux parametres p et n; sont incertains.

FIGURE 4.7 — Amplitude AYNFS en fonction du coefficient de frottement p et du coefficient d’amortissement
n1. Le jeu de parameétres (3.10) est utilisé.
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2.1

1.6

0.6

0.1

0 0.1 0.2 0.3 0.4
7

FIGURE 4.8 — Evolution de la limite d’atténuation et des points de bifurcation de Hopf avec et sans NES.
(—) Point de bifurcation de Hopf sans NES (7:}°°); (—) point de bifurcation de Hopf avec NES (m}’);
(=) limite d’atténuation (1;,,;). (1) Stabilité linéaire sans NES ; (2) stabilité linéaire avec NES; (3) régimes
atténués (régimes périodiques ou SMR); (4) régimes non atténués.

4.3.2 Méthodes basées sur le chaos polynomial généralisé
4.3.2.1 Coiit de calcul et critéres d’évaluation

La validation des résultats obtenus par les deux méthodes basées sur le gPC s’effectue en termes
de cotit de calcul et de précision par rapport a la référence déterminée dans la section précédente.
Pour cela, les quantités suivantes sont introduites :

— le nombre de simulations qui vaut N,, x @ pour la méthode gPC1 et @ pour la méthode
gPC2 avec Q = kN, ou k est un entier (en général k = 2,3 ou 4) et N, est le nombre de
termes dans la série du chaos polynomial tronquée a 'ordre p avec r parametres incertains
(voir équation (2.20)).

— La valeur de la PHSSR trouvée par les méthodes gPC1 et gPC2 notée PHSSRgpc -

— L’erreur relative Epygsr de la PHSSR obtenue avec la méthode basée sur le gPC (PHSSR,pc)
et la PHSSR obtenu avec la méthode de référence (PHSSRrgr). Cette erreur est définie comme

suit :
|PHSSRypc — PHSSRREF|
E = 4.8
PHSSR PHSSRpgp (4.8)
— La moyenne des erreurs relatives F3 entre la référence et le gPC d’ordre p donnée par I’équa-
tion (2.36).

— Le taux de décroissance ¢ donné par 1’équation (2.34). Cette quantité permet de choisir I'ordre
de troncation sans passer par la référence.

4.3.2.2 Résultats de méthode gPC1 - la quantité d’intérét est la limite d’atténuation

Dans cette section, la méthode décrite en section (4.2.1.1) et dont l'algorithme est présenté dans
la figure 4.1 est appliqué pour évaluer la limite d’atténuation ce qui permet ensuite d’estimer la
valeur de la PHSSR.

Le coefficient de frottement u est incertain et sa densité de probabilité est uniforme dans I'inter-
valle [0, 0.4]. Selon le principe de la méthode, la limite d’atténuation 71, (la QI) doit étre déterminé
pour chaque tirage de u. Pour ce faire, on fait varier linéairement le coefficient d’amortissement 7
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dans l'intervalle [0.1,2.1] avec N,;, = 250. Le coefficient d’amortissement 7 est ici fixé a 0.09.

On utilise ici @ = kN, avec k = 2. Apres avoir obtenue les @) valeurs de 7;,,, les coefficients de
la série du chaos sont déterminée par la méthode de régression. L’ordre du gPC varie de p = 1 a
p=12.

La figure 4.9 montre deux exemples de résultats de la méthode pour p = 2 (figure 4.9(a)) et p = 8
(figure 4.9(b)). On observe déja que la variation de 71, en fonction u est presque linéaire et qu’un
ordre peu élevé du gPC est suffisant pour reconstruire correctement la QI.

1.1 1.1

——gPC (p=2) ——gPC (p=8)

—Référence —Référence
So6} Zo0s6
< <
0.1 ‘ : 0.1 ‘ ‘
0.25 0.3 0.35 0.4 0.25 0.3 0.35 0.4
1t 1L

(a) (b)

FIGURE 4.9 — Comparaison entre la limite d’atténuation 7;,,; estimée par la référence (en noir) et par la
méthode gPC1 (en gris) : (a) p=2; (b) p=8.

Cette observation est confirmée par résultats présentés dans le tableau 4.3. En effet, on voit que la
moyenne des erreurs relatives que 'on peut également appelé erreur relative moyenne E3 et l'erreur
relative sur la propension & étre dans un régime atténué Epyssr sont déja tres faibles pour p = 1.
En effet, dans ce cas la PHSSR est égal a 92.00% ce qui conduit a une erreur relative par rapport

Nombre de Taux de
Ordre p simulations Es (%) décroissance 0 | PHSSRgpc(%) | Erussr(%)
Ny X Q (%)
1 1000 3.92 - 92.00 0.12
2 1500 2.67 0.0340 92.06 0.05
6 3500 0.89 0.0020 92.12 0.01
8 4500 0.78 0.0013 92.13 0.02
12 6500 0.71 0.0010 92.14 0.03

TABLEAU 4.3 — Comparaison entre les résultats trouvés par la méthode gPC1 et la référence.

a la référence égale a 0,12%. L’erreur relative moyenne, toujours par rapport a la référence, vaut
3,92%. De plus quand p = 1, N, = 2 ce qui conduit & une nombre de simulations nécessaire pour
déterminer les coefficients de série du gPC égal a N,,, x k x N, = 250 x 2 x 2 = 1000. Dans le cas ou
p = 6, U'erreur relative moyenne et I’erreur relative sur la PHSSR valent respectivement F3 = 0.89%
et Epussg = 0.01%. Le taux de décroissance § commence a se stabiliser a partir de ordre p = 6
comme le montre également la figure 4.10 qui représente ce taux en fonction de p. Le nombre
indiqué dans le tableau représente le nombre de simulations nécéssaire pour construire le gPC a un
ordre p donné. Dans le pratique pour ne pas avoir a recalculer tous les points du PEN pour chaque
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ordre, les points obtenu a un ordre p sont garder pour construire le PEN & l'ordre p + 1 et seul la
différence kNp, 11 — kN, est a calculer. Cette technique est connue sous le nom d’Hypercube Latin
Imbriqué [155].

0.04

0.03

0.02

0.01

Taux de deécroissance & (%)

o

0 2 4 6 8 10 12

Ordre p

FIGURE 4.10 — Evolution du taux de décroissance § en fonction de I'ordre p dans le cas de la méthode gPC1.

Finalement, méme si l'erreur relative moyenne Fj3 est relativement importante pour p = 1 (mais
est quand méme inférieure & 5 %), lerreur relative sur la PHSSR Eppggr est inférieure au pour cent.
Le choix de p = 1 semble ici étre le meilleur compromis entre précision des résultats et cotit de calcul.

Le défaut de cette méthode est qu’il faut, pour chaque tirage du parametre incertain pu, un
nombre non négligeable de simulations du modeéle mathématique (3.2) pour obtenir la valeur de
la limite d’atténuation 7y, ce qui augmente le cotit de calcul. Cependant, comme nous I’avons vu
plus haut ceci est en partie compenser par le fait qu'un ordre p = 1 est suffisant pour obtenir une
valeur précise de la PHSSR mais risque de poser probléme si 'on souhaite augmenter le nombre de
parametre incertains.

4.3.2.3 Résultats de méthode gPC2 - la quantité d’intérét est I'amplitude du déplacement

Dans cette section, les résultats relatifs a la seconde méthode basée sur le gPC, présentée en
section 4.2.1.2 et décrit par I'algorithme 4.3, sont exposés. La QI est maintenant directement ’am-
plitude des cycles limites A¥NFS de (3.2) et le coefficient de frottement u tandis que le coefficient
d’amortissement 7; sont incertains. Les densités de probabilité de ces deux parametres sont uniformes
avec p € [0,0.4] et mp € (0,1, 2,1].

A partir d’'un PEN de Q points dans le plan (i, m), le gPC représentant 'amplitude AYNES est
construit par la méthode de régression. Comme dans le cas de la méthode gPCl1, la technique de
LHS est utilisée construire le PEN avec Q) = kN, et k = 3.

La figure 4.11 compare les amplitudes AYNFS respectivement obtenues par le gPC et la référence
pour N = 10000 points répartis de facon uniforme dans le plan (p,71) (c.-a-d. N, = 100 et N,,, = 100
et N =N, x N, = 10000).

Ensuite, pour localiser la limite d’atténuation, pour une valeur donnée de 7y, la dérivée partielle
de A¥NES par rapport & p est évaluée numériquement & partir du gPC et son maximum est déterminé
afin de trouver p,,. Ceci est répété pour chacune des IV, valeurs de 7; pour reconstruire, dans le
plan (p, 1), la frontiére séparant les régimes atténués des régimes non atténués et ainsi calculer
la PHSSR. La figure 4.12 montre trois exemples de résultats de la méthode pour p = 8 (figure
4.12(a) ), p = 15 (figure 4.12(b)) et p = 20 (figure 4.12(c)). Cette figure met en évidence que la
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APNES (m)

06 5170 K
U

FIGURE 4.11 — 10000 simulations de I’amplitude du déplacement du systéme mécanique avec NES en fonction
de p et 7. (noire) : la référence; (rouge) : gPC. L'ordre du chaos polynomial est p = 15.

méthode, contrairement & la précédente, nécessite des ordres p élevés pour étre en mesure d’évaluer
correctement la PHSSR.

Le tableau 4.4 montre les résultats pour p = 8,12, 15,18 et 20. Dans le cas ou p = 8, la PHSSR
est égal & 95.78% ce qui conduit & une erreur relative de la PHSSR par rapport a la référence égale
a 3.98%. L’erreur relative moyenne entre la référence et le gPC est égale a 10.22% et le nombre de
simulations est égal a 135. Dans le cas ou p = 18, la PHSSR est égal a 90.53% ce qui conduit &
une erreur relative de la PHSSR par rapport a la référence égale a 1.71%. On trouve pour p = 20,
E3 = 3.15% et Eppssr = 0.48% avec 693 simulations. On trouve donc des résultats avec p = 20,
en terme de précision, comparables & ceux obtenus avec la méthode gPC1 pour p = 1 avec un cofit
de calcul plus faible, 693 simulations ici contre 1000 pour la méthode gPC1. Comme dans la section
précédente, la technique Hypercube Latin Imbriqué a été utilisée pour ne pas avoir a calculer un
PEN complet & chaque ordre.

Ainsi, pour un méme niveau de précision ( de l'ordre de 3% pour E3) la méthode gPC2 nécessite
moins de calcul que la méthode gPC1.

De fagon générale concernant la précision sur la PHSSR, avec la méthode gPC1 pour laquelle la
QI est la limite d’atténuation, les cotits de calcul sont tres vite significatifs (1000 & 6500 simulations)
mais permettent rapidement une trés grande précision des résultats (< 1,2% jusqu’a 0,03%) méme
avec des ordres du chaos faibles. La précision tres vite élevée méme avec un ordre du chaos faible vient
de la forme de la limite d’atténuation quasi-linéaire et le niveau vite élevé du cotit de calcul provient
du colt significatif pour 'obtention de chaque valeur de la limite d’atténuation pour construire le
chaos polynomial.

La méthode gPC2 pour laquelle la QI est 'amplitude des vibrations, permet quant a elle, d’obtenir
une précision raisonnable (< 4% jusqu’a 0,48%) avec des cotits de calcul bien plus faibles (135 & 693
simulations) et avec des ordres du chaos vite élevés. La faible cotit de calcul total provient du faible
colit d’obtention de valeur d’amplitude pour construire le chaos polynomial. La difficulté d’avoir une
précision élevée vient de la non linéarité du profil de 'amplitude. Il faudrait utiliser un ordre de
chaos tres élevé pour améliorer la précision de fagon significative.

Ainsi ces deux méthodes sont complémentaires selon si on veut privilégier la précision ou bien le

Page 64 sur 124



4.3. Application et résultats
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FIGURE 4.12 — Comparaison entre la limite d’atténuation estimée par la référence (en noir) et par la méthode
gPC2 (en gris) : (a) p=8; (b) p=15; (b) p = 20.

colit de calcul. On peut noter que le taux de décroissance pour la méthode gPC2, comme le montre
la figure 4.13, diminue en fonction de 'ordre du chaos p mais pas de fagon monotone contrairement a
celui de la méthode gPC1 ce qui rend son utilisation plus délicate pour choisir I’ordre de troncation.

Nombre de Taux de
Ordre p simulations Q Es (%) decroz;sz;nce d | PHSSRepc(%) | Epussr(%)
0
8 135 10.22 — 95.78 3.98
12 273 6.10 0.92 94.14 2.20
15 408 3.03 0.49 93.06 1.03
18 570 2.88 1.12 90.53 1.71
20 693 3.15 0.33 91.66 0.48

TABLEAU 4.4 — Comparaison entre les résultats trouvés par la méthode gPC2 et la référence.
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FIGURE 4.13 — Evolution du taux de décroissance § en fonction de I'ordre p dans le cas de la méthode gPC2.

4.3.3 Utilisation du chaos polynomial Généralisé-Multi-élément

Dans cette section, la méthode ME-gPC présentée dans la section 4.2.2.1 est appliquée pour loca-
liser la discontinuité dans les profils d’amplitude AYNES (cf. Eq. (3.11) et Fig. 3.8) du systéme (3.2).
On considérera d’abord que seul le coefficient de frottement p est incertain puis que le coefficient
d’atténuation 7; 'est aussi.

4.3.3.1 Coiit de calcul et critéres d’évaluation

Dans les sections qui suivent, les résultats sont présentés en termes de cotit de calcul, d’une
part, et en termes de précision par rapport a la méthode de référence, d’autre part. A cette fin, les
quantités suivantes sont introduites :

— Le rapport 6;/(Maxggr — Minggr) pour comparer la proportion de la valeur du critére de
variance 01 par rapport a la référence en terme d’amplitude (Maxggr et Minggp représentent
respectivement le maximum et le minimum de Pamplitude trouvée par la référence).

— Le nombre de simulations afin d’estimer le coiit de calcul de la méthode (voir section 4.2.2.2).

— La valeur de la PHSSR trouvée par la méthode ME-gPC estimée en utilisant les bornes
supérieures des derniers intervalles trouvés par l'algorithme présenté dans la figure 4.5 afin de
ne pas surestimer cette PHSSR.

— L’erreur relative Eppssr de la PHSSR obtenue avec la méthode ME-gPC (PHSSRyrgpc) et
la PHSSR obtenu avec la méthode de référence (PHSSRRgr) définie comme suit

|PHSSRME-gpc — PHSSRREF|

PHSSRREr (4'9)

Eppssr =

Dans le cas ou seul p est incertain, le dernier intervalle trouvé par la méthode ME-gPC est noté

I = [p1, pe]. Cet intervalle contient le saut (c’est-a-dire pi,,; € Ipy;). Ensuite, le point milieu pimiq

de l'intervalle est calculé, ce qui donne deux critéres. Le premier est ’erreur relative E entre le point

milieu de 'intervalle et la valeur de référence de la limite d’atténuation trouvée par la méthode de
référence :

& lrmia = "

4.10)
REF (

Hanl
ou M%ZF est la limite d’atténuation trouvée par la méthode de référence. La seconde est la différence
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relative D entre le point milieu et les limites de I'intervalle :

D= W (4.11)
mi

Dans le cas ou p et 11 sont incertains, le résultat de l'algorithme de la méthode ME-gPC sera
sous forme de plusieurs rectangles [ugk), ,ugk)] X [m gk), mgk)] (avec k = 1,..., K) contenant la limite
d’atténuation (voir la ligne noire dans la figure 4.8). Les différences relatives D, et D,, entre les
points milieux pimiq et 11,9 dans chaque direction de I’espace des parametres incertains et les bornes

correspondantes de ces intervalles sont calculées comme suit

’ (k) _ (k)
H1 Hmid
Dy=——7——— (k=1,...,K) (4.12)
(k)
Hmid
. ® _®)
M1~ — My
D,, = ‘1(k)md (k=1,...,K). (4.13)
M mid
Il est & noter que comme dans chaque direction de ’espace des parametres incertains les différences
ugk) — ul(llfi)d (resp. mgk) — 7711(1];)(1) sont égales, D, (resp. Dy, ) est le méme pour chaque élément.

4.3.3.2 Résultat pour un paramétre incertain : le coefficient de frottement

Dans cette section, seul le coefficient de frottement p est incertain et est régi comme précédem-
ment par une loi uniforme dans l'intervalle [0, 0.4].

Critére de la taille d’élément 6, = 1%. Tout d’abord, pour bien illustrer la méthode, la figure
4.14 montre les itérations successives de l'algorithme présenté en figure 4.5. L’ordre est p = 1 et
les critéres suivants sont utilisés : 6; = 0,7 - 1073 et 6y = 1%. L’algorithme s’arréte a la huitieme
itération, ce qui signifie que la variance du dernier élément est supérieure a 6y (voir équation (4.3))
mais que sa taille est inférieure a 3 = 1% de la taille de I’élément initial (voir équation (4.5)). Par
conséquent, la limite d’atténuation p,,; se situe dans cet élément.

La figure 4.15 montre également I’évolution de différents critéres d’arrét de I’algorithme toujours
pour §; = 0.7-1073, 3 = 1% et p = 1. L’algorithme nécessite 50 éléments pour localiser la valeur de
la limite d’atténuation. On peut bien voir que pour la derniere itération (les deux derniers éléments),
la taille des éléments devient inférieure au seuil du critére de la taille Jyi, = 02.Jp ou Jy est la taille
de I’élément initial et 85 = 1%. De plus, dans la derni¢re itération, seule la variance du deuxi¢me
élément est supérieure au seuil #1. Ce dernier contient alors la discontinuité.

Ensuite, afin de trouver la bonne combinaison entre les valeurs des différents criteéres et le cotit
de calcul, plusieurs simulations ont été réalisées avec des valeurs différentes de 61 et de 'ordre de p
du gPC. Le PEN est construit a chaque fois selon la méthode décrite dans la section 4.2.2.2.

Les résultats sont présentés dans le tableau 4.5 qui montre la comparaison entre les résultats de
la référence et ceux de la méthode ME-gPC pour 6 = 1%, p = 1,2 et 3 et pour différentes valeurs
du critere sur la variance 6.

Dans le cas ot il existe un saut, ’algorithme est toujours stoppé a cause du critere sur la taille 5.
Par conséquent, la largeur du dernier intervalle I,,,;; est la méme quelle que soit la valeur du critere
61 et de l'ordre p. Le dernier intervalle trouvé est I,,; = [0.2031,0.2063] (ou I,,,; = 0.2047 + 0.78%
ou 0.78% est 1ié aux bornes de l'intervalle). La taille de cet intervalle représente 0.8% du premier
intervalle [0,0.4] ce qui est bien inférieur a 6, = 1%. La valeur du point milieu est comparée a la
limite d’atténuation trouvée par la méthode de référence (voir tableau 4.1), erreur relative est égale

a 0.68%. La PHSSR, calculée & partir de la borne supérieure de l'intervalle [,ugk), ,ugk)], est égal a
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FIGURE 4.14 — Huit itérations jusqu’a 'arrét, par violation de (4.5), de l'algorithme de la méthode ME-gPC.
Le coefficient de frottement u est incertain, 6; = 0.7 - 1073, 6 = 1% et p = 1. (courbe noire) : la référence ;
(autres couleurs) : ME-gPC. (a) Itération 1; (b) Itération 2; (c) Itération 3; (d) Itération 4; (e) Itération 5;
(f) Itération 6; (g) Itération 7; (h) Itération 8.

51.57% ce qui conduit & une erreur relative par rapport a la méthode de référence égale & 0.097%. 11
est & noté que quand le nombre de simulations dépasse N’ = 100, l’algorithme est stoppé en vertu
de (4.2), 100 est indiqué dans le tableau et la discontinuité n’a pas été localisée.

Dans tous les cas, la valeur maximale du critere de variance 8, représente la valeur correspondant
a un changement du critére qui arréte ’algorithme. C’est-a-dire qu’apres cette valeur, c’est le critere
de variance 01 qui stoppe l'algorithme et non le critére sur la taille 85. Cela veut dire que pour chaque
élément on a a;k < 04, et donc soit il n’y effectivement pas de discontinuité soit la discontinuité n’a
pas été localisée. Dans la cas ou il y a présence d’une discontinuité, la valeur maximale de 6; est
la valeur optimale car elle correspond au nombre minimal de simulations nécessaire pour localiser
la limite d’atténuation. On observe également, que le nombre de simulations est plus faible lorsque
p = 1 que dans le cas ou p = 2 et p = 3 et la PHSSR reste constante puisque les intervalles I,,;
sont les mémes pour chacune des valeurs de p. Il apparait donc que p = 1 est le meilleur choix pour
Pordre du gPC en termes de précision et de cofit de calcul.
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FIGURE 4.15 — (a) Critére d’arrét de l'algorithme basé sur la méthode de ME-gPC, 6; = 0.7- 1073, 0 = 1%
et p=1. (b) Zoom de la figure 4.15(a).

ME-gPC
- 0.7 2 10 15 17
Critere de variance = 0.05 0.1 0.5 0.7 0.9
91(.1073) = 0.05 0.07 0.1 0.3 0.4
0, = 0.03 0.1 0.52 0.79 0.89
- (%) = 0.002 0.005 0.02 0.03 0.04
Maxgpr — Minggr - 0.002 0.003 0.005 0.01 0.02
= 100 100 52 53 53
Nbr de simulations = 94 79 78 78 71
= 100 99 99 89 80
PHSSR. (%) = 51.57
Epussr (%) 0.097

. - [0.2031, 0.2063)]
mid % 0.2047
E (%) - 0.68
D (%) z 0.78

ASERSERSHESELSEESH RS EES RS AS IS IS RS S SRS IS S SIS IS A SIS IS B S AL S IS
|
WN R WNFEWNRFRWN P WNRFRWNRFRWN = WNFWND -

TABLEAU 4.5 — Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur la ME-gPC,
03 = 1% et le parametre p est incertain.

Critére de la taille d’élément 6; = 5%. Afin de réduire le cotit de calcul, il est possible d’augmenter
la valeur du seuil 5. Les résultats obtenus pour 3 = 5% sont présentés dans le tableau 4.6. Dans
ce cas, le dernier intervalle est I,,; = [0.2,0.2125]. La taille de l'intervalle augmente par rapport au
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cas ou Ay = 1%, ce qui fait augmenter 'erreur relative Epyssr de 0.097% dans le cas ou 65 = 1% a
3.10% dans le cas présent. Le nombre de simulations diminue et devient égal & 40 pour ; = 10-1073
et p = 1. Ces valeurs sont évidemment beaucoup plus faibles que celles requises par la méthode de
la référence. L’ordre p = 1 reste le meilleur choix.

ME-gPC
p=1 10 15 20 25 29
Critere de variance p=2 0.5 1 2 3 4
01(.1073) p= 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5
0, p= 0.52 0.79 1.05 1.31 1.52
: (%) p=2 0.02 0.05 0.1 0.15 0.21
Maxgpr — Minger p=3  0.002 0.005 0.01 0.02 0.02
p=1 40 40 40 34 34
Nbr de simulations p=2 54 54 46 46 46
p=3 88 68 68 58 58
p=1
PHSSR(%) p=2 53.12
p=3
p prnd
Epussr (%) p=2 3.10
p=3
p =
L p=2 [0.2,0.2125]
p=3
p =
Hhmid p=2 0.20625
p=3
p =
E (%) p=2 0.072
p=3
p=1
D (%) p=2 3.03
p=3

TABLEAU 4.6 — Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur la ME-gPC,
02 = 5% et le parametre p est incertain.

4.3.3.3 Résultat pour deux paramétres incertains : le coefficient de frottement . et le coefficient
d’amortissement 1,

Dans cette section, le coefficient d’amortissement 7, est également supposé incertain et déterminé
par une distribution uniforme a l'intérieur de l'intervalle [0.1 , 2.1]. Le coefficient d’amortissement
190 est égal a 0,09.

Critére de la taille d’élément 0y = 1%. Comme précédemment pour illustrer la méthode, la figure
4.16(g) montre les itérations successives de 'algorithme présenté en figure 4.5 jusqu’a son arrét a
litération 7. L’ordre est p = 1 et les critéres suivants sont utilisés : 6; = 0.7 - 1072 et 6y = 1%.

Le tableau 4.7 résument les résultat obtenus pour 6o = 1%. Les différences relatives D, et D,,
sont égales & 0.61% et 6.62% respectivement. Comme précédemment, ’augmentation de la valeur
de 0 réduit le nombre de simulations. Comme dans le cas avec un parameétre incertain, la valeur
maximale du critere de variance 1 représente la valeur correspondant a un changement du critere
qui arréte l'algorithme. C’est-a-dire qu’apres cette valeur, c’est le critere de variance 1 qui stoppe
I’algorithme et non le critére sur la taille 2. Quelle que soit la valeur de p, la PHSSR, calculé a partir
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FIGURE 4.16 — Sept itérations jusqu'a l'arrét, par violation de (4.5), de l'algorithme de la méthode ME-gPC.
Les parametres p et 1; sont incertains, 03 = 11072, 63 = 1% et p = 1. (courbe noire) : la référence; (autres
couleurs) : ME-gPC. (a) Itération 1; (b) Itération 2; (c) Itération 3; (d) Itération 4; (e) Itération 5; (f)
Itération 6; (g) Itération 7.

des bornes supérieures des intervalles [,ugk), ,ugk)] X [mgk),mgk)] (avec k = 1,...,K) (voir la figure

4.17), est égal a 92,39% avec une erreur relative Eppgsr égale a 0,24%.

Critére de la taille d’élément 05 = 5%. Les résultats pour 6 = 5% sont présentés dans le ta-
bleau 4.8. L’erreur relative Epygsg augmente par rapport a la valeur obtenue pour 03 = 1% et elle
atteint Eppgsr = 1.31%. Le nombre de simulations diminue et devient égal & 448 pour #; = 20-1073
et p=1.

Ainsi, pour deux parameétres incertains, p = 1 demeure le choix optimal pour 'ordre de gPC en
termes de précision et de cott de calcul. La difficulté de la méthode est de trouver la valeur de 61 qui
permet d’identifier le saut et en méme temps d’obtenir le nombre de simulations le plus bas possible.

En conclusion, cette méthode basée sur une estimation de la limite d’atténuation a partir d’une
modélisation de 'amplitude des vibrations avec un chaos polynomial multi-éléments permet d’obtenir
des résultats satisfaisants. En effet, 'erreur sur la PHSSR (< 1,31% jusqu’a 0,24%) est faible avec
un colt de calcul limité (448 & 2122 simulations). L’idée de cette méthode n’étant pas tant de
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MFE-gPC
=1 1 10 20 2% 29
Critere de variance p=2 0.8 1 2 4 5
61(.10-3) p=3 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0, p=1 0.03 0.34 0.69 0.9 1.01
- (%) | p= 0.02 0.03 0.06 0.13 0.20
Maxrer — Minrer p=3 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03
p= 3723 2188 2183 2144 2122
Nbr de simulations p=2 4198 4236 4181 4172 4195
p=3 7168 7214 7239 7164 7293
p =
PHSSR (%) p= 92.39
p=3
p =
Epussr (%) p=2 0.24
p=3
p =
Du p=2 0.61
p =
p=1
Dy, p= 6.62
p=3

TABLEAU 4.7 — Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur le ME-gPC,
02 = 1% et les deux parametres p et 77 sont incertains.

ME-gPC
p=1 6 9 16 20 23
Critere de variance p=2 0.5 1 2 6 8
01(.1073) p=3 0.4 0.6 0.8 1 2
o, p= 0.2 0.31 0.55 0.69 0.8
— (%) | p= 0.01 0.03 0.06 0.2 0.27
Maxyc — Minyme D=3 0.01 0.02 0.02 0.03 0.06
p= 591 473 544 148 195
Nbr de simulations | p =2 938 706 704 583 585
p=3 1330 1265 1204 1265 1265
p =
PHSSR(%) p=2 93.37
p=3
p =
Epussr (%) p=2 1.31
p=3
p=1
D, (%) p=2 2.43
p =
p =
Dg (%) p= 22.11
p=3

TABLEAU 4.8 — Comparaison des résultats entre la méthode de référence et la méthode basée sur le ME-gPC,
02 = 5% et les deux parametres p et 77 sont incertains.

modéliser tres finement amplitude des vibrations mais plutdt de localiser une discontinuité dans le
profil de cette amplitude, I'utilisation d’un chaos d’ordre un suffit ce qui enleve la difficulté du choix
optimal de l'ordre. Un avantage majeur de cette méthode est la possibilité de choisir la précision sur
I’estimation de la limite d’atténuation donc sur la PHSSR & partir du choix de la valeur du seuil du

Page 72 sur 124



4.4. Conclusion
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FIGURE 4.17 — La limite d’atténuation dans le plan (u, n1). La référence est la ligne noire. Les derniers éléments
K’ qui restent a la fin de 'algorithme présenté en figure. 4.5 sont représentés par des carrés gris. Le c6té droit
des carrés (en rouge) constitue la valeur de la limite d’atténuation a partir de laquelle la PHSSR est estimée.
Les parameétres u et n; sont incertains, §; = 1-1073, 6, = 1% et p = 1.

critére fo sur la taille minimale de I’élément, qui peut étre exprimée en pourcentage de I'espace des
parametres incertains. La principale difficulté de cette méthode réside dans le choix de la valeur du
seuil du critere 61 sur le niveau de variance correspondant a un saut. Ce choix qui peut étre exprimée
en pourcentage des niveaux d’amplitudes est empirique.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, trois méthodes basées sur la théorie de chaos polynomial sont développées pour
prédire la propension & étre dans un régime atténué (PHSSR). Les deux premiéres méthodes sont
basées sur la théorie de chaos polynomial généralisé avec comme quantité d’intérét respectivement
la limite d’atténuation pour la méthode gPC1 et I'amplitude des déplacements pour la méthode
gPC2. La troisieme méthode, appelée méthode ME-gPC, est basée sur le chaos polynomial multi-
élément avec comme quantité d’intérét 'amplitude des déplacements. I est a noter que pour les
deux méthodes qui considérent ’amplitude comme quantité d’intérét (c.-a-d. les méthodes gPC2 et
ME-gPC), I'idée n’est pas tant de modéliser finement le profil de 'amplitude mais de localiser la
limite d’atténuation qui permet d’estimer la PHSSR.

Ainsi les trois méthodes présentées dans ce chapitre permettent d’estimer la PHSSR avec des
niveaux de précision et des cofits de calcul différents et des avantages et inconvénients propres.

Afin de choisir la méthode la mieux adaptée a la la phase d’optimisation des NES avec prise
en compte des incertitudes paramétriques, une comparaison des performances de ces trois méthodes
doit étre effectuée. La méthode gPC1 méme avec un ordre de chaos le plus bas (égal a 1) génere
un colt bien plus élevé que les deux autres. Ainsi le choix doit se faire entre les méthodes gPC2
et ME-gPC. Pour cela, les performances des deux méthodes sont comparées pour un méme niveau
de précision de l'ordre de 1 a 2% (cf. tableau 4.9). Pour ce niveau d’erreur de trés bonne qualité
en ingénierie, les deux méthodes génerent des cotits de calcul du méme ordre de grandeur. Ainsi le
choix doit s’appuyer sur d’autres criteres que le cotit. Comme d’une part, pour la méthode gPC2, il
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est tres difficile de choisir ’ordre de troncation du chaos a cause de la non monotonie du taux de
décroissance et que d’autre part, pour la méthode ME-gPC 'ordre du chaos optimal est toujours 1
et que la précision de la PHSSR peut étre choisie a travers la valeur du seuil sur le critére de la taille
minimale des éléments, le choix s’est porté sur la méthode ME-gPC. Il peut étre noté que ce choix
est conforté par le fait que cette méthode est plus facile & mettre en ceuvre que la méthode gPC2
pour un nombre de parametres incertains plus élevé.

Nombre de
ordre p simulations Epussr(%)
, p=15 408 1.03
Méthode gPC2 p=18 570 1.71
Méthode ME-gPC p=1 448 1.31

TABLEAU 4.9 — Comparaison des résultats entre la méthode gPC2 et la méthode ME-gPC.
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Chapitre 5. Etude théorique du modele de systéme frottant couplé a deux NES

5.1 Introduction

Dans la partie I de ce manuscrit, il a été montré que, dans le cadre de 'atténuation de cycles
limites d’un systeme mécanique instable a I'aide des NES, une discontinuité est observée dans le pro-
fil de 'amplitude vibratoire du systeme. Cette discontinuité, qui correspond au passage brutal d’un
régime ol les cycles limites sont atténués a un régime ou les cycles limites ne sont pas atténués, rend
Pefficacité des NES tres sensible a la dispersion des parametres du systéme mécanique primaire. Afin
de concevoir des NES robustes, c’est a dire qui permettent au systéme primaire avec NES d’avoir
un comportement « str » (stable ou avec des cycles limites atténués) malgré les incertitudes para-
métriques du systéme primaire mais également des NES, une stratégie d’optimisation est proposée
dans cette seconde partie de la these. Les résultats de cette optimisation seront présentés au chapitre
suivant.

Dans ce présent chapitre, des aspects théoriques sont présentés en détail. La section 5.2 reprend
I'analyse asymptotique, tirée de [11], du systéme étudié (3.2). Le but est d’obtenir la valeur maximale
du coefficient d’amortissement des NES permettent I’existence de régime SMR. Le lien entre présence
de SMR et atténuation des cycles limites est étudié en section 5.3 a I'aide de simulations numériques.

5.2 Analyse asymptotique du modéle

5.2.1 Réécriture des équations du mouvement

Afin d’obtenir un systeme écrit sous une forme qui facilite I’étude théorique, quelques notations
sont introduites. Tout d’abord, 1’échelle de temps est changée en passant de ¢ a t* = wit puis la
notation " - " pour la dérivée par rapport au temps t* est utilisée. En considérant ces notations, le
systéme mécanique avec NES (3.2) prend la forme suivante :

Z1+mar+ 1 — p(l — a)2x2 + 5195:1” — ,uéga:% + np (L1 — hl)+

a1 (21 —hy) + oz —h)? =0 (5.1a)
ehy —i—nh(hl — i)+ a1 (b —x1) +a(h —x1)3 =0 (5.1b)
iy +mo(l — a)da + (1 — a)’xa + puwy + pé123 + Sax3 + np (a2 — ho)+
+ay (@2 — he) + a(zg — hg)* =0 (5.1¢)
eha + 1 (ha — @2) + a1 (ho — 22) + a (ha — 22)* = 0, (5.1d)

avec wy/w1 = 1 —a, 61 = @1/w?, 0o = @o/w?, a1 = & /wi et a = @ /w?. De plus € = my,/m et
0 < € < 1 en supposant que la masse du NES est tres inférieures a celle du systéeme primaire.

Nous supposons également que les parameétres 71, n2, i, 01, d2, Mp, @ et a sont petits (c.-a-d. de
l'ordre de l'ordre de grandeur de € et donc 11,12, i, 91, 02, Mk, @, a ~ O(€)). De plus, comme la raideur
linéaire du NES est censée étre tres inférieure & la raideur cubique, il est indiqué que ay/a ~ O(€?).

Afin d’effectuer ’analyse asymptotique, les parametres du systéme sont redimensionnés en tenant
compte des hypotheses précédentes :

« 1
= o == i="5 (5.2a)
€ € €
~ 0
iy = B= 2 5y = = (5.2b)
€ € €
- a - [0} - a1
a 67 « 67 aq 637 ( C)

avec 11, 12, fi, 01, 02, fp, @, &, & ~ O(1).
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En utilisant les parametres redimensionnés (5.2), ’équation (5.1) devient :
i + ey + o1 — efi(1 — ea)?xy 4 €d123 — 2 fidox + enpy (i1 — hy)+
Say (x1 —hi) +ed (v —h)* =0 (5.3a)
hi +iin(hy — @1) + €261 (b —21) + @ (hy —21)* =0 (5.3b)
iy 4 efo(1 — €@)io + (1 — €d)?wy + efixy + €2[ib125 + €daxs + €ifp (i — ho)+
a1 (x2 — ho) + €d (v — he)® = 0 (5.3¢)
hio + fip(he — @2) + €2a1 (he — 22) + @ (he —22)* = 0. (5.3d)

Dans la suite 'analyse asymptotique de (5.3) est effectuée.

5.2.2 Calcul du flot lent

La dynamique lente ou flot lent de (5.3) est calculée dans cette section. Pour cela une méthode de
moyennage appelée méthode de complexification-moyennage (ou en anglais « Complezification-
Averaging method » (CA-X)) est utilisée. Cette méthode a été introduite par Manevitch [91] puis
discutée en détail dans 'ouvrage [153].

Tout d’abord, pour simplifier les calculs suivants, il convient d’introduire les coordonnées bary-
centriques u;(t) et v;(t) (avec i = 1,2) par le changement de variables suivant :

u; = x1 + €hq, v1 =x1 — h, (5.4)
Uy = T + €ho, v9 = T9 — ho, 55)
et réciproquement,
U1 + €Vt Uy — v
_ hi = 5.6
o e+1 "’ ! e+1 "’ (56)
U9 + €V U2 — V2
_ hi = . 5.7
2 e+1 7 ! e+1 (5.7)

En utilisant les équations (5.4-5.7), ’équation (5.3) est écrite comme suit

fre (g +ev1)  up +evy  efi(ae — 1) (ug + €vo)

UL+ e+ 1 + e+ 1 B e+ 1 +
5 3 25 - 3
€01 (uy + €vy) € 2f1(ug + €vg) _0 (5.8)
(e+1)3 (e+1)3
. 9~ me(u + €v1)  ug + evy efi(ae — 1)2(U2 + €vg)
1 _
U1+ € (L+e)v + T 1 ]
~ o €0 (uy + ev1)®  E2dafi(ug + evy)?
1 1 3 — =0 (5.8b
M (1+e€) 0 +a(l+e) o]+ (e 1) (c+ 1) ( )
i — nae(ae — 1) (tg + €va) n (Ge — 1)%(ug + €vg) n efi(ur + ev1)+
2 e+1 e+ 1 e+1
€do(ug + ev2)®  €201ji(ug + evy)? _0 (5.80)
(e+1)3 (e+1)3 '
. 9. noe(de — 1) (tig + €ty) (@€ — 1)%(ug + eva)  €fi(uy + evy)
1 _
bpt €ar (1+€)vp e+1 e+1 e+1
5 3 25 - 3
i (L4 €)oo+ 6 (14 e)od 4 2z tevn)’ @l +en)” o0 oy,

(e+1)° (e+1)?
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La complexification consiste a introduire les variables complexes suivantes :

Y1 =y + jwsiur, Yo = 01 + jwstvr, (5.92)
Y3 = tg + jwstug, Yy = U2 + jwsva. (5.9b)
oll j2 = —1 et wy est la pulsation pour laquelle la réponse du systéme en régime permanent est

supposée osciller. Ici, wg = 1.

Ensuite, les variables w1, v1, v1, ua, v9, v et leurs premiere et deuxieme dérivées par rapport au
temps t* sont exprimées en fonction des variables complexes v; (avec i € [1,4]) :

u = W U = %2]‘[’3 (5.10a)
i = wlgwl g = w‘”’;% (5.10b)
iy = 4y — % (n +%1), iip = 43 — % (s +3), (5.10c)
v = 7”2_]% vy = 7’[’42_3"[’4 (5.10d)
n=210 =Pt (5.10¢)
i1 = o — % (¢ + ), By = by — % (Y1 + %), (5.10f)

ol 1, est le complexe conjugué de ;.

Les variables uq, v1, us et vo peuvent étre décomposées en une composante rapide et une com-
posante lente. Pour cela, la représentation suivante est introduite

1 = gre”, Py = ¢oelt”, (5.11a)
g = pze’”, by = puelt’, (5.11b)

ott ¢; (avec i € [1,4]) est 'amplitude complexe (lentement variable) de la composante e/” oscillant
rapidement & la pulsation wg = 1.

En substituant les équations (5.10) dans (5.8) on obtient un systéme d’équations différentielles
complexes équivalent au systéme initial (5.3). Ensuite, en utilisant la représentation (5.11) et en
moyennant sur une période égale a 2w, on obtient un systéme d’équations décrivant le comportement
des amplitudes complexes lentes ¢; (avec i € [1,4]). Enfin, puisque 0 < € < 1, un développement
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limité au premier ordre de ces équations autour de ¢ = 0 est effectué ce qui donne finalement :

ek 2
¢1 = —;j6<¢1 <3514|¢n —Jin+ 1) + d3pn — ¢2> (5.12a)
- 2 - 2 o R 2
b=y (W 61— (1 - m)) + ;(5’”0@2 9ol + 336516
+ ¢1(h — J) — G2(n — 1) — J¢3ﬂ> (5.12b)
52
b3 = %je <¢>3 <352 lfbg' + Jin — 2&) + ¢1fi + ¢4) (5.12¢)
- 2 - 2 AR
by = %j <3a¢44|¢4| + s — (1 —jﬁh)> n ;j6<3a¢4 | Z3¢>352 |¢3]
+ ¢1p— d3(1+2a — jij2) + da(l + jﬁh))- (5.12d)

L’équation (5.12) décrit la forme compleze du flot lent du systeme (5.8), sa variété critique est
calculée dans la section suivante.

5.2.3 Calcul de la variété critique

Le flot lent décrit par I’équation (5.12) peut étre écrit comme suit :

b1 = ef1 (¢1, P2, b3, ba) (5.13a)
b2 = f2 (¢1, b2, b3, Pa,€) (5.13b)
b3 = €fs (¢1, o, P3, ba) (5.13¢c)
b4 = f1(P1, b2, b3, ba.€) | (5.13d)

qui met en évidence la nature « lente/rapide » du systéme. Ici, la terminologie introduite par Gendel-
man et Bar [47] est préférée, c’est-a-dire que les termes rapide et lent sont remplacés respectivement
par les termes lent et super-lent, le terme rapide étant réservé pour désigner I’échelle de temps cor-
respondant aux oscillations rapides du terme e/*". Par conséquent, le systéme (5.13) se compose de
deux variables complexes super-lentes ¢1 et ¢3 car leur dérivée temporelle est de 'ordre de € et deux
variables lentes ¢ et ¢4 car leur dérivée temporelle est de 'ordre de 1.

De fagon totalement équivalente, ’équation (5.13) peut étre reformulée en passant de I’échelle de
temps lente t* a ’échelle de temps super-lente 7 = €t*, ce qui donne :

D) = fi1 (P1, 2, D3, By) (5.14a)
€@y = f2 (P1, Do, 3, Py, €) (5.14b)
Dy = f3(P1, g, D3, Py) (5.14c)
€@y = f1 (D1, Pa, B3, Py €), (5.14d)

ot/ = &L et ®;(7) = ¢; (t = T). Les solutions du systéeme super-lent/lent (5.13) (et (5.14)) peuvent
présenter des périodes lentes et super-lentes caractérisées par la vitesse a laquelle la solution évolue
dans le temps. S’il est impossible d’obtenir la solution analytique globale du systeme, il est en
revanche possible de décrire séparément les périodes lentes et super-lentes par une approche aux

échelles de temps multiples. En général c’est la méthodes des échelles multiples de Nayfeh [101] mais
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dans [11] c’est Uapproche géométrique de la théorie des perturbations singuliéres [68] qui est utilisée.

Cette approche consiste & poser € = 0 dans (5.13) et (5.14), ce qui conduite respectivement & :

$1=0 (5.15a)

b2 = f2 (b1, P2, b3, b4,0) (5.15b)

$3=0 (5.15¢)

Q'54 = f4 (¢15¢25¢35¢450)) (5 15d)

qui est le sous systéme lent, et

= f1(P1, P2, P3, Py) (5.16a)

0= f2 (q) ¢25®37¢470) (516b)

D4 = f3(P1, Pa, B3, Pa) (5.16¢)

0= f1(P1, P2, D3, P4,0), (5.16d)

qui est le sous systéme super-lent. Ces deux sous systémes ne sont pas équivalents (d’ou la déno-
mination de systéme singuliérement perturbé). En effet, la solution du sous systéeme (5.15) (resp.
(5.16)) représente la solution asymptotique, quand e tend vers zéro, de (5.13) (et (5.14)) pendant les
périodes lentes (resp. super-lentes).

Le sous systeéme super-lent est un systeme algébro-différentiel et les équations algébriques (5.16b)
et (5.16d) définissent la variété critique CM pour «Critical Manifold» [68]) du systeme. La CM est
le sous-espace de C* proche duquel évolue le systéme pendant les périodes super-lentes et se définit
de la fagon suivante :

CM = {(217227Z37Z4) € (C4 ’ {f2 (Zla227 23, Z470) = 0? f4 (21,22,23,24,0) = O}} (517)

En regardant les équations (5.12b) et (5.12d), on voit que les fonctions fo (@1, Do, P3, Py, 0) et
fa (@1, Do, D3, Py, 0) ont des expressions similaires. Apres quelques étapes de calcul on montre que
les équations (5.16b) et (5.16d) ont la forme équivalente suivante :

®y(7) = o) F (|P2(7)]) (5.184)
P3(7) = Pu(7)F (|Pa(7)]), (5.18b)
ou la fonction complexe F' est définie par
. 3a .
F(X) = Fa(X) + jFi(X) =1 = =2 X* = jijs. (5.19)

L’équation (5.19) montre que la fonction F' dépend uniquement des parameétres du NES & et
Nr. De plus, le fait que les équations (5.18a) et (5.18b) soient définies avec la méme fonction est la
conséquence directe de 'utilisation de deux NES identiques.

La prochaine étape consiste a écrire la CM dans l’espace des nombre réel. Pour ce faire, les
coordonnées polaires suivantes :

®;(7) = Ni(1)e?® () for i = 1,2, 3,4, (5.20)
sont a nouveau introduites dans (5.18). Le module et 'argument de (5.18a) et (5.18b) sont ensuite
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successivement calculés, ce qui conduite & :

NE = N3 [Fr(No)? + Fy(N2)?| = H(N>) (5.21a)
©1 = Oy + arg (F(N2)) (5.21b)
N} = N} [Fr(Na)* + Fi(Ny)?| = H(Ny) (5.21¢)
O3 = O4 + arg (F(NVy)) . (5.21d)

Les extrema locaux Y, et Yy de la fonction réelle H(X) sont donnés par les racines positives de
sa dérivé H'(X). Un calcul élémentaire montre que ces extrema ont pour abscisses respectives X,
et X s dont les expression sont :

et

a

9 |24 4/1-372
Xm =3 S (5.22)

9 [2—4/1-37
Xy=2y—¥ "

; - (5.23)

Un exemple typique de CM (ou plus exactement de la fonction H qui représente la partie ampli-
tude de la CM) est présenté en figure 5.1. La forme en S de la CM que nous observons sur la figure
est une condition nécessaire pour obtenir la présence de SMR [143]. Dans le cas ou X < X, cette
forme en S est perdue et les SMR ne sont plus possible, cela se produit pour :

5 1
n < —=

- (5.24)

qui, en utilisant (5.2), devient :

H(X)

0.3

0.2

€

Mh < 73 (5.25)

(X, Yur)
(Xm,Ym)
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
X

FIGURE 5.1 — Fonction /H (X) qui représente la partie amplitude de la variété critique (cf. équation (5.21)).
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5.3 Lien entre présence de SMR et atténuation des cycles limites

En général dans les travaux sur les NES on utilise des valeurs du coefficient d’atténuation des NES
respectant la condition (5.25). Dans cette section nous montrons a ’aide de simulations numériques
que méme si cette condition n’est pas respectée 'atténuation des cycles limites est possible.

Dans notre étude, le rapport de masse entre le systéeme mécanique frottant et le systeme méca-
nique avec NES est € = 0.05. La valeur maximale du coefficient d’amortissement du NES permettant
I’existence de régime SMR est donc donnée par :

€

< — = 0.029. 5.26

"< (5.26)

Une illustration de la CM pour quatre valeurs de ny, de part et d’autre de n, = 0.029 est montrée

en figure 5.2. La disparition des extrema locaux, et donc de la forme en S de la CM, est bien dans
les cas ot np = 0.03 et 0.035 quand (5.26) n’est plus respectée.

Ny

FIGURE 5.2 — Variété critique pour diférentes valeurs de n;, et ¢, = 15000 N-kg=!-m—3.

La figure 5.3 montre en parallele la CM (figure 5.3(a) et zoom en figure 5.3(b)) et le profil de
'amplitude APV du systéme couplé (3.2) en fonction du coefficient de frottement s (figure 5.3(b) et
zoom en figure 5.3(d)). On observe que pour certaines valeurs de 7, supérieures a 0.029 la forme en S
est effectivement perdue mais une discontinuité est tout de méme observée dans le profil de APNES
(signe de latténuation des cycles limite avant la discontinuité). C’est le cas pour n, = 0.036735
(courbe bleue) et 7, = 0.042857 (courbe violette). On observe cependant que la hauteur de la
discontinuité est plus faible pour les grandes valeurs de np,.

Pour I’étude d’optimisation effectuée au chapitre 6, dans laquelle on rajoutera une condition sur la
hauteur de la discontinuité plus contraignante qu’au chapitre 4, on supposera que la valeur optimale
de coefficient d’amortissement 7y, peut étre supérieure a la valeur limite donnée par (5.26) mais pas
trop éloignée pour conserver des hauteurs de discontinuité suffisamment grandes. En pratique nous
prendrons 7, € [0,0.04].

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre il a été effectué une étude théorique du systéme étudié, constitué d’un systeme
frottant instable couplé & deux absorbeurs non linéaires de type NES (le tout étant modélisé par
le systeme d’équations différentielles (3.2)). Cette étude permet de trouver la valeur maximale du
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5 : . : : 7 1 : : : :
o 1 = 0.022449 e 1, = 0.022449
o 1, =0.028571 e 1, =0.028571
4t e 1, =0.036735 0.8 L e 1, =0.036735
o 1, =0.042857 : ® 1, =0.042857
e 1 =0.046939 ® 1, =0.046939
e 1, =0.053061 e 1, =0.053061
n, = 0.083673 ~ 0.6 7, = 0.083673
0.4
0.2
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Ny
(a) (b)
2 : : : : : :
o 1, =0.022449 r e 1, =0.022449
e 1, =0.028571 e 1, =0.028571
e 1, =0.036735 ® 1, =0.036735
— 1.5 e 1, =0.042857 ® 1, =0.042857
o 7, = 0.046939 [ ® 1, =0.046939 1
E e np =10.053061 e 1, =0.053061
N n, = 0.083673 n, = 0.083673
v 1} I
K
Z
3~
< 05 ,
0 L — . [ — . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.2
(c) (@

FI1GURE 5.3 — Illustration de régime SMR en fonction de la variation de 7. (a) Variété critique; (a) Zoom de
variété critique; (c) AYNFS; (d) Zoom de AYNES,

coefficient d’amortissement 7, permettant l'existence de régimes SMR. Le lien entre présence de
SMR et atténuation des cycles limites est étudiée a ’aide de simulations numériques du modele.
L’étude montre que méme si la présence de SMR n’est pas possible (7, est supérieure a la valeur
limite) I’atténuation des cycles limites peut étre observée ainsi qu'une discontinuité dans le profil de
Pamplitude vibratoire. La hauteur de la discontinuité (qui renseigne sur efficacité de l'atténuation)
est cependant plus faible pour les grandes valeurs de coefficient d’amortissement des NES. Par
conséquent, pour I’étude d’optimisation effectuée au chapitre suivant, il va étre supposé que la valeur
optimale de coefficient d’amortissement 7, peut étre supérieure a la valeur limite donnée par (5.26)
(les résultats nous montreront que cela peut effectivement arriver) mais pas trop éloignée pour
conserver des hauteurs de discontinuité suffisamment grandes.
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Chapitre 6. Résultats de |'optimisation sous incertitudes des NES

6.1 Introduction

Ce chapitre présente I'optimisation sous incertitudes des parametres des NES présents dans le
systeme (3.2). Tout d’abord, la section 6.2 présente le formalisme d’optimisation adopté ; inspiré de
la méthodologie proposée dans [14, 122]. Un nouveau critére de saut est ensuite défini en section 6.3.
Finalement, les résultats de 'optimisation obtenue avec la méthode ME-gPC (décrite en section 4.2.2
de ce manuscrit) sont présentés et comparés a une optimisation robuste de références en sections 6.4
et 6.5.

6.2 Meéthodologie de I'optimisation sous incertitude

Dans cette section nous présentons la méthodologie d’optimisation proposée par Missoum et
al. [14, 122]. Le probléme d’optimisation robuste du NES y est traité de deux manieres différentes
selon que les parametres physiques de conception sont déterministes ou aléatoires.

Nous adaptons ici la méthode en basant le probléeme d’optimisation sur la maximisation de la
propension du systéme a étre dans un régime atténué (PHSSR) que nous avons définies au chapitre 3
de cette these. Nous considérons que les parameétres de conception a optimiser sont les parametres
des NES : 7 le taux d’amortissement et ¢ la raideur non linéaire; et que seul le coefficient de
frottement i du systeme primaire est incertain.

6.2.1 Variables de conceptions déterministes (cas P)

Dans ce cas, les variables de conception du probléme d’optimisation sont directement les pa-
rametres physiques de conception dont on suppose qu’ils peuvent étre connus de fagon certaine.
L’objectif de la méthode est de trouver les valeurs optimales des parametres des NES en maximisant
la valeur de la PHSSR. Pour cela, pour chaque valeur de z4 € [x&mm) xfimax)} la PHSSR est déter-
minée dans ’espace des parametres incertains x,. On détecte ensuite le maximum de la PHSSR qui
correspond a la valeur optimale de x4. Il est possible de résumer la méthode de la fagon suivante :

Maximiser PHSSR (A(zq, zy,))

Sujet a x&mm) <y < m((imax)

\ (6.1)
ou  xg={mn,en},

Ty, = {p}

N

ou :

— PHSSR est la propension du systéme a étre dans un régime atténué, c’est le critere utilisé
pour optimiser le systéme,

— A(zg,z,,) est Pamplitude de déplacement du systéme primaire couplé (3.2) définie par I’équa-

tion (3.11) (on écrit maintenant A et non AYNFS pour alléger les notations). Cette amplitude

dépend a la fois des parameétres incertains z,, et des variables de conception x4,
(max)

— w&mm) et z, sont respectivement les valeurs minimales et maximales des variables de
conceptions z4. Ce sont dans les intervalles [xilmm) xémax)], appelé intervalles de concep-

tion, que les valeurs optimales de parametres de conceptions sont recherchées.

6.2.2 Variables de conception stochastiques (cas HP)

On considere ici que les parametres physiques de conception sont aléatoires de loi de probabilité
connue, ce qui se rapproche d’avantage d’une situation réelle, on sait notamment qu’il est presque
impossible d’obtenir une valeur exacte d’un coeflicient d’amortissement. Les parametres a optimiser
sont alors I'une des caractéristiques statistiques de ces parameétres (moyenne, variance...) et sont
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appelés hyperparameétres. Dans cette étude les hyperparametres considérés sont les moyennes 7j,
et pp, du coefficient d’amortissement et de la raideur cubique des NES respectivement.

Le processus d’optimisation consiste a diviser I’espace de conception en sous-espaces. Dans chaque
sous-espace un tirage de N valeurs des parametres de conception est effectué selon leurs lois de
probabilité (dans ce travail nous utilisons des lois uniformes). Pour chacune de ses valeurs la PHSSR
est calculée et la valeur optimale de x4 (ici de 7, ou ¢y) correspond au sous-espace ou la moyenne
des N valeur de la PHSSR est maximale. Cela peut résumer ainsi :

Maximiser ~ E[PHSSR (A(zq, zu))]

Sujet a x&mm) <y < :B((jmax) (6.2)
ou Tq = {ﬁha @h}v
Ty = {p}

N

ou :
— E est la valeur de l'espérance mathématique (la moyenne) de ’ensemble des évaluations de
la PHSSR.
— 1, est la moyenne de ’ensemble des valeurs du coefficient d’amortissement du NES.
— @y, est la moyenne de ’ensemble des valeurs de la raideur non linéaire du NES.

6.3 Nouveau critére de saut

Dans la partie I, la détection de la discontinuité était effectuée en comparant deux valeurs suc-
cessives de 'amplitude des cycles limites du systéme mécanique avec NES (3.2) selon I'équation (4.1)
avec un seuil o = 0.4; ceci pouvant éventuellement permettre de détecter des discontinuités d’am-
plitude relativement faible. Cependant pour la valeur de la raideur cubique des NES ¢}, utilisée, les
sauts observés étaient toujours de grandes tailles. Autrement dit, nous n’observions pas de cas ou la
différence d’amplitude avant et apres la discontinuité était juste supérieure a «.

Dans cette partie, I'une des variables de conception a optimiser est la raideur cubique des NES
et des résultats numériques préliminaires ont montré que pour de faibles valeurs de ¢}, des discon-
tinuités correspondant a une faible différence d’amplitude avant et apres la discontinuité étaient
observées. Dans ce cas la notion d’atténuation étant discutable, nous avons donc décidé, pour effec-
tuer 'optimisation des NES, de définir un nouveau critére définissant la discontinuité, appelé Critere
de Saut (CS). Pour étre considéré comme un saut la différence entre deux valeurs d’amplitude doit
maintenant étre au moins égale a la moitié de la plus petite des deux valeurs d’amplitude, soit :

Aap - Aav |

|
= > . .
Cs 205 (6.3)

ol Ag’pN ES représente 'amplitude du systeme mécanique avec NES (3.2) avant le saut et AZNFS est
celle apres le saut. Le critere (6.3) a aussi I’avantage d’étre un criteére relatif et non un critere absolu
comme c’est le cas dans (4.1).

6.4 Résultats de I'optimisation avec parameétres de conception détermi-
nistes

La premiere méthode de I'optimisation du NES considere que les parametres des NES sont dé-
terministes et sont donc directement les variables de conception & optimiser.
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6.4.1 Optimisation du coefficient d’amortissement du NES 7,

Dans cette section ’espace de conception est un espace a une dimension selon la variable 7y et
représenté par l'intervalle [0,0.04]. Le probléeme de I'optimisation (6.1) est danc résolu avec x4 =
nn € [0,0.04]. Les résultats sont exprimés en terme de colt de calcul, d’une part, et en termes de
précision par rapport & la méthode de référence, d’autre part. A cette fin, les quantités suivantes
sont introduites :

— pi* s valeur maximale de la limite d’atténuation ji,, correspondant donc a la valeur maximale
de la propension & étre dans un régime atténué, notée PHSSR™®*. La valeur de la PHSSR
maximale estimée par la méthode basée sur le ME-gPC est déterminée en utilisant les bornes
supérieures des derniers intervalles trouvés par 'algorithme présenté dans la figure 4.5. La

valeur est indiquée ui™* avec sa précision comme suit :

max | An
ml max
ml

(6.4)

Comme & chaque fois nous chercherons la limite d’atténuation dans l'intervalle p € [0,0.4] on
a pour la référence Ay = 0.4/N avec N le diviseur de I'intervalle [0,0.4] et pour la méthode
ME-gPC Ap = 0.46; ot 03 est défini a I’équation (4.4).

— FEppsspmex @ erreur relative de la PHSSR maximale obtenue avec la méthode basée sur le
ME-gPC (PHSSRy[g pc) par rapport & la PHSSR maximale obtenue avec la méthode de

référence (PHSSR G ence), €lle est définie comme suit :

référence

‘PHSS wax pe — PHSSRIZ

Eppggpmax = (6.5)
PHSS ig?é);ence
— ant : valeur optimale du coefficient d’amortissement des NES, c.-a-d. la valeur pour laquelle

X (et donc PHSSR™#) est obtenue. Comme 'espace de conception est discrétisée, la valeur

optimale s’exprime comme le milieu ngﬁd de 'intervalle plus ou moins la distance relative avec
les bornes inférieure et supérieure, notée n;l“f et 7, ¥ respectivement, ce qui donne :
nzuPi,r];Lnf
opt __ _mid 2
My =n0h * : (6.6)

mid

Th

— FE'rr : erreur relative de la valeur de conception optimale nzpt, obtenue avec le méthode ME-
gPC, par rapport a celle obtenue par la méthode de référence :

|(77}I;ﬂd)ME—gPC - (U;Lnid)référence|

Err = .
(Uﬁmd ) référence

(6.7)

6.4.1.1 Optimisation de référence

La valeur de référence de la valeur optimale du coefficient d’amortissement des NES, notée
(nzpt)référence, est obtenue en résolvant (6.1) ou lamplitude A(xg,x,) et donc la limite d’atténua-
tion sont obtenues directement a partir de la simulation numérique de (3.2). Pour ce faire l'intervalle
[0,0.04] est découpé en 50 sous-intervalles de largeurs égales. Pour gagner en temps de calcul, la limite
d’atténuation p,,; et la PHSSR sont d’abord calculées pour chacun des sous-intervalles de fagon gros-
siére en utilisant 1000 valeurs du coefficient de frottement (avec u € [0,0.4]) et en utilisant le critere
(6.3). La figure 6.1 montre la variation de la PHSSR (figure 6.1(a)) et de la limite d’atténuation (fi-
gure 6.1(b)) en fonction de 7. Cette premiére étape nous permet de localiser I'intervalle dans lequel
se trouve la valeur optimale du parametre de conception ()" ") éference, il s’agit de [0.0208,0.028] ou
la PHSSR est maximale (PHSSR™** = 50.10% + 0.19%) mais constante du fait de la discrétisation
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6.4. Résultats de I'optimisation avec paramétres de conception déterministes

trop grossiére en p. Afin d’affiner ce résultat de référence, la PHSSR est calculée dans l'intervalle
N € [0.02,0.03] ; le méme pas de discrétisation est utilisé pour 7, mais avec cette fois 10 000 de p
sont utilisées pour déterminer la limite d’atténuation pour chaque sous-intervalle. Le nombre total
de simulations nécessaire pour obtenir la référence est donc égal a 50 x 1000 4+ 10 x 10000 = 150 000.

1 1

0.2}

% ~ 0.18

z g

T

A 0.16 |

35 : . . 0.14 . ! I
0 0.01 002 003  0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
Tih T

(a) (b)

FIGURE 6.1 — Résultat de la premiére étape de Poptimisation de référence. (a) PHSSR et (b) p,,; en fonction
de 1y, avec ¢, = 140 000 N-kg~!-m—3.

La figure 6.2 montre la nouvelle variation de la PHSSR (figure 6.2(a)) et la limite d’atténua-
tion (figure 6.2(b)) en fonction de 7. Dans ce cas, (U™ )éfsrence = 0,2004 £ 0.02% ce qui donne
(PHSSR™®) ¢érence = 50, 1% £ 0.02%. La valeur de conception optimale du coefficient d’amortisse-
ment correspondante est (nzpt)référence =0,0240 =+ 3.33%.

50 1_\« 02}
X:0.024
Y:50.1
% 45 ~ 0.18
D) g
s =
[al
40l 0.16 +
. . . 0.14 . . .
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04
TIh T

(a)

(b)

FIGURE 6.2 — Résultat de la sconde étape de I'optimisation de référence. (a) PHSSR et (b) m; en fonction
de ny, avec ¢, = 140 000 N-kg—!-m—3.

6.4.1.2 Optimisation avec la méthode ME-gPC

La valeur optimale du coefficient d’amortissement des NES, notée (nzp t)ME_ng, est obtenue en
résolvant (6.1) ou 'amplitude A(zq4,z,) et donc la limite d’atténuation sont cette fois déterminées
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par la méthode basée sur le ME-gPC décrite au chapitre 4 de ce document.

Les résultats de l'optimisation avec cette méthode ainsi que la comparaison avec les résultats
obtenus par la référence sont présentés au tableau 6.1. L’ordre du gPC est p = 1, le seuil sur la
variance est #; = 2-1072 et trois valeur du seuil sur la taille des éléments sont sont utilisés : fy = 1%,
0.1% et 0.001%.

Temps
Nb de max max opt
simulations de Ml PHSSR EPHSSRmaX ’r]h Err
calcul
s 2.15 0.20044+ | 50.10% +
Référence 150000 jours 0.02% 0.02% — 0.0240 + 3.33% —
ME-gPC
_ 1.70 0.2031+ | 50.78% =+ [0.0204,0.0277] =
9. 3 )
(01 =2-10 4324 heures | 1.97% 1.97% L35% 1 241 & 15.14% 0.41%
et 92 = 1%)
ME-gPC
_ 2.06 0.20044= | 50.09% =+ [0.0204,0.0277] =
9. 3 )
(0h =2-10 5165 heures 0.2% 0.2% 0.02% 0.0241 £ 15.14% 0.41%
et 2 = 0.1%)
ME-gPC
(6h=2- 10-3 3.23 0.20044= | 50.09% =+
ot 7026 heures 0.02% 0.02% 0.02% 0.0237 £ 3.33% 1.25%
02 = 0.001%)

TABLEAU 6.1 — Comparaison entre I'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC. Le
parametre de conception est 7.

Les figures 6.3(a) et 6.3(b) montrent respectivement la variation de la PHSSR et de la limite
d’atténuation en fonction de 7, avec 62 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal a
4324. La valeur optimale est (ﬁzpt)ME_ng = 0.0241 £ 15.14%. La valeur maximale de la PHSSR
correspondante est 50.10% avec une erreur par rapport la référence Epyggrmax = 1.35%.

Les figures 6.4(a) et 6.4(b) montrent respectivement la variation de la PHSSR et de la limite
d’atténuation en fonction de 7, avec 3 = 0.1%. Bien que dans ce cas la nouvelle valeur de 6o
’ e opt .1 . . .
n’a pas d’influence sur 7", il introduit par contre un changement de la valeur maximale de la
limite d’atténuation qui devient (upi*)megpc = 0.2004. PHSSRYE .pc = 50.09% qui implique
Eppssprmex = 0.02% par rapport la référence. Cette erreur est inférieure a celle dans le cas ou
0> = 1% mais le nombre de simulations augmente et devient égal & 5165.

Les figures 6.5(a) et 6.5(b) montrent respectivement la variation de la PHSSR et de la limite
d’atténuation en fonction de 7, avec 63 = 0.001%. Dans ce cas on a (ant)ME_ng = 0.0237 £ 3.33%
ce qui implique une erreur relative Err = 1.25% par rapport la référence qui augmente donc par
rapport aux cas précédents. Ceci n’est pas illogique puisque que 'erreur est calculée en fonction des
milieux des intervalles. Le nombre total de simulations est égal a 7026, un nombre 22 fois plus petit
que celui nécessaire acec la référence.

Les plateaux observés dans les figures précédentes sont dus au fait que pour deux valeurs proches
de 7y la limite d’atténuation est observé dans le méme élément. Ceci est donc lié a la valeur du
seuil #o, plus il est faible plus nous pouvons localiser finement la limite d’attenuation, avec en contre
partie une augmentation du coiit de calcul. L’effet de la diminution de 6, s’observe plus facilement
sur la figure 6.6 qui superpose toutes courbes précédentes.

Finalement, avec un coiit de calcul beaucoup plus faible que la référence, la méthode proposée
permet d’identifier la valeur du coefficient d’amortissement du NES optimale en tenant compte de
la dispersion du coefficient de frottement.
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FIGURE 6.3 — (a) PHSSR et (b) ji,,,; en fonction de 7y, pour 62 = 1%, ¢, = 140 000 N-kg=!-m~3. Les limites
d’atténuation sont déterminées a l'aide de la méthode ME-gPC.
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FIGURE 6.4 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de 1, pour 8y = 0.1%, ¢, = 140 000 N-kg~!-m
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=3, Les limites

d’atténuation sont déterminées a l'aide de la méthode ME-gPC.

6.4.2 Optimisation de la raideur non linéaire du NES ¢,

Le but est ici de trouver la valeur optimale de la raideur cubique des NES ¢} supposée ici
déterministe. Pour cela les critéres suivants sont définis :

opt
— @

: valeur optimale de la raideur cubique des NES pour laquelle pni* (et donc PHSSR™*¥)

est obtenue. Comme précédemment, ’espace de conception étant discrétisée, la valeur opti-

male s’exprime comme le milieu gozmd de l'intervalle plus ou moins la distance relative avec
. 7. s 23 1 su . .
les bornes inférieure et supérieure, notée go}?f et v, P respectivement, ce qui donne :

sup _ _inf

. ) Prh_—%h
o = E — (6.8)

mid

— Err : erreur relative de la valeur de conception optimale gozpt, obtenue avec le méthode ME-

Page 93 sur 124



Chapitre 6. Résultats de |'optimisation sous incertitudes des NES
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FIGURE 6.5 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de 7, pour 6 = 0.001%, ¢, = 140 000 N-kg=*-m~3. Les
limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode ME-gPC.
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FIGURE 6.6 — Comparaison entre les stratégies d’optimisations de référence et ME-gPC de 7, € [0 0.04] avec
¢n =140 000 N-kg=t-m 3. (&) pimi; (b) Zoom de fi,,;; (a) PHSSR; (b) Zoom de la PHSSR.
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gPC, par rapport a celle obtenue par la méthode de référence :

| ((pznid ) ME-gPC — ((pglid)référence

Err = -
(@?ld ) référence

6.4.2.1 Optimisation de référence

Nous suivons une stratégie similaire & celle de la section précédente avec maintenant un coefficient
d’amortissement 7y, fixé & 0.024 et une raideur cubique du NES ¢}, variable que I’on souhaite optimi-
ser. Dans un premier temps, pour ce faire une idée de l'intervalle de conception, une premiere série
de simulations est effectuée avec ¢;, € [0,900 000] N-kg=!-m~3, la figure 6.7 en montre les résultats.
On observe que la limite d’atténuation décroit de fagon monotone avec la raideur cubique. La valeur
optimale est donc la plus faible valeur de ¢, pour laquelle le critére de saut (6.3) est respecté.

Pour I’étude, on choisit un intervalle de conception ¢, € [0,150 000] N-kg~'-m~2 que I'on di-
vise en 100 sous-intervalles de largeurs égales et la limite d’atténuation est calculée pour chaque
sous-intervalle directement & partir du modele (3.2) en utilisant 1000 valeurs de p, toujours dans
I'intervalle [0, 0.4]. Le nombre de simulations est donc égal & 100 x 1000 = 100 000.

60 0.24
e 5 0.22 1
o0 ~
2 £
) =
A 50 0.2}

45 ‘ ‘ - - 0.18

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
©h % 10° ©n X 10°

FIGURE 6.7 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et ¢p, € [0 900 000] N-kg=t-m~3. Les
limites d’atténuation sont déterminées a ’aide de la méthode de référence.

La figure 6.8 montre 1’évolution du critere de saut CS (6.3) en fonction de ¢p. On peut voir
que pour de faibles valeurs de ¢, (@ € [0 46970] N-kg='-m~3) un saut existe mais, comme dit
précédemment, nous estimons que la différence entre les amplitudes des cycles limites avant et apres
le saut est trop faible pour que les régimes concernés puissent étre qualifiés d’atténués. La valeur
optimale est donc ici (cpzpt)référence =46 970+3.22% N-kg~'-m~3, ce qui corresponde & PHSSR™?* =
52.25% + 0.19%.

La figure 6.9 montre la variation de la PHSSR (figure 6.9(a)) et de la limite d’atténuation (fi-
gure 6.9(b)) en fonction de @y,

6.4.2.2 Optimisation avec la méthode ME-gPC

La valeur optimale du coefficient de la raideur cubique des NES, notée ((P(f)bpt)ME—gPC, est encore
une fois obtenue en résolvant (6.1) ou l'amplitude A(z4,x,) et donc la limite d’atténuation sont
déterminées par la méthode basée sur le ME-gPC décrite au chapitre 4 de ce document.

Les résultats de l'optimisation avec cette méthode ainsi que la comparaison avec les résultats
obtenus par la référence sont présentés au tableau 6.2. Comme dans la section précédente, ’ordre du
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FIGURE 6.8 — Evolution du critére de saut CS en fonction de ¢y,.
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FIGURE 6.9 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢p, pour n, = 0.024 et @), € [0 150000] N-kg=1m~3. Les
limites d’atténuation sont déterminées a 1’aide de la méthode de référence.

gPC est p = 1. Comme décrit en section 4.2.2.1, la limite d’atténuation est approchée par la borne
supérieure du dernier élément trouvé. Comme pour la référence les valeurs de ¢y sont prises dans
[0,150000] N-kg~!-m~3 que I'on divise en 100 sous-intervalles de largeurs égales.

La figure 6.10 montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de
pn avec 1 = 3.3 - 1073% et 63 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal & 6652. La
valeur optimale est (gozpt)ME_gpc = 33333+ 4.5% N-kg7'-m~3 ce qui donne une erreur par rapport
la référence Err = 29.03%. La valeur maximale de la PHSSR est PHSSR™** = 53.90% ce qui donne
une erreur par rapport la référence Eppyggrmax = 3.15%.

Afin de diminuer ces erreurs, les valeurs des seuils 6 et 65 sont changées comme indiqué dans le
tableau 6.2.

La figure 6.11 montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de ¢y, avec
01 =4.2-1073 et 6 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal a 5817. La valeur maximale
de la PHSSR est égale & PHSSR™®* = 53.13% ce qui donne une erreur par rapport la référence
Eppssprmax = 1.68%. La valeur optimale de ¢y, est (cpzpt)ME_gpc =39394 + 3.4% N-kg='-m—3 ce qui
donne une erreur par rapport la référence Err = 22.51%. Ces résultats sont meilleurs, en termes de
coiit de calcul et de précision par rapport au cas précédent ou 61 = 3.3% et 05 = 1%. 1l faut noter
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Temps
Nb de max max ; opt
simulations de Fml PHSSR. Epnsspmex Ph Err
calcul
»y 1.49 0.2090+ | 52.25% +
Référence 100000 jours 0.19% 0.19% - 46970 + 3.22% —
ME-gPC
(6, =3.3- 10-3 6652 2.64 0.2153:& 53'90?;:‘: 3.15% 33333 +4.50% | 29.03%
ot 05 = 1%) heures 1.86% 1.86%
ME-gPC
(6, =4.2- 10-3 5817 2.31 0.21254 | 53.13% 1.68% 39394 4+ 3.40% | 22.51%
et s — 1%) heures | 1.88% 1.88%
ME-gPC
(6, =4.5- 10~3 5804 2.30 0.2125% | 53.13% & 1.68% 40909 + 3.70% | 12.90%
et s = 1%) heures | 1.88% 1.88%
ME-gPC
(0, =4.8- 10~3 5706 2.25 0.21254 | 53.13% 1.68% 45454 + 3.33% | 3.22%
et s = 1%) heures | 1.88% 1.88%
ME-gPC
2.96 0.20934 | 52.34% + 46 970 £
—ar.10-3
(ztl . ?150 1?%) 102 pores | 0.19% | 019% | 030% 3.22%% 0%
2 = U.

TABLEAU 6.2 — Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC. Le
parametre de conception est ¢y,

ici que la diminution de nombre de simulation est due au changement de critére sur la variance 6.
En effet 'augmentation de ce dernier permet de faire converger 1’algorithme plus rapidement (cf.
section 4.3.3)

La figure 6.12 montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de
op avec 01 = 4.5% et 03 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal a 5804. La valeur
maximale de la PHSSR est PHSSR™#* = 53.13% ce qui donne une erreur par rapport la référence
Eppsspmax = 1.68%. La valeur optimale de ¢, est ((pzpt)ME_gpc = 40909 4+ 3.70% N-kg=!-m—3, ce
qui donne une erreur par rapport la référence Err = 12.90%.

La figure 6.13 montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de ¢y,
avec 01 = 4.8% et 0y = 1%. La valeur maximale de la PHSSR est PHSSR™** = 53.13% ce qui donne
une erreur par rapport la référence Epygsgmex = 1.68%. La valeur optimale de ¢y, est ((pzpt)ME_gpc =
45454 4+ 3.33% N-kg=!m~3 ce qui donne une erreur par rapport la référence Err = 3.22%. Dans ce
cas, le nombre de simulations est égal & 5706. Ce dernier est 17 fois moins important que le nombre
de simulation requis par la référence.

La figure 6.13 montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de ny,
avec 01 = 4.8% et 65 = 1%. La valeur maximale de la PHSSR est égale a PHSSR™** = 53.13%
ce qui donne une erreur par rapport la référence Eppsspmex = 1.68%. La valeur optimale de ¢y,
est (gozpt)ME_gpc = 45454 4+ 3.33% N-kg~'-m™3 ce qui donne une erreur par rapport la référence
Err = 3.22%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal a 5706.

Dans ces trois derniers cas la valeur identique de PHSSR™®* est encore une fois liée aux plateaux
que 'on voit sur les figures et évoqués dans la section précédente. Pour réduire les paliers entre
chaque plateau il faut diminuer le seuil #. C’est ce qui est fait dans ce dernier exemple présenté
dans la figure 6.14 qui montre la variation de la PHSSR et de la limite d’atténuation en fonction de
np avec 01 = 3.5% et 6 = 0.1%. La valeur maximale de la PHSSR est égale & PHSSR™** = 52.34%
ce qui donne une erreur par rapport la référence Eppssprmex = 0.35%. La valeur optimale de ¢y,
est (gOZpt)ME_gPC = 46970 + 3.33% N-kg='-m™3 ce qui donne une erreur par rapport la référence
Err = 0%. Cette erreur nulle veut simplement dire que dans ce cas la méthode ME-gPC fait aussi
bien que la référence. En contre partie le nombre de simulations augmente, il en effet est égal a 7023
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FIGURE 6.10 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢, pour n, = 0.024 et ¢, € [0 150000] N-kg=t-m~3. Les
seuils utilisés sont : 6; = 3.3-1073 et 6y = 1%.

55 0.22
—e—Référence —o—Référence
540 —e—ME-gPC:60; =4.2% 1073 et 6 = 1% | —e—ME-gPC:0; =4.2%107% et 6, = 1%
0.215 4
e 53t
n ~ 0.21¢F
cg :
52+
[l
0.205 +
51+
0.2+
50 +
0 0
4 4
©h 10 ©n x10
(a) (b)

FIGURE 6.11 — (a) PHSSR et (b) j,,; en fonction de ¢y, pour 1, = 0.024 et ¢p, € [0 150000] N-kg=1-m~3. Les
seuils utilisés sont : 6; =4.2-1073 et , = 1%.

ce qui est 14 fois moins important que le nombre de simulation requis par la référence.

6.4.3 Optimisation du coefficient d’amortissement 7, et de la raideur non linéaire ¢},

Dans cette partie on souhaite résoudre le probleme d’optimisation (6.1) en travaillant dans un
espace de conception a deux dimensions en considérant que le coefficient d’amortissement 7y et la
raideur non linéaire ¢p sont variables.

6.4.3.1 Optimisation de référence

La limite d’atténuation est déterminée directement avec le systéme (3.2) avec ¢, € [0,150000] N-kg=!-m~3
et np, € [0,0.04]. L’espace de conception est découpé en 1250 (50 selon 7y, x 25 selon 7;,) sous-espaces
d’aires égales. Pour chaque sous-espace la limite d’atténuation p, est déterminée par le critére (6.3)
en utilisant 1000 valeurs du coefficient de frottement (n € [0,0.4]). Le nombre de simulations est
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FIGURE 6.12 — S(a) PHSSR et (b) p, en fonction de ¢y pour 7, = 0.024 et ¢ € [0 150000] N-kg=t-m=3.
Les seuils utilisés sont : #; = 4.5-1073 et 0y = 1%.
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FIGURE 6.13 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢y pour n;, = 0.024 et ¢, € [0 150000] N-kg=!-m~3. Les
seuils utilisés sont : 6; =4.8-1073 et 6y = 1%.

donc égal a 1250 x 1000 = 1250000 avec un temps de calcul égal a 16.29 jours.

La figure 6.15 montre la variation de la PHSSR (figure 6.15(a)) et de la limite d’atténuation
(figure 6.15(b)) en fonction de ¢y, et ny. Les parties basses en bleues représentent les cas ol aucune
discontinuité (selon le critere (6.3)) n’a été observée dans le profile de 'amplitude de déplacement
A. Une vue du dessus de la figure 6.15(a) est montrée dans la figure 6.16. La valeur maximale de
la PHSSR est PHSSR™#* = 53.15% correspondant & une valeur optimale de la raideur non linéaire
(@Zpt)référence = 43750 4+ 14.28% N-kgfl-mf?’ et une valeur optimale du coefficient d’amortissement
(nzpt)référence égale & 0.0294 + 2.72% (cf. oval rouge sur la figure 6.16).

La figure 6.17 montre ’évolution de la PHSSR en fonction du coefficient d’amortissement ny, pour
des valeurs décroissantes de ¢j,. Pour les deux valeurs les plus élevées (figures 6.17(a) et 6.17(b))
Pallure de la PHSSR en fonction de 7y, lorsqu’un saut est observé (c.-a-d. quand la PHSSR est non
nulle), est similaire & celle observée en section 6.4.1 avec une courbe présentant un maximum avant
de décroitre puis de voir disparaitre les sauts et d’observer une PHSSR nulle. En revanche quand
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FIGURE 6.14 — (a) PHSSR et (b) g, en fonction de ¢, pour n, = 0.024 et ¢, € [0 150000] N-kg=t-m~3. Les
seuils utilisés sont : §; = 3.5- 1073 et 6, = 0.1%.
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FIGURE 6.15 — (a) PHSSR et (b) pi; en fonction de 1y, et ¢y, avec ¢, € [0 150000] N-kg=t-m =3 et 1, € [0 0.04].

op, diminue (figures 6.17(c) et 6.17(d)) la courbe devient croissante avec de tomber & zéro. Dans ces
cas, le maximum est donc la derniere valeur non nulle de la PHSSR. Globalement dans ’espace de
conception [0 0.04] x [0 150000] le maximum de la PHSSR mis en évidence par ovale rouge de la
figure 6.16) est observé dans une situation similaire a ces deux dernier cas.

6.4.3.2 Optimisation avec la méthode ME-gPC

Comme dans le cas de 'optimisation de référence, I'espace de conception est découpé en 1250 (50
selon 7, x 25 selon 7y,) sous-espaces d’aires égales. Pour chaque sous-espace la limite d’atténuation
est localisée a 1’aide de la méthode ME-gPC décrite au chapitre 4.

Les résultats de cette optimisation ainsi que la comparaison avec les résultats obtenus par la
référence sont présentés au tableau 6.3. Comme dans les sections précédentes, l'ordre du gPC est
p=1.

La figure 6.18 montre une vue de dessus similaire a celle montrée dans la figure 6.16 dans le cas
de la référence. Le seuil sur la variance est §; = 3.3 - 1073% et celui sur la taille des éléments est
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FIGURE 6.16 — Vue de dessus 6.15(a).
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FIGURE 6.17 — Variation de de la PHSSR en fonction de 1. (a) ¢, = 118 750 N-kg=t-m=3, (b) ¢, =
106 250 N-kg~1-m=3, (c) on = 56 250 N-kg~-m=3 et (d) @5 = 50 000 N-kg~'-m 3.

Page 101 sur 124



Chapitre 6. Résultats de |'optimisation sous incertitudes des NES

ME-gPC
Référence (6 =33-1073 et
0y = 1%)
Nb de simulations 1250000 91 986
Temps de calcul 16.29 jours 1.55 jours
Pourcentage de
réduction (%) i 9048
T 0.2126 + 0.19% 0.2188 + 1.83%
PHSSR™#* 53.16% + 0.19% 54.68% + 1.83%
FEpugsgmax - 2.78%
Pt 0.0294 =+ 2.72% 0.0310 =+ 2.58%
Err(ng) - 5.44%
cpzpt 43750 4+ 14.28% 37500 + 16.66%
Err(ep) - 14.28%

TABLEAU 6.3 — Comparaison entre I'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC. Les
parametres de conception sont 7y, et ¢p.

x10%

15

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Tl

FIGURE 6.18 — Vue de dessus dans le cas de la PHSSR dans le cas de 'optimisation par la méthode ME-gPC.

0> = 1%. La valeur maximale de la PHSSR est égale & PHSSR™** = 54.68% ce qui donne une erreur
par rapport la référence Eppgsrmex = 2.87%. Les valeurs optimales des parameétres de conception
correspondantes sont : (gpzpt)ME_gpc = 37500 £ 16.66% N-kg~'-m™3 ce qui donne une erreur par
rapport la référence Err(pp) = 14.28% et (ny"" )mm.gpc = 0.0310 + 2.58% ce qui donne une erreur
par rapport la référence Err(n,) = 5.44%. Dans ce cas, le nombre de simulations est égal & 91986, ce
qui est 13 fois moins que le nombre de simulation requis par la référence. Le pourcentage de réduction
de temps de calcul est égal a 90.48%.

Les erreurs et les intervalles de précisions relativement importants observés dans le tableau 6.3
sont diis & une discrétisation un peu trop grossiere de ’espace de conception d’une part et, dans le
cas de 'erreur Err, au fait que 'on compare des milieux d’intervalles d’autre part. Ces résultats
pourraient étre améliorés en discrétisant plus finement ’espace de conception.
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6.5 Résultats de I'optimisation avec parameétres de conception stochas-
tiques

La seconde technique d’optimisation dont la méthodologie a été décrite en section 6.2.2 considere
que les parametres des NES sont également incertains mais avec une loi de probabilité connue. Ainsi,
les variables de conception a optimiser ne sont plus directement les parametres des NES mais 'une
de leurs statistiques appelées hyper-parametres. Nous considérons dans ce travail des parametres de
conception qui suivent des lois de probabilité uniformes et la moyenne Z; comme hyper-parametre.
Encore une fois dans cette section seul le coefficient de frottement p est supposé incertain.

6.5.1 Optimisation HP du coefficient d’amortissement 7,
6.5.1.1 Optimisation de référence

Dans cette section, le probleme de l'optimisation 6.2 est résolu avec une seule variable de
conception 7, qui suit une loi uniforme de moyenne 7j,, la raideur cubique est fixée et égale a
©p, = 140 000 N-kg~'-m~3. L’espace de conception est découpé en N; = 5 intervalles comme indiqué
dans le tableau 6.4. Pour chaque intervalle les bornes inférieure et supérieure sont déterminées de
la fagon suivante : nitf = 7, — 0.1%, et 7;"® = 7, — 0.17);, ot A, est la moyenne. Les moyennes sont
choisies de telle sorte que la borne supérieure d’un intervalle coincide avec la borne inférieure de
I'intervalle suivant.

Dans chaque intervalle Ny = 10 tirages aléatoires du coefficient d’amortissement 7, sont effectués
suivant sa loi de probabilité uniforme. Pour chacun de ces 10 tirages la limite d’atténuation et la
PHSSR sont déterminées directement & partir de la simulation numérique de (3.2) (de fagon similaire
aux références des sections précédentes) en utilisant 10000 valeurs du coefficient de frottement .
La fonction objectif & maximiser est maintenant la moyenne E[PHSSR] des 10 valeurs de PHSSR
obtenues dans chaque intervalle.

Erreur sur la

Moyenne Moyenne max min moyenne pour

[yint o] théorique des 10 E[PHSSR] | PHSSR PHSSR . niveat de
h 2 'h " valeurs de (%) (%) (%) _

i 1 tirées conﬁag;e)-%%

0

[0.0117,0.0143] 0.0130 0.0129 48.36 48.77 47.87 0.1417
[0.0143,0.0175) 0.0159 0.0161 49.31 49.56 48.86 0.1086
[0.0175,0.0214] 0.0194 0.0193 48.85 50.01 49.66 0.0220
[0.0214,0.0261] 0.0237 0.0234 50.07 50.08 50.03 0.0005
[0.0261,0.0319] 0.0290 0.0284 49.90 50.03 49.67 0.0277

TABLEAU 6.4 — Résultats de 'optimisation de référence. Le parametre de conception est 7.

Le tableau 6.4 montre les résultats de référence de 'optimisation de 7. Pour chaque intervalle
la moyenne des 10 valeurs de ny, tirées est calculée et comparée a la valeur théorique 7). Les valeurs
moyenne E[PHSSR], maximale PHSSR™®* et minimale PHSSR™" de la PHSSR sont également
indiquées. Enfin, l'erreur sur la moyenne E[PHSSR] pour un niveau de confiance égale a 99%, calculée
par I’équation (2.14), est aussi montrée. Les valeurs trouvées (des erreurs inférieures a 1%) montrent
que le nombre de tirages Ny = 10 de 7, dans chaque intervalle est suffisant.

La figure 6.19 montre la variation de E[PHSSR], PHSSR™#* et PHSSR™™ (figure 6.19(a)) et la
variation de E[umy], 2% et ™" - les valeurs moyenne, maximale et minimale de la limite d’atté-
nuation respectivement - (figure 6.19(b)) en fonction de 7. Dans ce cas, la valeur maximale de la
fonction objectif est 50.07% qui correspond une valeur optimale de 7, égale a 0.0237. Le nombre de
simulation est égal a 5 x 10 x 10000 = 500 000.
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FIGURE 6.19 — Optimisation de référence. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™** et PHSSR™™ et (b) variation
de E[pm], g8 et p™ en fonction de 7.

ml

6.5.1.2 Optimisation avec la méthode ME-gPC

Le tableau 6.5 montre les résultats de 'optimisation de 7y par la méthode basée sur le ME-gPC.
L’ordre du gPC utilisé est p = 1 avec §; = 1-1073 et 6 = 1% puis fy = 0.001%. Comme on peut
le voir dans le tableau, le découpage de ’espace de conception est le méme que précédemment pour
Ioptimisation de référence et les mémes grandeurs y sont indiquées.

Erreur sur la
Moyenne | Movenne in | moyenne pour un
i ) thégri | des10 | E[PHSSR] | PHSSR™ | PHSSR™" N
> T i valeurs de (%) (%) (%) -
A . confiance = 99%
np, tirées (%)
0.0117,0.0143 0.0130 0.0129 48.82 49.21 48.43 0.2833
0.0143,0.0175 0.0159 0.0161 48.84 50 49.21 0.1776
[0.0175,0.0214] 0.0194 0.0193 50.07 50.78 50 0.0994
[0.0214,0.0261] 0.0237 0.0234 50.78 50.78 50.78 0
[0.0261,0.0319] 0.0290 0.0284 50.15 50.78 50 0.1765

TABLEAU 6.5 — Résultats de 'optimisation avec la méthode ME-gPC. Le parametre de conception est 7.

Le tableau 6.6 montre la comparaison entre I’optimisation de référence et celle obtenue avec la
méthode ME-gPC dans le cas ou 63 = 1% mais aussi 3 = 0.001%.

La figure 6.20 montre la variation de E[PHSSR], PHSSR™#* et PHSSR™™" (figure 6.20(a)) et la
variation de E[upy], 4m8 et p™n (figure 6.20(b)) en fonction de 7, dans le cas ot §; = 1-1073 et
02 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulation est égal a 4613. La valeur maximale de la fonction
objectif est 50.78% ce qui correspond & une valeur optimale de 7, égale a 0.0237. L’erreur, par
rapport la référence sur la valeur maximale de la moyenne de la PHSSR est Egjppgsgjmex = 1.41%
avec une réduction du temps de calcul égale & 98.98%. Dans les trois derniers intervalles, les valeurs
de PHSSR™®* sont égales pour les seuils 07 et 65 choisis.

Dans le cas ot1 1 = 1-1073 et 6 = 0.001% (derniere ligne du tableau 6.6). Dans ce cas, le nombre
de simulation est égal & 8006. La valeur maximale de la fonction objectif est 50.07% correspondant
a une valeur optimale de j, toujours égale a 0.0237. L’erreur, par rapport la référence, sur la valeur
maximale de la moyenne de la PHSSR est maintenant Egppgggjmex = 0% avec une réduction du

temps de calcul égale a 98.38%.
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FIGURE 6.20 — Optimisation avec la méthode ME-gPC. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™** et PHSSR™™"

et (b) variation de E[pm], 8 et u™" en fonction de .

. Pourcentage
Nb de si- Temps , . max max o
mulations | de calcul de réduc- Hmi E[PHSSR] Bgprssrimox| 0
tion(%)
ez 7.86 0.2003+ 50.07% +
Référence 500000 jours - 0.02% 0.02% - 0.0237
ME-gPC
(h=1- 1073 4613 h1.9r2 98.98 0‘22(();)1:& 50.78% + 2% 1.41% 0.0237
ot O — 1%) eures 0
ME-gPC
(6, =1-10"3 3.29 0.2003+| 50.07% +
et 8006 heures 98.38 0.02% 0.02% 0% 0.0237
02 = 0.001%)

TABLEAU 6.6 — Comparaison entre 'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC. Le
parametre de conception est 7.

6.5.2 Optimisation HP de la raideur non linéaire ¢y,
6.5.2.1 Optimisation robuste de référence

Dans cette section, le probleme de 'optimisation 6.2 est résolu avec une seule variable de concep-
tion @y qui suit une loi uniforme de moyenne @y, et 7y fixé a 0.024. On suit une méthodologie similaire
a celle de la section précédente avec un espace de conception découpé en N; = 5 intervalles comme
indiqué dans le tableau 6.7. Pour chaque intervalle les bornes inférieure et supérieure sont déterminée
de la fagon suivante : oMt = @), — 0.18y, et @) = @y, — 0.1¢, ot Py, est la moyenne choisie de telle
sorte que la borne supérieure d’un intervalle coincide avec la borne inférieure de I'intervalle suivant.

Dans chaque intervalle Ny = 10 tirages aléatoires de la raideur ¢y sont effectués suivant sa loi
de probabilité uniforme. Pour chacun de ces 10 tirages la limite d’atténuation et la PHSSR sont
déterminées directement & partir de la simulation numérique de (3.2) en utilisant 10000 valeurs du
coefficient de frottement p. La fonction objectif & maximiser est la moyenne E[PHSSR] des 10 valeurs
de PHSSR obtenues dans chaque intervalle.

Les résultats de la section 6.4.2 montrent que uy et la PHSSR sont des fonctions décroissantes de
©p, et donc que la valeur optimale est la plus faible valeur de ¢, pour laquelle le critére de saut (6.3) est
respectée. Il se peut donc qu’une partie de 'intervalle ou se trouve cette valeur optimale corresponde
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a des valeurs de ¢y, pour lesquelles le critére de saut (6.3) n’est pas respecté. Par conséquent, dans
le premier intervalle [38 438,46 980] N-kg~!-m~3, il est possible que parmi les 10 tirages ¢y, certains
correspondent a des cas ou le critére de saut n’est pas respecté. Dans ce cas, la valeur moyenne
pn retenue - qui est la valeur optimale puisqu’elle nous verrons qu’elle correspond au maximum
de E[PHSSR] - est uniquement la moyenne des tirages de ¢, pour lesquels (6.3) est respecté. La
moyenne E[PHSSR] correspondante est logiquement aussi calculée sur les mémes tirages.

Le tableau 6.7 montre les résultats de référence de 'optimisation de @p. Pour chaque intervalle
la moyenne des 10 valeurs de ¢y, tirées est calculée et comparée a la valeur théorique ¢y. Les valeurs
moyenne E[PHSSR], maximale PHSSR™®* et minimale PHSSR™™" de la PHSSR sont également
indiquées. Enfin, l'erreur sur la moyenne E[PHSSR] pour un niveau de confiance égale a 99%, calculée
par I’équation (2.14), est aussi montrée. Les valeurs trouvées (des erreurs inférieures & 1%) montrent
que le nombre de tirages Ny = 10 de ¢} dans chaque intervalle est suffisant (le cas particulier du
premier intervalle est évoqué plus bas). Pour cette référence, le nombre de simulation est égal a
5 x 10 x 10000 = 500 000.

Erreur sur la
Moyenne Moyenne ~ moyenne pour un
Ve des 10 | E[PHSSR] | PHSSR™ | PHSSR™" :
théorique niveau de
N valeurs de (%) (%) (%) -
On tirdos confiance = 99%
Ph (%)
46428 (sur | 52.33 (sur | 52.35 (sur | 52.31 (sur 0.0010 (sur 4
[38438, 46 980] 42709 4 valeurs) | 4 valeurs) | 4 valeurs) 4 valeurs) valeurs)
[46 980, 57 420] 52200 52992 51.95 52.15 51.75 0.0299
[57 420,70 180] 63 800 62 746 51.53 51.66 51.31 0.0296
[70 180, 85 776] 77978 78942 51.07 51.18 50.96 0.0095
[85 776,104 837] 95 306 94 876 50.76 50.91 50.59 0.0200

TABLEAU 6.7 — Résultats de 'optimisation de référence. Le parametre de conception est @p,.

La figure 6.21 montre la variation de E[PHSSR], PHSSR™** et PHSSR™® (figure 6.21(a)) et la
variation de E[gp], p* et pMin (figure 6.21(b)) en fonction de @p,. Dans ce cas, la valeur maximale
de la fonction objectif est 52.33% qui correspond une valeur optimale de @y, égale a 46505. Ces deux
moyennes sont calculées sur les quatre de ¢, dans [38438, 46 980] N-kg~!-m~2 pour lesquelles (6.3)
est respectée. L’erreur trés faible sur la moyenne pour un niveau de confiance a 99% obtenue dans

ce cas est due au fait que les quatre valeurs de PHSSR sont proches.

6.5.2.2 Optimisation avec la méthode ME-gPC

Le tableau 6.8 montre les résultats de 'optimisation de ¢, par la méthode basée sur le ME-gPC.
L’ordre du gPC utilisé est p = 1 avec §; = 4.8 - 1073 et 6 = 1%. Comme on peut le voir dans le
tableau, le découpage de I’espace de conception est le méme que précédemment pour 'optimisation
de référence et les mémes grandeurs y sont indiqués. Lorsque ’erreur sur la moyenne pour un niveau
de confiance = 99% est nulle cela veut dire que les PHSSR sont identiques pour chacun des 10 tirages
de l'intervalle considéré. Il apparait également que dans le premier intervalle - qui contient la valeur
maximale de la PHSSR - seul un tirage parmi les dix correspond & un cas ou le critére de saut (6.3)
est respecté.

Le tableau 6.9 montre la comparaison entre 'optimisation de référence et celle obtenue avec la
méthode ME-gPC dans le cas ou 3 = 1% mais aussi > = 0.001%.

La figure 6.22 montre la variation de E[PHSSR], PHSSR™®* et PHSSR™" (figure 6.20(a)) et la
variation de E[uy], pm* et p™i (figure 6.20(b)) en fonction de ¢y, dans le cas out 6; = 4.8-1073 et

02 = 1%. Dans ce cas, le nombre de simulation est égal a 3248. La valeur maximale de la fonction
objectif est 53.12% ce qui correspond & une valeur optimale de ¢y, égale a 46 175 N-kg~'-m~3. L’erreur,
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FIGURE 6.21 — Optimisation de référence. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™* et PHSSR™™ et (b) variation

de Elpmi], ™ et i en fonction de @,.

Erreur sur la
Moyenne Moyenne . i moyenne pour
L des 10 E[PHSSR] | PHSSR™* | PHSSR™" .
théorique un niveau de
N valeurs de (%) (%) (%) _
Ph tirdos confiance =
oh 99% (%)
46175 (sur | 53.12 (sur | 53.12 (sur | 53.12 (sur
[38 438, 46 980] 42709 1 valeur) 1 valeur) 1 valeur) 1 valeur) 0 (sur 1 valeur)
[46 980, 57 420] 52200 52992 52.34 52.34 52.34 0
[57420, 70 180] 63 800 62746 52.10 52.34 51.56 0.2230
[70 180, 85 776] 77978 78942 51.56 51.56 51.56 0
[85 776,104 837] 95 306 94 876 51.09 51.56 50.78 0.2599

TABLEAU 6.8 — Résultats de 'optimisation avec la méthode ME-gPC. Le parametre de conception est ¢p,.

par rapport la référence sur la valeur maximale de la moyenne de la PHSSR est Egpgggrpmax = 1.50%
avec une réduction du temps de calcul égale a 98.21%.

Dans le cas ot #; = 2-1073 et 5 = 0.001% (derniére ligne du tableau 6.9) le nombre de simulation
est égal & 6947. La valeur maximale de la fonction objectif est 52.38% correspondant & une valeur
optimale de ¢, égale a 45819 N-kg~!-m~3. L’erreur, par rapport la référence, sur la valeur maximale
de la moyenne de la PHSSR est maintenant Fgpggggjmex = 0.09% avec une réduction du temps de
calcul égale & 98.30%. Dans ce cas, dans le premier intervalle - qui contient la valeur maximale de la
PHSSR - deux tirages parmi les dix correspondent maintenant & des situations ou le critére de saut
(6.3) est respecté.

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, 'optimisation sous incertitudes de NES dans le cadre de l'atténuation des
cycles limites du systéme frottant instable (décrit en section 3.2) est étudiée. La problématique
d’optimisation est basée sur la maximisation de la propension a étre dans un régime atténué (PHSSR,
cf. section 3.5) qui est la fonction objectif du probléeme. Deux approches sont mises en ceuvre, l'une
considére que les parametres des NES sont déterministes et ’autre considére que les parametres des
NES sont également incertains mais avec une loi de probabilité connue. Pour chaque approche, deux
stratégies d’optimisation sont développées. La premiere consiste a évaluer la fonction objectif par une
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. Pourcentage
Nb de si- Temps , - max max ~opt
mulations | de calcul d? réduc- Hmi E[PHSSR] Eepussrimes| &y
tion (%)

. 7.53 0.2093+| 52.33% + 46 428 +
Référence 500000 jours ) 0.02% 0.02% - 1.18%
ME-gPC

(6, = 1.42 0.2125+ 53.12% + 46175 &+

4.8-1073 et 3248 heures 99.21 1.9% 1.9% 1.50% 1.74%
0> = 1%)
ME-gPC
(6, =2-1073 3.06 0.2095+| 52.38% + 45819 +
et 6947 heures 98.30 0.019% 0.019% 0.09% 2.53%
62 = 0.001%)

TABLEAU 6.9 — Comparaison entre I'optimisation référence et celle obtenue avec la méthode ME-gPC. Le
parametre de conception est Q.
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FIGURE 6.22 — Optimisation avec la méthode ME-gPC. (a) Variation de E[PHSSR], PHSSR™** et PHSSR™™

et (b) variation de E[pm], pm8* et ™" en fonction de @y,.

optimisation déterministe de référence et la deuxiéme consiste a évaluer la fonction objectif par la
méthode basée sur le chaos polynomial généralisé multi-élément (méthode dite ME-gPC) décrite en
section 4.2.2. La comparaison entre les deux méthodes montre 'efficacité de la méthode ME-gPC a
réduire significativement le cout de calcul en gardant une bonne précision par rapport a la référence.
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Les travaux de these présentés dans ce manuscrit se positionnent dans le cadre général de la
conception robuste d’absorbeurs non linéaires passifs de vibrations (typiquement des systémes masse-
ressort-amortisseur a raideur purement non linéaire aussi appelés NES dans la littérature) associé
a un systeme mécanique frottant. La conception de systémes mécaniques a raideur purement non
linéaire (ou dont la raideur linéaire est négligeable par rapport a la raideur non linéaire) est déja en
soit un challenge. De plus, que ce soit sur le systeme a protéger ou sur l’absorbeur lui-méme, les non-
linéarités engendrent trés souvent une grande sensibilité du comportement dynamique du systeme
aux parametres. Ces derniers pouvant étre incertains, il est primordial de prendre en compte ces
incertitudes dans la modélisation du systéme. L’originalité de ce travail réside donc dans 1’étude de
Iefficacité d’absorbeurs non linéaires a réduire les vibrations de systémes mécaniques frottants tout
en prenant en compte les incertitudes paramétriques de 'absorbeur et du systeme dont on souhaite
limiter les vibrations.

L’objectif est d’abord de développer des méthodes probabilistes basées sur la théorie du chaos
polynomial pour modéliser la propagation des incertitudes paramétriques dans un systéme méca-
nique instable couplé a des NES. La méthode la plus efficace est ensuite intégrée dans une démarche
d’optimisation robuste des absorbeurs.

L’étude bibliographique présentée dans le premier chapitre permet tout d’abord de choisir le
mécanisme de couplage de modes, expliquant la genese d’instabilités dans les systemes mécaniques
frottants, pour modéliser des vibrations induites par le frottement. Ensuite, un rapide état de I'art
sur les principales approches de la littérature permettant de prendre en compte les incertitudes para-
métriques montre que les approches basées sur le chaos polynomial, possédent un potentiel significatif
pour propager des incertitudes dans un modele dynamique. Puis, dans le cadre de I'atténuation d’os-
cillations avec cycles limites résultants d’instabilités dans ces systémes frottants, la pertinence des
absorbeurs dynamiques non linéaires de type NES est démontrée en raison de leurs avantages par
rapport aux autres techniques usuelles de contréle des vibrations. Finalement, il est montré que les
études portant sur I'optimisation sous incertitudes de tels absorbeurs sont encore marginales, ce qui
justifie ce présent travail de these.

La premiere partie de la these est consacrée au développement de méthodes numériques, basées
sur la théorie du chaos polynomial, pour modéliser le comportement dynamique sous incertitude
d’un systeme frottant (instable et sujet a des cycles limites) associé a des NES.

Le modele de systeme frottant retenu est le modele dit de Hulten qui est couplé a deux NES
identiques. Une analyse préliminaire montre que ce modele a le comportement typique d’un sys-
teme instable couplé a un ou plusieurs NES. L’étude des cycles limites en fonction des parameétres
de bifurcation permet en effet d’observer une discontinuité dans le profil de I'amplitude vibratoire
du systeéme, ce dernier passant brutalement d’un régime atténué (ou le NES agit) a un régime non
atténué (ou le NES n’agit pas). Ce passage est appelé limite d’atténuation. Un critére d’efficacité
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des NES est ensuite défini a partir de ces observations. Il s’agit de la propension du systeme a étre
dans un régime atténué (ou PHSSR pour « the Propensity of the system to undergo an Harmless
Steady-State Regime ») qui est la probabilité d’obtenir un régime atténué étant donné les lois de
probabilité régissant la dispersion des parametres du systeme primaire et des NES.

Ensuite, trois méthodes basées sur la théorie de chaos polynomial sont développées pour prédire
la propension a étre dans un régime atténué (PHSSR). Les deux premiéres méthodes sont basées sur
la théorie de chaos polynomial généralisé avec comme quantité d’intérét la limite d’atténuation pour
la premiere et ’amplitude de déplacement des vibrations pour la deuxieme. La troisieme méthode est
basée sur le chaos polynomial multi-éléments (ME-gPC) avec comme quantité d’intérét également
I’amplitude de déplacement. Lorsque que 'amplitude est la quantité d’intérét, I’idée n’est pas tant
de modéliser finement le profil de 'amplitude mais plutét de localiser la limite d’atténuation qui per-
met d’estimer la PHSSR. De fagon générale concernant la précision sur la PHSSR, avec la premiére
méthode pour laquelle la quantité d’intérét est la limite d’atténuation, les cofits de calcul sont tres
vite significatifs (1000 a 6500 simulations) mais permettent rapidement une trés grande précision des
résultats (< 1,2% et jusqu’a 0,03%) méme avec des ordres du chaos faibles. La deuxiéme méthode
pour laquelle la quantité d’intérét est ’amplitude des vibrations, permet quant a elle d’obtenir une
précision raisonnable (< 4% et jusqu’a 0,48%) avec des coiits de calcul bien plus faibles (135 a 693
simulations) et avec des ordres du chaos élevés. La troisitme méthode basée sur une estimation de
la limite d’atténuation a partir d’'une modélisation de I’amplitude des vibrations avec un chaos po-
lynomial multi-éléments permet d’obtenir des résultats satisfaisants. En effet, erreur sur la PHSSR
(< 1,31% et jusqu’a 0,24%) est faible avec un cofiit de calcul limité (448 & 2122 simulations).

Ensuite, une comparaison des performances de ces trois méthodes est effectuée afin de choisir
la mieux adaptée a la phase d’optimisation des NES avec prise en compte des incertitudes paramé-
triques. Le choix est porté sur la méthode basée sur la théorie du ME-gPC pour des raisons non
seulement de précision et de colits de calcul mais aussi par le fait qu’il n’y a pas de difficulté a choisir
l'ordre optimal du chaos polynomial (ordre 1) contrairement aux autres méthodes. Par ailleurs, cette
méthode est plus facile & mettre en ceuvre, notamment si I’on souhaite augmenter le nombre de
parametres incertains.

Dans une deuxieme partie, 'optimisation sous incertitudes des NES est effectuée afin de per-
mettre un fonctionnement le plus robuste possible de I’ensemble systéme primaire avec NES, c’est-
a-dire d’avoir un comportement le plus « siir » possible ( stable ou avec des cycles limites atténués)
malgré les incertitudes paramétriques du systéme primaire mais également des NES. Pour cela il
faut que les NES puissent jouer leur role au maximum dans les régions de I'espace des parametres
incertains correspondant a des régimes non atténués pour le systéeme primaire.

Dans un premier temps, une étude analytique du comportement dynamique du systéeme étudié est
effectuée. L’étude permet de déterminer la valeur maximale du coefficient d’amortissement des NES
permettant 'existence de régime SMR (« Strongly Modulated Response », c’est I'un des régimes
de fonctionnement du systéme dans lequel le cycle limite est atténué par les NES). Le lien entre
présence de SMR et atténuation des cycles limites est étudié a l’aide de simulations numériques.
L’étude montre que méme si la présence de SMR n’est pas possible 'atténuation des cycles limites
peut étre observée. Un ordre de grandeur du coefficient d’amortissement des NES est alors fixé pour
I'utiliser dans la phase d’optimisation des NES sous incertitudes.

Dans un second temps, 'optimisation sous incertitudes de NES dans le cadre de 'atténuation des
cycles limites d’'un systéme frottant instable est étudiée. La problématique d’optimisation est basée
sur la maximisation de la propension a étre dans un régime atténué qui est la fonction objectif du
probléme. Deux approches sont mises en ceuvre, I'une considére que les parametres des NES sont
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déterministes et I’autre considere que les parametres de NES sont également incertains mais avec une
loi de probabilité connue. Pour chaque approche, deux stratégies d’optimisation sont développées.
La premieére consiste a évaluer la fonction objectif par une optimisation déterministe de référence
et la deuxiéme consiste a évaluer la fonction objectif par la méthode basée sur le chaos polynomial
généralisé multi-élément (méthode dite ME-gPC). A chaque fois, la comparaison avec la référence
montre de tres bons résultats. Par exemple, I'optimisation de la moyenne du coefficient d’amortisse-
ment des NES, supposé incertain, par la méthode basée sur le ME-gPC permet d’obtenir une bonne
précision (< 1.5% et jusqu’a 0%), en la comparant avec l'optimisation robuste de référence, avec
des cotits de calcul bien plus faibles (a l'ordre de 98% de réduction du temps de calcul). Ainsi, la
comparaison entre les deux méthodes montre 'efficacité de la méthode ME-gPC a réduire significa-
tivement le cout de calcul en gardant une bonne précision par rapport a la référence. Concernant
I'influence des parameétres des NES et des regles de conception, ’étude de I'optimisation a permis
d’identifier les parametres optimaux des NES permettant de maximiser son pouvoir d’atténuer pas-
sivement un cycle limite d’oscillations. Dans le cas de 'optimisation avec parameétres de conception
déterministes, les valeurs optimales du coeflicient d’amortissement et de la raideur non linéaire sont
0.0294 (sans dimension) et 43750 N-kg~'-m~3 respectivement. Dans le cas de 'optimisation avec
parametres de conception stochastique, la valeur optimale du coefficient d’amortissement est située
dans l'intervalle de conception [0.0214,0.0261] avec une valeur fixe de la raideur non linéaire égale a
140 000 N-kg~'-m~3. En fixant la valeur du coefficient d’amortissement & 0.024, la valeur optimale
de la raideur non linéaire est située dans l'intervalle de conception [38 438,46 980] N-kg~1-m~3.

En prolongement de ces travaux de these il serait bien siir intéressant tout d’abord d’augmenter
les nombre de parametres incertains resté relativement faible dans ces travaux.

Une deuxiéme perspective consiste a étudier 'efficacité des NES sur des modeles éléments finis
d’un point de vue déterministe. Il serait important d’étudier le nombre de NES suffisant ainsi que
leurs emplacements sur la structure vibrante pour garantir une réduction, voire une suppression des
vibrations.

Les méthodes de propagation d’incertitudes basées sur le chaos pourrait ensuite étre appliquer a
des modeles éléments finis d’une structure industrielle avec quelques parametres incertains puis un
nombre plus important.

Concernant la partie optimisation des NES sous incertitudes, il serait intéressant d’augmenter le
nombre de parametres de conception et le nombre de parametres incertains de la structure a contro-
ler. Il serait important, dans ce cas, d’utiliser des méthodes d’optimisation telles que les algorithmes
génétiques pour diminuer le nombre de tirages de parametres de conception.

Enfin, il pourrait étre intéressant de valider ces différentes méthodes a travers une approche ex-

périmentale. Un approche hybride pourrait également étre envisagée ou un chaos polynomial serait
construit a partir de données expérimentales.
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Contréle passif des vibrations des systemes mécaniques a 1’aide
d’absorbeurs dynamiques non linéaires avec prise en compte des
incertitudes

Résumé

Les absorbeurs non linéaires de type NES ont montré leur efficacité comme solution de contréle passif
des vibrations en conciliant les avantages des technologies antérieures. Cependant, le comportement
dynamique du systeme couplé constitué de ’absorbeur et du systéme primaire a protéger peut
s’avérer trés sensible aux parametres qui admettent une dispersion importante. Notamment lorsqu’il
s’agit d’atténuer une instabilité dynamique une discontinuité dans le profil de 'amplitude vibratoire
du systéme peut s’observer, ce dernier passant brutalement d’un régime atténué a un régime non
atténué. Un régime non atténué étant potentiellement dangereux, il est important de concevoir, en
prenant en compte les incertitudes paramétriques, un absorbeur fonctionnant au maximum dans
la région de l'espace des parametres incertains correspondant a des régimes non atténués. Dans
un premier temps ce travail propose des méthodes basées sur le formalisme du chaos polynomial
pour localiser, dans ’espace des parametres incertains, la frontiere entre la région correspondant
aux régimes atténués et celle correspondant aux régimes non atténués. Ensuite, une méthodologie
d’optimisation robuste des absorbeurs sous incertitudes est développée. L’efficacité des méthodes
proposée a réduire significativement le cout de calcul en gardant une bonne précision est mise en
évidence.

Mots-clés : dynamiques non linéaire, contrdle passif des vibrations, absorbeurs dynamiques non
linéaires, incertitudes, chaos polynomial, optimisation robuste.

Résumé en anglais

The use of passive nonlinear absorbers called Nonlinear Energy Sink (NES) has proven its effecti-
veness as an alternative solution for passive vibration control by combining the advantages of the
earlier technologies. However, the dynamic behaviour of the coupled system consisting of the NES
and of the primary system to be protected can be very sensitive to parameters with high disper-
sion. In particular, when mitigating dynamic instabilities, a discontinuity in the vibration amplitude
profile of the system can be observed, the latter switches suddenly from a mitigated regime to an
unmitigated regime. Since an unmitigated regime is potentially dangerous, it is important to be
able, taking into account the parameter uncertainties that the primary system may face, to design
an NES that is robust, i.e. operating at maximum within the region of the uncertain parameters
space corresponding to unmitigated regimes of the primary system. First, methods based on the
polynomial chaos theory are proposed for locating, in the uncertain parameters space of the primary
system, the boundary between the region corresponding to mitigated regimes and that correspon-
ding to unmitigated regimes. Then, a methodology of optimization under uncertainty of the NES
is developed. The efficiency of the proposed methods to significantly reduce the computation cost
while maintaining of good precision of the PHSSR predictions is highlighted.

Keywords : nonlinear dynamics, passive vibration control, nonlinear energy sink, uncertainties,
polynomial chaos, robust optimization.
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