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Résumé

Les travaux de cette thèse proposent des méthodes d’optimisation sur des problèmes d’ordon-
nancement de travaux multiressources et à intervalles fixes sur machines parallèles identiques. Les
"problèmes d’ordonnancement monocritère" et "problèmes d’ordonnancement multiagent" sont
considérés. Nous développons un panel d’ordonnanceurs basés sur des méthodes exactes et ap-
prochées pour déterminer des solutions réalisables où l’objectif est de maximiser la somme totale
pondérée des travaux ordonnancés (ou équivalent, minimisant le coût total pondérée des travaux
rejetés), durant un horizon de planification. L’application des méthodes d’optimisation exactes
s’avère illusoire dans la pratique en raison du temps de calcul, plus particulièrement lorsqu’il s’agit
des systèmes distribués. En revanche ces méthodes exactes serviront comme références pour évaluer
les méthodes approchées.

La première partie est consacrée à l’étude des problèmes d’ordonnancement monocritères. Après
l’analyse de complexité, trois programmes linéaires en nombres entiers (PLNEs), un modèle basé
sur la programmation par contrainte (PPC), une méthode hybride entre la PPC et un PLNE sont
proposés pour résoudre à l’optimum le problème d’ordonnancement. Nous développons également
une méthode exacte de type génération de colonnes basée sur la décomposition de Dantzig-Wolfe
qui nous conduit à proposer un algorithme de type Branch & Price. Le Branch & Price offre de
meilleures performances que les autres méthodes exactes sur des instances allant jusqu’à 150 tra-
vaux. Pour résoudre des instances de très grandes tailles, des heuristiques de liste basées sur des
règles de priorité sont proposées. Afin d’éviter les choix myopes de ces algorithmes gloutons, nous
introduisons une heuristique constructive PILOT combinant deux ou plusieurs règles d’ordonnan-
cement et d’affectation ainsi qu’un algorithme évolutionnaire (AE). Les résultats expérimentaux
mettent en évidence les performances de PILOT et AE.

La seconde partie de nos travaux est dédiée à l’étude de l’ordonnancement multiagent des
travaux multiressources à intervalles fixes. Ce modèle considère plusieurs agents associés à des
sous-ensembles de travaux disjoints, chacun d’eux cherche à maximiser la somme totale pondérée
de ses travaux ordonnancés. Les trois approches suivantes sont considérées : combinaison linéaire
des critères, l’approche ε-contrainte et l’énumération de l’ensemble des optima de Pareto. Après
une analyse de la complexité des problèmes étudiés, des programmes dynamiques polynomiaux
ont été développés pour résoudre des cas particuliers. Les fronts optimaux de Pareto sont obtenus
par l’approche ε-contrainte utilisant le PLNE, la méthode hybride PPC & PLNE ou encore la
méthode Branch & Price. Les résultats des expérimentations montrent que les méthodes exactes
sont beaucoup moins performantes. Pour résoudre des problèmes de grande taille, des heuristiques
de liste et une méthode évolutionnaire de type NSGAII sont développées. Toutes ces méthodes ont
été implémentées et testées.

Mots-clefs : Recherche Opérationnelle, Ordonnancement multiagent, Machines parallèles, Tra-
vaux multiressource à intervalle fixe, Fronts de Pareto, Complexité, Programmation mathématique,
Programmation par contraintes, Génération de colonnes, Branch&Price, Programmation Dyna-
mique, Heuristiques, Algorithmes évolutionnaires.
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Abstract

The work of this thesis deals with optimization methods and scheduling problems of multi-
resource and fixed-interval jobs on identical parallel machines. Both "monocriterion scheduling
problems" and "multiagent scheduling problems" are considered. We develop a panel of schedulers
based on exact and heuristic methods to determine feasible solutions where the objective is to
maximize the total weighted sum of scheduled jobs (or equivalently, minimizing the total weighted
cost of rejected jobs), during a scheduling horizon. The application of exact optimization methods
proves to be illusory in practice due to the computational time, especially when dealing with dis-
tributed systems. On the other hand, these exact methods will be used as references to evaluate
the heuristic methods.

The first part is devoted to the study of monocriterion scheduling problems. After the com-
plexity analysis, three integer linear programs (ILPs), a model based on constraint programming
(CP), a hybrid method between CP and a ILP are proposed to solve optimally the scheduling
problem. We also develop a column generation method based on the Dantzig-Wolfe decomposition
which leads us to propose a Branch & Price algorithm. Branch & Price outperforms other exact
methods (solves instances up to 150 jobs). To solve very large instances, heuristics based on priority
rules are proposed. To avoid the myopic choices of these greedy algorithms, we design a construc-
tive PILOT heuristic combining two or more scheduling and assignment rules and an evolutionary
algorithm (EA). Experimental results highlight the performance of PILOT and AE.

The second part of our work is dedicated to the study of multi-agent scheduling problem of fixed
intervals multiresource jobs. This model considers several agents associated with disjoint subsets
of jobs, each of which seeks to maximize the total weighted of its scheduled jobs. The following
three approaches are considered : linear combination of criteria, the ε-constraint approach and
the enumeration of the set of optimal Pareto solutions. After an analysis of the complexity of
the studied problems, polynomial dynamic programming algorithms have been developed to solve
particular cases. The optimal Pareto fronts are obtained by the ε-constraint approach using the
ILP, the hybrid PPC & ILP or the Branch & Price method. Experimental results show that the
exact methods are less efficient. To solve large problems, heuristics and an evolutionary methods
(NSGA-II) are developed. All these methods have been implemented and tested.

Keywords : Operational research, Multiagent scheduling, Parallel machines, Multiresource
fixed jobs, Pareto fronts, Complexity, Linear programming, Constraint programming, Column ge-
neration, Branch and Price, Dynamic programming, Heuristics, Evolutionary algorithms.
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Introduction générale

Le cloud computing est de plus en plus utilisé dans le domaine des technologies de
l’information (IT), en proposant de nombreux services très utilisés. L’accès et l’utilisa-
tion de ces services engendrent plusieurs problèmes, l’un des plus importants est celui de
l’ordonnancement des processus. Contrairement au contexte d’une plateforme homogène
composée de ressources identiques, l’étude de l’ordonnancement des tâches soumises par
les utilisateurs sur des ressources hétérogènes distribuées n’est pas assez soutenue du fait
que les évolutions des architectures est souvent mal comprise (Beaumont et al., 2020).

En effet, le cloud computing est basé à la fois sur des concepts informatiques et sur
des concepts économiques. Le concept informatique concerne l’infrastructure utilisée pour
fournir les ressources. Le concept économique, quant à lui, est en charge de l’interaction
commerciale du paradigme du cloud avec les clients.

Afin de permettre aux fournisseurs de cloud une meilleure gestion de l’infrastructure,
en réponse aux attentes des clients, les travaux de cette thèse proposent des méthodes
d’optimisation et d’ordonnancement. Nous proposons pour le gestionnaire des ressources
un panel d’ordonnanceurs basé sur des méthodes exactes et approchées. L’application des
méthodes d’optimisation exactes s’avère illusoire dans la pratique en raison du temps de
calcul, en revanche ces méthodes exactes serviront comme références pour évaluer les mé-
thodes approchées.

Particulièrement, au cours de cette thèse, nous nous sommes intéressés aux problèmes
d’ordonnancement des travaux à intervalles fixes multiressources sur des machines paral-
lèles identiques. Un travail s’exécute tout le long de sa fenêtre de temps (durée opératoire),
de plus chaque travail exécuté mobilise une certaine quantité de ressources disponibles en
quantités limitées sur les machines physiques. Cette limitation contraint l’ordonnanceur
à décider quels travaux vont être exécutés durant l’horizon de planification considéré et
lesquels seront ”rejetés” (définitivement ou reportés pour la prochaine période de plani-
fication). L’objectif est de trouver une solution réalisable qui maximise la somme totale
pondérée des travaux ordonnancés (ou équivalent à la minimisation du coût de rejet des
travaux non ordonnancés).

Nous nous sommes intéressés à deux classes de problèmes d’ordonnancement : ”l’ordon-
nancement des travaux multiressources à intervalles fixes monocritère” et ”l’ordonnance-
ment multiagent des travaux multiressources à intervalles fixes”.

Pour l’ordonnancement multiagent, nous faisons face à un problème multicritère d’af-
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fectation des travaux sous contraintes de temps, différent du cas classique. Dans ce cas,
la qualité de l’ordonnancement est mesurée par un ensemble de critères chacun est ap-
pliqué sur seulement un sous-ensemble de travaux. On dit que les agents (sous-ensembles
de travaux) sont en compétition pour l’utilisation des ressources communes renouvelables
et partagées. Dans notre étude, nous supposons que tous les travaux à ordonnancer sans
préemption sont connus (ordonnancement hors ligne) et que les ressources sont disponibles
tout le long de l’horizon de planification considéré.

Depuis l’introduction de l’ordonnancement multiagent par Agnetis et al. (2000), cette
catégorie de problèmes d’ordonnancement connaît un intérêt particulier par les chercheurs,
du point de vue théorique et pratique (Agnetis et al., 2014). Cependant, le premier article
traitant cette problématique a été publié par (Peha, 1995) traitant un problème d’ordon-
nancement rencontré dans les réseaux, plus précisément, lors de la commutation de paquets
dans un mode de transfert asynchrone ATM. Pour les réseaux ATM, dits à intégration
de services, ce sont des réseaux qui transportent divers types de trafic tels que la voix, la
vidéo, l’image par transfert, et divers types de données informatiques. Dans de tels sys-
tèmes, les informations portées par le réseau sont d’abord divisées en paquets de petites
tailles. Ces paquets sont mis dans une zone tempo ”buffer ” en attente de transmission et
un algorithme d’ordonnancement détermine l’ordre de leur transmission. Il est pertinent
de classer ces types de trafic selon qu’ils disposent de contraintes sur leur délai d’achè-
vement (deadline, par exemple), ou qu’ils devraient être traités le plus tôt possible, i.e.
sans contraintes sur le délai d’achèvement. Par conséquent, la diversité du trafic implique
diverses fonctions objectifs. Par exemple, pour la plupart des types de données informa-
tiques, les performances sont généralement mesurées en considérant le flux moyen de la
file d’attente, ce qui est équivalent à minimiser la somme des dates de fin pondérées de
traitement des travaux. Cependant, les paquets correspondants à la voix et à la vidéo, s’ils
restent longtemps en file d’attente et n’atteignent pas leur destination à temps pour la
lecture, seront perdus. L’objectif adéquat pour ces paquets est sûrement la minimisation
du nombre moyen des travaux en retard pondérés.

L’organisation du manuscrit de thèse est comme suit.
Les deux premiers chapitres introductifs permettent de positionner le contexte et la

problématique étudiée par rapport à l’existant. Les figures 1 et 2 résument les contributions
de la thèse pour les cas monocritère et multiagent.
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Figure 1 – Les contributions de la thèse pour le cas monocritère.

Le Chapitre 3 est consacré à la résolution exacte du cas monocritère du problème
d’ordonnancement identifié. Nous présentons d’abord quelques définitions accompagnées
des notations utilisées et analysons la complexité du problème étudié. Nous développons
ensuite trois programmes linéaires en nombres entiers (PLNEs), un modèle basé sur la
programmation par contrainte (PPC), une méthode hybride entre la PPC et un PLNE,
où la PPC est utilisée pour générer une solution initiale réalisable. Une approche de type
génération de colonnes basée sur la décomposition de Dantzig-Wolfe est proposée. Comme
le problème maître de cette génération de colonnes présente un très grand nombre de
colonnes, un algorithme de type Branch & Price est alors développé. Toutes ces méthodes
ont été testées et évaluées.

Le Chapitre 4 est consacré à la résolution approchée des instances de très grandes
tailles du problème d’ordonnancement étudié pour le cas mon-critère. Nous proposons
d’abord des heuristiques de liste basées sur quatre règles d’ordonnancement et deux règles
d’affectation. Ces heuristiques nous ont permis de proposer par la suite une nouvelle heu-
ristique constructive inspirée de la méthode PILOT, en combinant deux ou plusieurs règles
d’ordonnancement et d’affectation pour la construction d’une solution. Un algorithme évo-
lutionnaire a été développé où toutes les heuristiques de liste ainsi que la méthode PILOT
ont été utilisées pour générer une partie de la population initiale. L’analyse des résultats
expérimentaux, montrant les performances de toutes ces méthodes approchées, clôture ce
chapitre.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Figure 2 – Les contributions de la thèse pour le cas multiagent.

Les chapitres 5 et 6 sont dédiés à la version multicritère du problème étudié dans ce
manuscrit de thèse. Plus précisément, ils focalisent sur l’ordonnancement multiagent où
les travaux sont partitionnés en plusieurs sous-ensembles disjoints en compétition pour
l’utilisation des ressources. Pour chaque sous-ensemble (agent), une fonction objectif est
définie. Chaque agent souhaite maximiser le coût total de l’ordonnancement de ses propres
travaux. Dans le Chapitre 5, nous proposons la généralisation des méthodes exactes déve-
loppées pour l’ordonnancement monocritère aux cas multiagent. Nous présentons d’abord
quelques définitions accompagnées des notations utilisées. Après une analyse de la com-
plexité des problèmes étudiés, des programmes dynamiques polynomiaux ont été dévelop-
pés pour résoudre des cas particuliers. Dans notre étude, les trois approches suivantes sont
considérées : combinaison linéaire des critères, l’approche ε-contrainte et l’énumération de
l’ensemble des optima de Pareto. Les fronts de Pareto optimaux sont obtenus par l’ap-
proche ε-contrainte selon le PLNE, la méthode hybride entre la PPC et le PLNE ou encore
la méthode par décomposition de type Branch & Price. Pour résoudre des problèmes avec
des instances de grandes tailles, des heuristiques de listes et une méthode évolutionnaire
de type NSGA-II sont développées et présentées dans le Chapitre 6. Toutes ces méthodes
ont été implémentées et testées. L’analyse de leurs performances est présentée à la fin de
chaque chapitre.

Une conclusion synthétique qui liste les apports principaux des travaux réalisés d’une
part et identifie les problèmes qu’il reste à étudier, d’autre part.
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Chapitre 1

Informatique dans les nuages :
contexte et objectif de l’étude

1.1 Introduction

Le cloud computing, traduit le plus souvent en français par « informatique dans les
nuages », « informatique dématérialisée » ou encore « infonuagique », est un domaine qui
regroupe un ensemble de techniques et de pratiques permettant un accès à distance à du
matériel ou à des logiciels informatiques, à travers une infrastructure réseau (Internet).
Ce concept rend possible la distribution des ressources informatiques sous forme de ser-
vices pour lesquels l’utilisateur paye uniquement pour ce qu’il utilise. Ces services peuvent
être utilisés pour exécuter des applications scientifiques et commerciales. Ils sont souvent
modélisés sous forme de machines virtuelles ou conteneurs.

Le cloud computing est un nouveau modèle d’entreprise et un nouveau modèle de
service qui regroupe des tâches dans plusieurs centres de données informatiques (data
center) différents, de sorte que toutes les applications peuvent obtenir la puissance de
calcul, un accès au réseau, l’espace de stockage et les services d’information nécessaires.
Le centre de données qui fournit des services est souvent appelé « Cloud ». Le cloud
computing est considéré par les chercheurs comme le cinquième fluide d’utilité publique,
après l’eau, l’électricité, le gaz et le pétrole. Faisant suite à la révolution informatique et
internet, le cloud computing est considéré comme la troisième vague IT et constitue une
composante stratégique importante des industries émergentes dans le monde (Wenhong
and Yong (2015)).

C’est en 2009 que la réelle explosion du cloud survint avec l’arrivée sur le marché de so-
ciétés comme Google (Google App Engine), Microsoft (Microsoft Azure), IBM (IBM Smart
Business Service), Sun (Sun cloud) et Canonical Ltd (Ubuntu Enterprise cloud). Cette ex-
plosion du Cloud engendre des problèmes bien connus dans le domaine de l’informatique.
Parmi les problèmes, on peut considérer le problème d’ordonnancement comme étant un
problème majeur.

Ce chapitre présente une introduction au cloud computing et aux machines virtuelles
ou conteneurs, nécessaire pour la compréhension générale du manuscrit.
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1.2. CLOUD COMPUTING

Tout d’abord, nous présentons dans la section 1.2 un aperçu général du cloud compu-
ting, y compris sa définition, ses caractéristiques principales et une comparaison avec les
technologies connexes. Nous présentons les différents modèles de service, les différents mo-
dèles de déploiement, ainsi que les différents acteurs du cloud computing. Nous résumons
quelques challenges de recherche en cloud computing.

Ensuite, nous présentons, dans la section 1.3, un aperçu des différents niveaux d’ordon-
nancement dans le cloud et nous présentons aussi le fonctionnement global du gestionnaire
de conteneur.

Finalement, dans la section 1.4, nous définissons le problème général traité dans cette
thèse et introduisons des exemples illustratifs.

1.2 Cloud Computing

1.2.1 Définition

Le cloud computing n’a pas encore de définition claire et complète dans la littéra-
ture. Avoir une définition précise et acceptée, aidera à bien déterminer les domaines de
recherche et à explorer de nouveaux domaines d’application du cloud. Pour cette raison, il
y a des travaux sur la normalisation de la définition du cloud computing, à l’exemple de
(Vaquero et al., 2008) qui ont comparé plus de vingt définitions différentes et ont proposé
une définition globale. En guise de synthèse des différentes propositions données dans la
littérature, nous introduisons une définition mixte, qui correspond aux différents types de
cloud considérés dans les travaux réalisés dans cette thèse.

Nous définissons le cloud (voir la figue1.1) comme un modèle informatique qui permet
d’accéder à un pool de ressources hétérogènes physiques ou virtualisées. Ces ressources sont
allouées pour une utilisation optimale, sous forme de services reconfigurables dynamique-
ment qui permet le passage à l’échelle. Ce pool de ressources est généralement exploité
par un modèle de paiement à l’utilisation dans lequel des garanties sont offertes par le
fournisseur d’infrastructure au moyen d’accords de niveau de service (SLA, Service Level
Agreement) personnalisés.

Figure 1.1 – Le cloud computing.

6



1.2. CLOUD COMPUTING

1.2.2 Modèles du cloud computing

Cette section présente les modèles du cloud. Nous commençons par détailler les modèles
de service, puis nous donnons les modèles de déploiement et enfin nous introduisons les
acteurs du cloud.

1.2.2.1 Modèles de service du cloud computing

XaaS (X as a Service) représente la base du paradigme du cloud computing, où X
représente un service tel qu’un logiciel, une plateforme, une infrastructure, un Business
Process, etc. Nous présentons, dans cette section, quatre modèles de services (Rimal et al.,
2009), à savoir :

1. Logiciel en tant que services SaaS (Software as a Service), où le matériel, l’héberge-
ment, le framework d’application et le logiciel sont dématérialisés,

2. Plateforme en tant que service PaaS (Platform as a Service), où le matériel, l’hé-
bergement et le framework d’application sont dématérialisés,

3. Infrastructure en tant que service IaaS (Infrastructure as a Service) et

4. Matériel en tant que service HaaS (Hardware as a Service),

où seuls les serveurs ou les machines physiques sont dématérialisés dans les deux derniers
cas. La figure 1.2 montre le modèle classique et les différents modèles de service de cloud.

Figure 1.2 – Les modèles de services du cloud computing.

— Software as a Service (SaaS) : Le SaaS communément appelé le modèle ASP
(Application Service Provider), est considéré par beaucoup comme la nouvelle vague
de distribution de logiciels d’application et il offre aux utilisateurs des applications
sous forme de services en ligne déjà déployés dans le cloud. Il utilise des ressources
communes et une seule instance du code objet d’une application ainsi que de la base
de données pour prendre en charge plusieurs clients simultanément. Les utilisateurs
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1.2. CLOUD COMPUTING

ne savent ni où, ni comment ces applications sont déployées. Ils ne payent pas pour
les posséder, mais pour les utiliser. Ils peuvent accéder à ces applications à tout
moment via internet par le biais de n’importe quel dispositif connecté, tel que les
ordinateurs portables, tablettes, smartphones. Les applications sont utilisées soit
directement via l’interface disponible, soit via des API fournies (souvent réalisées
grâce aux Web Services ou à l’architecture REST (REpresentational State Trans-
fer)). Les principales applications actuelles de ce modèle sont la vidéo conférence,
les communications unifiées, les outils collaboratifs, la messagerie. Les principaux
fournisseurs de cette catégorie sont Salesforce.com (logiciels CRM), Google (Gmail,
Google Apps), NetSuite, Oracle, IBM, Microsoft, etc.

— Platform as a Service (PaaS) : L’idée principale est de fournir aux développeurs
une plateforme comprenant tous les systèmes et environnements pour développer
les applications. Il offre une plateforme entièrement configurée et gérée, sur laquelle
l’utilisateur peut développer, tester et exécuter ses applications. Le déploiement des
solutions PaaS est automatisé et évite à l’utilisateur d’avoir à acheter des logiciels
ou d’avoir à réaliser des installations supplémentaires. Le PaaS offre une grande
flexibilité, permettant notamment de tester rapidement un prototype ou encore
d’assurer un service informatique sur une période de courte durée. Il favorise la
mobilité des utilisateurs, puisque l’accès aux données et aux applications peut se
faire à partir de n’importe quel périphérique connecté. Les principaux fournisseurs
du PaaS sont SalesForce.com (Force.com), Google (Google App Engine), Microsoft
(Windows Azure), Facebook (Facebook Platform).

— Hardware as a Service (HaaS) : Le fournisseur de cloud Haas loue essentiel-
lement du matériel physique (par exemple serveur, stockage). Les utilisateurs ac-
cèdent au HaaS via Internet pour installer et configurer les serveurs loués. Ils ont le
contrôle sur le système d’exploitation et la pile logiciel/matériel. Les communautés
de recherche louent du HaaS pour leurs applications et les configurent selon leurs
besoins. Par conséquent, les applications orientées calculs-intensifs et/ou traitement
intensifs de données (Rimal et al., 2009), qui étaient traditionnellement exécutés
sur des systèmes HPC, peuvent maintenant être exécutés dans le cloud. Parmi les
principaux fournisseurs qui offrent du HaaS, on peut citer Baremetalcloud (Bare-
metal2014, 2014) et Softlayer (SoftLayer2014, 2014). Pour la recherche, Grid5000
(Grid2014, 2014) peut servir de support aux expérimentations à grande échelle.

— Infrastructure as a Service (IaaS) : L’IaaS est similaire au HaaS, mais les res-
sources offertes sont virtualisées. L’IaaS permet la mise à disposition des ressources
d’infrastructure telles que des capacités de calcul, des moyens de stockage, du ré-
seau sous forme de services publics. Les utilisateurs d’IaaS sont libérés des charges
causées par la possession, la gestion ou le contrôle du matériel sous-jacent. Par consé-
quent, ils n’ont pas accès directement aux machines physiques, mais indirectement
à travers les machines virtuelles (VMs). Les utilisateurs ont la plupart du temps un
contrôle presque complet sur les VMs qu’ils louent : ils peuvent choisir des images
de systèmes d’exploitation préconfigurées par le fournisseur, ou bien des images de
machines personnalisées contenant leurs propres applications, bibliothèques et pa-
ramètres de configuration. Les utilisateurs peuvent également choisir les différents
ports d’Internet à travers lesquels les machines virtuelles seront accessibles, etc. Les
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utilisateurs peuvent héberger et exécuter des logiciels, des applications quelconques,
ou encore stocker des données sur l’infrastructure et ne paient que les ressources
qu’ils consomment.
La particularité de l’IaaS est de fournir un approvisionnement en ressources informa-
tiques, qui soit dynamique, flexible, extensible et qui possède de bonnes propriétés
de passage à l’échelle pour répondre aux besoins spécifiques des utilisateurs. Le
cloud est vu ainsi comme une source infinie de ressources de calcul, de stockage et
de réseau accessibles en un modèle de paiement à l’usage. Internet devient une place
de marché où l’infrastructure informatique est distribuée, et consommée en tant que
marchandise.
Il existe de nombreux fournisseurs de l’IaaS. Le tableau 1.1 résume quelques plate-
formes commerciales et open-source.

Table 1.1 – Fournisseurs IaaS

Fournisseurs IaaS
Commerciaux Open-sources

Amazon EC2 (Amazon2012, 2012) Eucalyptus (Eucalyptus2014, 2014)
Rackspace (Rackspace2014, 2014) Nimbus(Nimbus2014, 2014)

GoGrid (Gogrid2014, 2014) OpenNebula (OpenNebula2014, 2012)
Microsoft Azure (Microsoft2014, 2014) OpenStack(OpenStack2014, 2014)

Notre travail se concentre sur l’Infrastructure as a Service (IaaS) et le Hardware
as a Service (HaaS), car ils fournissent tous les services de base nécessaires pour
les applications, les processeurs, le stockage et l’accès aux services réseau à travers
les machines virtuelles. En outre, l’IaaS et le HaaS sont des technologies riches en
fonctionnalités et matures actuellement.

1.2.2.2 Modèles de déploiement

Selon la définition du cloud computing donnée part le NIST (Mell et al., 2011), il
existe quatre modèles de déploiement des services de cloud, à savoir : cloud privé, cloud
communautaire, cloud public et cloud hybride, comme illustré dans la figure 1.3.

Les travaux de cette thèse peuvent s’appliquer à ces quatre modèles de déploiement des
services de cloud.

— cloud privé : L’ensemble des ressources d’un cloud privé est exclusivement mis à
disposition pour un usage exclusif par une seule organisation comprenant plusieurs
consommateurs (par exemple, des unités commerciales). Le cloud privé peut être
géré par l’entreprise elle-même (cloud privé interne) ou par une tierce partie (cloud
privé externe). Les ressources d’un cloud privé se trouvent généralement dans les
locaux de l’entreprise ou bien chez un fournisseur de services. Dans ce dernier cas,
l’infrastructure est entièrement dédiée à l’entreprise et y est accessible via un ré-
seau sécurisé (de type VPN). L’utilisation d’un cloud privé permet de garantir, par
exemple, que les ressources matérielles allouées ne seront jamais partagées par deux
clients différents.
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Figure 1.3 – Modèles de déploiement du cloud computing.

— cloud communautaire : L’infrastructure d’un cloud communautaire est prévue
pour être utilisée exclusivement par une communauté spécifique de consommateurs
issus d’organisations qui ont des préoccupations communes (par exemple, mission,
exigences de sécurité, politique et considérations de conformité). Elle peut être déte-
nue, gérée et exploitée par une ou plusieurs organisations de la communauté, un tiers
ou une combinaison des deux, et elle peut être située au sein des dites organisations
ou à l’extérieur, chez un fournisseur de services.

— cloud public : L’infrastructure d’un cloud public est accessible à un large public
et appartient à un fournisseur de services. Ce dernier facture les utilisateurs selon
la consommation et garantit la disponibilité des services via des contrats SLA.

— cloud hybride : L’infrastructure d’un cloud hybride est une composition de plu-
sieurs clouds (privé, communautaire ou public). Les différents clouds composant
l’infrastructure restent des entités uniques, mais sont reliés par une technologie stan-
dard ou propriétaire permettant ainsi la portabilité des données ou des applications
déployées sur les différents clouds.

1.2.2.3 Acteurs du cloud computing

Comme le montre la figure 1.4, l’architecture de référence du NIST (Liu et al., 2011)
pour le cloud computing définit cinq grands acteurs :

— Consommateur ou utilisateur (cloud Consumer) : une personne ou une orga-
nisation qui entretient une relation d’affaires avec des fournisseurs de services dans
le cloud et qui utilise les services de ces derniers.

— Fournisseur (cloud Provider) : une personne, une organisation ou une entité
chargée de mettre un service à la disposition des parties intéressées.

— Courtier (cloud broker) : une entité qui gère l’utilisation, les performances et
l’approvisionnement de services, et négocie les relations entre les fournisseurs et les
consommateurs.

— Auditor (cloud auditor) : une entité qui peut faire une évaluation indépendante
des services de cloud, des opérations du système d’information, de la performance
et de la sécurité de la mise en œuvre de cloud.
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Figure 1.4 – Modèle de référence conceptuel du cloud(Liu et al., 2011)

— Carrier (cloud carrier) : un intermédiaire qui assure la connectivité et le trans-
port des fournisseurs aux consommateurs de services cloud.

1.2.3 Caractéristiques du cloud computing

Dans cette section nous allons voir les principales caractéristiques du cloud computing :
— Accès en libre-service à la demande : Le cloud computing offre des ressources

et services aux utilisateurs à la demande. Les services sont fournis de façon automa-
tique, sans nécessiter d’interaction humaine avec chaque fournisseur de services(Mell
et al., 2011).

— Un large accès au réseau : Les services de cloud computing sont facilement
accessibles au travers du réseau par des mécanismes standard qui permettent une
utilisation depuis de multiples types de terminaux (par exemple, les ordinateurs
portables, tablettes, smartphones)(Mell et al., 2011).

— Mutualisation de ressources (Pooling) : Les ressources du fournisseur de cloud
peuvent être mutualisées pour répondre aux besoins des différents utilisateurs. En
fonction de leurs demandes, différentes ressources physiques et virtuelles sont affec-
tées et réaffectées dynamiquement (Mell et al., 2011). En général, les utilisateurs
n’ont aucun contrôle ou connaissance sur l’emplacement exact des ressources four-
nies. Toutefois, ils peuvent imposer de spécifier l’emplacement à un niveau d’abs-
traction plus haut.

— Approvisionnement dynamique en ressources : L’approvisionnement dyna-
mique des ressources peuvent être automatiquement mises à disposition des utilisa-
teurs en cas d’accroissement de la demande, et peuvent être libérées lorsqu’elles ne
sont plus nécessaires (Zhang et al., 2010). L’utilisateur a l’illusion d’avoir accès à des
ressources illimitées à n’importe quel moment, bien que le fournisseur en définisse
généralement un seuil (par exemple : 20 instances par zone est le maximum possible
pour Amazon EC2).

— Paiement à l’usage : Le cloud computing utilise un modèle de paiement à l’usage.
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Le système de paiement peut varier d’un service à l’autre. Par exemple, un four-
nisseur SaaS peut louer une machine virtuelle auprès d’un fournisseur IaaS sur la
base d’un tarif horaire. D’autre part, un fournisseur SaaS qui fournit une gestion
de la relation client à la demande, peut facturer ses clients en fonction du nombre
d’utilisateurs qui utilisent le service (Zhang et al., 2010). La tarification en fonction
de l’utilisation réduit les coûts d’exploitation du service, car elle facture les clients
à l’utilisation.

1.2.4 Technologies connexes

Le cloud est souvent confondu avec plusieurs paradigmes informatiques, tels que le
Grid computing, l’Utility computing ...etc. Dans cete section, nous allons voir quelques
technologies connexes aux clouds.

— Grid computing : Le grid computing est un paradigme de calcul réparti qui
coordonne des ressources en réseau et géographiquement distribuées pour atteindre
un objectif de calcul commun. Le grid computing a été développé pour exécuter
des applications scientifiques, qui sont généralement des calculs intensifs ou des
traitements de très gros volumes de données. Le cloud computing est similaire au
grid computing : les deux adoptent le concept d’offrir les ressources sous forme de
services. Toutefois, le cloud computing va plus loin en exploitant les technologies
de virtualisation à plusieurs niveaux (matériel et plate-forme d’application) pour
réaliser le partage des ressources et l’approvisionnement dynamique des ressources.

— Utility computing (informatique utilitaire) : L’utility computing représente
le modèle consistant à fournir des ressources à la demande et à facturer les clients
sur la base de l’utilisation plutôt qu’un tarif forfaitaire. Le cloud computing peut
être perçu comme une réalisation de l’informatique utilitaire. Il adopte un sys-
tème de tarification basé sur l’utilité, entièrement pour des raisons économiques.
Avec l’approvisionnement des ressources à la demande et le paiement à l’usage, les
fournisseurs de services peuvent réellement optimiser l’utilisation des ressources et
minimiser leurs coûts d’exploitation.

— la virtualisation : La virtualisation est une technologie qui permet d’abstraire les
détails du matériel physique et de fournir des ressources virtualisées pour des appli-
cations de haut niveau. En effet, la virtualisation regroupe l’ensemble des techniques
matérielles ou logicielles permettant de faire fonctionner, sur une seule machine
physique, plusieurs configurations informatiques (systèmes d’exploitation,. . . ), de
sorte à former plusieurs machines virtuelles, qui reproduisent le comportement des
machines physiques. La virtualisation constitue le fondement du cloud computing,
car elle permet de mettre en commun les ressources informatiques de grappes de
serveurs et d’affecter ou de réaffecter dynamiquement des ressources virtuelles à
des applications à la demande. Les ressources physique du serveur physique sont
partitionnées par le moniteur de machine virtuelle, également appelé hyperviseur,
en plusieurs machines virtuelles différentes, chacune fonctionnant sous un système
d’exploitation distinct et une pile de logiciels utilisateur.

— La conteneurisation : est un type de virtualisation au niveau de l’application,
qui permet de créer plusieurs instances d’espace utilisateur isolées sur un même
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noyau. Ces instances sont appelées conteneurs. La conteneurisation propose une
manière de virtualiser des ressources de manière légère, avec une isolation garantie
par le système d’exploitation. Ces ressources sont ainsi plus facilement portables
d’un système à un autre.

La principale différence entre la conteneurisation et la virtualisation réside dans les
moyens mis en œuvre pour réaliser l’isolation entre le système à l’intérieur du conteneur
et le reste. La figure 1.5 montre la différence d’architecture entre les deux systèmes. D’un
côté, on voit que les conteneurs reposent sur le noyau du système d’exploitation qui les
accueille. De l’autre, les machines virtuelles, utilisent le noyau du système d’exploitation à
l’intérieur de la VM. Celui-ci n’a pas directement accès aux ressources physiques et utilise
l’hyperviseur (le logiciel utilisé pour la virtualisation) pour accéder aux ressources physiques
(processeur, RAM, disque dur). L’hyperviseur va émuler du matériel virtuel que la machine
virtuelle utilisera au lieu d’accéder directement aux ressources présentes dans la machine.
Cela ajoute une couche supplémentaire qui n’existe pas avec les conteneurs. L’isolation
procurée par la conteneurisation est réalisée par le noyau du système d’exploitation hôte.
Tous les conteneurs et l’hôte se partagent un même noyau Linux dans lequel des espaces
de nommages sont créés.

Figure 1.5 – Une représentation des technologies de virtualisation et conteneurisation.

La conteneurisation et virtualisation ne rentrent pas forcément en concurrence et il
est possible d’utiliser les deux technologies conjointement. Alors, conteneurs ou machines
virtuelles ?

Pour faire tourner un maximum d’applications particulières sur un minimum de ser-
veurs, il est préférable d’utiliser des conteneurs tout en gardant un œil sur les systèmes qui
font tourner des conteneurs tant que leur sécurité n’est pas verrouillée. Pour exécuter plu-
sieurs applications sur des serveurs et avoir une grande variété de systèmes d’exploitation,
il est préférable d’utiliser les machines virtuelles. Et si la sécurité est la priorité numéro un
d’une entreprise, alors il faut préférer pour l’instant les machines virtuelles.

Dans la pratique, il est possible d’utiliser à la fois des conteneurs et des machines
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virtuelles dans le cloud et dans les centres de données. L’économie d’échelle que procurent
les conteneurs ne peut être ignorée. Dans le même temps, les machines virtuelles conservent
toujours leurs avantages. Alors que la technologie de conteneurs arrive à maturité, comme le
dit Thorsten von Eicken, CTO de RightScale, une entreprise spécialisée dans la gestion des
plateformes cloud « l’association VM/conteneurs constituera le nirvana de la portabilité
cloud » (Vaughan-Nichols, 2016). Nous n’en sommes pas encore là, mais c’est vers cela que
nous nous dirigeons.

Les travaux de cette thèse peuvent s’appliquer sur les deux technologies, la conteneu-
risation et la virtualisation. Dans le reste de ce manuscrit nous allons nous focaliser sur
la conteneurisation pour plusieurs raisons, la principale étant axée sur sur l’accélération
de développement d’applications. Un autre atout, toutes ou quasiment toutes les entre-
prises de haute technologie, investissent dans des conteneurs, par exemple : Google, IBM
et Microsoft ...etc.

1.2.5 Défis de recherche dans le cloud computing

Bien que le cloud computing a été largement adopté par l’industrie, la recherche sur le
domaine de cloud en est encore à ses débuts. De nombreux problèmes existants n’ont pas
été entièrement résolus, tandis que de nouveaux défis continuent d’émerger (Zhang et al.,
2010). Dans cette section, nous résumons certains des enjeux de la recherche dans le cloud
computing :

— Gestion de l’énergie : L’amélioration de l’efficacité énergétique est un autre enjeu
majeur dans le cloud computing. Il a été estimé que le coût de l’alimentation et le
refroidissement représente 53% du total des dépenses opérationnelles de centres de
données (Hamilton, 2009a). Les centres de données aux États-Unis a consommé plus
de 1,5% de l’énergie totale produite en 2006 , et le pourcentage devrait augmenter
de 18% par an (Li et al., 2009). Les fournisseurs d’infrastructures sont donc sous
pression pour réduire la consommation d’énergie. L’objectif est non seulement de
réduire le coût de l’énergie dans les centres de données, mais aussi pour respecter
les réglementations gouvernementales et les normes environnementales.
La conception de centres de données efficaces sur le plan énergétique a reçu une at-
tention considérable. Ce problème peut être abordé de plusieurs façons. Par exemple,
l’efficacité énergétique des architectures matérielles qui permet de ralentir la vitesse
du processeur et la désactivation partielle des composants matériels (Brooks et al.,
2000), est devenue très pertinente. L’ordonnancement des tâches tenant compte de
l’énergie (Vasić et al., 2009) et la consolidation des serveurs (Srikantaiah et al.)
sont deux autres manières de réduire la consommation d’énergie en éteignant les
machines non utilisées. Un défi majeur dans toutes les méthodes ci-dessus visent
à obtenir un bon compromis entre les économies d’énergie et la performance des
applications.

— Sécurité de données : La sécurité des données est un autre sujet de recherche
important dans le domaine du cloud computing. Comme les fournisseurs de services
n’ont généralement pas accès au système de sécurité physique des centres de données,
ils doivent compter sur le fournisseur d’infrastructure pour assurer une sécurité
totale des données.
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— Ordonnancement :
L’ordonnancement est un enjeu important qui influence considérablement les per-
formances de l’environnement de cloud computing. L’ordonnancement des tâches
fait référence au processus d’ajustement des ressources entre différents utilisateurs
de cloud computing, il est l’un des problèmes d’optimisation les plus connus dans
littérature et joue un rôle clé dans l’amélioration du bon fonctionnement de cloud
computing. Il existe plusieurs niveaux d’ordonnancement dans le cloud, notamment :
l’ordonnancement au niveau application et l’ordonnancement au niveau infrastruc-
ture. Le premier consiste en l’ordonnancement (affectation) des tâches composant les
applications des utilisateurs sur les services IaaS ou HaaS du cloud, et le deuxième
niveau concerne l’affectation de machines virtuelles sur les infrastructures physiques
(machines physiques) du cloud. Les deux niveaux d’ordonnancement sont des pro-
blèmes complexes.
Dans cette thèse, notre intérêt porte sur le deuxième niveau d’ordonnancement, où
les demandes de l’utilisateur sont exprimées sous forme de conteneurs d’application.

1.3 Ordonnancements dans le cloud

Les environnements informatiques distribués et/ou parallèle, tels que le cloud compu-
ting sont nécessairement confrontés aux problèmes d’ordonnancement qui peuvent affecter
les performances du cloud de manière positive ou négative. Par conséquent, il est essentiel
qu’un cloud ait un ordonnanceur efficace pour optimiser différents critères en fonction des
besoins des fournisseurs et utilisateurs de cloud. Le processus d’ordonnancement peut se
faire à différent niveaux du cloud computing selon la nature du service proposé (voir figure
1.6).

Figure 1.6 – Ordonnancement dans le cloud.

Par conséquent, selon l’orientation ou non vers le marché du service proposé par le cloud,
les critères abordés et le niveau hiérarchique de l’ordonnancement ne sont pas les mêmes.
Nous avons identifié trois niveaux d’ordonnancement, voir la figure 1.7, deux d’entre eux
sont orientés vers le marché (ordonnancement au niveau du service et de la tâche), et le
troisième n’est pas orienté vers le marché (ordonnancement au niveau de conteneur). Nous
présentons ci-dessous chaque niveau d’ordonnancement dans le cloud.
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Figure 1.7 – Différents niveaux d’ordonnancement dans le cloud.

— Ordonnancement niveau de service : ce niveau d’ordonnancement est statique
et concerne une partie de la couche d’infrastructure pour la gestion des ressources.
L’objectif de ce type d’ordonnancement est d’attribuer des grandes quantités de
demandes qui représentent des services.
Dans ce type d’ordonnancement, l’architecture de cloud est composée de plusieurs
clouds géographiquement distribués. L’ordonnanceur doit conaître la configuration
générale de l’architecture. Une vue globale est nécessaire pour permettre à l’ordon-
nanceur d’assigner les processus sur les différents clouds. Un tel ordonnanceur est
appelé méta-ordonnanceur et procède en trois étapes.
— La première étape : En fonction des paramètres fonctionnels, l’ordonnanceur est

responsable de trouver la collection de clouds qui correspond le mieux au service
demandé sur le marché des clouds. Si aucun cloud proposant ce service n’est
trouvé, il peut être demandé à l’utilisateur de télécharger son propre environne-
ment pour faire fonctionner son service.

— La deuxième étape : est liée à la granularité de la qualité de service demandée
par les clients.
En effet, en fonction de la qualité de service à petite ou grande échelle, le méta-
ordonnanceur pourrait devoir déduire des paramètres non fonctionnels (temps,
coût, ...) à partir d’un ensemble de paramètres fonctionnels.

— La troisième étape : est introduite pour allouer le service demandé en effectuant
la réservation sur le cloud approprié. Le méta-ordonnanceur peut alors estimer
les valeurs obtenues pour les besoins des utilisateurs en fonction de l’affectation
choisie. Le contrat entre l’utilisateur et le fournisseur est signé et représenté
par l’accord sur le niveau de service (SLA). De plus, comme nous l’avons dit
précédemment, cette mission est statique. Ainsi, il est nécessaire de proposer
des ordonnanceurs locaux au sein de chaque centre de données (cloud) pour
pouvoir s’adapter à l’évolution du système comme la volatilité des ressources et
la surcharge des ressources. Il faut donc prévoir une planification dynamique,
qui est offerte par l’ordonnancement au niveau des tâches.

— Ordonnancement niveau de tâche : l’ordonnancement au niveau des tâches
concerne une couche de gestion des ressources moins importante que l’ordonnance-
ment au niveau des services. Ce type d’ordonnancement est dynamique et s’adapte
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aux changements du cloud. L’objectif est d’optimiser l’affectation des tâches aux
conteneurs sous des contraintes de qualité de service de chaque tâche de chaque
client, tout en minimisant le prix d’exécution global et le makespan. À l’instar du
méta-orodonnanceur, l’ordonnanceur de tâches est dédié à un seul centre de données
(cloud), il ne peut pas gérer les ressources des autres clouds d’autres fournisseurs.
Le processus de mise en correspondance entre la tâche et la machine virtuelle est
effectué par un tiers appelé courtier.
De plus, comme l’ordonnanceur au niveau des services, l’ordonnanceur au niveau
des tâches comporte trois étapes précises.
— La première étape : l’ordonnanceur vise à calibrer les contraintes de qualité

de service des tâches. En effet, par exemple, lorsqu’une charge de travail est
planifiée au niveau du service, toutes les tâches sont envoyées ensemble vers le
cloud qui est sélectionné par le méta-ordonnanceur. Cependant, ces tâches ne
seront pas traitées en même temps par l’ordonnanceur au niveau des tâches.
Par conséquent, de nouvelles contraintes doivent être attribuées aux tâches en
fonction du temps réel où elles vont être traitées efficacement.

— La deuxième étape : consiste à optimiser le processus de correspondance entre
la tâche et les conteneurs. Cela se fait de manière dynamique en fonction des
besoins en ressources, de l’accord de niveau de service (SLA), du prix et de la
disponibilité des conteneurs.
Les conteneurs sont créées à la demande en les réservant au fournisseur pour
répondre aux besoins précédemment cités. Le problème peut même être plus
dynamique et compliqué lorsque le prix des mêmes instances de conteneurs peut
changer au cours du temps. Cela conduit l’ordonnanceur à modifier l’affectation
de chaque tâche en permanence en fonction du prix du conteneur et de la charge
générale pour optimiser la qualité de service. En général, les objectifs visés pour
la qualité de service dans ce type d’ordonnancement sont à la fois le temps de
réponse global et le coût lié au traitement des tâches. L’objectif est de réduire
ces deux éléments tout en offrant un profit intéressant au courtier.

— La troisième étape : consiste à mettre en œuvre un ordonnancement optimal ou
quasi optimal sur l’architecture après avoir été calculé par la deuxième étape. Il
est à noter que l’ordonnancement au niveau du service et l’ordonnancement au
niveau de la tâche peuvent être complémentaires et faire partie du cloud orienté
vers le marché.

— Ordonnancement niveau de conteneur : l’ordonnancement au niveau de conte-
neur est le niveau d’ordonnancement le plus bas, utilisé pour fournir les conte-
neurs qui sont demandés par la tâche dans l’ordonnancement au niveau de la tâche.
Cette planification gère les conteneurs d’un cloud fonctionnant sous un gestionnaire
de cloud en utilisant les possibilités de conteneurisation offertes par Docker par
exemple. L’objectif est de trouver le meilleur ordonnancement des conteneurs sur
les hôtes qui composent le centre de données (cloud). Ceci est fait en fonction des
caractéristiques de conteneur en termes de ressources pour respecter les contraintes
de faisabilité, tout en optimisant les objectifs du fournisseur de cloud. Ce type d’or-
donnancement est hérité de l’infrastructure de grille qui remplace les conteneurs
par des jobs. Ainsi, contrairement à l’ordonnancement au niveau des services et des
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tâches, l’ordonnancement au niveau des conteneurs n’est pas une approche orientée
vers le marché. En d’autres termes, il n’y a aucune référence au profit à ce niveau
d’ordonnancement.
Les objectifs sont exclusivement orientés vers l’amélioration des performances en
matière de consommation énergétique des centres de données et de temps de réponse
des conteneurs. Le processus d’ordonnancement est réalisé en trois étapes.
— La première étape : l’ordonnanceur récupère les caractéristiques des conteneurs

en fonction des besoins spécifiés (par exemple, une tâche qui nécessite un conte-
neur avec une certaine quantité de CPU, de mémoire et bande passante ...etc).
Une fois cela fait, il filtre à la fois la liste des conteneurs et des hôtes en ne
gardant que les hôtes disponibles et les conteneurs déployables.

— La deuxième étape : consiste à attribuer le pool de conteneur déployables aux
hôtes disponibles. Cette affectation se fait en tenant compte des contraintes des
conteneurs et des capacités des hôtes. En outre, comme indiqué précédemment,
l’affectation doit être optimale ou quasi-optimale au regard des objectifs.

— La troisième étape : le meilleur ordonnancement est validé et le conteneur est
déployé sur l’infrastructure. Les capacités des hôtes sont mises à jour par Docker
en attendant les autres conteneurs. Notez que le problème évolue dans le temps.
En effet, à chaque fois qu’un conteneur termine son traitement, de nouvelles
possibilités d’affectation peuvent apparaître. De plus, il est possible de rendre le
problème entièrement dynamique en déplaçant le conteneur d’un hôte à l’autre
pendant qu’il est encore en cours de traitement. C’est ce que l’on appelle la
migration en direct. Cependant, cette technique se heurte à certains problèmes
liés à la flexibilité des applications s’exécutant sur le conteneur (interruptibilité,
droits des utilisateurs, espace de travail,...), au coût du transfert de données et
à la complexité du temps processeur des conteneurs. Elle entraîne également
des frais généraux d’ordonnancement non négligeables qui doivent être pris en
compte.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons à l’ordonnancement au niveau de conteneur et
au niveau-service. Comme un conteneur est fortement relié au kernel, le conteneur n’a pas
conscience de ce qui se passe en dehors de ce kernel et donc de la machine physique (serveur
hôte), c’est là que le gestionnaire des conteneurs intervient, il va apporter l’orchestration
et la gestion des conteneurs sur des clusters de serveurs, autrement dit le gestionnaire des
conteneurs va prendre en charge plusieurs kernels et donc pouvoir gérer les conteneurs sur
ces différents serveurs.

Avec le gestionnaire de conteneur, le développeur n’a plus à s’occuper de la gestion des
machines virtuelles. Il a à disposition directement son environnement d’exécution qui est
le conteneur pour pouvoir y déployer son code, et c’est le gestionnaire de conteneur qui va
s’occuper des couches infrastructure sous-jacentes.

La figure 1.8 illustre l’orchestration des conteneurs. Le gestionnaire de conteneur s’exé-
cute au dessus de l’OS (système d’exploitation) et interagit avec les pods (les pods sont
les environnements d’exécution d’un ou de plusieurs conteneurs) de conteneurs qui s’exé-
cutent sur les noeuds (les noeuds sont des machines physiques (serveurs) hébergeant les
conteneurs qui exécutent les tâches qui leur sont assignées), Le gestionnaire Master (Le ges-
tionnaire Master est le serveur maître (machine physique maître) permettant de contrôler
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les noeuds) reçoit les commandes de la part d’un administrateur et va relayer ces instruc-
tions aux noeuds. Ce système de transfert fonctionne avec des services et le noeud le plus
adapté pour cette tâche va être choisi automatiquement et il va ensuite allouer les res-
sources aux pods désignés dans ce noeud pour qu’ils effectuent la tâche requise. Lorsque le
master planifie un pod dans un noeud, le kubelet (le kubelet est un composant exécuté sur
des noeuds et qui s’assure que les conteneurs définis ont démarré et fonctionnent comme
prévu) de ce noeud ordonne à docker par exemple de lancer les conteneurs spécifiés et c’est
docker qui va démarrer ou arrêter les conteneurs. Le kubelet collecte ensuite en continu le
statut de ces conteneurs via docker et rassemble ces informations sur le serveur master, on
voit donc que les ordres proviennent d’un système automatisé et non d’un administrateur
qui va assigner manuellement des tâches à tous les noeuds pour chaque conteneur.

Figure 1.8 – L’orchestration des conteneurs.

1.4 Problématique de la thèse

Le cloud computing est basé à la fois sur des concepts informatiques et économiques. Le
concept informatique concerne l’infrastructure utilisée pour fournir les ressources. D’autre
part, le concept économique est en charge de l’interaction commerciale du paradigme du
cloud avec les clients. En effet, le concept économique ajoute des contraintes et des objectifs
totalement nouveaux affectant l’ordonnancement des applications dans le cloud. En outre,
la flexibilité et la variabilité de la taille d’un cloud pose des problèmes d’ordonnancement
aux différents niveaux que nous avons définis dans la section 1.3.

Les travaux de cette thèse proposent un pont entre les méthodes d’optimisation et l’or-
donnancement dans le cloud. Dans ce manuscrit, nous proposons un panel d’ordonnanceurs
basés sur des méthodes exactes et approchées. L’application des méthodes d’optimisation
exactes s’avère illusoire dans la pratique en raison du temps de calcul, en revanche ces
méthodes exactes seront des références pour les fournisseurs de cloud afin d’évaluer les
différentes méthodes approchées proposées. Toutes ces méthodes peuvent s’adapter aux
contraintes et caractéristiques de chaque niveau d’ordonnancement défini dans la section
1.3 avec une mise à jour des critères abordés sur les différents niveaux du cloud.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons à l’ordonnancement au niveau-service et au
niveau conteneur, en particulier à l’ordonnancement de conteneurs d’application dans le
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cloud computing. Nous proposons des nouveaux modèles d’optimisation avec de nouvelles
contraintes qui englobent tous les critères des différents niveaux d’ordonnancement évoqués
dans la section 1.3 où les fournisseurs et les utilisateurs de services cloud ont des exigences
et des objectifs à atteindre.

Comme nous l’avons déjà dit, le cloud computing semble aujourd’hui être de plus en plus
adopté dans de nombreux domaines en proposant plusieurs services. Dans ce manuscrit,
nous considérons comme une étude de cas, le domaine du calcul haute performance (HPC)
où les infrastructures HPC sont proposées comme un service. Le principal critère à optimiser
que nous avons observé pour l’ordonnancement au niveau-service (section 1.3) est le profit.
Cependant, la consommation d’énergie pour le type de service proposé dans ce cas est
croissante. Par conséquent, un ordonnancement tenant compte de l’énergie est crucial pour
les systèmes à grande échelle qui consomment une quantité considérable d’énergie.

L’étude de (Koomey et al., 2007) montre qu’en 2005, la puissance utilisée par les ser-
veurs représente environ 0,6% de la consommation totale d’électricité aux États-Unis. Ce
pourcentage passe à 1,2% si l’on tient compte du refroidissement et des infrastructures
auxiliaires. La même année, aux États-Unis, la facture d’électricité globale pour le fonc-
tionnement de ces serveurs et des infrastructures associées s’élevait à environ 2,7 milliards
de dollars et 7,2 milliards de dollars pour le monde entier. L’électricité totale consommée
par les serveurs a doublé au cours de la période 2000-2005 dans le monde entier et cette
augmentation s’est encore confirmée au cours de ces dernières années (Laros III et al.,
2013).

La consommation d’énergie a un impact qui affecte le profit des fournisseurs, de plus,
plus une activité est gourmand en énergie, plus il génère des gaz à effet de serre et a un
impact négatif sur le climat. En effet, selon l’estimation d’Amazon (Hamilton, 2007, 2009b),
le montant des coûts énergétiques représente 42% du budget total d’un centre de données.
Ainsi, les fournisseurs et les clients ont le souci de réduire leur consommation d’énergie, ce
qui se traduit par une réduction des coûts. Donc, il est crucial de proposer des solutions
efficaces pour les grands systèmes gourmands en énergie.

1.4.1 Formulation générale du problème

Le type de cloud considéré dans ce manuscrit peut être un cloud public et/ou privé
du modèle de service IaaS. Plus précisément, il s’agit d’un cloud de services HPC à deux
niveaux, orienté vers le marché ou non. Au premier niveau, nous trouvons le fournisseur et
à l’autre niveau, les clients. Le modèle de notre architecture est inspirée du projet Open
Cirrus (Campbell et al., 2009), c’est un ensemble de cloud géographiquement répartis dans
le monde entier(Coady et al., 2015). Les clients ont accès au cloud en demandant des
ressources au fournisseur (voir figure 1.9).

Le service proposé par le fournisseur de cloud dans notre approche offre des infrastruc-
tures aux clients afin d’exécuter des applications HPC par exemple. Comme pour l’ordon-
nancement de niveau de service sur un ensemble de cloud, l’ordonnanceur doit avoir une
vue globale (méta-vue) de l’ensemble de clouds. Ainsi, l’originalité de ce modèle consiste
à développer des algorithmes afin de trouver le meilleur méta-ordonnancement pour les
requêtes dans le temps.

20



1.4. PROBLÉMATIQUE DE LA THÈSE

Figure 1.9 – Une représentation de notre modèle cloud à deux niveaux.

Le modèle de cloud à deux niveaux que nous abordons est géographiquement distribué.
Nous nous intéressons plus particulièrement au modèle Infrastructure as a Service (IaaS).
En effet, nous avons affaire dans notre cas à un modèle avec, d’un côté le fournisseur du
cloud distribué et de l’autre côté, les clients. Ces derniers ont accès au Cloud en deman-
dant des ressources au fournisseur. Le service offert par le fournisseur du Cloud consiste en
des infrastructures (ressources) pour permettre aux clients d’exécuter leurs applications.
Cependant, malgré les nombreux avantages avérés de l’utilisation d’une infrastructure en
nuage pour l’exécution des processus d’entreprise, elle est toujours confrontée à un problème
majeur qui peut compromettre son succès : le manque de conseils pour choisir entre plu-
sieurs offres. De plus, lors de l’exécution des processus métier, il est difficile d’automatiser
toutes les tâches et plusieurs objectifs souvent contradictoires doivent être pris en compte
(Bessai et al., 2013). Bessai et al. (2013) proposent trois approches complémentaires bi-
critères pour l’ordonnancement des processus métier sur les ressources distribuées du Cloud
tout en tenant compte de sa caractéristique de calcul élastique qui permet aux utilisateurs
d’allouer et de libérer des ressources de calcul (machines virtuelles) à la demande et de son
modèle économique basé sur le paiement à l’utilisation.

Notre étude aide le fournisseur à optimiser l’utilisation des ressources tout en offrant
le meilleur ordonnancement des applications pour assurer la meilleure qualité de service
(QoS) en respectant les contraintes du modèle et les contraintes spécifiées par les clients,
telles que la date de début et de fin d’exécution des applications définies par le client, le
budget alloué exprimé en kilowatts par heure (Kwh). Aujourd’hui, le fournisseur fixe un
prix d’allocation des ressources par client en Kwh. Les clients peuvent donc estimer leur
facture en fonction de leurs besoins en ressources selon, par exemple, la formule suivante
(Ishihara and Yasuura, 1998) :

Kwh = Puissance du CPU (en KW)×Durée (en h) (1.1)

Avec la puissance du CPU est égale à (C × fr× V ), où C est la capacité de commutation,
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fr est la fréquence du CPU et V est la tension d’alimentation.
Avec une telle modélisation, un client peut soumettre sa demande avec les informations

suivantes : une date de début s, une date de fin f , la quantité d’énergie estimée pour sa
demande. Bien entendu, il peut également spécifier d’autres besoins pour son application
comme la quantité de mémoire nécessaire, la quantité de stockage, ou la bande passante
par exemple. En outre, les applications n’ont pas nécessairement la même priorité. Cette
priorité est souvent attribuée par le fournisseur de ressources informatiques (en fonction
de l’importance du client / de l’application) ou automatiquement par le système.

Plus formellement, nous considérons le cas où nous avons un fournisseur de Cloud avec
un certain nombre de centres de données répartis géographiquement sur différents sites
dans le monde. Chaque centre de données est considéré comme une méta-machine qui
possède principalement types de ressources : l’énergie, une quantité limitée de mémoire,
une quantité limitée de stockage et une quantité limitée de bande passante, etc. En outre,
chaque centre de donnée est soumis à une consommation d’énergie maximale à ne pas
dépasser, à savoir le Power Capping exprimé en Kwh. Le plafonnement de la puissance
représente donc la limite maximale de la consommation d’énergie d’un système. Dans ce
contexte, les clients soumettent donc des demandes (applications).

Les applications doivent donc être traités. Chaque application sera affecté à une ma-
chine (noeud) à exécuter. Dans cette étude, les applications doivent être ordonnancés sans
préemption pendant un horizon de temps d’ordonnancement fixé à l’avance. Nous suppo-
sons que les machines sont disponibles en permanence. Ainsi, la soumission d’une demande
par l’utilisateur pour exécuter son application est définie par le vecteur (Début, fin, poids,
RAM, Bandwidth, EC). Les éléments du vecteur représentent respectivement la date de
début, la date de fin de l’exécution de l’application, son poids, la quantité de mémoire
requise par l’utilisateur, la bande passante et la consommation d’énergie limitée par unité
de temps. Durée = date de fin - date de début est le temps d’exécution d’une application.

Fixer la date de début, la date de fin, la fréquence du CPU ainsi que des besoins en
ressources d’une application est aujourd’hui de plus en plus fréquent. L’objectif principal
de cette étude est de rechercher un sous-ensemble maximum d’application qui peuvent
être ordonnancés sur l’horizon de temps tout en respectant toutes les contraintes du sys-
tème et les spécifications des clients. Le problème d’ordonnancement est donc un problème
multi-ressources à intervalle fixe (FISP (Fixed Interval Scheduling Problem)). Nous
reviendrons plus en détail dans le chapitre 2 sur ce problème FISP .

Exemple cas monocritère

Prenons un exemple avec 8 applications doivent être ordonnancés sur 2 machines (sur
le même ou différents centres de données) sur un horizon de temps [0, 10]. 3 types de
ressources sont nécessaires, par exemple : RAM, Bandwidth et power capping (un pla-
fonnement de l’énergie), noté par EC. Les quantités de ces ressources sont limitées :
(RAM,Bandwidth,EC) = (2, 2, 2). Pour chaque applications , la date de début, la date
de fin, le poids de priorité pour chaque application et les besoins en ressource sont données
dans le tableau 1.2.

La figure 1.10 présente une solution optimale pour le problème mono-critère, représenté
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Table 1.2 – Une instance de 8 applications et 3 types de ressources (cas monocritère).

Applications Date de début date de fin Poids EC RAM Bandwidth

1 0 4 8 1 1 0
2 0 6 5 1 1 1
3 1 4 7 1 1 2
4 1 5 3 2 1 2
5 3 6 4 2 2 1
6 3 8 2 2 1 2
7 4 8 5 1 0 1
8 5 9 6 1 2 1

avec le diagramme de Gantt sur chaque machine, pour l’exemple ci-dessus, la valeur de
la fonction objectif est de : Z = 31 (la somme des poids des applications ordonnancés
1, 2, 3, 7, 8), les applications 4, 5, 6 ne seront pas ordonnancées (pas assez de ressources),
elles seront ordonnancés plus tard.

Figure 1.10 – Une solution optimale monocritère.

De plus, nous traitons le cas où différentes fonctions objectives doivent être optimi-
sées. Nous sommes donc confrontés à des problèmes d’ordonnancement multicritères. Les
problèmes classiques d’ordonnancement multicritères ont été largement étudiés dans la lit-
térature (voir (T’kindt and Billaut, 2006; Hoogeveen, 2005)) où l’on suppose que la qualité
de la solution est mesurée par une ou plusieurs fonctions objectives appliquées à tous les
travaux sans distinction. Dans certaines situations réelles, cette hypothèse peut être écartée
ou ne pas être appropriée au problème plus général de l’allocation des ressources. Au lieu
d’utiliser un ou plusieurs critères pour tous les travaux, il peut être nécessaire de considé-
rer que chaque fonction objectif dépend d’un sous-ensemble de travaux. Par exemple, le
cas de notre étude. Il s’agit d’un problème d’ordonnancement multicritères pour lequel un
nouveau type de compromis doit être trouvé. Ces problèmes d’ordonnancement sont appe-
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lés dans la littérature "ordonnancement multiagents" (Cheng et al., 2006; Kovalyov et al.,
2012) ou "ordonnancement avec des agents concurrents" (Agnetis et al., 2009a) ou "pro-
blèmes d’ordonnancement de travaux interférents" (Hoogeveen, 2005; Tuong et al., 2012),
Nous reviendrons plus en détail dans le chapitre 2 sur ces problème d’ordonnancement
multiagent.

Nous définissons le terme "agent" comme une entité associée à un sous-ensemble de
travaux. Cette entité peut être associée à un autre décideur qui intervient dans le choix
de la solution finale. Chaque agent vise à chercher un sous-ensemble maximum de travaux
qui lui est propre, et qui peuvent être ordonnancés sur l’horizon de temps tout en respec-
tant toutes les contraintes du système et les spécifications des clients. Ces agents sont en
concurrence puisqu’ils partagent les mêmes ressources (Agnetis et al., 2014, 2000). Nous
recherchons donc des solutions de compromis. Ces problèmes sont proches de l’optimisation
combinatoire et de la théorie des jeux coopératifs (Agnetis et al., 2009b).

Dans ce manuscrit, pour illustrer nos approches, nous traitons le cas de deux agents.
Toutes les approches développées peuvent être généralisées à plusieurs agents.

Exemple cas mulicritère (multiagent)

Prenons un exemple avec 8 applicationss doivent être ordonnancés sur 2 machines (sur
le même ou différent centre de donnée) sur un horizon de temps [0, 10]. On considère deux
agents (ApplicationA = 1, 2, 3, 4 et ApplicationB = 5, 6, 7, 8). 3 types de ressources sont
nécessaires, par exemple : RAM, Bandwidth et power capping (EC). Les quantités de ces
ressources sont limitées : (RAM,Bandwidth,EC) = (2, 2, 2). Pour chaque application, la
date de début, la date de fin, le poids de priorité pour chaque job et les besoins en ressources
sont données dans le tableau 1.3.

Table 1.3 – Une instance de 8 Applications et 3 types de ressources (cas multiagent).

Applications Date de début date de fin Poids EC RAM Bandwidth

1 0 4 8 1 1 0
2 0 6 5 1 1 1
3 1 4 7 1 1 2
4 1 5 3 2 1 2
5 3 6 4 2 2 1
6 3 8 2 2 1 2
7 4 8 5 1 0 1
8 5 9 6 1 2 1

La figure 1.11 présente une solution optimale pour le problème multiagent, représenté
avec le diagramme de gantt sur chaque machine, pour l’exemple ci-dessus, la valeur de la
fonction objectif pour l’agent A est de : ZA = 20 (pour l’agent B est de : ZB = 11).
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Figure 1.11 – Une solution optimale multiagent (2 agents).

1.5 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté tous les concepts et les éléments et hypothèses
nécessaires à la compréhension générale de nos contributions. Nous avons exploré divers
défis de recherche dans le cloud. Un de ces défis porte sur l’ordonnancement de conteneurs
d’application, qui présente un élément essentiel des systèmes de gestion de conteneurs.
Nous avons proposé un nouveau modèle d’optimisation avec de nouvelles contraintes qui
englobe tous les critères des différents niveaux d’ordonnancement évoqués précédemment
où les fournisseurs et les utilisateurs de services cloud ont des exigences et des objectifs à
atteindre.
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Chapitre 2

Ordonnancement sur des ressources
cumulatives et disjonctives : État de
l’art

2.1 Introduction

Les problèmes d’ordonnancement sont des problèmes d’optimisation combinatoire dans
lesquels certaines activités doivent être exécutées en utilisant les ressources dont elles ont
besoin. Une allocation faisable des ressources aux activités dans le temps est appelée un
ordonnancement. La qualité d’un ordonnancement est mesurée par divers critères d’optimi-
sation qui sont en général des fonctions de délais d’exécution des activités et des quantités
de ressources utilisées.

Dans un problème d’ordonnancement traditionnel, il est possible de déterminer libre-
ment les dates de début des activités. L’ordonnanceur utilise cette liberté pour construire
un ordonnancement tout en satisfaisant certaines contraintes ou même en optimisant un
certain critère. Concernant le problème d’ordonnancement traité dans cette thèse, l’ordon-
nanceur n’a pas de liberté pour déterminer la date de début d’une activité ; c’est plutôt
une donnée du problème.

Dans la section 2.2 de ce chapitre, nous dressons quelques travaux connexes des pro-
blèmes d’ordonnancement des travaux à intervalle fixe, également connus sous le nom de
problèmes d’ordonnancement des travaux fixes. Dans la section 2.5.2 nous rappelons les
définitions des problèmes d’ordonnancement multiagents, ainsi un certain nombres de no-
tions issues de l’optimisation multicritère, nécessaires pour nos travaux. Dans la section 2.3
nous présentons les problèmes d’ordonnancement dans un contexte cloud computing qui
est actuellement de plus en plus utilisé dans le domaine des technologies de l’information
(IT). Ce chapitre s’achève par la section 2.6 présentant une conclusion.
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2.2 Problème d’ordonnancement d’intervalles fixes

Les problèmes d’ordonnancement sont formulés en termes de machines et de travaux.
Dans notre étude, les machines dotées d’un certain nombre de ressources renouvelables
doivent exécuter les tâches. Dans un problème d’ordonnancement traditionnel, il est pos-
sible de déterminer librement les dates de début des jobs, qui sont des variables de décisions.
L’ordonnanceur utilise cette liberté pour construire un ordonnancement tout en satisfai-
sant certaines contraintes ou même en optimisant un ou plusieurs critères. Les mesures de
performance pour ce type de problème d’ordonnancement reflètent la qualité de la solution
et donc de l’utilisation des ressources. Par exemple, la minimisation de la durée de to-
tale de traitement ou de production (makespan) mesure le temps nécessaire aux machines
pour traiter tous les travaux. On trouve dans la littérature de la recherche opérationnelle
plusieurs travaux sur ces problèmes d’ordonnancement classiques (Brucker, 2004; Leung,
2004).

Les décisions auxquelles l’ordonnanceur doit faire face sont le traitement ou non du
travail et l’allocation de la (des) ressource(s) nécessaire(s) à son exécution. Les mesures de
performance peuvent se focaliser sur les travaux ; par exemple, on peut souhaiter maximiser
le coût total pondéré des travaux traités (acceptés ou le bénéfice global du traitement de
certains travaux), ou équivalent le coût total pondéré de rejet de certains travaux (la perte
globale totale liée au rejet de traitement de certains travaux). Bien qu’il existe plusieurs
travaux dans la littérature sur les problèmes d’ordonnancement à intervalles fixes, les re-
cherches sur ces problèmes ont souvent été adaptées à une grande diversité d’applications.
Par exemple, dans Fischetti et al. (1989) les auteurs s’intéressent à la minimisation du
nombre de chauffeurs de bus nécessaires pour effectuer toutes les tâches, quand une équipe
ne peut pas travailler plus qu’un temps de travail donné T dans une journée.

2.2.1 Description du problème de base de l’ordonnancement des inter-
valles fixes et ses variantes

Le problème de base d’ordonnancement d’intervalles fixes peut être décrit comme suit :
les données sont n intervalles fixes [si, fi) avec si < fi ,∀i . . . n. Chaque intervalle fixe cor-
respond au temps d’exécution d’un travail sur toute la durée de l’intervalle. La préemption
des travaux n’est pas autorisée. Nous supposons que si et fi sont des entiers non négatifs.
Deux intervalles (ou travaux) se chevauchent si l’intersection est non vide, sinon ils sont
dits disjoints. En outre, il existe m machines. Dans le cas classique (problème de base),
chaque machine peut traiter au maximum un travail à la fois et elle est toujours disponible,
i.e. chaque machine est disponible en permanence dans [0,∞). Nous supposons que chaque
travail est affecté à une seule machine. Le problème de base consiste ainsi à traiter tous
les travaux en utilisant un nombre minimum de machines. En d’autres termes, un ordon-
nancement est l’affectation des travaux aux machines, i.e une affectation de travaux sur
un ensemble minimum de machines de sorte que les intervalles de temps de deux travaux
affectés à la même machine ne se chevauchent pas.

Il est bien connu que les problèmes d’ordonnancement des intervalles fixes peuvent être
modélisés par des graphes d’intervalles. En effet, un graphe dit d’intervalles se construit
comme suit : on a un nœud pour chaque intervalle et un arc entre deux nœuds si et
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seulement si les intervalles correspondant se chevauchent. Par conséquent, le problème
de base de l’ordonnancement des intervalles fixes correspond au problème de coloration
d’un graphe d’intervalles (cf par exemple (Golumbic, 1980)) ; le nombre chromatique d’un
graphe d’intervalles correspond au nombre minimum de machines utilisées dans le contexte
d’ordonnancement des intervalles fixes.

Par définition des graphes d’intervalles, l’ensemble des travaux peut être partitionné en
sous-ensembles de travaux où un sous-ensemble est défini par les travaux qui se chevauchent.
Dans le cas où la taille de ces sous-ensembles est de deux, on parle de chevauchement par
paire. Il est trivial que la taille de cet ensemble est une borne inférieure pour le nombre de
machines nécessaires pour traiter tous les travaux.

Pour déterminer un ordonnancement optimal minimisant le nombre de machines à
utiliser, nous pouvons utiliser l’algorithme de Ford et Fulkerson dit d’escalier (Ford and
Fulkerson, 1962). Cet algorithme est basé sur le théorème de Dilworth avec une complexité
temporelle en O(n2), où n est le nombre de travaux. Gupta et al. (1979) proposent un
autre algorithme avec une meilleure complexité en O(n log n).

La littérature traitant l’ordonnancement d’intervalles fixes est riche par les modèles et
méthodes de résolution. Selon les critères et paramètres considérés et les études menées,
nous pouvons définir principalement quatre variantes :

1. Ordonnancement d’intervalles fixes de travaux à exécuter : il s’agit d’une classe de
problèmes où tous les travaux doivent être exécutés, i.e. pas de rejet. Dans ce cas,
le nombre de machines est une variable de décision. L’objectif est de trouver un or-
donnancement qui minimise le coût total d’exécution des travaux, et principalement
le nombre de machines utilisées.

2. Ordonnancement d’intervalles fixes avec nombre de machines fixé : contrairement
au cas précédent, ici le nombre de machines est une donnée du problème et il n’est
donc pas nécessaire d’affecter tous les travaux aux machines. Dans cette classe de
problèmes, si une machine i exécute un travail j un profit ci,j est dégagé. L’objectif
est donc de trouver un ordonnancement à profit maximum.

3. Ordonnancement d’intervalles fixes discrets : pour cette classe de problèmes d’or-
donnancement, au lieu d’une seule date de début sj pour chaque travail j, un
ensemble discret d’heures de début d’exécution de chaque travail est fourni, i.e.
sj ∈ {sj1 , sj2 , . . . , sjK}. On peut rencontrer ces problèmes dans certains centres de
consolidation des commandes et de livraison où le client indique ses préférences de
livraison. Le manager du système doit lisser les ordres de préparation sur l’horizon
du temps considéré (généralement, la semaine).

4. Ordonnancement d’intervalles fixes en ligne où la préemption est autorisée : lorsque
la préemption est autorisée, certains travaux traitent le cas où la réaffectation du
reste du travail à réaliser sur une autre machine est interdite en se justifiant par la
perte du rendement, par exemple. Des critères d’optimisation tels que la minimisa-
tion des encours, l’équilibrage de charge ou encore la satisfaction du client (respect
du contrat de service) peuvent être considérés.

Nous allons reprendre chaque classe de problèmes d’ordonnancement citée ci-dessus et
indiquer - à notre connaissance - les principaux travaux correspondants.
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Le problème de base d’ordonnancement d’intervalles sur machines identiques appar-
tient à la première classe. Ces machines peuvent avoir des coûts d’exploitation et/ou de
disponibilité différents.

Citons par exemple les travaux de Kolen and Kroon (1991), chaque machine i, 1 ≤ i ≤ m
est disponible dans un intervalle [ai, bi) avec un coût d’utilisation cti. Pour chaque intervalle
[ai, bi), une seule machine est disponible. On parle d’ordonnancement d’intervalles fixes avec
disponibilités des machines (Kolen and Kroon, 1991, 1994).

Bhatia et al. (2003) généralisent les travaux de Kolen and Kroon (1991) en étudiant
une autre variante où pour chaque intervalle de disponibilité [ai, bi), un nombre illimité de
machines de type i sont disponibles. Chaque machine de type i utilisée a un coût cti et
l’objectif est de minimiser le coût total pour l’exécution de tous les travaux. Les auteurs
ont proposé un algorithme 3-approché et un algorithme 2-approché dans le cas où l’objectif
est de minimiser le nombre de machines utilisées, c’est-à-dire dans le cas où cti = 1 pour
tous les i).

La deuxième classe d’ordonnancement d’intervalles fixes où le nombre de machines
est donné traite principalement de la maximisation du nombre de travaux (pondérés ou
non) à ordonnancer. Cette variante peut être résolue par la recherche d’un flot à coût
minimum (voir (Arkin and Silverberg, 1987; Bouzina and Emmons, 1996). Dans le cas où
chaque travail a un poids unitaire, Faigle and Nawijn (1995); Carlisle and Lloyd (1995) ont
proposé un algorithme glouton pour trouver le nombre maximum de travaux à ordonnancer.
Par contre, si les machines ne sont pas toutes qualifiées pour traiter un travail donné (un
travail peut être exécuté sur un sous-ensemble de machines), le problème devient NP-
difficile (Arkin and Silverberg, 1987). Nous pouvons dans ce cas nous référer aux travaux
de Kroon et al. (1995) qui ont proposé des heuristiques et des méthodes exactes pour
résoudre ce dernier problème.

Si chaque machine i, 1 ≤ i ≤ m est disponible dans un intervalle [ai, bi), Brucker and
Nordmann (1994) proposent un algorithme de programmation dynamique de complexité
O(nm−1) permettant de maximiser le nombre de travaux ordonnancés. (Bhatia et al., 2003)
proposent un algorithme randomisé avec une approximation de ratio 1− 1/e pour l’ordon-
nancement des travaux avec un profit donné wj , j = 1, . . . , n.

La troisième classe de problèmes constitue une généralisation intéressante des problèmes
d’ordonnancement d’intervalles fixes puisque chaque travail j est défini entre autres par un
ensemble discret de dates de début d’exécution possibles. Bien entendu, on peut choisir au
plus une date de début dans chaque ensemble Sj . Les problèmes d’ordonnancement de cette
classe sont liés aux problèmes d’ordonnancement à contraintes de temps (Time-Constrained
Scheduling Problems "TCSP") où chaque travail j a une date de début au plus tôt (release
date) rj , une date de fin souhaitée (due date) dj et une durée opératoire pj . Si pour
chaque travail j, dj = rj + pj , un intervalle de temps d’exécution pour chaque réalisation
possible de j est considéré. Nous pouvons ainsi modéliser un problème d’ordonnancement
à contraintes de temps comme un problème d’ordonnancement à intervalles fixes discrets.
Cette problématique est confrontée à la difficulté de traiter un ensemble d’intervalles pour
toutes les dates de début possibles d’un travail (notez que le mot "travail" ici fait référence
à un ensemble d’intervalles). Nous pouvons citer par exemple les travaux de Berman and
DasGupta (2000); Chuzhoy et al. (2004) proposant de résoudre par des méthodes exactes
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et approchées pour ce type de problèmes d’ordonnancement.
Plus généralement, des résultats de complexité pour les problèmes d’ordonnancement

d’intervalles fixes discrets sont introduits dans (Nakajima and Hakimi, 1982; Nakajima
et al., 1982). Berman and DasGupta (2000) ont proposé un algorithme d’approximation
pour traiter le cas pondéré du problème d’ordonnancement d’intervalles fixes discrets, et
montrent comment cela peut être utilisé pour déduire des paramètres d’approximation
pour des problèmes d’ordonnancement à contraintes de temps sur machines identiques et
non-identiques, en améliorant l’approche basée sur la programmation linéaire décrite par
(Bar-Noy et al., 2001).

La quatrième classe porte sur les problèmes d’ordonnancement d’intervalles fixes en
ligne où les intervalles d’une longueur donnée fj − sj sont ordonnés dans l’ordre de leur
date de début sj (Lipton and Tomkins, 1994). L’ordonnanceur doit décider d’ordonnancer
ou non chaque intervalle avant qu’un nouveau travail (intervalle) arrive. L’objectif est de
maximiser la longueur totale des intervalles ordonnancés en s’assurant qu’aucune paire
d’intervalles ordonnancés ne se chevauche. (Lipton and Tomkins, 1994) montrent qu’aucun
algorithme randomisé ne peut atteindre un ratio compétitif meilleur que O(log ∆), où le
rapport entre l’intervalle le plus long et le plus court est ∆. Ils proposent alors un algorithme
randomisé compétitif 1 de complexité O((log ∆)1+ε). Ils ont aussi proposé un algorithme 2-
compétitif pour le cas de deux longueurs. Ces derniers résultats ont été généralisés lorsque
les retards sont considérés Goldman et al. (2000). Un retard δj d’un intervalle j signifie
que si un intervalle est ordonnancé, il doit commencer entre sj et sj + δj .

Le cas préemptif a été abordé dans (Woeginger, 1994). Les auteurs ont considéré le cas
où chaque intervalle a un poids donné (pas nécessairement égal à sa longueur), le poids de
l’intervalle préempté n’est pas comptabilisé. L’objectif est de maximiser le poids total des
intervalles ordonnancés sans préemption. Woeginger (1994) montre qu’aucun algorithme
déterministe ne peut atteindre un ratio fini k-compétitif, même pour un algorithme rando-
misé (Canetti and Irani, 1998). Woeginger (1994) montre aussi que si le poids d’un intervalle
est fonction de sa longueur, il existe alors des classes de fonctions pour lesquelles on peut
trouver des bornes supérieures et inférieures avec ratio fini k-compétitif pour des algo-
rithmes déterministes. (Seiden, 1998) proposent un algorithme randomisé pour une classe
spécifique de fonctions qui améliore le ratio fini k-compétitif obtenu par un algorithme
déterministe. Miyazawa and Erlebach (2004) étudient un cas particulier où les longueurs
des intervalles sont égales et où l’ordre d’arrivée des intervalles correspond à l’ordre crois-
sant de leurs poids. Les auteurs montrent que les algorithmes randomisés peuvent donner
un meilleur ratio fini k-compétitif par rapport aux meilleurs algorithmes déterministes
possibles.

Dans le cas où chaque intervalle a un poids unitaire et m machines sont disponibles,
Faigle and Nawijn (1995) et Carlisle and Lloyd (1995) indépendamment ont noté qu’un
algorithme glouton est en fait un algorithme en ligne qui produit toujours une solution
optimale. (Faigle et al., 1999) ont adapté cet algorithme pour traiter le cas avec fenêtres
de temps.

Enfin, des versions préemptives où un travail interrompu doit être repris immédiatement

1. On dit qu’un algorithme en ligne est k-compétitif si la solution calculée est au pire k fois la valeur
optimale obtenue pour le cas le cas hors ligne.

31



2.2. PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT D’INTERVALLES FIXES

sur une autre machine ont été étudiées principalement par Dondeti and Emmons (1993);
Kroon et al. (1997); Fischetti et al. (1989).

2.2.2 Applications des problèmes d’ordonnancement des intervalles fixes

Outre le contexte du travail de cette thèse présenté dans le chapitre précédent, nous
souhaitons insister dans cette section sur d’autres domaines d’application montrant ainsi
l’intérêt de nos contributions dans le domaine de l’ordonnancement d’intervalles fixes.

En effet, les problèmes d’ordonnancement d’intervalles fixes ont une grande diversité
d’applications, ces problèmes sont des versions abstraites de certains défis qui peuvent
survenir dans différentes situations du monde réel, illustrés par les exemples suivants.

Le problème fondamental de l’affectation des équipages peut être formulé comme suit
(voir par exemple (Beasley and Cao, 1998) ou (Mingozzi et al., 1999)) : on connaît un
ensemble d’équipes, un ensemble de lieux et un ensemble de tâches. Pour chaque tâche,
une date de début, une date de fin, un lieu et une matrice des distances entre chaque paire
de lieux sont donnés. Le problème de l’affectation de tâches à des équipages en minimi-
sant le nombre d’équipages peut être formulé dans la terminologie de l’ordonnancement
d’intervalles fixes en considérant les tâches comme des intervalles, les équipages comme des
machines, et en tenant compte d’une distance entre toute paire d’intervalles. Les problèmes
d’ordonnancement des équipages sont parmi les problèmes les plus célèbres de la recherche
opérationnelle. Ils apparaissent également dans les applications pour les conducteurs de
bus (voir (Martello and Toth, 1986)).

Un autre exemple est celui des utilisateurs qui communiquent entre eux en utilisant
un réseau. Un utilisateur communique en demandant la capacité d’un lien (appelé bande
passante) dans le réseau pendant un intervalle donné. Bien entendu, les demandes de dif-
férents utilisateurs peuvent ne pas être compatibles en raison de la quantité de capacité
demandée ou des intervalles demandés. La question principale de cette application est de
savoir comment utiliser le réseau de manière optimale en allouant la bande passante dis-
ponible aux utilisateurs. Notez que cette application est particulièrement pertinente dans
un contexte en ligne. En utilisant la terminologie de l’ordonnancement des intervalles fixes,
nous pouvons considérer les demandes comme des intervalles, et les liens comme des ma-
chines (pour plus de détails, voir (Bar-Noy et al., 1999), (Kumar, 1998), (Bhatia et al.,
2003)).

(Gabrel, 1995) considère le problème de prises de photos par satellite. Un satellite
tourne sur orbite autour de la terre. Sa tâche consiste à photographier des morceaux de la
surface de la terre. Pour répondre à une demande de photographie d’un morceau spécifique
de la terre, l’appareil photo doit commencer et terminer le tournage à des moments donnés.
En utilisant la terminologie de l’ordonnancement d’intervalles fixes, une demande devient
une tâche et l’appareil photo est la machine.

(Anthonisse and Lenstra, 1984) décrivent un problème de location de chalet. Étant
donné un ensemble de chalets identiques et une période, peut-on répondre immédiatement
à la demande d’un client pour une réservation ? Et que se passe-t-il si certaines périodes ont
déjà été pré-affectées ? De toute évidence, dans un contexte d’ordonnancement d’intervalles
fixes, un chalet est une machine et une demande est un intervalle.
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(Gupta et al., 1979) et (Hashimoto and Stevens, 1971) décrivent un problème d’at-
tribution des canaux. Les données sont des paires de composants électroniques. Chaque
composant doit être placé sur un circuit imprimé à des coordonnées (x, y) données. En-
suite, les deux composants sont inter-connectés en utilisant un canal. Les canaux ne peuvent
pas se chevaucher. La minimisation du nombre de canaux revient à résoudre le problème
de base d’ordonnancement d’intervalles fixes.

(Kolen and Kroon, 1991, 1994) abordent un problème de maintenance dans l’industrie
aéronautique. Plus précisément, les ingénieurs doivent effectuer des tâches de maintenance
sur les avions. Il existe différents types d’avions, et un ingénieur n’est autorisé à effectuer
une tâche sur un type d’avion spécifique que s’il possède une licence pour ce type. Les
tâches ont des heures fixes de début et de fin. Les ingénieurs titulaires d’une licence jouant
le rôle de machines, le problème est un problème d’ordonnancement d’intervalles fixes où
chaque machine peut traiter un ensemble donné de tâches.

(Carter and Tovey, 1992) décrivent un problème d’affectation de classe à des salles.
Le problème est d’affecter n classes qui se réunissent pendant des périodes données aux
salles sallej , j = 1 . . .m, sous diverses contraintes et objectifs. L’une des variantes qu’ils
considèrent est le réglage de l’ordre des salles de telle sorte que si une classe accepte la
sallej , alors elle accepte également toute sallek avec k > j. Donc, les classes ont le rôle des
intervalles et les salles ont le rôle des machines, le problème revient à résoudre le problème
d’ordonnancement d’intervalles fixes.

(Brehob et al., 2004) étudient les politiques de remplacement des mémoires caches non
standard (une mémoire cache stocke des éléments dans des emplacements de cache). Ils
établissent un parallèle avec l’ordonnancement d’intervalles fixes en faisant correspondre
chaque accès à un certain élément à une heure de début d’un intervalle, et l’accès suivant à
cet élément sert d’heure de fin de cet intervalle. Une machine correspond à un emplacement
de cache.

Un autre problème vient de la biologie computationnelle (voir (Chen et al., 2005)). Étant
donnée une séquence d’acides aminés (la seule machine) et ce que l’on appelle des segments
(ceux-ci correspondent aux tâches), et un bénéfice pour chaque affectation possible d’un
segment à une position dans la séquence d’acides aminés. Le problème consiste à trouver
une affectation tel qu’aucun segment ne se chevauche et que le poids total soit maximisé.

2.3 Problème d’ordonnancement dans le cloud

Dans cette section, nous rappelons quelques travaux sur les clouds tenant compte prin-
cipalement de la consommation énergétique, introduite dans la section 1.4.1.

2.3.1 Ordonnancement dans le cloud orienté-marché

— Ordonnancement niveau-service : Le concept de cloud computing orienté-marché
est appelé utility computing (informatique utilitaire, voir section 1.2.4). (Chun and
Culler, 2002; Irwin et al., 2004) sont parmi les premiers à avoir proposé un modèle
d’utility computing dans le domaine de l’informatique. L’économie est le critère com-
mun à toutes les approches qui résultent de ce modèle. Les travaux de (Lee et al.,
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2010) ont proposé deux algorithmes basés sur un modèle de tarification. Les deux
algorithmes utilisent le partage des processeurs afin de trouver un compromis entre
des objectifs contradictoires : le profit et le temps de réponse. (Burge et al., 2007)
décrivent une méthode pour des machines hétérogènes qui maximise le profit en
affectant les demandes aux machines en fonction de leur coût énergétique. D’autres
approches basées sur des algorithmes génétiques qui maximisent le profit sont pré-
sentées dans (Yu and Buyya, 2006) et (Garg et al., 2011a). Garg et al. (2011a) ont
proposé une matheuristique, un algorithme génétique basé sur la programmation
linéaire. L’objectif de cet algorithme est d’obtenir le meilleur méta-ordonnanceur
qui minimise le coût combiné associé à tous les utilisateurs de manière coordonnée.
Tous ces travaux font référence au modèle d’utility computing. Dans ce type de
modèle, l’interaction se fait directement entre le client et le fournisseur. Cela forme
un modèle à deux niveaux, c’est-à-dire le client et le prestataire.
Cependant, la commercialisation du cloud computing est de plus en plus complexe et
soulève un certain nombre de questions. En effet, lorsque l’on parle de performance
ou de qualité de service, il faut entendre par là une dépense (des coûts), principale-
ment lorsqu’il s’agit de modèles de cloud computing où le fournisseur a un contrôle
total sur les prix. Pour faire face à un tel problème, une évolution du modèle a été
introduite : un troisième niveau apparaît et joue le rôle d’un intermédiaire pour
trouver le compromis entre les besoins des clients et les bénéfices des fournisseurs.
Une série de travaux ont été menés sur ce nouveau modèle. Chaisiri et al. (2009)
proposent un algorithme optimal de placement des machines virtuelles. L’objectif
est de minimiser les coûts des fournisseurs tout en affectant les machines virtuelles
dans un environnement de cloud multiple. Pour cela, ils utilisent une stratégie qui
évite les deux extrêmes (sur et sous-affectations). L’approche répond aux besoins en
ressources appropriées en ajustant la tarification en fonction de la charge d’arrivée
des machines virtuelles (VMs).
D’autres travaux comme (Tordsson et al., 2012) et (Lucas-Simarro et al., 2013)
illustrent le courtage de cloud appliqué à l’ordonnancement au niveau-service. Dans
(Tordsson et al., 2012), les auteurs présentent une étude dans laquelle ils comparent
les mécanismes de placement des VMs sur un cloud multi-fournisseurs et multi-
sites. Ils prouvent qu’un déploiement multi-cloud utilisant un courtier a un effet
bénéfique sur les performances et réduit les coûts des services déployés. Il en va de
même pour (Lucas-Simarro et al., 2013) qui se focalisent sur différentes stratégies
d’ordonnancement pour un déploiement optimal des services virtuels sur multi-cloud
en traitant de manière agrégée, par exemple, le budget, la performance, les types
d’instance, le placement, etc.
Dans (Elmroth et al., 2009), les auteurs décrivent des scénarios d’utilisation et un
ensemble d’exigences pour une fédération des infrastructures en cloud basée sur la
notion de RESERVOIR (Resources and Services Virtualization without Barriers 2).
Ils proposent également une architecture de comptabilité et de facturation entre
les consommateurs de ressources et les fournisseurs d’infrastructures à utiliser dans
le cadre de RESERVOIR. L’objectif est de faire face à la migration des machines

2. Permet le déploiement à grande échelle et de la gestion des services IT complexes dans différents
domaines administratifs, plateformes et pays
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virtuelles en gérant les systèmes de paiement post-payés et prépayés en fonction des
besoins des utilisateurs.
Tous les auteurs cités jusqu’ici prennent en compte le profit et/ou d’autres objectifs
dans leurs études, mais ils ne considèrent pas la relation entre les critères traités.
Ils ne prêtent pas non plus attention à la consommation d’énergie de leur archi-
tecture. Le travail présenté par (Garg et al., 2011b) traite ces points, en proposant
un nouveau modèle énergétique pour l’ordonnancement au niveau-service qui inclut
les émissions de gaz et la tarification. Plusieurs heuristiques sont proposées pour
trouver un bon compromis entre les objectifs. Cependant, cette approche est une
hiérarchisation des objectifs, c’est-à-dire qu’elle ne peut optimiser qu’un seul objectif
à la fois.
Nous remarquons à travers tous les travaux présentés sur l’ordonnancement au
niveau-service deux problèmes majeurs. Le premier est le manque de prise en compte
de l’énergie dans de nombreux travaux, malgré l’importance cruciale que peut avoir
l’énergie sur une architecture distribuée. Le second point concerne l’approche multi-
objectifs utilisée dans ces travaux. Il s’agit toujours d’une approche pseudo-multi-
objectifs, c’est-à-dire que les objectifs sont agrégés ou classés par ordre décroissant
du plus important au moins important. Toutefois, cet ordre est subjectif et change
en fonction des besoins. En outre, le fait de changer l’ordre des objectifs peut mo-
difier totalement les résultats et compliquer l’analyse des résultats.

— Ordonnancement niveau-tâche Comme indiqué précédemment, la deuxième par-
tie de cloud computing orientée-marché, outre l’ordonnancement au niveau-service,
est l’ordonnancement au niveau-tâche. Contrairement à l’ordonnancement au niveau-
service, l’ordonnancement au niveau-tâche a pour but de traiter l’affectation des
tâches au sein de chaque cloud. Le travail présenté par (Chen et al., 2011) propose
une théorie de l’utilité basée sur l’économie pour développer un nouveau modèle
qui intègre la satisfaction du client dans un cloud. Ils ont proposé deux algorithmes
d’ordonnancement pour trouver un bon compromis entre la satisfaction du client et
le profit du prestataire pendant l’affectation de la tâche. Toutefois, cette approche
est une agrégation d’objectifs (c’est-à-dire qu’elle combine plusieurs objectifs pour
en créer un nouveau). (Wu et al., 2013) proposent un ensemble de mesures pour
l’ordonnancement hiérarchique dans un cloud distribué orienté-marché. L’approche
traite hiérarchiquement, à la fois de l’ordonnancement au niveau-service et de l’or-
donnancement au niveau-tâche, où les instances individuelles de flux de travail sont
mises en correspondance avec les services cloud dans un cloud multi-fournisseurs. Les
objectifs de cette approche consistent à minimiser le makespan, le coût et le temps de
CPU. Pour cela un algorithme randomisé pour l’ordonnancement au niveau-service
et trois méta-heuristiques (algorithme génétique, colonies de fourmis et essaims par-
ticulaires) pour l’ordonnancement au niveau-tâche ont été proposés. Tous les travaux
étudiés ci-dessus présentent différentes approches de courtage (cf. section 2.3.1) pour
gérer l’ordonnancement des tâches. Toutefois, aucune de ces études ne tient compte
de la relation entre le prix facturé et la performance fournie. En ce qui concerne
l’ordonnancement des services, les auteurs ne prêtent pas attention à la manière
dont chacun de ces critères peut affecter les autres, et aucune solution proposée ne
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les aborde simultanément.

2.3.2 Ordonnancement dans le cloud non orienté-marché

Après une course à la performance et au profit, les paradigmes de l’utility et du cloud
computing sont confrontés à un problème énergétique. Pour réduire la consommation
d’énergie, diverses questions telles que la gestion des ressources dans les couches logicielles
et matérielles doivent être abordées. Les approches logicielles sont principalement basées
sur la virtualisation ou la consolidation des tâches. La technique de consolidation vise à
maximiser l’utilisation des ressources en minimisant la consommation d’énergie. En effet,
une stratégie d’allocation des ressources qui prend en compte l’utilisation des ressources
devrait conduire à une meilleure efficacité énergétique. Les approches matérielles utilisent
l’opportunité offerte par les fabricants de processeurs modernes pour ajuster la tension et
la fréquence. Cet ajustement peut faire varier les performances du processeur et donc sa
consommation d’énergie. C’est pourquoi plusieurs travaux ont été proposés dans le domaine
de l’informatique en tenant compte de l’énergie. Ces approches sont basées sur la couche
logicielle ou matérielle du système (c’est-à-dire au niveau du système).

Avant la généralisation de la virtualisation, la plupart des approches liées à l’énergie au
niveau du système n’étaient pas génériques, s’attaquant à ce problème uniquement en se
référant et en se concentrant sur l’ordonnancement d’applications (tâches) dédiées sur une
architecture spécifique. Dans (Lee and Zomaya, 2009; Rizvandi et al., 2010), par exemple,
une technique matérielle est proposée. Elle consiste à faire varier dynamiquement la fré-
quence du CPU afin de minimiser la consommation d’énergie. Dans (Guzek et al., 2012),
les auteurs étudient l’influence d’une technique matérielle en utilisant les algorithmes évo-
lutifs (NSGAII) pour l’ordonnancement bi-objectif (consommation d’énergie et makespan)
pour un graphe orienté acycliques de tâches sur une plate-forme multiprocesseur hétéro-
gène. L’inconvénient de ce type de méthodes est l’hypothèse de l’existence d’un lien direct
entre les tâches et les ressources. Pour résoudre ce problème, d’autres méthodes utilisant la
consolidation apparaissent au niveau du système. Dans (Lee and Zomaya, 2012), les auteurs
présentent deux heuristiques (ECTC et MaxUtil) de consolidation de tâches considérant
l’énergie. Ces deux heuristiques visent à maximiser l’utilisation des ressources. Ils prennent
explicitement en compte à la fois le calcul et la consommation d’énergie au repos. Alors,
pour l’ordonnancement d’une tâche, les heuristiques proposées affectent chaque tâche à la
ressource sur laquelle la consommation d’énergie est explicitement ou implicitement mi-
nimisée sans dégradation de la performance de cette tâche. Cependant, la consolidation
a également des problèmes. Les travaux de (Srikantaiah et al.) exposent certains de ces
problèmes, principalement en ce qui concerne les objectifs d’optimisation de la puissance
et proposent quelques orientations de recherche pour relever les défis impliqués. De plus,
une autre façon de réduire l’empreinte énergétique du cloud computing est proposée dans
(Tesauro et al., 2007). Les auteurs présentent une approche de l’apprentissage par ren-
forcement pour traiter l’optimisation de deux critères principaux, la performance et la
consommation d’énergie.

Cependant, en raison de l’évolution des architectures due à la généralisation du concept
de virtualisation, l’ordonnancement au niveau-service se restreint exclusivement à un niveau-
VM (niveau-machine virtuelle). C’est pourquoi certaines des méthodes précédentes, comme

36



2.3. PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT DANS LE CLOUD

la consolidation, ont évolué de l’ordonnancement des tâches à l’ordonnancement des VMs.
Dans (Mezmaz et al., 2011), il est proposé une étude préliminaire pour l’étape de tran-

sition de l’ordonnancement au niveau du système à l’ordonnancement au niveau-VM. Dans
ce travail, le problème de l’ordonnancement des applications parallèles avec des contraintes
de précédences sur des systèmes informatiques hétérogènes (HCS) comme les infrastruc-
tures de cloud computing est étudié. Ce type d’application a ensuite été étudié et utilisé
dans de nombreux travaux de recherche.

— Ordonnancement niveau-VM (Von Laszewski et al., 2009) ont proposé l’une
des évolutions les plus importantes entre l’ordonnancement niveau-VM et le niveau-
système. Dans ces travaux, l’algorithme d’ordonnancement des VM est basé sur la
technique DVFS (Dynamic Voltage and Frequency Scaling, dite aussi technique ma-
térielle) pour réduire la consommation d’énergie d’un seul cluster virtualisé Open-
Nebula (exemple d’un gestionnaire cloud). L’idée de ce travail est de réduire la
fréquence d’horloge du cluster aussi bas que possible pour répondre exactement aux
demandes des machines virtuelles. Le principal défaut de l’approche proposée dans
(Von Laszewski et al., 2009) est qu’elle ne traite qu’un seul cluster et non un grand
nombre de machines qui composent en général un cloud. En outre, cette étude fait
une hypothèse sur la configuration matérielle des machines qui composent le cloud,
en supposant qu’elles sont équipées de DVFS.
(Andreolini et al., 2009) ont proposé un algorithme visant à réaffecter des machines
virtuelles dans un cloud à grande échelle. L’approche consiste à identifier uniquement
les instances critiques en utilisant l’évolution de la charge au lieu des seuils pour
prendre des décisions afin d’équilibrer la charge des clouds. La contribution de ce
travail est une amélioration de la sélectivité et de la robustesse du processus de
migration. Cependant, aucun intérêt n’est accordé au critère énergétique.
Dans (Guérout et al., 2017), les auteurs s’intéressent à l’analyse du niveau de qualité
de service (QoS) dans un environnement de Cloud Computing puisqu’un fournis-
seur de Cloud doit prendre en compte de nombreux objectifs de QoS, ainsi que la
manière de les optimiser pendant le processus d’allocation des machines virtuelles
pour trouver un bon compromis. Les auteurs proposent donc une optimisation mul-
tiobjectif de quatre objectifs pertinents de qualité de service du nuage, en utilisant
deux méthodes d’optimisation différentes : un algorithme génétique (AG) et une ap-
proche de programmation linéaire mixte en nombres entiers (MILP). La complexité
du problème d’allocation des machines virtuelles est accrue par la modélisation
de la mise à l’échelle dynamique de la tension et de la fréquence (DVFS) pour
économiser l’énergie sur les hôtes. Une formulation globale de programmation non
linéaire en nombres mixtes est présentée et une formulation MILP est dérivée par
linéarisation. Une méthode de décomposition heuristique, qui utilise le MILP pour
optimiser les objectifs intermédiaires, est proposée. De nombreux résultats expé-
rimentaux montrent la complémentarité des deux heuristiques pour obtenir divers
compromis entre les différents objectifs de qualité de service.
D’autres travaux dans la littérature modélisent le problème d’ordonnancement des
VM comme un problème de bin-packing où les VM sont les objets à empaqueter et les
machines sont les bins. On peut citer les travaux de Verma et al. (2008) qui proposent
une architecture appelée pMapper qui permet d’affecter les applications en tenant
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compte à la fois du coût de la puissance et de la performance : un algorithme basé
sur First Fit Decreasing (FFD). (Borgetto et al., 2012b) présentent une approche
utilisant la migration et la reconfiguration des machines virtuelles, et la gestion de
la puissance physique des machines à des fins de réduction de la consommation
d’énergie tout en offrant un SLA (Service Level Agreement) correct. L’approche est
basée sur une boucle de gestion autonome utilisant différentes heuristiques, dont
une basée sur FFD.
Une étude comparative de (Mills et al., 2011) a démontré que le FFD et ses variantes
sont très performants comparé aux autres heuristiques pour l’affectation des VMs.
Cependant, le problème majeur de ce type d’algorithmes est le manque de diversité.
En effet, ils ne trouvent l’optimum global (meilleure solution) que pour des fonctions
ayant un seul optimum local. Néanmoins, le problème d’ordonnancement change
avec l’arrivée des différentes VM où des différents optima locaux sont possibles. Il
est alors nécessaire d’explorer d’autres optima locaux. C’est le principe justifiant les
méta-heuristiques.
Une autre étude portant à la fois sur la consommation d’énergie et les performances
professionnelles, c’est-à-dire la meilleure allocation des jobs services sur les infra-
structures. Borgetto et al. (2012a) proposent trois formulations différentes du pro-
blème et en utilisant pour chaque formalisation des heuristiques pour trouver le
meilleur compromis entre les objectifs. Le principal problème d’une telle formali-
sation est que le problème multi-objectif est abordé soit par l’approche lexicogra-
phique, soit par agrégation des critères.
Une autre méthode consiste à proposer un gestionnaire de cloud natif en considé-
rant l’aspect énergétique. Snooze par exemple est le premier gestionnaire de clouds
qui inclut un critère énergétique (Feller et al., 2012). Les machines virtuelles qui
composent le cloud ont la possibilité de s’éteindre lorsqu’elles sont inactives. Cette
technique est l’évolution des travaux proposé dans (Orgerie et al., 2008). Les auteurs
de ces travaux étudient la réduction de la consommation d’énergie dans les grilles
de calcul à grande échelle comme Grid’5000 en désactivant les noeuds inactifs de
manière intelligente. On peut voir l’impact de la virtualisation sur le concept de
remplacement des noeuds par les VM. Le principal inconvénient de ces techniques
est le surcoût de consommation d’énergie causé par une mauvaise anticipation lors
de l’arrêt des machines/VM.
De plus, il est rare de trouver des approches multi-objectifs qui abordent l’ordonnan-
cement des VMs comme les travaux de (Xu and Fortes, 2010). En effet, ces travaux
proposent une politique de placement des VM utilisant un algorithme génétique
reposant sur une évaluation floue multi-objectifs pour minimiser simultanément le
gaspillage total de ressources, la consommation d’énergie et le coût de dissipation
thermique. Le principal inconvénient est que, contrairement à une véritable approche
de Pareto qui offre une diversité dans les solutions résultantes en proposant un large
choix de solutions non-dominées, l’utilisation de la technique floue multi-objectifs
proposée fournit une solution finale unique.
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2.4 Autres problèmes d’optimisation proches

2.4.1 Sac-à-dos multidimensionnel

Le problème du sac-à-dos multidimensionnel ”MKP” est un problème d’optimisation
combinatoire intéressant et difficile à résoudre (Croce and Grosso, 2012; Varnamkhasti,
2012). Intéressant car il modélise un certain nombre d’applications issues du mode réel tels
que le problème de chargement (Hifi, 2009), le stock de découpe (Gilmore and Gomory,
1966), l’affectation des tâches et l’ordonnancement multiprocesseur (Labbé et al., 2003),
la sélection de projets (Petersen, 1967), etc. Il ne s’agit pas dans cette section de réaliser
un état-de-l’art sur le MKP mais nous allons rappeler la définition du problème et certains
résultats de la littérature que nous avons étudiés du cas MKP déterministe.

En effet, dans le MKP, un ensemble d’items est donné, chacun ayant une taille et une
valeur, qui doivent être placés dans un sac-à-dos qui a un certain nombre de dimensions
ayant chacune une capacité limitée. L’objectif est de trouver un sous-ensemble d’items
conduisant au profit total maximum tout en respectant les contraintes de capacité. Il s’agit
d’une généralisation du problème de sac-à-dos classique qui a connu et connaît toujours une
étude approfondie (Croce et al., 2019; Croce and Scatamacchia, 2020). Un aperçu complet
des résultats pratiques et théoriques du MKP peut être trouvé dans la monographie sur
les problèmes de sac-à-dos dans (Kellerer et al., 2004). Une revue de la littérature sur le
MKP a été donnée par (Fréville, 2004). Une littérature élaborée sur le MKP et ses relations
avec différents problèmes est publiée également dans (Lai et al., 2014). En outre, une étude
des algorithmes les plus populaires qui ont été utilisés pour résoudre le MKP, y compris
les méthodes exactes et heuristiques, peut être trouvée dans (Varnamkhasti, 2012). Nous
mentionnons également (Puchinger et al., 2010) pour une étude récente des structures et
des algorithmes du MKP. D’autre part, dans (Lust and Teghem, 2012) les auteurs s’in-
téressent aux MKP multiobjectifs. Ils classifient et discutent brièvement les approches de
résolution existantes sur ce sujet, en particulier les métaheuristiques. De la même manière,
dans (Lienland and Zeng, 2015), les auteurs ont focalisé leurs travaux uniquement sur les
algorithmes génétiques. Ils passent en revue et comparent onze variantes de cette approche
pour résoudre le MKP. Ainsi, des approches heuristiques et métaheuristiques ont été pro-
posées afin d’obtenir une solution approximative en un temps raisonnable, sans garantir
l’optimalité. D’autres méthodes hybrides ont été développées en combinant une heuris-
tique/métaheuristique avec une autre heuristique/métaheuristique (Alonso et al., 2006),
ou en combinant une méthode exacte avec une autre méthode exacte (Dyer et al., 1995),
ou encore en combinant une heuristique/métaheuristique avec une méthode exacte (Gal-
lardo et al., 2005; Jourdan et al., 2009).

2.4.2 Problèmes de gestion de projet à contraintes de ressources

Les problèmes d’ordonnancement de projets sous contrainte de ressources (RCPSP)
impliquent l’affectation de travaux ou de tâches à une ressource ou à un ensemble de
ressources dont la capacité est limitée afin d’atteindre un objectif prédéfini. Le plus courant
des objectifs considérés est la minimisation du makespan, c’est-à-dire le temps minimum
pour achever l’ensemble du projet.
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Le RCPSP est devenu un problème standard bien connu dans le contexte de l’ordon-
nancement de projet, ce qui a motivé de nombreux chercheurs pour le développement des
algorithmes d’ordonnancement exacts (Koné et al., 2011; Artigues, 2017) et des heuristiques
(Kolisch and Hartmann, 1999; Kolisch and Hartmann).

Cependant, le RCPSP est un modèle plutôt basique dont les hypothèses sont trop res-
trictives pour de nombreuses applications pratiques. Par conséquent, diverses extensions
du RCPSP ont été développées. Dans (Hartmann and Briskorn, 2010), les auteurs donnent
un aperçu de ces extensions, classées en fonction de la structure du RCPSP selon : des
contraintes temporelles, des relations de précédence et des contraintes de ressources. Des
objectifs et approches alternatifs pour l’ordonnancement de projets multiples sont éga-
lement présentés. Des variantes et extensions ont été introduites et ont fait l’objet de
différentes études telles que les décalages temporels minimaux et maximaux (Artigues and
Briand, 2009).

Selon les données du problème, il existe deux modes de problèmes RCPSP : les pro-
blèmes d’ordonnancement monomode et les problèmes multimodes. Les problèmes à mode
unique impliquent que chaque activité a un mode d’exécution unique : la durée de l’activité
et ses exigences pour un ensemble de ressources sont supposées fixes. Dans les problèmes
multimodes, chaque activité doit être traitée dans l’un des modes possibles. Chaque mode
implique une option différente en termes de coût (éventuel) et de durée d’activité pour
réaliser l’activité considérée.

Comme l’objectif de cette section n’est pas de développer un état-de-l’art exhaustif des
études menées sur le RCPSP et ses extensions mais plutôt de situer notre problème par
rapport aux différents modèles existants, nous allons rappeler succinctement le RCPSP
de base monomode et les problèmes de RCPSP liés au bin-packing. Pour aller plus loin
sur l’ordonnancement de projets sous contraintes de ressources, nous recommandons au
lecteur intéressé les travaux de Kolisch and Hartmann (1999); Yang et al. (2001); Kolisch
and Hartmann; Hartmann and Briskorn (2010); Artigues et al. (2013).

1. RCPSP de base monomode : Comme nous l’avons noté, un seul mode d’exécution
est disponible pour chaque activité. Les RCPSPs à mode unique contiennent géné-
ralement quatre sous-classes. En général, un projet est représenté comme un réseau
d’activités sous la forme d’un graphe G(N,A), où les noeuds du graphe corres-
pondent aux activités, et les arcs du graphe spécifient les relations de précédence :
si l’arc (i, j) apparaît dans le graphe, alors l’activité i doit être achevée avant d’ef-
fectuer l’activité j. Selon les contraintes de précédence, nous avons deux types de
conditions : les cas dans lesquels l’activité j peut commencer à tout moment après
l’achèvement de l’activité i, ou les cas dans lesquels l’activité j doit commencer
dans une certaine fenêtre de temps après l’achèvement de l’activité i (pour le cas
General Precedence Relationships). La disponibilité d’une ressource donnée peut
être la même pour toutes les périodes, ou elle peut varier d’une période à l’autre.
De plus, si une tâche est assignée à une ressource dans plusieurs périodes, la tâche
peut nécessiter la même quantité de temps de traitement dans toutes les périodes,
ou la consommation de la ressource peut varier dans les différentes périodes. Même
si le critère le plus considéré est le makespan, un large éventail d’autres objectifs
est possible.
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2. Problèmes RCPSP liés au bin-packing : Selon (Yang et al., 2001), un RCPSP lié
au bin-packing fait référence à un type particulier de problème d’ordonnancement
de projet sous contrainte de ressources qui peut être considéré comme analogue à
un problème de bin-packing. Une instance de problème de mise en bins est spécifiée
par une taille du bin standard et un ensemble d’articles, chacun d’une taille (éven-
tuellement) unique. L’objectif est d’emballer chaque article de l’ensemble dans un
bin tout en minimisant le nombre total de bins utilisés. De nombreux problèmes
d’ordonnancement sous contrainte de ressources peuvent être considérés comme des
généralisations (ou même des cas particuliers) du problème de base de l’emballage
des bins. L’analogie entre les problèmes de bin-packing et de RCPSP peut être ex-
pliquée comme suit. La capacité des ressources représente la taille du bin, tandis
que les exigences de consommation des ressources d’une tâche représentent la taille
d’un élément. Dans le contexte du RCPSP, nous pouvons considérer chaque période
de temps comme un bin dans lequel nous pouvons placer différentes tâches (bien
sûr, dans beaucoup de ces problèmes, nous pouvons placer un élément dans des bins
consécutifs, ou de manière équivalente, programmer des tâches sur des jours consé-
cutifs). Si nous supposons, cependant, que chaque tâche prend moins d’une période
de consommation de ressources et que chaque tâche doit être entièrement achevée en
un seul jour, alors minimiser le makespan de ce RCPSP est équivalent à minimiser le
nombre de bins utilisés dans un problème équivalent de bin-packing. Nous pouvons
adapter au RCPSP des heuristiques extrêmement efficaces utilisées pour résoudre
des problèmes de mise en bacs avec des modifications relativement mineures (Yang
et al., 2001). Une des variantes proche de notre cas d’étude est le BP-RCPSP (BP
multidimensionnel) sans relations de précédence. Dans ce problème, chaque tâche
requiert une unité de temps pour un sous-ensemble de ressources k = 1, 2, . . . ,K.
Les besoins en ressources des travaux j = 1, 2, . . . , n sont définis par les vecteurs
V1, V2, . . . , Vn ∈ [0, 1]K . vkj est le ième élément de Vj tel que : vkj = 1 si le travail
j nécessite la ressource k ; 0 sinon. La ressource k a une capacité rk par période.
Traiter le travail j dans une période de temps signifie mettre le vecteur Vj dans
un bin.L’objectif est alors de placer tous les vecteurs dans un nombre minimal de
bins (nombre de périodes de temps) de telle sorte que dans chaque bin l et pour
chaque coordonnée k, le vecteur vj soit placé dans un bin l et pour chaque coor-
donnée k, k = 1, . . . ,K, les restrictions de capacité pour chaque ressource soient
satisfaites. Pour k = 1, le problème n’est autre qu’un problème classique de bin
packing unidimensionnel, qui a été largement étudié. Garey et al. (1976) ont adapté
les heuristiques First Fit (FF) et First Fit Decreasing (FFD) au cas du bin packing
multidimensionnel. Notons que pour résoudre ce problème, il existe un algorithme
d’approximation en temps polynomial dont le rapport asymptotique au pire cas est
égal à 1 Coffman et al. (1984).

2.4.3 Ordonnancement dans les systèmes distribués hétérogènes

L’évolution de la conception des plateformes parallèles modernes conduit à revisiter
l’ordonnancement des tâches sur des ressources distribuées. Récemment, Beaumont et al.
(2020) publient un état-de-l’art assez complet présentant les principaux algorithmes pro-
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posés pour l’ordonnancement des tâches soumises par les utilisateurs sur des ressources
hétérogènes distribuées. Ils font état du manque d’études traitant cette problématique,
contrairement au contexte d’une plateforme homogène composée de ressources identiques.
Dans ce dernier cas, des algorithmes efficaces et des résultats d’approximation théoriques
ont été développés (Drozdowski, 2009; Bleuse et al., 2015, 2017) avec des implémentations
dans des ordonnanceurs batch réels, tels que SLURM ou Torque. Cependant, ces dernières
années, une vaste littérature s’intéresse à l’évolution des architectures, évolution qui est en
général mal comprise (Canon et al., 2017, 2020).

Dans (Beaumont et al., 2020), les auteurs mettent en particulier l’accent sur les difficul-
tés intrinsèques introduites par l’hétérogénéité. En effet, il suffit d’analyser et de comparer
l’efficacité des heuristiques de liste lorsqu’elles sont utilisées pour les plateformes homogènes
et hétérogènes, en suivant l’analyse de Graham réalisée en 1969.

Il est à noter cependant qu’il n’est pas facile d’adapter les algorithmes de List Schedu-
ling dans le contexte de ressources hétérogènes pour obtenir des algorithmes à faible coût
dont les performances peuvent être évaluées théoriquement. Cependant, il est possible de
concevoir des variantes de ce type d’algorithmes, en veillant sur une bonne allocation de
l’ensemble de ressources.

Deux configurations sont considérées dans la littérature : hors ligne où l’ensemble des
tâches est connu à l’avance (Kedad-Sidhoum et al., 2014, 2018) et en ligne où les tâches
arrivent une par une, et il n’y a pas de connaissance à priori des tâches à venir (Chen et al.,
2014; Imreh, 2003). Le cadre en ligne est plus difficile, mais il est d’un intérêt particulier
dans le contexte des systèmes hétérogènes à grande échelle. En effet, dans le contexte
des plateformes hétérogènes, les programmeurs d’applications parallèles s’appuient sur des
systèmes dynamiques d’exécution. Ces ordonnanceurs, tels que Quark, Par-SeC, StarSs et
StarPU, prennent toutes leurs décisions d’allocation et d’ordonnancement au moment de
l’exécution. Ces décisions en ligne sont basées sur l’état de la plateforme, l’ensemble des
tâches disponibles (prêtes) et éventuellement sur des stratégies de pré-affectation statiques
et des priorités de travaux qui ont été calculées hors ligne.

Mittal and Vetter (2015) proposent une étude générale sur l’informatique hétérogène
CPU-GPU qui couvre les langages de programmation, les cadres de travail et les outils
de développement, mais aussi l’équilibrage des charges et plus généralement, les problèmes
d’ordonnancement. La complexité des problèmes d’ordonnancement n’est pas abordée dans
leur travail, mais une classification très étendue des solutions qui ont été proposées pour
ordonnancer les applications sur des ressources hétérogènes CPU-GPU est proposée. Cette
analyse de complexité des problèmes d’ordonnancement sur des ressources informatiques
hétérogènes a été considérée dans (Beaumont et al., 2020). Lorsque le critère à optimiser
est le makespan, des bornes inférieures sont proposées dans la littérature pour le cas hors
ligne (citons par exemple les travaux de (Kedad-Sidhoum et al., 2015)) et pour le cas en
ligne (citons par exemple les travaux de Canon et al. (2020)). En terme d’algorithmes
de résolution à garantie de performance pour le cas hors ligne, un algorithme de liste
basé sur une technique d’approximation duale de complexité O(n log n) est proposé par
Kedad-Sidhoum et al. (2014). Deux familles d’algorithmes à garantie de performance qui
combinent deux techniques, à savoir l’approximation duale et la programmation dynamique
sont développées dans Kedad-Sidhoum et al. (2018).
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Pour le problème d’ordonnancement en ligne et lorsque les travaux sont indépendants,
un travail est programmé immédiatement et irrévocablement dès son arrivée. En 2003, Im-
reh (2003) a proposé deux heuristiques simples et un algorithme compétitif (4−2/m) pour
ce problème, lorsque deux types de ressources sont considérés : m (resp. k) ressources de
type 1 (resp. type 2). Il s’agit de ressources de type CPU et GPU. La première heuristique,
appelée Post Greedy, ordonnance chaque travail sur la machine où elle sera terminée le plus
tôt. La complexité temporelle de cette opération est de O(logm). La deuxième heuristique,
appelée Load Greedy, affecte chaque travail au type de ressource sur lequel le rapport de
son temps de traitement divisé par le nombre de processeurs sur ce type de ressource est le
plus petit. Avec cette méthode, les travaux sont assignés à un GPU uniquement s’ils sont
suffisamment accélérés, de sorte que le débit des GPU est plus élevé pour de nombreux tra-
vaux identiques. Imreh prouve que le rapport concurrentiel est en fait égal à (2+(m−1)/k).
La complexité temporelle de cet algorithme est de O(logm).

2.5 Problème d’ordonnancement multiagent

L’ordonnancement multiagent fait partie du domaine de l’optimisation combinatoire
multicritère. Dans la classe des problèmes d’ordonnancement multicritère classique (T’kindt
and Billaut, 2006), un ensemble de critères imposé par un décideur est appliqué à la to-
talité des travaux. Ces modèles ne sont pas toujours représentatifs des problèmes réels.
En effet, certains critères peuvent parfois être imposés par un autre décideur et concerner
uniquement un sous-ensemble de travaux : commandes d’un client, articles périssables, etc.
Il s’agit alors de problèmes d’ordonnancement multiagent. L’idée de base de ces problèmes
est la considération de plusieurs preneurs de décision qui doivent se partager des ressources
pour la réalisation de leurs travaux respectifs. En effet, la spécificité des problèmes d’or-
donnancement multiagent est l’existence de plusieurs agents, chacun intéressé uniquement
par un sous-ensemble de travaux. Chaque agent a sa propre mesure de performance qui
dépend de l’ordonnancement de ses propres travaux. Cependant, tous les travaux doivent
partager des ressources communes. Le problème consiste à trouver une stratégie efficace de
partage des ressources pour exécuter les travaux des agents.

L’état-de-l’art sur les problèmes d’ordonnancement multiagents sont disponibles dans
les travaux de (Agnetis et al., 2014) et (Perez-Gonzalez and Framinan, 2014).

Nous évoquons ci-après un certain nombre de notions s’inspirant de l’optimisation mul-
ticritère qui sont nécessaires dans la suite de ce manuscrit.

2.5.1 Notations

La notation la plus couramment utilisée pour décrire un problème d’ordonnancement
a été introduite par (Graham et al., 1979). Leur proposition se résume en trois champs
α|β|γ, d’où l’appellation de « notation à trois champs ». Le champ α spécifie l’environ-
nement de travail, β décrit l’ensemble des contraintes et γ indique le critère à optimiser.
Selon le problème étudié, le champ α prend les formes suivantes : 1|β|γ machine unique,
Pm|β|γ machines parallèles identiques, Qm|β|γ machines uniformes et Rm|β|γ machines
non reliées.
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Dans l’état-de-l’art proposé par (T’kindt and Billaut, 2006), on trouve une extension
de la notation des travaux d’ordonnancement proposée par (Graham et al., 1979) au cas
multicritère. Les auteurs présentent des résumés détaillés d’une large palette de problèmes.
Selon le problème étudié, le champ γ prend les formes suivantes :

— α|β|z : si le problème étudié consiste à maximiser une seule fonction objectif (pro-
blème mono-objectif).

— α|β|z1, . . . , zK : dans le cas où plusieurs fonctions objectifs sont à maximiser et K
est le nombre de fonctions.

— α|β|ε(z1/z2, . . . , zK) : quand l’approche ε-contrainte est appliquée ; on cherche à
maximiser le critère z1, sous contrainte d’une borne inférieure sur chacune des autres
fonctions objectif. On y associe alors un vecteur Q = (Q2, . . . , QK), tel que chaque
composante Qk est la borne minimale du critère zk, k = 2, . . . ,K.

— α|β|F`(z1, z2, . . . , zK) : exprime la combinaison linéaire de tous les critères. La maxi-
misation d’un tel critère prend sens quand les critères sont commensurables, dans
le cas contraire, d’autres approches multicritères sont plus favorables.

— α|β|Lex(z1, z2, . . . , zK) : notation de la méthode lexicographique : on maximise z1

puis à z1 = z1∗ on maximise z2 , . . .
— α|β|P (z1, z2, . . . , zK) : cette notation correspond au problème d’énumération totale

du front de Pareto.
— α|β|#(z1, z2, . . . , zK) : étudie du nombre de solutions de Pareto admissibles pour le

problème α|β|(z1, z2, . . . , zK).

2.5.2 Classe des problèmes d’ordonnancement multiagents

Selon Agnetis et al. (2014), un ”agent” est une entité associée à un sous-ensemble de
travaux inclus dans l’ensemble N des n travaux. Cette entité peut être associée à un autre
décideur qui intervient dans le choix de la solution finale. Chaque agent vise à maximiser
un critère qui lui est propre, car il ne dépend que de ses propres travaux. Ces agents sont
en concurrence, puisqu’ils se partagent les mêmes ressources. Toutefois, ils peuvent aussi
partager des travaux, et selon cette relation entre les agents, on définit différents scénarios
correspondant à des classes de problèmes.

Il est important de noter que la notion d’agent est déjà considérée dans d’autres commu-
nautés à l’instar de l’Intelligence Artificielle, au demeurant, on ne trouve pas de définition
commune dans cette communauté. En effet, (Moyaux et al., 2004) consacre une partie de
son état de l’art à cette question et nous renvoyons vers sa thèse pour plus de détails. Nous
retenons simplement, que dans ce domaine, un agent est un objet doté de certaines capaci-
tés telles que : l’autonomie et la réactivité ou bien même la capacité à poursuivre un but et
à négocier de manière intentionnelle, le cas échéant, avec d’autres agents afin d’atteindre
son but. Il semblerait que la notion d’agent que nous considérons dans nos travaux soit
plus proche de celle utilisée en théorie des jeux (Moyaux et al., 2004). Les acteurs d’un
jeu sont aussi appelés agents, ce peut être un objet, un humain, un programme, etc. On
leur associe une fonction de gain, et à partir d’un ensemble de règles ils choisissent des
stratégies qui peuvent les mener au meilleur des gains.

Si K agents sont considérés, chaque agent est associé à sous-ensemble N k, et vise à
maximiser une fonction zk. La figure 2.1 représente les quatre classes définies par (Agnetis
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et al., 2014). On associe à chaque agent la notation (N k, zk), telle que N k représente le
sous-ensemble de travaux et zk le critère à maximiser par l’agent k.

Figure 2.1 – Scénarios possibles pour les problèmes d’ordonnancement multiagent pour
K = 2 agents.

1. Multicritère classique : C’est le cas classique de l’ordonnancement multicritères,
il est désigné par (Soukhal, 2012) comme la classe de problèmes « symétriques »
car les sous-ensembles de travaux NK sont tous égaux à l’ensemble N : N = N1 =
. . . = NK . Toutefois, les critères ne sont par forcément identiques. Si un seul agent
est considéré, dans ce cas le problème est mono-critère.

2. Compétition (CO) : Les agents n’ont aucun travail en commun, les sous-ensembles
de travaux qui leur sont associés sont donc disjoints deux à deux : Nh ∩ N l =
∅, ∀h, l tel que h 6= l. On dit encore que tous les travaux du même sous-ensemble
Nk appartiennent exclusivement au seul agent k. Initialement désignée par une
classe de problèmes « multiagents », elle a été introduite par (Agnetis et al., 2000,
2014). C’est le scénario qui nous intéresse dans la suite de nos travaux.

3. Interférants (IN) : Ce scénario concerne les problèmes admettant K − 1 agents
et un agent K associé à la totalité des travaux. Ce dernier sera parfois appelé «
agent global », et « agents locaux » pour les autres. Sans perte de généralité, nous
considérons la relation d’ensemble suivante : N ⊇ N1 ⊇ . . . ⊇ Nk−1, telle définie
par (Agnetis et al., 2014). Les agents locaux sont en concurrence comme dans le cas
« Compétition », ils sont aussi en conflit avec l’agent global, même dans le cas où
leurs critères sont de même nature.

4. Non-disjoint (ND) C’est le cas le plus général, et les relations qui lient les agents
entre eux peuvent être différentes de celles des autres scénarios, voir la figure 2.1.
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2.5.3 Optimisation multicritère

La formulation générale des problèmes multicritères est la suivante :
— Soient z1(.), z2(.), . . . , zK(.) des fonctions objectifs à maximiser.{

Maximiser : F (x) = (z1(x), z2(x), . . . , zK(x))
x ∈ Ω

— x = (x1, . . . , xn) représente le vecteur des variables de décision, nous précisons que
sa dimension n n’est pas forcément égale au nombre de critères K.

— L’espace Ω représente l’ensemble des solutions réalisables, il peut être défini par un
ensemble de contraintes vérifiées par chacune des solutions.

La méthode d’optimisation à adopter est un choix crucial. Selon la difficulté du pro-
blème, il peut exister un large panel de méthodes à appliquer. Afin d’orienter ce choix,
certains critères comme la qualité des solutions obtenues ou le temps de calcul sont pris en
compte.

Dans le cadre de problème d’optimisation multicritère la notion d’optimalité perd
toute signification. En effet, les objectifs sont en général contradictoires au sens où l’aug-
mentation de la valeur d’un critère implique la dégradation de la valeur d’au moins un
autre critère. C’est pourquoi, une solution optimale x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
K) telle que zk(x∗k) =

maxy∈Ω{zk(yk)} et k = 1, . . . ,K est généralement rare. Ainsi est introduite la notion de
”compromis” ou encore de ”non-dominance”. Plus de détails sont proposés dans la section
ci-après.

2.5.4 Concept de dominance

La notion de dominance a été introduite par (Pareto, 1897) et initialement utilisée en
économie. Elle est désormais utilisée dans d’autres domaines à l’instar de l’optimisation
multicritère. Cette notion exprime une idée assez intuitive : voulant choisir entre deux
vecteurs v1 et v2, nous choisirons celui qui est meilleur ou égal sur toutes les composantes
tout en étant strictement meilleur sur au moins une d’entre elles. Si un tel choix ne peut
être fait alors les vecteurs seront considérés non-dominés entre eux. Ainsi, partant d’un
ensemble de décisions X, l’objectif est d’introduire un ordre total 3 entre les solutions de
manière à pouvoir faire un choix. Une solution non-dominée est aussi désignée par solution
de Pareto ou bien solution efficace.

Definition 1. Soient deux solutions réalisables x et y pour un problème multicritère donné,
x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, ..., yn) : y est dit dominé par x, ou bien x domine y si et seule-
ment si les conditions suivantes sont vérifiées : z1(x) ≥ z1(y), . . . , zk(x) ≥ zk(y) et ∃k ∈
{1, . . . ,K} tel que zk(xk) > zk(yk)

Ainsi, une solution qui n’est dominée par aucune autre solution est dite Pareto optimale,
et inversement, si une solution est dominée par au moins une seule autre solution, alors
elle ne peut être considérée Pareto optimale, d’où la définition suivante :

3. On appelle relation d’ordre total sur un ensemble E toute relation d’ordre telle que tout élément de
E soit comparable avec tout autre élément de E.
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Definition 2. une solution x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
K) ∈ Ω est Pareto optimale si et seulement si :

@y ∈ Ω,∀k ∈ {1, . . . ,K} tel que zk(y) ≥ zk(x∗) avec zh(y) > zh(x∗), h ∈ {1, . . . ,K}

2.5.5 Degré de dominance

Definition 3 (Dominance faible de Pareto). Soient deux solutions x et y, on dit que x
domine faiblement (au sens faible) y, si et seulement si, ∀k ∈ {1, . . . ,K} on a : zk(x) ≥
zk(y) tel que ∃k ∈ {1, . . . ,K} et tel que zk(x) > zk(y)

Definition 4 (Dominance stricte de Pareto). Soient deux solutions x et y, on dit que x
domine strictement (au sens strict) y, si et seulement si, ∀k ∈ {1, . . . ,K}zk(x) > zk(y)

Par abus de langage, la dominance stricte est souvent désignée par dominance de Pareto.
L’ensemble de solutions optimales de Pareto est aussi désigné par front de Pareto, on parle
de cône de Pareto si les solutions sont toutes strictement non-dominées.

2.5.6 Front Optimal

La résolution d’un problème multicritère consiste à déterminer le front optimal de
Pareto, ce dernier est ensuite proposé au décideur à qui revient la tâche de choisir la ou les
solutions qui lui conviennent le plus. Une question se pose alors sur la possibilité d’identifier
toutes ces solutions de Pareto. On distingue deux situations (Dhaenens, 2005) :

1. Front optimal complet : le problème admet un nombre exponentiel de solutions de
Pareto, ou bien un nombre très important.

2. Front minimal complet : le problème admet un nombre fini et maîtrisable de solu-
tions de Pareto.

Dans le premier cas, on privilégie souvent l’obtention d’un sous-ensemble représentatif
du front total. Des propriétés comme la diversité, les distances entre les solutions sont alors
nécessaires pour évaluer la qualité du front (distance Euclidienne, hypervolume, nombre
de solutions, etc.). Dans le second cas, il est possible de présenter toutes les solutions afin
que le décideur puisse choisir.

2.5.7 Points de référence

On associe à un problème multicritère, deux espaces :

1. Espace des objectifs.

2. Espace des solutions décisionnelles.

Un point dans l’espace des objectifs peut correspondre à plus d’une solution dans l’es-
pace des décisions, mais une décision ne peut mener qu’à un seul résultat (valeurs des
objectifs).

Les meilleures décisions correspondent aux solutions Pareto optimales. Dans le cas
bicritère, on représente l’ensemble des solutions par un plan dans R2 où : l’axe des abscisses
est associé aux valeurs du premier critère (z1) et l’axe des ordonnées à celles du second
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Figure 2.2 – Points caractéristiques d’un problème de maximisation biobjectif.

critère (z2) (voir figure 2.2). Le front de Pareto est l’ensemble des solutions non-dominées,
généralement représenté par une fonction linéaire par morceaux.

Les points de Pareto sur le schéma sont représentés en noir. Pour vérifier qu’un point
est sur le front de Pareto, on trace le cône de dominance (en gris), et on vérifie que cet
espace ne contient aucune autre solution réalisable, autrement dit, que ce point n’est pas
dominé par une autre solution.

Une solution de Pareto est « supportée » si et seulement si elle appartient à l’enveloppe
concave 4 des solutions non-dominées.

Le point ”Nadir”, est un point qui souvent ne correspond pas à une solution réelle où
tous les objectifs atteignent leur pire valeur. Si on note η = (η1, . . . , ηK) le point Nadir,
alors

ηk = minx∈Ωz
k(x), ∀k = 1, . . . ,K

Inversement, un point ”idéal” est un point η∗ où tous les objectifs atteignent leur meilleure
valeur :

η∗k = maxx∈Ωz
k(x),∀k = 1, . . . ,K

4. Une enveloppe concave de S est le plus petit espace concave qui le contient. Les éléments de l’enve-
loppe concave sont exactement les points x de S qu’on peut écrire sous la forme x =

∑l
i=1 λiai, expression

pour laquelle les ai sont aussi dans S, l est un entier, et les λi sont des quantités réelles positives.
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2.5.8 Approches de résolutions

Les problèmes d’ordonnancement multiagent peuvent être résolus dans un contexte
multicritère. Dans le cas où on recherche une solution optimale de Pareto, nous intéressons
généralement qu’aux solutions de Pareto stricts. L’ensemble des solutions de Pareto stricts
est obtenu en trouvant les solutions de Pareto stricts une par une et de manière itérative.
Enfin, en comptant le nombre de solutions optimales, l’objectif est de compter le nombre
de solutions non dominées ou de donner une approximation de leur nombre.

Il existe plusieurs approches pour trouver une ou toutes les solutions Pareto optimales.
Ces approches sont décrites en détail dans (T’kindt and Billaut, 2006). Nous présentons ici
les approches les plus classiques utilisées dans la littérature sur l’ordonnancement multicri-
tère. Les approches sont illustrées dans le cas de deux critères K = 2, mais elles peuvent
facilement être étendues au cas général.

2.5.8.1 Combinaison linéaire des critères

Cette approche a été initiée par (Geoffrion, 1968), l’idée consiste à résoudre le problème
maximisant la somme pondérée des critères :

max

K∑
k=1

wkz
k(x) : w ∈ Ω

Les solutions qui peuvent être obtenues par cette approche constituent un sous-ensemble
de l’ensemble des solutions optimales strictes de Pareto. En d’autres termes, il peut être
impossible de fixer des poids aux critères de manière à obtenir toutes les solutions optimales
de Pareto. Cela est dû à la forme de la courbe de compromis, qui peut être non convexe,
donc les solutions optimales de Pareto non suportées ne peuvent pas être retournées par
une telle approche.

2.5.8.2 Approche ε-contrainte

Cette approche est souvent utilisée dans la littérature. Par exemple, dans le cas de deux
fonctions objectifs, la première est maximisée et l’autre est bornée. Dans le cas de plus de
deux objectifs, le problème à résoudre est de : trouver x, tel que z1(x) est maximisée et
z2(x) ≥ Q2, . . . , z

k(x) ≥ Qk. Cette approche conduit à une solution optimale de Pareto
faible. Pour obtenir une solution Pareto optimale stricte, il faut résoudre un problème
symétrique. Dans le cas de deux agents, nous notons zA le critère pour l’agentA à maximiser
sous contrainte de l’agent B noté zB ≤ Q. En modifiant Q de manière itérative, il est
possible d’obtenir l’ensemble des solutions Pareto optimalesstrictes. Notez que plusieurs
algorithmes ont été proposés dans la littérature pour améliorer l’implémentation d’un tel
processus (Laumanns et al., 2006; Mavrotas, 2009). L’algorithme 1 illustre cette approche
dans le cas de K fonctions objectives. Les δk sont le pas à chaque itération qui dégrade
Qk, lbk et ubk sont les bornes inférieures et supérieures de la fonction objectif zk et la
fonction lex-max(f) retourne la solution avec une valeur lexicographique maximale, i.e.
avec un maximum z1 puis un maximum z2, etc.
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Algorithm 1 Approche ε-contrainte
1: R = ∅
2: for Q2 = ub2 à lb2 par pas de δ2 do
3: for Q3 = ub3 à lb3 par pas de δ3 do

4:
...

5: for Qk = ubk à lbk par pas de δk do
6: x = lex−max{z : zk(x) ≥ Qk, 2 ≤ k ≤ K}
7: if @x

′
∈ R tel que z(x

′
) ≥ z(x) then

8: R = R∪ {x}
9: end if

10: end for

11:
...

12: end for
13: end for
14: return R =0

L’algorithme 1 a une complexité temporelle de O(ubK) avec ub = max1≤k≤K(ubk−lbk).

2.5.8.3 Approche lexicographique

Cette méthode consiste à minimiser les fonctions objectif les unes après les autres en
complétant les contraintes du problème au fur et à mesure. Ainsi, pour résoudre le problème
max(z1(x), . . . , zk(x)) : x ∈ Ω la procédure est la suivante :

1. On commence par résoudre le problème mono-critère maxz1(x) : x ∈ Ω, on note
z1∗ la valeur optimale retournée, on résout ensuite le problème maxz2(x) : x ∈
Ω et z1(x) = z1∗(x), telle que la valeur du premier critère reste constante. A la der-
nière étape on résout le problèmemaxzk(x) : x ∈ Ω et z1(x) = z1∗(x), . . . , zk−1(x) =
zk−1∗(x).

2. Là on demande au décideur de faire un choix préférentiel entre les critères, une
sorte de classement, et la solution renvoyée par la méthode est tributaire de ce
classement. Ceci rend l’approche fragile, et parfois difficile à appliquer, notamment
quand le décideur n’arrive pas à choisir entre deux critères.

2.6 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques travaux connexes sur les problèmes
d’ordonnancement d’intervalles fixes. Par la suite, nous avons introduit différentes notions
nécessaires à la compréhension des problématiques d’ordonnancement multiagent. Enfin,
nous avons illustré les problèmes d’ordonnancement dans un contexte cloud. Dans la suite
du manuscrit, nous allons nous focaliser sur le cas monocritère (par définition, un seul
agent). Puis dans une seconde partie, nous étudions le cas de plusieurs agents. Afin d’illus-
trer nos différentes approches de résolution, les études menées sont pour le cas de deux
agents. Nous indiquons lorsqu’il faut si nos approches sont généralisables et comment au
cas de plusieurs agents.
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Chapitre 3

Méthodes exactes pour
l’ordonnancement monocritère sur
machines parallèles multiressources

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un problème d’ordonnancement de n travaux fixes,
indépendants non-préemptifs sur m machines parallèles identiques. Différents types de res-
sources additionnelles et renouvelables sont nécessaires pour traiter chaque travail. Chaque
machine peut traiter plusieurs travaux à la fois. L’objectif est de maximiser le nombre
pondéré des travaux exécutés (équivalent à, minimiser le coût total de rejets des travaux
non ordonnancés).

L’objectif de ce chapitre est de développer des méthodes exactes pour la résolution
du problème d’ordonnancement monocritère. Nous présentons d’abord quelques définitions
accompagnées des notations utilisées dans la suite du document. Nous analysons la com-
plexité des problèmes étudiés. Pour la résolution exacte, nous développons dans la section
3.4 trois programmes linéaires en nombres entiers PLNEs. Un modèle basé sur la program-
mation par contrainte est introduit dans la section 3.5 permettant d’obtenir rapidement
une bonne solution. On l’utilise ensuite comme solution initiale réalisable pour les PLNEs.
Nous proposons par la suite une méthode par décomposition de type Branch & Price, dé-
crite dans la section 3.6.2. Nous terminons ce chapitre par une analyse expérimentale des
performances des méthodes exactes développées et une conclusion.

3.2 Définitions et notations

Dans un contexte de réseau informatique distribué, nous nous intéressons à l’ordonnan-
cement de n travaux sur m machines parallèles identiques. Chaque machine dispose de K
types de ressources additionnelles renouvelables. On note par Rk, k = 1 . . .K la quantité
disponible de ressource k. On note par rj,k la quantité de ressource k requise pour exécuter
le travail j ∈ N , j = 1, . . . , n. Nous supposons que rj,k ≤ Rk pour tout j = 1, . . . , n et
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k = 1, . . . ,K. Pour chaque travail j, sa date de début sj et sa date de fin fj sont fixées et
le travail doit être exécuté sur toute la durée de l’intervalle [sj , fj ]. Ainsi, sa durée opéra-
toire est donnée par : pj = fj − sj . Les travaux n’ont pas tous la même priorité. wj est
le poids du travail j. A un instant t donné, chaque machine peut traiter plusieurs travaux
à la fois, sous contrainte de la disponibilité des quantités de ressources requises. Ces ma-
chines sont disponibles en permanence durant l’horizon du temps considéré [0, T ]. Toutes
les données sont supposées entières et positives. Soit xi,j une variable de décision binaire
telle que : xi,j = 1 si le travail j est exécuté sur la machine i ; xi,j = 0 sinon. L’objectif est

de maximiser le nombre pondéré de jobs exécutés, donné par : max
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j .

Selon la notation des problèmes d’ordonnancement en trois champs α|β|γ, le problème
étudié est noté : Pm|sj , fj , rj,k|

∑
i∈M

∑
j∈N wjxi,j .

Nous rappelons ci-dessous quelques définitions importantes pour la suite de ce docu-
ment.

Definition 5. Un ensemble d’intervalles est dit propre, si aucun intervalle n’est inclus
dans un autre ensemble d’intervalles.

Definition 6. Un graphe d’intervalles est le graphe d’intersection d’intervalles sur une
droite. Donc, étant donné un ensemble E = E1, . . . , En d’intervalles sur une droite, on lui
associe le graphe d’intervalles G = (V,U) où V = 1, . . . , n et deux sommets v1 et v2 sont
reliés par une arête si et seulement si Ev1 ∩ Ev2 6= ∅. Une représentation du graphe G par
de tels intervalles est appelée représentation d’intervalle. Un graphe d’intervalles propre
est un graphe d’intervalles possédant une représentation d’intervalles dans laquelle aucun
intervalle n’est inclus dans l’autre.

3.2.1 Construction de l’ensemble de cliques maximales

Pour une instance I donnée du problème que nous traitons, nous construisons un graphe
d’intervalles G = (V,U) de la manière suivante : pour chaque travail j, un sommet vj
correspondant, deux sommets vi et vj sont reliés par une arête, si les intervalles de temps
des travaux i et j se chevauchent. Si un sous-ensemble de travaux de I a la propriété définie
dans la définition 5, alors le graphe G est évidemment un graphe d’intervalles propres.

La figure 3.1 représente la construction d’un graphe d’intervalles à partir d’une instance
(exemple de l’instance 1.2) de huit travaux à ordonnancer.

Pour formuler le problème d’allocation des ressources en termes de graphe d’intervalle,
nous donnons la définition suivante.

Definition 7. Une clique d’un graphe G est un sous-graphe complet de G. Une clique
maximale est une clique qui n’est pas proprement contenue dans une autre clique.

Les cliques maximales d’un graphe d’intervalles peuvent être déterminées efficacement
en O(n2) (voir (Booth and Lueker, 1976; Habib et al., 2000)). On note par L =

⋃
h Lh (Lh

est la notation de la hème clique maximale). Soit |L| = H, le nombre de cliques maximales
dans un graphe d’intervalles. La figure 3.2 présente un exemple des cliques maximales
obtenues à partir d’une instances de huit travaux.
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Figure 3.1 – Graphe d’intervalle correspondant à huit travaux.

Figure 3.2 – Cliques maximales sur une instance de huit travaux.

3.3 Analyse de complexité

Le problème d’ordonnancement d’intervalles fixes sur machines parallèles multires-
sources est déjà difficile pour des cas particuliers. Même lorsqu’on considère une seule
ressource additionnelle avec une capacité totale R = 2, le problème est prouvé NP -difficile
au sens fort (Angelelli and Filippi, 2011).
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Dans le cas d’une seule machine, nous pouvons montrer que lorsque tous les travaux
ont la même date de début et de fin, le problème se réduit au cas de sac à dos multi-
dimensionnel (MKP) ; sinon le problème se réduit au cas d’allocation de ressources (RAP).
Ces deux problèmes sont connus comme des problèmes d’optimisation combinatoire NP -
difficiles.

3.4 Programmation linéaire en nombres entiers PLNE

Cette section est dédiée au développement de trois formulations mathématiques en
nombres entiers. Soient, smin = min1≤j≤n(sj) et fmax = max1≤j≤n(fj).

3.4.1 PLNE-1

Le premier programme linéaire en nombres entiers proposé est noté PLNE-1. Dans
PLNE-1 les variables sont de type "indexé-machine". Pour les trois PLNE, nous utilisons
les variables de décision binaires suivantes :

xi,j =

{
1, Si le travail j est exécuté sur la machine Mi;
0, Sinon.

Notons que pour un travail j si ∀i ∈M, xi,j = 0 alors j est rejeté.
La formulation générale est donnée comme suit :

Maximize :
m∑
i=1

n∑
j=1

wj xi,j (3.1)

∑
j:sj≤t<fj

rj,kxi,j ≤ Rk (k = 1, . . . ,K; i = 1, . . . ,m; t = smin, . . . , fmax) (3.2)

m∑
i=1

xi,j ≤ 1 (j = 1, . . . , n) (3.3)

xi,j ∈ {0, 1} (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) (3.4)

Les contraintes 3.2 sont des contraintes de disponibilité des ressources à tout instant
smin ≤ t < fmax, i.e. à chaque instant t l’exécution des travaux sur la machine Mi ne
doit pas dépasser la capacité totale de chaque ressource Rk disponible. Les contraintes 3.3
assurent qu’un travail j est affecté au plus à une machine.

Le tableau 3.1 résume les contraintes, leur nombre et le nombre de variables binaires.

Table 3.1 – Caractéristiques du modèle PLNE-1.

Problème Z #Var. bin. Contraintes

Pm|sj , fj , rj,k|
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j
m∑
i=1

n∑
i=1

wj xi,j mn n+mK(fmax − smin)
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Remarque 1. Les dates de début et de fin des travaux ne sont pas explicitement requises
dans le modèle (PLNE-1). Néanmoins, nous devons vérifier à chaque instant durant l’exé-
cution d’un travail j la disponibilité des ressources de la machine sur laquelle il est traité.
Cet intervalle de temps est borné par la longueur fmax − smin.

3.4.2 PLNE-2

Pour gérer les disponibilités des ressources à tout instant t jusqu’au prochain événement
défini par la date de fin du travail, nous proposons un deuxième PLNE indexé sur le temps
avec les variables de décision binaires suivantes :

yi,j,t =

{
1, Si le travail j est exécuté sur la machine Mi à l’instant t;
0, Sinon.

Maximize :
m∑
i=1

n∑
j=1

wj xi,j (3.5)

n∑
j=1

rj,k yi,j,t ≤ Rk (k = 1, . . . ,K; i = 1, . . . ,m; t = smin, . . . , fmax) (3.6)

m∑
i=1

xi,j ≤ 1 (j = 1, . . . , n) (3.7)

fj−1∑
t=sj

yi,j,t = (fj − sj) xi,j (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) (3.8)

xi,j ; yi,j,t ∈ {0, 1} (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n; t = smin, . . . , fmax) (3.9)

Les contraintes 3.6 assurent le respect de la disponibilité des ressources Rk à tout instant
t durant l’horizon de planification. Les contraintes 3.7 assurent qu’un travail j est affecté
au plus à une machine. Les contraintes 3.8 indiquent que si un travail j n’est pas rejeté
alors il est exécuté durant tout son intervalle de temps.

Le tableau 3.2 résume les contraintes, leur nombre et le nombre de variables binaires.

Table 3.2 – Caractéristiques du modèle PLNE-2 indexé temps.

Problème Z #Var. bin. Contraintes

Pm|sj , fj , rj,k|
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j
m∑
i=1

n∑
i=1

wj xi,j mn(1 + fmax − smin) n+mk(fmax − smin) +mn

Remarque 2. Les résultats expérimentaux présentés dans la section 3.7.2 montrent les
limites de ce deuxième modèle mathématique pour résoudre des problèmes de taille impor-
tante. Il dépend fortement de l’horizon de planification discrétisé.

Notre idée est de développer un nouveau modèle qui vérifie à des moments clés la
disponibilité des ressources. Ce troisième programme linéaire en nombres entiers (PLNE-
3) se base sur le graphe d’intervalles.
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3.4.3 PLNE-3

La troisième formulation mathématique utilise la notion de cliques maximales. Ainsi,
nous pouvons associer aléatoirement à chaque clique maximale Lh un instant th, date
commune à tous les travaux de l’ensemble Lh (th ∈ ∩j∈Lh

[sj , fj)). Nous pouvons donc
définir un ordre total des cliques maximales selon th. Suivant cet ordre, lorsque nous passons
d’une clique maximale à la suivante, au moins un travail se termine et au moins un nouveau
travail débute son traitement. En conséquence, nous avons au plus n cliques maximales.

Maximize :
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j (3.10)

∑
j∈Lh

rj,kxi,j ≤ Rk i = 1, . . . ,m; k = 1, . . . ,K; h = 1, . . . ,H (3.11)

m∑
i=1

xi,j ≤ 1 j = 1, . . . , n (3.12)

xi,j ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n; i = 1, . . . ,m (3.13)

Les contraintes 3.11 permettent de respecter la limitation des ressources lors de traite-
ment des travaux appartenant à la même clique maximale. Les contraintes 3.12 permettent
l’affectation d’un travail à au plus une seule machine.

Le tableau 3.3 résume les contraintes, leur nombre et le nombre de variables binaires.

Table 3.3 – Caractéristiques du modèle PLNE-3 contraintes de ressources.

Problème Z #Var. bin. Contraintes

Pm|sj , fj , rj,k|
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j
m∑
i=1

n∑
i=1

wj xi,j mn n+mKH

Le PLNE-3 est un modèle indexé-machine à n+mkH contraintes, où 1 ≤ H ≤ n. Si
H = n alors chaque clique maximale contient un travail. Dans ce dernier cas, le problème
est trivial à résoudre. D’un autre côté, si H = 1 alors tous les travaux se chevauchent et le
problème se réduit à un problème de sac à dos multidimensionnel MKP (Martello, 1990).

Remarque 3. L’analyse expérimentale des performances des trois PLNE (cf section
3.7.2), montre que pour des instances importantes, ces PLNE n’arrivent pas à trouver
une solution réalisable au bout d’une heure de calcul. Afin d’augmenter les performances
de ces PLNEs, notre idée est de développer une méthode efficace permettant de générer
des solutions initiales réalisables pour ces PLNEs. Notre choix s’est porté alors sur la
programmation par contraintes.

3.5 Programmation par contraintes

La programmation par contraintes (PPC) est une technique qui facilite la modélisation
pour résoudre des problèmes combinatoires complexes en utilisant une description déclara-
tive ; elle provient de la programmation logique et de l’intelligence artificielle. L’idée est de
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séparer la déclaration des contraintes à l’aide d’un langage de contraintes riche en proces-
sus de recherche de solutions basé sur une utilisation active des contraintes pour réduire
l’espace de recherche (propagation des contraintes). La PPC est basée sur des problèmes de
satisfaction de contraintes (CSP), dans lesquels il faut satisfaire un groupe de contraintes,
en attribuant des valeurs aux variables (Rossi et al., 2006).

Ce langage de modélisation déclaratif est un atout pour la programmation par contraintes
où elle accepte tout type de relation pour formuler les contraintes d’un CSP, comprenant
les inégalités linéaires, mais aussi les contraintes logiques (par exemple, sous forme de
clause x = 5 ∨ y = 2 ∨ z 6= 3 ou d’implication x = 0 =⇒ y ≥ 1 ∧ y + Z < 2), ou
encore les contraintes globales qui sont un moyen de formuler succinctement un groupe de
contraintes, comme par exemple la contrainte globale cumulative qui permet de modéliser
l’occupation d’une ressource dans n’importe quel problème d’ordonnancement. En effet, ce
type de modélisation, avec en particulier les contraintes globales, induit une décomposition
du problème sur laquelle est basée le mode de résolution de la PPC. A chaque contrainte
globale, est associée un ou plusieurs algorithmes de filtrage spécifiques.

Dans cette section nous proposons de modéliser notre problème par la PPC à l’aide
des contraintes globale du CPOptimizer (CPO), nous formulons notre problème comme un
problème d’ordonnancement à ressource cumulative (CuSP pour Cumulative Scheduling
Problem). Les travaux sont représentés par des variables d’intervalles, notés ITerij . Une
variable d’intervalle est une variable de décision dont la valeur est un intervalle de nombres
entiers. Ainsi, la valeur d’une variable d’intervalle est caractérisée par deux nombres entiers :

— le premier nombre entier indique le début de l’intervalle : il s’agit donc des sj ,
— le deuxième nombre entier indique la fin de l’intervalle : il s’agit des fj .

La longueur de l’intervalle doit être égale à la durée opératoire du travail pj = fj − sj .
Une caractéristique supplémentaire importante des variables d’intervalle est le fait qu’elles
peuvent être optionnelles, c’est-à-dire que l’on peut décider de ne pas les prendre en compte
dans la solution. Avec la fonction membre setOptional() de CPO, lorsqu’un intervalle est
pris en compte dans la solution, l’intervalle est dit présent, sinon il est absent. Les autres
fonctions de CPO que nous avons utilisées dans notre modèle PPC sont :

— IloPresenceOf() : est une contrainte logique sur un intervalle. Cette fonction ren-
voie une contrainte indiquant que la variable d’intervalle est présente.

— IloCumulFunctionExpr() : est l’expression de fonction cumulée dont la valeur
dans une solution est la somme des contributions individuelles des intervalles, cette
fonction est représentée dans la formulation ci-dessous par CumF .

— IloPulse() : est une fonction d’impulsion élémentaire définie par une variable d’in-
tervalle (ou un intervalle fixe) dont la valeur est égale à 0 en dehors de l’intervalle
et égale à une constante non négative sur l’intervalle. Cette valeur est appelée la
hauteur de la fonction d’impulsion.

La formulation générale par CPO du problème que nous traitons est comme suit :

Maximize :
m∑
i=1

n∑
j=1

wj ∗ IloPresenceOf(ITeri,j) (3.14)

CumFi,k =
∑
k∈K

IloPulse(ITeri,j , rj,k) k = 1,K; i = 1,m; j = 1, n (3.15)
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CumFi,k ≤ Rk i = 1,m; k = 1,K (3.16)
m∑
i=1

IloPresenceOf(ITeri,j) ≤ 1 j = 1, n (3.17)

setOptional(ITeri,j) j = 1, n; i = 1,m (3.18)

Le CumFi,k dans 3.15 et 3.16 représente la fonction cumulatif indiquant l’utilisation de
la ressource k sur la machine i au fil du temps. IloPulse(ITeri,j , rj,k) est une expression
de la fonction cumulative élémentaire, elle couvre l’utilisation d’une ressource k sur une
machine i, à la date de début sj d’un travail, la fonction cumulatif augmente et à la date
de fin fj du même travail, les ressources sont libérées, donc la fonction cumulatif diminue.
Les contrainte 3.16 représentent les capacités totales à ne pas dépasser par la fonction
cumulatif. Les contraintes 3.17 permettent d’affecter une variable d’intervalle ITeri,j à une
seule machine.

A l’aide de la formulation ci-dessus, nous développons une approche basique d’hybri-
dation PPCPLNE (Hajian et al. (1998)) où la PPC sert d’heuristique pour déterminer
rapidement une solution réalisable de départ, à la racine uniquement d’un Branch&Bound.

L’analyse expérimentale présentée en détail dans la section 3.7.3, montre que le PLNE-
3 permet en effet de retourner maintenant une solution réalisable au bout de 30 minutes
de calcul pour les instances de très grandes tailles. Cependant, aucune instance n’a pu être
résolue à l’optimum.

3.6 Méthodes par décomposition

Les méthodes dites de décomposition en Recherche Opérationnelle sont des techniques
efficaces pour résoudre certains problèmes d’optimisation combinatoire difficiles. Le prin-
cipe de ces méthodes se résume en deux étapes importantes : séparation en plusieurs
sous-problèmes qui peuvent être résolus efficacement, développement de techniques itéra-
tives de recomposition pour déterminer une solution du problème initial. On peut citer
par exemple, la relaxation continue et génération de coupes, ou bien la décomposition de
Danzig-Wolfe et la génération de colonnes.

Dans notre étude, la relaxation continue et la génération de coupes ne nous a pas
permis d’avoir des résultats concluants. La convergence de cette procédure est trop lente. La
relaxation linéaire d’un modèle comme le PLNE-3 n’est pas bonne. Pour cette raison, nous
proposons une décomposition de Dantzig-Wolfe sur ce modèle conduisant à une approche
de génération de colonnes, ainsi qu’une méthode Branch & Price, que nous détaillons dans
la suite de cette section.

3.6.1 Décomposition Dantzig-Wolfe

Le modèle PLNE-3 est compact, mais il contient beaucoup de symétries. Soit une
solution réalisable X = [xi,j ], toute permutation des lignes de X (i.e toute permutation
des indices des machines) aboutit à une solution réalisable différente avec la même valeur
de la fonction objectif.
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Considérons maintenant le problème RAP obtenu en fusionnant toutes les machines m
dans une seule avec des unités de ressources mRk disponibles. Nous proposons la formula-
tion mathématique suivante, notée PLNE-4 :

yj =

{
1, Si le travail j est exécuté ;
0, Sinon.

Maximize :
n∑
i=1

wjyj (3.19)

∑
j∈Lh

rj,kyj ≤ mRk (k = 1, . . . ,K;h = 1, . . . ,H) (3.20)

yj ∈ {0, 1} (j = 1, . . . , n) (3.21)

Proposition 1. Les relaxations linéaires des modèles PLNE-3 et PLNE-4 sont équiva-
lentes.

Preuve. Soit x = [xi,j ] une solution réalisable de la relaxation linéaire du modèle PLNE-3,
et soit yj =

∑m
i=1 xi,j pour tout j. Alors y = [yj ] est une solution réalisable de la relaxation

linéaire de PLNE-4 avec la même valeur de la fonction objectif.
Inversement, soit ŷ = [ŷj ] une solution réalisable de la relaxation linéaire de PLNE-4,

et soit x̂i,j = ŷj/m pour tout i et j. Alors, x̂ = [x̂i,j ] est une solution réalisable de la
relaxation linéaire de PLNE-3, avec la même valeur de la fonction objectif.

Notons qu’à ce stade, nous ne nous attendons pas à ce que la relaxation linéaire de
PLNE-3 soit ”bonne”, car elle néglige le fait que les unités de ressources sont réparties
entre les différentes machines.

Nous proposons d’appliquer la décomposition de Dantzig-Wolfe sur le modèle PLNE-
3 et une approche de génération de colonnes pour le résoudre selon la même démarche
proposée dans (Caprara et al., 2013) pour résoudre le problème de sac-à-dos temporel
TKP .

Soit P l’ensemble des solutions faisables (ordonnancements possibles) sur une seule
machine, défini par l’équation suivante :

P = {Y ∈ {0, 1}n :
∑
j∈Lh

rj,kyj ≤ Rk (k = 1, . . . ,K;h = 1, . . . ,H)} (3.22)

Nous pouvons ainsi définir le problème maître explicite PM -1 suivant :

Maximize :
m∑
i=1

n∑
j=1

wjxi,j (3.23)

xi,j =
∑
Y p∈P

ypjλ
p
i (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) (3.24)

∑
Y p∈P

λpi ≤ 1 (i = 1, . . . ,m) (3.25)
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m∑
i=1

xi,j ≤ 1 (j = 1, . . . , n) (3.26)

λpi ≥ 0 (i = 1, . . . ,m;Y p ∈ P) (3.27)

xi,j ∈ {0, 1} (i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n) (3.28)

Les variables λ dans PM -1 sont les coefficients de combinaisons convexes des vecteurs
Y p. Cependant, l’intégralité des variables x ainsi que les contraintes 3.26 impliquent que,
dans toute solution réalisable, il faut sélectionner exactement un vecteur dans P, pour
chaque machine i. Il en découle que dans toute solution réalisable, les variables λ sont des
entiers. Donc, nous pouvons supprimer les variables x et les remplacer par les variables z
définies par zp =

∑m
i=1 λ

p
i . Les zp sont des variables binaires avec zp = 1 si le vecteur est

choisi dans la solution ; 0 sinon. Soit cp =
∑n

j=1wjy
p
j . Pour chaque vecteur p, les variables

binaires ypj sont définies comme suit : ypj = 1 si le travail j est ordonnancé ; 0 sinon. Nous
déduisons donc le nouveau problème maître implicite PM -2 suivant :

Maximize :
∑
Y p∈P

cpzp (3.29)

∑
Y p∈P

ypj zp ≤ 1 (j = 1, . . . , n) (3.30)

∑
Y p∈P

zp ≤ m (3.31)

zp ∈ {0, 1} (Y p ∈ P) (3.32)

Notez que les deux problèmes maîtres PM -1 et PM -2 sont équivalents. Il existe alors
une correspondance entre les solutions réalisables du problème maître explicite et du maître
implicite, et cette correspondance préserve la valeur de la fonction objectif. Nous préférons
utiliser la forme implicite PM -2 car elle a peu de variables et elle présente une structure
d’un problème dit de set packing problem (Vemuganti, 1998).

Cependant, la formulation mathématique PM -2 peut avoir un grand nombre de co-
lonnes, donc nous proposons une approche de type Branch&Price pour le résoudre. Afin de
définir le pricing problème, noté PP , considérons la relaxation linéaire du modèle PM -2,
noté LPM -2. Soit πj(j = 1, . . . , n) les variables duales associées aux contraintes 3.30 et
soit ρ la variable duale associée à la contrainte 3.31. Soit une réduction du PM -2 (noté
RPM -2), définie sur un sous-ensemble des colonnes P ⊂ P, et soit (π?, ρ?), la solution
optimale du dual de la relaxation linéaire restreinte, noté RLPM -2. Soit Y p ∈ P\P un
sous-ensemble de colonnes donné (c-à-d. un ensemble de solutions initiales). Les coefficients
des coûts réduits de zy sont :

cp −
n∑
j=1

π?j y
p
j − ρ

? (3.33)

Ainsi, le problème de pricing PP correspondant est le suivant :
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Maximize :
n∑
j=1

(wj − π?j )yj (3.34)

∑
j∈Lh

rj,kyj ≤ Rk (k = 1, . . . ,K;h = 1, . . . ,H) (3.35)

yj ∈ {0, 1} (j = 1, . . . , n) (3.36)

Soit Ŷ p une solution réalisable du problème PP , et soit ϕ̂ la valeur de la fonction
objectif correspondante. Si ϕ̂ > ρ?i alors la colonne Ŷ p a un coût réduit positif, et peut
donc être incluse dans P. D’autre part, si la valeur optimale de PP n’est pas supérieure à
ρ?, alors la solution relâchée courante deMP -2 est optimale. Notons que si wj−π?j ≤ 0 alors
la variable yj peut être supprimée du PP , donc nous pouvons supposer que les coefficients
de la fonction objectif du PP sont positifs. Ainsi, le pricing problem PP n’est autre que
le problème RAP , qui est NP-difficile.

3.6.2 Branch&Price

L’algorithme de Branch&Price est une technique de résolution bien connue pour traiter
des programmes linéaires en nombres entiers avec un grand nombre de variables (colonnes).
Cet algorithme est essentiellement de type Branch&Bound où, à chaque noeud de l’arbre
de recherche, les variables (colonnes) du problème sont générées en appliquant l’approche
de génération de colonnes pour traiter la relaxation linéaire du problème, en y ajoutant
éventuellement des contraintes de branchement. Pour plus de détails sur la méthode de
génération de colonnes, voir (Desaulniers et al., 2006).

3.6.2.1 Génération de colonnes

La figure 3.3 représente l’enchaînement des différentes étapes d’une résolution par la
génération de colonnes.

Le RLMP -2 est initialisé avec un ensemble P ⊂ P défini comme suit. Le noeud racine
de l’arbre de Branch&Bound P comprend une colonne fictive à coût élevé, par laquelle
toutes les contraintes PM -2 sont satisfaites. Cette colonne est conservée dans le RLMP -2
jusqu’à ce que la faisabilité soit atteinte. Dans chaque noeud de l’arbre de recherche, P
doit inclure la colonne fictive et les colonnes réalisables générées jusqu’à présent, tout en
respectant les contraintes de branchement.

Ensuite, de manière itérative, le RLMP -2 est résolu à l’optimum, et les PP sont résolus
afin de générer de nouvelles colonnes de coûts réduits positifs. Les PP sont toujours résolus
à l’optimum. Toutes les colonnes de coûts réduits positifs trouvées sont renvoyées au PM -
2. Si aucune colonne positive de coûts réduits n’est trouvée, cela signifie que le RLMP -2
actuel est résolu.
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Figure 3.3 – Schéma de résolution par génération de colonnes.

3.6.2.2 Schéma de branchement

Dans le cas où la solution optimale de la LMP -2 est fractionnaire, nous appliquons
hiérarchiquement les règles de branchement suivantes.

Soit z∗, la solution fractionnaire optimale de la LMP -2 au noeud courant et soit P∗
l’ensemble de colonnes correspondant à la fin du processus de résolution.

— Si η =
∑

Yp∈P∗
z∗p est fractionnaire, nous effectuons des branchements sur le nombre

total de machines à utiliser. Nous imposons :
—

∑
Yp∈P

zp ≤ bηc sur une branche.

—
∑

Yp∈P
zp ≥ dηe sur l’autre branche.

— Si η est un nombre entier, alors nous cherchons un travail ordonnancé de manière
fractionnée. Étant donné le travail j′ associé à la plus grande valeur fractionnaire∑
Yp∈P∗

yj′ z
∗
p, on impose :

—
∑

Yp∈P
yj′ zp = 0 sur une branche.
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—
∑

Yp∈P
yj′ zp = 1 sur l’autre branche.

— Si aucun travail n’est ordonnancé de manière fractionnée, cela signifie qu’il doit
exister deux travaux j′ et j′′ tels que 0 <

∑
Yp∈P∗|yp

j′=y
p

j′′=1

z∗p < 1, dans ce cas, la

règle de branchement de Ryan et Foster est appliquée (Ryan and Foster, 1981).
Nous imposons :
— Dans une branche, les travaux j′ et j′′ doivent être dans des ordonnancements

différents, ce qui correspond à rajouter la contrainte ypj′+ypj′′ ≤ 1 dans le pricing
problem).

— Dans l’autre branche, les travaux j′ et j′′ doivent se trouver dans le même ordon-
nancement, ce qui correspond à rajouter la contrainte ypj′ = ypj′′ dans le pricing
problem).

Lorsque deux travaux ne sont pas affectés à la même machine, alors on parle d’ordon-
nancements différents. Au contraire, s’ils sont sur la même machine, alors ils sont dans le
même ordonnancement.

La paire j′, j′′ est choisie comme suit. Pour chaque paire de travaux j′, j′′, nous calculons
Vj′,j′′ =

∑
Yp∈P∗|yp

j′=y
p

j′′=1

z∗p , et la paire j′, j′′ associée a la plus grande valeur fractionnaire.

Table 3.4 – Récapitulatif des différentes notations des modèles proposés

Modèles Description
PLNE-1 Modèle linéaire en nombres entiers indéxé machine
PLNE-2 Modèle linéaire en nombres entiers indéxé sur le temps
PLNE-3 Modèle linéaire en nombres entiers indéxé machine basé sur les cliques max
PPC Modèle de programmation par contraintes
PPCPLNE-3 Modèle hybride basique entre la PPC et le PLNE-3
PLNE-4 Modèle linéaire en nombres entiers en fusionnant toutes les machines
PM-1 Problème maître explicite obtenu par la décomposition Danzing-Wolfe
PM-2 Problème maître implicite obtenu par un changement de variable de PM-1
LPM-2 Relaxation linéaire du problème maître-2
RLPM-2 Relaxation linéaire du problème maître-2 restreint
PP Le sous problème (pricing problem)

3.7 Résultats expérimentaux des méthodes exactes

Dans cette section nous analysons les performances des méthodes exactes développées.
Pour tester et comparer nos méthodes, nous avons implémenté les modèles mathématiques
introduits dans la section 3.4 ainsi que l’approche par PPC de la section 3.5 et le Branch&
Price 1 présenté dans la section 3.6 en C + +.

1. Je remercie chaleureusement M. Boris Detienne (et toute l’équipe IMB "Institut de Mathématiques
de Bordeaux" pour l’accueil chaleureux pendant mon séjour) pour l’aide précieuse qu’il m’a apportée à la
prise en main d’un environnement spécifique permettent d’implémenter le Branch&Price.
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Tous nos tests ont été effectués sur une machine de 2,2 GHz Intel Core i7 et 16 Go de
mémoire.

3.7.1 Jeux de données

Quatre types de jeux de données sont définis et utilisés :
Type 1 : Les premiers jeux de données sont les benchmarks générés par Angelelli et al.

(2014) un seul type de ressource additionnelle est considéré (K = 1). Le jeu de
données disponible en ligne 2 comporte 165 instances définies comme suit :
— Le nombre de machines m est fixé dans l’ensemble {4, 7, 10, 15, 20},
— La capacité totale R de la ressource varie dans l’ensemble {2, 4, 6},
— Le nombre de travaux est de n = 100, 110, . . . , 200 (par pas de 10),
— Pour chaque triplet (m,R, n), sj , pj et rj sont générés respectivement suivant

une loi uniforme dans [0, 10n − 1], [1, 5n] et [1, R]. Ainsi, la date de fin d’un
travail j est donc fj = sj + pj ,

— Les poids des travaux sont définis par wj =

⌊
rj × pj × (

1

2
+ µ)

⌋
où µ est généré

suivant une loi uniforme U [0, 1].

Remarque 4. Selon les instances de Type 1 la variation des poids des travaux est
de l’ordre de 9000%. Or, les priorités des travaux dans un contexte Cloud, sont dé-
finies dans l’intervalle [1, 11] (Minet et al., 2018). C’est pourquoi nous avons décidé
de définir d’autres jeux de données.

Type 2 : Les instances du deuxième jeu de données sont générées aléatoirement sui-
vant un schéma de la littérature définissant l’ordonnancement des travaux dans les
Clouds (Minet et al., 2018), nous avons donc :
— Le nombre de machines m est fixé dans l’ensemble {4, 7, 10, 15},
— Les capacités totales disponibles des Rk; k=1,...,K ressources sont normalisées à

100,
— Le nombre de travaux est de n = 20, 60, 100, 150,
— Pour chaque couple (n,m), 10 instances sont générées pour un total de 4× 1×

4× 10 = 160 instances,
— Pour chaque quintuplet (m,R1, R2, . . . , Rk, . . . , RK, n), sj , fj et rj,k sont générés

respectivement suivant une loi uniforme dans [0, 1437], [sj + 1, 1439] (par pas
d’une minute sur une journée) et [1, 100].

— Les poids des travaux wj sont générés suivant une loi uniforme dans [1, 11]. En
fonction de son poids, un travail appartient à l’une des cinq catégories représen-
tées dans le tableau 3.5.

Type 3 : Sur la base de l’étude présentée dans (Minet et al., 2018), nous générons des
instances de grande taille. Pour K = 3, nous avons :
— Le nombre de machines m est fixé dans l’ensemble {10, 15, 20},
— Les capacités totales disponibles des Rk; k=1,...,K ressources sont normalisées à

100,

2. http://or-brescia.unibs.it.

64

http:// or-brescia.unibs.it.


3.7. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX DES MÉTHODES EXACTES

Table 3.5 – Pourcentage de travaux par catégorie.

Catégories Poids wj Pourcentages
1 11 30%
2 10 50%
3 9 10%
4 [3, 8] 5%
5 [1, 2] 5%

— Le nombre de travaux est de n = 500, 1000, 1500,
— Pour chaque couple (n,m), 10 instances sont générées pour un total de 3× 1×

3× 10 = 90 instances,
— Le reste des données est généré sur le même principe que pour le Type 2.

Table 3.6 – Récapitulatif des jeux de données

Jeux de données Description
Type 1 Benchmarks avec un seul type de ressource
Type 2 Instances Cloud, génération aléatoirement avec trois types de ressources
Type 3 Instances de grande traille Cloud, génération aléatoirement

avec trois types de ressources

3.7.2 Performances des PLNE

Afin d’analyser la performance des PLNEs (PLNE1 vs PLNE2 vs PLNE3), nous
avons effectué des expérimentations sur les jeux de données de Type1 et Type2. Pour les
trois PLNEs, le temps de calcul est fixé à une 1/2 heure (30 minutes). Nous avons utilisé
IBM ILOG CPLEX Optimization Studio version 12.8 avec 1 thread.

3.7.2.1 Résultats avec le jeu de données Type1

Le tableau 3.7 et la figure 3.4 résument les performances moyennes des trois PLNEs
selon le nombre de machines (la colonne m) et la disponibilité totale de la ressource ad-
ditionnelle par machine (la colonne R). Les colonnes CPU(s) représentent le temps de
calcul moyen en secondes et les colonnes Gap(%) représentent le gap moyen obtenu entre
la meilleure solution réalisable (Z∗i ) et la meilleure borne supérieure trouvée par le Solveur
(UBi) pour chaque modèle PLNE.

Gapi(%) =
UBi − Z∗i
UBi

Ainsi, un gap positif indique que tout le temps de calcul autorisé a été consommé pour
au moins une instance, tandis qu’un gap nul indique que toutes les instances ont été résolues
à l’optimum.

Sur les 165 instances, les trois PLNEs ont quasiment le même taux d’instances résolues
à l’optimum, 61% pour les PLNE1 et PLNE3, 62% pour PLNE2. Pour les instances où les
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Table 3.7 – Résultats (PLNE1, PLNE2, PLNE3) sur le jeu de données Type1 avec
m ∈ {4, 7, 10, 15, 20} et R ∈ {2, 4, 6}

Instances Type 1 PLNE1 PLNE2 PLNE3
m R CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

4
2 0 0,0% 0 0,0% 0 0,0%
4 2 0,0% 2 0,0% 2 0,0%
6 12 0,0% 8 0,0% 9 0,0%

7
2 2 0,0% 3 0,0% 2 0,0%
4 474 0,1% 644 0,2% 630 0,1%
6 701 0,1% 618 0,1% 617 0,1%

10
2 28 0,0% 22 0,0% 25 0,0%
4 1305 0,3% 1274 0,4% 1237 0,4%
6 1395 0,6% 1467 0,7% 1565 0,7%

15
2 761 0,1% 884 0,1% 906 0,1%
4 1578 0,4% 1568 0,4% 1565 0,4%
6 1779 1,1% 1747 1,1% 1692 1,0%

20
2 1012 0,0% 953 0,1% 909 0,0%
4 1256 0,3% 1112 0,4% 1092 0,4%
6 1651 0,7% 1618 0,9% 1670 0,9%

Moy Globale 797 0,3% 795 0,3% 795 0,3%
Taux d’instances 61% 62% 61%
résolues à l’optimum

Figure 3.4 – PLNE1 vs PLNE2 vs PLNE3 avec le jeu de donnée Type1

trois PLNEs ne trouvent pas de solutions optimales durant le temps alloué (30 minutes),
les PLNEs produisent un faible gap qui ne dépasse pas les 1,1%.

Dans la figure 3.4 (a) et (b), nous observons que pour les trois PLNEs le gap moyen
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et le temps de calcul moyen augmentent avec le nombre de machines et la capacité totale
d’une seule ressource additionnelle. Le gap moyen global produit par les trois PLNEs est
identique 0,3%. Pour le temps de calcul moyen global, les trois PLNEs on quasiment le
même temps, 795 secondes pour le PLNE2 et PLNE3, 797 secondes pour le PLNE1.

3.7.2.2 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 3.8 et la figure 3.5 résument les performances moyennes des trois PLNEs
en faisant varier le nombre de travaux (la colonne n) et le nombre de machines (la colonne
m) pour trois types de ressources additionnelles par machine avec des capacités totales
normalisées à 100 pour chaque type de ressource.

Table 3.8 – PLNE1 vs PLNE2 vs PLNE3 en faisant varier le nombre de machines (4-15)
avec une capacité total normalisée à 100 pour les trois types de ressources

Instances Type 2 PLNE1 PLNE2 PLNE3
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

20

4 0 0% 0 0% 0 0%
7 0 0% 1 0% 0 0%
10 0 0% 1 0% 0 0%
15 0 0% 1 0% 0 0%

60

4 1 0% 2 0% 1 0%
7 4 0% 4 0% 2 0%
10 9 0% 9 0% 4 0%
15 24 0% 28 0% 14 0%

100

4 7 0% 9 0% 5 0%
7 146 0% 123 0% 102 0%
10 265 0% 245 0% 180 0%
15 746 0% 763 0% 529 0%

150

4 84 0% 75 0% 70 0%
7 1404 2% 1386 2% 1371 1%
10 1796 4% 1796 3% 1697 3%
15 1798 4% 1796 4% 1790 3%

Moy Globale 393 0,6% 390 0,6% 360 0,5%
Taux d’instances 79% 78% 79%
résolues à l’optimum

Sur 160 instances, les trois PLNEs ont quasiment le même pourcentage d’instances
résolues à l’optimum, 79% pour les PLNE1 et PLNE3, 78% pour PLNE2. Pour les
instances où les trois PLNEs ne trouvent pas de solution optimale durant le temps alloué
(30 minutes), le PLNE3 produit un gap max de 3% légèrement meilleur que les PLNE1
et PLNE2 qui produisent un gap max de 4%.

Dans la figure 3.5 (a) et (b), nous observons que pour les trois PLNEs le gap moyen et
le temps de calcul moyen augmentent avec le nombre de travaux et le nombre de machines.
Nous observons aussi que le temps de calcul moyen et le gap moyen de PLNE3 sont
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Figure 3.5 – PLNE1 vs PLNE2 vs PLNE3 avec le jeu de donnée Type2

toujours inférieurs à ceux de PLNE1 et PLNE2. Le gap moyen global produit par le
PLNE3 est de 0,5% et 0,6% pour les PLNE1 et PLNE2. Pour le temps de calcul moyen
global, le PLNE3 domine les PLNE1 et PLNE2 avec 360 secondes pour le PLNE3, 390
pour PLNE2 et 393 secondes pour le PLNE1.

3.7.2.3 Conclusion

Le jeu de données Type1 ne nous a pas permis de tirer des conclusions sur les trois
PLNEs qui ont quasiment les mêmes performances en termes de temps de calcul et de
qualité des solutions, contrairement au jeu de données de Type2 où le PLNE3 domine les
PLNE1 et PLNE2.

Le PLNE3 présente des limites, notamment pour le jeu de donnée de Type3, i.e le
PLNE3 n’est pas en mesure de trouver une solution réalisable après plus d’une heure de
temps de calcul. Ainsi, nous avons proposé la programmation par contraintes qui nous
a permis de trouver des solutions réalisables qui serviront de solutions initiales pour le
PLNE3.

3.7.3 Performances du PLNE3 vs PPC vs PPCPLNE3

Afin d’analyser la performance des PLNE3, PPC et PPCPLNE3, nous avons effectué
des expérimentations sur les jeux de données de Type2 et Type3, le temps de calcul est
limité à 600 secondes (10 minutes). Nous avons utilisé IBM ILOG CPLEX Optimization
Studio version 12.8 avec 1 thread pour résoudre le PLNE3 et le concept de variables
d’intervalles et en utilisant les contraintes globales d’ordonnancement déjà définies dans
IBM CP Optimizer (CPO) pour résoudre le modèle PPC.
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3.7.3.1 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 3.9 et la figure 3.6 résument les performances moyennes des PLNE3 , PPC
et PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de travaux (la colonne n) et le nombre de
machines (la colonne m) pour trois types de ressources additionnelles par machine avec des
capacités totales normalisées à 100 pour chaque type de ressource.

Table 3.9 – PLNE3 vs PPC vs PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de machines (4-15)
avec une capacité totale normalisée à 100 pour les trois types de ressources

Instances Type 2 PLNE3 PPC PPCPLNE3
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

20

4 0 0,0% 391 6,5% 0 0,0%
7 0 0,0% 600 9,2% 0 0,0%
10 0 0,0% 60 0,1% 0 0,0%
15 0 0,0% 0 0,0% 0 0,0%

60

4 1 0,0% 600 32,5% 1 0,0%
7 4 0,0% 600 27,3% 5 0,0%
10 6 0,0% 600 17,9% 6 0,0%
15 29 0,0% 600 6,7% 32 0,0%

100

4 15 0,0% 600 34,1% 14 0,0%
7 379 0,4% 600 27,8% 239 0,3%
10 357 0,6% 600 24,9% 309 0,7%
15 380 1,4% 600 16,3% 350 1,6%

150

4 297 1,1% 600 36,3% 253 1,0%
7 600 5,5% 600 28,5% 539 5,7%
10 600 7,8% 600 26,8% 539 7,8%
15 600 6,3% 600 23,3% 538 6,5%

Moy Globale 204 1,4% 516 19,9% 177 1,5%
Taux d’instances 71% 15% 73%
résolues à l’optimum

Sur 160 instances, concernant le taux d’instances résolues à l’optimum, le modèle
PPCPLNE3 a résolu 73% d’instances, dominant ainsi le PLNE3 avec 71% et la PPC
avec 15%. Pour les instances où les PPCPLNE3, PLNE3 et PPC ne trouvent pas de so-
lutions optimales durant le temps alloué (10 minutes), PPCPLNE3 et PLNE3 produisent
un gap maximum de 7,8% et PPC un gap maximum de 36,3%.

Dans la figure3.6(a) et (b), nous observons que le temps de calcul moyen et le gap
moyen de PPCPLNE3 est globalement toujours inférieur à celui de PLNE3 et PPC. Le
gap moyen global produit par le PPCPLNE3 et PLNE3 est quasiment identique 1,5% et
1,4%, respectivement et 19,9% pour la PPC. Il est normal que le gap fourni par la PPC
soit important car CpOptimizer ne donne pas de borne inférieure. Néanmoins, les solutions
réalisables trouvées par CpOptimizer sont de bonne qualité (les solutions réalisables des
instances de 20 et 60 travaux sont optimales).

Pour le temps de calcul moyen global, le PPCPLNE3 domine les PLNE3 et PPC
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Figure 3.6 – PLNE3 vs PPC vs PPCPLNE3 avec le jeu de donnée Type2

avec 177 secondes pour le PPCPLNE3, 204 pour PLNE3 et 516 secondes pour la PPC,
donc, le modèle PPCPLNE3 converge plus rapidement que le PLNE3.

3.7.3.2 Résultats avec le jeu de données Type3

Le tableau 3.10 et la figure 3.7 résument les performances moyennes des PLNE3 ,
PPC et PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de travaux (la colonne n) et le nombre
de machines (la colonne m) pour trois types de ressources additionnelles par machine avec
des capacités totales normalisées à 100 pour chaque type de ressource.

Table 3.10 – PLNE3 vs PPC vs PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de machine
(10-20) avec une capacité total normalisé à 100 de trois types de ressources

Instances Type 3 PLNE3 PPC PPCPLNE3
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

500
10 600 16% 600 31% 600 16%
15 600 23% 600 90% 600 16%
20 600 39% 600 97% 600 40%

1000
10 600 28% 600 97% 600 21%
15 600 86% 600 98% 600 98%
20 600 100% 600 98% 600 98%

1500
10 600 43% 600 98% 600 75%
15 600 100% 600 98% 600 98%
20 600 100% 600 98% 600 98%

Taux d’instances 0% 0% 0%
résolues à l’optimum

Sur 90 instances, les PPCPLNE3, PLNE3 et PPCPLNE3 ne trouvent pas de so-
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Figure 3.7 – PLNE3 vs PPC vs PPCPLNE3 avec le jeu de donnée Type3

lutions optimales durant le temps alloué. En effet, sur l’ensemble des tests effectués, nous
avons constaté qu’après 10 minutes de temps de calcul jusqu’à une heure, nous obtenons
quasiment les mêmes performances : seulement 1% d’écart entre les solutions trouvées à 10
minutes et 1h de temps de calcul. Nous avons donc fixé le temps de calcul à 10 minutes.

Nous remarquons que là où le PLNE3 échoue à trouver des solutions réalisables, par
exemple, pour les instances de (n=1000, m=20), (n=1500, m=15) et (n=1500, m=20) où
le gap moyen est de 100%, le PPCPLNE3 et la PPC arrivent à trouver des solutions réa-
lisables. Le PPCPLNE3 trouve des meilleurs gaps moyens que le PLNE3 et PPC, sauf,
pour les instances (n=1000, m=15) et (n=1500, m=10) le PLNE3 trouve des meilleures
solutions réalisables que le PPCPLNE3 et la PPC.

3.7.3.3 Conclusion

La PPC trouve des bonnes solutions initiales mais a du mal à converger, c’est pour
cette raison nous l’avons utilisée pour trouver des solutions initiales pour le PLNE3, d’où
le modèle PPCPLNE3.

Le modèle PPCPLNE3 (l’hybridation entre la programmation par contrainte et la
programmation linéaire en nombres entiers) a permis d’améliorer les performances du mo-
dèle PLNE3. Par contre, un tel modèle (PPCPLNE3) a ses limites sur les jeux de données
de Type3 (instances de grande taille). C’est pour cette raison que nous avons proposé une
autre méthode exacte Branch&Price. Dans ce qui suit on reprend les résultats expérimen-
taux.

3.7.4 Analyse de performance du Branch&Price

Afin d’analyser la performance des Branch&Price (B&P ) et PPCPLNE3, nous avons
effectué des expérimentations sur les jeux de données de Type2 et Type3, le temps de calcul
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est limité à 600 secondes (10 minutes). Nous avons utilisé IBM ILOG CPLEX Optimization
Studio version 12.8 avec 1 thread pour résoudre le PLNE3, le problème maître PM2 et
le pricing problème PP . Pour résoudre le modèle PPC nous avons utilisé le concept de
variables d’intervalle et aussi les contraintes globales d’ordonnancement déjà définies dans
IBM CP Optimizer (CPO).

3.7.4.1 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 3.11 et la figure 3.8 résument les performances moyennes des B&P et
PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de travaux (la colonne n) et le nombre de ma-
chines (la colonne m) pour trois types de ressources additionnelles par machine avec des
capacités totales normalisées à 100 pour chaque type de ressource.

Table 3.11 – PPCPLNE3 vs B&P en faisant varier le nombre de machines (4-15) avec une
capacité totale normalisée à 100 de trois types de ressources

Instances Type 2 PPCPLNE3 B&P
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

20

4 0 0,0% 0 0,0%
7 0 0,0% 0 0,0%
10 0 0,0% 0 0,0%
15 0 0,0% 0 0,0%

60

4 1 0,0% 6 0,0%
7 5 0,0% 10 0,0%
10 6 0,0% 18 0,0%
15 32 0,0% 31 0,0%

100

4 14 0,0% 15 0,2%
7 239 0,3% 268 0,3%
10 309 0,7% 105 0,0%
15 350 1,6% 266 0,3%

150

4 253 1,0% 413 0,9%
7 539 5,7% 600 0,9%
10 539 7,8% 600 0,7%
15 538 6,5% 418 0,2%

Moy Globale 177 1,5% 172 0,2%
Taux d’instances 73% 74%
résolues à l’optimum

Sur 160 instances, le modèle B&P a résolu 74% d’instances dominant légèrement le
PPCPLNE3 avec 73%. Pour les instances où les B&P et PPCPLNE3 ne trouvent
pas de solutions optimales durant le temps alloué (10 minutes), sur toutes les instances,
B&P produit un gap maximum de 0,9% nettement meilleur que le gap maximum de
PPCPLNE3 qui est de 7,8%.

Dans la figure3.8(a) et (b), sur toutes les instances, nous observons que le gap moyen
de B&P est toujours inférieur à celui de PPCPLNE3. Le gap moyen global produit par
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Figure 3.8 – PPCPLNE3 vs Branch&Price avec le jeu de donnée Type2

le B&P est de 0,2% et de 1,5% pour PPCPLNE3. Nous observons aussi que le temps
de calcul moyen de B&P est globalement toujours inférieur à celui de PPCPLNE3, sauf
pour les instances (n=100, m=7) et (n=150, m={4,7,10}). Le PPCPLNE3 produit des
temps de calcul inférieurs à ceux de B&P . Le temps de calcul moyen global produit par le
B&P est de 172 secondes dominant celui de PPCPLNE3 qui est de 177 secondes, donc
le modèle B&P converge plus rapidement que le PPCPLNE3.

3.7.4.2 Résultats avec le jeu de données Type3

Le tableau 3.12 et la figure 3.9 résument les performances moyennes des B&P et
PPCPLNE3 en faisant varier le nombre de travaux (la colonne n) et le nombre de ma-
chines (la colonne m) pour trois types de ressources additionnelles par machine avec des
capacités totales normalisées à 100 pour chaque type de ressource.

Sur 90 instances, les B&P et PPCPLNE3 ne trouvent pas de solutions optimales
durant le temps alloué (10 minutes), les gaps moyens sont donc tous positifs. Sur les
instances (n=1000, m={15,20}) et (n=1500, m={15,20}), le B&P trouve des gaps moyens
inférieurs à celui de PPCPLNE3, inversement, sur les instances (n=500, m={10,15,20}),
(n=1000, m=10) et (n=1500, m=10) le PPCPLNE3 produit des gaps moyens inférieurs
à ceux de B&P .

3.7.4.3 Conclusion

Sur le jeu de données Type2, le Branch&Price domine nettement le PPCPLNE3.
En revanche, les deux modèles montrent leurs limites lors du passage à l’échelle avec le jeu
de données de Type3. Globalement le Branch&Price et le PPCPLNE3 sont difficiles à
départager sur le temps alloué de dix minutes.
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Table 3.12 – PPCPLNE3 vs Branch&Price en faisant varier le nombre de machines (10-20)
avec une capacité totale normalisée à 100 de trois types de ressources

Instances Type 3 PPCPLNE3 B&P
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

500
10 600 16% 600 82%
15 600 16% 600 86%
20 600 40% 600 88%

1000
10 600 21% 600 88%
15 600 98% 600 92%
20 600 98% 600 94%

1500
10 600 75% 600 90%
15 600 98% 600 93%
20 600 98% 600 95%

Taux d’instances 0% 0%
résolues à l’optimum

Figure 3.9 – PPCPLNE3 vs Branch&Price avec le jeu de donnée Type3

3.8 Conclusions du chapitre

Nous avons considéré une classe de problèmes d’ordonnancement de travaux multires-
sources à intervalles fixes, qui généralise les problèmes étudiés dans la littérature lorsque le
chevauchement vertical n’est pas autorisé, i.e. une machine ne peut exécuter qu’un seul tra-
vail à un instant t donné. Nous avons proposé un panel de méthodes exactes pour calculer
une solution optimale. Ces méthodes exactes permettent aussi d’évaluer les performances
des méthodes approchées proposées dans le chapitre suivant. Lorsque ces méthodes exactes
échouent, les gaps sont calculés par rapport aux meilleures bornes supérieures trouvées par
ces méthodes exactes. Les meilleures bornes retournées par les méthodes exactes seront
donc des valeurs de références pour les méthodes approchées.
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Nous avons proposé trois programmes linéaires en nombres entiers. Notons que le
PLNE1 admet un nombre pseudo-polynomial de contraintes tandis que le PLNE2 pré-
sente un nombre pseudo-polynomial de variables et de contraintes. De plus, les résultats
expérimentaux montrent une légère dominance de PLNE3 sur les autres modèles mathé-
matiques. Cependant, le PLNE3 échoue sur des instances de grandes tailles, notées Type3.
Pour améliorer ses performances, nous avons utilisé la programmation par contraintes pour
générer une première solution. Il s’agit d’une approche basique d’hybridation PPCPLNE3
où la PPC sert d’heuristique pour déterminer rapidement une solution réalisable de dé-
part. Les résultats expérimentaux sur les instances de grande taille montrent l’intérêt de
cette hybridation.

Comme la relaxation linéaire du PLNE3 ne donne pas de bons résultats, nous avons
proposé une décomposition de Dantzig-Wolfe conduisant à une approche de génération
de colonnes, ainsi qu’un algorithme de Branch&Price. En général, le Branch&Price est
nettement plus performant que les autres modèles et en particulier le PPCPLNE3, même
dans le cas où la solution retournée n’a pas été prouvée optimale.

Une des principales perspectives des travaux considérés dans ce chapitre concerne la
convergence de l’algorithme Branch&Price. Pour accélérer la convergence, il serait bien en-
tendu intéressant de développer des bornes primales pour s’assurer que le problème maître
est toujours réalisable. Nous pouvons résoudre le dual et donc déterminer la nouvelle co-
lonne candidate donnée par la résolution du pricing problem. Nous pensons aussi développer
une méthode efficace permettant d’identifier de manière appropriée l’ensemble des colonnes
que le problème maître doit résoudre et ainsi d’éviter l’infaisabilité des solutions. En effet,
le sous-problème PP (pricing problem) est bien un problème de sac-à-dos temporel mul-
tidimensionnel. Le développement d’un programme dynamique ou même d’une approche
hybride faisant appel à la PPC permettant de résoudre le PP est aussi envisageable.
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Chapitre 4

Méthodes approchées pour
l’ordonnancement monocritère sur
machines parallèles multiressources

4.1 Introduction

Nous avons pu analyser dans le chapitre précédent les limites des méthodes exactes pro-
posées pour la résolution du problème d’ordonnancement des travaux à intervalles fixes,
nécessitant des ressources non-consommables autres que la machine hôte, pour leur exé-
cution, puisque le problème d’ordonnancement étudié est NP-difficile. Certes, nous avons
pu constater que le Branch & Price présente des performances intéressantes pour résoudre
des instances de taille raisonnable, mais malheureusement ces méthodes ne peuvent pas
passer à l’échelle lorsqu’on s’intéresse au contexte des réseaux informatiques. Le recours
à des heuristiques rapides et efficaces est essentiel dans ce cas d’application. Ce chapitre
est donc dédié aux méthodes approchées (heuristiques). Notre préoccupation majeure est
que les heuristiques proposées doivent présenter le meilleur rapport possible (qualité de
la solution)/(temps de calcul). Elles reposent sur des stratégies variées dont le principe
est basé sur des arguments intuitifs ou sur des paradigmes de phénomènes naturels. Nous
verrons que ce choix est justifié par les résultats qu’elles offrent. Dans la section 4.2, nous
proposons des algorithmes gloutons basés sur des règles d’affectation et d’ordonnancement
classiques ou basées sur les données du problème à résoudre. Nous introduisons dans la
section 4.3 une heuristique constructive, dite PILOT qui combine deux ou plusieurs règles
d’ordonnancement et d’affectation pour construire une solution au problème. La section 4.4
est dédiée à un algorithme génétique qui a également pour but d’améliorer les solutions re-
tournées par les heuristiques, puisqu’elles sont utilisées pour générer la population initiale.
Dans la section 4.5, nous analysons les performances des méthodes approchées développées
dans ce chapitre.
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4.2 Heuristiques : algorithmes gloutons

Nous proposons d’utiliser un schéma de génération d’ordonnancement des travaux en
série avec des règles de priorité. Soit une instance I contenant les travaux à ordonnancer
triés selon une règle de priorité, nous prenons un par un les travaux dans I et effectuons leur
ordonnancement et leur affectation selon une stratégie d’affectation de manière séquentielle.
Pour chaque travail j ∈ I, nous vérifions la possibilité de l’ordonnancer durant son intervalle
de temps [sj , fj ], en tenant compte des contraintes de disponibilité des ressources. Ce
travail n’est pas ordonnancé (le travail est rejeté) si son affectation entraîne une solution
irréalisable. Cette procédure est répétée jusqu’au dernier travail.

L’algorithme 2 de complexité O(n log n), décrit l’heuristique de liste proposée.

Algorithm 2 Schéma général des algorithmes de liste
Initialisation :

1: Soit I l’ensemble des travaux à ordonnancer triés selon une règle de priorité 4.2.1
2: S∗ = ∅. S∗ est la solution (i.e sur chaque machine i, l’ensemble des travaux ordonnan-

cés)
Itération :

3: Sélectionner un travail j dans la liste I
4: Selon une stratégie d’affectation 4.2.2
5: for i = 1 to m step 1 do
6: Vérifier la possibilité d’ordonnancer le travail j durant sont intervalle de temps

[sj , fj ] sur la machine i, en tenant compte des contraintes de disponibilité des ressources.
7: if Contraintes de ressources respectées then
8: Affecter le travail j sur la machine i
9: else

10: Rejeter le travail j
11: end if
12: end for
13: Répéter les étapes jusqu’au dernier travail dans I

Évaluation :
14: return S∗ = {S(1), . . . ,S(m)} =0

Nous avons étudié plusieurs critères de tri. Dans ce manuscrit nous citons quatre critères
qui ont donné des bonnes performances. Nous obtenons donc quatre variantes d’heuristiques
de liste, notées Heur-JS où les JS sont les critères de tri définis dans la section suivante
4.2.1

4.2.1 Règles de priorité

Les travaux sont triés selon une liste de clés dérivées de leurs propres attributs. Si toutes
les clés sont égales, l’ordre lexicographique est pris en compte.

Chaque clé peut correspondre soit à un attribut de base (poids wj , durée opératoire
pj = fj − sj , quantité de ressource rjk), soit à une expression impliquant deux ou plusieurs
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attributs de base.
JS1 : Les travaux sont triés selon l’ordre décroissant de leur poids wj, en cas d’égalité,

selon l’ordre croissant du max(rj,k) des quantités de ressources pour chaque travail,
et en cas d’égalité selon l’ordre croissant des pj. Ce critère permet de favoriser les
travaux avec des poids importants.

JS2 : Les travaux sont triés selon l’ordre croissant de pj

wj
, en cas d’égalité, selon l’ordre

croissant du max(rj,k) des quantités de ressources pour chaque travail, et en cas
d’égalité selon l’ordre croissant des pj. Ce critère permet de favoriser les travaux qui
libèrent les ressources le plus rapidement possible (i.e les travaux qui durent moins
longtemps sur la machine).

JS3 : Les travaux sont triés selon l’ordre croissant des max(rj,k)
wj

, en cas d’égalité, selon
l’ordre croissant du max(rj,k) des quantités de ressources pour chaque travail, et en
cas d’égalité selon l’ordre croissant des pj. Ce critère permet de favoriser les travaux
qui occupent moins d’espace sur la machine.

JS4 : Les travaux sont triés selon l’ordre croissant des max(rj,k)∗pj

wj
, en cas d’égalité,

selon l’ordre croissant du max(rj,k) des quantités de ressources pour chaque travail,
et en cas d’égalité selon l’ordre croissant des pj. Ce critère permet de favoriser les
travaux qui occupent moins d’espace et durent moins longtemps sur la machine.

4.2.2 Stratégies d’affectation

Après avoir ordonné les travaux selon un critère de tri fixe, nous affectons ces travaux
aux machines, selon une des stratégies suivantes :

Str1 : chaque travail est affecté à la première machine sur laquelle il peut être or-
donnancé de façon réalisable (i.e en respectant les contraintes de ressources). Les
travaux qui sont attribués à la première machine sont supprimés de la liste des
travaux à ordonnancer et la procédure est répétée sur les autres machines. Cette
stratégie est dite affectation machine par machine.

Str2 : chaque travail est affecté à la machine la moins chargée. Pour trouver une
machine qui est moins chargée, nous calculons le minimum d’utilisation moyenne
des ressources sur chaque machine.

min1≤i≤m(
∑
j∈S(i)

K∑
k=1

rjk
K

)

(S(i) est l’ensemble des travaux déjà ordonnancés sur la machine i ).

Les travaux qui sont attribués à la machine moins chargée sont supprimés de la liste
des travaux à ordonnancer et la procédure est répétée jusqu’à ce que les contraintes
de ressources ne soient pas respectées. Cette stratégie est dite affectation machine
par équilibrage de charge.

L’analyse expérimentale a montré que les performances en termes de temps de calcul
et qualité des solutions de la Str1 sont légèrement meilleures que la Str2 ou équivalentes.
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Dans le reste de ce manuscrit, l’affectation des travaux choisie est machine par machine
Str1.

Ainsi, par chaque instance I, nous avons quatre heuristiques de tri plus une cinquième
heuristique définie comme la meilleure des quatre premières :

BestHeur−JS(I) = max {Heur−JS1(I) ,Heur−JS2(I) ,Heur−JS3(I) ,Heur−
JS4(I)}

4.3 Méthode PILOT pour l’ordonnancement

Il arrive que les heuristiques gloutonnes basées sur des listes de priorités échouent car
elles sont basées sur des choix myopes. Pour pallier cet inconvénient, nous proposons le dé-
veloppement d’heuristiques de type PILOT introduites pour la résolution du problème de
voyageur de commerce TSP . En effet, La méthode PILOT est une technique itérative d’an-
ticipation préférée, proposée par (Voßs et al., 2005). Elle fait partie des heuristiques dites
constructives. Cette méthode tente d’éviter la myopie des méthodes purement gloutonnes
en estimant les coûts totaux à chaque étape de la construction de la solution. Dans le cas
du problème TSP , à chaque itération permettant de déterminer le prochain arrêt parmi
les villes non encore visitées, l’heuristique considère non pas une seule ville mais plutôt un
sous-ensemble de villes. Pour chaque prochain arrêt potentiel, nous calculons une estima-
tion du coût total de la tournée complète du TSP , mesurée à partir de la dernière ville
visitée (dernière ville choisie à l’itération précédente). La prochaine ville à visiter offrant le
meilleur coût total est ainsi sélectionnée. L’estimation du coût total peut-être obtenue par
l’application d’une heuristique de construction offrant de bonnes performances, telle que
Plus proche ville d’abord.

Selon Voßs et al. (2005), PILOT est une méta-heuristique dont l’idée principale est
d’effectuer une répétition en utilisant une ou plusieurs heuristiques de construction glou-
tonne pour anticiper des solutions améliorantes. A chaque itération de PILOT, nous cal-
culons donc provisoirement pour chaque choix (ou mouvement) possible une solution dite
"pilote", en enregistrant les meilleurs résultats afin d’obtenir à la fin de l’itération une solu-
tion dite "maître" avec le mouvement correspondant. Sur ce principe, la méthode PILOT
que nous proposons fait appel aux heuristiques proposées dans la section 4.2, que nous
notons PILOTEHeur-JS. L’algorithme 3 décrit notre démarche globale de l’élaboration
d’une telle méthode avec H1 et H2 deux heuristiques de liste. Considérons H1 l’heuristique
PILOT permettant d’estimer le coût total des rejets des travaux.

Sur les quatre règles de priorité définies dans la section 4.2.1, nous avons douze com-
binaisons de ces règles, ainsi, pour chaque instance de I, nous avons douze algorithmes
PILOT plus un treizième défini comme le meilleur des douze premiers :

BestPILOT(I) = max {PILOT−JS1 JS2(I) ,PILOT−JS1 JS3(I) ,PILOT−
JS1 JS4(I) ,PILOT−JS2 JS1(I),PILOT−JS2 JS3(I),PILOT−JS2 JS4(I),PILOT−
JS3 JS1(I),PILOT−JS3 JS2(I),PILOT−JS3 JS4(I),PILOT−JS4 JS1(I),PILOT−
JS4 JS2(I),PILOT− JS4 JS3(I)}
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Algorithm 3 Schéma général d’algorithme PILOT
Initialisation
— Soit S1 l’ensemble des travaux triés selon une règle de priorité 4.2.1, par exemple

le critère JS4.
— Soit S2 l’ensemble des travaux triés selon une autre règle de priorité 4.2.1, par

exemple le critère JS3.
— Soit JS4 le critère Master
— Soit S-Master = {S1[1]} la solution finale, S1[1] est le premier travail de la

liste S1.
Itération
A partir de S-Master, nous construisons deux listes temporaires Stemp1 et Stemp2,
la figure 4.1 représente la première itération.
— Stemp1 = {S −Master,S1[j]2≤j≤n}
— Stemp2 = {S −Master,S2[j

′
],S1[j]2≤j≤n} ∀j

′
= 1 . . . n

— ZStemp1 est la valeur de la fonction objectif obtenue par l’heuristique Heur-
JS(Stemp1)

— ZStemp2 est la valeur de la fonction objectif obtenue par l’heuristique Heur-
JS(Stemp2)
if ZStemp1≥ ZStemp2 then
S-Master = {S1[1],S1[j]}

else
S-Master = {S1[1],S2[j

′
]}

end if
Répéter les étapes jusqu’aux derniers travaux de S1 et S2

Évaluation
return S-Master

Figure 4.1 – Première itération de la méthode PILOT.

81



4.4. MÉTHODES ÉVOLUTIONNAIRES

4.4 Méthodes évolutionnaires

Les méthodes évolutionnaires font partie de la classe des métaheuristiques et sont aussi
appelées méthodes évolutives, méthodes évolutionnistes ou méthodes à base de population.
Leur principe est inspiré de la théorie de l’évolution naturelle introduite par Charles Darwin
pour expliquer l’adaptation plus ou moins optimale des organismes à leur milieu. Leur
origine remonte aux années 50, et depuis plusieurs méthodes évolutionnaires sont proposées
dans la littérature, la programmation génétique, les algorithmes génétiques, NSGA ou
encore NSGA-II (Jarboui et al., 2013).

Dans cette section 4.4, nous traitons principalement des algorithmes génétiques (voir
algorithme 4). Ces types d’algorithmes sont stochastiques, c’est-à-dire qu’ils utilisent des
opérateurs pour l’évolution qui conduisent à des résultats différents d’un cycle à l’autre.
La population contient un certain nombre d’individus codés, où chacun représente une
solution potentielle. La première population (population initiale) est généralement géné-
rée de manière aléatoire ou bien par d’autres méthodes comme des heuristiques. Chaque
itération de l’algorithme est appelée une génération. Au cours d’une génération, un en-
semble de solutions est sélectionné. Ces solutions sélectionnées sont diversifiées en utilisant
les opérateurs génétiques, croisement et mutation pour fournir de nouvelles solutions. Les
nouvelles solutions remplacent les pires solutions de la population précédente par le pro-
cessus d’intensification. Pour chaque solution on évalue ensuite leur critère de qualité. La
méthode itère de cette façon jusqu’à atteindre le critère d’arrêt, ce dernier peut être défini
en fonction du nombre d’itérations, du temps d’exécution ou bien de la qualité des solutions
trouvées.

Algorithm 4 Le modèle général d’un algorithme évolutionnaire
Initialisation :

1: Population (P0)
2: t=0
3: repeat
4: P

′
(t) = Selection(P (t))

5: P
′
(t) = Croisement(P ′(t)) . Diversification

6: P
′
(t) = Mutation(P ′(t))

7: P (t+ 1) = Remplacer(P (t), P
′
(t)) . Intensification

8: t = t+1
9: until critère d’arrêt

4.4.1 Choix du codage

Nous avons choisi un codage appelé codage par permutation. Un individu est un vecteur
de taille n où chaque élément j représente le travail j . Considérons un exemple avec n = 8
travaux et m = 2 machines. Pour chaque travail j, la date de début, la date de fin, le poids
de priorité et les besoins en ressources rj,k; k = 1, 2, 3 sont donnés dans le tableau 1.2.

Le décodage d’un individu se fait à chaque itération de l’algorithme. Le décodage se
fait suivant l’algorithme 5 en O(mn|R|).
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Algorithm 5 Décodage d’un individu
Initialisation :

1: Soit I l’ensemble des travaux à ordonnancer d’un individu.
2: S∗ = ∅. S∗ est la solution (i.e sur chaque machine i, l’ensemble des travaux ordonnan-

cés)
Itération :

3: for i = 1 to m step 1 do
4: Sélectionner un travail j dans la liste I
5: Vérifier la possibilité d’ordonnancer le travail j durant sont intervalle de temps

[sj , fj ] sur la machine i, en tenant compte des contraintes de disponibilité des ressources.
6: if Contraintes de ressources respectées then
7: Affecter le travail j sur la machine i
8: else
9: Rejeter le travail j

10: end if
11: Répéter les étapes jusqu’au dernier travail dans I
12: end for

Évaluation :
13: return S∗ = {S(1), . . . ,S(m)}

La figure 4.2 montre le codage et le décodage d’un individu.

Figure 4.2 – Codage et décodage d’un individu.

4.4.2 Génération de la population initiale

La population initiale peut-être générée aléatoirement, à base de recherche locale ou
encore via l’utilisation d’heuristiques dédiées. Utiliser différentes méthodes pour la généra-
tion de la population initiale a pour but de diversifier les solutions initiales afin d’élargir
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la recherche dans l’espace des solutions faisables.
Pour résoudre notre problème d’ordonnancement, nous optons pour une génération de

la population initiale selon deux approches. Une première partie des individus est générée
en utilisant les heuristiques présentées dans les sections 4.2 et 4.3. Selon le choix de la
règle 4.2.1 utilisée, les travaux sont ordonnancés dans l’ordre défini par 4.2.1 où l’affec-
tation des travaux aux machines est faite selon la stratégie Str1 (affectation machine
par machine) 4.2.2. Une seconde partie de la population est générée suivant un schéma
totalement aléatoire. Nous n’avons pas autorisé le clonage des individus. Notons par NP0

la taille de la population initiale P0. Nous avons fixé cette taille NP0 = 100 qui a donné le
meilleur compromis entre la qualité des solutions et le temps de calcul. Nous avons 4 indi-
vidus générés par les heuristiques de liste, 12 individus générés par PILOT et 84 individus
générés aléatoirement. La figure 4.3 représente un exemple de populations générée à l’aide
des techniques discutées précédemment.

Figure 4.3 – Population initiale sur une instance de n=100 et m=4.

4.4.2.1 Croisement

Conformément au mécanisme de croisement inter-chromosomique naturel, l’opérateur
de croisement permet le brassage génétique des parents. Chaque individu possède deux
gènes différents hérités des deux chromosomes des parents. Le patrimoine génétique du
nouvel individu est composé aléatoirement d’une partie du patrimoine de chacun de ses
deux parents pour permettre au matériel génétique de se répandre au sein de l’espèce.

Cet opérateur permet de générer de nouveaux individus potentiellement meilleurs que
les individus de la population courante. Le croisement que nous avons choisi opère sur deux
individus d’une population et génère deux enfants. Durant la procédure de croisement, deux
parents λ1 et λ2 sont sélectionnés parmi les individus de la population courante Pq−1. Une
application de la procédure de croisement à X-points génère deux nouveaux individus fils.
Soit Cq l’ensemble des individus générés par l’opérateur de croisement de taille NCq . Pour
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obtenir une solution enfant c1, soit r (r ≤ n− 1) le nombre de croisements fixés au début
de la méthode. c1 est composé de r+1 parties notées β1//β2// . . . //βr+1 où βl est la lième
partie (l = 1, . . . , r+ 1). L’individu c1 hérite β1, β3, β5, etc. de λ1 et les autres parties sont
héritées du parent λ2. Le second individu fils est noté c2, il hérite β2, β4, etc. du parent λ1

et le reste du parent λ2.

Remarque 5. Il faut vérifier que les éléments des parties héritées du parent λ2 (resp.
parent λ1) par l’individu c1 (resp. l’individu c2) n’existe pas dans les parties héritées du
parent λ1 (resp. parent λ2). Si c’est le cas alors il faut chercher à copier les éléments de
βl−1 etc.

La figure 4.4 présente un exemple avec un point de croisement.

Figure 4.4 – Exemple de croisement avec 8 travaux avec un point de croisement.

4.4.2.2 Mutation

L’opérateur de mutation introduit des modifications aléatoires dans un chromosome en
modifiant un élément ou plus. Le but de la mutation est de permettre la diversification de
la recherche par l’exploration d’autres points de l’espace des solutions.

Soit M q l’ensemble des individus généré par l’opérateur de mutation de taille NMq .
Une valeur ρ est générée aléatoirement entre 0 et 1. Si ρ ≤ ρmut, l’enfant c1 mute

et l’enfant obtenu c
′
1 est ajouté à la population M q. Ainsi, un individu c mute si une

probabilité choisie au hasard est inférieure ou égale au paramètre ρmut. Notre opérateur
de mutation est défini comme suit : deux gènes (travaux) sont choisis au hasard et leurs
caractéristiques sont échangées (voir la figure 4.5).

4.4.2.3 Choix des paramètres

Des paramètres comme la taille de la population, la probabilité de mutation ou bien
le nombre de points de croisement sont souvent difficiles à fixer, or le succès de la mé-
thode en dépend fortement. Nous avons appliqué l’algorithme génétique avec différentes
combinaisons de paramètres (voir table 4.1). Pour chacun des choix des paramètres et
à chaque exécution de la méthode sur le jeu de données Type2, nous récupérons la va-
leur de la fonction objectif aux itérations {5, 10, 15 . . . , 100}. Nous avons comparé les gaps
moyens obtenus entre la solution approchée et la meilleur borne supérieure retournée par
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Figure 4.5 – Exemple d’opérateur de mutation à deux points avec 8 travaux

les méthodes exactes. Quatre combinaisons de paramètres sont définies où varient seule-

Table 4.1 – Combinaisons de paramètres

Test |P| |P|max nb pts croisement ρcroissement ρmutation
Test1 100 200 1 20% 10%
Test2 100 200 1 50% 25%
Test3 100 200 1 70% 35%
Test4 100 200 1 100% 100%

ment la probabilité de croisement et de mutation. Ce choix est dû aux meilleurs résultats
expérimentaux obtenus.

Figure 4.6 – Choix des paramètres

La figure 4.6 nous montre globalement que le Test4 est celui qui produit les plus petits
gaps entre la valeur obtenue par l’algorithme génétique et la meilleure borne supérieure
trouvée par les méthodes exactes. On observe aussi une même tendance sur les quatre tests,
avec une stabilité souvent atteinte aux alentours de 20 itérations.
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4.5 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous analysons les performances des méthodes approchées déve-
loppées. Pour tester et comparer nos méthodes, nous avons implémenté en C + + les
algorithmes gloutons présentés dans la section 4.2, la méthode PILOT de la section 4.3
ainsi que la méthode évolutionnaire de la section 4.4.

Tous nos tests ont été effectués sur une machine de 2,2 GHz Intel Core i7 et 16 Go de
mémoire.

4.5.1 Algorithmes gloutons

Afin d’analyser les heuristiques gloutonnes, nous avons effectué des expérimentations
sur les jeux de données de Type1, de Type2 et de Type3 (voir la section 3.7.1)

4.5.1.1 Résultats avec le jeu de données Type1

Le tableau 4.2 et la figure 4.7 représentent les gaps moyens obtenus entre les solutions
trouvées par les algorithmes gloutons basés sur les règles de tri et les meilleures bornes
supérieures trouvées par les méthodes exactes.

Table 4.2 – Gap des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type1.

Type 1 JS1 JS2 JS3 JS4 BestHeur-JS
m R CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

4
2 0 13% 0 17% 0 10% 0 18% 0 9%
4 0 13% 0 18% 0 11% 0 16% 0 9%
6 0 12% 0 21% 0 12% 0 18% 0 10%

7
2 0 12% 0 18% 0 9% 0 16% 0 9%
4 0 12% 0 17% 0 11% 0 17% 0 10%
6 0 10% 0 16% 0 12% 0 16% 0 9%

10
2 0 11% 0 15% 0 7% 0 15% 0 7%
4 0 10% 0 18% 0 9% 0 15% 0 8%
6 0 9% 0 14% 0 9% 0 15% 0 8%

15
2 0 9% 0 13% 0 7% 0 11% 0 7%
4 0 6% 0 13% 0 7% 0 13% 0 6%
6 0 8% 0 13% 0 8% 0 15% 0 7%

20
2 0 8% 0 12% 0 6% 0 11% 0 6%
4 0 5% 0 10% 0 6% 0 10% 0 5%
6 0 6% 0 10% 0 7% 0 10% 0 6%

Moy Globale 0 10% 0 15% 0 9% 0 14% 0 8%
Taux d’instances 1% 0% 0% 0% 1%
résolues à l’optimum

Nous observons sur la figure 4.7 que tous les algorithmes produisent des gaps moyens
plus faibles lorsque le nombre de machines augmente. Cela s’explique par l’introduction
de plus de ressources conduisant à placer et exécuter plus facilement les travaux de poids
plus forts. Les algorithmes JS2 et JS4 sont systématiquement moins bons que les deux
autres. De plus, JS1 obtient des mauvais gaps avec la capacité totale d’une seule ressource
additionnelle (par exemple, R = 2), mais il tend à s’améliorer lorsque la capacité totale de
la ressource augmente, dans le cas où R = 6, JS1 est plus performant que JS3, sinon JS3
domine les autres algorithmes. L’algorithme BestHeur−JS a un net avantage (ou au pire,
les mêmes performances) sur les différents algorithmes. Les temps de calcul sont de l’ordre
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Figure 4.7 – Gap des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type1

de quelques millisecondes pour chaque algorithme. BestHeur − JS prend la somme des 4
temps de calcul et reste dans le même ordre de grandeur.

4.5.1.2 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 4.3 et la figure 4.8 représentent les gaps moyens obtenus entre les solutions
trouvées par les algorithmes gloutons basés sur les règles de tri et les meilleures bornes
supérieures trouvées par les méthodes exactes.

Table 4.3 – Gap des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type2.

Type 2 JS1 JS2 JS3 JS4 BestHeur-JS
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

20

4 0 8% 0 9% 0 7% 0 7% 0 4%
7 0 4% 0 5% 0 5% 0 5% 0 2%
10 0 0% 0 0% 0 0% 0 1% 0 0%
15 0 0% 0 0% 0 0% 0 0% 0 0%

60

4 0 22% 0 12% 0 24% 0 11% 0 10%
7 0 16% 0 11% 0 15% 0 10% 0 9%
10 0 12% 0 9% 0 10% 0 10% 0 8%
15 0 5% 0 7% 0 7% 0 7% 0 5%

100

4 0 25% 0 13% 0 26% 0 12% 0 12%
7 0 22% 0 14% 0 21% 0 14% 0 13%
10 0 19% 0 12% 0 18% 0 12% 0 11%
15 0 10% 0 10% 0 12% 0 10% 0 9%

150

4 0 25% 0 14% 0 29% 0 13% 0 12%
7 0 26% 0 16% 0 28% 0 14% 0 14%
10 0 24% 0 14% 0 22% 0 14% 0 13%
15 0 19% 0 12% 0 19% 0 12% 0 11%

Moy Globale 0 15% 0 10% 0 15% 0 9% 0 8%
Taux d’instances 14% 12% 12% 12% 15%
résolues à l’optimum

Nous observons sur la figure 4.8 que tous les algorithmes produisent des gaps moyens
plus faibles lorsque le nombre de machines augmente (i.e. augmentation des ressources) et
le nombre de travaux augmente. A titre d’exemple, avec 60 travaux et 15 machines 80%
des instances sont résolues à l’optimum. Pour les instances où le nombre de travaux n =
20 les quatre algorithmes ont quasiment les mêmes performances. À quelques exceptions
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Figure 4.8 – Gap des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type2.

près, à savoir les instances (n = {60, 100, 150},m = 15) les algorithmes JS1 et JS3 sont
systématiquement moins bons que les deux autres. L’algorithme JS4 a un léger avantage
par rapport à JS2, sauf pour les instances (n=60, m=10) où JS2 est plus performant que
JS4. L’algorithme BestHeur− JS a un net avantage ou bien les mêmes performances sur
les algorithmes JS4 et JS2. Les temps de calcul sont de l’ordre de quelques millisecondes
pour chaque algorithme. BestHeur − JS prend la somme des 4 temps de calcul et reste
dans le même ordre de grandeur.

4.5.1.3 Résultats avec le jeu de données Type3

Le tableau 4.4 et la figure 4.9 représentent les gaps moyens obtenus entre les solutions
trouvées par les algorithmes gloutons basés sur les règles de tri et les meilleures bornes
supérieures trouvées par les méthodes exactes.

Table 4.4 – Gap des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type3.

Type 3 JS1 JS2 JS3 JS4 BestHeur-JS
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

500
10 0 39% 1 25% 0 43% 1 24% 2 24%
15 1 35% 1 24% 1 38% 1 23% 3 23%
20 1 35% 1 26% 1 38% 1 25% 3 25%

1000
10 1 50% 1 28% 1 52% 1 27% 5 27%
15 1 66% 2 56% 2 68% 2 56% 7 56%
20 2 74% 2 68% 2 75% 2 67% 8 67%

1500
10 2 56% 2 35% 2 57% 3 34% 9 34%
15 3 78% 3 69% 3 78% 3 68% 12 68%
20 3 78% 4 72% 3 79% 4 71% 15 71%

Moy Globale 2 57% 2 45% 2 59% 2 44% 7 44%
Taux d’instances 0% 0% 0% 0% 0%
résolues à l’optimum

Nous observons sur la figure4.9 que tous les algorithmes produisent des gaps moyens
plus importants, et en particulier lorsque les nombres de machines et de travaux aug-
mentent. Les algorithmes JS1 et JS3 sont systématiquement moins bons que les deux
autres. L’algorithme JS4 a un léger avantage par rapport à JS2, néanmoins nous sommes
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Figure 4.9 – Performances des heuristiques gloutonnes basées sur des règles de tri sur le
jeu de données Type3.

à 44% en moyenne par rapport à la meilleure borne connue, sur l’ensemble des instances,
ce qui n’est pas négligeable. L’algorithme BestHeur − JS présente lui aussi les (quasi-
ment) mêmes performances que l’algorithme JS4 et JS2. On observe aussi que les temps
de calcul moyens sont de l’ordre de quelques secondes pour chaque algorithme, que les
temps de calcul moyens augmentent lorsque le nombre de machines augmente et le nombre
de travaux augmente pour atteindre 15 secondes avec des instances de 1500 travaux et 20
machines.

4.5.1.4 Conclusion

Sur le jeu de données Type1 globalement l’heuristique JS3 domine les autres. Il s’agit
donc d’un résultat attendu puisque les variations des poids des travaux pour ce jeu de
données est de l’ordre de 9000%. Par contre avec les jeux de données Type2 et Type3,
l’heuristique JS4 domine les autres heuristiques. Néanmoins, la performance de ces heuris-
tiques se détériore lorsque nous considérons les jeux de données Type3. A titre d’exemple,
avec JS4 le gap moyen global est de l’ordre de 9% pour le Type2 par rapport à la solution
optimale et passe à 44% pour le Type3 par rapport aux meilleures bornes connues retour-
nées par les méthodes exactes. BestHeur − JS a un léger avantage sur JS4 en terme de
qualité de solution.
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4.5.2 Algorithmes PILOT

Afin d’analyser les algorithmes PILOT, nous avons effectué des expérimentations sur
les jeux de données de Type1, Type2 et Type3 (voir la section 3.7.1)

4.5.2.1 Résultats avec le jeu de données Type1

Le tableau 4.5 et les figures 4.10 (A) et (B) représentent les gaps moyens et les temps
de calculs moyens obtenus entre les solutions trouvées par les algorithmes PILOT basés
sur les règles de tri et les meilleures bornes supérieures trouvées par les méthodes exactes.

Nous observons sur la figure 4.10 (A) que tous les algorithmes produisent des gaps
moyens plus faibles lorsque le nombre de machines augmente et sur la figure4.10(B) les
temps de calculs moyens sont de l’ordre 0, 1 ou 2 secondes. Cela s’explique par le fait
que l’augmentation de l’espace qui permet de placer plus facilement les travaux les plus
rentables. Les algorithmes PILOT − JS2JS1, PILOT − JS2JS3, PILOT − JS2JS4,
PILOT−JS4JS1, PILOT−JS4JS2 et PILOT−JS4JS3 sont systématiquement moins
bons que les deux autres. Nous observons aussi qu’il n’y a pas de dominance claire entre
PILOT −JS1JS2, PILOT −JS1JS3, PILOT −JS1JS4, PILOT −JS3JS1, PILOT −
JS3JS2, PILOT−JS3JS4. BestPILOT a un net avantage sur les différents algorithmes.
BestPILOT prend la somme des 4 temps, le temps de calcul moyen global est de 12
secondes, le max pour toutes les instances est de 22 secondes. Le gap moyen global est de
5%, le max est de 7%.

4.5.2.2 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 4.6 et la figure 4.11 (A) et (B) représentent les gaps moyens et les temps de
calculs moyens obtenus entre les solutions trouvées par les algorithmes PILOT basés sur
les règles de tri et les meilleures bornes supérieures trouvées par les méthodes exacts.

Nous observons sur la figure 4.11 (A) que tous les algorithmes produisent des gaps
moyens plus faibles lorsqu’on a plus de machines et plus de travaux mais avec un temps
qui augmente raisonnablement comme illustré dans la figure 4.10(B). Pour les instances où
le nombre de travaux est égal à 20, les quatre algorithmes ont quasiment les mêmes perfor-
mances. À quelques exceptions près, à savoir les instances (n = {60, 100, 150},m = 15) les
algorithmes PILOT−JS1JS2, PILOt−JS1JS3, PILOT−JS1JS4, PILOT−JS3JS1,
PILOT − JS3JS2 et PILOT − JS3JS4 sont systématiquement moins bons que les deux
autres. Nous observons aussi qu’il n’y a pas de dominance claire entre PILOT − JS2JS1,
PILOT −JS2JS3, PILOT −JS2JS4, PILOT −JS4JS1, PILOT −JS4JS2, PILOT −
JS4JS3. BestPILOT a un net avantage sur les différents algorithmes. BestPILOT prend
la somme des 4 temps, le temps de calcul moyen global est de 74 secondes, le max pour
toutes les instances est de 309 secondes. Le gap moyen global est de 5%, le max est de 10%.

91



4.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

T
a
bl

e
4.
5
–
G
ap

de
s
P
IL
O
T
s
ba

sé
s
su
r
de
s
rè
gl
es

de
tr
is

ur
le

je
u
de

do
nn

ée
s
T
yp

e1
.

T
yp

e
1

P
IL
O
T
-J
S1

JS
2

P
IL
O
T
-J
S1

JS
3

P
IL
O
T
-J
S1

JS
4

P
IL
O
T
-J
S2

JS
1

P
IL
O
T
-J
S2

JS
3

P
IL
O
T
-J
S2

JS
4

P
IL
O
T
-J
S3

JS
1

P
IL
O
T
-J
S3

JS
2

P
IL
O
T
-J
S3

JS
4

P
IL
O
T
-J
S4

JS
1

P
IL
O
T
-J
S4

JS
2

P
IL
O
T
-J
S4

JS
3

B
es
tP

IL
O
T

m
R

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

4
2

0
10
%

0
7%

0
9%

0
12
%

0
11
%

0
12
%

0
7%

0
7%

0
7%

0
11
%

0
13
%

0
12
%

4
6%

4
0

10
%

0
8%

0
9%

0
13
%

0
12
%

0
12
%

0
7%

0
8%

0
8%

0
10
%

0
11
%

0
12
%

4
5%

6
0

9%
0

8%
0

9%
0

12
%

0
14
%

0
15
%

0
10
%

0
8%

0
9%

0
11
%

0
13
%

0
13
%

5
7%

7
2

1
9%

1
8%

1
9%

1
13
%

1
13
%

1
13
%

1
7%

1
7%

1
7%

1
11
%

1
12
%

1
11
%

9
6%

4
1

10
%

1
8%

1
10
%

1
13
%

1
12
%

1
12
%

1
7%

1
9%

1
9%

1
12
%

1
12
%

1
12
%

9
7%

6
1

8%
1

7%
1

8%
1

12
%

1
11
%

1
13
%

1
8%

1
8%

1
8%

1
11
%

1
12
%

1
12
%

8
5%

10
2

1
9%

1
7%

1
9%

1
11
%

1
10
%

1
12
%

1
5%

1
6%

1
6%

1
10
%

1
11
%

1
11
%

10
5%

4
1

8%
1

7%
1

8%
1

13
%

1
12
%

1
12
%

1
6%

1
7%

1
8%

1
11
%

1
12
%

1
12
%

11
6%

6
1

7%
1

6%
1

8%
1

11
%

1
10
%

1
11
%

1
6%

1
6%

1
7%

1
10
%

1
11
%

1
11
%

10
5%

15
2

1
8%

1
6%

1
7%

1
10
%

1
10
%

1
10
%

1
5%

1
5%

1
6%

1
8%

1
8%

1
8%

15
5%

4
2

5%
1

5%
2

5%
2

10
%

2
9%

1
9%

1
5%

2
6%

2
5%

2
9%

1
9%

2
9%

18
4%

6
1

6%
1

5%
1

6%
1

10
%

1
10
%

1
10
%

1
6%

2
7%

2
7%

2
11
%

2
11
%

2
10
%

18
5%

20
2

2
6%

2
5%

2
6%

2
8%

2
8%

2
10
%

2
4%

2
4%

2
4%

2
8%

2
8%

2
8%

22
4%

4
2

4%
2

4%
2

4%
1

7%
2

7%
1

8%
1

4%
2

5%
2

5%
2

8%
1

7%
2

8%
18

3%
6

2
4%

2
4%

2
4%

1
7%

2
7%

1
7%

1
5%

2
6%

2
5%

2
7%

1
8%

2
8%

18
3%

M
oy

G
lo
ba

le
1

8%
1

6%
1

7%
1

11
%

1
11
%

1
11
%

1
6%

1
7%

1
7%

1
10
%

1
11
%

1
10
%

12
5%

T
au

x
d’
in
st
an

ce
s

1%
1%

1%
1%

1%
1%

1%
1%

1%
1%

1%
1%

1%
ré
so
lu
es

à
l’o

pt
im

um

92



4.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX
F
ig

u
r
e
4.
10

–
G
ap

de
s
P
IL
O
T
s
ba

sé
s
su
r
de

s
rè
gl
es

de
tr
is

ur
le

je
u
de

do
nn

é
T
yp

e1
.

93



4.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

T
a
bl

e
4.
6
–
G
ap

de
s
P
IL
O
T
s
ba

sé
s
su
r
de
s
rè
gl
es

de
tr
is

ur
le

je
u
de

do
nn

ée
s
T
yp

e2
.

T
yp

e
2

P
IL
O
T
-J
S1

JS
2

P
IL
O
T
-J
S1

JS
3

P
IL
O
T
-J
S1

JS
4

P
IL
O
T
-J
S2

JS
1

P
IL
O
T
-J
S2

JS
3

P
IL
O
T
-J
S2

JS
4

P
IL
O
T
-J
S3

JS
1

P
IL
O
T
-J
S3

JS
2

P
IL
O
T
-J
S3

JS
4

P
IL
O
T
-J
S4

JS
1

P
IL
O
T
-J
S4

JS
2

P
IL
O
T
-J
S4

JS
3

B
es
tP

IL
O
T

n
m

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

C
P
U

(s
)

G
ap

(%
)

20

4
0

4%
0

1%
0

5%
0

4%
0

5%
0

5%
0

4%
0

4%
0,
06
5

4%
0

3%
0

4%
0

4%
1

1%
7

0
1%

0
1%

0
2%

0
2%

0
3%

0
3%

0
2%

0
1%

0,
09
7

2%
0

2%
0

4%
0

3%
1

0%
10

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0,
07
8

0%
0

0%
0

0%
0

0%
1

0%
15

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0
0%

0,
07
1

0%
0

0%
0

0%
0

0%
1

0%

60

4
1

13
%

1
17
%

1
14
%

1
8%

1
9%

1
8%

1
16
%

1
13
%

0,
92
1

15
%

1
8%

1
8%

1
8%

12
6%

7
1

11
%

1
11
%

1
9%

2
7%

2
7%

2
6%

1
12
%

2
10
%

1,
53
1

10
%

2
7%

2
7%

2
8%

19
4%

10
2

7%
2

8%
2

8%
2

7%
2

6%
2

6%
2

7%
2

7%
1,
78
6

7%
2

6%
2

6%
2

6%
23

4%
15

2
4%

2
3%

2
3%

3
4%

3
4%

3
4%

2
4%

2
4%

2,
34
2

4%
3

4%
3

3%
3

4%
30

2%

10
0

4
3

17
%

3
18
%

3
17
%

4
9%

4
10
%

3
9%

3
17
%

3
16
%

3,
39
7

12
%

4
8%

4
8%

4
10
%

41
7%

7
5

14
%

5
15
%

5
13
%

6
11
%

6
10
%

5
10
%

5
16
%

5
12
%

5,
31
9

15
%

6
10
%

6
9%

6
10
%

66
8%

10
6

13
%

6
13
%

6
14
%

8
10
%

8
9%

7
8%

6
14
%

6
13
%

6,
28
6

13
%

8
9%

7
8%

8
9%

83
7%

15
8

8%
8

8%
8

7%
10

7%
10

6%
9

7%
8

8%
8

9%
8,
49
7

8%
10

6%
9

6%
10

7%
10
6

5%

15
0

4
8

18
%

7
21
%

8
15
%

8
12
%

9
10
%

8
8%

8
22
%

8
19
%

8,
18
7

18
%

9
10
%

8
9%

9
9%

99
7%

7
13

19
%

12
21
%

13
18
%

16
11
%

16
12
%

15
9%

13
19
%

15
18
%

13
,9
4

17
%

16
11
%

16
10
%

17
11
%

17
7

9%
10

16
20
%

16
19
%

16
19
%

19
13
%

20
12
%

18
11
%

17
18
%

17
17
%

17
,8

17
%

20
12
%

19
11
%

21
11
%

21
6

10
%

15
23

15
%

22
15
%

23
15
%

30
10
%

30
10
%

26
9%

23
14
%

24
15
%

23
,2
4

14
%

30
9%

26
8%

28
10
%

30
9

8%
M
oy

G
lo
ba

le
6

10
%

5
11
%

5
10
%

7
7%

7
7%

6
6%

6
11
%

6
10
%

6
10
%

7
7%

6
6%

7
7%

74
5%

T
au

x
d’
in
st
an

ce
s

18
%

19
%

16
%

14
%

13
%

12
%

16
%

16
%

15
%

15
%

13
%

13
%

23
%

ré
so
lu
es

à
l’o

pt
im

um

94



4.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX
F
ig

u
r
e
4.
11

–
G
ap

de
s
P
IL
O
T
s
ba

sé
es

su
r
de

s
rè
gl
es

de
tr
is

ur
le

je
u
de

do
nn

é
T
yp

e2
.

95



4.5. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

4.5.2.3 Résultats avec le jeu de données Type3

Le tableau 4.7 et la figure 4.12 représentent les gaps moyens obtenus entre les solutions
trouvées par les algorithmes PILOTs basés sur les règles de tri et les meilleures bornes
supérieures trouvées par les méthodes exactes.

Les gaps moyens des solutions calculées par les heuristiques par rapport aux bornes
connues sont indiqués dans la figure 4.12 (A). La figure 4.10(b) indique les temps de
calculs moyens qui bien entendu augmentent lorsque le nombre de machines et de tra-
vaux augmentent. Nous rappelons ici que les déviations sont calculées par rapport à la
meilleure borne du modèle relâché. Le tableau 3.12 introduit dans le chapitre précédent
indique lui aussi des déviations importantes entre la solution faisable (lorsqu’elle est trou-
vée) et ces bornes. Même si nous ne pouvons conclure avec certitude sur les performances
en termes de gap de nos algorithmes pour ce troisième jeu de données à cause de l’ab-
sence de références, comme des bornes supérieures efficaces (problème de maximisation).
Cependant, nous constatons que les algorithmes PILOT − JS1JS2, PILOT − JS1JS3,
PILOT − JS1JS4, PILOT − JS3JS1, PILOT − JS3JS2 et PILOT − JS3JS4 sont
systématiquement moins bons que les deux autres. Nous observons aussi qu’il n’y a pas
de dominance claire entre PILOT − JS2JS1, PILOT − JS2JS3, PILOT − JS2JS4,
PILOT −JS4JS1, PILOT −JS4JS2, PILOT −JS4JS3. BestPILOT a un léger avan-
tage sur les différents algorithmes, notamment sur les instances (n = 500,m = {10, 15}).
A noter tout de même que BestPILOT prend la somme des 4 temps, le temps de calcul
moyen global est proche de 6 heures et le max constaté pour l’exécution de toutes les
instances est quasiment de 18 heures.

4.5.2.4 Conclusion

Sur les jeux de données Type1 et Type2 globalement, il n’y a pas de dominance claire
entre les différents algorithmes PILOTs en terme de qualité de la solution et de temps de
calcul, même si nous constatons que BestPILOT a un léger avantage sur les différents
algorithmes. Les performances des PILOTs se détériorent avec le jeu de données Type3 où
le temps de calcul rend cette heuristique non praticable.
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4.5.3 Algorithmes génétique

Afin d’analyser l’algorithme génétique, nous avons effectué des expérimentations sur les
jeux de données de Type1, Type2 et Type3 (voir la section 3.7.1).

4.5.3.1 Résultats avec le jeu de données Type1

Le tableau 4.8 et les figures 4.13 (A) et (b) représentent les gaps moyens et les temps
de calculs moyens obtenus entre les solutions trouvées par l’algorithme génétique basé sur
les règles de tri et les meilleures bornes supérieures trouvées par les méthodes exactes, les
résultats obtenus par l’algorithme génétique sont comparés à ceux trouvés par Best− JS
et BestPILOT .

Table 4.8 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basés sur des règles de tri sur le jeu de
données Type1.

Type 1 Algorithme Génétique Best-JS BestPILOT
m R CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

4
2 7 5,50% 0 9% 4 5,64%
4 8 4,56% 0 9% 4 5,13%
6 9 5,97% 0 10% 5 6,56%

7
2 13 5,41% 0 9% 9 5,84%
4 14 6,34% 0 10% 9 6,72%
6 12 5,09% 0 9% 8 5,49%

10
2 14 3,98% 0 7% 10 4,52%
4 15 5,31% 0 8% 11 5,74%
6 15 4,52% 0 8% 10 4,78%

15
2 19 4,18% 0 7% 15 4,70%
4 22 3,97% 0 6% 18 4,19%
6 24 4,25% 0 7% 18 4,70%

20
2 26 3,06% 0 6% 22 3,66%
4 23 2,90% 0 5% 18 3,38%
6 22 3,15% 0 6% 18 3,41%

Moy Globale 16 4,55% 0 7,73% 12 4,96%
Taux d’instances 1% 1% 1%
résolues à l’optimum

Nous retrouvons sur la figure 4.13(A) les déviations relatives moyennes de l’algorithme
génétique par rapport aux bornes. La figure 4.13(B) reprend les temps de calcul. En terme
de qualité de solution, l’algorithme Best − JS est moins performant que les algorithmes
BestPILOT et l’algorithme génétique. L’algorithme génétique a un léger avantage sur
BestPILOT . Le gap moyen global est de 4,55% pour l’algorithme génétique et de 4,96%
pour BestPILOT . Le gap maximal sur toutes les instances est de 6,34% pour l’algorithme
génétique et de 6,72% pour BestPILOT . Notons que très peu d’instances ont été résolues
à l’optimum par ces méthodes (de l’ordre de 1% pour l’ensemble des instances). Quant
au temps de calcul, BestPILOT a un léger avantage avec un temps moyen global de 12
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Figure 4.13 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basées sur des règles de tri sur le jeu de
données Type1.

secondes contre 16 secondes pour l’algorithme génétique.

4.5.3.2 Résultats avec le jeu de données Type2

Le tableau 4.9 et la figure 4.14 (A) et (b) représentent les gaps moyens et les temps
de calculs moyens obtenus entre les solutions trouvées par l’algorithme génétique basé sur
les règles de tri et les meilleures bornes supérieures trouvées par les méthodes exactes, les
résultats obtenus par l’algorithme génétique sont comparés à ceux trouvés par Best− JS
et BestPILOT .

La figure 4.11 (A) (resp. 4.10(b)) présente les gaps (resp. temps de calcul) moyens
entre les solutions retournées par l’algorithme génétique et les solutions optimales ou à
défaut, les meilleures bornes trouvées par le solveur lorsque la solution optimale n’a pas
pu être trouvée durant le temps imparti. Pour les instances où le nombre de travaux est
égal à 20, à quelques exceptions près, à savoir pour m = 4 l’algorithme génétique et
BestPILOT ont les mêmes performances : les deux algorithmes trouvent des solutions
optimales. L’algorithme Best−JS est moins performant que les algorithmes BestPILOT
et l’algorithme génétique en termes de qualité de solution. Le gap moyen global est de
3,51% pour l’algorithme génétique et de 4,79% pour BestPILOT . Le gap maximal sur
toutes les instances est de 8% pour l’algorithme génétique et de 10% pour BestPILOT .
BestPILOT a un avantage en termes de temps de calcul avec un temps moyen global de
74 secondes contre 121 secondes pour l’algorithme génétique.

4.5.3.3 Résultats avec le jeu de données Type3

Le tableau 4.10 et la figure 4.15 (A) et (b) représentent les gaps moyens et les temps
de calculs moyens obtenus entre les solutions trouvées par l’algorithme génétique basé sur
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Table 4.9 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basés sur des règles de tri sur le jeu de
données Type2.

Type 2 Algorithme Génétique Best-JS BestPILOT
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

20

4 10 0% 0 4% 1 1%
7 14 0% 0 2% 1 0%
10 10 0% 0 0% 1 0%
15 10 0% 0 0% 1 0%

60

4 42 3% 0 10% 12 6%
7 63 3% 0 9% 19 4%
10 75 3% 0 8% 23 4%
15 86 1% 0 5% 30 2%

100

4 90 5% 0 12% 41 7%
7 131 5% 0 13% 66 8%
10 153 5% 0 11% 83 7%
15 192 3% 0 9% 106 5%

150

4 157 6% 0 12% 99 7%
7 239 7% 0 14% 177 9%
10 279 8% 0 13% 216 10%
15 390 6% 0 11% 309 8%

Moy Globale 121 3,51% 0 8% 74 4,79%
Taux d’instances 29% 15% 23%
résolues à l’optimum

Figure 4.14 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basés sur des règles de tri sur le jeu de
données Type2.

les règles de tri et les meilleures bornes supérieures trouvées par les méthodes exactes, les
résultats obtenus par l’algorithme génétique sont comparés à ceux trouvés par Best− JS
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et BestPILOT .

Table 4.10 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basés sur des règles de tri sur le jeu de
données Type3.

Type 3 Algorithme Génétique Best-JS BestPILOT
n m CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%) CPU (s) Gap (%)

500
10 1505 18% 2 24% 3033 18%
15 1942 19% 3 23% 4612 19%
20 2999 19% 3 25% 7332 20%

1000
10 3932 25% 5 27% 13646 25%
15 5125 61% 7 56% 20052 61%
20 7716 68% 8 67% 29437 68%

1500
10 7004 25% 9 34% 30632 26%
15 9084 67% 12 68% 47791 67%
20 12780 71% 15 71% 64841 71%

Moy Globale 5787 41% 7 44% 24597 42%
Taux d’instances 0% 0% 0%
résolues à l’optimum

Figure 4.15 – Génétique vs Best-JS vs BestPilot basés sur des règles de tri sur le jeu de
données Type3.

Nous observons sur la figure 4.12 (A) que tous les algorithmes produisent des gaps
moyens plus importants lorsque le nombre de machines et le nombre de travaux augmentent.
Sur la figure 4.10(b) nous constatons le même effet pour les temps de calculs moyens. A
quelques exceptions près, à savoir pour les instances (n=1000, m = {15,20}), l’algorithme
Best−JS obtient un léger avantage par rapport à l’algorithme génétique et à BestPILOT ,
qui ont les mêmes performances. Globalement, les trois algorithmes algorithme génétique,
BestPILOT et Best−JS ont quasiment les mêmes performances en termes de qualité de
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solution. A défaut d’avoir une valeur de référence (la valeur optimale ou une ”bonne” borne
supérieure), pour ce troisième jeu d’instances, nous remarquons effectivement des déviations
relatives importantes (comme pour le gap entre la meilleure solution faisable trouvée par
le solveur et sa borne supérieure). Considérant les bornes du solveur comme valeurs de
référence, le gap moyen global est de 41% pour l’algorithme génétique et BestPILOT , de
44% pour Best−JS. Le gap maximal sur toutes les instances est de 71% pour l’algorithme
génétique, BestPILOT et Best− JS. Concernant la performance en termes de temps de
calcul Best − JS domine largement l’algorithme génétique et BestPILOT , le temps de
calcul moyen global est de 7 secondes pour Best − JS, 5787 secondes pour l’algorithme
génétique et de 24597 secondes pour BestPILOT .

4.5.3.4 Conclusion

Pour les jeux de données Type1 et Type2 et à quelques exceptions près, l’algorithme
génétique domine les algorithmesBestPILOT etBest−JS en termes de qualité de solution
où le temps de calcul reste raisonnable.

Pour le jeu de données Type3, il est difficile de se prononcer quant à la qualité des
solutions trouvées. Cependant, Best− JS offre les meilleurs temps de calcul pour un gap
similaire.

4.6 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous somme intéressés à la résolution approchée du problème
d’ordonnancement par intervalles fixes. Nous avons proposé un panel de méthodes ap-
prochées, des algorithmes gloutons basés sur des listes de priorité ou règles de tri, des
algorithmes dits PILOT en combinant ces règles de tri deux à deux et un algorithme
génétique.

Afin d’analyser les performances des algorithmes gloutons, PILOT et génétique, nous
avons repris les jeux de données Type1, Type2 et Type3. Considérant les instances Type1
et Type2 pour lesquelles les méthodes exactes ont pu résoudre à l’optimum certaines ins-
tances ou du moins retourner des bornes supérieures correctes, les études expérimentales
menées nous ont permis de conclure sur les performances des heuristiques et méthaheuris-
tique proposées dans ce chapitre. Cette étude révèle que l’algorithme génétique est efficace
puisqu’il offre des gaps moyens plus faibles par rapport à ceux produits par les algorithmes
gloutons ou PILOTs. Les résultats de l’étude expérimentale menée sur les instances Type3
ne sont pas complètement concluants par faute d’avoir de ”bonnes” bornes supérieures per-
mettant de juger correctement les performances des heuristiques proposées. Ceci dit, en
considérant les bornes supérieures du solveur, nous constatons que l’algorithme génétique
offre globalement les mêmes performances que les algorithmes gloutons en termes de qualité
de solution, moyennant un temps de calcul un peu plus important.

Une des perspectives de ce chapitre qui retient notre attention concerne le calcul de
bornes supérieures efficaces, peut-être en exploitant au mieux la structure du problème en
utilisant l’ensemble des cliques maximales.

Il serait aussi intéressant de proposer un autre codage de la solution pour l’algorithme
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génétique proposé et ainsi appliquer l’opérateur de croisement que nous proposons afin
d’améliorer ses performances.

D’autre part, l’étude expérimentale menée montre que la règle d’affectation des travaux
aux machines ”Affectation machine par machine” Str1 est efficace et permet d’obtenir une
solution optimale à partir d’une permutation des travaux adéquate. C’est pourquoi, nous
pensons qu’il serait intéressant de développer une autre méthode itérative telle que Iterated
Local Search ILS.
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Chapitre 5

Méthodes exactes pour
l’ordonnancement multiagent sur
machines parallèles multiressources

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons abordé un modèle traditionnel d’ordonnan-
cement où la qualité de l’ordonnancement est évaluée selon une seule mesure définie par
une fonction objectif, appliquée sur tous les travaux sans aucune distinction ou presque. La
distinction entre les travaux est faite en associant à chaque travail un coefficient de pondé-
ration, appelé poids du travail. Ces poids permettent de donner plus ou moins d’importance
à un travail. Cette distinction peut ne pas être suffisante (Agnetis et al., 2014).

Lorsqu’un ensemble de critères imposé par un décideur est appliqué sur la totalité
des travaux, on parle de problèmes d’ordonnancement multicritère classique. Cependant,
il arrive qu’un critère soit pertinent pour un sous-ensemble de travaux et non pas pour
la totalité des travaux. Dans les réseaux informatiques par exemple, la minimisation des
retards dans le traitement des données multimédias est pertinent mais ne l’est pas pour
toutes les applications (Peha, 1995).

Plus précisément, nous nous intéressons à la classe des problèmes d’ordonnancement
de travaux en compétition, cette classe est notée (CO). Une définition détaillée est donnée
dans la section 2.5. Différents agents associés à des sous-ensembles de travaux disjoints
sont considérés. Chaque agent souhaite maximiser le gain total de l’ordonnancement de ses
travaux (ou équivalent, cherche à minimiser le coût de rejet total de ses propres travaux).

L’objectif de ce chapitre est donc de généraliser l’étude précédente au cas du problème
d’ordonnancement multiagent. Nous présentons d’abord quelques définitions accompagnées
des notations utilisées dans la suite du document. Nous analysons la complexité des pro-
blèmes étudiés, et des cas particuliers polynomiaux sont identifiés. Pour la résolution exacte
du problème d’ordonnancement multiagent, nous proposons la généralisation des méthodes
exactes développées pour l’ordonnancement monocritère au cas multiagent. Nous dévelop-
pons dans la section 5.5.1 un programme linéaire en nombres entiers PLNE. Un modèle
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basé sur la programmation par contraintes est introduit dans la section 5.5.2 permettant
de générer une solution initiale réalisable pour le PLNE. Nous proposons par la suite une
méthode par décomposition de type Branch & Prince, décrite dans la section 5.5.3. A la
fin ce chapitre, nous présentons une analyse expérimentale des performances des méthodes
exactes développées.

5.2 Problèmes étudiés

Nous nous focalisons sur l’étude de l’ordonnancement des travaux fixes, indépendants
et multiressources. Les travaux sont répartis en O sous-ensembles disjoints. Le scénario
COMPETITION, noté CO est considéré (Agnetis et al., 2014). La fonction objectif de
l’agent o est définie par : zo =

∑
i∈M

∑
j∈N o wjxij avec o = A,B.

5.3 Analyse de complexité

Dans cette section, nous analysons la complexité du problème d’ordonnancement mul-
tiagent sur machines parallèles multiressources. Nous nous concentrons sur les trois ap-
proches multicritères suivantes : l’approche ε-contrainte, la combinaison linéaire des critères
et l’énumération du front de Pareto.

5.3.1 Combinaison linéaire des critères : F`(zA, zB)

Lorsque les fonctions objectifs de tous les agents sont de même nature et de type
min − sum ou max − sum, les problèmes d’ordonnancement multiagent sont équivalents
aux cas monocritère si l’approche utilisée est la combinaison linéaire des critères. La preuve
est donnée par la réécriture de la fonction objectif. C’est le cas de notre étude, puisque
l’objectif pour chaque sous-ensemble de travaux (agent) est de même nature, c’est-à-dire
maximiser le poids total des travaux ordonnancés (équivalent à minimiser le coût total
pondéré des travaux rejetés).

Proposition 2. Le problème d’ordonnancement Pm|CO, sj , fj , rj |F`(zA, zB) est NP-difficile.

Preuve. Soit à ordonnancer les travaux de deux agents A et B. Lorsque c’est l’approche
combinaison linéaire des critères qui est considérée, le problème est équivalent au cas mo-
nocritère NP-difficile Pm|sj , fj , rj |

∑
i∈M

∑
j∈N w

′
jxij avec :

— w′j = αwj si j ∈ NA

— w′j = (1− α)wj si j ∈ NB, avec α ∈ [0, 1]

5.3.2 Approche ε-contrainte : ε(zB/zA)

Lorsqu’une fonction objectif est à minimiser et que la deuxième fonction objectif est
bornée (dans le cas de deux critères), on parle de l’approche ε-contrainte. Nous écrivons :
min zB, s.t. zA ≤ QA. Cette méthode est souvent utilisée dans la littérature et conduit
à une solution de Pareto faible. Pour obtenir une solution optimale au sens de Pareto, le
problème symétrique doit être résolu.
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Proposition 3. Le problème d’ordonnancement Pm|CO, sj , fj , rj |ε(zB/zA) est NP-difficile.

Preuve. Soit à ordonnancer les travaux de deux agents A et B. Si l’objectif est de mi-
nimiser le coût total de rejet des travaux de NB sous contrainte que le coût total de re-
jet des travaux de NA est borné par QA, le problème est équivalent au cas monocritère
Pm|sj , fj , rj |

∑
i∈M

∑
j∈N w

′
jxij en fixant QA à une valeur suffisamment grande.

5.3.2.1 Cliques maximales disjointes

Dans cette section, nous allons considérer un cas particulier pour l’ordonnancement
des travaux des deux agents avec des durées opératoires et des poids quelconques sur m
machines. Contrairement au cas général, une machine ne peut exécuter qu’un seul travail
à la fois. Nous supposons que l’ensemble des cliques maximales forme H cliques disjointes,
c’est-à-dire Lh ∩ Lh+1 = ∅, h = 1, . . . ,H − 1. Selon la notation des problèmes d’ordonnan-
cement, nous introduisons dans le champ β le terme : Lh ∩ Lh+1 = ∅. Nous pouvons ainsi
noter le problème étudié dans cette section par : Pm|CO, sj , fj , Lh ∩ Lh+1 = ∅|ε(zA, zB),
h = 1, . . . ,H − 1.

Sans perte de généralité, le nombre de travaux de l’agent A (resp. B) est égal au nombre
de machines m (sinon compléter l’ensemble des travaux des agents par des travaux fictifs
de poids nul). Il est clair qu’au maximum m travaux parmi les nk, k = A,B pourront être
ordonnancés. Pour minimiser les coûts de rejet total des travaux de chaque agent, seuls les
m premiers travaux de poids les plus importants peuvent être considérés.

Proposition 4. Le problème Pm|CO, sj , fj , Lh ∩ Lh+1 = ∅|ε(zA, zB) est NP-difficile,
même si m = 1.

Preuve. Considérons le cas d’une seule machine. Le problème de minimisation des coûts
de rejet 1|CO, sj , fj , Lh ∩ Lh+1 = ∅,

∑
j∈NA wjxj ≤ QA|

∑
j∈NB wjxj est NP -difficile.

Soit PWAWB le problème de décision associé à 1|CO, sj , fj , Lh∩Lh+1 = ∅|ε(
∑

j∈NB wjxj
/
∑

j∈NA wjxj). Ce problème est défini par :

PWAWB

Données : Un ensemble NA de n travaux, un ensemble NB de n travaux, date de début
sj et date de fin fj et un poids wj pour chaque travail j, 1 ≤ j ≤ 2n, deux valeurs entières
QA et Y B. ∀j = 1, . . . , n, le (n + j)ème travail de NA a les mêmes caractéristiques que
le jème travail de NB, c’est-à-dire les mêmes intervalles de temps, durées opératoires et
poids. Chaque clique maximale est définie par : Lh = {j, n+ j}, h = 1, . . . , n
Question : Existe-t-il un ordonnancement σ pour NA tel que∑

j∈NA wjxj ≤ QA et
∑

j∈NB wjxj ≤ Y B ?

Nous montrons que le problème de PARTITION se réduit à 1|CO, sj , fj , Lh ∩ Lh+1 =
∅|ε(

∑
j∈NB wjxj /

∑
j∈NA wjxj) (PARTITION ∝ PWAWB). Rappelons que le problème

de PWES (Garey and Johnson, 1979) est défini comme suit :
Données : Un ensemble I de n éléments avec des valeurs entières notées a1, a2, . . . , an,∑n
i=1 ai = 2B.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble I1 des indices tels que
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∑
i∈I1 ai =

∑
i∈I\I1 ai = B ?

À partir de l’instance de PARTITION , on définit une instance du problème PWAWB

comme suit :
— N = {1, 2, . . . , 2n} ; NA = {1, 2, . . . , n} ; NB = {n+ 1, . . . , 2n},
— Pour les travaux de NA, nous avons : wj = aj, sj = j et fj = j+1, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Ainsi :
∑

j∈NA ai = 2B.
— Pour les travaux de NB, nous avons : wj = aj, sj = j − n et fj = j + 1 − n,
∀j ∈ {n+ 1, . . . , 2n}. Ainsi :

∑
j∈NB ai = 2B.

— QA = B et Y B = B.

Comme il s’agit de l’ordonnancement des travaux des deux agents sur une seule machine
qui ne peut traiter qu’un seul travail à la fois, selon la construction de l’instance, si un
travail j de l’agent A est ordonnancé (resp. rejeté), systématiquement le travail n + j de
l’agent B est rejeté (resp. ordonnancé). Par construction de l’instance, soit l’ensemble N1

les indices des travaux de l’agent A ordonnancés. Ainsi, l’ensemble N1 détermine l’ensemble
des travaux de B rejetés, i.e. si j ∈ N1 ⇒ (n+ j) est rejeté.

Soit la variable de décision binaire xj, nous avons : xj = 1 si j est rejeté ; 0 sinon.
Pour N1 donné, nous pouvons ainsi déduire la relation des coûts de rejet entre les

travaux des deux agents comme suit :∑
(n+j)∈NB :j∈N1

wjxj =
∑

j∈NA:j∈NA\N1

wjxj (5.1)

Montrons maintenons que PARTITION ∝ PWAWB.
(⇒) Supposons que la réponse au problème PARTITION est ’oui’ et soit I1 ⊂ I la

solution. On définit une solution pour PWAWB comme suit :
— Solution de l’agent A : le travail j tel que j ∈ I1 est rejeté (ou équivalent, les indices

des travaux dans I \I1 sont ordonnancés). Ainsi nous avons
∑

j∈I1 wjxj = QA = B.
— Solution de l’agent B : le travail (n+j) tel que j ∈ I\I1 est rejeté (ou équivalent, les

indices des travaux dans I1 sont ordonnancés). Ainsi nous avons
∑

j∈I\I1 wn+jxn+j =

Y B = B.
Les coûts de rejet total de chaque agent vérifient donc l’équation suivante :

∑
j∈NA:j∈I1

wjxj =
∑

(n+j)∈NB :j∈I\I1

wjxj = B

Cet ordonnancement est une solution réalisable et la réponse au problème de PWAWB

est donc ’oui’.
(⇐) S’il existe une solution réalisable pour le problème PWAWB, alors soit N1 l’en-

semble des indices des travaux de A rejetés.

∑
j∈NA

wjxj = (
∑
j∈N1

wjxj +
∑

j∈NA\N1

wjxj) ≤ QA = B (5.2)
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Nous avons
∑

j∈NA\N1
wjxj = 0, car il s’agit de l’ensemble des travaux de l’agent A

ordonnancés, donc xj = 0.

(5.2)⇒
∑
j∈N1

wjxj ≤ QA = B

Supposons : ∑
j∈N1

wjxj < QA ⇒
∑

j∈NA\N1

wj(1− xj) > QA (5.3)

Puisque la machine exécute un seul travail à la fois, si le travail j de NA est ordonnancé,
alors le travail (n + j) est rejeté. Dans ce cas, par définition j appartient à l’ensemble
NA \ N1.

(5.3)⇒
∑
j∈NB

wjxj =
∑

j∈NA\N1

wn+jxn+j > QA = B = Y B

Contradiction avec la solution réalisable.
Nous déduisons que

∑
j∈N1

aj = B et
∑

j∈NA\N1
aj = B et donc la réponse à PARTI-

TION est ’oui’. 2

Nous pouvons ainsi déduire le corollaire suivant dans le cas où les cliques maximales
sont quelconques, i.e. non forcément disjointes.

Corollaire 1. Le problème Pm|CO, sj , fj |ε(zA, zB) est NP-difficile, même si m = 1.

5.3.3 Enumération de l’ensemble des optima de Pareto : P(zA, zB)

Lorsqu’il s’agit de l’énumération des optima de Pareto stricts, le problème est noté
α|β|P(zA, zB).

Notons que plusieurs algorithmes ont été proposés dans la littérature pour améliorer
la mise en oeuvre d’un processus pour déterminer le front de Pareto par l’approche ε-
contrainte (T’kindt et al., 2007; Mavrotas, 2009; Agnetis et al., 2014). Pour déterminer une
solution non-dominée, nous résolvons le problème symétrique, c’est-à-dire nous minimisons
zA sous la contrainte zB ≤ Q∗B.

Contrairement à l’approche combinaison linéaire des critères, en modifiant le vecteur
Q itérativement, tout le front de Pareto est accessible. Néanmoins, elle présente les incon-
vénients suivants :

— Il s’agit d’un problème d’optimisation sous contrainte,
— Il faut choisir les Qk. Ainsi, nous avons autant de calculs que de valeurs possibles

pour les Qk.

Remarque 6. Lorsque le nombre de solutions de Pareto stricts P est polynomial, la dé-
termination d’une solution optimale par combinaison linéaire peut être obtenue en temps
polynomial. Il suffit de chercher x parmi les solutions de l’ensemble P qui minimise la
fonction : αzA(x) + (1− α)zB(x). Certes, cette procédure peut s’avérer coûteuse en temps
et donc dépend fortement de la complexité de l’algorithme d’élaboration de l’ensemble P.
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Considérons le cas de deux agents. Pour l’ordonnancement des travaux fixes multires-
sources avec poids unitaires, nous avons la proposition suivante.

Proposition 5. Le problème d’ordonnancement des travaux fixes avec poids unitaires, noté
Pm|CO, sj , fj , rj |P(zA, zB) admet un nombre de solutions de Pareto borné par O(nb) avec
nb = min(nA, nB).

Preuve. Il est évident que pour le cas de deux agents et avec des travaux de poids unitaires,
le problème admet au plus min(nA, nB) solutions : allant de 0 travail rejeté pour un agent,
au cas où tous ses travaux sont rejetés.

Considérons maintenant le cas où les poids des travaux sont quelconques et avec deux
agents.

Proposition 6. Le problème d’ordonnancement des travaux fixes avec poids quelconque,
noté Pm|CO, sj , fj , rj |P(zA, zB) admet un nombre de solutions de Pareto pseudo-polynomial
borné par O(W ) avec W = min(

∑
j∈NA wj ,

∑
j∈NB wj).

Preuve. Il est évident que pour le cas de deux agents avec des travaux de poids quelconques,
le problème admet au plus min(

∑
j∈NA wj ,

∑
j∈NB wj) solutions : allant de 0 coût de rejet

des travaux d’un agent à un coût total de rejet correspondant au rejet de la totalité de ses
travaux.

5.4 Cas polynomiaux

Dans cette section, nous étudions une variante du problème étudié : une machine ne
peut exécuter qu’un seul travail à la fois. Nous parlons de Chevauchement vertical interdit.
Pour illustrer notre démarche, seulement deux agents sont considérés. Néanmoins, nous
indiquons les résultats qui se généralisent au cas de O agents.

Rappelons que pour le cas d’un seul agent (cas monocritère), l’ordonnancement des
travaux à intervalles fixes sans contrainte de ressources additionnelles, noté Pm|sj , fj |∑

i

∑
j wjxij , est polynomial (Arkin and Silverberg (1987)). Cependant, nous avons montré

que dans le cas d’un problème d’ordonnancement multiagent Pm|CO, sj , fj |ε(zB/zA) le
problème devient NP-difficile (cf Corollaire 1).

Les résultats obtenus dans cette section sont résumés dans le Tableau 5.1.
Le problème Pm|CO, sj , fj |ε(zB/zA) est NP-difficile. Lorsque la combinaison linéaire

des critères est considérée, le problème est polynomial (premier résultat de la Table 5.1). Les
trois derniers problèmes présentés dans cette table sont des cas particuliers du Pm|CO, sj , fj |
ε(zB/zA).

5.4.1 Combinaison linéaire des critères

Soit le problème d’ordonnancement Pm|CO, sj , fj |F`(zA, zB) avec deux agents. Si l’ap-
proche combinaison linéaire des critères est considérée, nous avons la proposition suivante.

Proposition 7. Le problème d’ordonnancement Pm|CO, sj , fj |F`(zA, zB) est Polynomial.
Une solution optimale au sens de Pareto peut-être calculée en O(n2logn).
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Table 5.1 – Résultats cas polynomiaux.

Problème Complexité Section

Pm|CO, sj , fj |F`(zA, zB) O(n2logn) Sec. 5.4.1

Pm|CO, sj , fj ,NA
1 ⊆ NA|ε(zB/zA) O(n2logn) Sec. 5.4.2.1

Pm|CO, sj , fj , si ≤ sj ⇒ fi ≤ fj |ε(zA, zB) O(mnnAnB) Sec. 5.4.2.2

Pm|CO, sj , fj , si ≤ sj ⇒ fi ≤ fj |P(zA, zB) O(mnnAnB) Sec. 5.4.2.2

Preuve. La preuve est identique à celle de la Proposition 5.3.1. Le problème est ainsi
équivalent au cas monocritère Pm|sj , fj |

∑
i

∑
j wjxij (Arkin and Silverberg (1987)).

Remarque 7. Pour le cas de O agents, le problème demeure polynomial et une solution
de Pareto optimale peut-être calculée en O(n2logn).

5.4.2 Approche ε-contrainte

Le problème Pm|CO, sj , fj |ε(zA/zB) avec ressources disjonctives reste ouvert. Dans
cette section, nous montrons que quelques cas particuliers sont polynomiaux.

5.4.2.1 Ordonnancement d’un sous-ensemble fixé de travaux

Le problème Pm|CO, sj , fj |ε(zA/zB) reste ouvert. Dans cette section, nous analysons le
cas où un agent spécifie l’ensemble des travaux à ordonnancer. C’est-à-dire, nous cherchons
à minimiser les coûts de rejet des travaux de l’agent B connaissant le sous-ensemble des
travaux de A qui seront ordonnancés, noté NA

1 ⊆ NA. Pour la notation du problème, nous
introduisons dans le champ β le terme NA

1 ⊆ NA.

Proposition 8. Le problème Pm|CO, sj , fj ,NA
1 ⊆ NA|ε(zB/zA) est Polynomial. Une

solution optimale au sens de Pareto si elle existe, peut-être calculée en O(nAnBlogn).

Preuve. : NA
1 ⊆ NA est le sous-ensemble des travaux de l’agent A à ordonnancer sur m

machines. Sans perte de généralité, s’il existe une solution pour laquelle aucun travail de
NA

1 n’est rejeté, alors on peut le vérifier en temps polynomial.
Pour résoudre le problème, nous adaptons la démarche proposée par Arkin and Silverberg

(1987) pour résoudre le cas monocritère Pm|sj , fj |
∑

i

∑
j wjxj, par la recherche d’un flot

à coût minimum.
D’abord, nous modifions les poids des travaux de NA

1 comme suit :
— ∀j ∈ NA

1 , wj = WB + 1, avec WB =
∑

j∈NB wj.
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Pour déterminer une solution optimale, nous formulons le problème comme une instance
de flot à coût minimum sur l’ensemble des travaux NA

1 ∪NB en considérant les nouveaux
poids. Nous déterminons par la suite, toutes les cliques maximales L1, . . . , LH du graphe
d’intervalle. Les cliques maximales sont rangées selon l’ordre non-décroissant des dates de
début du premier travail de chaque clique. Par construction des cliques maximales, chaque
travail appartient soit à une seule clique soit à un groupe de cliques maximales consécutives.

Pour le calcul de flot, nous construisons le graphe orienté G comme suit :
— Créer les sommets L0, . . . , LH et des arcs pour h = 1, . . . ,H, (vi, vi−1). Les coûts

sur ces arcs sont égaux à 0 et leurs capacités sont infinies. Chaque arc (vh, vh−1)
représente la clique Lh.

— Pour chaque travail, si Jj est dans les cliques Lh, . . . , Lh+l, on ajoute un arc (vh−1, vh+l)
d’un coût wj et de capacité 1.

— Pour chaque clique h qui n’est pas de taille maximale, nous ajoutons un arc (vh−1, vh)
d’un coût 0 et de capacité égale à la taille maximale d’une clique moins la taille de
la clique h. Il s’agit donc d’introduire autant de travaux fictifs pour que toutes les
cliques contiennent le même nombre de travaux.

Soit TailleMax = max1≤h≤H(|Lh|). Une solution au problème d’ordonnancement est
donnée par la recherche d’un flot de taille (TailleMax − m) à coût minimum. En effet,
à un instant donné, au maximum m travaux sont ordonnancés. Ainsi, dans le graphe G,
nous cherchons les travaux à rejeter minimisant le coût total de rejet. Si un arc (vh−1, vh+l)
(correspond à un travail Jj) a un flux non nul, ce travail Jj est alors rejeté.

Il est clair que si le coût du flot dépasse WB alors il n’existe pas de solution réalisable
puisque au moins un des travaux de NA

1 est rejeté.

Exemple : Reprenons l’exemple 1.3 avec m = 2. Comme illustré dans la Figure 5.1,
nous avons trois cliques maximales, L1, L2 et L3. La taille maximale est |L1| = 6. Nous
augmentons chacune des deux autres cliques L2 et L3 par un travail fictif de poids nul.
Comme le nombre de machines est de deux, pour chaque clique, le nombre maximum de
travaux que nous pouvons ordonnancer est de deux. Nous cherchons donc un flot de taille
(6-2=4) à coût minimum.

5.4.2.2 si ≤ sj ⇒ fi ≤ fj

Dans cette section, nous cherchons à ordonnancer des travaux avec des durées opé-
ratoires et des poids quelconques sur machines parallèles. Une machine ne peut exécuter
qu’un seul travail à la fois. Nous supposons que les intervalles de temps des travaux vérifient
la condition suivante : ∀Ji, Jj ∈ N = NA ∪NB : sj1 ≤ sj2 ≤ fj1 ≤ fj2 .

Pour résoudre le cas de m machines, étudions d’abord le cas d’une seule machine.

Cas d’une seule machine

Comme les dates de début et de fin des travaux vérifient la condition sj1 ≤ sj2 ≤ fj1 ≤
fj2 , trier les travaux selon l’ordre non-décroissant des si donne le même ordre que selon
le tri non-décroissant des fj . Les travaux sont alors indexés selon l’ordre non-décroissant
des sj . Soit π∗ une solution optimale et soit Ji (resp. Jj) le premier travail rejeté (resp.
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Figure 5.1 – Flot à coût min.

ordonnancé). Ji et Jj sont deux travaux d’un même agent avec si ≤ sj . La solution π∗

peut être décrite par : π∗ = π1//Jj//π2 avec Jl le dernier travail ordonnancé dans π1. La
notation a//b représente la concaténation de a et b. La Figure 5.2 illustre la solution π∗.

Figure 5.2 – Structure de la solution π∗

Nous avons les lemmes suivants.

Lemma 1. Soit la solution optimale π∗. Si le travail Ji est dans la même clique maximale
que les travaux Jl et Jj (cf Figure 5.3.(a)). Remplacer Jj par Ji augmente alors le nombre
total de travaux rejetés d’au moins 2 travaux.

Preuve. Si les travaux Jl, Ji et Jj appartiennent tous au même agent, la solution pour
l’agent est alors dégradée de 2. Sinon, au moins un agent voit sa solution dégradée de 1.

Lemma 2. Considérons une solution optimale π∗. Supposant que le travail Ji se chevauche
uniquement avec Jj (cf Figure 5.3.(b)). Remplacer Jj par Ji donne : F (π) = F (π∗).

Preuve. Le nombre de travaux ordonnancés dans les deux solutions est le même. Cepen-
dant, selon la solution π la machine est libérée plus tôt.

Lemma 3. L’ordonnancement des travaux selon l’ordre non-décroissant des si en libérant
la machine au plus tôt est dominant.
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Figure 5.3 – Etude de cas selon l’intervalle du temps de Ji

Preuve. Conséquence directe des Lemmes 1 et 2.

Pour calculer une solution optimale au sens de Pareto, nous proposons le programme
dynamique suivant.

Programme dynamique
— Ré-indexer les travaux des deux agents confondus selon l’ordre croissant des si

(identique selon fi)
— Soit C(j, UA, UB) date de fin du dernier travail ordonnancé en considérant les j

premiers travaux, avec UA (resp. UB) nombre de travaux rejetés de l’agent A (resp.
B)
1. Valeurs initiales :

— C(0, UA, UB) = 0 ;∀ ;UA ≥ 0 ;UB ≥ 0
— C(j, UA, UB) = +∞ ; si ;UA < 0 ;UB < 0

2. Fonction de récurrence :

C(j, UA, UB) =


min(fj + F (j, UA, UB);C(j − 1, UA − 1, UB)) si j ∈ NA

min(fj + F (j, UA, UB);C(j − 1, UA, UB − 1)) si j ∈ NB

Avec

F (j, UA, UB) =

{
+∞ si C(j − 1, UA, UB) > sj
0 sinon;

3. Solution optimale :
Pour déterminer une solution optimale avec QA donné, selon l’état final du
programme dynamique, nous cherchons la valeur minimale de UB pour la-
quelle C(n,QA, U

B) < +∞. Nous pouvons ainsi écrire : U∗B = min(UB :
C(n,QA, U

B) < +∞).
Selon ce programme dynamique, pour un travail j donné, nous avons deux décisions :

soit le travail est rejeté et donc la date de fin du dernier travail ordonnancé est celle qui
correspond à la décision prise à l’état j − 1, sinon la date de fin est fj si la machine est
disponible à la date sj .

Nous avons donc la proposition suivante :

Proposition 9. Le problème 1|CO, sj , fj ,
∑

j∈NA
xj ≤ QA|

∑
j∈NB

xj tel que ∀Ji, Jj ∈
N = NA ∪ NB : si ≤ sj ≤ fi ≤ fj est Polynomial. Une solution optimale au sens de
Pareto peut-être calculée en O(nnAnB).
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Remarque 8. Le programme dynamique permet de générer l’ensemble du front de Pareto,
dont le front optimal avec une complexité de O(nnAnB). Il est clair que le nombre de
solutions de Pareto non-dominées est borné par O(nk) tel que nk = min(nA, nB).

Remarque 9. Le programme dynamique peut être généralisé au cas de O agents pour
déterminer le front optimal avec une complexité de O(n

∏O
k=1 nk)

Cas plusieurs machines
Le programme dynamique présenté dans la section précédente cherche à placer un nouveau
travail sur la machine libre au plus tôt (minimiser la date de fin du dernier travail ordon-
nancé). Comme les travaux sont pris dans l’ordre non-décroissant de leur date de début sj , si
un conflit entre deux travaux existe, la priorité est donnée à celui qui a la plus petite date de
fin fj , conformément au Lemme 3. Nous introduisons maintenant l’algorithme 6 permettant
de déterminer une solution non-dominée du problème Pm|CO, sj , fj |

∑
j∈NA

xj ,
∑

j∈NB
xj

tel que ∀Ji, Jj ∈ N = NA ∪NB : si ≤ sj ≤ fi ≤ fj .

Algorithm 6 Ordre total sur dates de début et sur dates de fin des travaux identiques
1: MCi,UA,UB = 0, i = 1 . . . ,m //date de disponibilité de Mi avec UA et UB travaux rejetés de A et B
2: Prec(j) = 0, j = 1 . . . , n // indice de la machine sélectionnée pour ordonnancer j
3: for j = 1 to n step 1 do
4: for UA = 1 to nA step 1 do
5: for UB = 1 to nB step 1 do
6: k = argmin{i : min1≤i≤m(MCi,UA,UB )} //La machine libre au plus tôt
7: l = Prec−1(k)
8: Calculer MCk,UA,UB par la formule de récurrence 5.4
9: end for
10: end for
11: Prec(j) = k
12: end for
13: return une solution strictement non-dominée respectant QA

Formule de récurrence :

C(j, UA, UB) =


min(fj + F (j, UA, UB);C(l, UA − 1, UB)) si j ∈ NA

min(fj + F (j, UA, UB);C(l, UA, UB − 1)) si i ∈ NB
(5.4)

Avec :

F (j, UA, UB) =

{
+∞ si C(l, UA, UB) > si
0 sinon;

Selon l’algorithme 6, pour chaque travail Jj pris dans l’ordre non-décroissant des dates
de début, deux décisions sont à considérer : ordonnancer le travail ou le rejeter. Un travail
est rejeté si et seulement si la date de disponibilité de la machine Mk libre au plus tôt
(MCk,UA,UB ) est supérieure ou égal à sj . Notons que si le travail j est rejeté sur Mk,
alors toute autre machine le rejettera. Contrairement au cas d’une seule machine, l’état
précédent correspond à la décision prise pour l’ordonnancement du dernier travail Jl surMk

avec (UA, UB) travaux rejetés de A et B. Selon l’algorithme 6, le travail Jl est déterminé par
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Prec−1(k). Il s’agit du dernier travail appelant le programme dynamique avec la machine
Mk. Si la décision était d’ordonnancer le travail Jl alors MCl,UA,UB = fl.

Pour déterminer une solution optimale au sens de Pareto avec
∑

j∈NA
xj ≤ QA, nous

cherchons dans la table finale C(n,U
A, UB) la valeur minimale de UB pour laquelle UA ≤

QA et C(n,UA, UB) < +∞, c’est-à-dire une solution réalisable.

Proposition 10. Le problème Pm|CO, sj , fj , si ≤ sj ⇒ fi ≤ fj |ε(zA, zB) est Polynomial.
Une solution de Pareto strict peut-être calculée en O(m(nnAnB)).

Comme pour le cas d’une seule machine, nous avons les deux remarques suivantes.

Remarque 10. Le programme dynamique permet de générer l’ensemble du front de Pareto
optimal avec une complexité de O(mnnAnB). Il est clair que le nombre de solutions de
Pareto non-dominées est borné par O(nk) tel que nk = min(nA, nB).

Remarque 11. Ce programme dynamique peut être généralisé au cas O agents pour dé-
terminer le front optimal avec une complexité de O(mn

∏O
k=1 nk)

5.5 Méthodes exactes

Dans cette section, nous allons généraliser les méthodes exactes que nous avons propo-
sées dans le chapitre 3, notamment pour PLNE−3, PPC et Branch&Price au cas multia-
gents. Pour trouver une solution de Pareto nous allons utilisé l’approche ε-contrainte où la
fonction objectif de l’agent A est bornée. Pour énumérer l’ensemble des solutions strictes
de Pareto, nous résolvons le problème Pm|CO, sj , fj , rj , QA ≤ ZA|ZB avec différentes va-
leurs de QA. La première étape consiste à calculer la borne inférieure LB pour l’agent A,
on pose QA = LB et I = 1, la solution trouvée est notée (ẐA, ẐB). Ensuite, on résout le
problème inverse Pm|CO, sj , fj , rj , ẐB ≤ ZB|ZA. La solution obtenue est une solution de
Pareto stricte, notée (ẐA

′
, ẐB), et on ajoute cette solution à l’ensemble des solutions de

Pareto strictes S. On met à jour la borne QA comme suit : QA = ẐA
′+ 1, on incrémente

la valeur de I, et on réitère le procédé. Si aucune solution réalisable n’est obtenue, alors on
arrête le procédé. S est alors le front de Pareto strict. L’algorithme 7 décrit la procédure
pour le cas de deux agents.

Algorithm 7 Enumération du front de Pareto optimal par l’approche ε-contrainte
1: Trouver ZB en résolvant Pm|CO, sj , fj , rj , QA ≤ ZA|ZB ; σ1 = (ẐA, ẐB) ; QA = ẐA = LB
2: I = 1 ; S = σ1

3: while QA ≤ UB do
4: Résoudre le problème inverse Pm|CO, sj , fj , rj , ẐB ≤ ZB |ZA

5: On note σI = ((ẐA)I , (ẐB)I) la solution trouvée
6: if (ẐB)I = (ẐB)I−1 then
7: S = (S \ {σI−1}) ∪ {σI}
8: else
9: S = S ∪ {σI}
10: end if
11: QA = (ẐA)I + 1 ; I++
12: end while
13: return S
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5.5.1 Programmation linéaire en nombres entiers

Une formulation de programmation linéaire en nombres entiers PLNE3Agent peut
être donnée comme suit :

Maximize :
m∑
i=1

nB∑
j=1

wjxij (5.5)

∑
j∈Lh

rjkxij ≤ Rk i = 1, . . . ,m; k = 1, . . . ,K; h = 1, . . . ,H (5.6)

m∑
i=1

xij ≤ 1 j = 1, . . . , n (5.7)

QA ≤
m∑
i=1

nA∑
j=1

wjxij (5.8)

xij ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n; i = 1, . . . ,m (5.9)

5.5.2 Programmation par contraintes

La formulation par CPO, noté PPCAgent est comme suit :

Maximize :
m∑
i=1

nB∑
j=1

wj ∗ IloPresenceOf(ITerij) (5.10)

CumFik =
∑
k∈K

pulse(ITerij , rjk) k = 1,K; i = 1,m; j = 1, n (5.11)

CumFik ≤ Rk i = 1,m; k = 1,K (5.12)
m∑
i=1

IloPresenceOf(ITerij) ≤ 1 j = 1, n (5.13)

QA ≤
m∑
i=1

nA∑
j=1

wj ∗ IloPresenceOf(ITerij) (5.14)

setOptional(ITerij) j = 1, n; i = 1,m (5.15)

5.5.3 Branch&Price pour l’ordonnancement multiagent

Les étapes de décomposition appliquées au cas monocritère sont les mêmes pour le cas
multiagent, nous rajoutons au problème maître implicite obtenu PM − 2 la contrainte de
l’approche ε-contrainte appliquée au critère de l’agent B. Le problème maître implicite
PM − 2−Agent est comme suit :

Maximize :
∑
Y p∈P

cBp zp (5.16)
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∑
Y p∈P

ypj zp ≤ 1 (j = 1, . . . , n) (5.17)

∑
Y p∈P

zp ≤ m (5.18)

QA ≤
∑
Y p∈P

cAp zp (5.19)

zp ∈ {0, 1} (Y p ∈ P) (5.20)

Les variables zp sont des variables binaires avec zp = 1 si le vecteur est choisi dans la
solution ; 0 sinon. Soit cAp =

∑nA
j=1wjy

p
j (resp. cBp =

∑nB
j=1wjy

p
j ). Pour chaque vecteur p,

les variables binaires ypj sont définies comme suit : ypj = 1 si le travail j est ordonnancé ; 0
sinon.

Ainsi, le pricing problème PP correspondant est le suivant :

Maximize :
n∑
j=1

(wj − π?j )yj (5.21)

∑
j∈Lh

rjkyj ≤ Rk (k = 1, . . . ,K;h = 1, . . . ,H) (5.22)

yj ∈ {0, 1} (j = 1, . . . , n) (5.23)

La génération de colonnes et le schéma de branchement resteront les mêmes (voir section
3.6.2)

5.6 Résultats expérimentaux des méthodes exactes

Dans cette section nous analysons les performances des méthodes exactes développées
pour le cas mutiagent. Pour tester et comparer nos méthodes, nous avons implémenté les
modèles mathématiques introduits dans la section 5.5.1 ainsi que l’approche par PPC de
la section 5.5.2 et le Branch&PriceAgent présenté dans la section 5.5.3 en C + +.

Tous nos tests ont été effectués sur une machine de 2,2 GHz Intel Core i7 et 16 Go de
mémoire.

Afin d’analyser la performance des méthodes exactes proposées, nous avons limité le
temps de calcul à 600 secondes (10 minutes). Nous avons utilisé IBM ILOG CPLEX Op-
timization Studio version 12.8 avec 1 thread pour résoudre le modèle linéaire en nombres
entiers et le concept de variables d’intervalle et en utilisant les contraintes globales d’or-
donnancement déjà définies dans IBM CP Optimizer (CPO) pour résoudre le modèle de
programmation par contraintes.

5.6.1 Jeux de données

Dans cette section, l’ensemble des instances considéré est le jeu de données Type 2 (voir
4.1) avec n travaux au total.

Concernant les travaux de chaque agent, deux configurations sont considérées :
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1. (AgentA,AgentB) = (30%, 70%)× n
2. (AgentA,AgentB) = (50%, 50%)× n

5.6.1.1 Calcul de point de Pareto strictement non-dominé

Par l’approche ε-contrainte, nous nous sommes intéressés à calculer une solution de
Pareto strictement non-dominée. Afin d’évaluer les performances de nos approches de ré-
solution, pour chaque instance de données, nous cherchons trois points strictement non
dominés obtenus selon la valeur fixée de QA. En effet, les trois valeurs de QA ont été fixées
selon la règle suivante : QA = αWA avec α ∈ {30%, 50%, 80%} et WA =

∑
j∈NA wj .

Rappelons que le problème étudié est symétrique et qu’une solution optimale au sens de
Pareto est obtenue par la résolution de chaque instance deux fois :Max ZB(I) s.t. ZA(I) ≥
QA pour obtenir le point (ZA(I), Z∗B(I)) ; Puis résoudre à l’optimum :Max ZA(I) s.t. ZB(I) ≥
Z∗B(I).

1. (Agent A, Agent B)=(30%, 70%)
QA = 30%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)
QA = 50%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)
QA = 80%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)

2. (Agent A, Agent B)=(50%, 50%)
QA = 30%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)
QA = 50%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)
QA = 80%WA Tableaux (PLNE3, PPC-PLNE3, B&P-Agent)

5.6.2 Résultats (nA, nB) = (30%, 70%)

Le tableau 5.2 et la figure 5.4 résument les performances des PLNE3-Agent, PPCPLNE3-
Agent et B&P-Agent en faisant varier le nombre de travaux de l’agent A (la colonne
30%n) et le nombre de machines (la colonne m). Pour chaque nA, une valeur QA est fixée
(la colonne QA = αWA). Les colonnes CPU (s) représentent le temps de calcul moyen
en secondes. Les colonnes %S∗ (point de Pareto strictement non-dominé) représentent le
pourcentage des instances (10 instances par m) résolues à l’optimum pour les deux agents
(les deux critères) et les colonnes %WS∗ (point de Pareto faiblement dominé) représentent
le pourcentage des instances (10 instances parm) résolues à l’optimum pour l’un des agents
(i.e un critère est résolu à l’optimum et l’autre non).
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Table 5.2 – Pourcentage de points de Pareto strictement non-dominés et faiblement do-
minés

Type2 PLNE3-Agent ppcPLNE3-Agent B&P-Agent
QA = αWA 30%n m %S* %WS* CPU(S) %S* %WS* CPU(S) %S* %WS* CPU(S)

α = 30%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 100% 0% 3 100% 0% 5 100% 0% 43
7 100% 0% 9 100% 0% 16 100% 0% 21
10 100% 0% 8 100% 0% 8 100% 0% 10
15 100% 0% 26 100% 0% 22 100% 0% 18

100

4 100% 0% 26 100% 0% 26 100% 0% 237
7 90% 10% 229 100% 0% 233 100% 0% 175
10 80% 20% 354 80% 10% 315 100% 0% 91
15 70% 30% 416 60% 40% 404 100% 0% 32

150

4 50% 20% 659 40% 20% 620 40% 20% 605
7 0% 10% 1175 10% 0% 1105 10% 0% 1080
10 0% 0% 1197 0% 10% 1145 10% 0% 1105
15 0% 20% 1181 0% 10% 1155 0% 10% 1140

α = 50%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 100% 0% 3 100% 0% 4 90% 10% 79
7 100% 0% 14 100% 0% 23 100% 0% 26
10 100% 0% 11 100% 0% 9 100% 0% 5
15 100% 0% 23 100% 0% 21 100% 0% 18

100

4 100% 0% 35 100% 0% 37 100% 0% 221
7 50% 20% 680 60% 30% 546 60% 30% 242
10 60% 20% 675 40% 40% 598 60% 40% 259
15 60% 20% 583 60% 20% 478 90% 0% 143

150

4 80% 10% 358 70% 20% 308 50% 40% 399
7 0% 0% 1193 0% 0% 1193 0% 10% 1096
10 0% 0% 1197 0% 0% 1197 0% 0% 1190
15 0% 0% 1193 0% 0% 1198 0% 0% 1193

α = 80%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 80% 0% 1 80% 0% 1 80% 0% 42
7 90% 0% 10 90% 0% 19 90% 0% 62
10 100% 0% 19 100% 0% 21 100% 0% 31
15 100% 0% 34 100% 0% 32 100% 0% 7

100

4 - - - - - - - - -
7 80% 20% 293 80% 20% 261 80% 20% 248
10 30% 30% 795 40% 20% 631 70% 20% 280
15 30% 20% 855 40% 10% 721 60% 0% 254

150

4 - - - - - - - - -
7 0% 20% 1030 0% 10% 1120 10% 0% 1090
10 0% 0% 1197 0% 0% 1195 10% 10% 1100
15 0% 0% 1196 0% 0% 1194 30% 0% 840
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Dans la figure 5.4, nous observons que ∀α ∈ {30%, 50%, 80%} le temps de calcul moyen
augmente avec l’augmentation du nombre de travaux et nombre de machines pour les trois
modèles PLNE3-Agent, PPCPLNE3-Agent et B&P-Agent. Nous observons aussi, pour
les instances (n=20, m={4,7,10,15}) que les trois modèles convergent instantanément (le
temps de calcul moyen est quasiment nul). Pour les instances (n=60, m={4,7,10,15}) les
trois modèles ont quasiment les mêmes performances en termes de temps de calcul. Pour
les instances (n={100, 150}, m={7,10,15}) le B&P-Agent produit des temps de calcul
inférieurs à ceux des modèles PLNE3-Agent et PPCPLNE3-Agent.

Dans le tableau 5.2, nous observons que ∀α ∈ {30%, 50%, 80%} le pourcentage des
instances résolues à l’optimum au sens de Pareto (points de Pareto strict) diminue avec
l’augmentation du nombre de travaux et du nombre de machines pour les trois modèles
PLNE3-Agent, PPCPLNE3-Agent et B&P-Agent.

Lorsque l’un des modèles ne trouve pas de solution optimale, soit il échoue ou soit
il trouve une solution de Pareto faible. Rappelons que pour QA donné, chaque instance
est résolue deux fois durant le temps d’exécution alloué. Un pourcentage dans la colonne
%WS∗ indique que le modèle a pu trouver une solution optimisant le critère de l’agent B
tout en satisfaisant la contrainte sur QA, mais n’a pas pu résoudre le problème symétrique
dans les temps impartis. Ainsi, si nous regardons les résultats pour 150 travaux avec 10
machines pour α = 80% (l’avant dernière ligne de la Table 5.2), là où les autres méthodes
échouent, le B&P-Agent a permis de résoudre une seule instance à l’optimum. Nous remar-
quons également que pour une seule instance le B&P-Agent a trouvé une solution faible : le
B&P-Agent a eu suffisamment du temps pour minimiser ZB(I) s.t. ZA(I) ≤ QA(I), mais
pas assez pour résoudre le problème symétrique, i.e. minimiser ZA(I) s.t. ZB(I) ≤ Z∗B(I).

Nous observons aussi, pour les instances (n={20, 60}, m={4,7,10,15}) que les trois
modèles trouvent les points de Pareto strictement non-dominés.

Globalement les trois modèles produisent les mêmes performances en termes de pour-
centage d’instances résolues à l’optimum et arrivent à trouver des points de Pareto stricts
ou Pareto faibles, sauf pour les instances avec α = 50% et (n=150, m={10,15}).

Les pourcentages en gras dans le tableau 5.2 sont les cas où l’un des modèles produit
les meilleures performances, par exemple, pour les instances avec α = 30% et (n=100,
m={4,7,10,15}) le B&P-Agent domine PLNE3 − Agent et PPCPLNE3 − Agent où il
trouve 100% de points de Pareto strict. Pour les instances avec α = 80% et (n=150,
m={7,10,15}) le B&P-Agent arrive à trouver des points de Pareto stricts, contrairement
aux PLNE3−Agent et PPCPLNE3−Agent.

Notons tout de même que le PLNE3-Agent offre de bonnes performances pour les
instances avec un nombre de machines égal à 4 quelque soit la taille de l’instance.

Sur l’ensemble des tests réalisés, nous constatons que les instances résolues (nous avons
obtenu des solutions strictes ou faibles) par la B&P-Agent ne sont pas forcément celles réso-
lues par les deux autres méthodes. Ce constat est encore plus accentué lorsque nous nous fo-
calisons uniquement sur les deux premières approches PLNE3-Agent et ppcPLNE3-Agent.
Sur l’ensemble des instances, à ce stade nous pouvons conclure que ces deux méthodes
sont assez complémentaires, c’est-à-dire pour certaines instances PLNE3-Agent domine la
ppcPLNE3-Agent et pour d’autres instances l’effet inverse se produit.
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5.6.3 Résultats (nA, nB) = (50%, 50%)

Table 5.3 – Pourcentage de points de Pareto strictement non-dominés et faiblement do-
minés

Type2 PLNE3-Agent ppcPLNE3-Agent B&P-Agent
QA = αWA 50%n m %S* %WS* CPU(S) %S* %WS* CPU(S) %S* %WS* CPU(S)

α = 30%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 100% 0% 2 100% 0% 3 100% 0% 47
7 100% 0% 3 100% 0% 4 100% 0% 29
10 100% 0% 4 100% 0% 3 100% 0% 8
15 100% 0% 20 100% 0% 17 100% 0% 10

100

4 100% 0% 16 100% 0% 14 80% 0% 270
7 100% 0% 125 90% 10% 156 70% 10% 436
10 100% 0% 107 100% 0% 115 90% 10% 138
15 80% 20% 273 90% 10% 203 100% 0% 95

150

4 60% 10% 631 50% 30% 567 20% 40% 1114
7 30% 10% 1007 20% 20% 819 10% 30% 1085
10 0% 20% 1112 0% 20% 898 10% 20% 1098
15 0% 60% 1053 0% 60% 842 50% 20% 570

α = 50%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 100% 0% 5 100% 0% 5 100% 0% 99
7 100% 0% 14 100% 0% 16 100% 0% 91
10 100% 0% 4 100% 0% 5 100% 0% 3
15 100% 0% 24 100% 0% 22 100% 0% 10

100

4 100% 0% 106 100% 0% 99 50% 0% 695
7 80% 10% 463 80% 0% 405 90% 0% 365
10 60% 10% 657 50% 30% 557 50% 20% 627
15 70% 30% 289 70% 30% 274 90% 10% 106

150

4 0% 0% 1196 0% 0% 1078 0% 0% 1195
7 0% 0% 1195 0% 0% 1078 0% 0% 1195
10 0% 0% 1198 0% 0% 1075 10% 0% 1090
15 0% 0% 1181 0% 0% 1078 0% 0% 1195

α = 80%

20

4 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
7 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
10 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0
15 100% 0% 0 100% 0% 0 100% 0% 0

60

4 - - - - - - - - -
7 90% 0% 21 90% 0% 23 90% 0% 214
10 100% 0% 12 100% 0% 14 100% 0% 16
15 100% 0% 34 100% 0% 29 100% 0% 11

100

4 - - - - - - - - -
7 10% 10% 711 10% 0% 607 20% 0% 494
10 20% 50% 805 40% 10% 653 70% 0% 561
15 30% 20% 907 30% 10% 721 60% 0% 557

150

4 - - - - - - - - -
7 - - - - - - - - -
10 - - - - - - - - -
15 0% 0% 1182 0% 0% 1077 10% 0% 1090
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Les résultats expérimentaux confirment les affirmations de la littérature traitant l’or-
donnancement multiagent, à savoir lorsque les agents ont presque le même nombre de tra-
vaux, les instances à résoudre deviennent de plus en plus difficiles. Ainsi, les trois méthodes
ne présentent pas des performances similaires au cas (nA, nB) = (30%n, 70%n), où une ten-
dance de la dominance de B&P-Agent par rapport aux deux autres approches se dégageait.
Cependant, il est difficile de tirer une telle conclusion dans le cas (nA, nB) = (50%n, 50%n).
Néanmoins, nous constatons qu’en général le PLNE3-Agent présente de meilleures perfor-
mances que le B&P-Agent (voire similaire) sur les instances de taille moyenne avec un
nombre de machines limité (jusqu’à 7 machines). Cependant, en moyenne le B&P-Agent
offre de meilleures performances pour les instances avec au moins 100 travaux et au moins
10 machines, avec des temps de calculs en moyenne meilleurs.

Notons tout de même que les trois approches de résolution offrent les mêmes per-
formances pour les instances allant jusqu’à 60 travaux indépendamment du nombre de
machines.

5.7 Conclusions du chapitre

L’étude des problèmes d’ordonnancement multiagents lorsque les sous-ensembles des
travaux sont disjoints, s’avère utile dans le cas ”d’ordonnancement distribué” dans le cas
d’un système centralisé en présence d’un Ressource Manager, par exemple. Notre travail
consiste donc à calculer un ordonnancement optimisant les objectifs locaux des différents
agents.

Dans ce chapitre, deux agents concurrents sont considérés. Cela permet d’illustrer nos
approches de résolution. Toutes ces approches sont bien entendu facilement généralisables
aux cas de K agents.

Comme le problème est NP-difficile, nous avons examiné certains cas de problèmes
particuliers où nous avons obtenu de nouveaux résultats de complexité résumés dans la
Table 5.1.

Pour la résolution du cas général, nous avons développé des modèles mathématiques, de
la PPC et une méthode de décomposition de type Branch&Price en se basant sur l’étude
menée dans le cas d’un seul agent (problème d’ordonnancement monocritère). L’étude
expérimentale montre l’intérêt du Branch&Price pour la résolution exacte des problèmes
d’ordonnancement multiagents des travaux multiressources à intervalles fixes lorsque le
nombre de travaux et de machines deviennent de plus en plus importants (on réduit en
moyenne d’au moins 50% les temps de calcul par rapport au PLNE3). Pour des problèmes
d’ordonnancement dans systèmes de production, cette approche s’avère efficace mais pour
le contexte du travail de cette thèse, nous devons développer des méthodes approchées
efficaces permettant de déterminer une solution dans un temps réduit. Il s’agit donc de
l’objectif du chapitre suivant.
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Chapitre 6

Méthodes approchées pour
l’ordonnancement multiagent sur
machines parallèles multiressources

6.1 Introduction

Après avoir exposé dans le chapitre précédent les méthodes exactes proposées pour la
résolution du problème d’ordonnancement des travaux fixes en compétition sur machines
parallèles identiques multiressources, nous allons dans ce chapitre présenter des heuris-
tiques gloutonnes basées sur des listes de priorité, pour résoudre efficacement ce problème
NP-difficile lorsque l’approche ε-contrainte est considérée. Il s’agit donc d’algorithmes ra-
pides pour générer une seule bonne solution de compromis sans en garantir l’optimalité.
Nous montrons comment utiliser ces heuristiques pour générer une solution de Pareto non-
dominée. Pour générer le front de Pareto approché, des algorithmes évolutionnaires tels
que NSGA-II sont proposés dans la littérature pour leur efficacité lorsque le problème
d’optimisation à résoudre est multicritère. Ces méthodes sont basées sur des mécanismes
d’intensification et de diversification de la recherche afin de trouver les solutions nondo-
minées. Ainsi, un algorithme NSGA-II a été développé et est présenté vers la fin de ce
chapitre. L’analyse des performances des méthodes proposées clôture ce chapitre.

6.2 Heuristiques de liste

Dans cette section, nous allons introduire les heuristiques de liste développées pour la
détermination d’une solution de Pareto strictement non-dominée. Il s’agit d’algorithmes dé-
diés permettant de résoudre le problème Pm|CO, sj , fj , rjk|ε(ZA/ZB), c’est-à-dire lorsque
l’approche ε-contrainte est considérée.

Sur la base de l’étude menée pour le cas monocritère présentée dans le chapitre 4, nous
proposons la généralisation des heuristiques gloutonnes au cas multiagent. Le principe de
ces heuristiques est basé sur des règles de tri avec une fonction d’affectation des travaux
aux machines. La règle d’affectation retenue dans ce chapitre est une affectation machine
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par machine, notée Str1 (cf section 4.2.2). Pour déterminer l’ordre de priorité entre les
travaux, nous reprenons les règles de tri présentées dans la section 4.2.1, qui sont :

JS1 : trier les travaux selon l’ordre décroissant des wj,
JS2 : trier les travaux selon l’ordre croissant des pj

wj
,

JS3 : trier les travaux selon l’ordre croissant des max(rj,k)
wj

,

JS4 :trier les travaux selon l’ordre croissant des max(rj,k)×pj

wj
.

En cas d’égalité entre deux travaux, pour arbitrer, nous considérons dans un second temps
l’ordre croissant des max(rj,k), sinon l’ordre croissant des pj.

L’algorithme 8 décrit le schéma global des heuristiques développées. Selon cet algo-
rithme, nous utilisons les notations suivantes :

— π est l’ordonnancement obtenu, indiquant si le travail est ordonnancé (ou non) et
sur quelle machine,

— seq est un booléen indiquant si le travail a pu être ordonnancé (vrai) ou rejeté
(faux),

— HNoSeq est la liste des travaux de l’agent B rejetés,
— N [1] et HNoSeq[1] indiquent le premier travail de N et HNoSeq respectivement.

L’algorithme 8 fait appel à deux procédures : i. tryToSchedule(), ii. Schedule(). La
première permet de vérifier si un travail, pris dans l’ordre de priorité prédéfini, peut être
ordonnancé et donc inséré dans la séquence π en cours de construction (la solution). La
seconde a pour but de construire une solution faisable respectant la borne de l’ε-contrainte.
L’algorithme 8 peut être résumé en deux étapes suivantes :

1. Considérer l’ensemble de tous les travaux, sans distinction entre agents, indexés se-
lon le choix de la règle de triR. Pour chaque travail j, si les ressources additionnelles
sont disponibles durant tout l’intervalle de son exécution, il est alors ordonnancé
sur la première machine offrant des disponibilités de ressources nécessaires (cf la
procédure tryToSchedule. Il s’agit de l’algorithme 9).

2. Dans le cas où tous les travaux ont été considérés et si la contrainte sur QB n’est
pas satisfaite, alors une seconde procédure est appelée. La procédure Schedule 10
considère uniquement les travaux rejetés de l’agent B appartenant à la liste HNoSeq.
Cette procédure cherche à placer les travaux de B rejetés, pris un par un dans l’ordre
prédéfini par la règle de tri R, en supprimant les travaux de A déjà placés, tout en
veillant à minimiser l’impact de cette suppression sur la valeur de la fonction objectif
de l’agent A. Aucun travail de B déjà ordonnancé ne doit être remis en cause. Ainsi,
soit le travail de B considéré est placé et nous passons au suivant, soit ce travail
est définitivement rejeté. Cette procédure est réitérée tant que la contrainte sur QB
n’est pas respectée (cf lignes 35 à 47).

Ainsi, l’algorithme retourne une solution réalisable π, sinon il échoue et indique la non
existence d’une solution réalisable avec la valeur QB choisie.

Notons que pour chaque instance I, nous avons quatre heuristiques de tri.
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Algorithm 8 Heuristique de liste basée sur les poids des travaux
Données :

1: N ,NA,NB , QB

Initialisation :
2: Numéroter les travaux de N selon l’ordre défini par la règle R
3: ZA = 0, ZB = 0 // valeurs des objectifs de chaque agent
4: seq = Faux
5: HNoSeq = ∅
6: π = ∅ //séquence de l’ordonnancement

Traitement :
7: while (ZB < QB) ∧ (N 6= ∅) do
8: seq = tryToSchedule(π,N [1])
9: if seq = V rai then

10: if N [1] ∈ NA then
11: ZA = ZA + wN [1]

12: else
13: ZB = ZB + wN [1]

14: end if
15: else
16: if N [1] ∈ NB then
17: HNoSeq = HNoSeq ∪N [1]
18: end if
19: end if
20: N = N \ {N [1]}
21: end while
22: if ZB ≥ QB then
23: Retirer de N les travaux de B
24: while N 6= ∅ do
25: seq = tryToSchedule(π,N [1])
26: if seq = V rai then
27: ZA = ZA + wN [1]

28: end if
29: N = N \ {N [1]}
30: end while
31: return π
32: else
33: while (ZB < QB ∧HNoSeq 6= ∅) do
34: seq = Schedule(π,HNoSeq[1])
35: if seq = V rai then
36: ZB = ZB + wN [1]

37: end if
38: HNoSeq = HNoSeq \ {HNoSeq[1]}
39: end while
40: if ZB ≥ QB then
41: return π
42: else
43: return Pas d’ordonnancement faisable
44: end if
45: end ifreturn 0
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6.2.1 Procédure tryToSchedule

L’algorithme 9 décrit la procédure d’insertion d’un travail si les ressources demandées
sont disponibles. Nous introduisons les notations suivantes :

— π est la séquence de l’ordonnancement en cours de construction,
— seq est un booléen indiquant si le travail peut être ordonnancé (vrai) ou rejeté

(faux),
— L est la liste des cliques maximales contenant le travail j,
— Rhi,k(π) est la quantité résiduelle de chaque ressource de la machine i selon l’or-

donnancement π. La quantité de chaque ressource résiduelle dépend des travaux
déjà placés. Nous devons donc définir pour chaque clique maximale h une quantité
Rhi,k(π). Ces quantités initialisées à 100% (aucun travail n’est encore ordonnancé),
doivent être mises à jour dès lors un travail j est ordonnancé, pour chaque h tel que
j ∈ Lh.

Selon la règle de triR choisie, à chaque itération, l’algorithme essaye de placer le premier
travail j de la liste à ordonnancer (cf. la procédure tryToSchedule définie par l’algorithme
9). Nous devons d’abord vérifier s’il n’y a pas de conflit avec les travaux déjà placés en
analysant Rhi,k(π) de chaque clique contenant j. Si j est ordonnancé, nous actualisons π
ainsi que la valeur de la fonction objectif de l’agent concerné, puis nous passons au prochain
travail de la liste. L’algorithme réitère jusqu’à la satisfaction de la contrainte sur QB. S’il
reste des travaux à ordonnancer non encore considérés, l’algorithme continue seulement
avec les travaux de l’agent A, puis retourne la solution trouvée (cf. les lignes 24 à 33).

Algorithm 9 tryToSchedule(π, Jj)

1: L = {h : Jj ∈ Lh}
2: seq = Faux
3: for i = 1 à m do
4: for h = L[1] à L[|L|] do
5: for k=1 à K do
6: if rjk ≤ Rhi,k(π) then
7: π = π ∪N [1]
8: seq = V rai
9: end if

10: end for
11: end for
12: end for
13: return seq

6.2.2 Procédure Schedule

L’algorithme 10 est appelé lorsque la solution construite n’est pas réalisable, c’est-à-dire
si ZB < QB. Lors de la deuxième phase, nous cherchons à placer des travaux rejetés de
l’agent B, pris un par un dans l’ordre défini par la règle de tri R. Par conséquent, certains
travaux de l’agent A déjà ordonnancés seront remis en cause et donc seront rejetés afin
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d’obtenir une solution réalisable, si elle existe. Pour l’ordonnancement d’un travail j de
l’agent B, cette procédure utilise les nouvelles notations suivantes :

— π est l’ordonnancement obtenu par la première phase,
— SAh est l’ensemble des travaux de l’agent A déjà ordonnancés, appartenant à la même

clique maximale Lh que le travail j,
— SA est la liste de tous les travaux de l’agent A déjà ordonnancés, appartenant aux

mêmes cliques maximales que le travail j,
— J Ah (resp. J A) est la liste des travaux de l’agent A appartenant à la clique Lh (resp.

qui se chevauchent avec j).

Comme nous le constatons, deux étapes principales définissent l’algorithme 10. Pour un
ordonnancement π et un travail j donnés :

1. On cherche la première machine pouvant exécuter le travail j. Pour chaque clique
Lh, nous devons vérifier si la suppression des travaux de l’agent A permet de libérer
les ressources nécessaires pour exécuter j. Si c’est le cas, l’ensemble SA de tous
les travaux de l’agent A déjà ordonnancés seront remis en cause, quelle que soit la
clique Lh et quelle que soit la machine Mi. j est ainsi ordonnancé (cf. ligne 37 de
l’algorithme 10). Sinon, le travail Jj est rejeté et π n’est pas modifié (cf. ligne 49).

2. Si j est ordonnancé, l’algorithme tryToSchedule est appelé pour chaque travail de
l’agent A appartenant aux mêmes ensembles de cliques maximales du travail j, c’est-
à-dire les travaux de l’ensemble J A. A l’issue de cette étape, certains travaux de
l’agent A décidés initialement rejetés (resp. ordonnancés) peuvent être ordonnancés
(resp. rejetés).

6.2.3 Analyse de complexité des heuristiques de liste

L’algorithme 9 peut s’exécuter en O(mKH), où H est le nombre total de cliques maxi-
males. En effet, à chaque fois qu’un travail j est ordonnancé, nous mettons à jour les
disponibilités des ressources pour chaque clique maximale contenant j.

Concernant l’algorithme 10, le temps d’exécution est borné par O(mKHnA).
La liste des travaux N est parcourue pour ordonnancer les travaux un à un, triés

selon une règle R. Le tri des travaux se fait en O(n log(n)). Cependant, la complexité de
l’algorithme 8 est bornée par O(mKHnAnB) qui correspond à la phase de la construction
d’une solution réalisable. Notons de même que le nombre de cliques maximales H est borné
par O(n). Ainsi, dans le pire des cas, la complexité de l’algorithme 8 est de O(mnnAnB).
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Algorithm 10 Schedule(π, j)
Données :

1: I = {h : Jj ∈ Lh}
2: Rh

i,k pour tout h ∈ I
3: SA

h = {l : Jl ∈ NA ∧ Jl ∈ π ∧ Jl ∈ Lh ∧ h ∈ I}
4: SA =

⋃
h∈I S

A
h

5: J A
h = {l : Jl ∈ NA ∧ Jl ∈ Lh ∧ h ∈ I}

6: J A =
⋃

h∈I J A
h

Traitement :
7: H = |I|
8: i = 1, k = 1, h = 1
9: seqB = V rai
10: while (i ≤ m) do
11: while (h ≤ I[H]) do
12: while (k ≤ K ∧ seqB = V rai) do
13: if rjk > Rh

i,k +
∑

l∈SA
h
rlk then

14: seqB = Faux
15: h = I[H] + 1
16: end if
17: k = k + 1
18: end while
19: h = h+ 1
20: end while
21: if seqB = Faux then
22: i = i+ 1
23: else
24: indice = i
25: i = m+ 1
26: end if
27: end while
28: if seqB = V rai then
29: for i = 1 à m do
30: for h = I[1] à I[H] do
31: for k = 1 à K do
32: Rh

i,k = Rh
i,k −

∑
l∈SA

h
rlk

33: if (i = indice) then
34: Rh

i,k = Rh
i,k + rjk

35: end if
36: end for
37: π = (π ∪ {Jj}) \ SA

h

38: end for
39: end for
40: while J A 6= ∅ do
41: seq = tryToSchedule(π,J A[1])
42: if seq = V rai then
43: ZA = ZA + wJA[1]

44: end if
45: J A = J A \ {J [1]}
46: end while
47: return V rai
48: end if
49: return Faux
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6.3 Algorithme NSGA-II pour le calcul du front de Pareto
approché

Pour déterminer le front de Pareto approché, nous proposons un algorithme génétique
de tri non dominé appelé NSGA-II (non-dominated sorting genetic algorithm) (Deb et al.,
2002). Cet algorithme est souvent utilisé pour résoudre les problèmes d’optimisation mul-
tiobjectifs. Basé sur un algorithme génétique, NSGA-II utilise une méthode de sélection
par classement pour mettre en valeur les solutions actuelles non dominées et une méthode
de ”nichage” pour maintenir la diversité de la population. Nous recommandons au lecteur
intéressé le tutoriel sur les méthodes d’optimisation multicritère utilisant des algorithmes
génétiques présenté dans (Konak et al., 2006).

Dans cette section, nous nous focalisons au cas où les travaux ont un poids unitaire,
i.e. wj = 1, j = 1, . . . , n (Zahout et al., 2019).

6.3.1 Principaux concepts et mise en oeuvre

Dans la suite, nous appelons les solutions des individus. Un ensemble d’individus forme
une population qui correspond à l’ensemble des solutions réalisables de notre problème.
Chaque individu est représenté par un chromosome, la représentation de ce chromosome
est le codage d’une solution.

6.3.1.1 Choix du codage

La valeur de la fonction objectif d’une solution du problème Pm|CO, sj , fj , rjk|P(ZA, ZB)
est complètement déduite à partir d’une affectation des travaux aux machines, puisqu’il
s’agit de résoudre un problème d’affectation des travaux aux machines. Par conséquent,
le codage choisi est basé sur un schéma dit affectation-machine. Un individu est donc un
vecteur de taille n où chaque élément j stocke le numéro de la machine qui effectue le
travail Jj . Si le travail j est rejeté, l’élément j stocke le numéro 0.

Reprenons l’exemple précédent 1.3 avec m = 2 machines, n = 8 travaux où nB = 4
(nA = 4). Nous rappelons que les quatre premiers travaux appartiennent à NA. La figure
6.1 montre le codage et le décodage d’une solution.

Le codage par permutation a été testé, mais ne conduit pas à de bons résultats, c’est
pourquoi ce codage n’est pas détaillé ici.

Pour décoder un individu les travaux sont affectés aux machines tant que les contraintes
de capacités sont respectées. Si un travail viole une contrainte de capacité, il est rejeté.

6.3.1.2 Génération de la population initiale

La population initiale peut-être générée aléatoirement, à base de recherche locale ou
encore via l’utilisation d’heuristiques dédiées. Utiliser différentes méthodes pour la généra-
tion de la population initiale a pour but de diversifier les solutions initiales afin d’élargir
la recherche dans l’espace des solutions faisables.
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Figure 6.1 – Codage et décodage de la solution.

Pour résoudre notre problème d’ordonnancement avec deux agents en compétition, nous
optons pour une génération de la population initiale selon deux approches. Une partie des
individus est générée en utilisant les heuristiques de liste présentées dans les sections 6.2,
l’autre partie est générée aléatoirement.

D’abord, nous initialisons la population initiale par les deux points extrêmes. Pour
calculer ces deux points, nous faisons appel aux heuristiques introduites dans le Chapitre
4. Pour le premier point, les heuristiques considèrent seulement les travaux de l’agent A. A
partir de la solution obtenue, nous cherchons à optimiser l’objectif de l’agent B en faisant
appel à l’algorithme 9 sur l’ensemble des travaux NB (cf. Algorithme 11). Pour le second
point, nous opérons de la même façon : les heuristiques sont appelées sur l’ensemble NB,
puis nous optimisons l’objectif de l’agent A en appliquant l’algorithme 9 sur l’ensemble des
travaux NA à partir de la solution retournée par les heuristiques (cf. Algorithme 12).

Algorithm 11 Point extrême maximisant l’objectif de l’agent A
1: π solution représentant un point du front de Pareto
2: seq = Faux, ZB = 0
3: NA,NB

4: π = PILOT (NA)
5: while (NB 6= ∅) do
6: Jj = NB[1]
7: seq = tryToSchedule(π, Jj)
8: if (seq = V rai) then
9: ZB = ZB + wj

10: π = π ∪ {Jj}
11: end if
12: NB = NB \ {Jj}
13: end while
14: return π
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Algorithm 12 Point extrême maximisant l’objectif de l’agent B
1: π solution représentant un point du front de Pareto
2: seq = Faux, ZA = 0
3: NA,NB

4: π = PILOT (NB)
5: while (NA 6= ∅) do
6: Jj = NA[1]
7: seq = tryToSchedule(π, Jj)
8: if (seq = V rai) then
9: ZA = ZA + wj

10: π = π ∪ {Jj}
11: end if
12: NA = NA \ {Jj}
13: end while
14: return π

Pour compléter la partie de la population initiale générée par les heuristiques, nous
devons déterminer une affectation aux machines. A partir d’une séquence, l’affectation aux
machines est faite selon la stratégie Str1 (affectation machine par machine) 4.2.2.
Ainsi, nous obtenons cette première partie de population initiale que nous notons P0

1 .
La population est complétée par des individus générés de manière aléatoire. La procé-

dure est la suivante : considérons les n = nA + nB travaux. Nous générons aléatoirement
une séquence des travaux (un ordre complètement aléatoire de la totalité des travaux des
deux agents confondus), nous appliquons par la suite la stratégie Str1 pour affecter les
travaux aux machines. Nous déduisons ainsi la valeur de l’objectif de chaque agent. Cette
deuxième partie de population initiale est notée : P0

2

La population initiale obtenue est donc : P0 = P0
1 ∪ P0

2 .
Soit NP0 la taille de la population P0. Cette taille est fixée expérimentalement à NP0 =

n + n/2. Cette taille donne le meilleur compromis entre la qualité des solutions obtenues
et le temps de calcul.

La figure 6.2 montre un nuage de points P0 résultant sur une première génération, en
considérant une instance de taille nA = 20, nB = 20 et deux machines.

Selon la figure 6.2, le nuage de points P0
2 montre des solutions strictement dominées par

les solutions appartenant à P0
1 . Cependant, l’intérêt de P0

2 est l’introduction de la diversité
à la population initiale.

6.3.1.3 Croisement

Conformément au mécanisme de croisement interchromosomique naturel, l’opérateur
de croisement permet le brassage génétique des parents. Chaque individu possède deux
gènes différents hérités des deux chromosomes des parents. Le patrimoine génétique du
nouvel individu est composé aléatoirement d’une partie du patrimoine de chacun de ses
deux parents pour permettre au matériel génétique de se répandre au sein de l’espèce.
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Figure 6.2 – Instance avec nA = 20, nB = 20 et 2 machines : population initiale.

Cet opérateur permet de générer de nouveaux individus potentiellement meilleurs que
les individus de la population courante. Le croisement que nous avons choisi opère sur deux
individus d’une population et génèrent deux enfants. Il est appliqué avec une probabilité
ρcross sur deux individus sélectionnés.

Soit Cq l’ensemble des individus générés par l’opérateur de croisement de taille NCq .
Pour obtenir une solution enfant c1, nous procédons comme suit :

1. De la population actuelle Pq−1, sélectionner huit individus au hasard,

2. Parmi les huit individus, sélectionner deux individus parents λ1 et λ2 selon la sélec-
tion par tournoi 6.3.1.5,

3. Croiser λ1 et λ2 si σ ≤ ρcross avec σ une probabilité générée aléatoirement entre 0
et 1. La probabilité de croisement σcross est fixée à 0.8,

4. Ajouter à la population Cq les deux descendants c1 et c2.

Le premier (resp. le deuxième) enfant c1 (resp. c2) résultant du croisement des deux
parents λ1 et λ2 est obtenu comme suit : Soit r le nombre de gènes que c1 (resp. c2) héritera
de λ2 (resp. λ1), où r est généré aléatoirement dans [1, 4n−4

n ] ; c1 (resp. c2) hérite donc des
gènes de son premier (resp. deuxième) parent à l’exception des gènes r qui sont sélectionnés
aléatoirement chez le deuxième (resp. premier) parent.

L’opérateur de croisement que nous proposons est original et est illustré par la figure
6.3 pour le cas de 8 travaux et 2 machines.

L’opérateur de croisement X-points a été testé, mais ne conduit pas à de bons résultats.
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Figure 6.3 – Exemple de croisement avec 8 travaux.

6.3.1.4 Mutation

L’opérateur de mutation introduit des modifications aléatoires dans un chromosome en
modifiant un élément ou plusieurs. Le but de la mutation est de permettre la diversification
de la recherche par l’exploration d’autres points de l’espace des solutions.

Soit M q l’ensemble des individus générés par l’opérateur de mutation de taille NMq .
Une valeur ρ est générée aléatoirement entre 0 et 1. Si ρ ≤ ρmut, l’enfant c1 mute et

l’enfant obtenu c′1 est ajouté à la population M q. La probabilité de mutation ρmut est fixée
à 0.8. Notre opérateur de mutation est défini comme suit : deux gènes (travaux) sont choisis
au hasard et leurs caractéristiques sont échangées (voir la figure 6.4). Quant au choix des
deux gènes, nous veillons à ce que leurs caractéristiques (i.e. indices des machines) soient
différentes. Le nouvel individu est décodé par la procédure de décodage.

Figure 6.4 – Exemple d’opérateur de mutation avec 8 travaux.

6.3.1.5 Sélection

La population évolue d’une génération à l’autre tout en héritant des caractéristiques des
populations précédentes. Les meilleurs individus résistent à la sélection naturelle, c’est-à-
dire seuls ceux qui survivent et se reproduisent ont des descendants. Plusieurs mécanismes
de sélection ont été introduits dans la littérature, qu’ils soient pour le choix des parents,
pour le croisement ou pour la constitution de la future population. Le but est de transmettre
au fil des générations des gènes avantageux et de faire disparaître les mauvais gènes. Nous
avons opté pour la sélection dite ”Sélection par rang” pour le choix de la population suivante
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et la sélection dite ”Sélection par tournoi” pour le choix des parents à croiser.

1. Sélection par rang : la sélection par rang trie d’abord la population par ordre non-
croissant de la fitness (fonction objectif). Nous attribuons un rang à chaque chro-
mosome en fonction de sa position dans le tri. Lors de cette étape, la population
des individus est classée en rangs ou fronts successifs non dominés, appelés rang 1,
rang 2, etc. Cela signifie que les solutions appartenant au rang rg sont non dominées
entre elles et sont dominées par les solutions du rang rg−1. Pour trier les individus
de la population, nous utilisons la procédure de classement proposée dans (?) qui
est basée sur une recherche binaire.
Sur la même idée que pour la ”sélection par roulette”, les rangs sont utilisés dans la
définition d’une probabilité associée à chaque individu. Les meilleurs individus ont
un rang égal à 1, et nous voulons leur attribuer la plus grande probabilité possible.
L’idée est de promouvoir les meilleurs individus pour l’amélioration des prochaines
populations.
Soit Rgλ le rang de l’individu λ et Rgmax le rang maximum. L’expression de la
probabilité Prλ, de λ ∈ P est la suivante :

Prλ =
Rgmax −Rgλ

NPRgmax −
∑

p∈P Rgp

avec
∑

λ∈P Prλ = 1.
Notons que seuls les Popsize meilleurs individus différents sont alors sélectionnés
pour constituer la nouvelle génération.

2. Sélection par tournoi : les meilleurs individus sont sélectionnés pour le croisement.
Pour permettre le croisement des individus offrant une moins bonne qualité en
termes de fitness, nous choisissons aléatoirement un sous-ensemble d’individus, puis
les deux meilleurs parmi les individus retenus sont croisés.

6.3.1.6 Condition d’arrêt

L’algorithme s’arrête après un certain nombre d’itérations. Les résultats expérimentaux
préliminaires nous ont conduit à fixer ce critère à 35n itérations.

6.4 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous analysons les performances des méthodes approchées dévelop-
pées pour le cas multiagent. Pour tester et comparer nos méthodes, nous avons implémenté
en C + + les heuristiques de liste présentés dans la section 6.2, l’algorithme NSGA-II de
la section 6.3 a été implémenté en Java.

Tous nos tests ont été effectués sur une machine de 2,2 GHz Intel Core i7 et 16 Go de
mémoire.
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6.4.1 Heuristiques de liste

Dans cette section, l’ensemble des instances considérées est pris dans le jeu de données
Type 2 (voir 4.1) avec n travaux au total.

Concernant les travaux de chaque agent, deux configurations sont considérées :

1. (AgentA,AgentB) = (30%, 70%)× n
2. (AgentA,AgentB) = (50%, 50%)× n

6.4.1.1 Calcul de points de Pareto

Afin d’évaluer les performances de nos heuristiques, pour chaque instance de données,
nous cherchons trois points obtenus selon la valeur fixée de QA. Les trois valeurs de QA

ont été fixées selon la règle suivante : QA = αWA avec α ∈ {30%, 50%, 80%} et WA =∑
j∈NA wj .

1. (Agent A, Agent B)=(30%, 70%)
QA = 30%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)
QA = 50%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)
QA = 80%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)

2. (Agent A, Agent B)=(50%, 50%)
QA = 30%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)
QA = 50%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)
QA = 80%WA Tableaux (JS1-Agent, JS2-Agent, JS3-Agent, JS4-Agent, Best-JS-

Agent)

6.4.2 Résultats (nA, nB) = (30%, 70%)

Le tableau 6.1 résume les performances des heuristiques de liste en variant le nombre de
travaux de l’agent A (la colonne 30%n), le nombre de machines (la colonnem). Pour chaque
nA, une valeur QA est fixée (la colonne QA = αWA). Les colonnes CPU (s) représentent
le temps de calcul moyen en secondes. Les colonnes GD représentent les moyennes de la
distance euclidienne entre le point de Pareto obtenu par les heuristiques et le meilleur point
de Pareto trouvé par les méthodes exactes dans le cas multiagent.

Dans le tableau 6.2, les colonnes %S (points de Pareto stricts) représentent le pour-
centage des instances (10 instances par m) résolues à l’optimum par les heuristiques et
les colonnes %WS (points de Pareto faibles) représentent le pourcentage des instances (10
instances par m) résolues à l’optimum par les heuristiques sur l’un des deux critères des
agents (i.e un critère est résolu à l’optimum et l’autre non).
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Table 6.1 – Distance euclidienne entre le point de Pareto approché et la solution trouvée
par la méthode exacte

Type2 JS1-Agent JS2-Agent JS3-Agent JS4-Agent Best-JS-Agent
QA = αWA 30%n m GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s)

α = 30%

20

4 10 0 15 0 24 0 10 0 10 0
7 7 0 6 0 9 0 4 0 4 0
10 19 0 20 0 29 0 18 0 18 0
15 20 0 21 0 30 0 19 0 19 0

60

4 150 0 142 0 145 0 148 0 142 0
7 86 0 82 0 82 0 86 0 82 0
10 50 0 46 0 46 0 50 0 46 0
15 7 0 9 0 6 0 7 0 6 0

100

4 311 0 318 0 327 0 319 0 311 0
7 199 0 205 0 220 0 213 0 199 0
10 129 0 136 0 151 0 146 0 129 0
15 52 0 73 0 73 0 66 0 52 0

150

4 557 0 560 0 560 0 583 0 557 0
7 384 0 392 0 389 0 405 0 384 0
10 278 0 289 0 285 0 299 0 278 0
15 166 0 170 0 170 0 185 0 166 0

α = 50%

20

4 12 0 12 0 25 0 11 0 11 0
7 1 0 1 0 10 0 3 0 1 0
10 19 0 20 0 29 0 18 0 18 0
15 20 0 21 0 30 0 19 0 19 0

60

4 167 0 160 0 162 0 164 0 160 0
7 95 0 90 0 90 0 95 0 90 0
10 53 0 49 0 49 0 53 0 49 0
15 7 0 9 0 6 0 7 0 6 0

100

4 350 0 349 0 363 0 352 0 349 0
7 221 0 230 0 243 0 238 0 221 0
10 140 0 152 0 162 0 156 0 140 0
15 57 0 65 0 76 0 71 0 57 0

150

4 662 0 673 0 668 0 685 0 662 0
7 441 0 446 0 441 0 461 0 441 0
10 315 0 322 0 322 0 335 0 315 0
15 186 0 192 0 192 0 210 0 186 0

α = 80%

20

4 22 0 23 0 40 0 21 0 21 0
7 13 0 14 0 26 0 12 0 12 0
10 19 0 20 0 34 0 18 0 18 0
15 20 0 21 0 34 0 19 0 19 0

60

4 249 0 240 0 244 0 246 0 240 0
7 132 0 124 0 127 0 130 0 124 0
10 73 0 60 0 65 0 70 0 60 0
15 28 0 22 0 23 0 29 0 22 0

100

4 - - - - - - - -
7 343 0 348 0 364 0 358 0 343 0
10 219 0 226 0 243 0 236 0 219 0
15 99 0 106 0 125 0 116 0 99 0

150

4 - - - - - - - -
7 649 0 663 0 650 0 672 0 649 0
10 467 0 479 0 474 0 488 0 467 0
15 288 0 304 0 295 0 310 0 288 0
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Dans la figure 6.1, nous observons que ∀α ∈ {30%, 50%, 80%} le temps de calcul moyen
pour obtenir un point de Pareto par les heuristiques est nul. Nous observons aussi dans
la figure 6.5 que la distance moyenne euclidienne (GD) augmente avec le nombre de tra-
vaux, avec un nombre de machines faible. Cependant, GD diminue avec l’augmentation
de nombre de machines m quelle que soit la taille de l’instance n. Pour les instances
(n = {20, 60},m = {4, 7, 10, 15}), le GD calculé est relativement petit, i.e le point de Pa-
reto trouvé par les heuristiques et le meilleur point trouvé par les méthodes exactes sont
relativement adjacents. Pour les instances (n = {100, 150},m = {4, 7, 10, 15}), le GD se
détériore. La distance entre le point de Pareto trouvé par les heuristiques et le meilleur
point trouvé par les méthodes exactes est importante. Globalement, les cinq heuristiques
ont les mêmes performances : elles trouvent quasiment le même point de Pareto, sinon
d’une déviation absolue de GD égale à 1.

Les pourcentages en gras dans le tableau 6.2 indiquent les cas où l’une des heuristiques
trouve la meilleure performance. Nous observons que les heuristiques ne trouvent quasiment
pas de point de Pareto strict ou faible, à quelques exceptions près, par exemple, pour les
instances α = 50%, n = 20,m = 7 où l’heuristique JS2 − Agent trouve 100% des points
Pareto stricts et où les heuristiques JS1−Agent et JS4−Agent trouvent 100% de points
de Pareto faibles.

6.4.3 Résultats (nA, nB) = (50%, 50%)

Il s’agit ici de résoudre par les heuristiques des instances encore plus difficiles que pour
le cas (nA, nB) = (30%, 70%). Les résultats montrent qu’aucune heuristique n’arrive à
trouver une solution de Pareto faible. Lorsque α ∈ {30%, 50%}, les distances euclidiennes
calculées sont importantes et montrent que les solutions trouvées par les heuristiques sont
loin d’être de bonnes solution de Pareto. Cependant, les résultats sont plutôt satisfaisants
lorsque α = 80%.
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Table 6.2 – Pourcentage de points de Pareto strictement et faiblement non-dominés ob-
tenus par les heuristiques

Type2 JS1-Agent JS2-Agent JS3-Agent JS4-Agent
QA = αWA 30%n m %S %WS %S %WS %S %WS %S %WS

α = 30%

20

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 100% 0% 100% 0% 0% 0% 0%
15 0% 100% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

60

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

100

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

150

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

α = 50%

20

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 100% 100% 0% 0% 0% 0% 100%
10 0% 100% 0% 100% 0% 0% 0% 0%
15 0% 100% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

60

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 100% 0% 0% 0% 100% 0% 0%

100

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

150

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

α = 80%

20

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 100% 0% 100% 0% 0% 0% 0%
15 0% 100% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

60

4 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 100% 0% 0% 0% 0%

100

4 - - - - - - - -
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

150

4 - - - - - - - -
7 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
10 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
15 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
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Table 6.3 – Distance euclidienne entre le point de Pareto approché et la solution trouvée
par la méthode exacte

Type2 JS1-Agent JS2-Agent JS3-Agent JS4-Agent Best-JS-Agent
QA = αWA 50%n m GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s) GD CPU(s)

α = 30%

20

4 37 0 40 0 42 0 24 0 24 0
7 32 0 35 0 35 0 19 0 19 0
10 25 0 27 0 31 0 19 0 19 0
15 26 0 28 0 30 0 18 0 18 0

60

4 166 0 164 0 175 0 165 0 164 0
7 153 0 146 0 162 0 151 0 146 0
10 137 0 123 0 142 0 133 0 123 0
15 64 0 53 0 73 0 65 0 53 0

100

4 298 0 291 0 304 0 287 0 287 0
7 296 0 287 0 307 0 290 0 287 0
10 290 0 284 0 301 0 283 0 283 0
15 209 0 199 0 227 0 203 0 199 0

150

4 421 0 434 0 439 0 476 0 421 0
7 450 0 444 0 445 0 483 0 444 0
10 451 0 437 0 444 0 475 0 437 0
15 418 0 410 0 409 0 448 0 409 0

α = 50%

20

4 30 0 33 0 36 0 18 0 18 0
7 30 0 32 0 33 0 17 0 17 0
10 25 0 27 0 31 0 19 0 19 0
15 26 0 28 0 30 0 18 0 18 0

60

4 117 0 117 0 126 0 116 0 116 0
7 120 0 113 0 129 0 118 0 113 0
10 124 0 110 0 130 0 119 0 110 0
15 64 0 53 0 73 0 65 0 53 0

100

4 203 0 214 0 221 0 212 0 203 0
7 216 0 213 0 230 0 215 0 213 0
10 224 0 218 0 234 0 217 0 217 0
15 207 0 196 0 224 0 200 0 196 0

150

4 283 0 329 0 329 0 333 0 283 0
7 313 0 324 0 324 0 357 0 313 0
10 320 0 308 0 314 0 344 0 308 0
15 306 0 299 0 298 0 336 0 298 0

α = 80%

20

4 6 0 7 0 9 0 6 0 6 0
7 17 0 19 0 20 0 7 0 7 0
10 25 0 27 0 31 0 19 0 19 0
15 26 0 28 0 30 0 18 0 18 0

60

4 - - - - - - - - - -
7 37 0 36 0 51 0 43 0 36 0
10 44 0 31 0 49 0 39 0 31 0
15 60 0 50 0 69 0 61 0 50 0

100

4 - - - - - - - - - -
7 70 0 75 0 93 0 78 0 70 0
10 90 0 90 0 103 0 92 0 90 0
15 91 0 80 0 109 0 84 0 80 0

150

4 - - - - - - - - - -
7 - - - - - - - - - -
10 - - - - - - - - - -
15 117 0 114 0 117 0 139 0 114 0
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6.4.4 NSGA-II

Afin d’analyser les performances de NSGA-II, nous avons généré 120 instances, avec
m ∈ {2, 4, 6} et n ∈ {20, 40, 60, 100}. 50% des travaux sont des jobs de l’agent A. 10
instances sont générées par valeur de n. En choisissant 50% des travaux pour chaque agent,
on s’intéresse donc à la résolution des problèmes les plus difficiles.

Les dates de début des travaux ont été générées aléatoirement selon une distribution
uniforme discrète entre 1 minute et 1438 minutes. De même, les dates de fin des travaux
ont été générées aléatoirement entre (sj + 1) min et 1440 min. Trois types de ressources
sont considérés. Sans perte de généralité, nous normalisons les unités de chaque ressource
renouvelable à 1000. Ainsi, Rk = 1000, k = 1, 2, 3. rj,k est alors généré aléatoirement dans
[1, 1000], j = 1, . . . , n et k = 1, 2, 3.

A l’exception des poids unitaires, ces instances sont comparables aux instances de Type
2.

6.4.4.1 Mesures de performance

Différentes mesures de performances sont utilisées pour évaluer NSGA-II dans ce travail.
Soit l’ensemble des solutions optimales de Pareto S∗ = {a1, . . . , a|S∗|} et l’ensemble des
solutions approchées S = {b1, . . . , b|S|}. Nous classons les mesures de performance en trois
catégories :

— Mesures de cardinalité : nous calculons la taille du front de Pareto exact |S∗|
et du front de Pareto approché |S|. Nous combinons ces mesures pour obtenir le
pourcentage de solutions non dominées strictes générées par NSGA-II : %Sol =
|S∩S∗|
|S∗| × 100. Nous combinons également ces métriques pour obtenir le pourcentage

de solutions non dominées faibles générées par les méthodes proposées, noté %wSol.
— Distance moyenne : nous utilisons la moyenne de la distance euclidienne minimale :

GD = 1
|S|(
∑|S|

i=1 di), avec di la distance euclidienne minimale entre l’élément bi ∈ S
et l’élément le plus proche dans S∗.

— Hypervolume : lorsque la coque convexe du front de Pareto S est proche de la coque
convexe du front de Pareto S∗, la distance moyenne peut être un mauvais indicateur
de la qualité du front S. C’est pourquoi nous introduisons la métrique HyperV pour
hypervolume. Cette métrique calcule l’écart des surfaces entre le front S∗ et le front
S.

Les résultats sont présentés dans le tableau 6.4 et les figures 6.7 et 6.8. Pour chaque
instance, nous comparons le front exact S∗ (calculé par la méthode exacte) et le front de
Pareto S (calculé par l’algorithme NSGA-II). La figure 6.7 indique le nombre de solutions
de Pareto obtenues par la méthode exacte et l’algorithme NSGA-II en fonction du nombre
de travaux et du nombre de machines. Ainsi, lorsque le nombre de travaux et de machines
augmente, le nombre de solutions de Pareto augmente également.

Avec des instances de petite taille (20 travaux), nous remarquons que NSGA-II renvoie
le front de Pareto exact (voir Fig. 6.8.(A)). Cette performance se détériore avec l’augmenta-
tion du nombre de travaux. Néanmoins, NSGA-II permet d’obtenir des solutions de Pareto
faibles pour chaque instance (la Fig. 6.8.(B) montre cette tendance). Ces solutions faibles
sont très proches des solutions optimales.
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Figure 6.7 – Moyenne du nombre de solutions de Pareto.

Figure 6.8 – Exemple de front de Pareto avec : (A) n = 20 et m = 4 ; (B) n = 100 et
m = 4.

D’après le tableau 6.4, pour des instances avec n = 100 et m = 6, la méthode exacte
a besoin de plus d’une heure pour obtenir l’ensemble des solutions de Pareto strictes.
Néanmoins, elle reste assez efficace pour les petites instances (moins d’une minute pour les
instances avec 40 jobs). En ce qui concerne la mesure de la distance moyenne euclidienne
(GD), on peut conclure que la distance par rapport à l’ensemble des solutions optimales est
très faible. Par exemple, la distance moyenne entre le front exact et le front approximatif
obtenu par NSGA-II est inférieure à 2 pour les instances de 100 tâches et 6 machines. Pour
les instances de 40 tâches et 6 machines, NSGA-II ne trouve pas de solution de Pareto
stricte mais la plupart des solutions obtenues sont des solutions de Pareto faibles (entre
96% et 100%). Ces conclusions sont confirmées par la métrique Hypervolume. Nous pouvons
conclure que les fronts de Pareto approchés obtenus par NSGA-II sont proches des fronts
de Pareto exacts.

6.5 Conclusions du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la résolution approchée du problème
d’ordonnancement multiagent à intervalles fixes. Nous adaptons les quatre heuristiques de
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Table 6.4 – Résultats avec nA = 50%n

m n Exacte NSGA− II
CPUs |S∗| CPUs |S| GD HyperV %S %wS

2

20 2,29 3,50 1,50 3,50 0,00 0,00 100,00 0,00
40 8,22 6,30 5,31 6,20 0,00 1,40 98,57 1,43
60 15,08 7,67 10,91 7,33 0,30 16,00 71,30 25,00
100 56,36 13,50 24,97 11,00 0,33 106,50 59,62 40,38

4

20 4,74 3,60 2,37 3,60 0,00 0,00 100,00 0,00
40 21,38 7,40 8,99 6,00 0,35 5,20 55,26 43,08
60 52,15 10,00 19,48 7,50 0,43 24,50 55,00 45,00
100 205,23 14,00 140,04 10,00 1,53 31,00 0,00 100,00

6

20 5,35 2,20 2,80 2,20 0,00 0,00 100,00 0,00
40 35,55 7,50 11,41 5,50 0,46 4,20 40,00 58,33
60 95,83 11,00 65,99 8,50 1,12 17,50 4,55 95,45
100 4510,21 14,50 213,03 7,00 1,98 66,00 0,00 100,00

listes proposées pour la résolution du cas monocritère. Il s’agit des algorithmes gloutons
basés sur des listes de priorités ou règles de tri. Pour calculer le front de Pareto appro-
ché, dans le cas où tous les travaux ont un poids unitaire, nous proposons un algorithme
génétique NSGA-II.

Afin d’analyser les performances des algorithmes gloutons et de NSGA-II, nous avons
repris les jeux de données Type2. Considérons les instances Type2 lesquelles les méthodes
exactes ont pu résoudre à l’optimum certaines instances ou du moins retourner des bornes
supérieures correctes. Les études expérimentales menées nous ont permis de conclure sur
les performances des heuristiques et de la métaheuristique proposées dans ce chapitre. Ces
études révèlent que les algorithmes de listes n’offrent pas de bonnes performances en général
et que les déviations mesurées selon la distance euclidienne pour chaque instance résolue
sont importantes.

L’algorithme NSGA-II quant à lui est très efficace puisqu’il offre des gaps moyens plus
faibles par rapport aux solutions optimales au sens de Pareto lorsque les travaux ont un
poids unitaire.

Concernant les heuristiques gloutonnes, il serait intéressant de les reprendre pour com-
piler le front de Pareto et ainsi calculer les déviations des points trouvés par rapport aux
optima de Pareto les plus proches.

Pour NSGA-II, les premiers résultats expérimentaux dans le cas où chaque travail
a un poids wj ne sont pas concluants. En effet, le codage choisi est mieux adapté aux
problèmes résolus dans ce chapitre, i.e au cas des poids unitaires. C’est pourquoi nous
pensons qu’il serait intéressant de proposer un autre codage pour le cas général et ainsi
appliquer l’opérateur de croisement original proposé dans ce chapitre.

D’autres métaheuristiques telles que Iterated Local Search ILS et GRASP méritent
également d’être développées.
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Conclusion générale et perspectives

La pertinence des modèles est une question qui se pose toujours aux ordonnanceurs
soucieux de modéliser finement le problème d’ordonnancement présent dans leurs systèmes,
avant de passer à la phase de résolution pour proposer des méthodes efficaces et aider ainsi
le décideur à faire son choix.

Dans ce manuscrit, nous avons présenté une synthèse de nos principaux travaux de
thèse de doctorat qui porte sur l’ordonnancement des travaux multiressources à intervalles
fixes sur machines parallèles identiques. Les machines sont dotées de différents types de
ressources renouvelables, présents en quantités limitées, nécessaires pour traiter un travail
soumis par un utilisateur. Cette limitation du système contraint l’ordonnanceur à faire un
choix sur l’acceptation des travaux à exécuter et le refus des travaux à rejeter. Son objectif
est de réduire l’impact négatif des décisions de rejet.

Une des applications de ce travail pour laquelle nous nous sommes intéressés est l’or-
donnancement des travaux dans des systèmes distribués, tels que le Cloud. Dans cette
étude, nous nous sommes restreints à la résolution d’un problème d’ordonnancement com-
plètement maîtrisé où toutes les données du problèmes sont connues : les travaux sont
disponibles au début de l’ordonnancement, les dates de début et de fin des travaux sont
données et donc les durées opératoires sont connues, les travaux exécutés doivent l’être
sans interruption, les travaux sont pondérés et donc n’ont pas tous la même importance
et les ressources renouvelables sont disponibles à tout instant de la planification. La dif-
ficulté du problème réside dans la détermination de l’ensemble des travaux à exécuter et
dans l’affectation des ressources nécessaires pour leur traitement. Dans cette étude nous
avons développé des algorithmes d’ordonnancement exacts et approchés pour maximiser
le profit de l’administrateur du système, i.e. minimiser le coût total de rejet des travaux,
dans une approche monocritère (la qualité de l’ordonnancement est mesurée par une seule
fonction objectif appliquée sur l’ensemble des travaux). Par la suite, nous avons généra-
lisé ces résultats et introduit de nouveaux algorithmes de résolution exacts et approchés
lorsqu’il s’agit de chercher des solutions de meilleurs compromis pour le cas multicritère.
Le problème d’ordonnancement multicritère considéré dans notre étude est différent de la
définition classique puisque l’ordonnancement de chaque sous-ensemble disjoint de travaux
est évalué en fonction d’un critère propre à lui, mais les travaux sont tous en concurrence
pour l’utilisation des ressources. Il s’agit d’un problème d’ordonnancement où un nouveau
type de compromis doit être obtenu. Nous parlons d’ordonnancement multiagent, aussi ap-
pelé ordonnancement avec agents en compétition. Dans ces problèmes d’ordonnancement,
il y a plusieurs agents auxquels sont rattachés des sous-ensembles disjoints de travaux.
Chaque agent a sa propre mesure de performance qui dépend uniquement de l’ordonnan-
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cement de ses travaux. Il s’agit d’un nouveau modèle d’ordonnancement multicritère des
travaux multiressources à intervalles fixes, non abordé jusqu’à présent dans la littérature.
De nouveaux résultats de complexité sont proposés avec identification de cas particulier
polynomiaux pour lesquels nous avons développé des méthodes exactes, principalement de
type programmation dynamique.

Pour les systèmes distribués, il s’agit de résoudre des problèmes d’ordonnancement en
ligne où le challenge demeure toujours dans le développement d’heuristiques extrêmement
rapides mais pas au détriment de la qualité, permettant ainsi le passage à l’échelle. Analyser
théoriquement les performances de ces heuristiques n’est pas facile. Un des intérêts de nos
travaux est d’offrir un moyen de le faire a posteriori.

Comme cela a été signalé dans le deuxième chapitre ”Ordonnancement : Travaux connexes”,
au delà du contexte de ce travail de thèse de doctorat, la résolution des problèmes d’ordon-
nancement des travaux multiressources à intervalles fixes demeure d’actualité et peut être
adaptée à une grande diversité d’applications, comme dans certains systèmes de production
de biens, par exemple.

Les perspectives de recherche qui découlent de ce travail sont très nombreuses. A court
et à moyen terme, les pistes que nous envisagerions de suivre portent en particulier sur
le scénario ”agents en compétition”. Nos perspectives sont de deux natures : théoriques et
appliquées.

Les discussions et perspectives exposées tout au long de ce manuscrit étaient orientées
d’un point de vue technique, précisant le travail restant à faire pour le cas monocritère et
multiagent.

Différentes décompositions du modèle PLNE-3 pourraient être conçues, comme cela
est suggéré dans (Caprara et al., 2013) pour le problème d’allocation de ressources. Nous
avons testé une décomposition alternative de PLNE-3 où le sous-problème (pricing pro-
blem) s’avère être un problème de sac-à-dos multidimensionnel. Les résultats expérimen-
taux indiquent que cette décomposition n’est pas compétitive avec la méthode proposée
dans (Caprara et al., 2013). D’autres méthodes de décomposition sont à explorer.

Pour le Branch& Price, développer des bornes primales, proposer des conditions de
dominances ou encore développer des méthodes exactes ou approchées pour résoudre le
pricing problem sont des pistes qui devraient permettre d’améliorer les performances de
cette méthode exacte. En effet, le pricing problem n’est autre qu’un problème de sac-à-
dos temporel (TKP). Nous pensons en premier lieu utiliser la PPC puis nous inspirer des
résultats de la littérature en nous focalisant principalement sur les approches de type pro-
grammation dynamique. Nous pensons aussi proposer une méthode de type SAT : à une
itération donnée, SAT est appellé pour déterminer parmi l’ensemble des colonnes celles qui
seront retenues dans le problème maître restreint (avant la résolution du pricing problem)
afin d’éviter l’infaisabilité. Il s’agit d’une piste de recherche initiée dans le cadre d’une col-
laboration avec le Dr. Valentin Montmirail 1 lors de son court séjour dans notre laboratoire
en 2019. Notons qu’après avoir modélisé/réécrit nos contraintes dans le bon format, nous
avons utilisé CEGAR (Lagniez et al., 2017) 2 comme boite noire développée par le labora-

1. Valentin Montmirail ancien doctorant du CRIL, ingénieur-chercheur chez Schneider Electric Nice,
Provence-Alpes-Côte d’Azur, France

2. Solveur de modèles SAT
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toire CRIL. Les premiers résultats obtenus pour le cas monocritère ne sont pas compétitifs
avec le Branch& Price.

Même si elles sont efficaces pour résoudre le cas monocritère, les heuristiques de type
List Scheduling, montrent leurs limites pour la résolution du problème d’ordonnancement
multiagent avec l’approche ε-contrainte. Pour une borne QA ∈ [0,WA] donnée, il peut être
intéressant d’utiliser les heuristiques proposées en ajoutant une recherche bidirectionnelle
autour de la valeur QA maximisant ainsi le critère du second agent, moyennant un sur-coût
de complexité raisonnable de l’ordre de O(log(WA), où WA est le poids total des travaux.

De même, NSGA-II n’a pas permis d’avoir des résultats concluants pour l’ordonnan-
cement des travaux pondérés dans le cas de l’ordonnancement multiagent. Il serait donc
intéressant de chercher un autre codage ou encore de penser à une hybridation de cette
méthode avec une heuristique basée sur la recherche de flot dans un réseau, en se basant
sur l’ensemble des cliques maximales. En effet, lorsqu’un seul type de ressources est consi-
déré, la principale difficulté est la détermination de l’ensemble des travaux à ordonnancer.
Aussi, les règles d’affectation des travaux aux machines à partir de la bonne permutation
des travaux permettent d’obtenir une solution optimale. C’est pourquoi nous pensons à
une méthode telle que Iterated Local Search (ILS) ou GRASP, qui peuvent être efficaces
et moins gourmandes en temps d’exécution.

Pour le modèle étudié, il serait intéressant de considérer le cas où, au lieu que chaque
client n’ait qu’une seule date de début et de fin fixe pour chaque application, un ensemble
discret d’heures de début et de fin d’exécution de chaque application soit possible. Dans
ce cas, selon les règles de tri, les algorithmes de listes proposés, peuvent être adaptés.

De plus, la contrainte sur la ressource énergétique a été considérée implicitement dans
notre étude. Il serait intéressant de l’intégrer de façon explicite à notre problème d’ordon-
nancement des travaux multiressources à intervalles fixes puisqu’il s’agit d’une ressource
partagée par tout le système. En effet, un des défis majeurs auxquels font face les fournis-
seurs de service cloud est la réduction du coût d’exploitation énergétique, ou de respecter
au moins le Power capping. C’est un travail en cours et un programme linéaire en nombres
entiers a été développé.

Dans cette thèse, nous nous sommes concentrés sur l’ordonnancement statique (hors
ligne) des machines virtuelles. Il serait intéressant de tester les performances des méthodes
approchées proposées dans le cas en ligne avec préemption des applications. Des critères
d’optimisation tels que la minimisation des encours, l’équilibrage de charge ou encore la
satisfaction du client (respect du contrat de service) peuvent être considérés.

Il serait intéressant aussi de prendre en compte l’aspect dynamique de l’environnement
du cloud. Le problème de la reconfiguration dynamique d’applications arbitraires (demande
des clients sporadique) impliquant éventuellement la migration des machines virtuelles dans
le cloud devraient nécessiter des aménagements à nos algorithmes. La prise en compte de la
dynamicité dans les modèles nécessite d’utiliser, en complément, les modèles stochastique,
par exemple.

Dans le chapitre 1, nous avons identifié trois niveaux d’ordonnancement dans le cloud
computing, une perspective plus générale liée à l’ensemble des contributions de cette thèse
peut être proposée. Elle consiste à combiner tous les différents niveaux d’ordonnancement
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en tant que parties d’un même flux d’ordonnancement. Le résultat sera une approche gé-
nérale de l’ordonnancement, quelle que soit la granularité du service. On peut voir qu’un
client peut envoyer une demande au cloud. En fonction des besoins, un méta-ordonnanceur
au premier niveau (niveau tâche) commencera par trouver le cloud (data center) appro-
prié parmi les clouds pour répondre à la demande du client ou bien elle sera directement
transmise à l’ordonnanceur au deuxième niveau (niveau service). L’étape suivante sera
l’affectation de la demande du client à la combinaison judicieuse des instances de machine
virtuelle (VM) par l’ordonnanceur du deuxième niveau. Au dernier niveau, celui des VM,
l’ordonnanceur du gestionnaire de cloud sera chargé de trouver pour chaque VM proposée
par le niveau des tâches, la meilleure machine physique où elle pourrait être exécutée effi-
cacement.
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