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Résumé

La production et la distribution sont deux éléments essentiels dans une chaîne de pro-
duction. En effet, dans de nombreux systèmes de production, les produits finis sont livrés
de l’usine vers différents clients, entrepôts ou centres de distribution. Afin d’assurer une
optimisation globale des performances, nous abordons dans cette thèse le problème intégré
d’ordonnancement et de distribution. Dans la littérature, de nombreux articles traitent
des approches intégrées, impliquant des décisions de production et de distribution à un
niveau stratégique. De plus en plus d’articles abordent ces problèmes au niveau opéra-
tionnel. De nouveaux problèmes de cette catégorie sont abordés dans cette thèse. Dans
un premier temps le problème déterministe est étudié, et plusieurs cas sont abordés. Pour
chacun d’eux, une étude de complexité est proposée et des algorithmes de résolution exacte
(programmation dynamique, programmation mathématique, génération de colonnes) sont
proposés, ainsi que des méthodes approchées. L’incertitude sur les données est introduite
dans la deuxième partie de la thèse et des méthodes exactes et heuristiques sont propo-
sées pour résoudre des problèmes intégrés robustes d’ordonnancement et de distribution.
En particulier, des approches de programmation linéaire en nombres entiers et des mé-
taheuristiques de type tabou sont proposées pour résoudre les problèmes d’optimisation
robuste standard et d’optimisation "robuste récupérable". Ces méthodes sont évaluées et
les résultats montrent l’efficacité des méthodes que nous proposons.

Mots clés : Recherche opérationnelle, ordonnancement, tournées de véhicules, com-
plexité, programmation dynamique, génération de colonnes, robustesse.
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Abstract

Production and delivery are two essential elements in supply chain management. Indeed,
in many production systems, finished products are delivered from the factory to different
customers, warehouses or distribution centers. In order to ensure a global optimization of
performances, we address in this thesis the integrated problem of scheduling and delivery.
In the literature, a large number of papers deal with integrated approaches at a strategic
level. More and more papers deal with these problems at an operational level. New problems
in this category are addressed in this thesis. In a first part, the deterministic problem is
studied and several cases are treated. For each of them, a study of complexity is proposed
and exact (dynamic programming, mathematical programming, column generation) as well
as approximated methods are proposed. Data uncertainty is introduced in the second part
of the thesis and exact and heuristic methods are proposed to solve integrated problems
of scheduling and delivery. In particular, integer linear programming approaches and tabu
search heuristic are proposed to solve the standard robust approach and the "recoverable
robustness" approach. These methods are evaluated and the results show the efficiency of
the methods that we propose.

Keywords : Operations research, scheduling, vehicle routing, complexity, dynamic pro-
gramming, column generation, robustness.
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Chapitre 1

Introduction

Dans une chaîne logistique, la production et la distribution sont interdépendantes, mais
elles sont généralement traitées séparément. Cette approche non coordonnée facilite le trai-
tement du problème mais peut conduire à des solutions sous-optimales. Par conséquent,
pour atteindre une performance opérationnelle optimale dans une chaîne logistique, il est
crucial d’intégrer ces deux fonctions afin de les planifier de manière coordonnée. En effet, la
compétition que se livrent les entreprises et les défis auxquels elles font face rend le traite-
ment de la production et la distribution de manière intégrée nécessaire dans de nombreuses
situations pratiques.

Durant la thèse, nous avons été confrontés à une problématique réelle dans le contexte de
la production et la distribution de préparations de chimiothérapies injectables. Au CHRU
de Tours, une fois les poches ou seringues préparées, celles-ci sont emmenées dans les ser-
vices (voire dans des services sur un autre site hospitalier de la ville) par une personne,
chargée d’effectuer ces livraisons. Produire ces poches uniquement en fonction de leur des-
tination permettrait sans doute d’optimiser la livraison, mais cela ne correspond pas né-
cessairement aux rendez-vous convenus avec les patients. Inversement, produire les poches
en fonction des dates d’administration souhaitées afin de réduire l’attente des patients,
sans tenir compte du lieu de la livraison n’est pas non plus totalement satisfaisant. Cette
problématique se retrouve dans tout système où la production et la livraison doivent être
décidées de façon coordonnée.

Durant cette thèse, nous avons traité le problème intégré de production et de distribu-
tion où la partie production consiste à trouver une séquence de production de tâches sur
une machine et la partie distribution consiste à livrer les produits finis vers le(s) client(s).
Après une étude de la littérature, nous avons considéré dans un premier temps le pro-
blème déterministe et proposé des études de complexité et des approches de résolution
pour de nouveaux problèmes. Dans la seconde partie de la thèse, des incertitudes ont été
introduites aux modèles d’ordonnancement et de tournées de véhicule et des approches
de résolution ont été proposées. C’est ainsi que durant cette thèse, plusieurs angles de la
recherche opérationnelle ont été abordés tels que des étude de complexité, les algorithmes
de programmation dynamique, des algorithmes d’approximation, des méta-heuristiques, de
la programmation linéaire en nombres entiers et de la génération de colonnes, ou encore de
l’optimisation robuste.
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1.1. REVUE DE LA LITTÉRATURE

1.1 Revue de la littérature

Dans cette section, nous examinons différentes représentations pour le problème d’or-
donnancement basées sur une séquence de tâches et nous donnons une définition des pro-
blèmes de tournées de véhicules. Enfin, nous présentons plus en détail le problème intégré
de production et de distribution ainsi que les différentes manières de l’aborder.

1.1.1 Problèmes d’ordonnancement

Un problème d’ordonnancement consiste à définir un ensemble de dates de début d’exé-
cution pour un ensemble de tâches ayant des ressources communes. En prenant en compte
certaines contraintes de temps (telles que les dates de début au plus tôt, etc.) et dans le
but d’optimiser une fonction objectif, une solution à un problème d’ordonnancement est
représentée par une séquence d’exécution d’un ensemble de tâches sur chaque machine (voir
[Brucker, 2007] pour plus de précision sur les problèmes d’ordonnancement).

On retrouve les problèmes d’ordonnancement dans tous les types d’organisation. Cepen-
dant, le domaine d’application le plus célèbre reste l’industrie et plus précisément la produc-
tion industrielle où les problèmes d’ordonnancement prennent une place importante dans
la gestion de production. Les problèmes d’ordonnancement sont également présents dans
des domaines tels que la gestion de projets, la gestion des emplois du temps, les systèmes
informatique, etc. Récemment, d’autres domaines d’applications tels que le traitement des
grandes masses de données [Berlińska et Drozdowski, 2015, Berlińska et Drozdowski, 2011]
sont apparus.

La théorie de l’ordonnancement s’est développée conjointement avec la théorie de la
complexité. Les méthodes utilisées pour résoudre les problèmes d’ordonnancement viennent
du domaine de l’optimisation combinatoire. Ainsi, des méthodes exactes sont utilisées pour
la recherche de solutions optimales et des méthodes approchées permettent de trouver des
solutions aussi bonnes que possible.

On note J l’ensemble de n (J1, . . . , Jn) travaux (tâches) à ordonnancer. Une tâche est
représentée par une seule opération, ou par plusieurs opérations dans le cas d’un problème
d’ordonnancement avec plusieurs ressources (machines) par exemple. Dans notre cas, on
se place dans environnement à une machine. On note M la machine et on suppose que
celle-ci est disponible à l’instant 0 pour l’exécution des différentes tâches. A chaque tâche
Jj , on associe un temps d’exécution pj sur la machine. On suppose que la préemption n’est
pas autorisée (i.e., une tâche est exécutée sans interruption sur la machine).

La qualité d’un ordonnancement est donnée par une mesure de performance basée sur
la fin d’exécution des tâches. Les fonctions objectif les plus communes sont la durée totale
d’ordonnancement notée Cmax avec Cmax = maxJj∈J Cj ainsi que la somme des dates de
fin d’exécution des tâches

∑
Jj∈J Cj . Si le travail Jj est supposé finir à la date dj , appelée

la date d’échéance de Jj , nous définissons par Lj le retard de Jj , avec Lj = Cj − dj et
Lmax = maxJj∈J Lj , aussi appelé le retard maximal, est une autre mesure de performance
importante pour le problème d’ordonnancement. D’autres mesures de performance peuvent
être définies pour l’ordonnancement (voir [Brucker, 2007] ou [Błażewicz et al., 2015] pour
plus de détails). Un exemple d’ordonnancement sur un environnement à une machine est
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illustré dans l’exemple suivant.

Exemple : environnement à une machine
Soient un ensemble de n = 5 tâches à ordonnancer sur une seule machine. A chaque

tâche Jj sont associées : une durée d’exécution pj , une date de fin souhaitée dj , et une date
de début au plus tôt rj . L’objectif est de trouver une séquence d’exécution des tâches de
façon à minimiser le retard maximal Lmax. Les données du problème sont indiquées dans
le tableau suivant.

Jj J1 J2 J3 J4 J5

rj 0 7 3 4 3
pj 3 4 1 2 4
dj 3 14 4 6 10

Il faut noter que ce problème est NP-difficile au sens fort, i.e. il n’existe pas d’algo-
rithme polynomial pouvant résoudre ce problème à l’optimum, a moins que P = NP
[Garey et Johnson, 1979]. On suppose dans un premier temps que les tâches sont ordon-
nancées par ordre croissant de leurs dates de début au plus tôt rj (Earliest Release Date).
Soit σERD la séquence obtenue. Supposons maintenant que les tâches soient ordonnan-
cées selon un ordre croissant des dates de fin souhaités dj (Earliest Due Date first). Soit
σEDD la séquence obtenue. Une représentation sous forme de diagramme de Gantt ainsi
que l’évaluation des deux séquences sont données dans la Figure 1.1.

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Séquence σEDD

J1 J3 J5J4 J2

Lmax(σEDD) = max(0, 0, 0, 0, 0) = 0

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Séquence σERD

J1 J3 J5 J4 J2

Lmax(σERD) = max(0, 0, 0, 4,−2) = 4

Figure 1.1 – Représentation des séquences σERD et σEDD sous forme de diagramme de
Gantt et leurs évaluations.

1.1.2 Problèmes de tournées de véhicules

Le problème de tournées de véhicules (VRP : Vehicle Routing Problem) est un problème
d’optimisation combinatoire qui cherche à satisfaire la demande d’un ensemble de clients
par une flotte de véhicules. Le VRP a été introduit pour la première fois en 1959 par
Dantzig et Ramser afin de résoudre le problème de livraison d’essence aux stations service.
Depuis lors, l’intérêt pour le VRP a évolué d’un petit groupe de mathématiciens à une
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large panel de chercheurs et de praticiens de différentes disciplines et constitue aujourd’hui
encore l’un des champs les plus importants des problèmes de transport, de distribution et de
logistique. Le VRP est une appellation générique qui englobe toute une classe de problèmes
dans lesquels un ensemble de routes empruntées par une flotte de véhicules partant d’un
ou plusieurs dépôts doit être déterminé afin de satisfaire la demande d’un ensemble de
clients situés à différentes localisations. L’objectif des problèmes de tournées de véhicules
est de minimiser le coût de transport total. La majorité des problèmes réels de VRP sont
plus complexes que le VRP classique. Ainsi en pratique, des contraintes de capacité du
véhicules, de fenêtres de temps durant lesquels un client dois être livré, etc sont ajoutées
au VRP classique. Le VRP est un problème d’optimisation combinatoire NP-difficile au
sens fort et seules de petites instances peuvent être résolues à l’optimum par une méthode
exacte. La figure 1.2 montre un exemple de problème ainsi qu’une des solutions possibles.
Le lecteur trouvera un état de l’art récent des problèmes de tournées de véhicules dans
[Toth et Vigo, 2014].

Figure 1.2 – Une instance de VRP (à gauche) et sa solution (à droite). Source [NEO, 2017]

1.1.3 Problèmes intégrés de production et de distribution

Dans une approche non intégrée du problème où les parties production et distribution
sont traitées séparément, la partie production peut être traitée au préalable et une séquence
d’ordonnancement est alors déterminée. Une séquence de production et, par conséquent,
les dates de fin de production des tâches correspondantes constituent alors les données
d’entrée du problème de tournées de véhicules et une séquence de livraison des tâches
est alors recherchée afin de livrer les tâches vers les différents clients. Ainsi, les dates
de fin de production des tâches qui représentent les dates de disponibilités des tâches
pour la livraison peuvent être vues comme étant des dates de début au plus tôt (release
dates) des tournées dans un problème de tournées de véhicules. Ce problème est traité
par [Cattaruzza et al., 2016], parmi d’autres références. Le cas où la partie distribution est
traitée en premier est également possible. Dans ce cas, le problème d’ordonnancement prend
alors comme données d’entrée les dates de départ des tournées ainsi que leur constitution
et celles-ci peuvent alors être considérées comme des dates de fin de production au plus
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tard des tâches (due dates).
Dans cette section, on aborde de façon conjointe un problème d’ordonnancement de

production et un problème de distribution.
Dans la majorité des travaux réalisés sur les problèmes intégrés d’ordonnancement et

de distribution, la production est effectuée sur un environnement de production à une seule
machine. Nous présentons dans ce qui suit un exemple dans lequel la production se fait sur
une machine et les produits finis sont livrés vers un ensemble de clients situés à différents
endroits.

Exemple : problème intégré de production et de distribution
Soit un ensemble de n = 7 tâches à produire sur une machine et à livrer par un véhicule

de capacité c = 3. Une fois les tâches produites, elles sont livrées vers un ensemble de 7
clients situés à des endroits différents. La tâche Jj est à livrer au site j.

J2 J5 J1 J4 J7 J3 J6

5 2 1 7 4 3 6
w -

�

R -

�

- ^ -

-
D5 D2 D1 D7 D4 D3 D60

�

Figure 1.3 – Illustration d’une solution d’un problème intégré de production et de distri-
bution

La figure 1.3 montre une solution du problème intégré de production et de livraison dans
laquelle la séquence de production est (J2, J5, J1, J4, J7, J3, J6) et le séquence de livraison
est (J5, J2, J1, J7, J4, J3, J6). Ainsi, dans la solution illustrée, le véhicule part livrer les
tâches {J2, J5} à la date de fin de production de la tâche J5 et livre J5 en premier à la
date D5 puis J2 à la date D2. Au retour du véhicule au dépôt, le véhicule attend la fin
de production de la tâche J7 et part livrer le lot (batch) de tâches {J1, J4, J7}. Les tâches
restantes J3, J6 étant prêtes, le véhicule repart immédiatement pour les livrer.

Après cette introduction de la problématique, la littérature existante sur le problème
de production et de distribution intégrés est passée en revue et les caractéristiques des
problématiques ainsi que les approches de résolution qui les accompagnent sont discutées
dans la section qui suit.

1.2 Etat de l’art général

Au cours des vingt dernières années, un nombre croissant de recherches ont été consa-
crées à la mise au point de modèles intégrés de production et de distribution. L’état de
l’art de Chen [Chen, 2010b] permet d’avoir une très bonne vision de la littérature sur cette
catégorie de problèmes. Dans la grande majorité des articles de la littérature, la coordina-
tion de la production et de la distribution est assurée par la création de lots, à savoir, les
produits d’un même lot sont embarqués ensemble et livrés à leurs destinations respectives
au cours d’un seul voyage. Lors de la formation des lots, plusieurs paramètres doivent être
pris en compte tels que le temps de traitement pour la partie ordonnancement et la loca-
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lisation des clients pour la partie livraison. Un nouvel état de l’art est également proposé
par Moons, Ramaekers, Caris et Arda [Moons et al., 2016] sur les problèmes intégrés de
production et de distribution. Cependant, les auteurs excluent certains cas très étudiés
dans la littérature tel que celui où les tâches sont livrées vers un seul site (client) et se
concentrent sur les études incluant de manière explicite le problème de tournées de véhi-
cules. Cette distinction s’explique par le fait qu’un grand nombre d’articles dans lesquels
la partie tournées de véhicules est traitée de manière explicite est récemment paru.

Nous présentons dans cette section les travaux les plus pertinents dans cette catégorie de
problèmes afin de donner une vision globale des différentes caractéristiques des problèmes
étudiés. Ainsi, la partie production des articles que nous traitons dans cette section peut
présenter plusieurs caractéristiques différentes telles que le nombre de machines, des temps
et des coûts de production spécifiques, des temps de maintenance, etc. Des caractéristiques
particulières sont également considérées dans la partie distribution telles que le nombre de
véhicules disponibles pour effectuer la livraison ainsi que leurs propriétés (ex. capacité),
les données du transport telles que le temps et le coût, des restrictions sur le nombre de
tournées qu’un véhicule peut effectuer et sur les dates de livraison des produits, etc.

Etant donné que le cas où le problème de tournées de véhicules ne fait pas partie de la
décision a également été traité durant cette thèse, beaucoup d’articles auxquels nous nous
référons traitent le problème intégré d’ordonnancement et de livraison en considérant que
les produits finis sont livrés vers un unique client (entrepôt) ou que la séquence de livraison
est prédéfinie. Ainsi dans certains des premiers travaux sur cette catégorie de problèmes,
les temps de transport ne sont pas pris en compte et le problème revient à constituer des
lots de tâches à livrer ensemble. Un tel problème est traité par Hal et al [Hall et al., 2001]
qui considèrent des dates de départ du véhicule fixes et un environnement de production
à une ou plusieurs machines ainsi que plusieurs critères d’optimisation tirés des problèmes
d’ordonnancement.

Un nombre important de travaux traitent également le problème dans lequel la partie
tournées de véhicules ne fait pas partie de la décision. En effet, les cas où les produits
finis sont livrés vers un petit nombre de clients et ceux dans un environnement à plu-
sieurs machines où les tâches sont transportées entre différentes machines constituent une
part importante de la littérature dans ce domaine. Dans [Lee et Chen, 2001] les deux si-
tuations sont considérées dans la partie distribution. Dans la première, les tâches sont
d’abord produites sur la première machine puis transportées vers une deuxième machine
afin de terminer la production. Le second type consiste à transporter les tâches produites
vers un unique client (entrepôt). Plusieurs problèmes sont traités et des preuves de com-
plexité ainsi que des algorithmes sont proposés. Dans [Chang et Lee, 2004], les auteurs
considèrent la partie production comme étant un problème d’ordonnancement à une ma-
chine ou à deux machines parallèles et considèrent deux cas pour la partie distribution.
Un premier cas dans lequel les tâches sont livrées vers un unique client (site) et un cas
où les tâches sont livrées vers deux sites distincts. La livraison est effectuée par un seul
véhicule avec une capacité limitée dans lequel chaque tâche occupe un espace particulier.
Les auteurs proposent des preuves de complexité et des algorithmes d’approximation pour
la minimisation de la date de retour du véhicule au dépôt après que toutes les tâches aient
été livrées. Une extension au problème d’ordonnancement à une machine et de livraison
vers un unique client traité par [Chang et Lee, 2004] est traitée par [Chen, 2010a] où un
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ensemble de véhicules est disponible pour effectuer la livraison et les temps de transport
entre le site de production et le client dépendent du véhicule choisi. Les auteurs pro-
posent un programme linéaire en nombres entiers pour résoudre le problème. Ce problème
est également traité par [He et al., 2006] et [Zhong et al., 2007]. Dans [He et al., 2006], les
auteurs proposent une amélioration à l’une des heuristiques d’approximation proposées
dans [Chang et Lee, 2004] et traitent également le cas où des temps de maintenance sur
la machine sont pris en compte et proposent un algorithme polynomial en le nombre de
tâches. Pour le problème à une machine et un site le livraison, [Zhong et al., 2007] pro-
posent la meilleure approximation possible améliorant ainsi les résultats proposés dans
[Chang et Lee, 2004] et [He et al., 2006]. Les auteurs proposent également une heuristique
procurant de meilleures performances pour le problème à deux machines parallèles traité
par [Chang et Lee, 2004]. Dans [Dong et al., 2013], l’environnement de production est re-
présenté par un problème d’ordonnancement de type cheminement libre (open shop) à deux
machines dans lequel les tâches produites sont livrées vers un unique client par un véhicule
de capacité finie. Les auteurs proposent une heuristique avec garantie de performance pour
le cas général. Les auteurs traitent également le cas particulier dans lequel le véhicule livre
une seule tâche à la fois.

Le problème de tournées de véhicules étant NP-difficile au sens fort, un nombre im-
portant d’articles dans la littérature traitent en même temps les cas particuliers où les
tâches sont livrées vers un seul client et ceux où elles sont livrées vers plusieurs clients.
En effet, la complexité de ces cas particuliers a priori simples est étudiée et des algo-
rithmes d’approximation avec garantie de performance sont fréquemment proposés. Dans
[Chen et Vairaktarakis, 2005], les auteurs traitent plusieurs cas particuliers du problème
d’ordonnancement et de livraison. Les tâches sont exécutées sur une seule machine ou un
ensemble de machine parallèles puis livrées vers un seul client ou un ensemble de clients par
un ensemble suffisant de véhicules homogènes de capacité limitée. L’objectif à minimiser
comprend les coûts de transports qui comprennent un coût fixe d’utilisation des véhicules et
les coûts de transport entre les différentes destinations. La fonction objectif prend également
en compte les dates de livraison des produits. Ainsi les auteurs considèrent séparément la
date moyenne de livraison des produits (correspondant à la somme des dates de livraisons)
et la date de livraison de la dernière tâche. Les auteurs traitent six cas particuliers et pour
chacun d’eux, un algorithme polynomial de programmation dynamique ou une heuristique
avec garantie de performance sont proposés. Dans [Chen et Pundoor, 2006], les auteurs
considèrent le problème traité par [Chen et Vairaktarakis, 2005] et traitent le cas où les
tâches sont exécutées sur des machines situées à différents endroits et livrées vers un unique
client. Des preuves de complexité ainsi que algorithmes de résolution sont proposés pour
une multitude de cas. Les mêmes auteurs traitent cette fois dans [Chen et Pundoor, 2009]
le problème d’ordonnancement à une machine et de distribution vers un client par un
ensemble de véhicules homogènes. Les temps de transports sont supposés nuls et la capa-
cité des véhicules limitée représente un poids maximum pouvant être transporté en même
temps. Pour chaque tâche, des dates de fin de production au plus tôt ainsi qu’un poids
occupé dans le véhicule sont introduits. Les auteurs traitent quatre cas du problème consis-
tant à autoriser ou à interdire la préemption dans la production et la livraison. Pour chacun
des problèmes considérés, les auteurs cherchent à minimiser le nombre de lots en faisant en
sorte soit de livrer les tâches avant leurs dates de livraison souhaitées, soit que la moyenne
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des dates de livraison soit inférieure à une durée donnée. Pour chacun des problèmes, les
auteurs proposent des preuves de complexité ainsi que des algorithmes de résolution. Dans
[Lu et al., 2008], les auteurs considèrent le problème d’ordonnancement à une machine dans
lequel les dates de début au plus tôt des tâches sont prises en compte. Les tâches produites
sont livrées vers un unique client (site) par un véhicule de capacité finie représentant un
nombre maximum de tâches pouvant être transportées dans la même tournée. L’objectif
à minimiser étant la date de retour du véhicule au site de production après que toutes
les tâches aient été livrées, les auteurs proposent un algorithme polynomial pour le cas où
la préemption est autorisée. Dans le cas où la préemption n’est pas autorisée, les auteurs
montrent que le problème est NP-difficile et proposent une heuristique avec garantie de
performance. Dans [Condotta et al., 2013], les dates de début de production au plus tôt
sont également prises en compte et des dates de livraison au plus tard sont introduites au
modèle. Les auteurs considèrent un ensemble de tâches à produire sur une machine et à
livrer vers un seul client par un ensemble fini de véhicules identiques de capacité limitée. Un
programme linéaire en nombres entiers ainsi qu’une heuristique tabou sont proposés pour
la résolution du problème. Dans [Li et al., 2005], les auteurs considèrent un problème d’or-
donnancement à une machine et de livraison et cherchent à minimiser la somme des dates
de livraison des tâches. Le problème est montré NP-difficile pour un nombre de sites quel-
conque et proposent un algorithme polynomial de programmation dynamique pour la cas
où les produits finis sont livrés vers une seule destination. Les auteurs proposent également
un algorithme de programmation dynamique polynomial pour le cas où le nombre de sites
est fixe. Un environnement de production spécifique appelé “bundling operations” est consi-
déré par Li et Vairaktarakis [Li et Vairaktarakis, 2007], dans lequel une tâche se compose
de deux opérations différentes. Ainsi, les deux opérations d’une tâche sont exécutées sur
deux machines indépendamment l’une de l’autre et une fois les deux opérations terminées,
la tâche est transportée vers un unique client par un ensemble de véhicules de capacités
limitées. Les coûts de transport étant pris en compte, l’objectif est de minimiser le coût de
livraison total plus une somme pondérée des dates de livraison . Les auteurs proposent des
heuristiques polynomiales ainsi que des algorithmes de programmation dynamique basés
sur des schémas d’approximation.

L’acheminement des matières premières aux sites de production est considéré dans
certains travaux de la littérature. Ainsi, Li et Ou dans [Li et Ou, 2005] considèrent un
problème d’ordonnancement à une seule machine et deux différents entrepôts situés à
deux endroits différents. Les tâches à produire se trouvent au préalable dans le premier
entrepôt puis acheminées vers le site de production. Une fois la production d’une tâche
terminée, celle-ci peut être livrée vers le second entrepôt. Le transport est effectué par
unique véhicule dont la capacité dépend du type de tâches transportées (finies ou pas).
Les auteurs cherchent à minimiser la date de fin de livraison de toutes les tâches. Les
auteurs donnent une preuve de complexité pour le cas général, proposent un algorithme
polynomial pour le cas où la séquence de production est fixée ainsi que des heuristique avec
garantie de performances pour le cas général et des cas particuliers. Ce modèle est étendu
dans [Wang et Cheng, 2009] au cas où le transport est effectué par deux véhicules. Ainsi,
un premier véhicule transporte les tâches à exécuter au site de production (machine) et
un second véhicule transporte les produits finis du site de production jusqu’au deuxième
entrepôt. Les auteurs proposent une heuristiques avec garantie de performance ainsi que
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des algorithmes polynomiaux pour plusieurs cas particuliers.
Il existe également quelques travaux sur la production et la livraison de produits pé-

rissables. Dans [Armstrong et al., 2008], les auteurs traitent le problème à séquence fixée
de production à une machine et de livraison vers ensemble de clients de produits dont
la durée de vie est limitée. La livraison est réalisée en une seule tournée et par un unique
véhicule et des fenêtres de temps pour la livraison sont prises en compte. La séquence étant
prédéfinie, le problème consiste à déterminer l’ensemble de tâches à produire et livrer afin
de maximiser la satisfaction de la demande. Les auteurs proposent une heuristique et un
algorithme de séparation et évaluation (branch & bound) pour résoudre le problème. Dans
[Viergutz et Knust, 2014], les auteurs soulignent une erreur dans l’algorithme de séparation
et évaluation proposé par [Armstrong et al., 2008]. Les auteurs proposent une correction
au séparation et évaluation et étendent les travaux proposés par [Armstrong et al., 2008]
au cas où des temps d’attente sur la machine sont autorisés. Des heuristiques sont égale-
ment proposées pour le cas où la séquence de production et de livraison ne sont pas fixées.
Dans [Geismar et al., 2008], les auteurs considèrent que la production se fait sur une ma-
chine où une quantité fixe est produite par unité de temps. Les produits sont considérés
périssables et doivent être livrés par un unique véhicule de capacité limitée vers un en-
semble de clients situés dans différents sites. Le problème consiste à déterminer les clients
à livrer dans chaque tournée de sorte que la date de péremption ne soit pas dépassée et
en minimisant la date de fin de livraison de tous les produits. Les auteurs montrent que
le problème est NP-difficile et proposent des bornes inférieures de l’objectif ainsi qu’une
heuristique à deux phases pour résoudre le problème. Le même problème est étudié par
[Karaoğlan et Kesen, 2017] et [Devapriya et al., 2016] pour lequel les premiers auteurs pro-
posent une procédure de séparation et génération de coupes et les seconds proposent un
algorithme génétique ainsi que deux algorithmes mémétiques.

Une contrainte particulière qui stipule que le véhicule doit partir exactement à la
date de fin de production des tâches transportées durant une tournée est introduite dans
[Gao et al., 2015]. Les auteurs considèrent le problème d’ordonnancement à une machine
et de livraison où un seul véhicule de capacité limitée est disponible pour livrer les tâches
finies. Après une étude de complexité montrant que le problème est NP-difficile, les au-
teurs proposent un algorithme polynomial pour le cas particulier dans lequel les temps
de transports sont identiques et les durées de production des tâches sont identiques. Une
heuristique polynomiale avec garantie de performance est également proposée pour le cas
général. Dans [Lee et al., 2014], les auteurs considèrent un problème de production et de li-
vraison de substances médicales radioactives. La production est réalisée sur un ensemble de
machines et chaque tâche est exécutée sur une seule machine. Les produits finis sont livrés
vers les clients par un ensemble de véhicules. Le problème comprend plusieurs contraintes
et paramètres tels que les coûts et la vitesse de production, les coûts de transports, les
fenêtres de temps pour la livraison, etc. L’objectif est de minimiser un coût total incluant
les coûts de production, les coûts de transport et les coûts fixes d’utilisation d’un véhicule.
Les auteurs proposent un programme linéaire en nombre entiers ainsi qu’un algorithme de
recherche à voisinage étendu (large neighborhood search).

Une caractéristique particulière est introduite par [Ullrich, 2013] dans la partie distri-
bution. Les auteurs considèrent un environnement à machines parallèles avec des temps
de disponibilité sur les machines et un problème de tournées de véhicules pour la partie
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distribution. La livraison est réalisée par un ensemble de véhicules de capacité finie et des
temps de disponibilité des véhicules sont introduits et pour chaque tâche, des dates de fin
de production au plus tard ainsi que des fenêtres de temps et l’objectif est de minimiser
la somme des retards de production pour la partie production et des retards de livraison
pour le problème de tournées de véhicules. Les auteurs proposent dans un premier temps
un programme linéaire en nombres entiers pour le problème d’ordonnancement, pour le
problème de tournées de véhicules ainsi que pour le problème intégré d’ordonnancement et
de tournées de véhicules. Les auteurs proposent également deux heuristiques de décomposi-
tion ainsi qu’un algorithme génétique. Dans [Lee, 2015], l’auteur traite le problème intégré
d’ordonnancement et de distribution dans lequel des coûts de transport dépendent de la
date de livraison. La production est représentée par un problème d’ordonnancement à une
machine dans lequel des temps d’arrêt de production sont permis et un grand ensemble de
véhicules est disponible pour effectuer la livraison. L’auteur cherche à minimiser la somme
du coût de l’ordonnancement et du coût de livraison. Plusieurs objectifs sont pris en compte
dans la partie ordonnancement tels que la somme des dates de fin de production des tâches,
le retard maximum, etc. L’auteur étudie la complexité en proposant soit des preuves de
NP-difficulté ou bien des algorithmes polynomiaux de programmation dynamique pour
une variété de fonctions objectifs et de cas particuliers. Dans [Scholz-Reiter et al., 2010],
les auteurs considèrent un contexte de chaîne de production globale et se concentrent sur
l’interface entre la production et la partie logistique le long de la chaîne d’approvisionne-
ment. La partie production consiste à produire des tâches sur un ensemble de machines
de type cheminement unique hybride (hybrid flowshop) et de les affecter ensuite à des
tournées. L’objectif est une fonction comprenant plusieurs paramètres tels que les coûts de
production, les coûts de stockage, les coûts des tournées, etc. Les auteurs proposent une
formulation mathématique testée sur de petites instances.

1.3 Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est divisé en deux parties et est organisé de la manière suivante.
Dans la partie I, le problème déterministe de production sur une machine et de dis-

tribution intégré est abordé. Dans le chapitre 2, les séquences de production et de dis-
tribution sont considérées fixées. Nous montrons dans un premier temps que le problème
est NP-difficile puis nous présentons un algorithme de programmation dynamique pseudo-
polynomial pour le résoudre. Plusieurs cas sont traités et, pour chacun d’eux, le problème
est soit prouvé NP-difficile soit un algorithme de programmation dynamique polynomial
est proposé pour sa résolution. Dans le chapitre 3, nous considérons que les tâches sont
produites sur une machine et livrées vers un seul client et que le véhicule part effectuer
les livraisons à des dates fixes. Le problème est montré NP-difficile et un algorithme d’ap-
proximation est proposée pour un cas particulier. Un modèle de programmation linéaire
en nombres entiers et une formulation étendue adaptée à la génération de colonnes sont
proposés pour le cas général. Dans le chapitre 4, le problème intégré d’ordonnancement et
de tournées de véhicules est abordé. Après une brève étude de complexité de cas particu-
liers supplémentaires, des formulations étendues adaptées à la génération de colonnes sont
proposées pour deux fonctions objectifs.
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Dans la partie II, l’incertitude sur les données est introduite et le problème intégré de
production et de distribution robuste est traité. Ainsi, une définition de la robustesse et les
différentes manières de l’aborder seront présentées dans le chapitre 5. Ensuite, nous abor-
dons dans le chapitre 6 le problème d’ordonnancement robuste (sous la forme classique et
sous la forme de robustesse récupérable) pour lequel nous proposons des modèles linéaires
en nombres entiers et une heuristique tabou. Dans le chapitre 7, le problème de tournées
de véhicules est introduit à l’ordonnancement et des modèles PLNE ainsi que des heuris-
tiques tabou sont proposés pour la résolution du problème intégré d’ordonnancement et
de tournées de véhicules robuste également sous les deux formes considérées. Enfin dans le
chapitre 8, des expérimentations sont effectuées et les résultats des différents algorithmes
sont présentés. Ces résultats montrent l’intérêt de la robustesse récupérable par rapport à
la robustesse classique.
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Première partie

Production et distribution intégrées -
cas déterministe
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Chapitre 2

Problème d’ordonnancement et de
livraison intégrés à séquence fixée et
autres cas particuliers

Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas particulier du problème d’ordonnancement à une
machine et de livraison intégré dans lequel l’ordre d’exécution des tâches sur la machine
et l’ordre de livraison sont les mêmes et prédéfinis. Les tâches sont livrées vers différents
clients par un unique véhicule disposant d’une capacité limitée. Chaque tâche nécessite un
temps d’exécution sur la machine et les temps de transport entre les clients sont également
pris en compte. Étant donné que la séquence de production ainsi que l’ordre de livraison
sont connus, le problème consiste alors à regrouper les tâches en lots à livrer durant la
même tournée et notre objectif est de minimiser la somme des dates de livraison. Après
une brève description du problème et un rappel de notations, une preuve de complexité
ainsi qu’un algorithme de programmation dynamique pseudo-polynomial sont donnés. Dans
la suite du chapitre, nous traitons quelques cas particuliers et pour chacun d’eux, nous
établissons soit une preuve de complexité soit un algorithme polynomial pour sa résolution.
Ce travail est issu d’une collaboration avec Alessandro Agnetis. Il a été présenté dans
la conférence internationale avec actes ICORES [Cheref et al., 2016a] et a été soumis à
Journal of Scheduling (révision mineure).

2.1 Introduction et présentation du problème

Nous donnons ici quelques notations utilisées dans ce manuscrit avant de passer à la
description du problème :

— n : nombre de tâches
— {J1, J2, . . . , Jn} : ensemble des tâches à livrer respectivement aux sites {1, 2, . . . , n}
— c : la capacité du véhicule
— ti,j : le temps de transport entre le site i et le site j
— Cj : la date de fin d’exécution de la tâche Jj sur la machine. Cette date correspond

à la date à laquelle la tâche Jj est disponible pour être livrée.
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— Dj : la date de livraison de la tâche Jj .
La capacité c du véhicule est considérée dans ce chapitre comme étant le nombre maxi-

mal de tâches qu’il peut charger et par conséquent livrer durant une tournée. Ceci revient
à dire que la taille sj d’un job Jj est égale à 1 pour tout j. Les tâches doivent être livrées
dans l’ordre dans lequel elles ont été produites et ainsi la séquence de production spécifie
aussi l’ordre dans lequel les clients sont atteints. La séquence de production étant supposée
fixée dans ce chapitre, le problème intégré d’ordonnancement et de distribution considéré
dans ce chapitre se réduit à une partition des tâches en lots (i.e. un schéma de batching)
dans lequel chaque lot est livré suivant l’ordre d’exécution des tâches sur la machine.

En général, la performance d’un système dépend de plusieurs décisions prises simultané-
ment : ordonnancement de la production, constitution des lots et de la tournée de véhicules.
Ceci requiert un modèle intégré permettant la coordination de tous ces aspects. Une so-
lution pour notre problème avec séquence prédéfinie est une spécification d’un schéma de
batching et constitue donc une variante très simplifiée d’un problème intégré de production
et de distribution.

La mesure de performance que nous considérons dans ce chapitre dépend exclusive-
ment des dates de livraison. En particulier, celle-ci est notée Z et a une des deux valeurs
suivantes :

— la somme des dates de livraisons, i.e., Z =
∑n

j=1Dj

— la somme de fonctions individuelles des dates de livraison, i.e., Z =
∑n

j=1 fj(Dj),
où fj(Dj) est une fonction croissante des Dj

A noter que le seconde fonction inclut les fonctions telles que la somme (pondérée) des
dates de livraison, la somme (pondérée) des retards, etc.

Le problème considéré peut être décrit par la notation α|β|γ due à [Lee et Chen, 2001].
En effet, une seule machine est utilisée pour la production et les tâches sont distribuées vers
les différents clients (1 → D), les tâches sont livrées vers n sites (k = n), la livraison est
effectuée par un unique véhicule (v = 1) de capacité finie c. Enfin, la séquence de production
et de livraison sont identiques et fixées (fixed-seq) et l’objectif est de minimiser la somme
des dates de livraisons. Le problème est alors noté 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj .

Problème 1→ D|k = 1, v = 1, c, fixed-seq|
∑
Dj. Etant donné n tâches avec des durées

d’exécution pj, j = 1, . . . , n, des temps de transport ti,j pour tout (i, j)i=1,...,n;j=1,...,n;i 6=j, et
une séquence σ des n tâches. Trouver une partition des tâches en lots telle que Z minimum.

Exemple : On considère une instance avec n = 7 tâches, une capacité du véhicule
c = 3 et une séquence de production et de livraison σ = (J1, J2, J3, J4, J5, J6, J7). Etant
donné que la séquence est fixée, seuls les temps de transport entre des sites successifs et
entre le dépôt et les différents sites sont nécessaires. Le temps d’exécution des tâches, le
temps de transport entre des sites successifs ainsi que les temps de transport du dépôt aux
différents sites sont donnés dans le tableau suivant.

Jj 1 2 3 4 5 6 7

pj 6 10 7 9 12 18 8
tjj+1 7 - 6 6 - 8 -
tMj 6 9 7 - 8 5 -
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La figure 2.1 montre une solution du problème dans laquelle le véhicule part à la date
C2 = 16 pour livrer le premier lot constitué des tâches {J1, J2} et retourne au dépôt à la
date 38. Le véhicule attend la fin de production de la tâche J5 afin de livrer le lot {J3, J4, J5}
et retourne au dépôt à la date 71. La production du lot {J6, J7} étant terminée au retour du
véhicule, celui-ci repart immédiatement afin de le livrer. Les dates de livraison des tâches
{J1, . . . , J7} sont alors égales à (22, 29, 51, 57, 63, 76, 84) respectivement et la somme des
dates d’arrivées

∑7
j=1 = 382.

J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7

1 2 3 4 5 6 7
w -

�

R -

�

- ^ -

-
D1 D2 D3 D4 D5 D6 D70

Figure 2.1 – Une illustration du problème 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|
∑
Dj

Dans ce chapitre, nous nous concentrons principalement sur le problème d’optimisation
1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj à savoir, comment former les lots avec une séquence

de production donnée. Le problème général dans lequel la séquence de production et de
distribution n’est pas prédéfinie et doit être décidée est traité dans le chapitre 4. Celui-ci a
par ailleurs été prouvé NP-difficile par [Li et al., 2005] par une réduction polynomiale au
Traveling Repairman Problem.

Nos contributions dans ce chapitre sont comme suit. Dans un premier temps, nous carac-
térisons complètement la complexité du problème 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj .

Ainsi, pour une fonction objectif Z de type somme pondérée des dates de livraison, nous
montrons que le problème est NP-difficile au sens ordinaire et qu’il peut être résolu en temps
pseudo-polynomial pour n’importe quelle fonction de dates de livraison. Par la suite, nous
élargissons la preuve de complexité au problème dans lequel plusieurs produits doivent être
livrés vers un même client ainsi qu’au cas où la préemption dans la livraison est permise.
Enfin, nous nous intéressons à quelques cas particuliers tels que des temps de transport
identiques entre les clients, un nombre de sites borné et le cas où les temps d’exécution
sont nuls. Pour tous ces cas, des algorithmes de programmation dynamique polynomiaux
sont donnés.

2.2 Complexité du problème 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|
∑

fjDj

Du moment que l’ordre de production est prédéfini et que les produits sont livrés vers
les clients en suivant le même ordre, nous supposons que la séquence de production σ est
comme suit σ = (J1, J2, ..., Jn) et que les tâches sont livrées dans le même ordre c’est-à-
dire (L1, L2, ..., Ln). Ceci implique aussi que seuls les temps de transport entre deux sites
successifs tj,j+1 et les temps de transport entre les sites et le dépôt tj,M = tM,j présentent
un intérêt.

Considérons d’abord le problème 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|
∑
Dj où la fonction

objectif Z est la durée totale de livraison. Afin d’entamer notre preuve de complexité, nous
introduisons le problème suivant :
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Even-Odd Partition (EOP). Etant donné un ensemble de n paires d’entiers positifs
(a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn) , où, pour tout i, ai > bi. Soit K =

∑n
i=1(ai + bi), existe-t-il

une partition (S, S̄) de l’ensemble des indices I = {1, 2, . . . , n} telle que

∑
i∈S

ai +
∑
i∈S̄

bi = K/2 ? (2.1)

EOP est NP-difficile au sens ordinaire [Garey et al., 1988]. Pour la preuve, nous allons
utiliser une version légèrement modifiée du problème EOP.

Modified Even-Odd Partition (MEOP). Etant donné un ensemble de n paires
d’entiers positifs (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn) , où, pour tout i, ai > bi. Soit Q =

∑n
i=1(ai−

bi), existe-t-il une partition (S, S̄) de l’ensemble des indices I = {1, 2, . . . , n} telle que

∑
i∈S

(ai − bi) = Q/2 ? (2.2)

A noter que les problèmes EOP et MEOP sont équivalents. En effet, supposons que
pour une instance donnée, EOP admet une partition (S, S̄). Pour la même instance, le pro-
blème MEOP admet une même partition (S, S̄). Effectivement, en soustrayant

∑n
i=1 bi =∑

i∈S bi +
∑

i∈S̄ bi des deux côtés de (2.1), on obtient :

∑
i∈S

(ai − bi) = K/2−
n∑
i=1

bi (2.3)

Maintenant, d’après la définition de K et de Q, il se trouve que

Q = K − 2
n∑
i=1

bi

Alors, nous pouvons voir que (2.3) est équivalent à (2.2) et ainsi nous pouvons présenter
le résultat suivant.

Théorème 2.2.1 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|
∑n

j=1Dj est NP-difficile même si la
capacité du véhicule c = 2.

Démonstration. Nous pouvons commencer par dire que ce problème est évidement dans
la classe NP et que cette preuve consiste à monter que ce problème est NP-difficile. En
l’occurrence, NP-difficile au sens ordinaire par réduction polynomiale au problème MEOP.

Etant donnée une instance de MEOP, nous construisons une instance du problème
1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj comme suit :

- Un ensemble de 3n + 3 tâches {J1, J2, . . . , J3n+3} à ordonnancer dans cet ordre sur
la machine et à livrer dans le même ordre vers 3n + 3 sites L1, L2, . . . , L3n+3. Les durées
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d’exécution des tâches sur la machine sont définies de la manière suivante :

p1 = p2 = p3 = 0,

p3i+1 = p3i+2 = 1, ∀i = 1 . . . n− 1

p3i+3 = 4xi + bi − 2, ∀i = 1 . . . n− 1

p3n+1 = 4xn + bn +Q/2,

p3n+2 = p3n+3 = 0

- Où xi est défini comme suit :

xi = (3ai − 2bi + 3(n− i)(ai − bi))/2 ∀i = 1 . . . n (2.4)
xn+1 = 0

- Etant donné que seuls les temps de transport tj,j+1 et ceux entre les sites et le dépôt
tj,M = tM,j nous intéressent, ceux-ci sont définis comme suit :

tM,3i+1 = tM,3i+2 = tM,3i+3 = xi+1, ∀i = 0 . . . n− 1

t3i+1,3i+2 = ai+1, ∀i = 0 . . . n− 1

t3i+2,3i+3 = bi+1, ∀i = 0 . . . n− 1

t3i+3,3i+4 = xi+1 + xi+2 ∀i = 0 . . . n− 1

tM,3n+1 = tM,3n+2 = tM,3n+3 = 0

t3n+1,3n+2 = t3n+2,3n+3 = 0

- La capacité du véhicule est c = 2 (i.e., le véhicule peut transporter au plus deux
tâches durant une même tournée).

- Le problème consiste à déterminer s’il existe une solution telle que le total des dates
de livraisons (

∑n
j=1Dj) n’excède pas :

f∗ =
n∑
i=1

(3C3i + 7xi + bi) + C3n+1 + C3n+2 + C3n+3 −Q/2. (2.5)

Pour la suite de la démonstration, une solution qui satisfait (2.5) est appelée faisable et
l’ensemble des tâches (J3i+1, J3i+2, J3i+3), i = 0, . . . , n, est appelé triplet et est noté Ti+1.

La démonstration se déroule selon le schéma suivant :
1. nous établissons d’abord via le lemme 2.2.2 que si une solution faisable existe alors

celle-ci a une structure particulière appelée triplet-orientée,
2. nous analysons certaines propriétés de cette structure,
3. nous montrons qu’une solution triplet-orientée avec une valeur f∗ existe si et seule-

ment si la réponse au problème MEOP est positive.

Lemme 2.2.2 Si une solution faisable existe alors il en existe une satisfaisant la propriété
suivante : pour tout i = 1, . . . , n, les tâches J3i et J3i+1 ne sont pas dans le même lot.
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Démonstration. On suppose qu’une solution faisable existe dans laquelle, pour un certain i
(1 ≤ i ≤ n), les tâches J3i et J3i+1 appartiennent au même lot. Etant donné que c = 2, le
véhicule ne peut pas livrer une troisième tâche dans la même tournée. Comme conséquence
à cela, le véhicule doit retourner au dépôt M afin de charger d’autres tâches et commencer
une nouvelle tournée. Si on dénote par τ la date de départ de la tournée qui livre les tâches
J3i et J3i+1, alors la tâche J3i est délivrée à la date D3i = τ + tM,3i (date d’arrivée du
véhicule au site L3i) et la tâche J3i+1 est délivrée à la date D3i+1 = τ + tM,3i+ t3i,3i+1. Par
conséquent, nous avons D3i = τ +xi, D3i+1 = τ +xi + (xi +xi+1) et le véhicule retourne à
M à la date τ+2xi+2xi+1. Maintenant, si on remplace ce lot par deux lots en affectant une
tâche à chacun, alors on obtient que les dates de livraison de ces tâches restent inchangées
ainsi que la date de retour du véhicule au dépôt. Par conséquent, il existe une solution
équivalente dans laquelle les tâches J3i et J3i+1 ne sont pas dans le même lot. 2

Ainsi, nous appelons triplet-orientée une solution qui satisfait le Lemme 2.2.2. La raison de
cette appellation vient du fait que la solution est décomposée en triplets. Plus précisément,
chaque triplet est noté Ti+1 = (J3i+1, J3i+2, J3i+3), i = 0, . . . , n − 1. Pour chaque triplet,
une conséquence du Lemme 2.2.2 est qu’il y a exactement deux lots pour la distribution et
uniquement deux possibilités pour leur composition :

— soit le premier lot contient {J3i+1, J3i+2} et le second contient {J3i+3},
— soit le premier contient {J3i+1} et le second {J3i+2, J3i+3}.

Ces deux possibilités sont appelées option A et option B respectivement (voir Fig. 2.2).
Considérons dans la suite l’option B comme étant l’option de base.

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3(i-1)+3

bi

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3(i-1)+3

ai

3i+1 3i+2 3i+3

3i+1 3i+2 3i+3

option A

option B

ai − bi

Figure 2.2 – Les tournées suivant les options A et B.

Taille des tournées. On désigne par taille d’une tournée le temps nécessaire au véhicule
pour délivrer les tâches d’un lot. SoientMA

i etMB
i qui dénotent les durées nécessaires pour

livrer les tâches de Ti suivant l’option A (et l’option B, respectivement) à savoir :

MA
i = 4xi + ai (2.6)

MB
i = 4xi + bi (2.7)
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Etant donné que ai > bi, l’option A nécessite une durée plus longue pour effectuer la
tournée que l’option de base. La différence de durées entre ces deux options (i.e., le temps
supplémentaire nécessité par l’option A par rapport à l’option B) est précisément ai − bi.

Lemme 2.2.3 Dans toute solution triplet-orientée, le véhicule n’est jamais en inactivité
excepté potentiellement avant de charger la tâche J3n+1.

Démonstration. Pour commencer, reconsidérons d’abord le premier triplet T1. Le véhicule
part pour la tournée à la date 0 pour délivrer le lot {J1} (ou {J1, J2}) et retourne au dépôt
à la date 4x1 + b1 (ou 4x1 + a1, respectivement). La date de fin d’exécution du triplet
T2 = (J4, J5, J6) est précisément égale à C6 =

∑6
j=1 pj = 1 + 1 + 4x1 + b1 − 2 = 4x1 + b1.

Puisque a1 > b1, immédiatement après le retour au dépôt, le véhicule peut repartir pour
livrer les tâches du triplet T2. De la même façon, la taille des tournées (MA

i ou MB
i ) qui

livrent les tâches de Ti ne peut pas être inférieure à la durée de production du triplet Ti+1.
Ainsi le véhicule pourra toujours repartir immédiatement pour les tâches du triplet Ti+1.
Ce raisonnement n’est plus valide pour le dernier triplet Tn+1 étant donnée la durée p3n+1

de la tâche J3n+1. 2

Compte tenu du Lemme 2.2.3, on peut calculer le temps total de livraison pour le
scénario de base, i.e., lorsque l’option B est systématiquement choisie. D’après (2.7), on
sait qu’après avoir livré les deux dernières tâches de Ti, le véhicule retourne toujours à
M exactement à la date C3i (voir Fig. 2.3). Par conséquent, après avoir livré les triplets
T1, . . . , Tn le véhicule retourne au dépôt à la date C3n+4xn+ bn. En raison de la définition
de p3n+1 et du fait que la production de la tâche J3n+1 commence à la date C3n, on a
C3n + 4xn + bn = C3n+1 − Q/2. Dans ce cas, le véhicule reste en état d’inactivité au
dépôt entre C3n+1 − Q/2 et C3n+1 et repart une fois la production de la tâche J3n+1

terminée. Les temps de transport vers les sites de Tn+1 étant nuls ainsi que les durées de
production des deux derniers jobs, les tâches de Tn+1 peuvent toutes être livrées à la date
C3n+1 = C3n+2 = C3n+3. Enfin, vu que C1 = C2 = C3 = 0, les tâches J3i+1, J3i+2 et J3i+3

d’un triplet Ti+1 sont livrées aux dates C3i+xi, C3i+3xi, et C3i+3xi+ bi, respectivement
(voir Fig. 2.3).

Donc on obtient :

fBASE =

n∑
i=1

(3C3i + 7xi + bi) + C3n+1 + C3n+2 + C3n+3 (2.8)

...

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3(i-1)+3
bi

3i+1 3i+2 3i+3

xi xi xi xi

Ti+1Ti

Figure 2.3 – La solution de base (i.e., l’option B est toujours choisie).
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Contribution à la durée de livraison totale. Avant de calculer la contribution d’un
certain triplet au total des dates d’arrivées, considérons une solution dans laquelle le départ
du véhicule pour la livraison des trois derniers jobs J3n+1, J3n+2 et J3n+3 coïncide avec
leur date de fin de production, i.e., à la date C3n+1 = C3n+2 = C3n+3 (option A et option
B sont équivalentes). On appelle régulière une solution respectant de telles conditions.

L’expression (2.8) fait référence au scenario dans lequel l’option B est systématiquement
choisie pour tous les triplets. Dans un but de clarté, on appellera par la suite solution
basique, une solution dans laquelle nous supposons que le véhicule part livrer le triplet
Ti à la date C3i. A présent nous allons calculer la valeur de la fonction objectif pour une
solution quelconque, i.e., une solution dans laquelle les options A et B peuvent être choisies
pour tous les triplets. Tout d’abord nous allons évaluer la contribution d’un triplet Ti au
total des dates d’arrivées dans une solution basique. Soient maintenant TDTAi et TDTBi
les contributions des options A et B à la fonction objectif. On a :

TDTAi = (C3i + xi) + (C3i + xi + ai) + (C3i + 3xi + ai) = 3C3i + 5xi + 2ai

TDTBi = (C3i + xi) + (C3i + 3xi) + (C3i + 3xi + bi) = 3C3i + 7xi + bi

La différence entre les contributions selon l’option A et l’option B est comme suit :

TDTBi − TDTAi = 2xi + bi − 2ai (2.9)
= (3ai − 2bi + 3(n− i)(ai − bi)) + bi − 2ai

= ai − bi + 3(n− i)(ai − bi)

Sachant que ai > bi, on peut voir que la différence est positive. Cela revient à dire que le
choix de l’option A au dépend de l’option B apporte un avantage en terme de total des
dates de livraisons. Cependant, cette situation à première vue favorable à l’option A est
atténuée par le fait que la durée de la tournée dans l’option B est plus courte (Fig. 2.4).
Dans une solution régulière, un tel écart dans les tailles des tournées se répercute sur toutes
les tâches ultérieures excepté les trois dernières J3n+1, J3n+2 et J3n+3. Pour une solution
régulière, l’effet de choisir sur un triplet Ti l’option A par rapport à l’option B est de :

3(n− i)(ai − bi) (2.10)

En conséquence, le bénéfice net en terme de fonction objectif lorsque pour un triplet Ti
l’option A est choisie au dépend de l’option B est obtenu en soustrayant (2.10) à (2.9).
D’après la définition de xi (2.4), le bénéfice net est comme suit :

bénéfice neti = (2xi + bi − 2ai)− 3(n− i)(ai − bi)
= ai − bi (2.11)

Pour conclure, il s’avère que lorsque l’option A est choisie au dépend de l’option de
base, la tournée se trouve plus grande de (ai − bi) mais la contribution au total des dates
d’arrivées plus petite de (ai − bi) également (voir Fig. 2.5). Etant donné alors n’importe
quelle solution régulière triplet-orientée dans laquelle les trois dernières tâches partent à
leur date de fin de production, soit TA l’ensemble des triplets pour lesquels l’option A est
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...

ai − bi

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3(i-1)+3
ai

xi xi xi xi

Ti+1Ti
3i+1 3i+2 3i+3

Figure 2.4 – Ti est le premier triplet dans lequel l’option A est choisie.

choisie. Alors, à partir de ces considérations, la valeur f de la fonction objectif est donnée
par :

f = fBASE −
∑
i∈TA

(ai − bi) (2.12)

D’autre part, la date à laquelle le véhicule retourne au dépôt M avant le chargement des
trois dernières tâches (J3n+1, J3n+2 et J3n+3) est donnée par :

C3n + 4xn + bn +
∑
i∈TA

(ai − bi) (2.13)

.... ....Ti+1

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3i

bi

.... ....Ti+1

∑i
j=1 aj − bj

3(i-1)+1 3(i-1)+2 3i

ai

T2

1 2 3

a1

T2

1 2 3

b1

3n+1, 3n+2, 3n+3

3(n-1)+1 3(n-1)+2 3n

an

Q/2

3n+1, 3n+2, 3n+3

3(n-1)+1 3(n-1)+2 3n

bn

Q/2

a1 − b1

Figure 2.5 – Solution suivant que l’option A ou B est choisie uniquement

Dans une solution régulière, la tâche J3n+1 ainsi que les tâches J3n+2 et J3n+3 sont
livrées à la date C3n+1 = C3n + 4xn + bn +Q/2. Par conséquent, et à partir de (2.13), dans
une solution régulière on doit avoir :∑

i∈TA

(ai − bi) ≤ Q/2

D’un autre côté, en comparant (2.5), (2.8) il se trouve que :

f∗ = fBASE −Q/2

Et à partir de (2.12), une solution régulière est faisable précisément s’il existe un sous-
ensemble d’indices dans TA tel que

∑
i∈TA(ai − bi) = Q/2, i.e., si et seulement si il existe

une partition dans l’instance de MEOP. En conclusion de la démonstration, il reste à
montrer que f∗ peut être atteint uniquement par une solution régulière. En effet, dans une
solution non régulière, la date de livraison des trois dernières tâches (J3n+1, J3n+2 et J3n+3)
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est retardée de (
∑

i∈TA(ai − bi)−Q/2). En conséquence, l’expression de f (2.12) doit être
modifiée pour tenir compte d’un tel retard, à savoir :

f = fBASE−
∑
i∈TA

(ai−bi)+3(
∑
i∈TA

(ai−bi)−Q/2) = fBASE+2
∑
i∈TA

(ai−bi)−3Q/2 (2.14)

Etant donné que dans une solution non régulière∑
i∈TA

(ai − bi) > Q/2,

A partir de (2.14), on a :

f = fBASE + 2
∑
i∈TA

(ai − bi)− 3Q/2 > fBASE +Q− 3Q/2 = fBASE −Q/2

Par conséquent, la solution ne peut pas être faisable. 2

2.2.1 Algorithme pseudo-polynomial pour 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|
∑

fjDj

A moins que P=NP, le théorème 2.2.1 implique qu’il n’existe pas d’algorithme polyno-
mial pour résoudre le problème 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|

∑
fjDj . En conséquence à cela,

un algorithme polynomial ne peut être trouvé pour des fonctions plus générales telles que
Z =

∑
j fj(Dj). Dans ce qui suit, nous montrons que 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|

∑
fjDj

peut être résolu en temps pseudo-polynomial ce qui permet de statuer sur la complexité
de 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|

∑
fjDj .

Etant donné que la séquence de production σ est prédéfinie, les dates de fin de produc-
tion des tâches Cj qui représentent aussi les dates auxquelles les tâches sont prêtes pour
la livraison sont connues. Sans perte de généralité, nous supposons qu’à l’instant 0 que le
véhicule se trouve au dépôt. On commence par présenter les notations utilisées avant de
passer à la fonction récursive.

— {i, j} : un lot contenant les tâches Ji, . . . , Jj
— M(i, j) : la durée de la tournée transportant le lot {i, j}
— K(i, j, t) : la contribution à l’objectif du lot {i, j} si le véhicule part à l’instant t

On dénote aussi par F (i, j, t) la valeur de la solution optimale du problème restreint aux j
premières tâches dans lequel la dernière tournée part à l’instant t et transporte le lot {i, j}.
Alors F (i, j, t) peut être calculé au moyen d’une formule récursive simple. Si dans l’avant
dernière tournée effectuée, le véhicule transporte le lot {p, i− 1} et part à la date s, alors
on a :

F (i, j, t) = F (p, i− 1, s) +K(i, j, t)

A noter que si le véhicule part pour livrer le lot {p, i−1} à la date s, celui-ci doit retourner
au dépôt au plus tard à la date t. La contrainte suivante prévient du cas où le véhicule
rentre après la date t.

Ci−1 ≤ s ≤ t−M(p, i− 1)

En conclusion, le problème est résolu au moyen de la formule récursive suivante :

F (i, j, t) = min
max(i−c,1)≤p≤i−1

Ci−1≤s≤t−M(p,i−1)

{F (p, i− 1, s)}+K(i, j, t) (2.15)
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Soit T une borne supérieure de la date de départ du véhicule pour livrer le dernier lot. Du
moment que l’inégalité triangulaire est respectée, celle-ci est donnée à titre d’exemple par :

T = max

(
max

1≤i≤n−1
{Ci + 2

n−1∑
h=i

thM}, Cn

)
Enfin, la valeur de la solution optimale z∗ est donnée par :

z∗ = min
n−c+1≤i≤n,Cn≤t≤T

(
F (i, n, t)

)
On impose par ailleurs une limite pour éviter la situation où j est inférieur à i (2.16) et
une solution initiale est donnée à l’algorithme (2.17) :

F (i, j, t) = +∞ for all j < i (2.16)
F (1, j, t) = K(1, j, t) for all j, t (2.17)

Passons maintenant à la complexité de l’algorithme en commençant par les complexités
des calculs de M(i, j) et K(i, j, t). Ces deux fonctions peuvent être calculées facilement en
ajoutant la contribution de chaque nouvelle tâche d’un lot à la durée totale de la tournée
dans le cas de M(i, j) ou à la fonction objectif dans celui de K(i, j, t). Plus précisément,
le temps de transport dh entre le dépôt et le site d’une tâche Jh est donné par : dh ={
dh−1 + th−1,h, if i < h ≤ j
tM,h, if h = i (dans le cas où Jh est la première du lot)

Alors M(i, j) = dj + tj,M et M(i, j + 1) = M(i, j) − tj,M + tj,j+1 + tj+1,M . Etant donné
que j ≤ i+ c− 1, Ceci signifie que tous les M(i, j) peuvent être calculés en O(nc) vu que
j ≤ i + c − 1. De la même façon, si le véhicule part à la date t pour livrer un lot {i, j},
alors la contribution à la fonction objectif d’une tâche Jh est donnée par :

fh(t+ dh),∀i ≤ h ≤ j

avec
∑j

h=i fh(t+dh) qui est égal àK(i, j, t). A nouveau, dj+1 = dj+tj,j+1 etK(i, j+1, t) =
K(i, j, t) + fj+1(dj+1). Ainsi, le calcul de toutes valeurs de K(i, j, t) se fait en O(ncT ).

Une fois les valeurs de M(i, j) et K(i, j, t) connues, nous passons à la complexité de
la formule (2.15) pour tous les triplets (i, j, t). Un tel calcul nécessite à chaque étape la
comparaison entre O(cT ) valeurs. Etant donné qu’il y a O(ncT ) triplets possibles, le calcul
de F (i, j, t) se fait en O(nc2T 2) et domine clairement celui des autres phases. Ainsi, la
preuve du résultat suivant est terminée.

Théorème 2.2.4 Le problème 1 → D|k, v = 1, c, fixed-seq|
∑
fjDj peut être résolu en

O(nc2T 2).

2.3 Autres résultats de complexité

Nous abordons dans cette section deux cas particuliers du problème 1 → D|k, v =
1, c, fixed-seq|

∑
fjDj . Dans le premier cas noté 1 → D|k < n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj

(section 2.3.1), on considère que le nombre de sites (clients) n’est pas forcement égal au
nombre de tâches. Ensuite nous nous concentrons dans la section 2.3.2 au problème noté
1 → D|k, v = 1, c, fixed-seq, split-deliv|

∑
fjDj . Dans ce deuxième cas, on considère que

la préemption est autorisée .i.e., le cas où une tâche est transportée en plusieurs parties.
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2.3.1 Problème 1 → D|k, v = 1, c, fixed-seq|
∑

Dj avec un nombre quel-
conque de sites

Le site de livraison d’une tâche Jj est noté `j et nous considérons qu’il existe k sites
successifs. Ce qui revient à dire que deux tâches successives Jj et Jj+1 sont soit à livrer
au même client et dans ce cas `j+1 = `j , soit à deux clients successifs et alors on a
`j+1 = `j + 1. A noter que pour un nombre de sites k = n, ce problème est équivalent
a 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj qui est NP-difficile. A présent, nous montrons

que pour une fonction objectif de type somme des dates d’arrivées, le problème demeure
NP-difficile même dans le cas où le nombre de sites (clients) est strictement inférieur à n.
Pour cela, nous utilisons un raisonnement semblable à celui employé pour caractériser la
complexité de 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj .

Théorème 2.3.1 Le problème 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq|
∑
Dj est NP-difficile.

Démonstration. Le problème est dans NP. Etant donnée une instance de MEOP, nous
construisons une instance de P3 de la façon suivante :

- Un ensemble de 3(n+ 1)l tâches J1, J2, . . . , J3(n+1)l ordonnancées dans cet ordre sur
la machine.

- 3(n+ 1) sites `1, `2, . . . , `n.
- A chaque site de livraison correspondent l tâches, i.e., l tâches doivent être livrées

vers chaque site.
- On note Jk la séquence de tâches (Jk1 , J

k
2 , . . . , J

k
l ) qui correspond aux tâches à des-

tination du site k. Ainsi, une tâche Jkj correspond à la tâche Jl(k−1)+j et est produite (en
l’occurrence livrée) en position l(k − 1) + j.

Puisque le raisonnement est semblable à celui employé pour démontrer la complexité
de 1→ D|v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj , nous détaillons uniquement l’extension de la réduction

polynomiale au cas où le nombre de sites est limité.
- Les durées d’exécution pkj des tâches sur la machine sont définies de la manière sui-

vante :

p1
j = p2

j = p3
j = 0, ∀j = 1, . . . , l

p3i+1
1 = p3i+2

1 = 1, ∀i = 1, ..., n− 1

p3i+1
j = p3i+2

j = p3i+3
j = 0, ∀i = 1, ..., n− 1,∀j = 2, ..., l

p3i+3
1 = 4xi + bi − 2, ∀i = 1, ..., n− 1

p3n+1
1 = 4xn + bn +Q/2,

p3n+1
j = 0, ∀j = 2, . . . , l

p3n+2
j = p3n+3

j = 0, ∀j = 1, . . . , l

- xi est défini comme suit :

xi =
(
(ai − bi)/l − bi + 2ai + 3(n− i)(ai − bi)

)
/2, ∀i = 1, . . . , n

xn+1 = 0
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A noter que
∑l

j=1(p3i+1
j + p3i+2

j + p3i+3
j ) = 4xi + bi, ∀i = 1, . . . , n− 1.

Les temps de transport sont similaires à ceux utilisés dans la section 2.2 en considérant
une tâche Ji comme l’ensemble de tâches J i. De la même manière, un triplet Ti+1, i =
0, . . . , n, correspond à l’ensemble de séquences de 3l tâches (J3i+1, J3i+2, J3i+3).

- La capacité du véhicule est c = 2l.
- Enfin le problème consiste à déterminer s’il existe une solution telle que le total des

dates de livraisons (
∑3(n+1)l

j=1 Dj) n’excède pas :

f∗ = l
n∑
i=1

(3C3li + 7xi + bi) +
3l∑
j=1

C3n+j −Q/2. (2.18)

Une solution qui satisfait (2.18) est appelé "faisable".

Lemme 2.3.2 Si une solution faisable existe alors elle satisfait la propriété suivante : pour
tout k, k = 1, . . . , 3(n+ 1), les tâches Jkj avec j = 1, . . . , l sont dans le même lot.

Démonstration. On suppose qu’une solution faisable existe. Soit k le premier site pour
lequel il existe deux tâches Jki et Jki+1 (i < l) qui ne sont pas livrées durant la même
tournée. La production des tâches du triplet Tdk/3e – qui contient les l tâches de Jk – est
terminée lorsque le véhicule part pour livrer les i premières tâches de Jk. On distingue
deux cas : premièrement, nous supposons que la capacité du véhicule permet de prendre la
tâche Jki+1. Soit τ la date de livraison de la tâche Jki . La tâche Jki+1 ne peut pas être livrée
avant la date τ + 2xdk/3e. Ainsi, on peut voir que le total des dates de livraison ne peut
croître si la tâche Jki+1 est livrée avec la tâche Jki . Par conséquent, Jki+1 peut être livrée
au même temps que Jki et la solution reste faisable. Deuxièmement, nous supposons que la
capacité du véhicule ne permet pas de prendre la tâche Jki+1. Etant donné que le véhicule
n’a transporté que des multiples de l tâches (soit l ou 2l tâches) vers les sites 1, . . . , k− 1 à
chacune des tournées, cette situation est impossible. Ce qui implique qu’à chaque tournée,
le véhicule peut soit prendre toutes les tâches de l’ensemble Jk, soit aucune tâche de Jk.
En appliquant ce raisonnement à chaque fois, on se retrouve avec une solution dans laquelle
les tâches d’un même site sont livrées ensemble. Ainsi, une solution faisable satisfaisant le
Lemme est obtenue. 2

D’après le Lemme 2.3.2, nous pouvons considérer les tâches de Jk, k = 1, . . . , 3(n+ 1)
comme étant une seule tâche et ainsi le reste la démonstration devient similaire à celle du
problème 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj . 2

2.3.2 Problème 1→ D|k, v = 1, c, fixed-seq,split-deliv|
∑

Dj avec préemp-
tion dans la livraison

Nous considérons que la préemption est autorisée pendant la livraison, i.e., une tâche
peut être livrée en plusieurs partie. Le véhicule peut transporter une partie de la tâche et
retourner au dépôt afin de transporter le reste. On peux remarquer que ce problème est
équivalent au problème 1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj montré NP-difficile.
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Observation 2.3.3 Le problème 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq,split-deliv|
∑
Dj avec

préemption dans la livraison est NP-difficile.

Démonstration. Considérons que la préemption est autorisée sur l’instance utilisée pour la
preuve de complexité de 1 → D|v = 1, c, fixed-seq|

∑
Dj . On peut voir qu’à chaque fois

que le véhicule retourne au dépôt, le nombre de tâche déjà produites et prêtes pour la
livraison est supérieur à la capacité c. Par conséquent, transporter une tâche en plusieurs
voyages successifs n’a aucun intérêt et augmente toujours la valeur de la fonction objectif.
2

Ce résultat peut être étendu au cas où le nombre de sites est fixé à k < n.

2.4 Cas polynomiaux

Dans cette section, nous examinons deux cas particuliers. D’abord, nous traitons le
cas où les temps de transport entre des sites successifs sont constants, i.e., pour tout j,
tj−1,j = tj,j+1 = t et pour tout i, ti,M = tM,i = t. Dans le second cas particulier, nous
considérons que le nombre de sites est borné et que les commandes destinées à un même site
se suivent dans la séquence d’ordonnancement (ce problème est montré NP-difficile pour
un nombre de sites quelconque dans la section 2.3.1). Pour chacun des cas, des propriétés
ainsi qu’un algorithme de programmation dynamique sont proposés.

2.4.1 Temps de transport constants

Nous abordons dans cette partie le cas particulier dans lequel les sites sont considérés
équidistants. Plus précisément, nous traitons les problèmes suivants :

— problème 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq, tij = t|
∑
Dj , qui correspond au pro-

blème P1 avec des temps de transport constants,
— problème 1 → D|k = n, v = 1, c, tij = t|

∑
Dj , qui est une extension du problème

1→ D|k = n, v = 1, c, fixed-seq, tij = t|
∑
Dj au cas où la séquence n’est pas fixée.

Un algorithme polynomial est proposé pour chacun de ces deux problèmes.

2.4.1.1 Problème 1 → D|k = n, v = 1, c, fixed-seq, tij = t|
∑
Dj avec des temps

de transport constants

Dans ce qui suit, nous examinons le problème de minimisation d’une fonction générale
des temps de livraison sur un problème de production et de livraison avec une séquence
prédéfinie et des sites équidistants. Nous commençons par analyser quelques propriétés de
la solution optimale avant de passer à l’algorithme.

Clairement, chaque fois le véhicule rentre au dépôt, il peut repartir immédiatement avec
un nouveau lot constitué de tâches déjà produites, ou il peut attendre la fin de production
d’autres tâches afin de les livrer (voir Fig. 2.6)..

Suivant Li et al.(2005), nous appelons NSS (Non Stop Shipment) une séquence consé-
cutive de tournées durant laquelle le véhicule n’attend jamais au dépôt (voir Fig. 2.7),
précédée par un temps d’arrêt du véhicule au dépôt. On dénote par NSS[i, ni, j] une NSS
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..... .....J1 Jj Jj′ Jn
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Figure 2.6 – Départ d’un nouveau tour

qui commence à la date de fin de production Ci de la tâche Ji et finit avant Cj , dans lequel
le premier lot contient ni tâches {Ji−ni+1, . . . , Ji} et où Ji est la dernière tâche à être livrée
durant la première tournée.

Supposons que le véhicule part pour une tournée à une certaine date τ . Soit J l’ensemble
des tâches complétées avant τ (ou à τ) et pas encore livrées. Une tournée qui commence
à τ est appelé maximale lorsque (i) le lot contient c jobs de J , ou (ii) il contient tous les
jobs de J . La proposition suivante donne une caractéristique clé d’une solution optimale.

Ji

Ci
- -....

Jj ...

-....

...

....

-� F (i, ni, j)

- --

Di

.... - ....
D`+1

-�

batche de Ji
-�

batche de Jj

-� NSS(i, ni, j)

J`

D`

ni jobs

...

Figure 2.7 – Illustration d’une NSS

Proposition 2.4.1 Il existe une solution optimale dans laquelle toutes les tournées sont
maximales.

Démonstration. On dénote par Rq la qème tournée qui commence à la date τ . Soit Ji, . . . , Jj
les tâches dont la production finit au plus tard à τ et pas encore livrées. La tournée Rq est
maximale si elle contient min{c, j − i+ 1} tâches. On suppose que Rq n’est pas maximale,
i.e. |Rq| = k − i+ 1 < min{c, j − i+ 1} où la dernière tâche livrée par Rq est la tâche Jk,
k ≤ j − 1 (voir Fig. 2.8(a)). Cela signifie que la tâche Jk+1 est livrée dans la tournée Rq+1

alors qu’elle pouvait être livrée par Rq. Le fait de livrer la tâche Jk+1 dans la tournée Rq
a pour conséquence de réduire de t la date de livraison de Jk+1 sans aucun effet sur toutes
les autres tâches (voir Fig. 2.8(b)). Par conséquent, la nouvelle solution est meilleure que la
précédente. Ce résonnement peut être répété pour toutes les tâches k+2, . . . ,min{c, j−i+1}
et ainsi une tournée maximale est obtenue.

A partir de là, nous pouvons voir qu’une solution du problème est composée de NSS
successives. Cependant, le véhicule peut avoir à attendre la fin de production de tâches
supplémentaires avant de partir pour une nouvelle tournée. Cette situation est illustrée
dans l’exemple suivant :
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... ...JjJi

-- ---t t

Jk... ...

τ

Jj+1

iM Mk k + 1 k + 2

... ...

... ...JjJi Jk... ... Jj+1

-- ---t t

iM Mk k + 1 k + 2

... ...

τ

(a)

(b)

Figure 2.8 – Tournées maximales

Exemple : On considère une instance avec n = 4 tâches, les durée d’exécution sur
la machine sont égales à p = (1, 1, 10, 6), le temps de transport t = 5 et la capacité du
véhicule c = 2. Nous allons voir les deux cas possibles dans lesquels le véhicule n’effectue
aucun temps d’arrêt au dépôt (hormis pour attendre la production du premier lot). Dans
le premier cas, le véhicule part à la date C1 = 1 et la solution retournée induit un total
des dates d’arrivées de 79. Dans le second cas, le véhicule part à C2 = 2 et le total des
dates d’arrivées est cette fois de 73. Cependant, la solution optimale consiste à livrer les
tâches {J1, J2} ensemble et au retour du véhicule au dépôt, il attend la fin de production
de J4 afin de livrer les tâches {J3, J4} dans la même tournée. La solution optimale donne
un total des dates de livraisons égal à 70. Les trois solutions sont illustrées dans la figure
2.9.

J1

J2

2 4 6 8 10 12 14 16 18

J3

- -

D1

- -

D2

- -

D3 D4

∑
Dj = 79

20 22 24 26 28 30 32

J4

- -

D1

- -

D2

- -

D3 D4

∑
Dj = 73

- -

D3 D4

∑
Dj = 70- -

D1

-

D2

Figure 2.9 – Illustration de l’exemple

A partir des propriétés que nous venons de citer, nous proposons un algorithme polyno-
miale pour construire les différentes NSS. On note F (i, ni, j) la contribution à la fonction
objectif des tâches Ji+1, . . . , J` (j − c ≤ ` < j) délivrées de la façon suivante : un NSS
dénoté NSS[i, ni, j] part exactement à la date Ci, dont la première tournée délivre les
tâches {Ji−ni+1, . . . , Ji}, ensuite la tâches Ji+1 jusqu’à J` sont délivrées par des tournées
maximales consécutives où, J` est la dernière tâche pouvant être livrée par le NSS[i, ni, j].
On note νi,ni,j le nombre de tâches non livrées, i.e., les tâches J`+1 jusqu’à Jj et ainsi
νi,ni,j = j − `. A la date Cj , un nouveau NSS commence dans lequel la première tour-
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née est constituée des νi,ni,j tâches pas encore livrées J`+1, . . . , Jj (voir Fig. 2.7). On note
Bi,j le nombre de tours dans NSS[i, ni, j]. Le nombre de tâches livrées par la kème tour-
née (1 ≤ k ≤ Bi,j) est noté n′k avec n′1 = ni. Étant donné que la première tournée d’un
NSS[i, ni, j] commence à Ci et transporte ni tâches alors la date de départ de la deuxième
tournée est égale Ci + t(ni + 1). Ainsi, la kème tournée part à la date Ci + t

∑k−1
k′=1(n′k′ + 1).

Il s’ensuit que

F (i, ni, j) =

Bi,j∑
k=2

n′k∑
r=1

(
Ci + t

k−1∑
k′=1

(n′k′ + 1) + rt

)

=

Bi,j∑
k=2

(
n′k
(
Ci + t

k−1∑
k′=1

(n′k′ + 1)
)

+ t
n′k(n

′
k + 1)

2

)
(2.19)

Lorsque le nombre de tâches ni livrées durant la première tournée ainsi que la date de
départ Ci de cette première tournée sont connus, d’après la proposition 2.4.1, on peut
construire en temps polynomial NSS[i, ni, j] pour tout j > i. Ceci implique que F (i, ni, j)
peut être calculé en temps polynomial.

Soit n0 le nombre de tâches livrées durant la première tournée. On définit F (0, n0, j)
(∀j, 1 ≤ j ≤ c) comme étant la contribution à la fonction objectif des n0 premières tâches
J1, . . . , Jj . On a alors :

F (0, n0, j) =

j∑
l=1

(Cj + lt), ∀j, 1 ≤ j ≤ c, si n0 = j

=∞, sinon

Deux cas particuliers peuvent être identifiés, où il ne peut pas exister de NSS entre deux
tâches Ji et Jj :

1. Ci + t(ni + 1) > Cj : dans ce cas, la tournée qui livre la tâche Ji finit après la date
de fin de production de Jj .

2. νi,ni,j > c : en raison de la capacité, la tâche Jj ne peut pas être livrée durant la
première tournée de la prochaine NSS qui part à la date Cj .

Dans les deux cas, on pose :
F (i, ni, j) = +∞ (2.20)

Notons que les quantités F (i, ni, j) peuvent être précalculées en O(nc). En effet, en
calculant les quantités F (i, ni, n + 1) pour tout i ∈ 1, . . . , n et ni ∈ 1, . . . , c, les quantités
F (i, ni, j) peuvent être déduites en supprimant toutes les tournées du NSS[i, ni, n+ 1] qui
finissent après Cj .

To do this, from the NSS[i, ni, n + 1], a new NSS[i, ni, j] is built by taking all the
round trips that end before Cj

On définit maintenant f(j, nj) comme étant la valeur de la solution optimale du pro-
blème restreint aux j premières tâches {J1, ..., Jj} dans laquelle la tournée qui livre Jj
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contient nj tâches et part à la date Cj . On a :

f(j, nj) = min
0≤i<j

1≤ni≤c
νi,ni,j

=nj

{
f(i, ni) + F (i, ni, j) +

nj∑
r=1

(Cj + rt)
}

(2.21)

avec

f(0, nj) = 0, si nj = 0

=∞, sinon

Puisque dans la solution optimale, la dernière tournée ne commence pas nécessairement
à la date Cn, nous introduisons une tâche fictive Jn+1 à la dernière position avec Cn+1 =
Cn + 2tn et tMn+1 = t. Clairement, ceci implique qu’il existe une solution optimale dans
laquelle la dernière tournée livre uniquement la tâche fictive Jn+1 à la dateDn+1 = Cn+1+t.

Enfin, la solution optimale est donnée par :

z∗ = f(n+ 1, 1)−Dn+1 (2.22)

Cet algorithme de programmation dynamique peut être exécuté en O(c2n2). Nous pou-
vons ainsi énoncer le théorème suivant.

Théorème 2.4.2 Si les temps de transport sont constants, alors le problème 1 → D|k =
n, v = 1, c, fixed-seq, tij = t|

∑
Dj est résolu à l’optimum en temps polynomial par un

algorithme de programmation dynamique en O(c2n2).

2.4.1.2 Problème 1→ D|k = n, v = 1, c, tij = t|
∑
Dj avec des temps de transport

constants

Nous considérons maintenant le cas dans lequel la séquence n’est pas fixée et où les
temps de transport sont constants.

Proposition 2.4.3 Il existe une solution optimale dans laquelle les tâches sont ordonnées
par ordre croissant des durées de production sur la machine (Règle Shortest Processing
Time (SPT)).

Démonstration. On suppose d’abord que les tâches sont numérotées selon la règle SPT. Ce
qui veut dire que σSPT = {J1, J2, . . . , Jn}. Supposons maintenant que la séquence SPT
n’est pas optimale, alors il existe dans la séquence optimale σ∗ deux tâches Ji et Jj avec
i > j telle que Ji précède Jj . En utilisant une permutation deux à deux des tâches, nous
montrons qu’en gardant les mêmes tournées, i.e, le même nombre de tâches et les mêmes
dates de départ, σSPT est telle que

∑
DSPT
j ≤

∑
D∗j et est ainsi optimale.

Supposons que Ji et Jj sont dans la même tournée. La permutation de ces deux tâches,
menant à σ′ ne change pas la somme des dates de livraison et ainsi

∑
D′j =

∑
D∗j . Suppo-

sons que ces tâches ne sont pas dans la même tournée. Cela signifie que la tournée qui livre
Ji se termine par Ji et celle qui livre Jj commence par Jj . Après la permutation de ces
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deux tâches, les dates de départ de ces deux tournées restent faisables et ainsi la qualité
de la solution est inchangée. Par contre, ordonnancer Jj avant Ji peut permettre de livrer
Jj plus tôt et par conséquent réduire le total des dates de livraison. Nous déduisons que
σSPT est optimale. 2

2.4.2 Problème 1→ D|k = K, v = 1, c, fixed-seq|
∑

Dj avec un nombre de
sites fixé

Nous présentons dans cette section un algorithme polynomial pour résoudre le cas
particulier dans lequel un nombre de sites est fixé et égal à K et où les commandes d’un
même site se suivent dans la séquence d’ordonnancement (bien entendu, la complexité de
l’algorithme est exponentielle en K). A noter que ce cas particulier à été montré NP-
difficile pour un nombre de sites quelconque dans la section 2.3.1. Ainsi, le théorème 2.3.1
implique qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial pour résoudre le problème général
P1(

∑
j Dj) avecK sites, sauf si P = NP . Cependant, pour le cas particulier dans lequel les

produits sont livrés vers un unique site, Li et al [Li et al., 2005] ont développé un algorithme
polynomial avec une complexité en O(n2) améliorant ainsi l’algorithme en O(n3) proposé
par [Lee et Chen, 2001].

De la même manière que l’algorithme en section 2.4.1.1, nous introduisons une tâche
fictive Jn+1 à la dernière position avec Cn+1 = Cn+ 2

∑n
i=1 t`iM ainsi qu’un site `n+1 pour

Jn+1 avec t`n+1,M = 0. La durée de production de Jn+1 et le temps de transport t`n+1,M

choisis impliquent qu’il existe une solution optimale du problème dans laquelle la dernière
tournée livre uniquement la tâche fictive Jn+1.

Dans ce qui suit, on note par F (i, ni, j, nj) la contribution à la fonction objectif des
tâches {Ji+1, . . . , Jj−nj} si ces tâches sont livrées par une NSS (noté NSS(i, ni, j, nj)) dans
laquelle :

(i) La première tournée commence après que le véhicule soit retourné au dépôt après
avoir livré le lot contenant les tâches {Ji−ni+1, . . . , Ji} en partant à la date Ci.

(ii) La dernière tournée livre en dernier la tâche Jj−nj et retourne au dépôt avant la
date Cj .

Comme pour l’algorithme en section 2.4.1.1, F (i, ni, j, nj) prend la valeur +∞ si
NSS(i, ni, j, nj) n’existe pas. La fonction récursive est notée f(j, nj) et retourne la solution
optimale du problème restreint aux j premières tâches et où le dernier lot contient nj tâches
{Jj−nj+1, Jj−nj+2, . . . , Jj} et commence à la date de fin de production Cj de la tâche Jj .
Dès lors, f(j, nj) peut être calculé par la formule récursive suivante.

f(j, nj) = min
1≤ni≤c

ni≤i≤j−nj

{f(i, ni) + F (i, ni, j, nj)}+K(j, nj) (2.23)

où K(j, nj) est la contribution à la fonction objectif des tâches Jj−nj+1, . . . , Jj livrées par
une seule tournée qui commence à la date Cj .

K(j, nj) =

j∑
r=j−nj+1

Dr, et Dr = Cj + tM,`j−nj+1
+

`r−1∑
s=`j−nj+1

ts,s+1 (2.24)
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La solution optimale est donnée par :

z∗ = f(n+ 1, 1)−Dn+1 (2.25)

Afin d’établir la complexité de l’algorithme, nous commençons par donner une pro-
priété d’un NSS, nous proposons un algorithme d’énumération qui retourne la valeur de
F (i, ni, j, nj) et enfin nous montrons que celle-ci peut être obtenu en temps polynomial.

Propriété 2.4.4 Lorsque le véhicule repart pour effectuer une nouvelle tournée dans un
NSS, s’il existe deux tâches consécutives Jl et Jl+1 destinées au même site et dont la
production est terminée. Si le véhicule livre la tâche Jl alors le véhicule livre également la
tâche Jl+1 dans la même tournée si sa capacité du véhicule le permet.

Cette propriété est évidente. En effet, transporter la tâche Jl+1 avec Jl ne change pas la
durée de la tournée et avance la date de livraison de Jl+1.

L’algorithme ci-dessous utilise cette propriété pour énumérer toutes les partitions en
lots qui donnent une tournée NSS. Les notations suivantes sont utilisées. Pour tout l ∈
{i, . . . , j − nj}, on note par N(l) l’ensemble des labels sur Jl. Un label (z, t) ∈ N(l) pour
l ≥ i + 1 correspond à une partition des tâches Ji+1, . . . , Jl en lots où z représente la
contribution à l’objectif des tâches Ji+1, . . . , Jl et t la date de retour du véhicule après
avoir livré la tâche Jl. Un label initial correspondant au premier lot constitué des tâches
{Ji−ni+1, . . . , Ji} est donné par N(i). A noter que N(i) contient un seul label et que
celui-ci est connu, i.e., la contribution à la fonction objectif du lot {Ji−ni+1, . . . , Ji} et
la date de retour du véhicule après avoir livré ce lot sont connues. Ainsi, pour tout Jl ∈
{Ji+1, . . . , Jj−nj−1}, l’algorithme étend chaque label de N(l) suivant la propriété 2.4.4.

Algorithm 1 Algorithme d’énumération

N(i)← (Z(i− ni + 1, i, Ci), Ci +M(i− ni + 1, i))
Pour l = i à j − nj − 1

Pour (z, t) ∈ N(l)
Pour l′ ∈ A(l, t)

t′ = t+M(l + 1, l′)
z′ = z + Z(l + 1, l′, t)
N(l′)← (z′, t′)

Fin
Fin

Fin

On note également par M(l+ 1, l′) la durée de la tournée qui livre le lot {Jl+1, . . . , Jl′}
et par Z(l+ 1, l′, t)) sa contribution à l’objectif lorsque le véhicule commence la tournée à
la date t. Enfin, A(l, t) est l’ensemble des lots dominants à considérer (suivant la propriété
2.4.4) lorsque le véhicule retourne à la machine à la date t après avoir livré Jl. Le prochain
lot est constitué (i) des tâches du même site que Jl+1, ou (ii) toutes les tâches du site de
Jl+1 et les tâches du site suivant, . . . et ainsi de suite tant que les tâches finissent avant t
et dans la limite de la capacité du véhicule. Etant donné que A(l, t) contient des lots dans
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lesquels la première tâche est Jl+1, un lot dans A(l, t) est identifié par sa dernière tâche
Jl′ . A noter que le plus grand lot dans A(l, t) est constitué des tâches {Jl+1, . . . , Jl+s} où
s = min(c,max(s′|l + s′ ≤ j − nj , Cl+s′ ≤ t}).

Théorème 2.4.5 L’algorithme d’énumération retourne la valeur de F (i, ni, j, nj) en énu-
mérant un nombre polynomial de labels.

La démonstration suit le schéma suivant.
1. Nous définissons une borne supérieure du nombre de labels générés dans N(j − nj)

(c’est à dire le nombre de NSS).
2. Nous donnons une expression polynomiale de cette borne pour une capacité c.

Point 1. Soit h(l, z, t) le nombre de labels de N(j − nj) obtenus par extension du label
(z, t) ∈ N(l). On a alors d’après l’algorithme la relation

h(l, z, t) =
∑

l′∈A(l,t)

h(l′, z′, t′), où t′ = t+M(l + 1, l′) et z′ = z + Z(l + 1, l′, t)

Soit g(l), pour tout l ∈ {i, . . . , j − nj}, une borne supérieure de h(l, z, t) pour tout label
(z, t) ∈ N(l). Notons que comme h(l, z, t) =

∑
l′∈A(l,t) h(l′, z′, t′), alors

max
τ≥Cl+1

∑
l′∈A(l,τ)

g(l′)

est aussi une borne supérieure valide de h(l, z, t). On peut donc choisir une borne supérieure
donnée par la formulation récurrente suivante :

g(l) =


0 for l = j − nj
1 for l = j − nj − 1
maxτ≥Cl+1

∑
l′∈A(l,τ) g(l′) for l ∈ {i, . . . , j − nj − 2}

En effet, il existe une seule manière d’étendre un label dans N(j − nj − 1) du fait que
seule la tâche Jj−nj est disponible. La récursion provient de la définition de h(l, z, t) et une
borne supérieure du nombre total de labels générés par NSS(i, ni, j, nj) dans N(j − nj)
est alors donné par g(i).

Point 2.

Lemme 2.4.6 Le nombre de combinaisons de lots possibles pour livrer les tâches Jl, . . . , Jj−nj

de NSS(i, ni, j, nj) tel que l > i est inférieur ou égal à 2`j−nj
−`l .

Démonstration. A noter que g(l − 1) est par définition une borne supérieure valide du
nombre de combinaisons de lots possibles pour livrer les tâches Jl, . . . , Jj−nj . Ainsi, nous
allons montrer que pour tout i < l ≤ j − nj , l’inégalité suivante est valide.

g(l − 1) ≤ 2`j−nj
−`l . (2.26)
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Nous montrons par récurrence sur l que (2.26) est vraie. Suivant l’équation (2.4.2), g(j −
nj − 1) = 1 ≤ min(20, 21). Par conséquent, la relation est vraie pour l = j − nj .
Nous supposons que (2.26) est vraie pour tout q ∈ {l + 1, · · · , j − nj} (i.e., g(q − 1) ≤
2`j−nj

−`q) et nous montrons qu’elle est également vraie pour q = l. On a :

g(l − 1) = max
τ≥Cl−1

∑
l′∈A(l−1,τ)

g(l′)

≤ max
τ≥Cl−1

∑
l′∈A(l−1,τ)\{j−nj}

2`j−nj
−`l′+1 par récurrence, car l′ ≥ l et g(j − nj) = 0

Pour obtenir le pire des cas, on suppose que τ est tel que c tâches sont disponibles à la
date τ (ou que que la tâche Jj−nj est disponible). On a alors :

g(l − 1) ≤
∑

l′∈A(l−1, τ)\{j−nj}

2`j−nj
−`l′+1 (2.27)

En remplaçant `l′+1 par `l + (`l′+1 − `l) dans l’équation (2.27), on a∑
l′∈A(l−1, τ)\{j−nj}

2`j−nj
−`l′+1 =

∑
l′∈A(l−1, τ)\{j−nj}

2`j−nj
−`l−(`l′+1−`l)

= 2`j−nj
−`l

∑
l′∈A(l−1, τ)\{j−nj}

1

2`l′+1−`l
(2.28)

Afin de calculer la valeur de l’équation (2.28), nous commençons par considérer le cas où
2`l′+1−`l = 20. Dans ce cas, l’ensemble de lots dominants A(l − 1, τ) contient exactement
une seule tâche (identifiant un lot) destinée au site `l. A noter que ce cas est possible lorsque
toutes les tâches disponibles à la date τ sont destinées au même site. suivant l’équation
(2.28), la tâche Jl′ ∈ A(l−1, τ)\{j−nj} est destinée au site `l et par conséquent la tâche
Jl′+1 est destinée soit au site `l, soit au site `l′+1. Dans ce cas, 2`l′+1−`l est égale alors à 1
ou 0. Ainsi, dans tous les cas, on a. ∑

l′∈A(l−1, τ)\{j−nj}

1

2`l′+1−`l
≤ 1, (2.29)

Ainsi, suivant les équations (2.27)-(2.29), on a.

g(l − 1) ≤ 2`j−nj
−`l .

Cela montre que le nombre de labels créés dans N(j−nj) (borné par g(i)) est inférieur
ou égal à 2K−1. Etant donné que pour tout l ∈ {i + 1, . . . , j − nj}, N(l) est borné par
2K−1, le nombre de label générés par l’algorithme est borné par n2K−1. 2

Il s’ensuit que lorsque K est fixé, z∗ peut être calculé par un algorithme de program-
mation dynamique en temps polynomial en O(n3c22K−1). Ainsi, ce résultat de complexité
paramétrée montre que l’algorithme de programmation dynamique proposé est FPT (fixed-
parameter tractable) pour un nombre de sites k fixé.
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2.4.3 Conclusion

Ce chapitre a abordé le problème d’ordonnancement et de distribution intégré à sé-
quence fixée. Les tâches sont produites sur une seule machine puis livrées par lots vers
différents clients par un seul véhicule à capacité limitée. Nous avons considéré dans ce cha-
pitre une variante du problème dans laquelle l’ordre d’exécution des tâches sur la machine
et l’ordre de livraison sont les mêmes et prédéfinis. Ainsi, le problème consiste à regrouper
les tâches en lots à livrer durant la même tournée et l’objectif est de minimiser la somme
des dates de livraison. Nous avons montré que le problème est NP-difficile et un algorithme
de programmation dynamique pseudo-polynomial a été proposé. Plusieurs ont également
été traités : nombre de sites inférieur au nombre de tâches, préemption dans la livaison,
temps de transport constants et nombre de sites fixé. Pour chacun de ces cas, une preuve de
complexité ou un algorithme polynomial de programmation dynamique ont été proposés.

Le cas général dans lequel la séquence n’est pas fixée est abordé dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Problèmes d’ordonnancement et de
livraison avec dates de départ fixes

En pratique dans une chaîne logistique, la production et la livraison sont traitées sépa-
rément. Ceci est d’autant plus vrai dans le cas où le système n’est pas centralisé. Dans ce
chapitre, on considère que la distribution est effectuée par une entreprise tierce disposant
d’un ensemble de véhicules à capacité limitée. Les produits finis sont livrés vers un unique
client par des véhicules dont les dates de départ sont fixes et connues à l’avance par le
fabricant. A chaque produit est associée une durée de production sur la machine et une
taille qui correspond à un espace du véhicule occupé par la tâche. Puisque la distribution
ne dépend pas du fabriquant, le problème consiste à déterminer une séquence de produc-
tion sur la machine et à constituer les lots de tâches à livrer ensemble afin de minimiser
la somme des dates de livraison des produits. Dans ce chapitre, nous montrons que ce
problème est NP-difficile au sens fort, ensuite nous proposons un algorithme de branch &
price pour sa résolution exacte. Un algorithme d’approximation avec garantie de perfor-
mance est aussi proposé pour le cas où les durées de production et les tailles des tâches
sont proportionnelles.

3.1 Description du problème et complexité

On considère un ensemble de n tâches J = {J1, J2, . . . , Jn} à produire sur une seule
machine et à livrer vers un unique client. Chaque tâche Jj , j = 1, . . . , n, nécessite un temps
de production pj . La livraison est effectuée par des véhicules disposant d’une capacité c
et chaque tâche Jj , j = 1, . . . , n, est caractérisée par un espace occupé dans le véhicule
noté sj où 0 ≤ sj ≤ c. Les dates de départ étant connues, soit τi la date de départ de la
ième tournée. On note également par µi le temps écoulé entre les départs τi−1 et τi (i.e.,
µi = τi − τi−1) et par t le temps de transport entre le centre de production et le client.
Un lot livré à la position k est noté Bk. Les dates de départ des véhicules étant fixes alors
la date de livraison d’une tâche Jj contenue dans le lot Bk est telle que Dj = τk + t.
Enfin, l’objectif est de minimiser la somme des dates de livraison des produits et suivant la
notation de [Lee et Chen, 2001], le problème est noté 1→ D, k = 1|v = 1, c, no wait|

∑
Dj .

Une illustration du problème est donnée dans l’exemple suivant.
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Exemple : On considère une instance avec n = 7 tâches et une capacité du véhicule
c = 10. Pour chaque tâche, le temps d’exécution et l’espace occupé dans le véhicule sont
donnés par le tableau suivant :

Jj 1 2 3 4 5 6 7

pj 10 17 9 11 6 13 7
sj 3 4 5 5 4 6 5

Le temps de transport est t = 10 et les départs des véhicules pour effectuer la livraison
sont prévus aux dates suivantes :

τ1 τ2 τ3 τ4

18 39 60 76

La figure 3.1 montre une solution du problème avec une séquence de production σ =
(J3, J5, J1, J4, J7, J6, J2) et dans laquelle le véhicule livre les tâches J3, J5 à la date 18 + t,
les tâches J1, J4 à la date 39 + t. Au départ du véhicule à la date 60, la production des
tâches J7 et J6 est terminée mais l’espace disponible dans le véhicule ne suffit pas pour
livrer ces deux tâches dans un même lot. La tâche J7 est alors livrée à la date 60 + t et les
deux tâches J6 et J2 restantes sont livrées durant la dernière tournée à la date 76 + t.

-
D3, D50

RRRR

D1, D4 D6, D2D7

J3 J5 J1 J4 J7 J6 J2

28 49 70 86

9 15 25 36 43 56 73

18 39 60 76

Figure 3.1 – Une illustration du problème 1→ D, k = 1|v = 1, c, no wait|
∑
Dj

Avant de passer à la complexité et à la méthode de résolution du problème, nous re-
prenons quelques unes des propriétés proposées par [Chang et Lee, 2004] pour le problème
1 → D, k = 1|v = 1, c|Dmax. En effet, les auteurs traitent un problème d’ordonnan-
cement sur une machine et de livraison vers un unique client. Cependant, dans les tra-
vaux proposés par [Chang et Lee, 2004], les dates de départs des véhicules ne sont pas
fixées et l’objectif à minimiser est la date de fin de livraison des tâches Dmax. Les auteurs
proposent un algorithme d’approximation amélioré successivement par [He et al., 2006] et
[Zhong et al., 2007]. A noter que ces derniers ont proposé la meilleure approximation pos-
sible au problème. Du fait des caractéristiques de notre problème, certaines des propriétés
proposées par [Chang et Lee, 2004] ne sont pas valables.

Propriétés 3.1.1 [Chang et Lee, 2004]. Il existe une solution optimale au problème 1 →
D, k = 1|v = 1, c, no wait|

∑
Dj telle que les propriétés suivantes sont respectées :

— Les tâches sont exécutées sur la machine sans interruption.
— Les tâches assignées au même lot sont produites consécutivement sur la machine.
— Les tâches assignées au même lot peuvent être exécutées suivant n’importe quel ordre.
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Par ailleurs on peut établir également facilement les propriétés suivantes.

Propriétés 3.1.2 Il existe une solution optimale au problème
1→ D, k = 1|v = 1, c, no wait|

∑
Dj telle que les propriétés suivantes sont respectées :

— Les lots sont produits dans l’ordre de livraison (si un lot Bk est produit avant le lot
Br alors Bk est livré avant Br).

— Soit Jj la première tâche produite du lot Bk+1,
∑

Ji∈Bk
si+sj > c ou

∑k
k′=1

∑
Ji∈Bk′

pi+
pj > τk.

Démonstration. La première propriété est évidente du fait que les dates de début au plus
tôt (release dates) ne sont pas prises en compte. La seconde stipule que dans une solution
optimale, les lots sont complets. En effet, supposons qu’il existe un lot Bk tel que celui-ci
reste réalisable si la première tâche de Bk+1 (noté Jj) lui est rajoutée, i.e.,

∑
Ji∈Bk

si+sj ≤ c
et
∑k

k′=1

∑
Ji∈Bk′

pi + pj ≤ τk. La tâche Jj peut alors être affectée au lot Bk et par
conséquent livrée plus tôt sans que cela n’affecte les autres lots. 2

Avant de présenter la preuve de complexité du problème, nous présentons un problème
fortement NP-difficile très utile pour montrer la complexité de nombreux problèmes.
3-PARTITION. Etant donné un ensemble de 3h entiers a1, . . . , a3h telles que

∑
ai = hb et

b/4 < ai < b/2 pour tout i, est-il possible de partitionner cet ensemble d’entiers en h
ensembles disjoint tels que la somme de chaque sous ensemble soit égale à b ?

Le problème de 3-PARTITION est prouvé NP-difficile au sens fort par Garey et Johnson
[Garey et Johnson, 1975]. Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat de complexité.

Théorème 3.1.3 Le problème 1 → D, k = 1|v = 1, c = z, no wait|
∑

j Dj is NP-difficile
au sens fort.

Démonstration. Etant donnée une instance de 3-PARTITION, on construit une instance de
notre problème de la manière suivante :

— on pose n = 3h tâches et on définit la capacité c = b,
— le temps de transport t > 0 est quelconque
— pour tout Jj ∈ {J1, . . . , J3h} on pose pj = sj = aj ,
— les dates de départ sont telles que τi = ib pour tout i ∈ 1, . . . , 3h,
— on pose y = 3

2h(h+ 1)b+ 3ht.
Le problème consiste alors à déterminer s’il existe une solution telle que

∑
j Dj ≤ y.

Par souci de simplicité, notre problème est noté 1→ D durant cette démonstration.

De 3-PARTITION à 1→ D. S’il existe une solution à l’instance de 3-PARTITION alors il
existe pour notre problème une solution réalisable S telle que

∑
j Dj ≤ y.

Soient H1, H2, . . . ,Hh une solution de l’instance 3-PARTITION. On construit une solution
S pour le problème 1 → D telle que

∑
j Dj = 3

2h(h + 1)b + 3ht = y. On commence par
ordonnancer les trois tâches du sous-ensemble H1. Etant donné que

∑
j∈H1

pj = τ1 = b
et
∑

j∈H1
sj = c = b, les trois tâches constituent un lot et sont livrées au même temps à

la date b + t. Le second départ du véhicule coïncide avec la date de fin de production du
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sous-ensemble H2. En suivant le même raisonnement, on peut voir qu’un lot Bi est prêt à
la date τi et est livré à la date ib+ t et ainsi la somme des dates d’arrivées

∑
j Dj est égale

à 3
∑h

i=1(ib+ t) = 3
2h(h+ 1)b+ 3ht = y.

De 1 → D à 3-PARTITION. Inversement, on montre que s’il existe une solution S au
problème 1→ D telle que

∑
j Dj ≤ y alors l’instance de 3-PARTITION admet une solution.

Supposons qu’une telle solution existe avec
∑

j Dj ≤ y. Suivant l’instance générée, le
nombre de lots dans S ne peut pas être inférieur à h et le nombre de tâches dans chaque
lot ne peut pas excéder 3. Soit h′ le nombre de lots dans S. On suppose dans un premier
temps que h′ = h et soit S1 la solution correspondante. Ceci implique que dans S1, chacun
des lots b1, b2, . . . , bh contient exactement trois tâches et pour chaque lot

∑
j∈bi pj = b et∑

j∈bi sj = b. Donc, b1, . . . , bh définit une solution au problème de 3-PARTITION. Supposons
maintenant qu’il existe une solution S2 au problème 1 → D pour laquelle

∑
j Dj ≤ y

et h′ > h. Soit n1 le nombre de tâches dans b1, . . . , bh et n2 le nombre de tâches dans
bh+1, . . . , bh′ . On note par σS1

j et σS2
j les tâches ordonnancées à la position j dans S1 et

S2 respectivement. Du fait que tous les lots de S1 contiennent exactement trois tâches,
on peut voir que

∑n1
j=1Dσ

S2
j

≥
∑n1

j=1Dσ
S1
j

. Dans la solution S2, les n2 tâches restantes

sont livrées après la date hb + t qui représente la date de livraison de la tâche J
σ
S2
n1

et de

la dernière tâche de J
σ
S1
n

dans la solution S1. Donc
∑n

j=n1+1Dσ
S2
j

>
∑n

j=n1+1Dσ
S1
j

qui

implique que
∑

j Dj > y dans la solution S2, ce qui est impossible. 2

Par ailleurs nous pouvons déterminer un cas trivialement polynomial par l’observation
suivante :

Observation 3.1.4 Le problème 1→ D, k = 1|v = 1, c, no wait|
∑
Dj peut être résolu en

temps polynomial dans le cas où toutes les tâches ont la même taille. La séquence optimale
consiste à ordonner les tâches suivant un ordre croissant de leurs durées d’exécution.

3.2 Cas particulier : livraisons régulières et sj = f(pj)

Dans cette section, nous traitons un cas particulier du problème dans lequel les livrai-
sons se font à des dates periodiques et où l’espace qu’occupe une tâche dans le véhicule
est proportionnel à sa durée de production sur la machine. Soit µ le temps entre deux
départs consécutifs, i.e. τk+1 − τk = µ et soit f une fonction croissante telle que ∀x, y ∈ R,
f(x+ y) = f(x) + f(y). Ainsi la date de départ du lot en position k est τk = kµ et la date
de livraison d’une tâche Jj contenue dans le lot Bk est Dj = kµ+ t. Le problème considéré
dans cette section tel que sj = f(pj) à été monté NP-difficile au sens fort par une réduction
au problème de 3-PARTITION (voir le théorème 3.1.3). En effet, dans la preuve de com-
plexité du problème général 1 → D, k = 1|v = 1, c, no wait|

∑
Dj , nous avons considéré

spécialement à cet effet que le temps entre deux départs était égal à b et que sj = pj qui
représente un cas particulier de la contrainte sj = f(pj). Ce cas particulier est alors noté
1→ D, k = 1|v = 1, c, no wait, sj = f(pj), τk = kµ|

∑
Dj

Etant donné que ce cas particulier du problème est toujours NP-difficile au sens fort,
nous proposons une méthode de résolution heuristique avec garantie de performance. Nous
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commençons par présenter quelques notations ainsi que des notions nécessaires avant de
passer à l’algorithme de résolution.

3.2.1 Le problème de bin-packing

On considère un ensemble de n objets a1, . . . , an dont on connaît les poids pi et un
nombre infini de boites b1, b2, . . . de capacités identiques c. Sachant que les boites ne peuvent
supporter qu’un poids maximum, le problème du bin-packing consiste à ranger tous les
objets dans le minimum de boites possible. Ce problème simple en apparence est NP-
difficile au sens fort.

Exemple : On considère une instance avec 8 objets et un nombre suffisant de boites
de capacité c = 8. Les poids des objets sont donnés dans le tableau suivant :

p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8

2 3 1 4 5 2 3 4

Le total des poids étant égal à 24, i.e.,
∑8

i=1 pi = 24, une borne inférieure du nombre

de boites nécessaires pour ranger tous les objets est
∑8

i=1 pi
c = 3. Une solution nécessitant

3 boites existe dans ce cas particulier et est illustrée dans la figure suivante :

a4

a3

a2

a1

a6

a8

a5

a7

b1 b2 b3

Figure 3.2 – Exemple de solution optimale du bin-packing

Parmi les méthodes de résolution heuristiques du bin-packing, il existe des algorithmes
gloutons capables de résoudre le problème rapidement et de garantir une certaine perfor-
mance de la solution. Parmi les algorithmes les plus étudiés, on peut citer :

Next Fit : Initialement les boites sont vides et on commence par affecter l’objet a1 à
la boite b1. Puis itérativement en partant de j=2, si une boite bi a une capacité résiduelle
suffisante pour recevoir l’objet aj , i.e., c−

∑
l∈bi pl ≥ pj alors l’objet aj est affecté à bi et

nous passons à l’objet aj+1. Sinon, la boite bi est fermée et aj est affecté à une nouvelle
boite bi+1. Le processus est répété jusqu’à ce que tous les objets soient affectés.
A partir de l’instance utilisée dans le précédent exemple, l’heuristique Next Fit est ap-
pliquée. Le déroulement de cet algorithme et la solution retournée sont présentés dans la
figure 3.3.

objet a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

boite b1 b1 b2 b3 b3 b4 b4 b4
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a4

a3

a2

a1

a6
a8

a5
a7

b1 b2 b3 b4

Figure 3.3 – Exemple d’application de l’heuristique Next Fit

L’algorithme Next fit définit une 2-approximation et est résolu avec une complexité
temporelle en O(n).

First Fit : A la différence de Next fit dans laquelle l’algorithme ne revient pas sur
une boite fermée, dans l’heuristique First Fit, un objet aj est affecté à la boite de plus
petit indice dont la capacité restante permet de le recevoir. L’heuristique First Fit donne
le résultat présenté dans la figure 3.4 sur l’instance de l’exemple précédent.

objet a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

boite b1 b1 b1 b2 b3 b1 b2 b4

a4

a3

a2

a1

a6

a8
a5

a7

b1 b2 b3 b4

Figure 3.4 – Exemple d’application de l’heuristique First Fit

L’heuristique First Fit donne un ratio d’approximation absolue 1.7 [Dósa et Sgall, 2013].
i.e., si dans une solution optimale, OPT boites sont nécessaires pour ranger tous les ob-
jets, alors First Fit nécessite au plus b1.7 · OPT c boites. Le problème est résolu avec une
complexité temporelle en O(nlog(n)).

Best Fit : De la même manière que les heuristiques précédentes, les objets sont affectés
dans l’ordre, i.e., de a1 à a8. A la différence de First Fit dans laquelle un objet aj est affecté
à la boite de plus petit indice, dans Best Fit, aj est affecté à la boite la plus lourde. Le
résultat suivant est obtenu en appliquant cette heuristique .

objet a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

boite b1 b1 b1 b2 b3 b1 b3 b2
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a4

a3

a2

a1

a6
a8

a5

a7

b1 b2 b3

Figure 3.5 – Exemple d’application de l’heuristique Best Fit

L’heuristique Best Fit admet un ratio d’approximation absolue 1.7 [Dósa et Sgall, 2014]
et est résolu avec complexité temporelle en O(n2).

First Fit decreasing : une amélioration naturelle de l’heuristique First Fit consiste à
ordonner les objets par ordre décroissant des poids. Cette amélioration est apportée dans
First Fit decreasing. La figure 3.6 donne une solution du problème donnée par l’heuristique.

objet a5 a4 a8 a2 a7 a1 a6 a3

boite b1 b2 b2 b1 b3 b3 b3 b3

a4

a3
a2

a1

a6a8

a5
a7

b1 b2 b3

Figure 3.6 – Exemple d’application de l’heuristique First Fit Decreasing

L’heuristique First Fit decreasing (FFD) donne une 3
2 -approximation [Simchi-Levi, 1994]

et est résolu avec une complexité temporelle de O(n2).
Voir [Coffman Jr et al., 2013] pour plus de détails sur les algorithmes d’approximation

sur le problème du bin-packing.

3.2.1.1 Le problème de vecteur-packing à d-dimensions

Ce problème est une généralisation du bin-packing à une seule dimension et est défini
comme suit.

Définition 3.2.1 Etant donné un ensemble de L vecteurs dans [0, 1]d, l’objectif est de
partitionner les L vecteurs en un minimum de sous-ensembles tels que la somme des coor-
données pour chaque sous-ensemble soit au plus égale à 1.

Exemple : On considère dans cet exemple un problème à 2 dimensions, i.e., d = 2 pour
lequel les poids ne sont pas normalisés. A partir de l’exemple précédent du bin-packing à
une dimension, supposons maintenant que chaque objet en plus de son poids a une taille
et que nous disposons d’un nombre suffisant de boites {TB1, TB2, . . .} pour ranger tous
les objets. Soient c = 8 et c′ = 10, respectivement le poids et la taille maximum pouvant
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objet p1 p2 p3 p4 p5 p6 p7 p8

poids (pi) 2 3 1 4 5 2 3 4
tailles (si) 2 3 4 4 4 5 2 3

être supportés par une boite. Le tableau suivant donne le poids et la taille pour chacun des
objets.

Le total des poids étant égal à 24 et le total des tailles à 27, une borne inférieure
du nombre de boites nécessaires pour ranger tous les objets est max{

∑8
i=1 pi
c ,

∑8
i=1 si
c′ }

[Spieksma, 1994]. Une solution nécessitant 3 boites est illustrée dans la figure suivante :

a4

a3

a2

a6

a8

a7

b′1

a5

a1

b′3 b′3c′

c

Figure 3.7 – Exemple de bin-packing à deux dimensions

Une heuristique admettant un ratio d’approximation absolue 2 est proposée par
[Kellerer et Kotov, 2003]. Nous renvoyons à [Christensen et al., 2017] pour plus de détails
sur les algorithmes d’approximation sur le problème du bin-packing à plusieurs dimensions.

3.2.2 Heuristique d’approximation

L’heuristique suivante est proposée pour résoudre le problème 1 → D, k = 1|v =
1, c, no wait, sj = f(pj), τk = kµ|

∑
Dj .

Heuristique H

Etape 1 : Trier les tâches par ordre croissant des tailles (i.e., s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn). Soit
σH la séquence retournée.

Etape 2 : Suivant la séquence σH et à partir de la tâche JσH
1

et en commençant par le
lot b1 affecter les tâches aux lots en respectant la capacité du véhicule.

Soit bHi un lot livré à la position i dans l’heuristique. Nous considérons bHi comme étant
une boite à 2-dimensions telle que la première dimension concerne la capacité du véhicule
avec : ∑

Jj∈bHi

sj ≤ c

et une deuxième dimension dont la taille c′i correspond au temps écoulé entre la date de
fin de production de bHi−1 et la date τi de départ du lot bHi .∑

j∈bHi

pj ≤ c′i,
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Ainsi, cette heuristique retourne des lots réalisables pour le problème 1 → D, k =
1|v = 1, c, no wait, sj = f(pj)|

∑
Dj . L’étape 2 de cette heuristique peut également être

vue comme une adaptation de l’heuristique Next fit sur un vecteur bin-packing à deux
dimensions.
Soient S∗ la solution optimale du problème et SH la solution retournée par l’heuristique. Le
total des dates d’arrivées est noté Z(S∗) pour la solution optimale et Z(SH) pour la solution
heuristique H. Ainsi, le théorème suivant montre que le problème est 2-approximable.

Théorème 3.2.1 Z(SH) < 2Z(S∗)

Démonstration.Nous commençons par introduire quelques notations nécessaires à la preuve.
On note par δH et δ∗ le nombre total de lots dans la solution SH et dans la solution S∗

respectivement. Un lot transporté à la date µi est noté bHi dans la solution heuristique SH

et b∗i dans la solution optimale S∗. Un lot bHq est appelé complet dans les deux cas suivants :
(A) :

∑
Jj∈bHq sj ≤ c et

∑
Jj∈bHq sj + sl > c, ∀Jl ∈ bHq+1

(B) :
∑

j∈bHq pj ≤ c
′
q et

∑
Jj∈bHq pj + pl > c′, ∀Jl ∈ bHq+1

En d’autres termes, un lot bHq est complet suivant (A) si la capacité du véhicule ne peut
contenir une tâche supplémentaire non transportée. Les tâches étant triées par ordre crois-
sant des durées d’exécution, l’ajout de la première tâche du lot bHq+1 rend la solution
irréalisable. De la même manière, un lot bHq est complet suivant (B) si l’ajout d’une tâche
supplémentaire fait que la date de fin de production du lot est supérieure à τi. A noter que
d’après les propriétés (3.1.2), tous les lots sont complets selon (A) ou (B) sauf éventuelle-
ment le dernier lot. Les lemmes suivants sont utilisés dans la démonstration du théorème.

Lemme 3.2.2 Soient JσH
j

et Jσ∗j les tâches produites à la position j qui se trouvent dans

les lots bHk et b∗i dans la solution SH et S∗ respectivement. On a alors k < 2i.

Démonstration. Nous distinguons deux cas. Dans le premier, nous considérons que les lots
{bH1 , . . . , bHk−1} qui précèdent le lot bHk sont complets suivant (A). Ensuite, nous examinerons
le cas où il existe q ∈ {1, . . . , k− 1} tel que le lot bHq soit complet uniquement selon (B) et
pour tout m ∈ {q + 1, . . . , k − 1}, bHm est complet uniquement selon (A).

Cas 1 : Les lots {bH1 , . . . , bHk−1} sont complets selon (A).
Soient P ∗(1, j) le problème restreint aux tâches {σ∗1, . . . , σ∗j } de la solution optimale

S∗ et PH(1, j) le problème restreint aux tâches {σH1 , . . . , σHj } de la solution approchée
SH . Dans ce cas, une borne inférieure du nombre de lots pour les problèmes P ∗(1, j) et
PH(1, j) est une solution du bin-packing à une dimension où seules les tailles des tâches
sont considérées.
Soient ∆H et ∆∗ les valeurs des solutions optimales du bin-packing pour le problème
PH(1, j) et P ∗(1, j) respectivement. Alors on a :

∆H ≤ k et ∆∗ ≤ i

Etant donné que les k−1 premiers lots sont complets suivant (A) sur le problème restreint
aux j premières tâches PH(1, j), l’étape 2 de l’heuristique H est équivalente à l’heuristique
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Next fit sur le bin-packing à une dimension où seules les tailles sont considérées. De plus,
les tâches étant triées par ordre croissant des tailles, les heuristiques Next fit, Best fit et
First fit sont équivalentes sur le problème PH(1, j).

k ≤ 17

10
∆H

Les j tâches de PH(1, j) étant les j plus petites tâches de l’ensemble des tâches, on obtient.

∆H ≤ ∆∗

Il s’ensuit que les tâches JσH
j

et Jσ∗j qui se trouvent respectivement dans les lots bHk et b∗i
sont telles que.

k ≤ 17

10
i (3.1)

Cas 2 : Il existe q ∈ {1, . . . , k − 1} tel que le lot bHq soit complet uniquement selon (B)
et pour tout m ∈ {q + 1, . . . , k − 1}, bHm est complet uniquement selon (A).

Dans le premier cas, nous avons traité le cas où les lots qui précédent la tâche en
position j étaient complets selon (A). A présent, nous considérons qu’il existe dans SH

un seul lot noté bHq dans {bH1 , . . . , bHk−1} tel que bHq soit complet uniquement selon (B) et
nous montrons que l’heuristique H retourne une solution dans laquelle la tâche produite
en position j est contenue dans un lot bHk telle que k < 2i où, b∗i est le lot qui contient
la tâche produite en position j dans la solution optimale. Les notations utilisées pour la
démonstration sont les suivantes.

— |bHu | et |b∗u| : le nombre de tâches contenues dans les lots bHu et b∗u respectivement
— NH

u =
∑u

h=1 |bHh | : le nombre de tâches contenues dans les lots bH1 , . . . , bHu
— N∗u =

∑u
h=1 |b∗h| : le nombre de tâches contenues dans les lots b∗1, . . . , b∗u

— PHu =
∑

h∈bHu ph : la durée de production du lot bHu
— P ∗u =

∑
h∈b∗u ph : la durée de production du lot bHu

— SHu =
∑

h∈bHu sh : la taille du lot bHu
— S∗u =

∑
h∈b∗u sh : la taille du lot bHu

Le lot bHq étant complet uniquement selon (B), l’ajout d’une tâche supplémentaire ferait
que la date de fin de production du lot bHq soit supérieure à la date de départ τq. Par ailleurs
le lot est complet selon (B) et non selon (A), on obtient donc :

q∑
u=1

PHu ≤ τq (3.2)

q∑
u=1

PHu + pσH
v
> τq, v = NH

q + 1 (3.3)

SHq + sσH
v
≤ c, v = NH

q + 1 (3.4)

Les tâches de la solution SH étant triées par ordre croissant de leurs durées de production
et leurs tailles, la somme des durées de production ainsi que la somme des tailles des tâches

64



3.2. CAS PARTICULIER : LIVRAISONS RÉGULIÈRES ET SJ = F (PJ)

jusqu’à une position donnée est comme suit.

w∑
v=1

pσH
v
≤

w∑
v=1

pσ∗v , ∀w ∈ 1, . . . , n ⇒
j∑

v=1

pσH
v
≤

j∑
v=1

pσ∗v (3.5)

w∑
v=1

sσH
v
≤

w∑
v=1

sσ∗v , ∀w ∈ 1, . . . , n ⇒
j∑

v=1

sσH
v
≤

j∑
v=1

sσ∗v (3.6)

Il existe un entier l ∈ {1, . . . , k − 1} et un entier r ∈ {1, . . . , i − 1} tels que k = q + l et
i = q + r. A noter que i > q car la production des j premières tâches dans la solution
optimale finit après le qème départ du véhicule. Ainsi, les tâches JσH

j
et Jσ∗j sont dans les

lots bHq+l et b
∗
q+r respectivement. D’après les équations (3.5) et (3.6), les sommes des durées

de productions et des tailles jusqu’aux tâches JσH
j

et Jσ∗j dans les solutions SH et S∗,
respectivement, sont comme suit.

NH
q∑

v=1

pσH
v

+

j∑
v=NH

q +1

pσH
v
≤

N∗q∑
v=1

pσ∗v +

j∑
v=N∗q +1

pσ∗v

⇔
q∑

u=1

PHu +

j∑
v=NH

q +1

pσH
v
≤

q∑
u=1

P ∗u +

j∑
v=N∗q +1

pσ∗v (3.7)

NH
q∑

v=1

sσH
v

+

j∑
v=NH

q +1

sσH
v
≤

N∗q∑
v=1

sσ∗v +

j∑
v=N∗q +1

sσ∗v

⇔
q∑

u=1

SHu +

j∑
v=NH

q +1

sσH
v
≤

q∑
u=1

S∗u +

j∑
v=N∗q +1

sσ∗v (3.8)

Soit M =
∑q

u=1 P
∗
u −

∑q
u=1 P

H
u la différence des durées totales de production des lots de

1 à q dans les solutions optimale et heuristique. Etant donné que
∑q

u=1 P
∗
u ≤ τq et que

d’après (3.3),
∑q

u=1 P
H
u + pσH

NH
q +1

> τq, on obtient.

q∑
u=1

P ∗u ≤
q∑

u=1

PHu + pσH
v
, v = NH

q + 1

⇒
q∑

u=1

P ∗u −
q∑

u=1

PHu ≤ pσH
v
, v = NH

q + 1

⇒M ≤ pσH
v
, v = NH

q + 1 (3.9)

Soit maintenant N =
∑q

u=1 S
∗
u −

∑q
u=1 S

H
u la différence entre les tailles totales des tâches

des lots de 1 à q dans les solutions optimale et heuristique. En soustrayant
∑q

u=1 S
H
u à
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(3.8), nous obtenons.

j∑
v=NH

q +1

sσH
v
≤ (

q∑
u=1

S∗u −
q∑

u=1

SHu ) +

j∑
v=N∗q +1

sσ∗v

⇔
j∑

v=NH
q +1

sσH
v
≤ N +

j∑
v=N∗q +1

sσ∗v

⇔
j∑

v=NH
q +1

sσH
v
−

j∑
v=N∗q +1

sσ∗v ≤ N (3.10)

Etant donné que ∀x, y ∈ R, f(x + y) = f(x) + f(y) et que sv = f(pv), ∀v ∈ {1, . . . , n},
l’espace N est alors fonction de la durée de production lui correspondant

∑q
u=1 P

∗
u −∑q

u=1 P
H
u . Ainsi, N = f(M). De la même manière, nous avons d’après (3.9).

M ≤ pσH

NH
q +1

⇒ f(M) ≤ f(pσH

NH
q +1

)

⇒ N ≤ sσH
v
, v = NH

q + 1 (3.11)

Etant donné que les lots bHq+1, . . . , b
H
q+l−1 sont complets uniquement selon (A), alors nous

avons :

SHq+u + sσH
v
> c, ∀u ∈ {1, . . . , l − 1}, v = NH

q+u + 1 (3.12)

En additionnant les l − 1 inégalités de (3.12), nous obtenons :

l−1∑
u=1

(SHq+u+sσH

NH
q+u+1

) > (l − 1)c

⇔
l−1∑
u=1

SHq+u > (l − 1)c−
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

(3.13)

Dans la solution optimale S∗ du problème, les tâches Jσ∗
N∗q +1

, . . . , J∗σj sont affectées aux r
lots b∗q+1, . . . , b

∗
q+r, alors nous avons :

h∑
u=1

S∗q+u ≤ hc, ∀h = 1, . . . , r (3.14)

Soit λHj et λ∗j les espaces occupés par les tâches des lots bHq+l et b∗q+r produites avant
les tâches σHj+1 et σ∗j+1 respectivement, i.e., les tâches σH

NH
q+l−1+1

, . . . , σHj et les tâches

σ∗N∗q+r−1+1, . . . , σ
∗
j respectivement.

λHj =

j∑
v=NH

q+l−1+1

sHσv , et λ∗j =

j∑
v=N∗q+r−1+1

s∗σv
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L’inégalité (3.10) peut s’écrire de la manière suivante.

(

l−1∑
u=1

SHq+u+λHj )− (

r−1∑
u=1

S∗q+u + λ∗j ) ≤ N

⇒
l−1∑
u=1

SHq+u ≤
r−1∑
u=1

S∗q+u +N + λ∗j − λHj (3.15)

Les inégalités (3.14) et (3.15) impliquent.

l−1∑
u=1

SHq+u ≤ (r − 1)c+N + λ∗j − λHj (3.16)

Les inégalités (3.13) et (3.16) impliquent.

(l − 1)c−
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

< (r − 1)c+N + λ∗j − λHj (3.17)

La tâche en position j étant affectée aux lots bHq+l dans la solution SH et au lot b∗q+r dans
la solution optimale S∗, soit a ∈ R+ tel que q + l ≥ a(q + r). Nous cherchons dans ce qui
suit une borne supérieure de a telle que q + l soit inférieur à a(q + r). Nous remplaçons
dans (3.17) l par a(q + r)− q et nous obtenons l’inégalité suivante.

(a(q + r)− q − 1)c−
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

< (r − 1)c+N + λ∗j − λHj

⇒ (a− 1)rc <

l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

− (a− 1)qc+N + λ∗j − λHj (3.18)

Etant donné que ∀u ∈ 1, . . . , l − 1, JσH

NH
q+u+1

∈ bHq+u+1 car JσH

NH
q+u+1

est la première tâche

de bq+u+1. Ainsi, nous avons.

sσH

NH
q+l−1

+1

≤ λHj et sσH

NH
q+u+1

≤ SHq+u+1, ∀u ∈ 1, . . . , l − 2

⇒
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

≤
l−1∑
u=2

SHq+u + λHj

⇒
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

+ SHq+1 ≤
l−1∑
u=1

SHq+u + λHj (3.19)
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D’après les inégalités (3.15) et (3.19), nous avons.

l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

+ SHq+1 ≤
r−1∑
u=1

S∗q+u +N + λ∗j − λHj + λHj

⇒
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

≤
r−1∑
u=1

S∗q+u +N + λ∗j − SHq+1

⇒
l−1∑
u=1

sσH

NH
q+u+1

≤ (r − 1)c+N + λ∗j − SHq+1 (3.20)

En utilisant (3.20) pour remplacer
∑l−1

u=1 sσH

NH
q+u+1

dans (3.18), nous obtenons.

(a− 1)rc < (r − 1)c+N + λ∗j − SHq+1 − (a− 1)qc+N + λ∗j − λHj
⇒ arc+ aqc < 2rc− c+ 2N + 2λ∗j − SHq+1 + qc− λHj
⇒ a(r + q)c < (2r + q)c− c+ 2N + 2λ∗j − SHq+1 − λHj (3.21)

d’après (3.11) N < sσH

NH
q +1

et étant donné que JσH

NH
q +1

est la première tâche de bHq+1 alors

SHq+1 ≥ sσH

NH
q +1

. De même, les tâches étant ordonnées par ordre croissant des tailles alors

λHj ≥ sσH

NH
q +1

. Ainsi, 2N ≤ SHq+1 + λHj . De la même manière, λ∗j est la taille d’un sous-

ensemble de tâches du lot b∗q+r, alors λ∗j ≤ c. Ainsi nous avons.

−c+ 2N + 2λ∗j − SHq+1 − λHj ≤ c

L’inégalité (3.21) peut alors s’écrire de la façon suivante.

a(r + q)c < (2r + q)c+ c⇔ a(r + q) < 2r + q + 1

⇔ a <
2r + q + 1

r + q

⇒ a <
2r + 2q

r + q

⇔ a < 2 (3.22)

2

Nous avons montré dans ce lemme que deux tâches JσH
j

et Jσ∗j produites à la position j

et livrées dans les lots bHk et b∗i dans la solution SH et S∗ respectivement sont telles que
k < 2i. Nous montrons dans le lemme suivant que la somme des dates de livraisons des
tâches sur les deux solutions vérifie

∑n
j=1D

H
σH
j
< 2

∑n
j=1D

∗
σ∗j
.

Lemme 3.2.3 Les sommes des dates de livraisons optimales et celles obtenues par H vé-
rifient :

∑n
j=1D

H
σH
j
< 2

∑n
j=1D

∗
σ∗j
.

68



3.3. FORMULATION PLNE DU PROBLÈME

Soit JσH
j
une tâche produite en position j et inclue dans le lot bHk dans la solution heuristique

SH . La date de livraison de la tâche JσH
j

est égale à τk + t. D’après le lemme (3.2.2), dans

la solution optimale, la tâche Jσ∗j produite en position j est contenue dans le lot bHi telle
que k < 2i. Nous avons :

DH
σH
j

= hµ+ t

< 2hµ+ t

< 2D∗σ∗j

Ainsi, la somme des dates de livraisons sur les deux solutions vérifie
∑n

j=1D
H
σH
j
<
∑n

j=1 2D∗σ∗j
.

2

Nous avons montré dans ce théorème que le cas particulier dans lequel les livraisons sont
considérées régulières et sj = f(pj) admettait une 2-approximation. Nous montrons dans
l’observation suivante que le problème n’admet pas d’approximation absolue lorsque les
dates de départ des véhicules sont considérées quelconques.

Observation 3.2.4 Dans le cas où µi > µi−1, une a-approximation de la solution telle
que a soit constant n’est pas possible, à moins que P = NP .

Afin de montrer cela, nous commençons par présenter le problème NP-difficile de 2-partition.
2-PARTITION. Etant donné un ensemble S de n entiers a1, . . . , an, existe-t-il I ⊂ S tel

que
∑

i∈I ai =
∑

i/∈I ai ?
A partir de l’instance de 2-partition, nous construisons une instance à notre problème

tel que sj = pj = f(pj) = aj , ∀j = 1, . . . , n. Soit c =
∑n

j=1 sj/2 et soient µ1 et µ2 les
dates des deux premiers départs du véhicule tels que µ1 =

∑n
j=1 pj/2 et µ2 =

∑n
j=1 pj .

Soit également µ3 la date de départ de la troisième tournée telle que µ3 ≥ µ2 (à noter
qu’il existe une solution réalisable quelque soit l’ordre de production des tâches). Ainsi,
le problème admet une a-approximation telle que a soit constant est une solution dans
laquelle les tâches sont livrées durant les deux premiers départs et revient à résoudre le
problème de 2-partition. Autrement, l’approximation dépend de la date de départ µ3.

3.3 Formulation PLNE du problème

Dans cette section, nous traitons le cas général 1 → D, k = 1|v = 1, c, no wait|
∑
Dj

dans lequel les tailles et les durées de productions des tâches sont considérées quelconques.
Les dates de départ du véhicule sont également quelconques et connues à l’avance, on
note par T = {τ1, . . . , τm} l’ensemble des dates de départ supposé être suffisant pour
que toutes les tâches soient livrées. Le problème étant NP-difficile, nous présentons deux
formulations mathématiques pour le problème, une formulation sous forme de programme
linéaire en nombres entiers ainsi qu’une deuxième formulation sous forme de problème de
partitionnement d’ensembles adaptée à la génération de colonnes.
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3.3.1 Formulation compacte

Nous introduisons dans cette section un modèle de programmation linéaire en nombres
entiers pour le problème. On commence par présenter les variables utilisées.

— yj,k ∈ {0, 1} égale à 1 si la tâche Jj est dans le lot en position k (bk), 0 sinon.
— zk ≥ 0 indique le temps supplémentaire alloué à la production du lot bk.
— Lk ≥ 0 indique la date de fin de production du lot bk.

Etant donné que la production de bk−1 finit au plus tard à la date τk−1, zk est le temps de
production non consommé par le lot bk−1 alloué à bk et prend comme valeur la différence
entre Lk−1 et τk−1. i.e., zk = τk−1 − Lk−1.

min

n∑
j=1

m∑
k=1

(τk + t)yjk (3.23)

m∑
k=1

yjk = 1 ∀j ∈ {1, ..., n} (3.24)

n∑
j=1

sjyjk ≤ c ∀k ∈ {1, ...,m} (3.25)

n∑
j=1

pjyjk ≤ µk + zk ∀k ∈ {1, ...,m} (3.26)

zk = zk−1 + µk−1 −
n∑
j=1

pjyjk−1 ∀k ∈ {2, ...,m} (3.27)

z1 = 0 (3.28)
yj,k ∈ {0, 1} ∀j ∈ {1, ..., n},∀k ∈ {1, ...,m} (3.29)

zk ≥ 0 ∀k ∈ {2, ...,m} (3.30)

Le premier ensemble de contraintes (3.24) nous assure qu’une tâche est contenue dans
exactement un lot. Les contraintes (3.25) garantissent que la capacité du véhicule n’est pas
dépassée. Le temps disponible pour produire le premier lot étant égal à τ1 = µ1, le temps
supplémentaire alloué à la production du premier lot est fixé à zéro (3.28). Les contraintes
(3.26) garantissent que la production d’un lot finit au plus tard à sa date de départ pour
la livraison. Le temps supplémentaire zk alloué à la production d’un lot bk étant égal au
temps non consommé par bk−1, les contraintes (3.27) retournent la différence entre la date
de fin de production du lot bk−1 et sa date de départ. Une tâche Jj contenue dans un lot
bk étant livrée à la date τk + t, l’objectif à minimiser (3.23) retourne la somme des dates
de livraison des tâches.
Ce modèle contient nm variables binaires, n variables continues et O(nm) contraintes.

3.3.2 Formulation étendue

Dans cette section, nous présentons une formulation sous forme de partition d’ensembles
pour le problème maître. Une colonne représente un lot et l’ensemble des lots réalisables
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est noté β. Soit βk ∈ β l’ensemble des lots réalisables à une position k, i.e., les lots partant
à la date τk et bki ∈ βk le ie lot de βk (i.e., βk = {bk1, . . . , bki , . . .} pour tout k ∈ {1, . . . ,m}).
Pour tout lot bki ∈ β, la variable (colonne) du problème lui correspondant est définie comme
suit.

xki =

{
1 si le lot bki est sélectionné
0 sinon

Une fois un lot sélectionné, les tâches qu’il contient ainsi que sa durée d’exécution sur la
machine sont connus. Les notations suivantes sont utilisées dans le modèle.

— akij = 1 si la tâche Jj est contenue dans le lot bki , 0 sinon
— nki indique le nombre de tâches contenues dans le lot bki correspondant à la colonne

xik
— P ki la durée de production du lot bki

min
n∑
k=1

∑
i∈βk

nki τkx
k
i (3.31)

l∑
k=1

∑
i∈βk

P ki x
k
i ≤ τl ∀l ∈ {1, ...,m} (3.32)

m∑
k=1

∑
i∈βk

akij x
k
i = 1 ∀j ∈ {1, ..., n} (3.33)

xki ∈ {0, 1} ∀k ∈ {1, ...,m},∀i ∈ βk (3.34)

Le premier ensemble de contraintes (3.32) garantit que la production d’un lot est finie
avant sa date départ pour la livraison. Etant donné que l’ordre de production des lots et
l’ordre de livraison sont les mêmes, si k1 < k2 alors le lot sélectionné de l’ensemble βk1
doit être produit avant celui sélectionné de βk2 et au ke départ du véhicule, la production
des lots β1, . . . , βk doit être finie. Les contraintes (3.33) nous assurent que toutes les tâches
sont affectées à exactement un lot. L’objectif à minimiser est donné par (3.31).

Suivant le schéma standard de la génération de colonnes, le problème maître est restreint
à un sous-ensemble de variables (colonnes) β̃ ⊆ β. Etant donné une solution optimale de la
relaxation continue du problème restreint au variables β̃, la résolution d’un sous-problème
est nécessaire pour trouver des éléments de β \ β̃ pouvant améliorer la solution et les
introduire au problème maître. La solution de la relaxation continue du problème restreint
aux β̃ variables est dite optimale si aucun élément de β \ β̃ n’améliore la solution.

Sous-problème (pricing problem) Le sous-problème cherche un élément de β \ β̃ tel
que le coût réduit de la nouvelle colonne soit négatif. On note par αl et γj les variables duales
associées aux contraintes (3.32) et (3.33) respectivement. Le coût réduit de la variable xki
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noté c̄ki est comme suit.

c̄ki = nki τk −
m∑
l=k

P ki αl −
n∑
j=1

a
bki
j γj , (P ki =

n∑
j=1

pja
bki
j et nki =

n∑
j=1

a
bki
j )

=

n∑
j=1

a
bki
j τk −

m∑
l=k

n∑
j=1

pja
bki
j αl −

n∑
j=1

a
bki
j γj ,

=

n∑
j=1

(τk − pj
m∑
l=k

αl − γj)︸ ︷︷ ︸
wj

a
bki
j

Soit wj = τk − pj
∑m

l=k αl − γj , le sous-problème peut être formulé de la manière suivante.
Un ensemble de variables zj ∈ {0, 1}, j ∈ {1, . . . , n} où zj prend la valeur 1 si la tâche Jj
est inclue dans le nouveau lot, 0 sinon.

min
n∑
j=1

wjzj (3.35)

n∑
j=1

sjzj ≤ c (3.36)

Etant donné que le lot retourné doit être réalisable, la contrainte (3.36) nous garantit que
la capacité du véhicule n’est pas dépassée.

Clairement, dans une solution optimale, les variables zj , j ∈ {1, . . . , n} telles que wj < 0
prennent la valeur zéro. Par conséquent, nous considérons uniquement les variables telles
que wj ≥ 0. Soit J ′ le sous-ensemble de tâches restantes et w′j = −wj . Le problème qui en
resulte est un problème de sac-à-dos.

max
n′∑
j=1

w′jzj (3.37)

n′∑
j=1

sjzj ≤ c ∀j ∈ {1, ..., n′} (3.38)

3.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un cas déterministe du problème intégré d’or-
donnancement et de distribution où les tâches sont produites sur une seule machine et les
produits finis sont livrés vers un unique client par des véhicules de capacités identiques dont
les dates de départ sont fixes et connues à l’avance par le fabricant. A chaque tâche sont
associés une durée de production et un espace occupé dans le véhicule et l’objectif est de
minimiser la somme des dates de livraisons des tâches. Le problème est montré NP-difficile
et un algorithme d’approximation est proposé pour un cas particulier. Une formulation
compacte du problème ainsi qu’une formulation adaptée à la génération de colonnes sont
également proposées.
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En perspective, nous effectuerons des expérimentations afin de valider les modèles pro-
posés et nous proposerons un branch & bound afin d’obtenir des solutions optimales du
problème ainsi que des algorithmes d’approximation pour des cas particuliers moins res-
treints.
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Chapitre 4

Problème général de production et
de distribution intégrées : complexité
et génération de colonnes

Dans ce chapitre, nous étudions un cas général du problème intégré de production et
de distribution déterministe. Les tâches sont produites par une machine et livrées vers
plusieurs clients situés à des localisations géographique différentes. Un unique véhicule de
capacité limitée est utilisé pour effectuer la livraison. Le problème consiste alors à détermi-
ner la séquence de production des tâches, la constitution des lots et la séquence de livraison
des tâches de chaque lot. La partie distribution est traitée de manière explicite dans ce cha-
pitre et ainsi le problème traité constitue une variante de voyageur de commerce à tournées
multiples. Deux fonctions objectif très utilisées en ordonnancement sont considérées dans
ce chapitre, la première consiste à minimiser le makespan, i.e., la date de retour du véhi-
cule au dépôt après que toutes les tâches soient livrées. La seconde consiste à minimiser la
somme des dates de livraison des tâches. Des résultats de complexité sur des cas particu-
liers sont proposés et une approche par génération de colonnes est proposée pour résoudre
les relaxations continues d’une formulation étendue du problème pour chacune des fonc-
tions objectifs. Enfin, des résultats expérimentaux sont présentés afin d’attester les bonnes
performances des méthodes proposées. Ce chapitre est issu d’une collaboration avec S.U.
Ngueveu et a été présenté dans la conférence internationale ISCO 2016 et sélectionné pour
une publication dans Lecture Notes in Computer Science [Cheref et al., 2016d].

4.1 Description du problème et notations

Dans ce chapitre, les tâches sont produites sur une machine et la préemption sur la
production d’une tâche n’est pas autorisée. A chaque tâche Jj ∈ {1, . . . , n} sont associées
une durées d’exécution pj , une taille occupée dans le véhicule sj et une destination j. La
partie livraison est traitée par un véhicule de capacité c. Les coûts de livraison n’étant pas
pris en compte dans cette thèse, des indicateurs de temps sont utilisés afin de mesurer la
qualité des solutions. Ainsi, dans la première fonction objectif on cherche à minimiser le
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Figure 4.1 – Illustration des problèmes 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax ou
∑
Dj

temps total nécessaire afin de compléter la production et la livraison, ce critère étant noté
Dmax. Le second critère consiste à minimiser la date de livraison moyenne (ou somme des
dates de livraisons) des tâches. A noter que Dmax est la date de retour du véhicule après
avoir livré la dernière tâche (voir la figure 4.1).

Etant donné que la partie tournées de véhicules fait partie de la décision, ce problème
peut être considéré comme étant une variante du problème de tournées de véhicules. En
effet, lorsque l’objectif est de minimiser la date de fin totale de la production et de la
livraison, le problème s’apparente au problème de tournées de véhicules dans lequel un
véhicule peut effectuer plusieurs tournées noté "multi-trip vehicle routing problem" (voir
[Azi et al., 2007], [Azi et al., 2010], [Macedo et al., 2011], [Hernandez et al., 2016] pour plus
de détails sur ce problème). Ainsi dans le problème considéré dans la littérature, les tâches
sont supposées être disponibles à l’instant 0 et le problème consiste finalement à déter-
miner les tournées de sorte à minimiser la date de fin de livraison de toutes les tâches
en respectant des contraintes particulières aux problèmes de tournées de véhicules telles
que les fenêtres de temps de livraison, une longueur maximum pour les tournées, etc. Dans
[Azi et al., 2010], [Macedo et al., 2011], [Hernandez et al., 2016], les auteurs proposent une
procédure de génération de colonnes pour le problème. Cependant, Cattaruzza et al dans
[Cattaruzza et al., 2016] considèrent que les tâches sont disponibles à des dates données
mais sans pour autant que le problème d’ordonnancement ne fasse partie de la décision.
Les auteurs proposent une heuristique pour la résolution du problème. D’autre part, le
problème d’ordonnancement et de distribution dans lequel l’objectif considéré est de type
cumulatif, i.e., la somme des dates de livraisons, constitue une variante du problème de
tournée de véhicules à dates de livraisons cumulatives ("cumulative capacitated vehicle
routing problem"). Une méthode de génération de colonne est également proposée pour ce
problème par Lysgaard et Wøhlk [Lysgaard et Wøhlk, 2014].

Enfin, le problème considéré est noté 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax lorsque l’objectif
Dmax est considéré et 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|

∑
Dj pour la somme des dates de livraisons.

Une illustration de ces deux problèmes avec n = 7 est donnée dans la figure (4.1).
Dans ce qui suit, nous commençons par une étude de complexité sur des cas particuliers

du problème et proposons une formulation étendue pour le cas général adaptée au schéma
de la génération de colonnes. Les objectif Dmax et

∑
Dj sont considérés dans chacun des

cas.

4.2 Cas particuliers

Dans cette section, nous considérons deux cas particuliers du problème pour chacune des
deux fonctions objectif. Nous commençons par donner quelques résultats de complexité sur
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le cas particulier avec un seul client (site de livraison) ainsi que des observations concernant
le cas où les lots sont fixés, i.e. la composition des lots est prédéterminée.

4.2.1 Cas avec un seul client

4.2.1.1 Problème 1→ D, k = 1|v = 1, c|Dmax

Dans [Chang et Lee, 2004], les auteurs montrent que le problème 1 → D, k = 1|v =
1, c|Dmax est équivalent au problème du Bin Packing lorsque les durées d’exécution des
tâches sont nulles. En effet, une solution optimale de ce cas particulier du problème sous
l’objectif Dmax consiste à minimiser le nombre de tournées et ceci revient à minimiser le
nombre de boites dans un problème de Bin Packing. Ainsi, le problème 1→ D, k = 1|v =
1, c|Dmax est NP-difficile au sens fort. A noter que ce raisonnement n’est pas valide sur
l’objectif

∑
j Dj . En effet, une solution avec un minimum de tournées n’est pas forcément

optimale lorsque l’objectif est la somme des dates de livraisons.

4.2.1.2 Problème 1→ D, k = 1|v = 1, c|
∑

j Dj

La preuve utilisée pour l’objectif Dmax n’étant pas valide sur ce deuxième objectif,
nous montrons que le problème 1 → D, k = 1|v = 1, c|

∑
j Dj est également NP-difficile

au sens fort par une réduction polynomiale au problème de 3-PARTITION. La preuve du
théorème qui suit est similaire à celle utilisée dans le chapitre 3 pour la preuve de complexité
du problème 1 → D, k = 1|v = 1, c = z, no wait|

∑
j Dj (voir 3.1.3). A noter que la

démonstration proposée dans la section 3.1.3 reste valable pour le problème 1 → D, k =
1|v = 1, c|

∑
j Dj . Cependant, nous proposons dans ce qui suit une preuve plus générale

dans laquelle les durée de production sont nulles.

Théorème 4.2.1 Le problème 1 → D, k = 1|v = 1, c = z|
∑

j Dj est NP-difficile au sens
fort.

Démonstration. Nous commençons par présenter le problème fortement NP-difficile de
3-PARTITION. Etant donné un ensemble de 3h entiers a1, . . . , a3h telles que

∑
ai = hb

et b/4 < ai < b/2 pour tout i, le problème consiste à partitionner cet ensemble d’entiers
en h ensembles disjoints tels que la somme de chaque sous ensemble soit égale à b.

Ainsi, étant donnée une instance de 3-PARTITION, on construit une instance de notre
problème de la manière suivante :

— n = 3h tâches et la capacité c = b,
— Les temps de transport tM1 = t1M = t et t > 0, quelconque
— Pour tout Jj ∈ {J1, . . . , J3h} pj = 0, sj = aj ,
— La somme des dates de livraisons y = 3

2h(h+ 1)bt.
De là, le problème consiste à déterminer s’il existe une solution telle que

∑
j Dj ≤ y.

De 3-PARTITION à 1→ D, k = 1|v = 1, c|
∑

j Dj. S’il existe une solution à l’instance de
3-PARTITION alors il existe pour notre problème une solution réalisable S telle que

∑
j Dj ≤

y.
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Figure 4.2 – Solution de 3-PARTITION

Soient H1, H2, . . . ,Hh une solution de l’instance 3-PARTITION. On construit une solution
S pour le problème 1 → D, k = 1|v = 1, c|

∑
j Dj telle que

∑
j Dj = 3

2h(h + 1)bt = y. On
construit une solution à notre problème en affectant le sous-ensemble de tâches Hi au lot
bi pour tout i ∈ {1, . . . , h}. Le véhicule commence la première tournée à la date 0 et ainsi
les trois tâches de H1 sont livrées à la date t et le véhicule retourne au dépôt à la date 2t.
Etant donné que les durées de production sont nulles, le véhicule repart immédiatement
avec le second lot constitué des tâches de H2 et le livre à la date 3t. En suivant le même
raisonnement (voir Fig. 4.2), un lot bi est alors livré à la date (2i − 1)t et la somme des
dates d’arrivées est égale à

∑
j Dj = 3

∑h
i=1(2i− 1)t = y.

De 1 → D, k = 1|v = 1, c|
∑

j Dj à 3-PARTITION. Inversement, on montre que s’il
existe une solution S au problème 1→ D, k = 1|v = 1, c|

∑
j Dj telle que

∑
j Dj ≤ y alors

l’instance de 3-PARTITION admet une solution. La preuve de la réciproque étant équivalente
à celle de la preuve de complexité du problème 1→ D, k = 1|v = 1, c = z, no wait|

∑
j Dj ,

nous renvoyons à la section 3.1.3. 2

Remarque Le problème 1 → D, k = 1|v = 1, c|
∑

j Dj peut être résolu en temps po-
lynomial dans le cas où toutes les tâches ont la même taille [Li et al., 2005]. Les auteurs
proposent un algorithme de programmation dynamique avec une complexité en O(n2) pour
résoudre le problème.

4.2.2 Cas avec des lots prédéterminés

Dans ce deuxième cas particulier, nous considérons que les tâches sont préalablement
affectées aux lots et par conséquent les tournées correspondant aux lots sont également
connues. Pour chacune des deux fonctions objectif, ce cas particulier du problème est
traité.

4.2.2.1 Problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c, fixed− batchs|Dmax

Proposition 4.2.2 Le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c = z, fixed−batchs|Dmax peut être
résolu en temps polynomial.

La composition des lots ainsi que les tournées étant prédéterminées, un lot peut alors
être considéré comme étant une tâche et ainsi ce problème devient équivalent au célèbre
problème de minimisation du temps de production total sur un flow shop à deux machines.

Flow Shop. Etant donné un ensemble de n tâches et un ensemble de m machines,
trouver une séquence de production qui optimise un critère d’évaluation en respectant les
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contraintes suivantes.
— Les tâches doivent être traitées sur toutes les machines, de la machine 1 à m,
— La machine ne traite qu’une seule tâche à la fois.

Le flow shop à deux machines avec minimisation du makespan (noté F2||Cmax) peut être
résolu en temps polynomial par l’algorithme de Johnson [Johnson, 1954].

Ainsi, la résolution du problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c = z, fixed − batchs|Dmax

est équivalente à la résolution d’un flow shop à deux machines avec comme objectif la
minimisation du makespan. Ceci s’obtient en considérant un lot du problème 1 → D, k ≥
1|v = 1, c = z, fixed− batchs|Dmax comme étant une tâche du flow shop à deux machines,
la durée de production et la durée de la tournée du lot comme étant respectivement les
durées de production de la tâche correspondante sur la première et la seconde machine.

4.2.2.2 Problème 1→ D, k = 1|v = 1, c, fixed− batchs|
∑

j Dj

Nous montrons dans ce qui suit que le cas particulier avec lot fixé est NP-difficile par
une réduction polynomiale au problème de flow shop à deux machines. A noter que celui-ci
est NP-difficile lorsque le critère d’optimisation est la minimisation de la somme des dates
de fin de production noté F2||

∑
j Cj [Garey et al., 1976].

Proposition 4.2.3 Le problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c = z, fixed − batchs|
∑

j Dj est
NP-difficile.

Puisque les lots sont prédéfinis, nous considérons le cas particulier où chaque lot contient
exactement une seule tâche. Soit C ′j la date à laquelle le véhicule retourne au dépôt après
avoir livré la tâche Jj , i.e., C ′j = Dj + tjM . Donc la date de livraison de la tâche Jj est
Dj = C ′j − tjM et la somme des dates de livraisons

∑n
j=1Dj =

∑n
j=1C

′
j −

∑n
j=1 tjM .

Etant donné que
∑n

j=1 tjM est constant, minimiser
∑n

j=1Dj revient à minimiser
∑n

j=1C
′
j .

Ainsi, de même que pour l’objectif Dmax, ce cas particulier du problème 1 → D, k =
1|v = 1, c, fixed− batchs|

∑
j Dj est équivalent à un flow shop à deux machines. En effet,

en considérant pj comme la durée de la tâche sur la première machine et la durée de la
tournée qui est égale à tMj + tjM comme étant celle sur la deuxième machine, résoudre ce
cas particulier revient à résoudre le problème NP-difficile F2||

∑
j C
′
j où C ′j correspond à

la date de fin de production de Jj sur la deuxième machine.

4.3 Cas général

Nous abordons dans cette section un cas général du problème intégré d’ordonnancement
et de tournées de véhicules dans lequel le problème d’ordonnancement à une machine ainsi
que le problème de tournées de véhicules font partie de la décision. Cependant, avant
d’entamer les méthodes de résolution, nous établissons quelques propriétés fondamentales
de dominance entre solutions. Du fait que les dates de début au plus tôt ne sont pas
considérées dans cette première partie de la thèse, à partir de n’importe quelle solution,
la séquence de production peut facilement être changée et réordonnée suivant la séquence
de livraison des tâches et cela sans affecter le critère d’optimisation (Dmax et

∑
j Dj). Les

propriétés sont alors énoncées comme suit.
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Propriétés 4.3.1 Il existe une solution optimale au problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c =
z|Dmax ou

∑
j Dj qui satisfait les conditions suivantes :

— Les tâches sont ordonnancées sur la machine sans temps d’arrêt,
— La séquence de production et la séquence de livraison des tâches sont les mêmes.

Les propriétés énoncées impliquent que lorsque la tournée livrant un lot est connu, la
séquence de production du lot sur la machine peut alors être déduite. Pour la fonction ob-
jectif Dmax et

∑
j Dj , nous pouvons voir que la solution optimale du problème 1→ D, k ≥

1|v = 1, c = z|Dmax ou
∑

j Dj peut être obtenue en combinant les lots et ainsi le problème
est adapté à une modélisation sous forme de partition d’ensembles. Par conséquent une
formulation étendue adaptée à la génération de colonnes peut être proposée pour chacune
des deux fonctions objectifs. A noter que le problème considéré sans la phase ordonnance-
ment est similaire à un problème de tournée de véhicules à plusieurs tournées (multi trip
vehicle routing problem) pour lequel la génération de colonnes et le branch & price sont les
méthodes de choix pour une résolution exacte [Azi et al., 2010],[Lysgaard et Wøhlk, 2014].
Cependant, nous disposons dans notre cas d’un seul véhicule et d’une phase d’ordonnan-
cement qui contraint la constitution des lots. Il est donc pertinent de se demander si une
approche de génération de colonnes peut toujours être appliquée avec succès sur le problème
considéré.

4.3.1 Problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax

Le concept de génération de colonnes étant présenté dans le chapitre précédent (voir
chapitre 3). Nous pouvons dés à présent introduire une formulation sous forme de partition
d’ensemble pour le problème maître. Une colonne représente un lot ainsi que sa position
dans la séquence de livraison. Les notations utilisées sont comme suit.

— β = {b1, . . . , b|β|} l’ensemble des lots réalisables pour lesquels les positions sont
fixées,

— Pb,1 =
∑

j∈b pj la durée de production du lot b sur la machine,
— Pb,2 la durée de la tournée qui livre le lot b,
— ai,b = 1 indique si la tâche Ji est dans la lot b et par conséquent prend la valeur 1,

0 sinon.
En effet, un lot étant un ensemble de tâches dont l’ordre de production et de livraison
est le même (d’après les propriétés 4.3.1), une fois celui-ci connu, sa durée de production
sur la machine et la tournée qui le livre sont également connues. Un unique ensemble des
variables défini pour minimiser Dmax.

— xb,k vaut 1 si le lot b en position k est sélectionné, 0 sinon.
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min Dmax (4.1)

Dmax ≥
l∑

k=1

∑
b∈β

Pb,1xb,k +
n∑
k=l

∑
b∈β

Pb,2xb,k, ∀l ∈ {1, ..., n} (4.2)

∑
b∈β

xb,k ≤ 1, ∀k ∈ {1, ..., n} (4.3)

∑
b∈β

(ai,b

n∑
k=1

xb,k) = 1, ∀i ∈ {1, ..., n} (4.4)

∑
b∈β

xb,k ≥
∑
b∈β

xb,k+1, ∀k ∈ {1, ..., n− 1} (4.5)

∑
b∈β

xb,k = 1, ∀k ∈ {1, ..., δ} (4.6)

xb,k ∈ {0, 1} ∀k ∈ {1, ..., n}, ∀b ∈ β (4.7)

Le premier ensemble de contraintes (4.2) exprime le flow shop à deux machines présenté
précédemment sur le cas avec lots fixés (voir 4.2.2.1). Ces contraintes garantissent que la
production d’un lot sur la machine commence après la production du lot qui le précède
mais également que le véhicule commence la livraison d’un lot une fois que la production de
celui-ci est terminée et que le véhicule est retourné au dépôt. Les contraintes (4.3) et (4.4)
garantissent la réalisabilité de la solution en imposant au plus un lot à chaque position (4.3)
et en s’assurant que chaque tâche est affectée à un seul lot (4.4). Les contraintes (4.5) sont
utilisées afin d’éliminer la symétrie en forçant les colonnes (lots) sélectionnées à apparaître
consécutivement aux premières positions. Les contraintes (4.6) sélectionnent un nombre
minimum de positions par l’intermédiaire d’une borne inférieure du nombre minimum de
lots nécessaire pour contenir toutes les tâches.

Cette borne inférieure est notée δ et afin de l’obtenir, nous utilisons la règle First
Fit Decreasing qui est une 3/2 approximation pour le problème du bin-packing (voir le
chapitre 3 pour plus de détail sur le FFD). Ainsi en considérant uniquement la taille des
tâches, soit τ le nombre de boites obtenues par l’algorithme FFD. Le nombre minimum de
lots nécessaires δ est alors égal à 2/3τ . A noter que les contraintes (4.5) et (4.6) constituent
des inégalités valides et par conséquent ne sont pas indispensables au programme linéaire
en nombre entier.

Le problème maître étant établi, le schéma standard de la génération de colonnes im-
plique que celui-ci soit au préalable restreint à un sous-ensemble de colonnes (variables)
notées β̃ ⊆ β. En effet, le nombre de combinaisons de lots total étant très grand, le pro-
blème maître est restreint à un sous ensemble de variables et un sous-problème est utilisé
afin de trouver des éléments de β \ β̃ pouvant améliorer la solution la relaxation continue
du problème maître restreint (représenté par les contraintes (4.2-4.6)) et les introduire à
ce dernier.

Sous-problème (pricing problem) Soient αl, βk, γi, σk et ξk les variables duales asso-
ciées respectivement aux contraintes (4.2), (4.3),(4.4), (4.5), (4.6) de la relaxation continue
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du problème maître restreint. A noter que la variable duale ξk existe uniquement pour
k ≤ δ et la variable σk−1 pour k ≥ 2 et σk for k ≤ n − 1. On note par c̄b,k le coût réduit
de la variable xb,k et ainsi le sous-problème cherche un élément de β \ β̃ tel que c̄b,k < 0.

c̄b,k =

n∑
l=k

Pb,1αl +

k∑
l=1

Pb,2αl − βk −
n∑
i=1

ai,bγi + σk−1 − σk − ξk, (Pb,1 =

n∑
i=1

piai,b)

=
n∑
i=1

n∑
l=k

piai,bαl −
n∑
i=1

ai,bγi +
k∑
l=1

Pb,2αl − βk + σk−1 − σk − ξk

=

n∑
i=1

pi
∑n

l=k αl − γi∑k
l=1 αl

ai,b + Pb,2 −
βk − σk−1 + σk + ξk∑k

l=1 αl

donc

c̄b,k < 0 ⇔
∑n

i=1

pi
∑n

l=k αl − γi∑k
l=1 αl︸ ︷︷ ︸
`i

ai,b + Pb,2 <
βk − σk−1 + σk + ξk∑k

l=1 αl︸ ︷︷ ︸
rk

(4.8)

Nous définissons un graphe orienté auxiliaire G = (V,A) dans lequel l’ensemble des
noeuds est noté V = N ∪ {vs, vd} où les noeuds N = {v1, . . . , vn} représentent les n sites
de livraisons du problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax et {vs, vd} représentent le dépôt
dupliqué. L’ensemble des arcs du graphe G est noté A = {(vi, vj)|vi ∈ N ∪ {vs}, vj ∈
N ∪{vd}, vi 6= vj}. Sans perte de généralité, nous considérons qu’il existe un chemin direct
entre tous les sites de livraison et on note par A = {(vi, vj)|vi ∈ N∪{vs}, vj ∈ N∪{vd}, vi 6=
vj} l’ensemble des arcs du graphe G. Enfin, d’après l’expression (4.8) du coût réduit, les
notations suivantes sont utilisées afin de simplifier le sous-problème.

`i =
pi
∑n

l=k αl − γi∑k
l=1 αl

, ∀i ∈ {1, ..., n}

rk =
βk − σk−1 + σk + ξk∑k

l=1 αl
, ∀k ∈ {1, ..., n}

Dès lors le coût réduit peut être écrit de la manière suivante.

c̄b,k < 0 ⇔
∑n

i=1 `iai,b + Pb,2 < rk (4.9)

où les ai,b indiquent l’ensemble des tâches sélectionnées pour le lot b et Pb,2 la durée de
la tournée qui livre b. Soit dij la distance de l’arc (vi, vj). Ainsi, la distance entre deux
noeuds (vi, vj) est égale à `i+ tij pour tout vi ∈ V −{vs}. En effet, la constante `i doit être
comptabilisée lorsque le site i est visité et peut alors être prise en compte directement en
la rajoutant à chaque arc sortant de vi. La distance du dépôt jusqu’aux sites de livraison
est notée dsj = tMj pour tout (vs, vj) et la distance de l’arc (vs, vd) est notée dsd = rk.

En conséquence, le sous-problème consiste à résoudre un problème de plus court chemin
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élémentaire avec contraintes de ressources (Elementary Shortest Path Problem with Re-
source Constraints, ESPPRC) sur le graphe G où les contraintes de ressources concernent
la capacité c du véhicule.

ESPPRC. Ce problème consiste à trouver le plus court chemin élémentaire entre un
point de départ et un point d’arrivée en prenant en compte des contraintes additionnelles
représentées sous forme de ressources. En présence de ces contraintes, le problème du
plus court chemin élémentaire est montré NP-difficile au sens fort par Dror [Dror, 1994].
Cependant, celui-ci est utilisé avec succès comme sous-problème (pricing problem) dans de
nombreuses applications du problème de tournée de véhicules [Feillet et al., 2004],
[Azi et al., 2010], etc.

Ainsi, la longueur du plus court chemin retourné correspond à la valeur minimum sur
toutes les combinaisons de lots de l’équation suivante.

min
b∈β\β̃

{
n∑
i=1

`iai,b + Pb,2}

Par conséquent, la colonne xbk correspondant au plus court chemin retourné peut être
introduite au problème maître restreint si la longueur du plus court chemin est inférieure
à rk. A partir du chemin retourné et du fait que la séquence de production est identique à
la séquence de livraison, la durée de production du lot sur la machine Pb,1 et la durée de la
tournée qui le livre Pb,2 sont connues. Afin de résoudre le problème ESPPRC, nous avons
utilisé la méthode exacte proposée par Lozano et al. Pour plus de détails sur la méthode,
voir [Lozano et al., 2015].

A partir de la première position (k = 1), le sous-problème cherche une nouvelle colonne
à rajouter au problème maître restreint en testant toutes les positions et s’arrête lorsqu’un
coût réduit négatif est trouvé. La nouvelle colonne est ainsi ajoutée au problème maître
restreint et le processus est répété jusqu’à ce qu’il n’existe plus de colonne de coût réduit
négatif à introduire. Nous proposons dans ce qui suit une heuristique afin d’initialiser le
processus de génération de colonnes.

Solution initiale heuristique

Afin d’initialiser le processus de génération de colonnes en prenant en compte les par-
ticularités du problème considéré, nous proposons l’heuristique gloutonne suivante.

(1) La première étape consiste à affecter les tâches aux lots suivant leurs tailles. La
règle FFD du bin-packing est utilisée à cet effet

(2) Les lots étant constitués, la séquence de livraison des tâches d’un lot est déterminée
grâce à la règle du plus proche voisin.

(3) Les lots ainsi que leurs durées de production et de livraison étant connus, déterminer
la séquence optimale de production et de livraison revient à résoudre le flow-shop à
deux machines présenté dans la section (4.2.2.1) en utilisant la règle de Johnson.

A noter que l’heuristique proposée minimise le nombre de positions initiales. Cela permet
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d’accélérer la résolution du sous-problème vu que le nombre de positions est relativement
petit.

4.3.2 Problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|
∑

j Dj

Nous proposons dans cette section une nouvelle formulation étendue dans laquelle la
fonction objectif cumulative

∑
j Dj est traitée. Afin d’obtenir la date de livraison pour

chaque tâche, le problème maître doit tenir compte de la date de départ de chaque lot. Les
notations utilisées sur ce modèle sont comme suit.

— β′ = {b1, . . . , b|β′|} l’ensemble des lots réalisables pour lesquels les positions et les
dates de départ du véhicule afin de les livrer sont fixées,

— Pb,1 =
∑

j∈b pj la durée de production du lot b sur la machine,
— Pb,2 la durée de la tournée qui livre le lot b,
— ai,b = 1 si la tâche Ji est dans la lot b et 0 sinon.
— Ri,b le temps de transport de la tâche Ji du lot b. Cette valeur constitue le temps

écoulé entre la date de départ du véhicule pour livrer b et la date d’arrivée au site
de la tâche Ji.

A noter qu’une fois un lot b connu, sa durée de production sur la machine Pb,1, la durée de
la tournée qui le livre Pb,2, les tâches qui le constituent ai,b = 1 tels que Jj ∈ b et la durée
de transport Ri,b jusqu’aux différents sites Ji ∈ b sont connues. Les variables binaires et
continues suivantes sont utilisées afin de minimiser

∑
j Dj .

— ybkt = 1 si le lot b livré en position k et dont la tournée commence à la date t est
sélectionné, 0 sinon.

— Sk ≥ 0 la date de départ du lot en position k.

Soit T une borne supérieure de la date de départ du véhicule pour effectuer la dernière
tournée. Du moment que l’inégalité triangulaire est respectée, cette borne est donnée par
l’équation suivante.

T =
n∑
i=1

(pi + 2t0,i)

A noter que les variables indiquant les dates de livraison de tâches ne sont pas utilisées.
Celles-ci sont calculées implicitement dans la fonction objectif du modèle suivant.
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Minimize
∑
b∈β′

n∑
k=1

T∑
t=1

∑
i∈b

ai,b(t+Ri,b)yb,k,t (4.10)

Sk′ ≥
l∑

k=1

∑
b∈β′

T∑
t=1

Pb,1yb,k,t +
k′−1∑
k=l

∑
b∈β′

T∑
t=1

Pb,2yb,k,t,

∀k′ ∈ {1, ..., n}, ∀l ∈ {1, ..., k′} (4.11)∑
b∈β′

T∑
t=1

yb,k,t ≤ 1, ∀k ∈ {1, ..., n} (4.12)

∑
b∈β′

T∑
t=1

(ai,b

n∑
k=1

yb,k,t) ≥ 1, ∀i ∈ {1, ..., n} (4.13)

∑
b∈β′

T∑
t=1

tyb,k,t ≥ Sk, ∀k ∈ {1, ..., n} (4.14)

∑
b∈β′

T∑
t=1

yb,k,t ≥
∑
b∈β′

T∑
t=1

yb,k+1,t, ∀k ∈ {1, ..., n− 1} (4.15)

∑
b∈β′

T∑
t=1

yb,k,t = 1, ∀k ∈ {1, ..., δ} (4.16)

yb,k,t ∈ {0, 1} ∀b ∈ β′, ∀k ∈ {1, ..., n},∀t ∈ {1, . . . , T} (4.17)

La fonction objectif (4.10) minimise la somme des dates de livraison des tâches où la date
de livraison d’une tâche Ji est donnée par la somme de la date de départ du véhicule
pour livrer le lot qui la contient et le temps de transport entre le dépôt et le site i de
livraison de ji. Ainsi Di est équivalent à ai,b(t + Ri,b)yb,k,t si la tâche Ji est dans le lot b,
la tournée du lot b commence à la date t et si le lot b en position k qui part à la date t est
sélectionné. Les contraintes (4.11) garantissent que la production d’un lot commence après
celle du précédent et que la date de départ de livraison d’un lot commence après la fin du
précédent et après la fin de production du lot transporté. La date de départ d’un lot étant
indispensable dans cette formulation, ces contraintes bornent ces dernières et font en sorte
que celles-ci soient réalisables. Les contraintes (4.14) garantissent la faisabilité des dates de
départ des tournées. Les contraintes restantes (4.12), (4.13), (4.15), (4.16) sont similaires
à celles utilisées dans la formulation du problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax.

La génération de colonnes implique que le problème maître représenté par les contraintes
(4.10-4.16) soit au préalable restreint à un sous-ensemble de colonnes notées β̃′ ⊆ β′ . Ainsi,
un sous-problème est nécessaire afin de trouver des éléments de β′ \ β̃′ pouvant améliorer
la solution de la relaxation continue du problème maître restreint.

Sous-problème (pricing problem) Les variables duales associées aux contraintes (4.11),
(4.12),(4.13),(4.14),(4.15) et (4.16) sont respectivement α′lk′ , β

′
k, γ

′
i, δ
′
k, σ

′
k et ξ′k où la va-

riable ξk existe uniquement si k ≤ δ et la variable σk−1 si k ≥ 2 et σk si k ≤ n− 1. Le coût
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réduit d’une variable ybkt est noté ¯c′bkt. Le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|
∑

j Dj étant un
problème de minimisation, une colonne ybkt peut alors être introduite au problème maître
restreint si ¯c′bkt < 0.

¯c′bkt =
n∑
i=1

(t+Ri,b)ai,b +
n∑

k′=1

k′∑
l=k

Pb,1αl,k′ − γiai,b +
n∑

k′=k+1

k∑
l=1

Pb,2αl,k′

− βk − tδk + σk−1 − σk − ξk, (Pb,1 =

n∑
i=1

piai,b)

=
n∑
i=1

(t+Ri,b)ai,b +
n∑
i=1

(pi,1(
n∑

k′=1

k′∑
l=k

αl,k′)− γi)ai,b+

+ Pb,2(
n∑

k′=k+1

k∑
l=1

αl,k′)− βk − tδk + σk−1 − σk − ξk

donc

¯c′bkt < 0⇔
n∑
i=1

(t+Ri,b)︸ ︷︷ ︸
hi

ai,b +
n∑
i=1

(pi,1(
n∑

k′=1

k′∑
l=k

αl,k′)− γi)︸ ︷︷ ︸
l
′
i

ai,b +

+Pb,2 (
n∑

k′=k+1

k∑
l=1

αl,k′)︸ ︷︷ ︸
q

≤ βk + tδk − σk−1 + σk + ξk︸ ︷︷ ︸
r
′
kt

(4.18)

De même que pour le sous-problème défini pour le problème 1 → D, k ≥ 1|v =
1, c|Dmax, trouver un coût réduit négatif pour une variable ybkt dans le problème 1 →
D, k ≥ 1|v = 1, c|

∑
j Dj revient à résoudre un problème de plus court chemin à contraintes

de ressources. Afin de représenter le sous-problème, nous utilisons un graphe auxiliaire G′

dont seule la longueur des arcs diffère de celles du graphe G introduit dans la section pré-
cédente. Nous revenons sur les notations utilisées dans l’expression du coût réduit (4.18)

hi = t+Ri,b, ∀i ∈ {1, ..., n}

l′i = pi,1(

n∑
k′=1

k′∑
l=k

αl,k′ − γi), ∀i ∈ {1, ..., n}

q =

n∑
k′=k+1

k∑
l=1

αl,k′ ,

r′kt = βk + tδk − σk−1 + σk + ξk, ∀k ∈ {1, ..., n}, ∀t ∈ T

Le coût réduit peut s’écrire de la façon suivante.

¯c′bkt < 0⇔
n∑
i=1

diai,b +

n∑
i=1

l
′
iai,b + qPb,2 < r

′
kt (4.19)
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En raison de la structure de l’expression du coût réduit, plusieurs labels sont nécessaires
dans l’algorithme ESPPRC afin de retourner le plus court chemin. En effet, trouver le lot
dont la valeur du plus court chemin est minimum consiste à trouver la meilleure combinai-
son des tâches afin de former un lot. L’équation suivante est minimisée.

min
b∈β′\β̃′

{
n∑
i=1

diai,b +

n∑
i=1

l
′
iai,b + qPb,2}

On peut voir que cette équation est constituée des trois sous-problèmes suivants.
—
∑n

i=1 diai,b : trouver le chemin dont la somme des dates de livraison des tâches est
minimale,

—
∑n

i=1 l
′
iai,b : sélectionner des tâches de façon à ce que cette fonction soit minimisée,

— qPb,2 : trouver le chemin de distance réelle minimale.
Enfin, une colonne ybkt peut être introduite au problème maître restreint si son coût

réduit est strictement négatif, i.e,. si la longueur du plus court chemin correspondant à la
colonne ybkt est strictement inférieur à r′kt. La méthode exacte proposée par Lozano et al
est appelée pour chaque position k et date de départ t pour le calcul du plus court chemin
(voir [Lozano et al., 2015]). L’initialisation du processus étant similaire à celle utilisée dans
la section précédente sur le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax, nous invitons le lecteur
à se référer à l’algorithme utilisé.

4.4 Expérimentations

Afin de valider les approches proposées, nous présentons dans cette section les résultats
des tests expérimentaux effectués sur les formulations étendues du problème intégré d’or-
donnancement et de tournées de véhicule pour chacune des deux fonctions objectifs. Les
résultats présentés dans cette section sont obtenus sur des instances générées aléatoirement
de la manière suivante.
Les durées d’exécution et les tailles des tâches sont générées sur des ensembles discrets de
distribution uniforme :

pj ∈ U(1, 100), ∀j ∈ {1, ..., n}
sj ∈ U(1, 10), ∀j ∈ {1, ..., n}

Les coordonnés (Xj , Yj) des sites de livraisons sont générés aléatoirement dans l’intervalle
[1, 40] pour chaque site j ∈ {1, . . . , n} et celles du dépôt sont initialisées à (0, 0). Les
distances euclidiennes entre les différents sites sont alors obtenues.

ti,j = tj,i =
√

(Xi −Xj)2 + (Yi − Yj)2, ∀i ∈ {1, ..., n}, ∀j ∈ {1, ..., n}

tM,j = tj,M =
√

(XJ)2 + (Yj)2, ∀j ∈ {1, ..., n}

Enfin, la capacité du véhicule est fixée à c = 20. Etant donné que le problème considéré
comporte deux sous-problèmes, i.e., ordonnancement et tournées de véhicule, les données
sont générées de sorte à ce que l’un ne prédomine pas sur l’autre. En effet, des durées
de transport relativement grandes par rapport aux durées d’exécution des tâches rendent
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le problème de tournées de véhicule prédominant au point où la constitution des lots ne
dépend que des durées de transport. De même si les durées d’exécution étaient grandes
par rapport à celles du transport où un cas extrême serait de mettre minj∈{1,...,n}{pj} ≥
{maxi∈{1,...,n},j∈{1,...,n}{tij},maxj∈{1,...,n}{tMj}}. Dans ce cas, les tâches sont livrées une
à une et le problème reviendrait à résoudre un problème d’ordonnancement sur l’objectif∑

j Dj et à trier les tâches par ordre décroissant des tMj pour l’objectif Dmax. Ainsi, les
données sont générées afin de constituer un compromis entre les deux sous-problèmes.

Les expérimentations sont implémentées sur une machine Xeon 3.20GHz avec 8GB
utilisant ILOG CPLEX 12.6 pour résoudre les programmes linéaires et les algorithmes
de plus court chemin sous contraintes de ressources ont été programmés en C++. Nous
évaluons et comparons les résultats obtenus par le processus de génération de colonnes sur
les problèmes relaxés avec les solutions entières obtenues à partir des colonnes générées par
la phase de génération de colonnes. Pour chacun des objectifs, des résultats numériques
sont présentés ainsi que la sémantique des paramètres utilisés dans l’algorithme ESPPRC
et leurs valeurs. Les résultats sur le problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax sont présentés
dans un premier temps avant de passer à ceux du problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|

∑
j Dj .

4.4.1 Résultats sur le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax

Nous commençons par présenter l’algorithme utilisé afin de résoudre le sous-problème
de la procédure de génération de colonnes. Ainsi, l’algorithme de plus court chemin élé-
mentaire avec contraintes de ressources proposé par Lozano et al [Lozano et al., 2015] est
un algorithme de parcours en profondeur utilisant des étiquettes (labels). Les auteurs font
appel à des stratégies qui consistent à détecter les solution irréalisables (noté Infeasibility
Prunning) et trouver des bornes supérieures au plus court chemin (notés Bound Pruning).
Le parcours en profondeur qui fait qu’une seule étiquette est nécessaire pour chaque noeud
ainsi que les règles de dominances utilisées par les auteurs font que cet algorithme est l’un
des meilleurs de la littérature. Ainsi, afin de trouver la colonne de coût réduit minimum à
rajouter au problème maître restreint, l’algorithme de Lozano est utilisé pour résoudre un
ESPPRC dans lequel les ressources sont la taille du lot, i.e., capacité du véhicule et où le
calcul des bornes consiste à calculer un plus court chemin de chaque noeud vers la destina-
tion en considérant une capacité du véhicule c′ = c−δ avec δ = 3i et i ∈ {1, . . . , (c−2)/3}.

Les solutions obtenues par la génération de colonnes, i.e., solutions de la relaxation
continue du problème maître, sont comparées aux solutions entières obtenues par une
procédure de branch & bound (B&B) sur les colonnes générées. Ainsi, une solution obtenue
par la procédure de génération de colonnes représente une borne inférieure du problème
et elle est notée LB. La borne supérieure notée UB est représentée par la solution entière
obtenue par le B& B sur les colonnes générées. Dans le but d’obtenir une borne supérieure
au problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax dans un temps raisonnable, le sous-problème
de la procédure de génération de colonnes introduit une seule colonne à chaque itération.
Cependant, afin d’obtenir une bonne borne supérieure, toutes les colonnes de coût réduit
négatif sont introduites dans le problème maître restreint à chaque itération. A noter que
le fait d’introduire une seule colonne lorsque l’on calcule la borne inférieure a l’avantage de
donner rapidement des solutions au problème relaxé du fait de la taille réduite des variables.
De même, le fait d’introduire toutes les colonnes de coût réduit négatif a l’avantage de
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donner de bonnes bornes supérieures grâce au grand nombre de colonnes générées mais a
l’inconvénient d’augmenter le temps d’exécution.

Dans le tableau (4.1), nous nous intéressons aux résultats agrégés sur chaque valeur
de n. Les statistiques tiennent compte du temps CPU moyen nécessaire pour arriver à
la solution optimale de la relaxation continue (colonne LB(sec)). Le nombre de colonnes
générées afin d’arriver à la solution optimale de la relaxation continue est donné par la
colonne #col. Le gap entre la solution initiale et la solution relaxée est donné par la
colonne (%GAPinit). Enfin le gap entre la borne supérieure UB obtenue par un B&B
sur les colonnes générées et la borne inférieure LB qui représente la solution optimale de
la relaxation continue est donné par la colonne (%GAPUB). Les résultats du tableau 4.1
montrent un gap inférieur à 1% pour des instances de taille n ≥ 40, et un temps d’exécution
raisonnable pour atteindre la solution optimale du problème relâché ce qui prouve la qualité
des bornes inférieurs obtenues par la procédure de génération de colonnes. A noter qu’un
gap réduit sur l’objectif Dmax est également du à la nature du problème.

n LB(sec) #col %GAPinit %GAPUB

20 1.1 203 21.14 4.62

30 4.6 363 13.67 1.83

40 12.1 595 9.94 0.99

50 46.4 954 10.34 0.88

60 86.4 1136 10.21 0.69

70 215.1 1670 7.30 0.57

80 383.7 1963 7.67 0.42

90 804.8 2637 5.44 0.39

100 1181.9 3041 5.06 −

Table 4.1 – Résultats expérimentaux sur le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax

4.4.2 Résultats sur le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|
∑

Dj

Nous présentons dans cette section les résultats obtenus lorsque l’objectif
∑
Dj est

considéré. Les notations ainsi que le sous-problème utilisés dans la procédure de génération
de colonnes sont identiques à ceux utilisés dans la section précédente pour le problème
1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|Dmax. Cependant, l’expression du coût réduit d’une variable dans le
problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|

∑
Dj nécessite des étiquettes supplémentaires afin d’ob-

tenir le coût d’un chemin. Nous avons pu voir dans la section précédente que la procédure
de génération de colonnes fournit de bonnes solutions lorsque l’objectif Dmax est considéré.
Cependant, celle-ci est moins efficace sur l’objectif

∑
Dj du fait que la convergence est plus

lente sur le problème 1 → D, k ≥ 1|v = 1, c|
∑

j Dj en raison des variables ybkt indexées
sur le temps. Les résultats de la méthodes sont donnés par le tableau (4.2) suivant où des
écarts important sont observés.
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n LB(sec) #col %GAPUB

10 17.55 4966 38.1

15 282.39 13513 49.1

20 1811.94 25699 67.99

Table 4.2 – Résultats expérimentaux sur le problème 1→ D, k ≥ 1|v = 1, c|
∑
Dj

4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre le cas général du problème intégré d’ordonnance-
ment et de tournées de véhicules, dans lequel la partie tournées de véhicule à été traitée
explicitement. Des cas particuliers ont également été étudiés pour lesquels des résultats
de complexité ont été proposés. Le problème général étant une extension du problème de
voyageur de commerce à tournées multiples, une méthode efficace de génération de colonnes
à été appliquée au problème avec succès sur l’objectif Dmax en particulier, mais également
pour l’objectif

∑
Dj , avec toutefois des résultats moins performants.

En perspective de ce travail, nous nous concentrerons sur l’amélioration des méthodes
proposées et sur une méthode de Branch&Price afin d’obtenir les solutions optimales des
problèmes considérés.
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Deuxième partie

Production et distribution intégrées -
cas robuste
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Dans une situation réelle, des événements inattendus peuvent se produire, faisant ainsi
varier les données d’un problème. Afin de pallier ce problème, cette incertitude est intro-
duite dans les données du problème et des solutions robustes peuvent être ainsi recherchées.
En raison de la vulnérabilité des solutions optimales face à ces incertitudes, les décideurs
peuvent se tourner vers des solutions robustes de qualité inférieure mais moins vulnérables.
Plusieurs définitions de la robustesse peuvent être trouvées dans la littérature. Nous nous
référons au livre de Kouvelis et Yu [Kouvelis et Yu, 1997], où un chapitre entier est consacré
aux problèmes d’ordonnancement robuste. De la même manière que [Kouvelis et Yu, 1997],
nous considérons que l’incertitude porte sur toutes les données du problème. L’objectif est
de proposer une solution qui puisse nous prémunir contre les différentes éventualités qui
peuvent surgir. Une telle approche est appelée une approche robuste. Une approche basée
sur les scénarios est utilisée pour modéliser l’incertitude des données. Plusieurs scénarios
sont définis et chacun d’eux correspond à un ensemble de données qui peut potentiellement
être réalisé. Le but d’une telle approche est de produire une solution avec une valeur de
l’objectif raisonnable quelque soit le scénario réalisé. Dans cette deuxième partie de la thèse,
nous proposons une approche originale d’optimisation robuste avec récupération pour un
problème intégré d’ordonnancement et de transport. Les travaux réalisés dans cette partie
ont été publiés dans [Cheref et al., 2014], [Artigues et al., 2016], [Cheref et al., 2016b] et
soumis à une revue internationale [Cheref et al., 2016c].
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Chapitre 5

Introduction aux problèmes intégrés
d’ordonnancement et de tournées de
véhicules robustes

Dans ce chapitre, on se place dans un environnement incertain dans le sens où les
données du problème sont soumises à des incertitudes. Dans une première section, nous
effectuons un état de l’art des problèmes d’ordonnancement robuste et des problèmes de
tournées de véhicules robustes, sachant qu’à notre connaissance il n’existe pas d’approche
robuste intégrant les deux problèmes. Dans le section 5.2, nous présentons la structure des
groupes de tâches permutables, qui servira de base à la méthode d’optimisation robuste
avec récupération que nous proposerons pour résoudre le problème intégré présenté dans
la section 5.3.

Une première partie est consacrée à une description synthétique de la robustesse dans
laquelle nous examinerons différentes représentations pour le problème d’ordonnancement
basées sur une séquence jobs. Nous présentons ensuite la notion de “groupe de tâches
permutables” ainsi que son application au problème d’ordonnancement à une machine.

5.1 Revue de la littérature

Nous divisons cet état de l’art en deux parties distinctes. La première partie (Sect. 5.1.1)
est consacrée au problème d’ordonnancement robuste et la seconde partie au problèmes de
tournées de véhicules robuste (Sect. 5.1.2).

5.1.1 Ordonnancement robuste

“L’incertitude affecte un large éventail de décisions que les gestionnaires, les ingénieurs
et les autres décideurs doivent prendre” [Kouvelis et Yu, 1997]. Cela est particulièrement
vrai pour les gestionnaires de production où les données telles que les durées de traitement
des tâches ne sont généralement pas connues avec une certitude absolue. Ceci est également
vrai pour les problèmes de livraison où les durées de transport dépendent du temps et sont
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sujettes aux fluctuations du trafic. Dans ce contexte, il est généralement important de
trouver une solution au problème qui ne soit pas seulement une bonne solution mais aussi
une solution qui garantit une bonne performance en présence d’incertitudes. C’est le champ
des approches robustes. Il existe plusieurs façons pour comprendre et structurer l’incertitude
et plusieurs façons de définir une approche robuste [Billaut et al., 2008].

Les problèmes d’ordonnancement robustes sont fréquemment traités dans la littéra-
ture et il n’est pas possible de faire ici un l’état de l’art exhaustif sur ce sujet. Nous
limitons volontairement notre travail aux approches d’ordonnancement robustes dans les-
quelles aucune distribution de probabilité n’est disponible pour les données incertaines.
Au lieu de cela, nous considérons uniquement les travaux dans lesquels l’incertitude est
représentée sous forme de scénarios sur les données du problème. Cette représentation de
l’incertitude pour les problèmes d’ordonnancement est apparue pour la première fois dans
[Daniels et Kouvelis, 1995a] (en 1992 dans un rapport de travail [Daniels et Kouvelis, 1995b]).
Les auteurs considèrent un environnement à une machine avec des durées de traitement des
tâches incertaines où l’incertitude est représentée sous forme d’intervalles, ce qui induit un
nombre infini de scénarios. Les auteurs considèrent le temps total du projet comme fonc-
tion objectif déterministe et la robustesse est basée sur des écarts absolus ou relatifs par
rapport à une performance optimale. Depuis cet article, un nombre conséquent d’études
traitent le problème d’ordonnancement sous incertitudes. Nous pouvons citer dans un pre-
mier temps deux revues de la littérature qui traitent de l’ordonnancement de projet robuste
avec contraintes de ressources [Herroelen et Leus, 2004, Herroelen et Leus, 2005]. Aytug et
al. [Aytug et al., 2005] passent en revue la littérature sur les problèmes d’ordonnancement
en présence d’événements imprévus et de perturbations et proposent une classification de
l’incertitude pour les problèmes d’ordonnancement. Un état de l’art plus récent sur les
différentes approches en ordonnancement robuste est proposé par [Verderame et al., 2010].

Dans notre approche, nous intégrons trois familles d’approches pour l’ordonnancement
sous incertitudes. La première famille est basée sur la considération implicite de l’incer-
titude via le concept de calcul d’un ensemble de solutions plutôt qu’une seule solution
pour un problème d’ordonnancement dans lequel les données sont sujettes à des perturba-
tions non modélisées. En ordonnancement, une famille de méthodes décrites notamment
dans [Billaut et Roubellat, 1996, Artigues et al., 2005a] visent à calculer une séquence de
groupes de tâches permutables sur chaque machine de sorte que toute permutation de tâches
à l’intérieur d’un groupe donne une séquence de tâches réalisables et garantit une valeur
de la fonction objectif respectant une borne supérieure prédéfinie. En d’autres termes,
une séquence de groupes de tâches permutables est une solution partielle structurée de
sorte que chaque solution complète issue de celle-ci a une performance garantie. L’incon-
vénient de ces approches est qu’il n’y a aucune indication sur la façon de sélectionner la
séquence des tâches à l’intérieur de chaque groupe en réponse à une perturbation particu-
lière. Cependant, dans [Wu et al., 1999], les auteurs ont montré à travers la simulation de
diverses perturbations sur les durées d’exécution que le calcul de manière statique d’une
telle structure de solution 1, en permettant ensuite aux décisions restantes d’être prises
dynamiquement via des règles priorités simples donnant de bons résultats.

1. Ils ont appelé cette structure une “séquence ordonnée de sous-ensembles”, ce qui équivaut à la “sé-
quence de groupes de tâches permutables” définie dans [Billaut et Roubellat, 1996]
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La seconde famille d’approches est basée sur une optimisation discrète robuste pour l’or-
donnancement comme proposé dans [Kouvelis et Yu, 1997]. Dans ce cadre (voir aussi plu-
sieurs autres articles ou ouvrages sur l’optimisation discrète robuste [Bertsimas et Sim, 2003,
Bertsimas et Sim, 2004, Aissi et al., 2009, Gabrel et al., 2014]), une séquence complète de
production des tâches sur chaque machine est donnée en sortie de la méthode d’ordon-
nancement robuste. L’incertitude est représentée par un ensemble continu ou discret de
scénarios, où chaque scénario correspond à une valeur déterministe des paramètres du pro-
blème. Sur un scénario particulier, la performance de la séquence est généralement mesurée
en calculant les dates de début au plus tôt des tâches compatibles avec la séquence prescrite
et le scénario réalisé. Par conséquent, au moins pour un ensemble de scénarios finis, la per-
formance du pire cas d’une séquence sur l’ensemble de scénarios peut être calculée a priori.
A noter que la plupart des problèmes d’ordonnancement robustes (visant à trouver la sé-
quence optimale ayant les meilleures performances au pire cas) sont NP-difficiles y compris
pour les problèmes d’ordonnancement à une machine [Aloulou et Della Croce, 2008].

La troisième famille d’approches est basée sur la robustesse avec récupération (recove-
rable robustness). Cette notion définie par [Liebchen et al., 2009] vise à réduire la conserva-
tion (conservativeness) de l’optimisation robuste comme décrite dans [Bertsimas et Sim, 2004]).
La robustesse récupérable considère deux ensembles de variables de décision et consiste à
trouver une affectation pour les variables de décision du premier niveau ainsi qu’une famille
d’algorithmes de réparation de telle sorte que pour chaque scénario, il existe un algorithme
de réparation qui calcule des affectations réalisables pour les variables de décision du se-
cond niveau. Grâce à cet algorithme, la solution du premier niveau s’adapte au scénario
réalisé. A noter que l’ordonnancement robuste standard (deuxième famille de robustesse)
peut être considérée comme étant de la robustesse avec récupération. En effet, la solu-
tion de sortie d’une solution robuste standard est constituée à la fois d’une séquence de
production des tâches (qui peut être considéré comme une affectation des variables de dé-
cision du premier niveau) et d’un algorithme qui calcule les dates de début au plus tôt des
tâches compatibles avec la séquence prescrite et le scénario réalisé (qui peut être considérée
comme un algorithme de second niveau qui affecte des dates de début aux tâches). Récem-
ment, la robustesse avec récupération a été appliquée avec succès à des problèmes tels que
l’ordonnancement d’événements avec propagation de retards [Caprara et al., 2014].

Nous définissons maintenant formellement la notion de robustesse avec récupération
en ligne (online recoverable robustness). Considérons d’abord le problème d’optimisation
robuste que nous pouvons noter de la manière suivante

min
x∈∩s∈SXs

max
s∈S

f(x, s)

où S indique l’ensemble des scénarios, Xs l’ensemble des solutions réalisables sur un scénario
s et, f(x, s) un indicateur de performance d’une solution x ∈ Xs sur un scénario s ∈ S. Cette
définition implique que x doit être réalisable pour chacun des scénarios de sorte que le degré
de pessimisme induit soit important [Bertsimas et Sim, 2004]. Le concept de robustesse
recouvrable (recoverable robustness) [Liebchen et al., 2009] est également considéré dans
la littérature comme étant une extension de la robustesse standard consistant à traiter le
problème en deux étapes. Ainsi, des modification limitées sont apportées à une solution x
obtenue en première étape de sorte à s’adapter au scénario réalisé et obtenir une nouvelle
solution y = A(x, s) où, A(x, s) est un algorithme de récupération (application-dependent
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recovery algorithm) d’une solution x sur un scénario s. Dès lors, le problème d’optimisation
robuste devient recouvrable :

min
x∈X

max
s∈S

f (A(x, s), s)

où X est une solution obtenue durant la première étape ne dépendant pas des scénarios. A
savoir que x n’affecte pas nécessairement toutes les variables de décision du problème. De
la même manière que la programmation stochastique, x peut représenter uniquement un
sous-ensemble des variables de décision de la première étape alors que l’algorithme A(x, s)
retourne une solution complète. Cette dernière solution retourne les valeur des variables de
décision de la première étape ainsi que celles de la deuxième étape.

5.1.2 Tournées de véhicules robustes

La robustesse à également été considérée dans les problèmes de tournées de véhicules et
ce depuis les année 1990. Bertsimas et Simchi-Levi dans [Bertsimas et Simchi-Levi, 1996]
présentent une revue de littérature des problèmes de tournées de véhicules sous incerti-
tudes. Dans la plupart des problèmes traités dans la littérature, les auteurs considèrent
des demandes stochastiques en considérant que celles ci arrivent aléatoirement ou que la
quantité demandée est aléatoire, etc. Ils proposent des algorithmes robustes indépendants
de la variabilité des données. La même année, dans [Gendreau et al., 1996] les auteurs pro-
posent une revue de littérature sur les problèmes de tournées de véhicules stochastiques où
sont répertoriés les travaux incluant des demandes stochastiques, des temps de transport
stochastiques et des clients stochastiques. En plus de cette littérature sur les tournées de
véhicules basée sur des approches de programmation stochastique, des méthodes d’opti-
misation robustes ont été abordées plus récemment. Un état de l’art sur l’optimisation
robuste pour le problème de tournées de véhicules avec fenêtres de temps à été proposé
dans [Agra et al., 2013]. Le même article traite le problème dans lequel l’incertitude sur les
temps de transport est représentée sous forme de polytope. Parallèlement à l’optimisation
robuste standard, [Ben-Tal et al., 2004] considèrent un contexte de robustesse ajustable
proche de la structure de robustesse avec récupération à l’exception que dans leurs tra-
vaux, les variables de second niveau peuvent être ajustées par rapport au scénario réalisé
sans restriction particulière sur l’algorithme (alors qu’un ensemble d’algorithmes prédéfini
est utilisé dans la robustesse récupérable). D’autres auteurs ont considéré une optimisa-
tion robuste pour un problème de tournées de véhicules avec capacités avec une demande
incertaine [Gounaris et al., 2013].

5.1.3 Exemple de robustesse en ordonnancement

L’exemple suivant illustre le concept de robustesse sur le problème d’ordonnancement
à une machine. Soient rj , pj et dj la date de début au plus tôt, la durée d’exécution et la
date de fin souhaitée d’une tâche Jj pour un scénario s. La Table 5.1 présente les données
du problème et la figure 5.1 illustre les séquences σERD (tri par ordre croissant sur les dates
de début au plus tôt) et σEDD (tri par ordre croissant sur les dates de fin) ainsi que leurs
résultats respectifs sur le deuxième scénario.
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J1 J2 J3 J4 J5

rj 3 3 0 1 7
pj 2 5 1 3 3
dj 6 11 2 5 14

Table 5.1 – Instance d’un problème d’ordonnancement à une machine

Nous pouvons voir que σERD et σEDD retournent une même séquence (J3, J4, J1, J2, J5).
Soit maintenant un second scénario dont les données sont présentées dans la Table 5.2.

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

J1J3 J5J4 J2

Lmax(σERD) = Lmax(σEDD) = max(0, 0,−1,−1, 0) = 0

Figure 5.1 – Représentation des séquences σERD et σEDD et leurs évaluations.

J1 J2 J3 J4 J5

rj 0 7 3 4 3
pj 3 4 1 2 4
dj 3 14 4 6 10

Table 5.2 – Instance d’un problème d’ordonnancement à une machine sur le second scé-
nario

Si on compare les solutions σERD et σEDD retournées sur ce deuxième scénario à celle
retournées sur le premier scénario, on peut dire que σEDD est plus robuste que σERD car
elle retourne une solution du pire cas égale à 0 alors que la séquence σERD retourne une
solution du pire cas égale à 14.

5.2 Groupes de tâches permutables : une structure de solu-
tion pour l’ordonnancement robuste

Une séquence de groupes de tâches permutables sur une machine Mk est une partition
ordonnée de l’ensemble des tâches J sur la machine Mk. Un élément de chaque partition
est appelé “groupe de tâches permutables”. De la même manière que pour une séquence de
tâches, le terme “séquence de groupes” est utilisé pour dénoter une séquence d’un ensemble
de groupes sur machine. Cette structure à été proposée en 1990 par François Roubellat
[Lopez et Roubellat, 2008]. Nous présentons dans cette section la notion de groupes de
tâches permutables plus en détails et passons en revue les différents modèles et algorithmes
proposés dans la littérature afin d’évaluer la séquence de groupes.

99



5.2. GROUPES DE TÂCHES PERMUTABLES : UNE STRUCTURE DE SOLUTION
POUR L’ORDONNANCEMENT ROBUSTE

5.2.1 Exemple : Environnement à une machine

Soit une séquence de groupes sur le second scénario de l’exemple précédent. Cette sé-
quence est constituée par un premier groupe composé des tâches {J1, J3} et d’un deuxième
groupe composé des tâches {J2, J4, J5} (voir la figure 5.2). Ainsi, la production du premier
groupe commence à la date 3 car J3 ne peut pas commencer avant la date 3. La durée
d’un groupe est équivalente à la durée de production des tâches qui le composent. Nous
pouvons voir sur cet exemple que quelque soit l’ordre de production des tâches à l’intérieur
du premier groupe, la production du second groupe peut commencer à la date 7 (à une
date antérieure si la tâche J1 est produite en premier). Nous pouvons voir également que
la flexibilité apportée par la séquence de groupes (12 séquences sont caractérisées) a un
prix étant donné que la date de fin de production totale est égale à 17 au lieu de 14 dans
l’exemple précédent.

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

J1 J3 J5J4J2

Figure 5.2 – Représentation d’une séquence de groupes sur un problème d’ordonnance-
ment à une machine

5.2.2 Problèmes d’optimisation combinatoire sur la séquence de groupes

Plusieurs problèmes d’optimisation combinatoire peuvent être définis sur une solution
représentée sous forme de séquence de groupes et ont été étudiés dans la littérature. Nous
nous restreignons aux problèmes d’ordonnancement où la production des tâches se fait au
plus tôt, ce qui est dominant pour les fonctions objectifs régulières en ordonnancement.
Étant donné qu’une séquence de groupes G représente en général un nombre exponentiel de
solutions (séquences de tâches) réalisables, une question se pose sur la façon de sélection-
ner une séquence de tâches sur un scénario donné s. Dans un cadre d’optimisation robuste
et en particulier de robustesse avec récupération, étant donné un problème d’ordonnance-
ment disjonctif et un ensemble de scénarios, une séquence de groupes G est alors calculée
durant la première étape de la décision. Une fois le scénario réalisé révélé, la décision de se-
conde étape consiste alors à sélectionner une séquence de tâches parmi toutes les solutions
possibles à l’aide d’un algorithme A(G, s).

Un exemple typique serait de définir A(G, s) comme étant un algorithme de liste qui
sélectionne un ordre à l’intérieur de chaque groupe selon une règle de priorité. En effet, nous
pouvons identifier l’ensemble des algorithmes de listes pour l’ordonnancement compatibles
avec G ainsi que l’ensemble des séquences de tâches représentées par G. Cela donne lieu
à plusieurs problèmes d’optimisation combinatoire. Soient G l’ensemble des groupes carac-
térisés, σ(G) une séquence d’ordonnancement des tâches du groupe G et Σ(G) l’ensemble
des séquences de tâches du groupe G.

Meilleur ordonnancement au plus tôt d’une séquence de groupes sur un scénario fixé L’ob-
jectif de l’algorithme A(G, s) de seconde phase est naturellement d’obtenir le meilleur or-
donnancement suivant le scénario réalisé. Le problème correspondant est appelé (GP1) et
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constitue une borne inférieure pouvant être atteinte par l’algorithme A(G, s).

(GP1) min
σ∈Σ(G)

Lsmax(σ)

Dans le cas d’un problème d’ordonnancement à une machine où la séquence de groupes
est constituée d’un seul groupe (i.e., |G| = 1), trouver la meilleure séquence des tâches
du groupe revient à résoudre le problème NP-difficile d’ordonnancement à une machine
1|ri|Lmax [Lenstra et al., 1977].

Pire ordonnancement au plus tôt d’une séquence de groupes sur un scénario fixé Ce pro-
blème noté (GP2) cherche la pire performance que tout algorithme A(G, s) peut atteindre
sur un scénario donné ce qui donne une borne supérieure de la performance des décisions
de seconde étape. En conjonction avec le problème (GP1), nous pouvons obtenir une borne
inférieure et une borne supérieure de la performance de tout algorithme de deuxième étape
compatible avec la séquence de groupes G et sur un scénario donné.

(GP2) max
σ∈Σ(G)

Lsmax(σ)

De même que pour le problème précédent, un cas limite est de considérer un seul groupe
de n tâches pour le problème d’une machine. Dans ce cas, nous obtenons des problèmes
de maximisation d’un ordonnancement à une machine, qui sont en général plus faciles que
leur équivalent de minimisation comme le montrent Aloulou et al [Aloulou et al., 2004]
qui fournissent des algorithmes polynomiaux et des preuves de complexité pour plusieurs
cas. En outre, dans [Artigues et al., 2005b], il a été montré que (GP2) est polynomial pour
tout problème d’ordonnancement disjonctif. Le calcul du pire ordonnancement au plus tôt
consiste à calculer pour chaque tâche les pires dates de début de production au plus tôt et
dates de fin de production au plus tôt.

Maximisation de flexibilité avec un objectif borné sur un scénario fixé Sans aucune hy-
pothèse sur l’algorithme de la deuxième étape A(G, s), il reste à déterminer une mesure
de flexibilité afin d’évaluer la séquence de groupe G. L’objectif est alors de maximiser la
flexibilité de la solution (notée flex(G)) tout en s’assurant qu’une borne supérieure UB
de la fonction objectif ne soit pas dépassée. Par conséquent, ceci revient à proposer une
séquence de groupes dans laquelle un maximum de séquences de tâches satisfont la borne
supérieure UB. Le problème (GP3) est alors posée.

(GP3) max
G∈G

flex(G) s.t. Lsmax(σ) ≤ UB, ∀σ ∈ Σ(G)

Comme résultat du problème (GP3), nous obtenons une séquence de groupes garantissant
une performance sur chaque scénario mais celle-ci ne donne cependant aucune indication sur
la meilleure solution pouvant être trouvée. Pour ce faire, le problème (GP1) doit être résolu.
Le problème (GP1) étant généralement NP-difficile, une alternative serait de demander à ce
que dans la séquence de groupes soit représentée une séquence de tâches σ0. Cette manière
de faire donne le problème suivant.

(GP4) max
G∈G

flex(G) s.t. σ0 ∈ Σ(G), Lsmax(σ) ≤ UB, ∀σ ∈ Σ(G)
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Où σ0 est la séquence optimale sur un scénario s. Ainsi, la résolution de (GP4) retourne
une séquence de groupes G avec un maximum de flexibilité qui vérifie pour toute séquence
σ issue de G les bornes suivantes.

Lsmax(σ0) ≤ Lsmax(σ) ≤ UB
. Nous pouvons trouver dans la littérature plusieurs mesures de flexibilité. Une des plus
naturelles est le nombre de séquences de tâches issues d’une séquence de groupes.

flex1(G) = |Σ(G)|
Dans [Artigues et al., 2005b], les auteurs utilisent le nombre de groupes comme mesure de
flexibilité. En effet et de manière intuitive, un nombre de groupes petit peut apporter plus
de flexibilité. Cette mesure est définie comme suit.

flex2(G) = |G|
Dans [Artigues et al., 2005b], un algorithme en O(n3) est proposé pour résoudre le pro-
blème (GP3) en utilisant la mesure de flexibilité flex1. Les auteurs traitent un problème
d’ordonnancement à une machine sans contrainte sur les dates de début au plus tôt des
tâches (i.e., rj = 0,∀j ∈ J ) et où la date de fin de production souhaitée d’une tâche dé-
pend de sa durée de production (i.e., i, j ∈ J , pi ≤ pj ⇔ di ≤ dj). Le même algorithme est
appliqué au problème (GP4) en utilisant la mesure de flexibilité flex2 ainsi que le problème
(GP3) en utilisant flex2. En prenant en compte les dates de début au plus tôt des tâches,
le problème (GP4) est résolu en O(n7) pour flex1 et en O(n4) pour flex2, la mesure de
flexibilité flex2 étant généralement plus simple à traiter que flex1.

Optimisation robuste avec récupération via des algorithmes d’ordonnancement de listes sur
l’ensemble des scénarios Nous considérons maintenant un algorithme de liste A(G, s) qui
retourne une séquence de tâches qui soit compatible avec la séquence de groupes G et
réalisable pour le scénario s. Par conséquent, la séquence de groupes recherchée est celle
qui maximise la robustesse sur le scénario réalisé s par l’intermédiaire de l’algorithme de
liste A(G, s). Le problème est noté (GP6) et est comme suit.

(GP6) min
G∈G

max
s∈S

Lsmax(A(G, s))

A noter que la représentation sous forme de groupes introduit un niveau de décision supplé-
mentaire comparé à la représentation sous forme de séquence de tâches. Ainsi, le premier
niveau de décision construit la séquence de groupes, le deuxième sélectionne la séquence
des tâches dans chaque groupe et le dernier niveau de décision sélectionne les dates de
début des tâches.

Dans le chapitre 7, le problème (GP6) est résolu pour le problème d’ordonnancement à
une machine et est comparé à la version robuste standard.

5.3 Description du problème d’ordonnancement et de tour-
nées de véhicules robuste

Suivant la notation classique des problèmes d’ordonnancement proposée par
[Graham et al., 1979], Z-L. Chen a introduit dans [Chen, 2010b] une notation α|β|π|δ|γ
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pour les problèmes intégrés d’ordonnancement et de distribution à un niveau opérationnel.
Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur un environnement à une machine (α = 1) avec
un problème de tournées de véhicules pour la partie livraison. La livraison est effectuée
par un seul véhicule de capacité illimitée (c = n), i.e., la capacité du véhicule est suffisante
pour transporter l’ensemble des tâches disponibles.

Nous considérons un ensemble J = {J1, ..., Jn} de n tâches à produire sur le site de
production représenté par une seule machine. Pour chaque tâche Jj , en plus de la durée de
production pj , nous introduisons dans ce chapitre une date de début de production au plus
tôt noté rj et une date de livraison souhaitée notée dj . Concernant la partie distribution, le
site de production est noté 0 et à chaque tâche Jj est associée un site de livraison (client)
noté j. Le temps de transport entre le site de production 0 et un site j est noté t0,j et le
temps de transport entre deux sites i et j est noté ti,j (∀i, j, 1 ≤ i, j,≤ n). Pour toute tâche
Jj (1 ≤ j ≤ n), sa date de fin de production sur la machine est représentée par la variable
Cj et sa date de livraison (date d’arrivée au client j) est représentée par la variable Dj .
Nous rappelons que le véhicule peut effectuer plusieurs tournées afin de livrer toutes les
tâches et par conséquent retourner à chaque fois au site de production pour transporter
de nouvelles tâches. Ainsi, le problème sans incertitude sur les données peut être noté
1|rj |routing, V (1,∞)|n|γ où γ représente la fonction objectif. Dans la suite du chapitre,
nous considérons l’objectif à minimiser γ comme étant le retard de livraison maximum
Lmax défini comme suit.

Lmax = max
1≤j≤n

(Dj − dj)

Le problème consiste alors à trouver une séquence de production de manière à déterminer
la date de fin de production des tâches. Une fois les dates de disponibilités des tâches
connues, le problème consiste à regrouper les tâches en lots et a déterminer la meilleure
route pour chacun des lot de sorte à minimiser la fonction objectif. A noter qu’une tournée
commence lorsque toutes les tâches contenues dans le véhicule sont disponibles.

Nous supposons dans cette partie que des incertitudes portent sur les données d’entrée
et l’objectif est de trouver une solution robuste. Afin de représenter l’incertitude, nous utili-
sons une approche basée sur les scénarios similaire à celle introduite dans [Kouvelis et Yu, 1997].
Ainsi, les données relatives aux tâches et les durées de transport varient suivant un ensemble
prédéfini de scénarios. Soit S l’ensemble des scénarios possibles dans un horizon de temps.
Nous considérons maintenant que pour chacune des tâches Jj sont associées une dates de
début au plus tôt rsj , des durées de production psj et des dates de livraisons souhaitées dsj
pour tout scénario s ∈ S. Les temps de transport étant affectés par les incertitudes, la
matrice T s = (tsi,j)0≤i≤n,0≤j≤n donne les temps de transport de tout site i vers tout site j
pour chacun des scénarios s ∈ S. De la même manière, la date de fin de production d’une
tâche Jj sur un scénario s est notée Csj et sa date de livraison notée Ds

j . Ainsi, le retard
de livraison d’une tâche Jj sur un scénario s noté Lsj est égal à Ds

j − dsj . En prenant en
compte l’incertitude, la fonction objectif suivante est introduite.

Pire cas des plus grand retards de livraison : Lmax = maxs∈S(max1≤j≤n L
s
j).

Afin d’adapter le concept de robustesse recouvrable au problème intégré d’ordonnance-
ment et de tournées de véhicules, nous introduisons les notations suivantes. On appelle π
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5.4. CONCLUSION

une séquence complète ou partielle de production des tâches sur la machine, B l’ensemble
des batchs qui constitue une partition des tâches et Σ = {σ(B), B ∈ B} une tournée com-
plète ou partielle pour chacun des batchs, .i.e., σ(B) retourne une séquence complète ou
partielle de livraison des tâches du batch B ∈ B.

Soient Cs et Ds les vecteurs de la seconde étape donnant respectivement les date de fin
de production et de livraison pour un scénario s. Étant donnée une solution x = (π,B, σ)
retournée par la première étape, l’algorithme de récupération A(x, s) retourne une solution
réalisable y = A(x, s) = (Cs, Ds). Conformément à la fonction objectif, l’indicateur de
performance f(y, s) est le retard maximum Lmax. Les problèmes d’ordonnancement ainsi
que de tournées de véhicules étant contraints par le temps, nous supposons que l’algorithme
A(x, s) est un algorithme online, i.e., appelé durant l’exécution du problème. A un instant
de décision t et avec comme seules connaissances le scénario révélé à t (les tâches restant à
produire et à livrer à la date t sont connues), l’algorithme doit rapidement retourner une
décision simple (i.e., à l’instant t, quelle est la prochaine tâche à exécuter sur la machine
ou quel est le prochain site à visiter dans une tournée).

Les chapitres 6 et 7 présentent deux définitions différentes des variables de décision
x = (π,B, σ) de la première étape. Nous présentons d’abord une première version inspirée de
[Kouvelis et Yu, 1997] dans laquelle une séquence complète de production et de livraison est
retournée. Ensuite, une seconde version qui retourne une séquence partielle est présentée.
En d’autres termes, nous introduisons dans la seconde version le concept de groupes de
tâches permutables [Billaut et Roubellat, 1996, Artigues et al., 2005a] dans le cadre de la
robustesse avec récupération. A ces deux méthodes, nous définissons deux algorithmes
online afin de retourner les variables de décision y = (Cs, Ds) de la seconde étape.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté un état de l’art rapide des approches d’optimi-
sation robuste appliquées aux problèmes d’ordonnancement et de tournées de véhicules. Il
apparaît qu’il n’existe aucune proposition d’approches robustes pour le problème intégré
d’ordonnancement et de tournées de véhicules. Par ailleurs nous avons présenté la struc-
ture de groupes de tâches permutables et nous montrons qu’elle est adaptée pour servir de
support aux approches d’optimisation robuste avec recours. Finalement, nous présentons
le problème d’ordonnancement et de tournées robuste, qui sera abordé par des méthodes
d’optimisation robustes "standard" dans le chapitre 6 et par des méthodes d’optimisation
robustes avec récupération dans le chapitre 7.

104



Chapitre 6

Résolution du cas robuste par
l’approche "standard"

Nous présentons dans ce chapitre des modèles mathématiques et une heuristique pour
le problème intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicules robuste en utilisant le
concept de robustesse proposé par [Kouvelis et Yu, 1997]. Le problème consiste à trouver
une séquence complète de production π, l’ensemble des batchs B et pour chacun des batchs
B ∈ B, une séquence de livraison complète. Dans la section 6.1, nous présentons trois
modélisations du problème d’ordonnancement robuste dans lesquelles la partie livraison
est ignorée. Dans la section 6.2, nous proposons également plusieurs PLNE pour le pro-
blème intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicules. Dans chacun des cas cités,
un exemple illustratif est donné. Enfin dans la section 5.3, nous présentons une métaheu-
ristique de type tabou pour le problème. Des expérimentations numériques sont données
au paragraphe 6.3.

6.1 Formulation PLNE du problème d’ordonnancement ro-
buste “standard”

Dans cette section, nous traitons le problème d’ordonnancement avec des dates de
début de production au plus tôt rj ainsi que des dates de fin de production au plus tard dj .
L’objectif est de minimiser le retard de production maximum Lmax sur tous les scénarios,
où Lmax = maxs∈S(max1≤j≤n L

s
j) et Lsj = Csj − dsj ,∀s ∈ S. A noter que le problème

est NP-difficile avec un seul scénario [Lenstra et al., 1977]. L’objectif est alors de trouver
la meilleure séquence de production possible π pour tous les scénarios. Etant donné π,
l’algorithme on-line ajuste les tâches par rapport au scénario réalisé en faisant en sorte de
minimiser les dates de fin de production des tâches Csi . Le premier modèle noté (SM ) que
nous proposons est basée sur celui proposé par [Kouvelis et Yu, 1997] pour le problème
1||
∑
Cj .

Nous définissons les variables suivantes pour le modèle.
— xj,k ∈ {0, 1} vaut 1 si la tâche Jj est en position k dans la séquence π, 0 sinon.
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6.1. FORMULATION PLNE DU PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT ROBUSTE
“STANDARD”

Minimiser Lmax

n∑
j=1

xj,k = 1, ∀k ∈ {1, ..., n} (6.1)

n∑
k=1

xj,k = 1, ∀j ∈ {1, ..., n} (6.2)

Lmax ≥
n∑
j=1

rsjxj,k +
k′∑
q=k

n∑
j=1

psjxj,q −
n∑
j=1

dsjxj,k′ , ∀k, k′ ∈ {1, ..., n}, k ≥ k′,∀s ∈ S (6.3)

xj,k ∈ {0, 1}, ∀j, k ∈ {1, ..., n} (6.4)

Les contraintes (6.1) et (6.2) garantissent la faisabilité de la séquence en affectant
exactement une tâche à chaque position. Les contraintes (6.3) expriment le fait que le
retard maximum dans le pire cas Lmax est supérieur ou égal au retard maximum pour
chacun des scénarios. Effectivement,

∑n
j=1 r

s
jxj,k donne la date de début au plus tôt de

la tâche en position k pour le scénario s et
∑k′

q=k

∑n
j=1 p

s
jxj,q est égal à la durée totale

de production des tâches produites entre les positions k et k′ sur un scénario s alors que∑n
j=1 d

s
jxj,k′ donne la date de fin de production au plus tard de la tâche en position k′

pour le scénario s. Ces contraintes sont basées sur le fait que dans une solution calée au
plus tôt, il existe un bloc de tâches dont la production commence à la date de début au
plus tôt de la première tâche du bloc et où les tâches sont produites sans interruption, ce
qui donne le plus grand retard. Par conséquent, les variables indiquant les dates de fin de
production des tâches ne sont pas nécessaires pour la deuxième phase de l’algorithme.
Ce modèle contient n2 variables binaires, une variable continue et O(n2|S|) contraintes.

Nous proposons dans ce qui suit une deuxième formulation du problème notée (SM2 ).
Les variables de décision utilisées dans la formulation (SM ) sont maintenues et des variables
sont introduites pour la seconde phase de l’algorithme.

— C̃sk > 0 est la date de fin de production de la tâche en position k pour le scénario
s ∈ S.

Minimiser Lmax

C̃sk ≥ C̃sk−1 +

n∑
j=1

psjxj,k, ∀k ∈ {2, ..., n},∀s ∈ S (6.5)

C̃sk ≥
n∑
j=1

(rsj + psj)xj,k, ∀k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.6)

Lmax ≥ C̃sk −
n∑
j=1

dsjxj,k, ∀k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.7)

C̃sk ≥ 0 ∀k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.8)
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6.1. FORMULATION PLNE DU PROBLÈME D’ORDONNANCEMENT ROBUSTE
“STANDARD”

Pour un scénario s ∈ S, les contraintes (6.5) font en sorte que la date de fin de production
d’une tâche en position k soit supérieure ou égale à sa durée de production plus la date
de fin de production de la tâche qui la précède. Les contraintes (6.6) expriment le fait que
la date de fin de production d’une tâche en position k sur un scénario s est supérieure
ou égale à sa date de début au plus tôt plus sa durée de production. La variable Lsmax à
minimiser est évaluée par les contraintes (6.7).
Ce modèle contient n2 variables binaires, n|S| variables continues et O(n|S|) contraintes.
Nous pouvons voir que cette formulation contient moins de contraintes mais plus de va-
riables que la formulation précédente.

La troisième formulation proposée notée SM3 est basée sur des variables de précé-
dences définissant la séquence de production. Des variables explicite sont ici utilisées pour
retourner les dates de fin de production des tâches.

— yi,j ∈ {0, 1} vaut 1 si la production de la tâche Ji précède immédiatement celle de
la tâche Jj , 0 sinon.

— C̃sj > 0 retourne la date de fin de production de la tâche en position Jj sur le
scénario s ∈ S.

Deux tâches fictives J0 et Jn+1 sont également introduites au modèle (il n’y a pas besoin
de définir les durées de production et les dates de fin de J0 et Jn+1). Ainsi, une solution
du problème constitue un chemin de J0 à Jn+1.

Minimiser Lmax

n+1∑
j=1,j 6=i

yi,j = 1, ∀i ∈ {0, ..., n} (6.9)

n∑
i=0,i 6=j

yi,j = 1, ∀j ∈ {1, ..., n+ 1} (6.10)

Csj ≥ Csi + psj −M(1− yi,j), ∀i ∈ {1, ..., n}, ∀j ∈ {1, ..., n}, i 6= j,∀s ∈ S (6.11)

Csj ≥ rsj + psj , ∀j ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.12)

Lmax ≥ Csj − dsj , ∀j ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.13)

yi,j ∈ {0, 1} ∀i ∈ {0, ..., n}, ∀j ∈ {1, ..., n+ 1}, i 6= j (6.14)
Csj ≥ 0 ∀i ∈ {1, ..., n}, ∀s ∈ S (6.15)

Un chemin entre la tâche J0 et la tâche Jn+1 traversant toutes les tâches est construit à
l’aide des contraintes (6.9) et (6.10). Les sous-tours sont implicitement éliminés grâce aux
contraintes (6.11). Les contraintes (6.11) et (6.12) garantissent qu’une tâche commence
après la fin de son prédécesseur et après sa date de début de production au plus tôt. A
noter que les contraintes (6.11) nécessitent l’utilisation d’une grande constante M et dès
lors, la qualité de la résolution peut être compromise.
Ce modèle contient O(n2) variables binaires, n|S| + |S| variables continues et O(n2|S|)
contraintes.
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6.2. FORMULATION PLNE DU PROBLÈME INTÉGRÉ D’ORDONNANCEMENT
ET DE TOURNÉES DE VÉHICULE ROBUSTE STANDARD

Exemple

Nous considérons dans cet exemple une instance avec n = 5 et un nombre de scénarios
|S| = 2. Le tableau suivant présente les données du problème.

s = 1 J1 J2 J3 J4 J5

r1
j 0 7 3 4 3
p1
j 3 4 1 2 4
d1
j 3 14 4 6 10

s = 2 J1 J2 J3 J4 J5

r2
j 3 3 0 1 7
p2
j 2 5 1 3 3
d2
j 6 11 2 5 14

La solution robuste optimale pour ce problème est donnée par la séquence (J3, J1, J4, J5, J2)
telle que le retard maximum Lmax est égal à 5. La figure (Fig. 6.1) illustre les dates de fin
de production des tâches ainsi que le retard maximum pour les deux scénarios.

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

J1 J2J3 J4 J5

Scenario s = 2

Lmax = max{5− 6, 16− 11, 1− 2, 8− 5, 11− 14} = 5

-

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

J1 J2J3 J4 J5

Lmax = max{7− 3, 17− 14, 4− 4, 9− 6, 13− 10} = 4

Scenario s = 1

Figure 6.1 – Séquence (J3, J1, J4, J5, J2) et ordonnancements pour les deux scénarios
possibles

6.2 Formulation PLNE du problème intégré d’ordonnance-
ment et de tournées de véhicule robuste standard

Nous présentons dans cette section un nouveau PLNE dans lequel le problème de tour-
née de véhicules est intégré au problème d’ordonnancement robuste. Les formulations pro-
posées reprennent les modèles d’ordonnancement robuste présentés précédemment. Du fait
que la partie livraison soit intégrée au problème, les variables du premier niveau donnent
une séquence de production complète π, une partition des tâches en batchs B ainsi que la
séquence de livraison σ(B) pour chaque batch B ∈ B.

Dans les formulations suivantes, nous utilisons les variables binaires suivantes associées
à la partie tournée de véhicules du problème. Soit Br un batch livré à la re position et
σ(Br) la tournée lui correspondant où r varie de 1 à n et où certains batchs peuvent être
vides.
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6.2. FORMULATION PLNE DU PROBLÈME INTÉGRÉ D’ORDONNANCEMENT
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— zi,j,r ∈ {0, 1} vaut 1 si la production de la tournée σ(Br) visite consécutivement le
site i puis le site j, 0 sinon.

— yj,r ∈ {0, 1} vaut 1 si la tournée σ(Br) visite le site j (si la tâche Jj est dans le
batch Br), 0 sinon.

— Ds
j,r > 0 est une variables de second niveau et retourne la date de livraison pour un

scénario s ∈ S d’une tâche Jj du batch Br.
Deux tâches J0 et Jn+1 fictives sont introduites au modèle afin d’avoir les dates de départs
et d’arrivées des tournées. Ainsi, pour un scénario s ∈ S, la variable Ds

0,r retourne la date
de départ de la tournée σ(Br) et la variable Ds

n+1,r retourne la date de retour au dépôt de
la tournée σ(Br).

Dans la formulation qui suit (noté SRM1 ), la partie tournée de véhicules est intro-
duite au modèle d’ordonnancement robuste SM. Les variables de seconde phase C̃sk étant
nécessaires dans ce modèle, celles-ci sont introduites par les contraintes (6.16). En effet,
les variables C̃sk sont nécessaires pour obtenir les dates de départ au plus tôt du véhicule.
Cette formulation est basée sur le concept de blocs et utilise les contraintes (6.17)-(6.23)
afin de déterminer le retard maximum dans le pire cas Lmax préalablement obtenue dans
SM par les contraintes (6.1).

Minimiser Lmax

n∑
j=1

rsjxj,k +

k′∑
q=k

n∑
j=1

psjxj,q ≤ C̃sk′ , ∀k, k′ ∈ {1, ..., n}, k ≥ k′, ∀s ∈ S (6.16)

n∑
j=0,j 6=i

zi,j,r = yi,r, ∀i ∈ {0, ..., n},∀r ∈ {1, ..., n} (6.17)

n∑
i=0,i 6=j

zi,j,r = yj,r, ∀j ∈ {0, ..., n}, ∀r ∈ {1, ..., n} (6.18)

n∑
r=1

yj,r = 1, ∀j ∈ {1, ..., n} (6.19)

Ds
0,r ≥ C̃sk −M(2− xj,k − yj,r), ∀j, k, r ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.20)

Ds
0,r ≥ Ds

n+1,r−1, ∀r ∈ {2, ..., n}, ∀s ∈ S (6.21)

Ds
j,r ≥ Ds

i,r + tsi,j −M(1− zi,j,r), ∀i ∈ {0, ..., n},∀j, r ∈ {1, ..., n}, i 6= j,∀s ∈ S (6.22)

Lmax ≥ Ds
j,r − dsj , ∀j, r ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.23)

zi,j,r ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ {0, ..., n}, i 6= j,∀r ∈ {1, ..., n} (6.24)
yi,r ∈ {0, 1} ∀i, j ∈ {0, ..., n}, ∀r ∈ {1, ..., n} (6.25)
Ds
i,r ≥ 0 ∀i, j ∈ {0, ..., n}, i 6= j,∀r ∈ {1, ..., n} (6.26)

C̃sk ≥ 0 ∀k ∈ {1, ..., n}, ∀s ∈ S (6.27)
et les contraintes (6.1), (6.2), (6.4). (6.28)

Les contraintes (6.17) et (6.18) sont des contraintes de conservation du flot qui stipulent que
si un site i est visité par une tournée σ(Br) alors il existe un unique arc entrant et un unique
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arc sortant sélectionné pour i dans la tournée σ(Br). Les contraintes (6.19) font en sorte
qu’un site est visité par une seule tournée. Les contraintes (6.21)-(6.23) sont des contraintes
liées aux scénarios. Pour tout scénario, les contraintes (6.19) et (6.21) font en sorte qu’une
tournée σ(Br) commence après la fin d’exécution de toutes les tâches qu’elle transporte et
après la fin de la tournée qui la précède σ(Br−1), respectivement. Les contraintes (6.22)
éliminent automatiquement les sous-tours et calculent les dates de livraison des tâches sur
chaque scénario. Ainsi, la date de livraison d’une tâche Jj dans Br sur un scénario s est
égale à la date de livraison de la tâche Ji qui la précède plus le temps de transport entre i
et j si l’arc (i, j) est sélectionné dans σ(Br). L’expression du retard maximum est donnée
par les contraintes (6.23).
Ce modèle contient O(n3) variables binaires, O(n2|S|) variables continues et O(n3|S|)
contraintes.

Une formulation alternative (noté SRM2 ) également basée sur le modèle d’ordonnan-
cement robuste SM1 est présentée. Dans cette formulation, les contraintes de la partie
tournées de véhicules sont exprimées à travers des variables continues qui retournent de
manière explicite les durées des tournées. Ainsi, les variables Ds

i,r du modèle précédent
SRM sont remplacées par les variables suivantes.

— Asj ≥ 0 est le temps de transport du dépôt jusqu’au site j sachant la tournée qui
visite j.

— usr la date de départ de la tournée σ(Br) sur le scénario s ∈ S

Minimiser Lmax

As0 = 0, ∀s ∈ S (6.29)
Asj ≥ Asi + tsi,j −M(1− zi,j,r), ∀i ∈ {0, ..., n},∀j, r ∈ {1, ..., n}, i 6= j,∀s ∈ S

(6.30)

usr ≥ C̃sk −M(2− xj,k − yj,r), ∀j, k, r ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.31)

usr ≥ usr−1 +
n∑
i=0

n∑
j=0

tsi,jzi,j,r−1, ∀r ∈ {2, ..., n}, ∀s ∈ S (6.32)

Lmax ≥ usr +Asj − dsj −M(1− yj,r), ∀j, r ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.33)

usr ≥ 0 ∀r ∈ {1, ..., n}, ∀s ∈ S (6.34)
Asj ≥ 0 ∀i ∈ {0, ..., n},∀s ∈ S (6.35)

et les contraintes (6.1), (6.2), (6.4), (6.27), (6.16), (6.17) - (6.19), (6.24), (6.25)

Les contraintes (6.29) fixent les temps de transport jusqu’au dépôt à 0 et les contraintes
(6.30) donnent les durées de transport jusqu’aux différents sites. Les contraintes (6.31) et
(6.32) assurent qu’une tournée commence après la fin de production du batch transporté
et après la fin de la tournée qui la précède. Le retard maximum à minimiser est donné par
les contraintes (6.33).
Ce modèle contient O(n3) variables binaires, O(n|S|) variables continues et O(n3|S|)
contraintes. A noter que le nombre de contraintes de ce modèle est inférieur a celui de
SRM mais nécessite l’introduction de la constante grand M dans les contraintes (6.31).
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Nous pouvons à présent combiner les deux formulations proposées pour la partie tour-
nées de véhicules avec le modèle d’ordonnancement robuste SM2 de sorte à obtenir deux
formulations différentes pour le problème intégré d’ordonnancement et de tournées de vé-
hicules robuste.

Soit SRM3 le modèle qui combine les formulations les modèles SM2 et SRM1. La nou-
velle formulation est obtenue en retirant le Lmax des contraintes de SM2 en le remplaçant
par les contraintes (6.17)–(6.26).

Minimiser Lmax

avec les contraintes (6.1), (6.2), (6.4), (6.7), (6.8), (6.27), (6.17)− (6.26)

La quatrième formulation est une combinaison des modèles SM2 pour la partie ordon-
nancement et SRM2 pour la partie tournées de véhicules.

Minimiser Lmax

avec les contraintes (6.1), (6.2), (6.7), (6.8), (6.17) - (6.19), (6.32) - (6.35), (6.24), (6.25), (6.4)

En utilisant le modèle SM3 basé sur les contraintes de précédences, nous obtenons
également deux nouvelles formulations pour le problème. La formulation qui suit notée
SM5 combine les modèles SM3 et SRM1

Minimiser Lmax

Ds
0,r ≥ Csj −M(1− yj,r), ∀j ∈ {1, ..., n},∀r ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (6.36)

avec les contraintes (6.9) - (6.12), (6.14), (6.15), (6.17) - (6.22), (6.23) - (6.26)

Où les contraintes (6.36) donnent les dates de départ du véhicule. Les contraintes (6.36)
étant équivalentes aux contraintes (6.20) qui comportent des variables positionnelles, le
nombre de contraintes dans (6.36) est inférieur au nombre de contraintes (6.20) comportant
des variables positionnelles.

Enfin, la dernière formulation résulte de la combinaison des modèles SM3 et SRM2 et
est comme suit.

Minimiser Lmax

usr ≥ Csj −M(1− yj,r), ∀j ∈ {1, ..., n},∀r ∈ {1, ..., n}, ∀s ∈ S (6.37)

avec les contraintes (6.9) - (6.12), (6.32)-(6.30), (6.33)-(6.35), (6.17) - (6.19), (6.24),
(6.25)

où l’ensemble de contraintes (6.37) qui calculent les dates de départ du véhicule est équi-
valent à (6.31) et comporte également moins de variables pour les raisons citées précédem-
ment.
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Exemple Soit une instance du problème robuste d’ordonnancement et de tournées de
véhicules avec deux scénarios. Les données du problème sont présentées dans les tableaux
suivants.

s = 1 J1 J2 J3 J4 J5

r1
j 0 7 3 4 3
p1
j 3 4 1 2 4
d1
j 11 18 9 10 17

s = 2 J1 J2 J3 J4 J5

r2
j 3 3 0 1 7
p2
j 2 5 1 3 3
d2
j 9 17 10 11 18

Les matrices des durées de transport (t1i,j) et (t2i,j) sont comme suit :

(t1i,j) =



0 2 4 3 2 2
2 0 3 2 1 3
3 3 0 3 2 2
3 2 3 0 1 3
2 1 2 1 0 2
2 3 2 3 2 0

 (t2i,j) =



0 3 2 2 2 3
3 0 4 1 2 3
2 4 0 4 3 2
2 1 4 0 2 4
2 2 3 2 0 4
3 3 2 4 4 0


Soit une solution du problème composée d’une séquence complète de production π =

(J3, J4, J1, J5, J2), un ensemble de deux batchs |B| = 2 tels que B1 = {J1, J3, J4} et
B2 = {J2, J5} ainsi que des séquences de livraison σ(B1) et σ(B2) pour chacun des batchs
telles que σ(B1) = (J4, J3, J1) et σ(B2) = (J2, J5), i.e., les tournées pour les deux batchs
sont respectivement (J4 → J3 → J1) et (J5 → J2). La figure 6.2 illustre les phases de
production et de livraison sur les deux scénarios. La partie ordonnancement est représentée
dans la figure par un diagramme de Gantt et la partie tournées de véhicules est représentée
par des flèches dont la longueur indique la durée de transport. Les sites sont affichés entre
parenthèses où 0 indique le dépôt et (j) tel que j > 0 indique le site de la tâche Jj . Le
départ d’une nouvelle tournée est indiquée par une double barre (||) et l’arrivée à un site
est indique par une simple barre (|). Ainsi, dans la solution illustrée dans la figure 6.2, le
retard maximum Lmax pour les deux scénarios est égale à 3. Le retard sur les scénarios est
donné par la tâche J2.

6.3 Algorithme tabou pour le problème intégré d’ordonnan-
cement et tournées de véhicule robuste “standard”

Bien que nous ayons proposé des modèles linéaires en nombres entiers pour le problème
robuste d’ordonnancement et de tournées de véhicules, ceux ci ne peuvent être utilisés que
pour résoudre des instances de petites taille. Afin de pallier cette difficulté, nous proposons
dans cette section deux algorithmes de recherche tabou. Le premier algorithme noté TS
(Tabu search for robust Scheduling) est utilisé pour résoudre le problème d’ordonnancement
robuste. Le second algorithme proposé noté TSR (Tabu search for robust Scheduling &
Routing) est une extension de l’algorithme TS dans lequel la partie tournées de véhicules
est introduite.

Dans les deux cas, une version standard de l’algorithme de recherche tabou est im-
plémentée. Cette méta-heuristique a été introduite par [Glover, 1989] et fonctionne de la
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Figure 6.2 – Solution d’ordonnancement et tournées de véhicules robuste sur deux scéna-
rios

manière suivante. Partant d’une solution initiale et en définissant une structure de voisi-
nage, la procédure sélectionne la solution la plus appropriée parmi les solutions voisines.
Une solution peut être sélectionnée si elle n’est pas dans la liste tabou ou ne satisfait pas un
critère appelé “critère d’aspiration”, autrement la solution est rejetée et la procédure cherche
une nouvelle solution parmi les solutions voisines. La solution choisie est alors introduite
dans la liste tabou et le processus est répété en utilisant la solution sélectionnée comme
solution de base. Le processus s’arrête lorsque le critère d’arrêt est atteint. Nous commen-
çons par présenter l’algorithme de recherche tabou pour le problème d’ordonnancement
robuste ensuite nous présenterons une extension de l’algorithme TS prenant en compte la
partie tournée de véhicules du problème intégré de production et de distribution.

Les heuristiques TS et TSR sont esquissées dans les sections 6.3 et 6.3 respectivement.
Nous commençons par présenter une ébauche de l’algorithme TS avant de l’étendre au
problème intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicule robuste.

Algorithm 2 Algorithme de recherche tabou pour l’ordonnancement robuste (TS)
Calcul de la solution initiale

— Générer une séquence de production en utilisant l’algorithme glouton (détails dans
la section 6.3.1).

Tant que le critère d’arrêt n’est pas atteint
— Partant de séquence de production actuelle, trouver la meilleure solution (séquence

de production) non tabou parmi les solutions voisines (détails dans 6.3.3)
— Stocker la solution retenue dans la liste tabou

Une solution de l’algorithme TSR se compose d’une séquence de production des tâches
pour la partie ordonnancement, une partition des tâches en batchs et une séquence de
livraison pour les tâches de chaque batch. Ainsi, l’heuristique se décompose en trois parties
distinctes et constitue une extension de l’heuristique TS qui représente la première partie
de l’algorithme.
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Algorithm 3 Algorithme de recherche tabou pour l’ordonnancement et la distribution
robuste (TSR)
Calcul de la solution initiale

— Générer une solution réalisable qui comprend une séquence de production, un re-
groupement des tâches en batchs et une séquence de livraison pour chaque batch.
La solution initiale est calculée par l’algorithme glouton (détails dans 6.3.1).

Tant que le critère d’arrêt n’est pas atteint
— PARTIE 1. Trouver une séquence de production

— La constitution des batchs ainsi que la séquence de livraison pour chacun d’eux
étant fixées, trouver à partir de la séquence de production actuelle la meilleure
solution (séquence de production) non tabou parmi les solutions voisines (détails
dans 6.3.3).

— Stocker la solution retenue dans la partie ordonnancement de la liste tabou.
— PARTIE 2. Trouver une partition des tâches en batchs

— Partant de la constitution des batchs actuelle et de la séquence de production
obtenue durant la première partie, trouver la meilleure partition des tâches parmi
les solutions voisines. Afin d’évaluer une solution, une heuristique de plus proche
voisin sur le scénario de référence s0 est appliquée sur les batchs (détails dans
6.3.3).

— Stocker la solution retenue dans la partie batching de la liste tabou.
— PARTIE 2. Trouver une séquence de livraison pour chaque batch

— Partant de la séquence de production de la partie 1 et de la partition des tâches
en batchs de la partie 2, trouver la meilleure permutation dans la livraison de
chaque batch en utilisant l’heuristique 2-opt (simple méthode de descente, détails
dans la section 6.3.3).
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6.3.1 Solutions initiales

Afin d’initialiser les méthodes TS et TSR, deux heuristiques constructives sont utilisées.
La solution construite pour initialiser l’heuristique TS notée GS (Greedy, Scheduling) est
un simple tri des tâches selon la moyenne des dates de fin de production souhaitées sur le
scénario de référence s = 1. Ainsi, la séquence de production initiale pour TS est obtenue en
une seule étape en appliquant la règle EDD sur le scénario de référence s = 1. L’heuristique
TSR nécessite quant à elle une solution initiale (noté GSR) composée d’une séquence de
production des tâches, une partition des tâches en batchs et un ordre de livraison pour
chaque batch. Les heuristiques GS et GSR utilisent les données du scénario de référence
s = 1 afin de retourner les solutions initiales. L’heuristique GS étant inclue dans GSR,
nous présentons dans de qui suit l’algorithme glouton GSR.

Algorithm 4 Algorithme glouton pour l’ordonnancement et la distribution robuste (GSR)
— Trier les tâches par ordre croissant sur les dates de fins souhaitées du scénario s = 1,

i.e., d1
σ1 ≤ d

1
σ2 ≤ · · · ≤ d

1
σn .

— Insérer la tâche Jσ1 dans le premier batch et de Jσ2 jusqu’à Jσn , la meilleure des
deux options suivantes est sélectionnée pour chaque tâche :
— Insérer la tâche dans le batch courant.
— Créer un nouveau batch et insérer la tâche.

6.3.2 Codage de la solution

L’algorithme de recherche tabou sur le problème d’ordonnancement robuste TS étant
inclu dans le l’algorithme intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicule TSR, l’en-
codage de TSR comprend celui de TS. Etant donné que TSR comprend trois voisinages
distincts qui correspondent aux trois parties de l’algorithme de recherche tabou (séquence
de production, partition des tâches en batchs et séquence de livraison), le codage de chaque
partie est traité indépendamment.

Encodage de la partie production : une solution de la partie production est encodée
par un vecteur v de taille n où la case vi correspond à la position de la tâche Ji dans la
séquence de production.

Encodage de la partie batching : la partition des tâches en batchs est également
représentée par un vecteur de taille n noté v′ dans lequel une case v′i contient le numéro
de la tournée qui livre la tâche Ji.

Encodage de la partie tournées de véhicule : de la même manière, un troisième
vecteur v′′ de taille n est utilisé pour le codage de la séquence de livraison. Ainsi, la case
v′′i contient le numéro de la tâche livrée en position i.

Un exemple de codage d’une solution de TSR est présenté dans la figure 6.3. Nous
reprenons pour cette illustration la solution sur le scénario s = 1 de l’exemple 6.2.
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Figure 6.3 – Codage d’une solution du problème d’ordonnancement et de distribution
robuste

6.3.3 Définition des voisinages

Nous présentons dans cette section les voisinages utilisés pour les deux algorithmes
TS et TSR. D’après l’algorithme 6.3, le voisinage utilisé pour TS se compose d’une seule
partie et consiste à trouver la meilleure séquence de production sur un voisinage donné.
Ce voisinage se retrouve également dans l’algorithme 6.3 et constitue la première partie de
l’algorithme. Ainsi, nous présentons dans ce qui suit le voisinage utilisé pour la partie pro-
duction avant de passer au voisinage utilisé pour la partition des tâches en batchs. Enfin,
nous passerons à la permutation utilisée pour la procédure 2-opt utilisée dans TSR. Un
périmètre de recherche noté δ ∈ {0, 1} est utilisé dans les différents voisinages.

Voisinage pour la partie production : Deux types de voisinages sont utilisés.
— Permutation de deux positions dans la séquence : ce voisinage effectue l’échange

de deux valeurs dans le vecteur v du codage, autrement dit la permutation de la
position de deux tâches. Soient vi et vj les positions des tâches Ji et Jj dans la
séquence de production, la permutation des valeurs de vi et vj n’est possible que si
la position de la tâche Jj dans la séquence est dans le périmètre de la position de
la tâche Ji, i.e., |vi − vj | ≤ δn.

— Insertion d’une tâche à une position dans la séquence : étant donnée une tâche Jj , ce
voisinage change sa position vj en l’insérant à une position k telle que |vj−vk| ≤ δn.
Une telle insertion avance la position des tâches produites entre les positions vj et
vk si vi > vk et recule leurs positions si vi < vk.

Voisinage pour la partition des tâches en batchs : quatre voisinages sont utilisés.
— Permutation de batchs : ce voisinage effectue une permutation de deux valeurs

dans le vecteur v′ du codage. Soient v′i et v
′
j les numéros des batchs de Ji et Jj

respectivement, la procédure cherche la meilleure solution voisine possible telle que
v′i 6= v′j et v

′
i − δ|B| ≤ v′j ≤ v′i + δ|B|.

— Insertion d’une tâche dans un batch : ce voisinage permet d’insérer une tâche Jj du
batch v′i dans un batch existant vk tel que v′i − δ|B| ≤ vk ≤ v′i + δ|B|.

— Scission d’un batch : ce voisinage permet de scinder un batch en deux batchs suc-
cessifs. Etant donné que le nombre de possibilités pour partitionner un batch en
deux est exponentiel, les tâches d’un batch sont triées selon la rêgle EDD. Ainsi, le
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nombre de possibilités se trouve réduit à la taille du batch.
— Fusion de deux batchs : ce voisinage effectue la fusion de deux batchs consécutifs.

Soient Bi et Bi+1 les deux batchs fusionnés, les batchs Bk tels que k > i sont avancés
d’une position.

Voisinage pour le problème de tournées de véhicule : pour ce dernier voisinage, nous
avons utilisé l’opérateur 2-opt standard. Soient v′′i et v′′j les tâches produites en position i
et j respectivement, ce mouvement effectue une permutation de deux valeurs du vecteur
v′′ dans le cas où les tâches σi et σj sont dans la même tournée, i.e., v′′σi = v′′σj .

6.3.3.1 Liste tabou

Afin d’éviter que l’algorithme tabou sélectionne des solutions récemment visitées, la
liste tabou contient les solutions ne pouvant être sélectionnées, appelées solutions tabou.
Dans notre cas, du fait que la partie ordonnancement et la partie batching sont traitées
séparément, nous avons opté pour deux liste tabou de tailles n correspondant respective-
ment à la partie ordonnancement et à la partie batching. La première liste tabou contient
des vecteurs v correspondant aux vecteurs v de la partie ordonnancement des dernières
solutions visitées. De même pour la liste tabou de la partie batching, celle-ci contient les
vecteurs v′ des dernières solutions visitées. La partie tournées de véhicule ne nécessite pas
de liste tabou du fait que l’algorithme 2-opt est appliqué comme une méthode de descente.
Ainsi, une solution est considérée tabou dans deux cas. En effet, elle est tabou si le vecteur
v de sa partie production se trouve dans la liste tabou ou le vecteur v′ de sa partie batching
se trouve dans la liste tabou.

6.3.3.2 Critère d’aspiration

Du fait qu’une solution est considérée tabou si sa partie production est tabou et si sa
partie batching est tabou, nous introduisons un critère d’aspiration qui consiste à accepter
des solutions tabou si la valeur de l’objectif pour ces solutions est meilleure que la solution
optimale actuelle.

6.3.3.3 Conditions d’arrêt

L’heuristique tabou étant constituée de trois parties, des conditions d’arrêt sont utili-
sées pour chacune d’elles en plus de la condition d’arrêt globale. Ainsi, les parties ordon-
nancement, batching et tournées de véhicule s’arrêtent après un nombre d’itérations de
la procédure sans améliorer la solution. La condition d’arrêt pour l’algorithme global est
définie par l’atteinte d’un temps limite d’exécution.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé plusieurs modèles de programmation linéaire
en nombres entiers pour résoudre un problème intégré d’ordonnancement et de tournées
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robuste, selon les modèles par scénarios de Kouvelis et Yu [Kouvelis et Yu, 1997], corres-
pondant a une vision "standard" de l’optimisation robuste. Pour traiter des instances de
taille réaliste, nous proposons par ailleurs une méthode tabou, basée sur des voisinages
simples. Ces méthodes seront comparées dans le chapitre 8 à une approche d’optimisation
robuste avec récupération on-line, présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 7

Résolution du cas robuste par
l’approche de récupération on-line

Ce chapitre exploite la structure des “groupes de tâches permutables” pour représenter
une solution du problème d’ordonnancement et de distribution. Traditionnellement, les
solutions de problèmes d’ordonnancement sont représentées par un ordre d’exécution des
tâches sur chacune des machines. La structure de groupes de tâches permutables assigne un
ordre sur un ensemble de tâches qui constituent des groupes, c’est-à-dire un ordre de groupe.
Suivant les contraintes du problème, la permutation des tâches à l’intérieur d’un groupe
doit rester réalisable. Une telle structure fournit plus de flexibilité à l’utilisateur final et
permet particulièrement une meilleure réaction en s’adaptant aux événements inattendus.
Selon le schéma d’optimisation robuste avec récupération, nous commençons par traiter la
première étape qui consiste à trouver une séquence complète de production π, l’ensemble
des batchs B et pour chacun des batchs B ∈ B, une séquence de livraison complète. La
séquence de production, la constitution des batchs et la séquence de livraison retournée par
la première étape étant maintenues durant la seconde étape, l’algorithme de récupération
online A(x, s) s’adapte au scénario révélé. Ainsi, suivant la séquence prescrite et le scénario
révélé, l’algorithme online détermine les dates de fin de production et de livraison des
tâches.

7.1 Introduction

Nous présentons dans cette section une version plus flexible du modèle de récupération
on-line (online recoverable robustness model) pour le problème d’ordonnancement ainsi que
le problème intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicules. De la même manière
que le modèle précédent, nous supposons que la solution de la première étape x = (π,B,Σ)
est constituée par une séquence de production π, une partition des tâches en batchs B et
des séquences de livraison des batchs σ(B). Cependant, nous considérons à présent que les
séquences de production ainsi que les séquences de livraison de la solution de la première
étape x = (π,B,Σ) sont partielles alors que la constitution des batchs B reste complète.
En outre, nous considérons que les séquences partielles de production (et de livraison)
sont exprimées sous la forme de groupes de tâches (sites) permutables, respectivement. En
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d’autres termes, une séquence partielle impliquant un ensemble de E tâches est de la forme
g1, g2, . . . , gq où ∪qh=1gh = E et ∩qh=1gh = ∅ et exprime également la relation de précédence
Ji ≺ Jj , ∀i ∈ gx, ∀j ∈ gy, ∀x < y. Par conséquent, π est une séquence de groupes de
tâches permutables sur J tandis que σ(B) est une séquence de tâches permutables sur
B ∈ B. Ainsi, l’ordre des tâches à l’intérieur de chaque groupe n’est pas déterminé durant
la première étape. Dés lors, il apparaît que l’algorithme A(x, s) doit déterminer la séquence
complète pour chaque groupe afin de retourner les dates de fin de production des tâches et
leurs dates de livraison. Dans la suite du chapitre, nous donnerons la définition de A(x, s)
puis nous présentons dans la section 7.2 un modèle PLNE de récupération on-line pour
le problème d’ordonnancement robuste. L’approche proposée sera étendue au problème
intégré d’ordonnancement et de tournées de véhicules dans la section 7.3.

7.2 Formulation PLNE du problème d’ordonnancement ro-
buste avec récupération on-line

Dans cette section, nous considérons uniquement la partie ordonnancement du pro-
blème. Comme mentionné précédemment, l’algorithme de récupération est représenté par
un algorithme glouton on-line. Etant donné une date t, l’algorithme de récupération on-
line A(x, s) a seulement connaissance des tâches disponibles à l’instant t sur un scénario
s. Ainsi, l’information disponible pour A(x, s) à l’instant t se restreint aux dates de dé-
but au plus tôt des tâches telles que rsi ≤ t. En d’autres termes, soit Jj une tâche d’un
groupe Gk dont la production est terminée, l’algorithme on-line sélectionne une des tâches
disponibles du groupe Gk. Dans le cas où la production d’un groupe n’a pas commencé,
la première tâche d’un groupe est sélectionnée de la même manière, i.e., une des tâches
disponibles. Pour récapituler, à partir de la séquence de groupes retournée par la première
étape, A(x, s) ordonne les tâches à l’intérieur de chaque groupe suivant les dates de début
au plus tôt en utilisant la règle (ERD) sur le scénario réalisé.

Pour simuler cette règle, une liste de successeurs et de prédécesseurs par rapport aux
dates de début au plus tôt est préalablement calculée pour chaque tâche et chaque scénario.
Soient Succsj et Prec

s
j respectivement la liste de successeurs et de prédécesseurs d’une tâche

Jj sur un scénario s définies comme suit.

Precsj = {Ji ∈ J /(rsi < rsj ) ou (rsi = rsj et i < j)}

Succsj = {Ji ∈ J /(rsi > rsj ) ou (rsi = rsj et i > j)}

Ces listes sont utilisées afin de s’assurer que la règle ERD est respectée dans chaque
groupe et pour chaque scénario. Afin de modéliser la séquence de groupes, nous proposons
un modèle PLNE. Les variables du modèle sont définies comme suit.

— χj,k ∈ {0, 1} vaut 1 si la tâche Jj est dans le groupe Gk, i.e., le groupe en position
k, 0 sinon.

A noter que le nombre de groupes est borné par n (égal à n dans le cas où chaque groupe
contient exactement une seule tâche). Nous pouvons présenter le PLNE noté OSM pour le
problème d’ordonnancement robuste avec récupération on-line.
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Minimiser Lmax

n∑
k=1

χj,k = 1, ∀j ∈ {1, ..., n} (7.1)

rsi + psi +
∑

l∈(Succsi∩Precsj)

pslχl,k + psj

−M(2− χi,k − χj,k) ≤ Csj , ∀i, j, k ∈ {1, ..., n}, j ∈ Succsi , ∀s ∈ S (7.2)

rsi + psi +
∑

l∈Succsi

pslχl,k +
k′−1∑
q=k+1

n∑
l=1

pslχl,q +
∑

l∈Precsj

pslχl,k′ + psj

−M(2−χi,k −χj,k′) ≤ Csj , ∀i, j, k, k′ ∈ {1, ..., n}, k′ > k, ∀s ∈ S (7.3)

Lmax ≥ Csj − dsj , ∀j ∈ {1..n}, ∀s ∈ S (7.4)

Les contraintes (7.1) affectent chaque tâche à exactement un groupe. Les contraintes
(7.2) et (7.3) retournent la valeur minimum de la date de fin de production de chaque
tâche pour chaque scénario suivant la définition de l’algorithme on-line. Etant donné une
séquence de production, la date de fin de production au plus tôt d’une tâche Jj sur
un scénario s est supérieure ou égale à la date de début au plus tôt rsi d’une tâche Ji
(Ji ∈ Precsj) plus la durée de production des tâches produites entre Ji et Jj dans la sé-
quence (Ji et Jj inclues). Le cas où les tâches Ji et Jj sont dans le même groupe est traité
par les contraintes (7.2) où l’expression

∑
l∈(Succsi∩Precsj) p

s
lχl,k calcule la somme des du-

rées de production des tâches entre Ji et Jj sur le scénario s suivant la règle ERD. Les
contraintes (7.3) traitent le cas où Ji et Jj sont dans deux groupes différents où l’expres-
sion

∑
l∈Succsi

pslχl,k +
∑k′−1

q=k+1

∑n
l=1 p

s
lχl,q +

∑
l∈Precsj

pslχl,k′ calcule la somme des durées
de production entre Ji et Jj . Les contraintes (7.4) calculent une borne supérieure du retard
maximum dans le pire cas Lmax.
Ce modèle contientO(n2) variables binaires, n|S| variables continues etO(n4|S|) contraintes.

Exemple

Nous reprenons l’exemple présenté dans la section 6.1. La solution optimale sur l’ins-
tance considérée comprend deux groupes G1 = {J1, J3, J4} et G2 = {J2, J5} et un retard
maximum dans le pire cas Lmax = 0. A noter que pour l’instance considérée, la version ro-
buste présentée dans la section 6.1 a une solution optimale Lmax = 5. La figure 7.1 illustre
la séquence obtenue sur les deux scénarios dans laquelle les tâches d’un même groupe sont
ordonnées suivant la règle ERD.
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GJ1 G2

G1 G2

Figure 7.1 – Groupes GJ1 = {J1, J3, J4}, GJ2 = {J2, J5} et séquences obtenues sur les deux
scénarios

7.3 Formulation PLNE du problème intégré d’ordonnance-
ment et de tournées de véhicule robuste avec récupéra-
tion on-line

Nous commençons par rappeler que la solution x de la première étape du problème
intégré et robuste d’ordonnancement et tournées de véhicules où x = (π,B,Σ) est composée
de :

— π : une séquence de groupes de tâches permutables
— B : l’ensemble des batchs
— σ(B) : une séquence de livraison de groupes de tâches permutables sur un batch

B ∈ B.
De même, la définition de l’algorithme de récupération en ligne A(x, s) sur la partie or-

donnancement reste équivalente à celle présentée dans la section précédente sur le problème
d’ordonnancement robuste. En d’autres termes, étant donné une séquence de production
partielle π, l’algorithme A(x, s) retourne pour chaque scénario une séquence complète de
production en appliquant la règle ERD. En revanche, sur la partie livraison, l’algorithme
A(x, s) retourne une séquence de livraison pour chaque groupe de tâches permutables de
livraison. Compte tenu des séquences, l’algorithme A(x, s) retourne également les dates de
production et de livraison au plus tôt. A noter que les groupes de production et de livrai-
son sont indépendants et qu’un batch peut être constitué de plusieurs groupes de livraison.
Etant donné une séquence partielle de livraison d’un batch qui consiste en une séquence de
livraison de groupes d’un batch, nous considérons que l’algorithme de récupération on-line
A(x, s) retourne sur le scénario s la séquence de livraison en appliquant la règle du plus
proche voisin. Le véhicule se trouvant à un site donné, l’algorithme cherche le plus proche
voisin sur le scénario réalisé parmi tous les sites non visités du groupe concerné. Lorsque la
livraison d’un groupe est terminée, l’algorithme cherche le plus proche voisin sur le scénario
réalisé parmi les sites du groupe suivant (cette information est supposée disponible). Cette
hypothèse possède un certain réalisme. En effet, les temps de parcours sont supposés in-
certains sur l’horizon de temps considéré mais lorsqu’on doit repartir immédiatement d’un
site pour aller au suivant, on suppose que l’on connaît à ce moment là avec une précision
suffisante le temps de parcours actuel du site où l’on se trouve vers tous les autres sites.
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La formulation présentée dans cette partie est notée OSRM. La partie ordonnancement
est basée sur le modèle d’ordonnancement robuste OSM. Les variables associées à la partie
tournée de véhicules du problème sont comme suit.

— λsj,k ∈ {0, 1} vaut 1 si la tâche Jj est livrée en position k sur le scénario s (i.e., Jj
est la ke tâche livrée sur s), 0 sinon.

— δk,r ∈ {0, 1} vaut 1 si la tournée σ(Br) visite le site en position k (si la tâche Jj est
dans le batch Br), 0 sinon.

— γk,h ∈ {0, 1} vaut 1 si le site en position k est dans le groupe de livraisons permu-
tables GDh , 0 sinon.

— θh,r ∈ {0, 1} vaut 1 si le groupe de livraisons permutables GDh est livré par la tournée
σ(Br) (i.e., GDh ∈ Br), 0 sinon.

— αsr > 0 la date de départ de la tournée σ(Br) sur le scénario s.
— Ds

j,r > 0 retourne la date de livraison de la tâche Jj pour un scénario s ∈ S.
A partir de ces variables de décision, nous détaillons le modèle ORSM.
Nous reprenons pour cette formulation l’objectif ainsi que les contraintes (7.1) - (7.3)

utilisés dans la formulation OSM. Comme mentionné dans la section 7.2, les contraintes
(7.1) - (7.3) expriment la séquence de production des groupes de tâches permutables, la
séquence de production à l’intérieur de chaque groupe en utilisant la règle ERD et les dates
de fin de production des tâches sur chaque scénario.

Les contraintes relatives à la partie tournées de véhicules sont comme suit.
Les contraintes (7.5) et (7.6) ci-dessous bornent les dates de départ des tournées. C’est ainsi
que les contraintes (7.5) assurent que la date de départ du véhicule pour livrer le batch Br
est supérieure aux dates de fin de production des tâches du batch Br. Les contraintes (7.6)
assurent que le véhicule est disponible à la date de départ d’une tournée. Ainsi, pour un
scénario s, la tournée qui livre un batch Br commence après la date de retour de la tournée
qui livre le batch Br−1 où, la date de retour du véhicule au dépôt est égale à la date de
livraison de la dernière tâche Jj de la tournée Br−1 plus le temps de transport jusqu’au
dépôt.

αsr ≥ Csj +M(2− δkr − λsjk), ∀j, r, k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (7.5)

αsr ≥ Ds
j + tsj0 +M(2− δk,r−1 − λsjk), ∀j, k ∈ {1, ..., n},∀r ∈ {2, ..., n}, ∀s ∈ S (7.6)

Les contraintes (7.7) à (7.12) qui suivent donnent les dates de livraison des tâches suivant
les dates de départ du véhicule, la composition des batchs et des groupes de livraison, la
séquence de groupes de livraison dans chaque batch ainsi que la séquence de livraison des
tâches à l’intérieur de chaque groupe de livraison calculée par un algorithme de plus proche
voisin. Les contraintes (7.7) font en sorte que sur un scénario s, une tâche Jj en position k
soit livrée après la tâche Ji en position k − 1.

Ds
j ≥ Ds

i +t
s
ij+M(2−λsi,k−λsj,k+1),∀i, j ∈ {1, ..., n}, j 6= i,∀k ∈ {1, ..., n−1}, ∀s ∈ S (7.7)

Les contraintes (7.8) garantissent que la date de livraison de la tâche Jj en position k sur
un scénario s est supérieure à la date de début de la tournée qui livre Br plus le temps de
transport entre le dépôt et le site j si Jj est dans Br.

Ds
j ≥ αsr + ts0j −M(2− δkr − λsj,k), ∀j, r, k ∈ {1, ..., n}, ∀s ∈ S (7.8)
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Les contraintes (7.9) assurent que la règle du plus proche voisin sur chaque scénario est
respectée à l’intérieur de chaque groupe de livraison. Soient Ji et Jj deux tâches du groupe
GDh livrées respectivement en position k − 1 et k sur le scénario s, les contraintes (7.9)
garantissent que le site Jj est le plus proche voisin de i parmi toutes les tâches de GDh pas
encore livrées.

Ds
j ≤ Ds

i + tsil +M(6− γk−1,h − λsi,k−1 − γk′,h − λsl,k′ − γk,h − λsj,k),
∀i, j, l, h ∈ {1, ..., n}, j 6= i, l 6= i,∀k ∈ {2, ..., n},∀k′ ∈ {k, ..., n},∀s ∈ S (7.9)

Les contraintes (7.10) assurent que la première tâche visitée d’un groupe est la plus proche
de la tâche qui la précède dans le cas où celle ci n’est pas la première visitée dans la tournée.
Ainsi, ces contraintes nous assurent que deux tâches Ji et Jj des groupes GDh−1 et GDh du
batch Br et livrées en position k − 1 et k respectivement sont telles que Jj soit la plus
proche de Ji parmi tous les sites du groupe GDh .

Ds
j ≤ Ds

i + tsil +M(8− γk−1,h−1 − λsi,k−1 − γk′,h − λsl,k′ − γk,h − λsj,k − θh−1,r − θh,r),
∀i, j, l, r ∈ {1, ..., n}, j 6= i, l 6= i,∀h, k ∈ {2, ..., n},∀k′ ∈ {k, ..., n}, ∀s ∈ S (7.10)

Etant donnée une tâche Jj du groupe GDh incluse dans le batch Br telle que Jj soit la
première tâche livrée dans la tournée livrant Br, les contraintes (7.11) garantissent que sur
tout scénario s, Jj est la plus proche du dépôt parmi toutes les tâches de GDh en s’assurant
que GDh est le premier groupe de σ(Br), où r ≥ 2.

Ds
j ≤ αsr + ts0l +M(8− γk−1,h−1 − λsi,k−1 − γk′,h − λsl,k′ − γk,h − λsj,k − θh−1,r−1 − θh,r),

∀i, j, l ∈ {1, ..., n}, j 6= i, l 6= i,∀r, h, k ∈ {2, ..., n},∀k′ ∈ {k, ..., n}, ∀s ∈ S (7.11)

Les contraintes (7.12) garantissent quant à elles que la première tâche livrée dans la pre-
mière tournée soit la plus proche du dépôt parmi toutes les tâches de son groupe.

Ds
j ≤ αs1 + ts0l +M(4− γ1,1 − λsj,1 − γk,1 − λsl,k), ∀j, l, k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (7.12)

Etant donné que les variables γk,h dépendent des positions des tâches, les contraintes (7.13)
nous assurent qu’un groupe GDh contient les mêmes tâches quel que soit le scénario.

γk,h ≥ 1−M(3− λs′j,k − λs
′′
j,k′ − γk′,h), ∀j, h, k, k′ ∈ {1, ..., n}, k 6= k′, ∀s′, s′′ ∈ S, s′′ > s′

(7.13)
Les contraintes (7.14)-(7.22) garantissent la faisabilité des tournées. Pour un scénario s ∈ S,
chaque tâche est affectée à une seule position (7.14) et chaque position à une seule tâche
(7.15). Les contraintes (7.16), (7.17) et (7.18) nous assurent respectivement qu’une position
est affectée à un seul groupe, à une seule tournée et que chaque groupe de livraison est
associé à une seule tournée. Les contraintes (7.19) font que les tournées sont consécutives
en assurant que si la tâche en position k est livrée par la tournée en position r alors la
tâche en position k + 1 est livrée par r ou r + 1. Suivant le même principe, les contraintes
(7.20) font en sorte que les groupes de livraison soient consécutifs. Les contraintes (7.21)
assurent la cohérence de l’affectation des tâches aux positions, des positions aux groupes
de livraison et des groupes de livraison aux tournées. Ainsi, si une position k est affectée
au groupe GDh et le groupe GDh est affecté à la tournée r alors la position k est affectée
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à la tournée r. Les contraintes (7.22) affectent la première position au premier groupe de
livraison et à la première tournée ainsi que le premier groupe de livraison à la première
tournée. Enfin, les contraintes (7.23) bornent le Lmax.

∑n

j=1
λsj,k = 1, ∀k ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (7.14)∑n

k=1
λsj,k = 1,∀j ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (7.15)∑n

h=1
γk,h = 1,∀k ∈ {1, ..., n} (7.16)∑n

r=1
δk,r = 1,∀k ∈ {1, ..., n} (7.17)∑n

r=1
θh,r = 1,∀h ∈ {1, ..., n} (7.18)

δkr + δk+1,r′ ≤ 1,∀k ∈ {1, ..., n− 1}, ∀r, r′ ∈ {1, ..., n}, r′ 6= r, r′ 6= r + 1 (7.19)
γkh + γk+1,h′ ≤ 1, ∀k ∈ {1, ..., n− 1},∀h, h′ ∈ {1, ..., n}, h′ 6= h, h′ 6= h+ 1 (7.20)
δkr ≥ γkh + θhr − 1, ∀k ∈ {1, ..., n− 1},∀h, h′ ∈ {1, ..., n}, h′ 6= h, h′ 6= h+ 1 (7.21)
δ11 = 1, γ11 = 1, θ11 = 1, (7.22)
Lmax ≥ Ds

j − dsj , ∀j ∈ {1, ..., n},∀s ∈ S (7.23)

Ce modèle contient O(n2|S|) variables binaires, n|S| variables continues et O(n7|S|)
contraintes.

Exemple Nous considérons dans cet exemple l’instance présentée dans la section 6.2. La
solution optimale sur cet exemple est comme suit.

— Deux groupes d’opérations permutables GJ1 et GJ2 sur la partie production tels que
GJ1 = {J1, J3, J4} et GJ1 = {J2, J5},

— deux batchs pour la partie tournées de véhicules B1 = {J1, J3, J4} et B2 = {J2, J5}
— le batch B1 est composé de deux groupes GD1 = {J3} et GD2 = {J1, J4} et le

deuxième batch B2 est composé d’un seul groupe de livraison GD3 = {J2, J5}.
La phase de livraison est illustrée sur les deux scénarios dans la figure 7.3 et la solution
globale du problème incluant le problème d’ordonnancement et le problème de tournée de
véhicules est illustrée pour les deux scénarios dans la figure 7.3. Le retard maximum dans
le pire des cas sur cet exemple est Lmax = 0. A noter que pour l’instance considérée, la
version robuste présentée dans la section 6.2 retourne une solution optimale Lmax = 3.

7.4 Algorithme tabou pour le problème intégré d’ordonnan-
cement et tournées de véhicule robuste avec récupération
on-line

Les modèles linéaires en nombres entiers proposés pour le problème d’ordonnancement
robuste et flexible (OSM) ainsi que celui proposé pour le problème intégré d’ordonnance-
ment et de tournées de véhicule robuste et flexible (OSRM) ne peuvent être utilisés pour
la résolution d’instances de tailles raisonnables. En effet, l’intégration de la flexibilité par
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Figure 7.2 – Séquence de groupes de livraison {J3}, {J1, J4} et {J2, J5} produisant des
tournées différentes sur les deux scénarios
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Figure 7.3 – Phases de production et de livraison sur les deux scénarios possibles
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l’intermédiaire des groupes d’opérations permutables argumente de manière importante la
taille des formulations. De même que pour la version robuste du problème d’ordonnan-
cement et le problème intégrant la partie distribution, nous proposons dans cette section
un premier algorithme de recherche tabou pour le problème d’ordonnancement robuste et
flexible avec récupération noté TOS (Tabu search for robust Online Scheduling). Ensuite,
nous étendons l’heuristique TOS au problème intégré d’ordonnancement et de tournées de
véhicule robuste avec récupération noté TOSR. Etant donné que le modèle OSM correspon-
dant au problème d’ordonnancement robuste avec récupération on-line utilise la notion de
groupe de tâches permutables, l’heuristique TOS lui correspondant diffère de l’heuristique
TS proposée pour le problème d’ordonnancement robuste “standard”. De la même manière,
les groupes d’opérations permutables étant utilisés pour la livraison, la partie tournées de
véhicule de TOSR diffère de celle de TSR proposée pour le problème intégré d’ordonnan-
cement et de distribution robuste “standard” (voir l’algorithme 6.3). Dans ce qui suit, nous
commençons par esquisser l’heuristique TOS avant de passer à l’heuristique TOSR.

Algorithm 5 Algorithme de recherche tabou pour l’ordonnancement avec récupération
on-line (TOS)
Calcul de la solution initiale

— Générer une séquence de groupes de production en utilisant l’algorithme glouton
(détails dans 7.4.1).

Tant que le critère d’arrêt n’est pas atteint
— Partant de la séquence de groupes de production actuelle, trouver la meilleure par-

tition des tâches en groupes ainsi qu’une séquence de groupes non tabou parmi les
solutions voisines (détails dans 7.4.3)

— Stocker la solution retenue dans la liste tabou

Ainsi, une solution de TOS consiste à trouver une solution de groupes d’opérations
permutables alors qu’une solution de TOSR se compose d’une séquence de production de
groupes également, d’une partition des tâches en batchs indépendamment des groupes de
production et de livraison et enfin d’une séquence de groupes de livraison pour chaque
batch.

Comme nous pouvons le voir, les heuristiques TSR et TOSR diffèrent sur plusieurs
points. En effet, la notion de groupes d’opérations permutables apporte de la flexibilité
à la partie production et la partie distribution. Cependant, afin de pouvoir comparer les
deux heuristiques et pour simplifier l’implémentation nous avons considéré dans TOSR
qu’un batch constitue également un groupe de livraison. Ainsi, la séquence de livraison de
chaque batch dans TOSR est calculée par un simple algorithme glouton de plus proche
voisin s’adaptant au scénario (l’algorithme A(x, s)) alors que celle-ci est optimisée dans
TSR grâce à l’algorithme 2-opt appliqué à chaque batch mais sans connaître à l’avance le
scénario réalisé. De cette manière, l’algorithme TOSR a l’avantage de la flexibilité étant
donné que celui-ci s’adapte au scénario réalisé et adapte l’heuristique du plus proche voisin
sur chaque scénario. L’heuristique TSR quant à elle n’est pas flexible puisque la séquence
de livraison ne dépend pas du scénario réalisé mais par contre celle-ci est optimisée grâce
à l’algorithme 2-opt.
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Algorithm 6 Algorithme de recherche tabou pour l’ordonnancement et la distribution
robuste avec récupération on-line (TOSR)
Calcul de la solution initiale

— Générer une solution réalisable qui comprend une séquence de groupes de produc-
tion, un regroupement des tâches en batchs indépendamment des groupes et une
séquence de livraison pour chaque batch. La solution initiale est calculée par l’algo-
rithme glouton (détails dans 7.4.1).

Tant que le critère d’arrêt n’est pas atteint
— PARTIE 1. Trouver une séquence de production

— La constitution des batchs ainsi que la séquence de livraison pour chacun d’eux
étant fixées, à partir de la séquence de production actuelle, trouver la meilleure
partition des tâches en groupes ainsi qu’une séquence de groupes non tabou
parmi les solutions voisines (détails dans 7.4.3).

— Stocker la solution retenue dans la partie ordonnancement de la liste tabou.
— PARTIE 2. Trouver une partition des tâches en batchs

— Partant de la constitution des batchs actuelle et de la séquence de production
de groupes obtenue durant la première partie, trouver la meilleure partition des
tâches parmi les solutions voisines. Afin d’évaluer une solution, l’heuristique de
plus proche voisin sur le scénario réalisé est appliquée (détails dans 7.4.3).

— Stocker la solution retenue dans la partie batching de la liste tabou.

7.4.1 Solutions initiales

Afin d’initialiser les méthodes TOS et TOSR, nous proposons dans ce qui suit deux
heuristiques constructives. La première heuristique noté GOS (Gready, On-line, Schedu-
ling) construite pour initialiser TOS est un simple tri des tâches par rapport aux dates
de fin de production souhaitées sur le scénario de référence s = 1. Dans GOS, un groupe
d’opérations permutables contient une seule tâche et ainsi, la séquence de production ini-
tiale pour TOS est obtenue en une seule étape en appliquant la règle EDD sur le scénario
de référence s = 1. L’initialisation de l’heuristique TOSR consiste quant à elle à trouver
une séquence de production de groupes ainsi qu’une partition des tâches en batchs. Etant
donné que la séquence de production est obtenue par l’algorithme de plus proche voisin
sur le scénario réalisé, la partie batching comprend implicitement la partie livraison.

7.4.2 Codage de la solution

Dans l’algorithme TOSR, la partie tournée de véhicules est systématiquement résolue
par l’algorithme du plus proche voisin sur le scénario réalisé. De plus, étant donné que
nous supposons qu’un batch contient un seul groupe de livraisons permutables, il suffit de
considérer uniquement la partie ordonnancement et la composition des batchs pour coder
une solution. Etant donné qu’une solution de TOS correspond à la partie ordonnancement
de TOSR, nous présentons dans ce qui suit le codage de chaque partie (ordonnancement
et partition des tâches en batchs).

Codage de la partie production : une solution de la partie production est codée
par un vecteur v de taille n où la case vi correspond au groupe de la tâche Ji (les groupes
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7.4. ALGORITHME TABOU POUR LE PROBLÈME INTÉGRÉ
D’ORDONNANCEMENT ET TOURNÉES DE VÉHICULE ROBUSTE AVEC
RÉCUPÉRATION ON-LINE

Algorithm 7 Algorithme glouton pour l’ordonnancement et la distribution robuste avec
récupération on-line (GOSR)

— Trier les tâches par ordre croissant selon la moyenne des dates de fin souhaitées sur
tous les scénarios, i.e.,

∑
s∈S d

s
σ1 ≤

∑
s∈S d

s
σ2 ≤ · · · ≤

∑
s∈S d

s
σn .

— Insérer la tâche Jσ1 dans le premier groupe et le premier batch et de Jσ2 jusqu’à
Jσn , la meilleure des quatre options suivantes est sélectionnée pour chaque tâche :
— Insérer la tâche dans le groupe courant ; insérer la tâche dans le batch courant.
— Insérer la tâche dans le groupe courant ; créer un nouveau batch et insérer la

tâche.
— Créer un nouveau groupe et insérer la tâche ; insérer la tâche dans le batch

courant.
— Créer un nouveau groupe et insérer la tâche ; créer un nouveau batch et insérer

la tâche.

d’opérations permutables sont traités successivement, i.e., si vi < vj alors Ji est produite
avant Jj).

Codage de la partie batching : celui-ci est similaire à celui utilisé dans l’algorithme
TSR et est représenté par un vecteur de taille n noté v′ dans lequel une case v′i contient le
numéro de la tournée qui livre la tâche Ji.

Un exemple de codage d’une solution de TOSR est présenté dans la figure 7.4. Nous
reprenons pour cette illustration la solution sur le scénario s = 1 de l’exemple 7.3. Etant
donné qu’un batch constitue un groupe de livraisons permutables, la règle du plus proche
voisin est appliquée sur toutes les tâches d’un batch.

v
1 2 1 1 2Codage

v′

1 2 1 1 2

J1 J3 J4 J5 J2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
-

(0)

r1

(1)
--

(0)(4)
-

(3) (2)

r2- -

(5)
-

(0)
-

(0)

Figure 7.4 – Codage d’une solution du problème d’ordonnancement et de distribution
robuste et flexible

7.4.3 Définition des voisinages

D’après l’algorithme 6.3 de TOSR, deux groupes de voisinages sont utilisés. Le premier
consiste à trouver la composition des groupes de tâches permutables pour la production
et la séquence de production des groupes et le second voisinage consiste à partitionner les
tâches en batchs. Le second voisinage qui consiste à trouver une partition des tâches en
batchs étant similaire à celui utilisée pour l’algorithme TSR, nous présentons uniquement
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le voisinage de la partie production. A noter que le voisinage utilisé pour la partie pro-
duction de TOSR est équivalent à celui de TOS et que périmètre de recherche δ ∈ {0, 1}
(présenté dans la définition des voisinages de l’heuristique TSR dans la section 6.3.3) est
également utilisé dans les différents voisinages.

Voisinage pour la partie production : quatre types voisinages sont utilisés pour
partitionner les tâches en groupes.

— Permutation de groupes : ce voisinage effectue une permutation de deux valeurs
dans le vecteurs v du codage. Soient vi et vj les numéros des groupes de Ji et Jj
respectivement, la procédure cherche la meilleure solution voisine possible telle que
vi 6= vj et vi − δ|GJ | ≤ vj ≤ vi + δ|GJ |.

— Insertion d’une tâche dans un groupe : ce voisinage permet d’insérer une tâche Jj
du groupe vi dans un groupe existant vk tel que vi − δ|GJ | ≤ vk ≤ vi + δ|GJ |.

— Scission de groupe : ce voisinage permet de scinder un groupe en deux groupes
successifs. Etant donné que le nombre de possibilités pour partitionner un groupe
en deux est exponentiel, les tâches d’un groupe sont triées selon l’ordre des dates de
livraison souhaitées moyennes sur tous les scénarios. Ainsi, le nombre de possibilités
se trouve réduit à la taille du groupe.

— Fusion de deux groupes : ce voisinage effectue la fusion de deux groupes consécutifs.
Soient GJi et GJi+1 les deux groupes fusionnés, les groupes GJk tels que k > i sont
avancés d’une position.

Les listes tabou, le critère d’aspiration ainsi que les conditions d’arrêt étant identiques
à ceux utilisés pour la résolution de l’heuristique TSR, nous invitons le lecteur à se référer
aux sections (6.3.3.1, 6.3.3.2 et 6.3.3.3) respectivement.

7.5 Conclusion

Nous abordons dans ce chapitre le problème intégré d’ordonnancement et de tournées
de véhicules par une approche robuste avec récupération on-line. Pour ce problème, nous
avons proposé de nouvelles formulations de programmation linéaire en nombres entiers. La
difficulté de modélisation était d’intégrer dans la formulation le comportement de l’algo-
rithme on-line qui s’adapte au scénario réalisé. L’algorithme on-line qui a été mis en oeuvre
consiste à appliquer la règle ERD (première tâche disponible d’abord) pour la production
et la règle du plus proche voisin pour la livraison. Nous proposons également une méthode
tabou pour la résolution d’instances de tailles raisonnables. La comparaison avec la mé-
thode tabou résolvant le problème d’optimisation robuste "standard" est présentée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 8

Expérimentations

Afin de valider nos modèles, les méthodes basées sur les séquences de groupes sont
comparées à l’approche standard d’ordonnancement robuste basée sur une séquence totale
de tâches. Nous présentons dans ce chapitre des résultats expérimentaux sur des instances
générées aléatoirement. Nous commençons par présenter la génération des données avant
de passer aux tests expérimentaux du problème d’ordonnancement robuste sans transport
ainsi que les résultats obtenues sur le problème intégré d’ordonnancement et de tournées
de véhicules robuste.

8.1 Génération des données

Les données du problème intégré de production et de distribution sous incertitudes sont
générées de la manière suivante. Nous commençons par générer aléatoirement une instance
du problème pour le scénario de référence s = 1. Pour ce faire, les durées d’exécutions p1

j

sont générées aléatoirement dans intervalle [1, 50]. Soit P la somme des durées d’exécution
sur le scénario de référence : P =

∑n
j=1 p

1
j . Les dates de début au plus tôt sont générées

aléatoirement dans [0, γP ] où γ est un paramètre donné. Etant donné des paramètres α et
β, les dates de livraison souhaitées (dates de fin de production souhaitées dans le cas où la
partie distribution n’est pas prise en compte) des tâches sont générées aléatoirement dans
l’intervalle [α− β

2P, α+ β
2P ]. Concernant la partie distribution, une matrice des distances

entre les différents sites est obtenue en générant aléatoirement des coordonnés (X1
j , Y

1
j )

dans l’intervalle [1, 50] pour chaque site j ∈ {1, . . . , n}. La distance entre deux sites i et j
est alors obtenue en calculant la distance euclidienne entre i et j.

t1i,j = t1j,i =
√

(Xi −Xj)2 + (Yi − Yj)2

Afin de représenter l’incertitude sur les données, les instances sur les scénarios s tels que
s ≥ 2 sont générées de la façon suivante.

— rsj est généré dans [(1− ωr)r1
j , (1 + ωrr1

j )] où le coefficient ωr est donné.
— psj est généré dans [(1− ωp)p1

j , (1 + ωpp1
j )] où le coefficient ωp est donné.

— dsj est généré dans [(1− ωd)d1
j , (1 + ωdd1

j )] où le coefficient ωd est donné.
— Xs

j est généré dans [(1− ωX)X1
j , (1 + ωXX1

j )] où le coefficient ωX est donné.
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— Y s
j est généré dans [(1− ωY )Y 1

j , (1 + ωY Y 1
j )] où le coefficient ωY est donné.

Le changement des coordonnées d’un site peut paraître surprenant mais les coordonnées
ne doivent pas être prises comme des coordonnées géographiques réelles mais comme un
moyen de générer une matrice de temps de transport cohérente. Pour des raisons pratiques,
nous considérons que les coefficient ωr, ωp, ωd, ωX et ωY sont identiques et notés w.

8.2 Résultats expérimentaux

Nous évaluons dans cette section les modèles linéaires en nombres entiers ainsi que les
algorithmes tabou présentés dans les deux chapitres précédents. Nous commençons par
présenter les résultats obtenus sur le problème d’ordonnancement avant de passer aux
résultats du problème intégré d’ordonnancement et de distribution. Dans chacun des cas,
les algorithmes du problème robuste “standard” sont comparés à ceux du problème robuste
avec récupération on-line.

8.2.1 Résultats sur le problème ordonnancement

Nous évaluons dans cette partie les résultats obtenus pour le problème d’ordonnance-
ment seul. Les tests sont effectués sur les instances présentées précédemment dans lesquelles
les paramètres γ, α et β prennent les valeurs {0, 5}, {1} et {1} respectivement. Le coeffi-
cient de variation ω prend sa valeur dans l’ensemble {0, 2, 0, 4, 0, 6}. Pour chaque couple
(n, s) 10 instances sont générées où n ∈ {10, 25, 40, 100} et S ∈ {2, 5, 10}. Les tests sont
exécutés sur un total de 360 instances sur une machine Intel i7-4770 CPU 3.40GHz avec
8GO de mémoire vive.

Nous évaluons et comparons les résultats obtenus par les modèles linéaires en nombres
entiers ainsi que par les algorithmes tabou. Afin de valider les heuristiques proposées, celles-
ci sont comparées aux résultats obtenus par les MILP correspondants. Ainsi, les résultats
retournés par l’heuristique de recherche tabou TS sur le problème d’ordonnancement ro-
buste sont comparés à ceux obtenues par le modèle SM proposé dans la section 6.1 pour
le problème d’ordonnancement robuste “standard”. De la même manière, les résultats de
l’heuristique TOS sur le problème d’ordonnancement robuste avec récupération on-line sont
comparés à ceux obtenues par le modèle OSM proposé dans la section 7.2 pour le problème
d’ordonnancement robuste avec récupération on-line. Enfin, nous comparons les approche
robustes “standard” avec la version intégrant la récupération on-line.

Soient zE(E) et zH(H) respectivement les valeurs exacte et heuristique de la fonction
objectif retournées par l’algorithme E ∈ {SM,OSM} et le PLNE de recherche tabou
H ∈ {TS, TOS}.

Le tableau 8.1 fournit les résultats agrégés pour chaque valeur de n. Les statistiques
prennent en compte la moyenne du temps CPU noté ttb pour atteindre la meilleure solution
retournée par chacun des algorithmes. L’écart moyen entre la solution exacte (optimale)
trouvée et la solution retournée par l’algorithme tabou est donné par les colonnes gap.
Ainsi les colonnes gap retournent la valeur moyenne (zH(TS) − zE(SM))/zH(TS) dans
le cas de l’approche robuste “standard” (noté ARS ) et (zH(TOS)− zE(OSM))/zH(TOS)
dans le cas de l’approche par groupe (noté ARG). Enfin, la dernière colonne ∆ retourne
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l’écart moyen ∆ = (zH(TS)− zH(TOS))/zH(TS) entre les deux heuristiques tabou.

ARS ARG
n ttb(s) gap ttb(s) gap ∆

10 0.01 1.7% 0.01 0% 24.79%
25 0.14 2,3% 0.15 - 17.28%
40 0.39 - 0.52 - 16.83%
100 3.21 - 12.58 - 13.71%

Table 8.1 – Comparaisons sur le problème d’ordonnancement sous incertitudes

Ce tableau montre les limites des modèles linéaires en nombres entiers et en particulier
sur l’approche robuste avec récupération on-line. Sur les colonnes ttb, nous pouvons voir que
le temps nécessaire à l’heuristique tabou TOS pour trouver la meilleure solution croit plus
vite que celui nécessaire pour l’algorithme TS. Cependant, la différence entre les temps
d’exécution des deux algorithmes n’est pas très significative et reste comparable sur les
instances considérées. Enfin, la colonne ∆ révèle l’intérêt de l’approche de récupération
robuste pour trouver de meilleures solutions pour le problème. La qualité des solutions de
l’approche robuste avec récupération est due au fait que celle ci s’adapte au scénario réalisé
grâce à la structure de groupes d’opérations permutables.

8.2.2 Résultats sur le problème intégré d’ordonnancement et distribu-
tion

Dans cette section, nous évaluons les performances des algorithmes tabou TSR et TOSR
sur les instances précédentes. Ces algorithmes sont testés sur des instances de taille variant
de 10 à 100 où les paramètres α, β et γ sont fixés à 1. De même que pour les tests de la
section précédente effectués sur le problème d’ordonnancement, le paramètre de variation
ω prend sa valeur dans l’ensemble {0, 2, 0, 4, 0, 6}. Le nombre de scénarios est fixé à |S ′ |
= 50 et pour chaque couple (n, ω), 10 instances sont générées où n ∈ {10, 20, 30, 50, 100}.

La résolution exacte des problèmes d’ordonnancement et de tournées de véhicule ro-
buste par l’intermédiaire des formulations SRM et OSRM proposées (voir sections 6.2
et7.3) étant limitées à des instances de très petites tailles, nous omettons de présenter les
résultats obtenus dans cette section. Cependant, les instances résolues de façon exacte sur
les instances de taille n = 10 retournent des valeurs de l’objectif égales à celles retournées
par les heuristiques tabou. A noter que dans l’heuristique TOSR, un batch est constitué
d’un seul groupe de livraisons permutables et par conséquent les tests ont été réalisés sur
une formulation adaptée à l’heuristique tabou. La résolution exacte d’instance de taille rai-
sonnable étant impossible, les résultats présentés dans la suite de cette section concernent
uniquement les heuristiques tabou TSR et TOSR.

La comparaison des deux algorithmes est effectuée en deux phases appelées “phase
d’apprentissage” et “phase de validation”. Durant la phase d’apprentissage, nous définissons
un ensemble de scénarios S ⊂ S ′ qui constitue l’ensemble de scénarios d’apprentissage.
Ainsi, la comparaison se fait dans un premier temps sur l’ensemble de scénario S entre les
algorithmes TSR et GSR de la version robuste standard et les algorithmes GOSR et TOSR
de la version intégrant la flexibilité par l’intermédiaire des groupes de tâches permutables.
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La seconde phase qui est celle de la validation consiste à évaluer la meilleure solution
obtenue durant la phase d’apprentissage sur l’ensemble de scénarios S ′ . Ainsi, la meilleure
séquence de production, partition des tâches en batch et la meilleure séquence de livraison
obtenues durant la première phase par les algorithmes GSR et TSR sont retenues. De la
même manière, pour la version flexible de l’algorithme, la meilleure séquence de produc-
tion de groupes et la meilleure partition des tâches en batchs obtenues durant la phase
d’apprentissage par les algorithmes GOSR et TOSR sont retenues. En d’autres termes, la
phase d’apprentissage permet de trouver des solutions pour un nombre restreint de scéna-
rios S ⊂ S ′ et la phase de validation consiste à évaluer les solutions obtenues sur l’ensemble
de scénarios S ′. Cette façon de faire permet d’évaluer les solutions sur des scénarios non
anticipés et donner ainsi des informations supplémentaires sur la robustesse des méthodes.

Les tests sont exécutés sur une machine Intel i3 de 2.40GHz avec 3GO de RAM.

8.2.2.1 Comparaisons sur l’ensemble de scénarios d’apprentissage S

Les algorithmes tabou TSR et TOSR ainsi que les algorithmes gloutons GSR et GOSR
sont testés sur les instances présentées plus haut où seuls |S| scénarios sur un ensemble de
|S ′ | sont pris en compte. Soit |S| ∈ {2, 5, 10} l’ensemble de scénarios considérés. Les para-
mètres de l’algorithme tabou δ ainsi que la taille des listes tabou sont fixés respectivement
à 0,4 et au nombre de tâches de l’instance n.

Les algorithmes gloutons et tabou sont testés sur 10 instances de chaque triplet (n,S, ω)
et les résultats obtenus sont présentés dans la tableau 8.2. Ce premier tableau fournit
des résultats agrégés pour chaque triplet (n,S, ω) et se divise en trois blocs. Le premier
bloc concerne les résultats obtenus par les approches robustes (GSR et TSR) et le second
bloc ceux obtenus par les approches GOST et TOSR. Le dernier bloc donne les résultats
obtenus en comparant les deux approches. Les colonnes ttb indiquent le temps moyen
mis par l’algorithme sur les dix instances de chaque triplet (n,S, ω) pour atteindre la
meilleure solution. Ainsi, le temps moyen mis par l’heuristique tabou TSR est indiqué
par la colonne ttb du premier bloc et celui mis par GOSR est indiqué par la colonne ttb
du second bloc. Soit z(A) la valeur de la fonction objectif (i.e., le retard maximum sur
l’ensemble de scénarios S) retournée par l’algorithme A ∈ {TSR, TOSR, GSR, GOSR}
sur une instance particulière. Les colonnes ∆ rendent l’écart moyen sur les instances de
(n,S, ω) entre les solutions retournées par les algorithmes gloutons (solutions initiales) et
les heuristiques tabou. ∆ est alors égal à (z(GSR) − z(TSR))/z(GSR) dans le premier
bloc et à (z(GOSR) − z(TOSR))/z(GOSR) dans le second. Le dernier bloc retourne les
écarts moyens entre les solutions initiales des deux approches (GSR et GOSR) et les écarts
moyens entre les solutions des algorithmes tabou (TSR et TOSR).Ainsi, ∆1 = (z(GSR)−
z(GOSR))/z(GSR) et ∆2 = (z(TSR)− z(TOSR))/z(TSR).

Nous passons à présent à l’analyse des résultats du tableau 8.2. Premièrement, la co-
lonne ∆1 révèle que l’algorithme glouton GOSR de l’approche avec récupération on-line
donne des résultats nettement supérieurs à ceux retournés par l’algorithme glouton GSR
de l’approche robuste standard. Ce premier résultat était attendu vu que le niveau d’op-
timisation de GSR est très faible comparé celui de GOSR qui s’adapte au scénario réalisé
par l’intermédiaire de la structure de groupes. Les deux premiers blocs indiquent que les
algorithmes tabou TSR et TOSR améliorent de manière significative les performances des
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algorithmes gloutons GSR et GOSR respectivement. Il est intéressant de constater égale-
ment que les deux algorithmes tabou ont un temps d’exécution comparable sur les mêmes
instances et ceci implique que le fait de considérer un niveau d’optimisation supplémentaire
(i.e., la création de groupes de tâches permutables) n’affecte pas de manière significative le
temps d’exécution. Enfin, les colonnes ∆2 montrent que dans la plupart des cas, l’approche
réactive au scénario réalisé donne de meilleurs résultats que l’approche robuste standard.
Ceci étant, nous pouvons voir que sur certaines instances, la qualité des solutions retour-
nées par l’approche robuste est légèrement supérieure. Cette dernière remarque est due
au fait que l’optimisation des tournées dans l’approche robuste standard peut induire des
solutions meilleures.

8.2.2.2 Évaluation des solutions de la phase d’apprentissage sur l’ensemble de
scénarios S ′

Dans cette partie de validation, nous retenons pour chaque instance la meilleure solu-
tion retournée par les algorithmes durant la phase d’apprentissage. Ainsi dans l’approche
robuste, les solutions retenues consistent en une séquence de production des tâches, une
partition des tâches en batchs et une séquence de livraison pour chaque batch notées xGSR

et xTSR pour l’algorithme glouton GSR et l’heuristique tabou TSR respectivement. D’autre
part, les solutions retenues pour les approches réactives GOSR et TOSR consistent en une
partition des tâches en groupes d’opérations permutables pour la production, une séquence
de production de groupes ainsi que d’une partition des tâches en batchs notées respec-
tivement xGOSR et xTOSR. Les solutions retenues sont alors évaluées sur l’ensemble des
scénarios S ′.

Les résultats présentés dans le tableau 8.3 sont également divisés en trois blocs. Le
premier bloc concerne les résultats obtenus en appliquant les solutions xGSR et xTSR) sur
l’ensemble de scénarios S ′. Suivant le même raisonnement, le deuxième bloc montre les
résultats obtenus en appliquant xGOSR et xTOSR aux |S ′| scénarios. La comparaison des
résultats obtenues par les deux approches est donnée dans le dernier bloc.

Soient z(x) = maxs∈S′{Lmax(x, s)} avec x ∈ {xGSR, xTSR} le retard maximum sur
l’ensemble de scénarios S ′ obtenu en appliquant les solutions x ∈ {xGSR, xGOSR} et soient
zA(x) = maxs∈S′{Lmax(A(x, s), s)} le retard maximum sur l’ensemble de scénarios S ′
obtenue en appliquant les solutions x ∈ {xGOSR, xTOSR} où, A(x, s) est l’algorithme de
récupération en ligne qui s’adapte au scénario réalisé.

Les colonnes ∆
′ donnent l’écart moyen entre la solution initiale et la solution de l’al-

gorithme tabou. ∆
′ est alors égal à.

(z(xGSR)− z(xTSR))/z(xGSR) dans le premier bloc et,
(zA(xGOSR)− zA(xTOSR))/zA(xGOSR) dans le deuxième bloc.

Cependant, le fait de comparer la solution du pire cas global sur S ′ des deux méthodes a
un intérêt limité. En effet, il est plus intéressant de comparer les solutions trouvées pour
un même scénario permettant d’obtenir des informations sur la qualité des méthodes sur
un scénario inexploré. Ainsi, les colonnes ∆̄′ donnent la moyenne de cette comparaison où

∆̄′ = moyennes∈S′
Lmax(xGSR,s)−Lmax(xTSR,s)

Lmax(xGSR,s)
dans le cas de l’approche robuste stan-

dard,
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TSR TOSR TSR Vs TOSR
n S ω ttb(s) ∆(%) ttb(s) ∆(%) ∆1(%) ∆2(%)
10 2 20 0.01 50.42 0.08 23.02 38.31 5.58

40 0.01 50.09 3.67 23.01 36.08 1.95
60 0.01 51.39 0.20 26.98 28.75 -4.32

5 20 7.79 50.27 0.18 22.78 35.77 1.30
40 0.29 41.71 10.36 18.65 29.67 0.54
60 0.05 33.46 0.13 17.32 27.46 10.24

10 20 0.04 48.41 3.02 17.74 38.26 2.40
40 0.08 41.12 0.64 16.31 31.19 -0.24
60 0.21 37.97 8.47 13.74 26.85 -0.83

20 2 20 2.70 70.48 17.76 32.90 56.38 2.44
40 16.07 61.49 8.74 27.47 47.68 1.32
60 19.33 61.67 6.30 22.15 51.43 3.78

5 20 3.68 65.69 2.01 28.20 54.60 3.92
40 9.52 56.03 10.87 21.66 47.08 4.72
60 10.45 56.69 9.51 17.87 47.79 2.00

10 20 28.82 62.76 14.32 30.32 48.98 4.88
40 30.38 53.34 16.68 20.46 45.03 5.62
60 23.60 50.09 5.55 14.81 44.12 5.01

30 2 20 17.36 68.89 9.96 27.44 55.82 0.88
40 30.93 64.96 11.63 22.54 55.30 4.50
60 12.51 67.87 6.78 26.11 57.20 1.44

5 20 25.88 66.36 27.59 28.28 54.56 3.59
40 22.26 58.97 7.51 16.81 52.19 4.22
60 42.83 59.24 24.24 22.11 49.20 3.43

10 20 15.28 63.25 22.79 23.42 54.50 5.01
40 25.35 56.45 16.90 16.47 48.80 2.49
60 21.26 54.39 15.54 20.25 45.54 5.46

50 2 20 24.47 71.33 2.49 21.29 64.22 2.31
40 25.45 67.42 5.26 21.25 59.17 3.10
60 14.56 65.27 10.02 18.55 59.16 4.59

5 20 30.13 68.33 16.19 24.15 59.45 4.27
40 24.16 61.62 27.54 19.81 54.49 5.26
60 32.86 56.53 31.75 16.09 51.00 5.95

10 20 50.60 65.60 32.79 21.16 59.24 6.76
40 58.49 59.56 56.41 21.99 49.48 3.19
60 47.13 54.79 55.31 18.01 48.37 6.44

100 2 20 52.73 70.49 21.22 21.14 62.70 1.30
40 59.31 64.46 25.72 14.83 60.54 5.41
60 56.97 62.26 9.65 8.61 61.09 4.90

5 20 109.51 65.84 64.50 15.02 61.21 4.39
40 110.73 60.82 66.68 20.45 52.08 3.13
60 113.04 54.41 64.40 13.80 49.11 3.77

10 20 119.02 58.36 116.47 16.91 58.37 16.15
40 120.63 55.47 117.90 16.01 51.64 9.28
60 122.56 44.55 127.80 13.58 47.90 17.82

Table 8.2 – Comparaison des méthodes GSR, GOSR, TSR et TOSR sur |S| ∈ {2, 5, 10}
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8.2. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

∆̄′ = moyennes∈S′
Lmax(A(xGOSR,s),s)−Lmax(A(xTOSR,s),s)

Lmax(A(xGOSR,s),s)
dans l’approche robuste avec

récupération on-line
La comparaison entre les deux approches est donnée dans le troisième bloc où, ∆

′(1) et ¯∆′(1)

concernent les comparaisons des solutions initiales et ∆
′(2) et ¯∆′(2) concernent les solutions

des algorithmes tabou. En particulier, les colonnes ∆
′(1) et ¯∆′(1) donnent respectivement

l’écart entre les solutions du pire cas sur l’ensemble S ′ et l’écart moyen sur tous les scénarios.
Les colonnes ∆

′(2) et ¯∆′(2) restantes indiquent la même information pour les algorithmes
tabou cette fois.

∆
′(1) = z(xGSR)−zA(xGOSR)

z(xGSR)

¯∆′(1) = moyennes∈S′
Lmax(xGSR,s)−Lmax(A(xGOSR,s),s)

Lmax(xGSR,s)

∆
′(2) = z(xTSR)−z(xTOSR)

z(xTSR)

¯∆′(2) = moyennes∈S′
Lmax(xTSR,s)−Lmax(A(xTOSR,s),s)

Lmax(xTSR,s)

Il apparaît clairement d’après les résultats que les solutions issues des approches robustes
avec récupération on-line (algorithmes tabou et glouton) sont nettement plus robustes
que les solutions issues des approches robustes standards et ceci est vrai pour le pire cas
(colonnes ∆

′(1) et ∆
′(2)) et la moyenne (colonnes ¯∆′(1) et ¯∆′(2)). Cet autre résultat montre

encore l’aptitude de la structure de groupes à s’adapter au scénario réalisé en utilisant
un simple algorithme on-line. Pour ce qui est des deux premiers blocs maintenant, nous
pouvons voir que l’algorithme tabou de l’approche robuste TSR améliore significativement
la solution initiale GSR. Cependant, le deuxième bloc et en particulier la colonne ∆̄′ montre
que sur l’ensemble de scénarios S ′, les solutions retournées par l’algorithme tabou TOSR
et celles retournés par GOSR sont de qualité similaire.

Dans le but de donner une explication au comportement des solutions de la phase d’ap-
prentissage sur l’ensemble de scénarios S ′, nous présentons un dernier tableau de résultats
(Tableau. 8.4) dans lequel les résultats du tableau 8.3 sont agrégés. Le tableau ci-dessous
est divisé en deux blocs et présente des résultats agrégés de comparaison par rapport à l’al-
gorithme TOSR. Ainsi, les colonnes ¯∆′′(1) and ¯∆′′(4) comparent GSR et TOSR en calculant
pour chaque instance l’écart moyen comme suit.

moyennes∈S′
Lmax(xGSR, s)− Lmax(A(xTOSR, s), s)

Lmax(A(xTOSR, s), s)

de même ; les colonnes ¯∆′′(2) et ¯∆′′(5) comparent GOSR et TOSR pour chaque instance
comme suit.

moyennes∈S′
Lmax(A(xGOSR, s), s)− Lmax(A(xTOSR, s), s)

Lmax(A(xTOSR, s), s)

et ¯∆′′(3) et ¯∆′′(6) comparent TSR à TOSR également comme suit.

moyennes∈S′
Lmax(xTSR, s)− Lmax(A(xTOSR, s), s)

Lmax(A(xTOSR, s), s)

Pour un ensemble de scénarios |S| ∈ {2, 4, 6}, le premier bloc (colonnes ¯∆′′(1), ¯∆′′(2) et
¯∆′′(3)) donne les écarts par rapport aux moyennes sur tous les paramètres de variation ω
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TSR TOSR
n S ω ∆

′ (%) ∆̄′(%) ∆
′ (%) ∆̄′(%) ∆

′(1) (%) ¯∆′(1)(%) ∆
′(2) (%) ¯∆′(2)(%)

10 2 20 53.99 36.37 37.42 15.56 50.03 34.69 35.88 12.89
40 49.35 26.34 40.53 8.30 55.33 28.24 42.86 10.49
60 47.78 10.73 30.93 -14.09 55.62 27.11 40.89 8.47

5 20 55.98 40.31 36.21 15.40 51.43 34.96 34.08 8.25
40 47.46 25.38 36.45 5.89 53.29 30.89 46.62 13.23
60 39.25 15.26 30.33 -3.77 57.44 29.74 48.83 14.70

10 20 56.12 42.73 32.25 14.31 52.75 38.37 33.48 9.17
40 47.07 26.70 39.62 7.31 55.84 31.12 42.55 12.37
60 49.28 19.73 31.81 1.98 54.60 25.72 39.89 9.30

20 2 20 67.61 52.20 44.61 11.73 67.49 54.92 45.08 18.23
40 58.68 34.08 32.44 -7.66 65.05 44.36 38.60 9.29
60 56.85 19.26 26.49 -15.45 62.94 41.24 43.17 16.03

5 20 68.71 57.24 44.09 14.99 69.62 55.96 40.04 12.70
40 58.26 39.59 34.45 2.95 65.65 46.85 39.01 14.98
60 56.95 28.89 30.77 -5.46 65.22 43.61 48.35 17.14

10 20 67.40 56.96 49.67 22.72 65.79 51.67 40.52 15.22
40 59.96 42.66 35.04 7.53 66.14 46.46 37.81 13.55
60 57.03 32.52 30.87 -2.82 62.97 42.93 42.73 13.47

30 2 20 66.30 50.19 33.11 7.12 66.32 55.24 40.95 17.78
40 58.51 30.80 24.84 -7.24 67.15 48.65 42.33 20.37
60 60.52 22.25 30.36 -8.97 64.62 43.61 46.64 19.86

5 20 65.05 53.31 37.01 13.06 68.00 57.21 42.80 19.35
40 56.70 37.07 27.30 -4.03 69.09 51.82 48.82 21.10
60 58.24 31.79 27.42 -6.89 65.59 46.74 41.99 17.25

10 20 64.18 54.10 38.08 14.82 69.08 57.60 44.02 20.33
40 63.57 45.65 23.76 0.78 68.53 51.69 36.88 12.01
60 59.58 40.37 33.58 0.84 64.36 45.96 37.97 11.74

50 2 20 64.40 49.50 25.11 4.77 71.88 59.75 43.24 23.48
40 58.81 31.21 23.70 -2.59 66.27 50.80 48.29 27.06
60 60.60 22.45 20.20 -6.07 64.60 46.10 49.41 25.98

5 20 67.36 56.95 33.67 10.06 69.23 59.45 36.70 16.21
40 58.30 41.19 27.58 1.14 66.47 53.02 45.87 21.72
60 54.23 31.08 22.62 -4.53 61.08 46.84 39.43 19.08

10 20 67.76 57.26 30.26 12.48 71.84 60.63 37.61 19.14
40 62.54 47.83 32.06 8.17 65.45 52.15 37.96 16.15
60 60.94 41.35 29.50 3.70 63.69 48.43 39.29 15.37

100 2 20 64.35 49.01 22.47 5.25 69.63 60.24 42.98 26.06
40 59.71 30.93 20.29 1.74 64.07 50.36 46.21 28.27
60 55.11 15.57 10.77 -1.99 61.98 42.67 46.88 29.74

5 20 64.12 53.99 17.42 -1.81 70.40 61.88 33.71 15.39
40 58.39 40.51 21.64 -4.07 63.62 52.98 35.73 17.55
60 52.19 28.37 16.35 -6.00 61.15 47.53 41.00 21.53

10 20 58.99 51.58 20.92 3.64 69.68 61.48 37.94 23.04
40 55.29 43.53 20.31 2.26 64.74 53.56 38.69 19.43
60 44.24 30.29 16.22 -1.64 59.96 49.21 42.44 25.33

Table 8.3 – Validation de la robustesse des solutions de GSR, GOST, TSR et TOSR sur
l’ensemble de scénarios S ′

138



8.2. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX

sur le scénario S et pour tout ω ∈ {0, 2, 0, 4, 0, 6} le second bloc (colonnes ¯∆′′(4) et ¯∆′′(5))
présente les écarts par rapport aux moyennes sur le nombre de scénarios considérés dans
la phase d’apprentissage sur ω.

n S ¯∆′′(1)(%) ¯∆′′(2)(%) ¯∆′′(3)(%) ω ¯∆′′(4)(%) ¯∆′′(5)(%) ¯∆′′(6)(%)
10 2 63.90 10.13 16.43 20 95.77 21.89 14.34
20 106.61 3.42 23.40 193.07 27.76 25.68
30 110.08 2.82 29.07 179.02 18.63 28.28
50 120.51 1.11 38.31 187.30 13.24 28.61
100 120.05 2.74 42.43 172.49 3.75 30.63
10 5 69.23 11.37 18.33 40 68.10 12.83 20.05
20 128.59 10.81 22.72 98.96 5.25 18.32
30 129.54 5.52 28.77 110.32 0.06 26.66
50 133.52 5.82 26.72 123.56 5.35 31.45
100 120.44 -2.36 24.93 115.30 1.35 31.23
10 10 72.94 12.95 16.35 60 42.20 -0.27 16.72
20 129.86 15.52 20.50 73.04 -3.27 22.62
30 136.92 9.61 20.90 87.21 -0.74 23.79
50 149.37 11.65 23.63 92.53 -0.01 28.59
100 132.97 2.67 32.42 85.68 -2.05 37.92

Table 8.4 – Résultats de comparaisons agrégées sur l’ensemble de scénarios S ′

Les figures 8.1 et 8.2 synthétisent les résultats du tableau 8.4 où, la couleur bleu repré-
sente les colonnes ¯∆′′(1) et ¯∆′′(4), la couleur rouge représente les colonnes ¯∆′′(2) et ¯∆′′(5)

et la couleur verte les colonnes ¯∆′′(3) et ¯∆′′(6). De haut en bas, la figure 8.1 présente les
résultats pour s = 2, s = 5 et s = 10. De la même manière, la figure 8.2, montre les
résultats pour ω = 20%, ω = 40% et ω = 60%.

Le tableau 8.4 ainsi que les figures 8.1 et 8.2 montrent dans un premier temps que
l’algorithme glouton de l’approche robuste standard GSR est de qualité inférieure aux
autres algorithmes. Ces résultats montrent également que les performances de l’algorithme
tabou de l’approche robuste avec récupération on-line TOSR est de qualité supérieure et
relativement stable par rapport à celui de l’approche robuste standard TSR. Cependant, les
performances de TOSR comparés à celles de GOSR sont relativement stables par rapport
au nombre de scénarios utilisés pendant la phase d’apprentissage mais décroissent par
rapport au paramètre de variation ω et au nombre de tâches. Dans certain cas, la qualité
de GOSR est même supérieure à celle de TOSR sur S ′ et ceci est du au fait que lorsque le
degré d’incertitude est tres important, l’intérêt d’optimiser la séquence de groupes devient
peu pertinent.
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Figure 8.1 – Comparaisons pour |S| ∈ {2, 4, 6} (de haut en bas)
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Figure 8.2 – Comparaisons pour ω ∈ {0, 2, 0, 4, 0, 6} (de haut en bas)
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8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons défini la façon dont les instances aléatoires ont été géné-
rées. Les méthodes exactes et les méthodes approchées ont été testées pour le problème
d’ordonnancement seul, et les méthodes approchées ont été testées pour le problème in-
tégré, en incluant des tests en phase d’apprentissage sur des scénarios connus a priori et
ensuite sur des scénarios connus a posteriori. Pour le problème d’ordonnancement seul, les
résultats mettent en évidence l’intérêt des groupes de tâches permutables pour l’approche
de robustesse avec récupération on-line. Pour le problème intégré, les résultats montrent
également l’intérêt des groupes. Toutefois, les résultats sur les scénarios connus a posteriori
ne permettent pas d’affirmer la domination de la méthode tabou par rapport à la solution
initiale avec groupes de tâches permutables.
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Chapitre 9

Conclusion générale

La production et la livraison constituent deux éléments essentiels de la chaîne logistique.
Ces problèmes sont généralement traités de façon séparée. Nous proposons dans cette thèse
d’aborder de façon conjointe le problème de l’ordonnancement de la production, et celui
de la distribution des produits aux clients. Nous considérons exclusivement le cas où la
production est réalisée sur une machine unique. Pour la distribution, nous considérons
plusieurs cas, selon qu’il n’y a qu’un seule véhicule ou plusieurs, à capacité limitée ou non,
et selon qu’il y a un unique site à livrer ou plusieurs. La fiabilité des données est un point
essentiel en planification, aussi nous abordons le cas où les données sont incertaines, et
connues sous forme de scénarios, et nous recherchons des solutions robustes.

Après une introduction générale qui présente les problèmes abordés et un état de l’art,
la thèse se compose de deux parties.

Dans la première partie, nous considérons que les données sont connues de façon certaine
(cas déterministe).

Nous abordons dans un premier temps le problème en considérant que la séquence
de production et la séquence de distribution sont identiques, et que cette séquence est
connue. Le problème consiste alors uniquement à constituer les batchs de livraison. Nous
montrons que ce problème est NP-difficile et nous proposons un algorithme de programma-
tion dynamique pseudo-polynomial pour le résoudre. Des cas particuliers de ce problème
ont également été étudiés, et pour chacun d’eux, une preuve de NP-complétude ou un al-
gorithme de programmation dynamique polynomial sont proposés. Pour le cas "séquence
fixée", il nous semble qu’un dernier cas particulier mérite d’être abordé dans le futur. Il
s’agit du cas où les durées des tâches sont toutes identiques.

Nous abordons ensuite le cas où la livraison est sous-traitée à un transporteur. Les dates
de départ des véhicules sont fixées, les véhicules ont une capacité limitée (volume), et il n’y a
qu’un seul site à livrer. Nous cherchons à minimiser la somme des dates de livraison, critère
peu abordé dans la littérature pour ce problème. Nous montrons la difficulté du problème et
nous proposons une heuristique d’approximation pour un cas particulier. Pour le problème
général nous proposons une formulation compacte et une formulation étendue adaptée
à la génération de colonnes. Pour ce problème, une perspective consiste à développer un
algorithme de Branch& Price pour valider l’intérêt de la génération de colonnes en résolvant
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le problème de façon exacte.
Nous abordons enfin le cas général où les tâches doivent être livrées à plusieurs clients

par un unique véhicule. Deux fonctions objectif sont considérées : la plus grande date de
fin de livraison et la somme des dates de livraison. Le séquencement de la production,
la composition des batchs et la construction des tournées du véhicule constituent donc le
problème à résoudre. Après une brève étude de complexité de quelques cas particuliers,
nous proposons des formulations adaptées pour la génération de colonnes. La génération
de colonnes fournit pour le problème relâché des bornes inférieures de très bonne qualité
pour le critère makespan jusqu’à 100 tâches. Les perspectives pour ce chapitre consistent
à développer un algorithme de Branch & Price pour obtenir les solutions exactes, mais
aussi des méthodes approchées de type tabou, pour avoir des éléments de comparaison et
résoudre des instances de plus grande taille.

Dans la seconde partie, nous considérons que les données ne sont pas connues de façon
certaine (scénarios) et nous cherchons des solutions robustes. Le critère considéré dans
cette partie est la minimisation du plus grand retard algébrique dans le pire des cas (on
cherche une solution robuste la meilleure possible pour tous les scénarios).

Nous commençons par présenter la robustesse, un état de l’art, puis la notion de groupes
de tâches permutables.

Nous proposons en un premier temps d’aborder le problème avec une approche "stan-
dard", proposée par Kouvelis et Yu. Nous proposons plusieurs modèles de programmation
mathématique et un algorithme tabou pour le problème d’ordonnancement seul et pour
le problème intégré. Les perspectives de ce travail consistent à améliorer les heuristiques,
mais aussi à proposer des méthodes exactes de décomposition.

Nous proposons en un deuxième temps une nouvelle manière d’utiliser le concept de
groupes de tâches permutables pour une approche robuste "avec récupération on-line". La
séquence de groupes de production et de livraison sont les mêmes pour tous les scénarios.
La séquence d’ordonnancement des tâches à l’intérieur de chaque groupe de production
et la séquence de livraison des tâches à l’intérieur de chaque groupe de livraison ne sont
pas fixées a priori. L’originalité de la méthode réside dans l’utilisation de cette flexibilité
pour construire une solution finale à l’aide d’un algorithme glouton on-line qui s’adapte au
scénario réalisé.

Nous proposons des modèles linéaires en nombres entiers, des algorithmes gloutons
ainsi qu’une méthode tabou pour le problème d’ordonnancement seul et pour le problème
intégré.

Afin de comparer cette nouvelle approche aux approches robustes standards, des ins-
tances de tailles raisonnables ont été générées aléatoirement et la robustesse des approches
a été comparée. Dans chacun des cas, les résultats expérimentaux montrent que pour
un temps d’exécution comparable, les résultats des approches robustes avec récupération
on-line sont supérieurs à ceux des approches robustes standard. Cependant, l’intérêt des
groupes de tâches permutables semble décroître lorsque le niveau d’incertitude est élevé.
Maintenant que l’intérêt des groupes de tâches permutables a été établi pour trouver des
solutions robustes, une perspective consiste à mettre au point des algorithmes encore plus
performants, qui implémentent les groupes.
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Résumé :

La production et la distribution sont deux éléments essentiels dans une chaîne de pro-
duction. En effet, dans de nombreux systèmes de production, les produits finis sont livrés
de l’usine vers différents clients, entrepôts ou centres de distribution. Afin d’assurer une
optimisation globale des performances, nous abordons dans cette thèse le problème intégré
d’ordonnancement et de distribution. Dans la littérature, de nombreux articles traitent
des approches intégrées, impliquant des décisions de production et de distribution à un
niveau stratégique. De plus en plus d’articles abordent ces problèmes au niveau opéra-
tionnel. De nouveaux problèmes de cette catégorie sont abordés dans cette thèse. Dans
un premier temps le problème déterministe est étudié, et plusieurs cas sont abordés. Pour
chacun d’eux, une étude de complexité est proposée et des algorithmes de résolution exacte
(programmation dynamique, programmation mathématique, génération de colonnes) sont
proposés, ainsi que des méthodes approchées. L’incertitude sur les données est introduite
dans la deuxième partie de la thèse et des méthodes exactes et heuristiques sont propo-
sées pour résoudre des problèmes intégrés robustes d’ordonnancement et de distribution.
En particulier, des approches de programmation linéaire en nombres entiers et des mé-
taheuristiques de type tabou sont proposées pour résoudre les problèmes d’optimisation
robuste standard et d’optimisation "robuste récupérable". Ces méthodes sont évaluées et
les résultats montrent l’efficacité des méthodes que nous proposons.

Mots clés : Recherche opérationnelle, ordonnancement, tournées de véhicules, com-
plexité, programmation dynamique, génération de colonnes, robustesse.

Abstract :

Production and delivery are two essential elements in supply chain management. Indeed,
in many production systems, finished products are delivered from the factory to different
customers, warehouses or distribution centers. In order to ensure a global optimization of
performances, we address in this thesis the integrated problem of scheduling and delivery.
In the literature, a large number of papers deal with integrated approaches at a strategic
level. More and more papers deal with these problems at an operational level. New problems
in this category are addressed in this thesis. In a first part, the deterministic problem is
studied and several cases are treated. For each of them, a study of complexity is proposed
and exact (dynamic programming, mathematical programming, column generation) as well
as approximated methods are proposed. Data uncertainty is introduced in the second part
of the thesis and exact and heuristic methods are proposed to solve integrated problems
of scheduling and delivery. In particular, integer linear programming approaches and tabu
search heuristic are proposed to solve the standard robust approach and the "recoverable
robustness" approach. These methods are evaluated and the results show the efficiency of
the methods that we propose.

Keywords : Operations research, scheduling, vehicle routing, complexity, dynamic pro-
gramming, column generation, robustness.
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