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❆✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❉♦❝❦❡r ❡t ❱▼✇❛r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼
❆✳✷ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❡t ❧❡s t②♣❡s

❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
❆✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥ ✶✺✸
❆✳✹ ❉✉ré❡s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
❆✳✺ ❚❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉✱ ❞❡s ❛❝❝ès ❞✐sq✉❡ s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❚❡st❉❋❙■❖ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻
❆✳✻ ❉✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s ✳ ✶✺✽
❆✳✼ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣♣❡s ❛✈❡❝ ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt✶✻✵
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▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ✓ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❇✐❣ ❉❛t❛ ✔ r❡✲
♠♦♥t❡ à ❧✬❛♥♥é❡ ✶✾✾✼ ♣❛r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ▼✐❝❤❛❡❧ ❈♦① ❡t ❉❛✈✐❞ ❊❧❧s✇♦rt❤ ❬✹✵❪ ❞❡ ❧❛ ◆❆❙❆✳ ■❧s
② ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❧❡s ❡♥❥❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❞é✜s à ♣♦rt❡r ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡ ❣r♦s ✈♦✲
❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ✷✵✵✶✱ ❉♦✉❣ ▲❛♥❡② ❬✾✻❪ ❛ ♣rés❡♥té ❧❛ ❢❛♠❡✉s❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s
✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s tr♦✐s ❱ ✭❱♦❧✉♠❡✱ ❱✐t❡ss❡ ❡t ❱❛r✐été✮✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
q✉✐ ❡st ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞♦❝✉♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡s ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❨✐❣✐t❜❛s✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✼❪ r❡❞é✜♥✐t ❡♥ ✷✵✶✶ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ❇✐❣❉❛t❛ ✔✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ❛ ♣rés❡♥té ❧❡ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ♠é❞✐❛✲
t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♠✐r❛❝❧❡s q✉✐ ❜♦✉❧❡✈❡rs❡r♦♥t ❧❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡s ✭❬✹✽❪❬✶✵✾❪✮ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s s❡ s♦♥t ✐♠♣♦sé❡s ✿ ❊st ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✓ ❇✐❣❉❛t❛ ✔ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥❡
ré✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠♦❞❡ ❝réé❡ ♣❛r ❧❡s é❞✐t❡✉rs ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣♦✉r ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❧❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❇✐❣❞❛t❛✮ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s
❞❛♥s ♥♦s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❄
❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ❞✐①✲❤✉✐t✐è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❞❡ ❣r❛♥❞s ✈♦❧✉♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥t été ❝♦❧❧❡❝tés à ❣r❛♥❞
é❝❤❡❧❧❡ ✿ ❧❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❛✉ ❞✐①✲❤✉✐t✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❞✉r❛✐t ✉♥ ❛♥✳
▲❛ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s t✐❝❦❡ts ❞❡ ❝❛✐ss❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❝❤❛✐♥❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥ts ❝❧✐♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❛ér✐❡♥♥❡ ❞❡s ✈♦❧s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠♦♥❞❡ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞✬❡①❡♠♣❧❡s
♣❧✉s ré❝❡♥ts ❞❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥❝rèt❡ q✉❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥♦✉✈❡❛✉✳ ▲❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛✐❡♥t ❧❡s ❣r❛♥❞s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡s ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛ été r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ st♦❝❦❛❣❡
❡t ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ♣ré✲
s❡♥t❛✐❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❉❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ●♦♦❣❧❡✱ ❨❛❤♦♦ ❡t ●é♥ér❛❧ ➱❧❡❝tr✐q✉❡
❝❤❡r❝❤❛✐❡♥t à ♣❛ss❡r à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ s❡r✈❡✉rs✳ ▲❡s ❝♦ûts
❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ét❛✐❡♥t très é❧❡✈és✳ ▲❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡
❧✬é♣♦q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❛✈❡❝
❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝♦ûts✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❇✐❣ ❉❛t❛ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✱ ❞❡s t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❡s ❡t ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥♥✉s ❞❡ ❞❛t❛♠✐♥✐♥❣ ❡t
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❧❡✉r ❢♦✉r♥✐t ❧❡s q✉❛♥t✐tés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ♣✉✐s✲
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s❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ❞❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts✳
❉ès ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
ét✉❞❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r✱ ❝♦♠♣❛r❡r ❡t ❞é❝r✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥♦♠♠és
❇✐❣❉❛t❛ ❡t ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❬✺❪❬✸✹❪❬✽✸❪✮✳ ❍❛❞♦♦♣ ❡st ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧❡ ♣❧✉s
♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣❛r♠✐ ✉♥❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞✬♦✉t✐❧s ❞♦♥t ❧✬✉s❛❣❡ ♥❡ ❝❡ss❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r✳ ■❧ ❡st ✐♥té❣ré à ♣❧✉s ❞❡
✽✵✪ ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❇✐❣❉❛t❛✳ ❉❡♣✉✐s s❛ ❝ré❛t✐♦♥ ✭❡♥ ✷✵✵✼✮✱ ❍❛❞♦♦♣ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ✭❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✮ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡ ❡t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r✳ ▲❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❝❤❡③ ❨❛❤♦♦ ♦❝❝✉♣❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✹✵✵✵✵ s❡r✈❡✉rs ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
✶✵✵✵✵✵ ❈P❯ ❬✶✵✾❪✳ P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ✭❬✺✵❪❬✼✸❪❬✽✷❪❬✽✸❪✮ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ♠é❝❛✲
♥✐s♠❡s à ❛♠é❧✐♦r❡r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛✛ér❡♥t❡s✳
▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tr❡♣r✐s❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐r✲
t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬✶✵✽❪ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s✱ ❡❧❧❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ✭✐✮ ❞❡ ♠❛sq✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✱ ✭✐✐✮ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s
❝♦ûts ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈❡✉rs✱ ✭✐✐✐✮ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ❡♥ ♦✛r❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
♣❛rt❛❣❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭t❡❧❧❡ q✉✬✉♥ s❡r✈❡✉r✮ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s
♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♠✐❞❞❧❡✇❛r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡♥❣❡♥❞ré s✉✐t❡ à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳

❈♦♥t❡①t❡

▲❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t q✉✐ ✈✐s❡ à ♣r♦♠♦✉✈♦✐r ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ s♦✉s ❧❛ t✉t❡❧❧❡ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡
❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚♦✉rs ❡t ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②r❡s✳ ▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②r❡s ❡st
❧❡❛❞❡r ❞❛♥s ❧❛ ❘é❣✐♦♥ ❈❡♥tr❡ ❱❛❧ ❞❡ ▲♦✐r❡✱ ❞❛♥s ❧✬❤é❜❡r❣❡♠❡♥t ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❙♦♥
♣ô❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés
♣❛r s❡s ❝❧✐❡♥ts✳ ❊❧❧❡ ❝♦♦♣èr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❘é❣✐♦♥ ❈❡♥tr❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡
s❡r✈✐❝❡s ❢♦✉r♥✐❡ à s❡s ❝❧✐❡♥ts✳ ▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②r❡s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❜❛sés
s✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ▼✐❝r♦s♦❢t ❆③✉r❡ ❡t ❱▼✇❛r❡ ❱❙♣❤èr❡ ♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés s♣é❝✐❛❧✐sé❡s ❡t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞♦♥t ❧✬❡♥t✐té r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✧❇✐❣ ❉❛t❛✧✱
♥♦♠♠é❡ ■♥❣❡♥s✐✳ ■♥❣❡♥s✐ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬é❝♦s②stè♠❡ ❍❛✲
❞♦♦♣✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞é♣❧♦②é❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❝❧✉st❡r ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳
❙✉✐t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❛✉① t❡sts ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✱ ♣❛r ❞❡s ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥ts s✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✱ ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs ❝❤❡③ ❈②r❡s ♦♥t r❡♠❛rq✉é ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡♥tr❡ ✷✵✪ ❡t ✸✵✪✮ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❞❡ s❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r à
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡s ❛✉① ❝❧✐❡♥ts✱ ❧✬❡♥t✐té ■♥❣❡♥s✐✱ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ▼✳
❈❤r✐st♦♣❤❡ ❈❡rq✉❡✐r❛ ❡t ●✉✐❧❧❛✉♠❡ P♦❧❛❡rt ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❡t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ♣ô❧❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡✱ ♦♥t ❧❛♥❝é ✉♥❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♦♣ér❛t✐♦♥ ❢♦❝❛❧✐s❡
s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❡ ♣rés❡♥t s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

s❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✜♥❛♥❝é❡ ♣❛r ❧✬❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡
✭❆◆❘❚✮ ❡t ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②r❡s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❆♣rès ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✜①és ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
❝♦♥s✐st❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s
♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ❛❧é❛s ❞♦♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❞é✲
♣❡♥❞r❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳ ◆♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s
♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛✲
t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❍❛❞♦♦♣
❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②r❡s ❞♦✐t êtr❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡✱
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝♦✉rt ❡t à ♠♦②❡♥ t❡r♠❡✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ❞❡
❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❞♦♥t ❞é♣❡♥❞❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❍❛❞♦♦♣ ❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❛♥t❡s
❡t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥t❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣♦rt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s
à tr❛✈❡rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉✐t ❞❡✉① ❛①❡s ✿

✖ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t
❞✬❍❛❞♦♦♣ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ s❝é♥❛r✐♦s ❡t ❞❡
♣r♦❝é❞✉r❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛
♣❡r♠✐s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥
✉t✐❧✐sés✱ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✖ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐st❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ✭Cmax✮ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉①
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s
rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s♦❧✈❡✉r ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❈P▲❊❳ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦♣t✐♠✐s❡r✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡s✱ ♥♦✉s ❧✬é✈❛❧✉♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡t ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧✐st❡ ❡t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ré❡❧✱ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✉t✐✲
❧✐s❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té Cmax ♥❡ ré♣♦♥❞ ♣❧✉s ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ♣✉✐sq✉✬♦♥
♣❡✉t ❢❛✈♦r✐s❡r ❧❛ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❉❡ ❝❡
❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✲
♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s✱ ❡♥ ♠♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
❧✐❣♥❡ ❡t ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❡❧❧❡✱ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛①❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✳ ▲❡ ♠❛♥✉s❝r✐t
❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❝✐♥q ❝❤❛♣✐tr❡s✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s❡
❜❛s❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉
t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ♣rés❡♥t♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ t②♣❡
▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ◆♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ♣❧✉s ré❢ér❡♥❝és ❡t ♥♦✉s ❧❡s r❡❣r♦✉♣♦♥s
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✬✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❧❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ét✉❞✐é❡s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❡t ♥♦✉s ❧❡s s②♥t❤ét✐s♦♥s ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳
◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s
❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐✲
s❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧ ❡t
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

∑

wjCj +Cmax✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ s②♥t❤ét✐s❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st
♥♦♠♠é ✧LocF irst✧✱ ❡t ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉♠❡t ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ✧ProxForMapReduce✧ ❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜✲
❥❡❝t✐❢s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡
t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① à ❡①é❝✉t❡r ✭

∑

wjCj + Cmax✮✳
▲✬❛♥♥❡①❡ ✶ s②♥t❤ét✐s❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❡t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❜❛sé s✉r ❧❡s ♥✉❛❣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ✉♥❡
❜❛tt❡r✐❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✬❛❝❝✉❡✐❧
❡t ét❛❜❧✐r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
❍❛❞♦♦♣✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès✱ s♦♥ rés✉❧t❛t ❛
❛❝❝é❧éré ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❞✉ ♠♦♥❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡✮✳
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Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ t❤ès❡ ❈■❋❘❊✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❢❛✐t
♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❈②r❡s✲●r♦✉♣ ❡t ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❋r❛♥ç♦✐s✲❘❛❜❡❧❛✐s ❞❡ ❚♦✉rs✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s✬✐♥tè❣r❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡
♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❡✉rs ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡s
♣❧❛t❡❢♦r♠❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t s♦♥ é❝♦s②stè♠❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ✿

✶✳ ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✷✳ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡t ❞❡
s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣ ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♦✉ ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝réé ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❛♣ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡❞✉❝❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s t❡r♠❡s tr❛✈❛✐❧ ❡t tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✬✐♠♣♦s❡♥t ✿
❯♥❡ tâ❝❤❡ ✿ ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ✉♥ s❝r✐♣t
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❛♣ ♦✉ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡❞✉❝❡ ❬✶✺✷❪✳
❯♥ tr❛✈❛✐❧ ✿ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❬✶✺✷❪✳ ▲♦rsq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t t❡r♠✐♥é ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❛❝❤❡✈é✳

✶✸
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✶✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♣r✐♥❝✐♣❡s

❉❡♣✉✐s s♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ●♦♦❣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❛✐t ❞❡s ✐❞é❡s ré✈♦❧✉✲
t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❛ ré✉ss✐ à s✬✐♠♣♦s❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
✐♥t❡♥s✐❢s✳ ▲❡ ♠ér✐t❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧✬❡♥❣❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞❛♥s s♦♥
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❞❡ s❡♣t ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é
✭❍❛❞♦♦♣✱ ❍❉P✱ ❈❉❍✱ ❉r②❛❞✱ ▼❛♣❘✳✳✳✮✳ ▲❡s q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡
s♦♥t ✿ ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ré✉ss✐t❡ ❄ ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ré✉ss✐t❡ ❄
P♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ré♣♦♥s❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❆✉ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬■♥t❡r♥❡t ❡t ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♠ét✐❡r ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ♦♥t ❝réé ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡♥s✐❢✳ ❉❡s
♦✉t✐❧s ré✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① tr♦✐s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭✐✮ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❧❡✈é❡✱ ✭✐✐✮ ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❛tt❡♥❞✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❡t ✭✐✐✐✮ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té à
❛ss✉r❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❡①✐st❛♥ts à ❧✬é♣♦q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛tt❡♥❞✉❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tér❛♦❝t❡ts✳ ❈❡s ❧✐♠✐t❡s ❥✉st✐✜❡♥t
❧❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ✿ ●♦♦❣❧❡ ❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ❧❛
❢♦r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ é❧❡✈é❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts s❡ rés✉♠❡♥t
❡♥ q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ✿

✖ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣
❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♠ê♠❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ tr❛✐t❡
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ é❝r✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥♦♠♠é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s✐♥♦♥ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✮✳ ❈❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡♣✉✐s ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳ ❊❧❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ rés✉❧t❛t q✉✐ s❡r❛ é❝r✐t s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡
st♦❝❦❛❣❡✳

✖ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳

✖ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❡t à ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ▲✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✐t ♣♦ssé❞❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣♦s❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❡t ❧❡s
r❡❧❛♥❝❡r s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥tè❣r❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ❞❡s✲
t✐♥é à ❢❛✐r❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭s❡r✈❡✉rs✮ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❋❛❝❡ à
✉♥❡ t❡❧❧❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣♣❡✱ ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡
❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s②stè♠❡✳ ❙✐ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡①é❝✉t❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❧❡
♠♦❞è❧❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ r❡❧❛♥❝❡r ❝❡s tâ❝❤❡s s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❡t ❧❛ ✜♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① r❡st❛♥t✳

✖ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❝♦♦r❞♦♥♥❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡✳

❈♦♠♠❡ t♦✉t ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s
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tr❛♥❝❤❡ ✶
tr❛♥❝❤❡ ✷
tr❛♥❝❤❡ ✸
tr❛♥❝❤❡ ✹
tr❛♥❝❤❡ ✺

❚â❝❤❡
▼❛♣

❚â❝❤❡
▼❛♣

❚â❝❤❡
▼❛♣

❚â❝❤❡
▼❛♣

❚â❝❤❡
❘❡❞✉❝❡

❚â❝❤❡
❘❡❞✉❝❡

Pr♦❣r❛♠♠❡
✉t✐❧✐s❛t❡✉r

▼❛❝❤✐♥❡
♠❛îtr❡

❙♦rt✐❡
✶ ❞✉

✜❝❤✐❡r ✵

❙♦rt✐❡
✷ ❞✉

✜❝❤✐❡r ✵

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✭1✮ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥
✭2− a✮ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣
✭2− b✮ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡
✭3✮ ▲❡❝t✉r❡
✭4✮ ➱❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❧♦❝❛❧❡
✭5✮ ▲❡❝t✉r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
✭6✮ ➱❝r✐t✉r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✜♥❛✉①

✭1✮

✭3✮

✭3✮

✭3✮

✭4✮

✭4✮

✭4✮

✭4✮

✭5✮✭5✮

✭5✮✭5✮

✭5✮✭5✮

✭5✮✭5✮

✭6✮

✭6✮

✭2− a✮ ✭2− b✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✳
▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞♦✐t ❛ss✉r❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭✜✲
❣✉r❡ ✶✳✶✮ ✿

✶✳ ▲❡ ✜❝❤✐❡r ❞✬❡♥tré❡ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ◆❇ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❞❡ ✶✻ à ✶✷✽
▼❜ ♣❛r ♣♦rt✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s s✉r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳

✷✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r s✬♦❝❝✉♣❡ ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡s ◆❇ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✭✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ♣❛r ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮
❡t ❧❡s ❘ tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❛✉① ✉♥✐tés ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

✸✳ ▲✬✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❢♦r♠❛t❡ ❧❡ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❧✉✐ ❡st
❛✛❡❝té❡✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❝❧é✴✈❛❧❡✉r à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▼❛♣ s♦♥t ❡♥r❡❣✐stré❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❙✐ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡
à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✲t❛♠♣♦♥✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ é❝r✐t❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡✳

✹✳ ▲✬✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛rt❛✲
❣❡r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❡♥ ❘ ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s❡r♦♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t
❡♥r❡❣✐strés s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❛♥s ❘ ✜❝❤✐❡rs ✭✉♥ ✜❝❤✐❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛
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tâ❝❤❡ ▼❛♣ t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧✬✉♥✐té ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ ❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ✭❧❡s ✜❝❤✐❡rs s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❧♦❝❛❧✮ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳

✺✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r r❡ç♦✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✱ ✐❧
✐♥❢♦r♠❡ ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡
s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ▼❛♣✳ ❆♣rès ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✱ ❡❧❧❡s ❧❡s tr✐❡♥t
❡t ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧és ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ✓ s❤✉✤❡ ✔✱
❝✬❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣ q✉✐ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ét❛♣❡✳

✻✳ ▲❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❢♦r♠❛t❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡♥ ❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t
❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❘❡❞✉❝❡ ✭♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡✮✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❘❡❞✉❝❡ s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
rés❡r✈é à ❝❡ ❘❡❞✉❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✐str✐❜✉é✳

✼✳ ❆♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛♣♣❡❧❛♥t
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ré❝✉♣èr❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❜♦♥♥❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs ❛✉r♦♥t ♣♦✉r ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❝❡ q✉✬✐❧s s❛✈❡♥t
❢❛✐r❡✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦❞❡s✳

✶✳✶✳✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ t②♣❡ ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✳ ❈❡s tâ❝❤❡s
✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❡✉rs ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s tr♦✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡ s♦♥t ❣é♥éré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ st❛t✐q✉❡ ♦✉
❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉r ❞❡♣✉✐s ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦❞❡✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞✐t❡ st❛t✐q✉❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡✉rs ♥❡ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
❡st ❞✐t❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s r❡❧❛t✐❢ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛✐t❡r✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t
✉♥✐❢♦r♠❡s ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ s✐ ♦✉✐ ♦✉ ♥♦♥ ❡❧❧❡s ❡①✐❣❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❡s tâ❝❤❡s
s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tâ❝❤❡s ✿ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡
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❡t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ❧❛
tâ❝❤❡ s❛♥s ❡♥❝♦✉r✐r ❧❡s ♣é♥❛❧✐tés ❞✉❡s ❛✉① ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❡①❝❡ss✐❢s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ s♦rt✐❡✱ ♦✉ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ s❡✉❧ ♥♦♠❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ tr✐ r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ q✉❡
❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

✶✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡

▲✬✉♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ i→ j ❞és✐❣♥❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❥ ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
✐ ❡t s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Si + pi ≤ Sj ✭✶✳✶✮

❛✈❡❝ Si✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❡t pi✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i✳
❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ❛ n tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s ❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ Cmax = max{Ci} ❛✈❡❝ i ∈ [1 . . . n] ❡t Ci := Si + pi✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✳✶ ♣❡✉t êtr❡
❣é♥ér❛❧✐sé❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

Si + di,j ≤ Sj(di,j ∈ Z) ✭✶✳✷✮

▲❡ ♥♦♠❜r❡ di,j ∈ Z ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tâ❝❤❡ j✳ ■❧ ♣❡r♠❡t à
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✷ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ di,j ≥ 0

✱ j ❞♦✐t ❝♦♠♠❡♥❝❡r di,j ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s ❛♣rès ❧❛ tâ❝❤❡ i✳ ❙✐♥♦♥✱ j ❝♦♠♠❡♥❝❡ −di,j ✉♥✐tés ❞❡
t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i✳ P♦✉r di,j = pi✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❛✉ ♣❧✉s tôt rj ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞
dj ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ S0 = 0✱ rj ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ S0+ rj ≤ Sj ❡t dj ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ Si− (di− pi) ≤ S0✳ ❙✐ rj ≤ dj ✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[rj , dj ] ❡st ❛♣♣❡❧é ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ j

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax

❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ n tâ❝❤❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧ s✉✣t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡t ❈P▼ ❡t P❊❘❚ ❬✷✶❪✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✜①❡ ❞❡s rè❣❧❡s r❡❧✐é❡s à ❧❡✉r ♦r❞r❡
♣❛rt✐❡❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐
❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡♥t✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① à tr❛✈❡rs ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t ❬✹✾❪ ✭✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ✉♥✐q✉❡✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t



✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ P❘➱❙❊◆❚❆❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊

❘❡❞✉❝❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♥st✐t✉❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞✐r❡❝t✱
❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

✶✳✶✳✹ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥
❧✐❣♥❡

■❧ ❡①✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ✿ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❬✶✷✾❪ s✬✐❧ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❛✈❛♥t s♦♥ ❧❛♥❝❡♠❡♥t✳
❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬✶✷✾❪ s✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦♥ ❡①é❝✉✲
t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❡♥✲❧✐❣♥❡ s✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ r❡✲❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✭♦✉ ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r✮✳
■❧ ❛rr✐✈❡ ♣❛r❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡st ♥♦♠♠é ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡♠✐✲❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❡ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉❜✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♣❡✉t ♣r♦✈❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛✐ts✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ▲❡s ❞❛t❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✭✉♥❡ ♣❛r ✉♥❡✮✳ ▲❛ ❞é❝✐s✐♦♥
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ s❛♥s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢✉t✉r❡s tâ❝❤❡s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳

✖ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♥✐ ❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ■❧
s❡r❛ ❝♦♥♥✉ s❡✉❧❡♠❡♥t à s❛ ✜♥✳

✖ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬✐♥❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭séq✉❡♥❝❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✮ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡
❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❝❡r ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st
❝♦♥♥✉ ♣♦✉r s♦♥ ❛s♣❡❝t ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❜✐❡♥ ✐❞❡♥✲
t✐✜és ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❡t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣
❡t ❘❡❞✉❝❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ à
❧✬❛✈❛♥❝❡✳
❆♣rès ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à
s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳

✶✳✷ ❈❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣

❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ●♦♦❣❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡
▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❬✹✷❪✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s✱
❡t ●❋❙ ❬✻✷❪ ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✐str✐❜✉és✳ ●❋❙ ♣❡✉t s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❉❡♣✉✐s ✷✵✵✼✱ ❨❛❤♦♦ ❛ ❜é♥é✜❝✐é ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ●♦♦❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡t ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ♥♦♠♠é
❍❛❞♦♦♣ ❡t ❍❉❋❙✳ ◆♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
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❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❍❛❞♦♦♣ ❡st ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡♥ ❏❛✈❛✱
✐❧ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t s♦✉t❡♥✉ ♣❛r ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❬✶✵✾❪✳ ❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st
❞❛♥s s❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❧✉✐ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❬✶✺✷❪✳

✶✳✷✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣

❍❛❞♦♦♣ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡s s♦♥t r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❣ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✐str✐✲
❜✉és ✭❍❉❋❙✮✳ ▲❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷
♣rés❡♥t❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❞❡ s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❍❉❋❙✳ ▲❡s

▼❛❝❤✐♥❡ ♠❛îtr❡

▼❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡

❘❡ss♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡r ◆❛♠❡◆♦❞❡

◆♦❞❡▼❛♥❛❣❡r

❉❛t❛◆♦❞❡

◆♦❞❡▼❛♥❛❣❡r

❉❛t❛◆♦❞❡

◆♦❞❡▼❛♥❛❣❡r

❉❛t❛◆♦❞❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡✉r ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣

❡♥t✐tés r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ❯♥ é❧é♠❡♥t ♠❛îtr❡ ❛♣♣❡❧é ✓ ❘❡s♦✉r❝❡▼❛♥❛❣❡r ✔ ✿ ■❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r s❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s✉r ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s✳

✖ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❡s❝❧❛✈❡ ❛♣♣❡❧é ✓ ◆♦❞❡▼❛♥❛❣❡r✔ ✿ ■❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ❞❡
❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s ♣❛r ❧❡ ✓
❘❡s♦✉r❝❡▼❛♥❛❣❡r ✔✳ ■❧ ❣èr❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞♦♥t
✐❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❍❉❋❙ s♦♥t ✿

✖ ▲❡ ✓ ◆❛♠❡◆♦❞❡ ✔ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♠❛îtr❡✱ ✐❧ ❛ ❧❛ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡t ❧❡✉r ré♣❛rt✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧ ❣❛r❛♥t✐t ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐q✉❛s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❜❧♦❝✳

✖ ▲❡ ✓ ❉❛t❛◆♦❞❡ ✔ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❡s❝❧❛✈❡✱ ✐❧ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳
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❈✬❡st ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✓ ❘❡s♦✉r❝❡▼❛♥❛❣❡r ✔✱ q✉✐ ❣èr❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡
❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①✳ ■❧ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱
❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s ❡t ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❉❡♣✉✐s ❧❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡s ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞♦♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ s♦♥t ré❝✉♣érés ❞✉ ✓
◆❛♠❡◆♦❞❡ ✔ ❡t ❡♥✈♦②és à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❣èr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①
tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s✳
▲❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s
❍❛❞♦♦♣✳

✶✳✷✳✷ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ tâ❝❤❡s✱ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣

❈❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡ ❡t ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❙✐ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡✈é❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
tr❛✈❛✉① ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①✱ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♦✉ ♦r❣❛♥✐s♠❡s✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t❡♥❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣✳

◆♦t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡

▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦②❡♥s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s✱
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s✳
▲❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❣èr❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧s ❣èr❡♥t ❞❡s ♠é❣❛♦❝t❡ts ▼❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡s
❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs
✈✐rt✉❡❧s✱ ❝♦♥♥✉s s♦✉s ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ ✧❱❝♦r❡s✧ ♦✉ ✧s❧♦t✧ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❍❛❞♦♦♣✳
❯♥ ✧❱❝♦r❡✧ ♦✉ ✧s❧♦t✧ ❬✶✺✷❪ ❡st ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡❧❧❡
❡st ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❈P❯ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs
✈✐rt✉❡❧s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ✜①é à tr❛✈❡rs ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛
❣r❛♣♣❡✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♠❛tér✐❡❧❧❡s✱ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs
✈✐rt✉❡❧s✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
❢❛✐❜❧❡ss❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❞é❣r❛❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳
▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❡st ♣❧✉s ♦♣t✐♠✐sé❡ q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❉❡s
tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ✈✐s❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉ ❡t ❧❡s ●P❯✳



✶✳✸✳ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ❉❊ ❚❘❆❱❆❯❳ ▼❆P❘❊❉❯❈❊ ✷✶

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣
❞❡♣✉✐s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥✳

◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r

❯♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❤②s✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✭❡♥ ▼❇✮✱ ❧❡s
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❈P❯ ✭ ♦✉ ❝÷✉r ✈✐rt✉❡❧✮✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉①✳ ❯♥
❝♦♥t❡♥❡✉r ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❞r♦✐ts à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ J ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés s♣é❝✐✜q✉❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡st ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ✉♥❡ ♦✉
à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é à J ✳
❯♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❍❛❞♦♦♣ ❛ss✉r❡ à ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭♠é♠♦✐r❡ ❡t ❱❝♦r❡s✮ ❡t
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥t❡✲
♥❡✉rs ❛✛❡❝té à ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ✭♦✉ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ rés❡r✈❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r
s♦♥t ❣érés ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✧❘❡ss♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡r✧✳
▲❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✷ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
✧❍❛❞♦♦♣ ❨❛r♥✧✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
✭❘❆▼✮ ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ▼❇ ❡t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❱❝♦r❡s✮✳
❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧✱ ❍❛❞♦♦♣ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
✐❧ ❡st ❞é♣❧♦②é ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♠❛tér✐❡❧❧❡✳ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ✉t✐❧✐sés s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈❡tt❡ s✉♣♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛rt❛❣é❡
❡t sé❝✉r✐sé❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①✱ ❧❡✉rs ❜❡s♦✐♥s ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t✳
❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✶✳✸ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❢❛✐t ❢❛❝❡ à tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛✉① ✿

✖ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ à ❡①é❝✉t❡r✱

✖ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡r❛✱

✖ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r
♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦✲
❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝r✐tèr❡s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és✳
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▼é♠♦✐r❡
RAM

❈♦❡✉r ✈✐rt✉❡❧ ✭❱❝♦r❡s✮

❱❝♦r❡s

❱❝♦r❡s

❇❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r
s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ❍❛❞♦♦♣

✶✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❛♠é✲
❧✐♦r❛♥t s❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥t✐tés

❯♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭s❡r✈❡✉rs✮ ❝♦♥♥❡❝té❡s✳ ❈❤❛q✉❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ♥♦té ✧❱❝♦r❡s✧✱ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✐t✉és s✉r s♦♥ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✳
▲♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣♦✉r êtr❡ ❡①é❝✉té❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
s✉r ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧ ✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡
♥✐ ❧❛ ♣ré❡♠♣t✐♦♥ ♥✐ ❧❡s s✉r❝♦✉ts q✉✬❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✭❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✮✳
❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ✉♥
s❡✉❧ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✶✼✷❪✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥ ❝÷✉r ✈✐rt✉❡❧ ❡t rés❡r✈❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t
✉♥ ❡s♣❛❝❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❍❛❞♦♦♣ ♣♦ssé❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❆✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t tr♦✐s
❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r tr♦✐s tâ❝❤❡s à ❧❛ ❢♦✐s✳

❘❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s

▲❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s♦♥t tr❛♥s✲
❢éré❡s ✈❡rs ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ t❡❧ q✉❡ r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ s♦rt✐❡
❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢éré❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉ ✈❡rs ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳
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❚â❝❤❡ ▼❛♣

❚â❝❤❡ ▼❛♣

❚â❝❤❡ ▼❛♣

❚â❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡

❚â❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

▼❛❝❤✐♥❡ ♠❛îtr❡

❘♦✉t❡✉r ❘♦✉t❡✉r

▼❛❝❤✐♥❡
❡s❝❧❛✈❡

▼❛❝❤✐♥❡
❡s❝❧❛✈❡

▼❛❝❤✐♥❡
❡s❝❧❛✈❡

▼❛❝❤✐♥❡
❡s❝❧❛✈❡

❇❛✐❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❇❛✐❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ rés❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ rés❡❛✉

▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ❡❧❧❡ ❡st
❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r tr♦✐s✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ♠❛îtr❡s✱ ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥
♠ê♠❡ ❜❛✐❡ s♦♥t r❡❧✐é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ r♦✉t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ ❧❡s ✢è❝❤❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞és✐❣♥❡♥t
❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❞♦♥♥é❡s ❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛
❣r❛♣♣❡✳ ▲❡s ✢è❝❤❡s ♥♦✐r❡s ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s✳

✶✳✸✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡s ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s ❡♥t✐tés ❡t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✐♥❞✐q✉❡r à q✉❡❧❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ s❡ r❛♣♣♦rt❡ ❝❡
♣❛r❛♠ètr❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s✱ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ✭❞❡s ❧❛❜❡❧s s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✮ ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s
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✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬✐♥❞✐❝❡s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ❡①♣♦s❛♥ts ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐s✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❊♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❡t ❞✬❡①♣♦s❛♥ts ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

■♥❞✐❝❡ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

✇✬ ❊❲ ✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s ✭❊❲✮
t ❚ ✐♥❞✐❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ✶ ❡t ❚
❥✱ ❥✬ ▼ ✐♥❞✐❝❡s s✉r ❧❡s ▼ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡
s ✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❱❝♦r❡s✮ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

Lm ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s Nm(= card(Lm)) tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧
Lr ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s N r(= card(Lr)) tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧

✐✱ ❧ ✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ tâ❝❤❡s Lm ∪ Lr

N ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉♠✐s❡s ✭N = Nm +N r✮
Nm ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ s♦✉♠✐s❡s
N r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ s♦✉♠✐s❡s

❜ Ab ✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ab ❞❡s ❜❧♦❝s ❡①✐st❛♥ts s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡
✉ ❊ ✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡

❧❛ ❣r❛♣♣❡
❊①♣♦s❛♥t ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′ra′ ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
♠é♠♦✐r❡✳

❤ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′h′ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡✳
s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′s′ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s✳
❙r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′Sr′ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❝♦r❡s q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t

❞❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧
❙♠ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′Sm′ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❝♦r❡s q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t

❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧
❜ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ′b′ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ M ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡
♠❛❝❤✐♥❡ Mj ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✭✶✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ms

j ❞♦♥t mSm
j ❱❝♦r❡s ❞é❞✐és à

❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t mSr
j ❱❝♦r❡s ❞é❞✐és à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ✭✷✮ ✉♥❡

❝❛♣❛❝✐témra
j ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❘❆▼✮ ❡t ✭✸✮ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐témh

j ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
EW ❞❡ W tr❛✈❛✉① ❞❡ t②♣❡s ▼❛♣ ✴ ❘❡❞✉❝❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦té Ab✳ ❈❤❛q✉❡
tr❛✈❛✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞s Weightw′ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Ew′ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❞❡ tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡✳
❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N tâ❝❤❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ∈ [1 . . . N ]✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s N tâ❝❤❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ Lm tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t Lr tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❞♦♥❝ Nm = card(Lm) tâ❝❤❡s
✧▼❛♣✧ ❡t N r = card(Lr) tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❛✈❡❝ N = Nm +N r✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Tw′

i ❡st ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ w′ ∈ EW ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ pi✳ ❖♥ ♥♦t❡ bi,i′ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
rés❡r✈é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s Tw′

i ❡t Tw′

i′ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡✉①
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♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Tw′

i ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Ei ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ni tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t
s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ Tw′

i ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Tw′

i s✬❡①é❝✉t❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té nra
i ❞❡

❘❆▼✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té nh
i ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✱ ✉♥ ❱❝♦r❡ ❡t tr❛✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Bi ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✈✐sé❡s ❡♥

nb
i > 1 ❜❧♦❝s ❧✉s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s

s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ré❡❧✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ tr❛✐t❡ ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝ (nb

i = 1) ❡t ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
✧❘❡❞✉❝❡✧ tr❛✐t❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s (nb

i > 1) ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❬✶✺✷❪✳
❚♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ S✳ ❖♥ ♥♦t❡ rb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ b✳
Db ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ❜❧♦❝ b ❡t bwd ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡
♣♦✉r ♠✐❣r❡r ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s
V ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s E ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ Pu ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛r❝ eu✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❝s eu ∈ E ❞♦♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ bmax ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s✳ ❖♥ ♥♦t❡ T ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ rés✉♠é ❞❡ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❡♥ ❢❛♠✐❧❧❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐tés q✉✬❡❧❧❡s ❞é❝r✐❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

◆♦t❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❉♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s

ms
j ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j

mSm
j ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧

mSr
j ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧

mra
j ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❘❆▼✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j

mh
j q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j

❉♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉①

EW ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s
W ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s
Ew′ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ tr❛✈❛✐❧ w′

Weightw′ ♣♦✐❞s ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ tr❛✈❛✐❧ w′

❉♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tâ❝❤❡s

nra
i q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ i

nh
i q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ i

nb
i ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧❛ tâ❝❤❡ i

Bi ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i tr❛✐t❡
ni ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ i

pi ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i

Ei ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ni tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ i

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡
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❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ✕ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s

◆♦t❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

bi,i′ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡r✈é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s
i ❡t i′ s✐ ❡❧❧❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❉♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

S t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
rb ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ b

Db ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ❜❧♦❝ b

bwd ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡ ♣♦✉r ♠✐❣r❡r ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡
❉♦♥♥é❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡

G = (V,E) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s V ♣ré✲
s❡♥t❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s E ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳

P ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
Pu ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛r❝ eu
bmax ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡

❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝♦✉✈r❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s à tr❛✈❡rs t♦✉t ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

✶✳✸✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡t s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣ ✐♠♣♦s❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧♦rs ❞❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s
❛❜♦r❞♦♥s ❡t s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❡♥ q✉❛tr❡ t②♣❡s ✿

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s ❛✉① ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s t✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❀ ❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s
❞é♣❛ss❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦ù ❡❧❧❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t✳ ❈❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡
❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢éré❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s
tr❛♥s❢éré❡s ❡♥❣❧♦❜❡♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝ ❡t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ✿

⊲ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ✿ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé
♣❛r s♦♥ ❛s♣❡❝t ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡
❞♦♥❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛t❡✳ ✭✐❞❡♠ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s✮

⊲ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ♥❡ s✉♣♣♦rt❡♥t ♣❛s ❧❛
♣ré❡♠♣t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥t❡r✲
r♦♠♣✉❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✱ ❡❧❧❡ s❡r❛ r❡❧❛♥❝é❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❛✐t ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✳
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⊲ ▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t r❡❧✐é❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s✱ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♦r❣❛♥✐s❡♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
✉♥ ♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧ ♣❛r tr❛✈❛✐❧ ❡t ✉♥ ♦r❞r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✉①✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡❧✐é❡s à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❊❧❧❡s s♣é❝✐✜❡♥t ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s
❡t ❧❡✉rs ré♣❧✐q✉❛s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s ♣ré❝✐s❡♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡t ✐♠♣♦s❡♥t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ s✬❡①é❝✉t❡r q✉❡ s✐ ❧❡ ❜❧♦❝
❛ss♦❝✐é ❡st s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦ù ❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❡✳

✶✳✸✳✹ ❈r✐tèr❡s

❉❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉①✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐st❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
❝r✐tèr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ❋❛❝❡ ❛✉① ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ r❡♥✲
❝♦♥trés à ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣✲❈②r❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✱
♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s♦♥t s♦✉♠✐s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s
❛✉① ♠ê♠❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s
s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① r❡st❛♥ts✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❝❡ ♣♦✐❞s
❡st ❡♥s✉✐t❡ ❤ér✐té ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉♠❡t✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s
❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ é❣❛❧❡ s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭✐✮ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t
✭✐✐✮ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s s♦✐❡♥t t❡r♠✐✲
♥és ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ t♦✉t❡ ❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ Cw′ ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ tr❛✈❛✐❧ w′ ❡t Cmax ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥
❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡

∑W
w

′
=1

Weightw′Cw′ +Cmax✳

✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❣r❛♣♣❡s ❡①é❝✉t❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❛ s❡s ♣r♦♣r❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❜❡s♦✐♥s ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❈P❯✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉✱ ❡t❝✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❬✶✸✻❪ ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭♣ré❡♠♣✲
t✐✈❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ❜❛sé s✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés é❣❛❧❡s ♦✉ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t❝✳✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
st❛t✐q✉❡s ❡t ❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s
❡①✐st❛♥t❡s✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❧❡ r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❧❡❝t❡✉rs ♣♦ssé❞❛♥t ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥t❛♠❡r ❞✐r❡❝✲
t❡♠❡♥t ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❡①❛❝t❡s ❡t ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✮ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✭❤❡✉r✐st✐q✉❡s✮✳ ❊♥✜♥✱
♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✐str✐❜✉é✳

✷✳✷ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❡t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❬✶✸✵❪✳

➱t✉❞❡ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s à ♣r❡♥❞r❡✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡s
❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣r✐s❡s ❡t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜♥❛✉① q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡✳ ❈❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t✱ s♦✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✐t✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦✲
❝❤é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞♦✐t✱ s♦✐t✱ ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❢❛❝❡ ❛✉①
❝r✐tèr❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s♦✐t✱ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬♦❜✲
t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ♣❡rt✐♥❡♥ts ❡t ✐❧ ❡st✱ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s

✷✾
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r❡str❡✐♥t❡ ❡t s✐♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ✐❧ ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳
▲❡s t❡sts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐ ❡st ❡♥s✉✐t❡ rés♦❧✉ ♣❛r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ s♦✉✈❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ♠❛✐s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❡t ✐♥s♦❧✈❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱
♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❡①✐st❛♥t❡s✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥s✐st❡r à ♥é❣❧✐❣❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
ré❡❧✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ à
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❧❛ tr❛ç❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ à ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
ré❡❧ ✭❧❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✜❞é❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣❡♥s❡♥t q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ✉♥❡
s♦rt❡ ❞❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ❛❞❛♣t❡r à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
❛♣♣❛rt❡♥✐r à ❝❡tt❡ ❜♦ît❡ ♥♦✐r❡ ❬✻❪ ❝❛r ❡❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
✭t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ♦✉ ❡♥ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉①q✉❡❧s ❡❧❧❡s s♦♥t ❝réé❡s✳ ❙❡✉❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ❜♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❬✹✻❪❬✶✷✼❪✳

▲❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆♣rès ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s✱ ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦✉ ❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ s♦♥t
é✈❛❧✉é❡s✳ ▲❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ✈✐s❡♥t à ét✉❞✐❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡sts ♣r♦s♣❡❝t✐❢s✳
❈❤❛q✉❡ t❡st s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ t❡st ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ♦❜t❡♥✉ s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥
❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s ✉♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ sûr❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱
❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ s✉r ❧❡✉rs q✉❛❧✐tés✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛îtr✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st✲
à✲❞✐r❡✱ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱
♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬❛✈♦✐r✱ ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✱ ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts à ♦❜t❡♥✐r ❧♦rs ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳



✷✳✸✳ ▲❊❙ P❘❖❇▲➮▼❊❙ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ✸✶

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ❬✶✸✾❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❆ q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r
à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❖P❚ ✭q✉✐ ❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
❆ ✭■✮ ❡t ❖P❚ ✭■✮ ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮ ❣é♥éré❡s ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❡t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❖P❚ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡ ■ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❡st ❛♣♣❡❧é ✓ ❝✲❝♦♠♣ét✐t✐✈❡ ✔ ❬✶✹✸❪ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❝ ❡t ❦ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
A(I) ≤ c.OPT (I) + k ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ■✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt
❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆ ❬✶✹✸❪✳

✷✳✸ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ■❧
❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❧❡
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✶✷✷❪ ✿ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❧✐♠✐té❡ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❜✉t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡❝t✐❢s✳
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦ù ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ✭♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡✮ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ C✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é
y✱ ❡st✲❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ S t❡❧❧❡ q✉❡ C(S) ≤ y ❄ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡ S

✭❛✈❡❝ C(S) ≤ y✮ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✧♦✉✐✧✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐tés ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s
s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❡t s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐tés à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s✳ ❖♥
♣❡✉t ♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛r ❝❧❛ss❡s ❡t ♣❛r t②♣❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿

✶✳ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s s♦♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛✛❡❝té❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✱

✷✳ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡s s♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
tâ❝❤❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿

✶✳ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s k = 1, . . . , r ❞❡ q✉❛♥t✐té Rk✱ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s✱

✷✳ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥✲r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❧✐♠✐té❡s s✉r ❧✬❤♦r✐③♦♥
❞❡ t❡♠♣s✳ ❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ J s✬❡①é❝✉t❡ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té rjk ❞❡
❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ k✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ Rk ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞é❝r♦ît ❞❡ rjk✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✬♦♥ ❞♦✐t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ♣♦✉r êtr❡
❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿
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✶✳ ❧❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ✿ ✉♥❡ tâ❝❤❡ j ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ♣❡♥❞❛♥t pj ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❛ ❞✉ré❡ pj ❡st
❝♦♥st❛♥t❡✱ ✜①❡ ❡t ♥♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t rj ✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ dj ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❡t ✉♥ ♣♦✐❞s wj ✳ ▲❛ tâ❝❤❡ j

♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉✬❛♣rès s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❡t ❞♦✐t ✜♥✐r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
✜♥ dj ✳ ❙✐ rj ≤ dj ✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [rj , dj ] ❡st ❛♣♣❡❧é ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛ss♦❝✐é❡ à j✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬♦♥
♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t s✐ rj = 0 ❡t ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ s✐ dj =∞✳ ▲❡
♣♦✐❞s wj ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳

✷✳ ▲❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ✿ ❯♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ q✉✬♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Mj ❞❡ ♠♦❞❡s ❞é✜♥✐s à
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ j ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ m ❡st pjm
❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❛r ❥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ m ❡st rjkm✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♠♦❞❡ à
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t rjm✱ djm✱ wjm ❧❛
❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❛✉ ♣❧✉s tôt✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡
♠✳

❯♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡ ♦✉ ♥♦♥✳ ❯♥❡ tâ❝❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r✲
r♦♠♣✉❡ ❡t r❡♣r✐s❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

✷✳✸✳✶ ▲❡s t②♣❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t S = (I,M,R, ϕ)

♦ù I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ M ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ R ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s r❡s✲
s♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ϕ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ❖♥ ♣❡✉t
tr♦✉✈❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ S✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Z(S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t S✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r
♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❡st ♥♦té Zfeas(S)✳

✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s❡♠✐✲❛❝t✐❢✱ s✬✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❢❛✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t rj ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡s
❡st ♥♦té Zs−act(S)✳

✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❝t✐❢✱ s✬✐❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡♠✐✲❛❝t✐❢ ❡♥
❞é♣❧❛ç❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣❧✉s tôt ♣♦ss✐❜❧❡ s❛♥s ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t rj ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❝t✐✈❡s ❡st ♥♦té Zact(S)✳

✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡
❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡st ♥♦té Zopt(S)✳

✖ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❞♦♠✐♥❛♥t s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♦♣t✐♠❛❧✳



✷✳✸✳ ▲❊❙ P❘❖❇▲➮▼❊❙ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ✸✸

❙✉✐t❡ à ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ Zact(S) ⊆ Zs−act(S) ⊆
Zfeas(S) ⊆ Z(S)✳

✷✳✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té

➚ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❙✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à tr♦✉✈❡r✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s Zfeas(S)✳ ❊❧❧❡ ✈✐s❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❙♦✐t C1, C2, ..., Cn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té f(C1, C2, ..., Cn) ♣❡✉t êtr❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ♦✉ ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❝r✐tèr❡s ✿

✖ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭♠❛❦❡s♣❛♥✮ Cmax = max
1≤j≤n

{Cj}✳

✖ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡
∑

Cj =
∑n

j=1Cj ✳

✖ ▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡
∑

wjCj =
∑n

j=1wjCj ✳

✖ ▲❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ r❡t❛r❞ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ Lmax = max
1≤j≤n

{Lj} ❛✈❡❝ Lj = Cj − dj ✳

✖ ▲❛ s♦♠♠❡s ❞❡s r❡t❛r❞s Tmax = max
1≤j≤n

{Tj} ❛✈❡❝ Tj = max
1≤j≤n

{0, Lj}✳

✖ ▲❡ ❝♦ût ♠❛①✐♠❛❧ fmax = max
1≤j≤n

{fj (Cj)} ❛✈❡❝ f1, f2, ..., fn s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t

❧❡s ❝♦ûts✳

✖ ▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧
∑

f =
∑n

j=1 fj (Cj) ❛✈❡❝ f1, f2, ..., fn s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❡s
❝♦ûts ❀

✖ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡t❛r❞
∑

Uj =
∑n

j=1 Uj ❛✈❡❝ Uj = 0 s✐ Lj ≤ 0 ❡t Uj = 1 s✐ Lj > 0✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ♥♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à Cj ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡
f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ s✐ f(C1, C2, ..., Cn) ≤ f(C

′

1, C
′

2, ..., C
′

n) ❛✈❡❝ C ❡t C
′

❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts Cj ≤ C

′

j ❬✶✵✸❪✳
❚♦✉s ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ♣rés❡♥tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♠♦♥♦✲♦❜❥❡❝t✐❢s s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡✳ ❈♦♠❜✐♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s
❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❡st ♥♦♠♠é
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

✷✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

■❧ ❡st ❢réq✉❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ s♦✐t ❡♥ ❧❡s
❝♦♠♣❛r❛♥t ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡ r❛t✐♦ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ■❧ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ r❛t✐♦ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✉ ♣✐r❡
❞❡s ❝❛s ❡t r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
s♦✐t ❜♦♥ ❡t ❝♦♥st❛♥t✳ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é Π ✿ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛t✐♦ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜♦r♥é ✭❧✐♠✐té✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Π ❡st ♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡✳ ❙✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛t✐♦
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❝♦♥st❛♥t ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Π ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛❜❧❡ ❬✶✷❪ ❬✶✹✼❪✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❬✺✾❪ ❬✶✶✽❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
❊❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❡♥✲
s✉✐t❡✱ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
❡❧❧❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡
❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡st✐♠❡r s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧✬❡s♣❛❝❡
♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡✳
▼❛❧❣ré ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s♣❛t✐❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡
✧❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✧ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉r❛♥t s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐tés✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ é✈❛❧✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐
❧✬❡①é❝✉t❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❧✬❡①é❝✉t❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❤é♦✲
r✐q✉❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳
❙✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n
✭t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✮ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(nk), k ∈ N✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t ♣♦✲
❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ ❡♥ ✉♥❛✐r❡✱ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♥♦♠♠é ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❬✶✾❪✳
❆✉tr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ✉♥❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r é❝r✐r❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳
▲❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❚✬❑✐♥❞t ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✸❪ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ■❧ s②♥t❤é✲
t✐s❡ ❡t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

✷✳✹ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♦r❣❛♥✐✲
s♦♥s ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ✿

✶✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❖♥
♣rés❡♥t❡ tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✖ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✖ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

✷✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
NP − difficiles✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡



✷✳✹✳ ▲❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆❙ ✸✺

♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ré❣é♥ér❛tr✐❝❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r✱
❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡tt❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❥✉sq✉✬à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬❛rrêt✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é

✖ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ●❧♦✉t♦♥

✖ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♥♦♥ ❛❜♦r❞é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡s ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ❬✸✺❪✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡s ❢♦✉r♠✐s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❈♦❧♦r♥✐
❡t ❛❧✳ ❬✸✺❪ ❡♥ ✶✾✾✷ ❡t ❛♣♣❧✐q✉és ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳

✷✳✹✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s

❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡①❛❝ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
ré❞✉✐ts✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛✉s❡ ❡st q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡①♣❧♦r❡ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡st ❣r❛♥❞✱
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ ♦♥
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭P▲✮ ❬✶✺✻❪ ❡st ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r c̄x̄

Ax̄ ≥ b̄

x̄ ≥ 0

A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n × N ✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❬✶✷✷❪✳ b ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✳
▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ x̄ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st N ✳
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦♥t ❢♦r❝é❡s à êtr❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r (PLNE)✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ (PLNE) ❬✶✸✸❪ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r c̄x̄

Ax̄ ≥ b̄

x̄ ∈ NNNn
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❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❜❛✲
sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞♦♥♥❡ ❞❡s
❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡✳
▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ s✐♠♣❧✐✜❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡❧â❝❤é ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❬✻✶❪✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❧â❝❤é✱ ❞✬✉♥ PLNE ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❜♦✉t✐t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥t✐èr❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❛ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❣é♥érés ❞✉r❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❬✶✸❪✱ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❬✸❪ ❬✶✹❪ ❬✸✷❪ ♦✉
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❬✶✶✶❪ ❬✶✶✺❪✳ ❉❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❬✾✹❪ s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✖ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

✖ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ✿ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ❞é❜✉t ❡t ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❞é❝❧❡♥❝❤❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① é✈è✲
♥❡♠❡♥ts✳ ❯♥ é✈è♥❡♠❡♥t ❡st ❝❛♣❛❜❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❡r à ❧❛ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❉❡♣✉✐s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t s✐♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡✲
❝❤❡r❝❤❡s s❡ s♦♥t ♦r✐❡♥té❡s à ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❡t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✮

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉①
♠é❝❛♥✐s♠❡s ✿ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✧❇r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞✧
(B&B) ❬✸✸❪ ❬✾✽❪ ❬✶✶✾❪✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥ c s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ✭c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❡st ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣❛r ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ré❝✉rs✐❢✱ ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Si, i ∈ [1 . . . c]

s♦♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥és✱ à ❧❡✉r t♦✉r✱ ❡♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❙✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ Si✱ ♦♥ ❡st sûr q✉✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡ ❛❧♦rs Si ❡st r❡❥❡té❡✳
●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ Π ♥♦té ZΠ(I)✱ I ét❛♥t
❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ZΠ(I)✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ s✐ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Si ∈ ZΠ(I) ❛❧♦rs ❝❡s ♥÷✉❞s
❞❡s❝❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ Si✳ ▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✈✐❞❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡
t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡✲
♥✐r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡s✳
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▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❛r❜r❡ ♣♦✉r✱ s♦✐t✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛ss♦✲
❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ s♦✐t✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡✳
❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣r♦❣r❡ss❡ ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❡st ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥÷✉❞s ♣❡✉t ❡①♣❧♦s❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ➚ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡s
❛r❜r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❬✸✸❪ ❬✾✽❪ ❬✶✶✾❪✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ B&B ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✹✶❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❬✶✼❪❬✶✻❪ ❛♣♣❧✐✲
q✉és ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ❆ à ✉♥ ❛✉tr❡ ét❛t ❇✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❡♥ ❝♦✉rs
à ♣❛rt✐r ❞❡s ét❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✉♥ ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭❆✮
♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣r✐s❡ ❡t ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❡rs ✉♥ ét❛t ✭❈✮ ✜♥❛❧
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ♦✉ ❛✉❝✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥❝♦r❡ ♣r✐s❡ ✈❡rs ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ♦ù ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ♣r♦❣r❡ss❡r ❞✬✉♥ ét❛t ✈❡rs ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡
❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈♦r♠❡♥
❡t ❛❧✳ ❬✸✽❪✳

✷✳✹✳✷ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

■❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥ts s♦♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t rés♦✉❞r❡ q✉❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s
✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s ❛✉①q✉❡❧s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ♥✬❡st ♥✐ ❡①✐st❛♥t❡ ♥✐ s✐♠♣❧❡
à ♦❜t❡♥✐r✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s ♣♦✉r
êtr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ❙✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡
♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡✮ ♣❡✉t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é ❡t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣❡✉t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ êtr❡ é✈❛❧✉é❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡
tr♦✐s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉✳
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❘❡❝✉✐t s✐♠✉❧é

❈❡tt❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛s ❧♦❝❛✉①✳ ❊❧❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❑✐r❦♣❛tr✐❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✾✶❪ ❡t ❈❡r♥ý ❡t ❛❧✳ ❬✷✷❪ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✵❪✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✳ ❆♣rès ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ à ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r✳ c(s) ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é❡ à s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Rand ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
❛❧é❛t♦✐r❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛rrêté❡ ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❛♣rès
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❛♠é❧✐♦r❛♥t❡s✱ ♦✉ q✉❛♥❞ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❞♦♥♥é ❡st ❛tt❡✐♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t N(s), s ∈ S ❡st ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s ✭N(s) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥❛❣❡s ❞❡ s✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❣é♥èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s

′ ∈ N(s)✱ ❡♥s✉✐t❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❡❧❧❡
❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞✉ r❡❥❡t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❣é♥éré✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ieme ✐tér❛t✐♦♥ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ s
′

❡st ❛❝❝❡♣té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té min{1, exp−
c(s

′

)−c(s)
ti }✱ ti ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r

♣♦s✐t✐✈❡ ❛✈❡❝ limi−→∞ ti = 0✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ti+1 = αti, 0 < α < 1✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ❣é♥ér❛❧

✶ ●é♥ér❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ s ∈ S ❀
✷ best := c(s) ❀
✸ s∗ := s ❀
✹ i := 0;

✺ ré♣ét❡r
✻ ●é♥ér❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s

′ ∈ N(s) ❀

✼ s✐ Rand(0, 1) < min{1, exp−
c(s

′

)−c(s)
ti } ❛❧♦rs

✽ s := s
′

❀
✾ s✐ c(s

′

) < best ❛❧♦rs
✶✵ s∗ := s

′

❀
✶✶ best := c(s

′

) ❀

✶✷ i := i+ 1 ❀
✶✸ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛rrêt s♦✐t s❛t✐s❢❛✐t❡

▲✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s
′

❞é♣❡♥❞ ❞❡ ✿ ✭✐✮ s✐ c(s
′

) ≤ c(s) ❛❧♦rs exp
−

c(s
′

)−c(s)
ti = 1 ❡t s

′

❡st ❛❝❝❡♣té❡✳ ❖✉✱ ✭✐✐✮ s✐ c(s
′

) > c(s) ❛❧♦rs s
′

❡st ❛❝❝❡♣té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ i✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣té✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳

▼ét❤♦❞❡ ❣❧♦✉t♦♥

❉❡❝❤t❡r ❡t ❛❧ ❬✹✹❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♥trô✲
❧é❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛s à ♣❛s✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❡ ❝❤♦✐①



✷✳✹✳ ▲❊❙ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆❙ ✸✾

q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❡t s❛♥s ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ✿ ✧ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦✜t ♣❛r♠✐ ♣❧✉s✐❡✉rs
❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é✧✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❤♦✐① q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r à ❝❡t ✐♥st❛♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤♦✐① ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r q✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ❝♦♥❞✉✐r❛ à ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ●❧♦✉t♦♥s ♦♥t ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ✿

✖ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ✭♦✉ ♠ê♠❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉✲
t♦♥s✮ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✖ ❆♥❛❧②s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✖ ■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✳

✖ ❉❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❤♦✐① q✉✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❡♥s✉✐t❡✱ ♦♥ rés♦✉t ❧❡ s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ ❝❤♦✐①✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ tr♦✉✈é❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t é✈❛❧✉é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ♠❛♥q✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❉❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ s✐ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ s♦♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐✲
❝✐té ❞❡ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té✳ ■❧ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❬✶✸✹❪❬✶✺✸❪✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s ❛♠é❧✐♦rés s♦♥t ♣r♦♣♦sés✱
❲✐t♦❧❞ ❬✹✼❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ r❡❝✉✐t
s✐♠✉❧é ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣é♥ét✐q✉❡s✳

❘❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❛♣♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐st❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♠♠é❡ ❧✐st❡ t❛❜♦✉❡ ✭▲❚✮ ❡t s✉r ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐st❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❣é♥éré❡ s♦✐t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ q✉✐ ♥❡
❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ t❛❜♦✉✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①✐st❛♥t❡✳ ❋❛❝❡ ❛✉①
❧✐♠✐t❡s ♠é♠♦✐r❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈✐s✐té❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ ❧✐st❡ t❛❜♦✉ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs é❧é♠❡♥ts ✈✐s✐tés ❞❛♥s ❧❡s | LT | ✐tér❛t✐♦♥s ❡t s❡✉❧s ❧❡s ❝②❝❧❡s
❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ t❛❜♦✉ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ t❛❜♦✉ ❞és✐❣♥❡ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈♦✐s✐♥❛♥t❡s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛
❧✐st❡ t❛❜♦✉✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ t❛❜♦✉ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ♦✉ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✉ ❝②❝❧❡✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❋r❡❞ ❡t
❛❧✳ ❬✻✻❪✳
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❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝t❡s ❡t ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s

❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡s

❊①é❝✉t✐♦♥s séq✉❡♥t✐❡❧❧❡s

❊①é❝✉t✐♦♥s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♦✉ ♠✐①t❡s

❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥

■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡①❛❝t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s

■♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝t❡s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣r✐t❤♠❡s ❡①❛❝t❡s ❡t ❞❡s ♠ét❛❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s

✷✳✹✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ❡t ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s

P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ❡t ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❯♥
r❡❝❡♥s❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❡st s②♥t❤ét✐sé ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ P✉❝❤✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✻❪✳ ■❧s ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡①❛❝t❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s♦♥t ✿

✖ ▲❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡s ✿ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡t s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝t❡s
❡t ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❡♥tr❡❝r♦✐s❡r ♦✉ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

✖ ▲❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t ✐♥té❣ré ❡t s✉❜♦r❞♦♥♥é ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛îtr❡✱
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ s♦✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t❡ s♦✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡s❝❧❛✈❡✳

❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝t❡s ❡t ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s♦♥ ♦❜t❡♥t✐♦♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ▼ö❤r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✷❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ r❡❧â❝❤é ❛✈❡❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛✲
❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ♣ré♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❡✉r ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✐st❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
✜♥❛❧❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❡①✐st❛♥t❡s s♦♥t ♠❛t✉r❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦♥t
❡♥❝♦r❡ à ❧❡✉rs ❞é❜✉ts ❡t ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré❡s✳

✷✳✺ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r✐❧❧❡s ❞❡

❝❛❧❝✉❧

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s
❣r✐❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞♦♥t s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞é✜s ❧❡s ♣❧✉s r❡♥❝♦♥trés ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❖♥ ❛❜♦r❞❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳
▲✬❡♥❥❡✉ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
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▲❛ s♦✉r❝❡ ✶ ❡♥✲
✈♦✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
à ✉♥ t❛✉① ❞❡ x1d

▲❛ s♦✉r❝❡ ✸ ❡♥✲
✈♦✐❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
à ✉♥ t❛✉① ❞❡ x3

d
′

❆r❝s
(e ∈ E) ❞❡
❝❛♣❛❝✐té ce

❙ ✶ ❙ ✷ ❙ ✸ ❙ ✹

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❘és❡❛✉ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ré❞✉✐ts✳

✷✳✺✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ▼❛①✲▼✐♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▼❛①✲▼✐♥ ❋❛✐r♥❡ss✧ ❬✶✽❪ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à
tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥÷✉❞s s♦✉r❝❡s s = 1, . . . , V ✱ E ❛r❝s ❞❡
❝❛♣❛❝✐té ce, e = 1, . . . , E✳ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ D ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥
d, (d = 1, 2, . . . , D) ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣ré❞é✜♥✐ Pd ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~x ♦ù ❧❛ ieme ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r i ❡t s♦✐t χ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t δe,d ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❜✐♥❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✿

δe,d =

{

1 s✐ e ∈ Pd,

0 s✐♥♦♥.

❙♦✐t xd ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ Pd ❡t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ~x =

(x1, x2, . . . , xD) ∈ ℜD✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ~x ∈ χ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡t ❢❛✐s❛❜❧❡✳
❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ~x ❡st ❞✐t ✧♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r✧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❢❛✐s❛❜❧❡s ❞♦✐t ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❛
❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts t❛✉①✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ~y✱ s✐ ys > xs✱ ✐❧ ❞♦✐t ❛❧♦rs ❡①✐st❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s

′

t❡❧ q✉❡ xs′ ≤ xs ❡t
ys′ ≤ xs′ ✳
❯♥ ❛r❝ e ∈ Pd ❡st s❛t✉ré ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❤❡♠✐♥ Pd s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❛r❝ l ❡st s❛t✉ré ✿
ce =

∑D
d=1 δe,dx

0
d t❡❧ q✉❡ x0d ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ♥✬✐♠✲

♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❝ e✳
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❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❛♥s ❬✶✽❪ ✿
❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ ~x ❡st ✧♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r✧✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ s✉❜✐t
✉♥ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s à tr❛✈❡rs ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❝s q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ✧♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r✧✳ ▲❡ ♥♦♠ ✧♠❛①✲♠✐♥✧ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐❞é❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ♣❛rt
❞❡s s♦✉r❝❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❝❝♦r❞♦♥s ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
♣r✐♦r✐té ❛✉① ✢✉① ❛✈❡❝ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♠♠é ✧Pr♦❣r❡ss✐✈❡ ❋✐❧❧✐♥❣✧ ❬✶✽❪ ✐♥❞✉✐t à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✧♠❛①✲
♠✐♥ ❢❛✐r✧✳ ❙♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞❡s t❛✉① é❣❛✉① à ✵ ❡t à ❧❡s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
❛✉ ♠ê♠❡ r②t❤♠❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❝s s♦✐t ❛tt❡✐♥t❡✳ ❖♥ ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡
♣❧✉s ❧❡s t❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♦✉r❝❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡s ❛r❝s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s
t❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❛rrêté❡s ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❛r❝ q✉✐ s✉❜✐t ✉♥ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à s✬❡①é❝✉t❡r ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬♦♥ ♥❡
♣✉✐ss❡ ♣❧✉s ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡s t❛✉① ❞✬❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❧♦rsq✉❡✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ♦♥t ❛rrêté ❧✬❡♥✈♦✐❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐t❡ à ✉♥ ❣♦✉❧♦t ❞✬étr❛♥❣❧❡♠❡♥t s✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❛r❝s q✉✬❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t✳
❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❛①✲▼✐♥ ❡st ❧❡ ✧✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r♥❡ss✧ ❬✾❪❬✶✵✼❪ ✿ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡
❛✉① ❝❛♥❞✐❞❛ts ❞❡s ♦r❞r❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❡t ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♣r✐♦r✐tés✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ▼❛①✲▼✐♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛♥❞✐❞❛ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❥❡✉①✱ ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ❬✾✷❪ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛❞❛♣t❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❛①✲▼✐♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
❣❛✐♥s ❞✉ ❥❡✉✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❬✾✵❪❬✾✸❪ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❛①✲▼✐♥ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s
♠ê♠❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛ N = 1, . . . , n ❥♦✉❡✉rs ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ v : 2n −→ IR+

q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r v(S) ≥ 0 à ❝❤❛q✉❡ S ⊆ N ✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é ♣❛r ❙❝❤♠❡✐❞❧❡r ❝♦♥s✐st❡ à
tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞✉ ❣❛✐♥ t♦t❛❧ v(N) s✉r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs (i ∈ N)✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼✐♥✲▼❛① ❢❛✐r♥❡ss ❡st ét✉❞✐é ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s t❛✉① ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❡t
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❚❈P✴■P✱ ❧❡ r♦✉t❛❣❡ ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ rés❡❛✉✳ ❈♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ rés❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✷✹❪✱ ❬✸✶❪✱ ❬✽✾❪✱ ❡t❝✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ✢✉① ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❬✷✼❪❬✺✺❪❬✻✹❪ ❡t ❬✶✵✹❪✳

✷✳✺✳✷ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡ s♦♥t ❞❡s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ●❧♦✉t♦♥ ✿ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❛✐ss❡r ✉♥❡
r❡ss♦✉r❝❡ ✐♥♦❝❝✉♣é❡ t❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜♥❛✉① ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s tâ❝❤❡s✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❡t t❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❡r ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡
❥✉sq✉✬à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛rrêt✳
❆♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✐st❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡
❞❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P❧❛❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❞❡s
♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ❧✐st❡ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✳
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✷✳ ❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭♠❛❝❤✐♥❡✮ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳

✸✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐st❡s✱ ❛✛❡❝t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ têt❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡
à ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❤♦✐s✐❡ à ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭ét❛♣❡ ✷✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡ s♦✐❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s s♦✲
❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ ✐❧s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s
s②stè♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✧❇✐❣ ❞❛t❛✧ s♦♥t ❞❡✉① ❛t♦✉ts q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳
▲❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳ ▲❛
s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳

✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

➚ tr❛✈❡rs ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❡✉r
rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t
q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉
t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ t②♣❡s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥té ❡st
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋■❋❖ ✭❋✐srt ✐♥ ✜rst ♦✉t✮✱ ✐❧ ❡st ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■❧ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
♥♦♥ ❛❞❛♣t❛t✐❢ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ❍❛❞♦♦♣✱ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ✐❧ s✬❡①é❝✉t❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡①é❝✉tés s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳ ❆♣rès
❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❝❤❛r❣é❡s
❞❛♥s ❞❡s ❧✐st❡s ❡t s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶
♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡
❍❛❞♦♦♣✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ s♦♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢s ✭♦✉
❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ✿ ✐❧s ❝❤❛♥❣❡♥t ❧❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛✲

✭✶✮ ✭✷✮

❚r❛✈❛✐❧ ✶
s♦✉♠✐s

❚r❛✈❛✐❧ ✷
s♦✉♠✐s

q✉❡✉❡ ❋■❋❖

❚❡♠♣s

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❋■❋❖

✹✺
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♠ètr❡s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡❝tés à ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❡t❝✳✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t é✈❛❧✉és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ s♦✐t ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
s✐♠✉❧❛t❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❧❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✉
t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❋❧♦✇ ❙❤♦♣ ✿ ▼♦s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❋❧♦✇❙❤♦♣ ♥♦♠♠é❡ ✓❋❋❙✔ ✭❋❧❡①✐❜❧❡ ❋❧♦✇ ❙❤♦♣✮ à ✷ ét❛♣❡s✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❡st
◆P ❞✐✣❝✐❧❡✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉①
t♦t❛❧ ✧t♦t❛❧ ✢♦✇t✐♠❡✧ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax✳
▲♦rsq✉❡ ▼♦s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ✐❧s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t q✉❡ ✿ ✭✐✮ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs
tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ✭✐✐✮ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ✭▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡✮ s✬❡①é❝✉t❡ s✉r
✉♥❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞é❞✐é❡s✳ ✭✐✐✐✮ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ♠✐❣r❛t♦✐r❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ✐❧s ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ♣❛s q✉✬✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠✐❣r❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t tr❛✐té❡s✳ ✭✐✈✮ ❈❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ aJ
✭r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡✮✳
▼♦s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡
♠♦❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❛ ✉♥ t❛✉① ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✶✷ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥
❧✐❣♥❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té Θ( 1

ε2
) ❛✈❡❝ ε ∈]0, 1] ❡t (1 + ε) ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬✐❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞❡✉①
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts sé♣❛rés ✭σm ❡t σr✮ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té
❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡
❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✜♥❛❧ ✭σ✮✳
▲❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❢❛✐s❛❜❧❡s s♦♥t ✿ σm ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s✉r
✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ Nm ❡t σr ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ Nr✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s♦♥t
❝❛❧❝✉❧és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❙❘P❚✔ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ t❡♠♣s r❡st❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✳ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✓❙❘P❚✔ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ✹ ♣r♦♣r✐étés
❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✭❡t tr❛✈❛✐❧✮
✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❧✐♠✐t❡ ✭♦✉ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✮ q✉✬✐❧s ❞é✜♥✐ss❡♥t✳
✓❙❘P❚✔ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① t♦t❛❧ ✧t♦t❛❧
✇♦r❦✢♦✇✧ s✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✿ ✭✐✮ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❛r tr❛✈❛✐❧✱ ✭✐✐✮ q✉❡
❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s✱ ✭✐✐✐✮ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
❡t ❧♦rsq✉❡ ✭✐✈✮ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❛ ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧
wj ✱ ❡♥s✉✐t❡✱ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❡st é❣❛❧❡ à ✵ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❡st é❣❛❧❡ à 2wj ✳ ▲❛ ❞❛t❡ ❧✐♠✐t❡
♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ j ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 4∗X ❛✈❡❝ X ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡
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♣❛r♠✐ ✭✐✮ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ j ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ j ❡t ✭✐✐✐✮ ❧❛ ❞✉ré❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ j✳
P❡♥❞❛♥t ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t tr✐és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳
▲❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❡①é✲
❝✉té❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✭❞❛♥s σm ❡t σr✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ tr✐é❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r
❛✛❡❝t❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ▼❛♣ ❧❛ ♠♦✐♥s ❝❤❛r❣é❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❡❞✉❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡ ♠♦❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♦ù ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ ▼♦✲
s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ é✈♦❧✉é❡ ❞❡ ✓❙❘P❚✔
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡♥ ❧✐❣♥❡
σm ❡t σr✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ♠✐s✲à✲❥♦✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♠♠❡♥t s♦✉♠✐s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✐❧ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✭♥♦t✐♦♥ ✐♥❡①✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧✳
❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ wj ✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts
tr❛✈❛✉① s♦♥t ❣r♦✉♣és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❡♥ ❝❧❛ss❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ j ❛♣♣❛r✲
t✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ k s✐ wj ∈ [2k, 2k+1)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
tâ❝❤❡ ✭▼❛♣ m ❡t ❘❡❞✉❝❡ r✮ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ x ✭Um,x

=k ❡t U r,x
=k ✮✳

❊♥s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ j s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ j ♦♥t t❡r♠✐♥é ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❛♥s σm ❡t σr ❛✈❛♥t t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❡t t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❧❛ ♠♦✐♥s
é❧❡✈é ✭❧❛ ✈❛❧❡✉r U t,x

=k✱ ❛✈❡❝ t ∈ {m, r}✮✳
▲❡s ❝r✐t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛ss♦❝✐❡r à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❧✬✐❣♥♦r❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛❝t❡✉rs
❞✉ s②stè♠❡ ré❡❧ q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ✭✐✮

❧❛ ♥♦♥✲❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✱ ✭✐✐✮ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ rés❡❛✉✱
✭✐✐✐✮ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣ ✈❡rs ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ✭♥♦♠♠é❡ ✧s❤✉✤❡✧✮ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣✱✭✐✈✮ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s✳

✖ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ♠❛❝❤✐♥❡s ♥♦♥ r❡❧✐é❡s ✿ ❋♦t❛❦✐s ❡t ❛❧✳ ❬✺✼❪ r❡♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♠♦✲
❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ▼♦s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ■❧s ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
à ♠❛❝❤✐♥❡s ♥♦♥ r❡❧✐é❡s ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡ ❬✶✶✸❪ ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s
▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ♣❛r tr❛✈❛✐❧✳ ■❧s s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡✮ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s rés❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✮✳ ■❧s ❝♦♥s✐❞èr❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿
✭✶✮ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ❤étér♦❣è♥❡s✱ ✭✷✮ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧❛ ❞❛t❡ ✵✱ ✭✸✮ ❧❡s
tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s q✉✬❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ✭✹✮ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
s♦♥t ♥♦♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ (32 + ε)✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✾✾❪ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ t❛✉① ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
é❣❛❧ à (8 + ε)✳

▲♦rs ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❬✶✺✷❪ s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✭✐✮ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✭✐✐✮ ❧❡s
tâ❝❤❡s ♣r♦❣r❡ss❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ r❛t✐♦ ✭q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮ ❝♦♥st❛♥t à tr❛✈❡rs ❧❡
t❡♠♣s✳ ✭✐✐✐✮ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ✈❛❣✉❡s✱ ✭✐✈✮ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡



✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

✭▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡✮ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✉ré❡✳
❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
✈❛❧❛❜❧❡s✳ ▲❡ ♥♦♥✲r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣é♥❛❧✐s❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝❛r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♦♥t ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❛✉① ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♠♠é❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ❬✶✺✷❪ ❬✶✼✶❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡❝t❡r s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❡♥ r❡t❛r❞
❡t à r❡❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ s♦♥t ré❝✉♣érés✳ ●♦♦❣❧❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ❛♠é❧✐♦r❡
❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✹✹✪ ❬✹✸❪✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
❣r❛♣♣❡s à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✭✐✮ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✭✐✐✮ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳
P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❬✶✼✶❪ ❬✶✻✶❪ s♦♥t ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ s✉r
❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳
◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❱❝♦r❡s ❧✐❜r❡s✱ ❍❛❞♦♦♣ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬✉♥❡ ❞❡s
tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♦♥t é❝❤♦✉é ✭q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s t❡r♠✐♥é ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♣❛♥♥❡
s②stè♠❡✮✳ ❍❛❞♦♦♣ ❛✛❡❝t❡ ❛✉① tâ❝❤❡s q✉✐ ♦♥t é❝❤♦✉é ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ é❝❤♦✉❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❣ér❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧
❛ss♦❝✐é✳

✷✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①é❝✉té❡s✳

✸✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳

❍❛❞♦♦♣ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡t❛r❞ ❡t q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ❡♥ ❣ér❛♥t ✉♥
♣❛r❛♠ètr❡ ✓❙P✔ ✭❙❝♦r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✮ ♣❛r tâ❝❤❡✱ ✭(SP ) ∈ [0 . . . 1]✮✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✱ ✓❙P✔
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✱
✓❙P✔ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✿ ✭✐✮ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✭✐✐✮ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
tr✐❡ ❡t ✭✐✐✐✮ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤❛s❡s ♣rés❡♥t❡ ❧❡ 1

3 ❞❡ ✓❙P✔ ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ✓❙P✔ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ s❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❞❡ 1

3 + 1
3 + (12 × 1

3)✳
❍❛❞♦♦♣ ❝❛❧❝✉❧ ✉♥ ✓❙❊❙✔ ✭❙❡✉✐❧ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✮ ♣❛r tr❛✈❛✐❧✱ ✉♥ ✓❙❊❙✔ ❡st ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✓❙P✔ ❛ss♦❝✐és ❛✉① tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s
❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st s✉♣♣♦sé❡ êtr❡ ❡♥ r❡t❛r❞ ❡t ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r
❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ✿

✶✳ ▲❡ s❝♦r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ✓❙P✔ > ✓❙❊❙✔ ✲ ✵✳✷✳

✷✳ ▲❛ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡ ❞❡♣✉✐s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♠✐♥✉t❡

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ ✓❙P✔ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ✓❙❊❙✔ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s éq✉✐✈❛✲
❧❡♥t❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ r❡t❛r❞✳ ❉♦♥❝✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧❛♥❝é❡s ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ s✬❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✓❙❊❙✔ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ♣✉✐sq✉❡
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❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ✈❛❣✉❡s ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❣é♥ér❛✲
❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❣✉❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à
❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❣✉❡ s✉✐✈❛♥t❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝r✐tèr❡s q✉✬✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝❧❛ss♦♥s ❡♥ ❝✐♥q ❣r♦✉♣❡s✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
ét✉❞✐és ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶ ❡t ✸✳✷ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❆✈❡❝ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❡t ❡♥tr❡ ❧❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭♦✉ ❧✐st❡✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ♣rés❡♥tés
♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋■❋❖ ❛ é✈♦❧✉é ♣♦✉r s✉♣♣♦rt❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r✐♦r✐tés✳
▲♦rsq✉✬✉♥ ❱❝♦r❡s ❡st ❧✐❜r❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❋■❋❖ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t❡
♣r✐♦r✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❛t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥❡ ❣èr❡ ♣❛s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ♥✐ ❡♥tr❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s t❛✐❧❧❡s✱ ♥✐ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ■❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ♣❛rt❛❣❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❛♣♣❡❧❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✖ P❛rt❛❣❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭♦✉ tr❛✈❛✉① ♦✉
tâ❝❤❡s✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛✉r❛ 1

n
❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ à ♣❛rt❛❣❡r✳

✖ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ▼❛①✲▼✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✿ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r à
❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❝♦♥✜❣✉ré❡ ❡t ♥é❝❡ss❛✐r❡ à s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
r❛t✐♦ q✉✬✐❧s ♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳

✖ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ▼❛①✲▼✐♥ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ✿ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ♣♦✐❞s s❡❧♦♥ s♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡t à ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs
✐♠♣❧é♠❡♥tés ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ✭❋❛✐r❙❝❤❡❞✉❧❡r ❡t ❝❛♣❛❝✐t② ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❍❛❞♦♦♣✳

✸✳✷✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❋❙✔ ✭❋❛✐r❙❝❤❡❞✉❧❡r✮

❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❋❛❝❡❇♦♦❦ ❬✶✻✾❪ ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞✬❍❛❞♦♦♣ à ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡✳ ■❧ ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓ ♠❛①✲♠✐♥ ❢❛✐r♥❡ss ✔✳ ■❧ ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✿ ✐❧ ♣❛r✲
t❛❣❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭✐s♦❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮ ❡t ✐❧ ✈❡✐❧❧❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❡①♣❧♦✐té❡s ✭r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮✳
✓❋❙✔ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ■❧ ❢♦✉r✲
♥✐t à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡t ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧✐st❡s✳ ■❧ ❝♦♥trô❧❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❛✛❡❝tés à ❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❞✉ ♣❧✉s ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❋❙✔ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❋■❋❖✱ ✓❋❙✔ ♦✉ ✓❉❘❋✔ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ❬✻✸❪✮✳ P♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✱
✓❋❙✔ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛r ❧✐st❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
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r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r t✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❡t ré❛✛❡❝t❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ré❝✉♣éré❡s à
❝❡tt❡ ❧✐st❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❛ss✉r❡ ❧❡ ♥♦♥✲❜❧♦❝❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❡rt❡s ❧♦rs ❞❡
❧❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✓❋❙✔ ❡st ❝♦♥✜❣✉ré ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ♣❛r tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s s❡r♦♥t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐❞s✳ ✓❋❙✔ ❢♦✉r♥✐t ❛✉① ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❡t ❞❡ ✜①❡r ✉♥ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛r ❧✐st❡✳
❙❡✉❧s ❧❡s ❱❝♦r❡s s♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❬✷✵❪✳ P♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱
✓❋❙✔ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ s❡ rés✉♠❡♥t s♦✐t à t✉❡r ❧❛ tâ❝❤❡✱ s♦✐t à ❛tt❡♥❞r❡ s❛ ✜♥✳ ❆✉ ❝❛s
♦ù ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r t✉❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❧✐st❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ s✉r❝❛♣❛❝✐té ♣♦✉r ❛✛❡❝t❡r
❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉① ❧✐st❡s s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ s♦✉s ❝❛♣❛❝✐té✳
▲♦rsq✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✱ ❡❧❧❡ ❡st r❡❧❛♥❝é ❝♦♠♠❡ s✐ ❡❧❧❡ s✬❡①é❝✉t❛✐t ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❢♦✐s✳ ▲❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs ♦♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✿ ✐❧s
♣❡✉✈❡♥t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s❡r♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❞✬✉♥❡
❢❛ç♦♥ ❡♥tr❡❧❛❝é❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡tt❡ ❧✐st❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❋❙✔✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✓❋❙✔✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❣éré❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷❛ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ✓❋❙✔ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝
❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐st❡✱ s✉✐t❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❣r❛♥❞
tr❛✈❛✐❧ ✭♥✉♠ér♦ ✶✮✱ ✐❧ ♦❝❝✉♣❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s rés❡r✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛✲
✈❛✐❧✱ ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡st s♦✉♠✐s✱ ✐❧ ❞é♠❛rr❡ ❡t ré❝✉♣èr❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡✮✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ (2) ❡t ❧❛
❞❛t❡ ♦ù ✐❧ r❡ç♦✐t s❛ ♣❛rt ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r

✭✶✮

✭✷✮

❚r❛✈❛✐❧ ✶
s♦✉♠✐s

❚r❛✈❛✐❧ ✷
s♦✉♠✐s

q✉❡✉❡ ❋❛✐r s❤❛r❡
✭♣♦♦❧✴q✉❡✉❡✮

❚❡♠♣s

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥

✭❛✮ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐st❡

✭✶✮

✭✷✮ ✭✸✮

❚r❛✈❛✐❧ ✶
s♦✉♠✐s

❚r❛✈❛✐❧ ✷
s♦✉♠✐s

❚r❛✈❛✐❧ ✸
s♦✉♠✐s

q✉❡✉❡ ❆
✭❋❛✐r s❤❛r❡✮

q✉❡✉❡ ❇
✭❋❛✐r s❤❛r❡✮

❚❡♠♣s

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥

✭❜✮ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡✉① ❧✐st❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❋❙✔✳
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❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧✳ ❆♣rès ❧❛ ✜♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ (2)✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (1) ré❝✉♣èr❡ s❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r
❧❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷❜ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ✓❋❙✔ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❧✐st❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐st❡s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❆ ❡t ❇✳ ❆ ❧❛
s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ (1) ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❇✱ ✐❧ ❛❧❧♦✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡
tr❛✈❛✐❧ (2) ❡st s♦✉♠✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❆✱ ✐❧ ré❝✉♣èr❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ ❢✉r ❡t
à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (1) ❧❡s ❧✐❜èr❡✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❆ s♦✉♠❡t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (3)✱ ✐❧ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s rés❡r✈é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❆
❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (2) ✭s♦✉♠✐s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① (2) ❡t
(3) ré❝✉♣èr❡ ❧❡ 1

4 ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (1) ❝♦♥t✐♥✉❡ à s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠♦✐t✐é ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ♣❛rt❛❣é❡s éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s
❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❆♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❆✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ (1) ré❝✉♣èr❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❧✐❜éré❡s ❡t t❡r♠✐♥❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
✓❋❙✔ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♥✐ ❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s
❝❤❛r❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♥÷✉❞s ❡s❝❧❛✈❡s ♥✐ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❡♥tr❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❡t ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉①✳

✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❈❙✔ ✭❈❛♣❛❝✐t② ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮

▲❡ ❈❛♣❛❝✐t② ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❨❛❤♦♦ ❬✺✽❪✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ♠✉❧t✐❝❧✐❡♥t ✭♠✉❧t✐t❡♥❛♥❝②✮✳ ❙❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✓❋❙✔✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐st❡s✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧✐st❡ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t ✐❧ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s r❡s✲
s♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ t❛✉① ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❛✛❡❝t❡r ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡♠❛♥❞é❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡✉r ré❝✉♣èr❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✓❋❙✔✳ ✓❈❙✔ rés❡r✈❡

✭✶✮

✭✷✮

❚r❛✈❛✐❧ ✶
s♦✉♠✐s

❚r❛✈❛✐❧ ✷
s♦✉♠✐s

q✉❡✉❡ ❇

q✉❡✉❡ ❆

❚❡♠♣s

❯t✐❧✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❊①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❈❙✔
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à ❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡ s❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡♠❛♥❞é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
❧❡ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡
❧✐st❡ ❡st rés❡r✈é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ✜♥✐r q✉✬❛✈❡❝ ✓❋❙✔ ❡t ❋■❋❖✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣r✐♠é à tr❛✈❡rs ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s rés❡r✈é❡s à ❧❛ ❧✐st❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st
❛ss♦❝✐é✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ✓❈❙✔ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❞♦♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧♦rsq✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐❜r❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡
♣❡r♠❡t à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✜①é❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t
q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞♦✐t ❞é✜♥✐r✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ r❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r✲
♠❡t ❛✉① ❣r❛♥❞s tr❛✈❛✉① ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐❜r❡s ✭❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❞é♣❛ss❡♠❡♥t ❛✉t♦r✐sé
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❡✉rs t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r
❧❛ ❢❛♠✐♥❡ ❞❡s ♣❡t✐ts tr❛✈❛✉① ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t ❛✉① ❧✐st❡s ✈✐❞❡s ✭❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✮ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞ès ❧❡✉rs s♦✉♠✐ss✐♦♥s✳

✸✳✷✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❆❘▲❆

▼❛r❧❛ ❬✺✷❪ ❬✼✶❪ ❡st ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✬❍❛❞♦♦♣✳ ❙♦♥ ✐❞é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ tâ❝❤❡s à ❧❡✉r
r②t❤♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✬❛♣rès ❛✈♦✐r t❡r♠✐♥é ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❆❧♦rs q✉❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡s ❡①é❝✉t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳
▼❛r❧❛ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✿

✖ ▲❡ ❙♣❧✐tt❡r ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❍❉❋❙ s✉r ❍❛❞♦♦♣✱ ▼❆❘▲❆ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ♣❛rt❛❣é
t❡❧ q✉❡ ●P❋❙ ❡t ◆❋❙ ❝♦♠♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ■✴❖✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛r❧❛✱ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞✬❍❛❞♦♦♣✱ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rt✐♦♥s ♣r❡sq✉❡
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t
❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❡❧❧❡s s♦♥t ❝réé❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ♣♦rt✐♦♥s très ✜♥❡s ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡①é❝✉t❡r♦♥t ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳
■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ tâ❝❤❡s à ❝ré❡r✳ ❖♥ ❛❥✉st❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ❡t ♦♥ ❝ré❡ ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✮✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛
♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡ ❡①é❝✉t❡ ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ▼❛r❧❛ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ♣❛rt❛❣és ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ❉❡
❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❣éré❡s ❞❡ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ s♦♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❣éré❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✳ ◗✉❛♥❞ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞é♣♦s❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ♣❛rt❛❣é ❡st ♦♣t✐♠✐sé ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛❝❤❡ ❡t r❡♥❞r❡ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ✈✐s✐❜❧❡s à t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❊♥ rés✉♠é ▼❆❘▲❆ ♣r♦✜t❡ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❛♣♣♦rtés ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ♣❛rt❛❣és
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✭♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❧♦rs ❞❡s tr❛♥s❢❡rts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✳

✖ ▲❡ ❚❛s❦❈♦♥tr♦❧❧❡r ✿ ❝❡t é❧é♠❡♥t ♠❛îtr❡ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉① ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ♣r♦✜t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ♣❛rt❛❣é ♣♦✉r ❛✛❡❝t❡r ❧❡s
tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❣ér❡r ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✖ ▲❡ ❋❛✉❧t❚r❛❝❦❡r ✿ ❝✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❧❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
é❝❤♦✉é❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❍❛❞♦♦♣ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r
❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉① ♣❛♥♥❡s✳ ▼❆❘▲❆ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✿ s✐ ✉♥❡ tâ❝❤❡ i é❝❤♦✉❡ s✉r ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ j✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ à ✉♥❡ ❧✐st❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ❛✛❡❝té❡ à
✧j✧ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i s♦✐t ❛✛❡❝té à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ j′✳ ❙✐ ❧❛ t❛❝❤❡ i ré✉ss✐t s♦♥
❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ j′✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ j r❡ç♦✐t ✉♥ ❛✈❡rt✐ss❡♠❡♥t ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡s
♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t tr♦✐s ❛✈❡rt✐ss❡♠❡♥ts ❞✬❡rr❡✉rs s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❡rr♦♥é❡s ❡t r❡st❡♥t
❛✉ r❡♣♦s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ♣é♥❛❧✐té✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ s♦♥t ❡♥ ♣❛♥♥❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧❛♥❝❡ ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛
♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡♥ s✉r❝❤❛r❣❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧✬❛rrêt
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❧✉s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❆❘▲❆ ❡st
q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t s❡r✈✐❡s t❛♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ t♦✉r♥❡♥t s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲✬é✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ✐❞é❡s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ▼❆❘▲❆ ❛ ♠♦♥tré ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ✓❈❙✔ ❡t ✓❋❙✔✳

✸✳✷✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉❘❋✔ ✭❉♦♠✐♥❛♥t ❘❡s♦✉r❝❡ ❋❛✐r♥❡ss✮

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❉❘❋✔ ❬✻✸❪ ❛❞r❡ss❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❡st
❞❡st✐♥é à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
éq✉✐t❛❜❧❡ ♠❛①✲♠✐♥✳ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❜❛sés s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛①✲♠✐♥ t❡❧ q✉❡ ✓❋❙✔ ♦✉ ✓❈❙✔
❣èr❡♥t ❡t ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r A

❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❈P❯ ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❙✐ ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ B ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❈P❯✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❣èr❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❄
✓❉❘❋✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛ ♣❛rt ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡ à ❧❛ ♣❛rt ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ✓❉❘❋✔ ré❝✉♣èr❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣❛rt ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❞❡s tâ❝❤❡s à ❡①é❝✉t❡r
♣♦✉r ❝❡t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❙✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❝❡t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭❛ss❡③ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✮✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛♥❝é❡ s✉r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❙✐♥♦♥
♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r t❡r♠✐♥❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s s❡s tâ❝❤❡s ♦ù s✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❞❡ s❡s tâ❝❤❡s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♣❛ss❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
s✉✐✈❛♥t ♣♦ssé❞❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣❛rt ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❡t ❡①é❝✉t❡ s❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡♠❡♥t s✬❛rrêt❡ ❞ès q✉✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡st s❛t✉ré❡✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ♣♦♥❞éré❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛✲
t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ é❣❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs



✺✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

♥❡ ré♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs✳ ❚❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣❛rt
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ ♣❛②❡♥t ♣❧✉s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✓❉❘❋✔ ♣♦♥❞éré✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r i ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s Wi =

〈wi,1, ·, wi,m〉 ♦ù wi,j ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r i ♣♦✉r ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ j✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣❛rt ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r si = maxj{
ui,j
wi,j
} ♦ù ui,j ❡st ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ j ❛ss♦✲

❝✐é❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r i✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs i ❡t j ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ❡t ❧❡ r❛t✐♦✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rts
❞♦♠✐♥❛♥t❡s✱ ❡st é❣❛❧ à

wi

wj
✱ ❧❡ ✧ ❉❘❋ ✧ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡st ré❞✉✐t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧ ❉❘❋ ✧✳

❆♣rès ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ♣❛r ❘❉❋✱ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❋■❋❖ ♦✉
✓❋❙✔s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❧✐st❡s ✭♥✐✈❡❛✉① ♦ù ♦♥ ✈❡✉t ❛✛❡❝t❡r
❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ♦✉ tâ❝❤❡s✮✳

✸✳✷✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓◆❆❚❆✔ ✭◆❡t✇♦r❦✲❆✇❛r❡ ❚❛s❦ ❆ss✐❣♥❡♠❡♥t✮

❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❬✶✺✾❪ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛❝❦s✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✐♥✲♠❛① ✵✲✶ ❡t rés♦❧✉ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ◆❆❚❆ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐✲
s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣❛r ♣❤❛s❡ ▼❛♣ ♣✉✐s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❣èr❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❜❛✐❡s ❞✐st❛♥ts ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✳
◆❆❚❆ ❡st é✈❛❧✉é ❞❛♥s ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s♦♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ❢❛❝❡ ❛✉① ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❍❛❞♦♦♣ ♦r✐❣✐♥❛✉① ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ▲❆❘❚❙ ❬✻✾❪ q✉✐
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡✳

✸✳✷✳✻ ❆✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

◆❛❞✉r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✹❪ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❛✛❡❝t❛♥t ❛✉①
♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ■❧ t✐❡♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❝♣✉✱ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✐sq✉❡ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡t✮ ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❏❱▼ ✭❏❛✈❛
✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ♣♦✉r ❧❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❡t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❢✉t✉r❡s✳
P♦❧♦ ❛t ❛❧✳ ❬✶✷✹❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✓❘❆❙✔ ✭❘❡s♦✉r❝❡✲❛✇❛r❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s
s♦♥t ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❡t
P♦❧♦ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧❡ r❡❝✉❡✐❧ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s tr❛✈❛✉①
♣♦✉r ❛❥✉st❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛❞❛♣t❡r
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❱❝♦r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥
❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳



✸✳✸✳ ❆▼➱▲■❖❘❆❚■❖◆ ❉❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙ ❉❊ ▲❆ ●❘❆PP❊ ✺✺

❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥♦♠♠é ▲sP❙ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛
❣r❛♣♣❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ s✉✐✈r❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s
❡t ✐❞❡♥t✐✜és✳
❨♦♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✻✽❪ ❝❤❡r❝❤❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭❨●▼✮ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
✭éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✮✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✈✐s❡♥t à ❛✛❡❝t❡r ❧❡s
tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ❝❤❛r❣é❡s t♦✉t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❜✐❡♥ st❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s à ✉♥ s❡✉✐❧ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é ❡t ♠❡ttr❡ ❛✉ r❡♣♦s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦✉s✲❡①♣❧♦✐té❡s✳
◆❛t❤❛♥❛❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✸✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✓❍❙❘❚❋✔ ✭❙❤♦rt❡st ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ❚✐♠❡ ❋✐rst P♦❧✐❝② ✐♥ ❙❤❛r❡❞ ❍❛❞♦♦♣

❈❧✉st❡rs✮ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✧❙❘❚❋✧ ✭❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❬✼✵❪✮✱ ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡s ❞❡s
❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳
❉✬❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡①✐st❡♥t ❝♦♠♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✧❈❤♦♦s②✧ ❬✻✺❪ q✉✐ ❡st ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✧▼❛①✲▼✐♥ ❋❛✐r♥❡ss✧✳

✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ❉❡
❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉①✳

✸✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉❙✔ ✭❉❡❧❛② ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮

▲♦rs ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s✉r ❍❛❞♦♦♣✱ ❩❛❤❛r✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✵❪ ♦♥t tr♦✉✈é q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡
❡st s❛t✉ré❡ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❢❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❛♠✐♥❡✳ ▲❡s tâ❝❤❡s✱
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡✱ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡t✱ ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❩❛❤❛r✐❛ ❡t
❛❧✳ ♦♥t r❡♠❛rq✉é ❞✉r❛♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡t❛r❞❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❞❡♠❛♥❞é❡✳
❆✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✓❉❙✔✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥✬❛✛❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s tâ❝❤❡s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✈❡❝
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s q✉✐ s❡ ♣rés❡♥t❡✳ ■❧ ❛tt❡♥❞ ❧❛ ❞✉ré❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❝❤❛♥❝❡
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ r❡t❛r❞ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ s✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❄ ❩❛❤❛r✐❛ ❡t ❛❧ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❝❡tt❡
❞✉ré❡ ❞❡ r❡t❛r❞ D ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭✐✮ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡ R✮ ❡t
✭✐✐✮ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ✭t❛✉①✮ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té λ q✉✬♦♥ ✈❡✉t r❡s♣❡❝t❡r ♣♦✉r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ j ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N tâ❝❤❡s
❞❡ ❞✉ré❡ T ❝❤❛❝✉♥❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ M ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ♣♦ssè❞❡ L ❱❝♦r❡s✱
♦♥ ❛ ✿

D ≥ −M

R
ln

(

(1− λ)N

1 + (1− λ)N

)
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❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✉♥ ❱❝♦r❡s s❡ ❧✐❜èr❡ t♦✉t❡s ❧❡s
T

LM
s❡❝♦♥❞❡s✳ P♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ j✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞♦✐t

❛tt❡♥❞r❡
DT

LM
s❡❝♦♥❞❡s ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ j s❛♥s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✉

❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r λ = 0.95✱ N = 20 ❡t R = 3✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t D ≥ 0.23M ✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧❡ t❡♠♣s
♠❛①✐♠❛❧ q✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❛✈❛♥t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s❛♥s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✉ ❝r✐tèr❡

❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡st
D

LM
T ✳ P♦✉r L = 8 ❡t M = 1✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭= 0.23T ✮ ❡st ❞❡ ✷✳✽✪ ❞❡ ❧❛

♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❞✉✐t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳
✓❉❙✔❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥té❣ré✱ ❝♦♠♠❡ ♦♣t✐♦♥ ♥♦♥ ❛❝t✐✈é❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✱ ❛✉① ❞❡✉①
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ✓❋❙✔ ❡t ✓❈❙✔✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ r❡❧â❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡
éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❧❛ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ✓❉❙✔ ✐♥té❣ré à ✓❋❙✔ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡
♣❡t✐t❡s t❛✐❧❧❡s ✭❡♥tr❡ ✶ ❡t ✷✺ tâ❝❤❡s ▼❛♣✮ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ✓❉❙✔ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ✺✳

✸✳✸✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔ ✭▲♦♥❣❡st ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❚✐♠❡ t♦ ❊♥❞✮

❩❛❤❛r✐❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✼✶❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ✓▲❆❚❊✔ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✱ q✉✐
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❤❛r❣é❡s✳ ■❧ ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r
❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡t❛r❞ ❡t ❧❛♥❝❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♣✐❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ■❧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts s✐ ❧❡s
❝÷✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦ût ❧♦rs ❞✉
❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ✓▲❆❚❊✔ ❜♦r♥❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✓❙P✔
q✉✐ ❡st ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❍❛❞♦♦♣ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s à ❧❛♥❝❡r ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡
✓❙P✔ ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ✓▲❆❚❊✔ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡st❛♥t✱ left(i)✱ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳ left(i) =
1− ❙P✭✐✮

❚❛✉① ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥
❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡

♣r♦❣r❡ss✐♦♥❂
❙P✭✐✮
T

✱ ❛✈❡❝ T ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❞❡♣✉✐s s♦♥ ❞é❜✉t ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❛t❡
❝♦✉r❛♥t❡✳
✓▲❆❚❊✔ ❛ ♠♦♥tré ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡✳ ❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❛ été t❡sté s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤étér♦❣è♥❡ s✉r ❧❡ ❝❧♦✉❞ ❊❈✷ ❬✶✸✺❪
❞✬❆♠❛③♦♥✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✷✼✪ ❛✈❡❝
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ❛❝t✐✈é❡ ❡t ✸✶✪ s❛♥s s♦♥ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦♥t été ❛♣♣♦r✲
té❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❛♥tr✐ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✹✮ ❡t ❇❆❙❊ ✭s❡❝t✐♦♥
✸✳✸✳✸✮✳
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✸✳✸✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❇❆❙❊✔ ✭❇❆❙❊ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮

Pr♦♣♦sé ♣❛r ❩❤❡♥❤✉❛ ❡t ❛❧✳ ❬✻✼❪✱ ✓❇❆❙❊✔ ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔✳ ■❧
s✉♣♣♦s❡ ❛✉ ❞é♣❛rt q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞✬❍❛❞♦♦♣ ✭✓❋❙✔✱ ✓❈❙✔♦✉ ❋■❋❖✮✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡
tâ❝❤❡ ✭❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛♥❝❡r ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ❡st ♣r✐s❡✳
✓❇❆❙❊✔ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✭s♣é❝✉❧❛t✐✈❡ ♦✉ ♥♦♥✮
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s♦♥ t❛✉① ❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❩❛❤❛r✐❛ ❡t ❛❧ ❬✶✼✶❪ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t✳
✓❇❆❙❊✔ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✧❱♦❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✧ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
✭❱❝♦r❡s✮ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st ❛✛❡❝té à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ j ❡t q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à j✳ ▲❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❩❤❡♥❤✉❛ ❡t ❛❧✳
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ tâ❝❤❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❝❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ j ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞✬❛✉tr❡s
tr❛✈❛✉①✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t r❡st✐t✉é❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s❡r♦♥t s♦❧❧✐❝✐té❡s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❡ j✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ✧✈♦❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✧✳ ❊❧❧❡ s✬❛❞❛♣t❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❛✉ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡t ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ❛✈❡❝ t♦✉s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✳
❆♣rès ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
❡s❝❧❛✈❡s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❋■❋❖✳ ❩❤❡♥❤✉❛ ❡t ❛❧ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s q✉✬✐❧s
♣r♦♣♦s❡♥t s♦♥t ✿

✖ ✓❙❚▼❆✔ ✭❙❤♦rt❡st ❚✐♠❡ ▲❡❢t ▼♦st ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❛✉r♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳

✖ ✓▲❚▲▼✔ ✭▲♦♥❣❡st ❚✐♠❡ ▲❡❢t ▼♦st✮ ✿ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❡r♦♥t ❛✛❡❝té❡s✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ à ❧❛ tâ❝❤❡s
❛✈❡❝ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✳

✖ ✓❙❚▼✔ ✭❙♣❡❝✉❧❛t✐✈❡ ❚❛s❦ ▼♦st✮ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢ s♦♥t ♣r✐✈✐✲
❧é❣✐é❡s✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❋■❋❖ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡✳

✖ ✓▲❚▼✔ ✭▲❛❣❣❛r❞ ❚❛s❦ ▼♦st✮ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡t❛r❞ s♦♥t ❧❛♥❝é❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♥❡ ❢❛✐t
♣❛s ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡st ♦r❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ✭q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s✮✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ tr♦✉✈é✳

✖ ✓❊✈❡♥✔ ✿ ❝♦♥s✐st❡ à ♣❛rt❛❣❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳

✖ ❋■❋❖ ✿ ♣r❡♠✐❡r ✈❡♥✉✱ ♣r❡♠✐❡r s❡r✈✐✳

❉✉r❛♥t ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧✈♦❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡♥tr❡ ✺✪ ❡t ✺✽✪ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❇❆❙❊✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♠♦❞❡ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ❊❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ❧❛♥❝é❡s q✉❡ s✐ ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✓❇❆❙❊✔ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✧✈♦❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡✧ ❛✈❡❝ ✓▲❚▼✔



✺✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♦✉ ♣❛r ❧❡s
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡♥t
✉♥ ❛❝❝ès ✐♥t❡♥s✐❢ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥
❞❡s tr❛✈❛✉①✳

✸✳✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ✭❘❡♣❧✐❝❛✲❆✇❛r❡ ▼❛♣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ▼❛♣❘❡✲

❞✉❝❡✮

✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❛✉①
❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✳ ❙✉✐t❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬✼✻❪✱ ✷✸✪ ❞❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✱ ✺✺✪ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉✲
t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ✺✵✪ ❞❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ❛❜♦✉t✐ss❡♥t ❡t s❡ t❡r♠✐♥❡♥t✳ ✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ✈✐s❡ à
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ s✬❡①é✲
❝✉t❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡♥ ❞❡✉① ✈❛❣✉❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
s❡r✈✐r❛ à r❡♠♣❧✐r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ ✈✐❞❡s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ✈❛❣✉❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡
❞✉r❛♥t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛❣✉❡ ♣r♦✜t❡r❛ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ré❝✉♣érés ❞❡s
tâ❝❤❡s t❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s✳ ▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ✿

✖ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ✭♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✮ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s
▼❛♣ ❡♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳

✖ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ q✉✐ ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣✳ ❈❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲❡
t❛✉① ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ j ❡st é❣❛❧ à max1≤i≤N,i 6=jSc

j
i ❛✈❡❝ Sc

j
i ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rt✐♦♥

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ j ❡t i✳ N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳

✖ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❞✬êtr❡ tr❛✐té❡s
❡♥ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ❛✉t♦r✐s❡ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s
♣❛r ■❜r❛❤✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❞❡ ✶✻✪ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❋❙✔✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ✷✹✪ ♣♦✉r ✷✵✵ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❞❡ ✹✪
♣♦✉r ✶✻✵✵ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤étér♦❣è♥❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ✸✹✪ ♣♦✉r ✷✵✵ ▼❛♣ ❡t ❞❡ ✻✪ ♣♦✉r
✶✻✵✵ ▼❛♣ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✸✳✸✳✺ ❆✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

❆②s❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❈❖❙❍❍✔ ✭❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❛✲

s❡❞ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❍❛❞♦♦♣✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥ ♣❧✉s ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ■❧ s❡
❜❛s❡ s✉r ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❧✐st❡s✳ ▼❘♣❡r❢ ❡st ❧❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❈❖❙❍❍✔✳ ❋❡♥❣ ❨❛♥ ♣r♦♣♦s❡ ❉②❙❝❛❧❡ ❬✶✻✷❪ ❬✶✻✸❪



✸✳✹✳ ❘❊❙P❊❈❚ ❉❊ ▲❆ ◗❯❆▲■❚➱ ❉❊ ❙❊❘❱■❈❊ ✺✾

♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s ✭✈✐rt✉❡❧❧❡s✮✳ ■❧s ❞✐✲
✈✐s❡♥t ❧❡s ❝÷✉rs ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❝÷✉r r❛♣✐❞❡ ❡t ❝÷✉r ❧❡♥t✳ ■❧s ❝❧❛ss❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝÷✉rs r❛♣✐❞❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❝÷✉rs ❧❡♥ts s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s
❡♥ ❧♦ts ✭❜❛t❝❤✮✳
◗✉❛♥ ❝❤❡♥ ❬✷✻❪ ♣r♦♣♦s❡ ✓❍❆❚✔ ✭❍✐st♦r② ❜❛s❡❞ ❆✉t♦✲❚✉♥✐♥❣ ♠❛♣r❡❞✉❝❡✮✳ ■❧ s✉✐t ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❧❛
♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ r❡t❛r❞✳ ❈✬❡st
✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❚❊✔✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦ûts
❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡✱ ✐❧s ❝❧❛ss❡♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❢❛✐❜❧❡ ♦✉ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡t ✐❧ ❣èr❡
❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❆❜♦✉❧♥❛❣❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳
▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ✇❛♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✺✵❪ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❧❛ss❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡♥ tr❛✈❛✉① ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉rs
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❋■❋❖ q✉✐ s❡
❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥♦♠♠é
✓❈■❈❙✔ ✭❈P❯ ❛♥❞ ■✴❖ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣②✮ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳
❚❛②s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✸✻❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✧❖♥❧✐♥❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ▼❛♣❘❡✲
❞✉❝❡ ❡t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❡♥✈♦②❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✈❡rs ❧❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞ès ❧❡✉r ré❝❡♣t✐♦♥✳
▼✐♥❣❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✷❪ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ■❧s ❝♦♥s✐✲
❞èr❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧♦t ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ■❧s ♣r♦✲
♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ▼❛①❙❘P❚ ❡t ❙♣❧✐t❙❘P❚ q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts
à r❛t✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❝♦♥st❛♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉rs é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡♥ ♠♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st
❞❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✸ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣t✐♠❛❧❡✳

✸✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝❧✐❡♥ts✱ q✉✐ ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡s ❞❛t❡s
❞❡ ✜♥ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❲♦❧❢ ❡t ❛❧✳ ❬✶✺✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✓❋▲❊❳✔ ✭❋❧❡①✐❜❧❡
❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✮ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ♣♦✉r ❝❤♦✐✲
s✐r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉①✱ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ r❡t❛r❞✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s r❡t❛r❞s ♦✉ ❛♠é❧✐♦r❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts✳ ✓❋▲❊❳✔ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tâ❝❤❡s ♠❛❧❧é❛❜❧❡s✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥t
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

✸✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉❈❙✔ ✭❉❡❛❞❧✐♥❡ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮

✓❉❈❙✔ ❬✽✽❪ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ✭❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✬✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ✜①é❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✮✳
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❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ♠✐s ❡♥
♣❧❛❝❡ ✿ ✭✐✮ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❡t ✭✐✐✮ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ✓❉❈❙✔ t❡st❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡
♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té ♦✉ ♥♦♥✳
▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r
❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛❝❝❡♣té✱ ✐❧ s❡r❛ ❛❥♦✉té à ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡
❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣r✐♦r✐té✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st✱ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱
❜❛sé s✉r ✿

✖ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳

✖ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r✳

✓❉❈❙✔ r❡❧â❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉r❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲♦rs ❞❡ s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✓❉❈❙✔ ❛ ♣✉
r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ✓❉❈❙✔ ❡st é✈❛❧✉é s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧
✧WordCount✧✳ ✓❉❈❙✔ ♥✬❡st ♣❛s é✈❛❧✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥
❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❡ r❡t❛r❞ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s✉❜✐ ❞❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉①✳

✸✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❊❉❈❙✔ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮

✓❊❉❈❙✔ ❬✶✷✺❪ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉❈❙✔ ✳ ■❧ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ✐♥s✉✣✲
s❛♥❝❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ✓❉❈❙✔ ✳ ■❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡
❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①✳ ✓❊❉❈❙✔ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳
P♦❧♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✺❪ ♦♥t ét✉❞✐é tr♦✐s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿
✭✶✮ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉♠✐s❡s✱ ❡♥ ❝♦✉rs ❡t r❡st❛♥t❡s✳ ✭✷✮ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡✱ ❧❡ t❡♠♣s é❝♦✉❧é ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣ t❡r♠✐♥é❡s✳ ✭✸✮ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ à ✉♥ ✐♥st❛♥t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ r❡st❛♥t
♣♦✉r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ■❧ ❛✐❞❡ à ❛❥✉st❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ ❛❧❧♦✉é❡s✱ ♣♦✉r ❛ss✉✲
r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛✛❡❝tés
❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés✳ ❚r♦✐s ❝❧❛ss❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ✿

✖ ❯◆❉❊❆❉ ✿ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r ♠❛✐s ✐❧ ❞é♣❛ss❡r❛ s❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♣ré✈✉❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳

✖ ◆❖❉❆❚❆ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳

✖ ❆❉❏❯❙❚ ✿ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ❞❡ ♠♦✐♥s
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❯◆❉❊❆❉
❡t ◆❖❉❆❚❆ s♦♥t ♠✐s à ❥♦✉r à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✳ ❉✉ ♠♦♠❡♥t q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ré✈✐s❡ ❝❡s
❞é❝✐s✐♦♥s ✭❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛tt❡♥❞✉❡✮ ♦✉ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❡ ❧✐❜èr❡♥t✱ ❧✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡s
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tr❛✈❛✉① ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é❡✳ ▲❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥t ♠♦♥tré ✉♥ t❛✉① é❧❡✈é ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✽✵✪✮ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳

✸✳✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❘❆❚❈❚P✔ ✭❘❡s♦✉r❝❡✲❆✇❛r❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤ ❈♦✉✲

♣❧✐♥❣ ❚❛s❦ Pr♦❣r❡ss✮

❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❬✶✹✶❪ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❛ss✉r❛♥t
✉♥ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✳
▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs ✐♠♣❧é♠❡♥tés ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✱ t❡❧s q✉❡ ✓❋❙✔✱ ❞✐✈✐s❡♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ■❧s ♣❛rt❛❣❡♥t éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❛✛❡❝t❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉① tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧s ❧❡✉r ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s r❡ss♦✉r❝❡s ré❝✉♣éré❡s ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳
✓❘❆❚❈❚P✔ r❡♥❞ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❝❛r ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r tr♦✐s ✐❞é❡s ✿ ✭✶✮ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✱ ❣é♥ér❡r ❞❡
❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♦✉ ♥♦♥ ❞❡ ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ✭✷✮ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐❞é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❣✉❡s✳ ✭✸✮ ▲❛
tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡✉r ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡t❛r❞ s✐ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
❆♣rès ❧❡✉r ❞é♠❛rr❛❣❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❡ss❛②❡♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳
❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ r❛❧❡♥t✐t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡✱ ✈✉ ❧✬❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛✉① ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❛♥s
✓❘❆❚❈❚P✔ ❡st ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧✬❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳
❈❡t ❛❝❝ès ❡st ❣éré ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ r❡t❛r❞ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ❈❡tt❡
❞✉ré❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❛ ♣r✐♦r✐té
❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳
▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❣✉❡s ❡st ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ♣r♦✜t❡r ❞❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳ ■❧ ❞♦✐t
❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛❣✉❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♥❡
❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧
♣ré❢èr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ✓❘❆❚❈❚P✔ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❝❤❛r❣é❡ ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tâ❝❤❡s ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✮✱ ✓❘❆❚❈❚P✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥tr❡ ✺ ❡t ✷✵✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❋❙✔✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡
❡st ♥♦♥ ❝❤❛r❣é❡✱ ✓❘❆❚❈❚P✔ ❞é❣r❛❞❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ❝❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❆❘■❆✔ ✭❆❘■❆✲❙▲❖✲❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r✮

✓❆❘■❆✔ ❬✶✹✽❪ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ q✉✐ ❛
♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞♦♥♥é❡✳
■❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ ♣r♦✜❧
♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s②♥t❤ét✐s❛♥t s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣
❡t ❘❡❞✉❝❡ ❡t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é❧é♠❡♥t s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
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♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥
✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r q✉✐ s✬♦❝❝✉♣❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ✓❆❘■❆✔ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✓❊❉❋✔ ✭❊❛r❧✐❡st ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❋✐rst✮ ❡t s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ✭❧❛ ❙▲❆✮✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ■❇▼ ♥♦♠♠é ▼❘♣❡r❢ ❬✶✹✾❪ ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡t é✈❛❧✉é❡
s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞❡ ✻✻ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ♣❧✉s
❞❡ ✾✺✪ ❞❡s tr❛✈❛✉① r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❆❘■❆✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✐❧ ② ❛
✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ✺ à ✶✺✪ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧❛
❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡st✐♠é❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▼❘❆✰✰✔ ✭❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❛t❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡

❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✮

✓▼❘❆✰✰✔ ❬✶✶❪ ❡st ❞❡st✐♥é à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❉❡♣✉✐s
s❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❏✉❧✐♦ ❡t ❛❧✳ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❣r♦✉♣❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s✮ ❡t ❡♥✜♥ s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳
■❧ ♣r♦♣♦s❡ tr♦✐s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✿ ✭✶✮ ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧✱ ✭✷✮ ♣♦✉r ré♣❛rt✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ✭✸✮

♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✼✵✪ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
♣❛r ❞é❢❛✉t ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❙✐♠●r✐❞ ❡st ✉t✐❧✐sé ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸✳✹✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉P❙✔ ✭❉②♥❛♠✐❝ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❙❤❛r❡✮

❚❤♦♠❛s ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❉P❙✔ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋■❋❖✳ ▲❡s
✐❞é❡s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ✿ ✭✶✮ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ s✐ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t
s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♦✉ ♥♦♥✱ ✭✷✮ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❛✛❡❝t❡ ✉♥ ❜✉❞❣❡t à ❝❤❛q✉❡

❈♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡
♣r♦✜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①

❇❛s❡ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s ❞❡s ♣r♦✜❧❡s

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡s✲
s♦✉r❝❡s ✭s❧♦ts✮

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❙▲❖

❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❙❧♦ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❆❘■❆✔



✸✳✺✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ▲❖❈❆▲❊ ❉❊❙ ❉❖◆◆➱❊❙ P❖❯❘❆▼➱▲■❖❘❊❘ ▲❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙✻✸

✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ✐❧ ❞é♣❡♥s❡r❛ ❝❡ ❜✉❞❣❡t✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
❛✐❞❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①✳
✓❉P❙✔ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t
❧❡ ❜✉❞❣❡t ♣❛r ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ✓❉P❙✔ ♣❡r♠❡t ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❛❧❧♦✉é❡s ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❛♥t ❧❡✉rs ❜❡s♦✐♥s à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s✳ ✓❉P❙✔ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❧✉s ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ✭❱❝♦r❡s✮ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣r✐① q✉❡ ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t❡✉r ❡st ♣rêt à ♣❛②❡r ❡t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ✓❉P❙✔ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❧❛ ♣ré❡♠♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❢❛♠✐♥❡✳
❆✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r
❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❢♦✉r♥✐r ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r
❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✉❞❣❡t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✓❉P❙✔ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❥❡✉① ❡t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts t❡❧s q✉❡
❞❛♥s ❬✺✸❪✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥✜❣✉ré ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❉❙P s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❋■❋❖✳ ❙✐ ❧❡s ❧✐st❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s
s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ✐❧ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❋❛✐r✲❙❤❛✐r✳
❉❙P ♣❡r♠❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ♣❧✉s ❞❡ ✽✵ ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭❧❛ s❡✉❧❡
❧✐♠✐t❡ ❡st ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✓❉P❙✔ s✬❡①é❝✉t❡✮✳ ❈❡t ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ❜✉❞❣❡ts✮ ❡t ♥♦♥ ♣❛r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❛❧❧è❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠❛îtr❡ ❡t ❢♦✉r♥✐t à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ♣❧✉s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

✸✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡

♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡s t❛❝❤❡s✱ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t
s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t✱ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝r✐tèr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

✸✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ✭▲♦❝❛❧✐t②✲❛✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✮

✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ❬✶✶✼❪ ❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ■❇▼ ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ s✉r ❧❡ ❈❧♦✉❞✳ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭✈✉ q✉✬❡❧❧❡s ❡①é❝✉t❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡
❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❡st ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣✳ ▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❝❤❡r❝❤❡♥t à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
▼❛♣ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t ♠❛✐s ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔
s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❞✉❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳ ■❧ ❝❧❛ss❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s❡❧♦♥ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❛❝❝è❞❡♥t ❡♥ ✭✶✮

tr❛✈❛✉① MapinputHheavy ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✱✭✷✮ tr❛✈❛✉① Map− and−Reduce− inputheavy ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✱✭✸✮ tr❛✈❛✉① Reduce− input−heavy ❝❛r❛❝tér✐sés
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♣❛r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞ès ❧❛
s♦✉♠✐ss✐♦♥✳ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡✉rs
❞✐st❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣♦✉r ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✉ t②♣❡ (1)✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡✉r ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ à s✬❡①é❝✉t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♦ù s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✈✉
q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥❡ ❞é❣r❛❞❡♥t ♣❛s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ rés❡❛✉✳ P♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞❡ t②♣❡ (3)✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐♥✈❡rsé ✿ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❡♥ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s s✉♣♣♦s❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s s②stè♠❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡
❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢éré❡s ♣❛r rés❡❛✉✳ ❈❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦✜❧s
❡t ❧❡✉rs ❝❧❛ss❡s✳ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝♦ûts✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût
♣❡r♠❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❆ s✉r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❉ ✭Cost(A,D)✮ q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❝♦ûts ❞❡s ▼❛♣ ✭Mcost(A,D)✮ ❡t ❘❡❞✉❝❡ ✭Rcost(A,D)✮✳ ▲❡s ❝♦ûts ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
é❝❤❛♥❣é❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❛♥❣❡♠❡♥t ✓ ❜✐♥✲❜❛❝❦✐♥❣ ✔ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❉✐✣❝✐❧❡✳ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ❡st
é✈❛❧✉é ♣❛r ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r P✉r❙✐♠✱ ❜❛sé s✉r ▼❘P❡r❢ ❬✶✹✾❪✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés✱
✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ✺✵✪ ❡t ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ✧Rack − local✧ ❞❡ ✼✵✪✳

✸✳✺✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▼❙✔ ✭▼❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮

❍❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❉❙✔✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡t❛r❞❡r
❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ✓❉❙✔♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st s✐♠♣❧❡✳ ■❧ ♣r♦✜t❡ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉rs t❡❧s q✉❡ ❋■❋❖
♦✉ ✓❋❙✔ ♣♦✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ q✉✐ ♣❡✉t
s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ❧♦❝❛❧❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛✈❡❝ ❞❡s ❱❝♦r❡s ❧✐❜r❡s✮✱ ❞❡✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ✿
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❞é✜♥✐ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r r❡ç♦✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à
✐❣♥♦r❡r ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❡s♣ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✉r❛ ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ❧♦❝❛❧❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❧♦rs ❞❡ s❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tâ❝❤❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té à ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■❧ ❝♦♠♣t❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥✬❛ ♣❛s r❡ç✉ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❛♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✳ ❈❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❡st
ré✐♥✐t✐❛❧✐sé à ③ér♦ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡ç♦✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧ ♦ù à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st s♦✉♠✐s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❝❤❡r❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥❡
tâ❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té s✐♥♦♥ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ♥❡ s❡r❛
♣❛s ❛✛❡❝té ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ✐♥❝ré♠❡♥té ❞❡ ✶✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡t ✐♥❞✐❝❛t❡✉r s✉r ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ③ér♦ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉❤❛✐t ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✭❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
❛✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①✮ ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳



✸✳✺✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ▲❖❈❆▲❊ ❉❊❙ ❉❖◆◆➱❊❙ P❖❯❘❆▼➱▲■❖❘❊❘ ▲❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙✻✺

▼❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❍❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✷❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
✓▼❙✔ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ q✉❡ ✓❉❙✔❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❋■❋❖ ❡t
✓❋❙✔ ✳

✸✳✺✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❈♦●❘❙✔ ✭❈❡♥t❡r✲♦❢✲●r❛✈✐t② ❘❡❞✉❝❡ ❚❛s❦ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✮

▲✬ét✉❞❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❬✻✽❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✈❡rs ❞❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡ ✭ét❛♣❡ ♥♦♠♠é❡ ✓ ❙❤✉✤❡ ✔✮ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❝♦♥s✐✲
❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✜❝ rés❡❛✉✳
❍❛♠♠♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❈♦●❘❙ ❬✻✽❪✳ ❙❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s♦♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✜❝
rés❡❛✉ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✱ ❡①✐st❛♥t❡ ❞❛♥s ✓❋❙✔✱ ✓❈❙✔
✓▲❆❚❊✔ ✭❡t❝✳✮✱ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡s ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ✓❈♦●❘❙✔ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r s❡r❛ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✬❡①é❝✉t❡r❛✳ ▲❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳
▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❤❛❞♦♦♣ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① à ❧❡✉r ♣èr❡ ❝♦♠♠✉♥✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t s♦♥
♣èr❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✶✳ P♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ R✱ ❍❛♠♠♦✉❞
❡t ❛❧✳ ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ TNDR✳ ❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ TNDR✱ ✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ WTND ♣❛r♠✐ ❝❡tt❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✖ TNDR =
∑n

i=0NDiR✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ rés❡❛✉ t♦t❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡
R✳ ❊❧❧❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t R ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ ❧❛ ♣ré❝è❞❡♥t✳ n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à
tr❛♥s♠❡ttr❡ à R✳ NDiR ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ i à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❡①é❝✉t❡r❛ ❧❛ tâ❝❤❡ R✳

✖ WTND =
∑n

i=0wi×NDiR✱ ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ rés❡❛✉ ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡
R✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡①é❝✉t❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❝❡s ▼❛♣s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡✉rs ♣♦✐❞s✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
i ❡st wi =

t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✐
❙♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡♠❛♥❞é❡s ♣❛r ❘

❍❛❞♦♦♣ ♣❡r♠❡t✱ ❞✉r❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ✓ ❙❤✉✤❡ ✔✱ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥
❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣r♦✉✈é s❡s ❝❛♣❛❝✐tés à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈♦●❘❙ ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❛♣rès q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❛✐❡♥t t❡r♠✐♥é ❧❡✉r
❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❈♦●❘❙ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞✬✉♥ t❛✉①
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ✸✳✷✪ ❡t ✻✳✸✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✬❍❛❞♦♦♣✳ ■❧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❞❡ ✶✪✱ ✸✷✪ ❡t ✺✼✱✾✪ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ✽✱ ✶✻ ❡t ✸✷ ♠❛❝❤✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❛♠❛③♦♥ ❊❈✷✳ ✧❈♦●❘❙✧ ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❘❚❙✔ ❬✻✾❪
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳✻✮ q✉✐ ❡st à s♦♥ t♦✉r ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✓▲❊❊◆✔❬✼✺❪ ❡t ✓▲❆❘❙✔❬✷✺❪ ✳



✻✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

✸✳✺✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ▼❛♥tr✐

❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ❬✶✵❪ ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ▼✐❝r♦s♦❢t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❋❛❝❡❇♦♦❦✱ ❧❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❝❤❡③ ▼✐❝r♦s♦❢t s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✳
▼❛♥tr✐ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ s✬✐❧ ❞ét❡❝t❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛
❝❛✉s❡ ❡t ❧❛♥❝❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ■❧ ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ✓▲❆❚❊✔✳ ▼❛♥tr✐ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ r❡❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❡t ❞✉
♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ❞❡ s♦♥ ❛✈❛♥❝❡♠❡♥t✳ ▼❛♥tr✐ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡s
♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳ ■❧ ❞ét❡❝t❡ ❧❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛✉s❡s✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s ❛❝t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r✳
▼❛♥tr✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❛✉s❡s ♣♦✉r ❧❛♥❝❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛♣♣r♦♣r✐és✳ ❙✐
❧❛ ❝❛✉s❡ ❞✉ r❡t❛r❞ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ s❡r❛
r❡❞é♠❛rré❡ ♦✉ ❞✉♣❧✐q✉é❡ ✭❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢✮ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r s♦♥ ❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ✭❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ à ✉t✐❧✐s❡r✮✳ ▼❛♥tr✐ ♥✬❛tt❡♥❞ ♣❛s ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ✭♦r✐❣✐♥❛❧❡ ♦✉ ❝♦♣✐❡✮ ♣♦✉r ❛rrêt❡r ❧✬❛✉tr❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢✱ ▼❛♥tr✐
♣r♦✜t❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s s②stè♠❡s ❡t s✉✐t ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛♥❝é❡
❡♥ s♣é❝✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❛✈❛♥❝❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ s❡r❛ ❛rrêté❡✳ ❈❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✈✐s❡ à ❛ss✉r❡r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛st✉❝❡ ✉t✐❧✐sé❡
❝♦♥s✐st❡ à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡t à ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❛
❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝ès à ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳

✸✳✺✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❚❛r❛③✉

❚❛r❛③✉ ❬✽❪ ❡st ✉♥ ♠♦t ❯r❞✉ q✉✐ ❛ ❧❡ s❡♥s ❞✉ ♠♦t ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❈❡ ♥♦♠ tr❛❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢
❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r✳ ❙♦♥ ❜✉t ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡✲
❞✉❝❡ ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ✭❝❤❛r❣❡ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ rés❡❛✉✮ ❧♦rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✳
❚❛r❛③✉ ❬✽❪ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧✱ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s
ré❡❧ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❝♦♥s✐st❡ à ré❝✉♣ér❡r ❝❤❛q✉❡ ❧❛♣s ❞❡
t❡♠♣s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t✱ ❧✬ét❛t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❡t❝✳✮✳
❚❛r❛③✉ ❬✽❪ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ tr♦✐s é❧é♠❡♥ts ✿

✖ ❈❆▲❇ ✭❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❆✇❛r❡ ▲♦❛❞ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ ▼❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✿ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❣èr❡
❧✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✳ ■❧ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❧♦❝❛❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✈♦❧✉♠✐♥❡✉s❡s✮ ❡t t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧✬❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ❞é❝✐❞❡ s✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✐st❛♥t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ s❡r❛
❜é♥é✜q✉❡ ♦✉ ♥♦♥✳

✖ ❈❆❙ ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✲❛✇❛r❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ▼❛♣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✿ ❝❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r
♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ s❡r♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❡t q✉❛♥❞ ❧❡s ❧❛♥❝❡r✳
❚❛r❛③✉ ❧❛♥❝❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ✭❧♦❝❛❧❡ ♦✉ ♥♦♥✮ ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s



✸✳✺✳ ❚❘❆■❚❊▼❊◆❚ ▲❖❈❆▲❊ ❉❊❙ ❉❖◆◆➱❊❙ P❖❯❘❆▼➱▲■❖❘❊❘ ▲❊❙ P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊❙✻✼

s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❈❡tt❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞✉ rés❡❛✉✳ ❊❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡ t❡♠♣s ♣❡r❞✉ ♣♦✉r
tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✈❡rs ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

✖ P▲❇ ✭Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ▲♦❛❞ ❇❛❧❛♥❝✐♥❣ ♦❢ ❘❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✿ ❝❡t é❧é♠❡♥t s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞✬❍❛❞♦♦♣✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ P▲❇ ❡st ❞❡ ❝ré❡r
♣❧✉s ❞❡ tr❛♥❝❤❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ■❧ ❝ré❡ q✉❛tr❡ ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
tr❛♥❝❤❡s s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r tr❛♥❝❤❡ à tr❛♥s❢ér❡r
à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳

▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥❝❤❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉① tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❱✉ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✧s❤✉✤❡✧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s à ✉t✐❧✐s❡r ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣ré❞é✜♥✐ ✭❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡s tr❛♥❝❤❡s✮
❡t ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉r❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❘❡❞✉❝❡✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st q✉❡ ❈❆❙ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❛❝❝ès ❞✐st❛♥t ❡t ❝♦♥❝✉rr❡♥t à ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ✐♥t❡r❞✐t ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡♥t❡s
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ré♣❧✐q✉❛s s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s r❛♣✐❞❡s✳ ■❧
✐♥t❡r❞✐t ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❛t❛ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥
s❡✉✐❧ ❞♦♥♥é ❞✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✐st❛♥t❡s ✭❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡✮✳

✸✳✺✳✻ ❆✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓▲❆❘❚❙✔ ✭▲♦❝❛❧✐t②✲❆✇❛r❡ ❘❡❞✉❝❡ ❚❛s❦ ❙❝❤❡❞✉❧❡r✮ ❬✻✾❪ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té
❞❡s tâ❝❤❡s ✭❘❡❞✉❝❡ ❡t ▼❛♣✮ ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ✐❞é❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❛✈❛♥t ❧❛ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✈❡rs ❧❡s tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡✳ ■❧ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡t à
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ■❧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ■❧
❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ré❞✉✐t ❧❡ tr❛✜❝ rés❡❛✉✳
❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✷❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡
❞✐r❡❝t s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❝❧❛ss✐✜❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ tr❛✈❛✉① ✐♥t❡♥s✐❢
❡♥ ■✴❖ ❡t ✐♥t❡♥s✐❢ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧ ✭q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮✳ ■❧ ❛✛❡❝t❡✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❛✉① tr❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❳✐❛♦②♥❬✶✹✵❪ ♣r♦♣♦s❡ ✓❊❙❆▼❘✔ ✭❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✮ q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦✉r ❝❧❛ss❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❑✲♠❡❛♥s✮ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧✉st❡rs✳ ❙❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s♦✉♠✐s❡✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❊❙❆▼❘✔ ❛✛❡❝t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssé❞❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐❞s✳
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✸✳✻ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜é ♣♦✉r ❧❡s
❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✽❪❬✷✾❪ ❡t ▲❡✈❡r✐❝❤ ❡t ❛❧ ❬✶✵✵❪ ét✉❞✐❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ✭❞é♠♦♥s✮ ❍❛❞♦♦♣ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ❇❛♠♣✐s ❡t
❛❧✳ ❬✶✵✺❪ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ✉♥ ❜✉❞❣❡t ❞✬é♥❡r✲
❣✐❡✳ ■❧s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧✐st❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❛♣♣❡❧és ❊▼❘❙❆ ✶ ❡t ❊▼❘❙❆ ✷ ❛✈❡❝
✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✵ ✪ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✓❋❙✔✳

✸✳✻✳✶ ▼é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

▼é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❤♦rs t❡♥s✐♦♥

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ét❛ts✳ ❯♥ ét❛t ❛❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡
❝♦♥s♦♠♠❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡t ✉♥ ét❛t ❞❡ s♦♠♠❡✐❧ ♦ù ❧❡ s②stè♠❡
♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥❡ ✉♥✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱
♦♥ ❛ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❛❧t❡r♥é❡ ❞❡ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ t❡♠♣s ❛❝t✐❢s ❡t s♦♠♠❡✐❧s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❤♦rs t❡♥s✐♦♥ ✭s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
❞❡ r❡♣♦s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s❦✐ ❬✽✵❪✳
❈♦♠♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛❜♦r❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❡♣♦s
■✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t tr✐✈✐❛❧ ✿ s✐ ♦♥ ♥♦♠♠❡ I ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ r❡♣♦s ✭|I| > 0✮✱ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛♥❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞❡ s♦♠♠❡✐❧ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ■✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à r❡st❡r ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❛❝t✐❢ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ■✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ♥♦♠♠é P❉❛❧❣✲✷ ❬✽✵❪✳ ■❧ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡
❞❡ r❡♣♦s ■✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❝ ✭≥ 1✮ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ■✳ P❉❛❧❣♦✲✷ ✐❣♥♦r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡♠✐s❡
s♦✉s t❡♥s✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞❡ ❛❝t✐❢✳
P❉❛❧❣✲✷ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛♥❣❡r ✈❡rs ❧❡ ♠♦❞❡ s♦♠♠❡✐❧ ❛♣rès ❉ ✉♥✐tés ❞❡ t❡♠♣s s✐ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ r❡♣♦s
■ ♥✬❡st ♣❛s ✜♥✐t✳ P❉❛❧❣✲✷ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ✷✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥✱ ❑❛r❧✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✽✺❪ ♦♥t ♣✉ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ r❛t✐♦ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❡♥
♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ❘P❉❛❧❣✲✷✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛tt❡✐♥t ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té
❞❡

e

(e− 1)
≈ 1.58✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣rés❡♥tés✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ét❛ts ✭❛❝t✐❢ ♦✉
s♦♠♠❡✐❧✮✳ ■r❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛ts ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■❧s
♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❛♥s ❬✽✵❪ ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té é❣❛❧❡ à ✷✳ ❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡
ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ■❇▼ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ét❛ts✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♣r♦♣♦sé
❞❛♥s ❬✼✾❪✱ ❡st ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té q✉✐ ❛tt❡✐♥t 3 + 2

√
2 ≈ 5.8 ♣♦✉r ✶✵ ét❛ts✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ●r❡❡♥❍❉❋❙ ❬✽✻❪ ❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛❝t✐❢ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❛❝t✐❢ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ s♦♠♠❡✐❧ ♣❡✉✈❡♥t



✸✳✻✳ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉✬❖P❚■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ▲❆ ❈❖◆❙❖▼▼❆❚■❖◆ ➱◆❊❘●➱❚■◗❯❊ ✻✾

❡♥tr❡r ❡♥ ♠♦❞❡ s♦♠♠❡✐❧✳ ■❧ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❧✬ét❛t ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳

▼é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❛❥✉st❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❉❱❋❙✮

▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✬✐♥t❡❧ ✭❳s❝❛❧❡ ❡t ❙♣❡❡❞
❙t❡♣✮ ❡t ❆▼❉ ✭P♦✇❡r ♥♦✇✮✱ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ P❧✉s ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st é❧❡✈é❡ ♣❧✉s s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡st é❧❡✈é❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡
tr♦✉✈❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❖♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ✿ s♦✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ I = J1, J2, ..., Jn ❞❡ tâ❝❤❡s✱ s♦✐t
ri ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Ji ❡t di ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✉t♦r✐sé❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
ri ≤ ri+1, 1 ≤ i < n✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ pi ❞❡ Ji ❞♦✐t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❈P❯ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
Ji✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Ji ❡st é❣❛❧ à

pi
s
❛✈❡❝ s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❈P❯✱ ❝♦♥s✐❞éré❡

❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉r❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝è❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡ ❞❡
❝❡s tâ❝❤❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ s♦✉❤❛✐té❡✳
❯♥ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣rés❡♥té ♣❛r ❨❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✹❪ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿✭✐✮ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s✱ ✭✐✐✮ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✳ ▲❡s
❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❡t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ s♦♥t tr❛✐tés✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♠♠é
❨❉❙ ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✓❊❉❋✔ ✭♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡
✜♥ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ✿ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ♥♦♠♠é ✓
❆✈❡r❛❣❡ ❘❛t❡ ✔✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r
❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s t❡♠♣s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ♥♦♠♠é ✓❖♣t✐♠❛❧ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡✔✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✓❊❉❋✔
✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❨❉❙✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❈P❯ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡ r❛t✐♦
❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐✈✐té ❝ ❞❡ ✓ ❆✈❡r❛❣❡ ❘❛t❡ ✔ ❡st αα ≤ c ≤ 2α−1αα ❡t ❡st é❣❛❧❡ à αα ❞❛♥s ✓ ❖♣t✐♠❛❧
❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✔✳ P❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦♥t été ♣rés❡♥tés t❡❧s q✉❡ ❋❙❆ ❡t
✓ ❘♦✉♥❞ ❘♦❜✐♥ ✔ ❞❛♥s ❬✶✺❪❬✽✶❪✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r
❍❛❞♦♦♣ ❝❛r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❧❡s ♦✉t✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❲✐rt③ ❡t ❛❧✳❬✶✺✹❪ ét✉❞✐❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❉❱❋❙ ❬✶✻✺❪
s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ■❧s ❝♦♠♣❛r❡♥t tr♦✐s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❉❱❋❙ ❡t
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❈P❯▼✐s❡r ❬✻✵❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✹✪ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❜❛sé❡ s✉r ✓❋❙✔✮ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❛♥s ♣❡rt❡ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭s❛♥s r❡t❛r❞❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ✺✪ ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡st ❛✉t♦r✐sé❡✱ ❈P❯▼✐s❡r ré❞✉✐t ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✸✪✳



✼✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

✸✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❍②❜r✐❞▼❘✔ ✭❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ▼❛♣r❡❞✉❝❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❍②✲

❜r✐❞ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs✮

❙❤❛r♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✽❪ tr❛✐t❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❤②❜r✐❞❡✳
❈❡tt❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❱▼✮ ❡t ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ✓❍②✲
❜r✐❞▼❘✔ ❬✶✸✽❪ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐rt✉❡❧ ❡t ❧❡s ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✉① q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s ❛✉① ❱▼s ❡t ❡♥s✉✐t❡ à ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st
s♦✉♠✐s✱ ✐❧ ❡st ❧❛♥❝é sé♣❛ré♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❣r❛♣♣❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛♣rès ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ✭✉♥❡ ❡♥ ♥❛t✐✈❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ✈✐rt✉❡❧✮✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦✜❧❛❣❡ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✿ ✭✶✮ ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡t ✭✷✮ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳ ❙✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ♥✬❡st ♣❛s
✐♠♣♦rt❛♥t ❛❧♦rs ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❡①é❝✉té s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐❧ s❡r❛ tr❛✐té s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡
♣❤②s✐q✉❡✳ ❉❡✉① é❧é♠❡♥ts ❛ss✉r❡♥t ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ✓❍②❜r✐❞▼❘✔ ✿

✖ ❉❘▼ ✭❉②♥❛♠✐❝ ❘❡s♦✉r❝❡s ▼❛♥❛❣❡r✮ ✿ ✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❧❡ t❡♠♣s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ♣r♦✜❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
tr❛✈❛✐❧ ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳

✖ ■P❙ ✭■♥t❡r❢❛❝❡ Pr❡✈❡♥t✐♦♥ ❙②st❡♠✮ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✳ ■❧ s✉r✈❡✐❧❧❡
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r s✐ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s
r❡ç✉ ❛ss❡③ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡✉r ❜❡s♦✐♥ ❡♥ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❡t ré❛❣✐r ♣♦✉r
❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✷✹ s❡r✈❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ✹✽ ❱▼s✳ ❊❧❧❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ✓❍②❜r✐❞▼❘✔ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❞❡ ♣rés ❞❡ ✹✵✪
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐rt✉❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
✓❋❙✔✳ ■❧ ❡①é❝✉t❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡s ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s q✉✬❡❧❧❡s
✐♠♣♦s❡♥t✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ✹✸✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ✓❋❙✔✳

✸✳✼ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶ ❡t ✸✳✷ s②♥t❤ét✐s❡♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡t ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✬✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞❡s
✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♦✉
❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à r❡s♣❡❝t❡r ✉♥❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ tr❛✈❛✉① ❡t tâ❝❤❡s✳ ▲❛ s✐①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡
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❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ▲❛ s❡♣t✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✐♥tè❣r❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢✳ ▲❛
❤✉✐t✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ s❡r✈❡♥t à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ s✉r
❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳
❉✉r❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛ss♦❝✐é à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♠❛rq✉é ❞❡s ♣✐st❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ét✉❞✐és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✬❡♥tr❡
❡✉①✳ ❈❡s ❧✐❡♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✧X✧ ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧Y ✧✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ✧Y ✧ s❡ s♦♥t ❜❛sés
s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧X✧ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧Y ✧✳ ❚❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❋❙✔
q✉✐ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▼❛①✲♠✐♥ ❋❛✐r♥❡ss✧✳
◆♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❡①✐st❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ♥❡ s②♥t❤ét✐s❡♥t ♣❛s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❛✉t❡✉rs ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s
✐❞é❡s ❝❧és ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ▼❛♥tr✐✱ ✓❇❆❙❊✔ ✱ ✓❍❆❚✔❡t ✓▼❘❆✰✰✔ s♦♥t ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✓▲❆❚❊✔q✉✐ ❡st✱ à s♦♥ t♦✉r✱ ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐❢ ✐♥té❣ré ♣❛r
❞é❢❛✉t ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✳

✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳
◆♦✉s é♥✉♠ér♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ♣❧✉s ré❢ér❡♥❝és ❡t ♥♦✉s ❧❡s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✬✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r✳
➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ t❛❜❧❡❛✉✳ ◆♦✉s ❧❡s
❝♦♠♣❛r♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝r✐tèr❡s q✉✬✐❧s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ♦♣t✐♠✐s❡r✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❡st ❛❜♦r❞é ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s✳ ■❧
♣♦ssè❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t s❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ét✉❞✐és
❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡♥t
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉✬✐❧s ❥✉❣❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
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❋❛✐r ❙❝❤❡❞✉❧❡r ✓❋❙✔ ❬✶✻✾❪ ✓ ✓ ✓

❈❛♣❛❝✐t② ❙❝❤❡❞✉❧❡r ✓❈❙✔❬✺✽❪ ✓ ✓ ✓

❉❡❧❡② ❙❝❤❡❞✉❧❡r ✓❉❙✔ ❬✶✼✵❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❉♦♠✐♥❛♥t r❡s♦✉r❝❡ ❢❛✐r♥❡ss ✓❉❘❋✔ ❬✻✸❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❉②♥❛♠✐❝ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❙❤❛r❡✓❉P❙✔ ❬✶✸✷❪ ✓ ✓ ✓

❉❡❛❞❧✐♥❡ ❈♦♥str❛✐♥t
❙❝❤❡❞✉❧❡r ✓❉❈❙✔ ❬✽✽❪ ✓ ✓

❊①t❡♥❞❡❞ ❉❡❛❞❧✐♥❡ ❈♦♥str❛✐♥t
❙❝❤❡❞✉❧❡r ✓❊❉❈❙✔ ❬✶✷✺❪ ✓

▲♦❝❛❧✐t②✲❛✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ❬✶✶✼❪ ✓ ✓ ✓

◆❆❚❆ ❬✶✺✾❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❘❡s♦✉r❝❡✲❆✇❛r❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❚❤r♦✉❣❤
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❚❛s❦ Pr♦❣r❡ss ✓❘❆❚❈❚P✔ ❬✶✹✶❪ ✓ ✓

▼❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✓▼❙✔ ❬✼✷❪ ✓ ✓ ✓

❘❡s♦✉r❝❡✲❛✇❛r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡
s❝❤❡❞✉❧❡r ✓❘❆❙✔ ❬✶✷✹❪ ✓ ✓ ✓

❆❘■❆✲❙▲❖✲❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r ✓❆❘■❆✔ ❬✶✹✽❪ ✓

❈❡♥t❡r✲♦❢✲●r❛✈✐t② ❘❡❞✉❝❡
❚❛s❦ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✓❈♦●❘❙✔ ❬✻✽❪ ✓ ✓ ✓ ✓

P
♦❧
✐t
✐q
✉❡

❞✬
♦r
❞♦
♥♥

❛♥
❝❡
♠
❡♥
t

▼❛r❦ ❨♦♥❣ ❡t ❛❧ ❬✶✻✽❪ ✓ ✓ ✓

◆❛❞✉r✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✹❪ ✓ ✓

✓❋▲❊❳✔ ❬✶✺✺❪ ✓ ✓ ✓

❘❡♣❧✐❝❛✲❛✇❛r❡ ♠❛♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❢♦r ♠❛♣❘❡❞✉❝❡✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ❬✼✻❪ ✓ ✓ ✓

▲♦❝❛❧✐t②✲❛✇❛r❡ r❡❞✉❝❡
t❛s❦ s❝❤❡❞✉❧❡r✓▲❆❘❚❙✔ ❬✻✾❪ ✓ ✓ ✓

▲♦❝❛❧✐t②✴❋❛✐r♥❡ss✲❛✇❛r❡
❦❡② ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❢♦r
♠❛♣❘❡❞✉❝❡ ✓▲❊❊◆✔❬✼✺❪ ✓ ✓ ✓

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭✶✴✷✮✳
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▲♦❝❛❧✐t②✲❛✇❛r❡ r❡❞✉❝❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✓▲❆❘❚❙✔ ❬✷✺❪ ✓ ✓ ✓

▲♦♥❣❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t✐♠❡
t♦ ❡♥❞✓▲❆❚❊✔ ❬✶✼✶❪ ✓ ✓ ✓ ✓

▼❛♥tr✐ ❬✶✵❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❇❛s❡ ❬✻✼❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❚❛r❛③✉ ❬✽❪ ✓ ✓ ✓

▼❆❘▲❆ ❬✺✷❪ ✓ ✓ ✓

▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♦♥❧✐♥❡ ❬✸✻❪ ✓ ✓ ✓

❉②❙❝❛❧❡ ❬✶✻✷❪ ✓ ✓

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❛♣r❡❞✉❝❡
s❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❤②❜r✐❞ ❞❛t❛
❝❡♥t❡rs ✓❍②❜r✐❞▼❘✔ ❬✶✸✽❪ ✓ ✓ ✓

✓▼❘❆✰✰✔ ❬✶✶❪ ✓ ✓

❙❤♦rt❡st r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ ✜rst
♣♦❧✐❝② ✐♥ s❤❛r❡❞ ❤❛❞♦♦♣
❝❧✉st❡rs✓❍❙❘❚❋✔ ❬✸✵❪ ✓ ✓ ✓

❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✷❪ ✓ ✓ ✓

❍✐st♦r② ❜❛s❡❞ ❛✉t♦✲t✉♥✐♥❣
♠❛♣r❡❞✉❝❡✓❍❆❚✔ ❬✷✻❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❊♥❤❛♥❝❡❞ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡
♠❛♣r❡❞✉❝❡ ✓❊❙❆▼❘✔ ❬✶✹✵❪ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

❈P❯ ❛♥❞ ■✴❖ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❙tr❛t❡❣② ✓❈■❈❙✔ ❬✶✺✵❪ ✓ ✓ ✓

▲sP❙ ❬✶✻✻❪ ✓ ✓ ✓ ✓

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ s❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❤❛❞♦♦♣✓❈❖❙❍❍✔ ❬✶✶✻❪ ✓ ✓ ✓ ✓

▼♦s❡❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✶✶✸❪ ✓ ✓ ✓

❆❜♦✉❧♥❛❣❛ ❡t ❛❧✳ ❬✹❪ ✓ ✓

●r❡❡♥❍❉❋❙ ❬✶✺✵❪ ✓ ✓ ✓

❊▼❘❙❆✭✶ ❡t ✷✮ ❬✶✺✵❪ ✓ ✓

❇❛♠♣✐s ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✺❪ ✓ ✓

❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✸❪ ✓ ✓

❈❤♦♦s② ❬✻✺❪ ✓

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▲✐st❡s ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡s ❧❡✉r ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭✷✴✷✮✳



✼✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ➱❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

▼❛①✲▼✐♥ ❋❛✐r♥❡ss

✓❋❙✔ ❬✶✻✾❪ ✓❈❙✔❬✺✽❪ ❈❤♦♦s② ❬✻✺❪ ❞r❢ ❬✻✸❪

❋▲❊❳ ❬✶✺✺❪ ✓P❯❘▲■❊❯❙✔ ❬✶✶✼❪ ✓❉❙✔ ❬✶✼✵❪

✓▼❙✔ ❬✼✷❪✓▼❆❊❙❚❘❖✔ ❬✼✻❪

✓▲❆❚❊✔ ❬✶✼✶❪

❊①é❝✉t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛t✐✈❡

✓▼❘❆✰✰✔ ❬✶✶❪ ❇❛s❡ ❬✻✼❪

▼❛♥tr✐ ❬✶✵❪✓❍❆❚✔ ❬✷✻❪
❋■❋❖

✓❈■❈❙✔ ❬✶✺✵❪
✓❉P❙✔ ❬✶✸✷❪

✓❉❈❙✔ ❬✽✽❪

✓❊❉❈❙✔ ❬✶✷✺❪

▲❆❘❙❬✷✺❪

▲❊❊◆ ❬✼✺❪

✓▲❆❘❚❙✔ ❬✻✾❪

✓❈♦●❘❙✔ ❬✻✽❪

◆❆❚❆ ❬✶✺✾❪

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ▼❛♣❘❡❞✉❝❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘és♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❤♦rs✲❧✐❣♥❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ q✉✐
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s à ♦♣t✐♠✐s❡r✱ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ●❧♦✉t♦♥✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥t été é✈❛❧✉é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ✉♥✐t❛✐r❡s (pi = 1)✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s✱ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❈P▲❊❳ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥✱ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s ❡t ❞❡ ❞✉ré❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❥✉s✲
q✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥♦✉s
t❡♥t♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s✳
▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✲
✈❛✐❧ ✭Cmax✮✳ ◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❝❧ôt✉r♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞✬é✈❛✲

✼✺
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❧✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❡t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à
♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ é❣❛❧❡s ✿ ✭✐✮ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s
❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭

∑

wjCj✮ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉
❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ✭Cmax✮✳

✹✳✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❱✉ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❞✐ss♦❝✐❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡s ❛tt❡♥t❡s
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❆♣rès ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❡t s✉✐t❡ ❛✉① ét✉❞❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ■♥❣❡♥s✐ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡
❈②r❡s✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ■❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt✳

✖ ■❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❞❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉① s♦✐t ❛❝❝❡♣té❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳

▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ✭♦✉ ❧❡s
tr❛✈❛✉①✮ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡
❣r❛♣♣❡✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s✱ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉①✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❈❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
tâ❝❤❡s✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉ ♣❛r ❛✈❛♥❝❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

✹✳✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ M ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ Mj ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✭✶✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ms

j ❞♦♥t mSm
j ❱❝♦r❡s ❞é❞✐és ❛✉① tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t mSr

j ❱❝♦r❡s
❞é❞✐és ❛✉① tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ✭✷✮ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té mra

j ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✭❘❆▼✮ ❡t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té mh
j ❞❡

❞✐sq✉❡ ❞✉r✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ EW ❞❡ W tr❛✈❛✉① ❞❡ t②♣❡s ▼❛♣ ✴ ❘❡❞✉❝❡ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦té Ab✳ ❈❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦✐❞s Weightw′ ❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ Ew′ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❞❡ tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳
❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N tâ❝❤❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ∈ [1 . . . N ]✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st
❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✉♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡s N tâ❝❤❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡
❞❡✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✿ Lm tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t Lr tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❞♦♥❝ Nm = card(Lm) tâ❝❤❡s
✧▼❛♣✧ ❡t N r = card(Lr) tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❛✈❡❝ N = Nm +N r✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Tw′

i ❡st ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ w′ ∈ EW ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡ pi✳ ❖♥ ♥♦t❡ bi,i′ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
rés❡r✈é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s Tw′

i ❡t Tw′

i′ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡✉①
♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Tw′

i ✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ Ei ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ni tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t
s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ Tw′

i ✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Tw′

i s✬❡①é❝✉t❡✱ ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té nra
i ❞❡

❘❆▼✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té nh
i ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✱ ✉♥ ❱❝♦r❡ ❡t tr❛✐t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Bi ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✈✐sé❡s ❡♥



✹✳✷✳ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ▲❆ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ CMAX ✼✼

nb
i > 1 ❜❧♦❝s ❧✉s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s

s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ré❡❧✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ tr❛✐t❡ ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝ (nb

i = 1) ❡t ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
✧❘❡❞✉❝❡✧ tr❛✐t❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s (nb

i > 1) ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❬✶✺✷❪✳
❚♦✉s ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ S✳ ❖♥ ♥♦t❡ rb ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ b✳
Db ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡ ❜❧♦❝ b ❡t bwd ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡
♣♦✉r ♠✐❣r❡r ✉♥ ❜❧♦❝ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥÷✉❞s V
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s E ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ Pu ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛r❝ eu✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❝s eu ∈ E ❞♦♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ bmax ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s✳ ❖♥ ♥♦t❡ T ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳

✹✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❞✉ Cmax

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡
✉♥✐t❛✐r❡ ✭pi = 1✮✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦té❡ Cmax✳

✹✳✷✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

xji,s,t =











1 ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐ ❡st ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❡ ❱❝♦r❡ s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭✹✳✶✮

✭t✱ t✰✶ ❪✳

0 ❙✐♥♦♥

yj,j
′

b,t =











1 ❙✐ ❧❡ ❜❧♦❝ ❜ ❡st s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (t, t+ 1] ❛♣rès ✉♥❡

♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥✬✳ ✭✹✳✷✮

0 ❙✐♥♦♥

uj,j
′

b,t =







1 ❙✐ ❧❡ ❜❧♦❝ ❜ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥✬ ✈❡rs ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥

s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✭t✱ t✰✶❪✳ ✭✹✳✸✮

0 ❙✐♥♦♥

zj,j
′

l,l′,t =







1 ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ❧✬ ❛ t❡r♠✐♥é s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥✬

❡t ❧❛ tâ❝❤❡ ❧ ❡st ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❥ ❛♣rès ❧✬✐♥st❛♥t t✳ ✭✹✳✹✮

0 ❙✐♥♦♥

Cmax ∈ N+ : ❉❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ✭✹✳✺✮
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✹✳✷✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s ❧❡s r❡❣r♦✉♣♦♥s ❡♥ tr♦✐s
❡♥s❡♠❜❧❡s ✿

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❛✉① tâ❝❤❡s
❞❡ ❞é♣❛ss❡r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❧❡✉r rô❧❡ ❡st ✭✐✮ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥
❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✭✐✐✮ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ✭✐✐✐✮ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t ❡t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r Cmax

▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿

ms
j

∑

s=1

N
∑

i=1

nra
i xji,s,t ≤ mra

j . ∀j = 1...M, ∀t = 1...T ✭✹✳✻✮

∑

i∈Lr

xji,s,t ≤ 1. ∀j = 1...M, ∀t = 1...T, ∀s = 1...mSr
j ✭✹✳✼✮

∑

i∈Lm

xj
i,mSr

j +s,t
≤ 1. ∀j = 1...M, ∀t = 1...T, ∀s = 1...mSm

j ✭✹✳✽✮

ms
j

∑

s=1

N
∑

i=1

nh
i x

j
i,s,t +

M
∑

j′=1,j′ 6=j

N
∑

i=1

∑

b∈Bi

S(yj,j
′

b,t + uj,j
′

b,t ) ≤ mh
j . ∀j = 1...M, ∀t = 1...T ✭✹✳✾✮

∑

(j,j′)∈Pe



bwd
∑

b∈Ab

uj,j
′

b,t +
∑

i∈Lr

∑

l∈Ei

ms
j

∑

s=1

zj,j
′

i,l,t ∗ bi,l



 ≤ bmax. ∀e ∈ E, ∀t = 1...T ✭✹✳✶✵✮

mSr
j

∑

s=1

xj
l,s,t”

+

mSm
j′

∑

s=1

xj
l′,mSr

j′
+s,t′
− 1 ≤ zj,j

′

l,l′,t ✭✹✳✶✶✮

∀l ∈ Lr, ∀l′ ∈ El, ∀t = 1...T − 1, ∀t′ = 1...t− 1, ∀t” = t...T, ∀j, j′ = 1...M, j 6= j′

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✻✮ s✉♣♣♦s❡♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ♣❛r ❧❡s
tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ j ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡①✐st❛♥t❡
s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✼✮ ❡t ✭✹✳✽✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉✬✉♥ ❝÷✉r ✈✐rt✉❡❧ ♥❡ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✾✮ ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
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♠❛❝❤✐♥❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ✭❍❉❉✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s
❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t
♣❛s ❞é♣❛ss❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✵✮ ✐♠♣♦s❡♥t
q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s❢éré❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t
❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ♣❛s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡s ❛r❝s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✶✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡
✧▼❛♣✧ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❛ss♦❝✐é❡s✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿

T
∑

t=1

M
∑

j=1

ms
j

∑

s=1

(t+ 1) ∗ xji,s,t ≤ Cmax. ∀i ∈ Lr ∪ Lm ✭✹✳✶✷✮

nk ∗ xjk,s,t ≤
M
∑

u=1

mSm
j

∑

s′=1

t
∑

t′=1

∑

l∈Ek

xul,mSr
u +s′,t′ ✭✹✳✶✸✮

∀k ∈ Lr, ∀t = 1...T, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSr
j

M
∑

j=1

mSm
j

∑

s=1

T
∑

t=1

xj
i,mSr

j +s,t
= 1. ∀i ∈ Lm ✭✹✳✶✹✮

M
∑

j=1

mSr
j

∑

s=1

T
∑

t=1

xji,s,t = 1. ∀i ∈ Lr ✭✹✳✶✺✮

M
∑

j=1

mSm
j

∑

s=1

xj
i,mSr

j +s,t
≤ 1. ∀i ∈ Lm, ∀t = 1...T ✭✹✳✶✻✮

M
∑

j=1

mSr
j

∑

s=1

xji,s,t ≤ 1. ∀i ∈ Lr, ∀t = 1...T ✭✹✳✶✼✮

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✷✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✭✹✳✶✸✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ ▲❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✹✮ ❡t ✭✹✳✶✺✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✭✹✳✶✻✮ ❡t ✭✹✳✶✼✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ♦✉ ✧❘❡❞✉❝❡✧ ♥❡ ♣✉✐ss❡ s✬❡①é❝✉t❡r
q✉❡ s✉r ✉♥ s❡✉❧ ❝÷✉r ✈✐rt✉❡❧✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿

yj,j
′

b,1 = 0. ∀b ∈ Ab, ∀j = 1...M, ∀j′ = 1...M, j′ 6= j ✭✹✳✶✽✮

yj,jb,t =

{

1 ∀j ∈ Db

0 ∀j /∈ Db

∀t = 1...T, ∀b ∈ Ab ✭✹✳✶✾✮
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mSm
j

∑

s=1

xj
i,mSr

j +s,t
≤

∑

b∈Bi

∑

j′∈Db

yj,j
′

b,t . ∀i ∈ Lm, ∀j = 1...M, ∀t = 1...T ✭✹✳✷✵✮

xj
i,mSr

j +s,t
≤

∑

j′∈Db

yj,j
′

b,t−1 +
∑

j′∈Db

uj,j
′

b,t−1 ✭✹✳✷✶✮

∀i ∈ Lm, ∀b ∈ Bi, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSm
j , ∀t = 2...T

∑

j′∈Db,j
′ 6=j

yj,j
′

b,t ≤
T
∑

t′=t+1

mSm
j

∑

s=1

xj
i,mSr

j +s,t′
. ∀i ∈ Lm, ∀b ∈ Bi, ∀j = 1...M, ∀t = 1...T ✭✹✳✷✷✮

uj,j
′

b,t ≤ 1− yj,j
′

b,t . ∀j = 1...M, ∀j′ = 1...M, ∀b ∈ Ab, ∀t = 1...T ✭✹✳✷✸✮

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✽✮ ❡t ✭✹✳✶✾✮ ❞é✜♥✐ss❡♥t s✐ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❡♥r❡❣✐stré s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
♦✉ ♥♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✵✮ ❡t ✭✹✳✷✶✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ♥❡ ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r s✉r
✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ q✉✬❡❧❧❡ tr❛✐t❡✱ ② s♦♥t ♣rés❡♥t❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♠♣♦s❡♥t q✉✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s s♦✐t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✈❡rs ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐st❛♥t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ q✉✐ ❧❡ tr❛✐t❡r❛✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✷✮ ❡t ✭✹✳✷✸✮ ❢♦r❝❡♥t
❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝✱ ❞é❥à ♠✐❣ré✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❧❡ tr❛✐t❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♦ù ✐❧ ❛ été ♠✐❣ré✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✸✮ ✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ s✬✐❧ ❡st ❞é❥à ♣rés❡♥t
s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡ ✭✐♥st❛♥❝❡s ❞✬❡♥tré❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t s✉r ❧❡ t❡♠♣s ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❙❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ LocF irst q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✹✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❡♥ ❧✐❣♥❡✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛✉① tâ❝❤❡s✱ ❛✉①
❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t à ❧❛ t②♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ré❝✉♣éré❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s✐t❡ ❞✬❆♠❛③♦♥ ❆❲❙✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✮
❛✣❝❤❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✮✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t
♣❛r ♦r❞r❡ ✿ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✭♣❤②s✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯✱ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐sq✉❡s ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝÷✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ rés❡r✈❡r ✉♥ ❝÷✉r ✭♣❤②s✐q✉❡✮ ❈P❯ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✳ ▲❡s ❞❡✉①
❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✶✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❱❝♦r❡s ❡①✐st❛♥t❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✷✮✳
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❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r♠✐ ❧❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ (i) ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥♦♠♠és ✧❈P❯✲✐♥t❡♥s✐✈❡✧ ✭◆✶✮✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉s ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧✱ (ii) ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥♦♠♠és ✧❘❆▼✲✐♥t❡♥s✐✈❡✧ ✭◆✷✮ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡
❘❆▼✱ (iii) ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥♦♠♠és ✧■✴❖✲✐♥t❡♥s✐✈❡✧ ✭◆✸✮ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❍❉❉✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ♠é✲
♠♦✐r❡✱ ❞✐sq✉❡✱ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s
q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✉①✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛✉q✉❡❧
❧❛ tâ❝❤❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✸✮ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ ✭nra

i ✮ ❡t ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞✐sq✉❡ ✭nh

i ✮ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s q✉✬✉♥❡ tâ❝❤❡ tr❛✐t❡ ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s XY ❡t
WZ ❣é♥érés ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ XY ❡t WZ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✧■✴❖✲
✐♥t❡♥s✐✈❡✧ ré❝✉♣èr❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❞✐sq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s tr❛✈❛✉①✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ❞✉ t②♣❡ ✧■✴❖✲✐♥t❡♥s✐✈❡✧ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❡t ❣é✲
♥èr❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❡ ❝❤♦✐① q✉❡ ✿ ✭✐✮ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t
❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s♦♥t é❣❛❧❡s✳ ✭✐✐✮ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
✧❘❡❞✉❝❡✧ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ✭✐✐✐✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ S ❞❡s ❜❧♦❝s ❡st é❣❛❧❡ à ✻✹ ▼❜✳
✭✐✈✮ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ ✭bwd✮ ❡st é❣❛❧❡ à S ♣♦✉r ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ t②♣❡ ✧I/O intensive✧ ❡t ❞❡ (S ∗ 0.3) ♣♦✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ❛✉tr❡s t②♣❡s✳ ✭✈✮ ▲❡ t❡♠♣s
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s✳
❙✐ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ tr❛✈❛✐❧✱ s♦♥t ❛✛❡❝té❡s s✉r ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ❛❧❧♦✉é❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✭✐✮ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡ ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡♥tr❡ ✸✵ ❡t ✶✵✵✪ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❞♦♥♥é❡ ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧✳ ✭✐✐✮ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❡t ❧❡✉rs
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ✭✐✐✐✮ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❛✉① tâ❝❤❡s✳
◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ rés❡❛✉ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡t ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ❞❡s r♦✉t❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ✷✱ ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✉r ❧✐❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❡♥tr❡
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧❡s ❛r❝s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✳ ❱✉ q✉❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ rés❡❛✉ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✐❧
❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s❡✉❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ❛r❝s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
✜❧❛✐r❡s ❡t ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦ ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❞♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s q✉❛♥t✐tés
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❣é♥éré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥t✐tés ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡✳
▲✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s T ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

T =

[

(

∑

i∈Lr pi
∑M

j=0m
Sr
j

+

∑

i∈Lm pi
∑M

j=0m
Sm
j

) ∗ 0.75 + (

∑N
i=1 n

ra
i ∗ pi

∑M
j=1m

ra
j

) ∗ 0.25
]

+ 2 ∗ Max
l∈Lr∪Lm

(pl) + 1 ✭✹✳✷✹✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
❝♦♠♠❡ s✐ ❧❡s ❱❝♦r❡s s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❣ér❡r✳
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▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ r❡ss♦✉r❝❡
à ♣❛rt❛❣❡r✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s♦✉♠✐s ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ♣❛rt✐❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s❡r❛ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
é❣❛❧❡ à 2 ∗ Max

l∈Lr∪Lm
(pl) ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❝❡s tâ❝❤❡s ❛✉r♦♥t ❧❡ t❡♠♣s

♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ 1 ♣❡r♠❡t ❛✉① tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡
❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t❡st

▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ✉♥ P❈ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧✭❘✮ ❈♦r❡
✭❚▼✮ ✐✺✲✸✸✻✵▼ ❛✈❡❝ ✹ ❝÷✉rs✱ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ✷✳✽ ●❍③ ♣❛r ❝÷✉r ❡t ✹ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ✈❡rs✐♦♥ ✶✷✳✹ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té✳ ❈P▲❊❳ ❡st ❝♦♥✜❣✉ré (i)
♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✷ ●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✱ (ii) ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ é❣❛❧❡ à ✶✽✵✵ s❡❝♦♥❞❡s ❡t
(iii) ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ♠♦❞❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✹ t❤r❡❛❞s✮✳

❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✹✮✳
▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✷✱ ✸ ❡t ✹ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✺✱ ✻ ❡t ✼✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ 8eme ❝♦❧♦♥♥❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳ ▲❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t
❞❡ ❱❝♦r❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡s✲
s♦✉r❝❡s ❛✛❡❝té❡s ❛✉① tâ❝❤❡s✳ ◆♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦♣t✐♠❛✉① ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡
❛✉① ✶✵ ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✹✳✺✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ rés♦✉❞r❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s ❈P▲❊❳ s✬❛rrêt❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❈P▲❊❳ s✬❛rrêt❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s ✜①é✳ ▲❡s ❝♦✲
❧♦♥♥❡s ✻✱ ✼ ❡t ✽ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✭♠✐♥✐♠❛❧✱ ♠♦②❡♥ ❡t ♠❛①✐♠❛❧✮ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①♣❧♦rés ♣❛r ❈P▲❊❳
❞✉r❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✾✱ ✶✵ ❡t ✶✶ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞♦✉③✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦ssé❞❛♥t
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳
❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳

✹✳✷✳✹ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡
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❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♥♦♠♠é❡ ✧▲♦❝❋✐rst✧ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✮✱ ❡❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
●❧♦✉t♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▲♦❝❋✐rst
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✯✴

✸ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✬❡❧❧❡
❡①é❝✉t❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s

✹ Pr✐♦r✐t②❉❡❢✐♥✐t✐♦♥✭▲t❛s❦s✮ ❀ ✴✯ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✺ MoyenDateF in← ∅ ❀
✻ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ∈ Ltasks ❢❛✐r❡

✴✯ ▲✐st▼❛❝❤▲♦❝ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s i ♣❡✉t

s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ✯✴

✼ ListMachLoc← ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝✭i, LdataBloc, Lmachines, TaskType✮

✽ ♣♦✉r m′ ∈ ListMachLoc ❢❛✐r❡
✾ s✐ m

′

❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r i ❛✈❛♥t MoyenDateF in

❛❧♦rs
✶✵ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭i✱m

′

,MoyenDateF in✮ ❀
✶✶ Ltasks← Ltasks \ {i};

✶✷ MoyenDateF in← ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s
tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❀

✶✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ∈ Ltasks ❢❛✐r❡
✴✯ ▲✐st▼❛❝❤ ✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s i ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r

✯✴

✶✹ ListMach← ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡❉✐s✭Lmachines, i,MoyenDateF in✮ ❀
✶✺ m

′ ←
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ▲✐st▼❛❝❤ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❧✐❜r❡✭❱❝♦r❡s✱ ❘❆▼✮ ❀

✶✻ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭i,m′,MoyenDateF in✮;

✶✼ Ltasks← Ltasks \ {i} ❀
✶✽ MoyenDateF in← ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s

tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❀

❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ✿ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐❜r❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡
❧❡s tâ❝❤❡s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✱ s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡s✲
t❛♥t❡s s❛♥s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r tr✐❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭❧✐❣♥❡ ✹✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❘❆▼ ❡t ❍❉❉✮ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❡t ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ✯✴

✸ TaskType← {t}, t ∈ {M,R} ✴✯ ❚②♣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✹ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té

✺ Lmach← ∅
✻ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ❛❧♦rs
✼ ♣♦✉r c1 ∈ [1 . . . nb

Task] ❢❛✐r❡
✽ Lmach← Lmach ∪Db(LdataBloc[c1]) ❀

✾ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❛❧♦rs
✶✵ ♣♦✉r c2 ∈ Ei ❢❛✐r❡
✶✶ Lmach← Lmach ∪ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❛ ❡①é❝✉té ❧❛ tâ❝❤❡ ▼❛♣ c2 ❀

✶✷ ❘❡t✉r♥ ✭Lmach✮

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡❉✐s✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✸ MoyenDateF in ✴✯ ❉❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s

✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r Task

✹ Lmach← ∅
✺ ♣♦✉r c1 ∈ Lmachines ❢❛✐r❡
✻ s✐ ✭❝✶ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❚❛s❦ ❛✈❛♥t MoyenDateF in)

✼ ❡t ✭⑤▲♠❛❝❤⑤❁✹✮ ❛❧♦rs
✽ Lmach← Lmach ∪ c1 ❀

✾ TempMach← Lmach[0] ❀
✶✵ ♣♦✉r Con ∈ Lmach ❢❛✐r❡
✶✶ s✐ ✭❈♦♥ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛✈❛♥t ❚❡♠♣▼❛❝❤✮ ❛❧♦rs
✶✷ TempMach← Con ❀

✶✸ ❘❡t✉r♥ ✭TempMach✮ ❀

❙✐ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡s♣❛❝❡
❞✐sq✉❡ q✉✬❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♥✐✈❡❛✉ ✭❧✐❣♥❡ ✻✮✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✧▲t❛s❦s✧✱
♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡ tr❛✐t❡ ❡t ❧❡✉rs ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❧✐❣♥❡



✹✳✷✳ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ▲❆ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ CMAX ✽✼

✼✮ ❡t q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ i ❛✈❛♥t MoyenDateF in

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲❛ ❧✐st❡
✧ListMachLoc✧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ tâ❝❤❡ i ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛
❧♦❝❛❧✐té✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧✱ ✧ListMachLoc✧ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡✉rs ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ✧ListMachLoc✧ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ❡①é❝✉té ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲✬❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝✭✮
❡t ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡❉✐s✭✮✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❣éré❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭✮✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝✭✮✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st
✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥ ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♦♥t
❡①é❝✉té ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ q✉✐ ❧❛ ♣ré❝è❞❡♥t✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r i✳ ▲✬✐❞é❡ ♣♦✉r ❧❡s
tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡st q✉✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡st ré♣❧✐q✉é s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞♦♥❝✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡
ré❝✉♣ér❡r ♣❛r♠✐ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r i ❛✈❛♥t
MoyenDateF in✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡t♦✉r♥❡ r✐❡♥✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ✭r❡s♣✳ ✧❘❡✲
❞✉❝❡✧✮✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❱❝♦r❡ ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in✳ ❉ès q✉✬♦♥ ❧❡ tr♦✉✈❡✱ ❧❛
tâ❝❤❡ Task ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ TempsDates ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t ❞❡ Task✳
❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ❞❛♥s ❞❡s
str✉❝t✉r❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✿

✯ ▲❡ ❝❤❛♠♣s ✧Task.machine✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Task s✬❡①é❝✉t❡✳

✯ ▲❡ ❝❤❛♠♣s ✧Task.V cores✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❱❝♦r❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ Task ❡st ❡①é❝✉té✳

✯ ▲❡ ❝❤❛♠♣s ✧Task.start✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞✉ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Task✳

✯ ▲❡ ❝❤❛♠♣s ✧Task.End✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Task✳

✖ P♦✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣s ✧Mach.LastDateofV cores[s]✧ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ s✉r ❧❡ ❱❝♦r❡ ✧s✧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✧Mach✧✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✲
❞è❧❡✱ ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s s✉✐t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥éré ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▲♦❝❋✐rst ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❞❡s ❣❛♣s ❝♦♥st❛♥ts à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✭≤ 7%✮✳
❈❡ ❣❛♣s ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✺ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Mach, ∀Mach ∈ 1...M ✴✯ ▼❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡

♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ✯✴

✷ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✸ MoyenDateF in ✴✯ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢✐♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ tâ❝❤❡ Task ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ✉♥ ❱❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Mach

✹ TempV cores← ∅;

✺ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs
✻ ♣♦✉r i ❞❡ mSr

Mach.num à ms
Mach.num ❢❛✐r❡

✼ s✐ ❧❡ ❱❝♦r❡ i ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in ❛❧♦rs
✽ TempV cores = i;

✾ TempsDates =

❧✬✐♥st❛♥t q✉❛♥t i ♣♦ssè❞❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task;

✶✵ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❛❧♦rs
✶✶ FirstDate← ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ❛ss♦❝✐é❡ à

Task ❀
✶✷ ♣♦✉r i ❞❡ 0 à mSr

Mach.num ❢❛✐r❡
✶✸ s✐ i ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in ❡t ❛♣rès FirstDate ❛❧♦rs
✶✹ TempV cores = i;

✶✺ TempsDates =

❧✬✐♥st❛♥t q✉❛♥t i ♣♦ssè❞❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task;

✶✻ Task.machine = Mach.num;

✶✼ Task.V cores = TempV cores;

✶✽ Task.start = TempsDates;

✶✾ Task.End = Task.start+ p(Task.num);

✷✵ Mach.LastDateofV cores[TempV cores] = Task.End;

✷✶ ❯♣❞❛t❡❘❡ss♦✉r❝❡❖♥▼❛❝❤✐♥❡ ✭✮ ❀

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐t✐q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧LocF irst✧ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O((N2 +

NM) ∗ max
∀m=1...M

ms
m)✳

N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ M ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ms
m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

❱❝♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ m✳

❈❛❧❝✉❧ ✿
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C1 ❡t C2 ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
✭✧▼❛♣✧ ♦✉ ✧❘❡❞✉❝❡✧✮✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(1)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
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q✉❡ f1 ❡t f2 s♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s C1 ❡t C2✳

✖ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ✭C1✮✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝✱ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Task

tr❛✐t❡✱ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ré♣❧✐q✉❛s✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❡①é❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st ❡♥ f3 = O(nb

Task ∗ rb)✳ ❖r✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ✉♥ s❡✉❧ ❜❧♦❝
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐q✉❛s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❡♥tré❡ rb✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f3 = O(nb

Task ∗ rb) = O(1 ∗ rb) = O(rb)✳
✖ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧ ✭C2✮✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧✱ q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t Task✱ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
f4 = O(Nm)✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ Nm ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ s♦✉♠✐s❡s✳
❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f5 (= O(max(f1, f3)) = O(max(1, rb)) =

O(rb)) ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ f6 (= O(max(f2, f4)) = O(max(1, Nm)) =

O(Nm))✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineLoc✧✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✱ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
F1 = O(max(f5, f6)) = O(max(rb, N

m)) = O(Nm) = O(N)✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineDis✧✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡s
✧pour✧✳ ❉ès q✉✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✸ ♠❛❝❤✐♥❡s ❧✐❜r❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r Task✱ ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineDis✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F2 = O(M)✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ♣❛r❝♦✉rt ❧❡s ❱❝♦r❡s ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦ù Task s❡r❛
♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✳ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té max

∀m=1...M
ms

m ❛✈❡❝ ms
m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s

❞❛♥s m✳

P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ✿

✶✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F3 = O(N logN)✳

✷✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❡st O(N2 ∗ max
∀m=1...M

ms
m) ✿

✭❛✮ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineLoc✧ ❡st O(Nm)✳

✭❜✮ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❝❤❡r❝❤❡ ✿ ✭✐✮ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧✱ ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ rb ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ✭✐✐✮ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❡❧❧❡
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ ni ♠❛❝❤✐♥❡ ✭ni < Nm✮✳ ❉♦♥❝✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❜♦✉❝❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(Nm) = O(max(Nm, rb))✳

✭❝✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❡♥ max
∀m=1...M

ms
m✳

✸✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour” ❡st O(N ∗M ∗ max
∀m=1...M

ms
m) ✿

✭❛✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineDis✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F2 = O(M)✳

✭❜✮ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour” ✐♠❜r✐q✉é❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F5 = O(3) ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
❧✐st❡ ListMach ❡st ✸✳

✭❝✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❡♥ max
∀m=1...M

ms
j(m)✳



✾✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ❖P❚■▼❆▲❊ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❍❖❘❙✲▲■●◆❊

❊♥ rés✉♠é✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐téO(N logN+N2∗ max
∀m=1...M

ms
m+N∗M∗ max

∀m=1...M
ms

m) =

O((N2 +NM)V ) ❀ ❛✈❡❝ V ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❱❝♦r❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✉ rés❡❛✉✳

▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❈P▲❊❳ ❡t ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥ très ❡♥ r❡t❛r❞ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉r ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳
❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♠♦②❡♥
❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❞❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s ❡t ❞❡ ❞✉ré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ à
♦♣t✐♠✐s❡r✳

✹✳✸ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛✲

t✐♦♥ ❞❡
∑

wjCj + Cmax

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ✿ ✭✐✮ ❧❛ ❞✉ré❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉♠❡t s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✭✐✐✮ ❝❡s tr❛✈❛✉① s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt
❡t ✭✐✐✐✮ q✉❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s s♦✐❡♥t ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡
✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ✐❞❡♥t✐✜é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ✉♥ ♣♦✐❞s✱ q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① à tr❛✈❡rs ❧❡ ♣♦✐❞s q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡✳ ❈❡
♣♦✐❞s ❡st ❤ér✐té ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉♠❡t✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s tâ❝❤❡s
♥♦♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s ❡t ❞❡ ❞✉ré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉①
❝r✐tèr❡s ✿ ✭✐✮ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉①✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s q✉✐
❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♦❜t❡♥✉ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
▲❛ ❜♦r♥❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✺✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s t❡st♦♥s tr♦✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡
❝❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ❈P▲❊❳ rés♦✉❞r❛
❡t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❝❝❡♣t♦♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦❝❤é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❧✐♠✐té✳

✹✳✸✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❡t ❱❛r✐❛❜❧❡s

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ t❛♥❞✐s
q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉r❛♥t
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✹✳✶✮✱ ✭✹✳✷✮✱ ✭✹✳✸✮✱ ✭✹✳✹✮✱ ✭✹✳✺✮ ❞❡ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✹✳✷✺✮ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

Cw′ ∈ N+, ∀w′ = 1...W : ❉❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✇✬✳ ✭✹✳✷✺✮



✹✳✸✳ P❘❖❇▲➮▼❊ P❖❯❘ ▲❆ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❊
∑

WJCJ + CMAX ✾✶

✹✳✸✳✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳
▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❣èr❡♥t ❧❡s ❛s♣❡❝ts s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭✐✮ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✭✐✐✮ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ s♦♥t ♠✐s❡s à ❥♦✉r ♦✉ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥♦♥ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✈♦✉s ♣♦✉✈❡③ ✈♦✉s ré❢ér❡r à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ q✉❛tr❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ✿

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✻✮✱ ✭✹✳✼✮✱ ✭✹✳✽✮✱ ✭✹✳✾✮✱ ✭✹✳✶✵✮ ❡t
✭✹✳✶✶✮✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✷✮✱ ✭✹✳✶✹✮✱ ✭✹✳✶✺✮✱
✭✹✳✶✻✮✱ ✭✹✳✶✼✮ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✶✸✮ q✉✐ ❣èr❡♥t ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✾✮✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✻✮ s❡r✈❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✷✼✮ ❡t ✭✹✳✷✽✮ s❡r✈❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✸✵✮✱ ✭✹✳✸✶✮✱ ✭✹✳✸✷✮ ❡t ✭✹✳✸✸✮ ❣èr❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t ♥♦♥ ✐♥térr✉♣t✐❜❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❀ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡❧❧❡s ✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❧✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✸✶✮
❡t ✭✹✳✸✸✮ s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉① tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡
t❡♠♣s✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✹✳✸✵✮ ❡t ✭✹✳✸✷✮ ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ♣❛rt✐r
❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥st❛♥t ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡s✳

✖ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✭✹✳✶✽✮✱ ✭✹✳✶✾✮✱ ✭✹✳✷✵✮✱ ✭✹✳✷✶✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ❡t ✭✹✳✷✸✮ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳

M
∑

j=1

msr
j

∑

s=1

(t+ 1)xji,s,t ≤ Cw′ . ∀w′ = 1...W, ∀t = 1...T, ∀i ∈ Lr ∪ Ew′ ✭✹✳✷✻✮

M
∑

j=1

mSm
j

∑

s=1

T
∑

t=1

xj
i,mSr

j +s,t
= pi ∀i ∈ Lm ✭✹✳✷✼✮

M
∑

j=1

mSr
j

∑

s=1

T
∑

t=1

xji,s,t = pi. ∀i ∈ Lr ✭✹✳✷✽✮





∑

l∈Ek

pl



 ∗ xjk,s,t ≤
M
∑

u=1

mSm
j

∑

s′=1

t
∑

t′=1

∑

l∈Ek

xul,mSr
u +s′,t′ ✭✹✳✷✾✮

∀k ∈ Lr, ∀t = 1...T, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSr
j
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pi − (1− xj
i,mSr

j +s,t
+ xj

i,mSr
j +s,t−1

) ∗HV ≤
t+pi
∑

t′=t

xj
i,mSr

j +s,t′
✭✹✳✸✵✮

∀i ∈ Lm, ∀t = 2...T − pi, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSm
j , (HV : ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡)

pi − (1− xj
i,mSr

j +s,1
) ∗HV ≤

t+pi
∑

t′=t

xj
i,mSr

j +s,t′
✭✹✳✸✶✮

∀i ∈ Lm, ∀t = 1...T − pi, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSm
j , (HV : ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡)

pi − (1− xji,s,t + xji,s,t−1) ∗HV ≤
t+pi
∑

t′=t

xji,s,t′ ✭✹✳✸✷✮

∀i ∈ Lr, ∀t = 2...T − pi, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSm
j , (HV : ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡)

pi − (1− xji,s,1) ∗HV ≤
t+pi
∑

t′=t

xji,s,t′ ✭✹✳✸✸✮

∀i ∈ Lr, ∀t = 1...T − pi, ∀j = 1...M, ∀s = 1...mSm
j , (HV : ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡)

✹✳✸✳✸ ❈r✐tèr❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❆✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s
à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ♣♦✐❞s q✉✐ s❡r❛ ❤ér✐té ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉♠❡t✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❧❡s ♣❧✉s
♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞❡ ♣r✐✈✐❧è❣❡s s❛♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦✐♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐és ♥❡ s♦✐❡♥t ❛rrêtés ♦✉
♣é♥❛❧✐sés✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❛♥s ♥♦s tr❛✈❛✉① à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉①✳ ◆♦tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿

▼✐♥✐♠✐s❡r
W
∑

w
′=1

Weightw′Cw′ + Cmax ✭✹✳✸✹✮

❆♣rès ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✹✳✸✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳ ❊❧❧❡ s❡
❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿ ✭✐✮ ❧❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✬❡♥tré❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳

●é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡s

▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❧✐é❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛✉① tr❛✈❛✉①✱ ❛✉①
tâ❝❤❡s✱ ❛✉① ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t à ❧❛ t②♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é❝r✐t❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆✜♥
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣é♥éré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té
ré❞✉✐t❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭pi ∈ [1, 2, 3]✮✳
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∑

WJCJ + CMAX ✾✸

❚
❛
❜
❧
❡
✹✳
✻
✕
❙❝
é♥
❛r
✐♦
s
❞❡

❧❛
❣é
♥é
r❛
t✐
♦♥

❞❡
s
❞♦

♥♥
é❡
s
❞✬
❡♥
tr
é❡

❧♦
rs

❞❡
❧✬é
✈❛
❧✉
❛t
✐♦
♥
❞❡

❧❛
❞❡
✉①

✐è
♠
❡
✈❡
rs
✐♦
♥
❞✉

♠
♦❞

è❧
❡
♠
❛t
❤é
♠
❛t
✐q
✉❡
✳

✭♥
♦♠

❜r
❡
❞❡

tâ
❝❤
❡s
✱
♠
❛❝
❤✐
♥❡
s
❡t

❜❧
♦❝
s
❞❡

❞♦
♥♥

é❡
s✮

◆
✶

◆
✷

◆
✸

▼
✶

▼
✷

▼
✸

◆
❜r
❡
❞❡

❇
❧♦
❝s

◆
❜r
❡
t♦
t❛
❧
❞❡
s
tâ
❝❤
❡s

◆
❜r
❡
t♦
t❛
❧
❞❡

♠
❛❝
❤✐
♥❡
s

◆
❜r
❡
❞❡

❱
❝♦
r❡
s

❙❝
é♥
❛r
✐♦

✶
✸

✵
✵

✵
✶

✶
✶✵

✶✺
✷

✶✵
❙❝
é♥
❛r
✐♦

✷
✸

✶
✵

✶
✶

✶
✶✵

✷✸
✸

✶✼
❙❝
é♥
❛r
✐♦

✸
✸

✶
✵

✶
✶

✷
✶✵

✷✸
✹

✷✵
❙❝
é♥
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◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s T ✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
t❡st ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸✳

❊①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❯♥❡ ❡①✐❣❡♥❝❡ ✐♠♣♦sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦✐❡♥t ❢♦✉r♥✐❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ré❡❧✱
♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ré♣été❡s ✶✵ ❢♦✐s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✷ à ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✹✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉①
❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❀ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✺ à ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ✼✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡
❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❀ ❧❛ ❤✉✐t✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳ ▲❡s tr♦✐s
❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❞❡ ❱❝♦r❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✼✳ ◆♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s s❝é♥❛✲
r✐♦s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ❛ ré✉ss✐ à rés♦✉❞r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
❝♦❧♦♥♥❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ rés♦✉❞r❡✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❈P▲❊❳ s✬❛rrêt❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❈P▲❊❳ s✬❛rrêt❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ t❡♠♣s
✜①é✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✻✱ ✼✱ ✽ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✭♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡✮ ❞❡ ♥÷✉❞s ❡①✲
♣❧♦rés ♣❛r ❈P▲❊❳ ❞✉r❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✾✱ ✶✵✱ ✶✶ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ t❡♠♣s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞♦✉③✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s tr♦✉✈é❡s✳ ▲❛
tr❡✐③✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s
♣❛r s❝é♥❛r✐♦s ♣♦✉r ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s ♣♦ssé❞❛♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✳
❉✬❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s
à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛✉① ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐❞s
❛✛❡❝tés ❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✭❡t ❛✉① tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✮ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r
❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✭✹✳✷❛✮ ❡t ✭✹✳✷❜✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❝♦♥s♦♠✲
♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❍❍❉ s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ✿

✖ ▲❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡s ❱❝♦r❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❡t t❡r♠✐♥❡♥t ❧❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s ♣r❡sq✉❡ ❡♥
♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡s ❱❝♦r❡s ❡t ❧❡s ❧✐❜èr❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s
❝réé❡ ❞❡s ✈❛❣✉❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❡st ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✹ ♦ù
❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝ré❡ q✉❛tr❡ ✈❛❣✉❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❣✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ✸ ❡t ✼✮✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s✳

✖ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❛❣✉❡s ❡♥❣❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ❡t ❞❡ ❞✐sq✉❡s ♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❧❧✉r❡✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡



✹✳✸✳ P❘❖❇▲➮▼❊ P❖❯❘ ▲❆ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❊
∑

WJCJ + CMAX ✾✺

r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦♥s♦♠♠é❡s ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ tâ❝❤❡s ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ✈❛❣✉❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡st ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧
q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✭✹✳✸✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞é❣ré❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ♠♦②❡♥s ❞✉s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡st ♥♦té ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦s ✹✳ ❈❡
rés✉❧t❛t ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ✷ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❡s ❝r✐tèr❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts
♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ♠❛✐s ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❝❤❡r❝❤❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

❚❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❱✉ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
q✉❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ❧✐♠✐té❡ à ✷✾ tâ❝❤❡s✱ ✸ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✶✼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❡♥ ▼♦✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳

✭❛✮ ▲❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▼é♠♦✐r❡
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❝♦❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s✮ ❡t ✶✵ ❜❧♦❝s✳ P♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✺✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❈P▲❊❳ ♣❛r✲
❝♦✉rt ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✻✽✹✸ ♥÷✉❞s ❡t ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✹✹✶✺✺ ♥÷✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ■❧ ❛tt❡✐♥t
s❡s ❧✐♠✐t❡s ♠é♠♦✐r❡ ❡t t❡♠♣s ✉♥❡ ❢♦✐s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡✮✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❈P▲❊❳ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛♥❝é ❝❡rt❛✐♥s s❝é♥❛r✐♦s ♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s ❡t s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❈P▲❊❳ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à
rés♦✉❞r❡ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s❝é♥❛r✐♦s ✼✱✽✱✾ ❡t ✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♥s✲
t❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✭✐✮ ❯♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✸ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ t②♣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡ ▼✶✱ ▼✷✱ ▼✸ ✭✶✶ ❱❝♦r❡s ✧▼❛♣✧
❡t ✻ s❧♦ts ✧❘❡❞✉❝❡✧✮✳ ✭✐✐✮ ✸ tr❛✈❛✉① ❞✉ t②♣❡ ◆✷ ✭✶✽ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✻ tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✮✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ♦♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ✷ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ✺✶✷ ▼❜ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✳ ✭✐✐✐✮
✶✵ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✻✹ ▼❜ ✭✐✈✮ ✸ ❛r❝s ✭▼✶✲▼✷✱ ▼✶✲▼✸✱ ▼✷✲▼✸✮✳ ✭✈✮ ❯♥ ❤♦r✐③♦♥ ❞❡
t❡♠♣s é❣❛❧❡ à ✶✸✳
❊♥ t❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✷✷✻✷✵ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✼✹✽✽✹ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❈❤❛q✉❡ ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✼✵✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✶✵✶✵ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✶✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❣é♥èr❡ ❡st é❣❛❧❡ à

∑Nr

l=1 n
p
l ∗M(M − 1) ∗∑T−1

t=1 (t− 1) ∗ (T − t)✱ s♦✐t ✻✶✼✼✻✳
▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❀
❡❧❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❈P▲❊❳ ♥❡ ♣❛r✲
✈✐❡♥t ♣❛s à tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s s♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛♣♣r♦❝❤é❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❝♦♥❢r♦♥tés ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡
rés❡r✈é❡ à ❈P▲❊❳ ♦✉ à ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♠♣♦sé❡ à ❈P▲❊❳ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥✳

❆✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
♣❡♥s♦♥s à ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳

✹✳✸✳✺ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ✭❡✣❝❛❝❡s✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡
♣r♦❝❤❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♣❡♥s♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és✱ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡st ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❜♦r♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s s✉✐t❡ à ❝❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s✳

❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s

◆♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✐♥❞❡①é s✉r ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✐♥✢✉❡♥❝❡
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ✶ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ pi = 1, ∀i ∈ Lr ∪ Lm✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥
❞❡ t❡♠♣s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s s❡r❛ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t



✹✳✸✳ P❘❖❇▲➮▼❊ P❖❯❘ ▲❆ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❊
∑

WJCJ + CMAX ✾✼

ré❞✉✐t❡✳
P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ✹ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❣èr❡♥t ❧❛ ♥♦♥ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✉t✐❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡s ❝❛r ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳ P♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ✭✹✳✷✹✮ ✿ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❤♦r✐③♦♥ é❣❛❧ à
✻✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s♦♥t ❞❡ ✶✵✹✹✹ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❞❡ ✸✽✵✼✷ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 2

3 ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳
❈❡tt❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s

tâ❝❤❡s ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣é♥éré❡s ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉❡
❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡✳

❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧ r❡♥❞❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é
❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡s
r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ tâ❝❤❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✹✳✷✾✮ ré❞✉✐t
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳

❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❝❧❛ss♦♥s ❧❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s✱
❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s
❞✬❡①é❝✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❱❝♦r❡s✮ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬✉♥ ❱❝♦r❡ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ♦✉ ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ ❈❡tt❡
❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t é✈♦❧✉❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✹✮✮ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✺✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s✳

T =

[

∑

i∈Lr∪Lm pi
∑M

j=0m
s
j

∗ 0.75 + (

∑N
i=1 n

ra
i ∗ pi

∑M
j=1m

ra
j

) ∗ 0.25
]

+ 2 ∗ Max
l∈Lr∪Lm

(pl) + 1. ∀M ≥ 2 ✭✹✳✸✺✮

✹✳✸✳✻ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t rés✉❧t❛ts

❆♣rès ❧❡✉rs ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉❡s✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✹✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❜♦r♥❡s à ❧❛ ❜♦r♥❡ ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❛♥s r❡❧â❝❤❡r
❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡st ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ✱ ❧❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✳
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉① tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ✹✳✸✳✹✳
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❚❛❜❧❡ ✹✳✽ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿ ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱ ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s✱ rés♦❧✉s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té
❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✭✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✮

❙❛♥s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✶ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✸
◆❜ ✐♥st✳
rés♦❧✉s

❖❜❥ ◆❜ ✐♥st✳
rés♦❧✉s

❖❜❥ ◆❜ ✐♥st✳
rés♦❧✉s

❖❜❥ ◆❜ ■♥st✳
rés♦❧✉s

❖❜❥

❙❝ ✶ ✶✵ ✺✵✳✸ ✶✵ ✸✷✳✹ ✶✵ ✸✹✳✶ ✶✵ ✹✾✳✺
❙❝ ✷ ✶✵ ✼✻✳✶ ✶✵ ✸✽✳✼ ✶✵ ✹✺✳✷ ✶✵ ✼✺✳✵
❙❝ ✸ ✶✵ ✼✶✳✾ ✶✵ ✸✷✳✵ ✶✵ ✹✷✳✶ ✶✵ ✼✶✳✸
❙❝ ✹ ✶✵ ✶✷✾✳✷ ✶✵ ✻✶✳✷ ✶✵ ✼✺✳✶ ✶✵ ✶✶✵✳✷
❙❝ ✺ ✽ ✶✵✺✳✶ ✶✵ ✻✵✳✺ ✶✵ ✽✹✳✺ ✾ ✾✽✳✹
❙❝ ✻ ✾ ✽✽✳✵ ✶✵ ✹✸✳✹ ✶✵ ✺✽✳✾ ✽ ✽✽✳✼
❙❝ ✼ ✲ ✲ ✶✵ ✸✷✳✶ ✶✵ ✻✵✳✽ ✾ ✽✽✳✸
❙❝ ✽ ✲ ✲ ✶✵ ✺✼✳✸ ✽ ✾✶✳✷ ✲ ✲
❙❝ ✾ ✲ ✲ ✽ ✹✾✳✶ ✲ ✲ ✲ ✲
❙❝ ✶✵ ✲ ✲ ✾ ✺✵✳✽ ✲ ✲ ✲ ✲

❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞✐s❝✉ss✐♦♥

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✮✱ ♥♦✉s ❣é♥é✲
r♦♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ é❣❛❧❡ à ✶✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✳ ▲❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s s♦♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽✱ ♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥s✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❈P▲❊❳ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s s❝é♥❛r✐♦s q✉❡ ❈P▲❊❳ ❛ ré✉ss✐ à rés♦✉❞r❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✽✱
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦❧✉❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦s✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✶✵
✐♥st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✶ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✹✹ tâ❝❤❡s s✉r ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✷✵
❱❝♦r❡s✮✱ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✷ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✸✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✷ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ rés♦✉❞r❡ ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ✾ ❡t ✶✵ ❡t ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✸ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✽✱ ✾ ❡t ✶✵✳
❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❜♦r♥❡s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✶ ❛ ✉♥
é❝❛rt ♠♦②❡♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✹✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s
❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s✳ ❈❡t é❝❛rt ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❞✉ré❡✳
▲✬é❝❛rt ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✷ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✸✵✪✳ ▲✬é❝❛rt ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✸ ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✶✵✪✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❧❛
♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té ❞❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ré❞✉✐t❡s✳ ◆♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ré✲
s✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s ✷ ❡t ✸✱ ❈P▲❊❳ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❧✐é❡s
❛✉① s❝é♥❛r✐♦s ✾ ❡t ✶✵ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❈P▲❊❳ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉t♦r✐sé✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❡t
s❝é♥❛r✐♦s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ♥✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ré❡❧❧❡s ♥✐ ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s q✉❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❝❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s
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♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s ♥✐ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✐ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s rés♦✲
❧✉❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s❛♥s ❧❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s
♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
✐♥❞❡①é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♣r♦♣♦s♦♥s✳
❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r s✬❛♣♣r♦❝❤❡r ♣❧✉s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❡❧❧❡ ❡t ♥♦✉s
❝❤❡r❝❤♦♥s à ♦♣t✐♠✐s❡r ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s q✉❡ ♥♦✉s
♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s q✉❡
♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s
❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❜♦r❞é✳
◆♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s ❡t ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s❡♥t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❘és♦❧✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✬♦♥ ❛ ♥♦♠♠é
✧▲♦❝❋✐rst✧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t é✈♦❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡

∑

wjCj + Cmax✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣✲
❘❡❞✉❝❡ ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡
Cmax ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst✧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡

∑

wjCj + Cmax ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉①
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s s❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ♥♦✉s ❧✬é✈❛❧✉♦♥s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜①és✮✳ ▲❡
♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

∑

wjCj + Cmax✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥
❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✺✳✷ ❈♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐s✲

t✐q✉❡s

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr♦✐s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❞❡✉①
♣❤❛s❡s ❧♦rs ❞❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t
❝♦♥♥✉s ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❤♦rs ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❜♦r♥❡s ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥

✶✵✶
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❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝r✐tèr❡
✉t✐❧✐sé✳
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♥♦s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ✓▲❚▲▼✔ ✭▲♦♥❣❡st ❚✐♠❡ ▲❡❢t ▼♦st✮ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥
♣r❡♠✐❡r✱

✖ ✓❙❚▼❆✔ ✭❙❤♦rt❡st ❚✐♠❡ ▲❡❢t ▼♦st ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱

✖ ❋■❋❖ ✭❋✐srt ✐♥ ✜rst ♦✉t✮ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rr✐✈é ❡st ❧❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡r✈✐✱

✖ ❋■❋❖ ♣❧✉s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧❡s ❡①é❝✉t❡r ❛✉①
♣❧✉s tôt✳

❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❡♥ ♣r❡♠✐❡r ✭❋✐rst ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡

∑

wjCj + Cmax✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ♥♦s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ✓❋❙✔ ✭❋❛✐r❙❝❤❡❞✉❧❡r✮❬✶✻✾❪ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✖ ✓▲❚▲▼✔ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱

✖ ✓❙❚▼❆✔ ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱

✖ ❋■❋❖ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛rr✐✈é ❡st ❧❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡r✈✐✱

✖ ❋■❋❖ ♣❧✉s ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ LJob ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ♥✉♠ér♦ ✭♥✉♠✮✱

✖ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ✭❙✉❜♠✐ss✐♦♥❉❛t❡✮✱

✖ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ✭◆❜❚❛s❦▼❛♣✮✱

✖ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ✭◆❜❚❛s❦❘❡❞✉❝❡✮✱

✖ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ✭❊♥❞▼❛♣❉❛t❡✮✱

✖ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ✭❊♥❞❘❡❞✉❝❡❉❛t❡✮✱

✖ ♣♦✐❞s ✭❲❡✐❣❤t✮✱

✖ ♣r✐♦r✐té ✭♣r✐♦r✐t②✮✱
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✖ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❝♦st✮✱

✖ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é ✭♦✉ ❡♥ ❝♦✉rs✮ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭s❝❤❡❞✉❧❡❞✮✳

✖ Ltasks ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ♥✉♠ér♦ ✭♥✉♠✮✱

✖ t②♣❡ ❞❡ tâ❝❤❡✱ ▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡ ✭t②♣❡✮✱

✖ ❞✉ré❡ ✭❞✉r❛t✐♦♥✮✱

✖ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❏♦❜✮✱

✖ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ✭♠❛❝❤✐♥❡✮✱

✖ é❣❛❧❡ à ✶ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭s❡❝♦♥❞❈❤❛♥❝❡✮✱

✖ ♣r✐♦r✐té ✭♣r✐♦r✐t②✮✱

✖ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭st❛rt✮✱

✖ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❊♥❞✮✱

✖ ❧❡ ❱❝♦r❡ q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✭❱❝♦r❡✮✱

✖ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r ✭❆❧❧♦✇❙t❛rt✮✱

✖ ❞❛t❡ ❛✈❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t t❡r♠✐♥❡r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❙tr✐❝t❊♥❞✮✳

✖ Lmachines ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ♥✉♠ér♦ ✭♥✉♠✮✱

✖ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té❡ ✭▲❛st❉❛t❡▼❛♣✮✱

✖ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛✛❡❝té❡ ✭▲❛st❉❛t❡❘❡❞✉❝❡✮✱

✖ ▲✐st❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ❱❝♦r❡s ✭▲❛st❉❛t❡♦❢❱✲
❝♦r❡s✮✱

✖ ❚②♣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉❡ ❧❡s ❱❝♦r❡s ❡①é❝✉t❡♥t ✭❚②♣❡❱❝♦r❡s❬s❪✱ ∀s ∈ [1 . . .ms
j ]✮✱

✖ ▲✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ❱❝♦r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❱❝♦r❡❬s❪✱ ∀s ∈ [1 . . .ms
j ]✮✱

✖ ▲✐st❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❝♦r❡s ✭▲❛st❉❛t❡♦❢❱❝♦r❡❬s❪✱ ∀s ∈ [1 . . .ms
j ]✮✳

✺✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax

▲❡ ❝r✐tèr❡ Cmax ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ♥♦s ét✉❞❡s ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
✧▲♦❝❋✐rst✧ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣✲
t♦♥s ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥♦♠♠é❡
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧✳
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✺✳✸✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮

✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡st ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ●❧♦✉t♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋■❋❖✳ ❊❧❧❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❣❧♦✉t♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ à ré❝✉♣ér❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡t à ❧✬❛✛❡❝t❡r à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❊❧❧❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ tr❛✐t❡✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❤♦✐s✐❡
❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✿ ✭✐✮ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ✭✐✐✮ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❞❛t❡
❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ AverageEndDate q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✳
▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é
q✉✬❛♣rès s❛ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ❜❧♦❝s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ ❛♥❝✐❡♥♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♦♥ ♥❡ ré❛✛❡❝t❡ ♣❛s ✉♥❡ tâ❝❤❡ q✉✐ ❡st ❞é❥à ❛✛❡❝té❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LJobs← {m}, ∀m = 1...W ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✷ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✸ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✹ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ▲t❛s❦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ▲♠❛❝❤✐♥❡s

✺ Pr✐♦r✐t②❉❡❢✐♥✐t✐♦♥✭▲❏♦❜s✱▲t❛s❦s✮ ❀

✻ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i ∈ Ltasks ❢❛✐r❡

✼ s✐ (Ltasks[i].machine ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐) ❛❧♦rs

✽ AverageEndDate = 0 ❀

✾ ♣♦✉r m′ ∈ Lmachines ❢❛✐r❡

✶✵ s✐ Ltasks[i] ❡st ✉♥ ▼❛♣ ❛❧♦rs

✶✶ AverageEndDate = AverageEndDate+ Lmachines[m′].LastDateMap ❀

✶✷ s✐ Ltasks[i] ❡st ✉♥ ❘❡❞✉❝❡ ❛❧♦rs

✶✸ AverageEndDate = AverageEndDate+ Lmachines[m′].LastDateReduce ❀

✶✹ MoyenDateF in =
1 +AverageEndDate

M
❀

✴✯ ▼❛❝❤▲♦❝ ❡t ▼❛❝❤✿ ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s i ♣❡✉t s✬❡①é❝✉t❡r ✯✴

✶✺ MachLoc←
❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝✭Ltasks[i], LdataBloc, Lmachines,AverageEndDate✮ ❀

✶✻ s✐ MachLoc ❛❧♦rs

✶✼ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭ ▲t❛s❦s❬✐❪✱▼❛❝❤▲♦❝✮ ❀

✶✽ s✐♥♦♥

✶✾ Mach← ❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡❉✐s✭Lmachines, Ltasks[i], AverageEndDate✮ ❀

✷✵ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭ ▲t❛s❦s❬✐❪✱▼❛❝❤✮ ❀

✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻✮ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❡t ❧❡ tr✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
✭❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✺✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s



✺✳✸✳ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❘■❚➮❘❊ CMAX ✶✵✺

❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✼ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✶✹✮✳ ▲✬ét❛♣❡
s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❥à ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ❛✈❛♥t ❞❡
❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✧Ltasks[i]✧ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✧▲t❛s❦s✧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡t♦✉♥❡r▲✐st❡✲
▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝❱✷✭✮ ✭❧✐❣♥❡ ✶✺✮ ré❝✉♣èr❡ ❞❛♥s ✧MachLoc✧ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❡s ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡ tr❛✐t❡✳ ✧▼❛❝❤▲♦❝✧ r❡s♣❡❝t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r
Ltasks[i]✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ Ltasks[i] ♥✬❡st ♣❛s ❛✛❡❝té❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❧♦❝❛❧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❘❡t♦✉♥❡r▲✐st❡▼❛✲
❝❤✐♥❡❉✐s❱✷✭✮ ✭❧✐❣♥❡ ✶✾✮ ré❝✉♣èr❡ ❞❛♥s Mach ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
✜♥ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r Ltasks[i]✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❞✉ré❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ s❡s tâ❝❤❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LJob← {w′}, ∀w′ = 1...W ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✷ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✸ CurrentDate ✴✯ ❉❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ▲t❛s❦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés

✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ w′ ∈ LJob ❢❛✐r❡

✺ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ew′

❢❛✐r❡

✻ LJob[w′].priority ← LJob[w′].priority + pi ❀

✼ HighestPriority ← −1 ❀ ✴✯ ❍✐❣❤❡stPr✐♦r✐t② ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é ✯✴

✽ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ltasks ❢❛✐r❡

✾ s✐ Ltasks[i].submit > CurrentDate ❛❧♦rs

✶✵ s✐ Ltasks[i].type == Map ❛❧♦rs

✶✶ Ltasks[i].priority ← LJob[w′].priority ❀

✶✷ s✐ Ltasks[i].type == Reduce ❛❧♦rs

✶✸ Ltasks[i].priority ← LJob[w′].priority − 1 ❀

✶✹ s✐ HighestPriority < Ltasks[i].priority ❛❧♦rs

✶✺ HighestPriority = Ltasks[i].priority ❀

✶✻ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ Ltasks ❢❛✐r❡

✶✼ s✐ Ltasks[i].submit < CurrentDate ✴✯ ❱ér✐❢✐❡r s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ✯✴

✶✽ ❛❧♦rs

✶✾ Ltasks[i].priority = HighestPriority + 1 ❀

✷✵ Sort(Ltasks) ❀ ✴✯ tr✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥✧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s
✹ ❡t ✻✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦✲
r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡①✐st❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✽ ❡t ✶✺✮✳ ▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
❘❡❞✉❝❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❡t ❘❡❞✉❝❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝❱✷✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✷ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✯✴

✸ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✹ AverageEndDate ✴✯ ❉❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r Task ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r Task ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té

✴✯ Cond1✿ TempListMach[i] ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task ✯✴

✴✯ Cond2 : ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡ ≥ TempListMach[i].LastDateMap ✯✴

✴✯ Cond3 : ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ c2.machine ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task ✯✴

✴✯ Cond4 : ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡ ≥ Lmachines[c2.machine].LastDateReduce ✯✴

✴✯ Cond5 : TempMach.LastDateMap < TempListMach[i].LastDateMap ✯✴

✴✯ Cond6 : TempMach.LastDateReduce < TempListMach[c2.num].LastDateReduce ✯✴

✺ TempListMach← ∅
✻ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs

✼ TempListMach← D(LdataBloc[nb
Task.num

]); ✴✯ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❚❛s❦

tr❛✐t❡ ✯✴

✽ TempMach← TempListMach[1];

✾ ♣♦✉r i ❞❡ ✷ à ✸ ✴✯ ✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ré♣❧✐q✉é ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✸ ❢♦✐s ✯✴

✶✵ ❢❛✐r❡

✶✶ s✐ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Cond5 ❛❧♦rs

✶✷ TempMach← TempListMach[i];

✶✸ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❛❧♦rs

✶✹ TempListMach← ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s s✬❡①é❝✉t❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ETask;

✴✯ ❊♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ❡①é❝✉té ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t Task ✯✴

✶✺ TempMach← TempListMach[1];

✶✻ ♣♦✉r c2 ∈ ETask] ❢❛✐r❡

✶✼ s✐ Cond3 ❡t Cond4 ❡t Cond6 ❛❧♦rs

✶✽ TempMach← TempListMach[c2];

✶✾ ❘❡t♦✉r♥❡r ✭TempMach✮ ❀

❊♥✜♥✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞é✜♥✐❡s✳
▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✽ ❡t ✾ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡
❡st ❛✛❡❝té❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ré❝✉♣èr❡ ✭s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r Task ❡♥ r❡s♣❡❝✲
t❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s✳ P♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐
♦♥t ❡①é❝✉té❡s ✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ ❧❡s ♣ré❝è❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦✐t tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t
❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✉ ♣❧✉s tôt ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ Task ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✉t♦r✐sé❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❘❡t♦✉♥❡r▲✐st❡▼❛❝❤✐♥❡❉✐s❱✷✧ q✉✐ ré❝✉♣èr❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ✭MoyenDateF in✮✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥
✧▼❛♣✧ ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✮✱ MoyenDateF in ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡
❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❝♦r❡s q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r ❧❡s ❱❝♦r❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✮✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❘❡t♦✉♥❡r▲✐st❡▼❛❝❤✐♥❡❉✐s❱✷✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✸ AverageEndDate ✴✯ ❉❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r Task ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r Task

✴✯ Cond1 : ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Lmachines[c1] ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task ✯✴

✴✯ Cond2 : AverageEndDate > Lmachines[c1].LastDateMap ✯✴

✴✯ Cond3 : AverageEndDate > Lmachines[c1].LastDateReduce ✯✴

✹ Lmach← ∅
✺ ♣♦✉r c1 ❞❡ ✶ à M() ❢❛✐r❡
✻ s✐ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs
✼ ❘❡t♦✉r♥❡r ✭Lmachines[c1]✮ ❀

✽ s✐ Cond1 ❡t Cond3 ❡t Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❛❧♦rs
✾ ❘❡t♦✉r♥❡r ✭Lmachines[c1]✮ ❀

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✧ q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉ ❱❝♦r❡ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t q✉✐ ♣❡✉t
❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡✱ ❡❧❧❡
❡st ❛✛❡❝té❡ ❛✉ ❱❝♦r❡ q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❛♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡
tr❛✈❛✐❧ ❡t ❛✈❛♥t MoyenDateF in✳
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❡st ♣r✐s❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❡♥ têt❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧LocF irst✧ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O((N2 +N ∗M) ∗ms
j)✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡

N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱ M ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ms
j ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ❞❛♥s ❧❛

♠❛❝❤✐♥❡ j✳

❈❛❧❝✉❧ ✿
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✽ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿

✖ ❖♥ ♥♦♠♠❡ C1 ❡t C2 ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡st✐♥é❡s à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭▼❛♣
♦✉ ❘❡❞✉❝❡✮✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f1 ❡t f2✳ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té f1 = f2 = O(1)✳

✖ ▲❡s Cond1 ❡t Cond3 s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥♦té f3 ❡t f5✳ ❡❧❧❡s s❡r✈❡♥t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s✐ ✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f3 = f5 =

O(1)✳
✖ ▲❡s Cond2 ❡t Cond4 s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥♦té f4 ❡t f6✳ ❡❧❧❡s s❡r✈❡♥t à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
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❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❛✉t♦r✐sé❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f4 = f6 = O(1)✳
✖ ▲❡s Cond5 ❡t Cond6 s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f7 = f8 = O(1)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Mach, ∀Mach ∈ 1...M ✴✯ ▼❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡

♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ✯✴

✷ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✸ MoyenDateF in ✴✯ ❉❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ♣♦✉r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r Task ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ tâ❝❤❡ Task ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ✉♥ ❱❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Mach

✹ TempSlot← ∅;

✺ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs
✻ FirstDate = HV ; ✴✯ ❍❱ ✿ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ✯✴

✼ ♣♦✉r i ❞❡ mSr
(Mach.num) à ms

(Mach.num) ❢❛✐r❡

✽ s✐ i ❡st ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in ❡t ❛✈❛♥t FirstDate ❛❧♦rs
✾ TempSlot = i;

✶✵ FirstDate = Mach.LastDateofSlot[i];

✶✶ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❛❧♦rs
✶✷ FirstDate = ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛ss♦❝✐é❡ à ❚❛s❦ ❀
✶✸ ♣♦✉r i ❞❡ 0 à mSr

(Mach.num) ❢❛✐r❡

✶✹ s✐ i ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t MoyenDateF in ❡t ❛♣rès FirstDate ❛❧♦rs
✶✺ TempSlot = i;

✶✻ FirstDate = Mach.LastDateofSlot[i];

✶✼ Task.machine = Mach.num;

✶✽ Task.V core = TempSlot;

✶✾ Task.start = FirstDate;

✷✵ Task.End = Task.start+ p(Task.num);

✷✶ Mach.V core[TempSlot] = Task.num;

✷✷ Mach.LastDateofV core[TempSlot] = Task.End;

✷✸ ❯♣❞❛t❡❘❡s♦✉r❝❡❖♥▼❛❝❤✐♥❡ ✭✮ ❀

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✽ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ✧♣♦✉r✧ ✿

✖ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C1 ❡st ✈ér✐✜é❡✮✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❜❧♦❝✱ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Task tr❛✐t❡✱ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ré♣❧✐q✉❛s✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧✱ q✉✐ s✬❡①é✲
❝✉t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f9 = O(nb

Task ∗ rb ∗
max(f3, f4, f7)) = O(nb

Task ∗ rb)✳ ❖r✱ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ✉♥ s❡✉❧
❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ré♣❧✐q✉❛s ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❡♥tré❡ rb✳ ❉❡ ❝❡
❢❛✐t✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f9 = O(nb

Task)✳

✖ s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ C2 ❡st ✈ér✐✜é❡✮✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✧pour✧ ❝♦♥s✐st❡
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ➱❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ♠♦②❡♥ ✭❡♥ ✪✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡t ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s✮

❙❝é♥❛r✐♦s ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❝❛❧❝✉❧é❡
♣❛r ❈P▲❊❳✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✧▲♦❝❋✐rst
✭❱✷✮✧

➱❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ✭✪✮

1 ✹✳✹ ✹✳✻ ✹✳✺
2 ✹ ✹✳✷✺ ✻
3 ✹✳✼ ✹✳✽ ✷✳✶
4 ✹ ✹✳✶ ✷✳✺
5 ✽✳✷✺ ✽✳✺ ✸
6 ✺✳✹ ✺✳✻ ✸
7 ✼✳✶ ✼✳✹ ✹✳✷
8 ✺ ✺✳✷ ✸
9 ✻ ✻✳✷ ✸✳✸
10 ✺✳✺ ✺✳✽ ✺✳✹
11 ✹✳✻✻ ✹✳✽ ✸

▼♦②❡♥♥❡ ✸✳✼✸

à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣✱ q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t Task✱ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s✳
❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f10 = O(Nm ∗max(f5, f6, f8)) = O(Nm)✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧RetounerListeMachineLoc ✭❱✷✮✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F1 = O(max(max(f1, f9)

,max(f2, f10))) = O(max(f9, f10)) = O(Nm)✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✾✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧RetounerListeMachineDis ✭❱✷✮✧✱ ❡st ❜❛sé s✉r tr♦✐s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(1) ❝❤❛❝✉♥❡ ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✧♣♦✉r✧ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(M)✳ ❉ès q✉✬♦♥
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧✐❜r❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r Task✱ ♦♥ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Retouner

ListeMachineDis✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F2 = O(M)✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✼ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F3 = O(N +N +

N logN) = O(N logN)✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s
tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(N)✳ ▲❡ tr✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(N logN)✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✵ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F4 = O(ms
j), ∀j ∈

[1..M ]✳
❊♥ rés✉♠é ✿

✶✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr✐❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F3 = O(N logN)✳

✷✳ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧RetounerListeMachineLoc✧ ❡st F1 = O(Nm)✳

✸✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧RetounerListeMachineDis✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F2 = O(M)✳

✹✳ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F4 = O(ms
j), ∀j ∈ [1..M ]✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(N logN + N ∗ms
j ∗ (Nm +M)) = O(N2 +

N ∗M) ∗ms
j ✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

✺✳✸✳✸ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞é✲
r❡r q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t s♦✉♠✐s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡t ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐
❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❝♦♥t❡①t❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳

✷ ✹ ✶✶ ✶ ✽ ✻ ✶✵ ✸ ✾ ✼ ✺

4

5

6

7

8

❙❝é♥❛r✐♦s ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✭ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s
◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❱❝♦r❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♣♣❡

✮

C
m
a
x
✭❡
♥
s❡
❝✮

❘és✉❧t❛t ❞❡ ▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮
❘és✉❧t❛t ❈P▲❊❳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ▼♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax ✭❝♦♥t❡①t❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❡t tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡
✉♥✐t❛✐r❡✮

✻ ✶✵ ✼ ✶✶ ✺ ✶✷ ✷ ✶✸ ✾ ✽ ✶✹ ✸ ✶✺ ✶✻ ✹ ✶ ✶✼ ✶✽ ✶✾ ✷✵
15

20

25

30

35

40

45

❙❝é♥❛r✐♦s ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

C
m
a
x
✭❡
♥
s❡
❝✮

▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮ ✓❙❚▼❆✔ ✓▲❚▲▼✔ ❋■❋❖ ❋■❋❖ ✰ ▲♦❝❛❧✐t②

tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ é❣❛❧❡ à ✶✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s
✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
❛✣❝❤é❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ Cmax ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧é❡s✳
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣r♦❝❤❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ❙❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✱
♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮

◆✶ ◆✷ ◆✸ ▼✶ ▼✷ ▼✸ ◆❜r❡ ❞❡
❇❧♦❝s

◆❜r❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s

◆❜r❡ ❞❡
♠❛❝❤✐♥❡s

◆❜r❡ ❞❡
❱❝♦r❡s

◆❜ tâ❝❤❡s
◆❜ ❱❝♦r❡s

❙❝é♥❛✳ ✶ ✷ ✷ ✷ ✷ ✶ ✶ ✸✵ ✸✼✵ ✹ ✷✹ ✶✺✳✹✶
❙❝é♥❛✳ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✸✵ ✸✼✵ ✻ ✸✹ ✶✵✳✽✽
❙❝é♥❛✳ ✸ ✹ ✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ✹✵ ✹✸✵ ✻ ✸✹ ✶✷✳✻✹
❙❝é♥❛✳ ✹ ✹ ✹ ✷ ✷ ✷ ✷ ✽✵ ✺✵✵ ✻ ✸✹ ✶✹✳✼
❙❝é♥❛✳ ✺ ✹ ✹ ✷ ✷ ✹ ✷ ✽✵ ✺✵✵ ✽ ✹✽ ✶✵✳✹✶
❙❝é♥❛✳ ✻ ✼ ✹ ✸ ✹ ✺ ✹ ✶✵✵ ✻✾✵ ✶✸ ✼✺ ✾✳✷
❙❝é♥❛✳ ✼ ✼ ✹ ✹ ✹ ✻ ✹ ✶✵✵ ✼✾✵ ✶✹ ✽✸ ✾✳✺
❙❝é♥❛✳ ✽ ✼ ✼ ✺ ✹ ✻ ✻ ✶✵✵ ✶✵✾✺ ✶✻ ✽✽ ✶✷✳✹✹
❙❝é♥❛✳ ✾ ✼ ✼ ✻ ✻ ✻ ✻ ✶✵✵ ✶✷✸✵ ✶✽ ✶✵✷ ✶✷✳✵✺
❙❝é♥❛✳ ✶✵ ✼ ✼ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✷✵✵ ✶✺✾✺ ✸✵ ✶✼✵ ✾✳✸✽
❙❝é♥❛✳ ✶✶ ✶✵ ✼ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✷✵✵ ✶✻✽✺ ✸✵ ✶✼✵ ✾✳✾✶
❙❝é♥❛✳ ✶✷ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✶✵ ✷✺✵ ✶✽✹✵ ✸✵ ✶✼✵ ✶✵✳✽✷
❙❝é♥❛✳ ✶✸ ✶✵ ✶✷ ✶✷ ✶✶ ✶✶ ✶✶ ✸✵✵ ✷✷✷✵ ✸✸ ✶✽✼ ✶✶✱✽✼
❙❝é♥❛✳ ✶✹ ✶✵ ✶✷ ✶✺ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✸✵✵ ✷✺✷✵ ✸✻ ✷✵✵ ✶✷✳✻
❙❝é♥❛✳ ✶✺ ✶✵ ✶✺ ✶✻ ✶✷ ✶✷ ✶✺ ✹✺✵ ✷✽✵✵ ✸✾ ✷✶✼ ✶✷✳✾
❙❝é♥❛✳ ✶✻ ✶✺ ✶✺ ✶✽ ✶✷ ✶✷ ✶✺ ✹✺✵ ✸✶✺✵ ✸✾ ✷✶✼ ✶✹✳✺
❙❝é♥❛✳ ✶✼ ✷✵ ✶✺ ✷✵ ✶✷ ✶✷ ✶✻ ✹✺✵ ✸✺✵✵ ✹✵ ✷✷✵ ✶✺✳✾
❙❝é♥❛✳ ✶✽ ✷✵ ✷✵ ✷✹ ✶✹ ✶✹ ✶✻ ✺✵✵ ✹✷✵✵ ✹✹ ✷✹✽ ✶✻✳✾✸
❙❝é♥❛✳ ✶✾ ✷✺ ✷✺ ✷✺ ✶✹ ✶✹ ✶✻ ✺✵✵ ✹✼✺✵ ✹✹ ✷✹✽ ✶✾✳✶✺
❙❝é♥❛✳ ✷✵ ✷✼ ✷✼ ✷✼ ✶✹ ✶✹ ✶✻ ✺✵✵ ✺✶✸✵ ✹✹ ✷✹✽ ✶✾✳✽✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s tr❛✲
✈❛✉① ✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s

❚❛✐❧❧❡ tâ❝❤❡s
❘❡❞✉❝❡

tâ❝❤❡s
▼❛♣

T1 ✺ ✷✺
T2 ✶✵ ✺✵
T3 ✷✵ ✽✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✉①
✉t✐❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s

❚②♣❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

N1 ❈P❯✲✐♥t❡♥s✐✈❡
N2 ❘❆▼✲✐♥t❡♥s✐✈❡
N3 ■✴❖✲✐♥t❡♥s✐✈❡

♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ▲❡ r❛t✐♦ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡st
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✹✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞érés✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶ ♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦ ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ✭❡♥ ✪✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧
❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st
♣❡t✐t❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡✳
▲❡ t❡♠♣s ✉t✐❧✐sé ♣❛r ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① Cmax ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s
♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

✻ ✶✵ ✼ ✶✶ ✺ ✶✷ ✷ ✶✸ ✾ ✽ ✶✹ ✸ ✶✺ ✶✻ ✹ ✶ ✶✼ ✶✽ ✶✾ ✷✵
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▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮ ✓❙❚▼❆✔ ✓▲❚▲▼✔ ❋■❋❖ ❋■❋❖✰ ▲♦❝❛❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① Cmax ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s
♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s
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❙❝é♥❛r✐♦s ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t
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▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮ ✓❙❚▼❆✔ ✓▲❚▲▼✔ ❋■❋❖ ❋■❋❖✰ ▲♦❝❛❧✐t②

t❡♠♣s ❝♦♥s♦♠♠é ♣❛r ❈P▲❊❳ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✳
❆♣rès ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧

s✉r ❞❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❧❛ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✓▲❚▲▼✔✱ ✓❙❚▼❆✔✱
❋■❋❖ ❡t ❋■❋❖ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❈❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
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✶✺ ✾✶✳✶ ✶✷✺✳✹ ✶✷✼✳✷ ✶✶✶✳✸ ✶✹✵✳✶
✶✻ ✾✼✳✸ ✶✹✺✳✶ ✶✹✽✳✼ ✶✷✵✳✸ ✶✺✹✳✷
✶✼ ✶✷✵✳✻ ✶✻✵✳✷ ✶✼✶✳✼ ✶✹✵✳✷ ✶✼✾✳✶
✶✽ ✶✼✹✳✸ ✷✸✺✳✶ ✷✷✸✳✷ ✶✻✾✳✽ ✷✸✺✳✾
✶✾ ✶✾✶✳✷ ✷✺✺✳✶ ✷✻✹✳✼ ✶✽✸✳✼ ✷✼✽✳✸
✷✵ ✷✵✻✳✸ ✷✼✾✳✼ ✷✾✵✳✶ ✷✵✾✳✽ ✸✶✼✳✶

s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❡st ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❛
♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱
❡t❝✳✮✳ ▲❡s s❝é♥❛r✐♦s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡
❡t ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱
❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❡❧❧❡ tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❛✉tr❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ✶✪ ❡t
✶✵ ✪ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❝é♥❛r✐♦✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡
s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉✐✈❡♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣♦✐ss♦♥✳ ◆♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ◆♦✉s
❣é♥ér♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❣é♥érés ❞❛♥s ❝❡tt❡
é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❛✣❝❤é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸✳ ▲❡ t②♣❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ✉♥ ❞❡s
tr♦✐s t②♣❡s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ ❡t ❞✐sq✉❡ ❍❍❉
✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳
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❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✿

✖ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳

✖ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t s♦♥ ❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s ❜❧♦❝s s♦♥t
ré♣❧✐q✉és ❞❡✉① ❢♦✐s✳

✖ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ rés❡❛✉ ❡t s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡
tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❧♦❝s✳

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞✬❛♣rès ♥♦s ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
q✉✬❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①✐st❛♥t❡s ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧
s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❣é♥ér❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✶✽✵ s❡❝♦♥❞❡s✳ ▲❡s s❝é♥❛r✐♦s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧✬é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ✭❡♥ ✪✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❯♥ é❝❛rt ♣♦s✐t✐❢
❞❡ ✈❛❧❡✉r ✧X✧ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭♠❡✐❧❧❡✉r❡✮ ❞✬✉♥ t❛✉①
✧X✪✧ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❯♥ é❝❛rt ♥é❣❛t✐❢ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst
✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋■❋❖✱ ❙❚▼❆✱ ▲❚▲▼ ❡t ❋■❋❖ ✰ ▲♦❝❛❧✐t②✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛✲
r♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ❧❡ ❧♦❝❛❧✐té ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸ à ✺✳✺ ❡t ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✺ à ✺✳✼✳
▲❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✸ ❡t ✺✳✹ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡ Cmax ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡t s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲❡s s❝é♥❛r✐♦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♣♦✉r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✜❣✉r❡ ❡t s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳ P♦✉r ❧❛ ♣❧✉✲
♣❛rt ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧
❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ✷✵ ✭✺✶✸✵ tâ❝❤❡s✱ ✷✹✽
❱❝♦r❡s ❡t ✺✵✵ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✱ ✧▲♦❝❋✐rst✧ tr♦✉✈❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥ ✸ ♠✐♥✉t❡s
❡t ✷✻ s❡❝♦♥❞❡s✳ ❙✉✐✈❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋■❋❖✱ ❙❚▼❆✱ ▲❚▲▼ ❡t ❋■❋❖ ✰ ▲♦❝❛❧✐t② q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t
❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✶✵✱ ✷✽✵✱ ✷✾✵ ❡t ✸✶✼ s❡❝♦♥❞❡s✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✺ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡s t❡♠♣s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ P♦✉r ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ✭✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à ✶✵✵✵ tâ❝❤❡s✱ ✶✹ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✽✸ ❱❝♦r❡s ❡t ✶✵✵ ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✱ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ♥✬❡st ♣❛s
❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡
♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✓❙❚▼❆✔✱ ✓▲❚▲▼✔ ❡t ❋■❋❖ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s s❝é♥❛✲
r✐♦s✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ✽ ✭✶✵✾✺ tâ❝❤❡s✱ ✶✻ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✽✽ ❱❝♦r❡s ❡t ✶✵✵ ❜❧♦❝s✮✱ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧
❢♦✉r♥✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r
❧❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst✧ ❢♦✉r♥✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❣é♥ér❛❧ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✱ t❡❧ q✉❡ ❋■❋❖✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
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➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡✱ ❡❧❧❡ ❛rr✐✈❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
✧▲♦❝❋✐rst ✭❱✷✮✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈❛❧✉és✳
▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s tr❛✈❛✉① ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✳
✧▲♦❝❋✐rst✭❱✷✮✧ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ Cmax✱ ❡t ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t s♦✉♠✐s ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s
♦ù ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t s♦✉♠✐s ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ♣♦ssé❞❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♣♦✐❞s✳ ◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s
é✈♦❧✉❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ é❣❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡s
❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✧ProxForMapReduce✧ ❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✺✳✹ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡
∑

wjCj + Cmax

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
tr❛✈❛✉① ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭

∑

wjCj +Cmax✮✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ❡♥❝♦✉rs t♦t❛✉① ✭♣♦♥❞érés✮ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉①✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♠♦②❡♥ ♣♦♥❞éré ♣♦✉r q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛
♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s✳
▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ✭✐✮ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ✭✐✐✮ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ✭✐✐✐✮ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s♦✉♠❡t
❤ér✐t❡ ❝❡ ♣♦✐❞s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝♦ût q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ à ❡①é❝✉t❡r
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦ût✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s♦♥t ❧❡s tr❛✈❛✉①
❞♦♥t ❧❡ ❝♦ût ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❣❧♦❜❛❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳

✺✳✹✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧Pr♦①✐♠✐t②✲❛✇❛r❡ r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r
▼❛♣ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡ ❚❛s❦s✧ ✭Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✮

✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧ ❡st ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ●❧♦✉t♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋■❋❖❡t ✓▼❙✔ ❬✼✷❪✳
❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ à tr❛✈❡rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ PriorityDefinition✳
▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✉ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t
❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ s❛ t❛✐❧❧❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❣❧♦✉t♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡
❡t ❧✬❛✛❡❝t❡ à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❛
tâ❝❤❡ tr❛✐t❡✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ✿ ✭✶✮ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❡t ✭✷✮ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ AverageEndDate q✉❡ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r
❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❡✉rs ♣r✐♦r✐tés ❝❛❧❝✉❧é❡s à
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tr❛✈❡rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s❡r❛ ❛✛❡❝té❡ ♥✬✐♠♣♦s❡
♣❛s ❧❡ r❡s♣❡❝t ❞✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐
s❡ tr♦✉✈❡♥t à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡ tr❛✐t❡✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ AverageEndDate ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞❛t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳ ❙✐ ❧❛
tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✧▼❛♣✧✱ AverageEndDate ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s ❱❝♦r❡s
❞❡ t②♣❡ ✧▼❛♣✧✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ AverageEndDate ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s
❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡s ❱❝♦r❡s ❞❡ t②♣❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ PriorityDefinition ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s
q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡st tr✐é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣r✐♦r✐tés✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✶ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧ProxForMapReduce✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ DistanceMach[M ][M ] ✴✯ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✸ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✯✴

✹ LJobs← {i}, ∀i = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✺ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ▲t❛s❦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ▲♠❛❝❤✐♥❡s

✴✯ Cond1 : ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Lmachines[m] ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r i ✯✴

✻ Ltasks← Pr✐♦r✐t②❉❡❢✐♥✐t✐♦♥✭▲❏♦❜s✱▲t❛s❦s✮ ❀

✼ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭ i ∈ Ltasks✮ ❢❛✐r❡

✽ s✐ ✭Ltasks[i] ❡st ✉♥ ▼❛♣✮ ❛❧♦rs

✾ AverageEndDate←
∑M

m=1 Lmachines[m].LastDateMap

M
❀

✶✵ FirstDate = 0 ❀

✶✶ s✐♥♦♥

✶✷ AverageEndDate←
∑M

m=1 Lmachines[m].LastDateReduce

M
❀

✶✸ FirstDate = w.EndMapDate; ✴✯ t❡❧ q✉❡ Ltasks[i] ∈ Ew ✯✴

✶✹ ListMachLoc←
❘❡t✉r♥▼❛❝❤Pr♦①✐♠✐t②✭▲t❛s❦s❬✐❪✱ ▲❞❛t❛❇❧♦❝✱ ❉✐st❛♥❝❡▼❛❝❤✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✶✺ NbProxMachines← |ListMachLoc| ❀ ✴✯ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ListMachLoc ✯✴

✶✻ s✐ ✭NbProxMachines 6= 0 ❡t (Ltasks[i].machine ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐)✮ ❛❧♦rs

✴✯ ❱ér✐❢✐❡r s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❢❢❡❝té❡ à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

✶✼ mach←❋✐♥❞▼❛❝❤✐♥❡✭ ▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ▲✐st▼❛❝❤▲♦❝✱ ◆❜Pr♦①▼❛❝❤✐♥❡s✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱

❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱❋✐rst❉❛t❡✮ ❀

✶✽ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭♠❛❝❤✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱ ❋✐rst❉❛t❡✮ ❀

✶✾ s✐♥♦♥

✷✵ s✐ ✭NbProxMachines == 0 ❡t (Ltasks[i].machine ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐) ❛❧♦rs

✷✶ mach← ❋✐♥❞▼❛❝❤✐♥❡✭ ▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ◆❜Pr♦①▼❛❝❤✐♥❡s✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱

❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱❋✐rst❉❛t❡✮ ❀

✷✷ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭♠❛❝❤✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱ ❋✐rst❉❛t❡✮ ❀
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LJob← {w′}, ∀w′ = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✷ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ▲t❛s❦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉r ♣r✐♦r✐té

✸ HighestPriority = −1 ❀ ✴✯ ❍✐❣❤❡stPr✐♦r✐t② ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é ✯✴

✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✇✬ ∈ LJob ❢❛✐r❡

✺ SomTaskPriority ←∑

✐ ∈Ew′

Weightw′

pi
❀

✻ LJob[w′].priority ← SomTaskPriority

|Ew′ | ❀ ✴✯ |Ew′ | ✿ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ w′ ✯✴

✼ s✐ HighestPriority < LJob[w′].priority ❛❧♦rs

✽ HighestPriority = LJob[w′].priority ❀

✾ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✇✬ ∈ LJob ❢❛✐r❡

✶✵ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐ ∈ Ew′

❢❛✐r❡

✶✶ s✐ Ltasks[i] ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛❧♦rs

✶✷ Ltasks[i].priority = HighestPriority + 1 ❀

✶✸ s✐♥♦♥

✶✹ s✐ Ltasks[i] ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs

✶✺ Ltasks[i].priority = LJob[w′].priority ❀

✶✻ s✐♥♦♥

✶✼ Ltasks[i].priority = LJob[w′].priority − 1 ❀

✶✽ Sort(Ltasks) ❀ ✴✯ ▲❡ tr✐ ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ReturnMachProximity

❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Task ✴✯ ▲❛ tâ❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✷ LdataBloc← {b}, ∀b ∈ Ab ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ✯✴

✸ DistanceMach[M ][M ] ✴✯ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✹ AverageEndDate ✴✯ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❢✐♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ tâ❝❤❡ Task ♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té❡

✺ ProxIndex← 4 ❀ ✴✯ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✻ s✐ ✭ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✮ ❛❧♦rs

✼ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭ ind ∈ [1 . . . r(B(Task))]✮ ❢❛✐r❡

✽ MachineProx←
❉✐❝❤♦t♦♠✐❝❙❡❛r❝❤✭❉✐st❛♥❝❡▼❛❝❤❬❉✭❇✭❚❛s❦✮✮❬✐♥❞❪❪❬▼❪✱Pr♦①■♥❞❡①✱❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✴✯ ❉ ❡t ❇ s♦♥t ❞é❢✐♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✷ ✯✴

✾ s✐ ✭ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡✮ ❛❧♦rs

✶✵ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭ i ∈ [1 . . . nTask]✮ ❢❛✐r❡

✶✶ MachineProx←
❉✐❝❤♦t♦♠✐❝❙❡❛r❝❤✭❉✐st❛♥❝❡▼❛❝❤❬✐✳♠❛❝❤✐♥❡❪❬▼❪✱Pr♦①■♥❞❡①✱❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✶✷ ❘❡t♦✉r♥❡r▼❛❝❤✐♥❡Pr♦①✐♠✐t✭▼❛❝❤✐♥❡Pr♦①✮ ❀
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FindMachine

❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmach← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ LmachProx← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ✯✴

✸ NbProxMachines ✴✯ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ LmachProx ✯✴

✹ Task ✴✯ ▲❛ tâ❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✺ AverageEndDate ✴✯ ❉❛t❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡ Task ✯✴

✻ FirstDate ✴✯ ❉❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ Task ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ Task ♣❡✉t êtr❡ ❡①é❝✉té❡

✴✯ Cond1 : ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ TempMachList[m] ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r Task ✯✴

✴✯ Cond2 : TempMachList[m].LastDateMap < AverageEndDate ✯✴

✴✯ Cond3 : TempMachList[m].LastDateReduce < AverageEndDate ✯✴

✴✯ Cond4 : TempMachList[m].LastDateMap < TempMachList[m− 1].LastDateMap ✯✴

✴✯ Cond5 : TempMachList[m].LastDateReduce < TempMachList[m− 1].LastDateReduce

✯✴

✴✯ Cond6 : TempMachList[m] ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ LmachProx ✯✴

✴✯ Cond7 : TempMachLis[m].LastDateReduce ≥ FirstDate ✯✴

✼ s✐ NbProxMachines > 0 ❛❧♦rs

✽ TempMachList← LmachProx ❀

✾ s✐♥♦♥

✶✵ TempMachList← Lmach ❀

✶✶ s✐ NbProxMachines > 0 ❛❧♦rs

✶✷ Solution← TempMachList[1] ❀ ✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✯✴

✶✸ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭ m ∈ [2 . . . NbProxMachines]✮ ❢❛✐r❡

✶✹ s✐ ✭ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Cond4 ❡t Task ❡st ✉♥ ▼❛♣✮ ❛❧♦rs

✶✺ Solution← LmachProx[m] ❀

✶✻ s✐ ✭ Cond1 ❡t Cond3 ❡t Cond5 ❡t Cond7 ❡t Task ❡st ✉♥ ❘❡❞✉❝❡ ✮ ❛❧♦rs

✶✼ Solution← LmachProx[m] ❀

✶✽ s✐ ✭ Solution 6= ∅ ✮ ❛❧♦rs

✶✾ ❘❡t♦✉r♥❡r▼❛❝❤✐♥❡✭❙♦❧✉t✐♦♥✮ ❀

✷✵ Solution← ∅ ❀ ✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✯✴

✷✶ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✭ ind ∈ [1 . . .M ] ✮ ❢❛✐r❡

✷✷ s✐ ✭ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Cond6 ❡t Task ❡st ✉♥ ▼❛♣ ✮ ❛❧♦rs

✷✸ Solution← Lmach[m] ❀

✷✹ s✐ ✭ Cond1 ❡t Cond3 ❡t Cond6 ❡t Cond8 ❡t Task ❡st ✉♥ ❘❡❞✉❝❡ ✮ ❛❧♦rs

✷✺ Solution← Lmach[m] ❀

✷✻ ❘❡t♦✉r♥❡r▼❛❝❤✐♥❡✭❙♦❧✉t✐♦♥✮ ❀

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✷ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ PriorityDefinition✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ✭❧✐❣♥❡s ✻✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✉



✶✷✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ❊◆ ▲■●◆❊

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Mach ✴✯ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ✯✴

✷ Task ✴✯ ❚â❝❤❡ à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ✯✴

✸ AverageEndDate ✴✯ ❉❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❡ Task ✯✴

✹ FirstDate ✴✯ ❉❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❞❡ Task ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ tâ❝❤❡ Task ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ✉♥ ❱❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Mach

✴✯ Cond1 : ❧❡ ❱❝♦r❡ ✧s✧ ❡st ❧✐❜r❡ ❛♣rès FirstDate ❡t ❛✈❛♥t AverageEndDate ✯✴

✴✯ Cond2 : Mach ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❡t rés❡❛✉ ❛♣rès

FirstDate ❡t ❛✈❛♥t AverageEndDate ✯✴

✴✯ Cond3 : Mach.LastDateofV cores[s] < Mach.LastDateofV cores[s− 1] ✯✴

✺ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❛❧♦rs
✻ TempSlot← mSr

Mach.num + 1;

✼ TaskTempStart = HV ; ✴✯ ❍❱ ✿ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ✯✴

✽ AvarageV coresDate = 0;

✾ ♣♦✉r s ❞❡ mSr
Mach.num + 2 à ms

Mach.num ❢❛✐r❡
✶✵ s✐ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Cond3 ❛❧♦rs
✶✶ TempSlot = s;

✶✷ TaskTempStart = Mach.LastDateofV cores[s];

✶✸ Mach.LastDateofV cores[s] + = pTask.num;

✶✹ AvarageV coresDate + = Mach.LastDateofSlot[s];

✶✺ s✐ Task ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❛❧♦rs
✶✻ TempSlot← 1;

✶✼ ♣♦✉r s ❞❡ 2 à mSr
Mach.num ❢❛✐r❡

✶✽ s✐ Cond1 ❡t Cond2 ❡t Cond3 ❛❧♦rs
✶✾ TempSlot = s;

✷✵ TaskTempStart = Mach.LastDateofSlot[s];

✷✶ Mach.LastDateofV cores[s] + = pTask.num;

✷✷ AvarageV coresDate + = Mach.LastDateofV cores[s];

✷✸ Task.machine = Mach.num;

✷✹ Task.V core = TempSlot;

✷✺ Task.start = TaskTempStart;

✷✻ Task.End = Task.start+ pTask.num;

✷✼ Mach.V core[TempSlot] = Task.num;

✷✽ s✐ Task ❡st ✉♥ ▼❛♣ ❛❧♦rs
✷✾ Mach.LastDateMap = AvarageV coresDate

ms
Mach.num

−mSr
Mach.num

;

✸✵ s✐♥♦♥
✸✶ Mach.LastDateReduce = AvarageV coresDate

mSr
Mach.num

;

✸✷ ❯♣❞❛t❡❘❡s♦✉r❝❡❖♥▼❛❝❤✐♥❡ ✭✮ ❀



✺✳✹✳ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❘■❚➮❘❊
∑

WJCJ + CMAX ✶✷✶

♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r s❛ ❞✉ré❡ ✭❧✐❣♥❡s ✺✮✳ ▲❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ré❝❡♠♠❡♥t
s♦✉♠✐s❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛✛❡❝té❡ à t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❀ ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ ❛✉r♦♥t ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣r✐♦r✐té
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✶✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ tr✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✸ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ RetournerMachProximity✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✱
✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ✷✵ ♣r❡♠✐èr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✹ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ♣r♦❝❤❡s ✭❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✹✮ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ❡①é❝✉té ❧❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ q✉✐ ❧❛
♣ré❝è❞❡♥t✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞û à ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❙✐ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❛✈❛♥t AverageEndDate✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧FindMachine✧✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛r♠✐ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FindMachine✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✈ér✐✜❡ s✐ ♣❛r♠✐ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡
✧▼❛♣✧ ❡st ❛✛❡❝té❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛✈❛♥t AverageEndDate✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✹ ❧✉✐ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛♣rès
FirstDate ❡t ❛✈❛♥t AverageEndDate✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✺ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❧❛ tâ❝❤❡ Task ❡st ❛✛❡❝té❡ à ✉♥ ❱❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Mach ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦✲
r❡❧❧❡s ❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ✧▼❛♣✧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ExecuteTask ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥tr❡
❧❡s ❞❛t❡s FirstDate = 0 ❡t AverageEndDate ❧❡ ❱❝♦r❡ ✭✧▼❛♣✧✮ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t q✉✐
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r Task ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❙✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡
✧❘❡❞✉❝❡✧✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ExecuteTask ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s FirstDate ❡t AverageEndDate

❧❡ ❱❝♦r❡ ✭✧❘❡❞✉❝❡✧✮ q✉✐ s❡ ❧✐❜èr❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t q✉✐ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r Task ❡♥ r❡s♣❡❝✲
t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ExecuteTask ♥❡ r❡♠❡t ♣❛s ❡♥ ❝❛✉s❡ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s✉r ❝❡tt❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✿ ✭✐✮ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ TempSlot ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡♥r❡❣✐str❡r
❧❡ ❱❝♦r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ Task ❛✉ ♣❧✉s tôt✳ ✭✐✐✮ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ TaskTempStart ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ Task✳ ✭✐✐✐✮ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ AvarageV coresDate ❡st ✉t✐✲
❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❧❡s tâ❝❤❡ ✧❘❡❞✉❝❡✧✮ s✉r ❧❡s ❱❝♦r❡s ✧▼❛♣✧ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✧❘❡❞✉❝❡✧✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ Mach✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

✷ LJobs← {i}, ∀i = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✸ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ▲t❛s❦s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ▲♠❛❝❤✐♥❡s

✴✯ ❈♦♥❞✶✿ Ltasks[i] ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✷✿ Ltasks[i] ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✸✿ Ltasks[i].priority < TotalClusterCapacity ∗ 0.1 ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✹✿ Lmachines[j].LastDateMap > AverageEndDateForMap ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✺✿ Lmachines[j].LastDateReduce > AverageEndDateForReduce ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✻✿ l.End > FirstDate ✯✴

✹ TotalClusterCapacity ← Pr✐♦r✐t②❉❡❢✐♥✐t✐♦♥✸✭▲❏♦❜s✱▲t❛s❦s✱▲♠❛❝❤✐♥❡s✮ ❀

✴✯ ListJobToSchedule✿ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥

r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛

❣r❛♣♣❡ ✯✴

✺ t❛♥t q✉❡ ❊①✐st❏♦❜❚♦❙❝❤❡❞✉❧❡ ✭▲❏♦❜s✱❚♦t❛❧❈❧✉st❡r❈❛♣❛❝✐t②✱ ▲✐st❏♦❜❚♦❙❝❤❡❞✉❧❡ ✮ ❢❛✐r❡

✻ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✇✬ ∈ ListJobToSchedule ❢❛✐r❡

✼ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐ ∈ Ew′

❢❛✐r❡

✴✯ ❈♦♠♣✉t❡❆✈❡r❛❣❡❉❛t❡✿ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥

❞❡s ❱❝♦r❡s ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡❞✉❝❡✧ ✯✴

✽ ❈♦♠♣✉t❡❆✈❡r❛❣❡❉❛t❡(Lmachines,AverageEndDateForMap,AverageEndDateForReduce) ❀

✾ FirstDate = 0;

✶✵ s✐ ▲t❛s❦s❬✐❪ ❡st ✉♥ ▼❛♣ ❛❧♦rs

✶✶ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡ ❂ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡❋♦r▼❛♣ ❀

✶✷ s✐♥♦♥

✶✸ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡ ❂ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡❋♦r❘❡❞✉❝❡ ❀

✶✹ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l ∈ ELtasks[i].num ❢❛✐r❡

✶✺ s✐ ❈♦♥❞✻ ❛❧♦rs

✶✻ FirstDate = l.End ❀

✶✼ s✐ ❈♦♥❞✶ ❡t ❈♦♥❞✸ ❛❧♦rs

✶✽ MachLoc←
❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝❱✷✭▲t❛s❦s❬✐❪✱ ▲❞❛t❛❇❧♦❝✱ ▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✶✾ s✐ ❈♦♥❞✷ ❡t ❈♦♥❞✸ ❛❧♦rs

✴✯ ❙✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❘❡❞✉❝❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛❢❢❡❝té❡

s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❛ ❡①é❝✉té ❧❡s tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ ❧❛ ♣ré❝è❞❡

✯✴

✷✵ MachLoc←
❘❡t✉r♥▲✐st▼❛❝❤✐♥❡▲♦❝❱✷✭▲t❛s❦s❬✐❪✱ ✲✶ ✱ ▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✷✶ s✐ ▼❛❝❤▲♦❝ ❛❧♦rs

✷✷ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭▼❛❝❤▲♦❝✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱ ❋✐rst❉❛t❡✮ ❀

✷✸ s✐♥♦♥

✷✹ Mach←
❘❡t♦✉♥❡r▲✐st❡▼❛❝❤✐♥❡❉✐s❱✷✭▲♠❛❝❤✐♥❡s✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✮ ❀

✷✺ ❊①❡❝✉t❡❚❛s❦✭▼❛❝❤✱ ▲t❛s❦s❬✐❪✱ ❆✈❡r❛❣❡❊♥❞❉❛t❡✱ ❋✐rst❉❛t❡✮ ❀
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WJCJ + CMAX ✶✷✸

✷✼ ❈♦♠♣✉t❡❆✈❡r❛❣❡❉❛t❡(Lmachines,AverageEndDateForMap,AverageEndDateForReduce) ❀

✷✽ ListStressedMach← ∅ ❀

✷✾ ♣♦✉r ❥ ❞❡ ✶ à M() ❢❛✐r❡

✸✵ s✐ ❈♦♥❞✹ ♦✉ ❈♦♥❞✺ ❛❧♦rs

✸✶ ListStressedMach← Lmachines[j] ❀

✸✷ NbStressedMach = |ListStressedMach| ❀ ✴✯ ◆♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✯✴

✸✸ s✐ NbStressedMach ❁ 0.25 ∗M() ❛❧♦rs

✸✹ ♣♦✉r ❥ ❞❡ ✶ à NbStressedMach ❢❛✐r❡

✸✺ LTaskOnMachine← ▲✐st❖❢❚❛s❦s❖♥▼❛❝❤✐♥❡(Ltask, ListStressedMach[j]) ❀

✸✻ NbTaskOnMachine← |LTaskOnMachine| ❀
✸✼ s✐ NbTaskOnMachine > 1 ❛❧♦rs

✸✽ ❙❡❝♦♥❞❈❤❛♥❝❡❚♦❖♣t✐♠✐③❡(ListStressedMach, LJobs, LTaskOnMachine,

NbTaskOnMachine);

✺✳✹✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡st ♥♦♠♠é❡ ✧▼❛♣❘❡❞✉❝❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❥♦❜s✧ ✭▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✓❉❘❋✔ ❬✻✸❪ ❡t
✓❋❙✔❬✶✻✾❪✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé à êtr❡ ❡①é❝✉té q✉❡ ❧♦rsq✉❡ s♦♥ ❝♦ût ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à
❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✧X✧ ❡st ❛✉t♦r✐sé à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té t♦t❛❧❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ✧X✧✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s
à ❝❡ tr❛✈❛✐❧ t❡r♠✐♥❡♥t ❧❡✉r ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ ❛✉
❝♦ût ❞❡ ✧X✧✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ❝♦ût ❢❛✐❜❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s tr❛✐t❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝és s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡✳
❆♣rès ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s✳ ❉❛♥s
❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ❡♥ r❡t❛r❞ s♦♥t ré♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝é❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✻ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s ✭❧✐❣♥❡ ✹✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ré❝✉♣èr❡ ✭❧✐❣♥❡s ✺✮ ❧❛
❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱
♦♥ ❧✬❛✛❡❝t❡ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧✐❣♥❡ ✶✽ ❡t ✷✵✮✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦ût
❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❡st é❧❡✈é✱ ✐❧ ❡st ❛✛❡❝té s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧✐❣♥❡ ✷✹✮✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask” ❡①é❝✉t❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ❆♣rès ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs
rés✉❧t❛ts✱ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❛t❡s ❞❡ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❙✐ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st é❧❡✈é✱ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❡st ♠✐s ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ◆♦✉s
❞ét❡❝t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st é❧❡✈é ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡
❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✧AverageEndDate✧✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡
❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✧AverageEndDate✧✱ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✺ ✪ ❞❡ M ✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡
❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st é❧❡✈é✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ré❝✉♣èr❡ s❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✷✽ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✸✶✮❡t
ré♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣r✐✈✐❧é❣✐❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧Pr✐♦r✐t②❉❡✜♥✐t✐♦♥✸✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LJobs← {i}, ∀i = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✷ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✸ Lmachines← {m}, ∀m = 1...M ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❚♦t❛❧❈❧✉st❡r❈❛♣❛❝✐t②✮ ❡t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tr❛✈❛✉①

s♦✉♠✐s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

✹ CostMap ❂ 0, 45 ∗∑j m
Sm
j ✰ 0, 35 ∗∑j m

ra
j ✰ 0, 2 ∗∑j m

h
j ❀

✺ CostReduce ❂ 0, 3 ∗∑j m
Sr
j ✰ 0, 6 ∗∑j m

ra
j ✰ 0, 1 ∗∑j m

h
j ❀

✻ TotalClusterCapacity ❂ CostMap + CostReduce ❀

✼ ♣♦✉r ✭ ✇✬ ❞❡ 1 à W ✮ ❢❛✐r❡

✽ LJobs[w′].cost =
0, 45 ∗ LJobs[w′].NbTaskMap+ 0, 3 ∗ LJobs[w′].NbTaskReduce

2 ∗ LJobs[w′].Weight
+

∑

j m
s
j

LJobs[w′].NbTaskMap+ LJobs[w′].NbTaskReduce
❀

✾ HighestPriority ← HV ❀

✶✵ ♣♦✉r ✇✬ ❞❡ 1 à W ❢❛✐r❡

✶✶ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐ ∈ Ew′

❢❛✐r❡

✶✷ s✐ Ltasks[i] ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ ❛❧♦rs

✶✸ Ltasks[i].priority ← LJobs[w′].cost

pi
❀

✶✹ s✐♥♦♥

✶✺ Ltasks[i].priority ← LJobs[w′].cost

pi
− 1 ❀

✶✻ s✐ HighestPriority < Ltasks[i].priority ❛❧♦rs

✶✼ HighestPriority = Ltasks[i].priority ❀

✶✽ ♣♦✉r ✐ ❞❡ 1 à N ❢❛✐r❡

✶✾ s✐ Ltasks[i] ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛❧♦rs

✷✵ Ltasks[i].priority = HighestPriority + 1 ❀

✷✶ Sort(Ljobs) ❀

✷✷ ❘❡t✉r♥ ✭❚♦t❛❧❈❧✉st❡r❈❛♣❛❝✐t②✮ ❀

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✼ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧PriorityDefinition3✧✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉①
❧❡s ♠♦✐♥s ❝♦✉t❡✉① s♦♥t ❡①é❝✉tés ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❡t q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣r✐♦r✐t❛✐r❡s ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①
s♦♥t ❡①é❝✉té❡s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✳ ■❧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✹
à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✻ ✮ q✉✐ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❛ss♦❝✐és ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ❧❡s tâ❝❤❡s✳ ▲❡
❝♦ût ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ✭✧▼❛♣✧ ♦✉ ✧❘❡❞✉❝❡✧✮ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s tr♦✐s r❡ss♦✉r❝❡s
✭❱❝♦r❡s✱ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✱
❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ s♦♥ ❝♦ût ✿ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s q✉✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❡t
❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s ✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✼ ❡t ✽✮✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tâ❝❤❡s
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∑

WJCJ + CMAX ✶✷✺

✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶✵ ❡t ✶✼✮✳ ▲❛ q✉❛tr✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é ❛✉①
tâ❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① tr❛✈❛✉① q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✶✽ ❡t ✷✵✮✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t tr✐é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥
❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞é✜♥✐❡s ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t tr✐és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦ûts q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
✭❧✐❣♥❡ ✷✶✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❊①✐st❏♦❜❚♦❙❝❤❡❞✉❧❡✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LJobs← {i}, ∀i = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✷ TotalClusterCapacity ✴✯ ❈❛♣❛❝✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✯✴

✸ ListJobToSchedule ✴✯ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s❡rt à r❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①

❛✉t♦r✐sés à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡ ✶ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❛ ❧✐st❡

❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ListJobToSchedule✳ ✵✱ s✐♥♦♥✳

✴✯ ❈♦♥❞✶✿ LJobs[compteur].scheduled == 0✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❣r❛♣♣❡

✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✷✿ LJobs[compteur].cost ≤ TotalClusterCapacity✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❛✉t♦r✐sé à

✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✯✴

✹ SizeList = 0 ❀

✺ compteur ←W ❀

✻ t❛♥t q✉❡ compteur ! = 0 ❢❛✐r❡

✼ s✐ ❈♦♥❞✶ ❡t ❈♦♥❞✷ ❛❧♦rs

✽ ListJobToSchedule← LJobs[compteur] ❀

✾ TotalClusterCapacity = TotalClusterCapacity − LJobs[compteur].cost ❀

✶✵ compteur −− ❀

✶✶ s✐ SizeList == |ListJobToSchedule| ❛❧♦rs
✶✷ ❘❡t✉r♥ ✭✵✮ ❀

✶✸ s✐♥♦♥

✶✹ ❘❡t✉r♥ ✭✶✮ ❀

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✽ ✈ér✐✜❡ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧ r❡t♦✉r♥❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts q✉✬✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r s✬✐❧
② ❛ ♦✉ ♥♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝és✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

▲♦rsq✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡ M
4 ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t ❧✐❜r❡s ❛♣rès ✧AverageEndDate✧✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▼❘✲

❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧ ❛❥✉st❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧SecondChanceToOptimize✧✳ ❙♦♥ ❖❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✧❘❡❞✉❝❡✧ q✉✐ t♦✉r♥❡♥t s✉r ❝❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✾ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❙❡❝♦♥❞❈❤❛♥❝❡❚♦❖♣t✐♠✐③❡✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ StressedMach ✴✯ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

✷ LJobs← {i}, ∀i = 1...W ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✯✴

✸ LTaskOnMachine← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r StressedMach ✯✴

✹ NbTaskOnMachine ✴✯ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❛♥s LTaskOnMachine ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

✴✯ ❈♦♥❞✶✿ StressedMach ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r LtaskTemporary[i] à

♣❛rt✐r ❞❡ tstart ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✷✿ StressedMach ❛ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r LtaskTemporary[i] ❛✈❛♥t

tlimit ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✸✿ StressedMach.LastDateofV cores[s] < TempV arStart ✯✴

✴✯ ❈♦♥❞✹✿ LTaskOnMachine[i].AllowStart[s] ≤ StressedMach.LastDateofV cores[s] ✯✴

✺ tstart = HV ❀

✻ LtaskIterate← LTaskOnMachine ❀ ✴✯ ▲✐st❡ ♣♦✉r ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s tâ❝❤❡s ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s ✯✴

✼ ♣♦✉r ✐ ❞❡ ✶ à NbTaskOnMachine ❢❛✐r❡

✽ LTaskOnMachine[i].AllowStart = LJobs[LTaskOnMachine[i].Job].EndMapDate ❀

✾ LTaskOnMachine[i].StrictEnd = LJobs[LTaskOnMachine[i].Job].EndReduceDate ❀

✶✵ s✐ LTaskOnMachine[i].AllowStart < tstart ❛❧♦rs

✶✶ tstart = LTaskOnMachine[i].AllowStart ❀

✴✯ ❚r✐❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ LTaskOnMachine[i].StrictEnd − (LTaskOnMachine[i].AllowStart

+pLTaskOnMachine[i]). ✧i✧ ✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✶✷ ❙♦rt(LtaskIterate) ❀

✶✸ tlimit ← tstart + 1.5 ∗ ▲❛r❣❡r❚❛s❦❉✉r❛t✐♦♥(LTaskOnMachine) ❀

✶✹ LtaskTemporary ← ▲✐st❚❛s❦❚❡♠♣♦r❛r②(LTaskOnMachine, tlimit, NbLtaskTemp) ❀

✶✺ t❛♥t q✉❡ ◆♦t❙❝❤❡❞✉❧❡❞ ✭▲t❛s❦❚❡♠♣♦r❛r②✮ ❢❛✐r❡

✶✻ TempV core1 = −1 ❀ ✴✯ ❱❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❱❝♦r❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ✯✴

✶✼ TempV arStart = HV ❀ ✴✯ ❱❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✯✴

✶✽ ♣♦✉r ✐ ❞❡ ✶ à NbLtaskTemp ❢❛✐r❡

✶✾ ♣♦✉r s ❞❡ ✶ à mSr
StressedMach.num ❢❛✐r❡

✷✵ s✐ ❈♦♥❞✶ ❛❧♦rs

✷✶ s✐ ❈♦♥❞✷ ❛❧♦rs

✷✷ TempV core1 = s ❀ ✴✯ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ tstart ❡t ❛✈❛♥t tlimit ✯✴

✷✸ ❙❝❤❡❞✉❧❡❚❛s❦❖♥(LtaskIterate[i], T empV core, tstart) ❀

✷✹ s✐♥♦♥

✴✯ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ ❛♣rès tstart s❛♥s ✐♥❢❧✉❡♥❝❡r ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✯✴

✷✺ s✐ ❈♦♥❞✸ ❡t ❈♦♥❞✹ ❡t !DelayOBJ(LtaskIterate[i], LJobs) ❛❧♦rs

✷✻ TempV core1 = s ❀

✷✼ TempV arStart = StressedMach.LastDateofV cores[s] ❀

✷✽ ❙❝❤❡❞✉❧❡❚❛s❦❖♥(StressedMach, LtaskIterate[i], T empV core1, T empV arStart) ❀

✷✾ tstart ← ❋✐rst❉❛t❡❚❡♠♣♦r❛r②(StressedMach, tstart)

✸✵ tlimit ← tstart + 1.5 ∗ ▲❛r❣❡r❚❛s❦❉✉r❛t✐♦♥(LtaskIterate) ❀

✸✶ LtaskTemporary ← ▲✐st❚❛s❦❚❡♠♣♦r❛r②(LtaskIterate, tlimit, NbLtaskTemp) ❀
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∑

WJCJ + CMAX ✶✷✼

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❥✉❣é ♠❡✐❧❧❡✉r s✬✐❧ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
tr❛✈❛✐❧ s❛♥s ♣é♥❛❧✐s❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦✉ s✬✐❧ ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ♦♣t✐✲
♠✐s♦♥s✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧SecondChanceToOptimize✧ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥✐t✐❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s ❛❜s♦✲
❧✉❡ ([i.AllowStart, i.StrictEnd]✱ ∀i ∈ Ltasks) ♣♦✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ✭❧✐❣♥❡s
✽ ❡t ✾✮✳ ❊❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ tstart✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
✧LTaskOnMachine[].AllowStart✧ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ✧LTaskOnMachine✧✳
❙✐ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ✧i✧ ❧✬✐♥❞✐❝❡ s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s LTaskOnMachine ❡st ❡♥s✉✐t❡ tr✐é❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✧LTaskOnMachine[i].StrictEnd − (LTaskOnMachine[i].

AllowStart+ pLTaskOnMachine[i])✧✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ tlimit ✭❧✐❣♥❡ ✶✸✮ t❡❧ q✉❡ [tstart, tlimit] s♦✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❡♥êtr❡ r❡❧❛t✐✈❡✳
▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❝✉♣ér❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ListTaskTemporary✧ ✭P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t t❡r♠✐♥❡r ❧❡✉r
❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✈❛♥t tlimit✮✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ tâ❝❤❡ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧❡s mSr

StressedMach.num

tâ❝❤❡s s♦♥t ré❝✉♣éré❡s ✭❞❛♥s LtaskTemporary✮ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ LTaskOnMachine✳ ❙✐ ♣♦s✲
s✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s r❡t❛r❞❡r ❧❛ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✷✵ ❡t
✷✸✮✱ s✐♥♦♥✱ ♦♥ ❧❡s ❛✛❡❝t❡ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ✭❡♥tr❡
❧❡s ❧✐❣♥❡s ✷✺ ❡t ✷✽✮✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✵ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧▲✐st❖❢❚❛s❦s❖♥▼❛❝❤✐♥❡✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Ltasks← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✷ Machine ✴✯ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r Machine

✸ LResult← ∅ ❀

✹ ♣♦✉r ✐ ❞❡ 1 à N() ❢❛✐r❡

✺ s✐ Ltasks[i].machine == Machine.num ❛❧♦rs

✻ LResult← Ltasks[i] ❀

✼ ❘❡t✉r♥▲✐st❖❢❚❛s❦s ✭▲❘❡s✉❧t✮ ❀

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✵ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♣❛ssé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✧machine✧✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✶ ✈ér✐✜❡ s✐ ♣❛r♠✐ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✧LTaskTemporary✧ ♣❛ssé❡ ❡♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷ ré❝✉♣èr❡ ❧❡s tâ❝❤❡s✱ ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ❡①é❝✉té❡s ❡t q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❡①é❝✉t❡r ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❛t❡
tlimit✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✸ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡✳ ❊❧❧❡
r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥ ❱❝♦r❡ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t ♣❡✉t ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ tâ❝❤❡✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧DelayOBJ✧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
❧❛ tâ❝❤❡ ✧LTaskTemporary[i]✧ ❡st ❡①é❝✉té❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✧s✧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ✧❙tr❡ss❡❞✲
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▼❛❝❤✳▲❛st❉❛t❡♦❢❱❝♦r❡s❬s❪✧✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr♦✉✈é❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡
✶ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ✵✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✹ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ScheduleTaskOn✧✱ ❡❧❧❡ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✧Task✧
❡t ♠❡t à ❥♦✉r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛ss♦❝✐é✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✶ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧◆♦t❙❝❤❡❞✉❧❡❞✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LTaskTemporary ← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ✵ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡s✱ ✶ s✐♥♦♥

✷ ♣♦✉r ✐ ❞❡ 1 à N() ❢❛✐r❡

✸ s✐ (LTaskTemporary[i].secondChance == −1) ❛❧♦rs
✹ ❘❡t✉r♥❡r ✭✶✮ ❀

✺ ❘❡t✉r♥❡r ✭✵✮ ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✷ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧▲✐st❚❛s❦❚❡♠♣♦r❛r②✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ LTaskTemporary ← {i}, ∀i = 1...N ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✷ tlimit ✴✯ ❉❛t❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✯✴

✸ NbLtaskTemp ✴✯ ❊❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ✧▲❚❛s❦❚❡♠♣♦r❛r②✧

✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s❡ t❡r♠✐♥❡r ❛✈❛♥t tlimit

✹ LResult← ∅ ❀

✺ ♣♦✉r ✐ ❞❡ 1 à N() ❢❛✐r❡

✻ s✐ (LTaskOnMachine[i].StrictEnd < tlimit ❡t Ltasks[i].secondChance ❛❧♦rs

✼ LResult← LTaskOnMachine[i] ❀

✽ NbLtaskTemp← |LTaskTemporary| ❘❡t✉r♥❡r ✭▲❘❡s✉❧t✮ ❀

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✸ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❋✐rst❉❛t❡❚❡♠♣♦r❛r②✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ StressedMach ✴✯ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

✷ V arTemp ✴✯ ❉❛t❡ ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ❘❡t♦✉r♥❡r ✉♥❡ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s r❡st❛♥t❡s

✸ Result← HV ❀ ✴✯ ❍❱✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ✯✴

✹ ♣♦✉r s ❞❡ 1 à mSr
StressedMach.num ❢❛✐r❡

✺ s✐ StressedMach.LastDateofV cores[s] < Result ❡t V arTemp < Result ❛❧♦rs

✻ Result = StressedMach.LastDateofV cores[s] ❀

✼ ❘❡t✉r♥❡r ✭❘❡s✉❧t✮ ❀
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∑

WJCJ + CMAX ✶✷✾

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✹ ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧❙❝❤❡❞✉❧❡❚❛s❦❖♥✧
❉♦♥♥é❡s ✿

✶ Mach ✴✯ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✯✴

✷ Task ✴✯ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✯✴

✸ V core ✴✯ ▲❡ ❱❝♦r❡ ♦ù Task ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r ✯✴

✹ Date ✴✯ ▲❛ ❞❛t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ Task ❞♦✐t s✬❡①é❝✉t❡r ✯✴

❘és✉❧t❛t ✿ ▲❛ tâ❝❤❡ ❡st ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ s✉r ✧Mach✧

✺ Task.secondChance = Mach.num;

✻ Task.V core = V core;

✼ Task.start = Date;

✽ Task.End = Task.start+ p(Task.num);

✾ Mach.V cores[V core] = Task.num;

✶✵ Mach.LastDateofV cores[V core] = Task.End;

✶✶ LTask ← LTask�{Task} ❀
✶✷ s✐ Task.End > LJobs[Task.Job].EndReduceDate ❛❧♦rs

✶✸ LJobs[Task.Job].EndReduceDate = Task.End ❀

✺✳✹✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✧ProxForMapReduce✧
❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧✳

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧ProxForMapReduce✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ O(N(logN+logM+ms
j))✳

❈❛❧❝✉❧ ✿
▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧ProxForMapReduce✧ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ tr♦✐s ❣r❛♥❞❡s ♣❛rt✐❡s ✿

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧PriorityDefinition✧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tr❛✈❛✉①
❡t tâ❝❤❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F1 = O(max(N,N,N logN)) = O(N logN)✳

✖ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✧AverageEndDate✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F2 = O(M)✳

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ RetournerMachProximity q✉✐ ré❝✉♣èr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ♦✉ ❘❡❞✉❝❡
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t❡r✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F3 = O(Nm)✳

✖ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FindMachines✱ ❞♦♥t ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st é❣❛❧❡ à F4 = O(logM)✳

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❊❧❧❡
❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té é❣❛❧❡ à F5 = O(max(mSm

j ,mSr
j ))✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ProxForMapReduce ❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ O(N ∗ (F1+F2+F3+

F4 + F5)) = O(N ∗ (logN +M +Nm + logM +max(mSm
j ,mSr

j ))) = O(N ∗ (logN + logM +

max(mSm
j ,mSr

j )))✳



✶✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ❉❯ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉✬❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ❊◆ ▲■●◆❊

❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té O(MN(logN +mSr
j ))

❈❛❧❝✉❧ ✿
▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ MRSchedulingBasedOnCost ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❡t ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡rt❛✐♥ ❞é❝✐s✐♦♥s ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t tr♦✉✈é✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F20 = O(N logN+NMms

j)✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t
♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧PriorityDefinition3✧ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r✐♦r✐tés ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F6 = O(W + 2N +N logN)) = O(N logN)✳ ❈❛r ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ N == 2W

✭✉♥❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣ ❡t ✉♥❡ ❘❡❞✉❝❡✮✱ ❙✐♥♦♥✱ N ≫W ✭◆ ❡t ❲ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✳✶✮✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExistJobToSchedule✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F7 = O(W )✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ComputeAverageDate✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F8 = O(M)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineLocV 2✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F9 = O(Nm)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ReturnListMachineDisV 2✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F10 = O(M)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ExecuteTask✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F11 = O(ms
j)✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F21 = O(2M +M(N +N logN +NmSr
j )✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

q✉✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❡♥t ♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F12 = O(M)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ListOfTasksOnMachine✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té F13 = O(N)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧SecondChanceToOptimize✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r F14 = O(N +

N logN +mSr
j +N +N ∗mSr

j ) = O(N logN +N ∗mSr
j ) ✿

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧NotScheduled✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ F15 = O(N)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧FistDateTemporary✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ F16 = O(mSr
j )✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧LargerTaskDuration✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ F17 = O(mSr
j )✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ListTaskTemporary✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ F18 = O(N)✳

✖ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧ScheduleTaskOn✧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✿ F19 = O(1)✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡MRSchedulingBasedOnCost ❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ O(MN(logN+

mSr
j ))✳

✺✳✹✳✹ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧ ❡t ✧▼❘❙❝❤❡✲
❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉①
✭
∑

wjCj + Cmax✮✳



✺✳✹✳ ▼■◆■▼■❙❆❚■❖◆ ❉❯ ❈❘■❚➮❘❊
∑

WJCJ + CMAX ✶✸✶

❈❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ s♦♥t ▲❚▲▼✱ ❋❙✱ ❙❚▼❆✱ ❋■❋❖✱
❡t ❋■❋❖ ❛✈❡❝ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✶✵
✐♥st❛♥❝❡s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

∑

wjCj + Cmax✳
❱✉ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❧❛ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❧❛ ❞✉ré❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s✳
▼❡s✉r❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t ❡♥ ❧♦❝❛❧ r❡✈✐❡♥t à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ré❞✉✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ rés❡❛✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
▲♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✹ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✻✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸
♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✷✳
▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t❡st ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✸ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧ProxForMapReduce✧✳
P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s s②♥t❤ét✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱
♥♦✉s ❛✣❝❤♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✽✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s❝é✲
♥❛r✐♦s✳ ▲❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧ProxForMapReduce✧ s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❛♥s
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✳

✭❛✮ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✸ ✷ ✶ ✻ ✺ ✹

59

88

117

❙❝é♥❛r✐♦s ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣ré❡ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

∑

w
j
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♥
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❝✮

❘és✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐t✐q✉❡
❘és✉❧t❛t ❈P▲❊❳

✭❜✮ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té
♣❛r s❝é♥❛r✐♦
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❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ➱❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ ✪✮ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧
❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

❙❝é♥❛r✐♦s ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
✭❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❈P▲❊❳✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r
✧ProxForMapReduce✧

➱❝❛rt r❡❧❛t✐❢
✭✪✮

1 ✺✵✳✸ ✺✹✳✷ ✼✳✺
2 ✼✻✳✶ ✼✽✳✹ ✸✳✵
3 ✼✶✳✽ ✼✷✳✾ ✶✳✺
4 ✶✷✾✳✶ ✶✸✼✳✶ ✻✳✷
5 ✶✶✺✳✵ ✶✶✾✳✺ ✸✳✾
6 ✽✽✳✹ ✾✷✳✶ ✹✳✷

▼♦②❡♥♥❡ ✹✳✹

✭❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✮ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❈P▲❊❳ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ ✧ProxForMapReduce✧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻❛ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻❜ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té s❡❧♦♥ ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲❡
❞❡❣ré ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❡st ❧❡ r❛t✐♦ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ▼❛♣ q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬❡❧❧❡s tr❛✐t❡♥t ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ tâ❝❤❡ ▼❛♣✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✉r ❞❡s
♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✧ProxForMapReduce✧ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ✸✪ ❡t ✽✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ tr♦✉✈é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s
❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ♣♦✉r ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t s✉♣ér✐❡✉rs à ✺✵✪✳ ▲❡s t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♣♦✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡s✳ P♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✾ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ♣❛r s❝é♥❛r✐♦s ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✧ProxForMapReduce✧ ❡t ❧❡s
❛✉tr❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s rés♦✉t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ✺✵✵✵ tâ❝❤❡s ❡t ✹✹
♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥s ✹ ♠✐♥✉t❡s✳ ❈❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✺✪ ❡♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✉
♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡ ♥♦s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡s✱ ✧ProxForMapReduce✧ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❞❡♣✉✐s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✻ ❥✉sq✉✬❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ✶✺✮✳ P♦✉r ❝❡s t❛✐❧❧❡s ❞✬✐♥st❛♥❝❡s✱
❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✓▲❚▲▼✔ ❡t ✓❙❚▼❆✔✳ ❊♥tr❡ ❧❡s
s❝é♥❛r✐♦s ✶✻ ❡t ✶✽✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✓▲❚▲▼✔✱
✓❙❚▼❆✔ ❡t ✓❋❙✔✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ✶✾✱ ✧ProxForMapReduce✧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs t❡♠♣s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❱✉ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s
❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
s❝é♥❛r✐♦s✳ ❈❡ q✉✬♦♥ ❞♦✐t r❡t❡♥✐r à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st q✉❡ s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡s✱
♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ✧ProxForMapReduce✧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶ ✕ ➱❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ♠♦②❡♥s ✭❡♥ ✪✮ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r
✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s

❙❝é♥❛r✐♦s ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠✉♠
✭❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❈P▲❊❳✮

❙♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r
✧MRSchedulingBasedOnCost✧
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1 ✺✵✳✸ ✺✷✳✺ ✹✳✹
2 ✼✻✳✶ ✼✽✳✷ ✷✳✽
3 ✼✶✳✽ ✼✹✳✺ ✸✳✽
4 ✶✷✾✳✶ ✶✸✸✳✷ ✸✳✷
5 ✶✶✺✳✵ ✶✶✽✳✼ ✸✳✷
6 ✽✽✳✹ ✾✵✳✺ ✷✳✹

▼♦②❡♥♥❡ ✸✳✸

➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧

◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧✱ ❡♥
é✈❛❧✉❛♥t ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡t ❡♥ ♠♦❞❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♣✉✐s ❡♥ ❧✬é✈❛❧✉❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✶✶✳
❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
❞é❝❛❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✸✳✺ ✪✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉① tâ❝❤❡s
q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❧♦❝❛❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ✼✵✪ ♣♦✉r ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞érés✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❡s
t❛❜❧❡❛✉① ✺✳✶✷ ❡t ✺✳✶✸✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❛✣❝❤és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✳ P♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✭❞✉ s❝é♥❛r✐♦ ✶ ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ✶✻✮ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
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✺✳✺ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ❝❡s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❡♥r❡❣✐stré❡s s✉r ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳

▲❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ é❝❛rt ♠♦②❡♥
✐♥❢ér✐❡✉r à ✼✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦rs ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡ s✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡
❧♦❝❛❧✐té é❧❡✈és ✭s✉♣ér✐❡✉r à ✻✵✪✮✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❝r♦s❡❝♦♥❞❡✳ ❈❡s ♣r❡♠✐❡rs rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❧❡s é❝❛rts ❝❛❧❝✉❧és r❡st❡r♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ❯♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❡♥
❧✐❣♥❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ s♦♥t s②♥t❤ét✐sés ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✶✵ ❡t ✺✳✶✶✱ ♥♦✉s r❡✲
♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❙✉r t♦✉s ❧❡s
s❝é♥❛r✐♦s à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s❝é♥❛r✐♦s ✹ ❡t ✶✸ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉✲
❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧✳ P♦✉r ❧❡s
✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ✭❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ✶ à ✶✺✮✱ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❡s
❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ é❣❛❧❡s à ✷✪✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s é❝❛rts ♠♦②❡♥s ❡♥r❡❣✐strés ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à ✸✪✳
P♦✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✭❞✉ s❝é♥❛r✐♦s ✶✻ ❡t ♣❧✉s✮✱ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧
❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊❧❧❡ ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❝é♥❛✲
r✐♦ ✷✵✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧ tr♦✉✈❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❣❛✐♥ ❡♥tr❡ ✷✵ ❡t ✹✵✪ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✧▼❘❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣✲
❇❛s❡❞❖♥❈♦st✧ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
✧Pr♦①❋♦r▼❛♣❘❡❞✉❝❡✧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ✉♥ é❝❛rt ♠♦②❡♥ ❞❡ ✷✺ ✪ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦
✶✼ ❡t ✸✵✪ ♣♦✉r ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ✷✵ ✭✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✳ ▼❛❧❣ré ❝❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥r❡❣✐strés✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥tr❡ ✼ ❡t ✶✺✪ ❞✉ t❡♠♣s ❡♥tr❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧❛
❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r✳ ❈❡ q✉✐ ♦✛r❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❝❡tt❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✉♥❡
❡✣❝❛❝✐té r❡s♣❡❝t❛❜❧❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥ ❝❛s✱ ♣❡r❞r❡ ✺✪ ❞❛♥s ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ✶✵✪ à ✶✺✪ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✿

✖ ▲♦rsq✉✬✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❝♦♥♥❡❝té à ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ✧▲♦❝❋✐rst✧ s✬❛❞❛♣t❡ ❜✐❡♥ à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡
❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✖ ▲♦rsq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés à ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡
❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✿

✖ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❛✈❡❝ ✐♥s✲
t❛♥❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡✳ ❉❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✸✶✺✵
tâ❝❤❡s ❡t ✷✷✵ ❱❝♦r❡s✳
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✖ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧ProxForMapReduce✧ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❛✈❡❝ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡
❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

✺✳✺✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s②♥t❤ét✐s❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡ ❢♦r♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉✐ s✬❛❞❛♣t❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐❞❡♥t✐✜é✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ♥♦♠♠é ✧LocF irst✧✱ ❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r
♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Cmax✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉♠❡t
❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s r❡st❛♥t❡s s♦♥t ✧ProxForMapReduce✧
❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✐✮ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡
♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡t ✭✐✐✮ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s tr❛✈❛✉① à ❡①é❝✉t❡r
✭
∑

wjCj + Cmax✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ♥♦✉s ♦♥t ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ✐❞é❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ s✉r ❧❡s r❡♥❞✉s ❞❡ ❝❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♥✜r♠❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦✲
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦s s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t s✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s
❞❡ t❛✐❧❧❡s ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧♦rs ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳
◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ Cmax✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧LocF irst✧ ❢♦✉r✲
♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭✶✵✾✺ tâ❝❤❡s✱ ✽✽
❱❝♦r❡s✮✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s rés✉❧t❛ts✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✧ProxForMapReduce✧
❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ P♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❡t
♠♦②❡♥♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
✭✐♥❢ér✐❡✉r à ✷✪✮✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s
❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡
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✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ✧ProxForMapReduce✧

❞✬✐♥st❛♥❝❡s ✭✷✷✷✵ tâ❝❤❡s✱ ✶✽✼ ❱❝♦r❡s✮✱ ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s✬❛❣r❛♥✲
❞✐t✱ ✐❧ ❛tt❡✐♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✸✵✪ ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭✺✶✸✵ tâ❝❤❡s ❡t ✷✹✽ ❱❝♦r❡s✮✳ P❛r r❛♣✲
♣♦rt à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧
♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✹✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s
♣❛r ✧ProxForMapReduce✧✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ❧♦rs ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❙✉✐t❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ♥♦✉s ❡st ❛♣♣❛r✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s✱ à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ t❤ès❡s✱ ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ❧✬❡♥tr❡✲
♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès ❡st ❝♦♥❢r♦♥té❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❣r❛♣♣❡s ✧❇✐❣ ❞❛t❛✧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧♦✲
❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦s tr❛✈❛✉① ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❞❡✉① ❛①❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s♦♥ ❛s♣❡❝t
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t ✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à ❝♦✉rt ❡t à ♠♦②❡♥ t❡r♠❡ ♣♦✉r ✭✐✮ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s✱ ✭✐✐✮ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❡t ✭✐✐✐✮

❞♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❛①❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
❣❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣❡r♠❡t à ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❣ér❡r à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ✭❛①❡✮ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts à ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ét❛♣❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧✐és ❛✉ s❡❝♦♥❞ ❛①❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡✉❧❡♥t q✉❡ ❧❡✉rs tr❛✈❛✉① s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
♣❧✉s ❜r❡❢s ❞é❧❛✐s✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❝❤❛❝✉♥
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧ s♦✉♠❡t s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t
q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❢♦✉r♥✐ss❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡
❧❡ s♦✉❤❛✐t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é✱
❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♠♦②❡♥ ♣♦♥❞éré ♣♦✉r q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❛s
tr♦♣ ❧♦♥❣t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣ t♦✉t ❡♥ ✈❡✐❧❧❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r
tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬ét✉❞✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛①❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡s tr❛✈❛✉① ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡t à ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞❡ ❣ér❡r à ❧❛ ✈♦❧é❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ♠❡s ❛❝t✐✈✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①
▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❡♥❣❡♥❞r❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t s♦✉♠✐s✱ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞✉ t②♣❡ ✧▼❛♣✧ ❡t ✧❘❡✲
❞✉❝❡✧✱ ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❜❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ❞✉ré❡s
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊❧❧❡s tr❛✐t❡♥t ❞❡s
❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s♦rt✐❡✳ ▲❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐❣rés ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛♥s❢é✲
ré❡s ✈❡rs ❧❡s tâ❝❤❡s ❘❡❞✉❝❡✳ ▲❛ ❣r❛♣♣❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ M ♠❛❝❤✐♥❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝té❡s
♣❛r ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❡①♣❧♦✐t❡♥t✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✱ ❈P❯ ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
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▲✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r s♦♥ ❛s♣❡❝t ❡♥ ❧✐❣♥❡✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té
✭q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜①és✮ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❞✉✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❣❧♦✉t♦♥♥❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs✲❧✐❣♥❡ ♣❛r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s é✈❛✲
❧✉♦♥s✳
▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❤♦rs ❧✐❣♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳ ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐st❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝r✐tèr❡ Cmax✳ ◆♦✉s
❧✬❛✈♦♥s rés♦❧✉ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♥♦♠♠é❡ ✧▲♦❝❋✐rst✧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t é✈♦❧✉❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡ ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❞✉ré❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
∑

wjCj + Cmax ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦✲
❞è❧❡✳ ❱✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❈P▲❊❳ ♥✬❛ ♣✉ ❧❡ rés♦✉❞r❡ q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡
t❛✐❧❧❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❣r❛♥❞❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❞❡✉① ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡s ✧ProxForMapReduce✧ ❡t ✧MRSchedulingBasedOnCost✧✳ ◆♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s é✈❛❧✉é❡s s✉r
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tâ❝❤❡s à ❡♥✈✐r♦♥ ✺✵✵✵ tâ❝❤❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♦♥t
♠♦♥tré q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s♦✐t à é❝❛rt
❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♣❡t✐t❡s ✐♥st❛♥❝❡s✮ s♦✐t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r✱ ❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡
❝❡✉① ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ✧ProxForMapReduce✧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✱
✧MRSchedulingBasedOnCost✧ ❝♦♥s♦♠♠❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡
❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥r❡❣✐stré ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ✧MRScheduling✲BasedOnCost✧ ❡st ❛❞❛♣té❡
♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ ❡t ♠♦②❡♥♥❡ t❛✐❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥
t❡♠♣s ré❞✉✐t✳
❉✉r❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét✉❞❡s ❡✛❡❝t✉é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✐♦♥s ❝♦♥❢r♦♥té à ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ s✉✐t❡ à ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥té ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡s ❛①❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét✉❞✐❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈❡✐❧❧é✱ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ à r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❛❞♠✐✲
♥✐str❛t❡✉r ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠✐❡✉①
♣❛r❛♠étr❡r ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❥✉❣❡♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s
❡♥ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝♦✉rt ❛✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✹✶

➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣

▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ❈❡
t②♣❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ♦✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ❞✬❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡s ❡♥tr❡✲
♣r✐s❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♠❛rq✉é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❣r❛♥❞s tr❛✈❛✉① s♦♥t s♦✉♠✐s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♦✉ ❧♦rs ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
s✉✐t❡ à ❞❡s ♣❛♥♥❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t r❛♣✐❞❡ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
❞✬❛❥♦✉t❡r s♦✐t ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❡①t❡♥s✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮ s♦✐t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ❣r❛♣♣❡
✭❡①t❡♥s✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✮✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡t à ❞é✜♥✐r
❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛ss✉r❡r✳ ▲✬é❧❛st✐❝✐té ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té
à s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❡♥ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❛♥t ❡t ❞és❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥✲
♥❛♥t✮ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣
à s✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❞❡♠❛♥❞❡s ❡♥ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❛♥t ❡t ❞és❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❛♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❡st très ❧✐♠✐té❡✳ P❧✉s✐❡✉rs é✈♦❧✉t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥t❡❣ré❡s à ❍❛❞♦♦♣ ❥✉st✐✜❡♥t ❞❡
❝❡tt❡ ♣✐st❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ✭✐✮ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐tés r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❡t ❧❡s ❡♥t✐tés r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ✭✐✐✮ ❧✬✐♥✲
té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥t❡♥❡✉r ✭❉♦❝❦❡r✮ ❬✶✹✺❪ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ s②stè♠❡ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣✳
▲❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐tés ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉♦❝❦❡r ré❞✉✐t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❡t ❞✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧✬✐♥st❛♥t ❞✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❧❡ ❞és❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳

❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳
▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬❍❛❞♦♦♣
❡t ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡ ré❞✉✐t ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s rés❡❛✉① ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡ ♣♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛✲
t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ à tr❛✈❡rs ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡♥ ❝❧❛ss❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét❡✐❣♥♦♥s ♦✉ ❛❝t✐✈♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❝♦♥♥❡❝tés ❛✉ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s
♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣✐st❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧❛st✐❝✐té ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣r♦✜t❡r❛ ❞❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♦✛❡rt❡ ♣❛r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ é❧❛st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳

❉♦♥♥❡r ♣❧✉s ❞❡ ✈❛❧❡✉r à ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s
❤❡✉r✐st✐q✉❡s

❍❛❞♦♦♣ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞♦✐t ❣ér❡r ♣♦✉r
❛ss✉r❡r s♦♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈❡✐❧❧é ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡



✶✹✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

à ❝❡ q✉❡ ♥♦s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s s♦✐❡♥t ❛✉t♦♥♦♠❡s✳ ❊❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ❢♦✉r♥✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts s❛♥s ❢❛✐r❡
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥❡ ét✉❞❡ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡ ♣❧✉s
♣♦✐♥t✉❡ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❥♦✉té❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r
❞❛♥s ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠✉❧t✐✲
❝r✐tèr❡✳ ◆♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♠✐❡✉① ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❛ss✉r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
s❡r✈✐❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡t ❛✜♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s
❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞✉❧❡
♣♦✉r ❧❡✉r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s r❡♠♦♥té❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥✢✉❡♥ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❝♦♠♠✉♥❛✉t❛✐r❡✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬♦✉t✐❧s ❧✐❜r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s
❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ✉♥ ❜❡s♦✐♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s❛t✐s❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✳



❆♥♥❡①❡ ❆

➱t✉❞❡ ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s
❧❡s ♥✉❛❣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s

❆✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❍❛❞♦♦♣ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r s♦♥
❜❡s♦✐♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❈②rès ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❜❛sés s✉r ❍❛❞♦♦♣ à
s❡s ❝❧✐❡♥ts à tr❛✈❡rs ❧❡s ♥✉❛❣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ✭❈❧♦✉❞✮✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❡t ré♣♦♥❞r❡
à ✉♥ ❜❡s♦✐♥ ✐❞❡♥t✐✜é ❝❤❡③ ❧❡ ♣ô❧❡ ■♥❣❡♥s✐ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✲
✜❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣
s✉r ❧❡ ❈❧♦✉❞✳ ▲♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✬■♥❣❡♥s✐ ✐♥st❛❧❧❛✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❍❛❞♦♦♣ s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès ❡st ✉♥ ❝❧✐❡♥t
❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❱▼✇❛r❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❱▼✇❛r❡ ✐♥st❛❧❧é❡s ❞❛♥s s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ à tr❛✈❡rs ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧❛ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿ ❡st ❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉t✐❧✱ ❛✉tr❡ q✉❡ ❱▼✇❛r❡✱ ♠♦✐♥s ❝❤❡r q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❄ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉❡✱ ❡st ❞❡
❝❤❡r❝❤❡r ♣❛r♠✐ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧✐❜r❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ✐❞❡♥t✐✜és✳
▲❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❛♠♦✉✢❡r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs r❡ss♦✉r❝❡s ❡t
♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❆♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❡t ❧❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡♥ éq✉✐♣❡✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ à ❧✬é♣r❡✉✈❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s
❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬♦✉t✐❧ ❉♦❝❦❡r✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❞✐✈✐s♦♥s ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ✿ ❧❛ ✈✐rt✉❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ✭♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✮ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❱▼✮ ❡t ❧❛
✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ✭♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✳ ❱♦✉s tr♦✉✈❡r❡③ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✷✳
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❞♦♥♥é❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✳ ▲❡s r❛✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ✿ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❡s ❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts à ❛ss✉r❡r ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❝❧✐❡♥t ❡t ❤ôt❡✱
❡t ❧❛ ♥♦♥✲♠❛t✉r✐té ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✉r❛♥t ❧❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❧❛ ♠♦♥té ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♦✉t✐❧s t❡❧s q✉❡ ❉♦❝❦❡r ❛ ❡♥❝♦✉r❛❣é ❝❡rt❛✐♥❡s
❡♥tr❡♣r✐s❡s à ❧✬❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ❛❜♦r❞❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s ❧❡
❈❧♦✉❞ ❡t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ q✉✐ ét✉❞✐❡♥t
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡✱ s♦♥t r❡str❡✐♥ts
❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✽✹❪ ❡t ❱❡r♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✻❪✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r
❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❍❛❞♦♦♣ s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❧♦✉r❞❡s ❡t ❧é❣èr❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱
✈✉ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❧✐♠✐tés s✉r ❉♦❝❦❡r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❉♦❝❦❡r ❞❛♥s
❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✿
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋❡❧❧❡r ❡t ❛❧ ❬✺✹❪ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❧❡ ❞é♣❧♦②❛♥t s✉r ✭✐✮ ❞❡s
♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ✭tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❡t ✭✐✐✮ ❡♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ■❧s s✬✐♥tér❡ss❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ✭✶✮
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡s
♠ê♠❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳✭✷✮ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❡s sé♣❛r❡r s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t
s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❞✐sq✉❡s✳ ■❧s ❝♦♥❝❧✉❡♥t q✉❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡t ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✳
❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✽✹❪ é✈❛❧✉❡♥t ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡✱ ❛✉tr❡ q✉❡
❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r✱ t❡❧s q✉❡ ❱❙❡r✈❡r✱ ❖♣❡♥❱❩ ❡t ✧▲✐♥✉① ❈♦♥t❛✐♥❡rs✧✳ ■❧s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛✲
❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡t s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉①
♣✉✐sq✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❛r❡ à ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡
✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ✭tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ■❧ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❜❛sé❡s
s✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❧♦✉r❞❡ ❡t ❧é❣èr❡✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ét✉❞❡
❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❈P❯✱ ♠é♠♦✐r❡✱ ❛❝❝ès ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t
❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉✮ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡
❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ❏✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✽✹❪ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❧♦✉r❞❡ ❡t
❧é❣èr❡✮✳
❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❙❤❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶❪✱ ❳✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✻✵❪ ❡t ❑♦♥t❛❣♦r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✾✺❪ ét✉❞✐❡♥t
❡t é✈❛❧✉❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞é♣❧♦②é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ t❡❧ q✉❡ ❖♣❡♥❙t❛❝❦✳ ❙❤❛❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✸✼❪ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs
❍❉❋❙ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ✐❧s ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts à ❛♠é❧✐♦r❡r ❡t ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣r❛t✐q✉❡s à
s✉✐✈r❡ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳ ▼♦✐s❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷❪ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥✉❛❣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✱ ✐❧s
ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❜t❡♥✉❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ■♦r❞❛❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✼✽❪ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ s✉r ❞❡s ❈❧♦✉❞s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ✐❧s ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✴
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♣r✐① ❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
▲❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❣❧❡r ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝÷✉rs ❈P❯ ✭❉②♥❛♠✐❝ ❱♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❋r❡q✉❡♥❝② ❙❝❛❧✐♥❣✱
❉❱❋❙✮ ❬✶✷✶❪✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ✈❡✐❧❧❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡s✳ ▲❛♥❣ ❡t
❛❧✳ ❬✾✼❪ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ét✉❞✐❡♥t ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♥♦♠♠é❡s ✭✐✮ ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦✉✈r❛♥ts ✭❈♦✈❡r✐♥❣ ❙✉❜s❡t✱ ❈❙✮ ❡t ✭✐✐✮ ✧❆❧❧✲■♥ ❙tr❛t❡❣②✧ ✭❆■❙✮✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❈❙✱
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❡st ❞❡ ♥❡ ❧❛✐ss❡r ❛❝t✐✈é q✉✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬❆■❙ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①
❡♥s✉✐t❡ ét❡✐♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ▲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✾✼❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❆■❙ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✭❈❙✮✳ ❑❛✉✲
s❤✐❦ ❡t ❛❧✳ ❬✽✼❪ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ❈❙ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❜❧♦❝s ❡t
♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡
❡t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ▲❡✈❡r✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵✶❪ ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡①✐s✲
t❛♥t❡ ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s s✉r
❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ■❧s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❡t é✈❛❧✉❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✭❈❙✮ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠✲
♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❍❛❞♦♦♣ ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✳ ❲✐rt③ ❡t
❛❧✳ ❬✶✺✹❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❉❱❋❙ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ P♦❧❛t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✸❪ ♣rés❡♥t❡ HDFSH ✱ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❤②❜r✐❞❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ❞✐sq✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❍❉❉ ✭❍❛r❞ ❉✐s❦ ❉r✐✈❡✮ ❡t ❞❡s ❞✐sq✉❡s ❞❡ t②♣❡s
❙❙❉ ✭❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ ❉r✐✈❡✮✳ HDFSH ♣❡r♠❡t à ❍❛❞♦♦♣ ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞✐sq✉❡s ❞✉rs ❍❉❉ ✭❝♦ût ré❞✉✐t ♣❛r ●❇ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡✮ ❡t ❞❡s ❛✈❛♥✲
t❛❣❡s ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❙❉s ✭✈✐t❡ss❡ r❛♣✐❞❡ ❞✬❛❝❝ès ❡♥ ❧❡❝t✉r❡✲é❝r✐t✉r❡ ❡t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡✮✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡♥ ❞✉ré❡
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✱ ❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳
▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉♦❝❦❡r ❬✶✺✼❪ ❡st ré♣✉té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥t❡♥❡✉rs ▲✐♥✉①✱ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡st ❛♣♣❛r✉❡ ❡♥ ✷✵✶✸✳ ❱❡r♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✻❪ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❞é♣❧♦②❡r ❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs q✉✐ s✬❡①é❝✉t❡♥t s✉r ❞❡s ♠❛✲
❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ❱❡r♠❛ ❡t ❛❧✳ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❢❛❝❡ à ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❈P❯✮✳ ▲❡✉r tr❛✈❛✐❧
s❡ ❜❛s❡ s✉r ▲❳❈ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✳
❉♦❝❦❡r ❡st é✈❛❧✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❍P❈✳ ❳❛✈✐❡r ❡t
❛❧✳ ❬✶✺✽❪ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❉♦❝❦❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❍P❈✱ ✐❧s ét✉✲
❞✐❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❉♦❝❦❡r à ❛ss✉r❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧s ❝♦♠♣❛r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❞✉ré❡ ❞❡s tr❛✈❛✉①✮ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❜❛sé❡ s✉r ❉♦❝❦❡r ❛✉① ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✉♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♣❤②s✐q✉❡✳ ❳❛✈✐❡r ❡t ❛❧✳ ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❉♦❝❦❡r ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡
❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✺✪ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❘❡s❤❡t♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✽❪ ét✉❞✐❡♥t ❧❛ sé❝✉r✐té ♦❢✲
❢❡rt❡ ♣❛r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡✳ ■❧s ét✉❞✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ✭✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞❡ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs✱ ❞❡s rés❡❛✉①✱ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮✳ ❈❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞✬✐s♦❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❯♥✐① ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡s ✭♥❛♠❡s♣❛❝❡✮ ❡t ❧❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❈❣r♦✉♣s ❡t r❧✐♠✐ts ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞r♦✐ts ❞✬❛❝❝ès✳
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❘❡s❤❡t♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ s♦♥t
✜❛❜❧❡s ❡t sé❝✉r✐sés✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s r❛♣♣❡❧❧❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❜♦♥♥❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥s✐❣♥❡s ❞❡ sé❝✉✲
r✐té✳ ▲❛ ❝♦♥s✐❣♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s
❝✐té❡s✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✱ ✉♥ é♥♦r♠❡ ❡✛♦rt ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❛♥s ❯♥✐①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ r❧✐♠✐ts ❞❛♥s ❈❣r♦✉♣s ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
❋❡❧t❡r ❡t ❛❧✳ ❬✺✹❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥❣❡♥❞ré s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❧é❣èr❡s ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❉♦❝❦❡r ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ✭♦✉ ❛✉ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s é❣❛❧❡s✮
q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❑❱▼ ✳ ❉♦❝❦❡r ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦✉t✐❧ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st
❛❞♦♣té ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❣❛♥✐s♠❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❥❡ts s♦♥t ❝réés ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ s♦♥
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ P❡✐♥❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷✵❪ s②♥t❤ét✐s❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❥❡ts ❧✐❜r❡s q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❡t à ❛❞❛♣t❡r ❉♦❝❦❡r ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❈❧♦✉❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❤❛✉t❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐✈❡r❣❡♥ts✳ ❈❤❛❝✉♥ ♣♦ssè❞❡ s❡s ♣r♦♣r❡s ❜❡s♦✐♥s✱ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t
❛✣♥✐tés✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❢♦❝❛❧✐s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣
❜❛sé❡ s✉r ❉♦❝❦❡r✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ à ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ é♠❡r❣❡♥t❡ ❛✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❧♦✉r❞❡s
❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧✬♦✉t✐❧ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞♦✐t ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✲
✈❛♥ts ✿ ✭✶✮ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ✭❢❛❝✐❧✐t❡r ❡t r❛♣✐❞✐té ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✮✱ ✭✷✮ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛♣rès ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❡t ✭✸✮ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ ❝♦ût ❞✬❡①✲
♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱

✖ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s
✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s é❝❛rts ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s
❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s✱ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬❍❛❞♦♦♣ s✉r ❧❡ ♥✉❛❣❡✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛tt✐r❡r ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rêt❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡❧❧❡ ❣é♥èr❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ très ❜❛s✳

✖ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣ ❡t ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡
❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳

✖ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ❡t
❧é❣èr❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s♦♥t ❱▼✇❛r❡ ✈❙♣❤❡r❡ ❡t ❉♦❝❦❡r✳
❉✬❛♣rès ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❍P❈✱ ❉♦❝❦❡r ❡st ❧✬♦✉t✐❧ ❧❡ ♣❧✉s
❛✈❛♥❝é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ❡①✐st❛♥ts✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r✱ ❞✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❉✉r❛♥t ❧❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r ❧❡s tr❛✈❛✉①
s♦✉♠✐s✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❉♦❝❦❡r ❡t ❱▼✇❛r❡

✖ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❢♦✉r♥✐r à ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ s✉r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❡t ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡✱ ❞❡
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❡✛❡❝t✉és ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❛❞♦♦♣ ❡t ❉♦❝❦❡r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞✉r❛♥t ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❧❡s ❛♥❛❧②s♦♥s✳

❆✳✷ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s✱ ❡♥ ✶✾✻✵ ♣❛r ■❇▼ ❬✶✺✶❪✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❞❡s s❡r✈❡✉rs
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❉❡♣✉✐s ❧❡✉r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s ❛✈❛✐❡♥t ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
❞✉❝t✐✈✐té ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ❞❡ t♦✉r♥❡r s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s❡r✈❡✉r
♣❤②s✐q✉❡✳ P❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❬✶✺✶❪✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❧❡s ❝❧❛ss♦♥s ❡♥ ❞❡✉① t②♣❡s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳

❆✳✷✳✶ ▲❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✱ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✿

▲❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦♥✐t❡✉r ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❤②♣❡r✈✐s❡✉r✮ ❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✭❱▼✮✳ ❈❤❛q✉❡ ✭❱▼✮ ♣♦ssè❞❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✧♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡
♠é♠♦✐r❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐sq✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉ s♦♥t rés❡r✈és
❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t rés❡r✈é❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s
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❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧✐❡♥t❡✳ ❆✉ ❝❛s ♦ù ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❛✉ r❡♣♦s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s à ❡①é❝✉t❡r✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s r❡st❡♥t rés❡r✈❡r ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré✉t✐❧✐sé❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡
s✉r❝❤❛r❣❡ ❡st ❞✉❡ ❛✉① ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✐❧♦t❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✖ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ ❝❧✐❡♥t✳

✖ ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧✬❤②♣❡r✈✐s❡✉r✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛té✲
r✐❡❧ ❬✼✼❪✳ ❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬♦✉t✐❧ ❱▼✇❛r❡ ✈❙♣❤❡r❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ♣rés❡♥t❡
❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠✲
♣❧èt❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s✉r ❱▼✇❛r❡✳

❆✳✷✳✷ ▲❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡✱ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✿

▲❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r s✬❡①é✲
❝✉t❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦r❞✐♥❛✐r❡ t♦✉r♥❛♥t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
❤ôt❡✳ ▲❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥st❛❧❧és s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ✈✐rt✉❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥
tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❜♦r♥❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ q✉✬✉♥ ❝♦♥t❡✲
♥❡✉r ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r✳ ❯♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ ❱▼ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥
❧♦✉r❞❡✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛✲
t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥st❛❧❧é s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡①é❝✉t❡ ❞❡s
✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ré❝✉♣èr❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ttr✐❜✉é❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s à ❡①é❝✉t❡r ✭s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♣♦s✮✱ s❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❧✐❜éré❡s✳
❉❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❬✹✵❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣rés❡♥té
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❡♥ ✷✵✶✸✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧✬♦✉t✐❧ ▲❳❈ ❬✶✸✶❪ ❡t ❧✬❡♥r✐❝❤✐t ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥❛❧✐tés✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❉♦❝❦❡r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞é❞✐é❡✱ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠
❞❡ ✧❧✐❜❝♦♥t❛✐♥❡r✧ ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r ❛✉ ❦❡r♥❡❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❤ôt❡✳ ▲❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡s
✧❦❡r♥❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ❣r♦✉♣s✧ ✭❈❣r♦✉♣s✮ ✱ ✧s②st❡♠❞✧ ❬✸✼❪ ❡t ❧❡ ✧❦❡r♥❡❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❧✐❜r❛r✐❡s✧ ♣♦✉r ✿

✖ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱

✖ ❝♦♥s♦❧✐❞❡r ❧✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱

✖ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❞r♦✐ts ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❜✐❡♥ ✐s♦❧és q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡①té✲
r✐❡✉r✳

❆✳✷✳✸ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥

▲♦rsq✉✬✐❧s s✬❡①é❝✉t❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ❤ôt❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s s②stè♠❡ ✐♥t❡r♣rété❡s ❡st ré❞✉✐t❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❧❛
♠♦✐t✐é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s s②stè♠❡ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳
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❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✈✐r✲
t✉❡❧❧❡✳ ❧✬✐♥✐t✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞é♠❛rr❡r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ✈♦✉s ✈♦✉❧❡③ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦tr❡ ❣r❛♣♣❡ ❉♦❝❦❡r✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ét❡✐♥t❡s ❛✈❛♥t
❞❡ s✬❡♥ ❞é❜❛rr❛ss❡r✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✱
❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❱▼s✱ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡
tr❛❞✉✐t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ à ❛ss✉r❡r ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❡st ❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à r❡♠é❞✐❡r ❡♥ ✉♥
t❡♠♣s ❧✐♠✐té ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥
❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ ❡st
❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐♥✐t✐❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ à ❝❡tt❡ ♠♦♥té❡
❡♥ ❝❤❛r❣❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐❡ ❛✉① ❝❧✐❡♥ts✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ s♦♥t ♣❧✉s ✢❡①✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❝÷✉rs ❈P❯✱ ❉♦❝❦❡r ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ✭✐✮ ✜①❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉r ❈P❯ ♣❛r ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ ♦✉✱ ✭✐✐✮ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣❛rt❛❣❡
r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✳ P♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✐❧s ❡♥ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❡t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉t♦r✐sé❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛
♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❧✉✐ ❛ ❛ttr✐❜✉é❡✱ ✐❧ ❧❛ ❧✐❜èr❡✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❧✬❤ôt❡ ❛✉r❛ à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs q✉✬✐❧ ❣èr❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ❣èr❡♥t ❛✉tr❡♠❡♥t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉ès ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❱▼✱ t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✉✐ s♦♥t rés❡r✈é❡s ❡t ♥❡ s♦♥t ❧✐❜éré❡s
q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❱▼ ❡st ét❡✐♥t❡✳

❆✳✸ ▼ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s

P❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts tr❛✈❛✉①✱ ❞❡✉① sér✐❡s ❞❡ t❡sts s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ♥♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ré♣été❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❱▼✇❛r❡ ❱❙♣❤❡r❡ ❡t ❉♦❝❦❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡
❡st ré♣été❡ ❝✐♥q ❢♦✐s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
♦✉t✐❧s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ét✉❞✐❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✮✳
◆♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s s✉✐t❡
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❉♦❝❦❡r ❡t ♥♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉♦♥s ❛✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧❡✉rs
✐♥✢✉❡♥❝❡s s✉r ❍❛❞♦♦♣✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✶✷ ❝÷✉rs ❈P❯✱ ✸✷ ●❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✺✵✵ ●❇
❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡t ❞✉
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✿

●r❛♣♣❡ à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ✿ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ✭♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ♦✉ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✮



✶✺✵ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉➱P▲❖■❊▼❊◆❚ ❉❊ ❍❆❉❖❖P ❙❯❘ ▲❊❙ ◆❯❆●❊❙ ■◆❋❖❘▼❆❚■◗❯❊❙

❚❛❜❧❡ ❆✳✶ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡

▼❛❝❤✐♥❡ ❤ôt❡
✭♣❤②s✐q✉❡✮

▼❛❝❤✐♥❡ ❝❧✐❡♥t❡ ✭✈✐r✲
t✉❡❧❧❡✮

❈♦♥❢✳ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❍❛❞♦♦♣
✭❘❡ss♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡r ❡t ◆♦❞❡
♠❛♥❛❣❡r✮

Pr♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧ ➤❳❡♦♥✭❘✮ ❈P❯ ❊✺✲✷✻✷✵✵ ❅ ✷✳✵✵●❍③
❈P❯ ❝♦r❡s ✶✷ ✷ ❝÷✉rs ✭✹ t❤r❡❛❞s✮ ✶ ❝÷✉rs ✭✷ t❤r❡❛❞s✮
❘❆▼ ✭●❇✮ ✸✷ ✺ ✸
❍❉❉ ✭●❇✮ ✺✵✵ ✽✵ ✻✺
❖❙ ❯❜✉♥t✉ ✶✹✳✶✵

♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ✷ ❝÷✉rs ❈P❯ ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ✺ ●❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ✽✵
●❇ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶ s②♥t❤ét✐s❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s
à ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❣r❛♣♣❡✳

●r❛♣♣❡ à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤étér♦❣è♥❡s ✿ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✣❝❤é❡
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷✳

▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ ❛✣❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ à ♠❛❝❤✐♥❡s ❤étér♦❣è♥❡s✱
❧❡s é❧é♠❡♥ts ❍❛❞♦♦♣ ♦♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✣❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣ ❡st ✷✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧✐❡♥t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s
●❛♥❣❧✐❛ ❡t ❤s✢♦✇ ❬✶✵✻❪ ♣♦✉r ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s r❡❧✐é❡s ❛✉① ✿

✖ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡s
✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡s ✭❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✮ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈P❯✮✳

✖ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❈P❯✳

✖ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡✳

✖ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉✳

✖ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ■✴❖ ❞❡s ❧❡❝t✉r❡s ❞✐sq✉❡s✳

❈❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s✉r❝♦ût ❞✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✪ s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❬✼✼❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥té ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r✐s❡
é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❡♥r❡❣✐str❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① s❡❝♦♥❞❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥r❡❣✐strés s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ré❝✉♣ér♦♥s ❡t
❛♥❛❧②s♦♥s ❡♥ ✜♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
❉✉r❛♥t ❧❡s t❡sts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ✧❚❡r❛●❡♥✧✱ ✧❚❡r❛❙♦rt✧✱ ✧❚❡st❉❋❙■❖✲✇r✐t❡✧ ❡t
✧❚❡st❉❋❙■❖✲r❡❛❞✧✳ ■❧s s♦♥t ré❢ér❡♥❝é❡s ❡t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✺✶❪ t❡❧s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ■♥t❡❧ ❬✼✹❪ ❡t ❆▼❉ ❬✹✺❪✳ ▲❡s q✉❛tr❡ tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✉ t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡✳
▲❡s tr❛✈❛✉① ✧❚❡r❛●❡♥✧ ❡t ✧❚❡st❉❋❙■❖✧ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞✉r ❡t
❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ✧▼❛♣✧ q✉✐ é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥
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❚❛❜❧❡ ❆✳✷ ✕ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❡t ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✧◆❛♠❡◆♦❞❡✧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤étér♦❣è♥❡

❘❡ss♦✉r❝❡s ▼❛❝❤✐♥❡
❡s❝❧❛✈❡ ✶

▼❛❝❤✐♥❡s
s❧❛✈❡ ✷ ❡t ✸

❈♦♥❢✳ ❞✉ ✧◆❛♠❡✲
◆♦❞❡✧

❈♦♥❢✳ ❞✉ ✧❉❛t❛✲
◆♦❞❡✧

❈P❯ ✭♦✉ ❝÷✉rs
✈✐rt✉❡❧❧❡s✮

✹ ❝÷✉rs ✭✽
t❤r❡❛❞s✮

✷ ❝÷✉rs ✭✹
t❤r❡❛❞s✮

✻ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧❧❡s ✶ ❝÷✉rs ✭✷ t❤r❡❛❞s✮

▼é♠♦✐r❡ ✭●❇✮ ✶✵ ✺ ✻ ✹
❊s♣❛❝❡ ❍❉❉
✭●❇✮

✽✵ ✽✵ ✲ ✻✺

séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❍❉❋❙✳ ❉✉r❛♥t ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❥❡ ❣é♥èr❡ tr♦✐s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✶✵
●♦✱ ✶✺ ●♦ ❡t ✷✵ ●♦ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✷ ♣✉✐s ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ✧❚❡r❛❙♦rt✧ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❈P❯✮✱ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉✳

❆✳✹ ■♠♣❛❝t ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✲

✈❛✉①

▲❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s s❛♥s
❛✉❝✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧✐❡♥t❡ ❡t s❛ ❝❤❛r❣❡ ❛♣rès ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s✳ ▲❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈P❯✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s t❛✉① ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s s✉✐t❡ ❛✉ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳ ❊❧❧❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❈P❯✱ ❘❆▼ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
t♦t❛❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♣♣❡s✳ ❊❧❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s tr♦✐s ❝❛s
s✉✐✈❛♥ts ✿ ✭✐✮ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s s❛♥s ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬❛✉❝✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧✐❡♥t❡✱ ✭✐✐✮ ❧❛
❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❛✉ r❡♣♦s ✭✐✐✐✮ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❛✉ r❡♣♦s✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛✉ r❡♣♦s ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ♥✬❡①é❝✉t❡
❛✉❝✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s rés❡r✈❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❡✉rs
❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡♣✉✐s ❧❡✉r ♠✐s❡ ❡♥ r♦✉t❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✸ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ✶✼
●❇ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ s♦♥t rés❡r✈és ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❝✐♥q ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ✷✽ ●❇ ❞❡
♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼ s♦♥t rés❡r✈és✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❉♦❝❦❡r ✉t✐❧✐s❡ ♣r❡sq✉❡ ✺ ●❇ ❞❡ ❘❆▼ ❧♦rs ❞✉ ❞é♠❛rr❛❣❡
❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✸ ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡t ✶✵ ●❇ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✺ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ♠❡s✉ré❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤ôt❡ ✭♣❤②s✐q✉❡✮✱ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❡t ❧❡s ❡♥t✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✷ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡
❡♥tr❡ ✸✪ ❡t ✺✪ ❢❛❝❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥tr❡ ✶✵✪ ❡t ✷✺✪ ♣♦✉r ❱▼✇❛r❡ ❱s♣❤❡r❡✳
❉❛♥s ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡ ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❍❛❞♦♦♣ ❡s❝❧❛✈❡s ✭❱▼ ♦✉ ❝♦♥t❡✲
♥❡✉r✮✱ ❧✬❛❥♦✉t✱ à ❧❛ ✈♦❧❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ✭❱▼ ♦✉ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✮✱
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▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s s❛♥s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s
▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s
▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s

▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦♥t❡♥❡✉rs
▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs

❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✕ ▼❡s✉r❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❡t
❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥

♥♦✉s ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡st❉❋❙■❖✱ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ♣❛ss❛♥t❡s rés❡❛✉① ❡t ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ s♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✺✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❛✈❡❝ ✹ ❱▼✱ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❡st ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✸✮✳
❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈❡✉r q✉✐ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t
ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✶✹✹❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
❝❧✐❡♥t❡s s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
❣❛❣♥❡r ❡♥ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♦✛r❡ ♣❧✉s ❞❡ ♠♦②❡♥s ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❢❛❝❡ à ❧❛ ♠♦♥té❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❣r❛♣♣❡s t❡sté❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦s ♠❡s✉r❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❍❛❞♦♦♣ ❝♦♥✜❣✉ré ❡st ❞✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷✵ s❡✲
❝♦♥❞❡s ❡t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❱▼ ❡st ❞✬❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶ ♠✐♥✉t❡ ❡t ✸✵ s❡❝♦♥❞❡s✳
❋❡❧❧❡r ❡t ❛❧ ❬✺✹❪ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡♥ ❧❡ ❞é♣❧♦②❛♥t s✉r ✭✐✮ ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❜❛✲
sé❡s s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡ ❡t ✭✐✐✮ ❡♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❋❡❧❧❡r
❡t ❛❧✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❝♦♠♣❡♥sé❡ ♣❛r ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉❡
s✉✐t❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳
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P❡♥❞❛♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡
❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ●❛♥❣❧✐❛ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❛tt❡♥t❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❈P❯✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸❛✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❝❤❛r❣❡s ❞✉s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣♣❡s ✭✷ ❡t ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣✮ ❡t ✷✵ ●❇ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❣é♥éré❡s✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡✲
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉❡s à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥
❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥ts ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳

♥❡✉rs s♦♥t ♠♦✐♥s ❧♦✉r❞s q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✱ ✐❧s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡
✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮✳ P♦✉r ❞❡✉① ❣r❛♣♣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡
✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❝❛✉sés ♣❛r ❝❤❛q✉❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸❜ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣♣❡ ❞✉r❛♥t
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥✳ ❈❡tt❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ❧❡s
❱▼s ✉t✐❧✐s❡♥t✳ ❉❡♣✉✐s s♦♥ ❞é♠❛rr❛❣❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ rés❡r✈❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ rés❡r✈❡ ❡♥tr❡ ✶✵✵ ❡t ✷✵✵ ▼❇ ❛✜♥ q✉❡ ❧✬❤②♣❡r✈✐s❡✉r
❧❡s ✉t✐❧✐s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳
❋❛❝❡ à ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✱
❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣❛r
❝♦♥t❡♥❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐té❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ ❡❧❧❡
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ❜❡s♦✐♥✱ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❛tt❡✐♥t s❛ ❜♦r♥❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉t♦r✐sé❡✱ ♣❡✉t ré❝✉♣ér❡r ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ à r❡s♣❡❝t❡r ✉♥
t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
❧❛ ❧✐❜ér❡r✳
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❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r ❞❡✉① ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦❤❛❜✐t❡r q✉❛tr❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮ s✉r
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✳

❆✳✺✳✶ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯
✭❣r❛♣♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✮

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯ ❞❛♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡s ❡①✲
♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♥♦✉s ❛✛❡❝t♦♥s ❞❡✉① ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s ❈P❯ à ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡s❝❧❛✈❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ♥♦✉s
❡①é❝✉t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❡t q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❛✈❡❝ ❞❡s



❆✳✺✳ ❈❖▼P❆❘❆■❙❖◆ ❉❊❙ ❚❊❈❍◆❖▲❖●■❊❙ ❉❊ ❱■❘❚❯❆▲■❙❆❚■❖◆ ✶✺✺

t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✶✵✱ ✶✺ ❡t ✷✵ ●❇✳
▲❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥♦s é✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❱▼✇❛r❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❛✛❡❝t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✱ ❧✬❤②♣❡r✈✐s❡✉r s❡ ❝❤❛r❣❡ ❞❡
❞✐str✐❜✉❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ s❡s ❛✛❡❝t❛t✐♦♥s✳ ▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ❈P❯ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡✱ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣♦✐❞s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❡t ♣❛rt❛❣❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣♦✐❞s✳ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝÷✉rs ✭✈✐rt✉❡❧ ♦✉ ♥♦♥✮ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❞❡ ♣❛rt❛❣❡ r❡❧❛t✐❢✱ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❉♦❝❦❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✺✳✸✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❈P❯ s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ✺✵✪ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❱▼✇❛r❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✹❛ ❡t ❆✳✹❜
♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✭❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt s✉r ✷ ♣✉✐s ✹
♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣✳ ▲♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❚❡r❛●❡♥ é❝r✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥
séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r
❧✬❛❝❝ès ❡♥ é❝r✐t✉r❡ s✉r ❝❡ s✉♣♣♦rt✳ ■❧ ♣r♦❧♦♥❣❡✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❚❡st❉❋❙■❖✲✇r✐t❡ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✹❝✮✳ ❉❛♥s
❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❱▼✇❛r❡ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❉♦❝❦❡r✱ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛❙♦rt ❛✈❡❝ ✶✺ ❡t ✷✵ ●❇ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✹❛✮✳ P♦✉r ❉♦❝❦❡r✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
❧♦rsq✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❍❛❞♦♦♣ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡❧❧❡s✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❱▼✇❛r❡ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r rés❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❉✬♦ù ❧✬❡✛❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❡s
✉t✐❧✐s❡r✳

❆✳✺✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡s ❡t
❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s rés❡❛✉ ✭❣r❛♣♣❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✮

▲❡s tr❛✈❛✉① ❚❡st❉❋❙■❖ ✭✇r✐t❡ ❡t r❡❛❞✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ✜❝❤✐❡rs
❍❉❋❙✳ ■❧s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t ♣❧✉s✱ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ❡①é❝✉t♦♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❚❡st❉❋❙■❖ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✖ ❧❛♥❝❡r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❡t q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣✱

✖ ❧❛♥❝❡r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱

✖ ❧❛♥❝❡r ❧❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭✶✵✱ ✶✺ ❡t ✷✵ ●❇✮✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✺ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥✈♦②é❡s à
tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✺❝✮ ❡t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡✴ ❧❡❝t✉r❡ ❞✐sq✉❡ ✭✜❣✉r❡s ❆✳✺❛
❡t ❆✳✺❜✮✳ ❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✱
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✭❛✮ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❛✉① ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❚❡st❉❋❙■❖✲❲r✐t❡
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✭❜✮ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t
❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❚❡st❉❋❙■❖✲❘❡❛❞
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▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❱▼s
▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❱▼s

▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❝♦♥t❡♥❡✉rs
▼❛❝❤✐♥❡s ❤ôt❡s ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs

✭❝✮ ▼♦②❡♥♥❡s ❞❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❚❡st❉❋❙■❖✲❲r✐t❡ ✭✷✵ ●❇✮

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ✕ ❚❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉✱ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ ❡t ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞✐sq✉❡ ❡♥r❡❣✐strés s✉✐t❡ à ❧✬❡①é✲
❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡st❉❋❙■❖ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥

❧❛ ❝❤❛r❣❡ r❡❧❡✈é❡ s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❡ ❡t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛❝❝ès
❛✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉✱ ❞✐♠✐♥✉❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡st❉❋■❖ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✹ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣ ❡t s✉r ✷✵ ●❇ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❆✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ✽✺✪✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉①
s✉♣♣♦rts ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡✉rs ♣❧✉s ❜❛s
♥✐✈❡❛✉①✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s ❧♦rs ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥t❡♥❡✉r✳ P♦✉r ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✴ é❝r✐t✉r❡ ❞✐sq✉❡ ❡t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉① ♥✬♦♥t ♣❛s
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✉♥✐❢♦r♠❡ ♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ♥✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ❆✳✺❛ ❡t ❆✳✺❜✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✿

✖ P❧✉s ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
✈✐t❡ss❡s ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❡❝t✉r❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳ ❊♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❡t ♣♦✉r ✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❞❡ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✱ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r✱ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st
❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❞✬é❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✳

✖ P♦✉r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❱▼✇❛r❡ ❡t ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
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q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❧✉s ❢♦rt ❡st ❧❡
❞é❜✐t ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s♦♥t ✿

✖ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ tr❛♥s❢❡rt rés❡❛✉ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✖ ▲❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✭❛❝❝ès ❛✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡t ❛✉① r❡ss♦✉r❝❡s rés❡❛✉✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♣❡rt✐♥❡♥ts ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❆✳✺✳✸ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ s✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤é✲
tér♦❣è♥❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤étér♦❣è♥❡
s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✱ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①✳ ❏✬❛✐ ♦r❣❛♥✐sé ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ✭t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s r❡st❛♥t❡s ❢♦❝❛❧✐s❡♥t
s✉r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s❛✉❢ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❱▼✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦♥t tr♦✐s s♦♥t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
❡s❝❧❛✈❡s ❍❛❞♦♦♣✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s s♦♥t é✈❛❧✉és ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❡♣✉✐s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❉♦❝❦❡r✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ s♦♥t ❛✣❝❤é❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✶ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❤étér♦❣è♥❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✻❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❍❛❞♦♦♣ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❞é♣❧♦②é s✉r ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✻❜ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t
❚❡r❛❙♦rt ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ●r❛♣♣❡ ❞❡ tr♦✐s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❤♦♠♦❣è♥❡s✳

✷✳ ●r❛♣♣❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❆✳✷✳

✸✳ ●r❛♣♣❡ ❞❡ tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧✬❡①❝❡♣✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❘❆▼✳ ◆♦✉s ❛✉❣♠❡♥t♦♥s ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳

✹✳ ●r❛♣♣❡ ❞❡ tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧✬❡①✲
❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs ❈P❯ ❛✛❡❝tés ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ✭❝♦♥t❡♥❡✉rs ♦✉ ♠❛❝❤✐♥❡s
✈✐rt✉❡❧❧❡s✮

▲✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡
❍❛❞♦♦♣✳ ❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
❤ôt❡ ❡t ré❞✉✐t ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st rés❡r✈é❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st r❡♠❛rq✉é ❧♦rs
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❆✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉r ❈P❯

✭❜✮ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣
❞é♣❧♦②é❡s ❛✈❡❝ ❉♦❝❦❡r

❚❡r❛●❡♥ ❚❡r❛❙♦rt
0

20

40

60

❚r❛✈❛✉①

❉
✉r
é❡

✭♠
✐♥
✮

●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝÷✉rs ❈P❯ ❛✈❡❝ ✧❈P❯✲s❡t✧
●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝÷✉rs ❈P❯ ❛✈❡❝ ✧❈P❯✲s❤❛r❡✧

✭❝✮ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✛❡rt❡s ♣❛r ❧❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r

❋✐❣✉r❡ ❆✳✻ ✕ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s
❤étér♦❣è♥❡s

❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡s ❝÷✉rs ❈P❯ ❛✛❡❝té❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♣é♥❛❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❤ôt❡ ❡t ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝÷✉rs q✉✐ s♦♥t
♠✐s à s❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✿

✖ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ✭❱▼s ♦✉ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

✖ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭❡①❡♠♣❧❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s
❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❈❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳

✖ ▲❡ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✭♦✉ ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮ ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣
✐♥st❛❧❧é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳
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❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✻❝✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ❡t s❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s✳ ❊♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❣❛♣ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❡st
❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ r❡❧❛t✐❢ ✭❈P❯✲s❤❛r❡✮ ❢♦✉r♥✐t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡
❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❝÷✉rs ✭❈P❯✲❙❡t✮✳ ▲❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✧❈P❯✲s❤❛r❡✧ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧✐sé❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❧❡s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs s♦✐t ❡♥
❧❡s ❛✛❡❝t❛♥t ❛✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤ôt❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❍❛❞♦♦♣✱ ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ✧❈P❯✲
s❤❛r❡✧ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡s ❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s✱ ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬❡✛❡t
♥é❣❛t✐❢ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❤ôt❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ❡①♣❧♦✐té❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤ôt❡ ❡st é❧❡✈é ✭♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪✮✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❆✳✻ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛

❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡

❯♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❝❤❡③ ❨❛❤♦♦ ✦ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ✹✵✵✵ s❡r✈❡✉rs✱ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ❞é♣❧♦✐❡ ❍❛❞♦♦♣ s✉r
✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✻✵✵ s❡r✈❡✉rs✱ ●❡♥❡r❛❧ ❊❧❡❝tr✐❝ ❞é♣❧♦✐❡ ❍❛❞♦♦♣ s✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ✶✼✵✵ s❡r✈❡✉rs✳ ➪
❝❡tt❡ é❝❤❡❧❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡✳ P❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s
tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ♣❛r ❧✬❯✳❙✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❆❣❡♥❝② ❬✼❪ ❡t ❧❡ ◆❛t✉r❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡s ❉❡❢❡♥s❡ ❈♦✉♥❝✐❧ ❬✸✾❪
♣rés❡♥tés ❡♥ ✷✵✶✹✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞û à ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s
❡st très é❧❡✈é ❡t ♥❡ ❝❡ss❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❞✬✉♥❡ ❛♥♥é❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❊♥ ✷✵✵✽✱ ❧✬❯♥✐♦♥ ❊✉r♦♣é❡♥ ❛
❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ r♦✉t❡ ❬✺✻❪ à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
➚ tr❛✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✱ ❥❡ ✈♦✉❧❛✐s ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s
❡♥r❡❣✐str♦♥s ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt✳
➚ tr❛✈❡rs ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❡t ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❛tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✧❣r❛♣♣❡✶✧✱ à ✉♥❡
❣r❛♣♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡✱q✉✬♦♥ ♥♦♠♠❡ ✧❣r❛♣♣❡✷✧✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ✧❣r❛♣♣❡✶✧ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
❞❡ ✧❣r❛♣♣❡✷✧✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✱ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡✱ ❡st à s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪✮✱
s❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❡st à s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✼ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛❙♦rt s✉r ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❞❡ q✉❛tr❡
♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧✐❡♥t❡s ✭❱▼s ♦✉ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✮ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥ s✉r
❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ✿

✖ ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❱▼✇❛r❡ ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❜❛sé❡s s✉r
❧❡s ❣r❛♣♣❡s ❉♦❝❦❡r✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❡♥❣❡♥❞r❡♥t
✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❱▼s✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦✉t✐❧s é✈❛❧✉és ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞❡s ❞❡✉①
❣r❛♣♣❡s✳
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✖ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳
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❚❡r❛❙♦rt ✲✹ ❱▼s✳ ❚❡r❛❙♦rt ✲✹ ❈♦♥t❡♥❡✉rs
❚❡r❛●❡♥ ✲✷ ❈♦♥t❡♥❡✉rs ❚❡r❛●❡♥ ✲✷ ❱▼s✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✼ ✕ ❈♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❣r❛♣♣❡s s✉✐t❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❚❡r❛●❡♥ ❡t ❚❡r❛❙♦rt

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❡♥r❡❣✐stré ♣❛r ●❛♥❣❧✐❛ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
s✉r❝❤❛r❣❡ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ s❡r❛ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
✐♥✢✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳
❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❤❛❞♦♦♣ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s tr❛✈❛✉① à ❧❛♥❝❡r✳ ▲❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❉♦❝❦❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥r❡❣✐stré ✉♥ ❣❛✐♥ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✺✪✱ ❝❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡✳

❆✳✼ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡ à êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✭✐✮ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❍❛❞♦♦♣✱ ✭✐✐✮ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✱ ✭✐✐✐✮ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ s♦♥t ✿

✖ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st
♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞é♣❧♦②é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❱▼✇❛r❡✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞❡
✶✼✵✪ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡①é❝✉tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✭✐✮ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛●❡♥
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❛✈❡❝ ✷✵ ●❇ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✷✳✹ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❱▼✇❛r❡✱✭✐✐✮ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❚❡r❛❙♦rt ❡st ✶✺✵✪ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ s✉r
❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✳

✖ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ❡st ♣rêt❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡
❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✖ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧é❣èr❡✱ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❉♦❝❦❡r✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✺✪ ✭❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✽✪✮ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣
❝♦♠♣❛ré ❛✉① ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦✉r❞❡✳

✖ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❡s❝❧❛✈❡s ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❣❛✲
r❛♥t✐r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ■❧ ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❥♦❜s à ❡①é❝✉t❡r✳

✖ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭♠é♠♦✐r❡✱ ❈P❯✮ ❞❛♥s ❉♦❝❦❡r s♦♥t ♠❛t✉r❡s ♣♦✉r
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❍❛❞♦♦♣✳

▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❣r♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦♥❢r♦♥tés à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✬✐❧s
tr❛✐t❡♥t✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❞❡s ♣❧❛t❡❢♦r♠❡s✱ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s s♦♥t
❞é♣❧♦②és✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲✬♦r❞♦♥♥❛♥✲
❝❡✉r ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❛✛❡❝t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✉①
♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ✈♦♥t ❛ss✉r❡r ❧❡✉rs tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ■❧ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡ q✉❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠é♠♦✐r❡ ✧❘❆▼✧
❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✧❈P❯✧ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦✉t✐❧ ❉♦❝❦❡r✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✶✳✼✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✭♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❱▼✇❛r❡✮✳ ▲❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❘❆▼ ❡t ❈P❯ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❉♦❝❦❡r
♦♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❍❛❞♦♦♣
♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✱ q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t rés❡r✈és✱ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❧❛ ❧✐❜èr❡♥t✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s♦✐t ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs s♦✐t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❤ôt❡ ♣♦✉r
❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♠♦♥té ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❈P❯ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❉♦❝❦❡r ❛♠é❧✐♦r❡♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❍❛❞♦♦♣ ♠❛♥✐♣✉❧❡♥t ❞❡s
❝÷✉rs ✈✐rt✉❡❧s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❞é♣❧♦②é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs t♦✉r♥❛♥t s✉r
❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✳ ◗✉❛♥❞ ❞❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ❛✛❡❝té❡s à ✉♥
❝♦♥t❡♥❡✉r ❛✉ r❡♣♦s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ré❝✉♣èr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ q✉✬✐❧ ❛ ❧✐❜éré❡✳ ▲❛ ré❝✉♣ér❛t✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❣éré❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❞é❣âts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❡♥✈♦✐❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡t ♠❛rq✉❡r ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥
❡①❝ès ❧❡s ❧✐❜èr❡✳
◆♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣r♦✉✈❡♥t ❧❡ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❡♥tr❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
♣❤②s✐q✉❡ ❡t ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs
❡♥❣❡♥❞r❡♥t✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ✹✵✪ ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❡♥ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s✱ ■❧s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❉♦❝❦❡r ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡ ✺✵✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❱▼s✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ s✉r❝❤❛r❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✭é❧❡❝✲



✶✻✷ ❆◆◆❊❳❊ ❆✳ ❉➱P▲❖■❊▼❊◆❚ ❉❊ ❍❆❉❖❖P ❙❯❘ ▲❊❙ ◆❯❆●❊❙ ■◆❋❖❘▼❆❚■◗❯❊❙

tr✐q✉❡✮✳
▲✬❛❝❝ès ❛✉① s✉♣♣♦rts ❞❡ s❛✉✈❡❣❛r❞❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ▲♦rs ❞❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡♥r❡❣✐stré❡s ✈❛r✐❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡st❡ ♦✉✈❡rt✳ ❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r❡♠✐èr❡s✱ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱
❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡s ❞✉rs ♣❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬❛❝❝ès à s❡s s✉♣♣♦rts✳
▲❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs ✐♥st❛❧❧és s✉r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s ❡st
✉♥ ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été é✈❛❧✉é ❞❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱❡r♠❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✹✻❪✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥✜r♠❡♥t
q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞❡✉① t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é✲
❣r❛❞❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡✳
❆✈❡❝ ❉♦❝❦❡r✱ ❧❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❝♦♥✜❣✉ré s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐✲
s❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r✳ ▲❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣
❛✈❡❝ ❉♦❝❦❡r s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝
❍❛❞♦♦♣✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❣r❛♣♣❡ ❍❛❞♦♦♣ ❡st r❡♠❛rq✉é❡✱ s✉✐t❡
à ❧❛ ♠♦♥té❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥t❡♥❡✉rs ❧✐♠✐t❡r❛ ❝❡tt❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s
s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ à ❉♦❝❦❡r ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❍❛❞♦♦♣ é❧❛st✐q✉❡
❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳

❆✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡①♣❧♦r❛t♦✐r❡✱ s♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✿ ✭✐✮ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈✐r✲
t✉❛❧✐s❛✐t♦♥ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❉♦❝❦❡r ❧♦rs ❞✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s♦♥s s✉r ❉♦❝❦❡r ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡✳ ✭✐✐✮ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é♥❡r❣é✲
t✐q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❜❛sé❡s s✉r ❝❡s ♦✉t✐❧s✳
◆♦s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét✉❞❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s q✉✐✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ é✈❛❧✉❡♥t ❧❡
❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ❍❛❞♦♦♣ ❛✈❡❝ ❉♦❝❦❡r✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♣❛r❡♥t ❉♦❝❦❡r à ✉♥❡ ❛✉tr❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ♠❛t✉r❡ ♣♦✉r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✳
▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❉♦❝❦❡r à ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡
●r♦✉♣ ❈②rès ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✳ ❈❡s
❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬♦r✐❡♥t❡r ♥♦s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥t✐té ■♥❣❡♥s✐ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ●r♦✉♣ ❈②rès ✉t✐❧✐s❡ ❉♦❝❦❡r ♣♦✉r ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s
❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ♣♦✉r s❡s ❝❧✐❡♥ts✳



❆♥♥❡①❡ ❇

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s P❡rs♦♥♥❡❧❧❡s

❇✳✶ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s

❏❧❛ss✐ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥❡❛✉ P✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❇❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ❍❛❞♦♦♣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❈❧♦✉❞ ✲ ❆♥ ✐♥
❉❡♣t❤ ❙t✉❞② ♦❢ ❘❡s♦✉r❝❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✻t❤ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❧♦✉❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❙❡r✈✐❝❡s ❙❝✐❡♥❝❡ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✷ ✿ ❈▲❖❙❊❘✱ ❘♦♠❡✱
■t❛❧②✱ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✾✽✾✲✼✺✽✲✶✽✷✲✸✱ ♣❛❣❡s ✶✾✷✲✷✵✶✳

❏❧❛ss✐ ❆✳ ❛♥❞ ▼❛rt✐♥❡❛✉ P✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❱✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❜✐❣ ❞❛t❛ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✶st ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✭❙❆❈ ✬✶✻✮✳ ❆❈▼✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ♣❛❣❡s ✺✹✷✲✺✹✺✳

❏❧❛ss✐ ❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡❛✉ P✳ ❛♥❞ ❚❦✐♥❞t ❱✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❖✤✐♥❡ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ▼❛♣ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡ ❚❛s❦s
♦♥ ❍❛❞♦♦♣ ❙②st❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈❧♦✉❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣
❛♥❞ ❙❡r✈✐❝❡s ❙❝✐❡♥❝❡ ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✶ ✿ ❈▲❖❙❊❘✱ ▲✐s❜♦♥✱ P♦rt✉❣❛❧✱ ■❙❇◆ ✾✼✽✲✾✽✾✲✼✺✽✲✶✵✹✲✺✱ ♣❛❣❡s
✶✼✽✲✶✽✺✳

❇✳✷ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ◆❛t✐♦♥❛❧❡s

❏❧❛ss✐ ❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡❛✉ P✳ ✭✷✵✶✻✮✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✱ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✉r
❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡t ❞✐str✐❜✉é❡s✳ ■♥ ✿ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡♥ P❛r❛❧❧é✲
❧✐s♠❡✱ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❙②stè♠❡✱ ❈♦♠♣❛s✬✷✵✶✻✱ ✺✲✽ ❏✉✐❧❧❡t ✷✵✶✻✱ ▲♦r✐❡♥t✱ ❋r❛♥❝❡✳

❏❧❛ss✐ ❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡❛✉ ▼✳✱ ❚✬❑✐♥❞t ❱✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t à ▼❛✲
❝❤✐♥❡s P❛r❛❧❧è❧❡s ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ■♥ ✿ ▲❡ ✶✼me ❝♦♥❣rès ❛♥♥✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❘❖❆❉❊❋ ✷✵✶✻✮✱ ✶✵✲✶✷ ❋é✈r✐❡r ✷✵✶✻✱ ❈♦♠♣✐è❣♥❡✱ ❋r❛♥❝❡✳

❏❧❛ss✐ ❆✳✱ ▼❛rt✐♥❡❛✉ P✳✱ ❚✬❑✐♥❞t ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥✲
♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❍❛❞♦♦♣✳ ■♥ ✿ ▲❡ ✶✺me ❝♦♥❣rès ❛♥♥✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭❘❖❆❉❊❋ ✷✵✶✹✮✱ ✷✻✲✷✽ ❋é✈r✐❡r ✷✵✶✹✱ ❇♦r❞❡❛✉①✱ ❋r❛♥❝❡✳
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r❛③✉ ✿ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ ♠❛♣r❡❞✉❝❡ ♦♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧✉st❡rs✳ ❙■●❆❘❈❍ ❈♦♠♣✉t✳ ❆r❝❤✐t✳ ◆❡✇s✱
✹✵✭✶✮ ✿✻✶✕✼✹✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✷✳

❬✾❪ ▼✐r✐❛♠ ❆❧❧❛❧♦✉❢ ❛♥❞ ❨✉✈❛❧ ❙❤❛✈✐tt✳ ▼❛①✐♠✉♠ ❋❧♦✇ ❘♦✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ❲❡✐❣❤t❡❞ ▼❛①✲▼✐♥ ❋❛✐r✲

♥❡ss✱ ♣❛❣❡s ✷✼✽✕✷✽✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵❪ ●❛♥❡s❤ ❆♥❛♥t❤❛♥❛r❛②❛♥❛♥✱ ❙r✐❦❛♥t❤ ❑❛♥❞✉❧❛✱ ❆❧❜❡rt ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ■♦♥ ❙t♦✐❝❛✱ ❨✐ ▲✉✱ ❇✐❦❛s
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Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷◆❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ●❈▼ ✬✶✶✱ ♣❛❣❡s ✶ ✿✶✕✶ ✿✻✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱
❯❙❆✱ ✷✵✶✶✳ ❆❈▼✳

❬✶✻✽❪ ▼❛r❦ ❨♦♥❣✱ ◆✐t✐♥ ●❛r❡❣r❛t✱ ❛♥❞ ❙❤✐✇❛❧✐ ▼♦❤❛♥✳ ❚♦✇❛r❞s ❛ r❡s♦✉r❝❡ ❛✇❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ✐♥
❤❛❞♦♦♣✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✻✾❪ ▼❛t❡✐ ❩❛❤❛r✐❛✱ ❉❤r✉❜❛ ❇♦rt❤❛❦✉r✱ ❏♦②❞❡❡♣ ❙❡♥ ❙❛r♠❛✱ ❑❤❛❧❡❞ ❊❧♠❡❧❡❡❣②✱ ❙❝♦tt ❙❤❡♥✲
❦❡r✱ ❛♥❞ ■♦♥ ❙t♦✐❝❛✳ ❏♦❜ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ♠✉❧t✐✲✉s❡r ♠❛♣r❡❞✉❝❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt
❯❈❇✴❊❊❈❙✲✷✵✵✾✲✺✺✱ ❊❊❈❙ ❉❡♣❛rt♠❡♥t✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❆♣r ✷✵✵✾✳

❬✶✼✵❪ ▼❛t❡✐ ❩❛❤❛r✐❛✱ ❉❤r✉❜❛ ❇♦rt❤❛❦✉r✱ ❏♦②❞❡❡♣ ❙❡♥ ❙❛r♠❛✱ ❑❤❛❧❡❞ ❊❧♠❡❧❡❡❣②✱ ❙❝♦tt ❙❤❡♥❦❡r✱
❛♥❞ ■♦♥ ❙t♦✐❝❛✳ ❉❡❧❛② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✿ ❆ s✐♠♣❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ❢❛✐r♥❡ss
✐♥ ❝❧✉st❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✺t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙②st❡♠s✱
❊✉r♦❙②s ✬✶✵✱ ♣❛❣❡s ✷✻✺✕✷✼✽✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✵✳ ❆❈▼✳

❬✶✼✶❪ ▼❛t❡✐ ❩❛❤❛r✐❛✱ ❆♥❞② ❑♦♥✇✐♥s❦✐✱ ❆♥t❤♦♥② ❉✳ ❏♦s❡♣❤✱ ❘❛♥❞② ❑❛t③✱ ❛♥❞ ■♦♥ ❙t♦✐❝❛✳ ■♠✲
♣r♦✈✐♥❣ ♠❛♣r❡❞✉❝❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✽t❤

❯❙❊◆■❳ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠s ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❖❙❉■✬✵✽✱ ♣❛❣❡s ✷✾✕
✹✷✱ ❇❡r❦❡❧❡②✱ ❈❆✱ ❯❙❆✱ ✷✵✵✽✳ ❯❙❊◆■❳ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥✳

❬✶✼✷❪ ❲✳ ❩❤♦✉✱ ❏✳ ❍❛♥✱ ❩✳ ❩❤❛♥❣✱ ❛♥❞ ❏✳ ❉❛✐✳ ❉②♥❛♠✐❝ r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ❢♦r ❤❛❞♦♦♣ ❞✐str✐❜✉t❡❞
✜❧❡ s②st❡♠✳ ♣❛❣❡s ✶✼✕✷✷✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✷✳



❆②♠❡♥ ❏▲❆❙❙■

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡

✧❇✐❣ ❉❛t❛✧ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❍❛❞♦♦♣

❘és✉♠é

▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ✧❈②r❡s✲❣r♦✉♣✧ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡ ❞❡ s❡s ❣r❛♣♣❡s ❍❛❞♦♦♣ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s
r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ❞❛♥s s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ✐❞é❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥s❡
s♦♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ✭✐✮ ❧❡s tr❛✈❛✉① s♦✉♠✐s s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t q✉❡ ✭✐✐✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ s♦✐t ré❞✉✐t✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❞❡✉① ❛①❡s ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ✿

✶✳ ♥♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞✉ t②♣❡ ▼❛♣❘❡❞✉❝❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡✲
❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

✷✳ ◆♦✉s ❞é❝✐❞♦♥s ❞✬é✈❛❧✉❡r ❡t ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝❛♣❛❜❧❡s ✭✐✮ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ✭✐✐✮ ❞✬❛ss✉r❡r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬❍❛❞♦♦♣ ❞❛♥s ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s
❈❧♦✉❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡♥t
♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❍❛❞♦♦♣✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡
q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
tr❛✈❛✉①✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s❢❡rt ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
s✐♠♣❧✐st❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ❞❡ ✜♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r tr❛✈❛✐❧ ✭Cmax✮ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳
◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❈P▲❊❳✳
◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ✭▲♦❝❋✐rst✮ ❡t ♥♦✉s ❧✬é✈❛❧✉♦♥s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s é✈♦❧✉❡r ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t
♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❞❡♣✉✐s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿
❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❛t❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✭

∑
wjCj✮ ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ✭Cmax✮✳

◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t ♥♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❆❜str❛❝t

✧❈②r❡s✲●r♦✉♣✧ ✐s ✇♦r❦✐♥❣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦❢ ❤✐s ❝❧✉st❡rs ❍❛❞♦♦♣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s
❛r❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ✐ts ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❣♦❛❧s ❛r❡ t♦ ✜♥✐s❤ ✇♦r❦ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❛t❡♥❝②
♦❢ ❡❛❝❤ ✉s❡r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❋✐rst❧②✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❍❛❞♦♦♣ s②st❡♠✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❥♦❜s ♦♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t♦♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ ❍❛❞♦♦♣ ✐♥ ❈❧♦✉❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ✉♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
◆❡①t✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡✈❡❧ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦s ✉s❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡✢❡❝t t❤❡ r❡❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❍❛❞♦♦♣ s♦❢t✇❛r❡✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞❡❧ ❀ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ❧✐❦❡ r❡s♦✉r❝❡s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣ t❛s❦s ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Cmax

❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s♦❧✈❡r ❈P▲❊❳ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✧▲♦❝❋✐rst✧ t❤❛t ❛✐♠s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ Cmax✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✿
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✢♦✇ t✐♠❡ ✭

∑
wjCj✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✭Cmax✮✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦

❤❡✉r✐st✐❝s t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
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