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« Il est avant toutes choses, et toutes choses subsistent en lui ».
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Titre : Activité et travail mathématique a la transition Lycée-Université en

Analyse : Le cas de suites u,,1 = f(u,)

Résumé :

Cette recherche se focalise dans le domaine de I’Analyse mathématique et traite la
problématique de la transition lycée-université (Gueudet & Thomas, 2020) en France. Pour
étudier cette transition, ses ruptures et ses continuités (Gueudet, 2008), nous nous centrons
dans une tache classique de la fin du secondaire et du début de 'université, concernant 1'étude
des suites définies par récurrence u,4q = f(uy), ou f est une fonction définie sur R. Le choix
dans 1'étude de cet objet mathématique est justifié principalement par sa place dans les deux
institutions éducatives et son importance d’un point de vue épistémologique.

Grace aux productions des éleves de la derniere classe de la filiere scientifique du lycée et des
étudiants en premiere année de l'université, nous constatons des difficultés résistantes qui
rendent compte d’un probleme dans la compréhension de 'objet mathématique en question.
Nous nous intéressons a étudier cette transition avec une focalisation sur la notion de controle
en mathématique, sous une perspective cognitivo-épistémologique de l'apprentissage et de
I’enseignement. Pour cela nous utilisons une articulation de deux cadres théoriques qui s’y
intéressent : la Théorie de 1’Activité en Didactique des Mathématiques (Vandebrouck, 2018)
et la Théorie des Espaces de Travail Mathématique (Kuzniak et al., 2016). Ainsi, grace a des
analyses effectuées avec les outils théoriques fournis, nous proposons une nouvelle tache qui
pourrait permettre d’aider a traiter les difficultés sur le contréle mathématique des éleves lors

de I'étude de suites récurrentes a la transition lycée-université.

Mots-clefs :
Suites récurrentes, transition lycée-université, activité mathématique, travail mathématique,
activité de controle, contréle sémiotique, controle instrumental, controle discursif, paradigmes

de I'analyse.
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Title: Activity and mathematical work at the transition from High School to

University in Calculus: The case of sequences u,.1 = f(u,)

Abstract:

This research is focused on Calculus and it addresses the problem of the Secondary-Tertiary
transition (Gueudet & Thomas, 2020) in France. To study this transition, its discontinuities
and continuities (Gueudet, 2008), we focus on a classical task in both the end of high school
and the beginning of the university, concerning the study of the recursive sequences
Upi1 = f(u,), where f is a function defined on R. The choice of this mathematical object is
justified mostly by its prominence in the two educational institutions and its importance from
an epistemological point of view.

The response of the students in the last class of the scientific course during the high school
and during the first-year of the university, help us to notice resistant difficulties which reflect
a problem in the understanding of the mathematical object in question. We are interested in
studying this transition with a focus on the notion of control in mathematics, from a cognitive-
epistemological perspective of learning and teaching. To do this, we use a networking of two
theoretical frameworks: the Activity Theory in Didactics of Mathematics (Vandebrouck, 2018)
and the Mathematical Working Spaces Theory (Kuzniak et al., 2016). Thus, based on analyses
performed with the theoretical tools provided, we propose a new task that could help students
deal with these difficulties on the mathematical control when learning recursive sequences at
the Secondary-Tertiary transition.

Keywords:
Recursive sequences, Secondary-Tertiary transition, mathematical activity, mathematical
work, control activities, semiotic control, instrumental control, discursive control, paradigms

of analysis.
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1 Introduction

La transition lycée-université est le processus que vivent les éléves au moment de
quitter 1’école secondaire et de commencer les études du niveau supérieur! (Gueudet &
Thomas, 2020). Cette transition a été étudiée au niveau international depuis plusieurs
décennies et nombreuses sont les études qui ont contribué a la compréhension de ce
phénomene. La plupart des études montrent les difficultés et les changements par
lesquels les éleves passent au moment de changer d’institution éducationnelle, dont les

résultats dépendent du pays dans lequel I’étude est menée.

En France, cette transition a été identifiée par le gouvernement comme un enjeu
fondamental de la décennie a venir pour améliorer la réussite des étudiants (France
Stratégie, 2017). En effet, le auteurs signalent que le fait de préter une attention
particuliere a cette transition a pour objectif d’« élever le niveau de compétences de sa
population active, pour lutter contre l’échec et la fréquence des réorientations en début
de parcours dans le supérieur, ainsi que contre les inégalités sociales d’acces aux
diplomes » (Ibid., p. 1).

Ce travail de these s’intéresse particulierement aux difficultés des éleves qui se
trouvent dans cette transition en France. Nous abordons I'étude de cette transition au
sein de la didactique des mathématiques, et dans le domaine mathématique de I’analyse

ou une des notions emblématiques dans le domaine est la notion de suite numérique
(Robert, 1982 ; Bloch et al., 2017).

Parmi 'univers des suites numériques, il existe un type particulier qui a été objet
de peu d’études jusqu’a présent : les suites définies par un premier terme et la relation
de récurrence u,,1 = f(u,), ou f est une fonction définie de R en RZ. En effet, les
suites récurrentes sont un objet qui permet de travailler des problemes en Analyse

réelle, des problémes d’existence jusqu’a 1’étude de systémes dynamiques (voir par

! Dans le contexte anglo-saxon on parle plus de Secondary-Tertiary Transition.

2 Dorénavant, nous utilisons l'expression u,,; = f(u,) en tant qu’abréviation pour nous référer
a une suite définie par un premier terme et la relation de récurrence u,,; = f(u,), avec f une fonction
définie de R en R.
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exemple May, 1976). En ce qui suit, nous donnons quelques considérations dans 1’étude

des suites récurrentes.

Considérations de 1’objet mathématique choisi

Le domaine de I’Analyse mathématique commence a se formaliser dans ’ccuvre
de Leonard Euler sur le calcul infinitésimal en 1748. L’Analyse Numérique est un des
sous-domaines de 1’Analyse mathématique. Il s’agit de I'’étude des méthodes
numériques qui a été objet d’intérét depuis 'antiquité par les Babyloniens, les Grecs
(Archimede, Héron d’Alexandrie) et qui donnent une réelle importance aux suites

numeériques.

Les suites récurrentes trouvent en partie leur importance dans un probléme
essentiel en mathématiques telle que la résolution d’équations f(x) = 0. En ce qui
concerne les méthodes numériques et la résolution d’équations, la construction de suites
qui convergent vers les racines de polynomes s’avere une méthode efficace, car on peut
déterminer ses racines de maniere exacte. Néanmoins, nous les trouvons seulement dans
certains cas particuliers®. Une des méthodes numériques les plus connues est celle de
Newton. Ici, c’est la définition d’une suite récurrente qui converge vers une solution de
f(x) = 0 qui permet de trouver les valeurs approchées d’une racine. Ainsi, I'intérét des
suites récurrentes repose principalement dans la résolution des équations numériques
de ce type, dont la recherche de ces solutions ramene a un probleme de point fixe
(Perrin, 2000).

Le théoreme du point fixe a une importance cruciale en mathématiques : il sert
de base pour des théoremes de 1’Analyse et joue un role central en calcul différentiel?,
il appartient au domaine de la Topologie, et il est possible de 'adapter a différentes
applications a partir d’'une méthode itérative (Rouviere, 2009, p. 147). En effet, le point
fixe permet de prouver lexistence d’objets mathématiques (comme des limites),
approchant ces objets avec une précision souhaitée, et il donne un contréle de la vitesse
de convergence des objets approchés vers 'objet limite. Il est basé sur la convergence

de suites de Cauchy dans R, c¢’est-a-dire, sur la complétude de R.

Par ailleurs, les suites récurrentes u,,+; = f(u,) sont définies par une fonction f

qui détermine la relation de récurrence. Bien qu’il soit possible pour certaines suites

3 En effet, pour les équations polynomiales de degrés 2 et 3, nous utilisons les formules de Cardan
qui permettent de trouver des solutions exactes, mais pour les équations de degrés 4, les formules
commencent a étre inconfortables, et il n’existe pas de formule générale pour les degrés supérieurs a 5.

+ Le théoreme d’inversion locale, le théoréme de fonctions implicites, le théoréme de Cauchy-
Lipschitz par exemple.
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récurrentes de déterminer leurs termes par une expression explicite (par exemple les
suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométriques), cela n’est pas
toujours le cas. Pour certaines suites récurrentes, on a besoin des termes précédents
pour calculer un terme donné. En effet, il existe des suites générées par des fonctions
dont I’étude peut parfois se compliquer®; car la relation de récurrence u,,; = f(u,) et
un premier terme ne suffissent pas pour bien définir une suite récurrente. Alors,

comment étudier les suites récurrentes de sorte qu’elles soient bien définies ?

En outre, les suites récurrentes permettent I’étude de probléemes mathématiques
contemporains. Un premier exemple est la modélisation mathématique de dynamique
des populations (actuellement dans le cadre de la pandémie du Covid-19). Les premiers
mathématiciens a s’intéresser a ce sujet étaient entre autres Fibonacci (1170-1250),
Euler (1707 - 1783), Thomas Robert Malthus (1766-1834) et Pierre Frangois Verhulst
(1804-1849) (voir par exemple Bacaér (2009) et Perrin (2008)). Verhulst propose un
modele logistique pour étudier cette question, modele qui est utilisé de nos jours pour
étudier des problemes démographiques, biologiques, épidémiologiques, économiques,
géographiques, etc. Il étudie la suite logistique : une « simple »° suite récurrente de la
forme u,41 = pu, (1 — u,) peut conduire a des problemes mathématiques tres difficiles
(selon le parameétre, la suite peut soit converger soit avoir un comportement chaotique).
Un deuxieme exemple concerne les suites homographiques. Ces suites ne sont pas
toujours définies et cela dépend du premier terme de la suite. L’intérét des suites
homographiques réside dans le fait qu’elles permettent aussi de travailler dans d’autres
domaines des mathématiques comme la géométrie anallagmatique qui correspond a la
géométrie de 'inversion, dans laquelle on travaille en projectif (Perrin (s.d.), chapitre
VI).

En conséquence, les suites récurrentes u,,; = f(u,) sont un objet mathématique
riche qui permet de traiter des problemes mathématiques s’avérant a priori tres
simples, comme la résolution d’équations f(x) =0, mais qui, en méme temps,

s’appliquent a des mathématiques plus complexes.

® Par exemple, soit f la fonction f(x) =2+ V2 — x (qui est définie sur | — o,2]), et la relation
de récurrence u,,; = f(u,) définie & partir de u, = 1. Ici nous avons u; = 3, mais u, n’est pas défini.

6 Ici, f est quadratique, mais I’étude de suites récurrentes peut se compliquer deés que 1'on sort
du cadre linéaire. Pour plus de détails sur les suites et les suites récurrentes, voir « annexe suites
récurrentes », page 325.
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Motivation et objectifs de cette recherche

La place des suites récurrentes dans I’enseignement actuel nous semble pertinente
compte tenu de leur importance épistémologique et de leur utilité dans le
développement du domaine de I’Analyse. En France, cet objet mathématique est
travaillé en fin de lycée et au début de I'université ; période ou les études menées dans
le champ constatent que les éleves manquent de controle dans leur activité

mathématique au moment de travailler avec des objets propres de 1’Analyse.

Ainsi, la question qui nous guidera dans la premieére partie de cette étude est :
Comment promouvoir, d’une part, le controle dans le travail mathématique des éleves
afin qu’il soit pertinent aux problématiques de la transition lycée-université et, d’autre
part, qu’il prenne en compte les spécificités des suites définies par récurrence ainsi

que les difficultés que les éléves rencontrent ¢

Plan de la thése

Cette étude se compose de deux grandes parties. La partie I concerne 5 chapitres
relatifs aux raisons et a la contextualisation de ce travail de theése. Le premier chapitre
est une introduction a ce travail de these et aux suites récurrentes. Le chapitre 2
concerne 1’état de I’Art, qui a un double objectif : d'une part nous nous intéressons
aux problématiques de la transition lycée-université et, d’autre part, nous faisons une
révision des études sur le domaine de I'analyse, particulierement sur les suites étudiées
dans cette transition. Ensuite, nous présentons le cadre théorique qui guidera cette
étude dans le chapitre 3. Puis, nous exposons la pratique du Networking théorique qui
nous amene a la définition de la notion de controle, essentielle pour la poursuite de ce
travail dans le chapitre 4. Enfin, dans le chapitre 5, nous présentons nos questions de
recherche et la méthodologie adoptée pour donner réponse a ces questions. La partie
IT a pour but de présenter I’étude de suites récurrentes a la transition Lycée-Université
en France au travers de 3 chapitres. Ainsi, le chapitre 6 rend compte de la facon dont
on enseigne les suites récurrentes avec un panorama des programmes d’études, des
manuels scolaires et des taches d’évaluation a la transition. Le chapitre 7 expose les
résultats d'une étude préliminaire a nos expérimentations, visant a identifier des
difficultés des éleves et des étudiants comme conséquence des caractéristiques de
I’enseignement actuel de ces suites. Dans le chapitre 8, mnous exposons les

expérimentations réalisées, ainsi que les résultats que nous obtenons lors des analyses.
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Enfin, nous présentons nos conclusions finales au sein desquelles nous faisons
référence aux résultats principaux, aux contributions de ce travail dans I'étude de la

transition lycée-université, et, enfin, aux limites et perspectives de ce travail de these.
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2 Etat de I’Art

Dans ce chapitre, nous faisons un état de I’art concernant la transition lycée-
université. Cette transition présente des problématiques et des phénomenes
contemporains qui comportent un intérét international. Ainsi, nous étudions les thémes
principaux qui nous aideront d’une part a comprendre les enjeux de cette transition,

et d’autre part a trouver des points clés pour définir notre problématique.

Dans la section 2.1 nous étudierons 'ampleur de la transition lycée-université, les
spécificités dans le domaine de I’Analyse, le role de la technologie et le discours
mathématique de cette transition. Ensuite, dans la section 2.2, nous analyserons les
travaux qui portent sur les suites (études sur la convergence et la limite). Nous ferons
le point sur les études qui abordent les suites récurrentes, et nous donnerons des
éléments sur ’enseignement actuel des suites dans le contexte francais. Enfin dans la
section 2.3, nous conclurons le chapitre en présentant la question qui guidera cette
recherche et les caractéristiques des cadres théoriques pour étudier notre

questionnement sur cette transition.
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2.1 Ampleur de la transition Lycée-Université

Les derniers ICME’s (International Congress on Mathematical Education) ont
traité le sujet de la transition et mis ainsi en évidence sa portée internationale. Les
difficultés issues de la transition Lycée-Université (L-U) dépendent du contexte du
pays dans lequel elle est étudiée. Néanmoins, quelques résultats paraissent stables a
I’échelle internationale : cette transition reste une difficulté majeure méme pour de
bons éleves (Luk, 2005). Dans Gueudet et al. (2016), lors d'un panel d’experts en la
matiere, les auteurs ont identifié différents types de transitions entre le lycée et
I'université. Ces dernieres impliquent, d’une part, des transitions épistémologiques et
cognitives ou l'apprentissage des étudiants est principalement étudié et, d’autre part,
des transitions socioculturelles ou I'on analyse les différentes pratiques mathématiques

d’individus qui passent d’un groupe social a un autre.

Plusieurs travaux, dans des domaines mathématiques différents, mettent en relief
des ruptures (voir par exemple Gueudet, 2008) qui peuvent avoir des origines distinctes

: enseignants, éléves ou institutions éducatives.

D’une part, la formation dispensée aux enseignants est différente selon leur futur
niveau d’affectation. En effet, le travail que font les enseignants de lycée differe de
celui des enseignants de I'université. A 'université, par exemple, on trouve souvent des
enseignants-chercheurs en mathématiques (ou des champs liés) avec un niveau d’études
en mathématiques plus élevé que celui des enseignants du secondaire (Gueudet et al.,
2016). En outre, les enseignants qui appartiennent a ces institutions - lycée comme
université - ne sont pas toujours sensibles a cette transition. Cela est particulierement

vrai pour les enseignants de l'université (Gueudet & Thomas, 2020).

D’autre part, du coté des éleves, les ruptures semblent étre beaucoup plus
nombreuses que celles des enseignants. La plupart d’entre eux estiment que les éleves
manquent des connaissances nécessaires a l'entrée a l'université dans des sujets
mathématiques spécifiques (Thomas et al., 2015). Les étudiants sont ainsi confrontés
tantot a un décalage important dans l'utilisation des symboles (Corriveau & Bednarz,
2016), tantdt a des difficultés dans les pratiques de preuves déductives exigées a
I'université. Ces dernieres difficultés sont souvent dues a une pratique de reproduction
des preuves au lycée plutot qu’a sa construction. Les différences culturelles des deux
institutions auraient donc un impact considérable pour les éleves : groupes d’étudiants
plus grands a 'université , différents professeurs de mathématiques, attente d’une plus
grande autonomie de travail des étudiants (pour 1’étude personnelle, hors et en classe),

présentation des cours (plus de ressources de textes a 'université qu’au lycée ou il n'y
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a quun seul manuel), niveau plus élevé des taches données et de leurs techniques
associées d'un niveau plus élevé (Gueudet & Thomas, 2020). Ces ruptures conduiraient
au constat de la baisse des résultats des étudiants de premiere année (voir par exemple
Jennings, 2009).

Par ailleurs, la littérature internationale sur le sujet de la transition témoigne des
difficultés épistémologiques et cognitives. Gunter (2019) montre que les étudiants qui
réussissent dans l’enseignement secondaire n’y parviennent pas nécessairement a
I'université, bien au contraire. Les éleves du secondaire réussissent grace a la
reproduction algorithmique systématique mais cette reproduction semble conduire a
un apprentissage superficiel. En effet, ils sont formés pour reproduire des informations
mathématiques et non pour un apprentissage autonome comme celui dont ils auront
besoin a l'université (Guzman et al., 1998 comme le signale aussi Engelbrecht, 2010).
A cela, il faut ajouter le coté traumatique de cette transition pour la plupart des

étudiants.

Pour bien étudier cette transition, nous avons besoin de connaitre la durée de
celle-ci. A ce sujet, Tall (1997, 2008) signale que cette transition commence dans les
deux dernieres années du lycée, et se termine une fois que les étudiants arrivent a
travailler avec une pensée mathématique avancée c’est-a-dire apres les deux premieres
années de l'université (Gunter, 2019). Néanmoins, les chercheurs ne seraient pas tous
d’accord sur cette durée. Clark et Lovric (Clark & Lovric, 2008, 2009) se focalisent sur
un point de vue anthropologique (et non sur le contenu mathématique) et modélisent
la transition L-U comme un « rite de passage ». Ce rite est séparé dans les trois phases
« separation, liminal, and incorporation ». D’abord, il existe une séparation physique
du lycée et de tout son contexte (foyer, famille, amis) ; la phase liminal correspond,
quant a elle, a la position de I’éléve qui se trouve entre les deux institutions (il a fini
le lycée et n’a pas encore commencé l'université) ; enfin, la phase d’incorporation
comprend la premieére année de l'université. Gunter mentionne que cette facon de
modéliser la transition L-U differe de la plupart de la littérature sur ce sujet,
notamment quant a la temporalité et la réduction de I’écart entre les deux institutions.
D’une part cette temporalité réduite serait moins sensible aux problemes
épistémologiques et cognitives chez les éleves (d’autant plus qu'ils ne traversent pas la
transition avec la méme vitesse). Et d’autre part, la perspective de Clark et Lovric ne
propose pas une réduction de I’écart entre les deux institutions en signalant que la
« douleur » des éleves serait nécessaire pour affronter ce rite de passage.

En nous focalisant sur la transition du point de vue des institutions, nous
remarquons que le corps universitaire se plaint du manque de préparation des éleves

qui arrivent en premiere année. Cela conduit a étudier plus souvent ce que le lycée fait
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(ou pas) pour préparer les éleves aux études universitaires. La plupart des études de
cette transition se sont focalisées a 'université, et témoignent donc de ce manque de
préparation chez les éleves. Cependant, la recherche portant sur ce que 'université fait
pour recevoir les étudiants de lycée pourrait étre davantage développée. Autrement
dit, tout se passe comme si I’enseignement a 'université était correctement fait et que
c’est seulement le lycée qui doit prendre en charge cette transition. A cet effet, Gueudet
et al. (2016 ; p.21) mentionnent :

Quel point de vue institutionnel est assumé et lequel est contesté 7 En ce
qui concerne les mathématiques (niveaux spécifiques), nous devons étre
prudents avec le point de vue de 1'université, car il tend a apparaitre comme
le plus légitime aux yeux des enseignants de mathématiques du secondaire
et du primaire, renforcant ainsi la fonction propédeutique des premiers
niveaux d'enseignement (faciliter 1'acces aux mathématiques universitaires)

par rapport a leur role de préparation des étudiants a la citoyenneté. (Ibid ;
p. 21).

En conséquence, quels sont les efforts faits par l'université ? Plusieurs universités
ont créé des cours a destination des éleves qui viennent de terminer leurs études
secondaires. Nous pourrions penser que la création de ces cours propédeutiques en 1¢
année de l'université réduiraient la breche entre le lycée et 'université et seraient la
réponse « immédiate » aux problématiques de la transition. Néanmoins, des études
comme celle de (Kajander & Lovric, 2005) nous montrent que, méme avec ces aides,

on ne constate pas une réelle différence dans le résultat des éleves.

L’ensemble des ruptures trouvées semblent étre bien plus importantes de la part
des éleves a la transition. En effet, la recherche constate que la charge des enjeux de
la transition repose sur les étudiants (Corriveau & Bednarz, 2016). D’ailleurs ce sont
eux qui transitent d’une institution a une autre, et non les enseignants’. Par ailleurs,
spécifiquement dans le cas des étudiants qui font des études pour devenir enseignants
de mathématiques au lycée, on note une double discontinuité : en tant qu’étudiants,
ils transitent du lycée a l'université puis, pour exercer leur métier d’enseignants, ils
transitent de l'université au lycée. Cela implique des phénomenes trouvés dans ces
deux transitions appelées double discontinuité de Klein (Winslow & Grenback, 2014)
mais nous y reviendrons.

Etudier cette transition est un défi ambitieux et complexe. Il serait donc illusoire

d’essayer de répondre dans ce travail de these, a toutes les problématiques existantes

que la littérature peut nous fournir. Pour ces raisons et afin d’affiner notre recherche

" Les enseignants qui travaillent dans les deux institutions restent rares et donc des cas isolés.
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et notre positionnement concernant la transition L-U, nous chercherons a identifier les
spécificités du domaine mathématique de 1’Analyse, la place des instruments et du

discours mathématique dans cette transition.

2.1.1 La transition L-U en Analyse

Comme il est question d'un domaine mathématique spécifique, avant de
commencer, il importe de préciser ce que nous entendons par Analyse tout au long de
notre recherche. D’un point de vue anglo-saxon, nous pouvons trouver que les
recherches font référence a 1’« Analysis » et au « Calculus », sans que tous ces travaux
en fassent pour autant la distinction. Pour clarifier cette position, 1’Encyclopedia of
Mathematics Education déclare qu’en mathématiques, il n'y a pas de séparation stricte
entre le Calculus et l'Analysis, mais dans l'enseignement universitaire contemporain,
ils sont souvent bien distincts. [Notre traduction] (Winslgw, 2020, p.50). A Puniversité,
le domaine de 1’Analysis s’adresse a des étudiants qui suivent un cursus en
mathématiques (ou sciences fortement liées). Les cours sont plus abstraits et reposent
sur des théories mathématiques axiomatiques modernes qui font explicitement
référence a des notions comme la complétude, la compacité et les espaces normés (Ibid).
Il est spécifique aux recherches en éducation mathématique, dans le domaine du
Calculus, de trouver les problématiques autour de la notion de limite (qui comprenne
aussi la dérivée et l'intégrale) et de fonction. A cet effet I Encyclopedia of Mathematics
Education mentionne :

L'apprentissage du Calculus comprend l'analyse de problemes de
changements et de mouvements. Des notions préalables associées, comme le
concept de variable et le concept de fonction, sont nécessaires a la
compréhension des concepts du Calculus. Cependant, 1'apprentissage du
Calculus comprend de nouvelles notions comme la notion de limite et les
processus de limitation, qui contiennent intrinsequement des quantités
changeantes. [Notre traduction] (Kidron, 2020, p. 87).

Dorénavant, puisqu’il n’est pas question d’étudier I’Analysis®, ni la transition
Calculus-Analysis & la transition L-U (bien que nous pourrions mener une
expérimentation innovante avec des bons éleves a ce niveau), nous allons nous
concentrer a ’enseignement du Calculus, tout en 'appelant, selon le contexte frangais,

« Analyse ».

8 Pour plus de détails concernant ce sujet voir (Winslgw, 2020), ou (Winslgw, 2007).



30

Il est connu que I’Analyse est I'un des sujets les plus difficiles pour les étudiants
en premiere année duniversité’. Cela a amené plusieurs pays, depuis des décennies, a
tenter de reformer son enseignement. Avec une expérience de plus de trente ans, David
Tall est spécialiste dans ce domaine. Selon Kindron (2020), la perspective des travaux
de Tall concernant 1’Analyse est de trouver une "approche raisonnable" de [’analyse
qui s'appuie sur les preuves de nos sens humains et utilise ces connaissances comme

une base significative pour le développement ultérieur du calculus da ['analysis (..)
[Notre traduction] (Ibid., p. 90).

Néanmoins, lorsque les étudiants commencent a travailler en Analyse, les idées
intuitives entrent en conflit avec des définitions plus formelles, ce qui provoque une
réelle difficulté au niveau cognitif. Ces problemes seraient liés aux processus infinis qui
sont intrinseques aux concepts définis comme, par exemple, la notion de limite
(Bressoud et al., 2016). Ici, I'intuition de l'infini jouerait un réle en opposition par
rapport a la compréhension de cette notion. De surcroit, la notion de limite constitue
un obstacle épistémologique (Sierpinska, 1990) qui génére des problématiques dans
I'apprentissage des nombres réels, des fonctions ou encore de la notion d’infini'® (Job
& Schneider, 2014). Ce domaine comporte donc, pour les éleves, d’importantes
difficultés. Qui seraient renforcées quand il s’agit de transiter d’une institution

éducative a une autre.

Différents chercheurs ont dédié leurs travaux de recherche a cette thématique
spécifique de ’Analyse. M. Artigue (Artigue, 1995, 1998), mentionne trois difficultés
fortes et persistantes de la part des étudiants, difficultés qui ne peuvent pas étre

considérées indépendamment les unes des autres :

e Des difficultés en lien a la complexité mathématique de trois objets de base
encore en construction quand on commence a étudier I’Analyse : les nombres

réels, les fonctions et les suites.

e Des difficultés en lien avec la conceptualisation de la notion de limite et son

domaine technique (notion centrale de I’Analyse).

e Des difficultés liées a la rupture nécessaire des modes de pensé algébrique.

% Pour se renseigner par rapport aux travaux récents dans le champ, voir le travaux de la
conférence Calculus in upper secondary and beginning university mathematics (Monaghan et al., 2019).
Ici, sous 'hypothese que le Calculus est bien plus que seulement des techniques a appliquer, dans cette
conférence quatre thémes ont été abordés: (1) La transition Lycée-Université, (2) Le théoréme
fondamental de l'analyse, (3) L’utilisation de la technologie numérique en Calculus, et (4)
L’enseignement et 'apprentissage du Calculus dans différentes disciplines.

10 Nous mentionnons juste la notion d’infini. Pour un exemple des études se diriger & 'ouvrage
de (IREM Brest, 1992) sur I’histoire de l'infini.
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Ces trois difficultés ont des origines distinctes mais qui, ensemble, se

renforceraient et s'impliqueraient les unes aux autres, cela créerait un réseau complexe
de difficultés.

En utilisant ces trois points susmentionnés par M. Artigue, Oktag & Vivier (2016)
font une révision des recherches qui touchent ces problématiques et mettent 'accent
sur la conceptualisation. La nécessité d’une interaction entre registres différents
constitue un des points communs de ces recherches, particulierement pour le registre
graphique qui serait un support visuel important pour la compréhension et, cela,

indépendamment de la notion mathématique traitée.

Aussi, M. Artigue (2003) signale quatre legons qui nous apportent I’histoire de
I'enseignement et de 'apprentissage de I’Analyse au lycée : (1) 'enseignement du début
de I’Analyse s’appuie sur des niveaux de conceptualisation provisoires ; (2) il ne faut
pas laisser a la charge de l'étudiant les reconstructions cognitives qui exige
I'apprentissage de 1’Analyse ; (3) I’Analyse étudiée au niveau du lycée doit étre
épistémologiquement convaincante et réalisable d'un point de vue institutionnel ;
(4) la réflexion sur le travail technique doit étre considérée dans I'enseignement a des
fins conceptuelles. Elle conclut que ces lecons

(..) sembleront peut-étre au lecteur de simples évidences, n’ayant pas leur
place dans un article. Pourtant, force est de constater que 1’étude de I'histoire
de cet enseignement montre a quel point ces évidences ont été souvent
ignorées et quels effets désastreux cela a eu dans le moyen et long
terme (Ibid., p. 6).

D’autre part, dans le contexte francophone notamment, nous trouvons un nombre
important des travaux de these et des recherches au sujet de I’Analyse qui datent de
plus de 40 ans. Sans étre exhaustifs quant au nombre de recherches, on s’intéressera
ici principalement a celles qui abordent 1’étude de la transition Lycée-Université de

facon explicite.

La these de 1. Bloch (2000) montre la complexité de I’étude de I’Analyse de la
transition L-U. Elle caractérise le savoir de ’Analyse en rapport aux preuves et au
controle des énoncés en se basant principalement sur la cohérence, le champ
d’application et les conditions de validité. Elle affirme que 1'utilisation de ce savoir sera
controlée par des connaissances. Cela la conduit a se questionner sur comment, a quel
niveau et par quel type de situation introduire les connaissances centrales de 1’Analyse.
A ce stade, elle pose le postulat selon lequel il existe des connaissances manquantes a
la transition L-U qui doivent toutes étre introduites par les professeurs de niveaux
post-bac. Concernant la résolution des taches par les étudiants les moins avancés par

rapport a I’Analyse, elle constate un manque de sens dans des « calculs cherchant une



32

conformité apparente avec le maniement d’énoncés d’analyse, mais dépourvus de
signification et de cohérence interne » (Bloch, 2000, p. 343). Nous traduisons cela

comme un manque de contréle dans la résolution de taches chez les étudiants.

La these de F. Praslon (Praslon, 2000) compare la fagon de travailler avec la
notion de dérivée dans les deux niveaux d’enseignement. Il arrive a des résultats
similaires a ceux de I. Bloch quant au travail développé par les éleves. En effet, lors
des applications de tests' a des étudiants, il constate que « la fonction de vérification
et la notion de contréle de la cohérence leur semblent étrangéres » (Praslon, 1999,
p. 206) et ajoute, par la suite, que « les tdaches cognitives compleres sont peu
maitrisables au niveau du lycée et devraient faire l'objet d’une gestion particuliére dans
la transition entre le lycée et l'université » (Ibid.). Ce fait provoque un vide didactique
a combler. Plus précisément, ce vide est représenté par de micro-ruptures liées aux
dimensions outils-objet de la dérivée au sens de Douady (Douady, 1986), aux
techniques de résolution et des méthodes qui s’inscrivent dans une résolution plus
générale et aux types de démonstrations, type de taches découpées au lycée
contrairement a l'université. De surcroit, tout cela doit étre géré de facon individuelle
par I'étudiant. D’une certaine fagon, pour combler ce vide, il propose de créer des

taches qui se trouvent entre les deux institutions.

La theése de I. Ghedamsi (Ghedamsi, 2008) identifie deux parametres pour
aborder les difficultés que les éleves rencontrent lors de I'apprentissage de 1’Analyse
Réelle. Le premier est lié aux caractéristiques épistémologiques se basant, entre autres,
sur I'approximation numérique qui est une base pour les notions de suite, de limite, de
fonction et qui permet aussi de localiser et d’approcher des objets dont leur existence
est établie comme un point fixe. Le second est basé sur des variables macro-
didactiques de la transition comme les degrés d’autonomie, de formalisation, de
généralisation, de registre de validation, de conversion de registres et de mode
d’intervention des notions. La these souligne qu'un type de contréle mixte, entre
I'intuitif et le formel, devrait étre privilégié dans cette transition. En effet, U'intuitif
serait souvent ponctuel et isolé. Ainsi, pour organiser les situations concernant les
concepts de limite, de suite et de fonction, elle souligne que les méthodes numériques
d’approximation des nombres permettraient de revenir aux énoncés plus formels en

considérant la construction de connaissances chez les étudiants.

U Tests qui faisaient référence a des exercices pour étudier la dérivée en 1%¢ année de I'université.
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2.1.2 Le réle de la technologie comme instrument

La place et l'influence des instruments technologiques dans 'apprentissage et
I’enseignement des mathématiques a été le sujet d’étude de plusieurs recherches. Dans
le cas de I’Analyse, une des potentialités soulignées a été la visualisation qu’elle peut
apporter aux notions qui sont en jeu (voir par exemple Tall, 1991) mais les recherches
sur le role de la technologie dans le domaine de 1I’Analyse restent d’actualité (Bressoud
et al., 2016). Dans le cas de la transition L-U, la technologie numérique peut étre
traitée différemment dans chacune des institutions. En effet, 1'utilisation des
technologies ou des calculatrices a 1'université est moins dominante, ce qui crée une
discontinuité qui produit encore plus de difficultés aux étudiants a la transition
(Thomas et al., 2017). L’autorisation de la calculatrice graphique lors des examens
renforcerait cette discontinuité car, au lycée, 'usage de cet outil serait beaucoup plus
accepté (Bressoud, 2015). De surcroit, le fait de ne pas utiliser les technologies a
I'université peut entrainer une algébrisation mathématique dans des contenus de
I’Analyse, alors qu’ils pourraient tout a fait profiter des avantages de celles-ci (Lépez,
2019).

Dans le cas de I’Analyse, il existe des nombreuses discontinuités d’ordre
épistémologique (comme le discret/continu, fini/infini, déterminé/indéterminé) ou les
technologies sont particulierement importantes pour faciliter le travail des étudiants,
ainsi dans la notion de limite (Ferrera et al., 2006). A ce sujet, il existe un saut difficile
a combler entre les conceptions de la limite qui a sa racine dans une discontinuité
épistémologique présente dans 1'histoire de I’Analyse. En effet, nous pouvons considérer
la notion de limite comme processus de rapprochement de quelque chose ou comme la
valeur limite. Ici, selon Trouche & Guin (1996), les calculatrices graphiques favorisent
davantage le premier type de processus (et non la définition formelle de la notion de
limite en tant que valeur limite) ; néanmoins, elle comporte le premier moyen, et
parfois le seul, d’investigation pour les éleves. Le fait d’utiliser la calculatrice comme
aide a la conjecture, a la résolution et a la vérification peut aussi aider a la construction
des représentations tres riches et a les utiliser de maniere souple pour résoudre des

problemes.

Par rapport a cette méme notion de limite et l'enseignement du calcul
infinitésimal, Trouche (1996) encourage une intégration contrélée permanente et
collective. Dans sa these, il conclut que l'utilisation et 'intégration de la calculatrice
doivent permettre un controle des représentations graphiques (ou il faudrait mettre en
avant ce que ’on ne « voit » pas et ot on devrait promouvoir des controles théoriques,

controle sur I'image elle-méme et avec d’autres images afin de regarder « au-dela du
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miroir »), un controle des nombres (ot il faudrait aborder la distinction entre le calcul
exact et approché, ou encore les inégalités strictes et larges, et réintroduire des éléments
théoriques du calcul), un contréle du langage sur les objets mathématiques et des

schemes d’usage de la calculatrice.

Cependant, la posture face a [l'utilisation des calculatrices dans les
mathématiques peut étre controversée. En Nouvelle Zélande, par exemple, les
enseignants de lycée seraient plus réticents a ne pas utiliser les calculatrices dans leurs
cours. Dans 'étude de Hong et al. (2009), lors d'une enquéte a destination des
enseignants de lycée et de 'université, les auteurs constatent une préoccupation dans
le manque de compréhension avec l'utilisation de la calculatrice graphique. Deux
enseignants de lycée déclarent ainsi :

« Je crois qu'en analyse ou en mathématiques supérieures, nous essayons de
les aider a devenir des penseurs analytiques.... Je pense que les calculatrices
diminuent ce que j'essaie de faire passer dans une matiére comme le calcul »;
« (...) Les calculatrices programmables permettent aux étudiants de résoudre
des problémes qu'ils ne comprennent pas vraiment ». [Notre traduction]
(Hong et al., 2009, p. 883).

Les enseignants de lycée montrent une volonté de réduire 1'utilisation de la
calculatrice sans exploiter ce qu’elle peut apporter a I’enseignement et a

I’apprentissage.

Par ailleurs, Winslgw (2013) fait une étude sur 1’ Analysis au niveau secondaire,
ce qu’il qualifie de dilemme fondamental. Il signale que I'utilisation des CAS* au niveau
du lycée au Danemark développe des techniques instrumentées qui banalisent les taches
standard liées, par exemple, a l'investigation d’une fonction. Le fait que des calculs (de
limites, dérivées, anti-dérivées, etc.) soient réduits a des opérations d’une seule touche
provoque une insatisfaction concernant la cohérence mathématique car, au niveau du
lycée, il ne resterait pas grand-chose a faire (d’autant plus que les organisations
topologiques — au sens de la TAD" - ont été abandonnées a ce niveau). Il démontre
ainsi, au niveau du lycée, sa préoccupation concernant la pratique des calculatrices et
souligne qu’« avec l'introduction de techniques instrumentées, nous pouvons faire face

a un effondrement plus ou moins complet également en ce qui concerne la cohérence

2 Computer Algebra Systems.

18 L’auteur signale que lintroduction de l'analyse peut se modéliser par des organisations
mathématiques locales algébriques et topologiques. Les organisations algébriques se référant a des
techniques algorithmiques d’enseignement et apprentissage d’une certaine facilité ; tandis que les
organisations topologiques sont celles qui sont le sens des organisations algébriques nécessaires pour une
justification plus profonde de I'analyse mais moins faciles & transposer en classe (dii a la nécessité d’une
théorie complete des nombres réels (Winslgw, 2013).
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qui subsistait parmi et a l'intérieur des organisations algébriques locales » [Notre
traduction] (Ibid., p. 209). II conclut que la recherche sur les programmes du lycée
devrait trouver des moyens pour articuler 1'algebre et la topologie dans le domaine de
I’ Analysis.

En outre, en étudiant la double discontinuité de F. Klein'* en Analyse, Winslgw
& Grgnbeck (2014) affirment qu’a l'entrée de 'université, I’étudiant doit combler les
définitions des objets mathématiques sans avoir une définition formelle préalable (ce
qui serait encore une fois le cas des limites). Ils signalent que les enseignants devraient
connaitre différentes fagons de résoudre des problemes topologiques basés sur la
complétude des nombres réels par exemple et que celles-ci pourraient se servir des

potentiels du CAS pour visualiser et calculer (Ibid, p.82).

Mais la fagon dont la technologie est (ou devrait étre) utilisée par les enseignants
n’est pas évidente. Il existe un écart entre les potentialités de la technologie pour
I'apprentissage et la facon dont ces technologies sont utilisées (Kidron, 2020). En outre,
malgré le fait que des nombreuses études aient été menées pour explorer I’enseignement
de I’Analyse en utilisant la technologie, ce n’est pas son utilisation, elle-méme, qui
provoque un vrai changement : ce sont plutot les projets du curriculum d’enseignement
ou des séquences d’enseignement avec technologie sont mises en avant (Ferrera et al.,
2006). Ce théme comporte un intérét actuel pour l'enseignement des mathématiques
car 'utilisation de la technologie est actuellement un recours des mathématiciens dans
la pratique professionnelle. A cet effet, Hanna & Knipping (2020) pointent le doigt sur
les bénéfices des nouvelles technologies disponibles. En effet, dans la pratique des
mathématiciens, I'arbitrage traditionnel est devenu lent et peu fiable. Ici les nouvelles
technologies permettent au mathématicien de traduire des preuves informelles en
preuves formelles et de vérifier leur validité. Finalement, le fait de ne pas utiliser de
nouvelles technologies en classe (comme les assistants de preuve) pourrait constituer

un regard archaique des mathématiques en tant que discipline (Ibid.).

4 La double discontinuité de Klein concerne les processus enseignement-apprentissage et les
mathématiques elles-mémes. Dans cette double discontinuité on considere, d’une part, la transition
lycée-université dont souffre I’étudiant et, d’autre part, une transition inverse lorsque 1’étudiant revient
a Penseignement secondaire comme professeur et qu’il se trouve alors avec les difficultés de transposition
de connaissances du niveau universitaire en connaissances pertinentes pour I’enseignement au lycée.
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2.1.3 Quel discours mathématique a la transition ? Roéle de la

preuve et de la conjecture

Les études qui traitent la transition L-U ont pointé du doigt la discontinuité des
types de preuves, d’argumentations et des raisonnements (voir par exemple Ghedamsi,
2008). Les mathématiques universitaires sont orientées vers les fondements de la
connaissance des contenus mathématiques avec 'utilisation de preuves et de théoremes
comme des outils pour traiter des problemes ; au contraire, au niveau secondaire,
I’accent est mis sur la production des résultats ou les axiomes, les définitions et les
preuves auraient un role plutot décoratif (Gueudet et al., 2016). Mais, est-ce que cela

est pris en compte par I'université 7

Gueudet (2008) signale que des recherches a la transition ont mis 'accent sur le
role de la preuve mathématique et sur le fait que seulement une minorité d’éleves
arrivent a produire des preuves cohérentes a la fin du lycée. Par exemple Moore (1994)
identifie des sources' a l'origine des difficultés des étudiants a 'université ; néanmoins
celles-ci peuvent étre entremélées et avoir une nature tres différente, ce qui les rend
difficiles a étudier. Malgré tout, dans l'apprentissage de la preuve et le langage
mathématique, les aspects sémantiques et syntaxiques font partie du langage courant
a l'université. La syntaxe (surtout utilisée avec des mathématiques avancées)
commence seulement au début de l'université ce qui cause des difficultés chez les
étudiants. A ce niveau, il existerait une nécessité de controle sémantique des
manipulations syntaxiques. C’est-a-dire que la signification mathématique a ’heure
d’utiliser des symboles est un requis pour construire des preuves formelles. Cela est
particulierement vrai au moment d’utiliser des quantificateurs (voir par exemple
Durand-Guerrier & Arsac 2003, 2005). Ainsi, si 'on considére les mathématiques
universitaires comme un langage a apprendre, il serait naturel que les étudiants essaient
d’imiter ce que l’enseignement universitaire leur procure, au risque de produire des

phrases absurdes au début.

Force est de constater ’absence de conseils pour les enseignants a l'université

(contrairement au lycée) mais cela permet une liberté dans l’enseignement. Cette

15 A partir d'une étude sur des preuves abordant la logique mathématique et les méthodes de
preuve, le principe de l'induction mathématique, la théorie des ensembles élémentaires, les relations et
les fonctions, et le systéme des nombres réels, Moore (1994) identifie sept types de sources de difficultés
pour les étudiants : (1) non connaissance des définitions, (2) peu de compréhension intuitive des
concepts, (3) images conceptuelles inadéquates pour produire des preuves, (4) difficulté a générer ou
utiliser des exemples propres a chaque étudiant, (5) difficulté a utiliser les définitions pour structurer
une preuve de maniere globale, (6) incapacité de compréhension et d’utiliser les notations et le langage
mathématique et (7) ne pas savoir commencer des preuves.
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liberté peut exacerber les ruptures concernant ’apprentissage de la démonstration
(Sawadogo, 2015). De surcroit, Gueudet (2008) remarque le travail de Dreyfus (1999)
qui constate, en se référant aux cours de niveau universitaire, que l'objectif de donner
aux éleves des moyens pour apprendre a construire et controler la validité des preuves

n’est pas explicité et donc laissé a la charge des étudiants.

Il est & remarquer ici que, dans 'apprentissage de la preuve, la conjecture fait
partie de la transition cognitive de son apprentissage (Boero et al., 1996 ; Boero, 2017).
La construction et la justification des conjectures sont considérées comme des stratégies
efficaces pour introduire la preuve et la démonstration aux éleves (Thomas et al., 2015).
La conjecture n’est pas seulement une bonne stratégie pour 'apprentissage des éleves,
elle fait aussi partie de I'histoire et des méthodes mathématiques qui font avancer la
discipline. Selon le mathématicien Hiriart-Urruty (2016) « En mathématiques, comme
dans d’autres sciences, les conjectures ont toujours joué un role de stimulant et de
moteur. Chaque domaine des mathématiques a ses conjectures, plus ou moins connues,

plus ou moins compréhensibles... » (Ibid., p. 1).

Concernant le theme de la preuve et de la conjecture, il est important de citer le
travail de I. Lakatos (Lakatos, 1976). Elle montre que la conjecture joue un role
important dans la rigueur de la preuve et considere I’erreur dans un statut majeur dans
le développement des connaissances. En mathématiques, une conjecture, méme si elle
est démontrée, peut étre réfutée a partir d'un contre-exemple. Dans le cas ou il n’y a
pas de contre-exemple (de la conjecture ou de sa preuve), la conjecture doit étre
acceptée comme théoreme. Ce contre-exemple peut étre local (dans la preuve de la
conjecture), ou global (de la conjecture elle-méme). Le contre-exemple global est le
plus problématique car il peut provoquer le rejet de la conjecture. Des contre-exemples
locaux peuvent provoquer une précision dans I’énoncé de la conjecture, une précision
sur le domaine de validité, une amélioration de la conjecture en introduisant une
condition, une amélioration de la preuve (Balacheff, 1982). Enfin, le travail de Lakatos
témoigne de I'importance de la conjecture dans le développement des mathématiques

et aussi dans la construction des connaissances. Comme ’argumente Balachef (1982) :

C’est dans I'analyse critique du couple (théoréme, preuve) que I. LAKATOS
situe la clé du développement des mathématiques ; parce qu’elle permet une
amélioration de la rigueur des preuves, mais surtout parce qu’elle est a
'origine d'une réelle construction des connaissances (...) (Ibid., p.9)
Enfin, alors que la conjecture fait partie de la pratique du mathématicien et de
la transition de 'apprentissage de la preuve, que peut-on dire de sa présence et de sa

pratique au niveau de 'université ?
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2.2 Les suites

Malgré 'importance de cet objet mathématique pour 'apprentissage de I’ Analyse,
les suites ne sont pas toujours considérées comme essentielles dans I’enseignement des
mathématiques au point méme de disparaitre des programmes d’enseignement dans
certains pays. Weigand (2004) fait le point sur ce sujet et signale qu’il était conseillé
d’étudier les mathématiques discretes et les suites au lycée'®. Puis Weigand (2014)
nomme quatre raisons pour lesquelles il est important de revaloriser le concept de suite
dans les mathématiques scolaires : (1) de nombreux problemes de la vie réelle
permettent des représentations mathématiques avec les suites; (2) de nombreux
problémes mathématiques peuvent étre résolus avec de suites particulieres ; (3) les
algorithmes d’approximation tels que la méthode de Héron (calcul de nombres
rationnels) ou la méthode de Newton (calcul de zéros de fonctions) sont basés sur des
suites récurrentes ; et (4) les suites sont des outils pour le développement de concepts
continus (Ibid., p. 607). Tout comme Weigand (2004 ; 2014 ; 2015), nous soutenons
que les suites sont un objet riche pour l'apprentissage de I’Analyse et que son

enseignement devrait étre encouragé au lycée et a I'université.

Dans la section suivante, nous montrerons d’abord des travaux concernant la
notion de convergence et de limite. Ensuite, nous nous centrerons dans les recherches
faites au sujet de suites définies par récurrence. Nous finirons avec quelques éléments

relatifs a ’enseignement des suites dans le contexte francais actuel a la transition L-U.

2.2.1 La notion de suite : convergence et limite

Les études portant sur la notion de suites sont vastes. Cette notion a été étudiée
dans différents contextes, avec différents cadres théoriques, et différents points de vue
pour décrypter et comprendre les probléemes qui se trouvent dans son enseignement et
dans son apprentissage. Sans étre exhaustif, nous montrerons les résultats principaux

des recherches concernant les suites.

16 Dans les standars pour I'école de la National Council of teachers of mathematics (NCTM) de
1989 il est déclaré « Les séquences et les séries... devraient faire I'objet d'une plus grande attention, en
mettant 'accent sur leur description en termes de relations de récurrence » (NCTM, 1989). Cependant,
une dizaine d’années plus tard (NCTM, 2000), les mathématiques discrétes ne constituent plus une
norme, mais sont désormais réparties dans l'ensemble des normes et s'étendent de la maternelle a la
douzieme année d’enseignement (Weigand, 2014).
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Les travaux de A. Robert sont emblématiques de ce théme. Robert (1982) étudie
comment les étudiants de premiere année de I'université congoivent la convergence des
suites. Les réponses des étudiants a un questionnaire congu a ces fins, amenent a
'identification de trois modeles : (1) Modeéles primitifs : qui peut impliquer soit un
modele stationnaire (& partir d’'un certain rang la limite est atteinte), soit un modele
barriere (ou la limite ne peut pas dépasser une certaine valeur), soit un modele
monotone (répondant au théoréeme de suites croissantes majorées). (2) Modele
dynamique : ou la limite est congue comme le fait de se rapprocher de quelque chose.
(3) Modele statique : ou la limite est définie a partir de la définition formelle de
convergence. Ici A. Robert constate que le modele dynamique est privilégié par les
étudiants, avec une stabilité telle qu’il perdure jusqu’en premiere année du master'’.
Pourtant c’est le modele statique qui permet le mieux aux étudiants de réussir les
exercices par rapport a la notion de convergence. Cette identification de modeles
permet de considérer les connaissances acquises par les éleves des le niveau secondaire
(modele dynamique pour arriver au modele statique) pour introduire ensuite la
définition formelle de suite convergente a travers une ingénierie didactique (Robert,
1983).

Sierpinska (1990) fait une analyse épistémologique relative a la compréhension
du concept de suite numérique convergente et identifie des obstacles liés a cette
compréhension. Ces obstacles sont aussi liés a la notion de limite et seraient en relation
directe avec les suites infinies et la notion d’infini (comme le fait de concevoir la suite
comme une tres longue liste des nombres). Enfin, elle identifie des actes indispensables
pour comprendre les suites convergentes : reconnaitre l'intérét et 1'utilité dans 1’étude
de l'objet « suites infinies » ; encourager a parler de la notion d’infini (car elle est
directement liée a ces suites) ; aborder les problémes philosophiques de savoir si la
limite est atteinte ou non d’'un point de vue mathématique (ou le probleme a une
solution); le passage a la limite ; la prise de conscience entre les différences entre la
convergence et la stabilisation des nombres décimaux et les différences entre le concept
de limite et de valeur d’une fonction, entre autres. Le fait que le mot limite intervienne
dans différents contextes (comme dans le domaine de nombres, des grandeurs

géométriques et physiques) constitue aussi un obstacle.

En se centrant sur la notion de limite d’une suite Przenioslo (2005) a pour but

de sensibiliser les étudiants du secondaire sur leurs idées erronées, voire naives. Elle

7 1] existe aussi les modeles mixtes, mais ceux-1a deviennent plus présents en master chez les
étudiants. Ces modeles mixtes vont permettre de travailler avec le modele statique et dynamique.

18 Cette ingénierie a été reprise par Bridoux (2016) (voir aussi Grenier-Boley et al., 2015), ou elle
se focalise sur le role de I'enseignant mais en montrant que l'ingénierie reste encore d’actualité.
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résume ces idées erronées comme suit : (a) Les termes d'une séquence convergente :
s'approchent de la limite 1'atteignant parfois, s'approchent de la limite mais ne doivent
pas l'atteindre, doivent soit augmenter soit diminuer. (b) La limite d'une suite est soit
la borne de la suite, soit le dernier terme de celle-ci. (¢) Une séquence convergente doit
suivre un certain patron. (d) Confusion entre l'infini inatteignable du nombre de termes
et la valeur finie possiblement atteignable (Ibid., p. 71). Grace a ses recherches
précédentes, elle releve aussi que plusieurs images peuvent étre formées chez les éleves
des le lycée, et qu’ils ne mettent pas en avant la définition formelle de la limite (car
elle n’est pas utile pour résoudre des problémes). Przenioslo (2005) congoit une
situation d’apprentissage pour confronter les éleves a ses idées erronées de sorte de
pouvoir étudier différents types de suites sensibles aux subtilités de la définition
formelle. Ici, elle n’utilise aucun type de représentation graphique, en revanche, elle
demande aux éleves de construire leurs propres graphiques. Pour parvenir a une bonne
conception de la notion de limite de suites, la condition que les éleves comprennent
(entre autres') le concept de fonction et consideérent les suites comme une fonction
spécifique est nécessaire. Elle conclut que les situations pédagogiques proposées pour
introduire le concept de limite doivent :

étre précédées et suivies de diverses activités visant a développer la

compréhension des limites par les éléves, en commengant par des exercices

liés a I'expression de « I'inégalité avec la valeur absolue » dans le langage

des distances et des voisinages, a la compréhension des nombres rationnels

et irrationnels - leurs expansions décimales ou leurs approximations et en

terminant par 'application du concept de limite pour résoudre des problemes

qui ne sont pas directement liés & sa définition formelle. [Notre traduction]

(Ibid., p. 91).

Les études portant sur 'apprentissage de la définition formelle de la limite d’une
suite ont comme élément en commun les difficultés cognitives que trouvent les
étudiants. Pour analyser ces difficultés, plusieurs études font référence a 1l'image
conceptuelle et a la définition du concept (Tall & Vinner, 1981). En effet, la complexité
de la définition formelle de convergence rend son image particulierement difficile a
développer pour I'étudiant a cause de la non relation entre I'image conceptuelle et la
définition du concept. A cet égard, Alcock & Simpson (2004) travaillent sur la
visualisation de convergence de suites. Ils soulignent 'importance du travail entre les
images visuelles des objets pour les mettre en relation avec les représentations

formelles. Ici, ils démontrent que les éleves qui ont tendance a utiliser des images

19 Bien évidemment, il faut aussi la compréhension de sous-suite, de voisinage, de certains concepts
de logique et la compréhension de quantificateurs.



41

visuelles peuvent se focaliser sur les objets et peuvent établir des liens entre les
représentations visuelles et les formelles. Les éleves qui ont des difficultés sont ceux
qui ne s’engagent ni dans les définitions ni dans les preuves formelles. Les auteurs
suggerent que pour aider a une bonne visualisation chez les éleves, on doit leur proposer
des taches qui encouragent davantage les liens entre ces types de représentations (sans
se concentrer sur les propriétés algébriques de maniére isolée). En outre, Mamona-
Downs (2001) souligne qu’il est tres exigeant pour les étudiants de créer leurs propres
images a partir de la définition formelle. Pour cette raison, des aides didactiques
devraient leur étre proposées. L’auteur remarque aussi que des prérequis pour aborder
la notion de limite de suite sont nécessaires : la notion de nombre réel, la notion de
fonction, un travail avec des quantificateurs logiques et le travail avec les valeurs
absolues et les inégalités. Dans son travail, elle remarque que plusieurs confusions des
¢éleves ne sont pas dues a la définition de limite elle-méme, mais a des fausses idées sur
les suites (une monotonie implicite ou un patron évident et cohérent pour la suite).
Plus tard, Mamona-Downs (2010) utilise la notion de supremum et du point
d’accumulation pour les mettre en relation avec la définition de limite de suite en R.
Le fait que ces trois notions évoquent la proximité arbitraire d’'un point permet de

soulever ces différences pour une meilleure compréhension de chacune de ces notions.

Dans le contexte d'une classe de premieére année d’Analyse a l'université en
Tunisie, Ghedamsi (2015) étudie les effets de la transition L-U concernant la
convergence de suites. Le but est de connaitre comment l’enseignant de 1'université
tient compte des connaissances acquises par les éleves dans ’enseignement secondaire.
Elle constate que les interventions de l’enseignant provoquent une réduction des
interventions des éleves (qui d’ailleurs cherchaient a faire des liens avec les
connaissances qu’ils possédaient) et limitent les choix des étudiants. De plus,
I’enseignant impose sans cesse les méthodes des techniques universitaires. Cela
provoque un travail non cohérent chez les étudiants qui utilisent pendant toute la lecon

des méthodes du lycée.

Dans sa these, Verdugo Herndndez (2017) étudie le travail mathématique des
enseignants de premiere année de I'université au Chili a propos de 1’objet suites. Bien
que les taches abordées par les enseignants se réferent a 1’Analyse Réelle (ou ils
demandent un travail avec la définition formelle de convergence, mais aussi des
applications immédiates des calculs et des théoremes), elle constate que cela n’est pas
cohérent avec le type de travail que les éleves ont développé a ce niveau. En effet, leur
travail mathématique répond plutét a de I’Analyse algébrisée et, en plus, avec des
difficultés qui peuvent aller d'un travail avec des inégalités au travail de récurrence

mathématique manifesté par des démonstrations non abouties. En effet, les étudiants
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s’appuient sur des représentations numériques pour interpréter les signes algébriques
des suites. D’autre part, les enseignants utilisent certains graphiques pendant le cours

pour faire des explications mais rien de cet aspect n’est considéré dans les évaluations.

Ghedamsi & Fattoum (2018) ont étudié, chez les éleves de 3™° année de
secondaire, I’évolution des images mentales formées en amont et en aval de la définition
de convergence de suites numériques en Tunisie. Elles montrent la résistance des
modeles dynamiques, fondés sur l'infini potentiel, au moment d’étudier la définition
formelle de convergence. Elles signalent qu’au moment de 1’étudier, les techniques des
opérations sur les limites finies des suites « pourraient renforcer les pratiques
d’algébrisation dans le travail des éléves, sans qu’aucun apport significatif dans le
processus de conceptualisation de la convergence ne puisse étre entrepris » (Ibid., p.
232).

Dans le contexte frangais, Chorlay (2019) et Gibel (2020) étudient la limite de
suite réelle dans des classes de premiere scientifique (éleves de 16-17 ans). Dans le cas
de Gibel (2020) l'objectif était de « faire vivre aux éléves une séquence permettant
d’étudier expérimentalement le comportement asymptotique d’une suite (géométrique)
ayant une limite finie ». Au titre de ces résultats, il constate que les éleves ont une
habileté a établir des liens entre les différents registres utilisés (graphique et algébrique,
pour expliciter la définition de la suite, sa croissance et la preuve de sa majoration) et
entre les registres algébrique, numérique et graphique (pour établir le comportement
de la suite a partir de ces valeurs avec du calcul instrumenté et la notion de seuil).
Dans le cas de Chorlay (2019)%, I’étude se centre sur activité de définition formalisée
de la limite infinie d'une suite de la part des éleves. En s’appuyant sur un travail avec
différents exemples de suites, il opére le suivi d'un travail collaboratif et réflexif entre
les éleves afin de construire la définition formelle de la limite infinie. Au final, les éleves
ont pu formuler une telle définition. Ainsi, la situation a permis aux éleves d’aborder
des pratiques mathématiques de ’enseignement supérieur en promouvant un travail
sur les propriétés et 'argumentation (au lieu des seules formules et du calcul) ainsi que

d’avoir une expérience déductive et cohérente dans le domaine de I’Analyse.

Weigand (2016) met 'accent sur la notion de limite. Ici, auteur présente les
suites comme un outil indispensable pour la compréhension de la notion. Il propose un
schéma fondé sur une approche discréte de la notion de limite en 5 étapes : un acces
numérique et graphique (1), considérations sur la compréhension intuitive des valeurs

limites (2), I’étude de suites définies explicitement (3), 1’étude de suites définies par

2 Pour le lecteur intéressé, ce travail montre une révision assez compléte de la littérature
concernant la définition formelle de limite de suite.
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récurrence (4) et, comme étape ultime, une approche de la définition formelle de la
limite (5). Par rapport a I’étape (4), auteur note que déterminer la valeur de la limite
dans ces suites est plus difficile. En effet, dans ce cas, la représentation explicite est
absente, c’est-a-dire qu’il s’agit d’une représentation implicite de la suite au titre qu’elle
est définie par une équation fonctionnelle. Par ailleurs, elle n’est pas une fonction
explicite du rang. Cela pourrait promouvoir un travail expérimental et heuristique avec
I’aide de la technologie et poursuivre les étapes exposées a l'aide de suites récurrentes.
Cela impliquerait des justifications formelles de la convergence. C’est avec les
conclusions de ce travail que nous allons aborder, dans notre section suivante, les suites

définies par récurrence.

2.2.2 Les suites définies par récurrence

Alors que les suites récurrentes comportent un intérét mathématique considérable
les manuels standards d’Analyse mathématique au niveau universitaire les abordent
de maniere marginale (Krainer, 2016). Cette réalité peut amener & un mépris de cet
objet et constituer une raison du dénuement de la littérature en didactique des

mathématiques relative aux difficultés que rencontrent les éléves.

Nous présentons ci-apres, des études qui ont traité des suites définies par
récurrence pour développer des recherches en didactique des mathématiques.
Néanmoins, tous les travaux n’explicitent pas les difficultés que les éleves peuvent

rencontrer.

a) Travaux qui utilisent ces suites dans leur recherche

Dans les années 80, Boschet (1982) a conduit une étude au niveau de la premiere
année de I'université. A 'époque, elle constate déja que, dans le contexte francais, les
exercices sur les suites u,,; = f(u,) sont stéréotypés et utilisent le lexique le plus
pauvre en comparaison d’autres suites. L’auteur remarque également que ces suites
sont artificiellement congues pour appliquer certains théorémes et émet 1’hypothese
que si nous faisons appel aux mémes connaissances de fagon réguliere, cela pourrait
provoquer une représentation erronée de la convergence. A cette heure, cela semble
étre ni démontré ni réfuté.

Des travaux comme ceux de Kidron (2006, 2008) ou la thése de Barquero i Farras,
(2009) (voir aussi Bosch et al. (2007) et Barquero et al. (2010)), sont intéressants car
ils portent sur les différences entre les modeles discrets et continus a l'instar de la suite

et l'équation logistique dans le contenu des équations différentielles. Ces
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expérimentations ont été faites dans le contexte de la premiere année de 'université

respectivement en Israél et en Espagne.

Kidron (2008 ; 2006) a pour objectif de faire une articulation de trois cadres
théoriques en se centrant sur la conceptualisation de la notion de limite au moyen de
la définition de la dérivée. Elle cherche a montrer aux éleves que, dans certaines
équations différentielles, le passage a un modele discret peut changer la nature de la
solution. Elle a donc pour but de sensibiliser les étudiants a l'usage de la méthode
numérique d’Euler qui produit une discrétisation du temps continu pour résoudre des
équations différentielles. Les éleves sont amenés a comparer la solution analytique dans

. . e oA :
un calcul continu (utilisant le concept de la dérivée comme Allm0 ﬁ), avec la solution
X—

numérique utilisant des méthodes numériques discretes (utilisant i—z pout de petits Ax,

ce qui omet la limite). Cette comparaison a pour but de montrer que des petits
changements dans les conditions initiales peuvent produire un effet important dans la
solution. Pour se faire, les éleves observent, avec le logiciel MathLab, les
représentations graphiques de I’équation logistique résolue par la méthode d’Euler®.
Ici, les éleves se rendent compte qu’avec des petits changements dans ’équation, il
peut y avoir de grands changements du comportement qui vont jusqu’au comportement
chaotique. Lors de I'analyse de données, ’auteure observe que, bien que les éleves aient
été conscients des solutions dans la méthode discrete, cela ne garantissait pas leur

sensibilisation au fait que la méthode numérique n'utilise pas la dérivée comme limite.

Barquero (2009), quant a elle, soutient dans sa these des éléments qui vont dans
le sens proche de Kidron. Cependant, elle se focalise plus sur la modélisation,
notamment sur ’étude de populations avec des modeles dynamiques discrets et
continus. Quand il s’agit d’aborder les modeles discrets®; les étudiants se concentrent
dans 1'étude des suites u,,q = f(u,). Ici, une grande partie des étudiants ne se
souviennent pas de la définition d’une suite. Il a été nécessaire que I’enseignant définisse

les suites récurrentes, enseigne leur représentation graphique et introduise les méthodes

21 Si nous comparons la solution par la méthode d’Euler p(t + At) = p(¢t) + At -7 - p(t)(l - p(t))
avec I’équation logistique p,.q = pp + 7 - (1 — p,), nous pouvons noter que les formules coincident
pour At =1. Ici les éleves observent le comportement de I’équation
p(t+At)=p(t)+At-r- p(t)(l - p(t)) ; p(0) = p, ot les solutions dépendent de la taille de At.

2 Le modele de Malthus et celui de la suite logistique (ou modéle de Verhulst). Dans la troisieme
et quatrieme session, ils introduisent et travaillent dans le modele logistique. Dans les deux dernieres
sessions, ils travaillent sur un modele « analitico-funcional » avec 'objectif de pouvoir étudier la
dynamique de la suite u,,; = f(u,), avec f une fonction quelconque de classe C!. Ici dans cette derniére
session, quelques étudiants ont pu s’approcher a une étude locale de la fonction & travers la dérivée
évaluée dans le point fixe, pour discuter sur la convergence (ou divergence) de la suite.
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d’étude de leur convergence. Finalement, les étudiants ont privilégié la simulation

numérique quand il s’agissait d’étudier ces suites.

Un des objectifs de Ghedamsi (2008) est d’approximer des nombres réels par le
biais de la recherche de solutions du point fixe du cosinus (qui d’ailleurs assure aussi
I'existence). Pour cela, le but est de comparer les approximations et la rapidité de
convergence a ce point fixe, a travers la méthode de la dichotomie, de la suite
récurrente U,,q = €OS U, (en s’appuyant sur sa représentation graphique), et de la
méthode de Newton. Cette situation permet d’avoir acces a des nombres réels que I'on

ne sait pas expliciter, ce qui exige la mise en ceuvre des méthodes formelles.

Ces derniers travaux utilisent des suites définies par récurrence qui nous montrent
I'intérét que pourraient trouver les éleves dans I’étude de problématiques liées a 1’objet.
Cependant, ces recherches évoquent rarement, ou méme jamais, les difficultés qu’ont
rencontrées les éleves. La section suivante nous permettra d’approfondir I’étude de ces
difficultés.

b) Etudes qui abordent l’apprentissage ou les difficultés des
étudiants des suites u,,1 = f(u,)

Une série d’entretiens a destination des étudiants de premiere année d’une
université anglaise a été menée par J. Mamona-Downs (1990) qui, apres analyse, a
constaté que les suites up4q = f(uy)* provoquaient des confusions chez les étudiants
qui les travaillaient. Ainsi elle signale que la portée de la notion de fonction serait sous-
estimée a ce niveau d’enseignement. Pour les étudiants, la perception de la notion de
fonction est juste une relation entre deux quantités variables qui donnent un graphe
« lisse et continu ». L’auteure rapporte que ce qui peut étre particulierement difficile
pour les éleves est la présence de deux fonctions impliquées lorsque 'on étudie les suites
définies par récurrence®. Ainsi il y aurait une réticence a travailler les fonctions dans
des domaines de définition discrets et il existerait des difficultés a travailler avec des
graphes de N — R. L’auteure signale enfin que si la suite était considérée comme une

fonction, cette tendance disparaitrait certainement.

En France, une décennie plus tard, Praslon (2000 et 1999 pour une synthese)

dédie son travail de theése a I'étude de la notion de dérivée dans la transition L-U. 11

% Dans 1’étude, on a particulierement demandé d’étudier la suite = = _{ pour
% Dans 'étude, ticul t d dé d’étudier 1 te u, = aui_, — bu,_,
différentes valeurs de a et de b.

2 A savoir n — u, (N — R), et u,_; — u, (R — R) (si nous substituons u,_, par x dans
f(x) = ax? — bx)
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observe ainsi que la dérivée est utilisée dans les exercices qui visent a étudier des suites
récurrentes afin de déterminer la variation de la fonction qui définit la suite. Il y est
également question d’observer la fagon dont ces suites sont abordées dans les deux
niveaux d’enseignement. Des premiers décalages dans cette transition sont observés.
Au niveau du lycée, ces taches sont introduites avec une étude assez complete de la
fonction suivie de I'étude de la suite. En outre, la seule méthode pour étudier ces suites
au niveau du lycée est celle du point fixe*. Au niveau de I'université, les taches avec
ce type de suites demanderaient une flexibilité cognitive et une capacité d’adaptation
importantes. A ce niveau d’enseignement, on ne fait pas une introduction de 1’étude
de la fonction et de son identification : I'éleve doit garder a l'esprit qu’il vise a utiliser
le théoreme de suite croissante (décroissante) majorée (minorée) tout en planifiant pas
a pas le travail qu’il doit entreprendre pour I’étude de ces suites®. L’éleve doit aussi
garder a l'esprit que méme si f(x) = x peut avoir une ou plusieurs solutions, cela
n’assure pas la convergence de la suite. Par rapport a ces exercices, il nous semble

important de souligner une citation de F. Praslon :

Le simple fait d’avoir a méler « fonction » et « suite » au sein d’une
argumentation sans amalgamer 1'étude de 1'une, tres familiere a 1’étudiant
au sortir du lycée, et celle de I'autre, qui 'est beaucoup moins, représente
une difficulté d’un genre nouveau (Praslon, 2000, p. 214).

En Allemagne H. Weigand s’est intéressé aux suites ainsi qu’a une entrée a
I’Analyse d’un point de vue discret (Weigand, 2014, 2015). Dans un premier travail
sur les suite récurrentes (Weigand, 1991), il argumente sur le fait que ces suites ne
peuvent pas toujours étre exprimées en termes algébriques. C’est la raison pour laquelle
il met en avant différentes représentations graphiques et numériques® pour les étudier.
Dans la phase de l'expérimentation de 1’étude, ces représentations sont générées par
un programme d’ordinateur. Avec l'objectif de comparer deux populations différentes,
I’étude a été menée aupres des éleves d’une classe équivalente a celle de premiere du

lycée en France (sans avoir étudié la notion de suite récurrente préalablement) et avec

% Ici on demande la construction d’un tableau de variations pour établir ensuite par récurrence
que la suite est majorée (ou minorée) par une valeur qui apparait du tableau. Cette derniére valeur
apparait dans 1’étude de la fonction dans I'intervalle stable et qui contient donc aussi le point fixe. Ce
dernier est souvent demandé et donc explicité dans une question précédente.

% Application du théoréme du point fixe pour la recherche de la valeur limite de la suite, intervalle
stable par f, la production d’un raisonnement par récurrence par exemple.

" Les représentations utilisées peuvent mettre 'accent soit sur la succession (comme le graphique
en escargot, une chaine de fleches (voir annexe chapitre 2, page 346), analyser seuls les premiers termes
de la suite sans les valeurs de n), soit sur la suite récurrente en termes de fonction (comme un graphique
linéaire ou la suite forme un ensemble discret de points ; la chaine de fleches (voir annexe chapitre 2,
page 346), ou le tableau des termes de la suite plus les valeurs de n).
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des enseignants du secondaire. Nous soulignons quelques résultats pertinents a notre
recherche : (1) Les étudiants ont des difficultés a comprendre la représentation de
suites récurrentes par le graphique en escargot (résultat qui a aussi été constaté par
Rousse (2018, p. 156)). En effet, ce type de représentation a besoin de beaucoup
d’expériences, et cela pourrait produire des interprétations mathématiques erronées.
(2) Les enseignants devraient s’appuyer davantage sur le point de vue de I’éleve (avec
des expériences qu’ils ont déja acquises) pour introduire des nouvelles notions. En effet,
les éleves utilisent les représentations pour raisonner et argumenter ce qui les amene a
reconnaitre les propriétés de la suite (a la différence des enseignants qui travaillent
plus formellement). (3) Les éleves, contrairement aux enseignants, n’ont pas utilisé la
fonction qui génere la suite pour étudier les propriétés de la suite récurrente. (4) La
plupart ainsi que quelques enseignants, n’ont pas établi le lien entre la solution de
I’équation f(x) = x, la valeur de la limite de la suite, le point fixe et l'intersection du

graphe de la fonction qui génere la suite avec y = x.

Ultérieurement, Weigand  continue a s’intéresser aux suites récurrentes
(Weigand, 2004; Weigand & Thies, 2003) mais, cette fois, en mettant l'accent sur le
processus de croissance de ces suites : croissance linéaire de a,,; = a, + B, croissance
exponentielle de a1 = A * a,, et croissance limitée de a,,; = a, + P(B — a,,). Ici,
l'idée est de promouvoir le travail des éleves (classe Terminale de lycée en France)
dans un environnement purement informatique par opposition au travail traditionnel
avec papier et crayon. Il tire ensuite des conclusions sur la compréhension des éleves a
partir des problemes géométriques et de la vie réelle. Le programme informatique
permet de varier les parametres de suites et utilise des représentations algébriques,
graphiques et des tableaux numériques. Pour la croissance linéaire et exponentielle, les
éleves décrivent correctement la croissance mais ne donnent pas des preuves formelles
de ce qu’ils visualisent. D’autre part dans les suites de croissance limitée, ils donnent
des descriptions plus intuitives concernant leurs comportements (notamment parce
qu’il est plus difficile d’écrire la relation des différents parametres de la suite entre a,
P et B). A cet égard, les éleves rencontrent plus de problemes dans la notation de
suites et I'utilisation d’indices comme a,,, a,,+1. Cela est peut-étre une cause de la non
production de preuves de la part des éleves. Finalement, la représentation numérique
avec un tableur Excel est considérée comme un outil puissant qui permet de soutenir
I’apprentissage. Cet outil aide a visualiser surtout les aspects locaux de la suite tandis
que la représentation graphique permet de regarder les aspects globaux. Le travail,
exclusivement dans un environnement informatique, de 1’étude des suites récurrentes
choisies requiere beaucoup de concentration et semble étre trop exigeant pour la

plupart des éleves. Ceux qui réussissent a se concentrer sont ceux qui ont expérimenté
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avec les parametres des suites utilisées, afin de contrdler et vérifier les résultats
obtenus. Cependant, se centrer uniquement dans un travail expérimental reste

insuffisant pour que les éleves entrent dans une étude théorique de ces suites.

Plus récemment, le travail de theése de Rousse (2018) a été consacré au theme du
discret et du continu au niveau du lycée. Elle constate qu’au moment d’étudier les
suites récurrentes, les éleves de lycée mélangent les connaissances acquises par rapport
aux suites et par rapport aux fonctions (comme une opposition entre le travail dans
un ensemble discret d’un ensemble continu). Les éléves ont également des problemes
avec les indices de la suite, avec sa représentation graphique, et peinent a expliciter la
fonction qui définit la suite. Ces problémes semblent conduire a traiter les suites comme
des fonctions continues et dérivables sur un intervalle de R. Ce dernier probleme a
aussi été détecté par Litim et al. (2015) en premiere année d'université au Maroc, sans
toutefois expliciter avec quel type de suite ce probleme arrive. Cela peut constituer une

perte de sens de la notion de suite.

2.2.3 Quelques éléments de ’enseignement actuel de la notion

de suite en France

Dans les année soixante et soixante-dix, les mathématiques avaient une entrée
rigoureuse des I'école secondaire. Mais des les années quatre-vingt, les programmes de
lycée ont opté pour une entrée plus intuitive aux notions mathématiques ce qui a
provoqué, par exemple, la disparition de la définition formelle de la limite au lycée
(Artigue, 2003). Cette réalité existe encore aujourd’hui. Afin de connaitre les
spécificités de l’enseignement actuel de la notion de suite, nous allons présenter
brievement des constats faits au cours de trois travaux récents : une brochure de la
commission Inter-IREM sur les limites des suites réelles et des fonctions numériques
(Bloch et al., 2017); un rapport au Cnesco sur le theme « Entrée dans I’enseignement
supérieur : Eclairages en didactique des mathématiques » (Gueudet & Vandebrouck,
2019) et le travail de these de S. Rousse (Rousse, 2018).

L’objet suite apparait des le lycée avec une définition formalisée qui commence
par la classe de Premiere et se poursuit en classe de Terminale. Pour les éleves qui
suivent des études scientifiques a 'université, la notion apparait alors des la premiere
année de licence comme objet d’étude pour étre utilisée plus tard en tant qu’outil. Ce
constat permet d’affirmer que les suites sont une notion ancrée dans la transition L-U

en France et qu’elles sont rencontrées a différents niveaux éducatifs par les éleves.
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Dans la classe de Premiere Scientifique, les manuels définissent les suites comme
des fonctions définies sur I'ensemble N (exemple : « Soit ng un entier naturel. Une
suite u est une fonction associant a tout entier naturel n un réel u(n) que l’on note
Uy, ). Les manuels introduisent deux modes de génération de suites : soit par une formule
explicite comme u,, = f(n) (pour tout n naturel et f définie sur 'intervalle [ngy, +00[),
soit par une définition de la suite par récurrence (cela ne considére pas une suite de la
forme u,, = (—1)", méme si le candidat pour la fonction f n’est pas naturel). A ce
niveau d’enseignement et concernant la variation d’une suite, c’est surtout la notion
de croissance qui est privilégiée (en mettant l'accent sur les suites géométriques et
arithmétiques). Les manuels traitent ensuite les méthodes algébriques pour 1’étude de
la variation de suites (calcul du signe du quotient de deux termes consécutifs de la
suite ou la différence entre eux - ou ’on ne précise pas que les quantités sont calculées
pour tout n). Certaines suites arithmétiques et géométriques sont définies par
récurrence. Dans le cas de suites u,,q = f(u,), les manuels évoquent tres peu le fait
que si f est croissante, (u,) n’est pas nécessairement croissante. Généralement, on
demande aux éleves de conjecturer la monotonie de la suite a partir des premiers termes
de celle-ci. La notion de limite est abordée graphiquement et numériquement avec des
tables de valeurs ou en plagant des valeurs de la suite dans un intervalle comme une
représentation graphique en une dimension. Cependant, les conjectures sur la limite ne
sont pas prouvées, et elles ne sont valables que si la valeur identifiée est bien la bonne
limite.

En classe de Terminale, on commence par le raisonnement par récurrence. A ce
niveau, on traite davantage 1’étude des suites récurrentes. La notion de convergence
est introduite par la définition : « (u,) tend versL quand n tend vers +oo lorsque tout
intervalle ouvert contenant L contient toutes les valeurs u, a partir d’un certain rang ».
On définit aussi le cas de la limite infinie. Les opérations sur les limites sont introduites
et admises. Le programme scolaire conseille de s’appuyer sur différents registres et
encourage le travail algorithmique. Le travail sur la convergence est abordé
principalement avec le théoréme de croissante majorée (décroissante minorée), qui est
admis, et le théoreme de l'unicité de la limite (démontrés). Plusieurs exercices sont
proposés pour étudier la convergence de suites définies par récurrence (application du
théoréme sur les suites croissantes et majorées). Les majorants (ou minorants) sont
souvent donnés dans les énoncés avec des méthodes pour étudier les suites exprimées
explicitement. Le théoreme des gendarmes est utilisé pour des fonctions
trigonométriques. La notion de convergence, méme si elle est présentée dans le manuel

de Terminale, est traitée principalement avec des suites définies par récurrence a partir
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du théoreme de convergence monotone. Finalement, aucun exercice nécessitant

d’utiliser la définition de convergence n’est demandé.

Ainsi, pour étudier les suites, que ce soit au niveau des classes de Premiere ou de
Terminale, on utilise et on travaille la fonction de R dans R qui définit la suite.
Notamment, un travail de dérivation est demandé. A cet effet, Bloch et al. (2017)
signalent

(..) ce déplacement de I'attention sur les fonctions réelles peut induire un
manque de sens quant aux notions de croissance d’une suite et peut, peut-
étre, provoquer chez ’éleve des conceptions erronées (...). On travaille alors
sur un objet (les suites) sans jamais revenir sur la nature de cet objet (Ibid.,
p. 72).

En premiere année de I'université® le cours aborde successivement la définition
de suite puis la notion formelle de convergence. Par exemple, dans une polycopie de
L1, on définit : « une suite numeérique est une fonction
u: {ng,ny + Lny + 2,...}3*¥ = R pour un certain entier ng = 0. On note u, plutot
que u(n), c’est le terme de rang n de la suite, et on note la suite (Up)psn, », la notion
formelle de convergence en termes de € et N, soit totalement en registre symbolique
comme « Ve > 0,IN € N,vn > N, |x, — | < ¢ », soit dans un mélange de registre de
la langue naturelle et registre symbolique « Pour tout nombre € > 0, il existe un entier
N tel que si n=N = |x, — 1] <& », ou la quantification universelle est encore
présente de fagon implicite. Une fois la définition formelle de convergence donnée, les
éleves l'utilisent pour démontrer des théorémes (tels que 'unicité de la limite ou les
regles de calcul) et lexistence ou non de limites particulieres. Enfin, les suites
deviennent un objet mathématique central a ce niveau d’enseignement : elles sont
utilisées pour la construction des nombres réels, pour aborder la notion de complétude,
pour produire des propriétés essentielles de I’Analyse (comme la densité, ’adhérence,
les limites, la continuité), pour des théoréemes d’existence et pour construire des

nouvelles notions de I’Analyse Réelle voire topologiques par la suite.

Concernant la notion de convergence, bien que l'on puisse utiliser la notion
donnée au lycée pour I'introduire a 'université, cela demande de la part des éléves un
changement de point de vue sur les suites. En effet, ils doivent faire le passage d’une

vision dynamique vers une vision statique de la notion. Le travail mathématique

% La description de la réalité de la classe de premiére année de I'université est faite a partir de
Pexpérience des auteurs en tant qu’enseignants de cette classe (Bloch et al., 2017).

» Ces formulations passent sous silence la structure essentielle pour les suites récurrentes d’ordre
et de successeur.
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demandé aux lycéens est plutét d’ordre algébrique et ne met pas en avant un travail

sur la définition de la limite.

A Tentrée de Puniversité, le raisonnement par récurrence reste un des thémes ol
les éleves manquent de maitrise alors qu’il est censé étre utilisé comme un outil pour
I’étude des suites dans les exercices proposés a ce niveau. Les propriétés des suites sont
mises en relation avec les propriétés des fonctions qui les définissent dans le cas des
suites Upy1 = f(uy). Ce fait met en lumiere les malentendus : « cette interférence
suite-fonctions est justement passée sous silence au lycée - de telles suites y sont
¢tudiées mais au coup par coup et sans attention sur la variable f » (Gueudet &
Vandebrouck, 2019). Méme si les suites sont des fonctions, le travail mathématique
que l'on entreprend avec les suites differe de celui que 'on exerce avec les fonctions
définies de R dans R. En effet, cela met en évidence le besoin de prendre en compte la
structure des ensembles (domaine et image) et provoque une distinction dans son
enseignement, tant dans les programmes que dans les manuels. Pourtant, malgré cette
distinction, ce travail est source d’erreurs et de malentendus de la part des éleves, et
cela dépasserait le seul niveau du lycée. Voila qui témoigne d’un manque dans le travail

discret.
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2.3 Conclusion du chapitre

2.3.1 Points a retenir et questions émergentes

Nous soutenons que 1’étude de suites définies par récurrence devrait étre mise en
avant dans l’enseignement autant pour ces potentialités que pour la richesse
conceptuelle qu’elle peut apporter aux étudiants. Toutefois, les travaux montrent que
le travail développé par les éleves avec ces suites rencontre des difficultés dans son
apprentissage. A ce propos, nous reprenons ici la citation de la thése de Praslon (2000) :

Le simple fait d’avoir a méler « fonction » et « suite » au sein d’une
argumentation sans amalgamer 1'étude de 1'une, tres familiere a 1’étudiant
au sortir du lycée, et celle de I'autre, qui 'est beaucoup moins, représente
une difficulté d’un genre nouveau (Ibid., p. 214).

Artigue (2003) identifie que les notions de suite, de fonction, de nombres réels et
de limite constituent un réseau complexe de difficultés pour les éleves. Ce réseau serait
d’autant plus difficile & déméler que ces notions sont encore en cours de construction
chez 1'éleve a l'entrée en Analyse. L’étude de suites récurrentes amene les éleves a
travailler avec ces notions mais pourrait-elle nous aider a démeéler ce réseau de
difficultés ? Si oui, comment modéliser ces difficultés au-dela de la confusion « suites-

fonctions » 7

Les recherches comportant les notions précédemment signalées concluent que la
représentation graphique constitue un support considérable pour la compréhension des
objets en Analyse (Oktag et Vivier, 2016). Or, dans le cas de suites récurrentes, la
compréhension de la représentation graphique en escargot, est une difficulté pour les
éleves (Weigand 1991, Rousse 2018). Des lors, comment soutenir la visualisation de ces

suites tout en favorisant différents registres sémiotiques 7

Les notions de croissance, décroissance et les caracteres bornés, majorés et
minorés des suites dans le contexte francais, montrent une certaine continuité entre le
lycée et la 1°° année de I'université. En effet, le théoreme de suite croissante majorée
(décroissante minorée) converge est souvent utilisé pour étudier la convergence de
suites définies par récurrence aux deux niveaux d’enseignement. Cette continuité

constitue-elle un support réel utilisé par les éleves au début de 'université ?

A la lumiere des travaux présentés, la technologie est une aide & la visualisation
en Analyse, ce qui constitue une évidence scientifique. Mais les chercheurs sont
partagés par rapport a la facon dont elle doit étre utilisée, et il ne semble pas y avoir

de suggestion concernant les types de travail (ou de paradigmes) a promouvoir avec
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les technologies numériques pertinentes a la transition L-U. Les pratiques
d’enseignement a l'université pourraient (et doivent) aussi étre questionnées. A cet
égard, et pour 'usage des calculatrices dans 'apprentissage, nous soulevons une des
questions posées par Gueudet (2008) : Les compétences en matiere de technologie
acquises au lycée sont-elles exploitées a l'université ? [Notre traduction] (Ibid., p. 252).
De surcroit, comment donc savoir quel(s) type(s) de travaux mathématiques privilégier

a la transition lycée-université en France avec l'aide de la technologie ?

Les travaux de these a la transition L-U dans le domaine de I’Analyse rendent
compte d'un probleme de manque de contrdle chez les éleves. Cela se manifeste par un
manque de cohérence (Bloch, 2000 ; Praslon, 2000). La recherche encourage pourtant
un controle mixte, entre l'intuitif et le formel, qui soit conséquent a cette transition
(Ghedamsi, 2008). Par rapport au controle intuitif, la calculatrice joue un role clé car,
comme signalé par Trouche (1996) (notamment sur la notion de limite), elle doit
permettre un controle des représentations sémiotiques de I'objet. Un contréle formel
quant a lui, touche aux problématiques de ’apprentissage de la preuve a la transition
L-U. Pour ce dernier, les recherches témoignent que la conjecture joue un roéle
important et que la calculatrice constitue une aide pour les établir. On peut alors se
demander comment la conjecture est abordée a l'université. Se sert-elle de la

calculatrice comme une aide a la conjecture ainsi que le suggere la recherche 7

Nous pouvons résumer les interrogations et les points que nous venons d’aborder

dans ce chapitre en une seule question :

Comment promouvoir le controle dans le travail mathématique des éleves, d'une
part pour qu’il soit pertinent aux problématiques de la transition L-U en France

et, d’autre part, pour qu’il prenne en compte les spécificités des suites définies par

récurrence ainsi que les difficultés rencontrées par les éleves dans leur étude ?

2.3.2 Caractéristiques de cadre(s) théorique(s) pour traiter

cette question

Les problémes que nous avons relevés répondent a des préoccupations cognitives
et épistémologiques ancrées dans le contexte particulier de la transition L-U et dans
un domaine mathématique précis : celui de 1’Analyse. Comme signalé par Kidron
(2020), les problématiques de I’Analyse relevent des dimensions théoriques cognitives

et épistémologiques.
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Si nous cherchons a promouvoir un certain travail chez 'éleve, il faut donc le
caractériser pour I'étudier avec détail. Cette caractérisation a besoin d’identifier des
actions entreprises par l'éleve, mais aussi des activités cognitives qu’ils développent
(ou pas). Le défi est établi : utiliser un cadre théorique suffisamment sensible qui nous
permette d’analyser l'activité mathématique que 1'éleve développe au moment
d’étudier la notion mathématique visée (suites définies par récurrence) et que ce cadre
soit aussi sensible a l'’é¢tude du travail mathématique complexe relatif aux deux

institutions éducatives impliquées.

Dans le chapitre suivant, nous nous consacrerons a présenter un tel cadre

théorique, de telle sorte qu’il soit capable de mettre en valeur nos questionnements.
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3 Cadre théorique

L’étude de la transition Lycée-Université est un domaine particulierement
complexe tant le nombre de variables a considérer et les problématiques
épistémologiques et cognitives associées impliquent des analyses élaborées. Dans ce
chapitre, nous montrerons les deux théories qui abordent des éléments cognitifs et
épistémologiques en didactique des mathématiques utilisées dans cette étude. Ensuite
nous menerons une articulation entre ces deux théories a travers un Networking de
théories (Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2014). Par cette démarche, nous tenterons ainsi
une meilleure compréhension de la transition L-U dans le domaine de I’Analyse

spécifique aux suites définies par récurrence u, .1 = f(u,).

D’une part, nous ferons ’étude de I'activité mathématique en approfondissant les
aspects de I'individu dans son contexte grace a la Théorie de I’Activité en Didactique
des Mathématiques (TADM) (Robert, 1998, 2008 ; Rogalski, 2008 ; Abboud et al.,
2017 ; Vandebrouck, 2008, 2018). D’autre part, nous analyserons le travail
mathématique développé au sein d’une institution, dans une classe ou par un individu,
grace a la théorie des Espaces de Travail Mathématique (ETM) (Kuzniak, 2011 ;
Kuzniak & Richard, 2014 ; Kuzniak et al. 2016).
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3.1 La Théorie de I’Activité en Didactique des
Mathématiques

La TADM repose sur les bases de la Théorie de I’Activité — TA®. Elle est issue
des travaux des chercheurs en ergonomie cognitive (ou psychologie du travail) et le
fruit d’une adaptation a la discipline de la Didactique des Mathématiques (Robert,
1998 ; Rogalski, 2008). Elle cherche a mieux comprendre les apprentissages des éléves
en se centrant sur I'analyse de l'activité (Abboud et al., 2017). Cette analyse s’effectue
par le biais de ’étude de processus que développe (ou pas) un sujet individualisé en
action (lors de la réalisation de téches par exemple) dans un contexte donné. Elle
caractérise 'activité des enseignants en invoquant la double approche ergonomique et
didactique de leurs pratiques (Robert & Rogalski, 2002, 2005). Pour I’étude de cette
activité, la théorie met l'accent sur la tache et ’activité, ainsi que sur la situation et le

sujet. Observons plus en détail ces dernieres notions.

TAache et activité

La distinction entre la notion de tache et celle d’activité permet d’entreprendre
des analyses d'un point de vue épistémologique et cognitif. La tache se rapporte a
I'objet et elle est définie comme le « but qu’il s’agit d’atteindre sous certains
conditions »* (Leplat, 1997). L’activité, quant a elle, se rapporte plutét au sujet et se
définit comme « ce que développe un sujet lors de la réalisation de la tache » (Rogalski,
2003, p.349). Ainsi, lactivité considere, par-dela les actes extériorisés d'un sujet, les
inférences, les hypotheses, les décisions, la fagon de gérer le temps, et/ou les
interactions qu'il peut y avoir avec un autre sujet.

En ce qui concerne la tache, nous pouvons distinguer celle qui est prescrite et
celle qui est effectivement développée. La premiere concerne le prescripteur de la tache

avec certaines attentes prédéfinies ; tandis que la deuxieme concerne le réalisateur qui

3 Dans la TA, on peut identifier quatre générations : la premiere est I'introduction par Vygotsky
de la notion d’activité avec des outils, suivie de la deuxiéme génération avec une poursuite de ces travaux
par Leontyev (Leontyev, 1978), puis de la troisieme génération ou l'activité peut étre congue comme des
systemes de travaux (Engestrom, 1987) ou concentrée sur le sujet et sa conscience (Holzkamp, 1993) ;
enfin la quatrieme génération qui étudie 1'activité d’un point de vue historico-culturel en incluant les

émotions et I’éthique (Roth & Lee, 2007 ; Roth, 2020a) .

31 Nous pouvons parler de sous-tAches et donc aussi des sous-buts d’activités liées a ses taches.
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doit aussi redéfinir la tache qu’on lui a prescrite. Ici, il peut y avoir un décalage entre
la tache prescrite et la tache effective. En ce qui concerne le réalisateur, cela peut étre
di au « manque de mobile pour s’engager dans l’action attendue, ou parce qu’il n’a
pas les compétences nécessaires pour les réaliser, ou parce qu’il s’en est construit une
représentation inappropriée » (Rogalski, 2008, p. 26). L’activité développée sera

finalement déterminée (entre autres) par cette tache effective.

Situation et Sujet

La TADM s’intéresse a un sujet individualisé qui a des intentions et des
compétences. Ces compétences vont servir d’appui pour produire des actions qui, elles-
mémes, peuvent permettre d’arriver a des buts. La situation est normée par la tache
et le contexte dans lesquels elle se réalise. La situation® et le sujet vont jouer le role
de codétermination de l'activité, qui produit alors des résultats et des effets, a travers
une double régulation : un processus dynamique de l'activité se met en place (Figure
1). Cela va dans le sens de la problématique des apprentissages et du développement
de I’éleve du point de vue de Vygotsky et Piaget (Rogalski, 2008).

Modifient
v )
SITUATION RESULTATS
Tache et contexte sur l'objet

N L
Couplage qui ( - ) A
détermine |:> ACTIV[T E |:> Produit

SUJET EFFETS
acteur sur le sujet
o A
: "
Transforment

Figure 1 : Diagramme de la double régulation de I'activité (Leplat, 1997).

Le diagramme de la Figure 1 montre la codétermination de I’activité en fonction
de la situation et du sujet. En effet, ces derniers vont avoir une incidence directe sur

lactivité. De méme, les résultats modifient la situation autant que les effets

# Cette situation est différente a celle définie dans la Théorie de Situations Didactiques (TSD).
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transforment le sujet conduisant ainsi a la production d'une nouvelle activité. Cette
codétermination a aussi une dimension productive qui s’oriente vers ’objet de la tache
(les résultats sur 'objet modifient la situation) et une dimension constructive orientée
vers le sujet et le développement de connaissances en lien avec la conceptualisation (les
effets sur le sujet transforment le sujet agissant) (Vandebrouck, 2018). Si, cette
régulation peut étre observée localement a court terme, elle 1’est plus globalement sur
le long terme. Par ailleurs, la double régulation de l'activité est aussi en lien avec les

théories constructivistes de Piaget et Vygotsky.

Approches complémentaires de Piaget et Vygotsky

La théorie Piagétienne considere 1’épistémologie des objets mathématiques d'un
point de vue individuel du sujet alors que la théorie de Vygotsky prend aussi en compte
les médiations de 'enseignant, ce qui permet des analyses de I'activité au-dela du sujet
individuel (Rogalski, 2013). En effet, Vergnaud (1990), dans sa théorie des champs
conceptuels, inclut les analyses épistémologiques de la théorie de Piaget sur le
développement. La conceptualisation de Vergnaud constitue une des bases de la
définition d’apprentissage de la TADM. Par ailleurs, Vygotsky met I'accent sur la
médiation dans la zone proximale de développement®® (ZPD) de l'étudiant pour
I'apprentissage. En prenant en compte la ZPD, la TADM distingue les médiations
procédurales et constructives. Les médiations procédurales sont orientées vers la
résolution de la tache (I'objet de la tache), alors que les médiations constructives sont
orientées vers le sujet. Cela est aussi en relation avec la double régulation de 'activité
de la Figure 1 (Vandebrouck, 2018).

La TADM s’appuie également sur trois niveaux de l'activité introduits a 1'origine
par Leontyev (1978) : activité associée a un motif (ce qui permet au sujet de s’impliquer
dans laction), actions associées a des buts (qui permettent ’accomplissement de
lactivité), et opérations associées a des conditions (moyens par lesquels I'action est
réalisée) (Rogalski, 2015). C’est-a~dire que cette activité mathématique se développe a
travers les actions et les opérations, voire les non-actions. En fait, les actions peuvent
étre externes (orales, écrites ou réalisées) ou internes (hypothéses, décisions) et en

partie, transformées en opérations, raison pour laquelle ces niveaux peuvent étre relatifs

% Roth (2020b), en citant Vygostky, décrit la ZPD comme : "la distance entre le niveau de
développement réel tel que déterminé par la résolution indépendante de problémes et le niveau de
développement potentiel tel que déterminé par la résolution de problémes sous la direction d'un adulte
ou en collaboration avec des pairs plus capables' (Vygotsky 1978, p. 86).
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(Vandebrouck, 2018). En ce qui concerne les opérations, Galperine (1966) définit trois
fonctions : 1'orientation, l'exécution et le controle. Ainsi, lorsque les éleves sont
confrontés a une tache mathématique, les activités mathématiques englobent ces trois
fonctions qui seraient nécessaires a toute action. Enfin, toute activité mathématique se
déroule dans une situation spécifique comme en classe, a la maison ou lors d'une session

pratique. Nous integrerons ces aspects lors des analyses de cette activité.

3.1.1 L’étude de l’activité mathématique : outils théoriques

Dans la TADM, on introduit le terme générique d'activités mathématiques pour
faire référence a 1'activité des éleves sur une tache mathématique spécifique dans un

contexte donné.

De ce fait, l'activité mathématique dépend de la complexité de la tache, des
caractéristiques du contexte et des médiations qui peuvent exister. Pour étudier
Iactivité, il est nécessaire de faire une analyse préalable de la tache en lien avec
Iactivité que 1’éleve peut développer. Ensuite, on peut analyser ce que l'éleve a
véritablement produit. Ces analyses amenent a prendre en compte les connaissances a

mettre en place, leur fonctionnement et leur adaptation.

a) Adaptations et niveaux de mise en fonctionnement de

connaissances

Tout d’abord, il est essentiel d’identifier les connaissances mathématiques a
utiliser pour une tdche donnée (les représentations d'un concept, les théoremes, les
définitions, les méthodes, les formules, les types de preuves, etc.). Dans certains types
de taches, des adaptations de connaissances peuvent étre un prérequis pour pouvoir les
résoudre. Robert (2008, p.50), définit sept types d’adaptation de connaissances (voir
aussi Horoks & Robert, 2007) :

- Al : Reconnaissance des modalités d’application des connaissances

(notions, théoréemes, méthodes, formules).
- A2 : Introduction d’intermédiaires : notations, points, expressions...

- A3 : Mélanges de plusieurs cadres ou notions, mises en relation ou
interprétation, changements de points de vue: comme par exemple
utiliser du calcul algébrique pour obtenir un résultat dans le cadre de la
géométrie. Les énoncés qui jouent sur les cadres graphique/fonction

contiennent automatiquement cette adaptation.
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- A4 : Introduction d’étapes par rapport aux calculs ou raisonnements : Les

étapes peuvent étre classiques (comme 1’étude des fonctions) ou a imaginer.
- A5 : Utilisation des questions précédentes dans un probléeme.

- A6 : Existence de choix, qui peuvent étre forcés (quand il y a qu'un seul

choix), ou non forcés (quand il y a plusieurs choix).

- A7 : Manque des connaissances nouvelles.

Les connaissances (et leurs adaptations) a mettre en fonctionnement peuvent
nous permettre d’établir des niveaux de mises en fonctionnement de ces connaissances.
Ces derniers répondent a une certaine organisation. Robert (1998, p.165-167) distingue

ainsi trois niveaux :

Niveau technique : il s’agit de mises en fonctionnement indiquées. Ce niveau
induit une application immédiate de définitions, théoremes, formules, etc. Ici, il
n’existe ni étapes a suivre, ni choix a faire, ni adaptation requise (méme pas de
reconnaissance).

Niveau mobilisable : il s’agit ici aussi des mises en fonctionnement indiquées
mais celles-ci nécessitent des adaptations. Ce qui est en jeu est explicite. Dans ce
niveau, on peut avoir plus d’un choix a faire. Il peut y avoir un début de

juztaposition de savoirs dans un domaine donné, voire d’organisation.

Niveau disponible : il s’agit de mises en fonctionnement de connaissances
nécessaires mais elles ne sont pas données dans I’énoncé. Ce niveau est lié a des
reconnaissances, mobilisables sans indication, donc soumises a une forte
familiarité avec la connaissance. L’éleve peut arriver a tirer des bilans, montrer
des exemples, des contre-exemples, effectuer un ou plusieurs changements de

cadre, etc.

Le dernier niveau se construit avec l'aide des deux niveaux précédents. Raison
pour laquelle il ne faudrait négliger aucun de ces trois niveaux dans I’enseignement des

mathématiques.

b) Les Taches simples et complexes

Les taches sont analysées en référence aux connaissances disponibles par celui qui
apprend, au contexte, aux médiations et aux ressources. Pour la tache, on utilise la
catégorisation de Robert (1998). Nous distinguons donc entre taches simples ou isolées
et taches complexes. Les premieres sont celles qui ne nécessitent pas d’adaptation de

connaissances tandis que les secondes sont celles qui en nécessitent plusieurs,
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I'utilisation variée de TICE ou encore une diversité des méthodes éventuellement a
choisir (Robert & Vandebrouck, 2014, p. 2). Les taches complexes stimulent
I'apprentissage des mathématiques car les éleves sont en mesure d’accéder plus
facilement et plus souplement aux connaissances en question sous réserve, toutefois, de
leur mise en ceuvre en classe. Ces taches complexes vont mettre en jeux des sous-
activités de reconnaissance (voir section suivante), liées aux outils et notions
mathématiques a mettre en fonctionnement (adaptations Al et A6) ; et/ou
d’organisation du raisonnement (A4 et A5) ; et/ou des sous-activités de traitement
(A2 et A3).

c) Sous-activités mathématiques des éléves

La théorie fait la différence entre activités mathématiques et sous-activités
mathématiques (Robert, 2008). Les premieres font référence aux différents segments de
Iactivité liés a une tache mathématique précise tandis que les sous-activités
mathématiques font référence a 'activité mathématique d’un sujet en termes de mises
en fonctionnement de connaissances spécifiques et sont catégorisées en sous activités
mathématiques de reconnaissance, d’organisation et de traitement (ces sous-activités
sont des composants cruciaux de l'activité mathématique). Elle sont décrites par
Vandebrouck & Robert (2017, pp. 342-343) comme suivent :

Sous-activités de Reconnaissance qui se produisent principalement lorsque
les taches sont de niveau disponible : les éléves doivent reconnaitre les
connaissances mathématiques qui peuvent étre utilisées pour résoudre les taches
qui leur sont confiées. Toutefois, il peut également étre demandé aux éleves de
reconnaitre des modalités d'application ou d'adaptation de ces connaissances.
L'éleve peut également reconnaitre que plusieurs étapes de son raisonnement
peuvent étre reliées a d'autres étapes. Cette sous-activité concerne principalement
les adaptations de connaissance Al et A6 (de reconnaissance et d’existence des

choix respectivement).

Sous-activités d’organisation ou les éleves identifient les étapes logiques et
temporelles de leur raisonnement mathématique, par exemple si certaines étapes
sont nécessaires ou si certains intermédiaires doivent étre introduits (faire des
choix de méthodes, avec des étapes éventuelles et leur ordre, les reprises de
questions précédentes, les interprétations). Les sous-activités d’organisation font
référence aux adaptations de connaissances A4 (introduction d’étapes) et A5

(utilisation de questions antérieures) notamment.
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Sous-activités de Traitement qui font référence a des constructions de figure,
des calculs a effectuer, du travail sur les formules, simple remplacement des
données par leurs valeurs ou transformations, équivalences, implications, mais
aussi de lintroduction d’intermédiaires, notations ou expressions, des
changements de registres ou de points de vue (imposés ou choisis) et des mélanges
de cadres éventuels (imposés ou choisis). Cette sous-activité concerne les
adaptations de connaissances A2 (introduction d’intermédiaires) et A3 (mélanges

de cadre ou de notions, mises en relation, etc.).

Ces trois sous-activités devraient étre complétée par des activités transversales

de formulation et de rédaction.

Les travaux de Robert et Vandebrouck (2014, 2017a, 2017b), rendent compte de
résultats sur les sous-activités définies précédemment, importants a noter ici. Lorsque
I'on caractérise des taches complexes a partir de sous-activités mathématiques, on
observe dans les analyses a priori, que ces taches peuvent activer et imbriquer plusieurs
de ces sous-activités (et par conséquent les adaptations de connaissances impliquées).
En effet, dans le cas d'une tache complexe avec I'utilisation d’un logiciel de géométrie
dynamique, les auteurs observent que différents types de connaissances se mettent en
place, imbriquant des connaissances mathématiques, d'une part, et des connaissances
instrumentales liées au logiciel, d’autre part. Plus précisément, ils signalent :

« Ces connaissances instrumentales peuvent étre manipulatoires, voire tres
spécifiques du logiciel, ou bien instrumentales mathématiques, c’est-a-dire
aller au-dela des fonctionnalités du logiciel et imbriquer des
mathématiques. Les traitements sont donc complexifiés car il y a des
adaptations nouvelles, instrumentales, sans équivalent en environnement
papier-crayon ou elles n’existent pas. Associées a ces nouvelles adaptations
vont s’associer des « reconnaissances instrumentales » et des « sous-activités
d’organisation instrumentales » nouvelles. » (Vandebrouck & Robert, 2017,
p. 353).

Ainsi, ils constatent que les sous-activités de reconnaissances, d’organisation et
de traitement supposent aussi des connaissances instrumentales. En outre, ils
soutiennent que ces connaissances instrumentales et instrumentales mathématiques ne
sont pas toujours travaillées ni institutionnalisées, ce qui provoque, par la suite, une
non disponibilités chez les éleves (Ibid., p. 372). En conséquence, dans cet
environnement de TICE, le travail des éleves se voit bloqué par un manque de sous-

activité de reconnaissance (qui est donc entremélé avec la sous-activité de traitement).
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En ce qui concerne le controle, Rogalski (2015, p. 66) définit les opérations de
controle (au sens de Galperine, 1966) comme celles qui assurent que le déroulement de
l’action est conforme a ce qui est souhaité et que le produit obtenu correspond au but
visé. Néanmoins, dans le but de caractériser le controle dans la TADM et de le rendre
théoriquement opérationnel dans le cadre de ce travail de theése®, nous considérons les
sous-activités qui sont développées lors de la réalisation de taches complexes, lorsque
les éléves sont capables de reconnaitre que leur raisonnement est cohérent avec
plusieurs points de contréole, comme des sous-activités de contrdle. Cette derniere
définition ne comporte pas de contradiction par rapport a la formulation précédente.
Cependant, en vue de mettre en avant le contréle en tant que sous-activité
mathématique, nous faisons la différence entre un contréle directement lié au but de
lactivité (non mathématique) et la sous-activité de controle mathématique qui est

rattachée aux connaissances mathématiques sous-jacentes.

d) Le contexte et les médiations

Les analyses des taches et des activités fondées sur la Théorie de 1'Activité sont
étroitement liées au contexte situationnel des éleves et des classes. En conséquence, les
activités ne sont pas seulement caractérisées par la complexité des taches mais aussi
par les caractéristiques du contexte et de toutes les médiations qui se produisent lors
de l'exécution des taches. Le contexte de la tache répond aux caractéristiques de la
situation®: niveau scolaire, programme en vigueur, environnement (numérique, papier
crayon, ..) ce que les éleves ont déja fait. Ainsi les analyses a priori dépendent du

contexte et sont transférables partiellement (Vandebrouck & Robert, 2017).

Nous considérons la proximité de la tache a laquelle les éleves sont confrontés
avec toute sorte de tache habituelle dans le contexte de la classe. Certaines taches
complexes peuvent avoir été établies comme routines en tant qu'opérations dans le
contexte de la pratique en classe et se rapportent donc principalement au niveau
technique. De méme, la caractéristique de 1'énoncé ou le discours de l'enseignant
peuvent interagir et les éleves peuvent bénéficier de médiations qui les aident a

reconnaitre le type de tache et la technique associée. Dans certains cas, des activités

3 La définition théorique que nous considérons du contréle dans ce travail est cruciale puisque
les contrdles comportent un des enjeux a la transition L-U dans le domaine de I'analyse (voir chapitre
2 et chapitre 4).

% La situation se référe spécifiquement aux conditions, par exemple, la résolution de la tache se
fait & la maison, dans une séance de classe habituelle ou en classe de travaux pratiques.
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mathématiques, telles que la reconnaissance, ne peuvent jamais avoir lieu a cause des

médiations contextuelles de 1'enseignant ou a cause des formes routinieres des énoncés.

Ici, la théorie aborde également l'analyse du discours de 1’enseignant en
considérant les types de médiations qu’il a entrepris pendant ’exécution de la tache.
Ainsi, en se basant sur la double régulation de 'activité et les médiations, Robert &
Vandebrouck (2014) développent les médiations procédurales directes et indirectes (qui
comportent des apports qui modifient la tache ou la situation en jeu) et, orientées vers
I'éleve dans un but d’apprentissage, les médiations a wvisées constructives qui
constituent un apport entre lactivité et la construction des connaissances.
L’identification de ces médiations peut amener a observer la mesure dans laquelle ces
interventions et actions sont dans la zone prozimale de développement (ZPD) de ’éleve
et, cela en identifiant des proximités discursives : des prozximités horizontales (travail
local sur une formule ou travail plus global sur le sens d'un théoréeme, sans changement
de généralité) ; des proximités descendantes (des démonstrations générales pour
lesquelles les éleves ont déja développé une activité) ; et des proximités ascendantes
(des généralisations a partir d’activités possibles, qui aboutissent a l’expression,
définition, ou démonstration d’une propriété mathématique générale) (Vandebrouck et
Robert, 2017, p. 11-12).

Enfin, les activités des éleves peuvent étre reconstituées a partir des activités
possibles (celles qui sont attendues dans l’analyse a priori). Dans le contexte d'une
classe, on peut distinguer des activités a maxima (qui ne nécessitent pas d’intervention
de l'enseignant), des activités a minima (quand 1’éleve attend les aides de I’enseignant,
son investissement dans l'activité est donc minimal). Les activités qui sont faites par

tous les éleves regoivent le nom d’activités pour tous (Ibid.).

e) Le relief sur les notions

Bien entendu, les taches mathématiques a analyser en TADM ont des contenus
mathématiques précis. Elles sont étudiées en référence a une analyse épistémologique,
curriculaire et cognitive ce qui comporte le relief de la notion (Abboud et al., 2017).
Ce relief aide a situer la notion traitée dans l'apprentissage des éleves (savoir si cela
correspond & une notion ancienne ou nouvelle par exemple), a considérer un contexte
adapté pour une éventuelle élaboration de tache, a connaitre le type de notion en jeu
(caractéristiques épistémologiques et cognitives, ou encore des notions qui ont un
formalisme précis par exemple). L’ensemble de ces éléments permet d’envisager le

scénario. Scénario qui répond a un éventail de cours ordonnés, d’exercices,
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d’évaluations (entre autres), et qu’il est préférable d’observer en tant qu’itinéraire
cognitif (suite d’activités attendues) (Vandebrouck & Robert, 2017).

3.2 La Théorie des Espaces de Travail Mathématique

La Théorie des Espaces de Travail Mathématiques (ETM) a été développée au
sein de la communauté de didactique des mathématiques (Kuzniak, 2011 ; Kuzniak et
al., 2016 ; Kuzniak & Richard, 2014) comme modeéle pour saisir de maniére cohérente
les perspectives cognitives et épistémologiques de 1'apprentissage. Elle s’intéresse aux
aspects épistémologiques de l'objet mathématique en question en regardant le
référentiel théorique, les artefacts mis a disposition et les signes qui interviennent dans
le travail de résolution de la tache. Son but est aussi de comprendre comment ces
composantes épistémologiques se mettent en place lorsqu’un sujet les utilise, a travers
I’étude de la preuve et le discours mathématique du sujet, les constructions
mathématiques qu’il réalise pour s’en servir et la visualisation de signes qu’il interprete
comme des objets mathématiques. Ces éléments sont établis dans un modele d’espace
de travail a travers la création des deux plans : le cognitif et I’épistémologique (voir

Figure 2).
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Figure 2 : Diagramme représentatif des Espaces de Travail Mathématique

Ainsi, les relations entre ces deux plans et ses composantes vont étre prises en

compte a travers trois dimensions (appelés aussi geneses) considérées d'une importance
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cruciale pour le travail mathématique : la dimension sémiotique, la dimension
instrumentale et la dimension discursive ; ainsi que les plans verticaux générés a partir

d’un travail mathématique activant deux dimensions différentes a la fois.

a) Les dimensions®® et les plans verticaux dans les ETM

La Dimension Sémiotique associe les signes et le representamen (ou
signifiants). Ces signes sont présentés et organisés par des systémes de représentations
sémiotiques Duval (1995). Kuzniak et al. (2016, p. 726) signalent deux processus liés a
la genese sémiotique : interprétation et codage de signes. Soit on commence par une
représentation de l'objet vers la « conscience cognitive », ce qui ameénerait a une
perception visuelle de 1'objet (visualisation — processus d’interprétation), soit on se
place sur le « sujet conscient » et les visualisations qu’il posséde comme acquises pour
aller vers le representamen. Ici, le sujet produira des signes qui vont représenter 1’objet
(processus de codification) (Ibid.). Dans la dimension sémiotique, on peut aussi
considérer le concept de signes, de symboles et d’icones au sens de Peirce (1931). En
conséquence, ces derniers peuvent étre analysés dans la connexion entre les deux plans.
D’une part, le representamen (plan épistémologique) peut avoir une approche quelque
peu abstraite en faisant référence aux icones (qui présentent une ressemblance a
'objet), aux indices (ayant un rapport physique par rapport a 1’'objet), et aux symboles
(contenant les regles qui nous font accéder a l'objet) (Kuzniak, 2011, p. 19). D’autre
part, le processus de Visualisation (plan cognitif) peut étre envisagé comme une
démarche visant a structurer I'information donnée par les signes. Elle « (...) doit étre
associée a des schémes et des opérations d’usage des signes dont rien ne prouve ad
priori qu’ils relevent tous de la wvisualisation en tant que telle, méme dans une
conception étendue de celle-ci. » (Kuzniak & Richard, 2014).

La Dimension Instrumentale « permet de rendre opérationnels les artefacts
dans les processus de construction en contribuant a la réalisation du travail
mathématique » [notre traduction] (Kuzniak et al., 2016, p. 726). Cette dimension est
fondée sur les idées de Rabardel (1995), qui introduit la notion d’artefact comme un
élément transformé pour 1’étre humain et pouvant étre utilisé pour lui-méme (il peut
venir du monde physique — matériel - ou du monde symbolique). Par ailleurs, I'artefact

devient un instrument lorsqu’il est utilisé par le sujet, ce qui lui attribue une valeur

% La théorie fait la différence entre genése et dimension. La dimension se réfere A la relation entre
composants de 'ETM de maniere fixe, alors que la genese répond plus au processus qui fait relier les
composantes. Bien que I'analyse du travail en termes de genese soit intéressante, nous ferons référence
aux dimensions tout au long de notre travail.
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cognitive grace aux schemes d’utilisation qui doivent étre mises en place. Deux
processus sont différenciés en ce qui concerne linstrument : le processus
d’instrumentation et celui d’instrumentalisation. L’instrumentalisation correspond a ce
que fait le sujet avec les artefacts qui « prolongent les créations et réalisations
d’artefacts dont les limites sont de ce fait difficiles a déterminer » (Rabardel 1995,
p.111). Dans l'instrumentation, 'artefact conditionne d’une certaine fagon le sujet car
c’est un processus qui concerne des évolutions de schémes d’utilisation et d’actions
instrumentées (Rabardel 1995 p.111). Enfin, pour Rabardel, I'activité dans le processus
d’instrumentation est orientée vers le sujet, alors que l'activité dans le processus

d’instrumentalisation est dirigée vers 1’élément artefact (de 'instrument).

La Dimension Discursive, relie les propriétés et les résultats organisés dans le
référentiel théorique. Dans la genese discursive « les systémes de référence sont
actionnés afin d'étre disponibles pour le raisonnement mathématique et les validations
discursives » [notre traduction] (Kuzniak et al., 2016, p. 727). Ici, les validations
peuvent étre déclenchées par des vérifications graphiques, empiriques ou
instrumentales. Dans cette dimension, on peut analyser un processus ascendant,
partant du référentiel théorique vers la preuve, ce qui produit un discours de preuve
déductive ; ou un processus descendant, qui permet l'identification des propriétés,
définitions, théorémes .. de la part du sujet, et leur incorporation dans le référentiel
(Ibid.). Néanmoins, des discours mathématiques ne constitueraient pas un
raisonnement déductif (comme une construction d’une définition, une discussion sur
une procédure mathématique, une propriété conjecturée). En conséquence, des analyses

fines de I'activité mathématique effectivement produite par un sujet sont nécessaires.

Les analyses de ces trois dimensions dans l'’étude du travail mathématique
conduisent a considérer plusieurs dimensions activées en méme temps. En effet, il est
difficile d’appréhender les dimensions de fagon isolée (méme si parfois on met en avant
la plus importante selon le travail mathématique). En effet, la plupart du temps les
dimensions sont entrelacées et activées concomitamment, ce qui amene a introduire les
plans verticaux de 'ETM (Kuzniak & Richard, 2014) : plan sémiotico-discursif [Sem-
Dis], plan instrumental-discursif [Ins-Dis| et plan sémiotico-instrumental [Sem-Ins]
(voir Figure 3). Ces plans verticaux permettent de décrire les interactions entre les
dimensions (ou geneses) en lien avec les plans cognitif et épistémologique de fagon

cohérente, de telle sorte de pouvoir mieux comprendre I’évolution d’un certain ETM.
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Figure 3 : Diagramme des ETM mettant ’accent sur les trois plans verticaux

Un travail mathématique complet peut étre identifié chez le sujet qui réalise le
travail. Pour cela, deux conditions sont nécessaires : d'une part, il faut que les deux
plans horizontaux (cognitif et épistémologique) soient bien en relation ; et d’autre part,
que les circulations entre plans verticaux (transition d’un plan vers un autre) soient
mises en place par l'activation des différentes composantes de 'ETM (Kuzniak et al.,
2016).

b) Les différents niveaux des ETM

Trois niveaux des ETM peuvent étre analysés : de référence, idoine et personnel
(Kuzniak, 2011). Ceux-ci répondent a des travaux développés dans différentes

situations ou contextes.

L’ETM de référence nous permet de regarder une institution donnée en tant que
telle via ses documents officiels (les programmes d’étude, les documents des ressources
d’accompagnement, voire certains manuels s’ils sont proposés par les gouvernements).
Ici, nous pouvons analyser les taches qui sont proposées par l'institution (exercices du

cours, exercices d’entrainement, examens, etc.).

L’ETM idoine constitue une adaptation de ’'ETM de référence, auquel nous avons
acces par le biais de I'action du professeur (avant la classe ou en classe). Nous pouvons
ici distinguer I'ETM idoine potentiel (préparé par 'enseignant ou professeur) et 'ETM
idoine effectif (celui qui s’est réellement accompli).

L’ETM personnel sera celui développé par le sujet qui réalise le travail
mathématique (avec le scénario proposé par ’enseignant ou un probléme précis). Nous

pourrons ainsi trouver des ETM personnels de I'éleve, mais aussi de ’enseignant.
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3.2.1 L’étude du travail mathématique en analyse

Pour bien caractériser et étudier 'ETM, il est important de différencier le
domaine mathématique que 1’on veut analyser. Ainsi, nous pouvons trouver des ETM
de la géométrie, des probabilités, de l'analyse, etc. Comme notre travail releve du
domaine de l'analyse, nous présentons l'outil principal pour caractériser le travail

mathématique dans ce domaine.

Paradigmes de ’analyse

Dans le cadre des ETM, un paradigme® est un assemblage entre croyances
scientifiques, des techniques, des méthodes et des valeurs partagées dans un groupe
scientifique du méme domaine. L’idée des paradigmes a été utilisée des les
commencements de la théorie, dans le domaine de la géométrie (Houdement &
Kuzniak, 1999). Un paradigme peut guider le travail mathématique et fixer aussi le
travail attendu par une institution, ce qui implique des significations des objets avec

lesquels un sujet travaillera.

Si lidée est d’établir des paradigmes dans le domaine de l'analyse, il parait
nécessaire de déterminer des différences entre I'analysis réelle et le calculus pour bien
les identifier au sein des paradigmes. Montoya Delgadillo & Vivier (2016) signalent les
travaux de Bergé (2008) pour illustrer la différence entre calculus et analysis®. Ici les
auteurs font référence au TVI (théoreme de valeurs intermédiaires) qui peut étre utilisé
dans le cas de ’enseignement secondaire, sans faire allusion a une preuve venant de

analyse (comme celle de la complétude de R). A cet effet, leurs auteurs signalent :

En analyse, on définit des regles de calcul conduisant a un travail
algorithmique. L'accent est mis sur les aspects procéduraux, mais aucune
réflexion sur ces procédures n'est menée. Il a été observé que la plupart des
étudiants préferent utiliser les regles de dérivation pour vérifier si une
fonction est croissante, méme s'il existe un moyen plus simple [Notre
traduction]. (Montoya Delgadillo & Vivier, 2016 , p. 742).

Dans le développement historique de la construction de l'analyse, 'intuition
géométrique prend son role dans les ceuvres de mathématiciens. Tel est le cas de la

construction des nombres réels par Dedekind par exemple.

37 Cette idée se fonde sur les travaux de (Kuhn, 1966) qui se base sur la structure des révolutions
scientifiques.

% Voir aussi section 2.1.1 La transition L-U en analyse, page 22.
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Pour définir les paradigmes de I’analyse, Montoya Delgadillo & Vivier (2016, pp.
742-743) se positionnent dans le paradigme global de I’analyse standard. Ils s’appuient
sur des aspects historiques, mathématiques ainsi que sur le curriculum et proposent la

définition des trois paradigmes® suivants :

L'Analyse arithmético-géométrique [A1] : elle permet des interprétations
avec des hypotheses implicites basées sur la géométrie, les calculs arithmétiques ou le
monde réel. La nature des liens entre signes et objets est secondaire, voire sans
distinction. Bien que l'argumentation joue un réle dans ce paradigme, le travail est
basé sur la visualisation des signes. Cette derniere est éventuellement produite par un
logiciel ou une calculatrice. La visualisation de la courbe d'une fonction ou d'un tableau

de valeurs est admissible comme preuve en [Al].

L’Analyse calculatoire [A2]: Ici, les régles de calcul sont définies plus ou
moins explicitement et sont appliquées sans réfléchir nécessairement a 'existence et la
nature des objets introduits. Les calculs sont souvent effectués selon une démarche
algébrique efficace pour les expressions formelles qui ont une forme représentative. Ces
calculs sont effectués sans aucune conscience de la nature de 1'objet mathématique. Le
travail est orienté vers la production de preuves et de démonstrations en utilisant les
propriétés de l'objet et les théoremes de la tradition mathématique. La visualisation
de la courbe d'une fonction ou d'un tableau de valeurs n'est pas admissible en [A2].
Toutefois, des outils, tels que des logiciels de systemes d'algebre informatique, peuvent

étre utilisés (pour calculer une dérivée, par exemple).

L'Analyse réelle [A3] : elle se caractérise par un travail d'approximation et de
voisinage (éventuellement topologique). La définition et les propriétés sont fixées de
facon théorique. Cela permet un « travail des € » spécifique a ce paradigme : limites,
inégalité, « le négligeable ». La nature des objets est explicite (ce qui permet de

controler le travail sans avoir besoin d’approche algorithmique (Ibid.))

A Vinstar des paradigmes de la géométrie, les paradigmes de I’analyse ne sont
pas isolés. Ainsi, des paradigmes différents peuvent coexister de facon plus au moins
explicite. L’idée est de pouvoir travailler ou de créer des situations pour qu’une
dialectique entre eux puisse se mettre en place (comme c’est le cas en géométrie, o
souvent on utilise des figures pour soutenir des démonstrations). En effet :

L'intuition graphique, utilisée dans le paradigme de 1'[A1], est une source de
questions ou de conjectures qui peuvent étre justifiées dans un autre

paradigme ([A2] ou [A3]). Mais elle permet également de controler les calculs
effectués dans le cadre du [A3] ou de [A2]. En effet, le fait de travailler dans

% Tci nous les désignons par Al, A2, A3, au lieu de AG, AC et AR.
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plus d'un paradigme permet d'éviter les erreurs. Une erreur de différenciation
peut étre détectée en tracant la courbe et en visualisant sa variation [Notre
traduction] (Montoya Delgadillo & Vivier, 2016, p. 743).

Toutefois, ces paradigmes ne sauraient catégoriser les étudiants (I’enseignant ou
certaines institutions), mais plutét a comprendre le travail mathématique qu’ils
effectuent. En effet, il est parfois difficile de juger le travail d'un étudiant en fonction
d'un seul paradigme. En conséquence, ces paradigmes servent a constater les différents
types de travaux mathématiques (ici dans le domaine de 1’analyse) qui peuvent étre

effectués au sein d’une institution.
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3.3 Premieres spécificités de suites u,.; = f(u,) a la

transition L-U selon les deux cadres théoriques*

3.3.1 Les suites u,,1 = f(u,) selon la TADM

Lorsque les taches et les activités mathématiques se rapportent a 1'enseignement
et a l'apprentissage de suites récurrentes u,,; = f(u,), les taches peuvent étre
analysées comme des taches complexes car les concepts relatifs aux fonctions et les
concepts relatifs aux suites sont mélangés. Méme si les connaissances mathématiques
a utiliser existent déja chez les éleves (la plupart des concepts ne seraient pas nouveaux
lorsque les éleves sont confrontés a des taches sur des suites récurrentes), plusieurs
théoremes ou méthodes doivent étre disponibles ou adaptés par les éleves. Par exemple,
sans aucune médiation, les éleves doivent reconnaitre un théoreme spécifique comme
outil pour étudier la suite. Au lycée, le seul théoreme disponible est que "toute suite
croissante et majorée est convergente'. Par conséquent, la méthode globale pour étudier
les suites récurrentes peut avoir été routinisée ; il resterait aux étudiants a adapter la
méthode globale de telle sorte que la tache se rapporte principalement au niveau
d'adaptation sans aucune médiation. A 1'université, plusieurs autres types de suites
sont étudiés et plusieurs autres théoremes peuvent étre utilisés, de ce fait, le niveau de
la tache est souvent disponible. Cependant, dans les deux institutions, les étudiants
doivent développer des activités d'organisation pour planifier le raisonnement : d'abord
trouver la variation de la suite, puis trouver si la suite est majorée ou minorée selon le
résultat de la premiere phase. Selon le contexte, les étudiants peuvent calculer
Upye1 — Up OU Upyq1/Uy et ils doivent interpréter le contexte pour reconnaitre la
meilleure méthode. Lorsqu'ils calculent u,,; —u,, les éleves peuvent faire face a
d'autres activités de reconnaissance pour déterminer le signe de l'expression. Une
preuve avec la méthode de démonstration par récurrence peut également étre
appropriée et les étudiants doivent reconnaitre la méthode a appliquer si une médiation
est apportée par le contexte (dans 1’énoncé ou comme médiation de la part de
'enseignant). Enfin, des activités de controle peuvent avoir lieu si les éleves essaient
d'établir des relations entre les éléments contextuels et leurs résultats : par exemple,
une suite croissante de valeurs positives ne peut pas converger vers 0, dans ce cas les
éleves peuvent développer des activités de controle pour identifier 1'erreur. Celles-ci

peuvent également concerner la comparaison entre les résultats que les éleves ont

10 Cette partie appartient au cahier Flores Gonzalez et al. (2020), fruit de ce travail de these.



73

trouvés et les différentes représentations de la suite, ce qui peut étre fait par un

graphique, un tableau de valeurs, etc.

3.3.2 Les suites u,,1 = f(u,) selon la théorie des ETM

Selon 1'exemple précédent, la dimension discursive est clairement présente lorsque
I'on cherche a prouver des résultats ; néanmoins, il y a aussi la dimension sémiotique
qui, selon la situation, guidera le choix du calcul de u,;; —u, ou de u,,1/u,, ainsi
que le choix d'une preuve par récurrence ou non. Par exemple, si l'on trouve
Upy1 — Uy, = P(u,) une visualisation du polynéme (dimension sémiotique) peut
permettre de prouver qu'il a un signe constant (dimension discursive). Cependant, si
'on visualise que u,,+; — u, a un signe identique a u,, — u,_4, cela peut conduire plutot
a une preuve par récurrence. La dimension instrumentale est également importante car
elle peut guider le travail. Par exemple, le calcul sur tableur des premiers termes de la
suite peut amener a penser que la suite est croissante et bornée entre 0 et 1, ce qui
permet d’établir quelques conjectures. Il est assez courant pour les lycéens de travailler
avec des outils (la calculatrice notamment) alors que cela est souvent interdit ou mis
a l’écart a l'université. Cela fait que le travail mathématique a la transition lycée-

université change beaucoup.

Nous pouvons en effet reconnaitre différents types de travail, chacun ayant des
caractéristiques, des exigences et des attentes différentes. Ce n'est pas le méme travail
de visualiser sur un tableur qu'une suite croit que de justifier algébriquement que

Up41 — U, a un signe constant.

Concernant la notion de paradigme dans 1'étude des suites récurrentes
Uns1 = f(uy), le travail dans le paradigme [A1] consiste a représenter les premiers
termes de la suite dans un tableau de valeurs ou graphiquement, par exemple, et a
visualiser ses propriétés comme la monotonie ou la convergence de la suite. Le travail
peut également étre contrdolé, par exemple, en calculant plus de termes ou en zoomant
sur un graphique. Cela peut étre lié¢ au travail du mathématicien lorsqu'il étudie un
nouvel objet et méme une nouvelle suite pour laquelle aucune procédure n'est
disponible. D'autre part, le travail dans le paradigme [A2] écarte les représentations
des premiers termes de la suite pour privilégier un travail basé sur des calculs
algébriques et 1'utilisation de théorémes. Ainsi : montrer par récurrence que la suite
est majorée par 1, calculer u,,,; —u, > 0 pour montrer que la suite est croissante et
donc conclure sur la convergence avec le théoreme déja mentionné. Le travail dans le
paradigme A3 consisterait a travailler davantage sur les inégalités pour mettre en

évidence ce qui est prépondérant. Ce paradigme apparait de fagon plus évidente a
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I'université, il ne s'agit donc pas d'une question de transition et nous ne développerons
pas ce paradigme dans cette étude. Toutefois, une étude au niveau de l'université

utilisant le paradigme [A3] serait a creuser.
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4 Networking de théories TADM-ETM :

la notion de Controle

Ce chapitre a un double objectif. D'une part nous montrerons la méthodologie
utilisée pour réaliser I'articulation théorique a travers les stratégies du Networking de
théories (Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2014). D’autre part, comme conséquence du
Networking effectué, nous étudierons la notion de contréle que nous considérons comme
indispensable pour le développement de notre étude et donc, essentielle, pour les

analyses a fournir dans la partie II de cette these.

Dans la section 4.1 et 4.2 de ce chapitre, nous détaillerons les stratégies de
Networking et quelques constats préalables au Networking mené. Ensuite dans la
section 4.3 nous présenterons des exemples d’analyse avec la TADM et la théorie des
ETM a la transition L-U, ce qui rend compte d’une coordination des théories. Cette
coordination nous ameénera a étudier plus en profondeur la notion de contréle dans la
section 4.4, a partir des analyses des taches étudiées dans la section 4.3 et d'une révision
de la littérature. Dans la section 4.5 nous présenterons la définition de controle utilisée
dans notre étude (qui en partie differe de celles étudiées auparavant), suivie des

conclusions dans la section 4.6.
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4.1 Introduction

La pratique du Networking se développe d’une facon plus au moins formelle
depuis une quinzaine d’années. Elle vise « a créer un dialogue et a établir des relations

entre des parties d'approches théoriques tout en respectant l'identité des différentes
approches (Prediger & Bikner-Ahsbahs, 2014, p. 118).

Ainsi, différentes stratégies et degrés peuvent étre établis pour connecter les

théories (voir diagramme Figure 4) :

Networking strategies
P

companng —
ignoring ‘
other theories "as combining

making under-
standable
understand-
ing others

Figure 4 : Stratégies et degrés pour connecter des approches théoriques (Prediger et al., 2008,
p. 170).

Dans le diagramme ci-dessus, nous pouvons observer a chaque extréme (ignoring
other theories et unifying globally) des pratiques qui ne se considérent pas comme des
stratégies de Networking : soit elles se concentrent sur une seule théorie (ce qui conduit

a ignorer les autres), soit elles unifient toutes les théories dans une seule théorie globale.

Prediger & Bikner-Ahsbahs (2014, p. 119-120) décrivent quatre degrés de
Networking :

e Le premier degré répond a un double objectif : comprendre et rendre
compréhensible les théories choisies. Pour que cette compréhension aboutisse, il
est nécessaire d’aller au-dela des concepts centraux, c’est-a-dire qu’il faut
connaitre la pratique de recherche de chacune des théories, ses principes, ses

questions, ses méthodologies et ses résultats.

e Le second degré (le plus utilisé) vise a comparer et contraster. L’utilisation de
celui-ci a pour but de développer les théories. D'une part, la comparaison revient
a établir de facon générale des similitudes et des différences relatives aux
composantes de chaque théorie. D’autre part, le contraste aide a déterminer les
différences de type de théorie. Le fait de comparer et contraster permet d’établir

plus facilement des liens possibles entre les théories, ainsi que leurs éventuelles
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limites. De ce fait, de fortes similitudes permettent de faire des liens cohérents
d’une part, et des fortes différences entre théories mettent en valeur les points

forts de chacune des théories d’autre part.

e Le troisieme degré est marqué par la combinaison et la coordination des théories.
Ces stratégies permettent d’approfondir la compréhension d'un phénomene (ou
d'une donnée) a partir des analyses effectuées sous différents angles au sein de
chaque théorie. Par ailleurs, toutes les théories n’ont pas le méme dégré de
compatibilité. Cependant, la combinaison ne nécessite pas une compatibilité
complete des théories choisies (ici on peut méme considérer des théories avec des
hypotheses a priori contradictoire). La coordination, quant a elle, permet la
construction d’un cadre conceptuel (au sens de Einsenhart, 1991)* pour donner
du sens au phénomeéne a analyser. Un cadre conceptuel n’est pas une nouvelle
approche théorique mais un bricolage pragmatique visant a comprendre les
phénoménes empiriques (Ibid., p.120).

e Le quatrieme dégré comporte une synthese et une intégration locale des théories.
Ici, I'accent est mis sur I’élaboration de théories dans un nouveau cadre. Le degré
de symétrie des théories utilisées (qui peut étre établi a partir de la portée ainsi
que le développement et la maturité de chacune des théories) est important a
relever. D’une part, quand la symétrie entre deux théories est seulement locale,
on parle d’une intégration locale (on ne considére qu'une partie des théories).
Ainsi on parle d'intégration locale symétrique si un concept a la frontiere de deux
théories est élaboré et intégré dans les deux approches théoriques (Prediger &
Bikner-Ahsbahs, 2014, p. 120). D’autre part, la syntheése est utilisée quand les
théories étudiées sont stables et ont une symétrie plus globale (ici on considere
I'ensemble de la théorie), ce qui amene a l’émergence d’une nouvelle théorie.
Néanmoins, « souvent, la portée et le degré de développement des théories ne
sont pas symétriques, et il n'y a que quelques constructions ou aspects d'une

théorie intégrés dans une théorie déja plus élaborée ou convertie et élaborée dans
une autre » (Ibid., p.120).

%« Un cadre conceptuel est une structure squelettique de justification, plutot qu'une structure

squelettique d'explication basée sur la logique formelle (c'est-a-dire la théorie formelle) ou l'expérience
accumulée (c'est-d-dire les connaissances du praticien). Un cadre conceptuel est un argument
comprenant différents points de vue et aboutissant d une série de raisons pour adopter certains points
- ¢'est-d-dire certaines idées ou concepts - et pas d'autres. Les idées ou concepts adoptés servent ensuite
de guides : pour la collecte de données, il s'agit d'une étude particuliére, et/ou pour les maniéres dont
les données d'une étude particuliére seront analysées et expliquées » (Einsenhart, 1991, p. 209).
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Le fait que les degrés et stratégies de Networking soient présentés le long d'une
droite peut faire penser a une hiérarchie entre les différentes stratégies mais cela n’est
pas nécessairement le cas. Si le dernier degré (intégration locale) n’est pas forcément
le plus enrichissant, les premiéres stratégies nommeées (comprendre et faire comprendre)

peuvent permettre des connexions importantes et profondes entre théories (Artigue,

s.d.).

Bien qu’il existe différentes stratégies de Networking entre théories, nous pouvons
aussi établir deux profils de pratique : ascendantes ou descendantes. Le premier
commence d'un phénomene empirique trouvé ou ’on vise une compréhension majeure
du phénomene grace a la mise en réseaux. Tandis que le deuxieme commence par une
attention théorique et cherche a faire avancer les théories. Dans notre travail (comme
dans les exemples montrés dans Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2014), nous avons utilisé
ces deux profils, chacun ayant pris sa pertinence a différents moments du
développement de la theése : une pratique ascendante a été plus particulierement
présente quand nous avons cherché des réponses théoriques aux données trouvées dans
I’étude de suites définies par récurrence, alors qu'une pratique descendante était plus
importante quand on cherchait a approfondir les limites et potentialités de chacune

des théories.

Motivation de ce Networking

Des aspects cognitifs et épistémologiques sont essentiels pour comprendre les
phénomenes en didactique des mathématiques. Les théories que nous utilisons s’y
intéressent et concentrent leurs analyses dans l'activité et le travail mathématique.
Ainsi, la TADM et la théorie des ETM accordent toutes les deux une importance aux
considérations épistémologiques sur les taches en veillant & mettre en avant le role
indispensable des connaissances mathématiques dans le développement de l'activité.
En outre, pour les ETM, le travail mathématique est avant tout une activité humaine,

d’ou un rapprochement a priori naturel entre les deux théories.

Des travaux de these comme ceux de Derouet (2016) ou de Masselin (2019) ont
utilisé un cadre théorique qui regroupait des outils des deux théories pour les analyses.
D’une part, le travail de Derouet visait a étudier I'espace de travail mathématique a
travers 1’étude de taches qui déclenchent une activité mathématique. Pour elle, les
circulations dans 'ETM représentent une relecture globale des activités possibles des
éleves (il faut prendre en compte plusieurs taches), alors que 'analyse de l'activité est

plus locale (Derouet, 2016, p. 57). D’autre part, le travail de Derouet comme celui de
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Masselin mettent en avant 1’étude de 'ETM idoine a travers l'analyse des aides de

I'enseignant définies en TADM (aides procédurales et constructives).

Ces deux travaux rendaient compte des premieres cohérences dans I'utilisation
de ces deux théories. A partir de 1’observation de cette cohérence, nous allons étudier,
dans ce chapitre, ces théories sous la lumiere des stratégies du Networking. De ce fait,
dans ce travail de these nous avons aussi pour but d’approfondir 1’étude de
I'articulation entre la Théorie de I’Activité en Didactique des Mathématiques (TADM),
et la théorie des Espaces de Travail Mathématique (ETM).

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté chacune des théories ce qui a
contribué a rendre compte de leurs axes principaux, de leurs différences et de leurs
similitudes. Comme notre but est de mieux comprendre la transition L-U relative aux
suites définies par récurrence, nous faisons I’hypothese que coordonner les théories
choisies nous permettra d’approfondir la compréhension des phénomenes que nous
trouverons. Ainsi nous allons présenter des premiers constats avant de présenter notre
Networking, suivi d'un exemple de coordination effectuée entre les deux théories et la

nécessité dans la définition de controle comme une intégration locale des théories.

4.2 Quelques constats préalables au Networking

effectué

Dans cette section nous allons montrer des constats généraux en ce qui concerne
les stratégies de Networking avec les deux théories utilisées. Nous montrerons aussi des
réflexions importantes qui ont été apportées dans le cadre des deuxiemes journées
d’études sur le travail mathématique (voir F. Vandebrouck (2020), L. Vivier (2020) et
Hoppenot et al. (2019)), réflexions qui ont contribué a un approfondissement dans cette

articulation de théories.

Dans les stratégies de Networking déja réalisées, Bikner-Ahsbahs & Prediger
(2014) montrent que la comparaison de théories concourt & une compréhension plus
profonde des théories elles-mémes mais aussi au type de donnée nécessaire pour faire
les analyses. Ainsi, voici quelques aspects généraux d’une comparaison et d’un

contraste des théories que nous utiliserons.

Dans le cas de la comparaison et des similitudes entre théories, il s’est produit

une proximité naturelle de la TADM dans l'enseignement des mathématiques avec la
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théorie des ETM. Les deux théories donnent un cadre et des outils pour reconstituer
rationnellement les processus cognitifs d'un sujet a partir des traces tangibles laissées
par les actions de ce sujet en situation, notamment lors de l'exécution de taches
mathématiques. Néanmoins, il semble que tout travail mathématique suppose une
activité mathématique mais toute activité mathématique n’entraine pas
nécessairement un travail mathématique. Autrement dit, toute activité qui entraine
une action mathématique extériorisée par un sujet entraine un travail mathématique
mais toutes les activités mathématiques ne sont pas nécessairement extériorisées. Cela
est notamment le cas des sous-activités de controle qui peuvent étre externalisées par

un sujet mais qui peuvent aussi rester tres implicites dans 'activité.

En ce qui concerne le contraste et les différences de « type » de théorie, la
TADM a des bases théoriques solides sur 'apprentissage (notamment avec les travaux
de Piaget et de Vygotsky), et releve d'une adaptation de la Théorie de I’Activité a la
didactique des mathématiques. De plus, comme signalé par Vandebrouck (2020), les
outils pour les analyses de tdches mathématiques (Robert, 1998) utilisés dans la TADM
ont émergé comme compléments aux outils théoriques des théories traditionnelles en
didactique de la TAD et de la TSD. La théorie des ETM, en revanche, est une théorie
issue des travaux en didactique des mathématiques (Kuzniak et al.; s. d.). Cela la rend
sensible a des problématiques clés au sein de la didactique, notamment en structurant
ce qui releve de la sémiotique, des aspects instrumentaux et du discours mathématique.
Néanmoins, les résultats de la théorie des ETM donnent des indices généraux sur le
travail des éleves. L’étude de I'évolution des ETM personnels des éleves est importante
pour évaluer I'apprentissage dans les ETM (ce travail reste a faire). Vivier (2020)
donne une importance aux dimensions (geneses) relatives a ce sujet car c’est par ce
biais et les interactions entre ses composantes que 1’on peut analyser I’évolution des
ETM personnels. Il note que « la visée de la TADM est d’atteindre les apprentissages,
la théorie des ETM pourrait s’enrichir de cette visée » (Ibid. p. 65).

Le contraste fait ressortir la difficulté commune aux deux théories pour considérer
des études a une échelle plus large dans le temps. Dans le cas de la TADM, cela rend
difficile le passage aux analyses globales (Abboud et al., 2017), d’autant plus que les
analyses de l'activité d’une sujet peuvent étre tres fines. Dans le cas des ETM, alors
que les analyses théoriques permettent de bien décrire le développement du travail
mathématique, des analyses a une temporalité plus large peuvent constituer une

difficulté pour analyser I’évolution des ETM personnels (et donc des apprentissages).
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4.3 Analyses avec la TADM et la théorie des ETM a la

transition L-U

Nous présentons des exemples avec les deux théories visant a illustrer les analyses
du troisieme niveau du Networking (comparaison et contraste entre les deux théories)
a partir d’exemples concrets. Dans cette section nous avons aussi pour but de révéler
les apports et les limites de théories appliqués au problématiques trouvées dans la

transition L-U dans I'étude de suites récurrentes.

Ainsi, nous allons présenter I'analyse d’une tache donnée a ['université, la
production d'un étudiant de premiere année de 'université ainsi qu’'un exemple de
tache de baccalauréat. Les analyses présentées avec la TADM sont principalement en
terme de sous-activités mathématiques de reconnaissance, organisation et traitement
(avec les connaissances et leurs adaptations sous-jacentes) a travers un regard
particulier sur la sous-activité de controle. Les analyses en terme d’ETM sont faites
principalement sur les trois dimensions du travail mathématique, sémiotique,
instrumental et discursif ainsi que sur les paradigmes de ’analyse. Finalement grace a
leur compatibilité dans les analyses, nous montrerons que ces théories peuvent étre
coordonnées. Toutefois, nous pourrons observer que ces théories ne s’opérationnalisent
pas de la méme facon (voire s’expriment différemment au niveau des analyses) ce qui

montre une complémentarité de I’'une par rapport a 'autre.

4.3.1 Exemple d’analyse théorique a 1’Université : pratique

ascendante du Networking

Nous allons tout d’abord présenter une tache complexe (au sens de la TADM)
qui a été donnée dans un examen de premiere année de I’Université, pour étre résolue
dans un environnement papier-crayon. Il s’agit de I’étude d’une suite définie par

récurrence homographique. Dans la Figure 5 nous montrons I’ensemble de la tache.

Soit a €]0,1] et soit f:[0,1] - R la fonction définie par Vx € [0,1], f(x) = ﬁ
1
2-uy,’

1. Montrer que, pour tout x € [0, 1], f (x) € [0, 1]. Puis que pour tout n € N,u, € [0,1].

On considére une suite (u,), ey vérifiant les conditions : uy = a et Vn € Nyu,,, = f(w,) =

Montrer que la suite (u,) ey €st croissante.

2
3. Montrer que la suite (u,),ey converge.
4. Quelle est la limite de (uy)pen ?

Figure 5 : TAche de ’étude d’une suite récurrente en 17 année de I'université.



82

Cette tache se réfere a l'étude de la suite en commencant par 1’étude de
I'intervalle stable, la bonne définition de la suite, ses variations, sa convergence et la
valeur de sa limite. Nous présentons dans cette partie les analyses avec la TADM et

la théorie des ETM de la premiere question®.

La tache 1, bien que rédigée en une seule question, comporte deux sous-taches.
En effet, c’est 'identification du but de 'activité a développer dans chaque tache qui
nous permet de faire cette différenciation. De ce fait, nous identifions la premiere sous-
tache comme « montrer que, pour tout x € [0,1], f (x) € [0,1] », ce qui implique le
but d’étude de l'intervalle stable (sous-tache a). La deuxiéme sous-tache est donnée
par la question « Puis que pour tout m € N,u, € [0,1] », ce qui concerne plus

particulierement le but de montrer que (u,) est bien définie et bornée (sous-tache b).

Pour la sous-tache a, les connaissances a mettre en fonctionnement sont
respectives a I'étude de fonctions dans un intervalle : stabilité d'un intervalle, dérivée
d’un quotient, étude de variation de fonctions (tableau ou pas), inéquations et maitrise
d’inégalités. Pour la sous-tache b, les connaissances a mettre en fonctionnement sont
le raisonnement et preuve par récurrence. Nous montrons une analyse a priori de cette

premiere question avec des stratégies de résolution comme suit :

Tableau 1 : Stratégies de résolution

(a) Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) €[0,1]

Stratégie * Pour tout x € [0,1],ona:0<x<1donc-1<-x<0
Inégalités donc1<2—-x<2donc0< % < i < 1. Cela montre que
algébriques

(a.1) f () € [o1]

* Dans cette stratégie on peut procéder comme suit : comme
€ [0,1] donc 2 —x > 0, les inégalités 0 < i <1 sont vraies si et
seulement si (2—x) X0<1<(2—-x) X1,50it 0<1<2—x, cequi

est vrail.

Stratégie  de | *Nous pouvons procéder a I’étude de variation de f dans [0,1] par le
1'(2-x)—1(2-x)' 1
= = 0.
(2—x)2 (2—x)2

variations de f | calcul de la dérivée : f'(x) =

(a.2)
Ainsi nous pouvons construire le tableau de variation de f comme suit :

£ Pour I'analyse en détail des autres questions de la tache le lecteur pourra se diriger a la section
6.1.3, page 156.
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(a) Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) €[0,1]

X 0 1
f'(x) +
f 1 2 1
2

Donc pour tout x € [0,1], f(x) € [0,1].

*Nous pouvons aussi prouver que f est strictement croissante en
appliquant la définition élémentaire de fonction croissante : pour tout x;
et x, € [0,1] tel que x; < x5, alors f(x;) < f(x;). Puis procéder a

I’évaluation des bornes de 'intervalle.

(b) Montrer que, que pour tout n € N,u,, € [0,1]

Stratégie

récurrence

On montre par récurrence que u, € [0,1] pour tout n € N.

(i) Initialisation : On a uy = a et a €]0,1[ donc u, € [0, 1].

(ii) Hérédité : Soit m € N, on suppose u,, € [0, 1].

Uy €[0,1] = f(uy) €10,1]. Or f (W) = Upms1- Donc uy, 41 € [0,1].
(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence montre que u, est bien

définie et que u, € [0, 1] pour tout n = 0.

Tableau 2 : Analyses des stratégies avec les deux théories

(a) Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) €[0,1]

TADM

Sous-activités mathématiques attendues

L’ordre qui suit concernant les sous-activités répond a une hiérarchisation

de celles-ci par rapport a la résolution de la tache.

1% Reconnaissance : 1’étudiant doit étudier la fonction dans 'intervalle
[0,1]. Pour cela, il doit mettre en fonctionnement un choix (non forcé) de
méthode (adaptation A6), entre la stratégie d’inégalités ou la stratégie de
la variation de la fonction. Cela implique la reconnaissance de la méthode

pour chacune des stratégies (adaptation Al).

2°me Traitement : Les deux stratégies comportent des calculs a effectuer
et un travail impliquant des traitements algébriques. Notamment pour la
premieére stratégie, on trouve les expressions de comparaison comme une
introduction d’intermédiaires (adaptation A2). Pour la deuxiéme stratégie,
I'étudiant commence par calculer le dérivé de la fonction (ou il cherche a
connaitre le signe de f'). Ensuite, il doit faire une mise en relation entre la

croissance de la fonction et 1’évaluation des bornes de lintervalle
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(adaptation A3), ce qui permet la construction du tableau de variations et,

a partir de la, conclure.

Remarque : L’organisation qui existe dans I’étude des fonctions correspond
au développement d’une sous-activité de traitement pour les étudiants de
L1 car cette organisation a été routinisée. En effet, méme si I'étude de
fonctions nécessite de I'introduction d’étapes, elle est connue par les éleves

des la classe de Seconde au Lycée.

ETM

Paradigme de ’analyse : Dans les deux stratégies, il s’agit seulement du
paradigme [A2].

* L’ordre du travail mathématique décrit dans chaque stratégie répond a
une succession dans la résolution de la tache.

(a.1) Stratégie Inégalités algébriques :

1%¢ travail : activation de la dimension sémiotique

L’étudiant est d’abord amené a faire une conversion entre registres (du
registre ensembliste au registre algébrique : x € [0,1] vers 0 < x < 1, ou
f(x) € [0,1] vers 0 < f(x) <1).

2fme travail : activation du plan [Sem-Ins]

L’étudiant utilise les traitements du registre algébrique (notamment avec

les inégalités) en tant qu’artefact symbolique, ce qui 'ameéne a conclure et

a visualiser la stabilité de 'intervalle.

L’illustration de la succession du travail mathématique avec le diagramme

est la suivante :

iS]Dl | - I { 7[”’“1 '

(Sem (ins-Dis] [Sem-Ins] [Ins-Dis]

(a.2) Stratégie de variations de f :

1 travail : activation de la dimension instrumentale

L’étudiant utilise la dérivée en tant qu’artefact symbolique pour obtenir des
informations sur le comportement de f. Un deuxieme artefact symbolique

concernant le signe de la dérivée permet de conclure que f est croissante.
2%me travail : activation de la dimension sémiotique

Il s’agit de la construction du tableau de variation avec, comme données, le
signe de la dérivée de f et les images par f de bornes de l'intervalle. Ce

tableau est un signe qui permet a I'étudiant de résumer le comportement

de la fonction dans l'intervalle [0,1].
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3me travail : activation de la dimension instrumentale

L’étudiant utilise le tableau de variations en tant qu’artefact symbolique

pour conclure sur la stabilité de [0,1] par f.

L’illustration de la succession du travail mathématique avec le diagramme

est la suivante :

Par les allers-retours entre les dimensions sémiotique et instrumentale, on
peut dire que le travail dans cette stratégie est essentiellement dans le plan
[Sem-Ins].

(b) Montrer que, que pour tout n € N,u,, € [0,1]

TADM

Sous-activités mathématiques attendues

L’ordre qui suit concernant les sous-activités répond a une hiérarchisation

de celles-ci par rapport a la résolution de la tache.

1°° Reconnaissance : L’étudiant doit d’abord faire un choix (forcé) de la
méthode (adaptation A6) et il doit reconnaitre la stratégie de preuve par
récurrence comme méthode valable pour I’étude de la suite dans I'intervalle
[0,1] (adaptation Al).

2°me Traitement : L’étudiant est amené & utiliser la question précédente
pour l'utiliser dans I'hérédité (adaptation A5), ce qui peut étre aussi
interprété comme une reconnaissance importante a ce moment-la. Dans la
démonstration par récurrence, on travaille avec les formules et la définition

de la suite comme intermédiaire (adaptation A2).

Remarque : Les trois étapes du raisonnement par récurrence (adaptation
A4) engagent une sous-activité de traitement car cela correspond a une
organisation routinisée par I’étudiant de L1 (raisonnement travaillé dans la

classe de Terminale au Lycée).




86

Paradigme de D’analyse : Il s’agit du paradigme [A2].

* L’ordre du travail mathématique décrit dans chaque stratégie répond a

une succession dans la résolution de la tache.
1 travail : activation de la dimension discursive

L’étudiant est amené a utiliser son référentiel théorique pour utiliser la
récurrence comme type de preuve.

2fme travail : activation du plan [Sem-Dis]

A partir des signes du registre ensembliste, I’étudiant doit faire un travail
de preuve avec le respect des étapes : initialisation (donnée dans 1’énoncé
ETM de la tache), hérédité (travail sémiotique dans le registre ensembliste) et
conclusion. On utilise la preuve par récurrence qui se trouve dans le
référentiel théorique comme outils pour résoudre la tache. Discours issu de

la technique de preuve.

L’illustration de la succession du travail mathématique avec le diagramme

est la suivante :

Les difficultés possibles rencontrées par les étudiants dans la résolution de la tache
se basent surtout dans le blocage possible de chacune des stratégies en termes de deux
théories. Du coté de la TADM, il faut que I’étudiant s’investisse d’abord dans une sous-
activité de reconnaissance en mobilisant les adaptations de connaissances
correspondantes pour, ensuite, continuer avec la sous-activité de traitement et/ou
d’organisation. Par exemple, si I’étudiant choisit les stratégies a.l, il peut trouver des
difficultés dans les expressions de comparaison (adaptation A2), ce qui peut engendrer
des blocages dans la sous-activité de traitement. Toutefois, les reconnaissances de
chacune des stratégies ne sont pas du méme ordre : dans la sous-tache a, il s’agit du
choix de stratégie (non forcé), et dans la sous-tiche b, il s’agit de la nécessité du
raisonnement par récurrence. De plus, dans la sous-activité de traitement de la sous-
tache b, il y a une reconnaissance importante concernant 'utilisation de la question
précédente (hérédité), ce qui peut aussi bloquer le développement de la résolution de
la tache. Dans la sous-tache a il s’agit d’introductions d’intermédiaires avec des calculs
a effectuer et la construction d’'un outil (le tableau de variation) pour y répondre.
Ainsi, les sous-activités de traitement sont aussi d’ordre différent. Par conséquent,

I’étudiant peut trouver des difficultés, d'une part, dans le fait de ne pas développer les
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reconnaissances attendues et, d’autre part, dans les sous-activités de traitement

attendues dans chacune des stratégies.

En termes de la théorie des ETM, I'étudiant peut trouver des difficultés dans le
paradigme d’analyse [A2], notamment s’il ne posséde pas la maitrise nécessaire pour
produire un travail correct dans ce paradigme. Il peut également rencontrer des
difficultés dans ce paradigme si la nature des objets n’est pas bien travaillée, produisant
des confusions entre la fagon de travailler les suites et les fonctions. Dans la stratégie
a.l par exemple, I’étudiant peut trouver des difficultés du travail dans la dimension
sémiotique a travers la non conversion du registre algébrique vers le registre
ensembliste (x € [0,1] équivaut & 0 < x < 1). Dans le cas ou I’étudiant arrive a bien
réaliser les conversions, ’étudiant peut trouver des difficultés dans les traitements a
réaliser avec les inégalités dans le registre algébrique en tant qu’artefact symbolique
pour produire la réponse souhaitée (=1 < —x <0 donc 1 <2 —x <2 donc % < ﬁ <1).
Si ’étudiant aboutit & ces traitements, il lui reste une derniere conversion a réaliser du
registre sémiotique vers le registre ensembliste (0 < ﬁ < 1 équivaut a i € [0,1]) pour
conclure la sous-tache a (f (x) € [0,1]). Ainsi, les difficultés rencontrées peuvent se
traduire comme des difficultés d’ordre sémiotique ou d’ordre instrumental (notamment

de lartefact symbolique).

En ce qui concerne la coordination de théories, nous pouvons noter que les deux
types d’analyses répondent, d’une part, a une succession dans le développement de la
tache et, d’autre part, a l'identification de la sous-activité mathématique dominante
ainsi que la dimension (ou plan vertical) du travail mathématique qui commande le
travail. Les schémes suivants (Figure 6, Figure 7, et Figure 8 ci-dessous) illustrent la
succession entre sous-activités et travail mathématique personnel attendu dans

chacune des stratégies.

Conversion registres Artefact
v

x€ [01]vers0<x<1 symbolique
c / '

v

\\\\\\(,///// VN\\\\\ —
{Sem-ins] [5‘]"’"' {ins-Dis) | ﬁ | [Ins-Dis]
.\\\\\\

Reconnaissance d Traitement

Méthode Expressions de
0<x<1lou comparaison
0<f(@)<1

Figure 6 : Succession de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie a.l.
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Artefacts symboliques Construction signe

£ et signe de f tableau variation Tableau variation comme

Artefact symbolique

Y . ’ y \ / .
\ A / \ . / ‘
[S2m-Dis] [Seny-Dis] [Sem-Dis]
[Sem-Ins) [Ins-Dis] [Sem-Ins] [Ins-Dis] [Sem-Ins] [Ins-Dis]

.......................... —

A

Reconnaissance » Traitement*

Tableau de variation Construction du
tableau de variation

Figure 7 : Succession de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie a.2.

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve U € [0,1] = f(uy) €[0,1]

v\c/ v

P

[Sem-Dis]

[Sem-Dis]
Semomna] {ins-Dis] » [Sem-Ins] [Ins-Dis]

A

Reconnaissance - Traitement™

Récurrence Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.

Figure 8 : Succession de sous-activités et du travail attendue dans la stratégie b*.

De cette fagon, si l'étudiant reste bloqué dans des moments précis de ces
successions, il ne pourra pas s’investir dans une sous-activité attendue déterminée ou
dans une dimension du travail mathématique prévue. Compte tenu de cette analyse a

priori, analysons la production d’un étudiant a l'université.

# 11 est & remarquer que dans le cas de la preuve par récurrence, bien qu’avec la TADM cela
releve d’une sous-activité de traitement pour les étudiants de L1, dans le cas des ETM nous considérons
que comme il s’agit d’'une méthode de preuve, cela releve plus de I'activation de la dimension discursive
(et ensuite le plan vertical [Sem-Dis]). En effet, la preuve par récurrence nécessite des raisonnements
formels issus de la logique mathématique qui seraient nécessaires pour le développement de la preuve.
Toutefois, nous pouvons nous demander, dans quel contexte cela pourrait étre considéré comme un
artefact symbolique et donc d’une activation de la dimension instrumentale 7 Est-ce que c’est
Porganisation de cette méthode de preuve (initialisation, hérédité, conclusion) qui est instrumentale ?
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Un exemple de production d’étudiant

Sans chercher a expliciter les résultats de I’ensemble des étudiants au niveau de
I'université, voici un exemple représentatif d’analyse de production a ce niveau. Il s’agit
d’un extrait de la production d’un étudiant de premiere année de l'université (Figure
9) travaillant de facon individuelle (pendant ’évaluation) et ou la calculatrice est
interdite. La tache est celle que I'on a analysée précédemment. Rappelons 1’énoncé de
la tache générale et la question 1 :

Soit a €]0,1[ et soit f:[01] >R la fonction définie par

vxe€[01], f(x) =$. On considere une suite (Up)pen Vvérifiant les
1

2—-uy,

conditions : ug =a et Vn € N,u,yq = f(u,) =

(1) Montrer que, pour tout x € [0,1],f (x) € [0,1]. Puis que pour tout
n € N,u, €[0,1].

ate Yoyl %:[Ogﬂ W «Yo;u]

A - Nendneos e vo €l0;0) g(vﬂC— Lo;A)
. o (Je) i Na foa)

3(1) - A o DS‘_&A 3(176 [O,’L]
2 a
QM}Q o A )
Jlay o A a Aed o aga §(x)€ [o4)
2-n

Do Woeey = JOU D ol Bame U, = DU - PG0EN,
MM ot n = X [)A}
~(),Q,€\) N qé[O‘)Ai)\L"\Q[Q A,}, i g

Figure 9 : Production de I’étudiant E28 de premiere année de 'université.

Pour la sous-tache a concernant l'intervalle stable par f, du point de vue de la
TADM, cet étudiant semble avoir développé une sous activité de reconnaissance avec
un choix de méthode pour la premiere stratégie (adaptations A6 et Al). Néanmoins,
la sous-activité de traitement (qui dépend de la reconnaissance), est investie a minima,
car les étapes du raisonnement mathématique de 1’étude de la fonction sont bloquées
dans la résolution de la tache. Bien qu’il reconnaisse la méthode a utiliser et qu’il
introduise des expressions de comparaison (adaptation A2), il ne réalise pas les
traitements nécessaires, avec celles-ci, pour résoudre la tache. Tout se passe comme si

I’étudiant avait mélangé les stratégies car, d’abord, il reconnait la méthode d’inégalités
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puis il calcule f(0) et f(1), étape qui est nécessaire dans la construction du tableau
de variation de f. Cela empéche un développement de la sous-activité de traitement

telle qu’attendue.

Du c6té de la théorie des ETM, I’étudiant commence bien en activant la dimension
sémiotique et en réalisant les conversions du registre ensembliste vers I'algébrique (il
arrive bien a convertir des intervalles vers des inégalités). Toutefois, il ne prouve pas
la stabilité de l'intervalle [0,1] par f malgré le fait que la conclusion du travail produit
dans cette sous-tache est correcte (f(x) € [0,1]). Il n’arrive pas a bien prouver cette
stabilité car il n’effectue pas le travail avec les inégalités en tant qu’artefact symbolique
(d’ailleurs, on peut penser que pour lui il n'y a pas d’artefact symbolique) et procede
seulement a 1'évaluation de la fonction dans les bornes de lintervalle [0,1] (ce qui
pourrait étre interprété comme une habitude de l'utilisation du TVI). De plus,
I'étudiant n’utilise pas la croissance de la fonction (il ne I’évoque pas). Il est a noter,
ici, que si la calculatrice avait été acceptée dans la résolution de I'examen, 1’étudiant
aurait pu l'utiliser pour visualiser la croissance de f a partir du graphique. De cette
facon, il aurait pu utiliser ce résultat pour contréler son travail et pour argumenter son

discours mathématique.

Dans la

Figure 10 et la Figure 11* nous montrons la succession des sous-activités atteintes
(et non atteintes) et du travail mathématique fourni par I’étudiant. Ici nous observons
que le fait de produire une sous-activité de traitement a minima ne permet pas d’activer
le plan vertical [Sem-Ins|] de 'ETM personnel de I’étudiant. Sa production se réduit
ainsi a une sous-activité de reconnaissance et un travail mathématique dans la
dimension sémiotique.

Conversion registres
x€ [01]vers0<x<1

a
\ : /
[Sem-Dis] w
{Sem-Ins] {Ins-Dis]

Figure 10 : Iustration des successions du travail mathématique développé par E28 dans la

sous-tache a.

# Comme 'entrée des analyses a posteriori sont différentes entre les deux théories, nous séparons
les schémas des successions.
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Reconnaissance *

Méthode
0<x<1ou
0<fx)<1

Figure 11 : Mlustration des sous-activités atteintes et non atteintes par E28 dans la sous-

tache a.

Pour la sous-tache b du point de vue de la TADM, I’étudiant ne s’engage pas dans
une sous-activité de reconnaissance car il ne reconnait aucune méthode valable pour la
résolution de la tache (adaptation A1l et A6 non mises en place). Autrement dit, bien
qu’il établisse une reconnaissance (dans ce cas celle de u, = f(n)), celle-ci ne
correspond pas a celle attendue. Ainsi I’étudiant ne s’engage pas dans une sous-activité
du traitement. Du point de vue des ETM, la dimension qui commande le travail est la
sémiotique car il est capable de produire des signes et de les mettre en relation. Or, la
dimension attendue pour étre activée était la discursive. Méme si I’étudiant rédige un
discours, celui-ci ne correspond pas a une preuve valable dans le paradigme [A2].
L’étudiant semble aussi avoir un manque de controle au niveau du travail
mathématique produit, ce qui s’exprime par les formulations « Puisque un.q = f(u,)
et donc u, = f(n) = f(x) € [0,1] ». Dans ce dernier point, ’étudiant ne développe pas
ces dernieres égalités mais cela peut exprimer, qu’a ce stade, il ne développe pas une
reconnaissance de la suite comme une suite récurrente et qu’il risque de la traiter

comme une suite u, = f(n).

Comme dans le cas de sous-tache précédente, la Figure 12 et la Figure 13
montrent la succession des sous-activités (dans ce cas non atteintes) et du travail
mathématique fourni par I’étudiant dans la résolution de la sous-tache b. Nous notons
que le fait de ne pas reconnaitre la nécessité d’utiliser une récurrence n’empéche pas
d’activer la dimension discursive. Comme il existe une erreur d’interprétation de la

suite, I’étudiant ne poursuit pas le travail dans le plan vertical [Sem-Dis].

Figure 12 : Mlustration des successions du travail mathématique développé par E28 dans la

sous-tache b.
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Recon ance *

Récurrence

Figure 13 : Illustration des sous-activités non atteintes par K28 dans la sous-tdache b.

A partir de cet exemple de production d’un étudiant de Puniversité, nous
observons des problemes dans les sous-activités de reconnaissance (qui impliquent des
blocages dans les sous-activités de traitement) ainsi que dans la dimension
instrumentale de 'ETM personnel de I'étudiant, diis a la non utilisation des artefacts
symboliques (est-ce que les éléments du référentiel théorique se sont effectivement
transformés en outils pour cet étudiant 7). Mais la production de I’étudiant E28 est,
bien stir, influencée par la facon dont la tache a été congue. Par exemple, la tache est
réduite & un travail dans le paradigme [A2] (on n’observe pas une articulation entre
paradigmes) et le registre sémiotique privilégié est l'algébrique. On n’observe pas
d’artefact numérique qui permette l'utilisation d’autres registres de représentation
(comme la calculatrice) et, méme si I'on utilise un peu de registre ensembliste, aucun
autre registre de représentation (graphique, numérique ou autre) n’est suggéré. En
outre, la dimension instrumentale serait évoquée seulement au moment de travailler
les artefacts symboliques et son activation est donc mineure. La dimension discursive
commande le travail seulement a un moment de la sous-tache b. Par ailleurs, on
n’observe pas de moyens de controles mathématiques pour le travail personnel de
I’étudiant. D’autant plus que I'étudiant a strement développé de nouvelles
connaissances qui ont été introduites seulement a ce niveau d’enseignement, ce qui
peut s’avérer tres difficile a maitriser (nous reviendrons sur ce point dans le chapitre
6).

La production de I'étudiant que nous venons de présenter est influencée par la
facon dont la tache a été concue mais aussi par le type de taches qu’il a été amené a
résoudre a la fin de son enseignement du Lycée. Nous pouvons donc nous demander de

quelles caractéristiques sont les taches travaillées au niveau du Baccalauréat ?

Concernant la coordination de théories, nous pouvons caractériser 'activité
mathématique de l'étudiant et le travail mathématique produit. Dans l’exemple
présenté, que ce soit dans la sous-tache a ou b, tout d’abord il faut que I’étudiant fasse
une reconnaissance pour activer ensuite une dimension de son ETM personnel. Puis,
selon le travail mathématique fourni dans une certaine dimension, celui-ci peut
permettre (ou empécher) a I’étudiant d’avancer & une sous-activité de traitement. Par

ailleurs, peut-étre que selon la sous-activité de reconnaissance que 1’éleve développe,
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cela déterminera la dimension (ou plan vertical) de 'ETM qui sera activé ainsi que le
travail mathématique produit lors de la mise en fonctionnement de cette sous-activité,
qui déterminera également si 'on peut continuer vers une sous-activité de traitement
ou d’organisation. Il parait que c’est la sous-activité de reconnaissance qui permet de
donner une explication cognitive de la raison pour laquelle une certaine dimension est

activée dans 'ETM personnel d’un sujet.

4.3.2 Exemple de tache de Baccalauréat

Compte tenu de ces premieres analyses au niveau de I'Université, nous allons
présenter un exemple de tache donnée dans une épreuve du Baccalauréat de la série
Scientifique (Figure 14). Il s’agit de I’étude d’une suite récurrente a partir de I’étude
de la fonction f qui définit la suite. Pour faire une premiere comparaison, nous allons
nous concentrer dans les questions qui évoquent la sous-tache a et la sous-tache b

venant de 'exemple de I'université.

Partie A
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x —In (x% + 1).
1. Résoudre dans R I'équation : f(x) = x.
2. Justifier tous les éléments du tableau de variations ci-dessous a ’exception de la limite de

la fonction f en +00 que I'on admet.
X -0 1 00
f'(x) + 0

, / "
-0

Montrer que pour tout réel x appartenant a [0,1], f(x) appartient 4 [0,1].

On considére I'algorithme suivant :

Variables N et A des entiers naturels ;
Entrée Saisir la valeur de A
Traitement N prend la valeur 0

Tantque N — ln(N" + ])< A
N prend la valeur N+1

Fin tant que

Sortie Afficher N

a. Que fait cet algorithme ?
b. Déterminer la valeur N fournie par l'algorithme lorsque la valeur saisie pour A est
100.

Partie B
Soit (uy,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,, = u, —In (u2 + 1).
1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, appartient a [0,1].
2. Etudier les variations de la suite (u,,).
3. Montrer que la suite (u,,) est convergente.
4

On note I sa limite, et on admet que [ vérifie I'égalité I = f(I). En déduire la valeur de L.

Figure 14 : Tache correspondant a l’étude d’une suite récurrente au Baccalauréat Scientifique
Métropole (2016).
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Si nous comparons la fagcon dont la tache est proposée, au niveau des buts des
taches, nous pouvons d’ores et déja voir des différences concernant la sous-tache a et
la sous-tache b de I'université. Alors qu’a 'université, ces dernieres étaient présentées
dans une seule question, au Baccalauréat ces sous-taches sont bien identifiées dans
deux parties distinctes. En effet, I’exercice sépare 1’étude de la fonction qui définit la
suite (Partie A) de ’étude de la suite elle-méme (Partie B). Une autre différence avec
la tache de I'Université est au niveau du premier terme de la suite donnée dans I’énoncé
de la partie B : au Baccalauréat, le premier terme est une valeur fixée, alors qu’a
I'université il s’agit d’'un parametre, ce qui augmente la complexité de la tache a ce

dernier niveau d’enseignement.

Tableau 3 : Résumé d’analyse avec les deux théories

A3 : Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) € [0,1]

*avec usage de tableau de variation qui est donné

Sous-activités mathématiques attendues

lére Traitement : Cette sous-activité est celle qui pilote pour calculer
f(0) et f(1). Toutefois 'éleve peut procéder par la stratégie d’inégalités
TADM (mais ce n’est pas privilégié dans I’énoncé).

Les reconnaissances et organisation en tant que traitement sont plutot faites
par les énoncés et donc elles ne sont pas encouragées dans l'activité a

développer par I’éleve.

Paradigme de D’analyse : il s’agit seulement du paradigme [A2].

Le travail demandé est dans le plan [Sem-Ins]. .
) . . . . e e \ < /
L’activation de la dimension sémiotique concerne les ‘ |

ETM

[Sem-Dis]

. ’ . . . . [Sem~-ins] [Ins-Dis]
traitement algébriques. La dimension instrumentale 1

est activée par l'usage du tableau de variations — ———j—

(donné) en tant qu’artefact symbolique.

B1 : Montrer par récurrence que, pour tout n € N,u, € [0,1]

Sous-activités mathématiques attendues

lere Traitement : Bien qu’il existe une organisation dans le raisonnement
par récurrence, la sous-activité dominante est celle du traitement. On fait

TADM ici un travail avec la formule et définition de la suite.

Remarque : La reconnaissance est donnée dans I’énoncé puisqu’il explicite :
« montrer par récurrence que.. ». L’éléve a seulement a voir que la suite

donnée correspond a f(u,). Comme dans la tache d’université, la
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reconnaissance de l'utilisation de la question A3 dans I'hérédité est

attendue.

Paradigme de D’analyse : Il s’agit du paradigme [A2].

Le plan vertical privilégié est le [Sem-Dis|. Il s’agit

ETM d’activer la dimension discursive pour produire le l N l
discours correspondant a wune démonstration par | = ¥ -

récurrence et d’utiliser le traitement des signes

nécessaires pour y répondre.

Pour I'étude de l'intervalle stable dans la question A.3 (sous-tdche a), nous
voyons que la stratégie du tableau de variation est suggérée dans la question A.2. Bien
que I’éleve puisse faire un choix de méthode (entre inégalités et 'utilisation du tableau),
en termes de la TADM cela se traduit par une sous-activité de reconnaissance apportée
par ’énoncé ; elle n’est donc pas demandée a 1’éleve. Ainsi, les énoncés des questions
donnent déja la méthode pour I’étude de la fonction a travers le tableau de variation
(qui est d’ailleurs complété !). De ce fait, 1’éleve a seulement besoin de s’investir dans
une sous-activité de traitement pour répondre a la tache. Ici, il doit utiliser la question
précédente pour argumenter la croissance de la fonction (adaptation A5) puis, ensuite,
calculer f(0) et f(1). En termes d’ETM, cela se traduit par un travail dans la
dimension sémiotique a travers des traitements dans le registre algébrique et
I'activation de la dimension instrumentale (a travers l'utilisation de la croissance de la
fonction issue du tableau de variation en tant qu’artefact symbolique). Néanmoins il
est a noter que, méme si I'on travaille dans deux dimensions, ce travail est investi avec
une exigence cognitive tres faible puisque, comme on 1’a dit, les reconnaissances a faire

dans ces dimensions sont déja données dans les énonceés.

Artefact symbolique
tableau de variation donné
v L)

\/

-Dis]

c
[Ins-Dis]

R 7' ]

' 7

Traitements dans le
registre algébrique

Traitement

Calcul f(0) et
f@

Figure 15 : Sous-activité et travail attendu dans la question A3.
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Pour I'étude de la bonne définition de la suite et, du fait qu’elle est bornée (sous-
tiche b), encore une fois la méthode est suggérée dans I’énoncé de la question B.1, ce
qui veut dire que la sous-activité de reconnaissance a été apportée une fois de plus par
I’énoncé. Ainsi, I’éleve n’a qu’a appliquer les étapes de la preuve par récurrence. Comme
ces étapes sont classiques (et travaillées pendant la derniére année de lycée), la sous-
activité d’organisation peut se réduire a une sous-activité de traitement pour les éleves
(organisation routinisée). En termes d’ETM, ce travail se traduit par des traitements
de signes dans la preuve par récurrence, produisant un travail dans le plan vertical
[Sem-Dis] et dans le paradigme [A2] (le travail investi dans les autres deux dimensions

ne commande pas la résolution de la tache).

Travail de preuve et traitement de signes
Uy € [0,1] = f(um) €[0,1]

v P

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Traitements dans le
registre algébrique
et ensembliste

Traitement*

Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.

Figure 16 : Sous-activité et travail attendu dans la question B1.

4.3.3 Bilan des premieres analyses

Nous rappelons ici que la coordination de théories cherche a mieux comprendre
des phénomenes empiriques. Concernant le Networking effectué, les premieres analyses
théoriques que nous avons fournies rendent compte d’une meilleure compréhension de
la transition Lycée-Université avec une coordination entre la TADM et la théorie des
ETM. Une temporalité dans le développement de la tache a été révélée comme un
aspect commun aux deux théories, ce qui permet de décrire la fagon dont 'activité et
le travail mathématique évoluent conjointement. C’est-a-dire que les sous-activités
s’appuient sur le travail mathématique développé pour faire avancer l'activité
mathématique et, réciproquement, le travail mathématique repose sur des sous-
activités qui font avancer le travail. Dans exemple de I'université notamment, une fois

que l’étudiant développe une sous-activité de reconnaissance, nous pouvons voir
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comment un travail dans la dimension discursive peut permettre (ou empécher) a
I'étudiant d’avancer vers une sous-activité de traitement (voir Figure 6, Figure 10 et
Figure 11). Mais nous notons également qu’'un travail mathématique dans la dimension
discursive peut permettre de développer une sous-activité de traitement (dans le plan
[Sem-Dis]), ou empécher cette activité si I’éleve n’active pas la dimension du travail

mathématique attendu (voir Figure 8, Figure 12 et Figure 13).

Or, ces théories ne sont pas identiques et I'entrée dans les analyses, que ce soit
dans les analyses a priori ou dans 'analyse de production des éleves sont différentes.
En effet, chaque théorie offre des précisions différentes de ce qu'un sujet réalise. En
d’autres termes, les sous-activités mathématiques analysées dans la TADM ne sont pas
mises en avant dans les analyses avec la théorie des ETM et, vice-versa, les dimensions
du travail mathématique et les paradigmes de I'analyse issus de la théorie des ETM ne
sont pas mises en avant dans la TADM. Ainsi, le fait d’inclure les analyses de 'ETM
dans celles de la TADM permet de structurer et de caractériser les actions entreprises
(ou pas) par un sujet lors du développement de sous-activités ; le fait d’inclure les
analyses de la TADM dans celles de 'ETM permet d’affiner les analyses cognitives des
actions (ou non actions) d'un sujet. Par ailleurs, les ETM s’expriment peu sur la
réduction dans l'exigence cognitive de la tache quand la reconnaissance est apportée
par I’énoncé et que la sous-activité a développer se réduit a du traitement (cas du
Baccalauréat) ou quand la reconnaissance est a la charge de l’étudiant (cas de
I'université). En revanche, a d’autres moments, la théorie des ETM permet d’aller plus
loin dans les analyses et caractérise le type de travail a fournir pour le développement
d’une sous-activité déterminée. Notamment dans la sous-activité du traitement, 'ETM
permet d’analyser s’il s’agit d'un travail plutot sémiotique, instrumental ou discursif :
en l'occurrence, dans 'exemple de la Figure 7, 'ETM permet de caractériser et de
détailler cette sous-activité avec une analyse du travail mathématique a produire, d’une

part dans la dimension sémiotique et, d’autre part, dans la dimension instrumentale.

Concernant les similitudes de taches analysées, d'une part, les deux taches se
limitent au paradigme [A2], ce qui nous permet de faire I’hypotheése que le travail
mathématique attendu a la transition Lycée-Université est essentiellement celui de
[A2]. Les taches des deux niveaux d’enseignement permettent un travail dans les plans
verticaux [Sem-Ins] et [Sem-Dis| de 'ETM, et on n’observe pas du travail privilégie
dans le plan [Ins-Dis]. Concernant les différences, au niveau des sous-activités, la
reconnaissance est la plus importante a 'université (exigence cognitive plus élevée),
suivie des sous-activités de traitement tandis qu’au Baccalauréat les sous-activités sont
réduites a seulement des sous-activités de traitement (la Figure 15 et la Figure 16

montrent que le travail mathématique autant que les sous-activités mathématiques a
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développer sont bien plus réduits que ceux demandés a l'université, voir Figure 6,
Figure 7 et Figure 8). En effet, toutes les reconnaissances nécessaires ont été données
dans les énoncés. Peut-étre que la sous-activité de reconnaissance est cruciale pour faire
avancer le travail mathématique car si la reconnaissance n’est pas investie, cela peut
provoquer des blocages importants dans les autres sous-activités et aussi dans le travail
de dimensions de I'ETM. Ce serait peut-étre la raison de la présence des

reconnaissances dans les énoncés du Baccalauréat ?

Une derniere sous-activité reste a analyser : la sous-activité de contréle. Comme

nous avons un regard particulier sur celle-ci, nous I’aborderons dans la section suivante.
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4.4 La notion de controle

Pour commencer cette section, rappelons la question qui découle de ’état de 'art

effectué au chapitre 2 (page 52) :

Comment promouvoir le controle dans le travail mathématique
des éléves, d'une part pour qu’il soit pertinent aux problématiques de la
transition L-U en France et, d’autre part, pour qu’il prenne en compte les
spécificités des suites définies par récurrence ainsi que les difficultés
rencontrées par les éleves dans leur étude 7
A Tinstar de cette question posée, il nous semble essentiel d’étudier la notion de
controle de maniere plus approfondie. En effet, les analyses développées dans la section
précédente nous montrent un défaut de contrdle tant au début de I'université (déja
évoqué par ailleurs dans les travaux de Bloch (2000) et Praslon (2000) dans le domaine
de I’Analyse) qu’en fin du lycée. Notre hypothese est que si les occasions de controle
sont plus disponibles pour les éleves et que I’enseignement les rend plus explicites, cela
faciliterait leur utilisation de fagon autonome de la part des éléves et des étudiants par
la suite. Ainsi, le controle devient pour nous une des problématiques clés de la
transition. Ces raisons nous motivent a faire une étude bibliographique concernant la
notion de controle en identifiant les définitions de contréle utilisées dans les travaux
qui se sont centrés sur ce sujet. Cela pour, ensuite, analyser la fagon dont nous pouvons
prendre en compte les considérations des travaux déja faits dans nos analyses afin de
mieux élaborer ultérieurement la définition de controle mathématique que nous

souhaitons privilégier.

Nous abordons cette section avec un regard plus détaillé du probleme du contréle
a la transition L-U en analysant la tdche de I'université (Figure 5), la production de
I'étudiant E28 (Figure 9), et la tdche du Baccalauréat (Figure 14).

4.4.1 Le controle en début de 'université et a la fin du lycée

En regardant le controle comme une sous-activité mathématique, nous pouvons
observer qu’elle a un statut particulier par rapport aux autres sous-activités. Comme
nous l'avons vu dans la section Sous-activités mathématiques des éleves (page 61),
Robert & Vandebrouck (2014) signalent que la liste de sous activités de reconnaissance,
organisation et traitement (chacune liée & des adaptations de connaissance spécifiques)
devraient étre complétées par d’autres sous-activités plus transversales. Nous pensons

que le controle mathématique fait partie de ces sous-activités mathématiques
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transversales, notamment parce qu’elles seraient nécessaires pendant toute 'activité
mathématique et qu’elles traverseraient toutes les adaptations de connaissances a

mettre en fonctionnement.

Pour analyser le contréle au deux niveaux d’enseignement, nous revenons
rapidement a la définition que nous avons donnée en page 61 : les sous-activités qui
sont développées lors de la réalisation de taches complexes, lorsque les éléves sont
capables de reconnaitre que leur raisonnement est cohérent avec plusieurs points de
controle, correspondent a des sous-activités de contrdle. Rappelons que cela passe aussi
par un déroulement de l'action en accord avec ce que 'on veut effectivement mettre
en fonctionnement ainsi qu’a une production qui correspond bien au but qui a été fixé
par la tdche (Rogalski, 2015).

Compte tenu de cette définition, nous pouvons identifier un contréle non
mathématique qui sera directement lié au but de l'activité a développer lors de la tache
complexe, et un autre type de contrdle, plus lié aux mathématiques, qui entraine des

reconnaissances d’ordre mathématique.

En ce qui concerne la conception de la tdche du niveau universitaire, nous
pouvons dire qu’elle considere de facon explicite seulement le controle non
mathématique puisque le but de lactivité est explicité dans la tache (dans la sous-
tiache a le but est prouver que f(x) € [0, 1], et dans la sous-tdche b le but est prouver
que u, €[0,1]). Ce type de controle, bien qu’utile, peut provoquer des effets
didactiques, de sorte que les éleves sont capables d’arriver a des conclusions
mathématiques attendues, sans mettre en fonctionnement les sous-activités
mathématiques nécessaires pour résoudre la tdche (notamment de reconnaissance,
d’organisation et de traitement) ou sans avoir mis en place un référentiel théorique
cohérent a la réponse discursive donnée. Le controle mathématique, quant a lui, n’est
pas explicité dans la tache et donc laissé completement a la charge de 'éleve. 11 se
trouve que c’est justement avec ce dernier type de controle que I'étudiant (Figure 9)
de 'université a des difficultés. En effet, bien qu’il mette en fonctionnement un contréle
non mathématique (car il arrive aux conclusions que f(x) € [0,1] et que u, € [0,1])
il ne met pas en fonctionnement un controle mathématique : il n’utilise la croissance
de la fonction a aucun moment, il ne considere pas que u,;1 = f(u,) est différente de
u, = f(n) et, dans ce dernier cas, il ne semble pas se demander si la suite restera

toujours dans l'intervalle [0, 1].

L’énoncé de la tache, tel qu’il a été concu, ne favorise pas la sous-activité de
controle mathématique ; serait-ce pour cette raison que 1’étudiant E28 (Figure 9) ne la
développe pas 7 En l'occurrence, il faut noter qu’il existe une possibilité de contréle

mathématique dans la résolution de la tache et donc que ce controle peut étre
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effectivement encouragé. A cet égard, I'étudiant E28 aurait pu activer la dimension
instrumentale avec ['utilisation d’une calculatrice symbolique (si on le lui avait permis)
pour réaliser un travail au sein du paradigme de l'analyse [A1] : pour la sous-tache a
par exemple, il aurait pu tracer le graphe de la fonction f et, par-la, visualiser sa
croissance. Dans ce cas, 'activation de la dimension instrumentale aurait permis a
I’étudiant de donner une production dans un espace de travail mathématique complet
(il aurait travaillé dans les trois dimensions de 'ETM) ; et par la visualisation, il aurait
pu mettre en fonctionnement un controle mathématique. Il importe, ici, de relever
aussi que 'activation de cette dimension instrumentale entraine des connaissances et
des sous-activités de reconnaissance instrumentales et de reconnaissance
instrumentales mathématiques (Vandebrouck et Robert, 2017) que les étudiants

devraient mettre en fonctionnement.

En ce qui concerne le Baccalauréat (donc la fin du Lycée), nous voyons que le
controle non mathématique, tel que I’énoncé de 'université, est aussi explicité dans les
énoncés des sous-taches a et b (A.3 et B.1 respectivement). Dans la question A3, bien
que l'éleve pourrait utiliser le résultat de la question précédente concernant la
croissance de la fonction, le fait d’avoir donné ce résultat n’assure pas un
développement de l'activité de controle mathématique de la part de 1’éleve. Il est a
remarquer que dans I’épreuve de Baccalauréat la calculatrice est acceptée mais, malgré
cela, en ce qui concerne I’étude de la suite, aucune question n’est proposée de telle
sorte a encourager un controle mathématique dans le travail de 1’éleve. Par ailleurs, le
découpage de taches ne favorise guere le controle mathématique ; au contraire, celui-
ci pourrait provoquer une dépendance de 1'éleve face a 'aide dans 'organisation de
I’étude d'une suite et des reconnaissances qui sont apportées. On peut ainsi se
demander si l'éleve comprend ce qu’il est en train d’étudier 7 De surcroit, une
dialectique entre les paradigmes de l’analyse qui pourrait aider a controler

mathématiquement le travail, n’est pas du tout mise en avant.

Ainsi, que ce soit a la fin du lycée ou en début de I'université, la tdche proposée
n’encourage pas les occasions de développer une sous-activité de controle
mathématique. Au Baccalauréat, compte tenu de I'organisation des questions et les
reconnaissances qui sont fournies, I’éleve a moins besoin de contrdler son travail de
facon autonome. En revanche, a I'université la tache est beaucoup moins guidée et
moins découpée ce qui provoque une nécessité dans le contrdle mathématique chez
I’étudiant. Or, il ne semble pas avoir une préparation au controle mathématique
nécessaire pour résoudre les tdches a 'université (notamment dans ’étude de suites
récurrentes) et le contréle possible que les étudiants pourraient effectuer avec leur

calculatrice est interdit.



102

De méme, le constat du manque de controle mathématique dans le travail produit
par I’étudiant de 'université témoigne d’une nécessité dans l'explicitation des sous-
activités de controle dans 'apprentissage des éleves. Comment donc rendre ce contréle
plus explicite 7 Ce manque dans I’encouragement de contréle mathématique dans les
taches et dans la production des éléeves, provoque un véritable probleme : d'une part,
puisque le controle est essentiel dans 'activité mathématique, et d’autre part, parce
que 'on veut que les éleves puissent apprendre a utiliser le contréle mathématique afin

de pouvoir s’en servir.

Dans la section suivante nous réaliserons une révision bibliographique de la notion
de contréle pour connaitre les définitions utilisées dans la littérature. Cela nous
permettra d’analyser dans quelle mesure ces définitions permettent une explicitation
de contrdles mathématiques dans la conception de taches et la fagon de les encourager

pour permettre aux éleves de les développer.

4.4.2 Littérature sur la notion de controle

Le contrdle est une partie importante de 'activité mathématique reconnue dans

plusieurs recherches et dans différents domaines des mathématiques.

Pour Schoenfeld (1985), le contrdle est présent et nécessaire dans la structure de
la résolution de problémes. Ainsi, il définit le controle comme des décisions globales
concernant la sélection et la mise en cuvre des ressources et des stratégies (Ibid., p.
15). Ce contréle implique la planification, la surveillance et I’évaluation d’une certaine
démarche, la prise de décision et des actes métacognitifs conscients. En utilisant cette
définition Lithner (2000) peut identifier des controles utilisées a partir de 'application
des méthodes mathématiques connus pour la résolution d'un probleme. Il conclut que
'utilisation de ces contréles sont mathématiquement faibles et sans planification de la
part des éleves. L’auteur signale que pour conduire a un progres dans les réponses des

éleves, un renforcement dans le controle mathématique est nécessaire.

En didactique, nous identifions que le controle dans l'activité mathématique a
été ciblé des les travaux de Brousseau (1986) a travers les controles sémantiques et
syntaxiques requis en mathématiques. Il signale que, pour éviter les erreurs, il est
nécessaire d’avoir un contrdle sémantique c¢’est-a-dire qu’il « ne suffit pas d’appliquer
des axiomes, il faut savoir de quoi on parle et connaitre les paradoxes attachés a
certains usages pour les éviter » (Ibid., p.43). Ainsi le controle sémantique est plus lié
au sens tandis que le contrdle syntaxique se réfere plus aux techniques mathématiques

et serait plus habituel en mathématiques.
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Dans le cadre du modele de connaissances Cke, N. Balachef et C. Margolinas ont
centré une partie de leurs études® a la notion de controle. Pour eux, le controle est lié
a la compréhension du concept mathématique lui-méme. C’est cette compréhension qui
permettra de décider si une action est pertinente ou pas dans la résolution d’une tache.
Dans leur modele, une conception est caractérisée par un quadruplet constitué d'un
ensemble de problemes (P), un ensemble d’opérateurs (R), un systeme de
représentation (L), et une structure de controle (X) (Balacheff & Margolinas, 2005).
Ici, la structure de controle « assure la non contradiction de la conception et contient
au moins sous la forme d’oracles les outils de décision sur la légitimité de 'emploi
d'un opérateur ou sur I'état (résolu ou non) d’un probléme » (Ibid., p. 6). A I'époque
les auteurs affirment que la notion de controle a retenu peu d’attention en didactique
des mathématiques ce qui est peut-étre dii a la volonté de garder une distance des
travaux en résolution de problemes (Schoenfeld, 1985). Des difficultés d’ordre théorique
et méthodologique pour étudier le contrdle sont exposées : d'une part, les controles
sont souvent implicites et, d’autre part, méme si un opérateur peut devenir un controle,
la distinction entre opérateurs et controles n’est pas toujours établie. Toutefois, pour
les auteurs, les contrdles comportent « Des jugements, des décisions et plus
généralement les moyens du choix ; des méthodes, structures et organisations des
opérateurs (les méta-connaissances, voir a ce sujet les travauz sur le « méta » de
Robert et Robinet, 1996) » (Balacheff & Margolinas, 2005, p. 10). Plus tard Balacheff
(2017) utilise la notion de controle en soulignant la nécessité de lier le controle, la
validation et la preuve. Il fait référence a la définition de controle proposée par
Margolinas (1993) comme « le processus d’anticipation de la validation » (Margolinas,
1993, p. 213). Cette définition assure une cohérence au lien entre controle et validation.
Dans cet article, Balacheff (2017) fait référence au travail de theése de Gaudin (2005)
qui travaille aussi avec le modele de connaissances Cke. Ici elle identifie deux types de
controles qui rendent compte d'une cohérence existante dans la résolution dun
probleme. D’une part, elle définit les Contréles référents comme ceux qui « permettent
de régler l'anticipation de l’action et 'adéquation du résultat obtenu au résultat attendu
anticipent la validation » (Gaudin, 2005, p. 153). Ces controles anticipent que dans le
processus de résolution d’un probléme on devra valider ce que 'on affirme. Cela engage
une certaine légitimité a la résolution. D’autre part les controles permettant
I’instrumentation sont ceux qui permettent « [‘adéquation entre les controles de

référents et les opérateurs » (Ibid.) exprimés par la structure si [condition] alors

%5 Ses travaux se situent dans le cadre de la théorie des situations didactiques (Brousseau, 1998)
et les champs conceptuels (Vergnaud, 1990).
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laction]. Ces controles permettent de faire un bon choix d’outils pour une stratégie
choisie. Enfin, il existe des controles locaux qui permettent la bonne mise en ceuvre
d’un opérateur ce qui engagera une certaine action. Dans le travail de Gaudin (2005),
on voit que les systemes de représentation sémiotique jouent aussi un role dans cette
cohérence interne et permettent l'expression des controles et opérateurs (actions)
(Ibid., p.321). Néanmoins, Gaudin ne qualifie pas les représentations sémiotiques ou

les signes comme des activités de controle.

Par ailleurs Saboya (2006, 2010) fait une étude assez complete de la question du
controle en abordant des points de vue épistémologique, psychologique, sociologique,
didactique et I’éducation mathématique. Elle utilise la littérature étudiée dans ces
différents domaines pour proposer une définition de contréle. Elle signale que le
controle est un processus qui se développe sur le long terme chez 'éleve. Cependant,
d’un point de vue local, le controle est présent tout au long de la réalisation de la
tache. Ainsi, Saboya Mandico (2010, p.116), identifie une temporalité dans l'activité
de contrdle en indiquant que celui-ci peut se développer en amont, pendant et en aval
de la résolution d'une tache. En amont, il est capable d’anticiper des validations du
résultat en mobilisant des connaissances a mettre en fonctionnement. Ici 1'éleve
visualise le but de l'activité a atteindre lors de la résolution de la tache. Pendant le
processus de résolution de la tache, le contrdle permet de choisir des stratégies efficaces
et des évaluations périodiques. Finalement, en aval, le controle permet de vérifier le
résultat obtenu ainsi que l’évaluation des actions entreprises et une perception

d’erreurs.

De ce fait, l'auteure propose une définition générale en identifiant des
composantes du concept de controle Saboya (2010, p. 406-408), composantes qui ont
ensuite été reprises dans Saboya et al. (2015) : (a) Anticipation : Condition de validité
du résultat avant de le connaitre (Coppé, 1993). (b) Vérification : Elle peut soit étre
issue d'une anticipation du résultat, soit d’une vérification sans anticipation ou 1’on
vérifie, a partir du résultat obtenu, ce qui permet de découvrir des éventuelles
incohérences (Richard, 1990). (c) Perception des erreurs/sensibilité a la contradiction :
Constatation d’un résultat qui ne correspond pas a celui qui est attendu (peut provenir
d’une anticipation). Le retour vers les erreurs est fait a partir de la question du sens
des résultats trouvés (Cipra, 1985). La contradiction s’exprime par un déséquilibre. Le
dépassement de la contradiction peut se faire a travers un rétablissement de 1’équilibre,
ce qui demande un effort additionnel de la part de 1’éleve (Piaget, 1974) et un retour
sur les concepts et leur signification. (d) Engagement réfléchi : S’exprime par un arrét
dans la résolution de la tache (Kargiotakis, 1996), un retour aux fondements théoriques

a travers un esprit critique et réflexif sur 'action. (e) Discernement/choix éclairé :
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Capacité de choisir la stratégie ou I’écriture la plus efficace (en temps et appropriation)
(Schoenfeld, 1985). (f) Validation : Fondements explicités qui impliquent un jugement
du vrai ou du faux, ce qui permet une sensibilité a des possibles erreurs et difficultés.
Elle peut aussi s’exprimer par des écritures équivalentes d’un concept. (g) Méta-
connaissances : Fruit de réflexions sur les connaissances et la combinaison entre elles,

sa pertinence, son efficacité et son écriture.

Dans Saboya et al. (2015) les auteurs analysent l'activité du controle dans le
domaine de l'algebre. En cohérence au travail mené par Saboya (2010), ils identifient
une conceptualisation du contrdle a partir des deux dimensions. La premiere serait en
lien avec les contrdles sémantiques et syntaxiques'® qui sont jugés essentiels pour le
domaine de l'algeébre mais qui restent tres globaux ; la deuxiéme se référant aux
composantes détaillées dans le paragraphe précédent qui avaient déja été identifiées.
Ici, les auteurs considerent l'activité cognitive de contrdle comme progressive et
dynamique, notamment due au caractere dynamique du réseau qui détermine les
composantes. En effet, le contrdle se développerait pendant le processus de résolution
d’un probléme a travers une interrelation (des aller-retours) des composantes, ce qui

promeut un enrichissement de chacune de ces dernieres.

Par rapport au travail de Balachef et Gaudin, Saboya et al. (2015) signalent que
leur structure de contréle (moyens qui permettent de faire des choix, de prendre des
décisions et d’exprimer un jugement) se rapproche de la leur. Ils ajoutent « Notre idée
du controle est toutefois plus générale que celle associée a une construction conceptuelle
(a une conception liée a un ensemble de problémes, d’opérateurs et de signifiants), elle
cible le processus de résolution de ['éleve dans différents types de tiches (et non les
conceptions qui s’y construisent) et s’intéresse au contréole exercé sur ce processus,

contréle pouvant amener éventuellement da la réussite de la tdiche » (Saboya et al.,
2015, p.4).

En cohérence a ces derniers travaux, Saboya & Rhéaume (2015) analysent le
controle qu’exercent les éleves dans une tache relative a la notion de fraction. Elles
qualifient ici le role de I'enseignant comme essentiel pour le développement du contréle
chez les éleves. Notamment, elles signalent que ’enseignant, a travers un bilan, peut
promouvoir une réflexion sur les procédures possibles a mettre en place dans la
résolution d'une tache avec les éleves. Cela leur permet de décider la validité d'une

certaine procédure et d’argumenter leurs choix. Ainsi « la phase de bilan, rendant

¥ Les controles sémantiques qui se référent aux significations contextuelles des grandeurs en
présence, des relations et des transformations, et les controles syntaxiques se référent au travail sur les
expressions algébriques qui ont des significations dans d’autres registres (Saboya et al., 2015).
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publiques les diverses procédures devant la classe, est intéressante du point de vue du
role de l’enseignant qui peut alors reformuler, renvoyer des questions au reste de la
classe pour que les éléves statuent sur les avantages, les limites, l’efficacité des diverses
procédures ressorties. (.) A notre avis, c’est quand Uéléve est responsable de ses

actions qu’une activité de contréle risque de se développer » (Ibid., p.24).

Alcock & Simpson (2005) font référence a ce que veut dire un manque de controle
sémiotique. Ils étudient le travail des étudiants d’un premier cours d’analyse réelle en
premiere année de l'université. Ces étudiants sont décrits au départ comme non-
visualisateurs car ils n'utilisent pas de représentations visuelles des notions travaillées
et utilisent majoritairement des représentations algébriques. Ici les auteurs considerent
un manque de controle sémiotique comme un manque de la capacité d'interpréter et
de traiter correctement les expressions et énoncés symboliques impliqués dans une
tache mathématique en tant que textes a interpréter, et non en tant que supports de
mots-clés ou d'indices de toute sorte (Ferrari, 2002) (Alcock & Simpson, 2005, p. 79).
Un exemple de manque de controle sémiotique se rapporte aux étudiants qui peuvent
utiliser une notation mathématique mais qui ne s’emparent pas du lien avec des
concepts mathématiques sous-jacents. Les auteurs soutiennent qu'un apprentissage des
mathématiques avec un manque du contrbole sémiotique produit des connaissances
mathématiques moins utiles dans des problemes non-standard, des connaissances
difficiles a mémoriser dans le temps et de difficiles acces a I'heure de choisir la bonne
procédure dans une situation donnée. Cela peut conduire I’éleve a produire des écritures
absurdes. En revanche, un controle sémiotique va permettre de faire un lien entre les
représentations algébriques du cours (les notations) aux concepts sous-jacents et a leurs
noms. Ce controle sémiotique peut se manifester quand les éleves gardent trace des

traitements par rapport a I’énoncé a prouver.

Par ailleurs, Arzarello & Sabena (2011) analysent l'activité d’argumentation et
de la preuve dans le domaine de I'analyse au lycée lors de la résolution de problemes
graphiques. Pour ce faire, ils identifient trois types d’actions sémiotiques :
(1) Interprétation de signes pertinents : la perception de signes joue un réle important.
Les connaissances du sujet et la dimension culturelle de la tdche ont une incidence ;
(2) Identification et description des relations entre les signes interprétés : ces relations
sont organisées en arguments cohérents (ces derniers peuvent étre locaux avec la
considération d’'un sous-ensemble de signes) ; (3) Argumentation qui justifie les
relations entre les signes en termes de théorie mathématique : les arguments ont des
caractéristiques formelles et déductives. Dans ce type d’action, les relations théoriques
et logiques et le requis dans la communication d'un texte pour que ce soit considéré

comme une preuve mathématique, impliquent vraisemblablement une conscience chez
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les éleves (ici les éleves parlent de théoremes ou d’axiomes). Ces trois actions dans les
processus d’argumentation et de preuve semblent étre aussi guidées par deux types de
controles qui sont entrelacés : les controles sémiotiques et les controles théoriques. Les
controles sémiotiques concernent les décisions relatives a la sélection et auz traitements
des ressources sémiotiques. Ici, en se basant sur la perspective de Pierce concernant le
signe (des symboles, graphiques, dessins, gestes exprimés par les éleves), les décisions
sont prises a partir des traitements de ces signes. Les controles théoriques concernent
la sélection et la mise en ceuvre d'une théorie ou de parties de celle-ci, a travers un
faisceau plus ou moins organisé de propriétés, d'algorithmes et de conceptions que les
éleves activent pour élaborer un argument ou une preuve (Ibid., p. 204). Les propriétés
énoncées sont plus au moins organisées et sont utilisées pour donner un argument ou
une preuve. Bien que les deux types de controle soient souvent entremélés, il est
possible de les distinguer. Par exemple, selon la tache, le choix d’une représentation
sémiotique est nécessaire pour sa résolution, ce qui implique un contréle sémiotique.
Aussi, si des théoremes ou propriétés sont utilisés a ’heure de donner un argument, on
parle de controle théorique. A partir de la classe observée dans 1’étude, les auteurs
signalent que les aspects théoriques (argumentation et preuve) ont été guidés par les
interventions de I'enseignant et la conception didactique des activités menées. En effet,
les éleves auraient besoin du soutien de l'enseignant pour atteindre les objectifs

didactiques concernant les aspects théoriques (Ibid., p. 205).

Plus tard, Bikner-Ahsbahs et al. (2014) se concentrent dans une tache combinant
différents cadres conceptuels concernant les paraboles. Ils continuent le travail sur les
controles sémiotiques et théoriques définis par Arzarello & Sabena (2011), et ils
affirment que ’on sait peu de choses sur la facon dont ils jouent ensemble et comment
ils sont liés au domaine de contenu respectif (Bikner-Ahsbahs et al., 2014, p. 153). Ils
s'interrogent sur le role de ces controles dans une argumentation en tant que processus
épistémique. A partir de leur étude de cas, ils concluent que les élevent arrivent en
premier lieu a travailler dans le cadre arithmétique. Dans ce cadre les éleves
rassemblent et connectent des signes. Apres, ils travaillent dans le cadre algébrique
afin de généraliser les structures arithmétiques pour, ensuite, travailler dans le cadre
géométrique-analytique. Ici, malgré le fait que les éleves semblent avoir des controles
(théoriques et sémiotiques a l'intérieur de chaque cadre - controle local), ils restent
bloqués. C’est grace a lintervention d’'un enseignant (rdle pris par linterviewer qui
n’était pas prévu dans la recherche) que les éleves réussissent a réaliser la tache en
exploitant le controle sémiotique et théorique. Cela a travers un lien entre les différents
cadres (algébrique et géométrique), ce qui leur permet d’avoir un controle de maniere

globale. Les auteurs concluent que pour bien aboutir les processus d’argumentation ou
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de résolution de probléemes, méme si ceux-ci se font dans un certain cadre (controle
local), cela nécessite un controle global qui permette de bien lier les différents cadres.
IlIs s’interrogent, finalement, quant aux interventions didactiques qui seraient
nécessaires pour développer, a un niveau global, le controle sémiotique et théorique des
éleves (Ibid., p. 160).

Dans le domaine de l'analyse a la transition L-U, comme nous l'avons évoqué
dans le chapitre 2, Ghedamsi (2008) fait allusion aux controles formels et intuitifs lors
du développement de taches dans ce domaine. Sans donner une définition explicite,
elle se réfere au contréle comme des connaissances qui permettent de valider un résultat
ou une conjecture. Ces connaissances peuvent permettre un controle formel ainsi qu’un
contrdle intuitif. Elle signale qu’a la transition L-U « ["intuition est souvent ponctuelle
et isolée du controle formel. De ce fait, I’enseignement aboutit a une concentration et
une fermeture sur la théorie et la succession de calcul » (Ibid., p.189). Cependant, I.
Ghedamsi signale que, dans les objets de I'analyse, l'intuition est délicate, prend du
temps et que les étudiants ne seraient pas autorisés a faire des preuves pragmatiques
a leur niveau. En effet, les étudiants disposent des instruments formels et ceux qui
savent les utiliser peuvent produire des preuves formelles. Néanmoins, a partir de son
travail, elle conclut quun contrdle mixte entre 'intuitif et le formel est possible a la
transition L-U tout en introduisant un milieu (au sens de la TSD) adapté. Ce milieu
adapté correspondrait a la mise en place d’un milieu instrumenté grace aux
calculatrices ou logiciels permettant un calcul formel. Or, ce milieu « nécessite d’avoir
les moyens de controler un autre type de connaissances : celui lié au fonctionnement
de la calculatrice ou du logiciel utilisés, soient les processus d'instrumentalisation et
d'instrumentation » (Ibid., p. 298) ; raison pour laquelle il est aussi important de

travailler dans un milieu papier/crayon.

Concernant ce milieu instrumenté, comme nous ’avons signalé dans le chapitre
2 (page 33), Trouche (1996) signale que les calculatrices permettent un controle des
représentations graphiques qui devrait promouvoir des controles théoriques, un
contréle des nombres ot on devrait réintroduire des éléments théoriques du calcul, un
controle du langage sur les objets mathématiques et des schémes d’utilisation de la
calculatrice. Sur 'utilisation de la calculatrice (ou autres artefacts numériques), les
auteurs travaillant sur ce theme sont d’accord sur le fait que le controle est au centre
de lactivité mathématique instrumentée (voir par exemple Trouche (2000), Guin et
al. (2005), Monaghan et al., (2016)). Bien que les travaux sur la calculatrice en tant
qu’instrument parlent souvent de controle, sa définition n’est pas toujours explicitée

et elle ne semble pas étre utilisée dans le méme sens pour les auteurs (parfois la
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littérature fait référence a des controles autres que celui de l'activité mathématique®”
avec une caractéristique plus sociale). Trouche (2005, p. 203) définit le processus de
controle comme ['attitude consciente de considérer, avec une objectivité suffisante,
toutes les informations immédiatement disponibles non seulement de la calculatrice,
mais aussi d'autres sources, et de rechercher une cohérence mathématique entre elles
(Guin & Trouche, 1999)*. Ce processus implique deux méta-connaissances requises par
lactivité mathématique qui sont particulieres a 1'utilisation de calculatrices
symboliques : (1) de références construites dans la pratique qui permettent une
démarche investigatrice (méta-connaissances de premier niveau), (2) des traitements
d’informations trouvées par une interprétation sémantique, des inférences, des

comparaisons (méta-connaissances de second niveau).

4.4.3 Application a I’exemple de production d’étudiant

Dans cette section, nous étudierons I’exemple donné dans la section 4.3 de I'éleve
E28 a la lumiere de la littérature examinée. Pour ce faire, nous identifierons trois
domaines ot le controle a été étudié : (1) la résolution de taches en tant que problemes,
(2) la validation, 'argumentation et la preuve, et (3) 'activité de controle en tant
qu’activité plus générale (un quatriéme domaine lié au contrdle dans 1'utilisation
d’artefacts numériques a été identifié mais comme la tache de départ ne considere pas

ces artefacts, nous n’analyserons pas ces controles dans cette section).

Pour pouvoir revenir sur notre exemple, rappelons la tache et la production de

I'éleve de 17 année de 'université (Figure 17 ci-dessous) :

Soit a €]0,1[ et soit f:[01] >R la fonction définie par

vx€[01], f(x) =i. On considere une suite (Up)pen Vvérifiant les
1

2—-uy,

conditions : ug =a et Vn € N,u,yq = f(u,) =

(1) Montrer que, pour tout x € [0,1],f (x) € [0,1]. Puis que pour tout
n € N,u, €[0,1].

17 Certains travaux font référence au contrdle que l'enseignant peut exercer sur un groupe
d’étudiants a I'heure d’organiser une séance. Cela fait référence a la gestion de la classe de la part de
I’enseignant.

% Guin & Trouche (1999) ont traduit le terme controle par process of command dans leur article
en anglais. Par ailleurs, dans le texte de Trouche & Drijvers (2014) nous pouvons trouver le terme self-
monitorig dans le contexte de 'orchestration instrumentale interne vue comme un auto-contréle des
instruments individuels (Ibid., p. 6). Cette orchestration est la fagon dont 'enseignant (ou 'éleve) utilise
les outils de son environnement a travers des configurations didactiques.



110

ae Yoyl B[ o0) >R «Yo]

A - Nentneos O elo; 3(3&)6— Lo;A)
: 0 (PG A Na foja)

AN can o= 0

Ha) - 2 eu OALA JGEIE o5 A]
2 a
QU}JL wa <z A .
HES :[’_LA A Aol 0 ALA g(q)e[o;q

Tningprne Uy = W ol done W, = DU JQIEfR)
QQ&)AA;%S( € [ O‘)Ai‘) W GW{\ ,O;,A,},,_ g

Figure 17 : Production de I'étudiant E28 de premiére année de I'université.

(1)  Résolution de téches en tant que problemes

Le résultat concernant le contréle du travail de Lithner (2000) est cohérent a
I’analyse du controle de I’étudiant E28 que nous avons fournie. En effet, comme dans
les exemples de Lithner (2000), la mise en place du controle d’E28 répond plus a un
effet de contrat ou a la familiarité avec la tache (car le but de l'activité a développer
dans la tache est explicité), qu’a a des contrdles sur des propriétés mathématiques (E28
ne remet pas en questions ces écritures erronées). Cela nous montre la pertinence dans
la distinction entre contrdoles mathématiques et non mathématiques. Cependant, bien
que dans le travail de Lithner on mentionne la nécessité d'un contrdle mathématique
(avec des calculs plus minutieux, des comparaisons du travail produit avec des figures
ou encore la vérification de conclusions), rien n’est dit sur la facon dont ce controle
peut étre encouragé, que ce que soit dans la conception de taches ou dans ’explicitation

pour les éléves.

(2)  Validation, argumentation et preuve

En prenant en compte la définition de controle donné par Balacheff & Margolinas
(2005) et Balacheff (2017), I’étudiant E28 ne semble pas réaliser une anticipation pour
prévoir l'action qui lui permettra de valider le résultat trouvé. Bien qu’il arrive au
résultat voulu, son probleme se trouve sur le fait qu’il ne valide pas son résultat.
Autrement-dit, en prenant en compte les controles permettant I'instrumentation mises
en place par la structure [condition] alors [action] (Gaudin, 2005), I’étudiant semble
avoir une difficulté dans ’analyse de conditions pour la mise en place des actions. De

surcroit, les écritures produites par E28 dans l'avant derniere ligne (sous-tache b)
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rendent compte des confusions entre les conceptions que I'étudiant possede par rapport

aux fonctions et aux suites.

En analysant l'activité d’argumentation et de preuve a la lumiere des controles
sémiotiques d’Arzarello & Sabena (2011), nous pouvons dire que le choix de
représentation sémiotique est celui du registre algébrique ou ’étudiant ne réalise pas
les traitements nécessaires pour résoudre la tache. Cela produit un manque dans le
controle sémiotique et est a ajouter au fait que I’éleve ne met pas en place les controles
théoriques nécessaires. En effet, I'argumentation que E28 donne est tres faible :
notamment la réponse a la sous-tache a n’utilise pas la croissance de la fonction et la
réponse a la sous-tache b ne constitue pas une preuve. Cela peut étre mis en regard du
résultat trouvé par Arzarello & Sabena (2011) et Bikner-Ahsbahs et al. (2014), puisque
ces deux derniers travaux concluent que ce sont les interventions de 1’enseignant qui
permettent de débloquer le travail des éleves avec 1'aide de controles sémiotiques et
théoriques de fagon globale (a travers des liens entre différents cadres). On se demande,
alors, comment aurait changé la production de cet éleve si I'intervention de ’enseignant
lui avait permis d’avoir des contréles sémiotiques ou théoriques pour faire avancer son
travail 7 Et d’ailleurs, comment donner un cadre pour que les enseignants puissent

expliciter et faire développer ces controles mathématiques chez les éleves 7

Par ailleurs, la production de E28 et cohérent avec ce que Alcock & Simpson
(2005) décrivent comme un manque de contréle sémiotique, notamment a travers la
non clarté des concepts de la part de I'étudiant. Cela est manifesté avec la phrase
&« Upy1 = f(uy) et donc u, = f(n) = f(x) ». Néanmoins, compte tenu de ’énoncé de
la tache et de sa conception, comme elle ne fait pas référence a un autre registre que
'algébrique, nous pouvons faire ’hypotheése que l'institution (dans ce cas I'université)
considere tous les éleves comme de non-visualisateurs. Comment alors permettre a ces

éleves de controler leur travail mathématique ?

(3)  Activité de contrdle en tant qu’activité mathématique plus générale

Concernant les contrdles sémantiques et syntaxiques nécessaires pour 'activité
mathématique décrite par Brousseau (1986), 1'éleve E28 présente un manque de
controle sémantique et syntaxique. Dans le cas du controle syntaxique, 1’éléve ne met
pas en place les techniques mathématiques nécessaires (méme s’il semble reconnaitre
la méthode a utiliser). Le manque de controle sémantique peut s’observer dans la
réponse a la sous-tache b, notamment car 1’éleve ne relie pas le sens et les différences

entre la suite récurrente et la suite définie de maniere explicite.
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Quant a Pactivité cognitive de controle travaillé par Saboya Mandico (2010) et
Saboya et al. (2015), I’éleve E28 semble avoir des difficultés dans toute la temporalité
du contrdle : en amont, pendant et en aval de la résolution de sa tache. En effet,
comme nous l’avons dit, il ne semble pas anticiper une validation de sa réponse (malgré
le fait de prendre en compte le but & atteindre) et il ne semble pas avoir des évaluations
régulieres qui lui permettent de relancer son travail a travers une perception de ses
erreurs. Mais cela est influencé par le fait que la tache n’encourage pas une perception
d’erreurs, ni une vérification du résultat. Comment donc encourager ce type de controle

tout au long de la résolution de la tache ?

4.4.4 Conclusions de la révision bibliographique

Les études mentionnées montrent que le controle est nécessaire pour la bonne
résolution d’une tache mathématique. Les analyses concluent souvent a un manque de
controle mathématique de la part des éleves (que ce soit dans une conception, une
argumentation ou tout simplement la résolution d’une tdche mathématique en tant
que probleme), ce qui implique un besoin dans le renforcement de leur acquisition.
Cependant, la littérature donne peu de suggestions sur la facon de travailler,
d’encourager et d’expliciter les différents controles mathématiques avec les éleves. Alors
que le contréle mathématique est crucial, nous nous intéressons, d’une part, a savoir
comment rendre ce controle plus explicite pour que les éleves puissent s’en emparer et,
d’autre part, a répondre spécifiquement a la question sur le type de travail qui sert a

promouvoir le contréle mathématique.

Par ailleurs la révision de la littérature montre que, pour étudier 'activité de
controle mathématique nous avons besoin des analyses de l'activité personnelle de
I’éleve mais aussi de son usage en classe. Les interventions de l’enseignant ont été
identifiées a plusieurs reprises comme importantes et nécessaires pour développer
I'activité de contrdle chez les éleves. En effet, méme quand cela n’a pas été prévu, il a
été nécessaire d’introduire une intervention pour faire avancer le travail des éleves qui
restaient bloqués (Bikner-Ahsbahs et al., 2014). De méme, quant au role de
I’enseignant, il serait intéressant d’analyser la place du bilan dans ’enseignement au
moment d’étudier 'activité de controle (Saboya & Rhéaume, 2015). Dans ce dernier
point, il faudrait analyser ce qui peut rester a la charge de 1’éleve pour qu’il puisse
effectivement développer une activité de contrdle. Nous relevons aussi que la question
posée par Bikner-Ahsbahs et al. (2014) tend a s’interroger quant aux interventions
didactiques de I’enseignant qui pourraient servir a développer un controle (global et

local) chez les éleves. Cette question posée nous est aussi d’un grand intérét.
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Rapprochements des contréles étudiés aux théories TADM et ETM

Des rapprochements entre les définitions données par la littérature de la notion

de controle peuvent se faire avec les théories TADM et ETM que nous utilisons.

En prenant comme exemple la définition de controle dans la résolution de
problémes de Schoenfeld (1985) (définition qui est d’ailleurs aussi utilisée dans les
travaux de Saboya (2010) et de Saboya et al. (2015)), nous pouvons rapprocher ce
controle de différentes sous-activités mathématiques définies au sein de la TADM.
Rappelons que ce controle fait référence au choix de stratégie et de ressources, a leur
mise en ceuvre, a la planification, la surveillance et l’évaluation d’une certaine
démarche, ainsi qu’a la prise de décision et des actes métacognitifs conscients. Les
choix des stratégies de ressources, la prise de décisions et les actes métacognitifs
peuvent répondre a de sous-activités de reconnaissance. La planification et la mise en
ceuvre peuvent répondre a des sous-activités d’organisation et de traitement tandis que
la surveillance et 1’évaluation d’une démarche peuvent répondre plus a ce que nous

considérons comme des sous-activités de controle.

Par ailleurs, dans le cas de I'activité mathématique instrumentée le processus de
controle de Guin & Trouche (1999) se réfere aux connaissances instrumentales et
instrumentales mathématiques décrites dans la TADM, connaissances qui doivent

permettre des sous-activités de reconnaissance et de traitement selon la tache.

Dans le cas de la théorie des ETM, nous pouvons voir que les différentes
dimensions peuvent se rapprocher de contréles déja travaillés : la dimension sémiotique
avec les controles sémiotiques d’Arzarello & Sabena (2011) et d’Alcock & Simpson
(2005) ; la dimension discursive avec controles théoriques d’Arzarello & Sabena (2011)
avec les propriétés mathématiques de Lithner (2000) ou encore a l'anticipation de la
validation de Margolinas (1993) utilisée aussi dans Balachef (2017) ainsi que la
dimension instrumentale avec le processus de controle de l'activité mathématique
instrumentée (Guin & Trouche, 1999).

Cependant, les controles mathématiques possibles a travers des changements de
paradigmes (voir section 4.3.3) ne semblent pas étre évoqués par les considérations de
controle que la littérature a abordées. En effet, le travail mathématique permettant
une articulation des paradigmes facilite la mise en place de conjectures et la perception
d’erreurs. Par le biais de cette articulation, il pourrait y avoir un encouragement de
différents types de controles mathématiques qui pourrait aussi aider a les rendre plus
explicites dans la conception de taches et dans l'apprentissage des éleves. Nous

reviendrons sur ce théme dans la section suivante.
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4.5 Le controle comme une intégration locale

symétrique de ce Networking

Dans les stratégies de Networking on parle d’intégration locale symétrique si un
concept a la frontiere de deux théories est élaboré et intégré dans les deux approches
théoriques [notre traduction| (Prediger & Bikner-Ahsbahs, 2014, p. 120). La cohérence
établie et la symétrie® entre la TADM et les ETM, nous permettent de proposer une
intégration locale dans ce travail par le biais de la notion de contréle. Cela permet un
enrichissement théorique sans altérer les principes de chacune des théories et nous
pensons qu’'une telle étude peut étre bénéfique pour les deux : pour la TADM, cela
peut aider a mieux expliciter et structurer les sous-activités de controle ; pour la théorie
des ETM, le controle du travail mathématique pourrait apporter un enrichissement

dans la compréhension du travail mathématique.

Nous allons, maintenant, nous intéresser particulierement aux contréles
mathématiques qui, comme signalé par Balacheff & Margolinas (2005), sont complexes
a étudier car ils sont souvent implicites. Nous faisons I’hypothese qu’une intégration
locale du Networking entre la TADM et la théorie des ETM sur la sous-activité de
controle pourrait constituer un cadre pour expliciter ce controle et ’étudier sans se
limiter a un type de tdche (argumentative, de preuve, ou graphique). Nous chercherons
ainsi & étudier comment exercer un contrdle mathématique a la transition L-U (ou le
controle est essentiel) dans 1’étude de suites récurrentes, objet mathématique a la

transition L-U.

Pour se faire, nous distinguons deux caractéristiques de sous-activités de controle
apportées par les ETM ; tout d’abord, l'une liée aux trois dimensions du travail
mathématique et I'autre liée aux paradigmes de 'analyse. Ces deux caractéristiques

permettent d’enrichir la description des sous-activités de controle.

Sous-activités de controle en lien avec les dimensions de 'ETM

Sous-activités de contrdle sémiotique : Elles peuvent étre établies lorsque
les éleves font des liens entre différentes représentations sémiotiques de 1'objet.

Selon la théorie de Duval (1995), nous considérons qu'’il existe un controle

¥ Concerne le développement de la théorie et sa maturité.
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sémiotique quand les activités de conversion et de traitement™ entre
représentations sémiotiques sont mises en place. Dans le cas des suites, par
exemple, un graphique croissant doit étre cohérent avec un tableau de valeurs
numériques. Ici, un traitement dans le registre algébrique pour calculer f(0) et
f(1) peut étre entrepris pour contrdler la croissance de la fonction visualisée a
partir de son graphique. Un manque de controle sémiotique peut étre observé lors
de la non connexion entre registres sémiotiques au moment d’utiliser différentes
représentations de I'objet pour résoudre une tache. Ce type de contrdle serait en
accord avec le travail d'Alcock & Simpson (2005) et d’Arzarello & Sabena (2011).

Sous-activités de contrdle discursif : Elles sont mises en place quand 1'éleve
utilise diverses définitions mathématiques, méthodes de preuve ou théoremes
dans son travail c’est-a-dire le référentiel théorique (ce controle est cohérent au
controle théorique d’Arzarello & Sabena (2011)). Cela peut étre mis en place
pendant le développement de la tache (pour justifier une certaine démarche ou
étape) ou lorsque le travail est fini pour le vérifier. Nous parlons d’'un manque de
contréle lorsque l'éleve montre des incohérences théoriques dans le discours
mathématique de sa réponse. Dans les cas de suites par exemple, le fait qu'une
suite croissante et positive ne peut pas avoir 0 comme limite (sauf la suite

constante nulle) peut étre prouvé par une argumentation discursive.

Sous-activités de controéle instrumental : Elles sont établies lorsque les
éleves utilisent des outils ou des logiciels pour vérifier leur travail. Dans le cas de
suites par exemple, 1'éleve peut étudier la suite a 1'aide d'un algorithme ; il peut
également comparer ses calculs manuels avec ceux produits par sa calculatrice.
Le développement de ce controle peut impliquer des controles sémiotiques et
discursifs (qui sont ici souvent implicites) car, comme le signale Trouche (1996),
I'intégration de la calculatrice doit permettre un controle des représentations en
mettant en avant des controles théoriques (sur les nombres, sur le langage des

objets mathématiques) et les schemes d’utilisation des calculatrices.

% Duval (1995) distingue trois activités cognitives fondamentales liées aux représentations
sémiotiques : la formation de représentations, leur traitement et leur conversion. La conversion est la
moins immédiate. En effet, pour Duval (2010) ce type de transformation est considéré comme « le
paradozxe cognitif des mathématiques »(Ibid., p. 135).
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La Figure 18 illustre les trois sous-activités de controle décrites en lien avec les

dimensions sémiotique, instrumentale et discursive.

CONTROLE

Sous-activité ]
4

Cpiscursit_> 4

Figure 18 : Schéma de trois sous-activités de controle en lien avec les dimensions de 'ETM

Comme nous 'avons déja dit, le fait de considérer le controle comme une sous-
activité mathématique plus transversale peut solliciter la mise en fonctionnement de
différents types de connaissances et, par-la, considérer des imbrications entre les autres
sous-activités (de reconnaissance, d’organisation et de traitement) dans chacun des

controles mathématiques décrits selon la tache a résoudre.

Comme nous cherchons a analyser le contrdle mathématique en tant qu’activité
cognitive, dans certains cas le sujet peut avoir effectué un contrdle discursif ou
sémiotique sans que cela soit explicité dans la résolution de la tache®. Pour cette raison,

nous resterons prudents a affirmer ou réfuter la mise en place de telles activités.

Par ailleurs, comme dans I’étude du travail mathématique avec la théorie des
ETM, lorsque le sujet utilise deux types de contrdles imbriqués, il est intéressant
d’analyser ce qui se passe avec les contrdles dans un plan vertical de 'ETM. Par
exemple, si I'on trace une fonction f sur la calculatrice symbolique pour visualiser son
comportement, nous parlons d'un contréle mathématique dans le plan [Sem-Ins] ou
dans le plan [Ins-Dis| selon le cas. En effet, 1’éleve utilise des reconnaissances
instrumentales et instrumentales mathématiques pour visualiser le comportement de
la fonction et réciproquement ; I’éleéve doit étre capable d’établir des cohérences entre
les différentes représentations sémiotiques affichées sur la calculatrice (notamment
algébrique et graphique), ce qui implique la mise en fonctionnement de sous-activités
de controle mathématique dans le plan [Sem-Ins|. D’autre part, le fait de reconnaitre

le comportement d’une fonction, entraine aussi des sous-activités mathématiques de

! Voir par exemple Hoppenot & Vivier (2020) oti un controle peut s’affirmer seulement lors d'un
entretien avec I’étudiant.
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reconnaissance a travers l'utilisation du référentiel théorique de 1’éleve, ce qui suppose

des sous-activités de controle dans le plan [Ins-Dis].

Il est possible de développer des sous-activités de controle au sein de paradigmes
de l'analyse. En effet, a lintérieur du paradigme [Al] (analyse arithmético-
géométrique) nous pouvons développer un contrdle sémiotique en visualisant la
variation d’une suite a partir de sa représentation graphique et en vérifiant si cela est
cohérent avec la représentation numérique de leurs termes. Dans ce méme paradigme,
nous pouvons développer un controle instrumental en utilisant un logiciel ou la
calculatrice pour avoir un certain résultat (contréle qui sera sans doute aussi
sémiotique) ; il est encore possible de mettre en fonctionnement un controle discursif
si l'on fait appel au théoreme de suite monotone au moment d’observer si la suite est
croissance et majorée par exemple. Par ailleurs, dans le cas du paradigme [A2] (analyse
calculatoire), nous pouvons aussi développer un contrdle discursif en montrant la
variation d’une suite a travers des méthodes différentes connues (différence ou quotient
par exemple) ou un contrdle instrumental qui permette de vérifier des résultats du
calcul algébriques de la dérivée avec la calculatrice (par exemple, calculer a la main la
dérivée de la fonction qui définit la suite pour montrer sa croissance et ensuite calculer
la dérivée dans la calculatrice). Cependant, les sous-activités de contrdle que nous
avons décrites peuvent s’appuyer ou étre déclenchées grace a des changements de
paradigmes. Comme nous I’avons dit, notre travail se situe dans le domaine de I’analyse
A la transition lycée-université. A partir de nos premiéres analyses, nous pouvons noter
que le paradigme privilégié dans les taches est le paradigme [A2]. L’étudiant E28 dont
nous avons analysé le travail, montre un manque de contréle mathématique qui arrive
jusqu’a la non perception d’erreurs. Comme signalé, cela peut étre di au fait d’avoir
travaillé dans un seul paradigme. En revanche, comme le signalent Montoya-Delgadillo
et Vivier (2016, p.743), travailler dans plus d’un seul paradigme permet d’éviter des
erreurs et de controler son travail. D’ailleurs, le paradigme [A1] permet d’établir des
conjectures et de se poser des questions d’ordre mathématique qu’il est possible de
justifier dans le paradigme [A2] ou [A3]. Mais cela nécessite d'une dialectique entre
paradigmes, ce que les taches de la fin de lycée et du début de I'université ne favorisent

pas puisqu’elles se limitent a un travail dans le paradigme [A2].

Afin de privilégier un changement de paradigmes a la transition L-U, nous nous
intéressons davantage a la dialectique entre les paradigmes [A1] et [A2] : d'une part,
travailler dans le paradigme [Al] de maniére efficace peut impliquer 1'utilisation
d’instruments numériques pour aider la visualisation et la conjecture. Comme nous
'avons dit, cette utilisation entraine des contrdles sémiotiques et instrumentaux [Sem-

Ins], mais aussi instrumentaux et discursifs [Ins-Dis]. D’autre part, travailler dans le
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paradigme [A2] peut permettre un travail dans la dimension [Sem-Dis], ce qui implique
des reconnaissances de théoremes, de méthodes ('activation du référentiel théorique),
mais aussi de traitements dans un certain registre (souvent algébriques). Nous

représentons la dialectique entre ces deux paradigmes dans la Figure 19 ci-dessous :

R

Figure 19 : Illustration de la dialectique de changement entre paradigmes [Al] et [A2].

Par la mise en place de ces sous-activités de controle, que ce soit en lien avec la
dimension de 'ETM ou les paradigmes de ’analyse, nous sommes dans deux cas de
figure : soit c¢’est le sujet qui, par sa propre initiative, met en place des sous-activités
de controle pour assurer une cohérence dans la production mathématique. Soit le
contréle est apporté par le contexte. Dans ce dernier cas, le contrble peut étre
encouragé dans I’énoncé de la tache ou étre apporté par une médiation de ’enseignant.
A la différence des sous-activités de reconnaissance, le fait que les occasions de
développer des sous-activités de controle sémiotique et instrumentale soient favorisées
dans I’énoncé de la tache, peut enrichir cognitivement le développement de cette tache
car cela permet une mise en fonctionnement de la sous-activité de contrdle et n’entraine
pas une diminution dans son exigence cognitive. Au contraire, le fait que ces controles
soient plus explicites permet que l'éleve soit conscient du fait qu’un contréle

mathématique est possible ou attendu.

Ainsi, lorsqu’il est question d’analyser la sous-activité de contrdle mathématique
(sémiotique, instrumental et discursif) dans une tache, nous distinguerons deux

considérations® du controle mathématique selon les indications des énoncés :

e Au moment ou le contréle n’est pas explicité dans I’énoncé mais que 1’énoncé
de la tache favorise un controle sémiotique, instrumental ou discursif, nous
parlons d'une occasion de développer une sous-activité de controle
mathématique. Par exemple, dans le cas du controle sémiotique, une occasion
de controler se présente si I’énoncé montre différents registres de représentations
de la suite concernée mais un travail explicite quant a la cohérence entre chacun

d’entre eux, n’est pas demandé ; dans le cas du contrdle instrumental,

52 Selon les connaissances & mobiliser, ces considérations pourraient amener a établir des niveaux
de sous-activités de controle.
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I'utilisation d’un logiciel ou de la calculatrice pour étudier la suite est explicitée,

mais rien n’est dit sur la fagon de I'utiliser.

Lorsque I’énoncé stimule 1’établissement de cohérences dans I'étude de la suite,
nous parlons dun contréole explicite. Ici, 1’énoncé peut demander de facon
explicite 'établissement des conjectures, 1'utilisation de la calculatrice, ou
encore, que certains théoremes ou propriétés soient utilisés pour la résolution

de la tache par exemple.
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4.6 Conclusion du chapitre 4

Nous avons montré, dans ce chapitre, comment les deux pratiques du Networking
ont été utilisées. D'une part, la pratique ascendante a été mise en place a travers les
analyses de taches de suites récurrentes, ancrées dans la problématique de la transition
L-U, ce qui a permis une meilleure compréhension, comparaison et contraste des
données et de ce phénomene empirique. D’autre part, la pratique descendante
(attention théorique) a été davantage mise en avant lorsque nous avons cherché a
préciser le concept défini a la frontiere des deux théories a partir de ’étude de la notion

de controle.

Nous avons établi une coordination entre la TADM et la théorie des ETM grace
a la compatibilité dans les analyses théoriques ; analyses qui montrent aussi une
complémentarité réciproque. Les traces tangibles laissées dans la résolution de la tache
permettent de construire (dans I'analyse a priori) et de reconstruire (dans I'analyse a
posteriori) la succession du travail mathématique et des éléments de lactivité
mathématique d'un sujet (& développer ou qui ont été développés). Or, la TADM
permet de bien identifier les différences d’exigence cognitive de la tache entre la fin du
lycée et le début de I'université (aspect qu’il est plus difficile d’analyser avec les ETM
lorsque l'on travaille seulement dans le paradigme [A2] et que I'on privilégie le registre
algébrique). De la méme facon, la théorie des ETM permet de détailler le type de
travail demandé (ou mis en place) et du développement de sous-activités comme nous

I’'avons notamment vu avec la sous-activité de traitement.

Concernant la sous-activité de contrdle et le controle en général, nous avons vu
qu’elle nécessite un regard particulier parce qu’ayant une caractéristique plus
transversale, elle n’est pas du méme ordre que les autres sous-activités. Le contréle
peut étre explicite mais il peut aussi rester trés implicite, ce qui peut rendre plus
difficile son étude (Balacheff & Margolinas, 2005).

Bien que le contrdle non mathématique (celui qui est lié au but) soit présent dans
les énoncés de taches sur I’étude de suites récurrentes analysées au début de I'université
et a la fin de lycée, nous avons observé que ces taches n’encouragent pas le contréle
mathématique. Or, a l'université, les étudiants ont besoin d’utiliser les contrdles
mathématiques pour lesquels ils n’auraient pas la préparation nécessaire a leur
exploitation. De plus, une source importante de contrdle mathématique telle que la
calculatrice est interdite. Le manque de contréle mathématique en Analyse des

étudiants de premiere année de I'université est une évidence ; il nous faut donc étudier
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la facon de le rendre plus explicite afin que les étudiants puissent s’en servir et l'inclure

dans leur propre pratique mathématique.

Pour étudier l'activité de contrdle, il est important d’analyser le travail et
l'activité individuelle de I’étudiant (ou de I’éléve). Cependant, comme les intervention
de l'enseignant ont été signalées comme nécessaires pour activer un contréle
mathématique chez les éleves (Bikner-Ahsbahs et al., 2014), il est intéressant de
connaitre le réle que joue 'enseignant ainsi que son bilan dans le développement des
sous-activités de controle (sémiotique, instrumental et discursif) dans une situation de
classe. Ainsi, notre objectif est d’étudier comment encourager le controle dans ’étude
des suites récurrentes, objet caractéristique de la transition L-U en France. Quels sont
les moyens dont les éleves disposent pour travailler les sous-activités de controle que
nous avons décrites 7 Plus précisément, comment les institutions lycée et université
travaillent-elles une dialectique entre paradigmes qui puisse permettre des controles
sémiotiques, instrumentaux et discursifs 7 Et quels types de contrdles promouvoir pour
aider les éleves a surmonter les difficultés qu’ils rencontrent dans 1’étude de suites
récurrentes 7 Ce sont des questions que nous établirons plus formellement dans le

chapitre suivant.
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5 Questions et méthodologie de

recherche

A partir de I'étude de la littérature & la transition Lycée-Université dans le
Chapitre 2, nous avons identifié des problématiques dans le domaine de I’Analyse et
quelques difficultés que peuvent rencontrer les éleves lors de 1'étude de suites
récurrentes. Ici, la difficulté de ne pas amalgamer le type de travail engagé dans 1’étude
de suites avec celui des fonctions, constitue une difficulté nouvelle (Praslon, 2000),
située justement a la transition L-U. Cela est a additionner a un manque de controle
de la part des éleves lors de la résolution de taches mathématiques dans ce domaine de
I’Analyse (Bloch, 2000 ; Praslon, 2000 ; Ghedamsi, 2008).

Dans le Chapitre 3 nous avons présenté deux théories qui permettent d’étudier
d’une part l'activité mathématique (TADM) et d’autre part, le travail mathématique
(ETM). Dans le Chapitre 4 nous avons montré que ces théories se complétent de fagon
réciproque. De plus, le Networking de théories TADM-ETM permet une sensibilité aux
analyses complexes a réaliser pour étudier le phénomene de la transition L-U, mais il
permet aussi de définir et d’étudier la notion de controle mathématique essentiel dans

cette transition.

Dans ce chapitre nous formulerons théoriquement les questions de recherche que
nous nous posons. Celles-ci guideront ce travail de these en termes théoriques et nous
permettront de définir les objectifs qui en découlent. Nous présenterons successivement

la méthodologie générale de ce travail et les périodes de la recherche qu’elle implique.
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5.1 Questions et objectifs de recherche

La recherche montre que la charge la plus importante des enjeux de la transition
L-U repose sur les éleves (Corriveau & Bednarz, 2016). En effet, ce sont les éleves qui
vivent le passage d’une institution a l'autre et ils seraient les plus affectés par les
ruptures que l'on peut y trouver. Ici, les spécificités du domaine de 1’Analyse se
rapportent au probleme de confronter les éléeves : aux idées intuitives avec les
définitions plus formelles (qui créent des difficultés cognitives) ; et au réseau de
difficultés qu’ont les éleves entre les notions de suite, de fonction, de nombres réels et
de limite, qu'il est difficile de déméler (Artigue, 2003). Par ailleurs, un autre des enjeux
a la transition L-U est 'apprentissage de la preuve. On trouve qu’a l'université la
maniere de construire et de controler la validité de ces preuves n’est pas explicitée
(Dreyfus, 1999). De plus, la conjecture joue une place importante dans ’apprentissage
de la preuve qui est vraisemblablement prise en compte au niveau du lycée, mais que

se passe-t-il au niveau de I'université ?

Pour étudier le domaine de 'analyse a la transition L-U nous avons choisi les
suites définies par récurrence en tant qu’objet d’étude. En effet, les suites sont un objet
riche pour 'apprentissage de I'analyse (Weigand, 2014, 2015) qui comporte un domaine
d’intérét mathématique (voir chapitre 1) ; et elles sont présentes dans le contexte
francais a la transition L-U (Bloch et al., 2017). Néanmoins, des difficultés dans leur
apprentissage ont été constatées (Weigand 1991, Rousse, 2018), et le manque de
controle mathématique des éleves dans la résolution de taches du domaine de I’Analyse
(Bloch, 2000 ; Praslon, 2000 ; Ghedamsi, 2008) n’aiderait pas. De plus, le probleme du
controle mathématique ne semble pas pris en charge par I'enseignement actuel alors
que le controle mathématique est essentiel a I'entrée de 1'université (voir chapitre 2 et

4). Ainsi, I’étude bibliographique nous a conduit a la question suivante :

Comment promouvoir le contréle dans le travail mathématique des éléves,
d’une part pour qu’il soit pertinent aux problématiques de la transition
L-U en France et, d’autre part, pour qu’il prenne en compte les spécificités
des suites définies par récurrence ainsi que les difficultés rencontrées par

les éleves dans leur étude ¢
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Cette question vise d’une part a étudier les spécificités dans l'apprentissage et
I’enseignement des suites définies par récurrence a la transition L-U en France. Elle
motive également I’étude plus approfondie du contréle mathématique dans le travail
et 'activité des éleves, essentiel a la transition L-U. En effet, I’hypothese principale de
notre travail est que le controle représente un des enjeux clé de la transition L-U car
il est essentiel pour l'activité mathématique. Cependant les institutions concernées
mettraient peu en avant l’enseignement de ce contrdle, le rendant souvent implicite,
les éleves ayant alors plus de difficultés pour s’en emparer. Cette transition est avant
tout un phénomene institutionnel (Artigue, 2008), il est donc naturel d’aller regarder

ce qui se passe pour les controles mathématiques a chaque niveau d’enseignement.

Compte tenu des théories choisies et du Networking exposé, nous avons observé
que la coordination théorique TADM-ETM rend compte d’une compatibilité dans les
analyses de taches et des productions écrites des éleves. Ces analyses sont
complémentaires et permettent une lisibilité progressive du travail et de l'activité
mathématique de facon conjointe et dynamique. De cette fagon, avec la TADM nous
pouvons identifier quels types de sous-activités (et adaptations de connaissances) sont
nécessaires a mettre en fonctionnement pour résoudre une certaine tache. Ici la théorie
des ETM peut permettre de détailler quel type de travail mathématique (dans un ou
plusieurs paradigmes, dans une ou plusieurs dimensions) est nécessaire pour le
développement d’une sous-activité précise. En analysant les données avec la théorie
des ETM, nous pouvons aussi identifier et caractériser le travail mathématique a
développer (ou développé), la ou la TADM permet d’identifier les sous-activités
mathématiques qu’il est nécessaire de mettre en fonctionnement pour développer un

certain travail.

Nous nous intéressons plus particulierement a la sous-activité de controle sous
I'angle des trois dimensions du travail mathématique (sémiotique, discursive et
instrumentale) dans 1’étude de suites définies par récurrence. De méme, nous nous
intéressons au role que joue les paradigmes pour opérationnaliser (ou encourager) ces
controles. Nous cherchons donc a savoir quelles sous-activités de contrdle sont
privilégiées a la transition L-U et lesquelles ne le sont pas ; savoir comment les éleves
les mettent (ou pas) en fonctionnement ; savoir quel role joue l'enseignant dans le
développement de ces sous-activités ; et finalement, quels types de controle restent a

promouvoir pour améliorer I’étude de suites récurrentes a la transition L-U.

Dans les sections qui suivent, nous présentons la reformulation théorique de
notre questionnement initial en trois questions de recherche. Chaque question implique

des objectifs sous-jacents que nous présentons a la fin de chaque partie.
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5.1.1 Premiere question de recherche

Avant d’identifier quel type de controle promouvoir chez les éleves dans 1’étude
des suites récurrentes, il faut tout d’abord s’interroger sur la place du controle dans les
programmes d’étude et les documents utilisés dans les deux institutions. Ensuite, pour
étudier la transition il ne suffit pas d’étudier chaque institution de fagon isolée mais il
importe aussi de connaitre quelles sont ses ruptures et quelles sont ses continuités

(Gueudet, 2008). En conséquence, notre premiere question de recherche est :

QR 1

Quelles sont les continuités et les ruptures de la transition L-U en France
quant aux suites définies par récurrence U,y = f(u,) ? Plus
particulierement, que peut-on dire des trois sous-activités mathématiques
de controle (sémiotique, instrumental, discursif) et des paradigmes de
’Analyse [Al] et [A2] dans les ETM de référence ; et quelles sont les
caractéristiques pour les successions de lactivité et du travail

mathématique dans les ETM attendus de chaque institution ?

Puisque cette question cherche a caractériser les institutions lycée et université,
il importe d’étudier le contexte dans lequel les taches concernant les suites récurrentes
sont proposées et donc, a identifier les connaissances et les adaptations nécessaires pour
étudier ces suites, et les sous-activités mathématiques a développer qui caractérisent
les taches proposées. Nous cherchons aussi a identifier 'ETM de référence (les
dimensions et/ou plans verticaux qui prédominent) et les paradigmes d’analyse utilisés.
D’autre part, cette question touche la premiere partie de notre interrogation initiale
en ce qui concerne la promotion d'un controle pertinent par rapport aux
problématiques de la transition L-U. Ici, nous cherchons a identifier la présence et
absence des sous-activités de controle sémiotiques, discursives et instrumentales.
Lorsque celles-ci sont présentes, nous analysons le role que jouent les paradigmes de
I’Analyse pour les encourager a chaque niveau d’enseignement. Nous nous demandons
ainsi : que peut-on dire de la dialectique entre les paradigmes [Al] et [A2] ? Est-ce
qu’il y a un contréle encouragé au moment d’utiliser différents types de représentations
sémiotiques dans I'étude des suites récurrentes 7 Quels types d’outils technologiques
sont utilisés ? Quelle est la place de la preuve dans le controle mathématique discursif

& ces niveaux 7
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Par ailleurs, les recherches a la transition L-U montrent que la conjecture joue
un role important dans 'apprentissage de la preuve, et que la calculatrice aiderait a
les élaborer. Nous nous demandons ainsi si les compétences en outils numériques et le

travail sur les conjectures fait au lycée sont exploités a 'université.

De cette fagon la QR1 répond a l'objectif d'une caractérisation du terrain a
étudier en termes théoriques : l'identification de 'ETM de référence concernant les
paradigmes de 1’Analyse travaillés, le travail mathématique attendu par chacune des
institutions a travers l'analyse de taches. Cela va nous permettre de savoir quels
éléments épistémologiques et cognitifs sont ou mnon considérés dans les deux

institutions, pour en déduire ensuite les ruptures et les continuités.

Pour répondre a la question QRI1, il est nécessaire d’analyser théoriquement les
taches en contexte, ce qui implique la prise en compte de I'environnement (papier-
crayon ou technologique), 'analyse de programmes d’étude en vigueur, l'analyse des
manuels de lycée et les feuilles de TD de l'université. Il importe aussi d’analyser les
taches d’évaluation que 'on peut y trouver, ce qui permettra de caractériser 'ETM de

référence attendu a la fin du lycée et au début de I'université.

Objectif de la QR 1 : caractériser les ETM de référence et 'ETM attendu a la
transition L-U concernant les suites définies par récurrence u,,; = f(u,), en
identifiant des ruptures et des continuités en termes de sous-activités de controle
sémiotique, discursive et instrumentale, et leur éventuel encouragement avec une

dialectique entre les paradigmes de 'analyse [Al] et [A2].

5.1.2 Deuxiéme question de recherche

Pour pouvoir savoir quel type de controle il faut promouvoir a la transition L-U,
comme conséquence de la QR1, il est nécessaire d’identifier comment les éleves
s’emparent des différents controles et des paradigmes de I’Analyse que chacune des
institutions cherche a développer. Cela implique aussi l'identification des difficultés
que rencontrent les éleves en termes de sous-activités mathématiques et de travail
mathématique. Ces dernieres sont spécifiques a 1’étude des suites définies par
récurrence. C’est ainsi que 1’on formule notre deuxieme question de recherche comme

suit :
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QR 2

Quelles difficultés existent dans 'ETM personnel des étudiants et des
éleves dans le développement de sous-activités mathématiques et du
travail mathématique dans ’étude de suites récurrentes u,,1 = f(u,) a la
transition L-U 7 Quel lien ont ces difficultés avec les sous-activités de

controle et les paradigmes de 1’Analyse [Al] et [A2] 7

Cette deuxieme question a pour but de caractériser les difficultés spécifiques en
termes d’activité et travail mathématique que les éléves rencontrent. Pour cela il est
pertinent de caractériser les ETM personnels des éleves, ainsi que les sous-activités
mathématiques (de reconnaissance, d’organisation et/ou de traitement) qu’ils
développent dans chacune des institutions. A nouveau, nous cherchons plus
particulierement a savoir s’il existe une mise en place de sous-activités de controle
(sémiotique, discursive et/ou instrumentale) dans le travail développé par les éleves,
et si oui, de quelle fagon. De plus, nous nous demandons comment les paradigmes [A1]
et [A2] sont utilisées par les éleves pour I’étude de ces suites, et quels types de sous-
activités de controle ils mettent en fonctionnement (ou non) dans le paradigme du

travail développé.

Le théoreme de la limite monotone a été identifié comme une continuité de la
transition L-U dans I’étude de suites récurrentes (voir Chapitre 2), mais, constitue-t-il
une vraie continuité de la transition L-U pour les éleves ? Autrement dit, les étudiants

utilisent-ils ce théoréme pour développer une sous-activité de controle discursif ?

Pour traiter cette QR2 et caractériser les ETM personnels des éleves, il est
nécessaire de décrire théoriquement ce qui se passe avec les éleves quand ils résolvent
individuellement des taches mettant en jeu les suites récurrentes. Ici, il importe de
savoir quelles sont les connaissances et adaptations que les éleves mobilisent, les sous-
activités mathématiques de contrdle développées (ainsi que d’autres sous-activités
présentes), et le (ou les) paradigme(s) de travail effectivement développé(s) par les

éleves.

Objectif de la QR 2 : identifier les difficultés des éleves dans 1'étude de suites
Ups1 = f(uy,) en caractérisant 'ETM personnel des éleves a travers les sous-activités
de controle sémiotique, discursive et instrumentale, et le(s) paradigme(s) de I’analyse

que les éleves développent.
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5.1.3 Troisieme question de recherche

A la lumiére des réponses trouvées grace aux QR1 et QR2, nous nous demandons
quel est le travail spécifique a promouvoir a la transition L-U. Autrement dit, une fois
connus I'ETM de référence (du lycée et de l'université) et les difficultés dans le
développement de sous-activités mathématique d’éleves et leur ETM personnel, nous
cherchons a savoir dans quelle mesure une dialectique entre paradigmes de 1’Analyse
[A1] et [A2] peut permettre davantage la mise en fonctionnement de sous-activités de

controle dans le travail des éléves.

Ici, il importe de savoir comment ces controles se développent dans deux
contextes différents : dans la résolution d’une tache sans l'intervention de ’enseignant

et avec son intervention. Par conséquent, il nous faut répondre a la question :

QR 3.1

Quel est le travail mathématique des éleves et quelles sous-activités
mathématiques développent-ils lors de la résolution de taches permettant
des occasions de controle mathématique issue d’une dialectique entre les
paradigmes [A1] et [A2] et Iintroduction de la dimension instrumentale
du travail mathématique dans l'étude de suites u,,; = f(u,) a la

transition L-U ?

QR 3.2

Quelle est I'influence de l'intervention de I’enseignant dans l'activité et
I’ETM personnel des éleves lorsqu’il s’agit de développer des sous-activités
de reconnaissance et de contrdle dans la dialectique des paradigmes [Al]
et [A2] ?

Cette question vise & savoir comment articuler les paradigmes [Al] et [A2] avec
les sous-activités mathématiques pour aider les éléves a controler leur travail et a mieux
comprendre les suites u,,; = f(u,). Pour encourager un contréle dans l'activité et
dans le travail mathématique, nous devons prendre en compte les difficultés que
rencontrent les éleves (QR 2), ainsi que les spécificités de la transition L-U (QR1).

Par ailleurs, malgré la quantité des études sur les instruments technologiques,

I'analyse de la littérature nous montre que leur usage (et notamment celui des

calculatrices) peut-étre controversé. Néanmoins, les calculatrices semblent étre
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bénéfiques pour aider au controle dans la résolution de taches mathématiques
(Trouche, 1996). En conséquence, avec la QR3.1 et la QR3.2 nous tentons aussi de
répondre aux questions suivantes : dans quelle mesure la notion de paradigmes de
I’analyse peut-elle établir un cadre pour expliciter les différents types de contrdle
adaptés a la transition L-U 7 Les éleves peuvent-ils utiliser ces controles par eux-mémes
de maniere adéquate dans la résolution de taches étudiant les suites récurrentes ?
Comment ce dernier travail peut-il aider a stimuler les controles intuitifs et

formels signalés par Ghedamsi (2008) dans un milieu instrumenté ?

Aussi par rapport a la notion de controle en lien avec le role de ’enseignant
(Bikner-Ahsbahs et al. (2014) et Saboya & Rhéaume (2015)) nous nous demandons :
dans le contexte d'une classe, quels types de sous-activités de controle sont introduits
par les aides de I’enseignant lors de I’étude de suites définies par récurrence et comment
ces aides influencent-elles 'activité et le travail mathématique des éleves 7 Quel role
joue l'aide de I'enseignant dans le travail de dialectique entre les paradigmes [A1] et

[A2] ? Dans le méme sens, quel réle joue le bilan dans les sous-activités de controle 7

Objectif de la QR 3 : Construction d'une tache visant a favoriser 1’explicitation des
trois sous-activités de controle, sensible aux difficultés des éleves concernant les suites
Uns1 = f(uy), et avec une dialectique entre les paradigmes de l'analyse [A1] et [A2]

cohérente & la transition L-U.
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5.2 Meéthodologie

Pour répondre aux trois questions de recherche introduites dans la section
précédente, il nous faut identifier des étapes nécessaires qui prennent en compte le
contexte dans lequel la recherche est menée. Naturellement, il existe des potentialités
et des limites dans ce contexte. Cela, nous conduit a effectuer des choix
méthodologiques qui correspondent a nos questions. Dés a présent, nous exposons la

méthodologie générale et le scénario qui nous permettront d’avancer dans ce travail.

Contexte de la recherche

La plupart des études sur la transition Lycée-Université se sont concentrés sur la
1% année de 'université (Gueudet & Thomas, 2020). Bien que les recherches ne soient
pas toutes d’accord sur la durée de la transition L-U (voir chapitre 2), celle-ci peut
étre étudiée des la fin du lycée et au début de I'université a minima. Surtout si 'on se
focalise sur les éleves, nous soutenons que le travail est a faire au moins des la classe
de Terminale. Par conséquence, dans notre recherche nous utilisons des données de la
fin du lycée et du début de l'université. Notre recherche s’inscrit dans le groupe de
travail Lycée-Université (GLU) de 'IREM de Paris, lieu fondamental pour nos
réflexions et nos expérimentations. D’une part, cette participation permet a cette
recherche d’étre ancrée dans la réalité scolaire du contexte francais, et d’autre part,
cela permet de trouver un équilibre entre les buts de notre recherche et les besoins
présentés par les enseignants pour leurs propres cours. Les classes des enseignants qui
participent au groupe GLU nous serviront donc de terrain d’expérimentation pour les

différentes taches congues.

5.2.1 Meéthodologie générale

La notion de tache contribue a 'obtention des réponses a nos trois questions de
recherche et elle est clé pour la TADM et la théorie des ETM. Pour ces raisons, la
tache sera une des notions principales tout au long de notre recherche du point de vue
méthodologique pour répondre a nos questions. En conséquence, les analyses de taches
en contexte nous permettront : d’analyser 'ETM de référence et attendu par les
institutions a travers 'analyse de tdaches attendues et des sous-activités possibles ;

d’analyser 'ETM personnel des éleves ainsi que les sous-activités mathématiques
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subséquentes a travers la tache effective ; et de proposer des modifications dans les

taches pour promouvoir un contréle mathématique chez les éleves.

a) QR1 : Premiére période

Nous commencons par faire une analyse des programmes d’étude et des taches
qui peuvent étre indiquées a la fin du lycée et au début de 'université. Ensuite, nous
procédons a 'analyse d’évaluations proposées aux deux niveaux d’enseignement dans
lesquelles les institutions traitent les suites u,,; = f(u,). Notamment, nous analysons
des taches d’évaluation proposées dans des manuels de Terminale S, des sujets de
baccalauréat, des taches qui apparaissent dans les feuilles de TD de la premiere année
de T'université et une tache d’examen a ce méme niveau d’enseignement. Ces données
nous permettent de faire quelques inférences pour la caractérisation des ETM de
référence et attendu du lycée et de I'université. Ainsi, notre recherche va dans le méme
sens que des études faites précédemment a la transition L-U (Praslon (2000) pour la
notion de dérivée et Artigue (2008a) pour la notion de fonction) car il s’agit de repérer
des continuités et des ruptures liées a cette transition. Grace a ces données nous
espérons pouvoir conclure sur le contexte des taches proposées, sur les sous-activités
mathématiques possibles qui sont encouragées (avec une attention particuliere aux
sous-activités de controle sémiotique, discursif et instrumental), sur la place des
paradigmes [Al] et [A2] dans D'étude des suites récurrentes, et sur le travail

mathématique que chaque institution cherche a promouvoir.

b) QR 2 : Deuxieme période

Dans cette période, nous analysons le travail et I'activité mathématique que les
éleves développent au moment d’étudier les suites u,,; = f(u,) par eux-mémes. Il
nous importe de connaitre l'activité mathématique individuelle et 'E'TM personnel des
éleves, raison pour laquelle dans un premier temps nous analysons des productions en
situation d’évaluation ou de devoir surveillé. Les données que nous analysons a
I'université correspondent a des productions d’étudiants lors d’'un examen de premiere
année (en décembre 2018). Pour le cas des données du lycée, nous choisissons des taches
modele de Baccalauréat et nous faisons une adaptation de la tache universitaire, ce qui
nous amene a faire la premiere expérimentation dans la classe de Terminale Scientifique
(en juin 2019). Ici, 'objectif est d’identifier des premieres spécificités dans les difficultés
que rencontrent les éleves aux deux niveaux d’enseignement, a partir de I’étude des

dimensions activées dans I'ETM personnel, les sous-activités mathématiques de
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controle qu'ils développent ou pas, ainsi que la place des paradigmes de 1’Analyse [A1]

et [A2] du travail mathématique fourni.

c) QR 3 : Troisiéme période

Dans la troisieme période, comme il est question de promouvoir le contrdle
mathématique dans I'étude de suites récurrentes, nous proposons des taches qui visent
a favoriser une dialectique entre paradigmes [A1] et [A2] permettant des sous-activités
mathématiques ot le controle est plus explicite dans le travail des éleves a la transition
L-U. Notre hypothese est qu'une dialectique entre le paradigme [A1] et [A2] pourrait
aider a mieux controler 1’étude de suites récurrentes, et qu’une activation de la
dimension instrumentale de 'ETM a l'aide de la calculatrice, pourrait potentialiser les

trois types de sous-activités de contréle : sémiotique, instrumental et discursif.

Ici, il est pertinent de regarder les productions des éleves au niveau individuel,
autant qu’il est nécessaire d’analyser leurs productions au cours d’une classe avec
I'intervention de l’enseignant. Ainsi, en choisissant une méme tache, nous faisons
d’abord deux expérimentations au niveau du lycée en Terminale Scientifique : une avec
I'intervention de I’enseignant et 1'autre sans son intervention en mode devoir surveillé
(expérimentations menées en novembre 2019). Deuxiemement nous faisons une
troisieme expérimentation avec les mémes éléves qui ont participé a I'expérimentation
précédente, mais avec une mnouvelle tache (sur la suite de Héron). Cette

expérimentation a été menée en fin d’année scolaire (mai 2020).

En raison de la crise sanitaire et la pandémie que nous vivons depuis mars 2020,
des modifications dans la méthodologie ont dii étre entreprises : l'expérimentation en
Terminale Scientifique en mai 2020 a dii se réaliser en mode devoir maison des éleves,
une derniere expérimentation en premiere année de l'université a été effectuée en
novembre 2020, mais nous n’avons pas obtenu des données exploitables pour nos
analyses. Cela implique que nos expérimentations s’inscrivent majoritairement au

niveau du lycée (classe de Terminale Scientifique).

Nous organisons nos questions et les trois périodes de recherche dans le schéma

de méthodologie générale de la Figure 20.
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Figure 20 : Schéma de la méthodologie générale compte tenu des trois questions de
recherche.
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6 Identification de IETM de référence

et attendu du lycée et de 'université

Dans ce chapitre il s’agit de donner une réponse a la QR1 :

QR 1

Quelles sont les continuités et les ruptures de la transition L-U en France
quant aux suites définies par récurrence U,y = f(u,) ? Plus
particulierement, que peut-on dire des trois sous-activités mathématiques
de controle (sémiotique, instrumental, discursif) et des paradigmes de
’Analyse [Al] et [A2] dans les ETM de référence ; et quelles sont les

caractéristiques pour les successions de lactivité et du travail

mathématique dans les ETM attendus de chaque institution ?

L’objectif de cette question est de caractériser les ETM de référence concernant
les suites définies par récurrence u,,; = f(u,) en identifiant des ruptures et des
continuités et aussi de décrire 'activité mathématique attendue a partir des sous-
activités (de reconnaissance, de traitement et d’organisation). Nous accorderons un
regard particulier sur des occasions des sous-activité de controle (sémiotique, discursif
et instrumental) et leur éventuel encouragement avec une dialectique entre les
paradigmes de I'analyse [A1] et [A2] ainsi que I’analyse du travail selon les dimensions
et plans verticaux de ’'ETM. Nous essaierons aussi de caractériser 'ETM attendu a la
transition L-U en identifiant les successions de l'activité et le travail mathématique a

développer.

Pour atteindre cet objectif, nous nous centrerons davantage sur ’analyse des
taches (notion centrale pour les deux théories) et le contexte dans lequel ces taches
sont proposées. Cela nous permettra d’identifier les ruptures et les continuités de cette
transition. De cette fagon, nous analyserons le programme de la classe de Terminale

Scientifique de lycée et le programme du premier semestre (S1) de la premiere classe
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de mathématique de I'université (premier niveau d’analyse). Ensuite, nous analyserons
les documents référents utilisés en premiere année de 'université par les étudiants -
cours et feuilles de travaux dirigés (TD) ainsi que des taches de trois manuels de la
classe de Terminale Scientifique (deuxiéme niveau d’analyse). Nous finaliserons par des
exemples de taches d’évaluation qui interviennent dans les deux niveaux
d’enseignement en analysant les successions de 'activité et le travail mathématique

attendu (troisieme niveau d’analyse).

6.1 Etude de programmes 4 la transition L-U

Dans cette partie nous analyserons les documents officiels correspondant a chaque
niveau d’enseignement. En ce qui concerne 'université, il s’agira du le programme de
premiere année de licence (L1) utilisé a 'Université de Paris et, dans le cas de Lycée,
du programme d’enseignement de l'année 2018 (MEN, 2011) pour la classe de

Terminale Scientifique (TS), document fourni par le ministere de 1’éducation nationale.

Pour réaliser cette analyse, nous présenterons chaque programme en cherchant a
connaitre le contexte dans lequel I'étude des suites récurrentes u,,; = f(u,) est
abordé. Nous repérerons les connaissances a traiter de facon explicite, le temps accordé
pour les themes a traiter et les attendus explicités de l'institution concernant le travail

de I’étudiant ou de I'éleve pendant le développement du cours.

6.1.1 Programme de premiere année de 'université

Le programme que nous analysons correspond a celui du premier semestre de la
premiere année (S1-L1). Ce programme a été congu pour différentes filieres (ou
mentions) de licence prenant le cours. Ces filieres sont : mathématiques, MIASH™,
Informatique, Physique, CPEI**) Chimie et STEP®. Pour des raisons d’accessibilité des

données nous nous intéressons davantage a la filiere CPEL

% Licence mathématiques et informatique appliquées aux sciences humaines et sociales.
5 Cycle préparatoire eux écoles d’ingénieurs.

% Sciences de la terre, de 'environnement et des planctes.
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Le programme™ a pour titre « Algebre et analyse élémentaire I » (code MM1) ce
qui permet de comprendre que deux domaines mathématiques seront objets d’étude.
L’évaluation du cours a lieu en controle continu avec un examen final. L’objectif
général, annoncé par le programme, est : Utiliser les nombres complexes dans différents
contextes. Maitriser les notions de base associées aux fonctions, s’initier aux rudiments
et a [’Algébre linéaire. En Licence Mathématiques : commencer le raisonnement
d’Analyse”. Concernant le temps des cours, le programme préconise 3 heures de cours
magistral et 4,5 heures de travaux dirigés (TD) par semaine (ou 6 heures de cours
magistraux et TD). Il s’agit de 12 semaines de cours au total, et la distribution du
temps par theme traité dépend de la filiere concernée. Dans le cas de la CPEI, avant
de traiter le sujet de suites, le programme accorde 3 semaines pour I'étude de fonctions
(fonctions réelles d'une variable réelle, parité, périodicité, fonctions usuelles, composé
de fonctions, limites, asymptotes, dérivabilité, dérivées secondes, convexité, concavité,
tracé de courbes représentatives) ; 3 semaines pour l’étude de nombres complexes
(rappel de la classe de Terminale du lycée, racines d’'un nombre complexe, formules
d’Euler et de Moivre, formule du binéme et applications a la géométrie) ; 3 semaines
pour une introduction a l’algebre linéaire (résolution de systémes linéaires, définitions
et opérations en R™, sous-espaces vectoriels de R™) ; et enfin, 3 semaines pour I’étude

de propriétés de R et de suites numériques.

Contenus mathématiques en Analyse : propriétés de R et de suites

L’objectif du programme déclaré pour ce theme est : Apprendre les raisonnements
fins en analyse. On prendra du temps pour les démonstrations en cours qui seront
retravaillées en TD sous forme d’exercices. Pour la mention de CPEIL, le programme
souligne que, suivant le temps disponible, le theme « ensembles et applications »
(correspondant a 'UE de Raisonnements mathématiques) pourrait étre abordé. Des
quatre thémes traités dans ce cours, celui-ci est le seul ou le programme ne fait pas
référence a un objectif « pragmatique » (la théorie qui soutient les propriétés est traitée
dans les cours ultérieurs) puisqu’il préconise l'apprentissage des raisonnements fins
avec une importance particuliere aux démonstrations. Dans ce theme, les contenus se

résument en :

% Voir annexe 3.2, page 349.

T Mais, ici, ce que les étudiants doivent comprendre du raisonnement d’Analyse n’est pas trés
explicite.
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e Nombres réels : propriétés d’ordre, corps, valeur absolue, intervalles,
majorant et minorant ; définitions et théoremes de la borne supérieure et
inférieure (admis). Partie entiere. Voisinages. Densité de Q et de Q\R
dans R.

e Suites : définition de la limite finie d’une suite de nombres réels ou
complexes. Limite +oo dans le cas réel. Limite : Unicité, opérations,
inégalités, théoreme de gendarmes. Suites bornées, monotones, adjacentes.
Théoreme de la limite monotone. Sous-suites, théoreme Bolzano-

Weierstrass.

Ainsi, les suites définies par récurrence n’apparaissent pas de fagon explicite dans
le programme. Du point de vue théorique, nous en déduisons que le paradigme a
privilégier a ce niveau d’enseignement est le paradigme [A2], mais cela reste a étre
vérifié (nous y reviendrons dans la section 6.2.1). Concernant les suites, aucun registre
sémiotique n’est explicité et 'utilisation d’instruments numériques dans les cours n’est
pas mentionné. A ce stade et vu la fagon dont le programme est rédigé, nous ne pouvons

pas inférer de sous-activités qui soient mises en avant a 'heure d’étudier les suites.

6.1.2 Programme de la Terminale Scientifique

Le programme de la classe de terminale scientifique de lycée commence en
présentant 'objectif général :

« Outre lapport de mnouvelles connaissances, le programme vise le
développement des compétences suivantes :

e mettre en ceuvre une recherche de fagon autonome ;

e mener des raisonnements ;

e avoir une attitude critique vis-a-vis des résultats obtenus ;
e communiquer a 'écrit et a l'oral. » (MEN, 2011, p. 1)

Nous pouvons observer que, des le début, le programme préconise un travail en
autonomie de la part de I'éleve tout en ayant une démarche critique par rapport au
travail produit. Ainsi, un contrdle (en terme général) autonome de la part de ’éleve
est recommandé. Mais avec quels moyens 1’éleve peut-il arriver a maitriser ce controle 7

Le programme présente ensuite trois axes a développer tout au long de ce niveau
d’enseignement. (1) Le raisonnement et le langage mathématiques ou il est préconisé
des capacités d’argumentation, de rédaction et de démonstrations. Ici, il n’existe pas

une section spéciale d’apprentissage de la logique, du vocabulaire ou de notations

mathématiques, bien qu’elles doivent faire partie des cours de fagon systématique. (2)
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L’utilisation de logiciels pour favoriser la démarche investigatrice de la part des éleves
est signalée. Les logiciels sont mis en avant pour réduire le temps de calcul et se
focaliser davantage dans les raisonnements. Pour les utiliser, trois facons de les utiliser
sont recommandées : deux utilisations en classe, d’abord par I’enseignant pour favoriser
une visualisation collective de la classe et, ensuite, par les éleves au cours du
développement des travaux pratiques ; enfin, une utilisation hors classe de la part de
I'éleve dans son étude personnelle. (3) Une diversité de 'activité de 1'éleve visant a
résoudre des problemes est aussi signalée. Cette diversité passe par les actions a réaliser
de la part de I’éleve : chercher, expérimenter, modéliser (avec des logiciels), appliquer
des techniques de calcul, raisonner, démontrer, etc. Il est important de signaler que la
conjecture n’est pas mise en avant dans le programme et aucune recommandation n’est
faite par rapport a cela. Concernant le point (2), le programme attend un
développement de la sous-activité de contrdle instrumental dans le travail des éleves.
Cela est explicité par la phrase « A loccasion de Uécriture d’algorithmes et de
programmes, il convient de donner aux éleves de bonnes habitudes de rigueur et de les
entrainer auxr pratiques systématiques de vérification et de contréle » (Ibid., p.16) ;
néanmoins cela dit peu sur la fagon dont on peut encourager ce type de contrdle chez
I’éleve.

Par rapport aux modes d’évaluation, le programme précise 1’évaluation de
I'utilisation d’outils informatiques dans la résolution de problemes. Finalement, quant
a l'organisation, le programme explique que le plan présenté n’indique pas la
progression a suivre, néanmoins il signale que la moitié du temps pourrait étre
consacrée a I’étude du théeme de I'analyse (I’autre moitié étant consacrée aux thémes

de géométrie et de probabilités-statistiques de fagon équitable).

Contenus mathématiques en Analyse

Dans le programme®™, le theme d’Analyse commence par énoncer qu'un des
objectifs est la « consolidation et un enrichissement des notions relatives aux suites et
aux fonctions » pour étudier des phénomenes discrets et continus. Ainsi le programme
marque une séparation entre le travail de suites et celui de fonctions des le début™. La
notion de limite de suite impliquera une étude approfondie pour présenter ensuite la

notion de limite de fonction. Différents types de fonctions sont préconisées a étre

% Voir annexe 3.1, page 347.

% Car les suites sont des fonctions définies sur I'ensemble discret N, et la facon de les étudier
differe de celle des fonctions qui sont définies sur un ensemble « continu », comme R.
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étudiés (exponentielle, logarithme, sinus et cosinus) et une partie spéciale est dédiée a
I’étude du concept d’intégrale. Ici le programme déclare comme objectif ’acquisition
d’automatismes de calcul de la part des éleves, cela nous laisse penser qu’il pourrait y
avoir un privilege du paradigme d’analyse [A2] & ce niveau®.

Plus précisément, concernant le theme de suites, 6 contenus mathématiques sont
établis : raisonnement par récurrence, limite finie ou infinie d'une suite (avec la
capacité attendue de la mise en place d’un algorithme pour étudier le cas d’une limite
infinie), notion de convergence d'une suite de fagon non formelle, limites et
comparaisons (plus précisément, il faut démontrer qu’étant données deux suites de telle
sorte que, si a partir d'un certain rang, u, < v, et que (u,) = +oo alors (v,,) = +
ainsi que, si une suite croissante converge vers [, tous ces termes sont inférieurs ou
égaux a l et le théoreme des gendarmes qui est admis), opérations des limites (limite
d’une somme, d’'un produit et d’'un quotient de deux suites), comportement a l'infini
de la suite (q™) (on démontre que la suite (q™), avec ¢ > 1 a pour limite +o0) et,
finalement, suite majorée, minorée, bornée et le théoreme de convergence de suites
croissantes majorées (resp. décroissantes minorées) comme admis. Ensuite, le
programme déclare : « Il est intéressant de démontrer qu’une suite croissante non

majorée a pour limite 400 ».

Au moment d’étudier les suites, le programme stipule « il est important de varier
les approches et les outils sur lesquels le raisonnement s’appuie » ; néanmoins, rien
n’est dit de la fagon de faire « varier » les approches dans ’étude de suites et aucun
cadre n’est donné. Nous pensons qu’ici la notion de paradigmes peut s’avérer pertinente

pour encourager cette variété souhaitée.

Concernant les suites définies par récurrence, les signes Upy; = f(uy)
n’apparaissent pas dans la partie du tronc commun du programme. Il stipule seulement
que « Des exemples de suites récurrentes, en particulier arithmético-géométriques, sont
traités en exercice », sans donner des méthodes d’étude de ses suites, ni de spécificités
de I’étude de ces suites récurrentes en lien avec 1’étude des fonctions qui les définissent.
Des taches faisant intervenir des algorithmes sont indiquées, néanmoins aucune

suggestion n’est donnée.

D’un point de vue théorique et spécifiquement aux trois types de sous-activités
de controle, nous pouvons dire que les contrdles sémiotiques ne s’observent pas de
facon explicite dans le programme mais ce dernier laisse sous-entendre que 'utilisation

des logiciels (ou il y aura besoin d'un contrdle instrumental) va permettre une

% Rappelons qu'une des caractéristiques du paradigme [A2] est de suivre une démarche de calcul
algébriquement efficace.
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visualisation des objets mathématiques travaillés (cela possiblement avec 1'utilisation
de différents registres et leur exploration). Bien qu'une activité d’argumentation soit
mise en avant dans cette classe de terminale, des précisions sur la facon d’apprendre
aux éleves a argumenter ou démontrer ne sont pas détaillées. Cela nous dit également
tres peu de la facon dont ils pourront controler leur discours mathématique et cette

argumentation.

Compte tenu de I’évolution du programme, nous tenons a remarquer que les
nouveaux programmes de spécialité de mathématiques de terminale générale (MEN,
2019) changent peu en contenu concernant les spécificités de suites. Dans les deux
programmes, le théoreme de convergence de suites croissantes majorées (décroissantes
minorées) est admis. A la différence du programme précédent, celui-ci signale
I'utilisation de suites adjacentes comme approfondissement possible, de suites
récurrentes linéaire d’ordre 2 a coefficients constants, 'application de la méthode de
Newton et I’étude de la convergence de la méthode de Héron (alors qu’avant les
programmes faisaient seulement référence a 'approximation de réels). En d’autres
termes, ’étude de suites définies par récurrence u,,,; = f(u,) apparait cette fois de
facon explicite dans le programme, mais dans la section « continuité des fonctions
d’une variable réelle ». Dans cette section il est, d’abord, explicité le contenu « Image
d’une suite convergente par wune fonction continue »°' et, ensuite, la capacité
attendue « Pour une fonction continue f d’un intervalle dans lui-méme, étudier une
suite définie par une relation de récurrence uny,q = f(U,) ». A nouveau, la méthode
de Newton est évoquée, cette fois pour ’étude d’exemples d’algorithmes. Bien que dans
ces nouveaux programmes les suites récurrentes soient explicites, les outils théoriques
pour les étudier ne semblent pas étre différents du programme précédent, et les
programmes n’explicitent pas un travail spécifique pour différencier les suites

u, = f(n) des suites u,,,; = f(u,) notamment.

61 Cela fait référence notamment au théoréme que si (u,,) converge vers [, f est continue et définie
sur un intervalle I et pour tout n, u,, € I, alors lirIl flu,) = .
n—-+oo
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6.2 Etude de tAches proposées a la transition L-U

Pour mieux connaitre l'activité et le travail mathématique a développer dans
chacune des institutions, un deuxieme niveau d’analyse est nécessaire : 1’étude de
taches proposées dans les classes. En effet, les taches sont importantes pour les deux
théories que nous utilisons (Flores Gonzélez, 2018) et c’est en partie grace a celles-ci
que nous pourrons mieux caractériser l'activité et le travail mathématique développés

dans les institutions lycée et université.

Nous analyserons tout d’abord des données de la L1, a savoir : le support du
cours en version diaporama (spécifiquement celui utilisé dans la filiere CPEI) et les
taches proposées dans les feuilles de TD de MMI1 sur le theme de suites®™.
Deuxiemement, en ce qui concerne le lycée, nous analyserons les taches proposées dans
trois manuels de lycée de la classe de Terminale Scientifique. La décision d’analyser les
taches des manuels vient du fait que les enseignants de Lycée déclarent les utiliser pour

s’en servir en tant que listes d’exercices dans leurs pratiques (Hache, 2008).

Catégories d’analyse de taches

Comme il s’agit d’analyser les taches proposées, nous repererons tout d’abord les
paradigmes de I'analyse [A1] et [A2] utilisés dans chacune de ces taches, ainsi que les

articulations entre eux, & savoir [Al] « [A2]. Plus particulierement :

e Nous considérons que la tache permet un travail mathématique dans le
paradigme [Al] si Iexercice demande, de fagon explicite, des interprétations
issues de calculs arithmétiques de plusieurs termes de la suite, des
représentations graphiques de ces termes ou encore des représentations
numériques données dans un tableau de valeurs. Ici, la demande dune
conjecture du comportement de la suite répond a un travail basé sur la
visualisation de signes (données d’emblée dans I’énoncé ou demandées dans la

résolution de 'exercice), ce qui est en accord au travail en [Al].

e La tache assure un travail dans le paradigme [A2] si I’énoncé demande de fagon
explicite un travail de preuve avec des expressions mathématiques formelles sur
le comportement de la suite. Ici, il est nécessaire d’étudier les théoremes et les

propriétés mathématiques dont 1’éleve dispose pour y répondre.

2 Voir annexe 3.4, page 354.
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e La tache propose un travail de changement de paradigme [A1] vers le paradigme
[A2] si, a 'issue d’un travail dans le paradigme [A1] (travail de conjectures par

exemple), I’énoncé demande de montrer le comportement de la suite dans [A2].

e La tache propose un travail de changement de paradigme [A2] vers le paradigme
[A1] si I'exercice demande, tout d’abord, d’étudier le comportement de la suite
grace aux méthodes algébriques connues puis si l'exercice demande
explicitement la représentation graphique de la suite ou de calculer les termes

de la suite par exemple.

Deuxiemement, nous regarderons dans quelle mesure les différentes
reconnaissances a réaliser sont laissées a la charge des éleves (attendues) ou si elles
sont présentées dans les énoncés. Plus précisément, nous analyserons si I’énoncé de
I’exercice est explicite ou pas concernant :

e La suite récurrente : par exemple, si I'exercice demande d’étudier la suite définie
par un premier terme et la relation de récurrence u,; = f(u,) avec par exemple

f la fonction f(x) = %(x + %), la fonction est présentée de fagon explicite

(introduction de cet intermédiaire n’est pas a la charge de I’éléve). En revanche,

si I’énoncé demande d’étudier la suite récurrente définie par un premier terme et

1 2 : - , ,
Upy1 == (un + —), dans ce cas la fonction n’est pas explicite dans I’énoncé.
2 Un

e La nécessité de faire une preuve par récurrence pour montrer une propriété de la
suite (u,).
e Les variations de la suite (u,).

e La convergence de la suite (uy).

Enfin, nous analyserons la possibilité de mettre en fonctionnement des sous-
activités de controle a partir de la rédaction de 1'énoncé. En particulier nous

analyserons si ’énoncé de 1’exercice :

e Explicite un controle non mathématique ou pas. Comme nous l'avons signalé
dans le chapitre 4, ce type de controle est lié au but de l'activité a développer
lors de la résolution de la tache et il est identifié dans I’énoncé lorsque le but de
I'activité est explicité. Par exemple, dans I’énoncé « montrer que pour tout
n € N la suite (u,) est dans [0,1] », la conclusion a laquelle I’éleve doit arriver

est déja formulée.
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e Favorise un contréle mathématique c’est-a-dire qui encourage des sous-activités
de contrdle sémiotique, instrumental ou discursif. Selon les indications données

dans chaque tache, nous repérons deux considérations de ces controles :

a) Occasion de contréole mathématique : dans ce cas le controle n’est pas explicité
dans 1’énoncé ; néanmoins un contréle mathématique est possible. Par
exemple, dans une occasion de contréle sémiotique et instrumental, 1’exercice
demande d’utiliser la calculatrice pour conjecturer le comportement de la suite
mais aucune indication n’est donnée ni sur le registre sémiotique, ni sur la

fagon dont on doit/peut utiliser la calculatrice.

b) Contréle mathématique explicite : celui-ci est formulé clairement dans I’énoncé.
Par exemple, dans le cas d’un contrdle sémiotique et instrumental, ’exercice
indique ce que l'éleve doit faire ou interpréter et quelle fonction de la
calculatrice utiliser pour obtenir des informations sur le comportement de la

suite.

6.2.1 Classe L1 : support du cours (diaporamas) et exercices

proposés

Le theme de suites est présenté apres ’étude des propriétés de R et correspond
au dernier theme a traiter dans le semestre. Tout d’abord on remarque que le cours
aborde les suites numériques dans le systéme numérique C. Cela peut étre considéré
comme une difficulté potentielle pour les étudiants puisque C n’est pas un ensemble
ordonné contrairement a R donc toutes les propriétés des suites réelles ne sont pas
équivalentes pour les suites complexes (notamment celles qui se réferent aux
comparaisons). Ensuite, un vocabulaire sur les suites est présenté (suite majorée,
minorée, bornée en C) et les définitions des suites arithmétiques et géométriques sont
exposées. Plus précisément elles sont présentées de facon explicite pour tout n dans N
comme U, = nr + ¢ et u, = r’*c respectivement (raison r et premier terme c). Ensuite,
les définitions formelles de suite convergente et de suite infinie sont données. Cela est
suivi des propositions sur les suites extraites (non démontrées) ainsi que de la propriété
de la densité de R en termes de suites convergentes (considérée comme admise). Puis

on trouve les théoremes « Si lim f(x) =1 et si liT U, = a alors lir+n fuy) =1»
x—-a n—->+oo n—-+oo

(non démontré), « f définie en tout point d’un intervalle de R contenant a, alors f
est continue en a si et seulement si pour toute (W,) qui converge vers «, la suite

(f (up))nen converge vers f(a) » (admis). Ensuite ces théorémes sont suivis par le
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théoréme de prolongement des inégalités larges®™ et le théoreme des gendarmes® (non
démontrés). Cela est suivi de propriétés d’opérations sur les limites (somme et produit)
et de la définition des suites monotones (croissantes, décroissantes), majorées et
minorées. Le cours finit par les trois théoremes suivants : théoreme de la limite
monotone (pour les suites réelles), théoreme des suites adjacentes (toujours de suites
réelles) et théoreme de Bolzano-Weierstrass (pour les suites complexes). Ainsi, aucune
propriété ni théoréeme n’est démontré dans le support du cours (diaporama) ;
néanmoins, leurs démonstrations peuvent étre abordées par l’enseignant pendant le
déroulement de la classe, que ce soit a l'oral ou par écrit directement au tableau. Le
cours ne présente pas d’exemple ni développé, ni proposé comme exercice. Néanmoins,
comme le cours est utilisé en tant qu’appui par l'enseignant, des exercices et des
exemples peuvent étre pris en compte dans la classe, a l'oral ou a I’écrit (directement
au tableau). Dans ce cas, la responsabilité de garder des traces écrites est completement

a la charge de l'éleve.

a) Exercices proposés (non résolus)

La feuille d’exercices sur les suites numériques est la méme que celle de 1’étude
des nombres réels o 46 exercices au total sont proposés (feuille V a ce stade de 'année
académique). De ceux-la, 21 exercices correspondent aux corps des réels (structure
d’ordre totale, valeur absolue, borne supérieure et inférieure, propriété Archimédienne
et irrationalité), et 25 aux suites numériques. Concernant ces 25 derniers, il y est
proposé des exercices pour étudier les bornes, la monotonie, la limite et la convergence
de suites. Cependant, seulement 3 exercices font référence aux suites récurrentes (voir

Figure 21, Figure 22 et Figure 23 ci-dessous).

Exercice 40. Soit z € R,z > 0. On considére la suite définie par récurrence

1 T
up = 1, Untr =5 | Un + —
2 Up

1. Montrer que u, > \/z pour tout n > 1.
2. Montrer que u,, est décroissante.

3. Calculer lim u,,.

Figure 21 : Premieére tache de suite récurrente dans la feuille TD.

B Siu, <v,et lim u,=uet lim v, = valorsu <v.
n n no+oo Notoo
Siu, <v, <w,et lim u,=1let lim w, = lalors lim v, = L
n-+oo n-+o n—+oo
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Exercice 43. Soient 0 < a < b. Montrer préliminairement les inégalités suivantes

a<Vab< 2 <b.
On considére maintenant les suites définies par récurrence

U = a, v; = b.

— __ Un+tv
u'n,—l—l -V UnUn, 'Un-}—l - 2
Montrer que

1. up < Upt1 < Upy1 < U, pour tout n > 1.

2. les suites u,, et v,, ont méme limite.

Figure 22 : Deuxieme tache de suite récurrente dans la feuille de TD

Exercice 45. Soit a > 0 et (u,) la suite définie par récurrence

Uy = @, Un+1 = V2 + up

Montrer que (u,,) est convergente et calculer sa limite. [Indication : commencer par a = 2.]

Figure 23 : Troisieme tache de suite récurrente dans la feuille de TD.

Concernant le premier exercice, il s’agit d'une étude de la convergence de la suite
de Héron. L’exercice cherche & montrer que la limite de la suite est vx en montrant
qu'elle est décroissante et minorée par vx. Quant au deuxiéme exercice, il s’agit
d’étudier la convergence de deux suites récurrentes sans calculer la limite (les suites
sont adjacentes et leur limite est la moyenne arithmético-géometrique). Cet exercice a
une complexité supplémentaire puisque les deux suites définies par récurrence sont
imbriquées. Dans le troisieme exercice il s’agit de montrer la convergence de la suite
vers 2, ou l'on peut identifier deux cas: la suite est croissante et majorée pour

a € [0,2], décroissante et minorée pour a € ]2, +0o[).

Ces exercices sont proposés dans le paradigme [A2] et dans le registre algébrique
(le paradigme [A1l] est absent) ce qui, évidemment, ne permet pas une articulation
entre paradigmes. Concernant les reconnaissances, dans les trois cas, les suites
récurrentes sont présentées explicitement par les énoncés et elles ne font pas référence
a la fonction qui les définissent. Ainsi, la reconnaissance de la fonction, d’une part, et
la nécessité d’une preuve par récurrence, d’autre part, restent toutes les deux a la
charge de I’étudiant. Par rapport a la variation de la suite, elle est explicitée dans le
premier et deuxieme exercice mais pas dans le troisieme et la valeur de la limite reste
a la charge de I’étudiant dans le premier et troisieme cas. En ce qui concerne les
controles, nous observons que les trois tadches présentent des controles non
mathématiques : dans le premier exercice, par exemple, les informations de la borne
inférieure et de la décroissance de la suite sont données ; dans le deuxieme, la croissance
de (u,) et la décroissance de (v,) sont exprimées en registre de représentation

algébrique et, dans le troisieme, il est explicité que la suite est convergente. Néanmoins,
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concernant la possibilité de développer des controles mathématiques, on n’observe ni
des occasions de controle, ni de contrdles explicites, que ce soit des controles
sémiotiques, instrumentaux ou discursifs. Ainsi, la sous-activité mathématique de
controle reste implicite et & la charge de I'éléve. A cela, il est & additionner qu’on
n’observe ni un travail de conjecture, ni des registres de représentation autre que
I’ensembliste ou I'algébrique, ni un travail de pour étudier la convergence de ces suites
(qui correspondrait a un travail dans le paradigme [A3]) que ce soit dans le support

diaporama du cours ou dans les feuilles de TD.

6.2.2 Classe TS : Manuels

Pour faire I’étude de classes de TS, nous avons choisi trois manuels : Indice de
I'éditeur Bordas (Maths Term. S. Enseignement Spécifique, 2016), Odyssée de 1'éditeur
Hatier (Mathématiques TS. Enseignement Spéficique, 2012) et, Transmath de 1'éditeur
Nathan ( Transmath Term S. Enseignement Spécifique, 2012). L’ensemble des manuels
commencent par le théme Analyse avec le chapitre concernant les « suites ». D’abord
ils présentent des taches d’introduction qui permettent aux éleves de se situer dans le
theme a traiter par rapport aux connaissances qu’ils ont déja acquises. Puis, ils
continuent avec la partie « cours » ou ils exposent des définitions, des propriétés, des
méthodes et des théoremes a utiliser dans les exercices qui sont proposés ensuite.
Concernant le cours, ils abordent le raisonnement par récurrence, les définitions
intuitives de limite finie et infinie d’une suite, les théoremes (admis) sur les limites
(unicité, opérations somme, produit et quotient de suites), la limite d’une suite
géométrique (démontré), les théoremes de comparaison de limites infinis (démontré),
le théoreme des gendarmes (démontré seulement dans 1 des manuels), les définitions
de suites majorées, minorées et bornées, les suites géométriques, arithmétiques et le
théoréme de convergence de suites monotones (admis). Ensuite ils continuent avec la
section de « savoir-faire du cours » ou ils présentent des exemples d’exercices
développés et ils terminent avec des exercices proposés, que ce soit pour préparer

I’évaluation du cours ou pour s’entrainer au Baccalauréat.

Pour en savoir davantage sur l'enseignement dans cette classe, nous nous
intéresserons aux exercices qui y sont proposés puisqu’ils ont été identifiés comme la
partie la plus utilisée des manuels dans les classes de mathématiques (Hache, 2008).
Ainsi, nous pouvons différencier deux sortes de taches, 'une correspondant aux
exercices résolus (les exemples) par les auteurs du manuel et I'autre correspondant a
ceux qui ne sont pas résolus mais proposés pour que 1’éleve les résolve. Pour analyser

ces taches, nous sélectionnerons celles ou 'on propose d’étudier une suite récurrente
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que ce soit a partir de I’étude de la fonction ou pas. Nous exclurons les taches qui
demandent d’exprimer le terme général u, en fonction de n, car cela revient a une
étude explicite de (u,) et on n’est plus dans le cas de I’étude d’une suite récurrente
mais plutét dans I'étude d’une fonction. Nous présenterons les résultats de cette analyse

dans ce qui va suivre.

a) Exemples proposés (exercices résolus)

Des trois manuels analysés®, nous avons repéré 11 exemples résolus. Concernant
les paradigmes (voir Figure 24 ci-dessous), il existe un privilege dans 'utilisation du
paradigme [A2] (utilisation dans 100% des exemples) sur le paradigme [A1] (utilisation
dans 36% des exemples). La présence des deux paradigmes pourrait faire penser qu’'une
articulation immédiate est produite entre les paradigmes [A1] et [A2] (c’est-a-dire que
quand le calcul des termes de la suite est demandé dans I’énoncé, une preuve dans le
paradigme [A2] est demandée ensuite) ; néanmoins, cela n’est pas toujours le cas. En
effet, 27% des exemples présentent une articulation du paradigme [Al] vers le
paradigme [A2] (ou dans la plupart des cas il s’agit de conjectures) et seulement 9%
des exemples font une articulation de [A2] vers [Al]. Si une articulation entre
paradigmes n’est pas appuyée par les exemples que présentent les manuels, comment
pourrions-nous espérer que la mise en fonctionnement d’une sous-activité de contréle

grace a l'articulation de ces paradigmes soit entreprise par les éleves 7

Paradigmes

120,0%
100,0%

80,0%

60,0% 63,6% 72,7%

0.0% 100,0% L)
20,0% 36,4% 27,3%

0,0% 191% |

[A1] [A2) [A1]->[A2) [A2]->[A1)
EOui [1Non

Figure 24 : Graphique analysant les paradigmes [A1] et [A2] dans les exemples des manuels.

% Voir annexes 3.5 et 3.6, page 356-379.
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En ce qui concerne les reconnaissances (voir Figure 25 ci-dessous), la plupart sont
effectuées par les énoncés : la variation de la suite est apportée dans 100% des énoncés,
la suite récurrente exprimée en termes de u, est explicitée dans 90% des énoncés, la
fonction f est explicite dans 36% des 11 énoncés, et la nécessité d’utiliser une preuve
par récurrence est explicitée dans 79%. La convergence de la suite est également
explicitée dans 42% des énoncés. Ce fait se traduit par une baisse dans la demande

cognitive de la tache du point de vue de la sous-activité de reconnaissance.

Reconnaissance
100%
80% 42,9%
60% 70,0%
SR 100,0%
40%
' 57,1%
20% 30,0%
0% | 91% |
Un+1=f(Un) Récurrence Variation Convergence

O Eleve Enoncé

Figure 25 : Graphique analysant les reconnaissances dans les exemples des manuels.

En faisant référence aux sous-activités de contrdle, nous tenons a rappeler que
les controles sémiotiques et instrumentaux n’ont pas le méme statut que les sous-
activités de reconnaissance car, lorsque les occasions de contréle mathématique sont
présentes, elles permettent la mise en fonctionnement de ces sous-activités de controle
alors que lorsque les reconnaissances sont évidentes, ou quand le controle discursif est
explicite, cela produit une baisse dans la demande cognitive de I'activité a développer.
En ce qui concerne le controle et les pourcentages relatifs aux énoncés, la totalité des
exemples de manuels présentent des contréles non mathématiques apportés par les
énoncés (voir Figure 26 ci-dessous). En lien avec les reconnaissances des énoncés
analysées dans la Figure 25, on peut penser que, comme il s’agit des exemples de
résolution de taches, le manuel entraine les éleves a une routinisation de 'identification
de la variation de la suite ou de I'utilisation d’une preuve par récurrence, par exemple,
qui apparaissent explicitement dans ’énoncé de la tache. Concernant les sous-activités
de controle mathématique, 36% permettent un contrdle sémiotique (18% des occasions
de contrdle et 18% aussi de contrdle explicite), alors que seulement 9% montrent un
contrdle instrumental (tous explicites) et 18% présentent un controle discursif (9% de

contrdle explicite et 9% des occasions de controle). Nous pourrions interpréter ces
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pourcentages comme si la résolution de la tache attendue devait se faire en favorisant
les controles non mathématiques. En effet, les exemples que 'on montre aux éléves
explicitent a chaque fois la conclusion a laquelle 1’éleve doit arriver dans 1’énoncé. 11
reste a s’attendre seulement a une bonne résolution de ce qui est déja indiqué c’est-a-
dire a ce que 'éleve développe seulement une sous-activité de traitement (taches avec

des mises en fonctionnement de connaissances de niveau technique).

Controle
100%
80%
63,6%
60% 81,82%
100,0% 80,9%
40%
18%
20% o
9%
18,2! )—{
% “ | 9% | 9,1%
Non Math Math. Sém Math Ins Math Dis

@ Occasion [ Explicite Non

Figure 26 : Graphique analysant les contrdles dans les énoncés des exemples des manuels.

Il est a remarquer que toutes les résolutions des exemples utilisent un controle
discursif, 36% utilisent un controle sémiotique et seulement 9% un controle
instrumental (voir Figure 27 ci-dessous). Cela est cohérent avec les énoncés pour les

contréles sémiotique et instrumental mais non pour le controle discursif.

Controéle dans la résolution

100%

80%
63,6%
60% 90,9%
o 100,0%
40%
20% 36,4%
0% | 91% |
Math. Sém Math Ins Math Dis
@ Oui [1Non

Figure 27 : Graphique analysant les controles des résolutions d’exemples de manuels.
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Ci-dessous, dans la Figure 28 nous présentons, a titre d’exemple, un exercice
résolu issu du manuel Indice. Cet exemple présente les paradigmes [Al] et [A2] et un
passage du [Al] vers [A2] (il fait partie des 27% de la Figure 24). Concernant les
reconnaissances présentées dans les énoncés, la suite récurrente U, = 2\/u_n (avec la
fonction f(x) = 2v/x de facon explicite), la nécessité d'une preuve par récurrence et le
sens de variation de la suite ont été apportés dans l’énoncé ; cependant, la
reconnaissance de la convergence de la suite reste attendue. Le contrdle non
mathématique est présent dans les questions 2 (u, < 4) et 3 ((u,) est croissante).
Quant a la sous-activité de controle possible, I’énoncé présente un controle sémiotique
de fagon explicite dans la question 1 (faire une conversion et des traitements dans le
registre de représentation graphique pour, ensuite conjecturer la variation et la
convergence de la suite) et une occasion de controle discursif explicite dans I’énoncé de

la question 3 car il montre la méthode a utiliser pour y répondre (justifier pour tout n
que Up4q — Uy = 24U <1 ——) Le contrdle instrumental n’est pas présent dans

I’énoncé. Finalement la résolution de l'exercice utilise des controles sémiotiques
(utilisation de registre graphique, et algébrique) et discursifs (il est nécessaire
d’appliquer différents éléments du référentiel théorique pour 1’étude de la suite, 1’étude

de Uy4q — Uy, la preuve par récurrence, le théoreme de convergence monotone).
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EXERCICE RESOLU

[EZA Réaliser une construction graphique
des premiers termes d'une suite pour
conjecturer sa limite
Enoncé
Soit la suite (u,) définie par uy= 1 et pour tout entier
naturel n, u,,, = 2,u, . On pose flafonction définie sur
[0;+ce[ par f(x)=2x.
1.a. Dans un repére orthogonal, tracer sur [0; 5] la courbe
de la fonction f ainsi que la droite d'équation y=x
Placer les points My, M, et M, d’ordonnées nulle et d'abs-
cisses respectives ug, u, et u,.
b. Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de varia-
tion et la convergence de la suite (u,)?

2. Montrer par récurrence quepourtoutn €N, u, =<4,

3. a. Justifier que pour tout entier naturel n :

Upyy = Uy = 2@(‘ - @)‘
b. En déduire que (u,) est croissante,
4. Que peut-on conclure sur la convergence de (u,) ?
Solution commentée
1.a. up=1,donc on
place M, de coor-
données (1;0). Pour
placer M, de coor- 1, =flu) 1
données (uy ; 0), il u, =flu) -5
suffit de placer u, sur
I'axe des abscisses.
Or, uy = f(ug), donc
on obtient u, sur
I'axe des ordonnées
en lisant graphiquement I'image de w, par f. Ensuite,
on projette le point de coordonnées (0 ; u,) sur la droite
d'équation y = x, parallélement A l'axe des abscisses. Le
point M, est alors le projeté du dernier point obtenu, sur
I'axe des abscisses, parallélement 3 I'axe des ordonnées,
Pour obtenir M,, on réitére le processus avec uy= flu,).
b. On conjecture que la suite (u,) est croissante et converge
vers I'abscisse du point d'intersection de la courbe de fet
de la droite d'équation y = x.
2. Pour tout entier naturel n, soit P (n) : « u, = 4 »,
Initialisation. iy = 1 donc uy < 4. Ainsi, P (0) est vraie.
Hérédité. Soit p un entier naturel tel que P (p) est vraie,
c'est-a-dire tel que Uy, = 4. Montrons que P (p + 1) est
vraie, c'est-a-dire u,,,, = 4,
Par hypothése de récurrence, u, = 4 donc comme la fonc-
tion racine carré est croissante sur [0 ; +oof, Ju, <2
Ainsi, 2[u, = 4,donc Upey = 4. L'hérédité est prouvée.
Conclusion. La proposition est vraie au rang 0 et est héré-
ditaire. Donc d'aprés le principe de récurrence, P (n) est
vraie pour toutn € N, c'est-a-dire u, = 4 pourtoutn € N.

3.a. Soit n entier naturel. Comme 2.fii, x -@ =yt
Unir = Uy = 2 Uty — W4, = ZJ“_II(‘_@)

b. Soitn un entier naturel. Comme u, < 4,0na Ji, =2

i

donc% = 1. Ainsi, 1- @ =0.Deplus, 2u, =0.
donc par produit, 2, | [ - —‘/;1) =0.

Ainsi, u,,y —u, = 0 pour tout entier naturel n, donc ()
est une suite croissante.

4. La suite (u,) est croissante et majorée par 4, M
d'aprés le théoréme de convergence monotone, 12 SUlt®
(u,) converge.

Figure 28 : Exemple a.4, manuel Indice, page 28.

L’exemple de la Figure 29, ci-dessous, est intéressant car il s’agit d'un exemple
type Baccalauréat qui montre comment analyser un énoncé pour repérer les controles
non mathématiques présents. Il indique les objectifs des questions et explique comment
utiliser les énoncés de questions pour conclure la tdche. Alors que la calculatrice est
proposée dans '« analyse de 1’énoncé » pour étudier le comportement de la suite,
I’énoncé de la tache ne propose pas l'utilisation de la calculatrice et la résolution de
I'exercice a été faite seulement en utilisant des controles discursifs (voir partie

« guide ») et totalement dans le paradigme [A2] (comme la plupart des résolutions).
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Du c6té des reconnaissances, celles a la charge de 1’éleve sont 1'utilisation d’une

démonstration par récurrence et le théoreme de la limite monotone, et la fonction qui

définit la suite récurrente n’est pas explicite dans 1’énoncé.

€3 Travail en autonomie LILLOY
. K Retrouvez le corrigé
=> Rédigez la solution de cet exercice de cet exercice sur le site
en vous aidant du guide. www.transmathlycee.net/eleve-TermS
Soit (u,) la suite numérique définie sur N par: D Analyser I'énoncé
Up=0 et u,, =y3u,+4. « Lobjectif de la partie 1. est de

1. a) Démontrez que, pour tout entier naturel n, prouver la convergence de la suite
0su,<4. (—\ (u,). Les questions a) et b) vous
& Fir don ils pour conclure.
b) Démontrez que (u,) est croissante.. entiesioulsp
« L'utilisation d’une calculatrice est

<) Déduisez-en que (v A g
que (u,) converge. conseillée pour avoir une idée du

2. a) Démontrez que pour tout entier naturel n, comportement de la suite (u,).

4-up, < Ty,
b) La suite (v,) est définie sur N parlv, =4 —u, . G\ ) Analyser I"énoncé
Démontrez que pour tout entier naturel n, Dans la partie 2., apparait la suite

o<y <1 auxiliaire (v,). Lencadrement
n n—2 " . 5
2 F\ demandé en b) doit permettre

) Déduisez-en la convergence de la suite (v,)) et sa de prouver sa convergence et
limite, puis la limite de la suite (u,). de déterminer sa limite.

1. a) On pense a un raisonnement par récurrence, car la e} 2 5
2 )Onp S , P ! ZOOM sur la rédaction
suite (u,) est définie par récurrence. i
. . . . 5 < ._Explicitez la propriété z
Clest la stricte croissance de la fonction racine carrée qui E, Pl ZJ i prJete,P.,.,,eFmette
G R _bien en évidence les trois étapes____}{
permet de passer aux inégalités suivantes. = z p
__d'un_raisonnement par récurrence:__|
b) Létude du signe de u,,,, —u, nécessite un change- [_initialisation - hérédité - conclusion. |

ment d'écriture. e
Lexpression de cette différence, y/3u, + 4 — u,, incite a Z00M sur la rédaction
utiliser son expression conjuguée, \/W U — |_Pensez a justifier que, pour tout
Létude du signe de u,,,, - u, se raméne ainsi a celle du —entier natureln, y/3u, +4 +u, >0._|

trindme du second degré —x? + 3x + 4 sur [0 ; 4]. i
{ Z0OM sur la rédaction %

) Pour prouver la convergence de la suite, il suffit
maintenant d'exploiter les propriétés de la suite (u,)

_Précisez clairement le théoréme
_utilisé en vous assurant que les

démontrées dans les questions précédentes : la suite

(u,) est croissante et majorée, donc... €——____conditions dapplication sont bien__|

2.a)Pour majorer 4-u,,,, vous pouvez utiliser remplies etenles rappelant dans__|
_votre rédaction.

l'expression (conjuguée) 4 +1/3u, +4 en remarquant
que ce nombre est, pour tout entier naturel n, supérieur
ou égal a 6.

b) Traduisez le résultat précédent a l'aide de v, ;, v,
n

5 g 1 .
puis prouvez par recurrence que v”S (? Vor soit

v, < 2%2 . La positivité de tous les termes de la suite Z00M sur la rédaction

_Précisez, de nouveau, clairement___—

(v,)) est, quant a elle, facile a établir. :
¢) Lencadrement obtenu précédemment vous permet ;,Iel,,théo,r,éme utilisé (ici le théoreme._|
de conclure que la suite (v,) converge vers 0. d encat?rem(lent) et justifiez d?ps,_._
Exprimez u, en fonction de v, pour déterminer la limite |_votre l';eda.ctlon‘que,.lfes cond.,t.l,o,ns,,

4 4 _d"application sont bien remplies.

de la suite (u,).

Figure 29 : Exemple 3.c, manuel Transmath, page 46.
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b) Exercices proposés (non résolus)

En ce qui concerne les exercices non résolus, nous avons repéré, dans les trois
manuels analysés, 51 taches au total®®. Concernant les paradigmes (voir Figure 30 ci-
dessous), nous trouvons comme résultat de cette analyse, une cohérence entre les
exemples d’exercices résolus et les exercices non résolus. C’est-a-dire qu’il existe une
prédominance du paradigme [A2] (qui apparait dans 88% des exercices) sur le
paradigme [Al] (présent dans 47% des exercices). Au titre d’articulation entre
paradigmes, les résultats vont aussi dans le méme sens que les exemples résolus ayant
28% d’une articulation de [Al] vers [A2] et 10% d’une articulation de [A2] vers [Al].
Cela permet de dire qu’'une dialectique entre ces deux paradigmes n’est pas favorisée
non plus dans les exercices proposés (dans la plupart des cas il s’agit d'un travail avec

des conjectures).

Paradigmes
120,0%
100,0%
m 11,8%
80,0%
52,9%
( 72,0%
60,0% 90,0%
40)0(!0 88,2%
20,0% 47,1%
28,0%
0.0% 110,0% |
[A1] [A2] [A1]->[A2] [A2]->[A1]
EOui [ Non

Figure 30 : Graphique analysant les paradigmes dans les exercices des manuels.

En ce qui concerne les reconnaissances (voir Figure 31 ci-dessous), les résultats
varient un peu par rapport aux exemples développés. La reconnaissance de la suite
récurrente exprimée en termes de u, est prise en charge par 90% d’énoncés (elle est
donc peu attendue a développer de la part des éleves) et la fonction f est explicite
dans 35% des 51 exercices. Ensuite, le besoin d’une preuve par récurrence, la variation
et la convergence de la suite sont a peu pres similaires. La récurrence apparait dans

62% des énoncés (alors que cela est explicite dans 70% des exemples), et la variation

% Voir annexe 3.5 et 3.6, page 356-379
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de la suite est explicitée dans 63% d’exercices (et dans tous les exemples). Finalement

la convergence est explicite dans 59% des exercices (et dans 42% des exemples).

Reconnaissance
120,0%
100,0%
62,5% 63,2% 59,4%
80,0%
OU
60,0% 90,0%
40,0%
ot 37,5% 36,8% 40,6%
0%
v [10,0% |
0,0%
Un+1=f(Un) Récurrence Variation Convergence

DEleve [Enoncé

Figure 31 : Graphique analysant les reconnaissances dans les exercices des manuels.

En ce qui concerne les controles (voir Figure 32 ci-dessous) nous notons quelques
changements dans les exercices par rapport aux exemples résolus. Les contrdles non
mathématiques sont présents dans 84% des exercices proposés alors que pour les
exemples c’était 100%. Concernant les controles mathématiques, les occasions de
contrdle discursif sont présentes dans 4% des exercices (il n’y a pas de controle discursif
explicite) et nous pouvons dire que la sous-activité de controle discursif est totalement
a la charge de 1'éleve (96% d’exercices), ce qui est cohérent a la résolution d’exemples.
Concernant les controles sémiotiques, ils sont cohérents avec les énoncés des exemples
résolus. Ici, 13% constituent des occasions de controler et 24% constituent des controles
sémiotiques explicites. Le controle instrumental est présent dans 33% des énoncés, ce
qui constitue une hausse par rapport aux exemples (9%). Dans le cas des exercices, il
s’agit de 13% d’occasion de controle instrumental et 20% de contréle instrumental
explicite. De surcroit, une corrélation entre un changement de paradigme et les
controles de type mathématique est constaté. En effet, lorsque 1’on favorise le passage
du paradigme [Al] vers [A2], on observe une possibilité de contrdle sémiotique et
instrumental (controles explicites ou seulement des occasions de contrdle). Les
controles instrumentaux et sémiotiques, sont principalement encouragés par
I'utilisation de la calculatrice (que ce soit avec l'utilisation de lalgorithmique, du

tableur ou des graphiques).



158

Controle
100%
15,7%
80%
62,7% 66,7%
60%
96,08%
40% 84,3%
20% 24% 20%
0% 13,7% 13,7% I39% |
Non Mathématique Math. Sém Math Ins Math Dis

B Occasion [ Explicite Non

Figure 32 : Graphique analysant les controles dans les exercices des manuels.

L’exemple de la Figure 33 correspond a un travail dans le paradigme [A2]. Le
paradigme [A1] serait potentiellement présent. Ainsi, nous ne pouvons pas dire grand-
chose concernant la dialectique entre ces paradigmes si elle se produit. En effet, bien
que la calculatrice soit recommandée en tant qu’aide pour effectuer une conjecture,
nous ne savons pas dans qu’elle mesure cette dialectique serait mise en avant. Quant

aux reconnaissances, la suite u,.; = JUn t 2 est explicitée dans 1’énoncé mais pas la

fonction définissante (comme il s’agit d’une suite arithmétique géométrique on peut ne
pas utiliser la fonction pour étudier la suite car on peut utiliser une suite auxiliaire) et,
la variation de la suite est apportée par I’énoncé (ce qui est représentatif des autres
exercices). Le controle non mathématique est présent et les occasions de sous-activités
de contrdle instrumental et sémiotique existent grace a 1'usage, fortement encouragée,

de la calculatrice (dans ce cas, cette sous-activités serait attendue).

EER Vers une question ouverte
Soit la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par:

=1 et u,,= %u,, +2.

1. Montrer que (u,) est croissante.
2. Etudier la convergence de (u,,).

Utiliser la calculatrice pour faire une conjecture.

Figure 33 : Exercice a.11, manuel Indice, page 28.

La Figure 34 montre un exemple intéressant ou l'on étudie la suite récurrente a
l'aide de la fonction qui la définit. Ici les paradigmes [Al] et [A2] sont clairement

présents. L’éleve peut visualiser la croissance de la fonction (occasion de développer
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une sous-activité de controle sémiotique car cela n’est pas demandé dans 1’énoncé) et
doit conjecturer la croissance de la suite (contrdle sémiotique explicite) pour ensuite la
démontrer (possibilité de développer une sous-activité de controle discursif). Cela se
traduit par un changement de paradigme du [A1] vers [A2] ; néanmoins le changement
du paradigme de [A2] vers [Al] est peu mis en avant. Quant aux reconnaissances,
I’énoncé de la tache prend en charge trois des quatre reconnaissances repérées : la suite
récurrente Uy 4q = \/3_un (ou la fonction est explicitée dans 1'énoncé), I'utilisation d'une
preuve par récurrence et la convergence de la suite. Ainsi, seule la variation de la suite
est laissée a la charge de 1’éleve. Concernant les sous-activités mathématiques de
controles, méme si une occasion de développer un contréle instrumental n’est pas mise
en avant, ’éleve peut quand méme avoir un contréle sémiotique puisque la conversion

entre registres de représentation sémiotique et leur traitement sont proposés.

m Sont représentées sur le dessin ci-dessous, la fonc-
tion définie pour x positif par f(x)=V3x et la droite
d'équation y = x.

On considére la suite (u,) définie par u, €[1; 3] et pour
tout entier naturel n, u,,, = V3u,.

4]
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1.lintervalle I=[1;3] semble contenir tous les termes
de la suite. Démontrez par récurrence que tous les
terme (u,) appartiennent effectivement al.

2. Conjecturez le sens de variation de la suite (u,) puis
démontrez votre conjecture,

3. Démontrez que la suite (u,) estconvergente et conjec-
turez sa limite (voir l'exercice 103 p. 48),

Figure 34 : Exercice ¢.9, manuel Transmath, page 44.

Finalement, l'exemple de la Figure 35 est un extrait d'un exercice
d’approfondissement visant a une introduction a I’étude de la suite logistique®. Ici, il
est intéressant de remarquer que dans un type d’exercice avec une difficulté
mathématique qui peut étre trés élevée pour la classe de TS, c’est le paradigme [Al]

qui est privilégié. D’ailleurs les questions de I’énoncé favorisent les occasions pour

7 Voir annexe 1.2.4, page 341.
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développer des sous-activités de controle sémiotique et instrumental, les

reconnaissances sont a la charge de 1éleve (sauf pour celle de la suite
Pni1 = kpn(1 — py) et la fonction qui est introduite dans I’énoncé) et on ne repere pas
de controle non mathématique. Cet exemple est isolé et ne représente pas la majorité

des exercices proposés dans les manuels.

2. Frude de la suite p,,

La correspondance avec le moddle cyclique constaté
au Canada est frappante, ce qui montre la validité du
modéle de Verhulst. Pour en simplifier I'étude, on s'in-
téresse A présent a la proportion de proies p, parmi la
population totale des deux espces pour I'année n. Cela
permet d'étudier une seule suite, avec un seul paramatre.
Pour tout entier n, on a 0 = p, = 1 et, pour voir I'évolu-
tion de cette proportion d'une année sur l'autre, il faut
expdlmrlamm:panécurnme.l’wrmmlephé-
noméne cyclique recherché, il est classique d'utiliser la
relation de récurrence p,,, , = k p,(1-p,) ol k estun coef-
ficient que I'on va faire varier en fonction des situations.
1l est possible de tracer les différents termes de la suite
(p,) pour un réel k fixé, en tragant la courbe représenta-
tive de la fonction fdéfinie sur [0; 1] par f(x) = kx(1 -x)
ainsi que la droite d'équation y = x.

a. Proposer une technique pour réaliser cette construc-
tion.

b. Réaliser cette construction sous un logiciel de géo-
métriedymm!quepomleszo;mnimmmesdeh
suite en gardant la possibilité de faire varier k.

¢. Comment expliquer la forme du diagramme pour
k=287

d. Pour quelle valeur de k obtient-on des cycles simi-
laires A ceux obtenus pour les lidvres et les lynx 7 Com-

ment expliquer ces cycles ?

Théorie du dhaof

Le mathématicien et physicien Miached Feigenbaum a étudié
ces phénombnes et a utilisé le diagramme suivant sur lequel
on place en abscisses le nombre k ¢t en ordonnées les
points formant les cycles.

j39s

0-
24 2628 3 32 34 36 38 4

Ces dagrammes sont utilisés dans de nombreux domaines,
comme I'économie, 1a physique, 1a biologie, etc.

On peut voir certaines zones blanches dans le diagramme
de bifurcation de Feigenbaum. Ces 20nes sont des 2ones
00 régne Je « chaos », C'estddire ol les suites ont des
comportements trés étranges avec d'extrémes variations en
changeant trés peu les conditions inftiales. Cette situation
Oe chaos se retrouve dans de nombreux domaines et
notamment les systémes dynamiques continus.

En effet, nous avons wu ce qu'est un systéme dynamique
discret mais si on s'intéresse 3 des intervalies phadt qu'd
des nombres isolés, 3 des fonctions phtdt qu'd des suites,
3 des obrivées plutdt qu'd des taux de crolssance, on se
retrouve avec Oes problémes qui oocupent les chercheurs en
mathématiques 3 I'heure actuelie.

Figure 35 : Extrait exercice b.16, manuel Odyssée, page 69.
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6.3 Analyses de taches d’évaluation fin de lycée et

début de 'université

En vue d’étudier un troisieme niveau d’analyse des institutions, nous analyserons
des taches d’évaluation proposées a la fin de la TS et en début de L1. Cela dans le but
de caractériser l'activité et le travail mathématique attendu des institutions de fagon
plus fine a travers la succession a suivre par I’étudiant ou I’éleve. En effet, comme nous
I’avons vu dans les analyses du chapitre 4, les analyses avec les deux théories TADM
et ETM nous permettent d’identifier une temporalité dans 'activité et le travail que
développe un sujet. Cela rend possible une reconstruction chronologique des sous-
activités mathématiques (reconnaissance, organisation et traitement) et du travail

mathématique (& travers les dimensions et plans verticaux des ETM).

Dans cette section nous analyserons d’abord une tache proposée dans un examen
de décembre 2018, a la fin du premier semestre de la L1. Ensuite nous analyserons une
tache du Baccalauréat Scientifique de 2016 (date relativement proche de celle de
I'examen). De plus, cette tache est cohérente avec celles qui proposent les manuels de

TS en guise de préparation a cette épreuve.

6.3.1 Analyse exemple : examen de L1

La Figure 36 ci-dessous, correspond a un exercice d'un examen qui contient 5
exercices au total® et qui, sauf pour la filiere des MIASH, était commun a toutes les
autres filieres de la L1. La durée de cet examen était de 3 heures, ce qui laisse en

moyenne 36 minutes de résolution par exercice.

Soit a €]0,1[ et soit f:[0,1] = R la fonction définie par Vx € [0,1], f(x) = ﬁ
1
2-uy,’
1.  Montrer que, pour tout x € [0, 1], f (x) € [0, 1]. Puis que pour tout n € N,u, € [0,1].
Montrer que la suite (u,,),ey €st croissante.

On considére une suite (u,), ¢y vérifiant les conditions : ug = @ et Vn € N,u,,; = f(u,) =

2
3. Montrer que la suite (u,,),ey converge.
4. Quelle est la limite de (u,)pey ?

Figure 36 : Tache de I’étude d’une suite récurrente en L1.

% Voir annexe 3.7, page 380.
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Il s’agit d’une tache ou le contréle non mathématique est favorisé dans I’énoncé.
Au titre des paradigmes, la tdche est proposée entierement dans le paradigme [A2]
donc il n'y a pas de possibilité de dialectique entre les paradigmes [Al] et [AZ2].
Concernant les reconnaissances, seule la nécessité d’une preuve par récurrence est
laissée a la charge des étudiants. Dans I'énoncé de 'examen, en plus de signaler le
temps, il est déclaré que les calculatrices sont interdites (ce qui fait partie du contrat
didactique) et 'environnement de la tache est celui du papier-crayon. Cela nous permet
d’assurer qu'une occasion de développer une sous-activité de controle instrumental
n’est pas possible d’emblée. Dans ce cas, l'interdiction de la calculatrice empéche aussi
la possibilité de développer une sous-activité de controle sémiotique : comme 1'énoncé
ne demande pas une conversion entre registres, cette sous-activité est tres peu présente
(voire presque nulle). Ci-apres nous présenterons d’abord I'analyse détaillée de chacune
des questions de la tache et ses stratégies puis la succession des sous-activités et le

travail mathématique attendu dans la résolution de chaque sous-tache.

a) Analyse question 1 examen L1

Tableau 4 : Stratégies de résolution question 1.

(a) Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) €[0,1]

Stratégie * Pour tout x € [0,1],ona:0<x<1donc—-1<-x<0

Inégalités done 1<2-x<2 done 0<2<—-<1. Cela montre que f (x) €
algébriques [0,1]

(a.1)

*Dans cette stratégie on peut procéder comme suit : comme
€ [0,1] donc 2 —x > 0, les inégalités 0 < i <1 sont vraies si et

seulement si (2—x) X0<1<(2—-x) X1,5it 0<1<2—x, ce qui

est vrail.

Stratégie  de | *Nous pouvons procéder a I’étude de variation de f dans [0,1] par le
1"(2-x)—1(2-x)’ 1
= = 0.
(2—x)2 (2—x)2

variations de f | calcul de la dérivée : f'(x) =

(a.2) Ainsi nous pouvons construire le tableau de variation de f comme suit :
x 0 1
f'(®) +
f 1 2 1
2

Donc pour tout x € [0,1], f(x) € [0,1].
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(a) Montrer que, pour tout x € [0,1], f(x) €[0,1]

*Nous pouvons aussi prouver que f est strictement croissante en
appliquant la définition élémentaire de fonction croissante : pour tout x;
et x, € [0,1] tel que x; < x5, alors f(x;) < f(x;). Puis procéder a

I’évaluation des bornes de l'intervalle.

(b) Montrer que, que pour tout n € N,u,, € [0,1]

Stratégie On montre par récurrence que u, € [0,1] pour tout n € N.

récurrence (i) Initialisation : On a uy = a et a €10, 1[ donc u, € [0, 1].

(ii) Hérédité : Soit m € N, on suppose u,, € [0, 1].

Uy €[0,1] = f(uy) €10,1]. Or f (W) = Uy Donc uy, 41 € [0,1].
(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence montre que u, € [0,1]

pour tout n = 0.

La Figure 37, la Figure 38 et la Figure 39 ci-dessous montrent la succession des
trois stratégies décrites. Dans chacune des trois, il faut que l'étudiant s’investisse
d’abord dans une sous-activité de reconnaissance pour, ensuite, continuer avec la sous-
activité de traitement. Toutefois, les reconnaissances de chacune des stratégies ne sont
pas du méme ordre : dans la sous-tache a, il s’agit du choix de stratégie (non forcé),
et dans la sous-tache b, il s’agit de la nécessité du raisonnement par récurrence. De
plus, dans la sous-activité de traitement de la sous-tache b, il y a une reconnaissance
importante concernant 'utilisation de la question précédente (hérédité), ce qui peut
aussi bloquer le développement de la résolution de la tache. Dans la sous-tache a il
s’agit d’introduction d’intermédiaires avec des calculs a effectuer et la construction
d'un outil (le tableau de variation) pour y répondre. Ainsi, les sous-activités de
traitement sont aussi d’ordre différent. En termes de la théorie des ETM, dans la
stratégie a.l par exemple, I'étudiant peut trouver des difficultés de travail dans la
dimension sémiotique a travers la non conversion du registre algébrique vers le registre
ensembliste (x € [0,1] équivaut & 0 <x < 1). Dans le cas ou I’étudiant arrive a bien
réaliser les conversions, ’étudiant peut trouver des difficultés dans les traitements a
réaliser avec les inégalités dans le registre algébrique en tant qu’artefact symbolique
pour produire la réponse souhaitée (-1 < —x <0 donc 1 <2 —x <2 donc % < ﬁ <1).
Si ’étudiant réalise ces traitements, il lui reste une derniere conversion a faire du
registre sémiotique vers le registre ensembliste (0 < ﬁ < 1 équivaut a ﬁ € [0,1]) pour
conclure la sous-tiche a (f (x) € [0,1]). Ainsi, les difficultés rencontrées peuvent se
traduire comme des difficultés d’ordre sémiotique ou d’ordre instrumental (notamment

de lartefact symbolique).
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Conversion registres
x€ [01]vers0<x<1

’

” /
[Sem-Dis]

-

[Sem-Ins]

\l/

A

[Ins-Dis]

T

—>

Reconnaissance

Méthode

0<x<1lou
0sf(x <1

Artefact
symbolique

-Dis]
[Ins-Dis]

A

Traitement

Expressions de
comparaison

Figure 37 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie a.1 question

1.

Construction signe
tableau variation

Artefacts symboliques
f’ et signe de f’

v

Tableau variation comme
Artefact symbolique

(Sem-Ins] [Ins-Dis]

\ /' v\‘c/'

1Sem-Dis]
[sem-ins] (ins-Dis)

=

Reconnaissance

Tableau de variation

c
[Semy-Dis]
[Sem-Ins] " [Ins-Dis]
T
\ ¥ /
A

Traitement*

Construction du

tableau de variation

Figure 38 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie a.2 question

1.

Utilisation de
type de preuve

v\c/

[Se\ -Dis]

=

[Sem~-Ins] [Ins-Dis]

=

Reconnaissance

Récurrence

Travail de preuve et traitement de signes

um € [0,1] = f(un) €[0,1]

s

\/
| [Sem-Ins]

Traitement*

Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.

Figure 39 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie b question 1.
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b) Analyse question 2 examen L1

Tableau 5 : Stratégies de résolution question 2.

2. Montrer que la suite (u,),cy est croissante.

Stratégie 1 : Pour tout n =0 on a:
820 | s~y = )~y = g = 1T
Donc pour tout n € N, u,,1 —u, = 0. Cela montre que (Up)neny est
croissante.
Stratégie 2 : Par récurrence on montre que u, est non nul pour tout n.
Intl 5 q Initialisation : uy = @ est non nul par définition car a €10, 1].
- Hérédité : Soit m € N, on suppose u,, est non nul.
On sait que Uy = — et par résultat de la question 1, on a que
2 —u, €[1,2] donc uyygq est non nul.
Conclusion : Par le principe de récurrence on montre que u, est non
nul pour tout n = 0.
Puis nous procédons par 1’étude du rapport u:—:l :
Uiy 1 1 1
U Q2 —uun 2u, —u? - Qu, -u:-1)+1
oy R
car u, € [0,1]. Donc pour tout n € N, =1 > 1. Cela montre que
(Up)nen est croissante "
Stratégie 3 : | On montre par récurrence que (Up)ney est croissante (on reviendra a
récurrence la stratégie 1)
(i) Initialisation : On a uy < uy car
u; — Uy = f(ug) —ug = ﬁ —a= 1_:1:“2 = (0;__2)2 et comme
a €]0,1[ donc uy —ugy = 0.
(ii) Hérédité : Soit m € N, on suppose Upm_q1 < Up. Umsi — Un
1-2u, +u? (u,—1)?
=f(um)—um=2_um—um= 2 — Uy - 2 — Uy
donc U417 — Uy = 0.
(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence on montre que
Up < Upyq pour tout n = 0. Done (Uy)nen €St croissante.
Stratégie Utilisation théoréme : si f croissante alors (u,) monotone. Si f(ug) —
théoréme * Uy = 0, alors (uy,) est croissante.
Appliquons ce théoreme :
_ 2 —_1)2
)~ =gy e =t S 2
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2. Montrer que la suite (u,),cy est croissante.

Donc (uy) est croissante.

*Ce théoreme n’est pas traité dans la classe de Licence que nous

analysons.

La Figure 40 correspond aux successions de sous-activités et travail attendu dans
les stratégies 1 et 2 de la question 2. Que ce soit pour la stratégie 1 ou 2, I'étudiant
commence par une sous-activité de reconnaissance de la méthode a utiliser pour

. . .. u
prouver que la suite est croissante. Il peut choisir entre u,,; —u, =0 ou Z—“ >1
n

(choix non forcé). En termes de travail mathématique, I’étudiant commence par
I'utilisation d’une des méthodes en tant qu’artefact symbolique, ce qui active la
dimension instrumentale. Ensuite, 1’étudiant continue dans une sous-activité de
traitement par laquelle il effectue des calculs pour arriver a une expression algébrique
qui lui permet de conclure (dans la stratégie 2, une argumentation supplémentaire est

, . . 1. s u . , . .
nécessaire, puisque pour utiliser la méthode —2 > 1 il est nécessaire que u, soit

Un
strictement positif). Ici la reconnaissance de l'identité remarquable dans 'expression
1 — 2u, + u? vers (u, — 1)? est nécessaire. En méme temps, en termes de travail, pour
bien utiliser cet artefact symbolique, I’éleve doit réaliser un travail de traitements
sémiotiques dans le registre algébrique ce qui améne a activer le plan vertical [Sem-

Ins] pour conclure avec la conversion du registre sémiotique algébrique (comme

(un_l)z
2—Upn

> 0) vers le registre sémiotique de langue naturelle (la suite (u,) est croissante).

La Figure 41 illustre la succession de la stratégie 3. Il s’agit d’abord d’une sous-
activité de reconnaissance de la méthode de preuve par récurrence (choix non forcé).
Cela amene l'activation de la dimension discursive puisque la récurrence est utilisée
comme une méthode de preuve. Ensuite il est nécessaire de développer la méthode avec
les étapes d’initialisation, d’hérédité et de conclusion. Ici, comme dans les stratégies
précédentes, la reconnaissance de l'identité (u, — 1)? est nécessaire. En termes de
travail mathématique, cela implique un travail dans le plan [Sem-Ins| puisqu’il s’agit
d’effectuer la preuve par récurrence ou, dans chacune des étapes, il faut faire un travail
de traitements et de conversions dans le registre de représentation algébrique et dans
le registre de représentation de la langue naturelle. Par exemple, I’étudiant doit non
1-2um+ud;,  (um-1)>2

seulement établir 1’égalité — == mais aussi convertir u, < u,,; au
—Um —Um

registre de langue naturel pour conclure que la suite (u,) est croissante.
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Figure 40 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans les stratégies 1 et 2 de la
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Figure 41 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie 3 de la

question 2.
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c) Analyse question 3 examen L1

Tableau 6 : Stratégie de résolution question 3.

3. Montrer que la suite (u,),ey CcOnverge

Stratégie D’apres la question 1, la suite (U,)nso est majorée par 1. De plus,
théoreme d’aprés la question 2, la suite (U,)nso est croissante. Donc par
théoréeme de la limite monotone, (U, ),so €St convergente.

Quant a la succession de sous-activités et travail attendu dans la question 3
(Figure 42), l'étudiant doit reconnaitre le théoreme de la limite monotone pour
répondre a la question. Ici il s’agit d’un choix forcé. En termes de travail
mathématique, cela veut dire que I’étudiant identifie ce théoréme comme dans son
référentiel théorique. Ensuite, 1’étudiant doit développer une sous-activité du
traitement en utilisant les résultats de questions précédentes, c¢’est-a-dire que la suite
est croissante et majorée. Cela amene a activer la dimension instrumentale chez

I’étudiant en utilisant le théoreme en tant qu’artefact symbolique pour y répondre.

Utilisation artefact

symbolique

v 3

\/

c

[S¢ém-Dis]
[Sem~-Ins] [Ins-Dis)

Théoréme

c

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance ﬁ Traitement*

Théoréme de la limite monotone Utilisation questions précédentes

Figure 42 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie de la question
3.
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d) Analyse question 4 examen L1

Tableau 7 : Stratégies de résolution question 4.

4. Quelle est la limite de (Uy)peny ?

Stratégie On note la limite de (Uy)pso comme [. Ensuite, par passage a la limite

passage a la lirP fup) =f(W) car f est continue en [. Puis comme
n—4+oo

limite Upsq = f(uy) on obtient f(I) =1 par passage a la limite. Pour tout

x€[01], oma: f@)=xeo —=xox’-2x+1=0ex=1 Ce

qui montre que (U, )pso converge vers 1.

Concernant la succession de sous-activités et du travail attendu dans la question
3 (Figure 43), l'étudiant doit d’abord reconnaitre quun passage a la limite est

nécessaire pour utiliser lim f(u,) = f(1). Ainsi I’éleve est amené a développer une sous-
n—-+oo

activité de reconnaissance. Cela nécessite ensuite une sous-activité de traitement pour
I'utilisation de f(1) = [. En termes de travail mathématique, il s’agit de ’activation de
la dimension instrumentale notamment pour I'utilisation de f(I) = [ en tant qu’artefact
symbolique. La sous-activité de traitement est requise ensuite pour finaliser la
résolution de la tdche, notamment pour effectuer les calculs de f(x) = x et trouver la
valeur de la limite dans cette sous-activité de traitement, la reconnaissance de l'identité
remarquable ou le calcul de delta dans I'équation x? —2x + 1 =0 est nécessaire pour
conclure que x = 1. Puisqu’il s’agit d’'un travail sémiotique de traitements dans le
registre algébrique et de la finalisation de la preuve, cela se traduit par un travail

mathématique dans le plan vertical [Sem-Ins].

Utilisation Traitements algébriques pour résoudre
fO=1 f() =1 et montrer que [ = 1

' I c =1 ' X - : —
EORN
i —

[S¢m-Dis]

[Sem-ins] {Ins-Dis]

......... —_— T

Reconnaissance =) Traitement

Passage a la limite Calculs de f(I) =1

Figure 43 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la question 4.
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6.3.2 Analyse exemple tache d’évaluation : Baccalauréat S

La tache de la Figure 44 correspond a un exercice du Baccalauréat Scientifique
Meétropole de 2016. L’épreuve possede 4 exercices et 1’éleve dispose de 4 heures pour
résoudre la totalité. Il s’agit de 'exercice 3 qui est le seul exercice qui correspond aux

suites. A la différence de la classe de L1, les calculatrices sont autorisées.

Partie A
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x —In (x2 + 1).
1. Résoudre dans R I'équation : f(x) = x.
2. Justifier tous les éléments du tableau de variations ci-dessous & ’exception de la limite de
la fonction f en +00 que I'on admet.

X -00 1 +o0
') + 0

f / +00
-0

3. Montrer que pour tout réel x appartenant a [0,1], f(x) appartient a [0,1].

4. On considére l'algorithme suivant :

Variables N et A des entiers naturels ;
Entrée Saisir la valeur de A
Traitement N prend la valeur 0

Tantque N - Il\(,’\l“ + l)(- A
N prend la valeur N+1

Fin tant que

Sortie Afficher N

a. Que fait cet algorithme ?

b. Déterminer la valeur N fournie par 'algorithme lorsque la valeur saisie pour A est
100.

Partie B
Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, u,,, = u, —In (u2 +1).
1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, appartient a [0,1].
2. Etudier les variations de la suite (u,,).
3. Montrer que la suite (u,) est convergente.
4

On note [ sa limite, et on admet que [ vérifie 'égalité I = f(I). En déduire la valeur de L.

Figure 44 : Tache suite récurrente Baccalauréat Scientifique Métropole (2016).

Il s’agit de I’étude d’une suite récurrente (décroissante) — Partie B - qui a été
précédée par I’étude de la fonction f (croissante) qui définit la suite — Partie A. Malgré
le fait que la calculatrice est acceptée, I'étude de la suite, tel que ’énoncé de la Partie
B est rédigé, ne demande pas 1'utilisation de la calculatrice. Nous présenterons I’analyse

de chaque question de I’étude de la suite ci-dessous.
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a) Analyse question 1 Bac S

Tableau 8 : Stratégie résolution question 1 Bac S.

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, appartient a [0, 1]

Stratégie On montre par récurrence que u, € [0,1] pour tout n € N.
récurrence (i) Initialisation : On a uy = 1 donc u, € [0, 1].

(ii) Hérédité : Soit m € N, on suppose u,, € [0, 1].

Comme u,, € [0,1] = f(uy) € [0,1] (par résultat de la question A3),
on a Up4q. €[0,1].

(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence on montre que
u, € [0,1] pour tout n > 0.

Pour cette question, la reconnaissance de la méthode d’une preuve par récurrence
est suggérée. Ainsi, I’éleve doit seulement appliquer les étapes de la preuve, travaillées
pendant I'année scolaire dans la classe de Terminale Scientifique. Comme ces étapes
sont classiques, la seule sous-activité a développer par 1’éleve est celle du traitement.
En termes d’ETM, ce travail se traduit par des traitements de signes dans la preuve

par récurrence, produisant un travail commandé par les dimensions du plan vertical
[Sem-Dis].

Travail de preuve et traitement de signes
um € [0,1] = f(un) €[0,1]

P
[Semp-Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis]

), —— - | F—— — 0
o
Traitements dans le

registre algébrique
et ensembliste

Traitement*

Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.

Figure 45 : Sous-activité et travail attendu dans la question 1.
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b) Analyse question 2 Bac S

Tableau 9 : Stratégies résolution question 2 Bac S

2. Etudier le sens de variation de la suite (u,)cy-

Stratégie 1 :| Pourtoutn=0ona:
signe de Unsr — Up = fUp) — Uy = uy —In(ui + 1) —u, = —In(u + 1).

Upi1 — Uy Comme u2+1>1 et que la fonction In est croissante
—In(u? +1) <0, donc up4q —u, < 0. Cela montre que (Up)npey st

décroissante.

Stratégie 2 : | On a que u, est positive par résultat de la question 1. Pour cette méthode
étude de ¥ntt on doit d’abord prouver que u, est non nul ¥n € N.

Un

(i) Initialisation : On a uy non nul par définition.

(ii) Hérédité : Soit m € N. On suppose que u,, est non nul. Puisque f est
strictement croissante elle possede au plus un zéro. Or f(0) =0, 0 est
donc le zéro de f. Comme u,, est non nul, w41 = f(U,,) est aussi non
nul.

(iii) uy, est non nul vn € N.

On peut alors procéder par ’étude du rapport Zntt

Pour tout n =0o0n a :

Unt1 _ Un —In(u2 +1) _q _ln(u,zl +1) <1

Un Un Un

Un+1

Donc, pour tout n € N, <1 et (Uup)nen est décroissante.

Stratégie 3 : On montre par récurrence que la suite (Uy)pen €st décroissante.

(i) Initialisation : On a wug = uy car

Uy —uy = fug) —ug = f(1) =1 =—1In(2) et comme —In(2) < 0 donc
U —uy <0.

(ii) Hérédité : Soit m € N, on suppose Up—1 = Uy

Um+1 — Un =f(um) —Un =um_ln(u72n+ 1)_um
=—In(w? +1)<0

donc Upyp1 — Uy < 0.

(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence montre que up = Up4q

pour tout n = 0. Donc (U, )ney est décroissante.

La Figure 46 est une illustration des successions de sous-activités et du travail
attendu a l'issu des stratégies 1 et 2 de la question 3. Dans les deux stratégies I'éleve

commence son activité par une sous-activité de reconnaissance avec un choix de la

Un+1

méthode a utiliser (choix non forcé entre I’étude de U, — u, ou de ou une preuve

n

par récurrence). Il est & remarquer ici qu’a la différence de I’énoncé de 'université, la
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question n’explicite pas la variation de la suite. Cela ameéne a l'activation de la
dimension instrumentale dans 'ETM personnel de 1’éleve car la méthode choisie
devient un artefact symbolique. Pour développer cette méthode, il faut que 'éleve
mette en fonctionnement une sous-activité de traitement pour effectuer des calculs afin
d’arriver a une expression algébrique qui permette de conclure (comme dans le cas de
la question L1, il faut que ’éleve s’assure que u, soit non nul pout tout n pour
appliquer la stratégie 2). Dans les deux stratégies il faut que dans cette sous-activité
de traitement, I’éleve fasse une nouvelle reconnaissance de 'utilisation de la croissance
de f (résultat question précédente). En termes de travail mathématique, 1'utilisation
de cet artefact symbolique entraine un travail dans des registres sémiotiques,
notamment pour les traitements et conversions a réaliser. Ce travail active le plan

vertical [Sem-Ins] de 'ETM personnel de 1'éleve.

La Figure 47 montre la succession de la stratégie 3. Tous d’abord il faut que
I’éleve s’investisse dans une sous activité de reconnaissance de la méthode de preuve
par récurrence, ce qui active la dimension discursive dans l'espace de travail
mathématique de 1’éleve. Ensuite, la sous-activité de traitement est nécessaire pour
continuer avec la résolution de la tache en posant et développant les étapes de la
preuve ou la reconnaissance de l'utilisation de la croissance de f (une des questions
précédentes) est nécessaire. Cette preuve par récurrence, comme dans les cas

précédents, active le plan vertical [Sem-Dis].

Traitements algébriques pour

Artefact
. I'utilisation d’artefact symbolique
symbolique & b

[Ins-Dis]

[Sem-Ins]

Reconnaissance ﬂ Traitement
Méthode étude de up4q —uy =0 Calculs a effectuer
ou de u"r” >1 Question précédente (f croissante)
Reconnaissance

U, non nul pour stratégie 2

Figure 46 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans les stratégies 1 et 2 de la
question 2.
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Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve U, €[0,1] = f(u,,) €[0,1]

P

v

[Sep-Dis]

[Sem-Dis]
{Sem-Ins] {Ins-Dis] a [Sem-Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance ﬁ Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.
Calculs a effectuer

Figure 47 : Successions de sous-activités et du travail attendu dans la stratégie 3 de la
question 2.

c) Analyse question 3 Bac S

Tableau 10 : Stratégie de résolution question 3 Bac S.

3. Montrer que la suite (u,),ey converge

Stratégie D’apres la question 1, la suite (U, )nso €st minorée par 0. De plus, d’apres
théoréeme la question 2, la suite (U,)nso est décroissante. Donc par théoréme de la

limite monotone, (Uy),s0 €st convergente.

La Figure 48 montre la succession de sous-activités et du travail attendu dans la
question 3. Ici I’éleve doit d’abord s’investir dans une sous-activité de reconnaissance
avec le choix forcé du théoréme de la limite monotone. Cela signifie que 1'éleve active
la dimension discursive en utilisant le théoreme qui se trouve dans son référentiel
théorique. Cela est suivi d'une sous-activité de traitement car I’éleve a besoin d’utiliser
les résultats de questions précédentes pour y répondre, ce qui amene a activer la
dimension instrumentale et a utiliser le théoreme comme artefact symbolique dans le

travail mathématique que développe 'éleve.
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N Utilisation artefact
Théoréme .
symbolique

v [
\ A /
[S¢m-Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance ﬁ Traitement*

Théoréme de la limite monotone Utilisation questions précédentes

Figure 48 : Succession de sous-activités et du travail attendu dans la question 3.

d) Analyse question 4 Bac S

Tableau 11 : Stratégie question 4 Bac S

4. On note I sa limite, et on admet que [l vérifie I’égalité f(l) = 1. En

déduire la valeur de 1 ?

Stratégie D’aprés la question Al on a: f(x)=xeox—-Ih(x?*+1)=xo
fih)=1 n(x?2+1)=0ex?+1=1x=0.

Comme f (1) =1 on peut en déduire que [ = 0.

La Figure 49 montre la sous-activité et le travail mathématique a développer par
I’éleve. Cela concerne seulement la sous-activités du traitement pour le calcul de
f() =1 (la reconnaissance de la méthode a été apportée par I’énoncé). Concernant le
travail mathématique, le travail se fait dans le plan [Ins-Dis] car il s’agit de résoudre
I’équation en utilisant 'artefact symbolique f(I) =1 avec des connaissances sur la

fonction In qui interviennent.

Artefact symbolique f(I) =l et
connaissances de la fonction

v 3

-

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

—eee--- L R —_T

e

Traitement

Calculs de f(I) =1

Figure 49 : Sous-activité et travail attendu dans la question 4.
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6.4 Conclusion du chapitre 6

Nous revenons a la QR1 rappelée dans 'introduction de ce chapitre a laquelle
nous souhaitons répondre : Quelles sont les continuités et les ruptures de la transition
L-U en France quant aux suites définies par récurrence Up,q = f(up) ¢ Plus
particulierement, que peut-on dire des trois sous-activités mathématiques de controle
(sémiotique, instrumental, discursif) et des paradigmes de I’Analyse [A1] et [A2] dans
les ETM de référence ; et quelles sont les caractéristiques pour les successions de

Pactivité et du travail mathématique dans les ETM attendus de chaque institution ¢

Pour répondre a cette question, nous avons établi trois niveaux d’analyse ou
chacun d’entre eux nous permet d’aller plus en profondeur dans les analyses des
activités et du travail mathématique. Nous avons identifié ’analyse de programmes
comme le premier niveau puisqu’ils nous permettent d’avoir une vision globale de la
classe a analyser et les objectifs généraux fixés par les institutions. Mais cela n’est pas
suffisant pour caractériser 'E'TM de référence ni 'ETM attendu. C’est ainsi que nous
avons poursuivi avec un deuxieme niveau d’analyse qui cherchait a caractériser les
taches proposées aux éleves et aux étudiants dans chacune des classes. Cela nous a
permis de caractériser de facon générale comment les paradigmes [Al] et [A2] sont
considérés, d’identifier les reconnaissances qui sont apportées dans les énoncés et
lesquelles sont attendues pour étre développées par les éleves, et finalement, quel réle
jouent les différents types de controle dans les énoncés de ces taches. Nous avons repéré
les controles non mathématiques ainsi que les sous-activités de contrdle sémiotique,
instrumental et discursif en identifiant les occasions de controle ainsi que le contréle
explicite. Un dernier niveau d’analyse nous permet de connaitre 'ETM attendu : il
s’agit de I'analyse de taches d’évaluation a la transition L-U. Dans ces analyses nous
avons pu relever notamment la succession existante dans la résolution de ces taches
qui se construisent grace au développement de sous-activités mathématiques et
I'activation de dimensions ou de plans verticaux de 'ETM personnel d’éleves et des
étudiants. Ainsi, les analyses fournies nous permettent de constater les ruptures et les
continuités des ETM de référence et de l'activité mathématique de chacune des
institutions dans chacun de ces trois niveaux d’analyse ; ce que nous présentons ci-

dessous :
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Continuités dans les ETM de référence et attendu de la fin de lycée et du

début de 'université

En ce qui concerne les continuités des programmes (premier niveau d’analyse)
dans les deux niveaux d’enseignement, on les observe particulierement dans les
éléments du référentiel théorique : la définition de limite a l'infini dans le cas réel,
I'unicité de la limite, un travail d’opération de limites et d’inégalités, le théoreme de
gendarmes, définitions de suites bornées, suites monotones et le théoreme de la limite

monotone.

Dans les analyses des taches de cours (deuxiéme niveau d’analyse) nous
identifions comme continuité le paradigme [A2] qui est largement travaillé dans les
deux classes analysées. Ensuite, une deuxieme continuité est la non prédominance de
la dialectique entre les paradigmes [A1] et [A2] (surtout dans le cas du travail de [A2]
vers [A1]), méme si dans la classe de TS les deux paradigmes sont présents. De plus,
la reconnaissance de la suite récurrente en termes de u, reste explicitée dans la plupart
des taches des deux institutions et la reconnaissance de la convergence est attendue
pour étre développée par 1’éleve dans la plupart des exercices. Finalement, les controles
non mathématiques sont fortement présents en L1 et en TS. Est-ce que ce dernier point
répond, de facon plus générale, a une partie du contrat didactique des deux institutions
7 Si oui, que se passerait-il avec les résultats des éleves et des étudiants si on réduisait

les possibilités de ce type de controle dans les exercices 7

Avec les analyses de taches d’évaluation (troisieme niveau d’analyse), nous
observons des continuités concernant ’'ETM attendu a partir des successions de sous-
activités et du travail mathématique car ces successions restent les mémes pour les
résolutions des questions 2 et 3. En effet, les connaissances a mettre en fonctionnement

(éléments du référentiel théorique) pour étudier la variation de la suite (preuve par

Un+1

récurrence, étude du signe de u,,; — u, et étude du rapport ) et pour montrer la

Un
convergence de la suite (théoreme de la limite monotone) restent les mémes au lycée
et a 'université. Par ailleurs, nous repérons que 'ETM personnel attendu est plutot
dans le paradigme [A2] car il est le seul a étre utilisé dans 'étude de la suite dans les
deux taches d’évaluation. Aussi, le travail a développer présente presque les mémes
types de signes a utiliser (la plupart dans le registre algébrique) et, en général, c’est le
traitement de ces signes qui va permettre un discours mathématique cohérent ainsi que
des signes utilisés en tant qu’outils (les artéfacts symboliques). Finalement, en ce qui
concerne les controles non mathématiques, ils constituent aussi une continuité. En effet
les deux énoncés donnent déja 'intervalle stable par f et ils explicitent tous les deux

que la suite est convergente.
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Ruptures dans les ETM de référence et attendu de la fin de lycée et du

début de 'université

Concernant les programmes (premier niveau d’analyse), les principales ruptures
entre le lycée et 'université sont les suivantes : (1) La sous-activité mathématique de
contrdle instrumental est attendue dans le travail des éleves en TS mais rien n’est
précisé dans les programmes de L1, (2) L’ordre de contenus est différent toutefois cela
peut changer selon les enseignants (en TS on commence par le raisonnement par
récurrence et les suites, en L1 on commence par ’étude de fonctions). (3) Les éléments
du référentiel théorique : contrairement a la TS, la preuve par récurrence n’apparait
pas comme un contenu du cours en L1. Les suites y sont introduites dans les nombres
complexes, ce qui signifie qu’elles sont travaillées en deux dimensions alors qu’au lycée,
on travaille les suites seulement en une dimension dans le cas réel. En L1 on introduit
la définition de suites adjacentes (absentes en TS) et il existe une introduction de
définitions formelles tout au long du cours ainsi qu’un accent sur les preuves formelles

par rapport a la TS.

Dans les tdches présentées dans les cours (deuxieéme niveau d’analyse), les
exercices résolus dans les manuels et ceux qui sont potentiellement proposés dans les
classes, permettent de caractériser l'activité et le travail a développer dans les
institutions en ce qui concerne les paradigmes présents, les reconnaissances, les
contréles mathématiques et non mathématiques. Nous observons tout d’abord une
rupture qui concerne les contextes des taches : dans le cas de la classe de L1, les
étudiants trouvent dans la feuille des cours TD seulement 3 exercices parmi 25 sur les
suites récurrentes et le mot récurrence n’est évoqué que pour nommer la suite ; au
lycée, par contre, la tache est présente dans plusieurs exercices des manuels de la classe
de TS, et la démonstration par récurrence fait un objet d’étude du cours. En ce qui
concerne les ruptures des paradigmes travaillés, il n’y a guere de paradigme [A1] dans
la classe de L1 alors qu’en TS il est présent dans la moitié des exercices. Ainsi, on
n’observe pas de dialectique entre les paradigmes [A1] et [A2] en L1 alors qu’en T'S on
I'observe de fagon limitée. Concernant les ruptures liées aux reconnaissances, alors
qu’en TS la récurrence était apportée dans plus de la moitié des exercices (exemples
résolus et exercices proposés), a l'université la reconnaissance de la récurrence est une
sous-activité attendue a développer par 1’éleve dans tous les exercices. La variation de

la suite est une reconnaissance plus attendue a développer par 1’éleve en L1 qu’en TS.
Concernant la sous-activité de controle (contréles mathématiques), il est a

remarquer la corrélation existante entre le changement de paradigme et les occasions

de contrdle ou controle explicite. En effet, lors que l'on favorise un passage du
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paradigme [A1] vers [A2] ou de [A2] vers [A1] on observe la possibilité de développer
les sous-activités de controle sémiotique et instrumental avec des occasions de contréle
ou d’'un controle explicite. Nous observons quun peu moins de la moitié des exercices
permet ce type de controles mathématiques dans la classe de TS ; néanmoins, ils ne
sont pas possibles dans la classe de L1. Mais quelles sont les raisons qui motivent ce
choix de l'institution université ? Pourquoi empécher les éleves d’avoir des occasions
de contrdle instrumental, notamment avec la calculatrice ? Plus largement, concernant
ces ruptures, nous n’observons pas un travail sur les conjectures dans les taches de L1
alors qu’en TS, cela fait partie des exercices. Par ailleurs, la preuve par récurrence est
requise dans le développement d’exercices de L1, sans étre traitée dans les contenus,
ce qui pourrait étre interprété comme si, a I'université, ce type de preuve était considéré
comme une connaissance ancienne (ou un acquis) pour les éleves qui devraient donc

pouvoir I'utiliser en tant qu’outil.

Les analyses des taches d’évaluation (troisieme niveau d’analyse) permettent une
comparaison de taches proposées aux deux niveaux d’enseignement et cherche a
caractériser la succession des sous-activités et du travail mathématique attendu par
chaque institution. Ces successions permettent une analyse des taches qui est plus fine
par rapport a celles analysées dans le niveau précédent. Tout d’abord, 1'exercice du
baccalauréat portait sur 1'étude de la suite donnée par u,;; = u, —In(u2 + 1) et
Uy = 1. L’étude est faite en deux parties, la premiere concernant 1'étude de la fonction
en jeu et la seconde concernant la suite elle-méme et les taches sont divisées en plusieurs
questions ou la mise en fonctionnement de connaissances répond a un niveau technique
(elles sont indiquées). L'exercice de 1'examen de niveau universitaire porte sur la suite
donnée par up,q =1/(2—-u,) et uy = a dans [0,1]. Cet exercice a un niveau de
complexité plus élevé, tout d'abord a cause de la généricité de a. Ici, 1'étude de la suite
et 1'étude de la fonction sont liées de telle sorte que les étudiants doivent davantage
reconnaitre et controler les objets mathématiques sur lesquels ils travaillent. Les sous-
taches sont aussi divisées en plusieurs questions mais a la différence du baccalauréat,
les étudiants de 1'université ont moins de questions qui peuvent orienter leur activité,
ce qui se traduit aussi par un niveau disponible de mise en fonctionnement de
connaissances (elles ne sont pas données dans 1’énoncé, notamment pour la question 1
et la question 4). Concernant les ruptures des successions analysées, une premiere se
trouve dans I’énoncé et la résolution de la question 1. Alors que dans I'examen de L1
il faut montrer la stabilité de l'intervalle en addition aux bornes de la suite, au
Baccalauréat il faut seulement montrer que la suite est bornée (la preuve de la stabilité
de l'intervalle correspond a 1’étude de la fonction - Parie A). Ce changement provoque

une exigence cognitive différente dans la tache. En effet, dans le cas de L1 il y a des
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choix non forcés a mettre en fonctionnement qui amenent tous a des sous-activités de
reconnaissance puis de traitement et a ’activation de différents dimensions ou plans
verticaux de I'ETM (selon les choix de stratégies, on peut d’ailleurs activer les trois
dimensions). Au contraire, dans le cas du Baccalauréat, il s’agit seulement de la sous-
activité du traitement et de l'activation du plan vertical [Sem-Dis| de 'ETM. Par
ailleurs, nous observons une deuxiéme rupture dans la succession de la résolution de la
question 4. En effet, en L1 il est demandé la valeur de la limite de la suite (sans aucune
aide), et, au Baccalauréat, il faut donner la valeur de limite sachant que f(1) = l. Alors
qu’en L1 la résolution de la tache demande le développement de sous-activités de
reconnaissance et de traitement avec l'activation de la dimension instrumentale et du
plan vertical [Sem-Ins|, la tdche du Baccalauréat nécessite seulement la mise en
fonctionnement d’une sous-activité de traitement (qui est simple car les éléves doivent
juste résoudre 1'équation) et l’activation du plan [Ins-Dis] de 'ETM. Une derniére
rupture concerne la sous-activité de contréle mathématique. Bien que la tache du
Baccalauréat ait été proposée de sorte que 'éleve n’utilise pas la calculatrice, elle
pourrait éventuellement étre utilisée permettant ainsi le développement d’un controle
mathématique instrumental et sémiotique de la part de 1’éleve ce qui est, comme nous
I’avons signalé, interdit a l'université. Cela est paradoxal si 'on considere que les
étudiants universitaires ont une plus grande responsabilité quant a 1'orientation de
I'ensemble du raisonnement et ont besoin d'un niveau de contrdle plus élevé afin de

réussir la tache globale.

Par ce qui précede nous pouvons dire que les théories utilisées et le networking
de théories effectué, nous permettent d’observer des ruptures et des continuités dans
I’étude de suites récurrentes a la transition L-U a partir de ’étude de taches sur ces
suites récurrentes. Par ailleurs, les analyses menées nous permettent de relever une des
questions que nous avons citée dans le chapitre 2, posée par Gueudet (2008) : Les
compétences en matiere de technologie acquises au lycée sont-elles exploitées a
l'université ¢ [Notre traduction] (Ibid., p. 252). Avec 'analyse des programmes, des
manuels (de cours et de taches) et les taches d’évaluation, nous pouvons dire que la
réponse, quant a 1’étude de suites récurrentes, est non. D’ailleurs les taches travaillées
au lycée different de celles travaillées a l'université non seulement du point de vue
technologique mais aussi de par les types de travail réalisé avec les paradigmes [A1] et
[A2]. Au lycée, méme si le contrdle privilégié est celui du non mathématique, il existe
quand méme la possibilité de controler 'activité et le travail mathématiquement grace

a la calculatrice, ce qui n’est pas possible a I'université.
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Un autre point important a soulever est I'importance du théoreme du point fixe
dans I'étude de suites définies par récurrence. En effet, ce théoreme n’est pas abordé
dans la classe du TS au lycée ni du L1 a 'université, néanmoins il est au centre de la
méthode d’étude de ces suites, que ce soit du point de vue algébrique (pour chercher
les limites possibles de la suite en étudiant les solutions de f(x) = x) ou du point de
vue graphique sans ou avec calculatrices. L'utilisation du point fixe est une méthode
rigoureuse et pertinente, néanmoins 1'usage qu’en font les éleves ne semble pas étre
questionné. De cette fagon les éleves, au lieu d’entreprendre une étude d’une suite par
eux-mémes, résolvent un certain nombre de taches tres guidées et cadrées. Cela est fait
notamment par le guidage de controles non mathématiques et les reconnaissances
apportées par les énoncés qui sont, de plus, presque seulement dans un seul registre de
représentation sémiotique et dans le paradigme [A2]. Ainsi, méme si les énoncés
répondent a une cohérence théorique mathématique, cela risque d’étre dénué de sens
pour les éleves. D’ailleurs, au lycée, au-dela de I'exercice qui étudie la suite logistique,

aucun exercice en vue d’analyser l'intervalle ou la suite est définie n’est proposé.

Dans le chapitre suivant nous étudierons l'activité et le travail que les éleves
développent lors de la résolution de ces taches d’évaluation. Plus précisément nous
observerons quels sont les effets d'une non articulation entre paradigmes [Al] et [A2]
dans le controle mathématique des étudiants, et nous chercherons a étudier les
difficultés qu’éleves et étudiants rencontrent. Ainsi, nous nous demanderons quels sont
les effets des ruptures de la transition L-U que nous avons constatées ? Est-ce que les
continuités de la transition L-U relevées dans ce chapitre comportent aussi une

continuité dans 'activité et le travail effectifs développés par les étudiants ?
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7 Difficultés des éleves et des étudiants

a la transition L-U

Dans le chapitre 6, nous avons constaté que le paradigme privilégié a la transition
Lycée-Université est celui de [A2]. En fin de lycée, la dialectique entre paradigmes est
limitée, et le paradigme [Al] est completement abandonné en début de l'université.
Comme conséquence, les éleves ont une faible possibilité de contrdle mathématique
dans le paradigme [A1] a la fin du lycée, et aucune possibilité de contréle mathématique

en [Al] en début de 'université.

Compte tenu de l'activité et du travail mathématique a développer au sein des
institutions, dans ce chapitre 7 nous avons pour objectif de caractériser I'activité et le
travail des éleves et des étudiants, en donnant réponse a notre deuxieme question de

recherche :

QR 2

Quelles difficultés existent dans 'ETM personnel des étudiants et des
éleves dans le développement de sous-activités mathématiques et du
travail mathématique dans I’étude de suites récurrentes u,,1 = f(u,) a la

transition L-U 7 Quel lien ont ces difficultés avec les sous-activités de

controle et les paradigmes de 1’Analyse [Al] et [A2] 7

Pour répondre a notre QR2, nous nous appuyons sur les modeles de téaches
d’évaluation que nous avons analysés dans le chapitre précédent (section 6.3, page
161). Puis, en tenant compte de ces analyses et en suivant le modele du Baccalauréat,
nous construisons une tache pour la classe de TS, qui consideére la suite récurrente

étudiée dans l'examen de L1 (suite définie par uy = a et a €]0,1[, et la relation de

récurrence Up,q = ). Ce faisant, nous cherchons a caractériser les difficultés des

2—Un
éleves et des étudiants en termes de sous-activités mathématiques de reconnaissance,

d’organisation et/ou de traitement ; et en termes des dimensions du travail
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mathématique personnel des éleves et des étudiants, et des paradigmes de l'analyse
qu’ils utilisent. Pour cela, nous analysons les successions de 'activité et du travail
mathématique développées au moment d’étudier une suite récurrente, lors de la
résolution de la tache de facon individuelle. En outre, conformément au Networking
réalisé, nous analysons les types de contrdles qui jouent un réle dans ’énoncé, et ceux
qui n’interviennent pas, afin d’identifier le lien qui existe entre la sous-activité de
controle et les difficultés des éleves et des étudiants. Comme nous ’avons signalé, nous
faisons la différence entre contréle non mathématique et controle mathématique. Si un
controle est possible d'apres 1'énoncé, nous identifions s’il s’agit d’une sous-activité de
contréle sémiotique, instrumental ou discursif, et aussi s’il s’agit d'une occasion de
controler ou d'un controle explicite. De plus, nous étudions l'effet que produit
'utilisation d’un seul paradigme dans les taches, celui de [A2]. Cet effet est décrit a
partir de 'analyse des difficultés que rencontrent les éleves et les étudiants. Par ailleurs,
nous nous demandons si les continuités constatées dans le chapitre précédent entre la

classe de TS et la classe de L1 constituent aussi une continuité pour les étudiants de
L1.

La section 7.1 de ce chapitre présente la construction de la tache pour la classe
de TS. Dans la section 7.2 nous présentons cette nouvelle tache construite et son
analyse a priori. Ensuite dans la section 7.3 nous exposons les résultats de I'examen
de L1, ainsi que ceux de la tache construite pour la TS lors de I'expérimentation réalisée
en mode devoir surveillé. Ces résultats sont donnés en termes d’activités et de travail
mathématique effectif des éleves lors de la résolution des taches d’évaluation. Par cette
démarche, nous cherchons a comparer les productions des étudiants de L1 avec celles
des éleves de TS. De plus, 'expérimentation de cette derniere tache de la TS est
considérée comme une pré-expérimentation visant a identifier les difficultés des éleves
et des étudiants, pour savoir quelles dimensions du travail mathématique et quelles
sous-activités mathématiques nous pourrions favoriser en vue d’aider les éleves a faire
face a leurs difficultés (cet aspect sera développé dans le chapitre 8). Finalement dans

la section 7.4 nous présentons les conclusions de ce chapitre 7.

Nous tenons a signaler que les premiers résultats présentés dans ce chapitre ont

été présentés dans Flores Gonzélez, Vandebrouck & Vivier (2020).
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7.1 Construction de la tache pour la TS:
modification de la tache de la L1

Comme signalé, nos taches modeles correspondent aux taches d’évaluation

analysées dans le chapitre 6. Nous les rappelons rapidement dans cette section.

Notre premier modele a été extrait d’'un examen de premiere année de licence, de
I'année 2018 (Figure 50). Il s’agit d’une suite de récurrence non linéaire a un terme
(homographique)®. De cette tdche nous conservons le choix de la suite pour construire

une tache pour la classe de TS.

Soit a €]0,1[ et soit f:[0,1] = R la fonction définie par Vx € [0,1], f(x) = ﬁ
1

2-uy,’

On considére une suite (u,), ey vérifiant les conditions : ug = @ et Vn € N,up,q = f(u,) =
1.  Montrer que, pour tout x € [0, 1], f (x) € [0, 1]. Puis que pour tout n € N,u, € [0, 1].
Montrer que la suite (u,),ey €st croissante.

2
3. Montrer que la suite (u,),ey converge.
4. Quelle est la limite de (u)pey ?

Figure 50 : Tache d’examen de la lére année de licence, 2018.

Notre deuxieme tdche modele est un exercice de Baccalauréat de 2016. Comme
nous l’avons signalé dans la section 6.3, cette tache se compose de deux parties : la
premiére partie se référe a ’étude de la fonction f(x) = x — In(x? + 1) en commencant
par la résolution de I'équation f(x) = x, puis ’étude des variations de f (grace au
tableau de variations déja complété dans 'énoncé), et I'étude de la stabilité de
I'intervalle [0,1] par f (Partie A). Dans la deuxiéme partie de I’exercice, on commence
par étudier la suite comme le montre la Figure 51 (Partie B). Ici, il est demandé de
montrer que la suite est bornée, d’étudier les variations de la suite, de montrer qu’elle

est convergente, et finalement d’en déduire la valeur de la limite sachant que f (1) = L.

% Pour une introduction aux suites homographiques, voir annexe 1.2.1 page 332.
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Partie A
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = x —In (x% + 1).
1. Résoudre dans R I'équation : f(x) = x.
2. Justifier tous les éléments du tableau de variations ci-dessous a 1’exception de la limite de
la fonction f en +00 que I'on admet.

X -0 1 +00

1) + 0

f // +o0
-0

Montrer que pour tout réel x appartenant a [0,1], f(x) appartient a [0,1].

4. On considére 'algorithme suivant :

Variables N et A des entiers naturels ;
Entrée Saisir la valeur de A
Traitement N prend la valeur 0

Tant que N - In(N" - l)< A
N prend la valeur N+1

Fin tant que

Sortie Afficher N

a. Que fait cet algorithme ?
b. Déterminer la valeur N fournie par I'algorithme lorsque la valeur saisie pour A est
100.

Partie B
Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, U, = u, —In (U + 1).
1. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, appartient a [0,1].
2. Etudier les variations de la suite (u,,).
3. Montrer que la suite (u,) est convergente.
1

On note I sa limite, et on admet que [ vérifie I’égalité I = f(l). En déduire la valeur de L.

Figure 51 : Exercice 3 Baccalauréat Scientifique Métropole 2016.

7.1.1 Comparaison de deux taches

Afin de construire notre tache pour la classe de TS inspirée de nos deux taches
modeles, nous procédons par une comparaison des taches a partir de cing criteres :
I'organisation globale de la tache, la complexité du premier terme et le type de suites,
le niveau d’adaptation et de reconnaissances apportées par les énoncés des sous-taches,

les paradigmes de I'analyse, la nature des dimensions de I’'ETM.

1) Organisation globale de la tache : L’exercice du baccalauréat est divisé en
deux parties, la premiere concernant 1'étude de la fonction en jeu et la seconde
concernant la suite elle-méme. Dans ’examen, 1’étude de la suite et ’étude de
la fonction sont liées de telle sorte que les étudiants universitaires doivent
davantage reconnaitre et contrdler les objets mathématiques sur lesquels ils

travaillent.

2) L’exercice du baccalauréat porte sur 1'étude de la suite donnée par

Upp1 = U, — IN(UZ + 1) et ug =1 (fonction croissante, suite décroissante).
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L’exercice de I'examen de niveau universitaire porte sur la suite donnée par
Upy1 =1/2—-u,) et uy= a dans [0,1] (fonction croissante, suite
croissante). Cet exercice a un niveau de complexité élevé, tout d’abord a cause
de la généricité de a.

3) Dans lexercice du baccalauréat, les sous-tdches réduisent le niveau
d’adaptation au niveau technique. Cela est dii aux reconnaissances apportées
dans les énoncés, notamment la récurrence et la valeur de la limite de la suite
a partir de f(l) = 1. Ces taches sont renvoyées a des taches habituelles et

routinieres que les éleves ont I’habitude de rencontrer.

L’exercice de I'université ne possede pas ces dernieres reconnaissances, ce qui
transforme le niveau d’adaptation en disponible. Ainsi les étudiants ont moins
de questions qui peuvent orienter leur activité, et les étudiants doivent
reconnaitre et adapter les techniques/outils a utiliser avec chaque question

qui est au niveau disponible et/ou au niveau d’adaptation.

4) Les deux taches concernant I’étude de la suite sont proposées uniquement

dans le paradigme [A2].

5) Concernant la dimension sémiotique, les seuls registres de représentation
utilisés sont 'algébrique et ’ensembliste, et c¢’est a partir d’'un traitement
dans ces registres que les éleves et les étudiants doivent visualiser le
comportement de la suite. Bien que la dimension instrumentale intervienne
dans 'ETM personnel a développer dans la résolution de la tache, le statut
de Tl'activation de cette dimension répond uniquement a ['utilisation des
artefacts symboliques. La dimension discursive est, soit activée au moment de
montrer par récurrence, soit activée pour la question 3 pour déduire

l'utilisation du théoréme de la limite monotone.

Enfin, 'exécution de la tache au niveau universitaire est plus complexe avec la
nécessité des connaissances disponibles, et avec un niveau plus élevé dans 'orientation
et le controle de l'activité. Au niveau du baccalauréat, les éleves peuvent répondre a
chacune des questions avec un minimum d’activités (au niveau technique), avec peu
de nécessité d’orienter et de controler (avec cohérence) leur activité globale. Les
étudiants universitaires ont une plus grande responsabilité quant a l'orientation de
I’ensemble du raisonnement et ont besoin d'un niveau de contrdle plus élevé afin de

réussir la tache globale.
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7.2 Tache adaptée a la classe de TS

Pour adapter la tache de L1 a la classe de TS, nous avons adopté la fagon dont
la tache est présentée dans le modele du Baccalauréat, et la suite choisie a étudier est
celle de la tache proposée dans 'examen de L1. Pour rester dans le contexte de la
classe de TS, nous avons présenté le découpage de la tache tel qu’au Baccalauréat.
C’est-a-dire que, d’abord, on étudie la fonction qui définit la suite (partie A) et,
qu’ensuite, on fait 'étude de la suite elle-méme (partie B) (Figure 51 ci-dessous). Les
changements qui ont été faits se situent principalement au niveau des reconnaissances
apportées par 1’énoncé : nous avons retiré 'aide du tableau de variations de I’énoncé
du Baccalauréat (question A.2, Figure 51) ; nous avons enlevé la reconnaissance de la
suite récurrente de fagon explicite (énoncé partie B) et la reconnaissance de la méthode
« montrer par récurrence » (question B.1, Figure 51). Ces changements ont été faits
pour trouver un équilibre entre la tache de la L1 et celle du modele du Baccalauréat,
et aussi notamment pour le cas de la suite récurrente et de la récurrence, nous avons
confié aux éleves du secondaire ces sous-activités de reconnaissance qui ne sont pas
usuelles a leur niveau (voir reconnaissances de la suite récurrente et de la méthode de
preuve par récurrence apportés dans les énoncés des exercices des manuels de la TS,
page 149).

PARTIE A : Soit f la fonction définie sur R — {2}, par f(x) = ﬁ

1) Résoudre dans R — {2} I’équation : f(x) = x.
2) Etudier le sens de variation de f.

3) Montrer que pour tout réel x appartenant a [0,1], f(x) appartient & [0,1].

PARTIE B : Soit a un réel appartenant a ]0,1[. On considére la suite (uy,)
définie par uy = a et, pour tout entier naturel n,u, 41 = f(uy,).
1) Montrer que pour tout entier naturel n, u, appartient [0,1].
) Etudier le sens de variation de la suite (uy).
3) Montrer que la suite (u,) converge.
)

On note [ sa limite, et on admet que | = f (I). En déduire la valeur de L.

Figure 52 : Adaptation de l'exercice universitaire de L1 pour les lycéens en TS.

Comme la partie A est consacrée a 1'étude de la fonction f, nous nous concentrons

sur I'analyse de la partie B qui reste le coeur de notre étude. Ainsi, les énoncés de la
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partie B consideérent les reconnaissances des questions 3 et 4 (la convergence et la

valeur de la limite de la suite). Il est attendu que les reconnaissances de la suite

récurrente U, = (avec uy = a dans [0,1]), la nécessité d’'une preuve par

-
récurrence et de la variation sont développées par les éleéves. Nous voulons connaitre
les difficultés des éleves a partir des taches modeles, et comme elles considerent toutes
les deux seulement le paradigme de lanalyse [A2], nous ne favorisons pas une
dialectique entre paradigmes dans cette expérimentation. Ensuite, nous respectons le

" concernant les contréles non mathématiques, et nous conservons

contrat didactique
ce type de controle dans cette tache. Nous allons dans le méme sens concernant la
sous-activité de controle mathématique, c¢’est-a-dire que nous considérons seulement la
sous-activité de controle discursif a la charge des éleves (sans encouragement dans
I’énoncé). Nous ne favorisons ni les occasions de controle mathématique, ni les controles
mathématiques explicites. Tout cela, pour connaitre les conséquences de la fagon
d’étudier les suites définies par récurrence dans l’enseignement actuel. Dans la

prochaine section nous expliquerons plus en détail ’analyse de chaque question.

7.2.1 Analyse préalable de la tache adaptée a la classe de TS

a) Question 1 TS : Montrer que pour tout entier n, u, appartient a
[0,1].

La question 1, bien qu’elle présente un contrdle non mathématique (il est explicite
de prouver que la suite est dans [0,1]), sa résolution nécessite davantage du
développement de la sous-activité de reconnaissance et les éleves doivent procéder a
un raisonnement par récurrence sans aucune indication (niveau de connaissance
disponible). Le développement de cette reconnaissance doit permettre 'activation de
la dimension discursive de 'ETM personnel en mobilisant la méthode de preuve ancrée
dans le référentiel théorique du sujet et en utilisant des raisonnements issus de la
récursivité et du formalisme liés & ce type de preuve. Comme deuxieme étape de la
succession, les éleves doivent s’investir dans une sous-activité de traitement et ils

doivent utiliser le résultat de [0,1] est stable par f (partie A) avec une sous-activité

" Le contrat didactique « c’est I’ensemble des obligations réciproques et des « sanctions » que
chaque partenaire de la situation didactique - impose ou croit imposer, explicitement ou implicitement,
aux autres - et celles qu’on lui impose ou qu’il croit qu’on lui impose, a propos de la connaissance en
cause. Le contrat didactique est le résultat d'une « négociation » souvent implicite des modalités
d’établissement des rapports entre un éléve ou un groupe d'éléves, un certain milieu et un systéme
éducatif. » (Brousseau, 2010, p.6).
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de reconnaissance dans la sous-activités de traitement. Pour bien développer ces
activités il faut que 'éleve développe un travail dans le plan vertical [Sem-Dis],
notamment pour les traitements dans les registres algébriques et ensemblistes et la
rédaction de la preuve par récurrence avec les implications correspondantes. Les sous-
activités et le travail mathématique a développer dans cette question 1 correspondent
a la sous-tache b de I'examen du niveau de L1 et non au niveau du Baccalauréat qui
avait seulement besoin de développer une sous-activité de traitement dans le plan

vertical [Sem-Dis| de 'ETM personnel de ’éleve.

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve upm € [0,1] = f(uy,) € [0,1]

v v
\ 3 /
[Sem-Dis]
{Sem-Ins] [Ins-Dis] » [Sem-ins]
R .-

Reconnaissance ﬁ Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité (utilisation

question précédente), conclusion.

Figure 53 : Succession de sous-activités et travail mathématique question 1 classe T'S.

b) Question 2 TS : Etudier le sens de variation de la suite (u,)

La question 2 ne présente pas de contréle non mathématique et la variation de
la suite est a reconnaitre par 1’éleve. Ainsi, les éleves doivent tout d’abord s’investir

dans une sous-activité de reconnaissance pour choisir la méthode de preuve (entre

Un+1

étudier le signe de u,,q — u, (stratégie 1), le rapport (stratégie 2) ou une preuve

Un
par récurrence (stratégie 3)). Cela amene I'éleve & activer la dimension instrumentale
dans 'ETM personnel de ’éleve avec l'identification d’une de ces méthodes en tant
qu’artefact symbolique. Dans les deux méthodes 1'éleve doit développer ensuite des
sous-activités de traitement (avec la reconnaissance de lidentité remarquable).
Néanmoins, selon la méthode de preuve choisie, cette sous-activité de traitement peut
faire activer, soit le plan vertical [Sem-Ins|] de 'ETM (stratégies 1 et 2), soit le plan
vertical [Sem-Dis|] de 'ETM (stratégie 3). Contrairement a la question 2 de I'examen
de L1 qui demandait de montrer que la suite est croissante, seul le Baccalauréat
préconisait d’étudier le sens de variation, raison pour laquelle nous avons gardé la

version du Baccalauréat.
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Traitements algébriques pour
Artefact L .
I'utilisation d’artefact symbolique

- symbolique ; :
[ -Dis]

pis]
[Sem-Ins) [Ins-Dis)

C

[Ins-Dis]

N

Reconnaissance » Traitement

Méthode étude de up4q —u, =0 Calculs a effectuer

u;
oude 22 > 1
Un

Reconnaissance

Identité remarquable (u, —1)?
u, non nul pour stratégie 2

Figure 54 : Succession de sous-activités et travail mathématique question 2, stratégie 1 et 2,
classe TS.

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve Uy, € [0,1] = f(uy) € [0,1]

v
\ 3 /
[Sem-Dis]
[Sem~-Ins] [Ins-Dis] ‘

Reconnaissance » Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité, conclusion.
Calculs a effectuer

Reconnaissance

Identité remarquable
(un - 1)2

Figure 55 : Succession de sous-activités et travail mathématique question 2 stratégie 3, classe
TS.

c) Question 3 TS : Montrer que la suite converge

La question 3 est considérée comme une continuité dans nos taches modeles
puisqu’elle est présentée de la méme fagon dans le Baccalauréat et dans I'examen de

L1. Comme le montre la Figure 56, 1’éleve doit tout d’abord développer une sous-
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activité de reconnaissance pour mobiliser le théoreme de la limite monotone en activant
la dimension discursive. Ensuite, ’éleve doit développer une sous-activité de traitement
et activer la dimension instrumentale pour prouver la convergence de la suite en
utilisant les résultats des questions précédentes ((u,) est croissante et majorée), et du

théoreme en tant qu’artefact symbolique.

Utilisation artefact
symbolique

v 3
\ c /
[S¢m-Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Théoréme

e

[Sem-Di

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance » Traitement*

Théoréme de la limite monotone Utilisation questions précédentes

Figure 56 : Succession de sous-activités et travail mathématique question 3, classe TS.

d) Question 4 TS : On note I sa limite et on admet que f(I) =1. En

déduire la valeur de L.

Pour cette question les éleves doivent seulement développer une sous-activité de
traitement et activer la dimension instrumentale de leur ETM personnel. Ici, nous

gardons la question telle qu’elle a été posée au Baccalauréat.

Artefact symbolique

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Traitement

Caleuls de f(I) =1

Figure 57 : Succession de sous-activités et travail mathématique de la question 4.
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S\

7.3 Analyse a posteriori et résultats de données au

lycée et a 'université

Nous cherchons a connaitre les difficultés des éleves et des étudiants au moment
d’étudier les suites récurrentes, a partir de la résolution de taches telle qu’elles sont
proposées a la transition L-U dans le contexte francais. Pour cela, nous nous
concentrons dans 1’étude de 'E'TM personnel et de I'activité mathématique individuelle
des éleves et des étudiants concernant 1’étude de telles suites. Nous analysons leurs
traces écrites car elles rendent compte du travail mathématique produit lors de la
résolution de taches, ce qui nous permet d’avoir acces a une partie de l'activité
mathématique qui a eu lieu. Pour ce faire, nous prenons en compte les analyses a priori
de 'examen (chapitre 6, page 161) et les analyses a priori de la nouvelle tache congue,

exposées dans la section précédente 7.2.1.

Concernant les données du début de l'université, nous disposons de 40
productions écrites d’étudiants de 'examen de L1 proposé en CPEI™ a I'Université de
Paris (décembre 2018). En ce qui concerne la classe de TS, nous disposons de 10
productions écrites des éleves d’un lycée de la région parisienne. Ces éleves de T'S sont
ceux susceptibles de poursuivre des études a l'université selon 1’enseignant.
L’expérimentation de la tache (Figure 52, page 188) dans cette derniére classe a eu lieu

en fin d'année académique (juin 2019).

Tout d’abord, on différencie le contexte de la tache des deux institutions en
question. Au début de I'université, comme nous ’avons signalé dans le chapitre 6, les
étudiants ont travaillé sur trois exemples de suites dans leurs cours de travaux dirigés
et la démonstration par récurrence n’a pas été un objet d’étude ni dans les cours
magistraux, ni dans les cours de travaux dirigés. Pour le lycée, comme
I'expérimentation a été faite en fin d’année académique, les éleves ont déja travaillé
sur I’étude de suites définies par récurrence et la preuve par récurrence a été étudiée

en début d’année.

Notre but est d’identifier les erreurs fréquentes apparues dans les productions des
éleves de chacun des niveaux scolaires et non d’étre exhaustifs concernant toutes les
erreurs que nous trouvons dans leurs productions. Ainsi, nous rendons compte des

difficultés des éleéves et des étudiants en termes de sous-activités mathématiques (de

™ Cycle préparatoire aux écoles d’ingénieurs.
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reconnaissance et de traitement) et du travail mathématique (de dimensions ou de

plans verticaux).

7.3.1 Résultats question 1 en TS et en L1.

Concernant la sous-activité de reconnaissance de la preuve par récurrence,
seulement soit 5/10 des éleves de la classe de TS la développent. Le reste des éleves
n’aboutissent pas a cette reconnaissance et ils recopient I’énoncé ou rédigent des
explications qui n’aboutissent pas & une preuve correcte. A titre d’exemple, nous

montrons la production de ’éleve 10 (Figure 58) de la classe de TS.

-~ fb;{/!%fm,)c%’ b Un ﬁE”J@
Bilibielin | U= ot ¢ 0L don Fo o vimie
Weredde D 5w B o vis Mgndiez Fien -
Une1 = %[/Cn) P %(7‘)/ Aeon(
Aoy ko iptise do ey ek yran,

Dy of g,

]

Figure 58 : Production question 1 de I’éleve 10 de la classe de TS.

La Figure 59 et la Figure 60 ci-dessous montrent la succession du travail
mathématique et de l'activité mathématique atteinte par 1’éleve 10. Nous observons
que cet éleve développe une sous-activité de reconnaissance pour montrer par
récurrence que la suite est dans [0,1], ce qui fait activer la dimension discursive de son
ETM personnel, néanmoins, malgré le fait qu’il peut produire un discours
mathématique en activant le plan vertical [Sem-Dis| de son ETM, il ne parvient pas a
développer la sous-activité de traitement. Cela vient vraisemblablement du fait qu’il
ne reconnait pas ’hérédité du probleme sémiotique d’établir une égalité entre la suite
récurrente et la fonction qui définit la suite.

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve Uy € [0,1] = f(u,) €[0,1]

v M P
\ . /
[Semy-Dis]
(Sem-ins] [Ins-Dis] » [Sem-Ins] [Ins-Dis]

Ry o————crrrececmcacannn- —_— T

Figure 59 : Reconstruction de succession du travail mathématique de ’éleve 10 dans la

question 1.
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Reconnaissance ﬁ Tr: ent*

Récurrence

Figure 60 : Succession de sous-activités mathématiques de 1’éleve 10 dans la question 1.

Quant aux étudiants de 'université, 23% des étudiants (soit 9/40) ne répondent
pas a la question. Seulement 23% des étudiants (soit 9/40) mobilisent une preuve par
récurrence. 35% des étudiants (soit 14/40) justifient que parce que la fonction est dans
[0,1] la suite récurrente est aussi dans [0,1], et 20% des étudiants (soit 8/40) font des
raisonnements qui ne correspondent pas a la preuve attendue. Parmi les erreurs
fréquentes celle qui ressort correspond a l'erreur d’interprétation u, = f(n) = f(x) et
le probleme sémiotique f(x) = f(u,) (exemple E13), qui sont présents dans 5
productions d’étudiants. Pour ces productions nous interprétons qu’il n'y pas eu de
reconnaissance de la suite récurrente et qu’ils considerent la suite comme explicite
u, = f(n). A titre d’exemple, nous montrons la production de 1’étudiant E13 qui a le
probleme sémiotique f(x) = f(u,) et I'étudiant 28 (Figure 58) qui a une erreur de

mauvaise interprétation, tous les deux de la classe de L1.

G %((Lm)o{(f) olos, i/d’[o/‘ﬂ/)p/f)qg,716(0,'/’1
(P> %(%) €(o;0) ¥x €Fo;1)

Figure 61 : Production question 1 de ’étudiant 13 de la classe de L1.

Le probleme sémiotique est manifesté par la phrase « Si f(u,) = f(x) alors
vx € [0,1], f(x) € E,l] c [0,1] ». Ici, bien que I'éleve ne démontre pas ce qui est
demandé, tout se passe comme si le fait d’établir I’égalité f(u,) = f(x) lui fait perdre
de vue ce que l'on veut démontrer (que la suite (u,) € [0,1]), et cet éleve ne prend
plus en compte ni la dépendance de n dans f(u,), ni la suite (u,). Il se passe quelque
chose de différent avec I’étudiant 28 dont nous analysons les successions de travail

mathématique et d’activité mathématique.

r}MM \l,“+ - X( u,,\l oL denc U,T\—_ (m\:g(k)efo;rx]
wollso ¥ qé[,osﬁ,u,,\a[.o;,};,]__,., - g

Figure 62 : Production question 1 de ’étudiant 28 de la classe de L1.
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La Figure 63 et la Figure 64 ci-dessous, montrent la succession suivie par cet
étudiant lors de la résolution de cette tdche™. Il ne développe pas la sous-activité de
reconnaissance mais il produit un travail mathématique issu de l'activation de la
dimension sémiotique. Cependant, la relation établie dans les signes du registre
algébrique utilisés n’est pas correcte. Tout comme l'éleve précédent, il établit des
égalités entre la suite et la fonction (erreur d’interprétation) exprimées par la phrase
« Puisque Uppq = f(uy,) et donc u, = f(n) = f(x) € [0,1] ». Ici, nous voyons 1'effet
produit par les contréles non mathématiques car sans cohérence dans le discours
mathématique que produit I’éleve (manque de sous-activité de controle mathématique),

il arrive & conclure que (u,) € [0, 1].

[Sem~-Ins] [Ins-Dis]

Figure 63 : Reconstruction de succession du travail mathématique de 1’étudiant 28 dans la
question 1.

Recon ance *

Récurrence

Figure 64 : Succession de sous-activités mathématiques de 1’étudiant 28 dans la question 1.

La différence entre la reconnaissance et la non reconnaissance de la récurrence
entre la classe de L1 et la classe de T'S peut étre due aux différences de contextes dans
les deux niveaux d’enseignement. Cela montre que cette connaissance n’est pas

disponible comme on 'aurait espéré au niveau de 1'université.

2 Rappelons qu’au niveau de I'université, la question 1 était composée de deux sous-taches, la
premiére visant a montrer la stabilité de Uintervalle (sous-tache a), et la deuxiéme & montrer que la
suite est bornée et bien définie (sous-tache b). Voir chapitre 4, page 82.
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7.3.2 Résultats question 2 en TS et en L1

Concernant les éleves de la classe de TS, tous répondent a cette question. La
sous-activité de reconnaissance avec la méthode u,,; — u, est développée par 7 des 10
éleves. Cependant, aucun éléve ne reconnait l'identité remarquable (u, — 1)? de
I'expression 1 — 2u, +uZ. Les éléves qui restent (soit 3/10) mettent en place le
théoreme en acte « si f est croissante alors (u,) est croissante ». Dans la Figure 65,
nous montrons un exemple qui fait partie de 7 éleves et qui au-dela de la non
reconnaissance de l’identité remarquable, montre un travail de décomposition

intéressant pour analyser le sens de variation de la suite.

Unta=Ua= - _Ua ° Un € 004D Lo Sero o
- "(lj e So s 2-Un 2A4. Voadakon de
-t " 2-Qn —Un? 2UA+ 1 Lo sube U
= =UnZ = 2Un +4 e e
Q_?uﬂ

Figure 65 : Production de I’éleve 1 de la classe de TS de la question 2.

Concernant la succession des sous-activités et du travail mathématique développé
(Figure 66 et Figure 67), il s’agit d'un éleve qui développe une sous-activité de
reconnaissance avec la méthode de 1’étude du signe de u,,; —u,, en activant la
dimension instrumentale de son ETM personnel avec l'utilisation de cet artefact
symbolique. Il poursuit son travail avec l'activation du plan vertical [Sem-Ins] et
commence a développer une sous-activité de traitement. Cependant, dans cette
derniére sous-activité, il ne reconnait pas l'identité remarquable nécessaire pour finir

la résolution de la tache, et donc, pour conclure avec la variation de la suite.

Traitements algébriques pour

Artefact
. I'utilisation d’artefact symbolique
symbolique 3 >

\€/ . /
|S'4£m\ ‘k‘:m ‘ -Dis]
[Sem-lns] J {ins-Dis]

\

[Ins-Dis]

Figure 66 : Reconstruction de succession du travail mathématique de 'éleve 1 dans la

question 2.
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Reconnaissance ﬁ Traitement

Méthode étude de w49 —u, =20 Calculs a effectuer

X

Figure 67 : Succession de sous-activités mathématiques de 1’éleve 1 dans la question 2.

Dans le cas de la L1, il est a remarquer que la question demandait de montrer
que la suite est croissante, contrairement a celle de notre construction pour la TS. Ici,
50% des étudiants (soit 20/40) développe une sous-activité de reconnaissance en
identifiant une méthode valable pour étudier la croissance de la suite : parmi ceux-la,
13 utilisent la méthode de I'étude du signe de u,,; — u,, dont seulement 5 étudiants

font la reconnaissance de l'identité remarquable. 1 seul étudiant choisit la stratégie

Un+1

d’étudier le rapport (mais il ne réussit pas). Finalement parmi les méthodes

Un
possibles, 6 des étudiants essaient une preuve par récurrence. 30% des étudiants (soit
12/40) appliquent le théoreme en acte « si f est croissante alors (u,) est croissante ».
Cela est exprimé soit par des phrases explicites, soit par des représentations des
tableaux de variation de f(u,) comme le montre la Figure 69 ci-dessous. Par ailleurs,
8% d’étudiants (3/40) font d’autres types de raisonnements (un étudiant essaye de
raisonner par l'absurde (E10), un autre dit que la suite est croissante pour les limites
de ses bornes (E8) et un autre, en introduisant d’autres variables, argumente que parce
n augmente, la suite est croissante (E23)); et 13 % des étudiants (soit 5/40) ne
répondent pas. Comme il est question d’analyser les difficultés des étudiants, nous
montrons 1'exemple d’'un étudiant (Figure 68) qui fait encore I'erreur de 1'égalité entre
la suite récurrente et la fonction qui la définit. Cette difficulté est plus présente que la

non reconnaissance de l'identité remarquable.

2) :&(un) =

e 2-x
dl(“ﬂ): At oued e
Al -
(2‘%)" Y >>0
= x> 4
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Zraissonte. Sur EO, Al

Figure 68 : Production de I'étudiant 26 de la classe de L1 de la question 2.




199

La Figure 69 et la Figure 70 montrent la succession de 1’étudiant E26. Nous
observons qu’il ne développe pas la sous-activité de reconnaissance attendue, mais
malgré cela, il active la dimension instrumentale en mobilisant un artefact symbolique
(la dérivée de la fonction f), qui n’est pas valable dans ce contexte. Le tableau de
variation est correct puisque la suite est croissante dans I'intervalle [0,1], ce qui permet
d’activer le plan vertical [Sem-Ins], mais cela n’est pas dii a la croissance de la fonction.
Comme la tdche ne favorise pas une sous-activité de controle mathématique, cet
étudiant ne développe pas une telle sous-activité pour l'aider a controler le travail
mathématique qu’il produit. Cela pourrait étre la raison de la présence du théoreme

en acte « si f croissante alors (u,) est croissante ».

Traitements algébriques pour
I'utilisation d’artefact symbolique

v\
—

Artefact
symbolique

v ’
\ 2 /
[5fm -bis)
[Sem-ins) (Ins-Dis)

C
-Dis]

[Ins-Dis]

Figure 69 : Reconstruction de succession du travail mathématique de 1’étudiant 26 dans la
question 2.

Reco ance » Traitement

Meéthode étude de w4 —u, =20

ou de u"u“ >1

Figure 70 : Succession de sous-activités mathématiques de 1’étudiant 26 dans la question 2.

Dans les deux niveaux d’enseignement, les traitements produits dans le registre
algébrique semblent rester bloqués a un moment de la résolution de la tache, soit au
début (pour la bonne reconnaissance de la méthode), soit au moment de développer la

sous activité de traitement et sans reconnaitre 'identité remarquable.
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7.3.3 Résultats question 3 en TS et en L1

En ce qui concerne les éleves de la classe de TS, 7/10 éleves développent une
sous-activité de reconnaissance avec l'utilisation du théoreme limite monotone. 1
argumente que comme la suite est bornée, elle est convergente, et 2 éleves ne répondent

pas a la question (pas de sous-activité de reconnaissance).

Dans le cas de la classe de L1, seulement 38% des étudiants (soit 15/40)
développent une sous-activité de reconnaissance en mobilisant correctement le
théoréme de la limite monotone. 28% des étudiants (soit 11/48) pour montrer la
convergence, indiquent que la limite de la suite dépend de la limite de la fonction. 10%
des étudiants (soit 4/40) ne reconnaissent pas le théoréeme correctement (ils identifient
seulement une hypothése par exemple). 18% d’étudiants (soit 7/40) ne répondent pas
a la question. 8% des étudiants restants (soit 3/40) indiquent : que la suite converge
car elle est croissante et continue (étudiant 7), que la suite converge car elle est définie
dans [0,1] (étudiant 35), et que la suite converge car la fonction est croissante (étudiant
37).

A tire d’exemple, nous montrons la production de 1’étudiant 16 (Figure 71) qui
appartient aux 28% d’étudiants qui ne développent pas une sous-activité de
reconnaissance en utilisant le théoréme, mais qui cherchent a calculer la limite de la
suite pour conclure que la suite est convergente. Cet étudiant traite la suite en tant
que u, = f(n). Dans cet exemple nous notons a nouveau l'effet de la présence de
controles non mathématiques dans les énoncés de taches car I’étudiant 16 est conscient
du fait qu’il doit montrer la convergence de la suite, mais il ne prend pas vraiment en
compte un contréle mathématique et une cohérence dans son discours avec la suite

récurrente.

@j Z/%wz(,é»:é:f.
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Figure 71 : Production de I'étudiant 16 de la classe de L1 de la question 3.
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La Figure 72 montre le travail produit par cet étudiant. Nous voyons que malgré
le fait qu’il ne développe pas une sous-activité de reconnaissance, il active la dimension
discursive de son travail mathématique personnel pour argumenter que la suite

converge.

Limite

Recxnce
héoréme

Figure 72 : Reconstruction du travail mathématique et état de l'activité mathématique (non
atteinte) par I'étudiant 16 dans la question 3.

7.3.4 Résultats question 4 en TS et en L1

Concernant la classe de TS, nous rappelons que I’énoncé de la tache explicitait
la reconnaissance de f(I) = . De ce fait, les éleves devaient seulement développer une
sous-activité de traitement en activant la dimension instrumentale par l'artefact
symbolique f(1) = 1. Ici, 9/10 éleves développent une sous activité de traitement et
trouvent la valeur de la limite. 1 éléve ne répond pas & la question. A titre d’exemple,
nous montrons dans la Figure 73 la production de 1’éleve 9, et dans la Figure 74 la
sous-activité et le travail mathématique développé en répondant a la question. Nous
pouvons voir qu’il ne reconnait pas l'identité remarquable, mais qu’il trouve tout de

meéme la valeur de la limite.

JZ:K(,?)/w ) - z“lf_JZ mj

€{‘2-£> =4
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Figure 73 : Production de I’éleve 9 de la classe de TS de la question 4.
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Artefact symbolique

[Sem-Dis]
A

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Traitement

Calculs de f(I) =1

Figure 74 : Reconstruction de 'activité et du travail mathématique de ’éleve 9 dans la

question 4.

Dans la classe de L1, la reconnaissance de f(l) =1 n’a pas été fournie dans
'énoncé de la question. Ici, seulement 10% des étudiants (soit 4/40) développent une
sous-activité de reconnaissance avec le passage de la limite et I'égalité f(1) = L. 43%
des étudiants (soit 17/40) argumentent soit que la lim f(x) =lim f(u,) (8/40
d’étudiants) soit que la lim f(u,) = 0 (9/40 d’étudiants). Nous considérons ce groupe
d’étudiants comme faisant une potentielle confusion entre la suite récurrente
Une1 = f(uy,) avec la suite explicite u, = f(n). Ensuite, 20% des étudiants (soit 8/40)
argumentent que la limite de la suite (u,) est 1 sans donner une preuve valable ; et 1
étudiant dit que lim f(u,) = 4+o00. Finalement, 25% des étudiants de L1 (soit 10/40)

ne répondent pas a cette question.

L’étudiant 26 (Figure 75) est un exemple de la classe de L1 qui correspond au

groupe de 43% de réponses des étudiants.

3ok 4) Pour montrer que Lo suite converge, A
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Figure 75 : Production de I'étudiant 26 de la classe de L1 des questions 3 et 4.

Comme la Figure 77 le montre, cet éleve ne développe pas une sous-activité de

reconnaissance et n’utilise pas f(1) = [. Néanmoins, il active la dimension discursive
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de son ETM personnel (Figure 76) et essaye de calculer la limite pour montrer que la
suite converge et pour expliciter la valeur de la limite (il répond aux deux questions
dans une seule réponse). Il conclut de fagon erronée que la valeur de la limite est 0 en
établissant des égalités entre la limite de la suite récurrente et la limite de fonction qui
la définit. Ici, I’étudiant aurait pu développer un controle discursif avec la question
précédente car il avait argumenté que la suite était croissante dans l'intervalle [0,1]

(elle ne peut pas converger a 0).

UtiXtion

f =1

l\(

[Semy-Dis)
[Sem-ins) ] (Ins-Dis)
B ————iceiennann —
\ F\ /

Figure 76 : Reconstruction de succession du travail mathématique de 1’étudiant 26 dans la
question 4.

Reco ance

Passage a la limite

Figure 77 : Succession de sous-activités mathématiques de 1’étudiant 26 dans la question 4.
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7.4 Conclusion des analyses et des difficultés des

étudiants

A ce point de la recherche, nous avons construit une tache pour la derniere classe
de lycée visant a étudier la méme suite que l'exemple de la tache donnée dans le
contexte de 'université. Pour pouvoir analyser les résultats de ’étude de cette suite
dans la derniere classe de lycée, nous avons adapté la tache de 'examen en utilisant le
modele du Baccalauréat. De cette fagon, nous avons analysé 40 productions d’étudiants
dans le contexte de l’examen premiere année de l'université. Nous avons étudié
également 10 productions d’éleves d’une classe de terminale scientifique faisant 1’étude

de la méme suite récurrente sous le modele de Baccalauréat.

Les analyses issues de ces données nous permettent de répondre a notre deuxiéme
question de recherche. Nous la rappelons rapidement ici : Quelles difficultés existent
dans I’ETM personnel des étudiants et des éléves dans le développement de sous-
activités mathématiques et du travail mathématique dans l’étude de suites récurrentes
Upns1 = f(uy) d la transition L-U ? Quel lien ont ces difficultés avec les sous-activités
de controle et les paradigmes de I’Analyse [A1] et [A2] ¢

Quant aux difficultés au niveau des sous-activités des éleves et des étudiants, une
de celles qui ressort a plusieurs reprises est la difficulté a développer une sous-activité
de reconnaissance de la suite comme récurrente u,,; = f(u,), car les éleves et les
étudiants les traitent comme des suites explicites u,, = f(n). Cela est mis en évidence
par des arguments trouvés dans les productions étudiées pour chacune des questions :

e Pour montrer que la suite est bornée (question 1), un pourcentage

important  d’étudiants de L1 écrit «u, =f(Mm)=f(x)» ou
« f(x) = f(up) » (35% de réponses).

e Pour montrer la croissance de la suite, les éleves et les étudiants utilisent
le théoreme en acte « si f croissante alors (u,) est croissante », ou son
domaine de validité est u, = f(n) (30% de réponses d’éleves et
d’étudiants).

e Pour montrer la convergence de la suite (question 3) les 28% des étudiants
de L1 argumentent que la limite de la suite dépend de la limite de la
fonction, phénomene que l'on observe aussi dans des productions des
étudiants de 'université concernant la valeur de la limite (question 4).

Cette non reconnaissance de la suite récurrente conduit a des difficultés dans le
travail mathématique produit par des éleves et des étudiants, et a 'activation des

dimensions des ETM personnels qui n’étaient pas celles attendues dans l'analyse a
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priori. Un exemple qui illustre cela est la production de I'étudiant E28 (Figure 62) qui
devait activer la dimension discursive pour développer une preuve par récurrence,
néanmoins, il active la dimension sémiotique en produisant un discours avec manque
de controle mathématique. Ainsi, la sous-activité de reconnaissance liée a la nécessité
d’une preuve par récurrence est aussi une difficulté pour les éleves et les étudiants,

lorsqu’elle n’est pas explicitée dans I’énoncé.

En outre, les éleves ont des difficultés dans la sous-activité de traitement, que ce
soit dans la preuve par récurrence (question 1) ou pour conclure concernant la variation
de la suite (question 2) en utilisant la méthode de I’étude du signe de up1; —u,. En
effet, dans une grande partie des productions nous observons un manque dans la
reconnaissance de l’identité remarquable qui permet de conclure que la suite est
croissante. Cela se traduit comme une difficulté dans la dimension sémiotique pour
développer des traitements dans le registre algébrique, qui parfois bloque le travail des

éleves et des étudiants.

Cette comparaison entre la classe de TS au lycée et la classe de L1 a 'université,
a montré comment les sous-activités de reconnaissance sont a atteindre par les
étudiants universitaires, méme si le coeur de la tache - 1'étude d'une suite récurrente -
est le méme. Nous avons montré a travers les productions des étudiants qu’il y a un
faible taux de réussite et nous avons identifié que la plupart des étudiants amalgament
les connaissances pour étudier les objets « suites » et « fonctions ». La faible cohérence
entre ces deux objets manifeste un manque de contréle mathématique a la transition
L-U lors de I'étude de suites récurrentes u,,; = f(u,). Dans les tadches des deux
niveaux d’enseignement, la dimension instrumentale du travail mathématique est
seulement activée avec les artefacts symboliques et les étudiants n’ont pas d’occasions
pour développer les sous-activité de controle sémiotique ou instrumental. Ainsi, telle
que la tache a été concue, elle met en avant seulement une sous-activité de contréle
discursif et elle n’exploite pas les potentialités d'une étude contrdlée en autonomie des
éleves et des étudiants. Nous pensons que nous pourrions mieux favoriser
I’apprentissage des éleves a l'entrée de l'université a partir d’'un soutien dans la
réorganisation des connaissances (qui est nécessaire). Ce soutient pourrait se faire, par
exemple, par le biais de 1'utilisation de connaissances anciennes des éleves concernant
I'usage des calculatrices. Nous faisons I’hypothese que cela produirait un enrichissement
de lactivité et du travail mathématique via lintroduction de la dimension
instrumentale avec cet artefact numérique de fagon a ce que les éleves puissent
exploiter les capacités technologiques qu’ils ont développées au lycée. De plus, une telle
utilisation pourrait permettre I'introduction du paradigme [A1] en mettant ’accent sur

la visualisation de la suite, et ainsi promouvoir des occasions pour que la sous-activité
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mathématique de controle sémiotique et instrumentale, puisse effectivement étre

développé par les éleves a la transition L-U.
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8 Nouvelles taches : sous-activité de

contrdle et paradigmes [Al] et [A2]

Dans le chapitre 6, nous avons identifié qu'une dialectique entre les paradigmes
[Al] et [A2] n’est pas privilégiée pour la transition L-U : dans la classe de TS, le
paradigme [A1] est présent mais celui-ci n’est pas travaillé de fagon systématique, dans
la classe de L1 le paradigme [A1] est absent™ et les suites récurrentes sont travaillées
seulement dans le paradigme [A2]. De plus, la sous-activité de contrdle mathématique
privilégiée a la transition L-U correspond au controle discursif. Les contrdles
sémiotiques et instrumentaux, bien que parfois utilisés dans la classe de TS, sont
totalement abandonnés dans la classe de L1. Les possibilités de controle des éleves au
début de 'université sont principalement issues d’un contrdle non mathématique. Nous
avons prévu que ce fait pouvait provoquer un manque dans la sous-activité de contréle
mathématique chez les éleves et les étudiants a 'heure d’étudier les suites récurrentes,
ce qui a été démontré dans les résultats du chapitre 7. En outre, dans ce méme chapitre
7, nous avons montré que ce manque de controle a un effet quant a la non
reconnaissance de la suite récurrente car un tiers des éleves et des étudiants les traitent

comme des suites explicites en fonction de n (u, = f(n)).

Ainsi, les difficultés trouvées dans le chapitre précédent nous amenent a nous
poser des questions relatives au développement de sous-activités mathématiques et a
ETM personnel des éleves. Plus particulierement, nous cherchons a connaitre
Iactivité et le travail des éleves lorsqu’ils disposent d’occasions pour développer des
sous-activités de controle en favorisant une dialectique entre les paradigmes de
I'analyse [Al] et [A2]. Notre hypothese repose sur 'idée que donner des occasions de
sous-activité de contréle mathématique de type sémiotique, instrumental et discursif,
pourrait permettre aux éleves d’enrichir leurs capacités a traiter les suites récurrentes.
Cela devrait étre mis en évidence par une cohérence entre les paradigmes [Al] et [A2],

et la bonne reconnaissance de la suite.

™ Au moins dans les taches proposées et le cours mis & disposition des étudiants.
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Lorsqu’il s’agit d’étudier le développement de la sous-activité de controle a la
transition L-U, il importe de connaitre comment ces controles se développent de fagon
individuelle chez I’éléve dans la résolution d’une tache. Mais il est également nécessaire
d’étudier ces controles dans le contexte d'une classe avec l'intervention de ’enseignant.

Par conséquent, il nous faut répondre aux questions suivantes :

QR 3.1

Quel est le travail mathématique des éleves et quelles sous-activités
mathématiques développent-ils lors de la résolution de taches permettant
des occasions de controle mathématique issue d’une dialectique entre les
paradigmes [A1] et [A2] et I'introduction de la dimension instrumentale
du travail mathématique dans l'étude de suites u,,; = f(u,) a la
transition L-U ?

QR 3.2

Quelle est I'influence de l'intervention de I’enseignant dans l'activité et
I’ETM personnel des éleves lorsqu’il s’agit de développer des sous-activités

de reconnaissance et de contrdle dans la dialectique des paradigmes [Al]
et [A2] 7

Ces questions visent a connaitre les effets d'un travail mathématique articulant
les paradigmes de lanalyse [Al] et [A2] sur les sous-activités mathématiques
(reconnaissance et traitement) pour aider les éleves a développer un controle
mathématique dans leur travail et ainsi a mieux comprendre les suites u,,; = f(u,).
Pour rendre compte d’un tel controle dans 'activité et dans le travail mathématique,
nous considérons les difficultés rencontrées par les éleves (résultats de la question QR
2 — chapitre 7), ainsi que les spécificités de la transition L-U concernant 1’étude de
suites récurrentes dans le contexte frangais (résultats de la question QR1 - chapitre 6).
Notre objectif est d’enrichir la capacité des éleves a traiter les suites récurrentes a la

fin de I'école secondaire et au début de 'université.

Méme si 'usage des calculatrices peut étre controversé (Monaghan, 2016), et ces
instruments peuvent étre bénéfiques pour aider au contréle dans la résolution de taches
mathématiques (Trouche, 1996). Nos derniéres questions de recherche (QR3.1 et
QR3.2) visent aussi a répondre aux questions suivantes : Dans quelle mesure la notion

de paradigmes de I'analyse peut-elle établir un cadre pour expliciter les différents types
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de controles adaptés a la transition L-U 7 Les éleves peuvent-ils utiliser ces controles
par eux-mémes et de maniere adéquate dans la résolution de taches portant sur les
suites récurrentes 7 Comment aider a stimuler les contréles intuitifs et formels signalés

par Ghedamsi (2008) dans un milieu instrumenté ?

Dans le développement de la sous-activité de contrdle, le réle de ’enseignant a
été identifié comme un des éléments importants d’analyse dans le contexte d'une classe
(Bikner-Ahsbahs et al., 2014 ; Saboya & Rhéaume, 2015). Ainsi, nous nous
demandons : quels types de sous-activités de contrdle sont explicites, c’est-a-dire
introduits en tant qu’aides de l’enseignant lors de l’étude de suites définies par
récurrence 7 Comment ces aides influencent l'activité et le travail mathématique des
éleves 7 Quel role jouent les aides de ’enseignant dans le travail de dialectique entre
les paradigmes [A1] et [A2] ? Dans le méme sens, quel role joue le bilan dans les sous-

activités de controle ?

Présentation des sections du chapitre

Dans la section 8.1, nous présenterons la nouvelle tache et son analyse a priori
avec l'introduction de la calculatrice et les occasions de mise en fonctionnement des
sous-activités de contrdole sémiotique et instrumental. Dans la section 8.2 nous
exposerons l'analyse a posteriori et les résultats lors de deux expérimentations au lycée
(novembre-décembre 2019) : (1) résolution individuelle de la tache par les éleves, en
classe, selon le mode devoir surveillé ; (2) résolution de la tache en classe, accompagné
de I'intervention de I'enseignant avec un bilan aprés la résolution de chaque partie. A
I’issue de ces deux expérimentations, nous ferons une derniere modification de la tache
en utilisant une nouvelle suite récurrente que nous présenterons dans la section 8.3.
Par cela nous chercherons a mettre a I’épreuve la stabilité de nos résultats et a observer
de possibles évolutions dans les réponses des éleves. Nous présenterons l'analyse a
posteriori et les résultats de la quatriéme expérimentation (mai 2020) dans la section

8.4. Nous conclurons ces trois expérimentations réalisées au lycée dans la section 8.5.
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8.1 Conception de la nouvelle tache et analyse a priori

Compte tenu des résultats trouvés jusqu’ici, nous étudierons dans ce chapitre 8
Iactivité et le travail des éleves avec des taches qui offrent des occasions de sous-
activité de controle issues d’une dialectique entre les paradigmes [Al] et [A2] et
I'utilisation de la calculatrice. Par cette démarche, nous cherchons a construire une
tache qui favorise les trois sous-activités de controle mathématique™, qui soit sensible
aux difficultés des éleves concernant les suites u, .1 = f(u,) et qui soit cohérente a la
transition L-U. Pour ce faire, nous allons utiliser comme référence ’étude des taches
d’évaluation abordées dans le chapitre précédent mais en proposant, cette fois, un

travail dans le paradigme [A1] avant de demander un travail dans le paradigme [A2].

Ainsi, pour la construction de cette nouvelle tache (Figure 78), nous avons
conservé 'étude de la fonction (partie A) car ses propriétés sont nécessaires pour
étudier la suite. Tout d’abord, le travail peut étre effectué dans 1'un ou l'autre des
deux paradigmes. Ensuite, la partie B est directement liée au paradigme [A1] (avec un
horizon au [A2] puisque nous demandons de conjecturer certaines propriétés de la suite)
avec des occasions de controle sémiotique et instrumental grace a l'utilisation de la
calculatrice. Apres ce travail, nous demandons dans la partie C un travail qui permette
a ’éleve de prouver les conjectures des propriétés de la suite avec un controle discursif
soutenu par les controles développés dans la partie B. Cette partie C est consacrée au
paradigme [A2]. Enfin, nous soutenons que la mise en fonctionnement de trois sous-
activités de contrdle mathématiques (sémiotique, instrumental et discursif) pourraient

permettre la production d’un travail mathématique controlée.

Pour étudier ces sous-activités de controle, 'accent sera mis sur la recherche de
traces de controle explicite. Des incohérences dans les réponses peuvent manifester des
manques de sous-activités de controle. Il est possible de penser que le controle s’opére
dans une dimension complémentaire a celle dans laquelle le travail est développé. Il en
est de méme pour les controles par paradigmes quand des éléves controlent par exemple
leur travail dans [A2] en utilisant des résultats de [Al]. Dans ce qui suit, nous nous
focalisons sur les questions B.1, B.2 et B.3 de la partie B, et les questions C.1, C.2 et

C.3 de la partie C (la partie A ne concernant que I’étude de la fonction).

™ En nous concentrant davantage dans les sous-activités de controle sémiotique et instrumental.
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Partie B
Soit a un réel appartenant a [0,1]. On considére la suite (u,) définie par u, = a et, pour
tout entier naturel n,w,,, = f(u,), ou f la fonction définie sur R— {2}, par f(x) = ﬁ

(méme fonction définie dans la partie A).

B.1) A laide de la calculatrice, compléter les tables de valeurs ci-dessous pour les trois
valeurs de a (i une précision a 10™* prés).

Cas a; =0 Cas a; = 0,5 Cas a; = 0,9
U [0 Up 0.5 Ug 0.9
U Uy u,
Uz uz Uz
us uz Uz
Uy Uy Uy
us us Us
Ug Ug Ug

B.2) Conjecturer les variations, la convergence, et 'éventuelle limite de la suite en
observant les tableaux pour les trois valeurs de a de la question B.1.
Comment avez-vous utilisé la calculatrice ?

B.3) Peut-on conjecturer les variations, la convergence et l'éventuelle limite de (w,)
pour toutes les valeurs de a appartenant a [0,1] 7
Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 S owt, comment ?

Ne modifiez plus vos réponses aux parties A et B, vous pourrez revenir sur vos

réponses dans la partie D.

Partie C
On continue 'étude de la suite (u,,) définie dans la partie B.

C.1) Montrer que pour tout entier naturel n, w, appartient 4 [0,1].
Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 Si out, comment 7

C.2) Etudier le sens de variation de la suite (u,,).

Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 S owt, comment ?

C.3) Montrer que la suite (u,) converge.

Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 Si out, comment 7

C.4) On note [ la limite de la suite (u,), expliquer pourquoi | = f (1).

Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 St out, comment ?

C.5) En déduire la valeur de [ sachant que [ = f (1).
Pourrait-on utiliser la calculatrice 7 Si out, comment 7

Figure 78 : Parties B, C et D de la nouvelle tache en utilisant la calculatrice.

8.1.1 Partie B : occasions de controle sémiotique et

instrumental et paradigme [A1]

L’énoncé de la partie B favorise la sous-activité de reconnaissance de la fonction

en jeu mais ne favorise pas la reconnaissance de la suite récurrente sous la forme

1 A 412 . . .
Uns1 = 5 Cela n’empéche pas les éleves de travailler avec la suite en fonction de n
—HUn

(et non de uy,). L’énoncé de cette partie ne permet pas de contrdles non mathématiques

sur la variation de la suite, sur sa convergence et sur la valeur de la limite de la suite.
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Cette partie est totalement proposée dans le paradigme [A1] ot I'on offre les occasions

de contrdle sémiotique et instrumental avec 1'utilisation de la calculatrice.

Suit la sous-partie B.1 avec trois tableaux a remplir pour les valeurs de termes
Uy & ug, pour trois valeurs différentes de a (valeurs 0, 0.5 et 0.9). Ici 'objectif est
d’identifier et de se familiariser avec la suite a l'aide d’exemples explicites de termes
de la suite. Du point de vue théorique nous souhaitons encourager le développement

de la sous-activité de reconnaissance de la suite récurrente u,,; = —— (qui n’est pas

2=y
prise en charge par l’énoncé). Les sous-parties B.2 et B.3 ont pour objectif de
conjecturer la variation, la convergence et la limite de la suite a partir de I'observation
des premiers termes de la suite pour chaque valeur de @ donné. Si la monotonie peut
étre visualisée pour les 6 premiers termes puis inférée pour les valeurs suivantes (avec
un possible controle avec les calculs des termes suivants), cela n’est pas possible pour
la convergence et la limite. Il s’agit en effet d'une propriété locale en l'infini et nous
disposons de trop peu d’informations™. Il peut ainsi y avoir des non-réponses a cette
demande de conjecture qui proviendraient d’une bonne compréhension des tables de

valeurs et de la notion de convergence.

Nous identifions deux représentations numériques possibles données par la
calculatrice : représentation décimale et représentation fractionnaire (cf. le Tableau 12
et le Tableau 13). La premiere (celle que nous espérons) permet de répondre plus
manifestement aux questions suivantes. La deuxiéme est moins évidente pour répondre
aux questions, mais elle permet de conjecturer 'expression algébrique de la suite

n 5N . , . A .
Up = — de maniere plus flagrante. Le choix de la représentation peut étre conscient,

avec éventuellement un affichage des deux types, ou subi a partir de la configuration
de la calculatrice. Si le choix de représentation est conscient, cela pourrait aider les
éleves a avoir soit un controle de type discursif (en utilisant ’expression de u,), soit

un controle de type instrumental.

™ Peut-on conjecturer que la suite In(n) converge vers 3 avec les 20 premiers termes ou bien que
la série harmonique converge vers 4 avec les 30 premiers termes ? Ces types de questions méritent ’étude
de la vitesse de convergence de suites.
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Tableau 12 : valeurs de termes de la suite en représentation décimal pour trois valeurs de a

(0, 0.5 et 0.9).

Cas a; =0 Cas a; = 0,5 Cas a3 =0,9
Uy 0 Uy 0,5 U 0,9
Uq 0,5000 Uq 0,6666 u, 0,9090
U, 0,6666 U, 0,7500 U, 0,9166
Uz 0,7500 Uz 0,8000 Uz 0,9230
Uy 0,8000 Uy 0,8333 Uy 0,9285
Ug 0,8333 Us 0,8571 Ug 0,9333
Ug 0,8571 Ug 0,8750 Ug 0,9375

Tableau 13 : valeurs de termes de la suite en représentation fractionnaire pour trois valeurs
de a (0, 0.5 et 0.9).

Casa; =0 Cas a, = 0,5 Cas a3 =0,9
Ug 0 Ug 0,5 Uy 0,9

Uy 1/2 Uy 2/3 u; 10/11
u, 2/3 Uy 3/4 U, 11/12
Us 3/4 U 4/5 Us 12/13
Uy 4/5 Uy 5/6 Uy 13/14
Us 5/6 us 6/7 Us 14/15
Ug 6/7 Ug 7/8 Ug 15/16

Par ailleurs, la Figure 79 montre une représentation graphique (de la fonction et
de termes de la suite) et numérique décimale des 4 premiers termes de la suite pour
a = 0. Pour arriver a ce type de représentation, et que I’éleve puisse développer une
sous-activité de controle sémiotique, il faut que I’éleve mobilise des connaissances issues
du fonctionnement de la calculatrice, donc qu’il développe aussi une sous-activité de

controle instrumental.

El Appuyer sur [EXE]
ah+1=11(2-an)

n+1l an+1

0
1
2 0.6666
3 0.75

Xégi-ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ?—iﬁﬂ .9166666667

Figure 79 : Exemple de représentation graphique et numérique décimale donnée par la
calculatrice CASIO graph.
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Comme le montre la Figure 80, la reconnaissance de la suite récurrente sera tout
d’abord encouragée par 'activation de la dimension instrumentale de 'ETM grace a
I'utilisation de la calculatrice qui est ici essentielle. Ensuite, la tache met en avant le
registre de représentation numérique des termes de la suite (d’autres registres
sémiotiques mis & disposition par la calculatrice peuvent aussi intervenir), qui serait
soutenu par les sous-activités de controle sémiotique et instrumental. Ce faisant, nous
souhaitons encourager les reconnaissances liées au comportement de la suite : la
croissance, la convergence et la valeur de la limite de la suite. Puis, les éleves doivent
activer le plan vertical [Sem-Ins] pour bien visualiser le comportement de la suite avec
les signes des représentations de la calculatrice. L’idée est que la sous-activité de
contréle soutienne les sous-activités de reconnaissance ainsi que le travail produit dans
la dimension instrumentale et dans le plan vertical [Sem-Ins] de 'ETM personnel des

éleves.

Utilisation Visualisation
calculatrice comportement de la suite

P

< (=

(5pm-bis] »
¥
[Sem-Ins] [Ins-Dis]
R ELEEEE TR '—- seesessscse—mme X A 22l ........- ——— T
\\ | \ / >
A A

[Ins-Dis]

Reconnaissance » Reconnaissance
Suite récurrente Variation et convergence de la
Unsr = f(un) suite récurrente

Controle sémiotique et instrumental

Figure 80 : Succession de sous-activités et travail mathématique dans la partie B.

Pour stimuler un controle instrumental de I'objet mathématique et pour que les
reconnaissances puissent aboutir, nous rajoutons la question « comment avez-vous
utilisé la calculatrice 7». Nous espérons ainsi susciter d’autres stratégies de la part des
éleves. A travers cette question nous cherchons a faire prendre conscience & I'éleve de
la fagon dont il utilise la calculatrice et pouvoir stimuler, chez lui, la reconnaissance
d’une cohérence (ou non cohérence) dans sa démarche. Tout cela en espérant donner
des éléments pour qu’ils puissent controler leur activité mathématique comme une
programmation algorithmique de la suite, une représentation graphique ou le calcul de

plus de termes de la suite sur la table de valeurs.
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8.1.2 Partie C : contréle discursif et paradigme [A2]

Dans cette partie, nous espérons que les éléves parviennent a des reconnaissances
de théoremes, de procédures et de preuves liées a chacune des questions. Cela implique
un travail mathématique ancré dans le paradigme [A2] et les dimensions instrumentale,
discursive ou sémiotique selon le cas. Les successions de sous-activités et du travail
mathématique sont les mémes que dans ’adaptations de la tache pour la classe de TS
du chapitre précédent avec la différence que, dans cette tache, les occasions de sous-
activités de controle sémiotique et instrumental devraient soutenir le travail

mathématique produit dans la partie C.

a) Question C.1 : Suite bornée

Dans cette question, nous attendons un changement de paradigme de [A1] (partie
B) vers le paradigme [A2] (partie C). La sous-activité de reconnaissance de la
démonstration par récurrence peut rendre compte de ce changement de paradigme.
Pour bien répondre a cette question, le développement d'une sous-activité de
traitement avec l'utilisation des étapes que la preuve par récurrence implique est
nécessaire. Comme on 1'a déja signalé dans le chapitre 7 (page 189), vu qu'il s’agit
d’une méthode spécifique de preuve, le travail mathématique se fera principalement
dans la dimension discursive et dans le plan [Sem-Dis] pour le traitement dans le
registre de représentation algébrique. On pourra dire que I'éleve a développé une sous-
activité de controle issue du changement des paradigmes [Al] vers [A2] s’il met en
relation explicitement le résultat qu’il vient de prouver avec la partie B sur les
conjectures. Dans ce cas, 1’éleve aura bien développé les trois sous-activités de contréle
sémiotique, instrumental et discursif. En revanche, si 1’éleve ne reconnait pas la
méthode de démonstration par récurrence et fait seulement des interprétations issues
de son travail dans la partie B, on dira qu’il se trouve dans le paradigme [A1] et qu’il
ne met pas en fonctionnement une sous-activité de controle discursif nécessaire pour
aboutir a la tache. Nous rappelons la succession de I'activité du travail mathématique

dans la Figure 81 ci-dessous.
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Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve Up € [0,1] = f(un) € [0,1]

\/

P

c

[Semp-Dis]

[Sem-Dis]
[Sem-Ins] [ins-Dis] ﬁ [Sem~-Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance a Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité (utilisation
question précédente), conclusion.

Controle sémiotique et instrumental

Figure 81 : Succession de l'activité et du travail mathématique dans la question C.1.

b)  Question C.2 : Sens de variation de la suite

Comme signalé a la page 190, pour cette question, nous attendons Ila
reconnaissance d'une méthode pour déterminer la croissance de la suite. Il y a un choix
possible. Soit on utilise encore le raisonnement par récurrence (en montrant que pour
tout n, u, < upyq), soit on choisit d’analyser les variations de la suite via les

. , . u s .
expressions algébriques de u,,; —u, ou de ;’—“ Dans la stratégie, u,,; —u,, on
n

attend la reconnaissance de lidentité remarquable (u,, — 1)? au numérateur. A partir

_ (un_l)z

> 0 et ensuite
2—-upn

de cette reconnaissance I’éleve conclut d’abord que u,;1 — u,

que la suite est croissante. Dans le deuxieme cas, pour parvenir a la bonne conclusion,
il faut que 1’éleve puisse reconnaitre un polynéme de deuxieme degré au numérateur
d’une part, l'utilisation du résultat de la question C.1 (ie. que (u,) est dans [0,1])
d’autre part. Comme dans les cas précédents, si le travail de 1’éleve manque de
cohérence on dira que son contrdle est faible ou qu’il n’y a pas eu de controle (surtout

quand il interprete sans avoir abouti a la reconnaissance de la méthode).

Nous rappelons la succession de l'activité du travail mathématique dans les

Figure 82 et Figure 83 ci-dessous.
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Artefact Traitements algébriques pour
symbolique I'utilisation d’artefact symbolique

\ \’\/ ' X \ c / P
[s:! ;jam ‘ -Dis]

T

A

[Ins-Dis]

Reconnaissance ‘ Traitement

Méthode étude de uppq —up =0 Calculs & effectuer
ou de —u;‘“ >1
Reconnaissance

Identité remarquable (u, — 1)?
u, non nul pour stratégie 2

i Controle sémiotique et instrumental )

Figure 82 : Succession de l'activité et du travail mathématique dans la question C.2
(stratégie 1 et 2).

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve Uy €[0,1] = f(u,) €[0,1]
[Sem-Dis]

[Sem-Ins] (Ins-Dis] »
. — e

\/

A

Reconnaissance » Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité, conclusion.
Calculs & effectuer

Reconnaissance

Identité remarquable
(u, — 1)?

{ Contrdle sémiotique et instrumental \'}

Figure 83 : Succession de l'activité et du travail mathématique dans la question C.2
(stratégie 3).
c) Question C.3 : Suite convergente

Pour cette tache, on attend uniquement la stratégie de la reconnaissance du

théoreme de convergence monotone. Dans cette question les éleves utilisent des



218

résultats des taches précédentes : a partir de la question C.1 ils interpretent que la
suite (u,) est majorée par 1, et dans la question C.2 que la suite (u,) est croissante ;
donc (u,) est convergente. On attend que 1’éleve ait aussi des activités de contrdle
pour relier le résultat de C.3 avec les conjectures de la partie B. Nous rappelons la
succession de 'activité du travail mathématique dans la Figure 82.

Utilisation artefact

Théoréme .
symbolique

v 3
\ , /
[S¢m-Dis]
[Sem-ins] [Ins-Dis]

c

[Sem-Dis]

[Sem-ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance » Traitement*

Théoréme de la limite monotone Utilisation questions précédentes

Controle sémiotique et instrumental

Figure 84 : Succession de l'activité et du travail mathématique dans la question C.3.
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8.2 Analyse a posteriori: 2°™° et 3*™° expérimentation

au lycée

Comme précisé, nous avons fait deux expérimentations dans deux classes de la
fin de secondaire scientifique (classe de TS), dans deux lycées différents de la région
parisienne. Les expérimentations ont été effectuées au début de I'année scolaire (fin
novembre et début décembre de année 2019). A ce moment de 'année, les éleves ont
déja travaillé les contenus de limite de suites et de limite de fonctions. Nous faisons la
différence des deux expérimentations en les appelant classe 1 et classe 2 décrites ci-

dessous :

Classe 1 : correspond a une expérimentation avec 30 éleves, codés G1, qui

travaillent de fagon individuelle dans deux demi-groupes (G1-1 et G1-2).

Classe 2 : il s’agit d'une expérimentation avec 32 éleves, codés G2, qui comporte
selon les cas un temps de travail individuel ou en binémes d’une durée de 12
minutes par partie. Ce temps de travail des éleves est suivi de l'intervention de
I’enseignant d’'une durée de 3 a 5 minutes. Ces interventions sont de deux ordres
: d’une part le professeur fait un bilan a la fin de chaque partie de la tache (partie
A, partie B, partie C) ; et d’autre part, il aide les qui éléeves seraient bloqués pour

que toute la classe puisse poursuivre la résolution de la tache.

Les deux classes™ ont utilisé leurs calculatrices scientifiques pour résoudre la
tache (modele TI83 et CASIO graph).

Méthodologie d’analyse

Nous repérons les paradigmes du travail mathématique développé par 1'éleve

comme suit :

Paradigme [A1] : Il s’agit du paradigme basé sur les conjectures faites dans la
partie B. Ici les éleves peuvent utiliser des termes de la suite (en représentation
graphique ou numérique) pour argumenter qu’elle est bien définie, décroissante

ou convergente.

Paradigme [A2] : Dans ce paradigme les éléves utilisent explicitement les

méthodes connues pour prouver le comportement de la suite récurrente (preuve

6 Pour voir les productions des éleves des deux classes, se diriger aux annexes 5.1, 5.2 et 5.3,
pages 435-559.
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par récurrence, utilisation de propriétés de la fonction qui définit la suite, étude

u , N ..
de Uy — U, ou de Z—“, théoréme de la limite monotone).

Travail intermédiaire entre les paradigmes [Al] et [A2] : Il existe des
productions difficiles a catégoriser en [Al] ou [A2]. Toutefois, dans ce type de
travail intermédiaire nous pouvons trouver des éléments du paradigme [A1] et/ou
du [A2]. Typiquement, les réponses de ces éleves sont guidées par les controles
non mathématiques présentes dans les énoncés. Nous identifions ce travail avec

le signe « 7 ».

Une fois le paradigme du travail identifié, il faut ensuite déterminer si le travail

mené par un individu est correct ou non. Ainsi, on distinguera trois états du travail :

1) Travail mathématique correct (codé C) quand les actions mathématiques
répondent a ce qui était attendu.

2) Travail mathématique incomplet ou pas totalement correct (codé I) quand
le discours mathématique comporte des assertions mathématiquement vraies mais
qui manque d’argumentation. Ce travail pourrait étre complété par d’autres
justifications correctes.

3) Travail mathématique non correct (codé N) quand les actions

mathématiques sont fausses ou ne répondent pas a ce qui était attendu.

Bien entendu, cela est a croiser avec les sous-activité de controle, de

reconnaissance, de traitement et les dimensions du travail mathématique. Nous

noterons les éleves qui comprennent le travail demandé comme suit : le paradigme [A1]

en B et [A2] en C. Cette notation comprend linterprétation correcte de l'objet

mathématique de 1’étude en écartant la production des éléves qui interpretent la suite

récurrente comme une suite explicite u,, = f(n). Nous focaliserons ensuite nos analyses

sur les éleves qui ont réalisé le travail attendu (paradigmes et objet de suite récurrente)

en identifiant les sous-activités en lien avec le travail mathématique.

Nous rappelons ici que ’on se concentre plutot sur les résultats des questions B.1,

B.2 et B.3 de la partie B, les questions C.1, C.2 et C.3 de la partie C. La partie A est,

quant a elle, exclue puisqu’elle est réservée a I’'étude de la fonction.
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8.2.1 Partie B

L’objectif de cette partie est que les éleéves puissent se familiariser avec la suite
proposée et de leur offrir, deés le début, des occasions de sous-activités de contréle
(sémiotique et instrumental), grace a un travail dans le paradigme [A1] et 'utilisation
de la calculatrice. Nous espérons qu’avec la bonne interprétation des signes produits
par la calculatrice et le développement de sous-activités de reconnaissance, les éleves
conjecturent la croissance, la convergence et la limite de la suite. Il s’agit ici de
'activation de la dimension sémiotiques et du plan [Sem-Ins| du travail mathématique

personnel des éleves.

a) Question B.1 : reconnaissance de la suite récurrente

Dans un premier temps, nous identifions les bonnes reconnaissances de la suite

récurrente telle qu'elle est définie (upyq = f(Uy) =ﬁ) et nous identifions

spécifiquement les éleves qui ont fait une mauvaise reconnaissance de la suite comme

Uner = f(0) = =

Pour la Classe 1, la réussite de cette reconnaissance est de 57% soit 17 éleves (sur
30). Parmi eux, 14 éleves ont bien utilisé l'instrument (sous-activité de controle
instrumental), ce qui les améne a produire un tableau correct (C). Les 3 autres ont des
tableaux incomplets (I) malgré la bonne reconnaissance de la suite. Ensuite, pour les
13 autres éleves (43%), il y a confusion entre f(u,) et f(n) pour 9 éléves (non
développement ni de sous-activité de reconnaissance, ni de sous-activité de contréle
sémiotique). Pour les 4 éléves restants, 3 ne répondent pas a la question et 1 remplit

seulement le premier tableau avec des zéros.

L’éleve G1-2.3 (Figure 85) permet d’illustrer la confusion entre f(u,) et f(n)
dans la classe 1. On remarque que les trois tables sont identiques (u, mis a part) ce
qui est caractéristique de cette confusion entre suite récurrente et f(n), dans la mesure
ou il n’y a aucune dépendance avec u,. Par ailleurs, cet éleve est trés explicite sur
I'implémentation de la calculatrice, ce qui permet de rejeter une erreur (toujours
possible) d’écriture de la calculatrice (manque de sous-activité de controle

instrumentale). Il ajoute également un décalage en remplagant n par n — 1, ce qui est

cohérent puisque la formule u,,; = f(n) peut se réécrire u,, = f(n —1)”. D’autres

T Ici éléve aurait pu avoir un contrdle de type discursif sur ce qu’il écrit, mais il aurait fallu un
entretien avec cet éleve pour le confirmer.
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éleves produisent ce décalage, mais de maniere moins explicite. Il est enfin a signaler

, L s . 1
que, malgré son explication, cet éleve calcule finalement les valeurs de S, Sans doute

en cherchant a développer un contréle sémiotique cette fois, pour rejeter des valeurs
négatives obtenues, mais celui-ci est inadéquat (voir le premier tableau pour a = 0 de
la Figure 85). Les éleves qui produisent trois fois le méme tableau ne semblent pas
développer une sous-activité de reconnaissance de la suite récurrente soutenue par les
sous-activités de contrdle sémiotique et instrumental leur permettant d’identifier cette

identité des tableaux.

Casay =0 Casa, =0,1 Cas a3 = 0,5

uy |0 u | 0,1 Uy Q,S

u | 9% u &S 0s> uw |93

u, PAAS w | 425 uw | €, 25

us |00 Uz (x> u | /T

u, |4 0,17 u | ©17 uy, | 0,16

us |=G6~ 0,14 Uus 0,14 us | 8,

u | 0 9,126 ug | 0,125 ug | 0125

- P ) - — Comment avez-vous Utilisé Ia

LOL .l)tuvt.‘ Mﬂl - ' Aﬁ(ﬂ)/}b&&j calculatrice ? DA oL

€W MM’)JZQ Dfre (/‘OAVQMM A &Wj@ renkrer Lo suke
/)Z/OMJ‘/O : A on O h‘(/{

2~ (n-1) _
Cokh oF on @ Nole
Qo Holiakioms -

Figure 85 : Réponse a la question B2 de I'éleve G1-2.3.

La Figure 86 et la Figure 87 montrent les successions de l'activité du travail
mathématique de 'éleve G1-2.3. Nous observons que bien que cet éleve active la
dimension instrumentale dans le travail mathématique produit, il ne développe pas une
sous-activité de reconnaissance ni de la suite, ni de ses propriétés. Cela ne 'empéche
pas de produire un travail dans le plan vertical [Sem-Ins|] de 'ETM personnel de ’éleve

pour répondre a la question.

Utilisation Description comportement
calculatrice de la suite
v L3 \ P
\ £ / \ c /
[S“enrbis] - -Dis]
[Sem-~Ins] | [Ins-Dis] [Ins-Dis]
| | ]
= R —
u \ .

Figure 86 : Reconstruction du travail mathématique de I’éleve G1-2.3 dans la partie B.
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Recxnce ﬁ

Suite récurrente
Un+1 = f(un)

Controle séMstrumental

Figure 87 : Successions de sous-activité de 1’éleve G1-2.3 dans la partie B.

Dans la Classe 2, le taux de reconnaissance de la suite récurrente est tres bon
avec 30 éleves sur 32 (94%). L’erreur de la confusion entre f(u,) et f(n) est faite par
un seul éleve. La majorité des éleves (25 sur 32, 78%) semble avoir développé une sous-
activité de contrdle instrumentale par une bonne utilisation de Iinstrument
calculatrice. Ainsi, ils donnent les bonnes valeurs des termes de la suite dans les

tableaux, ce qui amene ces éléves a avoir un travail correct.

Les différences entre la classe 1 et la classe 2 sont vraisemblablement dues au fait
que, dans le cas de l'expérimentation avec l'intervention de l’enseignant (classe 2),
deux minutes apres que les éleves aient commencé a résoudre l'exercice, ’enseignant
aide toute la classe en disant : « La suite Upy; = f(Uy) ¢a veut dire que Uy4q est égale
a1l sur 2 moins u,, avec un terme initial quelque chose.. ». De cette facon, la sous-
activité de reconnaissance et le travail que produisent les éleves sont donc impactés

par cette aide majeure du professeur a ce moment-la.

Sous-activité de contréle instrumental dans la question B.1

Dans les figures suivantes (Figure 88 et Figure 89), nous présentons ’exemple
d’un type de développement de sous-activité de controle instrumental. L’éleve G1-1.8
de la classe 1 (travail individuel), en utilisant la calculatrice dans la partie B.1 pour
calculer les valeurs de la suite, est confronté a un affichage systématique d’erreur sans
doute du aux n qui sont affichés comme décimaux (Figure 88, il y a des « ERREUR »
partout sur ’écran de la calculatrice !). Nous pouvons faire ’hypotheése qu’il a un
controle instrumental, et que cela ne lui semble pas cohérent, raison pour laquelle il
reprend ses calculs. Dans sa production finale nous trouvons finalement les valeurs
correctes de la suite (Figure 89). D’ailleurs, il est a remarquer que cet éleve est celui

qui a le mieux réussi la tdche dans un travail en autonomie (classe 1).
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‘ Production éleve avant controle :

Casa; =0
Ug 0
Uq 1
u, | ERREUR
u; | ERREUR
u, | ERREUR
us | FRREUR
ug | FRREUR

Figure 88 : Eleve G1-1.8 avant de faire le contrdle.

Casaq =0
Uy |0
Uy p,5
Uy 0, 6667‘
u; |0,+560
Uy O; &
us [ O, 33373
ug | 0,857

Casa, =0,1

uy |01

w 06,5267

u, | 0,6%4& b6

u; |0, 15£8

u, | 6,806uu

Us O, 8%64

Ug 61.& o) gl’?

Figure 89 : Eleve G1-1.8 apres le controle

La Figure 90 et la Figure 91 illustrent la reconstruction des successions des sous
activités et du travail mathématique de I'éleve G1-1-8. En ce qui concerne son travail
mathématique, il active d’abord la dimension instrumentale par l'utilisation de la
calculatrice, puis de la dimension discursive. Grace a cette seconde activation il
s’apercoit que les valeurs données par la calculatrice ne sont pas cohérentes. Il revient
alors pour réaliser les bonnes manipulations dans la calculatrice pour qu’elle produise
les bonnes valeurs de la suite (travail dans le plan [Ins-Dis|). En outre, on voit que cet
éleve reconnait la bonne suite récurrente et le bon usage final montre des premiers

indices de la mise en fonctionnement des sous-activités de controle sémiotique et

instrumentale.
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Connaissances du référentiel

Calculatrice théorique et calculatrice

\ / "\C/'

c

[sfm-bis] ﬁ [Sem-Dis]
{Sem-Ins] [Ins-Dis] [Sem-Ins] [Ins-Dis]

Figure 90 : Reconstruction de succession du travail mathématique de I'éleve G1-1.8 dans la
partie B.1.

Reconnaissance ﬁ

Suite récurrente
Unsr = f(Un)

Controéle sémiotique et instrumental

Figure 91 : Sous-activités de I'éleve G1-1.8 dans la partie B.1.

On peut donc se demander si certains éleves n’ont pas reconnu la bonne suite
récurrente U4, = f(u,) grace a l'utilisation de la calculatrice pour déterminer les
premiers termes de la suite. Ces éleves ont ainsi pu développer un controle instrumental
et sémiotique a la fois. En effet, les éleves savent que la calculatrice doit fournir des
valeurs a cette suite et que les premiers termes des trois tableaux devaient
nécessairement étre différents. Cela valide déja, en partie, 'importance de passer par

une telle étape pour que les éleves réussissent mieux la tache proposée.

Ce travail dans le paradigme [A1l] nous montre que pour beaucoup d’éleves
(notamment ceux en autonomie totale de la classe 1), la sous-activité de reconnaissance
du bon type de suite n’est déja pas facile. Quel serait le sens du travail correct dans le

paradigme [A2] pour ces éleves ?

Dorénavant, dans notre analyse, nous allons nous focaliser sur les éleves qui ont
eu les bonnes reconnaissances de la suite récurrente, c’est a dire 17 éleves pour la classe
1 et 30 éleves pour la classe 2 (méme si leur travail n’était pas toujours correct). Nous
reviendrons a la fin sur la situation des éleves qui n’ont pas reconnu la bonne suite

pour constater le travail effectué dans le paradigme [A2] en partie C.
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B.2 et B.3 : reconnaissances de la croissance, convergence, limite

Le Tableau 14 présente l'effectif des éleves de chaque classe que nous avons
considéré pour l'analyse et les réponses respectives aux questions B.2 et B.3 : le nombre
d’éleves n’ayant pas répondu a la question ; le nombre de réponses des éléves qui font
les reconnaissances attendues en ce qui concerne les conjectures de la croissance, de la
convergence et de la valeur de la limite pour les trois valeurs demandées de @ (question

B.2), et les mémes conjectures pour tout a dans [0,1] (question B.3).

Tableau 14 : Nombre d’éleves avec les bonnes reconnaissances de la croissance, de la

convergence et de la valeur de la limite (questions B.2 et B.3).

Effectif Sans réponse Croissance Convergence Limite
déleves B.2 B3 B2 | B3 B.2 B.3 B.2 B.3
Cl 1:
asse 5 - 3 0 - - . -
17
Classe 2 :
30 6 19 24 12 24 11 24 10

Les sous-activités de reconnaissance de la croissance, de la convergence et de la
valeur de la limite sont bien mieux développées avec les trois valeurs fixes de a que
dans la généralisation. On constate que la croissance est toujours mieux reconnue. Cela
s’explique par le fait que dans la question B.3 on demande une conjecture (ou
généralisation) d’une autre conjecture qui a été faite dans la question B.2. Ainsi la
baisse de la réussite n’est pas étonnante. On choisit donc, pour des questions de
lisibilité des résultats, de se concentrer sur les éleves qui ont développé des sous-
activités de reconnaissance — méme partielles - pour la question B.2 : 15 dans la classe
1 et 24 dans la classe 2. Comme pour les éleves qui n’ont pas reconnu la bonne suite
en B.1, on reviendra sur les productions dans la partie C des éleves mis a 1'écart (2
dans la classe 1 et 6 dans la classe 2).

Si on se concentre sur la question B.2 et les éleves qui ont répondu quelque chose

(15 dans la classe 1 et 24 dans la classe 2), on obtient plus spécifiquement le tableau

suivant :
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Tableau 15 : Activité de reconnaissance et travail mathématique des éleves qui répondent a la
question B.2.

Effectif Tableaux Reconnaissance en B.2 Paradigme Correction
d’éleves B.1
Cr Co Lim C I N
Classe 1 : 15 12 C 11 10 7 Al 7 3 2
31 2 2 2 1
Classe 2 : 24 24 C 24 24 24 Al 24

Dans la classe 1, sur les 15 éleves qui ont eu des reconnaissances partielles, seuls
12 d’entre eux avaient des tableaux corrects a l'issue de la réponse a B.1. On a parmi
ceux-la 11 éléeves qui ont reconnu la croissance. Parmi ces 11 éleves, on a 7 éléves qui
ont le travail correct (codé C) en B.2 avec toutes les bonnes reconnaissances. Sur les 4
autres éleves qui reconnaissent la croissance, 1 éleve dit que la convergence est vers 0
sans développer aucun contrdle (codé N — travail non correct) ; 1 éléeve reconnait
seulement la croissance, 1 éleve dit que la convergence est vers 0.9, et 1 éleve dit que
la convergence est vers 0 et la limite 1 (codés I -travail incomplet- tous les 3). Donc la
reconnaissance de la croissance a partir des tableaux de valeur corrects n’est pas une

sous-activité si aisée pour tous les éleves.

Pour les 3 éleves sur les 15 qui partent avec des tableaux de valeurs incomplets
dans la question B.1, 2 reconnaissent tout de méme la croissance de la suite mais
reconnaissent soit une convergence vers 0,9 soit une convergence et une divergence a

la fois (codés I -travail incomplet- tous les 2).

On voit donc a nouveau la relative difficulté pour les éleves a passer de tableaux
de valeurs, méme s’ils sont corrects, a une reconnaissance de la croissance de la suite.
On constate surtout que la convergence est beaucoup plus difficile a reconnaitre par
les éleves, notamment la valeur de la limite, d’autant plus qu’avec 6 valeurs dans les
tableaux cela nécessite de leur part de passer dans une perspective locale, en cherchant

éventuellement a avoir des valeurs supplémentaires de la suite avec leur instrument.

Dans la classe 2 on a, comme pour la question B.1, un effet professeur qui fait
que les 24 éleves qui se sont engagés dans les questions B.2 et B.3, ont tous reconnu la
croissance, la convergence et la valeur de la limite a partir de leurs tableaux de valeurs.
I1 semble que les difficultés que l'on identifie chez les éléves en autonomie
(reconnaissance de la convergence a partir des tableaux de valeurs, liés a un passage

d’une perspective ponctuelle a une perspective locale (Montoya Delgadillo et al., 2018)
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soient gommeées en classe 2 par des aides données par le professeur durant la séance.
D’ailleurs, 3 éleves (G2-20, G2-18 et G2-4) parmi les 24 qui n’avaient pas des tableaux
a valeurs correctes, arrivent tout de méme a produire des discours corrects en réponse
a la question B.2. On reviendra ci-apres sur l'importance des interventions du

professeur dans la classe 2.

Concernant le paradigme travaillé par les éleves, tous les éleves qui ont répondu
aux différentes questions de la partic B ont travaillé dans le paradigme [Al] comme
cela était prévu dans l'analyse a priori. Les conjectures correctes répondent a un

développement de sous-activités de controle sémiotique et instrumental.

b) Questions B.2 et B.3: représentation décimale versus

représentation fractionnaire

La représentation fractionnaire des termes de la suite donnée par la calculatrice
joue un role a I’heure de reconnaitre la variation, la convergence et la limite de la suite

(surtout pour toutes les valeurs d’alpha en [0,1], question B.3).

Dans le cas de la classe 1, sur leffectif de 17 éleves, un seul utilise cette
représentation fractionnaire : il développe un travail correct dans B.2 et un travail
incomplet en B.3. Dans le cas de la classe 2, 17 éleves sur 30 utilisent des fractions.
Ainsi, on constate que sur 6 éleves qui ne répondent pas a la question B.2, 4 utilisent
des fractions en B.1 ; et sur 18 éleves qui ne répondent pas a la question B.3, 9
travaillent avec une représentation fractionnaire. Compte tenu des difficultés que
pourrait provoquer le travail avec des fractions chez les éleves, elles pourraient
expliquer les non-réponses qui utilisent ce type de représentation et des éleves peuvent
rester bloqués dans la production de leur travail mathématique ou développement de
sous-activités. Tel serait, le cas d'un bindme d’éleves qui a dépassé le probléme

provenant vraisemblablement de la représentation en fraction.

Les éleves G2-28 et G2-27 travaillent ensemble et ont utilisé des fractions dans
leurs tableaux en B.1. La Figure 92 montre la production de I'éleve G2-28. En B.2 il a
d’abord mis que la suite était décroissante, effectuant une mauvaise reconnaissance des
le départ. Puis, on voit sur les copies originales qu’il a effacé son erreur avant d’écrire

correctement que la suite était croissante.
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valeurs de @ de la question B.1.

Casa; =0 Cas a, = 0,5 Casaz = 0,9
Ug 0 Ug 0,5 Ug 015
u | T uy 4 uy | AO/AA
Uy Uy % Uy Al “ 2
uz | % Uy Ag u; | AYAD
Uy §- Uy St uy | A3IAY
us | & Us /% us | AYAS
Ug .& Ug U8R Ug 43’/’(6

B.2) Conjecturer les variations, la convergence, et I'éventuclle limite de la suite en observant les tableaux pour les trois
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Figure 92 : Production éleve G2-28 réponses en B.1 et B.2 : « la suite semble croissante et

semble posséder une limite = da 1 » ; « création d’un tableau pour éviter de calculer le stade

d’apres ».

La Figure 93 illustre le travail mathématique développé par ce bindme d’éleves

jusqu’a cette question. Nous pouvons voir qu’un travail, dans la dimension

instrumentale avec la calculatrice, produit des signes qui ne permettent pas d’effectuer

facilement une visualisation du comportement de la suite. C’est la raison pour laquelle

les éleves reviennent a la calculatrice pour qu’elle puisse afficher des signes dans un

registre de représentation qui parvienne a les aider a bien conclure.

[Sem-~ins] [Ins-Dis]

-

\c
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A
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P
-Dis]
[Ins-Dis]

........ —

Figure 93 : Reconstruction des successions du travail mathématique du bindéme d’éleves G2-
27 et G2-28 dans la partie B (avant 1'aide de I'enseignant).

La Figure 94 montre la production de I'éleve G2-27 qui a écrit également qu’il

regarde la courbe de la suite pour voir sa convergence et la valeur de sa limite. On

pourrait penser que pour ce binéme, les fractions utilisées en B.1 n’ont pas permis de

faire des conjectures correctes. Ils ont eu besoin d’autres représentations pour

développer une sous-activité de contrdle sémiotique dans la production de leur travail.

La représentation graphique de la suite peut en effet permettre de conjecturer plus
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facilement la convergence et la valeur de la limite que la représentation ponctuelle en

tableau de valeurs surtout, comme dans ce cas, sous formes fractionnaires.

Pourrait-on utiliser la calculatrice ?
Si oui, comment ? On regarde la
i lﬂ courbe de la
on Aesasde suite et vers ot
{ \
(cw\,v? do )\gl Ve elle converge et
. O\ quelle serait sa
US U QM
t limite
Conaae a‘) '1'“" )Y
\ ) .
ey Sa \ mire

Figure 94 : Production partie B.3 de I'éleve G2-27.

Il est a noter une aide du professeur (que d’ailleurs d’autres éleves ont pu
entendre) a propos d'un contréle instrumental avec la calculatrice, vraisemblablement
pour faire avancer les éleves vers un travail mathématique correct, comme on peut le

voir en Figure 95 au cours de la partie B™.

Enseignant (20.15) : Ca wva de
moins 3000 a plus 3000 et de
moins 600 a 600. On ne voit pas

grand-chose ...

(L’enseignant  programme la
calculatrice de [’éléve, puis se
dirige d toute la classe en disant)

| Si vous faites une recherche
graphique, pensez a régler la

fenétre...

Figure 95 : Minute 20.15 de la Class 2, aide de I'enseignant au controle instrumental des
éleves G2-27 et G2-28.

La Figure 976 et la Figure 97 illustrent la reconstruction des successions des sous-
activités et du travail mathématique du bindéme d’éleves G2-27 et G2-28 lors de

I'intervention faite par ’enseignant. En effet, cette aide au niveau de la sous-activité

™ Pour la transcription de la classe 2, voir annexe 5.3, page 560.
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de controle instrumental régule 'activité mathématique que produit ce binéme. Cette
aide conduit ces éleves a s’investir dans les bonnes sous-activités de reconnaissance de
la suite récurrente, et des propriétés de cette suite, et a rectifier le travail qu’ils avaient

produit au début.

Aide enseignant sur le contrdle

instrumental
Utilisation Visualisation
calculatrice comportement de la suite

v P

\/

c

c/'

-Dis]

[Spm-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis] [Ins-Dis]

Figure 96 : Reconstruction des successions du travail mathématique du binéme d’éleves G2-
27 et G2-28 avec 'aide de ’enseignant dans la partie B.

Reconnaissance » Reconnaissance
Suite récurrente Variation et convergence de la
Uns1 = f(Un) suite récurrente

Contrdle sémiotique et instrumental

Figure 97 : Reconstruction des sous-activités du bindme d’éleves G2-27 et G2-28 avec l'aide
de I'enseignant dans la partie B.

Cette aide a servi a ce bindme d’éleves, mais a pu aussi étre utile a d’autres
binémes. Ceci peut expliquer que les reconnaissances ont été a nouveau bien meilleures
dans la classe 2 avec lintervention de l’enseignant. Comme nous l’avons signalé,
certains éleves arrivent a produire les réponses attendues a la question B.2 sans pour

autant avoir les tableaux de valeurs correctes dans la question B.1.

8.2.2 Partie C

L’objectif de cette partie était que les éleves puissent prouver les conjectures

faites dans la partie B. Ici un travail mathématique dans le paradigme [A2] est attendu,
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avec la mobilisation de théoreémes et des méthodes de preuve d’une part, avec le soutien
des sous-activités de controle sémiotique et instrumental s’appuyant sur le travail dans
le paradigme [A1] de la partie B d’autre part. Autrement-dit, il s’agissait de développer
des sous-activités de reconnaissance, de traitement et de controle discursif dans le
paradigme [A2], avec un soutien des sous-activités de controle effectués dans le

paradigme [A1] (partie B).

Dans un premier temps, on considere seulement les 15 éleves de la classe 1 et les
24 éleves de la classe 2 qui ont reconnu la bonne suite récurrente dans la question B.1
et qui ont produit des résultats dans la question B.2. Pour ceux-la, on attend des
controles entre ce qu’ils produisent comme discours dans la partie C et ce qu’ils ont
développé — méme partiellement correct — dans la partie B. On reviendra sur les autres

éleves en fin de section.

a) Question C.1 : prouver que la suite est bornée

Nous présentons le Tableau 16 qui synthétise les sous-activités mathématiques et
le travail mathématique développés dans la question C.1 a partir des catégories issues
des questions B.1 et B.2. Nous détaillons le paradigme de travail mathématique, la
sous-activité de reconnaissance de la preuve par récurrences, ainsi que la correction du
travail mathématique des éleves. Les catégories issues des questions B.1 et B.2 sont
reprises du Tableau 15. Pour la classe 1, il s’agit des 7 éleves qui ont eu un travail
correct (codé C en B.2), 3 éleves qui ont eu un travail incomplet (codé I en B.2), et le
regroupement des 3 éléves qui n’avaient pas obtenu des tableaux corrects en B.1 (codés
[ en B.1) et les 2 éleves qui ont eu un travail non correct en B.2 (codés N en B.2).

Pour la Classe 2, les 24 éleves sont dans la méme catégorie (C) apres B.1 et B.2.
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Tableau 16 : Résumé des réponses a la question C.1.

Effectif Catégories issues | NR Paradigme Récurrence Correction
d’éleves de B.1 et B.2 (ou tentative)
Al | A2 |7 C I N
7 éleves travail C en 1 4 2 2 [A2] 1[A2) | 4 1
Classe 1 B.let B.2
15 3 éleves travail I en 1 2 2 [A2] 2

B2 : reconnaissance
croissance mais

convergence farfelue

5 éleves : travail NC 3 1 1 2
en B2 oul en Bl

Classe 2 | Travail C en Bl et 1 23 21 7 14 2
24 B2

Dans la classe 1, parmi les 15 éleves qui ont eu un travail dans la question B.2
(avec des reconnaissances partielles sur croissance et convergence), 5 n’ont pas pu
donner de réponse a la question C.1 dont 1 fait partie des éleves qui ont eu un travail
correct en B.2 (G1-1.9). Le travail correct dans le paradigme [Al] (partie B) semble
donc étre un bon précurseur pour amorcer le travail attendu dans le paradigme [A2]
(partie C). On peut donc faire I'hypothese que les éleves peuvent d’autant mieux
aborder la question C.1 qu’ils ont des occasions pour développer des sous-activités de
contréle a partir de leur travail dans la partie B. Il faut cependant noter que parmi les
7 éleves qui ont eu un travail correct en B.2 (et qui ont travaillé dans C.1), 4 d’entre
eux restent spontanément dans le paradigme [A1]. Le travail dans le paradigme [A1]
pourrait peut-étre aussi constituer un frein au changement de paradigme pour une

partie des éleves.

Au total, 5 éleves de la classe 1 travaillent dans le paradigme [A1] (4 qui avaient
un travail correct dans les questions B.1 et B.2 et 1 (G1-1.12) qui n’avait pas tous ses
tableaux de valeurs corrects en B.1). 4 éleves font un travail incomplet (I) : on identifie
assez clairement chez ces éléves un travail pas seulement discursif, voire des controles
explicites en lien avec la partie B. Par exemple 1’éleve G1-1.15 argumente que la suite
converge vers 1 mais sans 'atteindre, donc que la suite est dans [0,1]. Puis, il dit qu’il
peut utiliser la fonction table de la calculatrice. Il en est de méme de 1'éleve G1-2.8,
sans qu’il évoque cependant 1'utilisation de la calculatrice. L’éleve G1-1.16 explicite la
possibilité d’utiliser la calculatrice. L’éleve G1-1.12 (qui n’avait pas ses tableaux de

valeurs corrects en B.1) extrapole ses observations a partir des trois tableaux de
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valeurs. Il écrit aussi que l'on pourrait utiliser la calculatrice. La dimension
instrumentale et sémiotique entre en jeu dans le travail des éleves, néanmoins, ce
travail ne permet pas le développement des sous-activités de controéle telle qu’attendue.
D’ailleurs, le cinquiéme éléeve qui travaille dans [A1l] (G1-1.14) retourne a considérer
u, = f(n) sans mettre en relation son travail de la partie C avec celui correct de sa

partie B. Son travail est ainsi non correct (N).

Un autre éleve G1-1.4 (Figure 98), qui lui aussi n’avait pas ses tableaux corrects
en B.1, produit un travail entre les paradigmes [A1] et [A2]. Il se base sur l'allure de
la courbe de la fonction f. A nouveau, sa réponse n’est pas conforme au travail attendu.
Mais il y a ici une sous-activité de contrdle sémiotique a partir de la courbe de f et il
produit un travail incomplet (I) — ce qu’il dit n’est pas non correct et peut étre complété

(notamment par la mise en fonctionnement d’une preuve par récurrence).

‘J(“\ - £0)=1/2
:r(/(\)- ,{ f(l):l

\Y

) KA A loy | i | N’ayant pas de variation
i t:-J’»‘»J/ ) 0% Apach Dy onovmols dend A e anormale dans 'encadrement

Q‘ L@ ‘.\ [0,1] et ayant une courbe
N o) o e \ , .
v & oW ma unlle wnMpoads CAsw croissante alors pour tout
entier n, u, appartient a

n efperken o (o) 0,1].

Figure 98 : Production de la question C.1 de I'éleve G1-1.4.

La Figure 99 et la Figure 100 montrent la reconstruction des successions de
Pactivité et le travail mathématique de 'éleve G1-1.4. Au lieu de mobiliser une preuve
par récurrence et activer la dimension discursive de son ETM personnel, c’est la
dimension sémiotique qui est activée pour guider le travail de cet éleve. Il développe
une sous-activité de contrdole sémiotique, mais comme la reconnaissance de la
récurrence n’est pas atteinte, il ne développe pas la sous-activité de traitement
attendue. Le travail d’argumentation que produit ’éleve répond a 'activation du plan
vertical [Sem-Dis], mais celui-ci ne permet pas de répondre a la tache avec un travail

mathématique correct.
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Graphique de f

v
\ . /
[Sem-Dis] ﬁ
[Sem-Ins] [Ins-Dis] [Sem-Ins] [Ins-Dis]

Figure 99 : Reconstruction du travail mathématique de I’éleve G1-1.4 dans la question C.1.

Rec%nce

Controle sémiotique

Figure 100 : Successions de sous-activités de 1’éleve G1-1.4 dans la question C.1.

La classe 1 compte ensuite 4 éleves dans le paradigme [A2] attendu. Ils sont 2
parmi les 7 éléves qui avaient un travail correct dans les parties B.1 et B.2, et 2 qui
avaient bien reconnu la croissance de la suite mais qui avaient proposé des convergences
déraisonnables (notamment 1 qui l'identifie comme étant vers 0,9). Ces 4 éléves ont
tous fait ou amorcé une récurrence pour prouver que la suite est dans [0,1]. Un seul a
développé un travail correct (C). Deux autres ont produit un travail incomplet (I) car
la récurrence n’est pas complétée. Le troisieme (G1-2.10) a basculé sur le modele
u, = f(n) pour sa récurrence, mais comme il a bien reconnu la nécessité d’une

récurrence on le code aussi incomplet (I).

Remarquons finalement qu’un seul éleve de la classe 1 produit un travail
totalement non correct (N). C’est I'éleve G1-1.14 qui part sur le modele u,, = f(n) en
restant dans le paradigme [Al]. C’est typiquement un éléve qui n’aurait rien fait si la
partie C avait été donnée d’emblée (comme des exercices proposés en TS et ceux de
L1) alors qu’il a travaillé tout a fait correctement dans la partie B. Tout se passe
comme si cet éleve était déstabilisé par le paradigme [A2], alors qu'il travaille sans

probleme dans le paradigme [A1].
En ce qui concerne les autres éleves, ils travaillent dans les paradigmes [A1] ou

[A2] (avec la récurrence), sur des dimensions a la fois discursive, sémiotique (sur les

tableaux de valeurs ou des graphes), voire instrumentale (quand ils reprennent ou
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méme évoquent leur calculatrice). Ils arrivent au mieux a produire un travail incomplet

(I). Nous y reviendrons en conclusion.

Pour la classe 2, parmi les 24 éleves que nous considérons, 23 ont répondu a la
question et tous travaillent dans le paradigme [A2] en produisant un travail conforme
au paradigme attendu. La dimension privilégiée est discursive et il n’y a pas de traces
dans les productions des éleves de controles sémiotiques ou instrumentaux du travail
produit dans la partie B. Parmi ces éleves, 21 reconnaissent la démonstration par
récurrence, mais la plupart la meéne de fagon incomplete (14 éleves). Pour les 2 éleves
qui ne reconnaissent pas la récurrence, ils essaient tout de méme de raisonner dans
[A2] avec des inégalités et sans développer une sous-activité de contrdle en lien avec la
partie B. Par exemple 1’éleve G2-10 (Figure 101) produit un travail non correct (N) en
échangeant sans controle discursif le terme u,, par la variable de la fonction. Il cherche
certainement & produire un travail guidé par la dimension sémiotique (traitements
algébriques), avec des inégalités pour montrer que la suite sera toujours dans [0,1]. On
retrouve aussi chez des éleves des notations explicites du type f(x) = f(u,) (comme
dans les productions que nous avons analysées dans le chapitre 7 dédié a 1’étude de ces
difficultés).

o¢ VA €A -4 Lxdo
= As‘l"kél

L.:)o\(- 1

JE S
28—t o, w‘,r‘.,»;e,n[o;,‘].

- = 1 u,, appartient a [0,1].

Figure 101 : Production de ’éleve G2-10 dans question C.1.

La Figure 102 et la Figure 103 montrent la reconstruction des successions de
Pactivité et du travail mathématique de I'éleve G2-10. A nouveau, c’est la dimension
sémiotique qui guide le travail de 1’éleve mais, cette fois, avec le travail de conversion
et des traitements sémiotiques dans un seul registre. Cela ne permet pas a ’éleve de
développer les sous-activités de reconnaissance et de traitement attendues, ni aucune
des sous-activités de contrdle. Néanmoins, le travail mathématique produit par 1’éleve

répond a une activation du plan vertical [Sem-Dis].
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Traitement
algébrique

v
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{Sem-Dis] »
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Figure 102 : Reconstruction du travail mathématique de 1’éleve G2-10 dans la question C.1.

Recxnce

Figure 103 : Successions de sous-activités mathématiques non atteintes de ’éleve G2-10 dans
la question C.1.

La Figure 104 et la Figure 105 ci-dessous, montrent l'investissement des éleves
de la classe 1 et de la classe 2 dans la partie B et dans la question C.1 ou on constate
dans les deux classes une baisse du nombre d’éleves qui travaillent. Cela est nettement
plus marqué dans la classe sans intervention de l'enseignant (classe 1). Ces figures

illustrent aussi les changements de paradigmes effectués (ou pas) dans les deux classes.

1

15 éleves

10 éleves

Al:5
Al : Tous A2 - 4

?7:1

Figure 104 : Schéma d’investissement des éleves classe 1, partie B et question C.1.

24 éleves

23 éleves

Al : Tous A2 : Tous

Figure 105 : Schéma d’investissement des éleves classe 2, partie B et question C.1.
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b) Question C.2 : prouver que la suite est croissante

Sur les 10 éleves de la classe 1 qui ont répondu a C.1, tous ont ensuite répondu
a la question C.2, tandis que sur les 23 éleves de la classe 2 qui ont répondu a la
question C.1, seuls 18 ont répondu a C.2. On retrouve 'idée qu'un travail dans [A1]
(qui est largement plus présent pour les éleves de la classe 1 jusqu’a la question C.1)
favorise 'engagement des éleves jusqu’a la question C.2. Ce ne peut pas étre le cas
dans la classe 2 ou tous les éleves ont basculé au paradigme [A2] des la partie C, apres

le bilan du professeur a la fin de la partie B.

Dans le Tableau 17 nous présentons a nouveau la synthese des productions
mathématiques des éleves, le paradigme utilisé et les reconnaissances des méthodes de
preuve les plus utilisées™ (la reconnaissance de u,,q — Uy, de la méthode de preuve
par récurrence, et du théoreme en acte « comme la fonction est croissante, la suite est
croissante aussi ») ainsi que la correction du travail. Ici nous considérons uniquement
les 10 éleves de la classe 1 et les 18 éleves de la classe 2 que nous prenons en compte

pour 'analyse des réponses a la question C.2.

Tableau 17 : Résumé des réponses de la question C.2 pour les deux classes.

Catégories a Paradigme Unt1 Récurrence | f 7 > u, 7 Correction
I’issue de C1 —Un
Al A2 ? C I N

Classe 1: 4 1 3 2 1 1 2 1
dans [A2]
Classe 1: 5 4 1 1 1 2 3
dans [A1]
Classe 1: 1 1 1 1
dans ?
Classe 2: 18 2 1 1 1
qui répondent a
C.1 dans [A2] 1 1 1
et dimension 15 3 10 3 9 6
Dis

Pour la classe 1, on observe que 4 éléves travaillent dans le paradigme [A2] : 3

qui étaient déja dans [A2] dans la question C.1 et 1 qui est revenu dans le paradigme

™ Aucun éleve ne propose le calcul du quotient u, . /u,,.
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[A2] (G1-1.14). Parmi les 3 premiers éleves, 1 produit le travail correct conforme a ce
qui était attendu (en utilisant la méthode u,,q — uy), et 1 produit un travail incomplet
(avec la méme méthode U, —uy). C'est la dimension instrumentale du travail qui
est privilégiée. Le troisieme éleve dans le paradigme [A2] (Figure 106 ci-dessous)
produit un travail non correct (N) issu de la dimension sémiotique ou instrumentale
sans développer un contréle discursif. En effet, la confusion u, = f(n) arrive a ce
moment-la, alors que sa récurrence incomplete a la question précédente portait sur la

bonne expression de la suite.

Z —O 8 2 *"ﬂ

?Uﬁ 4 — @ + x

0 | e i
Jo— /

Figure 106 : Production de I’éleve G1-2.6 en réponse a la question C.2.

La Figure 107 et la Figure 108 montrent les reconstructions des successions de
Iactivité et le travail mathématique de 1’éleve G1-2.6. Cet éleve ne reconnait pas une
méthode valable pour prouver la croissance de la suite (donc il ne s’investit pas dans
la sous-activité de traitement attendue), néanmoins il active la dimension
instrumentale de son ETM personnel, sans aucune sous-activité de controle, en
mobilisant le tableau de variation de la suite et en transposant les propriétés de la
fonction a la suite. Cela lui permet de conclure (avec un signe de fleche) que la suite

est croissante, produisant un travail dans le plan vertical [Sem-Ins] de son ETM.

Artefact symbolique Utilisation d’artefact symbolique pour
tableau variation en déduire comportement de la suite
P

v / < -
\ " /
[skm-Dis] »
[Sem~Ins] [Ins-Dis]

-Dis]

[Ins-Dis]

........ )

—_— T
/\J

‘\c
\‘A

Figure 107 : Reconstruction des successions du travail mathématique de 1’éleve G1-2.6 dans
la question C.2.
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Re(xnce

Controle sémiotique et instrumental

Figure 108 : Successions des sous activités non atteintes de 1’éleve G1-2.6 dans la question
C.2.

L’éleve G1-1.14 (Figure 109) qui est passé du paradigme [Al] au paradigme [A2],
est celui qui avait basculé sur le modele u, = f(n) dans la question C.1. Il calcule bien
la différence u,4; —u, mais il continue avec u, = f(n) toujours sans mettre en
fonctionnement une sous-activité de controle en lien avec la partie B. Son travail est

non correct (N).

\)‘\-‘\’ AL T \)'\: 64——— i ﬁ_
T 2{mg) tn
a4 ..
ol i 2-n
" S .
Eele, | | (BT
b.\-\ n -Uan = é—‘\f% = _??::1

Figure 109 : Production de I'éleve G1-1.14 en réponse a la question C.2.

La Figure 110 et la Figure 111 illustrent la reconstruction de successions des sous-
activités et du travail mathématique de 1'éleve G1-1.14. Cet éleve reconnait une
méthode valable pour montrer la croissance de la suite, ce qui active cette méthode en
tant qu’artefact symbolique, mais le fait de ne pas développer de sous-activité de
controle 'empéche de travailler avec la suite récurrente et de développer la sous-
activité de traitement attendue. Toutefois, il active bien le plan vertical [Sem-Ins| de
son ETM personnel, ce qui lui permet de conclure la tache avec une fleche qui indique

que la suite est croissante.
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Utilisation d’artefact symbolique mais
Artefact symbolique avec la mauvaise suite

v P v L)
\ s / \ » /
[Sem-Dis] -Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis] ‘ [Ins-Dis]
1 | —®
\ 2 /

Figure 110 : Reconstruction du travail mathématique de 1’éleve G1-1.14 dans la question C.2.

Reconnaissance » Txnt

Méthode étude de up4q —u, =0

Contrdle sémio et instrumental

Figure 111 : Successions de sous-activités de 1’éleve G1-1.14 dans la question C.2.

On a aussi 5 éleves dans le paradigme [Al] : 4 qui étaient déja dans [Al] pour la
partie C.1, et 1 qui est passé de [A2] vers [Al]. Parmi les 4 premiers, 2 produisent un
travail incomplet (I) en argumentant avec le tableau de valeurs ou le graphique donné
par la calculatrice (dimensions sémiotique et instrumentale du travail mathématique
personnel des éleves). Les 2 autres éleves produisent un travail non correct (N). L’éleve
qui est passé de [A2] vers [Al] (G1-2.10) est celui qui avait tenté la récurrence en
réponse a la question C.1 mais avec le modele de la suite explicite u,, = f(n). A cette
question C.2, il revient dans le paradigme [Al] en écrivant que « la suite semble
croissante car Uy < Uy < Uy ... Up4q ». Sans doute s’appuie-t-il aussi sur ses tables de

valeurs de la partie B. Son travail est cette fois incomplet (I).

Pour le dernier éleve, on ne peut rien dire concernant le paradigme du travail : il
argumente lui aussi que la suite est croissante en s’appuyant sur la courbe croissante
de la fonction. Il s’agit du méme éleve (G1-1.4) qui travaillait entre deux paradigmes
a la question C.1. Comme nous l'avons signalé dans le chapitre 7 lors de I’étude des
difficultés que rencontrent les éleves, ce théoreme-en-acte™ « f croissante donc (uy)

croissante » peut cacher soit une confusion entre suite et fonction, soit un modele du

% Vergnaud (1991) définie les théorémes-en-acte comme des invariants opératoires de type
« propositions » : ils sont susceptibles d’étre vrais ou fauz (Ibid, p.142).



242

type u, = f(n) ou encore un transfert de propriétés de f sur la suite dans le cas du
bon modele u,,.; = f(u,). Dans cette expérimentation, il apparait dans le cas ou les
éleves travaillent tant dans le paradigme [A1] que dans le paradigme [A2] (4 éleves au
total de la classe 1 appliquent ce théoréme en acte, 3 qui apparaissent dans la table 5
et 1 éleve - G1-1.5 - qui ne répond pas a la question C.1).

Pour la classe 2, les éleves continuent massivement de travailler dans le
paradigme [A2]. Les seuls mouvements observés sont des décrochages du paradigme
[A2] vers [Al] pour 3 éleves. Parmi les 15 éleves qui travaillent toujours dans le
paradigme [A2] a ce stade, aucun ne produit un travail correct en réponse a la question
C.2 (alors qu’on avait un éléve qui en produisait un dans la classe 1). On a, dans ce
paradigme [A2], 9 éléves qui font un travail incomplet (8 en faisant une récurrence et
1 avec la méthode de la différence) et 6 qui font un travail non correct (3 essayent une
récurrence, 1 en utilise la méthode de la différence et plusieurs d’entre eux font des
confusions entre la suite et la fonction que 'on peut interpréter comme une régression
vers le modele u, = f(n)). Des 3 éleves qui sont dans le paradigme [Al], 2 éleves
regardent le graphique de (u,) sur leur calculatrice (travail sémiotique et
instrumentale) et 1 éléve écrit simplement que « u, < Upyq car la fonction est

croissante » (G2-10, discursif uniquement, travail incomplet I).

Si on revient sur la classe 1, on trouve aussi 2 éleves parmi les 5 qui n’ont pas
travaillé dans C.1 mais qui retravaillent dans C.2 (G1-2.11 et GI1-1.5). Ils ne
reconnaissent cependant aucune méthode valable pour étudier les variations de la suite.
L’un travaille dans le paradigme [A1] et dit que la suite est croissante d’apres les
tableaux de valeur (contréle sémiotique, G1-2.11). L’autre énonce que « dans le cas de
Uptq = f(uy), les variations de la suite sont les mémes que les variations de la fonction,

donc la suite est croissante » (travail discursif uniquement, G1-1.5).

La Figure 112 et la Figure 113 ci-dessous, montrent la progression de
I'investissement des éleves. Aux figures précédentes de la classe 1 et de la classe 2, nous
ajoutons les résultats concernant le nombre d’éleves qui produisent un travail
mathématique et les paradigmes utilisés dans les réponses a la question C.2. Nous
observons que dans la classe 1 le nombre d’éleves reste le méme alors que, dans la
classe 2, il existe une baisse avec 5 éleves qui ne produisent pas de travail
mathématique. Concernant les paradigmes travaillés, on voit que dans la classe avec
des éleves en autonomie (classe 1), le paradigme [A1] est bien plus investi que dans la

classe avec l'intervention de I’enseignant (classe 2), ou une minorité d’éleves reste en

A1].
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|

Partie B
15 éleves
Al : Tous 10 éleves
10 éleves
Al:5
A2:4 Al:5*
?7:1 A2:4%*
?7:1

Figure 112 : Schéma d’investissement des éleves classe 1, partie B, questions C.1 et C.2.

Partie B

|

24 éleves

Al : Tous

23 éleves

18 éleves
A2 : Tous

Al:3
A2 :15
?7:0

Figure 113 : Schéma d’investissement des éleves classe 2, partie B, questions C.1 et C.2.

c) Question C.3 : prouver la convergence de la suite

Comme on I’a dit dans 'analyse des réponses a la question C.2 de la classe 1, 10
éleves parmi les 15 qui avaient des reconnaissances de la suite, de la convergence et de
la limite a l'issue de B.1 et de B.2, avaient répondu a C.1 et a C.2. Parmi ces éléves,
7 répondent encore a la question C.3. Dans cette classe 1, sur les 5 qui n'ont pas
répondu a C.1, 2 éleves travaillent tout de méme en C.2 (G1-2.11 et G1-1.5 rencontrés

plus haut). Ils ne produisent plus rien ensuite en réponse a la question C.3.

Ce n’est pas du tout la méme observation dans la classe 2 ot on a une géographie
totalement différente des parcours des éleves. En effet, sur 24 éleves qui avaient
travaillé a l'issue de B.1 et de B.2, 23 ont répondu a la question C.1, 18 a la question
C.2 et a nouveau 22 parmi les 23 éléeves répondent dans la question C.3. En ce qui
concerne le seul éleve qui n’a pas travaillé dans C.1, il ne reconnait aucune méthode
acceptable pour C.2 mais il travaille tout de méme de fagon correcte dans C.3 (G2-
20) : il le fait sans aucun appui sur C.1 et C.2. Cela est possible a nouveau a cause du
professeur car il a donné le bilan intermédiaire entre les parties B et C et a validé les

conjectures sur la croissance et sur la convergence de la suite.
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Les éleves qui travaillent dans C.3 sont donc au nombre de 7 dans la classe 1 et
23 dans la classe 2. Le Tableau 18 ci-dessous montre de facon synthétique le travail
qui a été produit. Nous quantifions les paradigmes, la reconnaissance du théoreme et

le statut du travail.

Tableau 18 : Résumé de réponses a la question C.3.

Catégories a Effectif Paradigme Théoreme | Correction
l’issue de C2
Al A2 ? C | I|N
Al pour C1 et C2 Classe 1 3 3
A2 pour C1 et C2 7 2 1 1 1
Changent 1(en C2) | 1 (en C3) 2
A2 pour C1 et Al Classe 2 2 1 2 2 1
pour C2 93
A2 pour C1 (22) 20 19 19 | 1
A2 pour C2 (19)

Dans la classe 1, sur les 7 éleves qui travaillent en C.3, aucun ne reconnait le
théoréme en jeu sauf 1 (travail correct C). Il s’agit de 1’éleve G1-1.8 qui avait reconnu
la croissance et qui avait conjecturé une convergence de la suite vers 0,9 dans la partie
B. Il est toujours dans le paradigme [A2] depuis le début de la partie C, avec une
dimension de travail essentiellement instrumentale (issue de l'artefact symbolique) et
sans éléments de controle sémiotique ou instrumental observables. Cependant, on peut
penser que cet éleve contrdle tout de méme sa production avec le travail fourni dans
le paradigme [A1] de sa partie B car il explicite a la fin du travail (partie D) que la
suite converge vers 1 et non pas 0,9 (ce qu’il avait conjecturé en partie B). Dans ce cas
précis, on peut parler d'un contrdle mathématique issu de la dialectique entre
paradigmes [Al] & [A2].

Trois éleves ont un travail incomplet (I). Il importe d’ailleurs de remarquer qu’il
s'agit d’éleves qui travaillent dans le paradigme [Al] dans toutes les réponses aux
questions C.1, C.2 et C.3 avec, notamment, 'un d’entre eux (G1-1.15, Figure 114) qui
essaie de développer des sous-activités de controle sémiotique et instrumentale, sans
controle discursif. I travaille ainsi dans le plan [Sem-Ins|] en faisant référence
constamment aux tableaux de valeurs et a la calculatrice. La Figure 115 et la Figure

116 montrent la reconstruction des successions de I'activité et du travail mathématique
de I'éleve G1-1.15.
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d’ QPYQJ\ QO\ Wl Ak O ok Pf)urr.ait-on utiliser la calculatrice ?
I m com e 3'0‘ | i 00 asy Si oui, comment ?
o, (1PN
EO&)\%\

D’apreés la calculatrice on voit que la suite converge vers | Oui avec le tableau
1 mais ne [’atteint pas

Figure 114 : Réponse de I'éleve G1-1.15 a la question C.3.

Utilisation calculatrice

=~ |

-Dis]

[Ins-Dis]

i

Figure 115 : Reconstruction du travail mathématique de 1’éleve G1-1.15 dans la question C.3.

\c
\.‘73

Rec sance

Théoréme de la limite monotone

Controdle sémiotique et instrumental

Figure 116 : Successions des sous-activités de 1’éleve G1-1.15 dans la question C.3.

Il y a enfin 3 éléves qui font un travail non correct (N) : 1 argumente que la suite
converge car elle est croissante et minorée (G1-2.2), 1 autre essaye de calculer la limite
de la suite directement et de fagon erronée (G1-1.14). Ces deux éleves sont dans le
paradigme [A2]. Il reste 1 éléve qui passe du paradigme [A2] vers un paradigme entre
[A1] et [A2] (G1-2.6) apres un travail correct en C.1 et un travail non correct en C.2.
I1 conclut de son tableau de variation faux (Figure 106) que la suite converge vers 0.
Il apparait donc que 'appui constant sur le paradigme [A1] permet d’aller, si ce n’est
vers un travail correct, au moins jusqu’a la question C.3 avec un travail incomplet (I).
Ce n’est pas forcément les éleves qui sont dans [A2] qui réalisent le mieux ce qui est
attendu. Autrement-dit, tout se passe comme si pour les éléves qui veulent rester ou
rentrer dans [A2] (pour répondre a ce qui est attendu) produisent finalement un travail
mathématique non correct (N). Tel est le cas de 1'éleve G1-1.14 (Figure 117) qui qui a
travaillé dans le paradigme [Al] pour C.1, dans [A2] pour C.2 et dans [A2] pour C.3 ;

ou de I'éleve G1-2.2 qui a travaillé en [A2] dans les trois questions.
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Figure 117 : Production de I’éleve G1-1.14 en réponse a la question C.3.

La Figure 118 et la Figure 119 montrent la reconstruction des successions des
sous-activités et du travail mathématique de I’éleve G1-1.14. Cet éleve, sans avoir une
sous-activité de reconnaissance du théoreme, ni des sous-activités de controle, active
la dimension discursive de son ETM personnel pour produire un certain discours qui
lui permet de conclure quant a la convergence de la suite. Comme cette dimension est

activée sans aucune sous-activité de controle, il conclut que la suite converge vers —2.

Limite

—

<

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Figure 118 : Reconstruction du travail mathématique de 1’éleve G1-1.14 dans la question C.3.

Rect%mce

Théoréme de la limite monotone

Contréle sémio et instrumental

Figure 119 : successions des sous-activités non atteintes de I'éleve G1-1.14 dans la question
C.3.

Dans la classe 2, sur les 23 éleves qui répondent, 2 seulement ne reconnaissent
pas le théoreme a appliquer. Comme on l'a déja signalé plus haut, on est donc dans
une situation totalement différente de la classe 1 quant au parcours des éleves dans les

questions (voir figures Figure 120 et Figure 121 ci-dessous).
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Lun des éleves (G2-4) qui ne reconnait pas le théoreme est un éleve parmi les 5
ayant produit un travail dans C.1 mais pas dans C.2. Il écrit que la suite est
« croissante, majorée et convergente ». On ne peut pas dire qu’il a reconnu le théoréme
a la lecture de ses affirmations, en revanche, on dit qu’il produit un travail incomplet
car ses affirmations sont correctes.

L’autre éleve (G2-10) avait glissé du paradigme [A2] (en réponse & la question
C.1) vers [A1] (ou & un travail intermédiaire entre [A1] et [A2]) dans la question C.2
(«Up < Upyq car la fonction est croissante »). Dans cette question C.3, on ne peut
rien dire de son paradigme de travail. En effet, il essaye de calculer la limite de f pour
connaitre la limite de la suite, ce qui lui fait produire un travail non correct (N). Plus
précisément il affirme que la limite de f a l'infini est 1 — ce qui est faux - et donc que
« U, converge vers 1 ». On peut se demander si I’éleve n’essaye pas un certain controle
(incorrect) le conduisant a affirmer que la limite de f est 1 car il sait que la limite de

(uy,) est 1 (notamment a cause du bilan du professeur).

Mis a part ces deux éleves, tous les éleves ont un travail codé correct (C), dans
le paradigme [A2], mettant en jeu la dimension instrumentale pour Iartefact
symbolique. On note que c’est en particulier le cas de I’éleve G2-20 qui n’a pas d’appui
sur C.1 et C.2. C’est le cas aussi pour les deux éléves qui étaient passés dans le
paradigme [A1l] pour la réponse a la question C.2. Ils reviennent dans le paradigme
[A2] et répondent correctement dans la question C.3, avec une bonne reconnaissance

du théoréeme a utiliser.

Comme dans les deux autres questions de la partie C, nous montrons dans les
Figure 120 et Figure 121 linvestissement des éleves depuis la partie B. On voit
notamment que dans la classe 1 il y a encore une réduction dans la production du
travail des éleves, contrairement a la classe 2, ou il y a une augmentation dans leur
production. Nous pouvons voir également que les paradigmes [A1] et [A2] sont tous les
deux présents dans la classe 1 en méme quantité, tandis que dans la classe 2 tous les

éleves, sauf un, produisent un travail exclusivement dans le paradigme [A2].

T

10 éleves

15 éléves

A1l : Tous

Al:5 7 éleves
A2:4 Al:5*
?7:1 A2:4%* Al:3

?7:1 A2:3
?7:1
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Figure 120 : Schéma d’investissement des élevés classe 1, partie B et questions C.1, C.2 et
C.3.

m_g—m\‘

24 éleves

Al : Tous 23 éleves

18 éleves
Al:0 23 éleves

A2:23 Al:3
?7:0 A2 :15 Al1:0
?7:0 A2 : 22

?7:1

Figure 121 : Schéma d’investissement des élevés classe 2, partie B et questions C.1, C.2 et
C.3.

8.2.3 Retour sur quelques cas particuliers d’éleves

Nous revenons sur les cas des éleves provisoirement écartés et qui n'ont pas

répondu de maniere adéquate aux questions B.1 ou B.2.

Non reconnaissance de la suite récurrente u,,.; = f(u,)

Il s’agit des éléves qui ont traité la suite récurrente comme u, = f(n) dans la

partie B, soit 9 ¢éleves de la classe 1 et 1 éleve de la classe 2.

Parmi les 9 éleves de la classe 1 qui ont utilisé u,, = f(n) dans la réponse de la
question B.1, 5 ne répondent a aucune question de la partie C. Parmi les 4 qui restent,
en ce qui concerne la partie C.1 : 2 travaillent la récurrence, donc dans le paradigme
[A2], mais ils ne respectent pas forcément les regles de la preuve. 1 travaille encore
dans le paradigme [A1]. Enfin, 1 commence a travailler avec des inégalités (seulement
présente l'inégalité u, entre 0 et 1). Concernant la question C.2, 2 de ces 4 éleves font
le tableau de variation pour montrer la croissance de la suite, 1 seul énonce la stratégie
Unpeq — Up, et 1 éleve écrit que la suite est croissante mais ne fournit aucune preuve.
Pour les réponses a la question C.3, 2 ne répondent pas, 1 dit que la suite est divergente,
et le dernier que la suite converge vers 0 (par rapport a leur paradigme de travail on

ne peut rien dire).
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Pour le seul éleve de la classe 2 qui a travaillé avec le modele u,, = f(n) a la
question B.1, il répond seulement a la question C.2 (preuve de la croissance de la suite)

en essayant de faire une récurrence, mais sans y parvenir.

La non-reconnaissance dans la question B.2

Certains éleéves n’ont pas réussi a reconnaitre la croissance, la convergence et/ou
la valeur de la limite de la suite dans la question B.2 a partir de leurs tableaux de
valeurs corrects ou incomplets. Cela concerne 2 éleves de la classe 1 qui avait réalisé
un travail correct en B.1 et 6 éleves de la classe 2 dont 2 avaient réalisé un travail

incorrect en B.1.

Concernant les 2 éleves de la classe 1, 1 seul produit ensuite des éléments en
réponse a la question C.2 : il ne reconnait pas de méthode valable pour montrer que la
suite est croissante, il s’inscrit dans un travail discursif et dans un paradigme dont on
ne sait pas si c’est [Al] ou [A2].

Concernant les 6 éleves de la classe 2, il est intéressant de remarquer qu’ils
travaillent & nouveau dans la partie C dans le paradigme [A2]. Ils proceédent par
récurrence ou inégalité dans la question C.1. L'un des deux reconnait méme la méthode
par différence pour montrer que la suite est croissante. Toutefois, pour tous les éleves,
le travail est incomplet ou non correct dans les questions C.1 et C.2. Par contre 3
d’entre eux travaillent toujours dans la question C.3 (dont 1 qui avait réalisé un travail
incomplet en B.1, G2.16). Tous les éleves reconnaissent le théoréeme et I’appliquent
correctement : cela est possible car il y a eu la mise en commun du professeur apres la
partie B. Ils savent donc comment orienter leur activité (la suite est croissante et
convergente vers 1 selon les conjectures qui ont été formulées collectivement). On peut
sans doute voir un effet de classe sur la reconnaissance du paradigme, avec un contrat
didactique bien installé et toujours un effet du bilan de I’enseignant entre la partie B

et la partie C. Nous y revenons en conclusion.
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8.3 Tache avec la suite de Héron et analyse a priori

Cette nouvelle tache vise a obtenir des résultats robustes en changeant une
variable didactique importante, comme l'est la suite choisie. Dans les sections 8.1 et
8.2, nous avons montré les analyses et les premiers résultats d’une tache favorisant les
sous-activités de controle sémiotique et instrumental avec une suite récurrente, ou la
fonction qui la définit était croissante et la suite était également croissante. Dans les
deux sections qui suivent, nous changeons la suite définie par uy, = a appartenant a
[0,1] et la relation de récurrence U, = i, par la suite d’Héron convergente & v/3,

définie par uy; = a appartenant a ]0,+oo[ et la relation de récurrence

Upypq = %(un + us—n) Dans ce cas, la fonction f(x) = %(x + z) est croissante dans

Iintervalle [v3, +oo[ et la suite (u,) est décroissante pour n > 1.

Ce changement de variable didactique peut nous permettre d’une part de
confronter les éleves au théoreme en acte « f croissante donc (u,) croissante », et
d’autre part, peut nous permettre de savoir si le modele u,, = f(n) est encore présent
dans ces conditions. En effet, comme nous ’avons signalé, ce théoréeme en acte peut
cacher une confusion avec les suites u, = f(n), ou bien un transfert de propriétés de

f sur la suite dans le cas du bon modele u,+; = f(u,).

Mis a part le changement de suite récurrente dans la tache, présentée dans la
Figure 122, nous avons demandé aux éleves l'utilisation d’une représentation
numérique décimale au lieu d’une représentation numérique fractionnaire (cette fois
nous n’avons pas détaillé I'approximation a considérer).

Dans ce qui suit, nous nous focalisons sur les questions B.2, B.2 et B.3 de la

partie B, et les questions C.1, C.2 et C.3 de la partie C (la partie A ne concernant que

I'étude de la fonction).
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Partie B

Soit @ un réel appartenant a |0, +oo].

On consideére la suite (u,) définie par uy = a et, pour tout entier naturel n, u,+1 = f(u,), ou
f est la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = %(x + %) (méme fonction définie dans la partie
A).

B.1) A laide de la calculatrice, compléter les tableaux de valeurs ci-dessous avec des nombres
décimaux pour les trois valeurs de @ données.

Cas a; = 0,5 Cas ap, =1 Cas a3 =3
ug | 0,5 Ug 1 Up 3
Uy Uy Uy
Uz Uz Uz
Uz Uz Uz
Uy Uy Uy
Us Us Us
Ug Ug Ug

B.2) En observant les tableaux pour les trois valeurs de a de la question B.1.
e Conjecturer le sens de variation, la convergence, et la limite éventuelle de la suite
pour @; = 0,5
e Conjecturer le sens de variation, la convergence, et la limite éventuelle de la suite

pour @, =1
e Conjecturer le sens de variation, la convergence, et la limite éventuelle de la suite
pour az =3

B.3) Conjecturer les variations, la convergence et I'éventuelle limite de (u,) pour toutes
les valeurs de a dans |0, +oo[. Exposez la (ou les) démarche(s) qui vous améne & vos
conjectures.

Partie C

On continue ’étude de la suite (u,) définie dans la partie B. A chaque question, si vous utilisez
la calculatrice, expliquez comment et pourquoi.

C.1) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u, appartient & [V3,+0o].

C.2) Etudier le sens de variation de la suite (u).
C.3) Montrer que la suite (u,) converge.
C.4) On note [ la limite de la suite (u,). En admettant [ = f (1), en déduire la valeur de .

Figure 122 : Partie B et C de la tache avec la suite de Héron.™

8.3.1 Partie B : occasions de controle sémiotique et

instrumental et paradigme [A1]

Comme dans les deux dernieres expérimentations, 1’énoncé de la partie B favorise
la sous-activité de reconnaissance de la fonction en jeu mais ne favorise pas la

. . , 1 3 sl ,
reconnaissance de la suite récurrente sous la forme u,,; = S\ +—). L’énoncé ne
n

permet pas de contréle non mathématique sur les variations ni la convergence ni la

81 Pour voir la totalité de la tAche, voir annexe 5.4, page 568.
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valeur de la limite de la suite. En revanche, la tache offre les occasions de contréle
sémiotique et instrumentale pour que les éléves puissent reconnaitre le comportement
de la suite avec 'utilisation de la calculatrice, et une partie du travail se fait dans le
paradigme [A1].

Comme l'objectif est tout d’abord de travailler la sous-activité de reconnaissance
de la suite en tant que suite récurrente, et donc de créer une familiarité avec la suite,
la question B.1 consiste a remplir trois tableaux de valeurs, pour les termes u; a ug
pour trois valeurs différentes de a (valeurs 0.5, 1 et 3). Ensuite, a partir de
I'observation des 6 premiers termes de la suite pour chaque valeur de a donné, les
questions B.2 et B.3 ont pour objectif de conjecturer la variation, la convergence et la
limite de la suite. Concernant la monotonie, il faut que les éleves reconnaissent que la
suite est strictement décroissante a partir de n = 1. Ici, I'idée est que les éleves puissent
développer un contréle instrumental et sémiotique pour bien visualiser le
comportement de la suite. A nouveau, la convergence et la limite restent plus difficiles
a visualiser car, il s’agit d’une propriété locale en 'infini.

Le Tableau 19 montre la représentation numérique décimale donnée par la
calculatrice. Comme nous ’avons signalé, la représentation décimale permet de mieux

répondre aux questions posées.

Tableau 19 : valeurs de termes de la suite en représentation décimal pour trois valeurs de o
(0.5, 1 et 3).

Casa; =0,5 Casa, =1 Casaz; =3

Uy | 0,5 uy |1 Uy |3

u; | 3,25 u |2 u; |2

u, | 2,08653846153846 u, | 1,750000000000000 u, | 1,750000000000000
us | 1,76216323998582 uz | 1,732142857142860 uz | 1,732142857142860
uy | 1,73230809320663 uy | 1,732050810014730 u, | 1,732050810014730
us | 1,73205082667515 us | 1,732050807568880 us | 1,732050807568880
ug | 1,73205080756888 ug | 1,732050807568880 ug | 1,732050807568880

Enfin, la Figure 123 montre une représentation graphique (de la fonction et des
termes de la suite) et la représentation numérique décimale des 4 premiers termes de
la suite pour @ = 1, donnés par la calculatrice CASIO graph. Pour arriver a ce type
de représentation, et que l'éleve puisse développer une sous-activité de contrdle

sémiotique, il faut que 1’éleve mette en place un contrdle instrumental.
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El Appuyer sur [EXE]

ap+1=(112)x(an+({31(an)))
ng) n+l an+1
0 1
1 2
2 1.756
3 1.7321

X¥=1-73205081 ¥=1.73206081

Figure 123 : Exemple de représentation graphique et numérique décimale donnée par la
calculatrice CASIO graph lors de 4 itérations.

La Figure 124 montre la succession de 'activité et le travail mathématique que
devrait suivre un éleve dans cette partie B. L’utilisation de la calculatrice permet
d’encourager la reconnaissance de la suite récurrente, ce qui active la dimension
instrumentale de 'ETM personnel des éleves. Puis, en utilisant les différents registres
de représentation apportés par la calculatrice et donc l'activation du plan vertical
[Sem-Ins] de 'ETM, la tache encourage la reconnaissance du comportement de cette
suite récurrente. Les sous-activités de reconnaissances et les activations des dimensions

de 'ETM, sont soutenues par les sous-activités de controle sémiotique et instrumental.

Utilisation Visualisation
calculatrice comportement de la suite

0 \ / : v \ : /
B~

—

P

[Ins-Dis]

Reconnaissance » Reconnaissance
Suite récurrente Variation et convergence de la
Uny1 = f(un) suite récurrente

Controle sémiotique et instrumental

Figure 124 : Succession des sous-activités et du travail mathématique dans la partie B.

Si la tache expérimentée auparavant cherchait a savoir comment les éléeves
avaient utilisé la calculatrice, nous rajoutons cette fois la question « ezposez la (ou les)

démarche(s) qui vous améne d vos conjectures » dans la question B.3. Cela pour laisser



254

les éleves s’exprimer sur ce qui a été utilisé (calculatrice, ordinateur, tableur Excel,

Internet, etc.) pour formuler les conjectures.

8.3.2 Partie C : contréle discursif et paradigme [A2)]

Comme dans l'expérimentation précédente, nous espérons a nouveau que les
éleves mettent en fonctionnement des sous-activités de reconnaissances de théoremes,
de procédures et de preuves. Nous espérons aussi que les éleves produisent un travail
dans le paradigme [A2], avec 'activation de dimensions des ETM personnels cohérentes
a l'analyse a priori. Les successions d’activité et du travail mathématique sont les
mémes que dans les autres expérimentations en T'S qui ont été réalisées précédemment
(sauf pour la question C.4, car nous gardons ici le modele du Baccalauréat). La encore,
les occasions de sous-activités de controle sémiotique et instrumental, et le travail
fourni dans la partie B, devraient soutenir le travail mathématique a produire dans la

partie C.

Comme il s’agit d'une nouvelle suite a étudier, dans ce qui suit nous présentons
I’analyse des stratégies ainsi que des successions entre activités et travail mathématique

a développer par les éleves lors de la résolution de chaque question.

a) Question C.1 : Suite bornée

Tableau 20 : Stratégie résolution question 1.

Montrer que pour tout entier naturel n non nul, u,, appartient & [v3, +oo[

Stratégie On montre par récurrence que U, = V3 pour tout entier naturel n no
récurrence® nul.

(i) Initialisation : On a u; = f(ug). Or la fonction f croissante et admet
pour minimum v3 (d’aprés une question précédente), donc u; = /3.
(ii) Hérédité : Soit m € N — {0}, on suppose uy, = V3.

Upm = V3 = f(uy) = V3 (car f admet pour minimum V3 sur [vV3, +00[).
Or f (Up) = Upms1. Done upyyq =/3.

(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence, on montre que

U, € [V3,+oo[ pour tout n = 1.

82 1] existe aussi la possibilité de justifier que si V3 est le minimum de f, alors u,, > /3 dés que
n > 0. Toutefois pour considérer cette réponse comme correcte qui correspond au niveau scolaire des
éleves, nous estimons comme nécessaire la justification par une preuve par récurrence.



255

La Figure 125 montre les successions de sous-activité et du travail mathématique
attendues. Tout d’abord nous attendons la sous-activité de reconnaissance de la preuve
par récurrence au sein du paradigme [A2]. Cela active la dimension discursive de 'ETM
personnel de I’éleve. Ensuite pour pouvoir continuer a résoudre la tache, il faut que
I’éleve développe une sous-activité de traitement en identifiant qu’il est nécessaire
d’utiliser le résultat de la question précédente. Cela amene 1’éleve a activer le plan
vertical [Sem-Dis]. Eventuellement (si I'éleve laisse des traces écrites dans sa
production) on pourra dire que I’éléeve met en fonctionnement une sous-activité de
controle en lien avec la partie B (et donc avec le paradigme [A1]), s’il mentionne que
le résultat de sa preuve est cohérent avec les conjectures de la partie B. Néanmoins, si
I’éléve ne se situe pas dans le paradigme [A2] et qu'il fait seulement des interprétations
du travail fait dans la partie B, I’éleve peut produire un travail qui est entre les

paradigmes [A1] et [A2], ou produire un travail dans le paradigme [A1l].

Utilisation de Travail de preuve et traitement de signes
type de preuve Uy, € [\/§, +oo[= f(uy,) € [\/§, +oo[
v P

c

[Sem-Dis] -Dis]

[Ins-Dis]

[Sem~Ins] [Ins-Dis]

Reconnaissance ﬁ Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité (utilisation

question précédente), conclusion.

Contréle sémiotique et instrumental

Figure 125 : Succession de 'activité et du travail mathématique dans la question C.1.
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b) Question C.2 : Sens de variation de la suite

Tableau 21 : Stratégies résolution question 2.

Etudier le sens de variation de la suite (uy,).

Stratégie 1 :|Pourtoutn>=1ona:

i 1 3 —(u3)+3 V3-uy)(V3+u,
signe de Up+1 — Up = f(un) —Up = _Eun + E = (Zuzl = ( zl(n )
Up+1— U _
" " Comme u,, >3, (37un) (V3+un) <0, donc uy4q —u, <0.

2uy

Cela montre que (u,) est décroissante pour tout n > 1.

Stratégie 2 : | Pour tout n > 1 on a que u, est positif et non nul (par résultat de la

étude de 2L | question 1).

Un
On peut alors procéder par I’étude du rapport uZ“.
n
Pour tout n > 1 on a:
1 3y w2 +3
un+1_§(un+u_n) 2u, _ui+3
Uy, Uy, Uy, 2u?
2
Et u;:f <1 car u, = V3. En effet,
n
w2+3<2ui o3<ui oV3<u,.
Dong, pour tout n € N — {0}, % <1 et (uy) est décroissante.
n
Stratégie 3 : Avec T'utilisation de la calculatrice on peut supposer que la suite (u,)

est décroissante et on le montre par récurrence pour tout n > 1.

(i) Initialisation : On a u; = u, car

1 3 —(u?)+3 V3-uq)(V3+u

et
comme u; = /3, donc uy —uy < 0.

(ii) Hérédité : Soit m € N—{0}. On suppose que Uy = Upyyq. Par
question 1 on sait que pour tout m = 1, u,, = V3. De plus la fonction f
est croissante sur [v/3, +0oo[. Donc f(Up) = f(Ums1) dONC U1 = Upmsz-

(iii) Conclusion : Par le principe de récurrence on montre que
Uy = Up4q pour tout n = 1. Donc (u,,) est décroissante.

La Figure 126 correspond aux successions de sous-activités et du travail
mathématique attendues dans les des stratégies 1 et 2 de la question 2. Dans les deux
premieres stratégies 1’éleve commence par s’investir dans une sous-activité de
reconnaissance de la méthode a utiliser pour prouver que la suite est croissante. Comme

dans les taches précédentes, il peut choisir entre I'étude de u,,; —u, ou l'étude du

Un+1

rapport (choix non forcé). En termes de travail mathématique, 'utilisation d’une

Un

des méthodes en tant qu’artefact symbolique fait activer la dimension instrumentale.



257

Puis, la mise en fonctionnement d’une sous-activité de traitement permet a 1'éleve
d’effectuer des calculs pour arriver a une expression algébrique qui lui permet de
conclure. En termes de travail mathématique, 1’éleve doit réaliser un travail de
traitements sémiotiques dans le registre algébrique, ce qui amene a activer le plan

vertical [Sem-Ins|, pour bien utiliser cet artefact symbolique et conclure avec la

conversion du registre sémiotique algébrique (comme par exemple W <0)
1

vers le registre sémiotique de langue naturelle (la suite (u,) est décroissante). Enfin,
on attend que I'éleve développe des sous-activités de controle sémiotique et

instrumental pour rendre compte d'une cohérence du travail produit.

La Figure 127 montre les successions de sous-activités et du travail mathématique
a mettre en fonctionnement dans la stratégie 3. Comme dans les stratégies antérieures,
I’éleve commence par une sous-activité de reconnaissance de la méthode de preuve par
récurrence (choix non forcé), ce qui active la dimension discursive de 'ETM de I’éléve.
Puis, la sous-activité de traitement est nécessaire pour bien développer les étapes
correspondantes au type de preuve (initialisation, hérédité et conclusion). Ici, la
reconnaissance de u, =3 (résultat question précédente) est nécessaire. En termes de
travail mathématique, cela implique un travail dans le plan vertical [Sem-Ins] qui
correspond au travail de preuve avec des traitements et des conversions dans le registre
de représentation algébrique et dans le registre de représentation de la langue naturelle.
A nouveau nous attendons une cohérence du travail produit avec les résultats de la
partie B, ce qui pourrait rendre compte de la mise en fonctionnement d’une sous-

activité de contrdle sémiotique et instrumental.

Artefact Traitements algébriques pour

symbolique I'utilisation d’artefact symbolique
Y L v P

\ / \c/

c

[s2m-Dis] -Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis] [Ins-Dis]

Reconnaissance » Traitement

Tait Calculs a effectuer

Etude de 41 — u, ou de

n

Controéle sémiotique et instrumental

Figure 126 : Succession de 'activité et du travail mathématique dans la question C.2,
stratégies 1 et 2.



258

Utilisation de
type de preuve

v\‘/‘

[Sem-Dis]

Travail de preuve et traitement de signes

V) P

[Sep-Dis]

[Sem-ins] {ins-Dis] ﬁ [Sem-ins] [Ins-Dis]

A

Reconnaissance a Traitement*

Récurrence Initialisation, hérédité, conclusion.

Calculs a effectuer

Controle sémiotique et instrumental

Figure 127 : Succession de l'activité et du travail mathématique dans la question C.2,
stratégie 3.

c) Question C.3 : Suite convergente

Tableau 22 : Stratégie de résolution question 3.

Montrer que la suite (u,) converge.

Stratégie D’aprés le résultat de la question 1, la suite (u,) est minorée par V3. De
théoreme plus, d’apres le résultat de la question 2, la suite (u,) est décroissante. Donc

par théoreme de la limite monotone, (u,) est convergente.

La Figure 128 correspond aux successions de sous-activités et de travail
mathématique dans cette question, ou nous attendons uniquement la stratégie du
théoreme de la limite monotone. Tout d’abord 'éleve doit reconnaitre le théoreme, ce
qui I'ameéne a activer la dimension discursive de 'ETM personnel. Puis, le fait d’utiliser
le résultat précédent met en fonctionnement une sous-activité de traitement chez I’éleve
et 'activation de la dimension instrumentale de 'ETM pour utiliser le théoreme en
tant qu’artefact symbolique et conclure que la suite est convergente®. Nous attendons
aussi que ce résultat soit cohérent aux conjectures de la partie B, et donc de la mise

en fonctionnement d’une sous-activité de controle.

8 Pour certains éleves la reconnaissance du théoréme peut activer la dimension instrumentale
directement avec l'artefact symbolique (utilisation routinisé). Toutefois, pour leur niveau scolaire, ils
ont besoin de reconnaitre ce théoréme comme faisant partie de leur référentiel théorique.
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Utilisation questions précédentes

Figure 128 : Succession de 'activité et du travail mathématique dans la question C.3.
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8.4 Analyse a posteriori : 4 expérimentation au Lycée

Cette quatrieme expérimentation a été faite avec les deux mémes classes de fin
de secondaire scientifique que les troisieme et quatrieéme expérimentations : classes de
TS de deux lycées de la région parisienne. Cette intervention a eu lieu a la fin de
I’année académique de la méme année, en mai 2020* en condition de devoir maison
pour les éléves. A ce moment de lannée, les éleves ont travaillé tous les contenus
nécessaires pour résoudre la tache et ils se préparent pour I’épreuve du Baccalauréat,

raison pour laquelle cette tache s’inscrit dans une cohérence avec cette préparation.

Les expérimentations dans les deux classes avaient les mémes conditions dans la
résolution de la tache dans le sens ou les deux se déroulaient en mode distanciel. Ici,
la calculatrice scientifique (modele TI83 ou CASIO graph) est mise en avant dans la
résolution de la tache, mais nous partons du principe que les éleves ont a leur
disposition aussi des ressources qu’ils peuvent trouver sur internet. En ce qui concerne
le détail de la participation des éleves dans les classes : Classe 1 : correspond a 30
éleves (avec 6 qui n’étaient pas présents lors de la premiére expérimentation) encore
codés G1. Classe 2 : correspond cette fois a 14 éléves (dont 1 n’était pas présent a la

premiere expérimentation), codés G2 et G3%.

Comme il s’agit des mémes éleves que ceux de I'expérimentation précédente, nous
comparons les résultats obtenus entre les deux moments d’expérimentations et les deux
classes dans les conclusions du chapitre 8 mais, cette fois, nous présentons les deux
analyses des classes ensemble car les éleves avaient les mémes consignes a suivre et
étaient dans la méme situation de devoir a la maison®. Au total, nous analysons 44
productions d’éleves (voir annexe 5.5, page 569), dont 7 n’avaient pas participé aux

expérimentations précédentes.

La méthodologie d’analyse de cette partie 8.4 correspond a celle que nous avons
utilisée dans la section 8.2 (voir page 219). Nous rappelons ici que les analyses a
posteriori pour les études de cas avec chaque théorie ont une entrée différente. D une
part, concernant la TADM, dans chaque réponse nous analysons les successions des

sous-activités, atteintes et non atteintes. D’autre part, en ce qui concerne les ETM,

8 Au départ il s’agissait d’une expérimentation en présentielle en classe avec les éléves pendant
le mois d’avril 2020 ; néanmoins, la conjoncture de la crise sanitaire liée a la Covid-19 a fait que cette
intervention s’est déroulée dans les conditions « devoir maison individuel ».

% Comme dans Pexpérimentation précédente il s’agit d’une classe séparée en deux demi-groupes.

% Bien entendu, chaque éléve pouvait avoir des conditions de travail différentes chez eux, mais
nous n’analysons pas ces différences dans ce travail.
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nous analysons les productions des éléves en faisant une reconstruction de leur travail
et en identifiant les dimensions activées (parfois sans avoir atteint une sous-activité de

reconnaissance), et nous identifions la correction du travail.

8.4.1 Partie B

Dans cette partie nous avons pour objectif que les éléves puissent reconnaitre la
bonne suite récurrente, grace a un travail dans le paradigme [A1] et I'utilisation de
I'instrument calculatrice. Ici la calculatrice comporte une occasion de sous-activités de
contrdle (sémiotique et instrumental), pour la bonne reconnaissance de la suite et la
visualisation de son comportement. Il s’agit ainsi principalement de l'activation des
dimensions sémiotique et instrumentale de 'ETM personnel pour réaliser un travail

qui permet de déterminer la décroissance, la convergence et la limite de la suite.

a) B.1: reconnaissance de la suite récurrente

. . . 1 3 .
Par rapport a la bonne reconnaissance de la suite (41 = = (un + —)), la réussite
2 Un

de cette reconnaissance est de 93% (soit 41 sur 44 éleves). 41 éleves semblent avoir
bien utilisé I'instrument, produisant tous un travail correct dans le remplissage des
tables de valeurs en réponse a la question B.1. Parmi les 3 éleves qui restent, 2 traitent

la suite comme u, = f(n) = %(n + %), et Pautre ne répond pas a cette question (G3-

21 - nous reviendrons a ce cas dans la section 8.4.3, page 282). Aucun éleve des deux

classes ne présente des tableaux incomplets.

La Figure 129 correspond au travail produit par 1’éleve G3-a de la classe 2 (qui
n’a pas été présent lors de la premiere expérimentation). Il est dans le méme cas que
les deux éleves ayant une mauvaise reconnaissance de la suite qui, malgré la demande
dans 1’énoncé d’utiliser une représentation numérique décimale, utilisent Ila
représentation fractionnaire des nombres. Ils interprétent que la suite est croissante a
partir d'un certain rang et qu’elle n’a pas de limite. Cela permet de faire le lien avec
un des résultats de 'expérimentation précédente car, comme signalé, la représentation
fractionnaire permet moins facilement la visualisation (reconnaissance sémiotique) des

variations de la suite.
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Figure 129 : Réponses a B.1 et B.2 de I'éleve G3-a de la classe 2.

La Figure 130 et la Figure 131 montrent la reconstruction de successions de sous-
activités et travail mathématique suivie par I'éleve G3-a. Il semble activer la dimension
instrumentale avec [l'utilisation de la calculatrice mais le registre numérique
fractionnaire utilisé ne favorise pas la reconnaissance de la suite récurrente. Cela
empéche les bonnes reconnaissances du comportement de la suite. En revanche, I’éleve
produit tout de méme un travail dans le plan vertical [Sem-Ins|] qui lui permet de

répondre a la question (mais produisant un travail non correct).

Utilisation Description comportement

calculatrice de la suite

\ / \c/
\

P

v

-Dis]

c
[Ins-Dis]

[Spm-Dis] »

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

P t— <

Figure 130 : Reconstruction des successions du travail mathématique de 1’éleve G3-a dans la
partie B.
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Figure 131 : Successions de sous-activités non atteinte de 1’éleve G3-a dans la partie B.

Dans cette partie de la résolution de la tache, il n’y a pas de différences
substantielles entre les deux classes. Dorénavant dans notre analyse, nous allons nous
focaliser sur les éleves qui ont eu les bonnes reconnaissances de la suite, c¢’est-a-dire 41
éleves au total (29 éleves pour la classe 1 et 12 éleves pour la classe 2). Comme dans
I’analyse de la question précédente, nous reviendrons a la fin sur les éléves qui n’ont
pas reconnu la bonne suite pour constater le travail effectué dans le paradigme [A2] en
partie C. En effet, nous écartons ce type d’éleve car méme si le travail peut étre correct

en [A2], il serait totalement artificiel.

b) B.2 et B.3: reconnaissances de la décroissance, convergence

et de la limite

Le Tableau 23 présente 'effectif des éleves avec le détail des questions B.2 et
B.3 : le nombre d’éleves qui n’ont pas répondu a la question ; et le nombre d’éleves qui
font les reconnaissances attendues de la décroissance, de la convergence et de la valeur
de la limite pour les trois valeurs demandées de a (question B.2) et pour tout a dans
10, +oo[ (question B.3).

Tableau 23 : Nombre d’éleves avec les bonnes reconnaissances de la décroissance, de la

convergence et de la valeur de la limite (questions B.2 et B.3).

Effectif d’éléves Sans réponse | Décroissance | Convergence Limite

B.2 B3 | B2 | B3 | B2 | B3 | B2 (vV3) | B.3 (V3)

Classe 1 et 2 : 41 1 8 40 28 41 31 2 13

Concernant le comportement de la suite et la reconnaissance de sa décroissance,
nous trouvons que 97% des éleéves (soit 40 sur 44) reconnaissent et déclarent ce

comportement dans la question B.2 et environ 68% d’éleves (soit 28 sur 41) dans la
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question B.3. En ce qui concerne les sous-activités de reconnaissance de la décroissance
et de la convergence, elles sont mieux développées pour les trois valeurs fixes de a,
tandis que la valeur de la limite de V3 est mieux développée dans la généralisation
(question B.3). Ce dernier résultat vient du fait que certains éléves, notamment de la

classe 1, n’ont pas travaillé seulement dans le paradigme [A1].

Pour une meilleure lisibilité des résultats, nous allons nous concentrer sur les
éleves qui ont bien reconnu la suite avec des tableaux corrects dans la question B.1,
les reconnaissances faites dans les questions B.2 et B.3, et la classification des réponses
en fonction du travail mathématique incomplet, correct ou non correct (conformément

a la méthodologie d’analyse).

L’effectif des éleves dans la question B.2 est de 40 éleves au total et D'effectif
d’éleves pour la question B.3 est de 33 éleves (car 7 éleves de la classe 1 n'ont pas
répondu a cette question). A nouveau, comme pour les éléeves qui n’ont pas reconnu la
bonne suite dans la question B.1, on reviendra ensuite sur les productions dans la partie
C des éleves mis a ’écart (un éléve de chaque classe pour le traitement u, = f(n) et

un éleve de la classe 2 qui ne répond pas a B.1 — G3-21).

Dans le Tableau 24, en ce qui concerne la reconnaissance de la variation de la
suite dans la question B.2, nous avons marqué une différence entre les éleves qui
reconnaissent une croissance pour les premiers deux termes de la suite, puis une
décroissance pour le reste des termes (C.D). Dans la question B.3, nous avons fait de
meéme avec les éleves qui reconnaissent une croissance quand (u,) est dans l'intervalle
10,4/3[ et une décroissance de (u,) dans lintervalle ]v'3, +oo[ (C.D).

Tableau 24 : Sous-activité de reconnaissance et correction du travail mathématique des éleves

qui répondent aux questions B.2 et B.3.

Recon. en Correction q Recon. en Al1-A2 Correction en
. Effectif
Effectif B.2 en B.2 P B.3 en B.3 B.3
d’éleves
en B.2 B
cD. |[lm|c|1| N | B3 |cD |iim C | I |N
40
. 12 2 11 | 27 2 33 7 13 20 6 24 3
éléves

Sur les 29 éleves qui ont reconnu la bonne suite, 12 éleves reconnaissent une
croissance puis une décroissance en B.2, et parmi ceux-la, 7 font cette reconnaissance

en B.3. Ils ont un travail correct sauf quelques erreurs que 1’on ne considérera pas pour
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la reconnaissance du comportement global de la suite®”. Les éleves qui ont un travail
incomplet affirment une décroissance monotone de la suite dans ]0,+o[ et ne

reconnaissent pas la limite de suite comme v 3.

Si 'on observe la différence dans la quantification de la reconnaissance de la
limite, il existe une hausse dans les réponses de B.3 par rapport a B.2 : en B.3, 13
éleves trouvent la bonne limite, tandis qu’en B.2, il s’agit seulement de 2 éléves. Nous
faisons I'’hypotheése que cette hausse est peut-étre due a une transition entre le
paradigme [A1] vers [A2] ou que ces éléves reviennent sur cette partie apreés avoir fini
toute la partie C. Une majorité d’éleves a répondu de cette fagon, réponses qui, par
ailleurs, sont presque identiques dans la classe 1. Ici, comme il s’agit de faire une
conjecture d’une conjecture, tout se passe comme si les éleves de la classe 1
commengaient a « ressentir le besoin » de prouver leurs affirmations car ils essaient de
mettre en place des méthodes de preuve dans le paradigme [A2] pour justifier leurs
conjectures. Il doit étre noté que, dans cette expérimentation, cette question n’est pas
du méme ordre que la précédente car cette fois la limite c’est V3 (nombre irrationnel)
alors qu’avant la limite était 1. Des questions supplémentaires concernant
I’approximation du nombre réel V3 se posent : est-ce que dans cette expérimentation
les éléves reconnaissent bien V3 ou seulement 1,73... comme limite ? Font-ils attention

a la stabilisation des décimaux 7 Si oui, avec quelle précision 7

Un exemple de cet échantillon est I'éleve G1-1 de la Figure 132. Cet éleve fait
appel a la méthode u, 4, —u, pour étudier la variation de la suite (mais sans réussir
correctement la preuve), ou encore a l'utilisation de f(I) = [ pour la justification de la
valeur de la limite. Ainsi, les problemes liés a passer d’une représentation décimale
donnée par la calculatrice (approximation de la limite parfois seulement & 1072 preés
pour certains éléves) a /3, reste transparente, et nous nous demandons dans quelle
mesure et avec quelle profondeur ces éleves font le lien entre le nombre 1,7321 et /3

dans une perspective locale.

87 Par exemple, considérer 0 dans la définition de (u,), ou appeler deux termes de la suite u, et
u, comme un intervalle [0,1] — notamment les éléves G1-2, G1-18, G1-d.
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Figure 132 : Réponse a la question B.3 de I’éleve G1-1 de la classe 1.

La Figure 133 et la Figure 134 montrent les successions de sous-activités et du
travail mathématique développées par 1'éleve G1-1. Comme nous 'avons signalé, ici
nous attendions seulement des sous-activités de reconnaissance des propriétés de la
suite et non la sous-activité de traitement. Néanmoins, comme cet éleve développe
dans cette question B.3 la sous-activité de reconnaissance des méthodes pour prouver
les propriétés de la suite et qu’il active la dimension instrumentale de son ETM
personnel non pas avec la calculatrice, cette fois-ci, mais avec les artefacts symboliques
qu’il mobilise, il commence a développer une sous-activité de traitement mais elle n’est
pas complétement aboutie en ce qui concerne la décroissance de la suite. Par ailleurs,
le fait qu’il écrive « ..la suite semble étre minorée par 1,7321 » nous permet de dire
qu’il utilise le travail produit dans la partie B.2 (avec un controle sémiotique et
instrumental) mais qu’il ne fait pas explicitement le lien avec la valeur ¥3 de la limite
de la suite. Ici nous pouvons dire que les manques de connaissances sur les nombres
(notamment les nombres réels) et les différentes représentations de nombres peuvent
faire obstacle aux controles sémiotiques et instrumentaux. Ainsi, méme si I’éléve essaye
d’argumenter son travail dans le paradigme [A2], on ne peut pas affirmer que cet éleve

développe effectivement une sous-activité de controle.

Artefact symbolique Utilisation d’artefact symbolique

v 3

\
\ - /
I5¢m-bis] a -Dis]
[Sem-Ins] [Ins-Dis] [Ins-Dis]
'
R

P

Figure 133 : Reconstruction du travail mathématique de 1’éleve G1-1 de la classe 1 dans la
question B.3.
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Figure 134 : Reconstruction des successions des sous-activités mathématiques de 1éleve G1-1
de la classe 1 dans la question B.3.

Finalement, la reconnaissance a partir des tableaux de valeur corrects de la
croissance puis de la décroissance de la suite, n’est pas une activité si aisée pour tous
les éleves (comme dans expérimentation précédente). Parmi les 40 éleves, on a 11
éleves qui ont un travail correct (C) en B.2 et, sur ces 11 éleves, seulement 6 éleves
ont un travail jugé correct en B.3. Parmi les 5 autres éleves, 1 produit un travail non
correct en B.3 (G3-4 il argumente que la suite est croissante et qu’elle converge vers
V3, en méme temps qu’il donne des arguments de la fonction selon des valeurs d’alpha),
et les 4 autres réalisent un travail incomplet en B.3 : un dit que la suite est décroissante
dans tout l'intervalle de définition - G1-2.8 - ; deux autres utilisent la méthode de la
différence pour justifier la décroissance (un en donnant une conclusion — G1-2.7 — et
l'autre sans la donner) ; 1 seul éleve (G3-18) reconnait seulement la valeur de la limite

de la suite comme V3.

En outre, les éleves qui ont un travail incomplet en B.3 sont ceux qui
reconnaissent seulement la décroissance ou une croissance pour les cas des deux
premieres valeurs d’alpha (comme 1’éleve G3-13). On pourrait penser que reconnaitre
une croissance entre le premier et le deuxieme terme, puis la décroissance de la suite
pour le reste des termes, peut aider les éleves a produire davantage un travail
mathématique correct puisqu’ils visualiseraient mieux (ou avec plus de précision) les

signes donnés par la calculatrice.

Alinsi, concernant le travail mathématique au sens des paradigmes travaillés dans
la question B.3, on trouve 20 éleves sur 40 essayent de justifier leurs conjectures de
[A1] dans le paradigme [A2]. A la différence de l'expérimentation précédente ot le
travail intermédiaire entre [A1] et [A2] apparaissait des la partie C, ce type de travail

apparait cette fois des la partie B.
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8.4.2. Partie C

Dans cette partie 'objectif était que les éléves prouvent les conjectures faites
dans la partie B a partir d'un travail mathématique dans le paradigme [A2] avec des
occasions de sous-activités de controle sémiotique et instrumental. En termes de sous-
activité mathématique, on cherchait les reconnaissances de méthodes de preuve
pertinentes en ce qui concerne 1’étude de suites récurrentes et la nécessité d'un
basculement, du point de vue du travail mathématique a produire, vers le paradigme
[A2]. Cela avec le soutien des sous-activités de contrdle sémiotique et instrumental

s’appuyant sur le travail effectué dans le paradigme [A1] de la partie B.

Pour analyser cette partie, nous allons considérer les 40 éleves qui ont reconnu la
bonne suite récurrente dans la question B.1 et qui ont produit des résultats dans les
questions B.2 et B.3. Ici nous attendons de voir des traces d'une cohérence entre les
parties B et C, ce qui pourrait rendre compte de la mise en fonctionnement de la sous-
activité de controle (méme avec un travail incomplet). Nous aborderons les autres

éleves dans la section 8.4.3, page 282.

a) Question C.1 : prouver que la suite est minorée

Dans le Tableau 25 nous présentons une synthese du travail mathématique des
éleves, en ce qui concerne les paradigmes® et la correction du travail, et nous
quantifions aussi la sous-activité de reconnaissance de la preuve par récurrence dans la
question C.1. Rappelons que tous les éleves qui ont répondu a la question B.1 ont
produit un travail mathématique correct (aucun éléve qui a reconnu la bonne suite n’a
eu un travail mathématique incomplet ou non correct), raison pour laquelle nous
pouvons considérer les réponses obtenues en B.2 et en B.3 (a la différence de
I'expérimentation précédente ou nous avons considéré seulement B.1 et B.2 dans le
Tableau 16, page 233).

Les catégories issues des questions B.2 et B.3 sont reprises du Tableau 24 (page
264). 11 s’agit de 11 éleves qui ont eu un travail correct en B.2 et de 6 éléves qui ont
eu un travail correct en B.3 (codés C) ; 26 éleves qui ont eu un travail incomplet en
B.2 et 23 éleves en B.3 (codés 1) ; et 3 éleves qui avaient un travail non correct en B.2
et en B.3 (codé N).

% Nous n’avons pas considéré ici le paradigme [Al] puisqu’il ne s’est pas présenté dans aucune
des réponses des éleves a cette question C.1.



269

Tableau 25 : Résumé des réponses a la question C.1.

Effectif Travail en NR Paradigme | Récurrence (ou Correction
B.2 et B.3 Cc1 ~ , essai) C : N
C:11en B2 9 2 9
40 C:6enB.3 3 1 1 2
éleves 1 1. 96 en B2 20 1 3 19 | 2

I:23cenB.3 5

N:2en B2 1 1 1 1 1
et en B.3

Des 40 éleves considérés qui ont produit un travail dans la partie B.2 ou B.3, 5
n’ont pas répondu a la premiere question, ce qui fait un effectif de 35 éleves qui
répondent a C.1. Ces 5 éleves n’ont pas répondu a B.3 non plus et, en B.2, ils ont eu

un travail incomplet.

Le travail correct en B.2 ou en B.3 produit un travail dans le paradigme [A2] en
C.1, comme souhaité, mais ce travail est incomplet pour 11 éléves (un seul produit un
travail correct en faisant une preuve par récurrence (G3-17). Le travail incomplet en
B.2 ou en B.3 produit aussi un travail incomplet dans le paradigme [A2] pour 19 éleves

(1 travail non correct en [A2] et 1 avec un travail intermédiaire entre [Al] et [A2]).

Le travail incomplet en C.1 présente des assertions vraies mais dans la plupart
des cas le travail doit étre complété par une preuve par récurrence. C’est I’exemple de
I'éleve G2-8 de la Figure 135. Cet éleve transfere les propriétés de la fonction presque
automatiquement a la suite, activant la dimension discursive de son ETM personnel.
Cependant, il ne semble pas se questionner concernant la bonne définition de la suite
et il ne fait pas allusion a une preuve par récurrence (pas de sous-activité de
reconnaissance). De plus, grace a I'explication de sa procédure, nous pouvons supposer
un essai de sous-activité de controle instrumental et sémiotique mais il lui reste a
mettre en fonctionnement un controle discursif (essentiel dans cette partie C) pour
aboutir a la réponse. La Figure 136 et la Figure 137 montrent la reconstruction de
successions de l'activité et du travail mathématique développé par 'éleve G2-8. 1l est
a remarquer que 23 des éleves de la classe 1, qui produisent un travail mathématique
incomplet, répondent de cette fagon aussi mais sans avoir recours a la calculatrice (ils

rédigent seulement la partie gauche par rapport a ce qu’a répondu 'éleve G2-8).
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Figure 135 : Réponse C.1 de I'éleve G2-8 de la classe 1.

Propriétés de f Utilisation calculatrice

v

\/ v

-Dis]

[Ins-Dis]

‘\
‘\

Figure 136 : Reconstruction du travail mathématique de 1'éleve G2-8 (classe 1) dans la

Recxnce

Contréle sémiotique et instrumental

question C.1.

Figure 137 : Successions des sous-activité de I'éleve G2-8 (classe 1) dans la question C.1.

Méme si la reconnaissance de la nécessité d’une preuve par récurrence n’est pas
une sous-activité développée par la plupart des éleves, le fait de ne pas avoir eu des
éleves travaillant dans le paradigme [A1] dans la question C.1 nous permet d’inférer
que les éleves participant a 'expérimentation précédente reconnaissent au moins, dans
cette nouvelle expérimentation, qu’il faut changer de paradigme dans cette partie C (a
la différence de I'expérimentation précédente ou on trouvait des réponses au sein du
paradigme [A1]).

Un seul éleve travaillant dans le paradigme [A2] produit un travail non correct
(les deux autres éléves qui produisent un travail non correct sont dans un travail
intermédiaire). Il s’agit de I'éleve G1-10 (Figure 138) qui, malgré une connaissance
dans les étapes de la preuve par récurrence (ce qui permet de le situer en [A2]), produit
via son hypothese de récurrence un travail non correct. La Figure 139 et la Figure 140

montrent la reconstruction des successions de 'activité et du travail mathématique de
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cet éleve. Tout d’abord il développe une sous-activité de reconnaissance de la bonne
méthode a utiliser, ce qui lui fait activer la dimension discursive de son ETM personnel.
Ensuite, il active le plan vertical [Sem-Ins] pour développer cette preuve, mais il ne
développe pas la sous-activité de traitement telle que souhaitée. Cet éleve ne montre

pas de controle mathématique explicite en lien avec la partie B.
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Figure 138 : Réponse a C.1 de I'éleve G1-10 de la classe 1.

Type de preuve
.\\c /
[Ser-r‘-DIs]
[Sem-Ins] [Ins-Dis] -

Travail de preuve et traitement de signes

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Figure 139 : Reconstruction des successions du travail mathématique de 1'éleve G1-10 de la
(classe 1) dans la question C.1.
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Reconnaissance » Traitement*
Récurrence Initialisation, W@té (utilisation
question pré , conclusion.
Controle sémiot t instrumental

Figure 140 : Reconstruction des successions des sous-activités de I'éleve G1-10 (classe 1) dans
la question C.1.

Comme signalé deux éleves produisent un travail non correct avec un travail
intermédiaire entre les paradigmes [A1] et [A2]. L'un correspond a 1'éleve G2-1, qui a
produit un travail non correct dans la question B.2 et la question B.3 et qui a encore
un travail non correct en C.1. Dans sa réponse il réalise juste une conversion de
registres en affirmant que « u, =3, alors u, appartient a [V3,+o[ ». Cela rend
compte de I'utilisation des contrdles non mathématiques présents dans 1’énoncé et qui
ne permettent pas de produire un travail correct. L’autre éleve, G3-6, dont nous
présentons le travail dans la Figure 141%, utilise aussi les controles non mathématiques
présents dans I’énoncé mais il reste bloqué sans pouvoir continuer son raisonnement a
cause du parametre alpha. Dans une réponse comme celle-ci, nous pourrions supposer
que dans le contexte d'une classe en présentiel, une aide de I’enseignant aurait débloqué
le travail de cet éleve. La Figure 142 et la Figure 143 montrent la reconstruction des
successions de 'activité et du travail mathématique et nous pouvons voir qu’aucune
sous-activité mathématique attendue dans I’énoncé n’est développée par cet éleve. En
revanche, il active la dimension discursive de son ETM personnel et 1’éleve écrit les
affirmations de I'énoncé qu'il comprend comme « 1> 0 » ou « Pn: V3 < u, < 400 ».
Ainsi, les sous-activités de controle sémiotique, instrumental et discursif ne sont pas

investies par cet éleve.
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Figure 141 : Réponse a question C.1 de 'éleve G3-6, classe 2.

% Nous avons classé cet éleve dans un travail intermédiaire entre [Al] et [A2], mais le fait qu’il
écrit Pn laisse aussi penser qu’il aurait pu penser a une preuve par récurrence.
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Enoncé et limite

de la suite

[Sem-Dis]

[Sem-Ins] [Ins-Dis]

Figure 142 : Reconstruction du travail mathématique de 1'éleve G3-6 (classe 2) en C.1.

Rec%nce

Controdle sémio

t instrumental

Figure 143 : Successions de sous-activités non atteintes par I'éleve G3-6 (classe 2) en C.1.

Nous présentons aussi 'exemple de 'éleve G3-26 dans la Figure 144. La Figure
145 et la Figure 146 montrent la reconstruction des successions de l'activité et du
travail mathématique qu’il développe. Cet éléve ne reconnait pas la preuve par
récurrence mais il utilise les propriétés de la fonction qui lui permettent d’activer la
dimension discursive de son ETM personnel. Comme la récurrence n’est pas reconnue
en tant que telle, la sous-activité de traitement souhaitée n’est pas atteinte. Néanmoins
ses affirmations (utiliser les propriétés de la fonction pour différents cas par exemple)
et les signes utilisés dans sa production (qui relevent des registres ensembliste et
algébrique) permettent d’affirmer que son travail avance vers l'activation du plan
vertical [Sem-Dis]. Les différents cas qu’il prend pour alpha permettent d’inférer que
cet éleve contrdle le travail produit avec la partie B (sous-activités de controle
sémiotique et instrumental). Finalement il produit un travail incomplet dans le

paradigme [A2], (avec un travail incomplet aussi pour B.2 et B.3 et correct pour B.1).
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Figure 144 : Réponse a la question C.1 de I’éleve G3-26, Classe 2.
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Propriétés de f Travail de preuve et traitement de signes
v
\ 3 /
[Sery-Dis] ”
e {ins=Dis] [Sem~Ins] [Ins-Dis]

Figure 145 : Reconstruction du travail mathématique de I'éleve G3-26 (classe 2) en C.1.

Reco nce

Controle sémiotique et instrumental

Figure 146 : Successions des sous-activités de 1'éleve G3-26 (classe 2) en C.1.

Ainsi, le travail incomplet ou non correct en B.2 ou en B.3 ne produit pas un
travail correct en C.1. Finalement, concernant les controles mathématiques en général,

il y a peu de contrdles explicites (pas de traces dans les productions).

b) Question C.2 : prouver que la suite est croissante

Sur les 35 éleves qui ont répondu a C.1, tous ceux de la classe 1 répondent a C.2,
et nous additionnons a cet échantillon trois éleves (G1-7, G1-13 et G1-f) sur les 5 qui
n’ont pas répondu a C.1 mais qui répondent tout de méme a C.2. Des éleves de la
classe 2, 1 ne répond pas a C.2. Cela fait un effectif de 37 éleves au total (28 éleves de
la classe 1 et 9 éleves de la classe 2). Le Tableau 26 présente une synthese du travail
concernant les paradigmes travaillés ainsi que les reconnaissances des méthodes les plus

utilisées”™ et la correction du travail.

% A nouveau comme dans lexpérimentation précédente, aucun éléve ne propose le calcul du
quotient Uy, q/Uy,.
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Tableau 26 : Résumé réponses de la question C.2.

Catégories a Paradigme Upt1 — Up Récur. [fr=2u, 7 Correction
Pissue de C.1
NR | A2 ? C I N
33 éleves dans 1 31 1 24 1 3 1 25 6
[A2]
2 éleves dans 7 2 1 2
5 éleves NR C.1 2 3 3 1 2

Des 37 éleves qui répondent a C.2, 36 travaillent dans le paradigme [A2] en
C.2 : 31 étaient déja dans [A2] dans la question C.1, 2 dans le travail entre les deux
paradigmes et 3 n’avaient pas répondu a C.1. Concernant les 31 qui ont jusqu’ici un
profil [A2], 1 produit un travail correct (G2-7), 25 un travail incomplet et 6 un travail
non correct. Puis un seul éleve qui était dans [A2] en C.1 (G1-b) bascule vers le travail
intermédiaire entre [Al] et [A2] en produisant un travail incomplet. Il affirme que la
suite est décroissante en argumentant que « Upyq — U, < 0 et comme u, € [V3, 4],

la suite est décroissante ».

Des 6 éleves qui produisent un travail non correct dans le paradigme [A2], deux
utilisent la stratégie up,; —u, (G1-6, G1-d) et 4 éleves argumentent que la suite
possede les mémes variations que f (G3-14, G3-17, G3-27, G3-16). A titre d’exemple
nous présentons dans la Figure 147 la production de I'éleve G3-17. Dans la Figure 148
et dans la Figure 149 nous montrons la reconstruction des successions de 'activité et
le travail mathématique qu’il produit. Cet éleve ne reconnait pas de méthode valable
pour répondre a la question, ce qui empéche la mise en fonctionnement de la sous-
activité de traitement attendue et de 'activation de la dimension instrumentale avec
un artefact symbolique. Néanmoins, il active la dimension discursive de son ETM
personnel. Peut-étre que le probleme de cet éleve se trouve dans son référentiel
théorique car, malgré le fait qu’il reconnait la bonne suite récurrente dans son écriture,
on peut penser qu’il utilise les propriétés de cette suite comme une suite explicite.
Enfin, cet éleve ne développe pas la sous-activité de controle sémiotique et

instrumental.
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Figure 147 : Production de I’éleve G3-17 a la question C.2.

Propriétés de f

Y\‘c/

[Sem-Dis]

[Sem~-Ins] [Ins-Dis]

Figure 148 : Reconstruction du travail mathématique de I’éleve G3-17 (classe 2) en C.2.

Rechance #

Un+1
Un

preuve par récurrence

Etude de 41 — u,, de ou

Controdle sémio et instrumental

Figure 149 : Successions des sous-activités de 1'éleve G3-17 (classe 2) en C.2.

La plupart des éléves qui travaillent dans le paradigme [A2] présentent un travail

incomplet, en développant une reconnaissance de la méthode a utiliser et en activant

la dimension instrumentale de leur ETM personnel et ils activent ensuite le plan

vertical [Sem-Ins] de leur ETM. L’éleve de la Figure 150, ci-dessous, permet d’illustrer

la réponse donnée par ce groupe d’éleves et la Figure 151 et la Figure 152 permettent

d’observer la reconstruction des successions de 'activité et du travail mathématique

qu’il développe. Nous constatons que cet éleve ne controle pas son travail de fagon

discursive car il manque d’argumentation pour affirmer que la suite est décroissante.

Néanmoins, comme il sait que la suite est décroissante par les questions B.1 et B.2 (ou

il avait reconnu la décroissance a partir des tableaux de valeurs de la suite) il force la

conclusion de sa preuve, ce qui le conduit a rendre un travail incomplet.
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Figure 150 : Production de 1’éleve G1-2.2 pour la question C.2.
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Figure 151 : Reconstruction du travail mathématique de 1'éleve G1-2.2 (classe 1) en C.2.

Reconnaissance » Traitement
Etude de Calculs a effectuer
Un+1 — Un

Figure 152 : Successions de sous-activités de 1'éleve G1-2.2 (classe 1) en C.2.

En ce qui concerne les 2 éleves qui travaillaient entre [A1] et [A2] en C.1, les deux
(G2-1 et G3-6) se situent dans le paradigme [A2] en C.2 en produisant toujours un
travail non correct. L’éleve G2-1 produit un travail non correct aussi B.2, B.3 et C.1,

et en C.2 il répond : « pour étudier les wvariations de la suite u,, U, = V3,

Q) 2 FOV3), gy 22

N) mentionne : « je devrais dériver u, pour avoir le signe de la dérivé (—), en déduire

> /3, donc f est croissante »). L’autre éleve G3-6 (travail

que la suite est décroissante et minorée » ; et I'éleve G3-27 mentionne « (..) f est
décroissante sur]0; V3] puis croissante sur [N3; +oo[ donc (uy,) a les mémes variations
que f ».

Finalement sur les 3 éleves (classe 1) qui répondent a C.2 mais qui n’avaient pas
produit un travail dans C.1, ils se situent tous en [A2] : 1 produit un travail correct
(G1-f) et 2 produisent un travail non correct (G1-7 et G1-13). L’éleve G1-7 reconnait
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la bonne méthode de 'étude différence u,,; —u, mais, délibérément, il décide de
calculer la dérivée de la fonction f. Ce type d’erreur entre dans les confusions de
u, = f(n), ce qui montre un manque aussi de controle (la production de cet éleve est
du méme ordre que le cas de I'éleve G1-2.6 de 'expérimentation précédente, voir Figure
106, page 239).

Le cas de I'éleve G1-13 de la Figure 153 mérite d’étre soulevé et nous pouvons
voir la reconstruction des successions de l'activité et du travail mathématique qu’il
développe dans la Figure 154. Cet éleve développe une sous-activité de reconnaissance
quant a la méthode a utiliser avec 'activation de la dimension instrumentale de son
ETM. Ensuite, il développe aussi une sous-activité de traitement et active le plan
vertical [Sem-Ins] de son ETM personnel. Le probleme est que cet éleve bascule sur
une mauvaise reconnaissance de la suite récurrente en effectuant la confusion avec
u, = f(n), ce qui 'ameéne a produire un travail non correct. Ainsi cet éleve a un
manque dans les sous-activités de controle et ne présente pas de traces de contrdle
sémiotique et instrumental en lien avec la partie B. Le cas de cet éleve est similaire a

celui de I'éleve G1-1.14 de 'expérimentation précédente Figure 109, page 240).
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Figure 153 : Production de I’éleve G1-13 pour la question C.2.
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Figure 154 : Reconstruction du travail mathématique de I’éleve G1-13 (classe 1) en C.2.
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Figure 155 : Successions des sous-activités de 1'éleve G1-13 (classe 1) en C.2.
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Toutefois, nous pouvons penser que ce manque de controle vient d'une mauvaise
écriture de la suite dans la partie B. En effet, cet éleve avait bien reconnu la bonne

suite récurrente avec des bons tableaux lors de la question B.1 mais a la fin de la partie
B il écrit explicitement u,,; = %(x + z) (Figure 156). Cela peut étre interprété comme

un manque de controéle lié a un probléeme d’ordre sémiotique.
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Figure 156 : production de I'éleve G1-13 a la fin de la partie B

c) Question C.3 : prouver la convergence de la suite

Dans l'analyse de la question C.2, 37 parmi les 40 éléves qui avaient des
reconnaissances de la suite, de la convergence et de la limite a l'issue de B.1 et B.2,
avaient répondu a C.1 et a C.2, 36 répondent encore a la question C.3 (un éleve ne
répond pas a C.3). Ici, sur les 4 qui n’ont pas répondu dans C.1, 3 travaillent tout de
méme en C.2 (G1-7, G1-13 et G1-f). Tous les trois répondent aussi a la question C.3.
Nous présentons, dans le Tableau 27 ci-dessous, une synthese des résultats a cette
question avec les paradigmes du travail mathématique, la reconnaissance du théoréme

a utiliser et le statut du travail mathématique.

Tableau 27 : Résumé réponses de la question C.3.

Catégories a l’issue Effectif | NR Paradigme Théoréme Correction
de en C.3 | C3
C.2 [A1] | [A2] | ? cC| I |N

31 éleves [A2] pour C.1 1 30 29 28 1 |2

et C.2
2 éleves 7 pour C.1 et . 2 2 2
40 éleves 4
[A2] pour C.2
3 NR pas C1 et [A2] 3 3 2 1
pour C.2
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Sur les 36 éleves qui répondent a cette question C.3, 35 reconnaissent le théoréme
et travaillent dans le paradigme [A2], mais 32 produisent un travail correct (C), 1 un

travail incomplet (I) et 3 un travail non correct (N).

Les deux éleves qui produisaient un travail entre [Al] et [A2] pour C.1 et en [A2]
pour C.2, produisent cette fois en C.3 un travail correct. Il s’agit des éleves G2-1 et
G3-6 qui en C.1 et C.2 avaient un travail non correct mais qui reconnaissent bien le

théoreme en C.3.

Un seul éleve (G3-14) produit un travail incomplet en C.3. Il avait C.1 incomplet
aussi et C.2 non correct. Cet éleve reconnait le théoreme mais ne reconnait pas si la

suite est décroissante ou croissante, majorée ou minorée par v 3.

Des trois éleves qui produisent un travail non correct en C.3, I'éleve G3-27
écrit « sur [O; \/§] (u,) est décroissante est donc minorée. (U,) est minorée par 0,
donc elle est convergente vers une limite I ». Il avait produit un travail incomplet pour
C.1 et non correct pour C.2, tous les deux en [A2]. Le deuxieme éleve (G1-7) ne
reconnait pas la décroissance de la suite. En effet, cet éleve fait partie des trois éleves
qui n’ont pas répondu a la question C.1 mais qui travaillent tout de méme en C.2 (ou
il produit un travail aussi non correct) et en C.3. Dans sa réponse a la question C.3 il
argumente « pour prouver qu’elle est convergente il faut que la suite soit croissante ou
décroissante et qu’elle soit majorée ou minorée. La on sait qu’elle est croissante et
nous avons vu que la limite était 1,73, donc majorée par 1,73, donc la suite u, est
convergente » (ce résultat est tres différent a lexpérimentation précédente ou
seulement 1 éleve de la classe 1 avait reconnu le théoreme”. Le troisieme éleve (G3-
16) produisant un travail non correct est celui qui bascule au paradigme [Al] dans
cette partie alors qu'il avait travaillé en [A2] pour C.1 et C.2 (Figure 157). Cet éleve
produit un travail non correct (C.1 et C.2 non corrects également) et répond a partir
de la partie B sans faire référence au théoreme de la limite monotone. Cela fait qu’il
active le plan vertical [Sem-Ins] de son ETM personnel mais ce travail ne lui permet
pas de développer ni une sous-activité de reconnaissance, ni une sous-activité de

traitement (voir figure Figure 158 et Figure 159).

9 11 S’agissait de 1’éleve G1-1.8 que nous avons exclu pour cette premicre analyse puisqu’il ne
reconnait pas la bonne suite.
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Figure 157 : Production de I'éleve G3-16 a la question C.3.

Figure 158 : Reconstruction du travail mathématique de 1'éleve G3-16 (classe 2) en C.3.
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Figure 159 : Successions de sous-activités (non atteintes) de 1'éleve G3-16 (classe 2) en C.3.

8.4.3 Retour sur quelques cas particuliers d’éleves

Nous revenons sur les cas des éleves provisoirement écartés et qui n'ont pas

répondu de maniere adéquate aux questions B.1 ou B.2.

Mauvaise reconnaissance de la suite

Comme dans I'expérimentation précédente, il s’agit des éleves qui ont reconnu
une suite u, = f(n) dans la partie B. Ici nous comptons 2 éleves au total, c’est-a-dire
un éleve de chaque classe (dans I'expérimentation précédente il y avait 9 éleves de la

classe 1 et 1 éleve de la classe 2). Dans la classe 1, c’est I'éleve G1-8 qui a ses tableaux
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incorrects dans la question B.1, qui répond donc de fagon non correcte a B.2 (il signale
que la suite est décroissante puis croissante, donc divergente), et il ne répond ni a B.3,
ni a C.1 ni a C.3. Néanmoins, dans la Figure 160, nous pouvons voir qu’il essaie une
preuve par récurrence dans la question C.2 pour argumenter que la suite est croissante
puis décroissante. A ce moment-13 il argumente qu’il utilise la calculatrice, ce qui nous
permet de dire qu’il veut controler son travail avec la partie B mais il ne réussit pas

puisqu’il avait produit un travail non correct.
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Figure 160 : Production de I'éleve G1-8 a la question C.2.

Dans la classe 2 nous trouvons I'éleve G3-a qui travaille avec u, = f(n) des la
partie B.1. Il travaille dans toutes les questions sauf C.2 et C.3. Dans la partie B
naturellement il conclut que la suite a toujours le méme comportement « elle est
croissante, ne semble pas converger ni avoir de limite ». Dans la partie C.1 il utilise
la récurrence (bascule bien au paradigme [A2]), mais sans travailler vraiment avec la

définition de la suite.

Dans cette expérimentation (contrairement a la précédente), hormis les éleves qui
n’ont pas reconnu une croissance pour les deux premiers termes de la suite dans les cas
de a, et de a,, nous ne constatons pas d’éleves qui n’ont pas reconnu le comportement
de la suite (décroissance ou convergence), ayant bien reconnu la suite récurrente en
B.1.

Un cas isolé de reconnaissance sans production de travail

Dans la classe 2 nous trouvons 1'éleve G3.21 qui ne répond pas a la question B.1
mais qui répond aux questions B.2, B.3 et C.3. Pour B.2 il produit un travail correct
et conforme a ce qui est attendu, il reconnait méme que la suite est décroissante apres
n = 1. Mais dans la question C.3 il ne reconnait pas le théoreme et répond que la suite

est convergente car elle est dérivable !
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8.5 Conclusions du chapitre : résultats des deux taches

construites

Pour commencer cette conclusion, nous revenons tout d’abord a nos deux

questions de recherche :

QR 3.1 : Quel est le travail mathématique des éléves et quelles sous-activités
mathématiques développent-ils lors de la résolution de taches permettant des occasions
de controle mathématique issue d’une dialectique entre les paradigmes [A1] et [A2] et
l’introduction de la dimension instrumentale du travail mathématique dans [’étude de

suites Upy1 = f(Uy) a la transition L-U ¢

QR 3.2 : Quelle est linfluence de l'intervention de l’enseignant dans ['activité et
I’ETM personnel des éleves, lorsqu’il s’agit de développer des sous-activités de

reconnaissance et de controle dans la dialectique des paradigmes [A1] et [A2] ?

Dans ce chapitre, nous avons présenté des analyses de trois expérimentations
menées dans la derniere classe de Lycée (Terminale Scientifique), ce qui nous a permis
d’approfondir 1’étude de la transition lycée-université d’un point de vue cognitif et
épistémologique a partir des suites définies par récurrence de la forme u, 1, = f(u,).
Pour ce faire, nous avons conc¢u deux taches qui pourraient servir de pont entre deux
institutions, car elles ont des caractéristiques de la fin de lycée (notamment en
exploitant les connaissances des éleves concernant 'utilisation de calculatrices) et des
caractéristiques du début de l'université (comme par exemple des reconnaissances
laissées a la charge de 1'éleve et qui donc, n’apparaissent pas dans 1’énoncé, ou le
caractere de parametre du premier terme de la suite).

La premiere tache consistait a 1’étude de la suite (u,) définie par u, = a,
a € [0,1] et pour tout entier naturel, u,,; = f(u,), ou f est la fonction f(x) = ﬁ
(suite croissante et fonction croissante dans l'intervalle [0,1]). La deuxiéme tache
concernait 1’étude de la suite (u,) définie par uy, = a, a € |0, +oo[ et pour tout entier
naturel n, u,,1 = f(U,), ou f est la fonction f(x) = %(x + 3) (fonction croissante et

suite décroissante dans l'intervalle [v3, +oo]).

Nous avons expérimenté ces taches au niveau du lycée dans trois contextes
différents : la premiere tache avec une classe et un travail individuel des éleves
(expérimentation I), une autre classe avec lintervention de enseignant
(expérimentation II) et la deuxieme tdche avec un travail individuel a la maison
dans les deux classes (expérimentation IIT). Ces taches avaient pour but d’enrichir

les occasions de sous-activités de controle sémiotique et instrumental grace a la
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calculatrice et 'activation de la dimension instrumentale dans I'ETM personnel au sein
du paradigme [A1l], pour soutenir les sous-activités de contrdle discursif et un travail
dans le paradigme [A2]. Ainsi l'idée était de favoriser une dialectique entre les
paradigmes [A1] et [A2] dans I'étude de ces suites récurrentes. Par ailleurs, cette tache
cherchait a favoriser les sous-activités de reconnaissance et les sous-activités de

traitement.

Le travail dans le paradigme [A1] permettait de reconnaitre la bonne définition
de la suite récurrente, donnant I'opportunité aux éleves de faire une exploration de la
suite en formulant des conjectures de son comportement avec ’aide de la calculatrice
(partie B). Le travail dans le paradigme [A2] prend appui sur le travail préalable en
[A1] et permettait de prouver les conjectures faites ; il s’agissait de I’étude formelle de

la suite et de ses propriétés.

Dans ce qui suit, nous cherchons a répondre aux QR 3.1 et QR 3.2 en présentant
une synthese des résultats trouvés lors des expérimentations menées. Nous cherchons
a décrire le travail et les activités mathématiques des éleves, ainsi que l'influence des
interventions de l’enseignant, lors de la résolution de taches construites visant a

promouvoir les sous-activités de controle issue de la dialectique [Al] et [A2].

a) La reconnaissance de la suite récurrente et des propriétés

de cette suite

Grace a un premier travail avec la calculatrice ol on espérait la reconnaissance
de la suite récurrente (question B.1), nous souhaitions favoriser la bonne interprétation
des signes données par la calculatrice pour ainsi conjecturer la croissance, la

convergence et la limite de la suite (question B.2 et B.3).

Pour la question B.1 concernant les expérimentations I et II, la reconnaissance
de la suite récurrente a été faite par presque la moitié des éleves dans la classe 1 (57%),
alors que la suite a été bien reconnue par presque la totalité des éleves dans la classe
2 (94%). Un tel écart entre les résultats de deux classes est certainement di a
I'intervention de ’enseignant dans le cas de la classe 2. Son intervention prive peut-
étre certains éleves de la reconnaissance de la forme de la suite mais, par contre, elle
permet que beaucoup plus d’éleves continuent de travailler avec la bonne suite. Pour
la question B.1 concernant ’expérimentation III, les éleves reconnaissent mieux la suite
récurrente que dans les expérimentations I et IT (93% d’éleves). Dans les trois
expérimentations et dans les deux classes, les éleves comprennent toutefois bien que le
travail est a développer dans le paradigme [A1]. Ils ont des bons usages des instruments

(calculatrice) pour remplir leurs tableaux de valeurs. Il y a des sous-activités de
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controle qui s’exercent déja, notamment les controles sémiotiques et instrumentaux
quand la calculatrice n’indique pas ce qui pourrait étre attendu (surtout visibles dans
I'expérimentation I et IT), et on peut penser que pour certains éléves cela les aide aussi

& reconnaltre la bonne suite.

Dans le cas des éleves qui sont en autonomie dans la classe 1 (expérimentation
I), malgré I'idée que l'on peut se faire du fait qu'un travail plus pragmatique dans le
paradigme [A1] pourrait étre plus accessible, le non-aboutissement de la reconnaissance
de la suite nous montre que ce travail n’est pas évident pour de nombreux éleves. Il
est paradoxal de penser que ce type d’éleve pourrait réaliser un travail correct en [A2]
s'ils manquent d’activité du contrdle méme dans le paradigme [A1l] car, dans ce cas,

cela montrerait un manque de compréhension importante quant a l'objet étudié.

Pour les questions B.2 et B.3 on attendait la reconnaissance de la variation, de
la convergence et de la valeur de la limite de la suite. A partir des tableaux de valeurs,
la reconnaissance de la variation est bonne chez une grande partie des éleves dans les
trois expérimentations et dans les deux classes. Il semble donc facile de passer d'une
perspective ponctuelle portée par le tableau de valeur (ou d’une perspective globale
s’ils utilisent une représentation graphique) a une perspective globale sur la suite pour
conjecturer la croissance de la suite (dimension sémiotique du travail). Par contre la
reconnaissance de la convergence et de la valeur de la limite peut étre plus difficile, ce
qui est lié & un changement de perspective plus difficile : par exemple seulement 25%
des éleves de classe 1 en autonomie (expérimentation I) ont réussi ces reconnaissances.
Dans le cas de l'expérimentation III ce changement de perspective est en lien avec
I’approximation d'un nombre réel. Cela crée une différence par rapport aux
expérimentations I et II car il fallait que les éleves reconnaissent la limite V3 des la
partie B. Mais, comme beaucoup d’éleves ont utilisé 'artefact symbolique f (1) = [ dans
la question B.3, nous ne savons pas dans quelle mesure ils reconnaissent vraiment v/3
comme limite, ou juste 1,73... En effet, les éleves doivent se mettre dans une
perspective locale pour apprécier la convergence et la limite. Nous n’avons pas cherché
a creuser ce changement de perspective mais ces résultats sont cohérents avec le travail
de Montoya Delgadillo et al. (2018). Cependant, dans l’expérimentation III nous
identifions des éleves travaillant dans le paradigme [A2] dans la partie B.3,

contrairement aux expérimentations I et II ou les éleves travaillaient en [A1].

La forme des représentations numériques (décimale ou fractionnaire) semble avoir
un effet sur les reconnaissances puisque les représentations fractionnaires ne favorisent
pas les reconnaissances que nous attendions ; en effet, la majorité des éleves bloqués
dans B.2 et B.3 avaient des représentations fractionnaires dans leur tableau de valeurs

dans les expérimentations I et II. Il y a alors un effet li¢ au professeur dans la classe 2
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(expérimentation II) qui a favorisé le fait, pour les éléves bloqués, de pouvoir changer
de représentations. D’ailleurs, 'aide individuelle du professeur a un binéme d’éleves
pour régler la fenétre d’affichage de la calculatrice et visualiser la représentation
graphique de la suite numérique a été faite a haute voix et elle a pu aider d’autres
éleves ce qui a provoqué une régulation de I'activité mathématique des éleves a partir
de cette intervention dédiée a la sous-activité de controle sémiotique et instrumental.
De plus, la représentation graphique porte mieux les perspectives globales et locales
nécessaires aux reconnaissances. Ainsi on a une trés bonne reconnaissance de la
croissance, de la convergence et de la valeur de la limite dans la classe 2 (80%) lors de
I'expérimentation II. On voit d’ailleurs dans cette méme expérimentation que certains
éleves ont tout de méme les bonnes conjectures (sans doute avec la représentation
graphique) alors que leurs tableaux de valeurs étaient incomplets ou non corrects. Il
existe aussi une différence avec la limite entiere (expérimentation I et II) et la limite
irrationnelle (expérimentation III). En effet, il est plus difficile de passer d'une
approximation décimale d'un nombre réel, vers sa valeur exacte, d’autant plus que les
différentes représentations des nombres réels sont plus complexes que celles des
nombres entiers (de nouvelles connaissances mathématiques sont nécessaires pour
traiter ce systéme numérique). Cela peut expliquer I'introduction du paradigme [A2]

pour les éléves de I'expérimentation III des la partie B.3 (éleve G1-1, Figure 132).

b) Le travail mathématique dans la reconnaissance des

méthodes de preuve

Pour la partie C, nous avions pour objectif que les éleves puissent produire des
preuves mathématiques dans le paradigme [A2] des conjectures qu’ils avaient formulées
dans la partie B et le paradigme [Al], avec les occasions de contrdle sémiotique et
instrumental. Pour le déroulement de ces preuves, les éleves devaient tout d’abord
s'investir dans des sous-activités de reconnaissances des méthodes avec un travail
mathématique soit issu de la dimension instrumentale de leurs ETM (avec les artefacts
symboliques), soit issu de la dimension discursive (comme dans le cas de la récurrence
ou de la limite monotone notamment). Ensuite, les éleves devaient développer des sous-

activités de traitement et Pactivation des différentes dimensions de 'ETM selon le cas.

On peut dire que le travail mathématique correct (voire incomplet) dans la partie
B (paradigme [Al]) s’avere étre un bon précurseur pour entrer dans la partie C
(paradigme [A2]). Mais ce type de dialectique entre paradigmes [A1] et [A2] s’avere
aussi constituer un frein chez certains éleves, notamment dans la classe 1 en autonomie

lors de 'expérimentation I, car des éléves restent spontanément dans le paradigme [A1]



288

pour tenter des argumentations. A ce moment-la ces éleves controlent souvent leur
discours avec la partie B — controle sémiotique ou instrumental en référence a la
calculatrice - mais ils fournissent un travail qui ne peut qu’étre incomplet. Un seul
éleve dans 'expérimentation I (G1-1.14) semble totalement déconnecter sa partie C de
la partie B tout en restant dans le paradigme [A1]. Il repart sur le modele u,,, = f(n)
dans la partie C.2, alors que sa partie B était correcte. Un exemple similaire se trouve
dans la production de I'éleve G1-13 de l'expérimentation III (classe 1) car il revient
aussi sur le modele u,,, = f(n) dans la question C.2 alors que ses tableaux de la partie

B étaient corrects.

On peut dire que les éleves de I'expérimentation I travaillant dans le paradigme
[A1] (et en particulier I’éleve G1-1.14) n’auraient finalement rien pu faire si seule la
partie C avaient été proposée d’emblée comme c’est le cas dans les exercices de taches
d’évaluations qui sont proposées a la fin du lycée et au début de 'université (voir
chapitre 7). En d’autres termes, on voit qu'une partie des éléves est tout de méme
capable de produire un travail incomplet (et non pas non correct) si tant est qu’on leur
permet de rester dans le paradigme [Al] et qu'ils se le permettent aussi. Mais nous
pensons qu’il pourrait y avoir différentes raisons au fait que les éleves continuent leur
travail dans le paradigme [A1] dans cette expérimentation I : Est-ce que c’est le travail
dans la partie B qui améne aux éleves a continuer dans le paradigme [Al] dans la
partie C 7 Les éleves sont-ils plus a 'aise en restant dans le paradigme [A1] 7 Sont-ils
conscients de leurs lacunes dans le paradigme [A2] ? Ont-ils conscience du changement
de contrat didactique lié au changement de paradigme 7 Dans tous les cas on pourrait
conclure que ce changement de contrat est a expliciter et a travailler, au méme titre
que le changement de paradigmes géométriques (Kuzniak, 2004) qui est clairement

identifié et explicitement travaillé entre le primaire et le college au cycle 4.

Concernant les résultats des paradigmes de la partie C de I'expérimentation III,
nous notons que la plupart des éléves reconnaissent que le paradigme a travailler
correspond & celui de [A2], néanmoins, certains éleves travaillent dans ce paradigme

des la partie B.3 dans la plupart des productions.

Question C.1

Cette question C.1 avait pour but de prouver que tous les termes de la suite
étaient bien définis, et que la suite était soit bornée (expérimentations I et II), soit
minorée (expérimentation III).

Dans la tache avec la premiére suite récurrente (expérimentations I et II), dans

la question C.1, malgré le fait que la moitié des éleves restent dans [Al], 1 seul des
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éleves de la classe 1 (expérimentation I) a produit un travail non correct. Ce n’est pas
le cas dans la classe 2 (expérimentation II) ou tous les éleves sont passés au paradigme
[A2] dans la partie C ou 2 éleves produisent un travail non correct. On peut a nouveau
attribuer le travail massif dans [A2] au sein de la deuxiéme classe au rdle du professeur
qui impose un rythme a la classe, donne des aides individuelles qui peuvent étre
entendues par tous et signale la fin de la partie B en marquant la différence entre les

conjectures (partie B) et ce qui va étre fait « maintenant » dans la partie C*

En ce qui concerne I'expérimentation III, mis & part 2 éleves (un de chaque classe)
qui produisent un travail entre les paradigmes [A1] et [A2], tout le reste des éleves de
la classe 1 et 2 se trouvent dans le paradigme [A2] dans la question C.1. La plupart
produisent un travail incomplet et le travail non correct concerne 3 éleves. Concernant
cette expérimentation III, on peut observer une avancée dans la reconnaissance du
changement de paradigme vers [A2] dans les deux classes : la classe 1 parce qu’ils
continuent en autonomie et réussissent mieux a identifier le paradigme de travail et la
classe 2, parce que, maintenant, ils n’ont pas les aides de l’enseignant qui les font
basculer tous vers [A2]. Toutefois nous restons prudents avec ce type de conclusions
parce que la situation dans laquelle les éléves résolvent la tache ne permet pas d’assurer
une autonomie de leur part (on voit d’ailleurs que des copies se ressemblent

considérablement entre elles et qu’il y a eu un transfert de réponses entre les éleves).

Dans cette question C.1 et les deux premieres expérimentations, le travail
mathématique produit et les erreurs observées ne sont pas de méme nature entre la
classe 1 et la classe 2. Une partie des éleves de la classe 1 en autonomie
(expérimentation I) reste dans le paradigme [A1] et fournissent un travail incomplet
s’appuyant pour partie sur la partie B (sauf 'exception G1-1.14). Ceux qui passent
dans le paradigme [A2] reconnaissent qu’il faut mobiliser un raisonnement par
récurrence mais pour ceux qui ne basculent pas, est-ce que c’est a cause de la difficulté
de la preuve par récurrence qu'ils restent dans le paradigme [A1] ? Ainsi, cette preuve
par récurrence semble étre un marqueur fort du passage dans le paradigme [A2] mais
les conditions sont différentes dans les deux classes : dans la classe 1 (expérimentation
I) ce sont les éléves en autonomie qui reconnaissent spontanément la récurrence ; et
dans la classe 2 (expérimentation II), c’est plus un effet du discours du professeur ou
plus un effet du contrat didactique (dialectique « conjecture / preuve » des problemes

du lycée) qui impose le paradigme [A2] et donc les raisonnements qui vont avec. En

9 Enseignant : « Maintenant 'objectif c’est de discuter, est-ce que c’est valable tout le temps,
pour tous les alphas entre 0 et 1 d’avoir une suite croissante, majorée par 1 et qui converge vers 1 sa
limite. Et cela pour linstant on ne sait pas, c’est juste une conjecture ».
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effet, dans cette expérimentation II, tous les éleves sauf 3 amorcent une récurrence.
Les autres semblent étre confinés dans [A2] et 1 éleve est bloqué et ne produit rien
(par ailleurs cela arrive aussi dans I'expérimentation III a I’éleve G3-6, Figure 141).
Peut-étre qu’a l'instar des éleves de la classe 1, ce dernier éleve aurait pu continuer a
produire du travail si on lui avait laissé 'opportunité de continuer a travailler dans le

paradigme [A1]. Les 2 autres produisent un travail non correct tout en étant dans [A2].

Dans le cas de I'expérimentation III, les difficultés trouvées dans le paradigme
[A2] sont principalement la non reconnaissance de la preuve par récurrence qui
implique une non mise en fonctionnement de la sous-activité de traitement et
I'activation du plan [Sem-Dis| des ETM personnels. En effet, seulement 7/35 éleves
reconnaissent ce type de preuve (alors que dans l'expérimentation 2, 21/24 éleves

reconnaissent la récurrence grace a l'aide de ’enseignant).

Le travail non correct est lié a des traitements qui restent dans le paradigme [A2]
(des problemes sémiotiques entre x et u, dans un travail algébrique avec des inégalités
comme 'exemple de 1'éleve G2-10 de 'expérimentation II, Figure 101) sans qu’on ne
repere de controle d’aucun type avec ce qui a été produit dans la partie B ou des
difficultés liés a transférer automatiquement les propriétés de la fonction a la suite
(typiquement les éleves comme G2-8 dans 'expérimentation I1I, Figure 135). Les éleves
semblent comme prisonniers du travail dans le paradigme [A2] et la différence de
paradigme entre la partie B et la partie C n’aide finalement pas a faire des contrdles
qui ne sont pas habituels dans les pratiques classiques des éleves dans les classes du

lycée.

Question C.2

La question C.2 avait pour objectif de prouver la variation de la suite. Dans les
deux premieres expérimentations on retrouve l'idée développée dans les résultats de la
question C.1. Le travail dans le paradigme [A1], qui est largement plus présent pour
les éleves de la classe 1 (expérimentation I) jusqu'a la question C.1, favorise
I’engagement jusqu’a la question C.2. Plusieurs éleves arrivent encore a produire des
argumentations incomplétes dans le paradigme [Al] (ou un travail intermédiaire entre
[A1] et [A2]) basé sur les tableaux de valeurs ou le graphique donné par la calculatrice
(controle sémiotique et instrumental) ; néanmoins on peut dire que,
proportionnellement, on a une tendance a plus de travail incomplet dans la classe 2
(expérimentation II) qui est majoritairement dans le paradigme [A2] (5/10 dans la
classe 1 contre 11/18 dans la classe 2). Cependant, les changements de paradigmes ne

sont pas du méme type dans les deux classes des expérimentations I et II, car a nouveau



291

un effet du professeur ou du contrat didactique dans la classe 2 impose le paradigme
[A2]. Dans la classe 1 (expérimentation I), on a plusieurs mouvements de [Al] vers
[A2] et de [A2] vers [Al]. Revenir dans [A2] peut correspondre & reconnaitre une
méthode de ce paradigme pour répondre a la question (typiquement calculer
Up41 — Uy) mais cela se fait sans controle et meéne a du travail non correct. Revenir
dans [Al] semble permettre, au contraire, de continuer a développer un travail
incomplet basé sur la partie B («la suite semble croissante car
Uy < Uy < Uy ... Upyq»). Dans la classe 2 (expérimentation II), on a seulement 3 éleves
qui changent de paradigme de [A2] vers [Al], dont deux qui peuvent développer un
travail incomplet par ce biais (en se référant a la calculatrice notamment). Ce n’est
pas le méme cas dans l'expérimentation III ou les éleves continuent dans le paradigme
[A2] (sauf un avec 2 travaux intermédiaires entre [Al] et [A2], un dans chaque classe).
Dans cette expérimentation III, des éleves dans [A2] (avec la méthode u,,q —u,) ne
concluent pas correctement leurs preuves (sans contrdle discursif) mais ils controlent
tout de méme leur travail avec la partie B car ils savent qu’il faut conclure que la suite

est décroissante. C’est notamment 'exemple de 1’éleve G1-2.2 de la Figure 150.

Les méthodes utilisées varient aussi entre les classes des expérimentations I et II,
puisque dans la classe 1 la méthode de la différence u,,,,; —u, est surtout utilisée et
dans la classe 2 c’est massivement la récurrence qui est utilisée. Dans le paradigme
[A2] on voit peu de controles de I’activité en appui sur les autres dimensions et par des
références au travail de la partie B (les tableaux de valeurs, les conjectures). On a des
utilisations du théoréme en acte « f croissante donc (u,) croissante », surtout dans la
classe 1 mais ce théoreme recouvre de multiples interprétations qui dépendent du
contexte et il apparait d’ailleurs aussi bien dans [Al] que dans [A2]. On n’a pas de
travail correct sauf 1 éleve dans la classe 1 (expérimentation I). La plupart du travail
non correct est dans le paradigme [A2] sans contrdle discursif avec un travail
essentiellement sémiotique ou instrumental ou on dérive la suite (uy)’ : ce type de
travail correspond a l'utilisation d’un artefact symbolique (la dérivée) sans controle
discursif car dans ce contexte cela n’a pas du sens. Les objets suites et fonctions entrent
en confusion et les éleves représentent la suite comme f dans un tableau de variation
(G1-2.6). Concernant l'expérimentation III, les méthodes plus utilisées dans les deux
classes est celui de différence u, ., — u,, produisant surtout un travail incomplet, et le
travail non correct releve de l'utilisation du théoreme en acte qui relie la variation de
la fonction a la variation de la suite (notamment le théoreme a été utilisé par 4 éleves
de la classe 2 et aucun éleve de la classe 1, contrairement a ’expérimentation I et II

ou il était utilisé par 3 éleves de la classe 1 et 5 éleves de la classe 2).
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Question C.3

Le but de la question C.3 était de prouver la convergence de la suite. Dans les
expérimentations I et II les parcours sont tres différents entre la classe 1 en autonomie
(expérimentation I) et la classe 2 guidée par le professeur avec le bilan entre les parties
B et C (expérimentation II). Les éleves de la classe 1 font des allers retours entre les
deux paradigmes, ce qui leur permet d’avancer dans un travail au mieux incomplet
(typiquement G1-1.15 qui travaille uniquement dans le paradigme Al). Dans cette
méme classe 1, un seul des éleves reconnait le théoreme a mobiliser dans la question
C.3, et c’est celui qui fournit un travail final correct. Comme nous l’avons signalé
précédemment, on peut penser que cet éleve (G1-1.8) développe une sous-activité de
controle dans son travail en lien avec la partie B car il explicite a la fin du travail que
« la suite converge vers 1 et non pas 0,9 », ce qu’il avait conjecturé en partie B. Les
autres éleves dans le paradigme [A2] produisent des raisonnements non corrects et, vice
versa, les raisonnements non corrects sont surtout dans le paradigme [A2]. Les éleves
de la classe 1 font des discours sans contrdle avec la partie B (« suite croissante et
minorée, converge », « suite converge vers 0 » ...) ; cela montre que pour ces éleves la
partie B et la partie C semblent déconnectées et, par conséquent, les paradigmes [A1]
et [A2] sont des paradigmes déconnectés aussi (nous y reviendrons dans les conclusions
finales). Concernant les éleves de la classe 2 (expérimentation II), ils restent
massivement dans [A2] et peuvent changer vers le paradigme [A1] temporairement (3
éléves), mais reconnaissent majoritairement le théoreme approprié (21 éleves parmi les
26 au total qui ont répondu a cette question). Ils produisent massivement un travail
correct méme pour un éléeve qui n’avait pas travaillé dans C.1 et C.2 (G.20) ou un
éleve qui n’avait pas des tableaux de valeurs corrects et n’avait fait aucune conjecture
dans la partie B (G3.16). Il y a donc toujours un effet du bilan intermédiaire entre les
parties B et C qui permet que les éléves continuent leur travail mais aussi, du coup,
une certaine illusion du travail correct dans le paradigme [A2]. La encore, on a des
discours ancrés dans le paradigme [A2] (ou un travail intermédiaire) mais sans controle
d’aucun type avec les représentations fournies par la partie B ou par la calculatrice
(par exemple G2-4 ou G2-10 qui transfert la limite de f pour donner celle attendue
pour la suite). Il semble donc que les éleves dans [A2] cherchent a répondre a ce qui

est attendu dans ce paradigme cotite que cofite.

Dans le cas de I'expérimentation III, les éleves continuent tous a travailler dans
le paradigme [A2] (sauf un éléve qui travaille en [Al]) et la plupart développent un
travail mathématique correct. 1 éléve produit un travail incomplet (G3-14 qui produit

qui avait C.1 incomplet aussi et C.2 non correct) et 3 non corrects. L’éléve qui travaille
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en [Al] (G3-16) produit un travail non correct (il produisait un travail intermédiaire
entre [Al] et [A2] & la question C.1 et dans [A2] a la question C.2). L’éleve G1-7 produit
un travail non correct aussi (il s’agit de I’éleve qui n’avait pas répondu a C.1 et qui
travaillait en [A2] pour C.2 avec un travail non correct). Le troisieme éléeve avec un
travail non correct est G3-27 qui avait produit un travail incomplet pour C.1 et non
correct pour C.2, tous les deux en [A2]. A nouveau, dans cette derniére expérimentation
nous observons que les éléves reconnaissent mieux le théoréme de la limite monotone

que dans la premiere expérimentation en autonomie des éleves.
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Conclusions finales

Nous présentons tout d’abord dans la section 1, un panorama des résultats de ce
travail de these a partir de nos questions de recherche relatives a 1’étude de suites
récurrentes a la transition L-U. Ensuite, dans la section 2, nous présentons les
contributions de cette recherche concernant 1’étude de la dialectique entre le paradigme
[Al] et [A2], le networking de théories entre la TADM et la théorie des ETM qui
permettent une définition de la notion de contrdle de 1'objet mathématique étudié.

Enfin, dans la section 3, nous présentons les perspectives et les limites du travail mené.

1 Panorama des résultats

1.1 Continuités et ruptures de la transition L-U dans

I’étude de suites récurrentes

Notre premiere question de recherche portait sur les continuités et les ruptures
de la transition L-U quant aux sous-activités mathématiques de controle et la
dialectique entre les paradigmes [A1l] et [A2] dans I’étude de suites récurrentes. Trois
niveaux d’analyse ont été menés pour caractériser ces ruptures et ces continuités
propres de la transition L-U a partir de ’étude de la classe de TS au lycée et de L1 a
I'université : une étude de programmes d’enseignements (1), une étude de téches
proposées dans les manuels de la classe de Terminale Scientifique et dans des feuilles
TD de la premiere classe de I'Université (2) et une étude de taches d’évaluation a la

fin de Lycée et au début de I'université.

Parmi les continuités de cette transition concernant ’étude de suites récurrentes,
nous relevons : des contenus qui sont travaillés dans les deux classes présentes dans les
programmes d’étude (définition de limite a linfini dans R, unicité de la limite,
opération sur les limites, des inégalités, théoreme des gendarmes, définition des suites

bornées, suites monotones, théoreme de la limite monotone) ; en ce qui concerne les
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tdches des manuels et des feuilles de TD, l'utilisation du paradigme [A2] est le plus
utilisé dans les deux classes étudiées et, méme si le paradigme [A1] est présent dans la
classe de lycée, une dialectique entre paradigme [A1] et [A2] n’est pas prédominante.
En outre, les controles non mathématiques sont présents dans tous les exercices de L1
et de TS. Enfin, dans les taches d’évaluation nous avons constaté que les successions
des sous-activités et du travail mathématique a développer sont les mémes pour deux
types de questions (étude des variations de la suite et I’étude de la convergence de la
suite — application du théoréme de la limite monotone). Dans ces mémes taches, nous
n’observons pas de questions proposées dans le paradigme [Al] et, celles qui sont
proposées, sont a résoudre entierement dans le paradigme [A2]. Les signes et les
registres de représentations sémiotique a utiliser sont pratiquement les mémes dans les
deux classes (registre algébrique et ensembliste). Finalement les deux téches

d’évaluation présentent des contrdles non mathématiques.

En ce qui concerne les ruptures entre les deux classes, nous constatons tout
d’abord celles des programmes. En L1, par exemple, la notion de suite est travaillée
sur I’ensemble C, et pas seulement sur R comme c’est le cas en TS. Par ailleurs, il est
attendu que la sous-activité de controle instrumental soit développée de la part les
éleves de TS, ce qui n’est pas le cas dans la classe de L1. Concernant les taches des
manuels et des feuilles de TD, il n’y a guere de paradigme [A1l] dans ces dernieres,
contrairement aux taches de TS ot les paradigmes [A1] et [A2] sont présents. En outre,
nous pouvons dire que la reconnaissance d’une preuve par récurrence, pour démontrer
que la suite est bornée (ou minorée ou majorée) et implicitement bien définie, est
présente dans la plupart des énoncés des manuels de TS alors que ce n’est pas le cas
en L1 (sous-activité de reconnaissance a la charge des étudiants). Concernant la sous-
activité de contréle mathématique, nous avons observé que des occasions de contréle
sémiotique et instrumental sont présentes dans les taches des manuels de la TS,
notamment grace au travail proposé dans le paradigme [Al] et l'utilisation de la
calculatrice. Cependant, ces occasions de controle sont totalement abandonnées dans
la classe de L1 (contrdle instrumental interdit, car la calculatrice est interdite) et il n’y
a pas d’évidence quant & un travail sur les conjectures a ce niveau (alors qu’il fait
partie du travail en TS). Concernant les taches d’évaluation et les successions d’activité
et du travail mathématique a développer, les ruptures se centrent sur la fagon de
concevoir ’énoncé de taches de I’étude de la suite. Alors que le Baccalauréat vise a
faire une étude séparée de la fonction et de la suite récurrente, la tache de 'examen de
L1 étudie simultanément la suite et la fonction dans la premiére question (Montrer
que, pour tout x € [0,1], f(x) € [0,1]. Montrer que, pour tout n € N,u, € [0,1]). Cela

est a additionner a la différence du premier terme de la suite : au Baccalauréat (et
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aussi dans les taches du manuel de TS) il s’agit toujours d’'une seule valeur alors qu’en
L1 c’est un parametre. Ces deux derniers aspects conduisent a ce que la demande
cognitive de la tache soit plus élevée dans I’évaluation de 'université. Enfin, bien que
la tache du Baccalauréat ne nécessite pas l'utilisation de la calculatrice pour sa
résolution, elle est acceptée dans le cas ou I’éleve voudrait développer une sous-activité
de controle sémiotique ou instrumental, ce qui est interdit dans l'examen de

l'université.

1.2 Difficultés des éléeves et des étudiants a la transition

L-U dans I’étude de suites récurrentes

Les difficultés que nous trouvons dans les productions analysées des éleves et des
étudiants de notre étude sont cohérentes avec ce que mentionne Gueudet (2008).
Notamment elle signale que les productions mathématiques des éleves présentent « un
usage incorrect des signes (symboles ou mots), ou une syntaxe incorrecte ; ou une
incohérence dans ’articulation globale d’un texte » [Notre traduction] (Ibid., p. 251).
Cela correspond, entre autres, a ce que nous avons déterminé comme un probleme de

contréle mathématique.

Dans le cas des suites récurrentes, la difficulté qui revient sans cesse dans les
productions des éleves de lycée et des étudiants d'université est leur reconnaissance de
la suite récurrente. En effet, plusieurs d’entre eux les traitent comme des suites
explicites u, = f(n). Différentes expressions, dans les productions des éleves et des
étudiants, sont présentes et identifiées dans un tiers des réponses : lerreur
d’'interprétation  « u, = f(n) = f(x) » ou le probleme sémiotique entre
« f(x) = f(uy,) », lutilisation du théoreme en acte « si f croissante alors (u,) est
croissante ». On constate encore que pour déterminer la valeur de la limite de la suite
ils argumentent que la limite de la suite dépend de la limite de la fonction. Une des
conséquences de ce manque de sous-activité de reconnaissance attendue est de créer
des difficultés dans le travail mathématique produit par les éléves et les étudiants car,
lorsqu’ils ne reconnaissent pas la bonne suite ou qu’ils ont des problemes sémiotiques,
ils n’activent pas les dimensions du travail mathématique qui permettent de produire

un travail mathématique correct.

Nous avons constaté que les taches d’évaluations dans ’enseignement actuel a la

transition lycée-université ne favorisent pas les sous-activités de controle sémiotique et
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instrumental, n’exploitant pas les potentialités d’une étude controlée en autonomie des
éleves. De plus, le fait que les examens ne prennent pas en charge la problématique
liée au controle mathématique des éleves ne concourt pas a ce qu’elle soit travaillée
dans I'enseignement et dans 'apprentissage actuel. En fait, les examens ont la capacité
d’orienter l’enseignement et d’assurer une évaluation des connaissances requises a
I'université (Wood, 2001). Comment donc influencer ces taches d’évaluation de telle

sorte qu’elles mettent en avant le controle mathématique chez 1'éleve ?

Par ailleurs, il serait intéressant de faire un travail sur les erreurs des éleves
comme le signale (Balacheff, 1982). Selon lui, 'observation de 'activité mathématique
de la part de I’éleve montre que 'erreur, en plus d’exister, peut étre féconde. En effet,
« lidentification de l’erreur, son analyse, la reconnaissance de sa résistance et par la
la remise en cause des connaissances qui lui sont associées » (Ibid., p. 4) peut aider a

son dépassement, ce qui rendrait compte d’un apprentissage chez 1’éleve.

1.3 Activités et travail mathématique des éleves avec

des occasions de contrdéle sémiotique et instrumental

En faisant ’hypothese que la reconnaissance de la suite pourrait étre encouragée
par des occasions de controle mathématique, notamment grace a l'usage de la
calculatrice et aux différents registres de représentation que celle-ci offre, nous avons
construit des taches qui pourraient servir de pont entre les deux institutions. Ces taches
avaient pour but de donner des occasions de controle sémiotique et instrumental (grace
a la calculatrice) et d’activer la dimension instrumentale dans 'ETM personnel, au-
dela de l'utilisation des artefacts symboliques et au sein du paradigme [A1l]. Cela afin
de soutenir le travail discursif issu du paradigme [A2] et de favoriser la dialectique

entre les paradigmes [A1] et [A2] dans 'étude de suites récurrentes.

Ces taches, nous les avons expérimentées dans trois situations différentes : travail
autonome en classe, travail en classe avec un bilan de I'enseignant et travail autonome

& la maison.
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a) Travail autonome des éléves

En ce qui concerne le travail autonome en classe, presque la moitié des éleves
reconnait la bonne suite au sein du paradigme [Al]. Contrairement & ce que 1'on
pourrait penser, nous constatons que le paradigme [A1] n’est pas si maitrisé par les
éleves, ce qui ne les aide pas a reconnaitre la bonne suite. Comment imaginer que les
éleves qui ne reconnaissent pas correctement la suite récurrente avec le paradigme [A1]
(travail incorrect) puissent réaliser un travail correct en [A2] 7 Et méme si un travail
correct en [A2] existait dans leur production, quel serait le niveau de compréhension

de leur part sur 'objet mathématique des suites récurrentes ?

Par ailleurs, lorsqu’il s’agissait de changer de paradigme vers [A2], et que ce
dernier s’appuyait sur ce qui avait été travaillé dans [A1], certains éleves en autonomie
produisaient un travail dans [Al] ou un travail intermédiaire entre les paradigmes [A1]
et [A2] avec un travail, au mieux, incomplet. Ce non basculement au paradigme [A2]
pourrait répondre a un travail qui promeut un contréle mathématique issu de la
dialectique entre paradigmes [A1] et [A2] qui ne serait pas travaillé dans les classes de

facon habituelle.

Pour le cas particulier du travail au sein du paradigme [A2], nous observons que
la preuve par récurrence n’est pas mobilisée de fagon spontanée chez les éleves en
autonomie (ils ne développent pas la sous-activité de reconnaissance) quand cette
reconnaissance n’est pas apportée dans ’énoncé. La non mise en fonctionnement de
cette reconnaissance pourrait constituer « un effet » des énoncés travaillés a la fin du
secondaire (car cette reconnaissance n’est pas a la charge des éleves dans les exercices
- voir chapitre 6).

Enfin, peut-étre que le travail mathématique a produire dans le paradigme [A1]
avec l'utilisation de la calculatrice a besoin d’autres reconnaissances, ce qui s’exprime
aussi par la nécessité d’un travail mathématique plus performant dans les trois
dimensions : 1’éleve a besoin de développer des sous-activités de reconnaissance
sémiotiques, instrumentales et discursives avec des sous-activités de contrdle

mathématique (nous y reviendrons).

b) Influence de ’enseignant dans le travail des éleves

Nous avons constaté a différents moments que l'enseignant prive les éleves de
développer une sous-activité de reconnaissance par eux-mémes. En effet, pour guider
les éleves vers la production d’un travail mathématique correct, il donne des aides qui

leur permettent de travailler avec la bonne suite récurrente, d’une part, et de controler
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leurs résultats mathématiques d’autre part. D’ailleurs nous avons vu que pour des
éleves utilisant des représentations fractionnaires (avec lesquelles la croissance est plus
difficile a visualiser), l'intervention de ’enseignant a eu une influence sur le controéle
instrumental et sémiotique que les éleves cherchaient a exercer. Cette aide a provoqué
la production d'un travail mathématique correct de la part des éleves avec les bonnes

reconnaissances et interprétations dans le paradigme [A1].

Par ailleurs, I’enseignant incite les éleves a produire un travail dans le paradigme
souhaité a chaque partie de la tache congue. Cela se manifeste des la partie C.1 ou il
fallait commencer le travail dans le paradigme [A2] (tous les éleves sauf 3 amorcent

une récurrence dans cette classe guidée par I’enseignant).

Ainsi, en lien avec les travaux de Bikner-Ahsbahs et al. (2014) et de Saboya &
Rhéaume (2015) concernant le développement de la sous-activité de controle et le role
de l’enseignant, nous pouvons affirmer que, dans la classe étudiée, les aides de
I’enseignant ont eu une influence sur les sous-activités de contrdle instrumental et
sémiotique. Le rdle que joue ses aides et son bilan se traduit par un éclaircissement et
une explicitation du travail attendu, travail qui aurait pu rester implicite (comme c’est
le cas des éleves en autonomie), notamment en ce qui concerne la dialectique entre les
paradigmes [Al] et [A2].
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2 Contribution de ce travail dans 1’étude

de la transition lycée-université

2.1 Networking de théories et notion de controle

Ce travail de these est motivé par la prise en compte du manque de contrdle
mathématique au moment de 1’étude des suites récurrentes chez les étudiants. Le
constat de ce manque chez les étudiants de premiere année de l'université n’est pas
récent (évoqué dans les theses de Bloch (2000) et de Praslon (2000) par exemple).

Cependant, le contréle mathématique n’est pas une notion simple a étudier.

Nous avons fait I’hypothese qu’un networking entre la TADM et les ETM
pourrait, d’'une part, nous aider a mieux comprendre le phénomene de la transition
lycée-université dont le manque de controle chez les étudiants et, d’autre part, nous
permettre de définir avec plus de détail la notion de contrdle. Cela nous a servi, non
seulement, pour interpréter plus finement les productions des étudiants et des éleves
(chapitre 7) mais, aussi, pour pouvoir construire des séquences d’enseignement afin de
favoriser les trois types de sous-activités de controle sémiotique, instrumental et

discursif en lien avec la dialectique des paradigmes [A1] et [A2] (chapitre 8).

Par ailleurs, le fait d’avoir travaillé avec la notion de controle en tant que sous-
activité, nous a permis de constater une différence entre la sous activité de contréle
mathématique, qui est en lien avec les trois dimensions du travail mathématique, et la
sous-activité de contrdle non mathématique qui est, quant a elle, en lien avec le but a
atteindre par 1’éleve dans 'activité qu’il développe. Nous avons vu que les controles
mathématiques, notamment sémiotiques et instrumentaux, doivent étre plus explicites
pour les éleves. De la méme maniere, nous avons observé que les controles non
mathématiques, dans une certaine mesure, font partie du contrat didactique des deux
institutions (voir chapitre 6). En effet, nous avons constaté que le controle non
mathématique est utilisé par les concepteurs d’exercices de la fin de lycée et du début
de T'université, ce qui provoque des effets dans les réponses des éleves : a certains
moments, ils produisent des réponses sans aucun contrdle mathématique mais ils
arrivent tout de méme a la conclusion de la résolution de la tache car elle a été exposée

dans ’énoncé.
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Nous faisons I'hypothese que la sous-activité de controle agit comme un
régulateur de l'activité mathématique pouvant aussi étre un autorégulateur de cette
activité. Il serait intéressant que I'enseignement actuel puisse considérer concretement
une préparation a cette autorégulation de I'activité mathématique d’autant plus qu’elle
joue un role dans la réussite des étudiants a l'entrée de l'université (Johns, 2020). A
cet égard, nous soutenons que le controle est un des problémes majeurs de la transition
lycée-université : au lycée, lorsque la nécessité de contrdler mathématiquement se
présente, c’est 'enseignant qui donne des aides aux éleves pour controler leur activité
et leur travail mathématique (aide sur la manipulation de I'instrument et sur les bonnes
reconnaissance dans notre étude par exemple); tandis qu’a 'université, des la premiere
année, on veut que les étudiants puissent autoréguler leur activité mathématique c’est-
a-dire qu’ils développent en autonomie des sous-activités de controle. Comment aider
les éleves a développer un travail mathématique qui mette en fonctionnement des sous-

activités de controle adéquates a la transition lycée-université 7

Gréace au Networking développé entre ETM et TADM nous avons pu détailler
les trois sous-activités de controle mathématique : sémiotique, instrumental et
discursif. Nous nous sommes surtout concentrés sur les controles sémiotiques et
instrumentaux & l'aide de la dialectique des paradigmes [Al] et [A2] (car elle est
cruciale a la transition L-U). Ici, on peut faire I'hypothése qu'un éleve mettant en
fonctionnement des sous-activités de controle sémiotique et instrumental aura plus de
facilité a mettre en fonctionnement une sous-activité de controle discursif. La mise en
avant des controles discursifs n’était pas un objectif de cette theése, mais sa définition
nous a tout de méme permis d’observer des carences de ce contrdle dans la production
des éleves. Nous pensons que ce méme type de caractérisation avec les trois dimensions
des ETM pourrait se faire sur les sous-activités de reconnaissances. Cela pourrait
notamment permettre de rendre compte des différentes sous-activités a mettre en
fonctionnement lors de l'activation d’une certaine dimension dans le travail

mathématique que produit un sujet.

Enfin, le networking entre ces deux théories mérite d’étre encore développé car
des mises en réseaux restent a faire. En effet, concernant les degrés du networking (voir
chapitre 4), leurs comparaisons et contrastes nous montrent des liens et des différences
plus claires par rapport a la notion d’activité et du travail mathématique. Cela nous
permet la formulation de questions relatives a l'articulation des deux théories qui
auraient le potentiel de faire avancer ces réseaux. Nous posons de fagon synthétique
quelques questions (voir Vandebrouck (2020) et Vivier (2020)) :

o Concernant la structuration des analyses en TADM a partir des ETM : Comment

considérer la notion de relief de la TADM en lien avec les ETM 7 Pourrait-on
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faire I'étude du relief a partir des dimensions sémiotique, instrumentale et
discursive de 'ETM 7 La notion d’ETM idoine pourrait-elle servir a étudier les
itinéraires cognitifs des scénarios d’enseignement 7 La notion d’ETM de référence

peut-elle étre mise en lien avec la notion de niveau de conceptualisation ?

o Concernant 1’étude des dimensions et des plans verticaux de 'ETM en lien avec
les activités mathématiques : Une description des dimensions en termes
d’activités mathématiques aiderait-elle a une meilleure compréhension de ce
qu'est une dimension (ou genese) 7 Une identification des activités
mathématiques a minima et/ou a maxima chez des éleves pourrait-elle enrichir
les notions de travail complet (dans le cas ou c’est 'enseignant qui déclenche les
circulations) et de travail confiné (dans le cas ou plusieurs sous-activités

mathématiques sont a la charge de 1'éleve) 7

Dialectique entre paradigmes [A1l] et [A2] et usage de la calculatrice

Comme nous l'avons constaté, bien que le travail mathématique dans le
paradigme [Al] ne soit pas le plus favorisé au lycée, les éleves travaillent avec des
représentations graphiques ou numériques au sein du paradigme [A1] pour 1'étude de
suites récurrentes. Cependant, le travail dans ce paradigme semble étre absent a
I'université. Quelle est la raison de cette rupture a la transition L-U ? On pourrait
penser qu’a l'université les éleves ont déja acquis le travail de la dialectique entre [A1]
et [A2] et n’ont plus besoin de cet appui pour contrdler leur travail. Pourtant, les
résultats de notre recherche nous permettent d’affirmer que cela n’est pas le cas car
ces paradigmes semblent étre totalement déconnectés pour certains éleves (surtout
lorsqu’ils travaillent en autonomie). D’ailleurs linstitution universitaire limite

drastiquement cette dialectique en abandonnant la calculatrice.

Les paradigmes de l'analyse sont un outil théorique sensible au travail
mathématique a la transition lycée-université. Ces paradigmes permettent de
comprendre le travail que peuvent développer les éleves a chaque niveau
d’enseignement et d’identifier, en 'occurrence, le type de travail entre paradigmes qui
nécessite un renforcement de la part de I’enseignement actuel. Cela, non seulement,
pour que ’éleve soit capable de développer différents types de travail dans le domaine
de Tl'analyse mais, aussi, pour soutenir la sous-activité de contrdle et donc cette
autorégulation de l'activité mathématique. En effet, la notion de paradigmes et la
dialectique entre [Al] et [A2] a été fondamentale pour favoriser les sous-activités de
controle. Comme le signalent Montoya Delgadillo et Vivier (2016), le fait de travailler

dans plus d'un seul paradigme permet de contrdler le travail mathématique produit.
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Notamment, travailler dans le paradigme [Al] permet un travail d’exploration des
objets mathématiques (conjectures, visualisation) préalable a un travail dans le
paradigme [A2] (ou [A3] peu étudié dans cette these). Néanmoins, une dialectique entre
paradigmes est nécessaire. Sachant que le paradigme privilégié au lycée et a I'université
est le paradigme [A2], nous avons soutenu la dialectique entre [Al] et [A2] dans ce

travail de these.

Dans notre cas, c’est l'utilisation de la calculatrice qui a permis une telle
exploration de 'objet mathématique dans le paradigme [A1]. Mais, comme le signalent
Winslgw & Grgnbeek (2014) 'utilisation de celle-ci devrait se faire d'une fagon réfléchie,
et avec attention, car si elle peut amener a ne pas avoir un controle sur les étapes
d’une résolution d’équation par exemple, elle doit permettre , dans le méme temps, de
faire des controles sur le travail mathématique qu’un éleve entreprend. Autrement dit,
les étudiants doivent apprendre a avoir le bon équilibre entre les techniques
instrumentées et les non instrumentées. Dans notre cas, cela implique aussi une
cohérence entre les paradigmes [Al] et [A2], et une reconnaissance du paradigme &
utiliser selon la tache donnée. En effet, cette dialectique entre paradigmes devrait étre
travaillée et explicitée a I'instar du changement de paradigmes géométriques (Kuzniak,
2004).

Les résultats que nous avons exposés concernant les paradigmes de 'analyse et
I'usage qu’en font les éléves ne sont pas du méme ordre que ceux trouvés précédemment
dans I’étude de la transition lycée-université : ils sont complémentaires. Bosch et al.
(2004), qui analysent des productions des éleves avec la Théorie Anthropologique du
Didactique (TAD), argumentent que les étudiants ne sont pas en mesure d'interpréter
le résultat mathématique obtenu apres avoir appliqué une technique précise. Cette non
interprétation peut étre a 'origine d’une articulation entre paradigmes qui n’a pas été

suffisamment travaillée au sein des institutions.
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2.2 Les suites récurrentes, un objet mathématique peu

étudié

Comme nous l'avons signalé dans le chapitre 2, malgré I'importance des suites
pour l'apprentissage de 1’Analyse, cet objet n’est pas toujours considéré comme
essentiel dans les programmes d’enseignement au niveau international Weigand (2004).
Encore moindre est I'importance qui peut étre accordée a I’étude des suites récurrentes
dans l’enseignement actuel. Cependant les suites récurrentes sont un objet
particulierement présent a la transition lycée-université en France. Nous rejoignons les
arguments de Weigand (2014) et soutenons que l'objet suite récurrente doit étre
revalorisé dans les mathématiques scolaires au niveau international d’autant plus
qu’avec I’étude menée nous avons constaté que les éleves présentent des difficultés

résistantes dans leurs études.

Cet objet mathématique est particulierement intéressant a étudier a la transition
lycée-université, non seulement parce qu’il est étudié en fin de lycée et au début de
I'université en France mais, aussi, parce qu’il permet de travailler avec des notions
mathématiques qui sont encore en construction chez le jeune étudiant comme celle de
suite, de fonction, de nombres réels, de limite (Artigue, 2003). En effet, ces suites
peuvent étre définies par des fonctions dont I’étude n’est pas immédiate et dont la
suite récurrente peut étre mal définie. Cette question ne semble pas étre suffisamment
prise en compte dans ’enseignement actuel, au méme titre que les questions sur 1’étude
de l'intervalle stable qui permet d’assurer 'existence de la suite et sa bonne définition.
Le théoreme du point fixe, pourtant essentiel en analyse, n’intervient que de fagon
implicite dans I’étude de ces suites et n’est pas mentionné. Peut-étre qu’une étude
cherchant a identifier une transposition didactique adéquate a la transition lycée-
université donnerait du sens a l'usage que 'on fait de ce théoreme dans I'étude des

suites récurrentes dans I’enseignement actuel.

Dans ce travail de these, nous avons abordé principalement la question du
controle mathématique dans I'étude des suites récurrentes et nous avons analysé des
productions d’éleves et d’étudiants pour chercher a comprendre 1'origine de ce manque
de controle a la transition lycée-université. Cependant, nous n’avons pas exploité toute
la richesse de cet objet mathématique. Ainsi, toute une gamme de probléemes de
modélisation peut étre représentée au moyen de suites récurrentes donnant comme
résultat I'étude de problemes mathématiques (comme la résolution de systémes
dynamiques) ou la résolution des algorithmes d’approximation. Une telle démarche

pourrait permettre la création de taches non traditionnelles et non artificielles pour
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répondre a un des besoins dans les cours de transition au début de ["université (Gunter,
2019), notamment parce que ces taches pourraient favoriser la transition d’un

apprentissage superficiel vers un apprentissage conceptuel plus profond.
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3 Limites et perspectives

Dans cette derniere section, nous exposons les limites du travail mené pour
ensuite présenter des perspectives de recherches a ces limites et a 1'étude de la

transition lycée-université.

La premiere limite concerne le seul travail dialectique entre les paradigmes [Al]
et [A2] et non celui de [A3]. En effet, bien que le paradigme [A3] ne puisse pas étre
totalement absent deés la derniere classe scientifique du lycée, son étude mérite une
attention particuliere. Nous n’avons pas cherché a le mettre en avant dans nos
expérimentations, principalement parce que les tdches d’évaluation proposées a la
transition lycée-université (travail mathématique attendu) ne l'exploitent pas. Mais
cette limite ouvre la possibilité a des nouvelles recherches avec la prise en compte d’une
dialectique entre les trois paradigmes de I’analyse, ce que pourrait considérer une étude
sur la vitesse de convergence de suites récurrentes vers ’objet limite ou la modélisation
de systémes dynamiques au moyen de 1l’étude de suites récurrentes (études de
comportement de populations). La considération d’une dialectique entre les paradigmes
de 'analyse [A1], [A2] et [A3] mérite d’étre approfondie, d’autant plus qu’elle pourrait
permettre davantage le développement de sous-activités de controle dans 1’étude de
suites récurrentes. A cela, s’ajoute la nécessité d’une étude plus spécifique pour
approfondir I’analyse de la sous-activité de controle discursif. Cette étude permettrait
de savoir dans quelle mesure ’enseignement actuel pourrait aider, voire encourager, ce
controle discursif au-dela de la complémentarité entre les trois sous-activités de

controle définies.

Une deuxieme limite concerne les taches que nous avons prises en compte pour
construire notre modele : le Baccalauréat de 2016 et un examen de L1 de 2018. En
effet, bien qu’elles se trouvent dans la réalité de 'enseignement actuel a la transition
L-U en France et qu’elles soient cohérentes a la plupart des taches de la fin de TS
(taches des manuels) et du début de 'université (taches des feuilles de TD), une étude
a plus grande échelle est nécessaire pour affirmer qu’elles sont représentatives d’autres

sujets de Baccalauréat et d’autres examens de L1 dans d’autres universités.

Une autre limite concerne les expérimentations en présentiel pendant la crise
sanitaire. En effet la troisieme expérimentation de la tache concue avec la calculatrice
n’a pas pu prendre en compte une analyse détaillée de l'influence du travail
mathématique de ’enseignant sur le développement de la sous-activités de controle et

reconnaissance dans 1’étude de suites récurrentes. La crise sanitaire a rendu
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inexploitable une expérimentation en distanciel de premiere année de 1'université (nous
n’avons pas pu avoir acces a 'interaction des étudiants avec ’enseignant et les éleves
n’ont pas donné de réponses exploitables pour 'analyse). Cette limite pose néanmoins
de nouvelles questions relatives aux limites et potentialités des enseignements a
distance. Des nouvelles méthodes pour étudier le travail et 'activité mathématique,
des enseignants et des éleves devraient étre envisagées pour pouvoir faire face aux
nouvelles problématiques issues de contextes dans lesquels l'utilisation des outils
numériques deviennent incontournables. Ici, si I’'on veut continuer a étudier le controle
mathématique chez 1'éleve, des entretiens individuels semblent étre essentiels pour
analyser le travail mathématique produit et 'activité développée, en particulier parce

que le controle s’effectue principalement en pensée (Saboya & Rhéaume, 2015, p. 25).

De méme, nous avons constaté qu’un manque de communication entre le lycée et
I'université est présent, notamment en ce qui concerne 'usage de la calculatrice et ses
potentialités pour contrdler l'activité et le travail mathématique des éleves et des
étudiants. Comme le signale (Gunter, 2019), il faudrait mettre en place un lieu pour
que des discussions entre enseignants de lycée et enseignants de 'université puissent
s’organiser. Ces espaces d’échange pourraient permettre d’utiliser a l'université les
connaissances que les éleves ont exploitées au lycée ainsi que d’introduire de nouvelles
connaissances tout en prenant en compte les connaissances anciennes des éleves. Par
ailleurs, lors de ces mémes moments, on devrait pouvoir étre en mesure d’aborder le
sujet du role de I’enseignant : ses interventions nous semblent essentielles vu le constat
réalisé dans notre expérimentation concernant ’effet que cela pouvait produire dans le
travail et les activités que les éleves développaient. La question sur le role que devrait
jouer ’enseignant de lycée et celui de la premieére année de 'université pour favoriser
cette transition avec le développement des sous-activités de contrdle reste encore

ouverte.

La littérature sur la transition lycée-université témoigne des efforts qui ont été
faits pour comprendre la complexité du phénomene de cette transition et pour
améliorer la compréhension des éleves. Cependant, le taux d’abandon des études des
éléves en premiere année de I'université (Rach & Heinze, 2017) nous montre qu’il faut

aller encore plus loin et que le probleme de la transition n’est pas encore maitrisé.
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