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Chapitre 1

Introduction

Modèles et expériences sont intimement liés. Modéliser permet d’interpréter des résultats ex-
périmentaux puis de prédire des situations inédites. Expérimenter permet de remettre en cause
les modèles et leurs hypothèses ou au contraire de les valider. Les deux sont nécessaires et s’en-
richissent mutuellement. L’assimilation de données propose de réaliser les deux en même temps
en identifiant les paramètres d’un modèle au fur et à mesure que les données sont acquises.
Restreinte hier à la prédiction météorologique, l’assimilation de données se décline aujourd’hui
dans tous les domaines. On la retrouve par exemple sous les mots clés de “deep learning”, “ju-
meau numérique” ou le vaniteux “intelligence artificielle”. Cela montre l’importance de l’iden-
tification au sens large même si selon les situations, l’identification peut avoir lieu en pré et
post-traitement et pas nécessairement en temps réel.

Ce mémoire présente trois apports de l’identification à la compréhension de la dynamique de
systèmes amortis. Le chapitre 2 traite de la viscoélasticité dont la prise en compte permet in fine
de mieux dimensionner les structures. Le chapitre 3 traite de l’identification de modèles réduits
soit à partir de modèles “haute fidélité” à très grands nombres de degrés de libertés, soit à partir
de mesures par assimilation de données. Le chapitre 4 propose des outils de post-traitement pour
l’analyse modale expérimentale, lesquels peuvent contribuer à améliorer le recalage de modèles.
Enfin le chapitre 5 expose ma vision sur mes travaux scientifiques dans les années à venir.

Le dimensionnement des structures nécessite de connaitre les efforts subis par ces dernières au
cours de leur vie. Or le niveau d’effort provenant des vibrations est directement impacté par
l’amortissement de la structure : une structure amortie vibre moins fort, dure plus longtemps, est
plus confortable. C’est pour cette raison que nous trouvons autant de matériaux viscoélastiques
(donc dissipatifs) dans notre vie de tous les jours : coque en caoutchouc des téléphones portables,
semelles en caoutchouc sous nos chaussures, plots antisismiques sous les batiments, silent bloc
dans quasiment toutes les liaisons mécaniques automobiles allant de l’attache du bloc moteur
au pot d’échappement en passant par le triangle de suspension, . . . Ainsi, la modélisation des
comportements dissipatifs provenant des matériaux viscoélastiques est importante dans le calcul
de la durée de vie d’une structure.

Or les industriels utilisent bien souvent le modèle simplifié de l’amortissement modal, tantôt
arbitrairement choisi à 2% tantôt recalé sur la base d’essais expérimentaux dans le meilleur
des cas. Pour autant le comportement viscoélastique présente une rigidification des matériaux
en fonction de la fréquence, or ce phénomène n’est pas modélisé par l’amortissement modal.
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Chapitre 1 : Introduction

Le choix pragmatique d’utiliser le modèle d’amortissement modal est dû en grande partie à un
manque de données sur les lois de comportement des matériaux utilisés. Depuis un peu moins
de dix ans seulement, le logiciel élément fini Abaqus propose un modèle de comportement
viscoélastique acceptable : les séries de Prony en temporel et Maxwell généralisé en fréquentiel.
Le chapitre 2 présente des outils de caractérisation des matériaux viscoélastiques qui permettent
d’alimenter ces modèles en paramètres.

Ensuite, lorsque l’on obtient un modèle élément fini détaillé et précis, ce dernier est parfois
trop coûteux en temps de calcul. L’utiliser dans le cadre d’une étude paramétrique peut devenir
problématique. Aussi, il est classique de chercher à réduire ce genre de modèle tout en conservant
une bonne précision. L’idée commune à bon nombre de techniques de réduction de modèle est
d’identifier une base ou plus généralement un sous-espace vectoriel bien adapté à la description
du comportement du modèle. Les équations sont alors projetées sur cette base pour obtenir un
modèle d’autant plus réduit que la base contient peu de vecteurs. Un compromis doit être trouvé
entre la taille de cette base et la précision qu’elle procure. Une autre approche pour obtenir
un modèle réduit, linéaire ou non, est de postuler un modèle et d’identifier ses paramètres sur
la base de mesures : c’est l’assimilation de données. Le chapitre 3 présente des travaux dans
ces deux sens, identification de modèle réduit à partir d’un modèle détaillé et identification de
modèle réduit par assimilation de données.

Le recalage des paramètres des modèles éléments finis se fait entre autres par comparaison des
comportements vibratoires prédits par les modèles et observés expérimentalement. Classique-
ment les outils de traitement du signal basés sur la transformée de Fourier (TF) sont d’un grand
secours pour cette tache. Ces outils reposent sur l’hypothèse de linéarité et de stationnarité des
signaux mesurés. Or les structures amorties excitées par un choc produisent des signaux ac-
célérométriques non stationnaires. De plus l’expérience montre que les structures mécaniques
présentent très souvent des comportements non-linéaires. Notez par exemple que la dissipa-
tion n’est pas toujours due au comportement viscoélastique des matériaux mais peut provenir
de micro-glissements aux interfaces de liaison entre les pièces, notamment dans le cadre d’as-
semblages boulonnés. Ce type de dissipation par frottement dépend de manière non-linéaire
de l’amplitude de la sollicitation. Le chapitre 4 passe en revue quelques méthodes alternatives
à la transformée de Fourier puis propose deux techniques d’identification modale non-linéaire
adaptées à ce problème.

Les outils numériques présentés dans les chapitres précédents ouvrent des perspectives scien-
tifiques et technologiques. Le chapitre 5 expose celles qui me semblent les plus intéressantes :
structures intelligentes, jumeau numérique et réalité augmentée des structures vibrantes grâce
aux caméras.
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Chapitre 2

Identification du comportement
viscoélastique
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Résumé

Ce chapitre traite de la caractérisation et
de l’identification du comportement viscoélas-
tique de divers matériaux utilisés dans l’in-
dustrie pour amortir les vibrations. Dans un
premier temps des bancs de caractérisation
sont présentés. Ils n’utilisent pas l’équiva-
lence temps-température. Dans un deuxième
temps l’identification de modèles viscoélas-
tiques est proposée sur la base d’essais menés
avec d’autres bancs.
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

La conception et le dimensionnement d’une structure nécessite entre autres la connaissance des
sollicitations vibratoires que cette dernière subira. L’amortissement de la structure permet de
limiter l’amplitude vibratoire et donc d’améliorer la durée de vie. C’est pourquoi les industriels
tentent de maximiser l’amortissement en ajoutant des composants viscoélastiques : bushing
en caoutchouc, shims, colles, silicones, . . . Bien que crucial, l’amortissement des matériaux
est souvent inconnu des sevices NVH. Ces derniers ajoutent alors un amortissement modal
forfaitaire autour de 2% dans les simulations éléments finis qui se veulent pourtant prédictives.
Ce chapitre tente d’apporter des outils pour améliorer cet état de fait.

2.1 Caractérisation du comportement viscoélastique

2.1.1 Contexte

La viscoélasticité linéaire se caractérise par un retard entre la sollicitation appliquée à un maté-
riau et la réponse de celui-ci. La courbe force-déplacement ou contrainte-déformation présente
alors une hystérsis, cf. Figure 2.1. Parmi les expériences classiques de viscoélasticité, le fluage
et la relaxation sont obtenus en applicant respectivement une contrainte et une déformation
sous la forme d’une fonction de Heavyside. Le matériau voit alors sa déformation augmenter au
cours du temps dans le cas du fluage ou sa contrainte diminuer dans le cas de la relaxation, cf.
Chen [46].
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Figure 2.1 – Comportement viscoélastique pour une sollicitation harmonique avec, à gauche, l’hystérésis
visible sur un graphe contrainte/déformation et, à droite, le déphasage de la réponse.

En pratique, la réalisation d’une fonction d’Heavyside est difficile et les expériences de fluage et
de relaxation se font sur des temps longs. Cela les limite à la caractérisation à basse fréquence
(quelque dizaines de Hz). Pour estimer l’amortissement d’un matériau, on peut également me-
surer son influence sur les modes propres d’une structure lorsque ce dernier est ajouté à celle-ci.
C’est ce que font les techniques d’identification de la famille de la poutre de Oberst. Ces tech-
niques peuvent s’appuyer sur un modèle éléments finis pour lequel on recale les paramètres du
matériau viscoélastique en fonction de la fréquence, cf. Castello et al. [47]

Enfin, les caractérisations par DMA (= Dynamical Mechanical Analysis) permettent de mesurer
le comportement viscoélastique d’un matériau en lui appliquant une déformation sinusoidale
et en mesurant l’effort subi. En faisant varier pas à pas la fréquence d’excitation on peut
théoriquement mesurer à n’importe quelle fréquence. C’est la méthode de caractérisation que
j’ai privilégiée dans mes projets de recherche. De plus, les bancs DMA du commerce permettent
souvent de contrôler la température de l’échantillon lors de l’essai. Cela leur permet d’exploiter
les équivalences temps-température pour étendre la plage fréquentielle de caractérisation.
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Caractérisation du comportement viscoélastique

2.1.2 Principe d’équivalence temps-température

Toute structure mécanique présente des modes propres au-delà d’une certaine fréquence d’ex-
citation. Il en va de même pour les bancs de caractérisation viscoélastiques. Certains de ces
modes propres sont excités par le fonctionnement du banc et engendrent ainsi des résonances
vibratoires qui polluent la mesure. En pratique, cela conduit à des bandes fréquentielles inter-
dites autour des fréquences propres. On peut alors chercher à rigidifier le banc de telle sorte
que la première fréquence propre soit très élevée. C’est ce que j’ai tenté de faire sur mes trois
conceptions de bancs. On peut aussi chercher à utiliser le banc au-delà de cette limite soit en
supprimant des bandes fréquentielles interdites car trop polluées par des vibrations parasites,
soit en compensant tant bien que mal le comportement du banc par un modèle. C’est ce que
font systématiquement les rares constructeurs qui annoncent des fréquences maximales de ca-
ractérisation directe jusqu’à 10kHz. Une dernière approche consiste à s’appuyer sur le principe
d’équivalence temps-température.

Figure 2.2 – Le principe d’équivalence temps-température. A gauche, les modules et les phases des isothermes
sont mesurés sur une plage fréquentielle réduite. A droite, la température de référence T2 est sélectionnée pour
construire la courbe maîtresse. Les modules des isothermes sont translatées horizontalement et verticalement. Les
phases des isothermes sont translatées horizontalement.

Le principe empirique d’équivalence temps-température est né d’une observation sur des essais
quasi statiques de fluage à différentes températures, cf. Leaderman [48] : les mesures à haute
température et sur un temps court semblent identiques à celles obtenues à basse température sur
un temps long. Autrement dit, la translation des courbes entraine leur superposition. En théorie
cela permet de s’affranchir des limites fréquentielles des bancs. En effet, il suffit de réaliser des
mesures à basse fréquence (20Hz par exemple) pour tout une gamme de températures. Les
courbes ainsi obtenues sont appelées isothermes. En translatant intelligemment les isothermes
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

en fréquence et en amplitude par rapport à une température de référence, on estime alors le
comportement des matériaux à des fréquences inaccessibles autrement (10kHz ou plus).

La figure 2.2 présente le principe dans le cadre d’un essai d’analyse mécanique dynamique.
Les modules des isothermes sont translatées horizontalement et verticalement. Les phases des
isothermes sont translatées horizontalement. Les coefficients a et b de translations dépendent
de la température. Bien que très utilisé, ce principe empirique ne fonctionne pas sur l’ensemble
des polymères. Schwarzl et Staverman [49] proposent une classification suivant la compatibilité
des matériaux avec le principe d’équivalence. Les matériaux sont dits thermo-rhéologiquement
simples ou complexes s’ils sont respectivement compatibles ou incompatibles. Ferry [50] donne
trois critères pour classer les polymères :

1. Après translation, les courbes isothermes doivent se superposer.

2. Les coefficients de translation doivent être identiques sur l’ensemble des fonctions visco-
élastiques d’un même matériau.

3. Les coefficients de translation doivent suivre une loi de comportement : Rouse, WLF
(Williams, Landry et Ferry) ou Arrhenius.

1 Hz 10 kHz 1 Hz 10 kHz
Plage utile à 70°C Plage utile à 20°C

Figure 2.3 – Courbes maîtresses des 3 colles structurelles étudiées dans le projet CLIMA au cours de la thèse
d’Adrien Chassaigne. Les essais ont été effectués à l’aide d’une DMA Metravib. La plage fréquentielle allant de
1 Hz à 10 kHz est indiquée pour une température de 20 °C et de 70 °C.
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Caractérisation du comportement viscoélastique

Notons qu’en pratique le critère de superposition des isothermes est uniquement jugé visuelle-
ment à l’aide d’un Cole-Cole plot ou d’un Wicket plot. De plus la structure des matériaux ne
doit pas évoluer pendant l’essai. Or le simple fait de chauffer un matériau polymère à 100°C ou
150°C entraine pour certains d’entre eux une post-réticulation ou une cuissson qui modifie la
structure du matériau et donc son comportement.

C’est ce que nous avons pu observer sur des colles structurelles au cours de la thèse d’Adrien
Chassaigne [39], cf. Figure 2.3. Des essais classiques sur une DMA Metravib ont conduit à
une évolution irréversible des colles testées. Ainsi, le comportement mesuré par les équivalences
temps-température correspondait à une colle différente de celle réellement vendue et utilisée. Les
résultats obtenus par DMA sur ces colles étaient donc inexploitables pour prédire leur amortisse-
ment dans le cas industriel habituel où ces colles restent à température ambiante tout leur cycle
de vie. Afin d’éviter ces écueils, j’ai toujours mesuré le comportement du matériau directement
dans la bande fréquentielle d’intérêt sans utiliser ces équivalences temps-température.

2.1.3 Bancs de caractérisation DMA

Les points importants du cahier des charges d’un banc DMA performant sont :
— Pouvoir caractériser le plus haut possible en fréquence (au moins 5kHz).
— Appliquer une précharge uniforme sur le matériau.
— Pouvoir régler et mesurer la précharge.

Afin d’obtenir la plage fréquentielle de caractérisation la plus grande possible, il faut que les
premiers modes propres génants apparaissent le plus haut possible en fréquence. Pour cela il
faut miniaturiser le banc DMA or les actionneurs piézoélectriques sont un bon compromis entre
dimensions géométriques, déplacements, efforts et la bande fréquentielle visée (100Hz à 10kHz).
La déformation simultanée de quatre échantillons de manière symétrique permet d’éviter l’ajout
de pièces mécaniques pour la reprise des efforts et permet donc d’accentuer la miniaturisation.
De plus, pour éviter toutes vibrations parasites venant de l’extérieur, les bancs sont suspendus
par des liaisons très souples. Le principe de mes bancs DMA est présenté à la figure 2.4. Les
quatre échantillons sont cisaillés entre des supports (en vert) et des machoires (en bleu). Les
machoires permettent d’appliquer une précharge normale à la direction de cisaillement. Les
supports sont déplacés de manière symétrique afin de cisailler les échantillons.

Figure 2.4 – Principe de mes bancs DMA fonctionnant en cisaillement sous précharge.
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

Depuis 2009, j’ai conçu 3 bancs de caractérisation DMA [29, 3, 24], cf. Figure 2.5. La version
2012 (au milieu) ne respecte pas l’architecture décrite à la figure 2.4. La forme particulière des
machoires des versions 2009 (à gauche) et 2018 (à droite) permet d’assurer l’uniformité de la
précharge sur l’échantillon. Cela est dû au choix d’appliquer la précharge avec une unique vis
afin de pouvoir la mesurer aisément.

Figure 2.5 – Bancs de caractérisation dynamique de matériaux viscoélastiques avec précharge et sans utili-
sation des équivalences temps-température. A gauche la version 2009 : cisaillement jusqu’à 3000Hz, au milieu
la version 2012 développée pendant le projet MAIAS : cisaillement et compression jusqu’à 5000Hz et à droite
la version 2018 développée pendant le projet CLIMA lors de la thèse d’Adrien Chassaigne : cisaillement jusqu’à
8000Hz.

Le signal d’excitation en tension envoyé aux actionneurs piézoélectriques est un sinus à fréquence
constante. Une fois le régime stationnaire atteint, quelques cycles sont extraits pour le post-
traitement. Cela permet d’obtenir le comportement du matériau à une fréquence particulière.
Ensuite la fréquence du signal d’excitation est modifiée et on recommence jusqu’à ce que toute
la bande fréquentielle ait été balayée pas à pas.

La figure 2.6 schématise le fonctionnement du banc de cisaillement. Les déplacements ui sont
mesurés par des accéléromètres grâce à une double intégration temporelle dans le domaine
fréquentiel. Notons Γi = F{üi} la transformée de Fourier de l’accélération mesurée. La raideur
des échantillons Kech est calculée comme le rapport des efforts moyens Fmoy et des élongations
moyennes Xmoy subis par les quatre échantillons, cf. équation (2.1).

Kech(ω) = Fmoy(ω)
Xmoy(ω) avec


Fmoy(ω) = 1

4(2FCF − (MS1 −MR)Γ2 −MS2Γ5)

Xmoy(ω) = − 1
4ω2 (2Γ2 + 2Γ5 − Γ1 − Γ3 − Γ4 − Γ6)

(2.1)

Vu la figure 2.6, l’effort subi par les échantillons peut également être estimé à partir de la défor-
mation des machoires. Ainsi il existe d’autres formules de post-traitement que l’équation (2.1).
La figure 2.7 permet de comparer les performances des moyens d’essais. Autour de 200 à 400Hz,
on peut voir que la version 2018 du banc est en bon accord avec les caractérisations directes
faite sur la DMA Metravib. En revanche, la machine Metravib ne permet pas de caractériser
directement jusqu’à 3000Hz comme le fait le banc 2018. Notons que l’apparition de vibrations
parasites dès 3000Hz est due à la souplesse des échantillons testés. En effet, la limite supérieure
de caractérisation est d’autant plus élevé que l’échantillon est raide. Notons aussi qu’avec la ver-
sion 2009, les vibrations parasitent apparaissent dès 1000Hz et que le module est sous-estimé.
Cela est vraisemblablement du à la souplesse du banc dans sa version 2009, cf. Butaud et al. [3].
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Caractérisation du comportement viscoélastique

Figure 2.6 – Modèle à 6 ddls pour le post-traitement des essais. Les déplacements sont notés ui. Le capteur
d’effort dynamique mesure un effort FCF différent de l’effort d’actionnement Fpiézo à cause de la masse embarquée
du raccord MR.
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Figure 2.7 – Caractérisation d’une colle méthacrylate lors du projet CLIMA. Les courbes bleues ont été
obtenues par mesure directe avec la DMA+1000 de Metravib. La courbe notée DMAHF 2009 a été obtenue avec
la version 2009 du banc de cisaillement. Les courbes notées DMAHF 2018 ont été obtenues par 2 méthodes de
post-traitement avec la version 2018 du banc de cisaillement.

Le banc version 2012, cf. figure 2.5, permet de précharger le matériau dans la même direction
que la sollicitation dynamique de caractérisation. En fonction de la forme des échantillons, cf.
figure 2.8, ce banc permet de caractériser la compression ou le cisaillement. La figure 2.9 montre
les courbes de raideurs dynamiques d’un silicone jusqu’à plus de 7000Hz dans la configuration
optimale. La limite fréquentielle est en partie due à la puissance maximale de l’amplificateur qui
alimente l’actionneur et en partie aux vibrations parasites qui apparaissent pour un échantillon
trop souple. Or le silicone est d’autant plus raide qu’il est préchargé. Les points aberrants ont
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

été détectés et supprimés de la figure 2.9. Pour cela l’utilisation de plusieurs accéléromètres a
permis de détecter lorsque la déformation de l’échantillon n’était plus purement axiale. Afin de
réaliser une caractérisation quasiment sans précharge, des essais ont également été effectués à
l’aide d’une masse sismique et d’une excitation sur pot vibrant. Ces essais correspondent aux
courbes noires de la figure 2.9.

Figure 2.8 – Echantillons de compression (gauche) et de cisaillement (droite) pour le banc DMA 2012.
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Figure 2.9 – Caractérisation d’un silicone en compression lors du projet MAIAS. Les courbes noires ont
été obtenues sans précharge par excitation avec un pot vibrant. Les courbes de couleurs ont été obtenues sous
précharge avec la version 2012 du banc. Les courbes en trait plein correspondent à une amplitude de cisaillement
de 1µm alors que les courbes discontinues correspondent à une amplitude de cisaillement de 0.1µm.
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Identification en viscoélasticité non linéaire

2.2 Identification en viscoélasticité non linéaire

2.2.1 Frottement et viscoélasticité

Les bancs de caractérisation précédents sont limités à des amplitudes de déplacements de l’ordre
du micron. Afin d’atteindre des amplitude de l’ordre de quelques millimètres, nous avons conser-
vés le principe de symétrie et l’utilisation de 4 échantillons mais les actionneurs piézoélectriques
ont été remplacés par la machine d’essai MTS 830, cf. Figure 2.10. Cela nous a donné un
montage versatile, aussi bien capable de caractériser le comportement en friction du couple alu-
minium/aluminium, cf. Dion et al. [6] que le comportement viscotribologique des matériaux, cf.
Jrad et al. [13]. Au cours de la thèse d’Hanen Jrad [40], nous avons utilisé ce montage pour ex-
plorer le comportement non-linéaire de composants élastomères soumis à de grandes amplitudes
de déformations.

Figure 2.10 – Montage de caractérisation dynamique de matériaux viscoélastiques en cisaillement et avec
précharge. A gauche : vue globale de la MTS 830 et du montage de caractérisation, au milieu et à droite : zoom
sur le montage. Les échantillons sont ici des rectangles de silicone de couleur bleue.

Afin de caractériser le comportement en fréquence et en amplitude, le protocole précédent a été
modifié. L’excitation est toujours de forme sinusoïdale à fréquence constante mais l’amplitude
varie continument. Une fois le balayage en amplitude terminé, la fréquence est modifiée et on
recommence jusqu’à ce que toute la bande fréquentielle ait été balayée. Bien que la machine
MTS 830 soit donnée pour atteindre une fréquence maximale de caratérisation de 380Hz, le
présent montage présentait des vibrations parasites au-delà de 200Hz quelque soit le matériau
étudié.
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

Figure 2.11 – Courbe force-déplacement obtenue à 1 Hz avec le montage précédent

La figure 2.11 montre un exemple de courbe force-déplacement d’échantillons de silicone soumis
à une amplitude de cisaillement de plus en plus grande. A petite amplitude, nous trouvons des
ellipses, c’est-à-dire la forme typique d’un comportement viscoélastique linéaire. Au fur et à
mesure que l’amplitude augmente, les ellipses se déforment progressivement et sont limitées par
deux asymptotes obliques. Ici, le matériau les échantillons de silicone adhéraient à la surface
d’aluminium. Avec d’autres échantillons élastomères en caoutchouc, nous avons atteint le glisse-
ment total. Cela se traduisait par des asymptotes horizontales sur les courbes force-déplacement,
cf. Jrad et al. [13].

Pour modéliser ce genre de comportement et tenir compte à la fois de la dissipation viscoélastique
et tribologique, nous avons combiné le modèle de Maxwell généralisé [51], cf. figure 2.12 et le
modèle de Dahl [52]. Le modèle de Maxwell généralisé est composé d’un ressort en parallèle
de N cellules de Maxwell. Chaque cellule de Maxwell est elle-même composée d’un ressort et
d’un amortisseur en série. Ainsi les paramètres de ce modèle sont la raideur statique K0 et les
raideurs Ki et les amortissement Ci des cellules de Maxwell. Chaque cellule de Maxwell dispose
d’une variable interne yi(t).

K0

C1 K1

y1

CN KN

yN

z

Figure 2.12 – Schéma du modèle de Maxwell généralisé
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Identification en viscoélasticité non linéaire

Le modèle de Dahl rend compte du comportement dû au frottement. Sa variable interne est
notée z(t), elle correspond à un déplacement et elle est régie par une équation du premier ordre.
z(t) dépend de x(t) le déplacement imposé aux échantillons de matériau viscoélastique et de
F (t) l’effort de tangentiel qui est lui-même obtenu par le modèle de Maxwell généralisé.

s(t) = 1− F (t)
Fmax

signe(ẋ(t))

ż(t) = ẋ(t) |s(t)|α signe(s(t))

ẏi(t) = Ki

Ci
(z(t)− yi(t))

avec


F (t) = K0z(t) +

N∑
i=1

Ki (z(t)− yi(t))

Fmax = µFN

(2.2)

Afin d’identifier ce modèle à partir des essais, nous avons exploité différentes caractéristiques des
courbes. Notamment, l’asymptote horizontale produite par le glissement total permet d’identifier
le coefficient de frottement µ. Les boucles d’hystérésis obtenues à faible amplitude forment des
ellipses dont le grand axe permet l’identification de K0. Les coefficients Ki et Ci ont été obtenus
par la technique décrite par Oustaloup [53]. Le coefficient α = 1/3 a été choisi en cohérence avec
les travaux de Peyret [44]. La figure 2.13 permet de comparer les courbes mesurées au modèle
identifié.

Figure 2.13 – Courbe force-déplacement obtenue avec le montage précédent à 2.5 Hz et 1000N de précharge
(en gris) et avec le modèle viscotribologique (en couleur).

Nous avons appliqué la même approche d’identification du modèle viscotribologique à des essais
de cisaillement d’un échantillon boulonné entre deux poutres en rotation, voir la figure 2.14.
L’originalité dans ce cas était que le couple de cisaillement a été mesuré indirectement par
des accéléromètres. Ces derniers ont servi à identifier le comportement d’un modèle multicorps
rigide à deux solides, cf. Jrad et al. [4]. La figure 2.15 permet de comparer les courbes mesurées
au modèle identifié.
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Chapitre 2 : Identification du comportement viscoélastique

Figure 2.14 – Essai de caractérisation en cisaillement d’un échantillon de polymère boulonné à entre deux
poutres en rotation.

Figure 2.15 – Courbe force-déplacement obtenue avec le montage précédent à 2.5 Hz et 1000N de précharge
(en gris) et avec le modèle viscotribologique (en couleur)
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2.2.2 Viscoélasticité en grandes déformations

Nous avons également étudié le comportement viscoélastique de matériaux en compression, cf.
Jrad et al. [14], en fonction de la précharge et en fonction de l’amplitude de sollicitation. Le
montage utilisé pour cela est illustré par la Figure 2.16.

Figure 2.16 – Montage de caractérisation dynamique de matériaux viscoélastiques en compression et avec
précharge. L’échantillon est ici un rectangle de silicone de couleur bleue.

Figure 2.17 – Module (à gauche) et phase (à droite) de la raideur dynamique en compression d’échantillons de
caoutchouc en fonction de la précharge F0 = K×x0 et de la fréquence f . Chaque surface correspond à différentes
valeurs d’amplitude xd.

Les échantillons étaient soumis à une précharge plus un mouvement sinusoïdal de la forme
x(t) = x0 +xd sin(2πft) sur plusieurs cycles. Les paramètres de précharge x0, d’amplitude xd et
de fréquence f étaient maintenus constants pendant l’essai afin que l’excitation soit stationnaire,
puis ces derniers étaient modifiés en vu de l’essai suivant. Pour chaque essai les caractéristiques
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de raideur dynamique ont été obtenus en appliquant la transformée de Fourier aux mesures
d’effort et de déplacement. Leur spectre étaient ensuite restreints à la fréquence d’excitation
pour calculer la raideur. Cette approche permet de linéariser le comportement de l’échantillon.
La figure 2.17 montre les résultats de ces essais. La phase semble dépendre de la précharge
F0 = K × x0 mais peu de l’amplitude xd.

Sur la base de ces essais un modèle de Maxwell généralisé non-linéaire a été identifié. Nous
avons choisi de faire porter la non-linéarité de ce modèle sur le paramètre K0 uniquement.
On l’identifie à partir de la courbe de compression statique de l’échantillon comme étant la
pente moyenne sur l’intervalle de déplacement [x0 − xd , x0 + xd] couvert par l’écrasement
dynamique. L’effort statique F0 étant identifié par un polynôme d’ordre 3, K0 est ainsi décrit
par un polynôme d’ordre 2. Quant aux paramètres Ki et Ci, ils ont été identifiés à partir de
la moyenne des courbes de phase en fonction de la fréquence pour l’ensemble des essais. La
figure 2.18 montre la bonne adéquation entre le modèle identifié et les mesures effectuées.

Figure 2.18 – Module (en haut) et phase (en bas) de la raideur dynamique en compression d’échantillons de
caoutchouc en fonction de la précharge F0 = K × x0 et de la fréquence f . L’amplitude d’écrasement dynamique
est ici de xd = 25 µm.
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Identification de modèles réduits
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Résumé

Ce chapitre traite de l’identification de mo-
dèles et de jumeaux numériques. Tout d’abord
un modèle de diffusion thermique est identifié
à des fins de contrôle d’une carte électronique
de puissance. Puis un travail de réduction de
modèle en dynamique des structures est ex-
posé. Enfin, un cadre général est donné pour la
construction de jumeau numérique en multi-
corps rigides. Ces derniers ont vocation à être
utilisés en maintenance prédictive mais aussi
à créer des capteurs virtuels.
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Chapitre 3 : Identification de modèles réduits

3.1 Jumeau numérique thermique

3.1.1 Contexte

L’électronique de puissance des équipements automobiles est confinée dans des volumes de
plus en plus réduits, ce qui engendre de sévères contraintes électro-thermo-mécaniques. Ainsi,
la fiabilité et la durée de vie des composants dépend des températures de jonction. Le bon
fonctionnement du matériel nécessite une régulation en temps réel. Cette régulation s’appuie
sur les estimations faites par un jumeau numérique thermique de taille réduite. Ce modèle
réduit doit permettre de retrouver les résultats d’un modèle volumes finis très fin en s’appuyant
uniquement sur les données de commande électriques.

La thèse CIFRE de Fatma Abid [41] a été financée sur ce sujet par Valeo. L’approche suivie
était d’identifier le modèle réduit de manière non-intrusive vis-à-vis du modèle de référence,
c’est-à-dire en se basant uniquement sur des résultats de simulation sans chercher à projeter
le modèle sur un sous-espace. Le modèle de référence était donc traité comme une boite noire
fournissant des capteurs virtuels de température.

La “Thermal Impedance Method” (TIM) ou méthode Zth, cf. [54, 55] était usuelle à Valeo pour
obtenir ce modèle réduit. Elle repose sur la réponse indicielle d’un système du premier ordre.
Dans le domaine temporel et dans le domaine de Laplace de variable p, elle s’exprime comme
suit :

Zth(t) =
∑

i

Ri

(
1− exp

(
− t

τi

) )
=⇒ Zth(p) =

∑
i

Ri

1 + pτi
(3.1)

La méthode Zth identifie directement les exponentielles décrites par l’équation (3.1) à partir de
mesures de température en fonction du temps et sous chargement unitaire (Heaviside). Cette
méthode est toutefois couteuse car elle nécessite autant de mesures simulées que de sources
thermiques. Or, le modèle volumes finis de référence comportait environ 50 millions de ddls et
nécessitait 15 heures de calcul par source thermique avec un total de 62 sources à traiter.

Il existe d’autres méthodes visant le même objectif et qui s’appuient sur un modèle d’état
constitué d’une équation de comportement et d’une équation d’observation. Elles sont décrites
par les matrices A, B, C et D et les vecteurs colonnes d’état x(t), d’observation y(t) et de
commande u(t). Le modèle comporte Ne états, Ns sollicitations, No observations et Ni instants,
donc les matrices ont pour dimensions A

Ne×Ne
, B

Ne×Ns
, C

No×Ne
et D

No×Ns
et les vecteurs ont

pour dimensions xNe
, y

No
et xNs

.{
ẋ(t) = A x(t) +B u(t)
y(t) = C x(t) +D u(t)

(3.2)

Le but est d’identifier tous les termes de l’équation (3.2) à partir de la seule conaissance de y(t)
et u(t) au cours du temps. La “Modal Identification Method” (MIM), cf. [56, 57], réalise une
optimisation par essaims particulaires. La méthode d’identification des sous-espaces, cf. Van
Overschee et De Moor [58], s’appuie sur une réécriture du modèle d’état. Elle fait intervenir
des matrices de Hankel par blocs des entrées et des sorties et aussi les matrices d’observabilité
et de contrôlabilité. La méthode des sous-espaces permet de généraliser les algorithmes N4SID,
MOESP et CVA. Une caractéristique notable de cette méthode est son utilisation des opérateurs
de projection tantôt orthogonal tantôt oblique afin d’éliminer l’influence de l’excitation lors de
l’identification.
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Jumeau numérique thermique

3.1.2 Kernel Identification Method

Notre méthode d’identification de modèle réduit thermique se nomme KIM (Kernel Identifica-
tion Method). Elle permet de traiter les cas linéaires ou quasi-linéaires. Concaténons les vecteurs
colonnes, correspondant aux Ni instants mesurés, dans les matrices X, U et Y . Le modèle d’état
peut être réécrit sous la forme :

{
Ẋ = A X +B U

Y = C X +D U
avec



X =
[
x(t1) . . . x(tNi)

]
Ne×Ni

U =
[
u(t1) . . . u(tNi)

]
Ns×Ni

Y =
[
y(t1) . . . y(tNi)

]
No×Ni

(3.3)

Dérivons l’équation d’observation par rapport au temps puis injectons l’équation de comporte-
ment. La matrice Ẏ est obtenue par dérivation numérique :

Ẏ = C Ẋ +D U̇ = C A X + C B U +D U̇ (3.4)

“Pseudo”-inversons l’équation d’observation à l’aide de C+ et injectons le résultat dans l’équa-
tion précédente :

X = C+Y − C+D U =⇒ Ẏ = C A C+︸ ︷︷ ︸
L

Y + C(B −A C+D)︸ ︷︷ ︸
M

U +D U̇ (3.5)

Comme dans la méthode des sous-espaces, nous allons projeter cette équation sur le sous-espace
orthogonal à l’excitation afin de supprimer le terme M U et faciliter ainsi l’identification des
matrices L et D. Cette projection des lignes des matrices est notée ()/U⊥ et en pratique elle
est calculée par une décomposition QR :

Ẏ /U⊥ = L Y /U⊥ +D U̇/U⊥ (3.6)

La matrice L représente le noyau du modèle d’état et nous la supposons symétrique. Les matrices
L et D sont identifiées par la méthode des moindres carrés appliquées à l’équation (3.6). Cela
nécessite de réécrire les matrices Ẏ /U⊥, Y /U⊥ et U̇/U⊥ de façon à factoriser les matrices L et
D sous forme de vecteurs. En pratique, l’identification est faite par la fonction “\” dans Matlab.
Afin que le vecteur x(t) représente les contributions modales, la matrice L est diagonalisée.
La matrice A est alors assimilée à une matrice diagonale contenant les valeurs propres de L
et la matrice C est assimilée aux vecteurs propres de L, ainsi par construction C+ = Ct. Les
valeurs propres positives ne sont pas prises en compte lors la reconstruction de A et C car elles
conduiraient à une instabilité du modèle. Ensuite les matrices A, C et D sont substituées dans
l’équation (3.5). La matrice B est elle aussi identifiée par les moindres carrés après projection
sur le sous-espace orthogonal à U̇⊥ :

B U/U̇
⊥ = Ct Ẏ /U̇

⊥ −A Ct Y /U̇
⊥ +A CtD U/U̇

⊥ (3.7)

L’état initial du système est estimé par x(0) = Ct y(0) − Ct D u(0) puis l’équation (3.2) est
résolue par intégration numérique. Notons de plus que les modes propres sont triés à postériori
par ordre d’importance en fonction de leurs contributions en calculant diag(X Xt). Si nécessaire,
le modèle identifié est tronqué.
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La figure 3.1 montre un modèle élément fini 3D d’une carte électronique de puissance comprenant
9 puces qui sont autant de sources thermiques. Ce modèle comporte 20236 ddls. Afin d’identifier
le jumeau numérique thermique, on réalise une première simulation avec le modèle élements finis
de référence. Puis une deuxième simulation sert à valider le modèle. Ces deux simulations sont
faites en imposant simultanément sur les 9 puces une puissance thermique sous la forme de 9
signaux décorrélés aléatoires autour d’une constante, voir la figure 3.2.

Y1 Y4 Y7

Y2 Y5 Y8

Y3 Y6 Y9

Y10
y

�

�� � 5	Wm��°C��

�� � 2	Wm��°C��

(Lower part)
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�

�

Figure 3.1 – Modèle de carte électronique de puissance
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Figure 3.2 – L’un des 9 signaux aléatoires autour d’une constante utilisés lors de l’identification du modèle
(à gauche) et lors de la validation du modèle (à droite).

Soit yk(t) la kième composante du vecteur y(t). L’erreur relative entre l’estimation par le jumeau
numérique et la mesure est donnée par l’équation (3.8). La figure 3.3 trace cette erreur relative
en fonction de l’ordre du modèle lors de la phase d’identification. Elle permet de comparer la
méthode KIM à 3 méthodes de sous-espaces SubSV, SubCVA et MOESP. On voit que notre
méthode est aussi performante que les meilleures méthodes de sous-espaces.

ϵ = 1
No

No∑
k=1

√√√√√√√√√√
Ni∑
i=1

(yk mesure(ti)− yk jumeau(ti))2

Ni∑
i=1

y2
k mesure(ti)

(3.8)
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Figure 3.3 – Erreur relative en fonction de l’ordre du modèle lors de la phase d’identification. Les modèles
de sous-espaces SubSV, SubCVA et MOESP sont comparés à KIM

La figure 3.4 permet de comparer les valeurs de températures au niveau de la puce n°7 par la
simulation de référence et les modèles réduits KIM, SubSV, SubCVA et MOESP. Mis à part
MOESP, les autres méthodes fournissent des résultats comparables.
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Figure 3.4 – Comparaison des estimations fournies par différents modèles (KIM, SubSV, SubCVA et MOESP)
à la mesure thermique au point Y7 lors de la phase d’identification (à gauche) et de validation (à droite).

Quelle que soit la méthode utilisée, l’identification du modèle d’état nécessite une bonne ob-
servabilité et contrôlabilité. Pour identifier un grand nombre d’états Ne, on a tendance à gar-
der beaucoup de données mesurées au risque qu’elles soient corrélées. Afin d’éviter cela, il
est possible d’appliquer une décomposition en valeurs singulières (SVD) sur Y = ϕ

Y
S

Y
ψt

Y
et

U = ϕ
U
S

U
ψt

U
, puis de tronquer les bases ϕ

Y
et ϕ

U
afin de construire les matrices Y

svd
= ϕt

Y
Y

et U
svd

= ϕt

U
U . Ces dernières possèdent les bonnes propriétés et peuvent être utilisées pour

l’identification à la place de Y et U . Il suffit ensuite de post-traiter les matrices identifiées :
A = A

svd
, B = B

svd
ϕt

U
, C = ϕ

Y
C

svd
et D = ϕ

Y
D

svd
ϕt

U
.

L’extension de KIM à des comportements non-linéaires, comme la convection naturelle, reste à
faire. Notons que KIM pourrait être appliquée à d’autres équations du premier ordre comme la
viscoélasticité par exemple. La méthode KIM identifie un modèle de manière non-intrusive, or
en dynamique des structures, il est classique d’utiliser des méthodes intrusives pour obtenir des
modèles réduits. Nous allons le voir maintenant.
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Chapitre 3 : Identification de modèles réduits

3.2 Modèle réduit dynamique

3.2.1 La réduction de modèle, pourquoi ?

Considérons le problème de dynamique des structures suivant :

ρü = div(σ) + f avec σ = H ϵ et ϵ = 1
2
(
∇u+∇tu

)
(3.9)

Le tenseur H représente la loi de comportement du matériau. Ce comportement peut être
élastique, viscoélastique, non-linéaire, représenter une loi de contact frottant, . . . In fine, après
application de la méthode des éléments finis, l’équation matricielle du problème dynamique
devient :

M Ü + C U̇ +K U = F (3.10)

La matrice de masse M est très souvent constante, les matrices d’amortissement C et de raideur
K peuvent dépendre de l’état du système (U, U̇) dans le cas d’un comportement non-linéaire. De
plus, la matrice de raideur devient non-symétrique dans le cas d’un contact frottant. Lorsque
l’on étudie les vibrations autour d’un état d’équilibre stationnaire, on linéarise ce problème
matriciel. Par simplicité de notation, nous garderons l’écriture de l’équation (3.10) précédente
mais où les vecteurs U et F représenteront la variation autour de leur valeur stationnaire et
les matrices K et C seront les matrices tangentes de raideur et d’amortissement. Notons que
même linéarisées, ces matrices peuvent être non-symétriques. La linéarisation permet l’étude
des petites oscillations par la transformée de Fourier :

(−ω2M + iωC +K)Û = F̂ avec F{U} = Û et F{F} = F̂ (3.11)

L’équation (3.11) permet de calculer la réponse forcée du système via le calcul de la matrice
des fonctions de transferts (−ω2M + iωC + K)−1. De plus les modes propres complexes sont
solutions de l’équation (3.11) sans second membre. Malheureusement, pour des problèmes de
grandes taille ces calculs sont très couteux. C’est quasiment toujours le cas pour les problèmes
de dynamique traités par les industriels. Ainsi, on cherche à réduire la taille du problème à
résoudre en projetant le vecteur des déplacements sur un sous-espace des déplacements que l’on
considère les plus probables. On utilise pour cela la base T qui décrit le sous-espace que l’on se
donne :

U = T q =⇒ (−ω2 T tM T︸ ︷︷ ︸
=M

r

+iω T tC T︸ ︷︷ ︸
=C

r

+T tK T︸ ︷︷ ︸
=K

r

)q̂ = T tF̂︸︷︷︸
=F r

avec F{q} = q̂ (3.12)

Plus le sous-espace est petit, moins la base T contient de colonnes et plus les matrices M
r
, C

r
et K

r
sont réduites. Le choix de T est donc capital pour trouver le meilleur compromis entre

réduction et précision. Pour cela, la littérature fournit pas mal de possibilités, cf. Géradin et
Rixen [59]. Le plus classique étant d’utiliser la base modale du problème symétrique conservatif :

(−ω2
kM +K)ϕ

k
= 0 =⇒ T = Φ =

[
. . . ϕ

k
. . .
]

(3.13)

Le problème (3.13) est un problème aux valeurs propres réelles peu couteux à résoudre même
pour des matrices de grande taille. Généralement, les modes propres sont normalisés par rapport
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à la masse. Ainsi, en utilisant T = Φ, la matrice de masse réduite vaut M
r

= I, la matrice
de raideur réduite K

r
devient une matrice diagonale contenant les valeurs propres au carré ω2

k

et sauf cas particulier (amortissement de Rayleigh), C
r

est une matrice pleine. Ce choix de
base de projection fournit de bons résultats aux fréquences de résonance même s’il ne permet
pas une excellente estimation des fréquences d’anti-résonance. Cette base peut être enrichie
de déformées statiques du type K−1F̂ , cf. Balmès [60]. Cela nécessite d’orthonormaliser les
vecteurs de déformées statiques à ceux de la base modale. De plus lorsque le problème de
départ, voir équation (3.11), et ses matrices K et C dépendent de la fréquence, la concaténation
de plusieurs bases modales est efficace. Il suffit par exemple de résoudre l’équation (3.13) en
évaluant la raideur à une fréquence basse K(ωbas) puis à une fréquence élevée K(ωhaut) et de
concaténer les deux bases modales ainsi obtenues, cf. Balmès [60].

Plaçons nous maintenant dans le cadre d’un processus de conception itérative d’un méca-
nisme/assemblage où la définition de certaines pièces est figée et où d’autres sont sujettes à
modification. Outre les qualités de taille et de précision, le modèle réduit idéal devrait pouvoir
être mis à jour après la modification d’une pièce sans nécessiter d’être reconstruit en entier. De
même, il devrait également pouvoir être mis à jour en fonction de la configuration spatiale du
mécanisme (position d’une glissière, d’une rotule, ...). Il devrait permettre d’étudier l’influence
d’une pièce sur la réponse globale du système. Enfin, il devrait être indépendant des choix de
maillage éléments finis du modèle de départ. La recherche d’un tel modèle réduit est le but de
la synthèse modale de composant (CMS 1).

Initialement les composants d’un assemblage sont maillés indépendamment les uns des autres.
Donc les ddls de deux pièces liées rigidement sont redondants au niveau des interfaces de liaison.
Supposons que les maillages soient compatibles à l’interface. Pour fixer les idées, notons d’un
indice i les ddls de l’interface de liaison et d’un indice v le reste des ddls constituants le volume.
A l’interface, le couplage entre deux composants peut se faire de deux façons : par couplage
primal ou par couplage dual. Les méthodes primales substituent certains ddls par leur expression
en fonction des autres. Elles donnent ainsi la priorité à la continuité des déplacements, cf.
équation (3.14). A l’inverse, les méthodes duales proposent de lier les ddls au travers d’une
contrainte cinématique, cf. équation (3.15). Cela fait apparaître des multiplicateurs de Lagrange
λi qui représentent les efforts de liaison. Elles donnent ainsi la priorité à la continuité des efforts.
Par soucis de compacité d’écriture, notons Z = −ω2M + iωC +K :

 Z1vv
Z1vi

0
Z1iv

Z1ii
+ Z2ii

Z2iv
0 Z2vi

Z2vv



U1v

U i

U2v

 =


F 1v

F i

F 2v

 (3.14)


Z1ii

Z1iv
0 0 I

Z1vi
Z1vv

0 0 0
0 0 Z2ii

Z2iv
−I

0 0 Z2vi
Z2vv

0
I 0 −I 0 0





U1i

U1v

U2i

U2v

λi


=



F 1i

F 1v

F 2i

F 2v

0


(3.15)

Pour appliquer la réduction telle que décrite par l’équation (3.12), le but est de proposer une
base de réduction/projection qui s’applique à chaque composant et qui conserve la précision.

1. Component Mode Synthesis
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Chapitre 3 : Identification de modèles réduits

3.2.2 Quelques méthodes de réduction classiques

Parmi les méthodes de réduction classiques disponibles dans de nombreux codes éléments finis,
on peut citer Guyan-Irons [61], Craig et Bampton [62], MacNeal [63], Rubin, ... Plusieurs d’entre
elles s’appuient sur un découpage des degrés de libertés entre maîtres et esclaves. Les ddls de
l’interface U i sont maîtres, les autres ddls Uv sont esclaves. Le problème linéaire conservatif
ainsi découpé peut s’exprimer sous la forme suivante :(

−ω2
[
M

ii
M

iv
M

vi
M

vv

]
+
[
K

ii
K

iv
K

vi
K

vv

]){
U i

Uv

}
=
{
F i

0

}
(3.16)

En négligeant la masse dans l’équation (3.16), on a Uv = −K−1
vv
K

vi
U i, ce qui permet de

trouver la base de Guyan TG. Physiquement chaque vecteur de la base de Guyan correspond à
la déformation statique de la structure sous le déplacement unitaire d’un ddl maître.

TG =
[

I

−K−1
vv

K
vi

]
(3.17)

La base de Craig-Bampton TCB, est obtenue en concaténant la base de Guyan avec la base
modale du problème encastré-libre. Pour cela les ddls maîtres sont encastrés, c’est-à-dire U i = 0,
c’est pourquoi on parle de modes à interface fixe :

(−Ω2
kMvv

+K
vv

)ψ
k

= 0 =⇒ Ψ =
[
. . . ψ

k
. . .
]

(3.18)

TCB =
[

0 I

Ψ −K−1
vv

K
vi

]
(3.19)

Par construction, les méthodes de Guyan et de Craig-Bampton assurent la continuité des dé-
placements à l’interface. En effet, les bases de projection des deux composants ont les mêmes
mouvements possibles à l’interface : un déplacement unitaire sur chaque ddl.

Notons de plus que ces méthodes sont maintenant utilisées dans un contexte purement numé-
rique d’accélération de calcul. En effet, elles peuvent également être appliquées à des interfaces
qui n’ont pas de réalité mécanique. Par exemple l’algorithme Algebraic Multi-Level Substructu-
ring (AMLS), cf. Gao [64], combine un découpage automatique d’un maillage en sous-domaines
et l’application de la méthode de Craig-Bampton. Citons également l’algorithme Finite Element
Tearing and Interconnecting (FETI) qui s’appuie également sur un découpage du maillage.

3.2.3 Réduction par la base des modes d’interface

Bien que très performante, la méthode de Craig-Bampton est coûteuse pour les assemblages
dont les interfaces sont maillées avec un grand nombre de noeuds et donc de ddls. En effet
chaque ddl d’interface produit un mode de Guyan. En conséquence, pour une même structure,
la taille du modèle réduit dépend du maillage initial et pas uniquement de la dynamique de la
structure. Craig et Chang [65] ont d’ailleurs proposé de condenser ces ddls par projection sur
les modes d’interfaces ζ

k
obtenus par (−∆2

kM ii
+K

ii
)ζ

k
= 0.

Lors de la thèse d’Hadrien Tournaire, cf. [42], nous avons travaillé à améliorer la méthode de
Craig-Bampton tout en prenant en compte les considérations industrielles de cycle de concep-
tion. Les composants d’un assemblage ne sont pas forcément tous conçus par les mêmes équipes.
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Modèle réduit dynamique

De même tous les composants ne sont pas modifiés à chaque nouvelle itération de l’assemblage.
Pour notre méthode, nous avons utilisé une géométrie simplifiée d’openrotor de Safran, cf. fi-
gure 3.5. La conception des pales requiert des simultations spécifiques et leur géométrie nécessite
de nombreuses mises à jour. Les autres pièces du mécanisme de calage angulaire variable des
pales, cf. figure 3.6 sont mises à jour à un rythme différent.

Figure 3.5 – Schéma de l’openrotor (à gauche), vue de la section portant les pales à calage angulaire variable
(au milieu) et CAO de l’openrotor (à droite).

Figure 3.6 – Vue d’un secteur angulaire de l’openrotor montrant le mécanisme de calage angulaire des pales.

Prenons l’exemple de deux composants : la pale et le hub, cf. figure 3.7. Ces deux composants
sont assemblés par une géométrie de queue d’aronde et les efforts centrifuges assurent le maintien
en position en régime stationnaire. Bien que l’interface de liaison entre ces deux pièces soit de
petites dimensions en comparaison de la pale, le maillage de l’interface comporte 1080 ddls. De
plus le nombre de modes à interfaces fixes entre 0 et 3000Hz s’élève à 7 pour le hub et 78 pour
la pale. Au final, le modèle réduit par la méthode de Craig et Bampton présente 1165 ddls. A
titre de comparaison, la taille du modèle initial est de 70716 ddls pour le hub et 119172 pour la
pale soit un total de 189888 ddls. On obtient ainsi un facteur de réduction d’environ 160.

Afin de permettre un recalage plus facile avec les essais, nous nous sommes contraints à utiliser
les modes libre-libre de chaque composant dans la base de projection T de l’équation (3.12).
En effet, la mesure expérimentale de tels modes est relativement routinière dans l’industrie,
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Chapitre 3 : Identification de modèles réduits

contrairement aux modes à interface fixe qui sont tributaires de conditions d’encastrement
toujours douteuses. En revanche, la difficulté avec les modes libre-libre est qu’il n’y a aucune
raison que leur mouvement soient compatibles au niveau de l’interface. Dès lors, la base de
projection doit être complétée par des mouvemements assurant la continuité des déplacements
à l’interface. Les modes de Guyan pourraient jouer ce rôle mais comme évoqué précédemment,
leur nombre dépend du maillage initial. Ces modes de Guyan doivent donc être recombinés
intelligemment afin de représenter uniquement les déformées d’interface les plus probables.

Figure 3.7 – Assemblage hub + pale (à gauche), vue sur l’interface de contact entre le hub et la pale (au
milieu) et modes d’interface n°5, 15 et 22 obtenus par la SVD (à droite de haut en bas).

Pour cela, on restreint les modes propres libre-libre des composants aux ddls de l’interface, puis
on les concatène dans une matrice. On réalise ensuite la SVD de cette famille de vecteurs, ce
qui donne les déformées d’interface les plus probables notées ΘΓ, cf. Tournaire [10]. En effet,
la SVD permet l’identification des composantes principales au sens des moindres carrés. On
tronque cette base SVD en fonction de la valeur propre, voir la courbe “Initial method” de la
figure 3.8. Ici le choix de troncature à 20 modes n’est pas évident car il n’y a pas de rupture
de pente très nette. La 20ème valeur propre est aux alentours de 10−3 et offre une précision
suffisante.
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Figure 3.8 – Valeurs propres des modes d’interface recombinés par la SVD. La troncature est faite à 20 modes.

Il suffit alors de calculer les déformées induites sur chaque composant par ces déformées d’inter-
face : U

v
= −(−ω2M

vv
+K

vv
)−1 (−ω2M

vi
+K

vi
) ΘΓ. Cette formule généralise celle de Guyan

où ω = 0 et ΘΓ = U
i
. Il faut alors choisir la valeur de ω. En suivant le principe de concaténation
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Modèle réduit dynamique

de base obtenues pour différentes valeurs de paramètres, cf. Balmès [60], nous avons retenu 3
valeurs : à basse fréquence, aux alentours de la fréquence maximale de la bande d’intérêt et à
une fréquence intermédiaire. La formule précédente est utilisée pour chacune de ces 3 fréquences.
On obtient 3× 20 = 60 déformées dynamiques d’interface au lieu des 1080 de Craig-Bampton.
Le tableau 3.1 compare les résultats de notre méthode aux résultats de Craig-Bampton et de
l’algorithme AMLS.

Méthode Craig-Bampton AMLS Notre méthode

Taille base 1165 101 185

MAC moyen 94.37% 98.90% 99.28%

Erreur freq. moy. 0.26% 0.09% 0.18%

Table 3.1 – Comparaison des performances de notre méthode de réduction avec AMLS et Craig-Bampton

Les figures 3.9 et 3.10 montrent l’intérêt de notre méthode par rapport à celle de Craig-Bampton.
Notre modèle réduit est à la fois plus précis sur les fréquences propres et sur les déformées
modales sur l’ensemble de la bande fréquentielle considérée. Le facteur de réduction est d’environ
160 pour Craig-Bampton et d’environ 1000 pour notre méthode. Bien que légèrement moins
précise, la méthode AMLS est plus compacte de quasiment un facteur 2 par rapport à notre
méthode. Toutefois AMLS n’utilise pas les modes libre-libre des composants. Ainsi, elle est moins
avantageuse pour donner un sens physique concret aux contributions de chaque composant dans
le comportement global de l’assemblage.
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Figure 3.9 – Comparaison (en haut) des fréquences propres du modèle assemblé obtenues avec le modèle
initial (haute fidélité), les modèles réduits par Craig-Bampton et par notre méthode. Erreur relative (en bas) sur
les fréquences propres.

27



Chapitre 3 : Identification de modèles réduits

1 5 7 10 15 20 25 30 35 40 45 50 53

Mode number

0

25

50

75

100
M
a
ss
-m
a
c
[%
]

Craig & Bampton method
Proposed method

Figure 3.10 – Comparaison des critères MAC des déformées modales du modèle assemblé entre le modèle
initial (haute fidélité) d’un côté et les modèles réduits par Craig-Bampton et par notre méthode de l’autre.

Enfin, une piste d’amélioration de notre méthode a été trouvée après la publication de nos
travaux, cf. Tournaire [10]. Rappelons-nous que l’idée originale était de recombiner les modes
de Guyan pour limiter la taille du modèle tout en assurant la continuité des déplacements. Le
besoin de continuité provient des mouvements incompatibles des deux bases modales libre-libre
de composant. Or nous avons réalisé une SVD sur l’ensemble des modes libre-libre restreints
à l’interface. Il est surement plus judicieux de restreindre ces modes aux mouvements stricte-
ment incompatibles qui seront compensés par les modes d’interface. Pour cela une modification
mineure suffit. Avant de concaténer les modes libre-libre pour en faire la SVD, il faut ortho-
normaliser la base modale du composant 1 par rapport à la base modale du composant 2 et
vice-versa. Cette orthonormalisation peut-être faite par le procédé de Gram-Schmidt. Elle sup-
prime tous les mouvements compatibles pour ne garder que ceux incompatibles. La courbe
“improved method” de la figure 3.8 montre alors une rupture de pente bien nette autour du
mode SVD n°18. Nous n’avons pas testé cette méthode plus en avant mais je ne doute pas
qu’elle soit encore plus précise car la valeur propre du mode 19 tombe alors à 10−7 au lieu de
10−3 pour la version précédente.

Dans la section 3.1, le modèle réduit a été identifié à partir de mesures. Soit ces mesures sont
obtenues expérimentalement, soit elles sont le résultat de simulations d’un modèle détaillé. Le
modèle identifié était modal et ne présentait aucun paramètre physique en lien avec l’objet de
départ. Dans la section 3.2, le modèle n’était pas identifié à proprement parler mais obtenu par
projection d’un modèle détaillé sur un sous-espace. Cela revient à supprimer en grande partie
les degrés de liberté inutiles. Lui non-plus ne présentait aucun paramètre physique en lien avec
la structure mis à part les modes propres des composants de cette structure. A contrario, dans
la section 3.3 suivante, je pars d’un modèle multicorps qui contient des paramètres physiques
et je l’alimente par des mesures expérimentales ou simulées. Dans ce cas, ce sont les excitations
appliquées à ce modèle qui sont identifiées ainsi que les paramètres physiques de ce dernier.
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3.3 Jumeau numérique multicorps

La tendance industrielle actuelle est de doter les systèmes mécaniques de modèles numériques qui
assimilent en temps réel les données mesurées par des capteurs. Ces algorithmes ont pour mission
de simuler la vie du vrai système afin d’en tirer des informations inaccessibles par des capteurs
seuls, soit de part la nature de l’information, soit de part le surcoût de l’instrumentation. On
parlera de jumeau numérique, réalité augmentée, intelligence artificielle, . . . Dans beaucoup de
cas, le but industriel est lié à la maintenance prédictive des systèmes mécaniques via un modèle
multicorps.

On pourrait penser à l’utilisation de réseaux de neurones, mais ceux-ci ont échoué sur l’exemple
de véhicule automobile que je traite actuellement dans la thèse d’Alexandre Debarbouillé. En
effet, ces réseaux nécessitaient une quantité phénoménale de données pour leur apprentissage. Ils
ne fournissaient pas des prédictions suffisamment précises au regard des attentes de l’industriel.
Enfin, ils n’étaient pas actualisables pour une variation de paramètres mécaniques telle qu’une
raideur ou une masse. Au lieu de tenter de retrouver la mécanique Lagrangienne par des réseaux
de neurones, j’ai préféré redévelopper un noyau de calcul multicorps rigide sous Matlab et en
partie en langage C. Il sert de base à la thèse d’Alexandre Débarbouillé dont le sujet est la
prédiction de capteurs virtuels par un jumeau numérique de véhicule automobile. A cette fin,
le modèle multicorps servira de fonction d’évolution dans un filtre de Kalman étendu.

Du côté du noyau multicorps 3D, mon travail ne présente pas de grandes nouveautés scien-
tifiques. L’effort que j’ai produit se situe plutôt au niveau des choix algorithmiques, de la
structuration des données du problème multicorps et de la représentation graphique des solides.
Ces choix, détaillés plus bas, m’ont permis d’écrire un code de calcul générique facilement com-
préhensible et maintenable. L’intégralité des équations formulées de manière à être facilement
programmées est décrite dans les annexes A et B.

Figure 3.11 – Représentation d’un modèle multicorps de véhicule automobile avec Matlab (à partir de fichiers
de géométrie .stl) : train avant (à gauche) et zoom sur le positionnement d’un capteur de la caisse (à droite)
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3.3.1 Choix du paramétrage des solides

Les contraintes cinématiques (rotule, pivot, . . .) ajoutent des équations algébriques au système
ODE 2, le transformant ainsi en système DAE 3. Différentes méthodes permettent de traiter les
contraintes mais toutes présentent des inconvénients. La pénalisation rend les problèmes raides
et donc difficiles à intégrer numériquement. Wehage et Haug [66] et Nikravesh et Haug [67]
partitionnent les variables en deux classes : les indépendantes obtenues par intégration et les dé-
pendantes post-traitées grâce aux équations de contraintes. Ce partitionnement est effectué par
une factorisation LU de Crout ou une réduction de Gauss-Jordan à la jacobienne des équations
de contraintes. Mais au cours de l’évolution du système, il faut surveiller le conditionnement des
matrices et mettre à jour la partition si besoin. Cela conduit donc à un algorithme compliqué.

Gim et Nikravesh [68, 69] proposent de supprimer les équations de contraintes à l’aide d’un
paramétrage judicieux. Pour cela, ils utilisent les ddls des liaisons au lieu des ddls habituels des
solides. Chaque solide est donc traité différemment et conduit à des post-traitements complexes
pour retrouver des grandeurs naturelles comme la vitesse d’un centre de gravité.

Une autre approche consiste à dériver deux fois les contraintes pour se ramener à un système
ODE. Cela nécessite l’utilisation d’inconnues supplémentaires : les multiplicateurs de Lagrange.
Or, l’intégration explicite d’un tel système par un algorithme comme Dormand-Prince [70]
(ode45 dans Matlab [71]) fait apparaitre une lente dérive sur les contraintes qui ne sont alors
plus vérifiées. Pour éviter cette dérive, Baumgarte [72, 73] et Ascher et al. [74, 75] proposent
des méthodes de stabilisation qui sont décrites plus loin.

On ne peut pas réduire la complexité d’un système mécanique mais seulement la diluer plus ou
moins. Il faut donc choisir entre avoir beaucoup d’équations simples ou peu d’équations forte-
ment non-linéaires. Ma préférence va invariablement vers la première option. De cette façon,
les équations sont plus simples à comprendre, à programmer et à intégrer numériquement. J’ai
donc fait le choix de la redondance du paramétrage en considérant que chaque solide dispose
de trois translations et trois rotations dans le repère galiléen. Ce choix est incompatible avec
les techniques de partitionnement et de variables articulaires mais présente l’avantage d’être
indépendant du système étudié. J’ai également fait le choix d’introduire les contraintes de liai-
sons par des multiplicateurs de Lagrange car ils sont autant de capteurs d’efforts virtuels et ne
nécessitent pas de régler un paramètre ad. hoc de pénalisation. En conséquence la forme des
matrices de masse est identique pour chaque solide. Ce choix conduit à un problème de plus
grande taille que les méthodes évoquées précédemment mais cela ne pose plus de problèmes
avec les ordinateurs actuels.

En ce qui concerne le paramétrage des rotations de chaque solide, on a l’embarras du choix,
cf. Géradin et Cardona [76] : angles de Cardan, angles d’Euler, vecteur de rotation cartésien,
paramètres de Rodrigues, paramètres d’Euler (équivalent aux quaternions), bi-quaternion, cf.
Dooley et McCarthy [77], ... Afin d’éviter le phénomène de blocage de cardan qui apparait pour
certains paramétrages, cf. Nikravesh [67, 78], j’ai choisi d’utiliser les quaternions, cf. Chou [79].
Les quaternions utilisent 4 variables, donc ils introduisent une équation de contrainte holonome
liée à leur normalisation. D’autres auteurs, comme Betsch et Siebert [80, 81, 82] utilisent comme
variables les 9 termes de la matrice de rotation associés à 6 équations de contraintes pour imposer
l’orthonormalité de cette matrice. Ensuite ils retombent sur une formulation Hamiltonienne avec
des quaternions et une matrice de masse non-singulière.

2. Ordinary Differential Equation = équations différentielles ordinaires
3. Differential Algebraic Equations = équations algébro-différentielles
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3.3.2 Le solide élémentaire

Soient un système multicorps, voir figure 3.12 et R0 le repère galiléen d’origine O et de base
B0 = (X0, Y 0, Z0). Soit RS le repère attaché à un solide S d’origine G et de base BS =
(XS , Y S , ZS). Le point G est le centre de gravité du solide. La position du point G dans le
repère galiléen R0 exprimée dans la base B0 vaut OGB0 = xGX0 + yGY 0 + zGZ0.

Figure 3.12 – Paramétrage des solides d’un système multicorps

Soit p = e0 + e = ⟨e0, e1, e2, e3⟩t le quaternion unitaire définissant l’orientation du solide par
rapport au repère galiléen R0. Soit R0S

la matrice de rotation qui permet de passer de la base
BS à la base B0. Elle est dépend du quaternion, cf. équation (3.20).

R0S
(p) =


e2

0 + e2
1 − e2

2 − e2
3 2e1e2 − 2e0e3 2e0e2 + 2e1e3

2e0e3 + 2e1e2 e2
0 − e2

1 + e2
2 − e2

3 2e2e3 − 2e0e1

2e1e3 − 2e0e2 2e0e1 + 2e2e3 e2
0 − e2

1 − e2
2 + e2

3

 (3.20)

Considérons un solide S de masse mS et de tenseur d’inertie IBS
S

constant puisqu’exprimé
dans la base locale du solide BS . Soit ⟨ (OGB0)t , pt ⟩t = ⟨xG, yG, zG, e0, e1, e2, e3⟩t le vecteur
concaténant les 7 degrés de liberté du solide S. Le quaternion p devant être de norme 1 pour
décrire les rotations, il faut ajouter cette contrainte. Ce solide élémentaire est soumis uniquement
à son poids propre et il fait intervenir :

— la matrice de masse, cf. équation (B.6)
— le vecteur d’effort généralisé dû à la gravité suivant −Z0, cf. équation (B.12)
— la contrainte de quaternion normé, cf. équation (B.14)

Ainsi, le paramétrage commun à tout solide comporte 3 ddls de translation, 4 ddls de qua-
ternion et 1 multiplicateur de Lagrange pour la norme du quaternion. Au final le plus petit
problème multicorps composé d’un unique solide présente 8 ddls et sa dynamique est régie par
l’équation (3.21) avec W = −2ṗtṗ :
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L’expression de l’opérateur
−
Ep est donnée en annexe par l’équation (A.6). On dispose également

d’une expression analytique pour l’inverse de la matrice M
S

qui permet d’accélérer les calculs.
En effet le tenseur d’inertie IBS

S
ne doit être inversé qu’une seule fois lors de l’initialisation et

lorsque la contrainte est respectée on a ||p||2 = 1. A ma connaissance cette expression n’a jamais
été publiée :
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(3.22)

3.3.3 Un système multicorps

En considérant un système multicorps composé de NS solides, utilisons les notations suivantes :

M =


M

S1
. . . 08×8

... . . . ...
08×8 . . . M

SNS

 , q̈ =


q̈

S1...
q̈

SNS

 et F =


FS1

...
FSNS

 (3.23)

Remarquons que la matrice M est diagonale par bloc, on a donc :

M−1 =


M−1

S1
. . . 08×8

... . . . ...
08×8 . . . M−1

SNS



Assemblons les équations des différents solides en ajoutant les NC contraintes g(q) = 0 autres
que celles de quaternion normé. Pour cela, nous dérivons deux fois les équations de contraintes
d’où G(q) q̈+L(q, q̇) q̇ = 0, cf. équation (B.13). Notons que le vecteur g(q) et les matrices G(q)
et L(q, q̇) sont différentes de celles de l’annexe B.7 car ici ils représentent toutes les contraintes
concaténées. Ajoutons aussi le vecteur F liaison, potentiellement non-linéaire, dû aux efforts de
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liaison, cf. annexe B.5. On obtient alors l’équation (3.24) suivante avec W = −L(q, q̇) q̇.[
M Gt

G 0
NC×NC

]{
q̈
λ

}
=
{

F
0NC×1

}
+
{
F liaison
W

}
(3.24)

Développons l’équation (3.24). En multipliant la première ligne par G M−1, on fait apparaitre
le terme G q̈ que l’on identifie à la deuxième ligne et on obtient l’expression suivante pour les
multiplicateurs de Lagrange :

λ =
(
GM−1Gt

)−1 (
GM−1 (F + F liaison)−W

)
(3.25)

Au final, l’accélération est donnée par l’équation suivante :

q̈ = M−1 (F + F liaison)−M−1Gtλ (3.26)

Dans Matlab, les algorithmes d’intégration natifs sont tous des schémas du premier ordre. Leur
utilisation nécessite de ramener l’équation (3.26) du second ordre vers un modèle d’état du
premier ordre :

y =
{
q
q̇

}
=
{
q
v

}
=⇒ ẏ = f̂(y) =

{
v

M−1 (F + F liaison)−M−1Gtλ

}
(3.27)

Dans le cas d’une intégration temporelle explicite (comme ode45 de Matlab), la nature diagonale
par bloc de la matrice M−1 permet si besoin de paralléliser les calculs. On utilise pour cela
deux variables intermédiaires ζ1 et ζ

2
parallélisées sur NS sous-matrices 8× 8. En pratique, la

résolution se fait comme suit :
ζ1 = M−1 (F + F liaison)

ζ
2

= M−1Gt


λ =

(
G ζ

2

)−1 (
G ζ1 −W

)
q̈ = ζ1 − ζ2

λ

(3.28)

Pour passer d’un système DAE à un système ODE, nous dérivons deux fois les équations de
contraintes g(q) = 0. Or l’intégration temporelle de cette équation fait apparaitre une dérive du
type g(q) = at+ b ̸= 0. Afin d’éviter cette dérive, nous utilisons des techniques de stabilisation
décrites en annexe B.8.

Une alternative attirante consisterait à utiliser le schéma d’intégration implicite d’Arnold et
Brüls [83]. C’est un schéma α-généralisé de la famille de Newmark. Ce dernier minimise le
résidu de l’équation (3.26) et de la contrainte g(q) = 0 à chaque pas de temps. De cette façon
la contrainte ne présente pas de dérive car on la traite directement sans passer par sa dérivée
seconde. Cette option nécessite toutefois de calculer les jacobiennes des équations dynamiques
qui sont également nécessaires pour utiliser le modèle multicorps dans un filtre de Kalman
étendu.
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3.3.4 Couplage avec le filtrage de Kalman étendu et augmenté

Ces travaux étant en actuellement en cours, je ne peux que présenter un résultat intermédiaire.
Il traite de l’identification d’un unique solide contraint à évoluer en 2D. Pour cela, nous avons
gardé un paramétrage analogue à celui décrit plus haut mais restreint ici à 4 ddls : deux pour
la position en x et en z du centre de gravité et deux pour la rotation décrite par cos(θ/2) et
sin(θ/2). En quelque sorte c’est la restriction en 2D d’un quarternion.

Ce modèle sert de fonction d’évolution à un filtre de Kalman étendu. Les mesures fournies à ce
filtre ont été simulées numériquement (pas encore de mesures réelles à ce stade) :

— 4 voies accélérométriques : en x et en z, à l’avant et à l’arrière du solide
— la vitesse du solide en x
— un gyromètre qui mesure la vitesse de rotation suivant l’axe y.

Ces mesures ont été simulées par le même modèle en considérant comme excitation une piste
réelle numérisée par PSA. Les figures 3.14 et 3.13 montrent respectivement les mesures d’accé-
lération en z et de vitesse angulaire. Les mesures simulées sont en noir. Ensuite on leur ajoute
un bruit blanc gaussien afin d’être représentatif de capteurs de mauvaise qualité. Les mesures
bruitées sont en rouge. Ce sont elles qui sont fournies au filtre de Kalman. Ce dernier identifie
l’état du système au cours du temps et produit alors des mesures filtrées en bleu.

Figure 3.13 – Accéleration suivant l’axe y. Les courbes noires représentent les mesures simulées par ode45.
Les courbes rouges représentent les mêmes mesures avec un ajout de bruit blanc gaussien. Les courbes bleues
représentent les mesures identifiées par le filtre de Kalman.
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Figure 3.14 – Vitesse angulaire du solide autour de l’axe y. La courbe noire représente les mesures simulées
par ode45. La courbe rouge représente les mêmes mesures avec un ajout de bruit blanc gaussien. La courbe bleue
représente les mesures identifiées par le filtre de Kalman.

Figure 3.15 – Efforts sur les roues suivant l’axe z. Les courbes noires représentent les mesures simulées par
ode45. Les courbes bleues représentent les mesures identifiées par le filtre de Kalman.
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Les deux paramètres de rotation sont liés par la contrainte cos2(θ/2)+sin2(θ/2) = 1. Or, dans sa
forme classique, le filtre de Kalman considère que les ddls du vecteur d’état sont indépendants.
Ainsi, la dépendance des ddls doit être prise en compte en ajoutant des contraintes au filtre
de Kalman. Plusieurs techniques existent et consistent à modifier après coup la correction de
Kalman, cf. Simon et Chia [84], Ko et Bitmead [85] et Gupta et Hauser [86].

Le vecteur d’état du filtre de Kalman contient les efforts inconnus appliqués à l’avant et à l’arrière
du modèle, là où se situent normalement les liaisons avec les roues. Ces efforts représentent une
excitation extérieure inconnue, c’est pourquoi on parle de filtre augmenté. L’évolution de ces
efforts est décrite par une marche aléatoire, c’est-à-dire qu’il sont considérés constants lors de
l’étape de prédiction.

La figure 3.15 montre les efforts identifiés par Kalman, en bleu, et les compare aux efforts ob-
tenus à partir de la simulation, en noir. Malgré le grand niveau de bruit ajouté aux mesures
simulées, Kalman fournit une estimation très satisfaisante des efforts. C’est un résultat prélimi-
naire encourageant pour la construction d’un jumeau numérique 3D d’un véhicule multicorps à
15 solides.
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Résumé

L’analyse modale expérimentale de structures
non-linéaires donne du fil à retordre aux ou-
tils classiques tels que la transformée de Fou-
rier. Une technique d’extraction de compo-
santes sinuoidales modulées est présentée pour
des capteurs classiques (accéléromètres). Dans
un deuxième temps l’analyse vidéo permet,
à l’aide d’un modèle élément fini, de recons-
truire la déformée opérationnelle au cours du
temps.
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Chapitre 4 : Identification modale expérimentale

4.1 Signaux non-stationnaires

4.1.1 Quelques méthodes usuelles

La transformée de Fourier (TF) est un outil omniprésent en analyse modale. On utilise avant
tout la transformée de Fourier discrète (TFD) et sa version numérique via l’algorithme FFT 1.
La TFD est fréquemment utilisée au-delà des hypothèses pour laquelle elle est valide et cela
même sur des systèmes linéaires. Par exemple en analyse modale au marteau de choc, les struc-
tures amorties produisent des signaux accélérométriques pseudo-périodiques qui ne satisfont
pas l’hypothèse de périodicité de la TFD. Pour autant avec un fenêtrage adéquat, on obtient
de bons résultats. En revanche sur des structures non-linéaires amorties, la TFD peut produire
des résultats contre-intuitifs notamment sur les fonctions de réponse en fréquence (FRF) entre
force et déplacement.

Prenons l’exemple de l’oscillateur de Duffing caractérisé par une raideur du type k = k0 + k1x
2

en fonction de l’amplitude x. Ce dernier est rigidifiant quand k1 > 0 et sa pulsation propre
augmente avec l’amplitude, alors qu’à faible amplitude elle tend vers la valeur ω0 =

√
k0/m

d’un système linéaire. Supposons que nous fassions l’analyse modale expérimentale d’un tel
oscillateur. En l’excitant par un sinus balayé grâce à un pot vibrant, la FRF présentera une
backbone qui penche à droite telle qu’attendue pour les systèmes rigidifiants. Toutefois en
l’excitant au marteau de choc la même FRF aura une backbone qui penche à gauche car la
TFD réalise une moyenne temporelle. Or en moyenne le duffing amorti passe plus de temps à
faible amplitude qu’à haute amplitude. Ainsi l’énergie du signal est plus importante à basse
fréquence lorsque le duffing oscille à basse amplitude. Ce petit exemple démontre les limites
de l’application brutale de la TFD mais aussi le besoin de connaitre le contenu fréquentiel en
fonction du temps.

C’est pourquoi l’utilisation de diagrammes temps-fréquence est très utile pour l’analyse de struc-
tures non-linéaires. La transformée de Fourier en temps discret (TFTD 2) consiste à appliquer
la TF non pas sur tout le signal en une fois mais sur une petite fenêtre glissante afin d’avoir une
information spectrale plus localisée dans le temps. Il existe aussi la transformée en ondelettes
qui est bien adaptée pour cela. Notez que ces approches ne permettent pas de calculer de FRF,
mais elles permettent de décortiquer le contenu fréquentiel des signaux en fonction du temps.
Toutefois la décomposition du signal reste difficile avec ces outils. Par exemple dans le cas d’un
sinus modulé en fréquence, pour une fenêtre suffisament courte, nous obtiendrons une raie mal
résolue et dont la fréquence varie au cours du temps mais pour une fenêtre plus longue nous
aurons une raie principale mieux résolue de fréquence constante entourée de manière symétrique
de raies de fréquences constantes.

Une alternative est l’opérateur de Teager, développé par ce dernier mais introduit pour la pre-
mière fois par Kaiser [87]. En considérant un signal x(t) et sa série temporelle x(n) échantillonnée
à la fréquence Fe, l’opérateur d’énergie de Teager est défini par l’équation (4.1).

continu

discret


Ψc[x(t)] = ẋ2(t)− x(t)ẍ(t)

Ψd[x(n)] = x2(n)− x(n− 1)x(n+ 1)
(4.1)

1. FFT = Fast Fourier Transform
2. en anglais DTFT = Discrete Time Fourier Transform
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Signaux non-stationnaires

Dans le cas où x(t) = a cos(ωt) où a et ω sont des constantes, l’opérateur vaut Ψ[x] = a2ω2

et Ψ[ẋ] = a2ω4. Ainsi, une fenêtre de trois points seulement permet en théorie de retrouver la
fréquence et l’amplitude. En pratique Maragos et al. [88, 89, 90] donnent des conditions d’appli-
cation à des signaux modulés en fréquence et en amplitude : entre autres la bande fréquentielle
du spectre de l’amplitude doit rester très petite devant la fréquence de la porteuse. Sous ces
hypothèses, on a pour des signaux continus :

ω(t) ≈
√

Ψ[ẋ]
Ψ[x] et |a(t)| ≈ Ψ[x]√

Ψ[ẋ]
(4.2)

Pour les séries temporelles discrètes, Maragos et al. [88, 89, 90] proposent deux algorithmes
alternatifs qui dépendent de la manière dont sont calculées les dérivées numériques du signal
discret. L’algorithme DESA-1 calcule ẋ(n) par deux points x(n−1) et x(n) et permet d’estimer la
fréquence instantanée jusqu’à Fe/2. L’algorithme DESA-2 calcule ẋ(n) par trois points x(n−1),
x(n) et x(n+ 1) et permet d’estimer la fréquence instantanée jusqu’à Fe/4.

Bien entendu, comme cette méthode requiert de dériver numériquement des signaux mesurés
expérimentalement, elle est sensible au bruit. Elle n’en reste pas moins intéressante et cer-
tains auteurs l’utilisent pour la détection de défauts dans les machines tournantes, d’autres la
combinent à l’EMD 3 qui sera présentée un peu plus loin. Une autre alternative pour obtenir
fréquence et amplitude instantanée d’un signal est la famille de méthodes basées sur la trans-
formée de Hilbert (TH). La définition de la TH est donnée par l’équation (4.3) où V.P. signifie
Valeur Principale de l’intégrale.

H [x(t)] = x̃(t) = 1
π
V.P.

∫ +∞

−∞

x(τ)
t− τ

dτ

H −1[x̃(t)] = −H [x̃(t)] = x(t)

(4.3)

Notons que puisque la TH est un produit de convolution entre 1
πt et x(t), sa transformée de

Fourier (TF) vaut F [x̃(t)] = F
[

1
πt

]
×F [x(t)]. Or F

[
1
πt

]
(ω) = −i signe(ω), ainsi la TH peut

être caculée par la TF :

x̃(t) = F −1 [ −i signe(ω)×F [x(t)](ω) ] (t) (4.4)

Le signal analytique est défini par X+(t) = x(t) + ix̃(t) et son dual par X−(t) = x(t) − ix̃(t).
Ce sont des signaux complexes qui dépendent du temps. La TF d’un signal analytique vaut
F [X+(t)] (ω) = F [x(t)] (ω)× (1 + signe(ω)). Ainsi la TF de X+(t) est égal à deux fois la TF
de x(t) pour ω > 0 et nulle pour ω < 0. Le signal analytique X+(t) = x(t) + ix̃(t) = A(t)eiϕ(t)

comporte :
— une amplitude instantanée : A(t) =

√
x2 + x̃2

— une phase instantanée : ϕ(t) = arctan
(

x̃(t)
x(t)

)
— une fréquence instantanée : ω(t) = ϕ̇(t) = 2πf(t)

3. EMD = Empirical Decomposition Method
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Figure 4.1 – Signal analytique obtenu à partir d’un signal carré qui se déforme en signal triangulaire.

La figure 4.1 montre le cas d’un signal composé de deux harmoniques qui est carré initialement
et se transforme progressivement en triangle. Pour un tel signal modulé en phase, en fréquence
et en amplitude, la TH échoue à fournir une amplitude instantanée convaincante. En fait, bien
que la TH semble être un outil idéal, elle ne donne de bons résultats que pour les signaux à
bande étroite.

Pour mieux comprendre le comportement de la TH, Bedrosian [91] a étudié le cas du produit de
deux fonctions quelconques f et g. Il a trouvé des conditions suffisantes que doivent vérifier f
et g pour avoir le droit d’écrire H [fg] = fH [g]. Puis Nuttall [92] s’est intéressé à la différence
en terme d’énergie entre la TH d’un signal et la quadrature de ce signal. Cela lui a permis
de donner une mesure de l’erreur commise lorsque les deux sont supposés identiques. Enfin,
Brown [93] a trouvé les conditions nécessaires et suffisantes et il énonce le théorème 1 et son
corollaire 1.

Théorème 1
Soient deux fonctions complexes f(t) et g(t) ∈ L2(−∞,+∞) à variable réelle t. Ces deux

fonctions sont décomposables en la somme d’un signal analytique et d’un signal analytique
dual : f = f+ + f− et g = g+ + g−. La TH du produit de ces fonctions vaut :

H [f(t)g(t)] = f(t)H [g(t)] (4.5)

Si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1. f+(t)× g−(t) est analytique dual
2. f−(t)× g+(t) est analytique
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Corollaire 1
Soient deux fonctions complexes f(t) et g(t) ∈ L2(−∞,+∞) à variable réelle t. Ces deux

fonctions sont décomposables en la somme d’un signal analytique et d’un signal analytique
dual : f = f+ + f− et g = g+ + g−, de plus F et G sont leurs TF respectives et ∗ est le produit
de convolution. La TH du produit de ces fonctions vaut :

H [f(t)g(t)] = f(t)H [g(t)] (4.6)

Si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1. F+(ω) ∗G−(ω) = 0 pour ω > 0
2. F−(ω) ∗G+(ω) = 0 pour ω < 0

Brown [93] montre que les conditions suivantes suffisent pour appliquer le théorème :
1. F+(ω) ∗G−(ω) = 0 pour ω > 0 =⇒ F+ ω>α = 0 et G− ω>−α = 0
2. F−(ω) ∗G+(ω) = 0 pour ω < 0 =⇒ F− ω<−β = 0 et G+ ω<β = 0

En résumé, en considérant g comme la porteuse et f comme la modulation, il faut que les
modulations soient lentes devant les oscillations de la porteuse. C’est ce que l’on appelle des si-
gnaux à bande étroite. Ainsi les signaux comportant des harmoniques, comme dans la figure 4.1,
ne respectent pas les conditions d’application du corollaire 1. Etudions maintenant le produit
de deux fonctions sinusoïdales de phase ϕ et ν quelconques puis décomposons-les en signaux
analytiques et duaux :

f(t) = cos(ϕ) = f+ + f− = 1
2e

iϕ + 1
2e

−iϕ

g(t) = cos(ϕ+ ν) = g+ + g− = 1
2e

iϕ+iν + 1
2e

−iϕ−iν

=⇒


f+ × g− = 1

2e
−iν

f− × g+ = 1
2e

iν

Ainsi, pour ν = 2πωt avec une constante ω, les fonctions f et g respectent les conditions du
théorème 1 quelque soit ϕ(t). On peut donc imaginer que suivant ϕ(t), les fonctions f(t) et
g(t) présentent de grandes modulations de phase et même de fréquence. Mais dans ce cas,
les spectres de f et g, calculés sur plusieurs périodes peuvent aisément se recouvrir et les
conditions d’application du corollaire 1 ne seraient pas respectées. Je n’ai pas d’explication à
cette remarque, en revanche cet exemple tend à montrer que les conditions d’application du
théorème 1 peuvent porter sur les spectres instantanés.

En analyse modale, la plupart du temps les signaux mesurés comportent plusieurs composantes
modulées dues aux différents modes propres amortis. L’utilisation de la TH nécessite alors un
travail préalable de filtrage 4. Un théorème de décomposition de signaux par la TH a été publié
par Chen et Wang [94] dont Feldman [95] a proposé une preuve. Il permet de séparer des
composantes fréquentielles proches pourvu que l’écart entre leur fréquence soit supérieur à deux
fois la résolution fréquentielle du signal.

4. pas nécessairement dans le cas de l’appropriation modale pour laquelle l’application directe de la TH peut
fournir de très bons résultats.
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Théorème 2
Soit x(t) = xBF(t) +xHF(t) une série temporelle à valeurs réelles et à variable temporelle réelle
t. Cette série comporte deux composantes ∈ L2(−∞,+∞), une basse fréquence xBF et une
haute fréquence xHF telles que leur transformées de Fourier vérifient : F [xBF] |ω|>ωc

= 0 et
F [xHF] |ω|<ωc

= 0 avec ωc la pulsation de coupure. Connaissant ωc, il est possible d’extraire
xBF et H [xHF(t)] :

xBF(t) = sin(ωct)H [x(t) cos(ωct)]− cos(ωct)H [x(t) sin(ωct)]

H [xHF(t)] = sin(ωct)H [x(t) sin(ωct)] + cos(ωct)H [x(t) cos(ωct)]
(4.7)

Remarquons que la TH étant un opérateur linéaire, le théorème 2 reste vrai pour des signaux
analytiques. Autre remarque, deux utilisations successives de ce théorème permettent d’extraire
une composante d’un signal et donc de réaliser un filtre passe-bande dont la fréquence moyenne
et la largeur de bande évoluent dans le temps. Cette propriété est intéressante si les fréquences
de deux composantes à extraire deviennent proches à un instant donné car il est souhaitable
que les fréquences de coupure se ressèrent autour de la composante d’intérêt.

Afin de pouvoir utiliser la TH sur des signaux réalistes d’autres auteurs ont proposé des mé-
thodes de décomposition en signaux à bande étroite. C’est dans ce but que Huang et al. [96]
ont proposé l’Empirical Mode Decomposition (EMD) en l’appliquant initialement à des signaux
océaniques et sismiques. Elle est présentée de manière concise dans la review de Huang [97].
La méthode de l’EMD sert à décomposer le signal en “Intrinsic Mode Function” (IMF) avant
d’appliquer la TH sur chacun d’entre eux. Voici la définition d’une IMF :

1. Le nombre d’extrema et le nombre de passage à zéro doivent être identiques à un près.
2. La moyenne des enveloppes inférieure et supérieure doit être nulle partout.

Remarquons que cette définition des IMF est une condition nécessaire mais pas suffisante pour
qu’elles respectent le théorème 1 de Brown. C’est en tout en cas un pas dans la bonne direction
et l’EMD fournit un algorithme dit de tamisage 5 pour obtenir des IMFs d’un signal x(t) :

1. Identifier tous les extrema locaux du signal x(t) puis les connecter entre eux par des
splines pour obtenir les enveloppes inférieure et supérieure.

2. Calculer la moyenne m(t) des enveloppes et la soustraire au signal h(t) = x(t)−m(t).
3. Tester si h(t) est une IMF.

Par construction, h est censée être une IMF mais le tamisage introduit souvent de nouveaux
extrema à cause de l’approximation par des splines. Si h(t) n’est pas une IMF, elle doit être
re-tamisée de la même manière que x(t), alors à l’itération k, on a hk(t) = hk−1(t) − mk(t).
Lorsque hk(t) respecte la définition des IMFs, on la note c1(t) = hk(t), puis cette IMF est retirée
du signal de départ pour obtenir un résidu r1(t) = x(t) − c1(t) qui sera lui-même tamisé pour
obtenir les IMFs suivantes. La décomposition s’arrête lorsque le résidu rn(t) ne contient plus
qu’un unique extremum.

x(t) =
n∑

j=1
cj(t) + rn(t) (4.8)

5. sifting en anglais
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Par cette technique, les composantes sont extraites de manière séquentielle en commençant
par les hautes fréquences. Cela rend cette méthode sensible au bruit. De plus le critère d’arrêt
est délicat à définir et Huang et al. [97, 98] propose le critère “S stoppage”. Depuis le papier
fondateur de Huang et al. [96] en 1998, l’EMD a été appliquée dans de nombreux domaines
et notamment en géophysique. Huang a déposé 4 brevets aux états-unis [99, 100, 101, 102] et
de nombreux articles visant à l’amélioration de l’EMD ont également vu le jour. Ils portent
notamment sur l’amélioration du calcul de la fréquence instantanée, la limite de confiance des
IMFs, la robustesse de l’algorithme EMD, la très grande sensibilité de l’EMD au bruit. Notons
que malgré les résultats très discutables de cette méthode, cf. Rilling et al. [103], l’EMD est
intégrée à la “Signal Processing Toolbox” de Matlab depuis la R2018a par les fonctions “emd()”
et “hht()”.

Enfin une autre méthode intéressante est la Variational Mode Decomposition (VMD), proposée
par Dragomiretskiy et Zosso [104]. La VMD consiste à résoudre un problème de minimisation
de K composantes à bandes étroites de la forme uk(t)ejωkt sous la contrainte que la somme de
ces composantes soit égale au signal traité :

L = α
K∑

k=1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∂t

signal analytique de uk︷ ︸︸ ︷[(
δ(t) + j

πt

)
∗ uk(t)

]
e−jωkt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
2

2

+
∥∥∥∥∥f(t)−

∑
k

uk(t)
∥∥∥∥∥

2

2

+
〈
λ(t), f(t)−

∑
k

uk(t)
〉 (4.9)

L’algorithme de cette méthode est élégant car il fournit des formules explicites pour la mise
à jour séquentielle de uk(t) et ωk. Lian et al. [105] propose une méthode pour automatiser le
choix de K. Toutefois, cette méthode ne permet pas d’extraire des signaux à bandes étroites
respectant le théorème 1 de Brown, comme le montrent les figures de l’article fondateur [104].
Notons que la VMD est intégrée à la “Signal Processing Toolbox” de Matlab depuis la R2020a
par la fonction “vmd()”.

Comme nous venons de le voir, il existe un grand nombre de méthodes disponibles. Malgré
cela, très rares sont les articles qui proposent de traiter le cas difficile de composantes dont les
fréquences se croisent.

4.1.2 Une alternative basée sur le filtre de Kalman

Le filtre de Kalman peut permettre d’identifier convenablement des composantes. Bitmead et
al. [106] l’ont utilisé sur une série de Fourier complète. Dion et al. [107] ont utilisé le filtre de
Kalman étendu noté EKF 6 sur des composantes modulées en fréquence et en amplitude. Dans
leur cas le nombre de composantes à identifier et leur fréquence initiale était détectés grâce au
Kurtosis spectral, cf. Dion et al. [108]. C’est à la suite de ces derniers travaux que nous avons
proposé la méthode de l’article [5] qui permet d’identifier les modes propres des structures
faiblement non-linéaires. Elle repose sur un modèle de signal composé de signaux analytiques
modulés : x(t) =

∑
k Ak exp(σkt + iωkt) =

∑
k ak(t) + ibk(t). Après discrétisation temporelle

6. EKF = Extended Kalman Filter

43



Chapitre 4 : Identification modale expérimentale

de pas dt, pour chaque capteur et pour chaque composante s, on obtient l’équation d’évolution
suivante où D = exp(σkdt)

ak,n+1
bk,n+1
ωk,n+1
σk,n+1

 =


D cos(ωkdt) −D sin(ωkdt) 0 0
D sin(ωkdt) D cos(ωkdt) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=F


ak,n

bk,n

ωk,n

σk,n

+ w (4.10)

La matrice 2x2 en haut à gauche de la matrice F dans l’équation (4.10) décrit la rotation
et la décroissance du vecteur tournant de partie réelle ak,n et de partie imaginaire bk,n. Le
vecteur w est un bruit gaussien qui permet l’évolution des paramètres ωk,n et σk,n grâce à
une marche aléatoire. Notre méthode combine d’une part le lisseur bayesien 7 nommé URTSS 8,
cf. Sarkka [109] et d’autre part un algorithme EM 9. La méthode URTSS permet d’identifier
les composantes modulées connaissant les paramètres à l’instant initial et l’algorithme EM
permet de mettre à jour les paramètres à l’instant initial connaissant le résultat de la méthode
URTSS. C’est donc un processus itératif qui appelle ces deux méthodes successivement jusqu’à
convergence. Les résutats de cette méthode sont convaincants mais on peut regretter que la
méthode ne puisse pas être adaptée à de l’identification en temps réel.

Remarquons que le modèle d’évolution décrit par l’équation (4.10) est non-linéaire à cause
des fonctions trigonométriques dans la matrice F . De plus, par construction, les composantes
réelles ak et imaginaires bk oscillent rapidement en fonction du temps. D’autre part son équation
d’observation est triviale et linéaire puisque le signal observé est reconstruit par la somme des
parties réelles

∑
k ak(t). Or on peut raisonnablement penser que les filtres de Kalman sont plus

performants pour identifier des états qui restent quasi-constants. C’est pourquoi, j’ai également
investigué une autre formulation qui permet de reporter les non-linéarités sur l’équation d’ob-
servation, d’avoir une équation d’évolution linéaire triviale et un vecteur d’état quasi-constant.
Dans cette nouvelle formulation, le choix est fait de contraindre l’amplitude à rester positive en
l’exprimant par Aeη avec une constante A et un coefficient η ∈ R qui varie. Le modèle de signal
de K composantes modulées devient :

yn =
K∑

k=1
yk

n =
K∑

k=1
Aeηk

n cos(ϕk
n) (4.11a)

ẏn =
K∑

k=1
ẏk

n =
K∑

k=1
η̇k

nAe
ηk

n cos(ϕk
n)− ϕ̇k

nAe
ηk

n sin(ϕk
n) (4.11b)

ÿn =
K∑

k=1
ÿk

n =
K∑

k=1

(
η̈k

n + (η̇k
n)2 − (ϕ̇k

n)2
)
Aeηk

n cos(ϕk
n)−

(
2η̇k

nϕ̇
k
n + ϕ̈k

n

)
Aeηk

n sin(ϕk
n) (4.11c)

Ainsi, les paramètres à identifier aux instants tn sont ηn et ϕn. Ces grandeurs ont directement un
sens physique en analyse modale car elles permettent d’identifier l’amortissement et la fréquence.
Leur évolution temporelle est modélisée par un schéma d’intégration de Newmark, qui s’exprime

7. Bayesian smoother
8. URTSS = Unscented Rauch–Tung–Striebel Smoother
9. Expectation Maximization
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dans le cas d’une variable quelconque un par : un+1 = un + dt u̇n + dt2
(1

2 − β
)
ün + dt2 β ün+1

u̇n+1 = u̇n + dt (1− γ) ün + dt γ ün+1
(4.12)

En supposant que l’accélération suive une évolution linéaire de la forme ün+1 = ün + dt
...
u n,

avec une valeur constante pour ...
u n, on obtient :

Un+1 = J(dt) Un with J(dt) =


1 dt 1

2 dt
2 β dt3

0 1 dt γ dt2

0 0 1 dt
0 0 0 1

 and Un =


un

u̇n

ün...
u n

 (4.13)

La dérivée troisième reste donc constante au cours du temps avec ce modèle. Toutefois, plus tard
nous ajouterons un bruit de modèle pour que cette variable suive une marche aléatoire comme
c’était le cas dans l’équation (4.10). On choisit la valeur classique γ = 1

2 , ce qui a pour heureuse
conséquence J(−dt) = J−1(dt) en temps inversé. Dans le cas de la composante d’indice k, le
vecteur d’état s’exprime :

xk
n = [ ηk

n, η̇
k
n, η̈

k
n,

...
η k

n, ϕ
k
n, ϕ̇

k
n, ϕ̈

k
n,

...
ϕ

k
n ]t

Le vecteur d’état complet de dimension 8K s’exprime :

xn =
[ (

x1
n

)t
, . . . ,

(
xK

n

)t
]t

Notons ⊗ le produit de Kronecker et I2K
la matrice identité de dimension 2K. Alors l’équation

d’évolution devient :
xn+1 =

(
I2K
⊗ J(dt)

)
︸ ︷︷ ︸

=F
n

xn (4.14)

Notons l’observation yk
n peu importe que l’on utilise l’équation (4.11a), (4.11b) ou (4.11c). Alors

la jacobienne de l’observation pour la composante k se calcule de la manière suivante :

Hk
n

=
[
∂yk

n

∂ηk
n

∂yk
n

∂η̇k
n

∂yk
n

∂η̈k
n

∂yk
n

∂
...
η k

n

∂yk
n

∂ϕk
n

∂yk
n

∂ϕ̇k
n

∂yk
n

∂ϕ̈k
n

∂yk
n

∂
...
ϕ

k
n

]
(4.15)

La matrice jacobienne complète de l’observation, de dimension K × 8K s’exprime :

H
n

=
[
H1

n
, . . . , HM

n

]
(4.16)

Le filtre de Kalman étendu (EKF) est utilisé avec les équations précédentes. L’algorithme EKF
est rappelé ci-dessous. Le vecteur un représente la commande ou une excitation extérieure
inexistante dans notre cas. La matrice carrée P

n
de dimension 8K est la covariance de l’état.

La matrice carrée Q
n

de dimension 8K est habituellement constante. C’est la covariance du
bruit sur le modèle. La matrice carré R

n
de dimension K est habituellement constante. C’est
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la covariance du bruit sur la mesure. Les matrices P 0, Q et R doivent être initialisées tant bien
que mal et souvent par tâtonnements. C’est pour améliorer cette initialisation que l’algorithme
EM évoqué plus haut existe.

Prédiction :
Etat prédit x̂n|n−1 = f

(
x̂n−1|n−1, un

)
Covariance prédite P

n|n−1 = F
n
P

n−1|n−1 F
t
n

+Q
n

Mise à jour :
Innovation ỹ

n
= zn − h

(
x̂n|n−1

)
Covariance de l’innovation S

n
= H

n
P

n|n−1 H
t
n

+R
n

Gain de Kalman K
n

= P
n|n−1 H

t
n
S−1

n

Etat estimé x̂n|n = x̂n|n−1 +K
n
ỹ

n

Covariance estimée P
n|n =

(
I −K

n
H

n

)
P

n|n−1

Les matrices d’évolution F
n

et d’observation H
n

sont obtenues par linéarisation des fonctions
f et h. Un des intérêts de la formulation proposée est qu’à pas dt constant, la matrice F

n
est

constante. En revanche toute la non-linéarité est reportée sur la matrice H
n
. Dans le cas d’une

mesure accélérométrique, cf. équation (4.11c), les termes de l’équation (4.15) s’expriment :

∂ÿk
n

∂ηk
n

=
(
η̈k

n + (η̇k
n)2 − (ϕ̇k

n)2
)
Aeηk

n cos(ϕk
n)

−
(
2η̇k

nϕ̇
k
n + ϕ̈k

n

)
Aeηk

n sin(ϕk
n)

∂ÿk
n

∂η̇k
n

= 2η̇k
nAe

ηk
n cos(ϕk

n)

−2ϕ̇k
nAe

ηk
n sin(ϕk

n)
∂ÿk

n

∂η̈k
n

= Aeηk
n cos(ϕk

n)

∂ÿk
n

∂
...
η k

n

= 0



∂ÿk
n

∂ϕk
n

= −
(
η̈k

n + (η̇k
n)2 − (ϕ̇k

n)2
)
Aeηk

n sin(ϕk
n)

−
(
2η̇k

nϕ̇
k
n + ϕ̈k

n

)
Aeηk

n cos(ϕk
n)

∂ÿk
n

∂ϕ̇k
n

= −2ϕ̇k
nAe

ηk
n cos(ϕk

n)

−2η̇k
nAe

ηk
n sin(ϕk

n)
∂ÿk

n

∂ϕ̈k
n

= −Aeηk
n sin(ϕk

n)

∂ÿk
n

∂
...
ϕ

k
n

= 0

Afin de tester cette nouvelle méthode et de la comparer à l’EMD et à la VMD, nous choisissons
un signal bruité composé de 2 sinus modulés en amplitude et en fréquence. Les fréquences de
ces deux composantes se croisent en même temps que leurs amplitudes deviennent égales :

 A1(t) = 6 + 0.06t

A2(t) = 12− 0.06t


ϕ1(t) = π

2 + 2π
∫

(99.5 + 0.01t)dt

ϕ2(t) = π

2 + 2π
∫

(100.5− 0.01t)dt
(4.17)

s(t) = A1 sin(ϕ1) +A2 sin(ϕ2) + 2N (0, 1) (4.18)

Nous avons choisi β = 1
4 , qui est une valeur classique pour un schéma de Newmark. Les pa-

ramètres P 0, Q
0

et R0 ont été définis après quelques tâtonnements usuels, ce qui est sans
aucun doute une faiblesse de cette méthode. L’algorithme EKF est initialisé avec les paramètres
suivants :
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— composante 1 : f1 = 99, ω1 = 2πf1, A1 = 5
ω2

1
, x1

0 = {0, 0, 0, 0, 0, 2πf1, 0, 0}t

— composante 2 : f2 = 102, ω2 = 2πf2, A2 = 10
ω2

2
, x2

0 = {0, 0, 0, 0, 0, 2πf2, 0, 0}t

— Q
0

= 10−9I16, R0 = 2, ξ = 2× 10−3 et P 0 = diag({P t
1, P

t
2})

avec P t
1 = {10−4, 10−6ξ2ω2

1, 10−6ξ2ω2
1, 10−6ξ2ω2

1, π
2, 10−5ω2

1, 10−4ω2
1, 10−4ω2

1},
avec P t

2 = {10−4, 10−6ξ2ω2
2, 10−6ξ2ω2

2, 10−6ξ2ω2
2, π

2, 10−5ω2
2, 10−4ω2

2, 10−4ω2
2}

Figure 4.2 – Signal, amplitudes instantanées et fréquences instantanées des deux composantes décrites par les
équations (4.17) et (4.18). L’algorithme EKF identifie de manière convaincante les amplitudes et les fréquences.

La figure 4.2 montre le signal bruité tel que décrit par les équations (4.17) et (4.18), puis compare
les valeurs identifiées d’amplitude et de phase aux valeurs théoriques. A partir d’environ 3 à 5
secondes, l’algorithme a convergé et détecte de manière très précise la fréquence instantanée des
deux composantes. Leurs amplitudes instantanées sont globalement bien identifiées mais avec
une moindre précision par rapport à la fréquence. On notera avant tout que le croisement des
fréquences ne pose quasiment aucun problème à cet algorithme si ce n’est une légère fluctuation
d’amplitude. La figure 4.3 montre l’évolution temporelle de chacun des termes du vecteur d’état
xn pour les deux composantes. On peut voir que les paramètres η̇, η̈, ...

η , ϕ̈ et
...
ϕ oscillent aux

premiers instants lorsque l’algorithme converge puis prennent des valeurs très faibles le reste du
temps.
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Figure 4.3 – Termes du vecteur d’état xn au cours du temps

La comparaison avec les méthodes EMD et VMD n’est pas flateuse pour ces dernières. Tout
d’abord l’EMD extrait un grand nombre d’IMF dont seulement trois sont représentées ici par
la figure 4.4 avec leurs spectres de hilbert. Seule l’IMF 2 représente autre chose que du bruit
et semble correspondre à la somme des deux composantes modulées. Ainsi l’EMD n’a réussi au
mieux qu’à supprimer le bruit.
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Figure 4.4 – IMF 1, 2 et 3 extraites par l’EMD

La méthode VMD est initialisée avec les même fréquences centrales qu’EKF, à savoir 99Hz et
102Hz. Nous avons choisi de n’extraire que deux IMF par cette méthode mais en extraire plus
ne modifie pas les résultats obtenus, cf. figure 4.5. La encore seule l’IMF 2 représente autre
chose que du bruit et semble correspondre à la somme des deux composantes modulées. Ainsi
la VMD n’a réussi au mieux qu’à supprimer le bruit.

La figure 4.6 permet de comparer les résultats obtenus par les trois méthodes : EMD, VMD et
EKF. La VMD produit des amplitudes et des fréquences instantanées moins bruitées que celle
de l’EMD. Mais contrairement à EKF, ces deux méthodes ne parviennent pas à identifier les
deux composantes dont les fréquences sont proches et se croisent. Du point de vue du temps de
calcul EKF et EMD sont sur des temps similaires, soit entre 2 et 3s, en revanche la VMD prend
12s.

Cette partie était dédiée au traitement du signal et la suivante traitera de la mesure de champs
par caméra rapide. C’est un domaine en plein essor qui offre de nouvelles perspectives en analyse
modale : mesurer toute la structure et non pas quelques points, s’affranchir de l’amortissement
des câbles des accéléromètres, ...
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Figure 4.5 – IMF 1 et 2 extraites par la VMD

Figure 4.6 – Comparaison des résultats obtenus par les trois méthodes : EMD, VMD et EKF
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4.2 Analyse modale par vidéo

Pour traiter une séquence vidéo et mesurer un déplacement dans l’image, plusieurs algorithmes
existent. La technique de la corrélation d’image 10 est largement répandue cf. [110, 111, 112, 113].
Par comparaison de deux imagettes prises à deux instants successifs, elle permet de trouver la
transformation optimale pour passer de l’une à l’autre et ainsi d’en déduire un mouvement
local dans l’image globale. Le flow optique est une alternative intéressante cf. [114, 115, 116].
Cette technique est basée sur une approche eulérienne de l’intensité lumineuse des pixels et
permet de calculer la vitesse locale dans l’image grâce au gradient d’intensité. La méthode de
la magnification de mouvement 11 cf. [117, 118, 119, 120] permet d’amplifier les mouvements
d’une vidéo en analysant la phase de sa transformée de Fourier.

Généralement les méthodes d’analyse modale par caméra reposent sur le principe de la vision
stéréo qui nécessite un minimum de deux caméras, cf. Wang et al. [110], Beberniss et Eh-
rhardt [111], Reu et al. [121]. Certains auteurs tentent d’obtenir la vision stéro avec une seule
caméra grâce à un prisme ou a un jeu de miroirs, cf. Pan et al. [112, 113], Durand-Texte et
al. [122]. En déplaçant une seule caméra par rapport à l’objet pendant la prise de vue il est
également possible de reconstruire les modes propres, cf. Gorjup et al. [123, 116].

L’approche décrite ici est différente, cf. Renaud et al. [1]. Elle s’appuie sur une seule caméra
et un modèle éléments finis (EF). Le modèle fournit une base de mouvements probables grâce
aux modes de corps rigides et à la base modale, lesquels sont comparés au mouvement observé
par la caméra. Cela permet d’identifier les amplitudes de la base de mouvements en fonction du
temps. Cette identification doit avoir lieu dans le même repère, celui de l’image, ce qui nécessite
de projeter la base de mouvements 3D dans un repère 2D. Cette projection étant non-linéaire,
il faut la linéariser et donc cette approche n’est valable que dans le cas de petits mouvements.

Une autre restriction à l’utilisation de cette méthode provient des non-linéarités que l’on souhaite
observer. Rien ne garantit que la base choisie reste valable à grande amplitude. Toutefois, sur
les systèmes mécaniques réalistes, les non-linéarités sont souvent relativement faibles et même
si elles affectent assez fortement les fréquences propres, elles modifient très peu les déformées
modales. Le résidu de l’identification permet d’avoir une idée de l’erreur produite par cette
hypothèse d’invariabilité des déformées modales dans le cas de non-linéarités faibles.

4.2.1 Calibration des caméras

En analyse vidéo, une étape préalable est la calibration des caméras. Deux types de calibration
sont nécessaires : l’intrinsèque qui ne dépend que de la caméra elle-même et l’extrinsèque qui
dépend de la position relative de la caméra à l’objet d’étude. Pour réaliser ces deux calibrations
il est nécessaire de passer successivement par différents repères que nous définissons maintenant.
Notons u les coordonnées d’un point de l’objet d’étude, éventuellement un modèle EF et v les
coordonnées d’un point mesuré par la caméra. La figure 4.7 présente la projection par modèle
de sténopé 12 où le point O joue le role du trou où convergent tous les rayons de lumière. Les
repères montrés par la figure 4.7 sont :

— Le repère world W avec G comme origine et uW
M = {xW

M , yW
M , zW

M }t les coordonnées 3D
d’un point M dans W

10. DIC = digital image correlation
11. Phase based motion magnification
12. = pinhole model.
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— Le repère camera C avec O comme origine et uC
M = {xC

M , yC
M , zC

M}t les coordonnées 3D
d’un point M dans C

— Le repère image I avec O′ comme origine et uI
M ′ = {xI

M ′ , yI
M ′}t les coordonnées 2D d’un

point M ′ dans I
— Le repère pixel P avec A comme origine et uP

M ′′ = {xP
M ′′ , yP

M ′′}t les coordonnées 2D d’un
point M ′′ dans P

Figure 4.7 – Pose d’une caméra et projection de type sténopé (perspective projection). Tous les rayons de
lumière passent par le point O.

Le passage des coordonnées uW
M d’un point du repère world vers les coordonnées uC

M dans le
repère caméra se fait par une transformation homogène. C’est une étape linéaire qui utilise les
paramètres extrinsèques, les étapes suivantes utilisent les paramètres intrinsèques. Le modèle
de sténopé est ensuite utilisé pour trouver les coordonnées uI

M ′ du point M ′ projeté dans le
repère image. C’est une étape non-linéaire qui repose sur le théorème de Thalès. Le passage des
coordonnées vP

M ′′ d’un point M ′′ mesuré par la caméra dans le repère pixel vers les coordonnées
vI

M ′ du même point dans le repère image se fait à l’aide d’un modèle polynomial. Cette étape
non-linéaire permet de corriger les distorsions d’image du à l’optique de la caméra et les défauts
du capteur CCD 13 :

FE model uW
M → uC

M → uI
M ′

vI
M ′ ← vP

M ′′ Camera
(4.19)

13. CCD = Charge-Coupled Device
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Figure 4.8 – Interface graphique permettant la sélection rapide de points et de lignes à appairer lors de la
calibration extrinsèque.
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La calibration intrinsèque a été réalisée par un logiciel fourni avec la caméra (cf. manuel d’Hal-
con [124]). La calibration extrinsèque en revanche a été réalisée à l’aide d’un outil que j’ai
développé en Matlab, cf. Figure 4.8. Cet outil identifie les paramètres extrinsèques en minimi-
sant la distance dans le repère image entre des points et des droites appairés. Chaque droite est
définie par 2 points. Ainsi, minimiser la distance entre 2 droites revient à minimiser la distance
entre les quatres points et leur projection sur l’autre droite, cf. Figure 4.9.

Figure 4.9 – Distance dans le repère I entre des droites appairées sur le modèle EF et sur l’image.

4.2.2 Contributions modales

Dans la lignée du travail de thèse de A. Goeller [45] des mires ont été placées sur la structure afin
de mesurer leur mouvement dans la vidéo. Leur position est identifiée à chaque image de la vidéo
par l’algorithme MSER, cf. Matas et al. [125]. Ces mires circulaires permettent une précision
sub-pixelique sur la position. Chaque mire est ramenée du repère pixel vers le repère image
par le processus (4.19). Toujours par le même processus le maillage EF est ramené du repère
world vers le repère image. A partir d’une image où la structure est au repos sans vibrations,
la position des mires est mise en correspondance avec une position interpolée sur modèle EF.

Afin de reconstruire le mouvement 3D de notre objet d’étude, il faut se donner une famille de
mouvements possibles sur le modèle EF. Les modes propres sont un choix évident en analyse
modale, cf. figures 4.11 et 4.12. Comme la structure a été excitée par une table vibrante, il
est également logique d’ajouter un mode de corps rigide de translation suivant la direction
du mouvement de la table, cf. figure 4.10. Cette famille de vecteurs est restreinte aux points
appairés avec les mires. Ensuite elle est projetée dans le repère de l’image via une variante du
processus (4.19) ou le théorème de Thalès est linéarisé, cf. figure 4.10, 4.11 et 4.12. De cette
façon on conserve une décomposition modale linéaire dans le repère image mais ce n’est valable
uniquement que pour de faibles amplitudes de vibration.

Pour que cette famille de vecteurs 2D soit une base il faut retirer les vecteurs trop colinéaires
au reste de la famille, ce qui est effectué par un processus de type Gram-Schmidt. Enfin les
contributions modales au cours du temps sont simplement identifiées en écrivant l’égalité du
mouvement des mires mesuré et du mouvement permis par la base. Cette identification a lieu
au sens des moindres carrés car elle passe par le calcul de la pseudo-inverse de la matrice
rectangulaire contenant la base.
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Analyse modale par vidéo

=⇒

Figure 4.10 – Première déformée ψW
1

dans le repère world à gauche et ϕI
1

dans le repère image. C’est le
mode de corps rigide.

=⇒

Figure 4.11 – Deuxième déformée ψW
2

dans le repère world à gauche et ϕI
2

dans le repère image.

=⇒

Figure 4.12 – Huitième déformée ψW
8

dans le repère world à gauche et ϕI
8

dans le repère image.

Les amplitudes des vecteurs de la base de mouvement sont donnés par la figure 4.13. L’excitation
de la table vibrante est reconstruite par le mouvement de corps rigide. Le terme q2 est l’amplitude
du deuxième mouvement de la base et correspond au mode de flexion de la figure 4.11. A partir
de ces amplitudes il est aisé de reconstruire le mouvement 2D dans le repère de l’image, cf.
figure 4.14 et le mouvement 3D dans le repère world, cf. figure 4.15. Notez que l’animation
temporelle du mouvement reconstruit par cette méthode est disponible sur sciencedirect, cf.
Renaud et al. [1].
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Figure 4.13 – Evolution de l’amplitude q
i
(t) de quelques déformées en fonction du temps.

Figure 4.14 – Reconstruction du déplacement dans le repère image I à t=1.231 s, facteur d’échelle = 25.

Figure 4.15 – Reconstruction du déplacement dans le repère world W à t=1.231 s, facteur d’échelle = 25.

Les sujets abordés au cours de ce chapitre font partie de mes travaux récents. Beaucoup d’amé-
liorations sont possibles que ce soit pour l’identification de composantes dans les signaux ou
pour l’analyse modale par caméra. Les pistes d’améliorations que je vais creuser dans les années
à venir sont décrites au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Projet de recherche
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Résumé

Les chapitres précédents ont présenté
des outils expérimentaux et numériques
qui ouvrent la voie à de nouvelles pos-
sibilités scientifiques et technologiques.
En guise de conclusion, ce chapitre re-
groupe ma vision sur les travaux/pistes
scientifiques que je souhaite développer
dans les années futures. Une partie de
ces perspectives est déjà présente dans
les chapitres 3 et 4 sous la forme de tra-
vaux en cours ou non publiés.
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Chapitre 5 : Projet de recherche

Mes travaux gravitent autour des vibrations et de leur amortissement en proposant des outils
numériques et des techniques qui permettent de les observer et de les modéliser. Ils couvrent
un large éventail : conception de banc de mesures, caractérisation matériaux, identification et
réduction de modèle, couplage mesures/modèle, traitement du signal, vision par caméra. Mon
coffre à jouet est bien rempli et j’ai beaucoup d’idées pour les améliorer. Voici les perspectives
qui me semblent les plus intéressantes.

5.1 Jumeau numérique
Ma définition du “jumeau numérique” pourrait être : la coexistence d’un modèle physique et
de mesures qui s’enrichissent mutuellement l’un l’autre, les données permettant de recaler le
modèle et le modèle permettant de filtrer le bruit des mesures. Peut-être ma vision est-elle
biaisée par un outil : le filtre de Kalman ? Ce dernier tient compte des incertitudes pour prédire
des variables d’état non mesurées. C’est une qualité qui lui permet d’identifier des excitations
inconnues ou des paramètres du modèle dès lors qu’ils ont été ajoutés au vecteur d’état. De
plus, l’utilisation d’un modèle physique permet ensuite de prédire le comportement du système
dans des cas hypothétiques pour lesquels aucune mesure n’existe.

A long terme, le couplage entre les mesures et les modèles issus des lois de la physique me
semble très prometteur car il permet d’estimer des données qui seraient inaccessibles autrement.
Des capteurs sont déjà présents dans beaucoup de systèmes mécaniques, il ne reste plus qu’à
leur accoler un calculateur et un modèle adéquat. Toutes les industries tendent actuellement
vers ce concept et il faudra plusieurs années pour l’adapter aux spécificités de chaque système.
Par exemple, le jumeau numérique véhicule développé dans la thèse d’Alexandre Débarbouillé
pourrait permettre de connaitre l’état des routes partout dans le monde s’il était fourni comme
équipement de série. Votre véhicule pourrait également vous informer à quel moment changer
vos amortisseurs. Et malheureusement votre assureur pourrait vous proposer des tarifs réduits
si vous acceptez de lui fournir votre historique de conduite. Le ferroviaire pourrait profiter d’un
jumeau numérique de manière analogue à l’automobile : maintenance des éléments mécaniques,
suivi de l’état des voies ferrées sans recourir à des trains spécifiques pour cette tache. Ainsi, les
filtres de Kalman couplés aux modèles multicorps et aux modèles éléments finis ouvrent la voie
à plus de réalité augmentée. Ils permettent de doter n’importe quel système mécanique d’une
boite noire (au sens de l’aviation).

A contrario, je ne parierais pas sur les réseaux de neurones pour modéliser des systèmes mé-
caniques. Entrainer un algorithme nécessite une base de données monumentale sur l’utilisation
d’un produit et peu d’industriels disposent d’une telle base. Enfin, le long apprentissage d’un
réseau de neurones semble totalement vain lorsqu’il s’agit de retrouver le principe fondamental
de la dynamique. Lorsque c’est possible, il est préfèrable d’utiliser un modèle physique pour
filtrer les comportements non réalistes.

Enfin pour atteindre ce but, j’imagine explorer les possibilités offertes par d’autres algorithmes
ayant les même but que Kalman : filtres particulaires, H∞, . . .
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Traitement du signal

5.2 Traitement du signal

La section 4.1 propose une méthode d’identification de signaux non-stationnaires utilisant les
filtres de Kalman. Pour cela un modèle de signal multi-sinusoïdes a été proposé. En l’état,
l’application de cette technique à plusieurs capteurs sur une même structure vibrante ne permet
pas de prendre en compte qu’ils sont liés par les modes propres de la structure. De plus les non-
linéarités se traduiraient par autant de signaux dont les fréquences sont en rapport harmoniques.

A court terme, des améliorations sont possibles grâce à un modèle de signal multicapteurs tenant
compte du fait que :

— la fréquence d’une composante est la même quelque soit le capteur
— dans le cas de non-linéarités les fréquences de certaines composantes sont des multiples

entiers d’une fréquence fondamentale.
— un déphasage compris entre −π et π est possible entre capteur

Cette technique serait alors bien adaptée à l’analyse modale non-linéaire. Elle permettrait d’ex-
traire la dépendance des modes à l’amplitude de manière relativement aisée. Je travaille égale-
ment sur une version sans filtre de Kalman où les paramètres instantanés sont identifiés par les
moindre carrés. Cette approche semble moins évidente à mettre en place car pour inverser le
problème il faut s’assurer que le nombre de paramètres est inférieur au nombre d’informations.
Cela nécessite d’introduire un modèle d’évolution temporel des paramètres du type Newmark.
De plus, d’après mes premiers tests, la mesure de l’écart par la norme L2 semble inadaptée.

5.3 Vision par caméra

La section 4.2 introduit une partie de mes activités qui va clairement m’occuper encore pendant
de nombreuses années vu son potentiel : l’analyse vidéo. Sur les actions à moyen terme, j’envisage
d’étendre ma méthode aux grands déplacements et grandes rotations. Pour cela il faudra retirer
les mouvements de corps rigides de la base modale et les traiter uniquement au travers des
paramètres de la transformation homogène entre repère world et repère caméra. En supposant
qu’entre deux images les déplacements et les rotations restent suffisamment petits, je pourrais
envisager une re-linéarisation des modes de déformations à chaque image voire toutes les N
images.

Une autre approche très intéressante, consisterait à appliquer cette méthode via des modes de
déformation de composants à l’instar des techniques de réduction de modèle. En reprenant l’aile
CLIMA de la section 4.2, je pourrais considérer la liaison boulonnée comme l’interface entre
deux sous-structures indépendantes. Ainsi, j’espère pouvoir estimer le glissement dans l’interface
de manière plus ou moins locale.

Dans les approches de traitement vidéo évoquées précédemment, le modèle 3D est utilisé aux
travers de ses modes propres. Or dans le cas d’un comportement non-linéaire de la structure,
les modes propres linéaires ne sont plus d’un grand secours et les modes non-linéaires peuvent
être trop coûteux à extraire. Ainsi, une extension possible serait de coupler un modèle EF aux
mesures vidéo par les filtres de Kalman. On obtiendrait ainsi un jumeau numérique alimenté par
de nombreux “capteurs virtuels”. De cette façon, il me semble possible de mesurer des champs de
manière indirecte. En effet les caméras rapides permettent de mesurer l’état cinématique d’un
système : position, vitesse et accélération. Le jumeau numérique n’a alors plus qu’à déduire les
efforts les plus probables qui expliquent le mouvement observé. Une application envisageable
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serait d’estimer le champ des efforts aéroélastiques sur une aile. Bien que ces efforts soient non-
linéaires ils seraient traités comme des inconnues du problème et un simple modèle linéaire de
la structure suffirait à les estimer grâce à Kalman.

Actuellement ma reconstruction 3D du mouvement se fait grâce à une unique caméra et à
un modèle 3D. En l’absence de modèle 3D, plusieurs caméras sont nécessaires. En effet les
mouvements vus par une caméra sont projetés sur un plan 2D. Or la technique de déflectométrie
permet de mesurer non pas le mouvement mais l’orientation de la normale à la surface filmée. La
combinaison de mires et des techniques de déflectométrie pourrait à terme permettre de mesurer
un mouvement 3D avec une seule caméra sans recourir à un modèle 3D. Cela nécessitera sans
aucun doute des techniques d’étalonnage adaptées.

5.4 Viscoélasticité intelligente
Pour amortir les vibrations des structures, deux classes de méthodes existent : active et passive.
Les méthodes actives nécessitent un apport d’énergie qui se traduit par de la masse supplé-
mentaire. Dans certaines industries comme l’aéronautique et le spatial, cela est rédhibitoire.
De plus les problèmes de vibrations que l’on souhaite traiter apparaissent souvent parce que
l’on cherche à gagner en légereté. Ajouter de la masse serait donc incohérent. Pour alimenter
les systèmes actifs, certains ont cherché à utiliser directement l’énergie vibratoire via des tech-
niques de récupération d’énergie. Pour cela, les matériaux piézoélectriques sont souvent utilisés.
En pratique, le rendement électromécanique est mauvais. Les solutions passives quant à elle
se cantonnent souvent à ajouter des matériaux viscoélastiques au mieux dans les liaisons, au
pire après coup, une fois que la conception est terminée. Il me semble intéressant de répartir la
fonction dissipative dans toute la structure.

Noyer des inclusions au coeur de la matière ne date pas d’hier, on parle dans ce cas de méta-
matériaux. Ainsi des métamatériaux dissipatifs génériques remplaceraient avantageusement les
matériaux plus classiques. Toutefois, ce n’est pas ma proposition car dans ce cas on ne tient
pas compte des modes de vibrations de la structure finale. Mon idée serait de noyer un “réseau
sanguin viscoélastique” dans des matériaux composites. Ce réseau serait optimisé dès la concep-
tion de la structure grâce à la connaissance des déformées modales afin de favoriser l’échange
d’énergie vibratoire entre différentes zones spatiales.

Par la pression exercée sur ce réseau, l’énergie de déformation de certains modes génants servi-
raient par exemple à rigidifier ou à déformer une autre partie de la structure. De cette façon :

— l’énergie des modes locaux pourrait être redistribuée et amortie par l’ensemble de la
structure.

— les effets de rigidification/assouplissement feraient fluctuer les fréquences propres autour
de leur valeurs nominales. Cet effet pourrait permettre de jouer sur le couplage modal.

— dans le cas du flottement aéroélastique, le couplage torsion-flexion pourrait servir à mo-
difier localement l’incidence de l’aile afin de sortir du cycle limite.
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Annexe A

Les quaternions pour les systèmes
multicorps

A.1 Quelques opérateurs
Les propriétés suivantes sont tirées en partie de l’article de Chou [79], nous en avons besoin pour
exprimer le taux de rotation d’un solide à l’aide des quaternions mais également pour exprimer
les efforts généralisés, les contraintes de liaisons, . . . Soit p un quaternion. Il se compose d’une
partie scalaire e0 et d’une partie vectorielle e = ⟨e1, e2, e3⟩t :

p = ⟨ e0 e1 e2 e3 ⟩t = e0 + e (A.1)

Le conjugué du quaternion p = e0 +e sera noté p∗ = e0−e. De plus, e0 = ⟨e0, 0, 0, 0⟩t est appelé
un quaternion scalaire tandis que e = ⟨0, e1, e2, e3⟩t est appelé un quaternion vecteur. Soient
deux quaternions quelconques α = a0 + a et β = b0 + b. Leur produit s’écrit :

γ = α⊗ β =

 a0b0−atb

a0b+b0a+ a ∧ b

 =

 c0

c

 = +
α β =

−
β α (A.2)

A cause du produit vectoriel de a ∧ b dans l’équation (A.2), le produit de quaternion n’est
pas commutatif, c’est-à-dire que α ⊗ β ̸= β ⊗ α. En revanche, il peut être exprimé sous forme

matricielle grâce aux opérateurs
+
() et

−
() qui permettant de transformer un quaternion en une

matrice 4× 4 réalisant le produit de quaternion.

+
α =

[
a0 −at

a a0I + ã

]
=


a0 −a1 −a2 −a3
a1 a0 −a3 a2
a2 a3 a0 −a1
a3 −a2 a1 a0

 (A.3)

−
β =

[
b0 −bt

b b0I − b̃

]
=


b0 −b1 −b2 −b3
b1 b0 b3 −b2
b2 −b3 b0 b1
b3 b2 −b1 b0

 (A.4)
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Le quaternion scalaire 1 = ⟨1, 0, 0, 0⟩t est l’élément neutre car 1 ⊗ α = α ⊗ 1 = α. De plus
p ⊗ p∗ = (e2

0 + ete) = ∥p∥2. Donc dans le cas d’un quaternion unitaire p, c’est-à-dire tel que

∥p∥ = 1, l’inverse de p vaut p−1 = p∗. Notons les propriétés suivantes des opérateurs
+

()∗ =
+
()

t

et
−

()∗ =
−
()

t

. Définissons également l’opérateur (̃) qui permet de transformer un vecteur 3× 1 en
une matrice 3× 3 antisymétrique réalisant le produit vectoriel, donc (̃) = −(̃)t. Par exemple les
matrices ã et b̃ suivantes permettent d’exprimer le produit vectoriel a ∧ b = ã b = −b̃ a

ã =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 (A.5)

Définissons également les opérateurs
−
E() et

+
E() qui seront particulièrement utiles pour décrire

les rotations. Ce sont des sous-matrices de
+
() et

−
(). Voici par exemple

−
Eα et

+
Eβ :

−
Eα = [ −a , a0I − ã ] =

 −a1 a0 a3 −a2
−a2 −a3 a0 a1
−a3 a2 −a1 a0

 (A.6)

+
Eβ = [ −b , b0I + b̃ ] =

 −b1 b0 −b3 b2
−b2 b3 b0 −b1
−b3 −b2 b1 b0

 (A.7)

Les équations (A.8) et (A.9) font le lien entre +
α et

−
β et leurs sous-matrices

−
Eα et

+
Eβ :

+
α =

[
a0 −at

a a0I + ã

]
=

 α
−
Eα

t

 =


α∗t

−
Eα∗

 (A.8)

−
β =

[
b0 −bt

b b0I − b̃

]
=

 β
+
Eβ

t

 =


β∗t

+
Eβ∗

 (A.9)

Les opérateurs
−
E() et

+
E() présentent les propriétés suivantes :

+
Epα = −ea0 + e0a+ e ∧ a = −

+
Eαp

−
Epα = −ea0 + e0a− e ∧ a = −

−
Eαp

(A.10)
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A.2 Quelques propriétés des quaternions unitaires
Les propriétés des quaternions unitaires p⊗ p∗ = 1 et p∗ ⊗ p = 1 conduisent à

+
p p∗ = −

p
t
p = +

p
t
p = −

p p∗ = 1 =⇒
+
Ep p =

−
Ep p = 0 (A.11)

De même p⊗ p∗ ⊗ α = α⊗ p⊗ p∗ = p∗ ⊗ p⊗ α = α⊗ p∗ ⊗ p = α implique :

+
p

+
p

t
= −
p

t −
p = +

p
t +
p = −

p
−
p

t
= I =⇒


+
Ep

+
Ep

t

=
−
Ep

−
Ep

t

= I3×3

+
Ep

t +
Ep + p pt =

−
Ep

t −
Ep + p pt = I4×4

(A.12)

On en déduit les 2 formules suivantes utiles dans le calcul de l’énergie cinétique :

−
Ep

+
Ep

t +
Ep =

−
Ep et

+
Ep

t +
Ep

−
Ep

t

=
−
Ep

t

(A.13)

Considérons le produit suivant p⊗α⊗ p∗ = −
p

t+
p α utile dans le calcul de la matrice de rotation.

En utilisant les équations (A.8) et (A.9), on obtient :

−
p

t+
p =

 pt

+
Ep

 [
p

−
Ep

t
]

=

 ptp

( −
Epp

)t

+
Epp

+
Ep

−
Ep

t

 =

 1 0t

0
+
Ep

−
Ep

t

 (A.14)

Soient p, α et β des quaternions unitaires. Supposons p = α ⊗ β, on obtient alors la propriété
suivante utile pour les combinaisons de rotations :

p⊗ p∗ = 1 = (α⊗ β)⊗ p∗ =⇒ p∗ = β∗ ⊗ α∗ (A.15)

Par définition du quaternion unitaire ∥p∥2 = ptp = 1. En dérivant cette relation on obtient :

2ptṗ = 0 et 2ptp̈+ 2ṗtṗ = 0 (A.16)

En dérivant p⊗ p∗ = 1 et p∗ ⊗ p = 1 on trouve les 2 formules suivantes utiles dans le calcul du
taux de rotation :

ṗ⊗ p∗ = −p⊗ ṗ∗ et ṗ∗ ⊗ p = −p∗ ⊗ ṗ (A.17)
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A.3 Rotation et changement de base
Soient α = a0 + a un quaternion quelconque et p = e0 + e un quaternion unitaire, donc
e2

0 + ete = 1. Nous allons voir que le produit suivant permet d’appliquer une rotation à α dans
l’espace 4D :

β = p⊗ α⊗ p∗ (A.18)

=⇒ β = (e0 + e)⊗ (a0 + a)⊗ (e0 − e)

Développons cette équation grâce à la définition (A.2) en remarquant que (e ∧ a)te = 0 car
(e ∧ a) ⊥ e et que e ∧ (e ∧ a) = (eta)e− (ete)a. On obtient finalement :

β = a0 + (2eet + e2
0I − (ete)I) a+ 2e0 e ∧ a (A.19)

Sachant que p est un quaternion unitaire, nous pouvons paramétrer ce quaternion de la façon
suivante : e0 = cos θ et e = sin θ u avec u un vecteur normé, ||u|| =

√
utu = 1. Alors le

quaternion devient p = cos θ + sin θ u. L’équation précédente devient :

β = a0 + (2 sin2 θ uut + (cos2 θ − sin2 θ)I) a+ 2 cos θ sin θ u ∧ a

Rappelons que 2 sin2 θ = 1 − cos(2θ), que cos2 θ − sin2 θ = cos(2θ) et 2 cos θ sin θ = sin(2θ).
De plus la partie de a colinéaire à u vaut a∥ = uuta et la partie de a orthogonale à u vaut
a⊥ = (I − uut) a. Enfin introduisons artificiellement le terme u ∧ uuta = 0. Alors :

β = a0 + ((1− cos(2θ)) uut + cos(2θ)I) a+ sin(2θ) u ∧ (a− uuta)
β = a0 + uuta︸ ︷︷ ︸

=a∥

+ cos(2θ) (I − uut) a︸ ︷︷ ︸
=a⊥

+ sin(2θ) u ∧ (I − uut) a︸ ︷︷ ︸
=a⊥

La partie scalaire a0 reste inchangée, la partie de a parallèle à u aussi d’où le terme axial a∥.
La partie de a perpendiculaire à u tourne dans le plan de normale u, d’où le terme radial :
cos(2θ) a⊥ et orthoradial : sin(2θ) u ∧ a⊥. Ainsi, nous retrouvons la formule de Rodrigues qui
définit la rotation d’un vecteur a suivant un axe u dans le cas d’un angle de rotation 2θ. Pour la
forme matricielle, nous avons β = p⊗α⊗p∗ = −

p
t+
p α, la propriété (A.14) nous permet d’obtenir

la matrice de rotation R(p) :

R(p) =
+
Ep

−
Ep

t

=


e2

0 + e2
1 − e2

2 − e2
3 2e1e2 − 2e0e3 2e0e2 + 2e1e3

2e0e3 + 2e1e2 e2
0 − e2

1 + e2
2 − e2

3 2e2e3 − 2e0e1

2e1e3 − 2e0e2 2e0e1 + 2e2e3 e2
0 − e2

1 − e2
2 + e2

3

 (A.20)

Soient les quaternions unitaires p01, p12 et p02 = p01 ⊗ p12. Etudions le cas de deux rotations
successives impliquant les quaternions vecteurs α = 0 + a et β = 0 + b. La propriété (A.15)
donne :

β = p01 ⊗
(
p12 ⊗ α⊗ p

∗
12

)
⊗ p∗

01 = −
p01

t +
p01

(
−
p12

t +
p12 α

)
=⇒ b = R(p01) R(p12) a

β =
(
p01 ⊗ p12

)
⊗ α⊗

(
p01 ⊗ p12

)∗
= −
p02

t +
p02 α =⇒ b = R(p01 ⊗ p12) a
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=⇒ R(p01)R(p12) = R(p01 ⊗ p12) (A.21)

Considérons deux vecteurs (quaternions vecteurs) αB0 et βB0 définis dans la base B0. Considé-
rons le vecteur βB1 défini dans la base B1. Cette base est tournée d’un angle 2θ suivant l’axe
u par rapport à la base B0. La matrice R01 peut être vue de deux manières différentes :

— Comme la matrice qui permet de tourner un vecteur, d’où bB0 = R01a
B0

— Comme la matrice qui permet de passer de la base B1 à la base B0 : bB0 = R01b
B1 .

A l’inverse, il est possible d’identifier un quaternion à partir d’une matrice de rotation quel-
conque d’angle γ autour d’un axe u. Pour cela, on commence par combiner les termes de la
diagonale de la matrice de rotation :

1
4




1 1 1
1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1



r11
r22
r33

+


1
1
1
1


 =


e2

0
e2

1
e2

2
e2

3

 avec R01 =

 r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33



L’équation précédente permet de calculer |e0|, |e1|, |e2| ou |e3| mais pas leur signe. Pour cela
nous allons utiliser l’un des jeu d’équations suivants :

e0 = |e0|
e1 = signe(r32 − r23) |e1|
e2 = signe(r13 − r31) |e2|
e3 = signe(r21 − r12) |e3|

ou


e0 = signe(r32 − r23) |e0|
e1 = |e1|
e2 = signe(r21 + r12) |e2|
e3 = signe(r13 + r31) |e3|

ou


e0 = signe(r13 − r31) |e0|
e1 = signe(r21 + r12) |e1|
e2 = |e2|
e3 = signe(r32 + r23) |e3|

ou


e0 = signe(r21 − r12) |e0|
e1 = signe(r13 + r31) |e1|
e2 = signe(r32 + r23) |e2|
e3 = |e3|

Il existe certaines valeurs du quaternion qui mettent en défaut un jeu d’équation en particulier.
Par exemple, le premier jeu d’équation ne fonctionne pas pour un angle 2θ = π qui induit
e0 = cos θ = 0 quelque soit l’axe de rotation. Cela a pour conséquence que les termes dans la
fonction signe s’annulent et on trouve e1 = e2 = e3 = 0 ce qui donne un quaternion nul au lieu
d’un quaternion unitaire. Notons également que le choix de e0 > 0 n’a pas de conséquence car
les rotations produites par les quaternions p et −p sont strictement identiques comme le prouve
l’équation (A.20). En écrivant p = cos γ

2 + sin γ
2 u, alors l’axe de rotation u et l’angle γ peuvent

être facilement obtenus :
u = e

|e|
γ = 2 arctan

( |e|
e0

) avec et = ⟨e1, e2, e3⟩t
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A.4 Taux de rotation
Le taux de rotation est nécessaire pour le calcul de l’énergie cinétique. Considérons un quaternion
unitaire p définissant l’orientation d’une base B1 par rapport à une base B0. Notons r un
quaternion vecteur tel que rB0 = 0 + ⟨x0, y0, z0⟩t exprimé dans B0 et rB1 = 0 + ⟨x1, y1, z1⟩t
exprimé dans B1 :

r = x0X0 + y0Y 0 + z0Z0 = x1X1 + y1Y 1 + z1Z1

rB0 et rB1 sont liés par une rotation pure :

rB0 = p⊗ rB1 ⊗ p∗ = R01r
B1 (A.22)

Le taux de rotation ΩB0 s’obtient par dérivation de cette relation :

ṙB0 = ṗ⊗ rB1 ⊗ p∗ + p⊗ ṙB1 ⊗ p∗ + p⊗ rB1 ⊗ ṗ∗ = Ṙ01r
B1 +R01ṙ

B1 (A.23)

L’inverse de l’équation (A.22) s’exprime rB1 = p∗ ⊗ rB0 ⊗ p. Injectons cette relation dans
l’équation (A.23) en se rappelant que p⊗ p∗ = p∗ ⊗ p = 1 car p∗ est l’inverse de p :

ṙB0 = ṗ⊗ p∗ ⊗ rB0 + p⊗ ṙB1 ⊗ p∗ + rB0 ⊗ p⊗ ṗ∗ (A.24)

Or d’après l’équation (A.17), on a ṗ⊗ p∗ + p⊗ ṗ∗ = 0. Notons alors :

α = ṗ⊗ p∗ = −p⊗ ṗ∗ = −
p

t
ṗ =

 pt

+
Ep

 ṗ =

 0
+
Epṗ

 (A.25)

Ainsi α = 0 + a est un quaternion vecteur, tout comme r et l’équation (A.24) devient :

ṙB0 = α⊗ rB0 + p⊗ ṙB1 ⊗ p∗ − rB0 ⊗ α
= (����−atrB0 + a ∧ rB0) + (p⊗ ṙB1 ⊗ p∗)− (�����−(rB0)ta+ rB0 ∧ a)
= 2 a ∧ rB0 + p⊗ ṙB1 ⊗ p∗

= 2 ã rB0 +R01 ṙ
B1

(A.26)

Cela montre que le taux de rotation vaut ΩB0 = 2a qui vaut d’après l’équation (A.25) :

ΩB0 = 2a = 2
+
Epṗ = 2

 −e1 e0 −e3 e2
−e2 e3 e0 −e1
−e3 −e2 e1 e0



ė0
ė1
ė2
ė3

 (A.27)

Enfin, en utilisant les propriétés (A.12) et (A.16), il est possible d’inverser cette relation de la
manière suivante :

ṗ =
(

+
Ep

t +
Ep + p pt

)
︸ ︷︷ ︸

=I

ṗ =
+
Ep

t +
Epṗ = 1

2
+
Ep

t

ΩB0
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A.5 Un vecteur et ses dérivées
Dans les équations de la dynamique muticorps rigides, les expressions d’un vecteur et de ses
dérivées interviennent très souvent : position, vitesse, accélération, contraintes de liaison, . . .
Ces expressions dépendent du quaternion p = ⟨e0, e1, e2, e3⟩t. Or p et sa dérivée première ap-
paraissent dans le vecteur d’état des solides, tandis que sa dérivée seconde est une inconnue du
problème. L’intérêt des équations suivantes est de permettre la factorisation de p.

Soit une base BS dont l’orientation par rapport à la base galiléenne B0 est donnée par le
quaternion unitaire p = e0 + e avec e2

0 + ete = 1. Soit rBS un vecteur constant dans la base BS .
Il représente par exemple la position d’un point appartenant à un solide exprimé dans le repère
de ce solide. Soit le quaternion vecteur 0 + rBS = 0 + a. Son expression dans la base galiléenne
B0 est donnée par les équations (A.22) et (A.19) en remarquant que eta est un scalaire, donc
e
(
eta
)

= (eta)e :

rB0 = R0S
rBS = (2eet + e2

0 − (ete)) a +2e0 e ∧ a
= 2eeta+ (2e2

0 − 1) a −2e0 a ∧ e

=⇒ rB0 = R0S
rBS =

(
2(eta)I − 2e0 ã

)
e+ (2e2

0 − 1) a (A.28)

Dérivons cette expression. Sachant que rBS = a est un vecteur constant alors ȧ = 0. Utilisons
de plus l’égalité suivante 2(ėta)e = 2e(atė)

ṙB0 = 2(ėta)e+ 2(eta)ė− 2ė0 ã e− 2e0 ã ė+ 4e0ė0 a

=⇒ ṙB0 = Ṙ0S
rBS =

(
4e0a− 2ã e

)
ė0 +

(
2eat + 2(eta)I − 2e0 ã

)
ė (A.29)

Dérivons l’équation (A.29) en utilisant l’égalité suivante 2ė
(
atė
)

= 2(ėta)ė :

r̈B0 =
(
4e0a− 2ã e

)
ë0 +

(
2eat + 2(eta)I − 2e0 ã

)
ë

+
(
4ė0a − 2ã ė

)
ė0 +

(
2ėat + 2(ėta)I − 2ė0 ã

)
ė

=⇒ r̈B0 = R̈0S
rBS =

(
4e0a− 2ã e

)
ë0 +

(
2eat + 2(eta)I − 2e0 ã

)
ë

+ (4ė0a) ė0 +
(
4(ėta)I − 4ė0 ã

)
ė

(A.30)

Réexprimons les équations (A.28), (A.29) et (A.30) sous forme matricielle en factorisant p et
ses dérivées grâce aux notations suivantes bien adaptées à la programmation :

χ
0
(p, a) =

[
03 , 2(eta)I − 2e0 ã

]
χ

1
(p, a) =

[
4e0a− 2ã e , 2eat + 2(eta)I − 2e0 ã

]
χ

2
(ṗ, a) =

[
4ė0a , 4(ėta)I − 4ė0 ã

] (A.31)


rB0 = R0S

rBS = χ
0
(p, rBS ) p+ (2e2

0 − 1) rBS

ṙB0 = Ṙ0S
rBS = χ

1
(p, rBS ) ṗ

r̈B0 = R̈0S
rBS = χ

1
(p, rBS ) p̈+ χ

2
(ṗ, rBS ) ṗ

(A.32)

77



A.6 Quelques jacobiennes

∂

∂b
(a ∧ b) = ã et ∂

∂a
(a ∧ b) = −b̃ (A.33)

∂

∂β

(
α⊗ β

)
= +
α et ∂

∂α

(
α⊗ β

)
=

−
β (A.34)

Les équations (A.10) induisent :

∂

∂p

( +
Epα

)
= −

+
Eα et ∂

∂p

( −
Epα

)
= −

−
Eα (A.35)
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Annexe B

Dynamique des systèmes multicorps

B.1 Position, Vitesse, Accélération
Soit R0 le repère galiléen d’origine O et de base B0 = (X0, Y 0, Z0). Soit RS le repère attaché
à un solide S d’origine G et de base BS = (XS , Y S , ZS). Soit un point A élément du solide S,
alors le vecteur GAB0 exprimé dans la base B0 vaut :

GAB0 = R0S
GABS avec GABS = xAXS + yAY S + zAZS

La matrice R0S
décrit la rotation entre B0 et BS à l’aide du quaternion p = e0 + e. La position

du point G dans le repère galiléen vaut OGB0 = xGX0 + yGY 0 + zGZ0. La position, la vitesse
et l’accélération du point A dans le repère galiléen sont données par :

OAB0 = OGB0 +GAB0

ȮA
B0 = ˙OGB0 + ĠA

B0

ÖA
B0 = ÖG

B0 + G̈A
B0

Soit q = ⟨ (OGB0)t , pt ⟩t = ⟨xG, yG, zG, e0, e1, e2, e3⟩t le vecteur concaténant les 7 degrés de
liberté du solide S. Les termes GAB0 , ĠAB0 et G̈AB0 sont obtenus par les équations (A.31) et
(A.32). Exprimons les relations précédentes sous forme matricielle :

OAB0 =
[
I3×3 , χ0

(p,GABS )
]
q +(2e2

0 − 1) GABS

ȮA
B0 =

[
I3×3 , χ1

(p,GABS )
]
q̇

ÖA
B0 =

[
I3×3 , χ1

(p,GABS )
]
q̈ +

[
03×3 , χ2

(ṗ, GABS )
]
q̇

(B.1)
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B.2 Torseurs cinématiques

Soit
{
V R0

S

}
G

le torseur cinématique du solide S exprimé en son centre de gravité G dans le
repère galiléen R0. Soient V B0

G∈S/R0
la vitesse du solide S par rapport à R0 exprimé au point G

et ΩB0
S/R0

son taux de rotation. ΩB0
S/R0

et V B0
G∈S/R0

sont exprimés dans la base B0. D’après
l’équation (A.27) :

{
V R0

S

}
G

=
{

ΩB0
S/R0

| V B0
G∈S/R0

}
=
{

2
+
Epṗ | ˙OGB0

}
(B.2)

Le torseur cinématique au point A peut s’exprimer de différentes manières :{
V R0

S

}
A

=
{

ΩB0
S/R0

| V B0
A∈S/R0

}
=
{

ΩB0
S/R0

| V B0
G∈S/R0

+ ΩB0
S/R0

∧GAB0
}

{
V R0

S

}
A

=
{

2
+
Epṗ | ˙OGB0 + ĠA

B0
}

=
{

2
+
Epṗ | ˙OGB0 + Ṙ0S

GABS

}
{
V R0

S

}
A

=
{

2
+
Epṗ | ˙OGB0 + χ

1
(p,GABS )ṗ

}
{
V R0

S

}
A

=
{

2
+
Epṗ |

[
I3×3 , χ1

(p,GABS )
]
q̇

}
(B.3)

B.3 Energie cinétique
Soient mS et IBS

S
la masse et le tenseur d’inertie du solide S. Ce sont des constantes dans sa base

locale BS . Or le taux de rotation est exprimé dans la base B0. Il faut effectuer un changement
de base pour exprimer le tenseur d’inertie dans la base B0 :

IB0
S

= R0S
IBS

S
R

S0 = R0S
IBS

S
Rt

0S
=

+
Ep

−
Ep

t

IBS

S

−
Ep

+
Ep

t

L’énergie cinétique TS du solide vaut :

TS =1
2mS(V B0

G∈S/R0
)2 + 1

2(ΩB0
S/R0

)t IB0
S

ΩB0
S/R0

TS =1
2mS(ẋ2

G + ẏ2
G + ż2

G) + 2(
+
Epṗ)t (

+
Ep

−
Ep

t

IBS

S

−
Ep

+
Ep

t

) (
+
Epṗ)

TS =1
2mS(ẋ2

G + ẏ2
G + ż2

G) + 2 ṗt
+
Ep

t +
Ep

−
Ep

t

IBS

S

−
Ep

+
Ep

t +
Epṗ

En utilisant les équations (A.13), l’expression de l’énergie cinétique devient :

TS = 1
2mS(ẋ2

G + ẏ2
G + ż2

G) + 2 ṗt
−
Ep

t

IBS

S

−
Epṗ (B.4)
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B.4 Puissance virtuelle des accélérations
Nous avons 7 variables par solide et q = ⟨ (OGB0)t , pt ⟩t = ⟨xG, yG, zG, e0, e1, e2, e3⟩t est
le vecteur inconnu des variables. D’après les équations de Lagrange, la puissance virtuelle des
accélérations vaut :

A ⋆ =
7∑

k=1
q̇⋆

k

(
d

dt

(
∂TS

∂q̇k

)
− ∂TS

∂qk

)
︸ ︷︷ ︸

=Ak

=
(
q̇∗
)t
(
d

dt

(
∂TS

∂q̇

)
− ∂TS

∂q

)
︸ ︷︷ ︸

=A

(B.5)

Afin de calculer les Ak du vecteur A, nous devons d’abord calculer les termes intermédiaires.
En prenant en compte la symétrie de la matrice IBS

S
, la dérivation par rapport à q̇ donne :

∂TS

∂q̇
=



∂TS

∂ ˙OGB0

∂TS

∂ṗ


=


mS

˙OGB0

4
−
Ep

t

IBS

S

−
Epṗ



En utilisant l’équation (A.11), on a
−
Eṗṗ = 0

=⇒ d

dt

(
∂TS

∂q̇

)
=



d

dt

(
∂TS

∂ ˙OGB0

)

d

dt

(
∂TS

∂ṗ

)


=


mS ÖG

B0

4
−
Eṗ

t

IBS

S

−
Epṗ+ 4

−
Ep

t

IBS

S

−
Epp̈



En utilisant l’équation (A.35), on a
∂

−
Ep

∂p
ṗ = −

−
Eṗ

=⇒ ∂TS

∂q
=



∂TS

∂OGB0

∂TS

∂p


=


03

−4
−
Eṗ

t

IBS

S

−
Epṗ


Ainsi la forme matricielle vaut :

AxG

AyG

AzG

Ae0

Ae1

Ae2

Ae3


=


mS I3×3 03×4

04×3 4
−
Ep

t

IBS
S

−
Ep





ẍG

ÿG

z̈G

ë0
ë1
ë2
ë3


+


03×3 03×4

04×3 8
−
Eṗ

t

IBS
S

−
Ep





ẋG

ẏG

żG

ė0
ė1
ė2
ė3


(B.6)
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B.5 Calcul des efforts extérieurs
Considérons deux solides d’indices 1 et 2 liés entre eux par un bushing 1 dont la loi de com-
portement dépend du déplacement relatif et de la vitesse relative entre ces deux solides. Ces
mouvements relatifs doivent être exprimés dans la bonne base, c’est-à-dire celle dans laquelle
la loi de raideur est définie notée BL. Attention, par soucis de simplicité d’écriture les équa-
tions (B.7), (B.9) et (B.10) sont données dans la base B0.

Soient deux repères RL1 et RL2 respectivement de bases BL1 et BL2 , de centres A1 et A2
et attachés aux solides S1 et S2. Supposons que lorsque l’élément souple est au repos sans
déformations les repères RL1 et RL2 sont confondus de même que A1 et A2 d’une part et BL1

et BL2 d’autre part. La mesure de l’élongation de la liaison vaut :

A1A2
B0 = OA2

B0 −OA1
B0 = (OG2

B0 +R02G2A2
B2)− (OG1

B0 +R01G1A1
B1) (B.7)

Les compositions de rotation sont non-commutatives et donc le moment généré n’est sûrement
pas de la forme M = Mx(γx, γ̇x) +My(γy, γ̇y) +M z(γz, γ̇z). Malheureusement cette hypothèse
est bien pratique car les bushings sont souvent uniquement caractérisés suivant chacun des 3
axes de la liaison XL, Y L et ZL. Dans le cadre de petites rotations relatives entre BL1 et BL2 ,
nous considérons que cette hypothèse est relativement acceptable. Soient R

S1L1
et R

S2L2
les

matrices de rotations qui permettent de passer respectivement des bases BL1 et BL2 vers les
bases B1 et B2 des solides S1 et S2. La matrice de rotation R

L1L2
permet de passer de BL2 à

BL1 , elle dépend du quaternion p
L1L2

: R
L1L2

= R
L1S1

R
S10R0S2

R
S2L2

= (R0S1
R

S1L1
)t(R0S2

R
S2L2

)

p
L1L2

= p∗
S1L1

⊗ p∗
0S1
⊗ p0S2

⊗ p
S2L2

(B.8)

Pour rappel, la fin de la section A.3 explique comment passer d’une matrice de rotation à un
quaternion et comment calculer l’angle et l’axe de rotation. p

S1L1
et p

S2L2
sont constants. Le

quaternion p
L1L2

représente une rotation d’un angle γ autour d’un axe u normé. Les mesures
de déformations angulaires sont identifiées par : γut = γxXL + γyY L + γzZL. Les torseurs ciné-
matiques permettent de mesurer les vitesses relatives d’élongation et de déformation angulaires,
cf. équation (B.3) :{

V R0
S2

}
A2
−
{
V R0

S1

}
A1

=
{

ΩB0
12 | V

B0
12

}
=
{

ΩB0
S2/R0

− ΩB0
S1/R0

| V B0
A2∈S2/R0

− V B0
A1∈S1/R0

}
D’où la vitesse de déformation angulaire :

ΩB0
12 = 2

+
Ep2 ṗ2 − 2

+
Ep1 ṗ1 = γ̇xXL + γ̇yY L + γ̇zZL (B.9)

Et la vitesse d’élongation vaut :

V B0
12 =

( ˙OG2
B0 + χ

1
(p2, G2A2

B2)ṗ2

)
−
( ˙OG1

B0 + χ
1
(p1, G1A1

B1)ṗ1

)
(B.10)

Le torseur d’effort du à ces déformations sera de la forme :

{Fext→A∈S}A =
{
FB0(A1A2, V 12) | MB0(p

L1L2
,Ω12)

}
1. Elément souple souvent en élastomère avec des lois de comportement sur les 6 degrés de liberté
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B.6 Puissance virtuelle des efforts extérieurs
Soit

{
V R0

S

}⋆

A
, le torseur cinématique virtuel du solide S au point A. Il est défini par :

{
V R0

S

}⋆

A
=
{

ΩB0
S/R0

⋆ | V B0
A∈S/R0

⋆
}

{
V R0

S

}⋆

A
=
{

2
+
Epṗ⋆ | ˙OGB0 ⋆

+ χ
1
(p,GABS )ṗ⋆

}

Soit {Fext→A∈S}A, le torseur des efforts sur le solide S au point A. Il est défini par :

{Fext→A∈S}A =
{
FB0 | MB0

}
{Fext→A∈S}A = { FxX0 + FyY 0 + FzZ0 | MxX0 +MyY 0 +MzZ0 }

Exprimons la puissance virtuelle due à un effort appliqué en A.

P⋆ =
(
V B0

A∈S/R0

⋆
)t
FB0 +

(
ΩB0

S/R0

⋆
)t
MB0

P⋆ =
(

˙OGB0 ⋆)t
FB0 + ṗ⋆t

(
χt

1
(p,GABS )FB0 + 2

+
Ep

t

MB0

)

Or nous aurons besoin dans la suite de factoriser les termes étoilés.

P⋆ = ⟨ ẋ⋆
G ẏ⋆

G ż⋆
G ė⋆

0 ė⋆
1 ė⋆

2 ė⋆
3 ⟩



PxG

PyG

PzG

Pe0

Pe1

Pe2

Pe3


(B.11)

On déduit 

PxG

PyG

PzG

Pe0

Pe1

Pe2

Pe3


=




FB0

x

FB0
y

FB0
z


χt

1
(p,GABS )


FB0

x

FB0
y

FB0
z

+ 2
+
Ep

t


MB0

x

MB0
y

MB0
z




(B.12)
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B.7 Contraintes de liaison
Soient q

i
= ⟨ (OGB0

i )t , pt
i
⟩t le vecteur des 7 degrés de libertés du solide i et ai = GiA

BSi
i

la position du point Ai dans le repère du solide i. Les contraintes de quaternion normé, liaison
rotule, pivot, équidistance sont des contraintes holonomes qui s’écrivent sous la forme g(q) = 0.
Les jacobiennes G et L sont essentiellement nulles sauf pour les sous-matrices G

i
et L

i
dont

les colonnes correspondent aux degrés de libertés q
i

du solide impliqué dans la contrainte de
liaison. 

g(q) = 0
G(q) q̇ = 0

G(q) q̈ + L(q, q̇) q̇ = 0
avec


G(q) =

dg

dq

L(q, q̇) = q̇t
d2g

dq2

(B.13)

B.7.1 Normalisation du quaternion

Pour chaque solide, le quaternion p
i

doit être normé.
g = pt

i
p

i
− 1

G
i
q̇

i
= 2pt

i
ṗ

i

G
i
q̈

i
+ L

i
q̇

i
= 2pt

i
p̈

i
+ 2ṗt

i
ṗ

i

=⇒


G

i
=
[

0t
3 , 2pt

i

]
L

i
=
[

0t
3 , 2ṗt

i

] (B.14)

B.7.2 Rotule

Deux solides liés par une rotule ont un point A en commun au cours du temps. Une rotule
présente 3 degrés de liberté et 3 équations de contrainte. Les équations (B.1) conduisent à :

g = OA2
B0 −OA1

B0

G2q̇2 −G1q̇1 = ˙OA2
B0 − ˙OA1

B0

G2q̈2 + L2q̇2 −G1q̈1 − L1q̇1 = ¨OA2
B0 − ¨OA1

B0

=⇒


G

i
=
[
I3×3 , χ1

(p
i
, ai)

]
L

i
=
[

03×3 , χ2
(ṗ

i
, ai)

] (B.15)

B.7.3 Equidistance

Supposons constante la distance entre le point A1 du solide S1 et le point A2 du solide S2. Cette
distance s’écrit : ∥A1A2

B0∥ = ∥OA2
B0 −OA1

B0∥ = d et fournit la contrainte suivante :

g =
(
A1A2

B0
)t (

A1A2
B0
)

= d2

G2q̇2 −G1q̇1 = 2
(
A1A2

B0
)t ˙OA2

B0 − 2
(
A1A2

B0
)t ˙OA1

B0

G2q̈2 + L2q̇2 −G1q̈1 − L1q̇1 = 2
(
A1A2

B0
)t ¨OA2

B0 + 2
(

˙A1A2
B0
)t ˙OA2

B0

−2
(
A1A2

B0
)t ¨OA1

B0 − 2
(

˙A1A2
B0
)t ˙OA1

B0

(B.16)


G

i
= 2

(
A1A2

B0
)t [

I3×3 , χ1
(p

i
, ai)

]
L

i
= 2

[ (
˙A1A2

B0
)t

,
(
A1A2

B0
)t
χ

2
(ṗ

i
, ai) +

(
˙A1A2

B0
)t
χ

1
(p

i
, ai)

] (B.17)
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B.7.4 Pivot

Considérons deux solides liés par une pivot d’axe z. On associe deux repères RL1 et RL2 à
chaque solide de la liaison pivot. Ces repères sont respectivement dotés des bases BL1 et BL2 .
La liaison pivot dispose d’un degré de liberté et de cinq équations de contrainte : les 3 contraintes
de la rotule plus deux contraintes d’orthogonalité entre l’axe ZL1 du solide 1 et les axes XL2 et
Y L2 du solide 2. Définissons R

S1L1
et R

S2L2
les matrices de rotations qui permettent de passer

respectivement des bases BL1 et BL2 vers les bases BS1 et BS2 des solides S1 et S2. Soient
X

BSi
Li

, Y BSi
Li

et ZBSi
Li

les 3 vecteurs de la base BLi exprimés dans la base du solide Si. Ils sont
indépendants du temps. Alors par définition :

R
SiLi

=
[
X

BSi
Li

, Y
BSi
Li

, Z
BSi
Li

]

Les deux contraintes d’orthogonalité s’écrivent en calculant le produit scalaire entre l’axe Z1 et
les axes X2 et Y 2 réexprimés dans la base galiléenne



g =


(
X

BS2
L2

)t(
Y

BS2
L2

)t

Rt
0S2
R0S1

Z
BS1
L1

G1 q̇1 +G2 q̇2 =


(
X

BS2
L2

)t(
Y

BS2
L2

)t

(Ṙt

0S2
R0S1

+Rt
0S2
Ṙ0S1

)
Z

BS1
L1

G1 q̈1 + L1 q̇1
+ G2 q̈2 + L2 q̇2

=


(
X

BS2
L2

)t(
Y

BS2
L2

)t

(R̈t

0S2
R0S1

+Rt
0S2
R̈0S1

+ 2Ṙt

0S2
Ṙ0S1

)
Z

BS1
L1

(B.18)



G1 =

 02×3 ,


(
X

BS2
L2

)t(
Y

BS2
L2

)t

Rt
0S2

χ
1
(p1, Z

BS1
L1

)



G2 =

 01×3 ,
(
Z

BS1
L1

)t
Rt

0S1
χ

1
(p2, X

BS2
L2

)

01×3 ,
(
Z

BS1
L1

)t
Rt

0S1
χ

1
(p2, Y

BS2
L2

)



L1 =

 02×3 ,


(
X

BS2
L2

)t(
Y

BS2
L2

)t

Rt
0S2
χ

2
(ṗ1, Z

BS1
L1

) +

 ṗt
2χ

t

1
(p2, X

BS2
L2

)

ṗt
2χ

t

1
(p2, Y

BS2
L2

)

χ
1
(p1, Z

BS1
L1

)



L2 =

 01×3 ,
(
Z

BS1
L1

)t
Rt

0S1
χ

2
(ṗ2, X

BS2
L2

) + ṗt
1χ

t

1
(p1, Z

BS1
L1

)χ
1
(p2, X

BS2
L2

)

01×3 ,
(
Z

BS1
L1

)t
Rt

0S1
χ

2
(ṗ2, Y

BS2
L2

) + ṗt
1χ

t

1
(p1, Z

BS1
L1

)χ
1
(p2, Y

BS2
L2

)


(B.19)
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B.8 Stabilisation des contraintes
La double dérivation des contraintes dans l’équation (B.13) fait apparaitre une dérive du type
g(q) = at+b ̸= 0. Baumgarte [72, 73] propose une technique élégante pour éviter cette dérive en
imposant aux contraintes non-holonômes de vérifier une équation du 1er ordre et aux contraintes
holonômes de vérifier une équation du 2nd ordre avec amortissement. La contrainte tend alors
vers 0 asymptotiquement en suivant soit une exponentielle décroissante (1er ordre pour les
relations non-holonomes) soit un sinus amorti (2nd ordre pour les relations holonomes) :(

G(q)q̈ + L(q, q̇)q̇
)

+ 2ξω0
(
G(q)q̇

)
+ ω2

0

(
g(q)

)
= 0

Autant ξ = 1 s’impose pour une décroissance optimale, autant le choix de ω0 n’est pas trivial.
En effet, Ascher et al. [75] montrent que d’une part les paramètres optimaux dépendent du
pas de temps et d’autre part cette technique peut conduire à des temps de calcul importants.
Je choisi souvent ω0 tel qu’il soit légèrement supérieur à la bande fréquentielle d’intérêt. Cette
technique conduit à utiliser W = −2ṗtṗ − 2ξω0p

tṗ − ω2
0(ptp − 1) dans l’équation (3.21) et à

utiliser W = −L(q, q̇) q̇ − 2ξω0 G(q) q̇ − ω2
0 g(q) dans l’équation (3.24). Comme alternative,

Ascher et al. [74, 75] proposent d’ajouter un terme de stabilisation à l’équation (3.27) qui
devient ẏ = f̂(y) − γZ(y)h(y) sans que cela ne change les solutions de ce système dynamique.
L’opérateur Z est de la forme Z = D(HD)−1 avec Z l’une des matrices suivantes :

h(y) =
{

g(q)
G(q)q̇

}
et H(y) = dh

dy
=
[
G 0
L G

]

Z1 = Ht
(
HHt

)−1
ou Z2 = M−1Gt

(
GM−1Gt

)−1
ou Z3 = Gt

(
GGt

)−1

L’opérateur Z1 conduit à un système d’équations asymptotiquement stable mais Z2 et Z3 sont
moins couteux en calcul. Le terme ajouté −γZ(y)h(y) n’a pas besoin d’être intégré numéri-
quement avec un schéma aussi riche que le système dynamique de départ ż = f̂(y). Aussi, la
procédure de stabilisation est la suivante :

1. Partant de l’état y
n

= ⟨qt
n
, q̇t

n
⟩t, calculer ỹ

n+1 = ⟨q̃t
n+1,

˜̇qt
n+1⟩t grâce au schéma d’intégra-

tion de votre choix et aux équations (3.25), (3.26) et (3.27)
2. Stabiliser la solution en modifiant l’état y

n+1 = ỹ
n+1 − Z(ỹ

n+1)h(ỹ
n+1)

Ascher et al. [75] recommandent de remplacer l’étape 2 par une double application de la stabi-
lisation avec l’un des deux opérateurs les moins couteux préférentiellement Z2 voire Z3 évalué
une fois seulement à partir de l’état ỹ

n+1 :

zn+1 = ỹ
n+1 − Z(ỹ

n+1)h(ỹ
n+1) puis y

n+1 = zn+1 − Z(ỹ
n+1)h(zn+1)

La méthode d’Ascher est plus précise que celle de Baumgarte mais nécessite d’évaluer les ma-
trices G et L un plus grand nombre de fois. La méthode de Baumgarte est plus compétitive
dans mon cas.
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Résumé : L’identification est à l’intersection entre 
modèles et expériences. Modéliser permet 
d'interpréter des résultats expérimentaux puis de 
prédire des situations inédites. Expérimenter permet 
de remettre en cause les modèles et leurs hypothèses 
ou au contraire de les valider. Les deux sont 
nécessaires et s'enrichissent mutuellement. Ce 
manuscrit présente trois apports de l'identification à 
la compréhension de la dynamique de systèmes 
amortis. 
 
Le premier apport concerne la viscoélasticité dont la 
prise en compte permet de mieux dimensionner les 
structures en dynamique vibratoire. Des outils de 
caractérisation des matériaux viscoélastiques sont 
présentés. 
 

Le deuxième apport concerne l'identification de 
modèles réduits. Une variante de la méthode de 
Craig Bampton est présentée. Elle permet de 
réduire les modes d’interfaces. Enfin, une technique 
d’assimilation de données par filtrage de Kalman 
permet d’identifier l’état d’un modèle multicorps à 
partir de mesures. 
 
Le troisième apport concerne le traitement du 
signal et le traitement vidéo. Un algorithme 
d’identification de composantes sinusoïdales d’un 
signal est proposé. Il repose sur le filtrage de 
Kalman. Enfin la mesure par caméras rapides se 
démocratisant pour les structures vibrantes, une 
technique d’identification des contributions 
modales par traitement vidéo est proposée. 
 

 

 

Title : Some identification methods for dynamical systems 
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Abstract : Identification is at the intersection 
between models and experiments. Modeling allows 
to interpret experimental results and then to predict 
new situations. Experimenting allows to question the 
models and their hypotheses or on the contrary to 
validate them. Both are necessary and mutually 
enriching. This manuscript presents three 
contributions of identification to the understanding 
of the dynamics of damped systems. 
 
The first contribution concerns viscoelasticity, which 
can be taken into account for a better dimensioning 
of structures in vibration dynamics. Tools for the 
characterization of viscoelastic materials are 
presented. 
  

The second contribution concerns the 
identification of reduced models. A variant of the 
Craig Bampton method is presented. It allows to 
reduce the interface modes. Finally, a data 
assimilation technique using Kalman filtering is 
used to identify the state of a multibody model 
from measurements. 
 
The third contribution concerns signal processing 
and video processing. An algorithm for the 
identification of sinusoidal components of a signal 
is proposed. It is based on Kalman filtering. Finally, 
as high speed camera measurements are becoming 
more and more popular for vibrating structures, a 
technique for identifying modal contributions by 
video processing is proposed. 
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