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Chapitre 1

Introduction

Le but de ce mémoire est de présenter mes travaux récents et les directions dans les-
quelles je souhaite qu’ils aillent dans les prochaines années. Je présente principalement les
résultats de mes travaux [PW15, PW17a, PW17¢c, PW17b, GW18, FGW20].

Je travaille sur des questions liées de prés & la géométrie hyperbolique complexe, avec
comme motivation principale I’étude des sous-groupes discrets de PU(n,1) et des quotients
associés de I'espace hyperbolique complexe H¢. La popularité - si 'on peut dire - de 'es-
pace hyperbolique complexe vient probablement de la situation particuliére qu’occupe son
groupe d’isométries parmi les groupes de Lie vis & vis de la théorie des réseaux, notam-
ment en ce qui concerne les questions d’arithméticité. Ainsi, parmi les espaces symétriques
de type non-compact, on sait depuis des travaux de Margulis [Mar84|, Corlette [Cor92]
et Gromov-Schoen [GS92] que seuls les espaces hyperboliques réels et complexes ont des
réseaux non-arithmétiques. Or §’il est relativement classique d’en construire dans ’espace
hyperbolique réel ([GPS88]), la construction de tels réseaux reste extrémement ardue dans
I’espace hyperbolique complexe, et les seuls exemples connus vivent en dimension 2 ou
3 : les premiers exemples remontent & Mostow [Mos80] et Deligne-Mostow [DM93], de
nouveaux ont été construits plus récemment (voir [DPP11, DPP16, Der20]).

La principale question vers laquelle tendent mes travaux récents est la suivante : quelles
sont les 3-variétés qui admettent une structure géométrique modelée sur le bord & l'infini
du plan hyperbolique complexe? Le bord a I'infini du plan hyperbolique complexe peut étre
vu comme la sphére S% munie de la structure CR provenant de I'inclusion S® € C2. Une
3-variété M est donc munie d’une telle structure si on peut ’équiper d’'un atlas dont les
cartes sont dans S® et les changement de cartes dans PU(2,1). On parle souvent de structure
géomeétrique au sens d’Ehresmann-Thurston, ou encore de (X, G)-structures, avec dans le
cas présent X = S% et G = PU(2,1). Il s’agit d’une contrepartie hyperbolique complexe aux
structures conformes plates, qui sont modelées sur le bord a I'infini de ’espace hyperbolique
réel. La théorie des structures géométriques associe a cette donnée une représentation
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d’holonomie p : 7 (M) — PU(2,1) et une application développante D : M — S3 qui
est (m1 (M), p)-équivariante. Ces structures ont été étudiées en particulier depuis Burns et
Shneider [BS76] (voir également, par exemple, [KT91], [FG94]). Il s’agit ici d’'une géométrie
non-riemanienne, puisque les stabilisateurs des points ne sont pas compacts.

Je m’intéresse plus particuliérement a la question des uniformisations CR sphériques,
qui apparaissent dans la situation suivante. Soit I' un sous-groupe discret de PU(2,1),
d’ensemble limite A et d’ensemble de discontinuité Q = S\ A. Supposons  non-vide.
Cette hypothése impose que le groupe I' soit “petit”, elle exclut en particulier les réseaux et
I" est donc de covolume infini. On peut former le quotient M = Q/T" qui est une 3-variété (ou
un 3-orbifold), variété a l'infini du quotient H% /T, et on dit alors que le groupe T uniformise
M. Dans le cadre d’une uniformisation, 'image de I'application de développement D est
une revétement de son image €2, et I'image de p est le groupe I' (mais D n’est pas une
surjection sur S%). On connait d’assez nombreux exemples d'uniformisations CR sphériques
de fibrés en cercles sur des surfaces (voir I'introduction du chapitre 5), mais le sujet a connu
un certain renouveau au début des années 2000, lorsque Richard E. Schwartz a produit
plusieurs exemples d’uniformisations CR sphériques de 3-variétés hyperboliques, liés de
prés a des constructions explicites de sous-groupes discrets de PU(2,1), dues notamment a
Goldman et Parker (|[GP92|). L’objet produit par une telle uniformisation est une variété,
ou une orbifold, hyperbolique complexe, de volume infini dont le bord & l'infini est une
variété hyperbolique réelle. Se posent alors de nombreuses questions naturelles. Peut-on
trouver une source d’exemples facile & étudier 7 Peut-on classifier ces objets? Toute 3-
variété hyperbolique peut-elle étre obtenue ainsi 7 Si non, peut-on donner des obstructions ?

Les 3-variétés admettant une uniformisation CR sphériques ont ceci de remarquable
qu’elles héritent d’une structure de contact, qui provient de celle de S2. Cette structure de
contact est automatiquement tendue, car ces variétés sont des bords de variétés symplec-
tiques. La question de construire de telles structures est importante dans le monde de la
géometrie de contact (voir par exemple [CH18]).

Bien qu’on connaisse aujourd’hui davantage d’exemples, la plupart de ces questions
restent sans réponse générale. Les travaux de Schwartz montrent que les groupes triangu-
laires hyperboliques complexes, qui sont des déformations naturelles des groupes triangu-
laires fuchsiens,; sont une source d’exemples (voir le chapitre 5, on nous en donnerons un
résumé). Cependant, comme pour de nombreuses questions liées aux groupes discrets en
géométrie hyperbolique complexe, les aspects techniques restent difficiles.

Suite aux travaux de Schwartz, Falbel a initié un programme dans [Fal08] pour décrire
les représentations des groupes fondamentaux de 3-variétés hyperboliques dans PU(2,1) et
PGL(3,C) qu’il a developpé avec ses collaborateurs (voir par exemple les travaux [BFG14,
BFGT13, FKR15]). Il s’agit d'une généralisation de la méthode proposée par Thurston dans
[Thu| pour construire des structures hyperboliques sur les 3-variétés. Une généralisation
similaire a été également proposée par Garoufalidis et ses collaborateurs (voir [GGZ15,
GTZ15]). L’idée sous-jacente est de construire d’abord la représentation, puis d’analyser
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son image dans ’espoir de prouver qu’elle donne une structure, voire une uniformisation.
Ce dernier aspect est souvent assez ardu, car il repose sur la construction de domaines
fondamentaux en courbure variable.

Le but de ce mémoire est de présenter mes contributions & ces questions. Je les ai
classées en trois parties.

1. Lebut de la premiére partie (chapitre 3) est d’étudier certains aspects de la recherche
de représentations de groupes fondamentaux de 3-variétés dans SU(2,1) et SL(3,C).
Plus précisément, mon but est de mettre en contexte un résultat commun avec
Antonin Guilloux, ot nous décrivons une composante algébrique de la variété de
caractéres du groupe fondamental du complémentaire de U'entrelacs de Whitehead
dans SL(3,C). Ce résultat est exposé dans la section 3.5. Cette composante est
formée des caractéres de représentations qui factorisent par un certain quotient du
groupe de 'entrelacs de Whitehead, qui correspond & un remplissage de Dehn non-
hyperbolique, qui est la somme connexe de deux espaces lenticulaires. Au dela du
fait que trés peu de variétés de caractéres de variétés hyperboliques dans SL(3,C)
sont connues, mon intérét pour ce résultat réside dans le fait que cette composante
donne des représentations faciles & construire du groupe de 'entrelacs de Whitehead,
et surtout, qu’elles sont géométriquement intéressantes. De fait, cette composante
contient les caractéres de nombreuses holonomies d’uniformisations connues & ce
jour. De plus il semble raisonnable d’espérer appliquer cette méthode pour obtenir
des composantes d’autres variétés de caracteres.

2. Dans la seconde partie (chapitre 4) je m’intéresse aux contraintes qui existent sur
les classes de conjugaison dans un sous-groupe de PU(2,1) a deux générateurs. Plus
précisément : supposons qu’'un tel sous-groupe soit engendré par deux transforma-
tions A et B appartenant & deux classes de conjugaisons données C4 et Cp. Soit
W un mot en A et B. Quelles sont les classes de conjugaisons possibles pour W' ?
Posée telle qu’elle cette question est trop difficile : son cas le plus simple, lorsque
W = AB est le fameux probléme de Horn, dont une solution compléte est connue
dans le cadre des groupes compacts ([Res13, BK16]), mais pas en général dans le cas
des groupes de rang 1. Dans le chapitre 4, j’expose tout d’abord certains résultats
connus, principalement das a Falbel-Wentworth [FW09| et Paupert [Pau07], qui
traitent du probléme de Horn pour les classes semi simples de PU(2,1). Puis, je dis-
cute mes contributions (en collaboration avec John Parker [PW15]), qui concernent
le probléme de Horn pour les classes de conjugaisons paraboliques. Enfin, j’expose
des résultats communs avec Julien Paupert qui concernent les contraintes imposées
sur les classes de conjugaisons dans le cas de paires d’isométries (A, B) qui ont la
propriétés d’étre décomposables, c’est & dire de pouvoir s’écrire sous la forme

A= 11]2 et B= 1213,
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ol les I, sont des involutions isométriques. L’intérét de I’existence d’une telle décom-
position est de ramener ’étude du groupe (A, B) a celle d’un groupe triangulaire.
Ces résultats proviennent des travaux [PW17¢c| et [PW17b].

3. Dans le chapitre 5, je m’intéresse plus directement aux uniformisations. Aprés un
panorama de certains résultats connus, je propose dans la section 5.2.2 une mé-
thode pour rechercher des représentations en passant par des remplissages de Dehn
analogues & celui considéré dans le chapitre 3. Plus précisément, étant donné une
3-variété hyperbolique M, je propose d’étudier les représentations de 71 (M) dans
PU(2,1) qui factorisent par un quotient de 71 (M) qui est un produit libre de deux
groupes finis. Topologiquement, il s’agit de trouver des remplissage de Dehn de M
qui sont des sommes connexes de deux espaces lenticulaires. Ceci motive a posteriori
les questions du chapitre 4. En effet, I'image d’une représentation qui factorise par
un tel quotient est engendrée par deux éléments elliptiques d’ordre fini. Or pour ob-
tenir des uniformisations, il est naturel d’imposer certaines contraintes sur les classes
de conjugaison. Ainsi, pour uniformiser un variété hyperbolique a cusps, on impose
souvent que les éléments périphéraux soient paraboliques. Je présente ensuite mon
travail commun avec John Parker [Wil07] en 'interprétant comme un exemple d’ex-
ploration d’une famille de représentations obtenues par cette métode. Nous avons
baptisée cette famille de représentation franche de Riley hyperbolique complere en
référence & une famille bien connue en géométrie des groupes kleiniens. Dans la
section 5.4 du chapitre, je présente un résultat commun avec Antonin Guilloux et
Elisha Falbel [FGW20], ou nous construisons une métrique de Finsler sur les va-
riétés CR uniformisées. Ce travail repose principalement sur une généralisation des
géométries de Hilbert & certaines classes d’ouverts non convexes de l’espace projectif
complexe.

J’ai essayé d’écrire ces trois chapitres de maniére a ce qu’ils soient lisibles de maniére
indépendante. J’ai par exemple inclu pour chacun une assez longue introduction pour
exposer mes motivations et certains résultats connus. J’ai également inclu un chapitre
contenant une présentation rapide de l'espace hyperbolique complexe (chapitre 2), et un
chapitre contenant des questions et perspectives de recherche pour les prochaines années
(chapitre 6)
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Chapitre 2

L’espace hyperbolique complexe.

2.1 Description

2.1.1 Description ensembliste

La maniére la plus élémentaire de décrire I’espace hyperbolique complexe est de pas-
ser par un modéle projectif. Toute forme hermitienne (-,-) de signature (n,1) sur C**!
donne une partition de C"*! en trois cones, négatif, nul et positif, qui sont invariants sous
'action du groupe unitaire de (-, -). Notons ces trois cones V=, V9 et VT respectivement.
Ensemblistement, I'espace hyperbolique complexe Hf est la projection du coéne V™~ sur
CP™. Le choix d’une forme hermitienne particuliére sur C**! donne donc un systéme de
coordonnées sur H¢.. Les deux modeles que nous utiliserons dans ce texte sont les suivants.
Toutes les matrices sont données dans la base canonique de C™*1, notée (e;);.

1. Le modéle de la boule, est associé & la forme hermitienne donnée dans la base cano-

m-[r ]

On a donc dans ce cas (Z, Z) = |Z1|*> + - -+ | Zp|?> — | Zns1|?. La projection du cone
négatif de H; dans I’espace projectif est la boule unité de C” vu comme la carte

nique de C"*! par la matrice

affine Z, 11 = 1.
2. Le modéle de Siegel, associé a la forme hermitienne donnée dans la base canonique
par
1
Hy = I
1

12
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Cette fois (Z,Z) = Z1 Znt1 + Zn+17Z1 + | Za|* + - - +|Zn|?, et le cone négatif de Hy
se projette sur le domaine de Siegel défini par 2Re (Z1) + | Z2|?> +--- + |Zn|> < O
(toujours dans la carte affine {Z,41 = 1}).

On peut penser & ces deux modéles comme représentant H vu respectivement d'un point
a l'intérieur de HE (qui est le centre dans le modéle de la boule), et d'un point au bord
de H (qui est le point P(eq), seul point de 'adhérence du domaine de Siegel & n’étre pas
contenu dans la carte affine Z,,11 = 1). Les chapitres 3 et 4 de [Gol99] discutent ces deux
modeéles en grands détails. Il est souvent trés utile de changer de modéle pour adapter les
coordonnées au probléme considéré (voir par exemple [HP96, Mos80, Par08, PP09]).

Remarque 2.1.1. Dans le cas ou n = 1, les deux domaines ci-dessus deviennent respective-
ment le disque unité et le demi-plan gauche de C.

2.1.2 La métrique hyperbolique complexe

On peut alors munir P(V ™) d’une métrique hermitienne PU(n,1)-invariante de la ma-
niére suivante. Identifions I'espace tangent a H en un point p & 'espace Hom(Cp, ph), ot
p est un relévement quelconque de p & C**1, et p est 'orthogonal de Cp pour la forme
H. Un vecteur tangent se voit alors comme une application linéaire a : Cp — p=, et 'on
pose pour deux vecteurs tangents « et 3

(p,p) @1

Cette quantité est indépendante du relévement de p choisi. Si 'on fixe un relévement de
p tel que (p,p) = —1, on peut identifier plus directement 1’espace tangent en p a pt et
I’expression 2.1 devient

h(u,v) = 4(u,v). (2.2)

La constante multiplicative 4 est ici choisie pour que la courbure sectionelle de la métrique
riemanienne associée soit pincée entre —1 et —3 (voir (2.7)). En décomposant la métrique
hermitienne sous la formne

h=g+iw,

on obtient une métrique riemanienne g et une forme symplectique w compatibles, faisant de
Pespace hyperbolique complexe une variété kiahlerienne (voir par exemple la section 3.1.3
de [Gol99]).

On peut également décrire cette métrique via la structure d’espace symétrique de l'es-
pace hyperbolique complexe. Considérons U(n,1), le groupe unitaire de la forme hermi-
tienne Hy ci dessus. Alors H est le quotient

PO by < vy (23)
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Dans ce quotient, P(U(n) x U(1)) désigne le compact maximal de PU(n,1), qui est le
stabilisateur du point P(ey,+1). On retrouve le modéle projectif de Hy puisque U(n,1) agit
transitivement sur les droites du cone négatif. L’algebre de Lie de PU(n,1) est su(n, 1), et
ses éléments s’écrivent

u z N n
M(u,z) = L* —tr(u)} ,olt u € su(n) et z € C".

L’involution de Cartan associée au compact maximal est donnée par M (u, z) — M (u, —z).
L’algebre de Lie se décompose donc sous la forme

su(n,1) = £ @ p, (2.4)

ou t = {M(u,0),u € su(n)} et p = {M(0,z),z € C"} sont respectivement les espaces
propres de l'involution de Cartan ci-dessus associés aux valeurs propres 1 et —1. Le sous-
espace p s’identifie a I'espace tangent & Hf au centre de la boule, et la métrique est la
forme de Killing sur ce sous-espace. Cette derniére est donnée par

VX,Y € su(n,1), B(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)) = 2tr(XY) (2.5)

n+1
Le facteur multiplicatif n%rl sert ici & normaliser la courbure sectionelle de sorte qu’elle
soit pincée entre —1 et —%. On peut en effet estimer la courbure sectionelle de la maniére
suivante. Tout 2-plan tangent & Hf en un point p est PU(n,1)-équivalent a un 2-plan
tangent a l'origine de la forme

1 i sin(t)]
cos(t)
Vi = vect(u,v;) ot u = [0 et v, = 0 , avec t € [—m, 7] (2.6)

La courbure sectionelle de V; s’exprime alors au moyen de la forme de Killing et du crochet
de Lie (voir par exemple Ch. V section 3 de [Hel01]) :

B B([u, v], [u,v]) _ 3cos?(t) — 4
es(u,v) = B(u,u)B(v,v) — B(u,v)? 4 ' 27)

On en déduit donc que la courbure sectionnelle de Hf: est pincée entre —1 et —i.
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FIGURE 2.1 — Les valeurs de la courbure sectionnelle du plan V; en fonction de ¢.

2.1.3 La distance hyperbolique complexe

On peut montrer par un calcul simple que la distance associée & la métrique riemanienne
décrite ci-dessus peut s’exprimer sous la forme

cosh (7)) — e (25)

2 (m, m)(n,n)

Cette expression est trés analogue a 'expression classique de la distance de I'espace hyper-
bolique réel, ou & la distance de Fubini-Study sur ’espace projectif complexe. Le passage
des expressions locales 2.1 et 2.2 & 'expression intégrée 2.8 est explicité & la section 3.1.7
de [Gol99]. On peut retrouver 'expression (2.2) par un calcul “a la Hilbert”, en différentiant
I’expression cosh?(d(m, m + tu)/2) at = 0, ot u est un vecteur tangent en m.

2.1.4 Sous-espaces totalement géodésiques

Les sous espaces totalement géodésiques de Hg sont de deux types :

1. Les sous-espaces totalement réels : ce sont les plongements totalement géodésiques
de H]”f§ dans H pour k =1,...,n, de courbure sectionelle constante égale & —1/4.
Dans le modéle de la boule, ils sont tous PU(n,1)-équivalent a R¥ NHE. Pour k = n,
ce sont des sous-espaces lagrangiens de H.

2. Les sous-espaces complexes : ce sont les plongements totalement géodésiques de Hé
dans H¢ pour k=1...n—1.



CHAPITRE 2. L’ESPACE HYPERBOLIQUE COMPLEXE. 16

Puisque la courbure sectionelle n’est pas constante, il n’existe pas dans H¢: d’hypersurface
(réelle) totalement géodésique. Explicitons les sous-espaces totalement géodésiques dans le
cas particulier ot n = 2.

Points. Les points de H(% sont, on I'a vu, les projectivisés des directions négatives
de (-,-). Tout point p porte une involution, qui est donnée par

(Z,p)
(p,p)

1,(2) =~z + 22 Py, (2.9)
ol p est un relévement quelconque du point p. Ces involutions sont celles qui
donnent & H(% sa structure d’espace symétrique riemannien.

Géodésiques. Soient p et ¢ deux points au bord de H%, c’est a dire tels que
tous reléevements satisfont (p,p) = (q,q) = 0. On peut choisir des relévements
normalisés de sorte que (p,q) = —1. Un relévement de la géodésique reliant p & ¢
paramétré par la longueur d’arc est donné par

¥(t) = eip+e2q (2.10)

Droites complexes. Une droite complexe L est 'intersection avec H% de la pro-
jection sur CP? d’un plan complexe de C? qui intersecte le cone V. Ces plan sont
tous orthogonaux a une droite de V. Un vecteur directeur de cette direction s’ap-
pelle un wvecteur polaire de L. Toute droite complexe porte une unique involution
R;, la réflexion complexe par rapport & L, qui est donnée par le relévement.

(Z,¢c)

RL(Z) =—7Z+2 (C,C)

c,

ot ¢ est polaire a L. L’expression (2.7) montre que pour ¢ = £7 le plan V%
est tangent & une droite complexe, et la courbure sectionnelle est alors —1. La
grassmanienne des droites complexes de H% s'identifie au complémentaire de la
fermeture de H(QC, qui peut étre vu comme ’espace homogéne

PU(2,1

( )/U (1,1)
qui est naturellement muni d’une métrique pseudo-Hermitienne de signature (1, 1).
Il s’agit de I’espace hyperbolique pseudo-Hermitien Hél (voir par exemple la section
12.2 de [Wolll]| pour une description des espaces hyperboliques généralisés ou la
section 5 de [Web93] pour ce cas particulier).

Plans réels. Un plan réel est 'intersection avec H(QC du projectivisé d’un sous espace
Lagrangien de C? (pour la forme symplectique Im ({-,-))). De méme que ci-dessus,
on constate sur (2.7) que lorsque t = 0, le plan V{) est tangent a un plan réel, et est de
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courbure sectionnelle —i. Les plans réels portent une involution anti-holomorphe,
qui dans le cas de R? N H?C est la conjugaison complexe. Nous appellerons ces
involutions des réflexions réelles. Pour les manipuler, il est intéressant d’utiliser ce
que nous appellerons parfois des matrices de Souriau, en référence a [Sou76|. Etant
donné un plan réel V' de réflexion oy, il existe une matrice M € SU(2,1) unique a
multiplication prés par une racine cubique de 'unité, telle que

MM =TI et Vm € H%, oy (m) = P (M - ). (2.11)

Lorsque V est le R-plan standard Hﬁ, on peut prendre pour matrice de Souriau de
V' lidentité. Puisque PU(2,1) agit transitivement sur la grassmanienne des plans
réels, on obtient en conjugant des matrices de Souriau pour tous les plans réels : si
A € SU(2,1) envoie le plan réel standard un un plan réel P, alors la réflexions par
rapport & P est représentée par la matrice de Souriau AA~!. Notons au passage
que si V7 et V5 sont deux plans réels dont les réflexions sont o1 et o9, représentées
par les matrices de Souriau M; et My, alors l'isometrie o1 o o9 est holomorphe et
se reléve & U(2,1) en M M,. L’ensemble des plans réels s’identifie naturellement &

I’espace homogeéne
PU(2,1

et ’ensemble des matrices de Souriau fournit un modéle pour cet espace homogéne
qui est une sous-variété de PU(2,1). La métrique sur cet espace homogeéne provient
de la forme de Killing, elle est de signature (2,3) dans le cas de PU(2,1).

2.1.5 Les bisecteurs

Les bisecteurs sont les hypersurfaces équidistantes de deux points de Hf. Nous allons
donner quelques éléments sur leur structure dans le cas ot n = 2. Les bisecteurs ne sont pas
totalement géodésiques, mais admettent un double feuilletage totalement géodésique, que
nous allons décrire rapidement. De trés nombreux détails sur la géométrie des bisecteurs
se trouvent dans les chapitres 5, 8, 9 de [Gol99].

Soient deux points p et ¢ de HE. Notons B(p, ¢) 'ensemble des points de H% qui sont
équidistants de p et ¢q. Notons X 'unique droite complexe qui les contient. L’intersection
de B(p,q) est une géodésique o contenue dans o. Nous appellerons o (resp. X) la spine
réelle (resp. spine complexe) du bisecteur B(p,q). On peut alors décrire B(p, q) de deux
maniéres différentes.

Feuilletage par des droites complexes. Le bisecteur B(p, q) est 'image inverse
de o par la projection orthogonale sur X. les fibres de cette projection sont des
droites complexes, qui forment donc un feuilletage de B(p, q).
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Feuilletage singulier par des plans réels. Le bisecteur B(p, q) est la réunion de
I’ensemble de tous les plans réels qui contiennent la géodesique o. Il existe un cercle
de tels plans réels, qui forme donc un feuilletage singulier de B(p, q).

Les feuilles des deux feuilletages décrits ci-dessus s’appellent les tranches réelles et com-
plexes de B(p, q). Les bisecteurs peuvent étre simplement décrit par des équations impli-
cites : si p et ¢ sont deux points de Hf et que I'on a choisi des relevements vérifiant

(p,pP) = (q,q),

alors 'expression (2.8) montre directement qu’un point z € HF est sur B(p, ¢) si et seule-
ment si

‘(p,ZH = ’<q7 Z)’, (2~13)

ol z est un relévement quelconque de z & C*HL.

2.2 Le bord a l’'infini

Le bord a l'infini de Hf s’identifie a 'image par projectivisation du cone nul de la
forme hermitienne sur C"*!. Dans le cas de modeéle de la boule il s’agit donc la sphére
52—l En tant quhypersurface de C", il hérite d’une structure CR, qui est un champ
d’hyperplans tangents complexes (voir par exemple la section 7.1 de [Bog91]). En tout
point p de O HE, I'hyperplan complexe tangent est le plus gros sous-espace de TPSQ"*1
stable par la structure complexe. Il est donc défini par

H, = T,8*" ' nJT,5*" . (2.14)

En termes projectifs, cet hyperplan peut étre décrit comme la projection du noyau (com-
mun) des formes linéaires associées a p :

H, = P (ker(-,p)). (2.15)

Le bord de H s’identifie a la compactification a un point du groupe de Heisenberg H2L
étant donné un point au bord de Hf, le stabilisateur unipotent de p est isomorphe a H2n—1
et agit simplement transitivement sur S?"~1\ {p} (voir la section 2.3.3 o1l ceci est explicité
pour n = 2). Dans ce contexte, le champ d’hyperplans H), coincide avec la structure de
contact de H2"~ 1,

Ezxemple 2.2.1. Explicitons ces éléments dans le cas particulier ot n = 2. Utilisons pour
cela le modeéle de Siegel. Dans ce modéle, tout point de (H% U GH%) \ 0o admet un unique
relévement a C? du type

—|z|2 —u+it
Plot) = 22 ,avec z € C,t € R,u € Ryg. (2.16)
1
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Le bord de H(% correspond aux points pour lesquels u = 0. La coordonnée u est la hauteur
de 'horosphére centrée en oo sur laquelle p est situé, et I'on appelle le triplet (z,¢,u) les
coordonnées horosphériques du point considéré. On utilisera souvent la notation

[2,1] = (2,¢,0), (2.17)

et nous appellerons la paire [z, t] les coordonnées de Heisenberg d’un point au bord. L’iso-
métrie parabolique unipotente P, ; définie en (2.28) est I'unique isométrie unipotente qui
envoie l'origine [0, 0] sur le point [z, t]. Dans ces coordonnées, le champ de droites complexes
Hp, est le noyau de la 1-forme

a = dt — 2zdy + 2ydx ot z = x + iy.

A tout point go de O-HE est associée une famille de distances sur OHE \ ¢oo qui
sont proportionnelles les unes aux autres. Etant donné un relévement q. de ¢, On peut
représenter tout point p de HE U 0o HE \ {¢oo} par un relévement uniquement déterminé
par la condition

(P,ds) =1 (2.18)

On peut alors montrer que 'on défini une distance sur dooH \ {¢o} en posant

d(p1,p2) = |(p1,p2)]7, (2.19)

ol p1 et py sont les relevements associés & qo par (2.18). Cette distance est la distance de
Cygan associée & qoo. Un calcul simple montre que si 'on change qoo €n Aqeo, la distance

de Cygan change selon

d
d— —.
A
Nous renvoyons aux notes de John Parker [Par| pour plus de détails sur cette distance.
Signalons quelques faits notables. (section 4.3 de |[Par]) :

1. la distance de Cygan s’étend en une distance non-compléte sur HE U O HE \ {¢oo },
qui joue le role de la distance euclidienne sur le demi-plan supérieur (I’expression
2.19 donnée ci-dessus n’est alors valable que si I'un des deux points p; et py est au
bord).

2. la distance de Cygan n’est pas une métrique de longueur : il existe des paires de
points dont la distance de Cygan est inférieure & la longueur de toute courbe les
reliant.

3. La métrique de Carnot-Carathéodory sur le groupe de Heisenberg est la métrique
intérieure de la métrique de Cygan : la distance entre deux points est le 'infimum
de la longueur de Cygan des courbes rectifiables reliant ces deux points (voir par
exemple [DD16]).
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FEremple 2.2.2. Dans le modeéle de Siegel de H(%, considérons le cas ou le point ¢ est le
point & l'infini, et choisissons le relévement donné par

1
Qoo = |0] . (2.20)

[an}

Le relévement associé a qu est alors celui donné par (2.16). La distance de Cygan de deux
points p; = [z1,t1] et po = [22, t2] est donnée par

1
d(p1,p2) = ||21 — 22|* +i(t1 — b2 + 2Im (2172)) |2 (2.21)

On peut alors définir la sphére isométrique d’une transformation qui ne fixe pas le point
choisi pour définir la distance de Cygan.

Proposition 2.2.1. Soit goc un point de O HE, oo un relévement de g, et d la distance
de Cygan associée. Soit A € PU(n, 1) une transformation telle que Agoo # oo Alors il
existe une unique sphére Z(A) de la distance d telle que

Vp1,p2 € SN OHE, d(Ap1, Apz) = d(p1,p2) (2.22)

La sphére de Cygan ci-dessus s’appelle la sphére isométrique de A, et elle ne dépend pas
du choiz du relévement qoo.

La spheére isométrique de Cygan est 'analogue hyperbolique complexe de la sphére
isométrique classique en géométrie hyperbolique réelle, pour laquelle (2.22) est remplacée
par une égalité en distance euclidienne. Nous renvoyons a la section 4.3 de [Ratl9], ou
I’analogue réel du résultat ci-dessus est démontré. 1l est facile d’adapter la preuve au cas
complexe. On vérifie facilement que la sphére isométrique de A est définie par les équations
suivantes

T(4) = {p e HEUOHE : [(p.aw)| = [(p. A7 (ax))| = [(A(B).aw)|}  (2:23)

La sphére isométrique d'un élément s’étend & HE en un bisecteur, que nous noterons
toujours Z(A). On peut alors définir I'extérieur (resp. l'intérieur) de Z(A) comme étant la
composante de H \Z(A) qui contient g (resp. qui ne contient pas ¢ ). Comme le montre
le lemme 2.2.1 ci-dessous, ’ensemble des sphéres isométriques des éléments d’un groupe
I" est naturellement muni d’appariements, ce qui en fait un outil utile pour fabriquer des
domaines fondamentaux, en particulier pour construire le domaine de Ford d’un groupe
discret (voir 9.3 dans [Gol99], et la section 5.3.2 du chapitre 5).

Lemme 2.2.1 (Section 5.4.5 of Goldman [Gol99]). Soit A € PU(n,1) une isométrie de
H% ne fizant pas ¢oo-
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1. La transformation A envoie T(A) sur T(A™Y), et Vintérieur de Z(A) sur Uextérieur
de T(A™Y).

2. Pour tout B € PU(2,1) fizant q et tel que la valeur propre correspondante soit de
module 1, on a T(A) = Z(BA).

2.3 Les classes de conjugaisons de PU(2,1)

La division classique entre isométries hyperboliques elliptiques et paraboliques laisse
place & quelques subtilités qui auront leur importance dans les questions que nous allons
traiter. Je me permets donc de revenir rapidement dessus. Notons donc L, £ et P respec-
tivement ’ensemble des classes de conjugaisons loxodromiques, elliptiques et paraboliques
de PU(2,1). Nous dirons qu'une valeur propre de A € SU(2,1) est de type positif (resp.
type nul, resp. type négatif ) si elle correspond & un vecteur propre de norme positive (resp.
nulle, resp négative).

2.3.1 Classes loxodromiques.

Toute isométrie loxodromique est déterminée uniquement par sa longueur de translation
(mesurée le long de son axe), et son angle de rotation autour de son axe. En termes
matriciels, toute isométrie loxodromique est conjuguée & celle donnée dans le modéle de
Siegel par

A0 0
Ly=10 XAt o0 |, (2.24)
0o 0

avec |A| > 1 (la valeur propre attractive de L)). Le paramétre A est uniquement déter-
miné & multiplication prés par une racine cubique de 'unité (qui correspond aux choix
parmi les trois relévements & SU(2,1) d’un élément de PU(2,1)). L’ensemble des classes de
conjugaisons loxodromiques s’identifie donc au cylindre :

L~ S x(0,+00).
On voit donc que £ est homeomorphe au cylindre S* x RT en écrivant
A =re /3, (2.25)

Le parametre 6 est I’ angle de rotation de Ly, et la longueur de translation de L) est donnée
par £ = 2In|\|. La valeur propre de module 1 d’un élément loxodromique ne détermine
donc pas sa classe de conjugaison, mais détermine la génératrice verticale du cylindre
L = S' x R, alaquelle elle appartient.



CHAPITRE 2. L’ESPACE HYPERBOLIQUE COMPLEXE. 22

2.3.2 Classes elliptiques

Les éléments elliptiques de PU(2,1) peuvent étre réguliers ou spéciaux.

— Un élément elliptique F est dit régulier : lorsqu’il provient d'un élément régulier de
SU(2,1) c’est a dire a valeurs propres distinctes. Dans ce cas, F a exactement trois
points fixes dans CP?. Deux d’entre eux sont extérieurs a H% et sont polaires & deux
droites complexes stables par E. Ces deux droites s’intersectent orthogonalement
en le troisiéme point fixe de E. En particulier,F a un point fixe isolé dans H%.

— Un élément elliptique E est spécial lorsque tout relévement de F admet une valeur
propre double. Cette condition est équivalente au fait que F fixe point par point
une droite projective L dans CP'. La position relative de L par rapport a H% donne
encore deux cas.

1. Soit L coupe H(QC, et dans ce cas E fixe point par point L N H% et agit comme
une rotation autour de L. On appelle alors E une réflexion complexe par rapport
a une drotte.

2. Soit L ne rencontre pas la fermeture de H(QC, et dans ce cas L est duale & un
point p € H%. L’isométrie E fixe alors p et agit comme une rotation sur toutes
les droites passant par p. On appelle alors E une réfiexion complexe par rapport
a un point. Dans ce cas encore, E a un point fixe isolé dans H%.

En termes matriciels, toute isométrie elliptique correspond dans le modéle de la boule a
une matrice diagonale du type
ei91
ei2 . (2.26)
1

La classe de conjugaison de E est uniquement déterminée par sa paire d’angles, c’est
a dire la paire non-ordonnée {01, 602}. Les réflexions complexes par rapport a des droites
correspondent au cas ot 81 = 0 ou 02 = 0, les réflexions complexes par rapport a des points
correspondent au cas ot 01 = 6. Le spectre du reléevement de F & SU(2,1) ne détermine
pas la classe de conjugaison de F : il faut également connaitre le type des vecteurs propres
pour se ramener & une forme telle que (2.26). Cette discussion nous permet d’identifier £
au quotient du tore S x S* par Iinvolution (6, 602) — (62,601). Autrement dit, on peut
voir € comme le quotient

{(61,62) € [0,27]%,02 < 61}/{(6,0) ~ (27,0)}. (2.27)

I’engemble des classes de conjugaisons elliptiques £ est donc homéomorphe & une bande de
Mobius (voir la figure 2.2). Les classes de réflexions complexes forment dans cette bande de
Mbo6bius un bouquet de deux cercles. Le premier, que nous noterons Cjy, est formé des classes
de réflexions complexes par rapport & des points, et forme le bord de &£, c’est le quotient
de la diagonale par I'identification de ses extrémités. Le second, que nous noterons C; est
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I’ensemble des classes de réflexions complexes par rapport a des droites. Il est 'image dans
le quotient de la réunion des deux c6tés horizontaux et verticaux du triangle.

(27, 2m)

(0,0) 2m,0)

FIGURE 2.2 — L’ensemble des classes
de conjugaison elliptiques de PU(2,1).
Les identifications sont indiquées par les
fléeches. Le segment pointillé correspond
aux elliptiques qui préservent un H%&
plongé totalement géodésiquement.

H

=0

FiGURE 2.3 — Le cylindre des classes de
conjugaisons loxodromiques. La généra-
trice H correspond a A réel dans (2.24),
donc aux isométries loxodromiques qui
préservent un H%{ plongé totalement géo-
désiquement.

Les réflexions complexes ne sont donc pas en général des involutions, mais chacun des
deux types d’elliptiques non réguliers fournit une classe de conjugaison d’involution.

1. Les réflexions complexes d’ordre deux par rapport & des points. Elles sont conjuguées
dans le modéle de la boule & (21, 2z2) — (—21, —22). Nous les appellerons souvent
des involutions centrales (ce sont elles qui donnent & H% sa structure d’espace

symétrique riemannien).

2. Les réflexions complexes d’ordre deux par rapport & des droites. Elles sont conju-
guées dans le modeéle de la boule & (z1,22) — (21, —22). Nous les appellerons

souvent des symétries complezes.

2.3.3 Classes paraboliques

Les isométries paraboliques sont celles dont les reléevements a SU(2,1) ne sont pas
diagonalisables. Une isométrie parabolique est dite unipotente si elle admet un relévement
unipotent & SU(2,1). Dans le cas contraire, elle est appelée un wissage (screw-parabolic,
voir [CGT4] or [Gol99]). Les isométries paraboliques unipotentes sont dites 2-step ou 3-
step, selon que le polynéme minimal de leur relévement unipotent est (X —1)2 ou (X —1)3

(voir la section 3.4 de [CGT74]).
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L’ensemble des isométries paraboliques unipotentes fixant un point donné p au bord de
H?C s’identifie au groupe de Heisenberg de dimension 3. Pour s’en rendre compte, on peut
toujours supposer que dans le modéle de Siegel, p est le point a 'infini, représenté par le
vecteur [1,0,0]7. Le bord est alors muni des coordonnées [z,¢] décrites en 2.2.1. Il existe
alors un unique parabolique unipotent qui envoit I’origine [0, 0] sur un point [z, t] fixé, qui
est donné par la matrice

1 —2vV2 —|z]2+it
T.g=10 1 zv/2 (2.28)
0 0 1

On vérifie facilement que les unipotents 2-step sont ceux pour lesquels z = 0. La loi de
groupe apparait en composant deux telles transformations :

[z,t] - [w, s] = [z + w,t + s + 2Im (zw)]. (2.29)

Les vissages, eux, sont tous conjugués & 'une des transformations données par une matrice
de U(2,1) comme suit

1 0 =i
Pf=10 ¢ o0]. (2.30)
0 0 1

En particulier, les vissages pour lesquels § = 0 sont les paraboliques unipotents 2-step.
Géométriquement, ces transformations préservent une droite complexe (ici la droite polaire
4[0,1,0]7). Elles agissent en restriction & cette droite comme une isométrie parabolique du
disque, et tournent autour de cette droite avec un angle 6. En coordonnées de Heisenberg,
on observe :

Py [z, 1] = [e?2,t £ 1],

d’ol1 le terme de vissage. Notons que P9+ et P, ne sont pas conjuguées entre elles dans
PU(2,1). En effet, 'action de Pei induit une orientation du bord de sa droite complexe
stable, qui peut ou pas coincider ou pas avec celle provenant de la structure complexe,
selon que l'on considére P; ou P, . En revanche, on peut conjuguer P; a P, par une
isométrie antiholomorphe.

2.3.4 L’espace des classes de conjugaison de PU(2,1).

Notons maintenant G l'espace des classes de conjugaison de PU(2,1). En tant qu’espace
topologique (muni de la topologie quotient), cet espace n’est pas séparé. Plus précisément,
les classes de conjugaisons de réflexions complexes d’angle 6 non-nul par rapport a des
droites ont les mémes voisinage que les vissages d’angle 6. De méme, 'identité et les
classes paraboliques unipotentes partagent les mémes voisinages. Dans cette situation, il
est coutumier de considérer alors le plus gros quotient séparé de G, que nous noterons ¢(G).
Il est obtenu en identifiant les points qui ont les mémes voisinages.
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1. Premiérement, ¢(G) contient 'ouvert dense G formé des classes réguliéres semi-
simples (c’est a dire elliptiques réguliéres ou loxodromiques). Autrement dit G™Y9 =
Em9 U L.

2. Deuxiémement, le complémentaire de G"Y dans ¢(G) est ensemble des classes de
bord, qui correspondent aux isométries paraboliques et aux réflexions complexes.
Nous le noterons B. Il est formé par toutes les classes équivalentes & un point de
Co U ;.
Plus visuellement, on obtient ¢(G) en collant la bande de Mébius £ et la fermeture du
cylindre £ ~ {|z| > 1} en identifiant {|z| = 1} et le cercle C}. Pour finir, notons que
(o]

L et £ sont lisses, alors que les points de B ne le sont pas. Par exemple, un point de B
correspondant & une réflexion par rapport a une droite admet des voisinages arbitrairement
petits formé de trois demi disques (deux dans & et un dans £). Le récent travail [Aco20]
contient une une jolie description de cet espace de classes de conjugaisons en termes de
quotient GIT pour les formes réelles.

Comme dans le cas classique de PSL(2,R) ou PSL(2,C) le type d’une isométrie est
déterminé —presque— par la trace de I'un de ses relévements a SU(2,1). La proposition
suivante est énoncée au chapitre 6 de [Gol99| (voir Figure 2.4).

Proposition 2.3.1 (Goldman). Soit f la fonction définie sur C par :
f(z) = |2|* — 8Re (%) + 18]2|* — 27. (2.31)

Alors, pour toute isométrie g € PU(2,1) donl une relevement est A € SU(2,1) :
— g est elliptique régulié¢re si et seulement f(tr(A)) < 0.
— g est lozodromique si et seulement si f(tr(A)) > 0.
— g est elliptique spéciale ou un vissage si et seulement si f(tr(A)) =0 et tr(A) # 3w,
ot w est une racine cubique de 'unité.
— g est unipotent ou l'identité si et seulement si tr(A) = 3w.

Le polynéme f de la proposition 2.3.1 est le discriminant du polynéme caractéristique
de f exprimé en termes de la trace de A.

2.4 Quelques invariants de configurations de points.
A tout triangle (p1, p2, p3) de HE U0 HE on peut associer un nombre réel A en posant

A(p1,p2,p3) = arg (—(p1, P2(P2: P3)(P3, P1)) - (2.32)
Cette quantité ne dépend pas des choix de relévements, et est clairement PU(n,1)-invariante.

Définition 2.4.1. La quantité définie par (2.32) est 'invariant de Cartan du triangle
(P12, p3)-
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FIGURE 2.4 — Le lieu nul du polynéme f, inscrit dans le cercle de rayon 3 centré en 'origine.

On peut alors classifier les triangles modulo isométrie holomorphe.

Théoréme 2.4.1 ([Bre90, Pra05]). Un triangle de HE est déterminé modulo laction de
PU(n,1) par les longueurs de ses cotés et son invariant de Cartan.

Lorsque le triangle n’a pas de sommet & I'infini, on peut facilement exprimer I’ensemble
des valeurs prises par l'invariant de Cartan en fonction des longueurs des cotés en écrivant
le fait que la matrice de Gram du triplet (p1,p2,ps3) doit étre de déterminant négatif ou
nul, puisque la restriction de la forme hermitienne au sous-espace Vect(pi, p2, p3) est de
signature (+, +, —) (le déterminant peut étre nul lorsque les trois vecteurs sont liés, auquel
cas le triangle est inclu dans une droite complexe) . On obtient alors l'inégalité suivante

1 + 2(cosh (¢1) + cosh (¢3) + cosh (¢3))

A>
o8 2 cosh (¢1/2) cosh (¢2/2) cosh (¢3/2)

(2.33)

ou /; désigne la longueur du coté p;_1p;+1, les indices étant pris modulo 3. Nous renvoyons
a [Bre90, Pra05| pour des calculs explicites. L’invariant de Cartan mesure donc la forme
du triangle A une fois fixées les longueurs de ses trois cotés. Ceci s’exprime par l'identité

1
A(p17p27p3) = 2/Awa (234)

ol w est la forme de Kihler, et 'intégrale est prise sur un simplexe a cotés géodésiques
construit sur le triangle (p1, p2, p3). Il s’agit donc d’une aire complexe (voir la section 7.1.4.
de [Gol99] pour des calculs explicites). En particulier,

1. Le triangle (p1, p2, p3) est contenu dans un plan réel si et seulement si son invariant
de Cartan est nul.

2. Le triangle (p1,p2,ps3) est contenu dans une droite complexe si et seulement si son
invariant de Cartan est extrémal (c’est & dire si (2.33) est une égalité).
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Il découle directement de (2.34) la propriété de cocycle suivante :

Y(p1,p2, p3, pa) € (HE)Y, A(p1, pa, p3) — A(p1,p2,p4) + A(p1, p3, pa) + A2, p3,p4) = 0
(2.35)

Le cas particulier des triangles idéaux est intéressant en soi.

Proposition 2.4.1. L’nvariant de Cartan prend des triangles idéauz prend toutes les
valeurs de Uintervalle [—7/2,7/2]. Deuz triangles idéauzx sont PU(n,1)-équivalents si et
seulement st ils ont méme invariant de Cartan.

Remarque 2.4.1. Le fait qu’un triangle d’invariant de Cartan extrémal soit contenu dans
une droite complexe est & l'origine de larges généralisations, notamment concernant les
représentations de groupes de surfaces dans les espaces symétriques hermitiens (voir [Tol89,
BIW10]).

On peut définir un birapport bien adapté a I'espace hyperbolique complexe de la ma-
niére suivante.

Définition 2.4.2. Soit (p1,p2,p3,p4) un quadruplet de points deux a deux distincts de
¢ UOHE. Le birapport hermitien de (p1,p2, p3,ps) est la quantité

(P3, P1) (P4, P2) (2.36)

X<p17p27p37p4) = )
(P3, P2) (P4, P1)
oll p; est un relévement de p; a C*F1,

Le birapport hermitien est bien str PU(n,l)-invariant. Nous renvoyons a [KR87]|, au
chapitre 7 de [Gol99], ainsi qu’a [Will6| pour des exposés des nombreuses propriétés de ce
birapport. Notons tout de méme un lien entre le birapport et l'invariant de Cartan :

X (p1, 2, P3s 1) X (D2, D3, D1, pa) = X(p1, p3, pa, pa)e> A1 P2P3), (2.37)



Chapitre 3

Représentations

Nous allons décrire dans ce chapitre quelques résultats sur certaines variétés de carac-
téres : nous commencerons par les variétés de caractéres du groupe libre & deux générateurs
dans SL(2,C) et SL(3,C), avant de nous tourner vers les représentations du groupe fon-
damental d’une variété hyperbolique réelle dans SL(3,C). Le but de ce chapitre est de
présenter un résultat commun avec Antonin Guilloux, sur les représentations du groupe
fondamental de Pentrelacs de Whitehead dans SL(3,C). En voici un énoncé, que nous pré-
ciserons dans la section 3.5.

Théoréme 3.0.1. /[GW18] La SL(3,C)-variété de caractéres du groupe de lentrelacs de
Whitehead admet une composante algébrique formée par les caractéres des représentations
qui factorisent par un certain remplissage de Dehn.

Mon intérét particulier pour cette composante tient au fait qu’elle contient de nombreux
exemples de caractéres d’holonomies d’uniformisations CR sphériques, objets encore assez
mystérieux et mal compris, que nous discuterons plus avant au chapitre 5.

3.1 Introduction

L’étude des structures géométriques sur une variété M améne a considérer les repré-
sentations du groupe fondamental de M dans un groupe de Lie G : a une (G, X)-structure
sur une variété M est associée une représentation de m (M) dans le groupe G, la repré-
sentation d’holonomie de la structure. Etant donné une variété M, il est donc naturel de
considérer les représentations de 71 (M) dans G, et donc les variétés de caractéres associées.
Parmi ces représentations toutes ne sont pas des holonomies de structures, et la question
de déterminer celles qui le sont est en général une question difficile !

1. On peut penser par exemple au théoréme de Gallo-Kapovich-Marden, qui énonce entre autres qu’une
représentation non-élémentaire du groupe fondamental d’une surface fermée dans PSL(2,C) est ’holonomie

28
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On peut prendre le probléme dans l'autre sens, et commencer chercher des représenta-
tions du groupe fondamental d’une variété dans un groupe de Lie. Dans le cas ott M est une
3-variété, produire un exemple de représentation de 71 (M) dans un groupe de Lie donné
est déja un exercice pas évident. Par exemple le groupe fondamental du complémentaire
du noeud de 8 admet la présentation suivante

I's = (a,bla*ba"'b"%a"1b = 1). (3.1)

Trouver une représentation de ce groupe dans SL(n,C) consiste donc a trouver deux ma-
trices A et B solutions de la relation (3.1). Il s’agit d’un probléme clairement non-trivial,
méme dans le cas ot n = 2. Comme dans le cas des surfaces, la géométrie vient & notre
secours. Ainsi, dans le cas de SL(2,C), Thurston a décrit dans [Thu| une méthode devenue
fameuse pour construire des structures hyperboliques sur les 3-variétés non-compactes mu-
nies d’une triangulation idéale, avec un contréle sur la représentation d’holonomie. Grosso
modo, la structure et 'holonomie apparaissent via la résolution d’un systéme d’équations et
d’inéquations polynomiales dont les inconnues sont des invariants géométriques (des birap-
ports). Cette méthode permet également de construire des représentations (sans forcément
qu’elles soient des holonomies de structures). Nous en rappelerons rapidement le principe
dans la section 3.4.1, mais l'on peut dire en quelques mots qu’il s’agit de partir d’une
donnée topologique et combinatoire (la triangulation) et de la réaliser géométriquement
(chaque simplexe étant réalisé dans 1'espace hyperbolique réel par un tétraédre idéal).

Une structure CR sphérique sur une 3-variété est une (G, X)-structure pour laquelle
G = PU(2,1) et X = S3. Dans ce cas, la représentation d’holonomie de la structure est
donc a valeur dans PU(2,1), qui est une forme réelle de PGL(3,C). Tl est donc naturel de
considérer les variétés de caractéres pour le groupe cible PGL(3,C) ou SL(3,C). Lorsque
qu’une représentation prend ses valeurs hors de SU(2,1) ou PU(2,1), elle ne peut bien sir
pas étre 'holonomie d’une structure CR sphérique. Cependant, elle peut étre ’holonomie
d’une structure modelée sur la variété des drapeaux de CP2. Cette remarque est le point de
départ d’une généralisation de la méthode de Thurston pour le groupe cible PGL(3,C), dé-
crite par Bergeron-Falbel-Guilloux-Koseleff-Rouiller dans [BFG113] et qui avait été initiée
par Falbel dans le cas des structures CR sphériques dans [Fal08]. Nous décrirons cette mé-
thode a la section 3.4.2. Cette méthode a été également développée et utilisée en dimension
plus grande dans [GGZ15, GTZ15].

Ceci étant dit, on connait finalement assez peu d’exemples explicites de variétés de
caracteres de groupes de type fini dans SL(3,C). Ainsi, la variété de caractéres du groupe
libre & deux générateurs dans SL(3,C) est connue (voir par exemple [Ter86, Fog02, Law(7,
Wil06]). Dans [Acol9a], Miguel Acosta a completement décrit la SL(3,C)-variété de ca-

d’une structure projective complexe sur X si et seulement si cette représentation se reléve a SL(2,C) (voir
[GKMOO0]). A la question similaire pour les représentations de groupes de surfaces dans PSL(2,R), il n’est
pas encore connu de réponse compléte.
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ractéres de de Zs x Zs. Si 'on réclame que le groupe que ’on représente soit un groupe
fondamental, on peut résumer les résultats connus assez rapidement.

1. Les SL(3,C)-variétés de caractéres des noeuds toriques ont été complétement dé-
crites par Munoz-Porti dans [MP16] (voir également la section 3.2 de [Heul5]).

2. La variété de caractéres dans SL(3,C) du groupe du noeud de huit a été com-
pletement décrite de maniére indépendante par Falbel- Guilloux-Koseleff-Rouiller-
Thistlethwaite dans [FGK116], et par Heusener-Mufioz-Porti dans [HMnP16].

3. Falbel, Koseleff et Rouiller ont recensé dans [FKR15] les représentations des groupes
de noeuds dont le complémentaire est triangulé par au plus quatre tétraédres, avec
la condition supplémentaire que les holonomies périphérales sont unipotentes. La
database de output est disponible sur le site web [Cur].

4. Comme mentionné plus haut, Antonin Guilloux et moi avons décrit une composante
algébrique de la variété de caractéres du groupe de 'entrelacs de Whitehead dans
SL(3,C), associée a un remplissage de Dehn (théoréme 3.0.1 plus haut). La méthode
pour décrire cette composante est relativement économique, et nous espérons qu’elle
soit transposable & d’autres exemples.

Rappelons maintenant quelques généralités sur les variétés de caractéres. Dans notre cas, le
groupe G sera donc toujours d’un sous- groupe de SL(n,C). On considére donc des variétés
de représentations du type

Ry(T') = Hom (T, SL(n, C)) (3.2)

ou I' est de type fini. Les variétés de représentations telles que (3.2) sont des ensembles
algébriques affines dans (Ck'”Q, ol k est le cardinal d’un systéme de générateurs de I'. On
est amené a classifier ces représentations modulo conjugaison dans SL(n,C). Il s’agit alors
de considérer la variété des caractéres de I' dans SL(n,C), qui est définie comme le quotient
suivant (au sens de la théorie géométrique des invariants, GIT)

Xn(I') = Rn(')//SL(n, C). (3-3)

La variété des caractéres parameétre les orbites fermées pour l'action de SL(n,C) sur
R,(I") (il s’agit des orbites des représentations semi-simples, voir par exemple [LM85],
théoreme 1.27). Le caractére d’une représentation p est l'application définie sur I’ par
Xp(v) = tr(p(7)). Deux représentations semi-simples sont conjuguées dans SL(n,C) si et
seulement si leurs caractéres sont égaux, d’ou la terminologie (voir le théoréme 1.28 de
[LM85]). Dans ce cadre, 1’ensemble des invariants de R, (I"), c’est a dire ’ensemble des
fonctions polynomiales sur R,,(I") qui sont invariantes par conjugaison, s’interpréte comme
lalgebre des fonctions sur X, (I"). Dans les cas qui nous intéressent, cette algébre est fi-
niment engendrée (nous renvoyons a la section 2.1 de [Heul5| et aux références qui s’y
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trouvent pour une exposition des subtilités liées a cette question). Il est intéressant d’avoir
un systéme simple de générateurs pour cette algébre d’invariants. En effet, étant donné
systéme de générateurs 7 = (71, ,7n), on obtient un modéle pour X,,(I") en considérant
I'image de ’application

7 Ry (D)SEO) N (3.4)
pr—(11(p),--,7n(p)), (3.5)

qui est une variété algébrique dans CV. Le premier théoréme fondamental de la théorie des
invariants (voir par exemple la section 3 de [CP17]| ou [Pro07]) dit que 1’algébre des inva-
riants pour les représentations du groupe libre a k générateurs dans SL(n,C) est engendrée
par les polynémes de la forme

tr (X, - X)), 1<y, ,ip <k, 1< p<n’

Il “suffit” donc de considérer les mots X;, --- X;, de longueur au plus n? pour obtenir un
systéme de générateurs. Pour les applications géométriques, il est intéressant de rendre le
nombre de générateurs le plus petit possible, de fagons & obtenir un modéle manipulable
pour la variété des caractéres.

Le lecteur intéressé pourra trouver de nombreux calculs explicites dans le chapitre 10
de |Fog02|, dans [Ter86|, ou dans le survey |Parl0|, consacré au cas de SU(2,1).

3.2 La variété des caratéres xo(F3).
Soient A et B deux matrices dans SL(2,C). L’identité classique
trAtrB = trAB + trA" !B, (3.6)

s’obtient directement a partir du théoréme de Cayley-Hamilton. Le théoréme 3.2.1 ci-
dessous est crucial dans I’étude des caractéres des représentations du groupe libre de rang
deux dans SL(2,C). Il remonte & Vogt [Vog86| et Fricke-Klein [FK97, FK12], nous renvoyons
a larticle d’exposition |Gol09] pour un traitement moderne orienté vers les variétés de
caractéres des surfaces épointées de genre petit.

Notons Re=C[SL(2,C)xSL(2,C)]?"*® PI’anneau des invariants de SL(2,C)xSL(2,C).
Nous identifierons fréquemment une paire de matrice (A, B) a la représentation de Fy =
(a,b) obtenue en envoyant a sur A et b sur B. Ainsi, une paire (A,B) d’élements de
SL(2,C) est dite irréductible si la représentation de F» dans SL(2,C) associée 'est, c’est a
dire si A et B n’ont pas de sous-espace stable commun.

Théoréme 3.2.1. 1. L’algébre des invariants de Ra(Fq) est engendrée par les fonc-
tions trA, trB el trAB.
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2. L’application

W, : SL(2,C)x SL(2,C) — C?
(A,B) — (trA,trB,trAB)

est surjective.
3. Deuz paires irréductibles (A, B) et (A',B’) d’éléments de SL(2,C) sont conjuguées
si et seulement si Uo(A,B) = Uy(A’, B').

La variété des caractéres de Fy dans SL(2,C) s’identifie donc & C3. Remarquons concré-
tement que la condition d’irréductibilité est nécéssaire, comme le montre par exemple la
comparaison de la représentation triviale avec une représentation pour laquelle A et B
sont deux matrices paraboliques triangulaires supérieures de SL(2,R). Parmis les inva-

riants simples qui apparaissent naturellement, la trace du commutateur peut étre calculée
directement en utilisant (3.6). On vérifie que

tr[A, B] = Q(trA, trB, trAB) (3.7)

ott Q(x,y,2) = 2% +y? + 22 — xyz — 2. Cet invariant particulier joue un roéle important
dans I'étude des SL(2,C)-variétés de caractéres des “petites surfaces”, comme le tore a4 un
trou ou la sphére a quatre trous (voir par exemple [Bow98| ou [Gol09]). En particulier,
la représentation (A, B) est irréductible si et seulement si Q(z,y,z) # 2. Il s’agit d’un
exercice “pas si simple”. Nous renvoyouns a la jolie proposition 2.3.1 de [Gol09].

3.3 La variété des caratéres ys3(Fy).

La premiére étape pour décrire R3(F2) est d’obtenir un systéme simple d’invariants.
Soit W3 ’application définie par

Us:SL(3,C)>2 —C8
(A,B) — (trA,trB,trAB,trA_lB,trA_l,trB_l,trB_lA_l,trB_lA) .
(3.8)

Les relations (3.6) et (3.7) se généralisent & SL(3,C) sous la forme suivante.

Proposition 3.3.1. [Ter86, Fog02, Law07, Wil09] Il existe deux polynomes S et P dans
Z[z1, . .., xg] tels que pour toute paire (A,B) € SL(3,C)xSL(3,C), les deux traces tr ([A, B])
et tr ([A7 B]_l) sont les racines de [’équation quadratique

X2 - sX+p=0, (3.9)

ot s = S(¥3(A,B)), p=P(¥3(A,B)).
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Dans la suite, nous référerons a (3.9) comme a [’équation des traces. La preuve de
la Proposition 3.3.1 peut se faire d’'une maniére analogue a celle de (3.7), a la complexité
prés. Un ordinateur “peut étre utile” a ce stade. Nous renvoyons par exemple au chapitre 10
de [Fog02], ou a [Law07, Parl0, Wil06]. L’idée de base est d’utiliser 'identité de Cayley-
Hamilton de maniére répétée. Nous présentons ci-dessous des expressions explicites de
S et P dans lesquelles nous avons essayé de contrebalancer ’aspect peu engageant des
polyndémes en groupant ensemble les monémes de maniére & faire apparaitre le fait que S
et P sont tous deux invariants par I'involution

(21,22, 23, T4, Ts5, T6, T7, ¥8) < (5, T6, T7, T, T1, T2, T3, T4), (3.10)

qui correspond & la transformation de Nielsen (A,B) <— (A~!, B™!). Puisque cette
transformation laisse invariante la classe de conjugaison [A,B] du commutateur, cette
symétrie n’est donc pas surprenante.

S = rxst+roretrsrrtrirs— (12027 T52673) — (T1T6Ts+T5T2x8) t X1 x2T56—3 (3.11)
et
P = x1x2x5az6(m1x5 + $2$6)
— (23 + :r:g)xga:() — (a5 + .CC%):EL’E{,
+ (.T%l’%l‘g + a:gxgm) + ($%$%$8 + x%x%m)
- (w%%(u:ﬂe + xoxy) + xia (T2m8 + fcal‘e))
— <w%x6(a;1$7 + $51‘8) -+ x%xg(:cg% -+ x1x4)>
— Tox6(T17378 + T4T577) — 175(T20374 + TeT7TS)
+ (xf(mﬂ?? + 2336 + T2m8) + 22 (2476 + ToTT + Svsiﬂs))
+ <x%(x1x4 + 2325 + 2728) + T2 (T3T4 + THT + x1x7)>

+ <x§(:1:4:c5 + xprs — 22172) + x%(:@m + x128 — 29551:6)>
+ (3«"3(%63«"7 + 2123 — 2x005) + 1‘%(332163 + x517 — 21’1356))

+ z125(Taws + Tox6 + T327) + Towe(waxs + T3T7) + T3T7TATY
+ (23 4+ 23) + (25 + 23) + (x5 + 22) + (z} + 23)
+ 3(z12476 + To2x528) + 3(T12207 + T5T6X3)
— 3(.%1%3:6‘8 + 375.%'7.%4) - 3(1‘2%31‘4 + x6m7x8)
— 6(x125 + xox6 + 327 + T428) + 9
(3.12)
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Nous pouvons maintenant décrire la variété de charactéres de Fy dans SL(3,C).

Théoréme 3.3.1. [Law07, Wil06]

1. L’algébre des invariants de R3(F2)) est engendrée par les neuf traces contenues
(U3(A,B) et tr([A,B]). En particulier, tout invariant de R3(F)) est un polynome
en ces neuf traces, unique modulo l’idéal engendré par le membre de gauche de (3.9).

2. Lapplication U3 est un revétement double de C8 ramifié au dessus de la sous-variété
5% —4P =0.

3. Deuz paires irréductibles (A, B) et (A',B’) d’éléments de SL(3,C) sont conjuguées
si et seulement si U3(A,B) = U3(A’,B’) et tr[A, B] = tr[A’, B'].

En particulier la variété des caractéres de F» dans SL(3,C) apparait comme une sous-
variéte de C° qui est un revétement ramifié double de C8,

3.4 Representations de certains groupes de trois variétés hy-
perboliques non-compactes de volume fini dans SL(3,C).

3.4.1 La méthode de Thurston pour PSL(2,C)

Dans le chapitre 4 de [Thu], Thurston présente une méthode pour décrire des structures
hyperboliques sur certaines 3-variétés. Il s’agit de partir d’une triangulation idéale de la
variété, et de construire 'image ’application développante de la structure simplexe par
simplexe. Plus précisément, supposons donnée une triangulation idéale de M, c’est & dire
une décomposition

M=|]|T, (3.13)

el

ol chaque T; est un tétraédre abstrait duquel ont été otés ses sommets. Le but est de
réaliser chacun des T; en un tétraédre idéal de H% en respectant la combinatoire de la
triangulation (3.13). En supposant ceci fait, on obtient une famille de tétraédres idéaux de
H3 qui est invariante sous l'action du groupe fondamental de M. Leur réunion est 'image
de Papplication développante. La représentation d’holonomie peut s’obtenir de maniére
algorithmique, nous y reviendrons au paragraphe suivant. Pour mener a bien la réalisation
de la famille de tétrédres, on procéde de la maniére suivante. Premiérement, les tétraédres
idéaux sont classifiées modulo PSL(2,C) par un nombre complexe : le birapport. Nous le
définissons ici comme
(21 — 23)(22 — 24)
(21 — za) (22 — 23)'
On associe alors a chaque aréte e de chaque tétraédre 7T; un nombre complexe, qu’on inter-
prétera géométriquement comme le birapport de ce tétrahédre vu de e. Plus précisément,

[21, 22, 23, 24] = (3.14)
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FIGURE 3.1 — Les birapports associés aux arétes d’un tétraédre idéal dans H%

T; est isométrique & un tétraédre idéal du type (00,0, 1,2), ou e est envoyée sur la géo-
désique (0,00) de H} (vu comme le demi-espace supérieur). Le birapport associé a e est
alors le nombre z. En effectuant le changement

(21, 22) ¢ (23, 21),

on constate que le birapport associé a I'aréte de T; opposée a e est également z. Autrement
dit, on enrichit la triangulation (3.13) en associant & chaque tétrahédre 7; trois nombres
complexes (2%, 25, z§) : un birapport par paire d’arétes opposées. Ces trois nombres com-
plexes sont liés par les relations suivantes, qui s’obtiennent par des calculs élémentaires &
partir de (3.14).

2zt = —1 (3.15)

1—zi 42z =o0. (3.16)

Ces deux relations caractérisent les triplets (z1, 22, 2z3) qui sont les birapports d'un tétra-
hédre idéal hyperbolique réel et doivent donc étre vérifiées pour chaque tétraédre de (3.13).
Nous les appelerons donc relations internes. Pour vérifier que la famille de tétrahédres dé-
crite par ces birapports est une réalisation géométrique de la triangulation (3.13), il suffit
alors de considérer la situation autour de chaque aréte de (3.13). En effet, deux triangles
idéaux étant toujours congurents dans H%, on peut toujours recoller deux tétraédres le
long d’une face quelconque. Ceci permet de définir la structure hyperbolique sur M privée
du 1-squelette de la triangulation (3.13). Pour que cette structure s’étende & M tout en-
tiére, il faut et suffit que les tétraédres images des T; pavent un voisinage de chacune des
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arétes. Ceci se traduit en termes de birapports par des condition d’arétes. Soit e une aréte
de (3.13) et T3,,--- ,T;, la liste des tétraédres contenant e. La condition de recollement
associée a l’aréte e est

(T) o 2(Ty) = 1 (3.17)
arg(ze(1;)) € [0,m),j € i1 ---ig. (3.18)

ou ze(Tj) est le birapport associé a I'aréte e vue dans le tétraédre T;. Les inégalités (3.18)
correspondent & la condition que deux tétraédres successifs sont de part et d’autre de leur
face commune, qui est nécéssaire pour garantir qu’on a effectivement une structure sur M.
Nous renvoyons a la section 4.2 de [Thu| pour plus de détails. Notons ici que si ’on ne fait
que chercher des représentations de w (M) dans PSL(2,C), et pas forcément des holonomies
de structures, on peut s’affranchir de (3.18).

3.4.2 De PSL(2,C) a PSL(3,C) : adaptation de la méthode de Thurston.

Nous allons maintenant exposer le principe d’une généralisation de la construction
de Thurston au cadre de PGL(3,C). Nous nous contenterons d’exposer certains aspects
relativement élémentaires. Un exposé plus complet de ce matériel peut-étre trouvé dans le
premier chapitre de la thése d’habilitation d’Antonin Guilloux |Guil5|.

Le principe général de la méthode de Thurston reste valable pour décrire les représenta-
tions des groupes fondamentaux de 3-variétés dans PGL(3,C), ou plus généralement dans
PGL(n,C) (a la complexité calculatoire prés!). Ce procédé a été employé par Falbel dans
[Fal08] sur I'exemple du complémentaire du noeud de huit dans le cas des représentations
a valeur dans PU(2,1), avant d’étre exploité de maniére plus systématique dans la série de
travaux [BFG14, BFGT13, FGKT16, FKR15]. Le cas de PGL(n,C) pour n quelconque a
été étudié par des moyens analogues dans [GGZ15] et [GTZ15].

Signalons dés a présent une différence notable avec la méthode de Thurston du para-
graphe précédent. Nous n’aurons pas ici d’analogue des inégalités (3.18) qui garantissent
de maniére simple dans le cas de PSL(2,C) que les représentations obtenues correspondent
effectivement & une structure hyperbolique. Comme nous allons le voir, la structure géo-
métrique en jeu ici est (G, X)-structure ott X est I'espace des d drapeaux de CP? et G le
groupe PGL(3,C). Nous reviendrons sur ['utilisation des drapeaux un peu plus bas. Il faut
donc un travail séparé pour montrer qu'une représentation obtenue par cette méthode est
(ou pas) I'holonomie d’une telle structure.

Nous partons donc toujours d’une triangulation idéale de M, 3-variété hyperbolique de
volume fini, comme en (3.13). L’idée directrice est de travailler en utilisant des drapeaux
pour remplacer les sommets des tétraédres idéaux de H%. Rappelons qu'un drapeau de CP?
est une paire D = ([z],[f]), ot [z] est un point de CP? et f une forme linéaire telle que
f(z) = 0. Il s’agit donc géomeétriquement d'un point et d'une droite projective ([ker(f)])



CHAPITRE 3. REPRESENTATIONS 37

le contenant. Le groupe projectif agit naturellement sur I’ensemble des drapeaux par

g+ (=, [f) = (lg-z], [fg~ "D

Supposons alors donnée une représentation p de m (M) dans PGL(3,C). Puisque les som-
mets de la triangulation correspondent aux cusps de M, & chacun de ces sommets associé
un groupe périphéral de 71 (M), qui est isomorphe & Z2. L’image par p de ce groupe péri-
phéral est donc un groupe abélien (qui n’est pas forcément isomorphe & Z?). En particulier,
on peut associer & chaque sommet de la triangulation un drapeau préservé par le groupe
périphéral correspondant. Ce choix n’est en général pas unique, mais il est génériquement
fini. 11 est donc naturel de remplacer les tétraédres de H% par un objet géométrique plus
riche : les tétraédres de drapeaux. Ceci permet de rigidifier la situation, et de définir des
applications de collage satisfaisantes comme nous allons le voir. Comme précédemment, il
faut commencer par classifier ces objets modulo 'action du groupe projectif, et l’'on utilise
pour cela des invariants projectifs classiques : birapport et trirapport.

1. Soit T' = (D1, D2, D3) un triplet de drapeaux en position générique. Le trirapport
de T est la quantité

fi1(@2) f2(x3) f3(21)
fi(zs) f2(21) f3(z2)’

La quantité z(T") est clairement invariante par transformation projective. Par ailleurs,
si 0 est une permutation de {1,2,3} et T le triplet de drapeaux (7, ;); alors

o(T) = o D; = ([ai], [f]). (3.19)

2(T%) = 2(T)%). (3.20)

Le trirapport classifie les triplets génériques de drapeaux en position modulo PGL(3,C)
au sens ou deux triplets de drapeaux sont images 'un de 'autre par un (unique)
élement de PGL(3,C) si et seulement si ils ont méme trirapport. Dans le cas particu-
lier ou les trois drapeaux sont formés par trois points au bord du plan hyperbolique
complexe H<2C, et les trois droites complexes tangentes & OOOH(%, le trirapport (3.19)
contient exactement la méme information que l'invariant de Cartan des triangles
idéaux, défini a la section 2.4.

2. Un quadruplet ordonné de droites concourantes dans CP?, (L;)1<i<4, admet un
birapport [L1, Lo, L3, L4] : ces quatre droites vivent dans une méme droite projective
de D'espace projectif dual.

Afin de préciser la maniére d’associer des invariants projectifs & un tétraédre de drapeaux
commencons par choisir une orientation de la surface du tétraédre. Chaque face hérite
alors d’un ordre cyclique sur ses sommets. Sur la figure 3.2, nous avons choisi d’orienter le
tétraédre par la normale extérieure. On procéde comme suit.
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1. A toute face {ijk} du tétraédre est associé un triplet orienté de drapeaux comme
en (3.19). Notons que le choix de lorientation supprime l’ambiguité lice a (3.20).
On associe alors & cette face le trirapport des drapeaux correspondants, noté z;jp,
qui ne dépend que de 'ordre cyclique.

2. A toute aréte orientée (i — j) on associe le birapport z;; = [ker(f;), Lij, Lik, Lie]-
L’ordre dans lequel apparaissent les trois droites L;;, L, Li¢ est donné par 'orien-
tation de la face opposée a D;.

FIGURE 3.2 — Répartition sur un tétraédre des invariants d’un quadruplet de drapeaux.

Les 16 invariants ainsi produits sont représentés schématiquement sur le tetraédre ijk¢ sur
la figure 3.2. Comme dans le cas de Thurston, ces 16 invariants ne sont pas indépendants : ils
sont liés entre eux par des relations internes, qui garantissent qu'un 16-uplet de nombres
complexes est effectivement un jeu d’invariants d’un tétraédre de drapeaux en position

générale.
1
Zijk = —ZipZjeRke, Zik = ———, Zg =1 — —. (3.21)
1-— Zij Zij
On montre en fait que les birapports associés & une paire d’arétes opposées suffisent a
déterminer la classe d’'un tétraedre de drapeaux modulo PGL(3,C) : on peut donc choisir

par exemple 212, 221, 234, 243-
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Remarque 3.4.1. 1l peut sembler a priori étrange d’utiliser 16 invariants 14 ou 4 suffisent.
En réalité, les conditions de recollement s’écrivent de maniére beaucoup plus simples si l'on
utilise plus d’invariants. Par ailleurs, ’espace des quadruplets de drapeaux porte une forme
symplectique (voir la section 4.4 de [BFG14] et [Genl0]) qui s’exprime plus naturellement
si 'on utilise les 16 invariants.

Les conditions de recollement sont cette fois de deux types : conditions de faces et

conditions d’arétes. Les conditions d’arétes sont similaires & (3.17) : si T3,---,T, est la
liste des tétraédres contenant une aréte donnée 7, la condition d’aréte est
zij(Th) -~ 2ij (1) = 2i(Th) - - zi(To) = 1. (3.22)

Comme annoncé plus haut, il n’y a pas d’analogue des inégalités (3.18), qui garantissaient
dans le cas de PSL(2,C) que 'oon avait effectivement une structure autour de I’aréte.

Les conditions de faces reviennent & demander que ’on ne colle ensemble que des faces
de méme forme. Ceci s’écrit en termes d’invariants

Zijk(T) = Zijk(T/)fl, (3.23)

pour toute face (ijk) appartenant a deux tétraédres T et T”. L’inverse dans le membre de
droite de (3.23) vient des choix d’orientations faits. Un jeu de nombre complexes (2pmn, 2ijk)
vérifiant toutes les conditions énumérées ci-dessus s’appelle une décoration de la triangula-
tion. La variété des déformations est ’ensemble des décorations, on la notera Defors(M, T),
ou M est la variété considérée, et 7 une triangulation de M. La variété des déformations
est donc la sous-variété de C définie par les conditions internes et les conditions de recol-
lement.

Terminons cette section par quelques remarques.

— Nous avons pour passé sous silence la recherche des solutions du systéme d’équa-
tions associé a la triangulation (qui est donc formé par les équations (3.21), (3.22) et
(3.23)). Cet aspect est extrémement difficile et implique une utilisation non-triviale
de I'ordinateur. Nous renvoyons & [FGK*16], ou certains aspects liés & 'implémen-
tation sont exposés.

— La donnée d’une décoration de 7 permet de construire une configuration de dra-
peaux, et son holonomie. Il s’agit d'un procédé algorithmique similaire en principe a
ce que font Fock et Goncharov dans [FGO06]. Nous renvoyons par exemple & [Guil5|
pour plus de détails.

3.5 Représentations du groupe de I’entrelacs de Whitehead
dans SL(3,C).

Dans ce paragraphe, nous allons décrire une composante algébrique de la variété des ca-
ractéres dans SL(3,C) du groupe de 'entrelacs de Whitehead. Il s’agit d’un résultat obtenu
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en collaboration avec Antonin Guilloux dans [GW18]. La méthode que nous appliquons
repose sur deux ingrédients principaux :

1. la description de la variété des caractéres obtenue au paragraphe précédent par les
équations de faces et recollement,

2. la connaissance explicite d’une représentation particuliere du groupe considéré (ici
le groupe de l'entrelacs de Whitehead).

La représentation que nous utilisons ici provient de mon travail en collaboration avec
John Parker. Elle peut paraitre un peu parachutée ici, mais nous verrons au chapitre 5 que
I’on peut espérer obtenir des représentation similaires pour d’autres 3-variétés et transposer
la méthode exposée ici a d’autres cas.

Rappelons que le groupe fondamental du complémentaire de ’entrelacs de Whitehead
admet la présentation suivante.

m = (z,ylle, ylle,y ey 2T y)) (3.24)

Le complémentaire de l'entrelacs de Whitehead est une variété hyperbolique de volume
fini & deux cusps, qui admet une triangulation idéale & 4 tétraédres. Son groupe fondamental
est arithmétique : il peut-étre obtenu comme sous-groupe du groupe de Bianchi PSL(2,Z][i]),
voir par exemple [Wie78] ou la section 1.5 de [MRO03]. Nous utilisons dans [GW18]| la
triangulation provenant de la description classique du complémentaire de 'entrelacs de
Whitehead comme espace quotient d’un octaédre idéal par des recollements “bien choisis”.
Nous renvoyons a [GW18| ou [Rat19] pour une description plus précise, voir également la
section 5.2.2.

dh
L/

FI1GURE 3.3 — L’entrelacs de Whitehead et un octaedre hyperbolique régulier
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La remarque initiale est que le groupe
7' =7 %l = (s,t!s?’ = = 1)

est un quotient de 7 (voir ci-dessous). Ceci est di au fait que V'entrelacs de Whitehead
admet un remplissage de Dehn homéomorphe a la somme connexe de deux espaces len-
ticulaires, L(3,1)#L(3,1) (voir [MP06| et la section 5.2.2). Plus précisément, fixons m; et
¢; (1 = 1,2) des générateurs (meéridiens et longitudes) des deux sous-groupes périphéraux
de 7. Ce choix n’est bien str pas unique, il est explicité dans [GW18]. Le quotient 7’ est
associé aux relations

mil;t =1,i=1,2. (3.25)

Il s’agit donc d’un remplissage de Dehn de pente —3 sur chacun des deux cusps. Par consé-
quent, toute représentation de 7’ dans SL(3,C) peut-étre vue comme une représentation de
7 en la précomposant par la projection m — 7’. Considérons alors X le sous-ensemble de
la variété de caractéres de Zg * Zg correspondant aux représentions p de n’ dans SL(3,C)
telles de p(s) et p(t) sont réguliers (c’est a dire a valeurs propres distinctes).

Théoréme 3.5.1 (|[GW18|). X s’identifie & une composante algébrique de dimension 4
de la variété des caractéres de w dans SL(3,C).

On constate donc que 'une des composante de la variété de caractére correspond a
des représentations qui factorisent par le remplissage de Dehn mentionné ci-dessus. En
particulier, aucune des représentations dans cette composante n’est fidéle, et leur noyaux
contiennent tous le groupe engendré par les relations (3.25). Le sous-groupe engendré par
(3.25) est génériquement égal au noyau dans la composante, mais peut étre plus gros.

Un phénomeéne analogue se produit dans le cas de la SL(3,C)-variété de caractéres du
noeud de huit (cf [FGKT16]), dont deux composantes correspondent & des représentations
qui factorisent par un certain remplissage de Dehn.

Les ingrédients de la preuve du Théoréme 3.5.1 sont d’une part la description explicite
de x3(F2) donnée en section 3.3, et d’autre part la machinerie exposée dans la section
précédente. Résumons.

Puisque 7" est un quotient de 7, et que 7 est un quotient de Fy, la suite d’inclusions
suivante est vérifice (voir par exemple la discussion page 15 de [LM85]).

x3(m') C x3(m) C x3(Fo). (3.26)
La condition de régularité de p(s) et p(t) est équivalente aux relations
tr(p(s)) = tr(p(s™1)) = tr(p(t)) = tr(p(t"1)) = 0. (3.27)

En particulier, X s’identifie a ‘llgl(V) C x3(F3), on U3 est 'application définie en (3.8),
et V est le sous-ensemble de C® défini par

V= {(0,0,-1'3,3?4,0,0,.%7,:68),371' € (C}
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Il s’en suit que V est un fermé de Zariski de x3(F:) de dimension au moins 4. De plus,
des calculs élementaires montrent que Xy est irréductible : il suffit de montrer que le
discriminant de 1’équation des traces, S? — 4P, n’est pas un carré lorsque z1 = z9 = x5 =
x¢ = 0. Le point clé est alors le suivant. On peut trouver une représentation pg telle que
que la dimension de I'espace Zariski tangent a ys3(m) en [po] est 4. Supposons en effet ce
point acquis et soit X une composante algébrique de x3(m) qui contient Xy. Elle contient
le point [pg], et par conséquent est de dimension au plus 4 (sa dimension est majorée par
celle de tout espace Zariski-tangent). Mais d’apres la discussion ci-dessus, Xo C X est un
fermé de Zariski irréductible de dimension au moins 4. Ceci implique que Xy = X. La
représentation que nous utilisons est donnée par po(s) =S et po(t) =T, ou

1 g -1 1 —q -1 .
3 5
S=]—-¢ -1 0 , T'=]1q9q -1 0 ,avecq:\[j;“[.

-1 0 O -1 0 O

(3.28)

Pour calculer la dimension de ’espace Zariski tangent a [pg], on calcule en réalité la dimen-
sion de 'espace Zariski tangent & la variété des déformations (voir la section 3.4.2), qui est
au voisinage de [pp] un revétement ramifié de la variété des caractéres. Pour cela, on doit
identifier une décoration de la triangulation associée & pg. Or puisque tous les lacets péri-
phéraux de (M) sont envoyés par py sur des éléments unipotents (donc paraboliques),
qui ne préservent qu’un seul drapeau pour lequel le point est précisément le point fixe para-
bolique. Il en résulte qu’il n’existe qu’une seule décoration possible. On peut alors calculer
ses invariants explicitement, ce qui nous donne un point de la variété des décorations. 11
faut alors calculer le rang de 'application donnée par les équations de recollement en ce
point, ce qui revient & étudier un systéme de 48 équations. Nous avons utilisé "ordinateur
A ce stade.
Terminons cette section par quelques remarques.

Remarque 3.5.1. 1. Etant donné une représentation de 71 (M) dans SL(2,C), on peut
la “prolonger” a SL(3,C) en la post-composant par la représentation irréductible de
SL(2,C) dans SL(3,C). En procédant ainsi avec la représentation d’holonomie de la
structure hyperbolique de volume fini sur 'entrelacs de Whitehead, on obtient une
représentation fidele dans SL(3,C) que nous noterons ppyp. La composante Xo ne
contient pas le caractére de ppy, puisqu’elle correspond a des représentations qui
sont toutes non-fidéles.

2. La représentation py donnée en (3.28) provient de mon travail commun avec John
Parker [PW17a]. Son image est incluse dans SU(2,1). Elle donne donc une action
sur le plan hyperbolique complexe, et nous montrons dans [PW17a] qu’elle est 1'ho-
lonomie d’une uniformisation CR sphérique du complémentaire de ’entrelacs de
Whitehead. Nous y reviendrons dans la section 5.
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3. La méthode présentée ci-dessus est en théorie transposable & d’autres exemples de
3-variétés. Il faut pour cela disposer d’une représentation, et d’une triangulation.
En pratique aucune de ces deux données n’est trés facile & obtenir.

4. Les points de X peuvent étre vus comme des caractéres de représentations de ZgxZs
dans SL(3,C). Dans [Acol9al, Miguel Acosta a vérifié que ces caractéres forment en
réalité la composante de dimension maximale de cette variété de caractéres. Dans
[FG17], Falbel et Guilloux ont montré que si M est une 3-variété et X une compo-
sante de la PGL(n,C) variété de caractéres de 71 (M) contenant une représentation
p Zariski-dense et réguliere au bord (c’est a dire que pour toute composante torique
T de OM, tout sous-espace sur lequel p(m1 (7)) agit comme une homothétie est une
droite), alors

dim(X) > (n — 1)t — (n — 1)x(M),

oll t est le nombre de composantes toriques. Ceci montre que la composante X
décrite ici réalise le minimum des dimensions possibles (la représentation py décrite
en (3.28) vérifie les deux conditions de Zariski densité, et de régularité au bord).



Chapitre 4

Classes de conjugaisons.

4.1 Motivation

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux contraintes sur les classes de conju-
gaisons qui existent au sein d’un sous-groupe a deux générateurs de SU(2,1) ou PU(2,1).
Pour situer le probléme, considérons ’application

Woy : SU(2,1)xSU(2,1) — ct
(A, B) — (trA,trB,trAB,trA"'B)

Le théoréme 3.3.1 implique presque directement

Proposition 4.1.1. Deuz paires irréductibles (A, B) et (A, B') d’éléments de SU(2,1)
sont conjuguées dans SU(2,1) si et seulement si

\112’1(14, B) = \1/271(14/, B/) et tr[A, B] = tr[A’, B/} (41)

Les cinq traces impliquées dans la proposition 4.1.1 sont liées entre elles par une re-
lation : I’équation des traces (3.9) restreinte a SU(2,1) nous dit que tr[A, B] est solution
d’une équation de degré deux dont les coefficients sont polynéomiaux en les quatre autres
traces. Cette équation est a coefficients réels : ceci provient de ce que SU(2,1) satisfait

VM € SU(2,1), tr(M ™) =trM, (4.2)

et de la symétrie dans les coefficients de ’équation des traces, exhibée en (3.11) et (3.12).
Par ailleurs, les traces de [A, B] et [A, B]™!, qui sont les racines de 1’équation des traces,
sont conjuguées dans C par (4.2). Ceci implique donc la

Proposition 4.1.2. Le discriminant de l’équation des traces resteinte a SU(2,1) est négatif
ou nul.

44
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La proposition 4.1.2 fournit donc une contrainte entre quatre classes de conjugaison
(Ci)1<i<a pour qu’il existe A et B dans SU(2,1) telles que

AeC,BeCy, AB € C3et A™'B € C4. (4.3)

J’ai vérifie dans [Will6] (Th. 5.2) qu’il s’agissait de la seule contrainte sous I’hypothése
supplémentaire que C; et Co sont toutes deux loxodromiques. Cependant la situation est
plus complexe lorsque cette hypothése supplémentaire n’est pas vérifiée. En effet, lorsque A
et B sont elliptiques, il existe déja des contraintes pour trois classes de conjugaison. Etant
données trois classes elliptiques Cy, Ca et Cs, il n’est pas trivial de déterminer s’il existe ou
non une paire (A4, B) telle que

Ae(Cy, Be(Cy, AB € Cs. (4.4)

Il s’agit d’une version hyperbolique complexe du fameux probléeme de Horn multiplicatif !,
qui peut s’énoncer comme suit. Etant données deux classes de conjugaisons Cy et Co dans
un groupe de Lie G, quelles sont les classes de conjugaison possibles pour le produit AB
lorsque A € Cy et B € C2 7 On cherche donc & donner des conditions garantissant 1’existence
de représentations du groupe fondamental de la sphére moins trois points avec classes de
conjugaisons périphérales prescrites. Ce probléme a une version & n classes de conjugai-
sons, souvent appelée probléme de Deligne-Simpson (voir par exemple le survey [Kos04]).
Cette question a engendré une littérature extrémement abondante dans le cas des groupes
compacts, mettant en jeu des méthodes trés variées (théorie géométrique des invariants,
géomeétrie symplectique, combinatoire...). Il découle des travaux de Biswas (|Bis, Bis99]),
Belkale [Bel01], Meinrenken-Woodward [MW98|, Ressayre [Res13| et [BK16] que

Théoréme 4.1.1. L’ensemble des triplets de classes de conjugaisons (C1,Ca,Cs) dans U(n)
pour lesquelles il existe (A1, Az, Az) € C1 x Ca2 x C3 tels que A1 AsAs = I est un polytope
conveze d’intérieur non-vide dans A3, ot A est l'alcove fondamentale de U(n), qui pa-
ramétrise les classes de conjugaison de U(n). De plus, on connait un ensemble minimal
d’équations qui décrit ce polyédre.

Biswas (|Bis, Bis99]) avait donné un ensemble d’équations décrivant ’ensemble des
solutions, et c’est plus récemment que Ressayre et Balkale-Kumar (|[Res13, BK16]) ont ob-
tenus un ensemble minimal d’équations. La convexité est die & Meinrenken et Woodward
(voir la section 4.4 de [MW98]). Leur approche reléve de ce qui est devenu depuis la théorie
des espaces quasi-Hamiltoniens, décrite par Alekseev-Malkin-Meinrenken dans [AMMO98].
1l s’agit d’une généralisation de la géométrie hamiltonienne classique, dans laquelle I’appli-
cation moment prend ses valeurs dans un groupe de Lie (au lieu du dual de ’algébre de Lie

1. Tl existe une version additive du méme probléme, qui consiste a trouver le spectre de A + B en
supposant connus les spectres de A et B, oit A et B sont des metrices hermitiennes
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dans le cas classique). Dans le cas du probléme de Horn, I'espace considéré est le produit
de trois classes de conjugaison, et ’application moment est le produit du groupe G :

Y Cl><CQXC3 — G

(A1, Az, A3) +— A1ArA3 (45)

Alekseev-Malkin-Meinrenken ont démontré dans [AMM98]| (Théoréme 7.2) un théoréme de
convexité pour I'image de ’application moment qui est le pendant quasi-Hamiltonien du
théoréeme d’Attiyah et Guillemin-Sternberg (voir par exemple [Can|) qui implique la partie
convexité du Théoréme 4.1.1. Une description élémentaire et explicite de la structure quasi-
Hamiltonienne de I’espace des modules des représentations unitaires du groupe fondamental
de la sphére moins n points a été donnée dans [Sch07a| (voir également [Sch08|). On peut
également trouver dans les transparents [Tha| de l'exposé donné par M. Thaddeus a la
conférence AGNES en 2014 des informations intéressantes sur la nature des sommets de
ce polyeédre.

Le cas de PU(2,1) est donc une généralisation du cas compact vers le cas de rang 1.
Pour comprendre la situation, nous devrons considérer le cas intermédiaire de PU(1,1), qui
peut se résoudre entierement de fagon élémentaire. Les résultats connus sur cette question
dans le cas des classes de conjugaisons elliptiques sont principalement diis & J. Paupert
[Pau07], je les exposerai dans la section 4.2.3. Nous verrons qu’on peut obtenir également
certains résultats impliquant des classes paraboliques qui proviennent de mon travail avec
John Parker [PW15].

On peut aussi généraliser la question du probléme de Horn sous la forme suivante.
Soient C1, Co et Cs3 trois classes de conjugaisons d’un groupe de Lie G, et soit w un mot
dans le groupe libre & deux générateurs Fy = (a,b). Existe-t-il une représentation p de F%
dans G telle que

p(a) € C1,p(b) € Ca et p(w) € C37 (4.6)

On se doute bien que le probleme est trop difficile posé tel quel.

Notre motivation principale pour poser cette question est la recherche de représenta-
tions de groupes fondamentaux de 3-variétés dans PU(2,1), en particulier de 3-variétés
hyperboliques. Nous aborderons cette question plus précisément & section 5.2.2, en lien
avec la recherche de structures géométriques modelées sur le bord 4 l'infini de H%. En un
mot, en passant par certaines opérations topologiques (remplissage de Dehn), on peut trou-
ver des représentations de groupes de 3-variétés hyperboliques dans PU(2,1) relativement
facilement, et la question 4.6 prend un sens intéressant (voir par exemple les tableaux 5.1
et 5.2, ot 'on cherche & ce que certains mots w soient paraboliques avec une contrainte
sur les classes de conjugaison de a et b). Nous avons déja partiellement discuté cette ques-
tion de point de vue des variétés de caractéres dans la section 3.5, dans le cas spécial du
complémentaire de I'entrelacs de Whitehead.
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Pour finir, une contrainte sur la classe de conjugaison d’un mot du groupe libre peut
avoir des conséquence géométriques intéressantes. Ainsi, le théoréme 4.3.1 de la section 4.3
montre que si w = [a, b], alors le fait que la classe de p(w) soit “réelle” (nous préciserons ce
que nous entendons par 1a) implique que l'image de p est d’indice deux dans un groupe de
reflexions antiholomorphes.

Nous allons donc considérer ces contraintes sur les classes de conjugaisons sous divers
points de vue.

1. Nous allons décrire certains aspects du probléme de Horn multiplicatif dans PU(2,1)
(section 4.2). J’ai inclus un rapide exposé des résultats concernant les classes semi
simples (qui sont dus principalement & Paupert [Pau07]). Le lecteur iintéressé peut
trouver davantage d’informations dans [Pau07], dans le survey [Will6] ou dans
[PW17b]. Les résultats concernant les classes paraboliques proviennent de mon tra-
vail avec John Parker [PW15].

2. Nous allons étudier dans la section 4.3 certaines questions relatives a la possibilité
de décomposer une paire (A, B) en produits d’involutions sous la forme A = I11,
et B = I3ls. L’existence d’une telle décomposition est intéressante car elle permet
de ramener I'étude du groupe engendré par A et B a celle du groupe triangulaire
(In, I, I3). Ces résultats ont été obtenus en collaboration avec Julien Paupert et
reposent partiellement sur la solution du problémee de Horn décrite précédemment.

4.2 Probléme de Horn multiplicatif dans PU(2,1).

Nous considérons donc maintenant le probléme suivant. Soient C; et Co deux classes
de conjugaison dans PU(2,1). Quelles sont les classes de conjugaisons possibles pour le
produit AB lorsque A € C1 et B € Co? Nous supposerons que C; et Co sont des classes
semi-simples, c’est & dire elliptiques ou loxodromiques. Nous donnerons quelques éléments
sur le cas ot 'on manipule des classes paraboliques dans la section 4.2.4. Pour commencer,
nous considérons les paires (A, B) réductibles, qui sont contenues dans le stabilisateur d’'un
point (qui est une copie de U(2)) ou d’une droite complexe (qui est une copie de U(1,1)),
et commencons donc par traiter les deux cas de U(2) et U(1,1).

4.2.1 Les cas de SU(2) et U(2)

L’ensemble des classes de conjugaisons de U(2) est, comme en (2.27) le quotient

2
{(01,02) € [0,27]%, 02 < 01}/{(970) ~ (27, 0)}

Parmi les classes de conjugaison de U(2), celles qui correspondent & SU(2) sont celles pour
lesquelles 0y = 2w — 6.
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(61 + 64, 05 + 03)

(01 + 05,05+ 04)

FIGURE 4.1 — Solution du probléme de Horn pour U(2). L’ensemble des paires d’angle des
produits AB pour lesquels A (resp. B) a pour paire d’angles {61,602} (resp. {03,04}), est
le segment en gras qui apparait non connexe en carte.

Proposition 4.2.1. Soient deuz classes de conjugaisons de U(2), notée C1 et Co. L'en-
semble des classes de conjugaisons possibles pour AB lorsque A et B parcourent respecti-
vement C1 et Co est un segment dont les points extrémaux correspondent auz paires (A, B)
réductibles (voir la figure 4.1).

La proposition 4.2.1 peut se démontrer de maniére trés élémentaire, par exemple par
des calculs explicites. On peut également se ramener & un exercice de géométrie sphérique,
et on constate alors que la proposition 4.2.1 est une reformulation de la loi des cosinus
sphérique. Dans les coordonnées de la figure 4.1, ce segment est de pente —1, et si C; et
Co sont données par les paires d’angles respectives {61,602} et {03,604}, il relie les paires
d’angles {91 + 603,05 + 94} et {91 + 04,605 + 95}

On peut symétriser le probléme, et décrire I'ensemble des triplets (C1,Ca,C2) de classes
de conjugaison dans SU(2) pour lesquels il existe des éléments A; € C; tels que Aj As Az = 1.
Les triplets de classes de conjugaisons correspondent au tore 72, que nous représenterons
en carte par le cube {(t1,t2,t3),t; € [0,1]} (on a posé ici 0; = 2wt;). On vérifie alors
que I'ensemble des triplets de classes qui sont solutions du probléme est le tétraédre plein
représenté sur la figure 4.2. Dans cette représentation de ’ensemble des solutions

1. les faces correspondent aux représentations réductibles,

2. les arétes correspondent aux représentations pour lesquelles A, B ou AB est I'iden-
tite,

3. les sommets, qui sont tous identifiés correspondent & la représentation triviale.

Remarquons que ces représentations correspondent aux triplets qui sont fixés par ’action de
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t3="11+)%

t

FIGURE 4.2 — Solution du probléme de Horn pour SU(2).

SU(2) par conjugaison diagonale. On a donc obtenu de maniére élémentaire la proposition
suivante :

Proposition 4.2.2. L’ensemble des triplets (C1,Ca,C3) de classes de conjugaisons de SU(2)
telles qu’il existe A; € C; vérifiant A1 AsAs = I est un simplexe, qui est l'enveloppe conveze
de l’ensemble des classes de triplets solutions (A1, Aa, Az) € C1 x Ca X C3 qui sont fizes sous
Uaction de SU(2) par conjugaison diagonale.

Cette proposition est réminiscente du théoréme d’Attiyah et Guillemin-Sternberg de
convexité de I'image de 'application moment pour les actions de tores sur les variétés
symplectiques compactes (voir par exemple le chapitre 27 de [Can|). Cependant, SU(2)
n’est pas abélien et la situation ne reléve pas tout & fait de ce théoréme de convexité.
Pour comprendre la coloration symplectique de ce résultat, il faut utiliser la théorie des
espaces quasi-Hamiltoniens, développée par Alekseev-Malkin-Meinrenken dans [AMMO98].
Cette théorie contient un théoréme de convexité qui généralise celui d’Attiyah et Guillemin-
Sternberg : I'image de l'application moment (généralisée) est un polytope convexe (th.
7.2 de [AMMO98]). Cependant, ce polytope n’apparait pas comme enveloppe convexe de
I’ensemble des points fixes de 'action, comme c’est le cas dans le théoréme classique.
Comme on le constate, ce dernier point reste valide dans ce cas, mais ce n’est pas vrai pour

SU(n) avec n grand (voir [Thal).
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4.2.2 Probléme de Horn multiplicatif dans SU(1,1) et U(1,1).

Dans le cas de SU(1,1) et U(1,1), on peut appliquer a la question une méthode analogue
a ce que nous venons de faire dans le cas de SU(2) et U(2) : on résout le probléme de maniére
géométrique pour SU(1,1) (il s’agit d’exercices de géométrie hyperbolique), puis on traite
le cas de U(1,1) en se ramenant & SU(1,1). Les énoncés sont un peu moins agréables du
fait des différents types de classes de conjugaison semi simples possibles : ceci traduit le
fait que ’ensemble des classes de conjugaisons de SU(1,1) a une topologie un peu plus
compliquée que SU(2).

Pour racourcir I'exposition, nous allons donc nous restreindre au cas o A et B sont
elliptiques. Les résultats sont de méme nature que précédemment .

Proposition 4.2.3. Soient C; et Co deuz classes de conjugaisons elliptiques de SU(1,1),
correspondant & des angles de rotations 01 et 02 (avec 0; € [0,27)). St A€ Cy et B € Cy, le
produit AB peut prendre toutes les classes de conjugaisons hyperboliques ou paraboliques,
et toutes les classes de conjugaisons elliptiques d’angle 0 telles que 6 € [0y + 02,2m) (resp.
(27,01 + 63]) si 01 + 03 < 27 (resp. 01 + 63 > 2m).

On voit que I’énoncé ci-dessus fait déja intervenir quelques sous-cas, et que bien qu’élé-
mentaire cette question nécessite un certain soin. Lorsque A ou B n’est pas elliptique, on

E1 = 0103 EQZO’gO’Q

!

FiGURE 4.3 — Produit de deux rotations d’angles prescrits dans le disque hyperbolique

peut traiter la question de maniére analogue, et réinterpréter — c’est un exercice amusant —
la plupart des relations métriques des polygones hyperboliques “simples” en terme de pro-
duit d’isométries. Par exemple, les pentagones a quatre angles droits (voir la section 7.18 de
[Bea83|) correspondent aux produit elliptiques d’isométries hyperboliques, les hexagones a
angles droits aux produits hyperboliques de deux isométries hyperboliques (voir la section
7.19 de [Bea83]).
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4.2.3 Eléments sur le probléme de Horn dans PU(2,1).

Le cas de PU(2,1) combine les deux cas précédents. Soient donc C; et Ca deux classes
de conjugaisons semi simples de PU(2,1). On considére donc le probléme de déterminer
I'image de 'application

7 C1XCQ—>g (47)
(A, B) — [AB] (4.8

Pour alléger un peu 'exposition, nous allons nous restreindre au cas ou A et B sont
tous deux elliptiques et supposer que leur produit l'est également. je vais donc exposer
rapidement les principaux résultats de [Pau07]. Les cas ou 'un de A ou B est loxodromiques
peuvent se traiter de maniére analogue. Cependant, une solution compléte du probléme de
Horn dans PU(2,1) reste & écrire.

Nous fixons donc une fois pour toutes {61,602} et {03,604} les paires d’angles respectives
de A et B. L’idée directrice est la suivante (voir [FW09, Pau07, PW17b]) : I'image par
Papplication p de I'ensemble des paires (A, B) réductibles est de dimension 1, c’est la
réunion d’une famille de segments et droites. On Dappelle squelette réductible. 1l divise
Pensemble des classes de conjugaisons de PU(2,1) en chambres dont il faudra déterminer
lesquelles sont vides ou pleines.

1. Description des murs réductibles, chambres. Notons Wieq le squelette réduc-
tible, c’est & dire les classes de conjugaisons provenant des paires réductibles. On a
donc

Wied = {[AB] | (4, B) € C; x Cyréductible} (4.9)

(a) Sila paire (A, B) est réductible sphérique, le mur obtenu est le segment de pente
—1 décrit dans le cadre de U(2). Les extrémités de ce segment proviennent des
paires abéliennes, comme dans le cas de U(2).

(b) Les murs provenant des paires réductibles hyperboliques sont des segment de
pente 2 ou 1/2 (on travaille modulo l'involution = <— y) issus des sommets
abéliens (voir [Pau07] ou [Will6])

2. Différentielle de u. L'application p est localement surjective en toute paire (A, B)
irréductible. En effet, un calcul simple montre que

Im (dea, 1) = 3(A, B)" - AB, (4.10)

ot 3(A, B) est I’algébre de Lie du centralisateur du groupe engendré par A et B, et
Porthogonalité est prise pour la forme de Killing. En particulier, si (A, B) est irré-
ductible, 3(A, B) est nulle donc la différentielle est de rang maximal. Ceci implique
que les images des paires irréductibles sont intérieures a 'image de p.
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3. Propreté de p. L’application p induit une application propre (C; XCs)/G — ¢(G)
dont I'image est fermée dans ¢(G). L’ingrédient principal est le lemme de compacité
de Bestvina-Paulin (Théoréme 3.9 de [Bes02]). Nous renvoyons a [PW17b| pour
plus de détails. L’utilisation de ce lemme est intéressante car c’est un ingrédient
qui n’apparait pas dans le cas des groupes de Lie compacts, puisqu’il nécéssite la
d-hyperbolicité de 'espace auquel on 'applique.

4. Remplissage des chambres. Il découle des points précédents que toute chambre
est soit pleine soit vide. La détermination des chambres vides et pleines est assez
subtile, et je ne connais pas de résultat qui décrive cela de maniére synthétique. On
dispose cependant de critéres partiels. Ainsi, Paupert a montré dans [Pau07] :

Proposition 4.2.4. Si ni A ni B n’est une réflexion complexe, alors l'image de u
contient toute chambre qui touche un point réductible et qui rencontre l'enveloppe
convexe locale de Wieq en ce point.

Paupert a montré par ailleurs dans [Pau07| que s'il existe des configurations irré-
ductibles, alors tout mur borde au moins une chambre pleine. (Remarquons qu’il
existe des cas oul toutes les configurations sont réductibles : lorsque A et B sont
tous deux elliptiques spéciaux, voir ’exemple 4.2.1 plus bas.)

Nous allons maintenant donner quelques exemples. La question posée dans [FW09]| (resp.
[Pau07]) est la suivante : si C; et Ca sont toutes les deux loxodromiques (resp. elliptiques),
quelles sont les classes loxodromiques (resp. elliptiques) atteintes par p 7 L’énoncé suivant
donne les cas ou toutes les classes du méme type que C1 et Co sont atteintes.

Théoréme 4.2.1. Soient Cy et Co deux classes semi simples de PU(2,1).

1. [FW09] Si Ci et Cy sont toutes deuz lozodromiques, alors limage de p contient
toutes les classes loxodromiques.

2. [Pau07] Si Cy et Co sont toutes deuz elliptiques, alors l'image de p contient toutes
les classes elliptiques si et seulement si les angles de rotation de Ci satisfont les
conditions

01 — 205 + 03 — 20,
201 — 05 + 203 — 04

o (4.11)

>
> 6. (4.12)

Lorsque A et B sont elliptiques, le cas ol 'image de ’application u ne contient pas
toutes les classes elliptiques est intéressant, nous en donnons maintenant quelques exemples.

Ezxemple 4.2.1. La figure 4.4 présente I’ensemble des produits elliptiques dans quelques cas
ol au moins 'un de A et B est elliptique spécial.

Exemple 4.2.2. La figure 4.5 présente deux cas ot A et B sont tous les deux elliptiques
réguliers.



{5,505 {5, 5+ A et B sont
des réflexions par rapport a
des points. Le segment réduc-
tible sphérique est réduit a
un point.Toutes les paires sont
hyperbolique réductibles : elle
préservent la droite complexe

contenant les points fixes de A
et B

15,5545 % + Tune des
classe est une réflexion par
rapport & un point. Ceci im-
plique que le segment sphé-
rique réductible est réduit a
un point.
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{25,0},{%2,0} : A et B sont
des reéflexions par rapport a
des droites. Comme leurs mi-
roirs s’intersectent dans CP?2,
toutes les paires sont réduc-
tibles, soit sphériques (quand
I'intersection est dans HZ) ,
soit hyperboliques (sinon).

{%’r, %“}, {%’r,O} Pune des
classes est une réflexion par
rapport & une droite.
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FiGURE 4.4 — L’image de pu quand au moins I'une des deux classes C; et Co est elliptique



CHAPITRE 4. CLASSES DE CONJUGAISONS. o4

<.
=
= =

s =

{2%’%7}’{2%’2% : A et B 2%7_%%}7{2%7_2%} :Aet B
sont elliptiques réguliers. Ici sont elliptiques réguliers. Ici
les points abéliens sont au les points abéliens sont inter-
bord de 'image. ieurs & 'image.

FiGURE 4.5 — L’image de p quand les deux classes Cy et Co sont elliptiques réguliéres .

L’exemple suivant est lié a la composante Xg décrite & la section 3.5.

Exemple 4.2.3. Considérons le cas ot A et B sont tous deux elliptiques réguliers d’ordre 3.
Dans ce cas la paire (A, B) engendre 'image d’une représentation du groupe de I'entrelacs
de Whitehead dont le caractére appartient & la composante Xy décrite en section 3.5. Les
deux transformations A et B appartiennent & la méme classe de conjugaison : elles ont
tous deux pour paire d’angles {%’r, %’r} On décrit les murs réductible comme indiqué ci-
dessus. Puis, la proposition 4.2.4 appliquée au point totalement réductible (47/3,27/3)
(voir la figure 4.6) montre que I'image de p contient au moins la zone grisée sur la figure.
On conclut en appliquant la seconde partie du théoréme 4.2.1 : dans ce cas pu n’est pas

surjective et la chambre restante est donc vide.
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TR, : (47/3, 21 /3)

SR

TRy : (27,0)

FIGURE 4.6 — Isométries elliptiques produits de deux isométries elliptiques d’ordre trois.
Les segments HR et SR représentent respectivement les paires réductibles hyperboliques
et sphériques, les deux points TR; et TRy représentent les représentations totalement
réductibles (c’est a dire abéliennes).

4.2.4 Le probléme de Horn pour les classes paraboliques.[PW15]

Dans ce paragraphe, je présente un aspect de mon travail en commun avec John Parker
[PW15]. Nous y abordons entre autres la question du probléme de Horn pour les classes
de conjugaisons paraboliques, bien que cela ne soit pas formulé ainsi dans Iarticle.

Pour quels triplets de classes de conjugaisons paraboliques de SU(2,1) (C1,C2C3) existe
t’il un triplet (A1, Aa, As) tel que (A1, Ag, A3) € C1 X Co X Cg et AjAgAs =17

Nous montrons dans [PW15]| que la réponse & cette question s’exprime en termes de
la répartition des points fixes paraboliques sur la sphére S3 = QOOH(%. Pour i = 1,2, 3,
notons p; le point fixe de A;, et complétons le triplet (pi, p2, p3) en un tétracdre en notant
p4 le point fixe de AoAq, qui est également parabolique puisque AoA; est conjugué a
A1Ay = A3' (voir la figure 4.7). On obtient alors une contrainte qui relie les classes de
conjugaisons des A; a la forme du tétraedre (p1, p2, p3, p4)-

Proposition 4.2.5. Soient Ay, Ay et As trois éléments paraboliques de SU(2,1) tels que
A1AsA3 =1, et soit \; la valeur propre associé a p; pour i = 1,2,3. Alors le birapport du
tétraedre (p1,p2, p3, pa) vérifie

X(p1,p2,P3,p1) = A1 A2A3. (4.13)
En particulier, il est de module 1.

Le fait que le birapport soit de module 1 est équivalent a la condition géométrique que
les points p3 et py amettent la méme projection orthogonale sur la géodésique (pip2) : on
appellent ces tétraédres équilibrés.
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P

P4 r3

P2

FIGURE 4.7 — Le tétraédre des points fixes

On vérifie alors que cette contrainte est génériquement la seule :

Proposition 4.2.6. Soit 7 = (p1,p2,p3,p4) un tétraédre idéal équilibré, et soient Cy et
Co deuz classes de conjugaisons paraboliques de SU(2,1). Alors il existe une unique paire
(A1, Ag) d’éléments de SU(2,1) telle que

1. A1 € Cy et As € Co fizent respectivement py et pa,

2. Az = A2_1A1_1 et Ay = Al_lAg—l fizent ps et py avec valeur propre imposée par
(4.13)

_ X(7)

A

A3

Cet énoncé ne garantit pas complétement que As (et Ay) soient paraboliques. Ceci
provient du fait que les classes de conjugaisons paraboliques ne sont pas séparées de celles
des réflexions complexes. En particulier, ces deux types d’isométries peuvent avoir un point
fixe au bord avec une valeur propre de module 1. Dans [PW15]|, nous décrivons une pa-
ramétrisation explicite de 'ensemble des tétraédres équilibrés modulo isométrie par trois
invariants réels. En particulier ’ensemble des classes de conjugaisons de représentations
décrites par la proposition 4.2.6 est de dimension (réelle) 5. Sans expliciter cette paramé-
trisation, on peut dire que I'ensemble des triplets donnés par 4.2.6 ou 'un de Ay, Az ou
Az n’est pas parabolique correspond a une réunion finie de sous-ensembles algébriques de
I’espace des parameétres.

La situation est cependant plus agréable dans le cas particulier symétrigue o C; =
Cy = C3, car on peut alors lever cette ambiguité.
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Théoréme 4.2.2. Soit C une classe de conjugaison parabolique dans SU(2,1), et \ la
valeur propre associée au point fize.

Pour tout tétraedre équilibré (pi1,pe2,ps,pa) dont le birapport est une racine cubique de
A, il existe un unique triplet d’isométries paraboliques (A1, Az, Ag) vérifiant

1. A; fize p; (en gardant les notations ci-dessus),

2. A; €C pouri=1,2,3

3. A1AxAs =1

Réciproquement, pour tout triplet (Aq, Ag, As) tel que A; € C pouri=1,2,3 et AyAsAs =
1, il existe un unique tétraédre idéal équilibré dont le birapport est une racine cubique de .

Ceci implique en particulier

Corollaire 4.2.1. L’ensemble des solutions du probléme de Horn parabolique symétrique
dans PU(2,1) est en bijection avec l’ensemble des tétraédres idéaux équilibrés de H(QC

Il est intéressant que la symétrie entre les trois classes paraboliques peut étre réalisée
géomeétriquement : il existe il existe une unique paire (S,7T") d’isométries elliptiques d’ordre
trois S et T qui vérifient Ay = ST et Ay = T'S. Les deux isométries S et T conjuguent
cycliquement Aj, As et Az (resp. Ay, Az et Ay). Ce dernier fait montre que les solu-
tions du probléme de Horn parabolique symétrique fournissent des représentations dont les
caractéres vivent dans la composante Xg du Théoréme 3.5.1.

Corollaire 4.2.2. Soit C une classe de conjugaison parabolique, et T un tétraédre idéal
équilibré associé. L’unique paire (S,T) associée & la solution de probléme de Horn symé-
trique pour C engendre un sous-groupe de SU(2,1) qui est image du groupe de l'entrelacs
de Whitehead par une représentation dont le caractére appartient & la composante Xg du
Théoréeme 8.5.1.

Nous avons montré dans [PW17c| que cette “tranche” de la variété de caractére conte-
nait les caractéres de nombreuses représentations discrétes. Par ailleurs, le cas particulier
ou les trois classes de conjugaisons C; sont égales et correspondent & une isométrique para-
bolique unipotente horizontale fait I’objet du travail [PW17a], ot nous avons montré qu’on
pouvait alors obtenir des holonomies d’uniformisations CR sphériques du complémentaire
de l'entrelacs de Whitehead. Nous en reparlerons au chapitre 5.

John Parker et moi avons considéré dans [PW15] une variation sur ces questions en
considérant d’autres mots que le produit, dans le cas parabolique. Nous avons abordé la
question suivante.

Dans un sous-groupe & deux générateurs (A, B) de PU(2,1), quels mots peuvent étre
paraboliques simultanément ¢
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Autrement dit : décrire des/les familles de mots F = {wy,--- ,wi} telles qu'il existe
une représentation p : Fo — PU(2, 1) satisfaisant aux conditions que p(w) est parabolique
pour tout w dans F. On peut bien sir se restreindre aux familles qui ne contiennent que des
éléments primitifs. L’idée directrice est la suivante. L’ensemble des classes paraboliques est
de codimension (réelle) un dans I'espace des classes de conjugaisons de PU(2,1). Demander
alors qu'un mot donné soit parabolique impose une condition de codimension 1 sur une
paire de (A, B) € PU(2,1) x PU(2,1). Puisque la variété des représentations de F» dans
PU(2,1) est de dimension 8, il serait intéressant de trouver huit mots “indépendants” dont
on puisse imposer la parabolicité, et obtenir alors les générateurs d’un sous-groupe de
PU(2,1) uniquement déterminé modulo conjugaison par la parabolicité de ces mots, qui
devrait étre rigide pour ces conditions de parabolicité. Nous venons donc de voir que I'on
peut par exemple imposer que a, b et ab soient paraboliques, avec un controle sur leurs
classes de conjugaisons respectives. Dans [PW15]|, John Parker et moi avons décrit une
classe d’exemples intéressants.

Théoréme 4.2.3. [PW15] Il existe une famille ¢ un paramélre de représentations p; :
Fy — PU(2,1) telles que les septs mots a, b, ab, ab™ !, a®b, ab? et [a,b] sont envoyés par
pr sur des éléments paraboliques.

Nous avons baptisé ce phénomeéne “super-pinching”, en référence au fait que faire deve-
nir parabolique un mot dans une représentation fuchsienne (resp. quasi-Fuchsienne) d’un
groupe de surface dans PSL(2,R) (resp. PSL(2,C)) correspond & pincer une courbe sur
la surface. On a donc ici sept mots primitifs deux & deux non conjugués dans Fb dont les
images sont paraboliques. Nous obtenons cette famille & un parameétre de maniére implicite,
et nous ne savons pas si un mot supplémentaire peut devenir parabolique pour certaines
valeurs du paramétre t.

Remarque 4.2.1. [Will6] On peut généraliser I'identité (4.13) au cas d’une surface & cusps
quelconque de la maniére suivante. Définissons le quadrirapport de quatre points comme
la quantité

(p1,p2) (P2, P3) (P3; Pa)(Pa; P1)

(1, pa)(Pa; p3)(P3, P2) (P2, 1)

Q(p1,p2,03,p4) =

On vérifie facilement que que Q(p17p27p37p4) - X(p17p27p37p4)X(p17p27p37p4) ) ou X
est le birapport hermitien défini en (2.36), si bien qu’en combinant avec (4.13), on obtient
A2 A3
M2

Q(p1,p2,p3,p1) = (4.14)

On peut donc associer & toute représentation du groupe de la sphére moins trois points
un tel quadrirapport, et 'exprimer en fonction des valeurs propres des images des courbes
périphérales. Considérons maintenant une surface 3 de genre g avec p trous, et donnons
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nous une décomposition en pantalons ¥ = U?i I2+p P;. Une représentation du groupe fon-
damental de ¥ dans PU(n,1) induit donc une représentation de chacun des P;, et l'on peut
alors associer un quadrirapport Q; & chacun des pantalons. En recollant soigneusement les
pantalons, on obtient alors I'identité

2g—2+p p

II @=]1 ij (4.15)
i=1

7j=1 J

ou A; désigne une valeur propre associée a un point fixe dans Hg de I'image par la re-
présentation p des la j-iéme composante périphérale de X. Notons que la relation (4.15)
est vraie quel que soit le type de I'image par p des composantes périphérales (nous avions
énonceé (4.13), sous I'hypothése qu’elles étaient paraboliques).

En prenant 'argument des deux cotés de la relation (4.15), cette identité s’interpréte
de la maniére suivante : U'invariant de Toledo (voir 5.1.2) de la représentation p est égal
modulo 27 & la somme des nombres de rotation des images par p des classes périphérales
de ¥. C’est un résultat classique, dit notamment a Burger-lozzi-Wienhardt (Lemme 8.2 de
[BIW10]).

4.3 Involutions et commutateurs dans PU(2,1). [PW17c] et
[PW17b]

Les sous-groupes de PU(2,1) les plus “accessibles” sont les groupes triangulaires : ils
sont engendrés par trois involutions. Rappelons (voir le chapitre 2) qu’il y a trois classes
d’involutions isométriques dans le plan hyperbolique complexe : les involutions centrales
(qui ont un point fixe isolé), les symétries complexes (qui fixent point par point une droite
complexe) et les symétries réelles (qui fixent point par point un plan réel). On peut distin-
guer deux types de groupes triangulaires, selon qu’ils sont engendrés par des involutions
holomorphes ou antiholomorphes.

Une méthode classique pour étudier un groupe & deux générateurs sur la sphére ou dans
le disque de Poincaré est de le décomposer en un groupe triangulaire. Plus précisément,
partant d’une paire (A, B), il s’agit de trouver trois involutions I;, I et I3 telles que

A=I1I et B=1ILIs. (4.16)

Une telle décomposition existe toujours dans le groupe d’isométries du disque lorsque la
groupe (A, B) est non-élémentaire : les I sont soit des demi tours, soit des réflexions
géodésiques. La connaissance d'une telle décomposition rameéne ’étude du groupe (A, B)
a celle du triangle formé par les éléments fixes des 0. Comme exemple d’application non-
triviale de cette technique, Gilman décrit dans [Gil95] un algorithme capable de décider si
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un sous-groupe & deux générateurs de PSL(2,R) est discret ou non, qui est basé sur I’étude
fine de ces décompositions.

Dans le cadre du plan hyperbolique complexe, on se rend facilement compte qu’il n’y a
aucun espoir pour qu'une telle décomposition existe pour une paire générique. En effet, par
un rapide compte de dimension, on vérifie que I’ensemble des classes de conjugaisons de
triplets d’involutions holomorphes (resp anti-holomorphes ) est de dimension réelle 4 (resp.
de dimension réelle 5), alors que I'ensemble des classes de paires d’éléements de PU(2,1) est
de dimension 8. Il est cependant intéressant de caractériser les paires (A, B) pour lesquelles
une telle décomposition existe.

Définition 4.3.1. On dit que la paire (A, B) est R-décomposable (resp. C-décomposable)
si elle admet une décomposition telle que (4.16) ou les Ij sont des involutions antiholo-
morphes (resp. holomorphes).

Dans [PW17c|, Julien Paupert et moi avons montré le résultat suivant (qui généralise
[Wil09]).

Théoréme 4.3.1. [Paupert-Will [PW17c]] Soient A et B dans PU(2,1) sans point fize
commun. La paire (A, B) est R-décomposable si et seulement si le commutateur [A, B]

admet un point fize dans H(% dont la valeur propre est réelle et positive.

Nous appelons ici, “valeur propre de [A, B]” une valeur propre de [A, B], o A et B sont
des relévements quelconques de A et B a U(2,1). Le commutateur [A, B| ne dépend pas du
choix de relévement, ces valeurs propres sont donc bien définies. [.’argument principal est
le suivant. Etant donné un point fixe de [A, B], disons p; € H%, on a un cycle de longueur
4, défini par

B! A-1 B A

PL—>p2 —>P3 —>Ps— Pl (4.17)
On peut relier le birapport des quatre points p1, p2, p3, p4 a la valeur propre de [A, B] asso-
ciée & p1. Il s’agit essentiellement d’écrire la relation (4.15) dans le cas ou la surface X, est
un tore & un trou. Lorsque la valeur propre est réelle et positive, le birapport du quadruplet
(p1,p2,p3,p4) Vest également, et ceci implique qu’il admet une symétrie antiholomorphe
(proposition 3.1 de [PW17¢]), c’est a dire qu'il existe une involution antiholomorphe qui
échange p; et p3 d'une part, et ps et py d’autre part. Cette involution est I, et 'on montre
qu’alors Al et Bl sont également des involutions antiholomorphes.

Remarque 4.3.1. La condition sur la valeur propre du commutateur dans le théoréme 4.3.1
implique que le commutateur [A, B] est de trace réelle. En particulier, ceci est équivalent
a dire que le caractére de la représentation de Fy définie par la paire (A, B) appartient
au lieu de ramification de ’équation des traces restreinte a SU(2,1). Les calculs exposés
dans [PW17c| montrent également que lorsque la valeur propre associée a p; est réelle et
négative, alors la paire (A, B) est réductible, et tr[A, B] est réelle. Ceci exhauste presque
tous les cas ou tr[A, B] € R, mais pas tout a fait.
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Proposition 4.3.1. Soit (A,B) € PU(2,1) x PU(2,1). La trace de [A, B] est réelle si et
seulement si on est dans 'un des trois cas suivants.

1. La paire (A, B) est réductible.
2. La paire (A, B) est R-décomposable.
0, 20

3. [A, B] est conjugué a une transformation du type (z1,22) — (€21, € 23).

Notons ici que le dernier cas peut arriver, vu le théoréme 4.3.3. 1l est par ailleurs
assez facile de vérifier que la condition tr[A, B] € R est nécessaire pour assurer la R-
décomposabilité. En effet, étant donné A = I1 15 et B = I315, ot les I}, sont des réflections
réelles, le commutateur est

[A, B] = (I I213)? (4.18)

En prenant des matrices de Souriau M} pour les I (voir la section 2.1.4), on constate
directement que [A, B] = MM, ou M = M;MsMs3. Une telle matrice est toujours de trace
réelle.

Remarque 4.3.2. Notons X, la surface orientable de genre g & p trous. Le groupe fonda-
mental de X1 est
m(211) = (a,b,c|[a,b] - c = 1)

On peut alors noter qu’étant donné une paire (A, B), le groupe (A, B) est 'image de la
représentation du groupe fondamental du tore épointé définie par

/)(A7B) : 7T1(2171)—>PU(2,1)
(a,b) — (A, B). (4.19)

On montre alors le

Théoréme 4.3.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. La paire (A, B) est R-décomposable.

2. L’invariant de Toledo (voir le chapitre 5) de la représentation p(A,B) €st nul.

Il serait intéressant de donner une caractérisation de méme type des représentations
d’invariant de Toledo nul pour g et p quelconques. Des résulats de ce type existent déja
dans les travaux de Schaffhauser [Sch07a, Sch08|, dans le cadre d’un groupe de Lie com-
pact. Schaffhauser y montre entre autres que pour un groupe de Lie compact connexe
U, 'ensemble des (classes de) représentations possédant une décomposition en involutions
lagrangiennes —qui généralise (4.16)— forme une sous-variété lagrangienne de 'espace des
modules des représentation de 7 (X, ;) dans U. Ce résultat repose en particulier sur I'utili-
sation du formalisme quasi-hamiltonien de Alekseev-Malkin-Meinrenken, ol de groupe de
Lie image est supposé compact. Il serait trés intéressant de transposer ce type de résultat
a U(n,1), ou aux groupes de Lie non-compact de rang 1.
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En appliquant le théoréme 4.3.1 & des sytémes de générateurs bien choisis de certains
réseaux, nous obtenons alors

Corollaire 4.3.1. Les réseaux PU(2,1,04) pour d = 1,2,3,7,11 sont d’indice deuz dans
un groupe triangulaire réel.

Les valeurs de d ci-dessus sont celles pour lesquelles 'anneau d’entiers Oy est euclidien.

Dans [Wil09], j’avais obtenus des résultats partiels concernant la décomposition en
involutions holomorphes. Le résultat précis est un peu lourd et un peu incomplet, donc
je ne l'énonce pas ici. Essentiellement, une paire (A, B) d’élements de SU(2,1) est C-
décomposable lorsque les quatre traces de A, B, AB et A~ B sont réelles. Ces conditions
définissent une sous-variété de dimension 4 de la PU(2,1)-variété de représentations de
Fy, qui est de dimenson 8. Cette sous-variété de dimension 4 est cependant suffisament
“grosse” pour rencontrer toutes les fibres de 'application commutateur. Julien Paupert et
moi avons montré dans [PW17b] le

Théoréme 4.3.3. Tout élément de PU(2,1) est le commutateur d’une paire (A, B) qui est
C-décomposable.

Ce résultat découle d’une étude de la longueur d’involution holomorphe de PU(2,1) (la
longueur d’involution d’un groupe G est le nombre k minimum tel que tout élément de G
s’écrive comme un produit de k involutions). Nous obtenons

Théoréme 4.3.4. [PW17b]

1. Tout élément de PU(2,1) est produit de quatre involutions holomorphes. Ce résul-
tat est optimal : il existe des élements qui ne sont pas produits de trois involutions
holomorphes, et l'on peut donner une description explicite de l’ensemble de ces élé-
ments.

2. Tout élément de PU(2,1) est le carré d’un produit de trois involutions holomorphes.

Remarquons que la longueur d’involution antiholomorphe est 2 : il est assez facile
de vérifier que tout élément de PU(2,1) est produit de deux isométries antiholomorphes
(voir par exemple [FZ99]). Le théoréme 4.3.3 découle directement du second point du
théoréme 4.3.4 en remarquant que le carré d’un produit de trois involutions est toujours
un commutateur :

(I11s13)* = [I1 Iy, I315).

Le coeur de la preuve du théoréme 4.3.4 est de décrire explicitement ’ensemble des classes
qui sont produit de trois involutions holomorphes. Pour cela, on observe (!) qu'un produit
de trois involutions est un produit de deux involutions et d’une involution. Il y a diverses
combinaisons possibles : chacune des involutions peut-étre soit une involution centrale, soit
une symétrie par rapport a une droite complexe. Il suffit en réalité de se restreindre aux
deux ou (voir la section 2.3.2) :
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1. les produits de deux symétries complexes et d’une involutions centrale,
2. les produits de deux symétries complexes et d’une symétrie complexe.

Or les produits de deux symétries complexes sont soit elliptiques réels (c’est a dire qu’ils
sont conjugués a des éléments de SU(2) dans le compact maximal), soit hyperboliques
(loxodromiques avec rotation nulle, c’est & dire que # = 0 dans 2.24). On se raméne
donc & résoudre des familles & un paramétre de problémes de Horn, pour lesquelles on
peut appliquer les méthodes de la section 4. Nous donnons un exemple de résolution dans

I’'exemple 4.3.1. Il en découle que
1. Toute isométrie loxodromique ou parabolique est produit de trois involutions holo-
morphes.
2. Une isométrie elliptique est produit de trois involutions sauf si sa paire d’angle est
contenue dans I'un des triangles T et T” indiqués sur la figure 4.8.
En prenant le carré dans la zone grisée de la figure 4.8, on vérifie facilement que toute isomé-
trie elliptique est le carré d’un produit de trois involutions. Le méme type de raisonnement
permet de montrer que tout élément de PU(2,1) est produit de quatre involutions.

SNNNNNNNNNNNY SENNNNNNNNNRN SONNNNNNNNNY ANNNNNNNNNNNN

O

2 2

FIGURE 4.8 — Les classes elliptiques qui sont produits de trois involutions. Un élément
elliptique est produit de trois involutions centrales (resp. deux symétries complexes et une
involution centrale) si et seulement si sa paire d’angles est dans la région bordée par les
segments rouge (resp. bleus) qui ne contient ni 7' ni 7”.

Ezemple 4.3.1. Considérons le cas ou le triplet d’involutions (11, I2, I3) est formé de deux
symétries complexes et d’une involution centrale, et supposons que les droites complexes
fixes de I; et Iy se coupent avec un angle /2. Le produit I;I est alors elliptique, avec
comme paire d’angles {6,2m — 6} (il est dans SU(2)). La solution du probléme de Horn
associé est représentée 4 la figure 4.9 pour toutes les valeurs de 6.
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L (0.7—0)
™

i 7T

2 2

T/2<0< T

FiqurEe 4.9 — Classes elliptiques produit d’une symétrie complexe et d’un elliptique réel
d’angles {27 — 0,0}, avec 0 < 0 < 7.
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Chapitre 5

Groupes discrets et structures CR
sphériques

5.1 Motivations

Soit T' un sous-groupe discret de PU(2,1), que l'on suppose “ petit”, au sens ou l'on
réclame que son ensemble limite Ar est strictemement inclus dans S3. Ceci exclut donc
par exemple les réseaux de PU(2,1). L’ensemble de discontinuité de I', Qr = S\ Ar est
donc un ouvert strict de S® sur lequel I' agit discontiniiment et I’on peut former le quotient
de Qr par 'action de I'. On obtient alors a priori un orbifold de dimension 3. Supposons
pour simplifier que cet orbifold soit en réalité une 3-variété, que nous noterons Mp. Cette
derniére hypothése revient a réclamer que les éléments de I' n’ont que des points fixes isolés
dans H%, ce qui sera toujours le cas dans nos exemples.

Comme nous 'avons vu a la section 2.2, le bord a 'infini de H(QC, vu comme S® ¢ CP?,
est muni d’une structure CR formée par le champ des droites complexes tangentes & S°.
En particulier, les quotients d’un ouvert de S® par un sous-groupe discret de PU(2,1)
sont munis d’une structure CR modelée sur celle de S3. On peut voir cette structure
comme une (G, X)-structure : X = S% et G = PU(2,1) (voir [BS76] ot cette structure est
formalisée dans le langage des (G, X)-structure pour la premiére fois). Parmi les structures
CR sphériques, les structures complétes sont celles qui sont données par des quotients S3/T.
Les espaces lenticulaires relévent par exemple de cette catégorie. Mais a partir du moment
ol le groupe I' contient un élement non-elliptique, on ne peut espérer avoir une structure
compléte. La situation décrite au paragraphe précédent est celle d'une uniformisation CR
sphérique :

Définition 5.1.1. [Derl5| Soit M une variété de dimension 3. Une uniformisation CR-
spheérique de M est la donnée d'un sous-groupe discret I' C PU(2,1) dont tous les points
fixes dans H% sont isolés et tel que M soit homéomorphe au quotient de Q(T") par I’action
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deT.

Les structures CR sphériques apparaissent donc comme les pendants hyperboliques
complexes des structures conformes plates, qui sont modelées sur la variété a linfini de
I’espace hyperbolique réel. Il s’agit également d’un cas particulier des structures modelées
sur des espaces de drapeaux mentionnées au chapitre 3 : celui ou tous les drapeaux sont
formeés par un point p € S3 et la droite complexe tangente & S% en p. Une question naturelle
est alors la suivante.

Quelles 3-variétés admettent une uniformisation CR sphérique ? (5.1)

Voici déja deux exemples simples d’uniformisations. Soit ¥ une surface fermée orientable de
genre g > 2. Une maniére simple de construire des représentations de 71(X) dans PU(2,1)
est de le faire agir proprement discontintiment sur une tranche totalement géodésique V. Il
y a donc deux possibilitiés : V peut-étre soit une copie de H2, soit une copie de H<1c (voir
la section 2.1.4). Dans les deux cas, le quotient de H% par ’action est un fibré en disques
sur X, dont le bord & I'infini est un fibré en cercles de base X.

1. SiV = H%, on dit que la représentation est R-fuchsienne. Le fibré en disque obtenu
est homéomorphe au fibré tangent de X, le bord & 'infini s’identifie alors au fibré
unitaire tangent, donc de nombre d’Euler —x(X).

2. Si V = H, on dit que la représentation est C-fuchsienne. Le nombre d’Euler du
fibré obtenu est —3x(%).

Les deux exemples ci-dessus ne donnent donc pas des variétés a l'infini homéomorphes. Si
I’on relache la condition d’uniformisation, et que 'on ne réclame qu’une structure on peut
obtenir toutes les valeur du nombre d’Euler (voir Falbel-Gusevskii [FG94]). On peut alors
se poser la question suivante.

Soit 3 une surface hyperbolique fermée. Quels fibrés en cercles sur X peuvent

étre uniformisés par un sous-groupe discret de PU(2,1) ¢ (5.2)

On est encore loin d’avoir une réponse compléte & cette question, qui est liée a la répartition
des représentations discrétes de w1 (X) dans la PU(2,1)-variété des représentations. Les deux
exemples ci dessus sont ainsi associés a certaines composantes connexes de cette variété de
représentations. L’outil principal est 'invariant de Toledo d’une représentation p.

Définition 5.1.2. Soit ¥ une surface fermeée, et p : 71 (X) — PU(n, 1) une représentation.
L’invariant de Toledo de p, noté 7(p) est défini par

T(p) = 1/ Frw, (5.3)

271'2

ol F' est une application p-équivariante de Y dans HE.
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L’invariant de Toledo est donc trés lié & I'invariant de Cartan de la section 2.4, et on
peut le voir également comme une aire complexe. Dans le cas ou n = 1, il coincide avec
la classe d’Euler de la représentation p. L’invariant de Toledo vérifie les deux conditions
suivantes, qui généralisent les conditions similaires pour la classe d’Euler :

1. (Inégalité de Milnor-Wood) : 2 — 29 < 7(p) < 29 — 2,
2
2. (Intégralite) : 7(p) € ——7Z
(Intégralite) : 7(p) € ———
Dans le cas d’une surface non-compacte, l'invariant peut-étre défini modulo certaines pré-
cautions garantissant la convergence de l'intégrale dans (5.3). L'inégalité de Milnor-Wood
reste alors vérifiée, mais 'invariant de Toledo prend toutes les valeurs réelles dans l'inter-

valle [x(X), —x(X)]. Les représentations C-fuchsiennes sont bien détectées par I'invariant
de Toledo :

Théoréme 5.1.1. [Tol89] L’invariant 7(p) est mazimal, (ie) |7(p)| = 2g—2 si et seulement
si p est un isomorphisme de w1 (X) sur un sous-groupe C-fuchsien de PU(n,1).

L’image de p est alors discréte et fidéle, et est un réseau dans le stabilisateur d’une droite
complexe. Le théoréme 5.1.1 est la source de nombreuses généralisation dans le cadre des
espaces symétriques hermitiens, notamment sous l'influence de Burger, lozzi et Wienhard
(voir par exemple [BIW10] ou le survey [BIW14| et les références qui s’y trouvent), et
Korziaz-Maubon [KM08, KM17]. Pour les représentations R-fuchsiennes, on ne dispose
que d’une condition nécessaire :

Proposition 5.1.1. Si la représentation p préserve une copie totalement géodésique de
H%g, alors son invariant de Toledo est nul.

Ce dernier fait est immeédiat, puisque la restriction de la forme de Kéahler & un sous-
espace totalement réel est nulle. Plus généralement, 'invariant de Toledo varie contintiment
avec p, et la condition d’intégralité ci-dessus impose donc qu’il sépare les composantes
connexes de la variété des représentations. Il n’est pas du tout aisé de construire des re-
présentations d’invariant de Toledo prescrit, encore moins si 'on réclame qu’elles soient
discrétes. Mentionnons quelques travaux dans cette direction, tous basés sur des construc-
tions explicites de représentations de groupes fondamentaux de surfaces dans PU(2,1).

1. Goldman, Kapovich et Leeb ont construit des exemples de telles structures dans
[GKLO1]|. 1Is ont décrit une classe de représentations obtenues en combinant des
sous espaces réels et complexes. C’est & dire qu’ils construisent un plongement du
disque de Poincaré dans HZ muni d’une action de 71(X) en assemblant des tri-
angles réels et complexes le long de géodésiques. Ils construisent ainsi une famille
de représentations, qui montre que dans le cas du groupe cible PU(2,1),

(a) toute valeur de l'invariant de Toledo peut étre réalisé par une représentation,
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(b) toute valeur entiére et paire de I'invariant de Toledo peut étre réalisée par une re-
présentation discrete et fidéle. Dans le cas des représentations qu’ils construisent,
le fibré obtenu vérifie

=4[]

2. Une autre source d’exemples provient de techniques de “colliers de perles”, intro-
duites par Anan’in, Grossi et Gusevskii dans [AGG11, AG], et utilisées également
par [Gay08|. L’esprit de ces constructions est de fabriquer des “colliers de perles”
munis d’indentifications dans S, ol chaque perle est un morceau de bisecteur (voir
section 2.1.5), deux perles successives s’intersectant le long d’une tranche complexe.
En théorie, cette construction est assez générale, mais elle est trés difficile & mettre
en pratique. Les auteurs parviennent & construire des exemples de fibrés en cercles
pour lesquels ils analysent les valeurs de 'invariant de Toledo et du nombre d’Eu-
ler. Ils produisent en particulier des uniformisations de fibrés en cercles sur des
surfaces qui correspondent & des valeurs fractionnaires de 'invariant de Toledo (ce
qui n’était pas connu). Notons cependant que la complexité des calculs impliqués
impose 1'usage de l'ordinateur, et ne leur permet pas d’obtenir des exemples en
genre arbitraire. Dans [AG] Anan’in et Gusevskii produisent un exemple de fibré
trivial sur une surface. La question de I’existence d’une uniformisation d’un tel fibré
était longtemps restée sans réponse.

3. Pour les surfaces non-compactes, Gusevskii et Parker ont montré dans [GP03]| que
toutes les valeurs de l'invariant de Toledo étaient réalisée par des représentations
discrétes, fidéles et telles que les élément périphéraux soient paraboliques. dans ce
cas le fibré en cercle obtenu est trivial.

On sait (|Gol83]) que les variétés fermées modelées sur l'espace Euclidien ou sur Sol
n’admettent pas de structure CR sphérique. Conjecturalement, cette restriction est essen-
tiellement la seule : Kapovich énonce dans [Kap00] la conjecture suivante.

Conjecture 5.1.1. [Conjecture 20.18 de [Kap00]] Toute 3-variété fermée dont aucun des
composants premiers n'est modelé sur Sol ou sur l'espace euclidien admel un revétement
fini qui admet une structure CR sphérique

Kapovich énonce également une conjecture de stabilisation

Conjecture 5.1.2. [Conjecture 20.19 de [Kap00]] Pour toute 3-variété orientée fermée
conneze M, il existe une 3-variété N telle que la somme connexe MEN admelte une struc-
ture CR sphérique.

Ce résultat a été prouvé en géométrie conforme (voir [Hwa02]).
En particulier ces deux conjectures laissent & penser que de nombreuses 3-variété hy-
perbolique devraient admettre des structures CR sphérique. Terminons cette section avec,
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en guise de transition, la question qui a motivé de nombreux travaux récents en géométrie
hyperbolique complexe et CR sphérique :

Existe t'il des 3-variétés hyperboliques qui admettent une uniformisation CR sphérique ?
(5.4)

5.2 Uniformisations CR sphériques de 3-variétés hyperbo-
liques

Dés le début des années 2000, R.E. Schwartz a répondu par affirmative a la question
(5.4) dans [Sch0la] en produisant un groupe discret dont la variété a l'infini est homéo-
morphe au complémentaire de U'entrelacs de Whitehead. Le groupe étudié par Schwartz
est lié de trés prés & sa résolution de la conjecture de Goldman-Parker (|[GP92|) sur les
groupes triangulaires idéaux hyperboliques complexes. Nous y reviendrons un peu plus
loin. Depuis [Sch01la], d’autres exemples d’uniformisations CR sphériques de 3-variétés hy-
perboliques ont été construits par divers auteurs (Schwartz encore dans [Sch03, Sch07b],
Deraux et Falbel dans [DF15|, Parker et Will dans [PW17a], Acosta dans [Acol9b] (voir
également [PWX16]). On dispose donc d’'une liste d’exemples de 3-variétés hyperboliques
qui admettent une uniformisation CR sphérique. Cette liste est “de plus en plus longue”,
mais on n’a pour l'instant pas de résultat général. On peut par exemple faire une liste de
choses que l'on ne sait pas (et que I'on aimerait savoir).

1. On ne connait pas de méthode efficace pour construire une uniformisation CR sphé-
rique d’une 3-variété hyperbolique donnée.

2. On ne connait pas a ce jour d’obstruction a ce qu'une 3-variété hyperbolique admette
une uniformisation CR sphérique.

3. On ne connait pas d’exemple de 3-variété hyperbolique qui n’admette pas d’unifor-
misation CR sphérique.

On peut tout de méme noter, dans un cas plus simple, que les seuls fibrés en tores T2 sur
le cercle qui admettent une structure CR sphérique sont ceux pour lesquels ’application
de recollement est un élément parabolique de SL(2,Z) (voir la section 4 de [Gol83], ou la
question de l'existence de telles structures pour les variétés hyperboliques est d’ailleurs
déja posée).

Les différents auteurs mentionnés ci-dessus se sont tous intéressés a 'aspect “groupe”
du probléme, c’est a dire qu'ils ont cherché a trouver le bon groupe I' C PU(2,1) tel que le
quotient Qr /T soit une 3-variété hyperbolique. On peut toutefois distinguer deux approches
principales.
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1. Schwartz a suggéré par ses travaux que I’on pouvait obtenir de nombreux exemples
d’uniformisations CR sphériques de 3-variété hyperboliques en étudiant les variétés
a l'infini des groupes triangulaires dégénérés. Nous préciserons le point de vue de
Schwartz au prochain paragraphe.

2. La théorie des structures géométriques nous dit qu’étant donnée une uniformisa-
tion CR sphérique d’une 3-variété M3, on doit avoir une représentation discréte du
groupe fondamental de M3 dans PU(2,1). La méthode mise en place par Falbel et ses
collaborateurs, que nous avons exposée au chapitre 3, vise donc a construire des re-
présentations de 7 (M?) dans PGL(3,C) (voir [Fal08],[BFG14, FGK*16, FKR15]).
Parmi ces représentations, certaines ont leur image incluse dans PU(2,1) (forme
réelle de PGL(3,C) ). L’espoir est d’étre capable, une fois obtenues les représenta-
tions, de les analyser géométriquement, et de montrer a posteriori que ce sont des
holonomies de structures, voire d’uniformisations. Certaines représentations ainsi
obtenues se sont effectivement avérées étre des représentations d’holonomies d’uni-
formisations CR sphériques (voir par exemple [DF15], [Derl5], et la représentation
d’holonomie de l'uniformisation du complémentaire de l'entrelacs de Whitehead
obtenue dans [PW17a] avait également été obtenue par la méthode de Falbel).

La méthode de Falbel a ceci d’intéressant qu’elle permet a priori de produire des repré-
sentations du groupe fondamental d’une 3-variété triangulée quelconque fixée. Cependant,
les difficultés computationelles la rendent difficile & exploiter si la complexité de la variété
est trop grande. Falbel, Koseleff et Rouiller ont ainsi produit ainsi une liste de repré-
sentations dans SL(3,C) pour des 3-variétés hyperboliques triangulées par au plus quatre
tétraedres (voir [FKR15] et [Cur|). Une fois obtenue une représentation son étude géomeé-
trique est une tache trés technique : a ce jour, on n’a pas d’autre méthode en main que
de construire un domaine fondamental, et d’analyser sa combinatoire & l'infini. Méme si
de nombreux progés on été faits dans la construction de ces domaines fondamentaux (voir
par exemple |Acol9b]), I'étude de ces polyédres (en courbure variable, donc) reste ardue.

5.2.1 Groupes triangulaires hyperboliques complexes.

Le point de vue de Schwartz pour une uniformisation CR sphérique est d’étudier les
groupes triangulaires hyperboliques complexes et leurs variétés a Uinfini. Ainsi, tous les
exemples d’uniformisations CR sphériques de 3-variétés hyperboliques évoqués au para-
graphe ci-dessus ont tous un point commun : & commensurabilité pres, ils apparaissent
comme bords & l'infini des quotients de H% que l'on obtient en faisant dégénerer des re-
présentations de groupes triangulaires. Nous allons maintenant exposer cette démarche.
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5.2.1.1 Faits généraux

Soit p, q,r un triplet d’entiers tels que p < ¢ < r vérifiant

1 1 1
-+-+-<L (5.5)
p q T
Un groupe triangulaire de type (p, q,r) dans le disque de Poincaré est un groupe engendré
par les symétries par rapport aux cotés d’un triangle dont les angles sont (T, T T). Ces

plq’r
groupes sont donc rigides dans PSL(2,R). Notons I', 4 le groupe triangulaire fuchsien de

type (p,q,r). Il admet la présentation suivante
(i1,49, i3] 13 = i3 = i3 = (iyio)P = (izi3)? = (izi1)" = 1). (5.6)

On convient que si l'un des trois entiers est infini, le produit 4,4, correspondant est parabo-
lique. C’est le cas ot les cotés correspondant du triangle sont asymptotiques. Le sous-groupe
pair de Iy, 4, et le groupe fondamental d’une sphére a trois points coniques d’angles 2 /p,
27 /q et 27 /r. 1l admet la présentation

(, B, 7] =1 =~" = afy =1).

On appelle alors groupe triangulaire hyperbolique complexe de type (p,q,r) une représen-
tation p de I'p 4, dans PU(2,1) pour laquelle les images de i1, i3 et i3 sont des réflexions
complexes d’ordre deux par rapport & des droites complexes (voir 2.1.4), qui se coupent
avec des angles (%ﬂ, 2 27“) On peut commencer par classifier ces représentations modulo
conjugaison dans PUZQ,l).

Si p, ¢ ou r vaut 2 alors le groupe I'y, 4 - est rigide dans PU(2,1), mais si min(p, ¢,r) > 3,
alors on a un parameétre réel de déformation modulo conjugaison dans PU(2,1) (voir par
exemple [Pra05]). Ce paramétre correspond a la forme du triangle formé par les trois
miroirs des réflexions complexes : ¢’est I'invariant de Cartan de ce triangle (voir 2.4). Nous

noterons t ce parameétre.

Proposition 5.2.1. Soit (p,q,r) un triplet d’entiers naturels vérifiant (5.5) et tel que
p,q,r = 3. Deux groupes de triangles (p,q,r) hyperboliques complexes sont conjugués dans
PU(2,1) si et seulement si ils ont le méme invariant t. De plus, l’espace des modules des
groupes triangulaires hyperboliques complezes de type (p,q,r) est un segment dans R, noté

Ip7q77~ ‘

On peut facilement décrire explicitement le segment o varie ¢ (voir par exemple
[Pra05]), mais nous n’aurons pas besoin ici de valeurs explicites. Mentionnons les faits
suivants, qui rapprochent l'invariant ¢ de I'invariant de Toledo des groupes de surfaces.

1. Le segment 7, , , est symétrique par rapport a l'origine.
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2. Lorsque t = 0 le groupe de triangle est R-fuchsien. C’est une représentation discréte
et fidele de I'y 4, dans PU(2,1).

3. Les points extrémaux du segment 7, , » correspondent aux cas ot les trois sommets
du triangles sont dans une droite complexe commune. Les miroirs des reflexions
complexes sont alors égaux deux a deux et 'image de la représentation dégénére en
un groupe isomorphe a Z/27.

4. Le changement de t en —t correspond a la conjugaison de la représentation par une
isométrie antiholomorphe.

5.2.1.2 Discrétude : les conjectures de Schwartz.

La question de la discrétion de ces déformations hyperboliques complexes des groupes
triangulaire a été abordée par de nombreux auteurs ([GP92, San95, Pra05, Sch02]). Schwartz
a proposé une série de conjectures qui décrit la répartition des groupes discrets dans ces
espaces de modules (voir par exemple [Sch02] ou la discussion des groupes triangulaires
dans [Will6]). Pour les énoncer, supposons que p < ¢ < r (ce qui est toujours possible qui
a réordonner les indices des trois involutions), et notons I = p;(ir). Nous désignons par
W4 et Wp les deux mots

WA = 131211[2 et WB = I1[213. (57)

Nous dirons qu'un triplet (p,q,r) est de type A lorsque p(W4) devient elliptique avant
p+(Wg) quand t varie de 0 & max(Z, ;). Dans le cas contraire nous dirons qu’il est de type
B. Je n’énonce pas ici toutes les conjectures, mais seulement les “deux plus cruciales”.

Conjecture 1 : La représentation p; de I'p 4, dans PU(2,1) est discréte et fidele si
et seulement si ni p(Wa) ni p(Wp) n'est elliptique. Ces valeurs de ¢ forment un sous-
intervalle fermé IS,(]J’ C I, 4,r, €t nous noterons tgf;r ou plus simplement t"™ I’extrémité
positive de cet intervalle.

Conjecture 2 : Si (p,q,r) est de type B, alors toute représentation discréte et infinie
est fidéle et correspond & un point de Iquﬂ,. Si (p,q,r) est de type A, alors il existe une
famille dénombrable de représentations discrétes mais non-fidéles, qui correspondent & des

valeurs (t,)nen hors de Izg,qﬂ“

Définition 5.2.1. Nous appellerons dégénéré tout groupe triangulaire (p,q,r) hyperbo-
lique complexe obtenu pour la valeur critique t27q77,. Nous appellerons sporadique tout

groupe triangulaire (p, q,r) discret donc le paramétre ¢ est extérieur a I}?’W

La conjecture 1 est encore largement ouverte, bien que des cas aient été traités par divers
auteurs (|[GP92, Sch01b, Sch01la, Sch05, PW15, PWX16|). Concernant la conjecture 2, John
Parker a montré dans la proposition 7.5 de [Par06] qu’il pouvait exister des représentations

discrétes non injectives isolées hors de 'intervalle IZ? qr méme dans le cas B. Il s’agit donc
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d’une réfutation partielle de la conjecture de Schwartz. Cependant, ces représentations
discretes non-injectives sont d'un grand intérét (voir par exemple [Der06, Sch03]). Donc,
c’est plutdét mieux s’il y en o plus.

5.2.1.3 Deégénerescence de groupes triangulaires et 3-variétés hyperboliques.

On constate donc sur les conjectures de Schwartz, et sur les cas ou elles ont été dé-
montrées que le caractére discret et fidéle d’un groupe triangulaire hyperbolique complexe
ne dépend que du type d’isométrie d’un élément du groupe! Qu'il s’agisse du type A
(I3I31115) ou du type B (I1I313) 1'élément considéré est toujours hyperbolique a t = 0.
Lorsque t augmente, la représentation p; reste discréte jusqu’a une valeur '™ pour laquelle
le mot considéré est parabolique. 11 s’agit alors de la derniére représentation discréte et fi-
dele de I'y 4 .

Considérons la topologie du bord a l'infini du quotient.

— Lorsque t = 0, le groupe est R-fuchsien, il s’agit d’un fibré en cercles sur une
orbisurface a coins d’angle (27 /p, 27 /q, 27 /).

— Lorsque t dégénére, c’est a dire lorsque t = t};,, on obtient conjecturalement une
uniformisation d’une 3-variété hyperbolique en passant & un groupe commensurable
(le groupe triangulaire lui-méme donne alors un 3-orbifold).

Le fait que la topologie du quotient change lorsque ¢ atteint la valeur critique ¢y, n’est pas
une surprise en soi. En effet, pour tout ¢ €] —tjim, tiim[ le mot W4 (ou Wp) est loxodromique
et a donc deux points fixes. A la valeur limite, ses deux points fixes se confondent. Ce
phénomeéne induit un pincement de ’ensemble limite Ar en tous les points fixes des mots
conjugués & Wa (ou Wpg). La topologie de Qr = S\ Ar change donc pour cette valeur
critique du paramétre t. Voici quelques exemples connus.

1. Lorsque p = ¢ = r = o0, il s’agit de groupes triangulaires idéaux complexes :
les trois droites complexes miroirs des trois réflexions complexes sont deux & deux
asymptotiques. Dans ce cas, Schwartz a montré dans [Sch0la|, que le groupe obtenu
pour la valeur critique uniformise (& commensurabilité prés) le complémentaire de
I’entrelacs de Whitehead.

2. Le cas des groupes triangulaires (3,3,n) est maintenant assez bien compris. Ainsi,
dans [PW17a], John Parker et moi-méme avons montré que la conjecture 1 de
Schwartz était vraie dans le cas des groupes (3,3,00) et que la variété a U'infini du
sous-groupe pair pour le paramétre critique était le complémentaire de ’entrelacs de
Whitehead. Le cas des groupes (3,3,n) a été étudié par Parker, Wang et Xie dans
[PWX16], et par Acosta dans [Acol9b]. Il ressort de ces travaux que la variété a
P'infini uniformisée pour le parameétre critique dans le cas (3,3, n) est le remplissage
de Dehn de pente (n — 2) sur 'un des cusps du complementaire de 'entrelacs de
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Whitehead. Ces exemples incluent en particulier le cas (3, 3, 4), considéré par Deraux
et Falbel dans [DF15], o la variété obtenue est le complémentaire du noeud en huit.

Les exemples ci-dessus fournissent deux uniformisations différentes du complémentaires de
I’entrelacs de Whitehead, qui ne sont pas conjuguées. Nous incluerons ces deux uniformi-
sations dans une méme famille de représentations dans la section 5.3. Au vu des exemples
ci-dessus, il est naturel de s’intéresser a la question suivante, qui sous-tend les travaux de
Schwartz sur les groupes triangulaires.

Peut-on prévoir la topologie des 3-variétés au bord des quotients de H% par un groupe iri-
angulaire hyperbolique complexe dégénéré de type (p,q,r) ¢

Cette question est absolument fascinante, et ’on n’a pas de réponse simple. On peut méme
en un sens prédire qu’il n’y aura pas de réponse trés simple. En effet, dans |[Derl5|, Martin
Deraux a montré le résultat suivant. Notons F%ﬁ le sous-groupe pair du groupe triangu-
laire hyperbolique complexe dégénéré de type (3,3,5).

Théoréme 5.2.1. Le groupe 1“:())2%5 est limage une représentation des deux groupes fon-
damentauz des 3-variétés hyperbéiiques mogg et mo15. Cetie représentation est [’holonomie
d’une uniformisation CR sphérique de mggg.

La raison topologique sous-jacente pour la premiére partie du résultat est la fait que
les deux variétés mgpg et mgi5 admettent des remplissages de Dehn qui sont des fibrés de
Seifert sur 'orbifold sphérique (3,3, 5) (c’est a dire le quotient du disque de Poincaré par le
sous-groupe pair d’une groupe triangulaire fuchsien (3,3,5)). La seconde partie du résultat
est tout & fait frappante : il semble que “la nature choisisse I'une des deux variétés”. Ce
phénomeéne observé par Deraux parait renforcé par des observations expérimentales trés
récentes faites par Raphaél Alexandre [Ale|. Il semble en effet que 'on ait “des paquets” de
3-variétés hyperboliques qui admettent un morphisme sur le sous-groupe pair d’un groupe
triangulaire via des remplissages de Dehn, et que pour une raison encore mystérieuse, l'une
d’entre elle soit uniformisée par le dit sous-groupe pair.

Ce remarques montrent la nécessité d’étre capable de reconnaitre la 3-variété unifor-
misée. Pour l'instant, la principale méthode dont on dispose est d’étudier un domaine fon-
damental. Nous discuterons cet aspect a la section 5.3.2. Il existe également des théorémes
de remplissage de Dehn adaptés aux structures CR, qui permettent parfois de répondre a
cette question (voir la remarque 5.3.2).

5.2.2 Chercher des représentations via des remplissages de Dehn non
hyperboliques.

La remarque qui suit ’énoncé du théoréme 5.2.1 suggére une stratégie pour trouver de
nouvelles représentations intéressantes du groupe fondamental d’une variété de dimension
3 non-compacte de volume fini M dont nous notons 7 le groupe fondamental.
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1. On cherche un remplissage de Dehn non-hyperbolique de M. Le groupe fondamental
du remplissage de Dehn est un quotient de 7, noté 7', et ’on espére donc qu’il soit
plus facile de trouver des représentations de 7’ que de .

On a vu des exemples ou ce remplissage de Dehn est

(a) un fibré de Seifert sur un orbifold sphérique & trois coins dont le groupe fonda-
mental est un groupe triangulaire. On obtient des représentations facilement en
considérant des groupes triangulaires hyperboliques complexes.

(b) La somme connexe de deux espaces lenticulaires, dont le groupe fondamental
est le produit libre de deux groupes cycliques (dans les exemple connus, il s’agit
donc de Z3xZs). On obtient facilement des représentations de tels groupes dans
PU(2,1), puisqu’ils sont des produits libres.

2. Lors du passage de m a 7/, 'opération de remplissage de Dehn impose une relation
entre les éléments périphéraux des différents cusps de M. Typiquement, I'image
d’un groupe périphéral dans le quotient 7’ est cyclique (alors que le cusp était de
rang 2 dans 7). On cherche alors une/des représentations intéressantes en imposant
que les images non-triviales des éléments périphéraux de 7 soient paraboliques dans
PU(2,1). On peut faire une hypothese plus forte en réclamant méme que ces éléments
soient unipotents (c’est par exemple ce que font Falbel et ses coauteurs, voir par
exemple [Cur]).

Il est intéressant de noter dans le dernier point ci-dessus que l'existence de représentations
de 7’ telles que I'image des classes non-triviales d’éléments périphéraux de 7 soient pa-
raboliques est liée de prés a la question 4.6 posée au chapitre 4. Le remplissage de Dehn
impose une contrainte sur les classes de conjugaisons de s et t (leur ordre), et 'image du
groupe périphéral dans 7’ suggére qu’un certain mot soit parabolique.

Explicitons la stratégie ci-dessus dans le cas de 'entrelacs de Whitehead. 1l est trés
utile d’utiliser le logiciel SnapPy [CDW] pour mener les calculs nécessaires. Considérons
donc le complémentaire de 'entrelacs de Whitehead. 11 admet plusieurs incarnations dans
SnapPy, par exemple M = L5al = myqg. '

La suite de commandes suivantes nous donne accés aux informations nécessaires.

1. Dans 'utilisation de SnapPy, le fait de choisir I'un des deux modéles L5al ou miz9 induit un change-
ment de paramétrage des groupes périphéraux, ce qui modifie en apparence les résultats obtenus. Si 'on
utilise dans SnapPy la version miz9 de M, il faut modifier les paramétres du remplissage de Dehn en passant
dans la commande ci-dessous de M.dehn_£i11([(-3,1),(-3,1)1)() a M.dehn_fil1([(1,1),(1,1)1)()
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M=Manifold(’L5al’)
Pi=M.fundamental_group()
Pi

7 = {(a, blab®>a?ba"tb"3a"2b7 1)
G.peripheral_curves()

my1 = ba et {1 = baba" b 3a"1ba
meo = bab et fo = bab~ta=2b1ab

M.dehn_£il1([(-3,1),(-3,1)1)()
M.fundamental_group()

7’ = (s,t|s3,3)

Ici nous avons noté par s et ¢ les classes respectives de a et b dans le quotient 7/. Les éléments
m; et [; ci-dessus sont les générateurs des groupes périphéraux (méridien et longitude) des
deux cusps (pour i = 1,2). Leurs images dans 7’ sont alors données par

[ma] = ts, [(1] = (ts), [ma] = tst, [la] = (tst)>.

Dans notre cas, s et t sont d’ordre trois, si bien qu’imposer la parabolicité de tst revient a
imposer celle de s~'¢t. En imposant que ces éléments périphéraux soient unipotents, on en
vient a considérer la question suivante :

Quels sont les sous-groupes de PU(2,1) engendrés par deux éléments elliptiques d’ordre
trois S et T tels que ST et S™'T soient unipotent ?

Le théoréme principal de [PW17a| donne une réponse compléte :

Théoréme 5.2.2 (Parker-Will [PW17al). Modulo conjugaison dans PU(2,1), il existe une
unique paire (S, T) d’éléments elliptiques d’ordre trois telle que

1. Le groupe G = (S,T) est Zariski-dense dans PU(2,1),
2. les deuz éléments ST el T'ST sont unipotents.

Ce groupe G est une uniformisation CR sphérigue du complémentaire de 'entrelacs de

Whitehead.

On peut espérer produire des représentations d’autres variétés en appliquant la méme
technique. Suite & mes questions, Nathan Dunfield a produit la liste de toutes les variétés
& un cusp obtenus par un collage d’au plus 9 tétrahédres qui ont la propriété d’avoir un
remplissage de Dehn homéomorphe & la somme connexe de deux espaces lenticulaires. Ceci
se traduit algébriquement par I'existence d’une surjection de leurs groupes fondamentaux
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sur un produit libre du type Z,xZ,. Les tableaux donnés sur les figures 5.1 et 5.2 montrent
quelques exemples de 3-variétés hyperboliques qui admettent un remplissage de Dehn ho-
méomorphe & une somme connexe de deux espaces lenticulaires. Nous donnons & chaque
fois un mot engendrant I'image du groupe du cusp dans le quotient 7’. Tous les calculs ont
été fait de maniére analogue & I'exemple traité ci-dessus pour l'entrelacs de Whitehead.
Pour chacun de ces exemples se pose alors alors la question de décrire les représentations
dans SU(2,1) de Z, * Z, pour lesquels le mot engendrant I'image du cusp est parabolique.

Variste Nombre de Parametres du Générateur de l'image
tétraedres remplisage de Dehn du groupe périphéral

m_160 4 (0,1) ts—L(ts)?

m_207 4 (1,0) [s, 1]

m_207 4 (0,1) s~ lt(st™1)?

m_288 5 (1,0) s~ ltst

m_373 5 (1,0) [s, 1]

s_455 6 (1,0) s~ st

s_464 6 (1,0) s, ]

s_581 6 (1,0) s~ st

s_820 6 (1,1) ts~1(ts)?

s_882 6 (1,0) (st)?

s_899 6 (1,0) [, 1]

v_0974 7 (1,0) s~ st

09_44089 | 9 (1,0) (st)?

09_44126 | 9 (1,0) st=1(s71t)?

FIGURE 5.1 — Quelques groupes de 3-variétés hyperboliques qui se surjectent sur Zs % Zs,
avec un générateur de I'image du groupe périphéral. Les lettres s et ¢ désignent respecti-
vement les générateurs du premier et deuxiéme facteur.

Les exemples des tableaux des figures 5.1 et 5.2 traitent tous de variétés & un seul
cusp. Le complémentaire de 'entrelacs de Whitehead, traité précédemment a lui deux
cusps. Ainsi, si I'on réclame que les images des groupes périphéraux par la représentation
recherchée soient unipotents, on impose une contrainte plus forte sur le groupe & deux
générateurs considéré : on réclame que deux mots non-conjugués soient unipotents. Dans
le cas d'une variété & un cusp, on n’impose de condition que sur un seul mot. On s’attend
donc a obtenir des familles de représentations plus grosses dans le cas des variétés a un cusp.
Ceci pose un probléme : dans les familles obtenues, quelles représentations sont susceptibles
d’étres les holonomies d’uniformisations ?

Parmi ces exemples de cas des groupes engendrés par deux éléments d’ordre fini s et



CHAPITRE 5. GROUPES DISCRETS ET STRUCTURES CR SPHERIQUES 79

Variét Nombre de Parameétres du Groupe Générateur de l'image
tétraedres remplisage de Dehn quotient 7’ du groupe périphéral

m_294 |4 (1,0) Zs % Ly s st

m_369 |5 (1,0) 73 * Ly st~ st

m_371 |5 (1,0) L3 * Ly st~ st

v_3498 | 7 (1,0) Zg * Z4 [S, t]

s_235 |6 (-1,1) Zo* T st(st3)?

s_432 | 6 (1,0) Zs % Zs s Lest

FIGURE 5.2 - Quelques groupes de 3-variétés hyperboliques qui se surjectent sur Zj, x Z,,
avec un générateur de 'image du groupe périphéral. Ici on a toujours p < g, les générateurs
s et t du quotient étant respectivement d’ordres p et q.

t , dont le commutateur [s,t] est parabolique semble particulierement intéressant. Cette
situation semble apparaitre dans de nombreux cas, dont par exemple m_207, m_373, m_464,
s_899, v_3498. On retrouve donc ici le phénoméne mentionné plus haut ([Derl5, Ale]) :
le méme groupe image peut-étre vu comme une représentation de plusieurs groupes de 3-
variétés, avec un controle sur les groupes périphéraux. Si ’on impose en plus, suivant Falbel,
que ledit commutateur [s,?] soit unipotent, alors le théoréme 4.3.1 impose que la paire
(p(s), p(t)) est R-décomposable, c’est a dire qu’il existe trois involutions antiholomorphes
telles que
p(S) —= 0102, p(t) = 0302.

Le groupe p((s,t)) apparait donc comme le sous-groupe pair d’un groupe triangulaire réel
(01,09,03) ayant la propriété que p([s,t]) = (010203)? est unipotent. Dans [Wil07], javais
décrit ces groupes ainsi que des familles de groupes discrets de cette forme. Il parait donc
intéressant de revisiter ces groupes a la lumiére des remarques ci-dessus.

5.3 Exploration d’un exemple : la tranche de Riley hyperbo-
lique complexe.

Le travail [PW17a| peut étre vu a posteriori comme une exploration des représenta-
tions du groupe de I'entrelacs de Whitehead qui factorisent par le remplissage de Dehn
L(3,1)§L(3,1). Comme nous l'avons vu & la section précédente, il est naturel dans ce
contexte de poser la question suivante.

Décrire l'ensemble des représentations de (s,t|s3 = t3 = 1) telles que p(st) et p(s~'t)
sotent paraboliques.
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Les images de ces représentations ont été baptisées diamond groups par R.E. Schwartz
dans le chapitre 15 de [Sch07b]. Pour expliquer ce terme, fixons quelques notations. Pour
tout éléement parabolique de PU(2,1) A, nous notons p4 € 8OOH(2C le point fixe de A. Si
maintenant ST et S~!T sont paraboliques alors il en est de méme pour les mots T'S, ST,
TS, TS™IT et ST~'S, car il sont des conjugués des deux précédents. On peut alors
disposer les points psr,prs, psrs,Pr-1g, PTST €t pgr-1 sur un octaédre combinatoire
(le diamant de Schwartz, donc, voir la figure 5.3). Cet octaédre est naturellement muni
d’identifications fournies par les relations de conjugaisons entre les différents mots dont
on considére les points fixes. A titre d’exemple, la transformation S réalise 'identification
entre les deux faces suivantes

S (ps—11,Ps7-18,P5T) = (PrS—1, DTS, PST-18)- (5.8)

Un examen attentif montre que la combinatoire ainsi obtenue est la méme que celle qui
permet d’obtenir I’entrelacs de Whitehead a partir d’un octaédre idéal (voir la section 3.3
de [Thu| ou la section 10.3 de [Rat19]).

Ps-r

pst

prs

Prs-
FIGURE 5.3 — Répartition des points fixes sur un octaédre

Pour montrer que le groupe (S, T) est I'image de 1’holonomie d’une structure CR sphé-
rique sur le complémentaire de ’entrelacs de Whitehead, on peut alors tenter de construire
un version géométrique de 'octaédre de la figure 5.3. Avec des techniques différentes, c’est
ce que Schwartz a fait dans [Sch0la, Sch07b|, et ce que John Parker et moi avons fait
dans [PW17a] pour démontrer le théoréme 5.2.2. Les deux structures ainsi obtenues dif-
ferent par le fait que celle de Parker-Will a holonomie périphérale unipotente (sur les deux
cusps), alors que celle de Schwartz a un cusp unipotent et un cusp dont ’holonomie est un
vissage. Du point de vue technique, le fait d’avoir deux cusp unipotent rend la structure
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plus simple & analyser. En particulier, nous avons pu utiliser une méthode relativement
standard (contruction d’'un domaine de Ford), quand Schwartz a construit un polyeédre ad
hoc, qui est une construction extrémement belle, mais trés technique. La prochaine section
décrira un cadre simple ou ces deux structures apparaissent ensemble.

5.3.1 Description de la tranche de Riley hyperbolique complexe.

La question que nous avons étudiée dans [PW17a| est une variation sur (5.8) : nous
imposons que p(st) et unipotent et nous libérons p(s~'t). La question devient donc

Décrire l'ensemble des représentations de (s,t|s® = t3 = 1) telles que p(st) soit uni-
potent. Parmis ces représentations, quelles sont celles pour lesquelles p(s~'t) est parabo-
lique ?

L’intérét de restreindre les contraintes par rapport & la question originale est que le
fait que I'un des deux produits soit unipotent au lieu de seulement parabolique simplifie
nettement les aspects calculatoires (voir plus bas en (5.13) des expressions explicites). Les
analogues pour le cas ou ST et S™'T sont paraboliques quelconques sont nettement plus
dures a manipuler.

Dans la suite nous noterons S et T les images de s et t par p. La remarque de base
sur les représentations que nous considérons est la suivante : si ST est parabolique, alors
il en est de méme pour les mots S~!TS~, T'S, T~1ST~!, qui sont obtenus en conjugant
cycliquement ST par S et T. En associant & chacune de ces transformations son unique
point fixe au bord de HZ, on associe donc & une représentation un quadruplet de points
dans c%oH(QC, que nous noterons :

dp = (pST7pS—1TS—1apTSapT—lsT—l) .

On remarque que g, est I’équateur de l'octaédre de la figure 5.3. Il est naturellement
organisé en deux triangles : S et T permutent cycliquement les deux triangles idéaux
7s = (psT:Ps-11s-1,p1s) €t 7 = (psT, prs, pr-157-1) (voir la figure 5.4).

Théoréme 5.3.1 (Parker-W. [PW1Ta|). Les PU(2,1)-classes de conjugaisons de paires
(S,T) d’éléments elliptiques réguliers satisfaisant auz conditions

S3 =13 =1 et ST unipotent , (5.9)
sont paramétrées par les paires (o1, az) € [3, %]2, ol
o1 = A(psr, psr-15,p18) = A(Ts) et ar = A(psr, psr-15,prs-15) = Alrr).  (5.10)

De plus, le produit S™'T est parabolique si et seulement si a1 et ag satisfont

2ixy —4xded + 18122 — 27 =0 (5.11)
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pstT

prs-ir S DST-1g

prs

FIGURE 5.4 — Les deux éléments d’ordre trois S et 7.

ot z; = /2 cos(qy).

La figure 5.5.a. représente le lieu ou le produit S~T est parabolique. L’expression 5.11,
s’obtient par des calculs standards a partir de I’expression suivante de la trace de S™'7T en
termes des «;.

tr(STIT) = zlaje /3, (5.12)

Cette derniére relation s’obtient facilement & partir d’expression explicites de S et T en
fonctions des mémes parameétres. Nous donnons dans [PW17a| les matrices de SU(2,1)
suivantes :

eial mleial—iag -1
S = e—ia1/3 —ZL‘1€ia2 _eton 01,
-1 0 0
0 0 -1
T = /3|0 —eimr _geim—iaz| (5.13)
—1 el e—ton

Nous allons maintenant décrire quelques points et régions remarquables de la tranche
de Riley hyperbolique complexe (voir la figure 5.5). Nous notons ici I' le groupe engendré
par les deux transformations S et T.

1. Axe des abscisses 1. Les groupes correspondant a des paramétres (g, 0) sont
commensurables & des groupes triangulaires idéaux. Plus précisément, pour chacun
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a. Le lieu parabolique P. A lintérieur
de la courbe S™'T est loxodromique, et
elliptique a l'extérieur

c. Aux points marqués sur la figure, I est
a commensurabilité prés un sous-groupe
d’'un réseau (donc discret). Les points
noirs (resp.rouges) correspondent a des
sous-groupes de réseaux de Mostow (resp.
de Deraux-Parker-Paupert[DPP16]).

b. Dans la région rouge, le groupe I’
est discret par [PW17a]. Sur I'axes des
abscisses (resp. ordonnées), il est est
& commensurabilité prés un sous-groupe
d’un groupe triangulaire idéal (resp. d'un
groupe que j'avais obtenu par bending
dans [Will2])

d. Les points rouges (resp. bleus) cor-
respondent a l'uniformisation du com-
plémentaire de 'entrelacs de Whitehead
obtenue par Schwartz [SchOla, Sch07b]
(resp. Parker-Will [PW17al). Les points
noirs sont les uniformisations de remplis-
sages Dehn sur un cusp [Acol9b, DF15,
PWX16].

FIGURE 5.5 — Le lieu de parabolicité de S™!T", avec divers points et régions remarquables.
Dans toute la figure, on note I' le groupe (S, 7).

83
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de ces points, le groupe I' est commensurable au groupe triangulaire idéal dont
les miroirs sont les cotés complexes du triangle 7g. Sur la figure 5.5 b, le segment
horizontal noir correspond donc aux groupes triangulaires idéaux hyperboliques
complexes dscret (voir [GP92, Sch0la, Sch07b]).

2. Axe des abscisses 2. Les deux points d’intersections de I’axe horizontal avec le
lieu de parabolicité (marqués en rouge sur la figure 5.5.d. représentent les uniformi-
sations du complémentaire de I’entrelacs de Whitehead obtenues par Schwartz dans
[SchO1a].

3. Axe des ordonnées 1. Dans [Will2], j’avais montré comment construire par un
procédé de pliage des représentations discrétes de groupes fondamentaux de sur-
faces a cusps dans PU(2,1). Les groupes I' obtenus pour des paramétres du type
(0, a2) sont commensurables a des exemples que j'avais traité dans [Will2|. Plus
précisément, j'avais construit dans ce travail des représentations de tout groupe de
surface a cusps ¥ dans PU(2,1), donc les groupes périphéraux étaient unipotents.
Dans le cas ou la surface X est la sphére moins trois points, les trois pointes sont
unipotentes, et le théoréme 4.2.2 montre que dans ce cas l'image de la réprésenta-
tion est d’indice fini dans un groupe engendré par deux éléments d’ordre trois. Plus
précisément les trois transformations A = ST, B = T'S et C = S™ITS vérifient
ABC =1 et engendrent ces représentations.

4. Axe des ordonnées 2. On peut résumer la situation des variétés a l'infini des
groupes représentés par des points de ’axe vertical de la maniére suivante

(a) Si S7!T est unipotent alors le groupe I' uniformise le complémentaire de 1’en-
trelacs de Whitehead ([PW17a]). C’est le cas pour les deux points d’intersection
de ’axe vertical avec le lieu de parabolicité.

(b) Si STIT est loxodromique, alors le groupe (S,T) uniformise un remplissage
de Dehn de pente —1/3 sur les deux cusps du complémentaire de l'entrelacs
de Whitehead (|Acol9b|). C’est le cas pour la portion d’axe vertical qui est
intérieure au lieu de parabolicité.

(c) Si S7IT est elliptique d’ordre fini, I' uniformise le remplissage de Dehn de pente
1/(n — 3) sur un des cusps du complémentaire de l'entrelacs de Whitehead
(JAco19b]). C’est le cas pour certains points de I’axe vertical, extérieurs au lie de
parabolicité (marqués en noir sur la figure 5.5.d. Ces groupes ont été également,
étudié par Parker-Wang-Xie dans [PWX16].

5. La zone rouge. Dans [PW17a|, John Parker et moi avons montré que la zone
délimitée par la courbe rouge sur la figure 5.5.b est formée de groupes discrets.
Nous avons pour cela construit un domaine fondamental avec deux paramétres
de flexibilité (un domaine de Ford). La zone obtenue correspond & une limitation
combinatoire sur ce domaine fondamental. Nous pensons que tout la partie intérieure
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au lieu de parabolicité est formée de groupes discrets. Plus précisément on peut
énoncer :

Conjecture. Un groupe (S,T) tel que dans le théoréeme 5.3.1 est discret et iso-
morphe & Zs « Zs si et seulement si ST n’est pas elliptique.

Nous reviendrons 4 cette preuve de discrétude a la section 5.3.2.

6. Sous-groupes de réseaux. La conjecture ci-dessus est renforcée par I’observation
suivante, faite par Martin Deraux. De nombreux points intérieurs & la courbe bleue
correspondent & des sous-groupes de réseaux connus. Ces points sont marqués sur la
figure 5.4 c. Plus précisément, en ces points, le sous-groupe de I" engendré pas ST
et T'S est un sous-groupe d’une réseau de Mostow (points noirs) ou un sous-groupe
de 'un des résaux produits par Deraux-Parker-Paupert dans [DPP16].

Remarque 5.3.1. Expliquons maintenant la terminologie. Dans ses travaux, Riley considé-
rait U'espace des classes de conjugaisons de sous-groupes de PSL(2,C) engendrés par deux
transformations paraboliques qui ne commutent pas. On peut identifier cet espace avec
C — {0} via I’application qui associe a tout p € C — {0} la classe de conjugaison du groupe

T,, ot
-0 D)

La question originale de Riley était de déterminer les valeurs de p pour lesquelles I', est
discret. Parmis ces valeurs, le sous-ensemble fermé des valeurs de p pour lesquelles I', est
discret et libre est maintenant appelé tranche de Riley ([KS94] ou 'exposé [Ser|). Dans le
cadre de la tranche de Riley hyperbolique complexe, en notant A = ST et B=TS, Aet B
sont deux transformations paraboliques unipotentes qui ne commutent pas. La condition
supplémentaire réclamant que AB soit également unipotent sert ici 4 rigidifier la situation,
de maniére & avoir une tranche de dimension plus petite.

Du point de vue de la discrétude, les résultats attendus sont bien différents dans le
cadre hyperbolique complexe. Ainsi, tout mot en les deux matrices (5.14) qui représente une
courbe simple sur la sphére & quatre trous (voir [KS94]) peut devenir parabolique et fournit
un unique point de la courbe sur la figure 5.6. Ces points correspondent donc & "apparition
d’un élément parabolique accidentel, et forment un sous-ensemble dense de la courbe.
Les autres points peuvent s’interpréter comme un pincement le long d’une lamination
géodésique. Dans le cas complexe, la conjecture ci-dessus peut se réénoncer en disant que
(A, B) est discret et libre & deux générateurs si et seulement si le commutateur [A, B] est
non-elliptique. On voit donc que la situation attendue est drastiquement différente.

Dans [PP10] (probléme 6.2), Parker et Platis posent cette question pour les défor-
mations quasi-fuchsiennes hyperboliques complexes de représentation R-fuchsiennes de
groupes de surface fermées. Ils laissent entendre en particulier que le bord de ’espace des
déformations discrétes et fidéles pourrait avoir une structure polyhédrale, dont les faces
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FIGURE 5.6 — La tranche de Riley. Les classes de groupes discrets et libres forment ’ex-

térieur de la “courbe”. Les “cils” de l'oeil sont les pleating rays, qui rencontrent la courbe

limite en les parameétres p pour lesquels apparait un élément parabolique exceptionnel. Je

remercie C. Series qui m’a fourni ce scan de l'original du dessin qui apparait dans [KS94].
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correspondraient & l'apparition d’éléments paraboliques. La situation serait donc encore
une fois trés différente du cas hyperbolique réel.

De ce point de vue, le cas des représentations de groupes de surfaces dans PU(3,1)
parait extrémement intéressant puisque H% contient des copies plongées de H% et H(QC, et
que les deux comportements doivent se combiner.

5.3.2 Prouver la discrétude d’un groupe et analyser le quotient.

Je vais ici brievement exposer le principe la méthode que John Parker et moi avons
employée pour prouver la discrétude des groupes correspondant aux points de la zone rouge
de la figure 5.4.b. Les détails sont trés techniques, je renvoie donc pour cela & notre article
[PW17a], ainsi qu’au papier de Miguel Acosta [Acol9b], ot notre analyse est partiellement
réexposée et élargie.

Le principe général. Nous construisons un domaine fondamental en utilisant un Do-
maine de Ford. Le principe est le suivant.

1. On choisit un point fixe parabolique d’un élément du groupe (dans notre cas, il s’agit
de psr), et on fixe une métrique de Cygan sur H(% associée a ce point. On associe
alors a tout élément v € I'\ Stab(psr) sa sphére isométrique (voir la section 2.2),
notée Z(y). Le domaine de Ford de de I' est alors l'intersection des extérieurs des
sphéres isométriques de tous ces éléments. Il est décrit par le systéme d’inégalités :

Fo = {m € (H2 U 0.H2) \ pr, | (m, psr)| > |(m, " psr)|¥y € T\ Stab(psr)}.

(5.15)
Ici, nous désignons par pgr le relévement de pgr correspondant au choix de la
métrique de Cygan (voir la section 2.2); pour tout point m , m est le relévement
qui vérifie (m, pgr) = 1, et v un relévement de v a SU(2,1). Le domaine de Ford
est donc une variante du domaine de Dirichlet, ot le point base est a U'infini (voir la
section 9.3 de [Gol99]). Il est invariant sous l'action du stabilisateur parabolique de
psr- 1l suffit en théorie de montrer qu’il contient un ouvert non-vide pour obtenir
la discrétude du groupe I'.

2. En pratique il n’est pas simple de vérifier que ’ensemble (5.15) contient un ouvert
non-vide car il est décrit par un nombre infini d’inégalités. On procéde donc de la
maniére suivante.

(a) On étudie expérimentalement le bord de Fr. Lorsque le groupe est discret, on
espére obtenir une structure polyédrale. 1l s’agit donc de deviner expérimenta-
lement cette structure.

(b) Une fois obtenu un domaine de Ford conjectural on l'intersecte avec un domaine
fondamental pour le stabilisateur parabolique du centre du domaine de Ford.
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L’objet obtenu est alors un candidat domaine fondamental pour le groupe, et
l'on applique le théoréme du polyédre de Poincaré pour le prouver, qui nous
donne une présentation du groupe I'. La figure 5.8 représente l'intersection avec
DsoHZ de quelques spheéres isométriques dans le cas du groupe (S, T') pour lequel
ST et S™'T sont unipotents (théoréme 5.2.2). L’intersection du domaine de
Ford avec S est I'extérieur de la réunion de ces sphéres. On peut oberver sur la
figure que ces sphéres isométriques “suivent” la structure de contact du groupe
de Heisenberg : chacune de ces sphére est symétrique par rapport au plan de
contact en son centre.

La figure 5.7 montre 'exemple classique du domaine de Ford centré & l'infini pour le groupe
PSL(2,Z) = (e,i|e® = 12 = 1, ecparabolique). Il est bordé par les sphéres isométriques
bleues et rouges, qui sont celles de e, e~! et leurs conjugués par la translation z — 2z + 1.
Les deux géodésiques verticales bordent un domaine fondamental pour le stabilisateur du
point & U'infini.

Difficultés de la mise en oeuvre.

1. Comme nous ’avons vu a la section 2.2, les sphéres isométriques sont des exemples
de bisecteurs de H(%. Ce sont en particulier des hypersurfaces, qui ne sont donc
pas totalement géodésiques. Il s’agit donc d’étudier les intersections d’une famille
de telles hypersurfaces. Techniquement, il s’agit d’un systéme d’équations et d’in-
équations, qui sont polynomiales (typiquement de degré deux) ou trigonométriques,
suivant les paramétrages choisis. Notons ici que dans le cas des espaces hyperbo-
liques réel, les sphéres isométriques sont totalement géodésiques, et par conséquent
les équations impliquées dans la description du domaine de Ford sont affines. Dans
[PW17a|, nous décrivons complétement la combinatoire de ces intersections pour
les paramétres qui appartiennent a la zone rouge de la figure 5.5.b. Cette région est
définie comme ’ensemble des paramétres (aq,ag) pour lesquels seules les sphéres
isométriques de S et T interviennent dans le bord du domaine de Ford. Pour obtenir
la description de la zone rouge, nous avons essentiellement éliminé des variables dans
les systémes d’équations décrivant les intersection des sphéres isométriques de S et
T et de leurs voisines. L’effet mécanique est d’augmenter le degré des équations, ce
qui meéne a des difficultés calculatoires, spécialement lorsque 'on traite des familles
de polyedres (ici donc, une famille & 2 paramétres oy et ag).

2. L’identification de la topologie du bord & l'infini du quotient est un probléme qui
peut s’avérer épineux. Dans la plupart des cas connus a ce jour ([DF15, Sch0la,
PW17al|), cette identification est faite de maniére artisanale. Dans le cas de [PW17a],
qui en quelque sorte suit [Sch0la], nous montrons & la main que pour les paramétres
(a1, a2) situés sur la pointe du lieu de parabolicité (points bleu de la figure 5.5.d.),
on obtient le complémentaire de I'entrelacs de Whitehead. Pour cela, nous vérifions
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que lintersection du domaine fondamental avec le bord a l'infini est un octaédre

idéal O dont les sommets sont des points fixes paraboliques du groupe. 1l s’agit donc

d’une réalisation géométrique de 'octaédre combinatoire décrit & la figure 5.3. Cette
méthode est envisageable sur des exemples particuliers, mais plusieurs problémes se
posent :

(a) il n’est pour l'instant pas possible de prédire la topologie de la variété que l'on
va obtenir sans procéder & une analyse fine de la combinatoire des domaine
fondamentaux.

(b) Tl est difficile de traiter un grand nombre d’exemples de cette maniére & moins
d’envisager un traitement & l'ordinateur. Cet aspect parait indispensable en
I’état des connaissances.

FIGURE 5.7 — Quelques sphéres isométriques d’éléments de PSL(2,Z). Le domaine de Ford
est la partie du demi-plan de Poincaré située au-dessus des sphéres isométriques bleues et
rouges.
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FIGURE 5.8 — Deux vues d’une portion du bord du domaine de Ford.

Remarque 5.3.2. Concernant le probléme de l'identification de la topologie, on peut tout
de méme mentionner deux résultats de remplissage de Dehn CR sphérique, qui vont donc
dans le sens d’une reconnaissance plus simple de la topologie d'une variété.

1. Le premier, da a Schwartz (Théoréme 1.2 de [Sch07b|) permet de réaliser un rem-
plissage de Dehn sur une uniformisation, et d’obtenir encore une uniformisation.
C’est donc un résultat trés fort, mais il repose sur 'hypothése que ’ensemble limite
A de l'uniformisation de départ est poreuz, c’est a dire si pour tout g € PU(2,1),
g(S3\ A) contient une boule dont le diamétre sphérique est minoré uniformément
par rapport & g. Schwartz suggére que cette condition est équivalente & celle d’étre
géométriquement fini (au moins lorsque A est strictement inclu dans S®), mais ne
le prouve pas. Cette condition semble difficile & vérifier sur un exemple, et & ma
connaissance, personne n’a réussi a la vérifier depuis Schwartz.

2. Le second résultat de remplissage de Dehn est da & Miguel Acosta dans [Acol6]
(théoreme 3.23). Ce résultat est plus souple et plus facile & appliquer, mais il ne
considére que des structures, qui ne sont donc pas forcément des uniformisations. 11
faut donc de nouveau un travail séparé pour obtenir un résultat d’uniformisation.
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5.4 Une métrique de Hilbert sans convexité pour les unifor-
misations CR sphériques. [FGW20]

Dans [FGW20], Elisha Falbel, Antonin Guilloux et moi avons défini une métrique a la
Hilbert sur certains ouverts de 'espace projectif. Soit A une famille compacte d’hyperplans
de CP"™, et soit {2 un ouvert contenu dans le complémentaire de la réunion des hyperplans
de A. En identifiant chaque hyperplan avec une forme linéaire, on a donc

C
Qc | ker(e) | - (5.16)
PEA
On pose alors
Vw,w' € Q, dy = max{In(|[¢p, ¢',w,w']]), ¢, ¢ € A} (5.17)
Le birapport [¢, ¢',w,w’] est défini comme le birapport des quatre points ¢y, ., qﬁi‘w,, w et
W', ot en notant (ww’) la droite engendrée par w et W',
Pu = ker(¢) N (ww'), (,b('u’w, = ker(¢') N (ww') (5.18)
Voir la figure 5.9. On peut facilement vérifier que ce birapport est donné par
P(w)¢' (W)
6, ¢ w, o] = DL 5.19
| 1= 5o w) (>19)

kergp ker ¢’
FIGURE 5.9 — Le birapport [¢, ¢/, w, ']

Lorsque € est un domaine linéairement convexe de CP™ et que A est son dual (I’en-
semble des hyperplan qui ne le rencontrent pas), cette définition coincide avec une construc-
tion de Dubois [Dub09]. Dans ce cadre, le choix fait de A est “le plus gros possible”. Cette
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situation a été egalement considérée par Ledrappier ([Led12]), Vince ([Vinl3]) ou Zimmer
[Zim15, Zim17]. Cependant la métrique de Dubois existe également lorsque A et 2 ne sont
pas duaux 'un de 'autre : nous n’imposons ici seulement que € soit inclu dans le dual
de A. Il s’en suit que dp n’est en général pas une distance, mais seulement une pseudo-
distance : elle ne sépart pas les points. On peut cependant caractériser les paires (2, A)
pour lesquelles dp est un distance sur 2 :

Théoréme 5.4.1. Soient w et ' deuz points distincts de S, Les trois conditions suivantes
sont équivalentes.

1. dp ne sépare pas w et w' (dp(w,w’) =0).
2. Pour toute paire (¢, ¢') dans A x A, ||[¢, ¢, w, ]| = 1.

3. 1l existe une involution anti-holomorphe de la droite compleze (w,w') qui échange w
et ' et fize point par point la projection de A sur (w,w’).

De plus, si dp sépare toutes les paires de points distincts, alors dp est une distance.

Ici, la projection d'un hyperplan sur une droite est juste son intersection avec elle.
L’exemple le plus simple est le suivant : on se place dans CP!, les hyperplans sont donc
des points, et 'on considére A = {a, b, c}. On voit facilement que deux points sont séparés
par dp sauf §’il sont images I'un de 'autre par I'inversion par rapport au cercle contenant
les trois points de A. Dans [Vinl3], Vince étudie cette métrique sous ’hypothése que
I’adhérence de ( est strictement contenue dans CP'. Le cas ot A est constitué d’un nombre
fini de points dans CP? est en quelque sorte un analogue de la métrique de Hilbert classique
dans un polygone. Lorsque la condition de séparation du théoréme 5.4.1 est vérifiée, on
peut montrer que la distance dy donne une métrique infinitésimale Finsler :

Théoréme 5.4.2. Soit (Q,A) tels qu'en 5.16 et vérifiant la condition de séparation. La
métrique dp induit une métrique infinitésimale Finsler (w,v) — [[v||aw sur TS, qui est
donnée par :

/
Yw € Q, Yo € T,Q, v]aw = max Re (¢ W _ 4’(”)) : (5.20)
Y pen ¢ (w)  ow)

On peut caractériser les cas ou la boule unité de cette métrique est strictement convexe
(Proposition 2.15 de [FGW20]). Dans le cas de la sphére moins n points : ¥ = CP!\
{p1,- -+ ,Pn}, on peut montrer que la métrique Finsler induite est uniformément équivalente
a toute métrique hyperbolique de volume finie (Théoréme 4.1 de [FGW20]). En notant ||.||
la norme de Finsler et la norme hyperbolique ||.||”, on vérifie qu’il existe une constante
C > 1 telle que
vl

Vm € 3, Vv € 1,3, < Jollm < Cl0|1,. (5.21)
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F1GURE 5.10 — a, b, ¢ : diverses vues de lignes de niveaux de la distance & un point dans
le cas de la sphére privée de quatre points. d : boule unité de la norme sur le plan tangent
dans le cas du complémentaire de I’ensemble limite d’'un groupe de Schottky. le dessin d a
été réalisé par Antonin Guilloux.

On ne peut pas cependant en tirer tel quel de résultat de quasi-isométrie car dy n’est en
général pas une métrique de longueur. On peut illustrer ce fait par les estimées suivantes,
qui traitent du disque épointé vu alternativement comme cusp modéle hyperbolique ou

comme voisiane d’un point 6té de X muni de la métrique dy.

|dz|
|z[log |z|
le cusp modele des surfaces hyperboliques). On peut alors estimer la distance entre

le point 1/2 et un point ¢ > 0, qui est ~ log(]log(t)]).

1. La métrique hyperbolique sur le disque épointé est donnée par (c’est donc

2. Si maintenant 'on suppose que p; = 0 et que les autres points 6tés sont suffise-
menent loin & Pextérieur du disque unité, la distance de Finsler entre les méme deux
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points est donnée par

maxlog LZ P2 bl 1y ).
wi o |t=pjll1/2 = pil
Revenons maintenant au cas d’un sous-groupe de PU(n,1). Rappelons qu’a tout point p de
S2n=1 est associé I’hyperplan complexe H, tangent a S2n=1 en p défini par (voir la section
2.2)
Hy = P(ker((-,p)).

L’hyperplan H), est la projection sur CP™ du noyau de la forme ¢p = (-, p), ot p est un
relévement quelconque de p. Ceci implique en particulier que si p, ¢ € S?"~! et m,n € HE,
on a

(p,m){q,n)
(p,n){(q, m)’
qui n’est autre que le birapport de Koranyi-Reimann défini & la section 2.4. Lorsque I est
un sous groupe-discret de PGL(n + 1,C), 'ensemble limite au sens de Kulkarni de T' défini
de la maniére suivante.

[¢ps bg, M, m] = (5.22)

Définition 5.4.1 (|[Kul78, Definition 1.1]). Soit I' C PGL(n+1, C) un sous-groupe discret.
1. Lo(T") est la fermeture de I'ensemble des points de CP™ avec isotropie infinie.

2. Li(T") is la fermeture de I’ensemble des points d’accumulation des T'-orbites des
points z de CP™\ Lo(T").

3. Lo(I') est la fermeture de 'ensemble des points d’accumulation des I'-orbites des
sous-ensembles compacts compacts K C P\ (Lo(I') U L1(T)) 2.

4. L’ensemble limite au sens de Kulkarni Agyi(I') est la réunion Lo(I') U L1 (I") U Lo (T).

5. La région de discontinuité au sens de Kulkarni, notée Qx1(I") est le complémentaire
de Ak (") dans CP™

Si T' est un sous-groupe discret de PU(n,1), notons Ar C S?"~! son ensemble limite
classique. Cano, Liu et Lopez ont montré dans le théoréme 0.1 de [CLL17| que

1. On a I'égalité

Ak (1) = | Hy (5.23)
peEA

2. Qku(T) est le plus gros ouvert de CP™ sur lequel I agit proprement discontintiment.

2. Un point p € CP" est un point d’accumulation d’une famille de compacts C,, si tout voisinage de p
rencontre une infinité compacts Cy, voir [Kul78]
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On constate donc directement que la pseudo-métrique dp est bien définie sur Qi (I), et
que de plus elle est invariante par le groupe I'. Lorsque par exemple I' est un sous-groupe
R-Fuchsien de PU(2,1), Cano, Parker et Seade on montré dans [CPS16| que Qku(T) a
exactement trois composantes connexes donc une contient H(QC. Ce cas précis ne remplit
pas les conditions de séparation : ’ensemble limite est le bord d’un plan réel, et la réflexion
o par rapport a ce plan réel préserve Agy ('), ce qui conduit au fait que les points échangés
par o ne sont pas séparé par A. On peut vérifier également que pour un sous-groupe C-
Fuschsien de PU(2,1), la condition de séparabilité n’est pas non-plus remplie. Cependant
c’est ce qui peut arriver de pire : I’énoncé suivant est une combinaison du Théoréme de
Camno, Liu et Lopez et du Théoréme 3.8 de [FGW20]

Théoréme 5.4.3. Soit I' un sous-groupe discret Zariski-dense de PU(n,1). Alors d,., est
une distance sur Qxu. De plus, I agit proprement discontindment et par isoméiries sur

Qxul-

On en déduit directement 1’énoncé suivant
Théoréme 5.4.4. Soit I un sous-groupe discret Zariski dense de PU(n,1) dont l’ensemble
limite A est un fermé strict de S*"~1.

1. Alors dp est une métrique I'-invariante sur l'ensemble de discontinuité €.

2. La métrique finsler définie sur Qgu(I") induit une métrique infinitésimale finsler

sur TQxw(T) qui est T-invariante.

En particulier cet énoncé équipe naturellement les uniformisations CR sphériques de
3-variétés d’une métrique finsler.



Chapitre 6

Perspectives, projets.

Dans cette partie, je vais présenter quelques pistes de recherche pour les années qui
viennent. Certaines ont déja été largement esquissées dans les chapitres précédents.

6.1 Représentations de groupes fondamentaux de 3-variétés
dans PU(2,1).

Mes résultats autour de la tranche de Riley hyperbolique complexe ([GW18, PW15,
PW17a|) suggérent comme j’ai tenté de I'exposer a la section 5.2.2 les questions suivantes.
Soit M une 3-variété hyperbolique non-compacte de volume fini. Soit M’ un remplissage
de Dehn non-hyperbolique de M.

1. Donner des conditions sous lesquelles la SL(3,C)-variété des caractéres de M’ (ou
plus vraisemblablement sa composante de dimension maximale) s’identifie & une
composante algébrique de la SL(3,C)-variété des caractéres de M. Mon travail avec
Antonin Guilloux [GW18] laisse penser que c’est vrai pour une variété a deux cusps
admettant un remplissage de Dehn homéomorphe a la somme connexe de deux
espaces lenticulaires. Peut-on donner des conditions plus générales ?

2. Décrire des tranches définies géométriquement de la variété des caracteéres de M’, qui
généralisent la tranche de Riley hyperbolique complexe & d’autres variétés. Lorsque
M’ est homéomorphe & la somme connexe de deux espaces lenticulaires, les aspects
calculatoires et algébriques sont sans doute un peu plus simple & aborder. On a vu
dans la section 5.2.2 certains cas intéressants & aborder en premier. I’existence de
telles familles d’exemples paramétrées efficacement permettrait d’expérimenter (par
exemple & 'aide des outils d’étude des ensembles limites récemment mis au point
par Raphaél Alexandre et Antonin Guilloux). Voici par exemple un échantillon de
probléme possible : paramétrer I’ensemble des représentations du groupe Zs x Zs =

96
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{a,bla®,b3) dans PU(2,1) telles que le commutateur [a, b] soit envoyé sur un élément
unipotent.

La description des tranches géométriques des variétés de caractéres pose des questions
de nature algébriques sur les relations et contraintes entre les classes de conjugaisons des
éléments d’un groupe a deux générateurs. L’exemple le plus simple & poser est celui du
probléme de Horn dans PU(2,1), mais les éléments que j’ai donné dans le chapitre 4 res-
tent relativement lacunaires. En particulier, les travaux de Paupert [Pau07] et mon travail
avec John Parker[PW15| décrivent les classes de conjugaison possibles pour le produit
AB sachant que A et B appartiennent & deux classes données. Dans ce cas, les tranches
géométriques auquelles je référe ci-dessus peuvent étre comprises comme les fibres de I'ap-
plication moment décrite au chapitre 4. Il serait trés intéressant d’avoir une compréhension
géométrique de ces fibres. Il est trés vraisemblable qu’elles portent une structure symplec-
tique, qu’il serait trés intéressant de décrire. On peut espérer obtenir des sous-variétés
lagrangiennes correspondant & certaines représentations ayant des propriétés de type dé-
composition en involutions (voir la section 4.3), dans ’esprit des travaux de Schaffhauser
pour U(n) [Sch07a, Sch08|.

6.2 Uniformisations CR

6.2.1 Existence d’uniformisations

La conjecture de Kapovich 5.1.1 laisse espérer que toutes les variétés hyperboliques
admettent une structure CR sphérique. Cependant la question des uniformisations CR
sphériques de ces mémes variétés reste largemment ouverte. A ce stade, la question la plus
importante me parait étre de trouver un éventuel contre-exemple : existe t’il une 3-variété
hyperbolique qui n’admette pas d'uniformisation CR. sphérique ?

6.2.2 Uniformisations et groupes triangulaires

A ce jour, on observe un fort lien entre les groupes triangulaires hyperboliques com-
plexes et les uniformisations CR. sphériques de 3-variétés hyperboliques. On ne sait pas
cependant s’il s’agit d’un accident de basse complexité da au fait qu’on n’arrive pour I'ins-
tant a ne manipuler que des groupes relativement simples (disons, a deux générateurs), ou
si le lien est plus profond. Il serait intéressant de construire des exemples dont on puisse
montrer qu’il ne sont pas liés simplement aux groupes triangulaires hyperboliques com-
plexes. Une piste possible serait d’étudier des déformations de groupes de surfaces avec un
parabolique accidentel (qui joue le role de la dégénerescence dans les groupes triangulaires
hyperboliques complexes). Une autre approche serait de tenter de recenser les 3-variétés
uniformisées par des groupes triangulaires hyperboliques complexes dégénérés, ou d’obtenir
des conditions sur les 3-variétés uniformisées dans ces cas. Par exemple :
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La 3-variété uniformisée par un groupe triangulaire hyperbolique complexe dégénéré est-
elle toujours hyperbolique ¢

6.2.3 Uniformisations et réseaux

Un exament attentif de la tranche de Riley hyperbolique complexe montre que le lieu
de parabolicité (5.5) contient un point qui est un sous-groupe I' (d’indice infini) du réseau
d’Eisenstein-Picard PU(2,1,Z[w]), ol w est une racine cubique de 'unité. 1l est trés vrai-
semblable que ce groupe uniformise le complémentaire de I’entrelacs de Whitehead, mais
ce n’est pas démontré. Il s’agirait de répondre au question suivantes.

1. Prouver qu’en effet I' uniformise I'entrelacs de Whitehead.

2. Quels sont les sous-groupes de PU(2,1,Z[w]) qui uniformisent une 3-variété hyper-
bolique 7 Pour des raisons simples d’ensemble limite, ces sous-groupes doivent étre
d’indice infini. Ceci fait qu’on ne peut sans doute pas réduire cette question &
des simples techniques de cut and paste sur un domaine fondamental connu de
PU(2,1,Z[w]) (voir par exemple [FP06]).

3. On sait que pour toute surface hyperbolique non-compacte X, ,, il existe un sous-
groupe H du groupe modulaire PSL(2,Z) tel que le quotient du disque de Poincaré
par H soit homéomorphe & ¥, , (voir par exemple [Mil69]). Peut-on recenser les
variétés hyperboliques de dimension 3 dont le groupe fondamental admette une
représentation dans PU(2,1) dont 'image soit incluse dans PU(2,1,Z[w]) 7 Cette
représentation est-elle 'holonomie d’une uniformisation ?

4. De maniére plus générale, on peut se poser la méme question pour les sous-groupes
des réseaux non cocompacts de Mostow et Deraux-Parker-Paupert.

6.2.4 Meétrique Finsler

La métrique de Finsler que nous avons décrit a la section 5.4 met sur les 3-variétés CR
uniformisées une géométrie naturelle, que j’aimerais étudier pour son intérét propre. Cette
métrique est par ailleurs définie dans un cadre plus large que celui des groupes discrets de
PU(n,1) (groupes de Schottky, groupes quasi-Fuchsien, sous-groupes kleiniens généralisés
de PSL(n,C) au sens de [CNS13|), et il serait intéressant d’étudier son comportement dans
ces différents cas.

Dans le cas particulier des variétés CR sphériques compactes, on peut espérer utili-
ser cette métrique pour prouver un résultat d’ouverture de ’ensemble des holonomies de
structures au sein de la variété des représentations, dans ’esprit du théoréme d’ouverture
de Koszul pour les structures projectives convexes (voir|Kos68| ou la section 6 de [Ben0§]),
ol la métrique de Hilbert joue un role important.
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6.3 Groupes de Schottky hyperboliques complexes et géomé-
trie pseudo-riemanienne.

Nous l'avons dit, I'un des problémes récurrents en géométrie hyperbolique complexe
est de prouver la discrétude d’un groupe. C’est assez frustrant car les résultats sont assez
simples & énoncer, mais difficiles & démontrer. L’exemple typique est celui des conjectures de
Schwartz sur les groupes triangulaires complexes. La discrétude du groupe est controlée par
le type d’isométrie d’un seul mot, mais la preuve reste malgré tout difficile. Falbel-Koseleff
|[FK00, FK02|, Falbel-Parker[FP03| et Schwartz [Sch07b] ont développé des techniques
de fabrications de domaines fondamentaux reposant sur la construction d’hypersurfaces
feuilletées par des sous-espaces totalement géodésiques. Il s’agit pricipalement de groupes
de Schottky.

Définition 6.3.1. Une C-sphere (resp. R-sphere) est une hypersurface de H% homéo-
morphe & une 3-sphére, feuilletée par des droites complexes (resp. des plans réels).

Ces objets ont une jolie interprétation en termes pseudo-riemaniens : & toute hypersur-
face feuilletée de ce type est associée une courbe v dans la grassmanienne correspondante.
Cette grassmanienne est un espace homogéne muni d’une métrique pseudo-riemanienne
provenant de la forme de Killing de PU(2,1). La condition de feuilletage local s’interpreéte
par le fait que 7y est causale : le vecteur tangent & v en un point est toujours de type temps
(négatif pour la métrique).

Ainsi, les bisecteurs (voir la section 2.1.5) sont feuilletés par des droites complexes et
correspondent aux géodésiques de type temps de PU(2,1)/U(1,1). Leur feuilletage singulier
par des plans réels les associe aux géodésiques de type espace de PU(2,1)/PO(2,1). Dans
[Will2], j’avais défini des R-sphéres qui a posteriori correspondent aux géodésiques de
type temps de PU(2,1)/PO(2,1). Les exemples contruits par Falbel, Koseleff et Parker
s’interprétent comme des géodésiques brisées de type temps de PU(2,1)/U(1,1), qui sont
réminiscentes des plans croches (crooked planes) de I'espace de de Sitter définis par Todd
Drumm (voir par exemple [BCDT08]). Il serait trés intéressant de mieux comprendre la
constructions de domaines fondamentaux, au moins pour des groupes de Schottky, a la
lumiére de cette interprétation. Ceci pose en particulier la question de comprendre I'action
des sous-groupes de PU(2,1) sur ces espaces homogénes. Un projet commun avec Andrea
Seppi va dans cette direction.

Les techniques de colliers de perles utilisées par exemples par Ananin-Grossi-Gusevskii
[AGG11]| ou Gaye [Gay08] peuvent également s’interpréter en ces termes (d’ailleurs ce
fait est mentionné dans [AGG11]). Essentiellement : & tout collier de perles formé par
des morceaux de bisecteurs est associé un lacet de type temps géodésique par morceau
dans V’espace PU(2,1)/U(1,1). Des techniques de ce type, appliquées dans le cas de la
géométrie conforme, ont permis de montrer la conjecture de stabilisation de Kapovich
(conjecture 5.1.2) pour les structures conformes plates. Il est vraisemblable qu’on puisse
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adapter cette preuve au cas hyperbolique complexe, mais les problémes techniques que
pose cette adaptation sont assez ardus. Mes efforts n’ont pour 'instant pas été couronnés
de succés, mais je ne perd pas espoir !

6.4 Géométrie hyperbolique complexe en dimension supé-
rieure

Dans un projet commun avec Julien Paupert, nous nous intéressons aux variétés de
représentations de groupes fuchsiens et kleiniens en dimension supérieure (plus grande ou
égale & trois). On peut ainsi se poser la question de la déformation : étant donné un sous-
groupe discret I' de PO(m,1), peut-on le déformer dans PU(n,1) (avec n > m) ? Si oui, ces
déformations restent-elles discrétes ?

Le théoréme de Guichard [Gui04| répond par laffirmative & la question de la discrétude
des déformations dans le cas ol I est convexe-cocompact. L’existence de telles déformations
est une question tres classique (voir par exemple [Wei64]| ou [CLT07, HP11]). La question
analogue dans le cas des déformations projectives est trés étudiée . Il s’agit 1a de déformer les
sous groupes discrets de PO(m,1) dans PGL(n,R). Ainsi, Cooper, Long, et Thistlethwaite
ont montré que beaucoup de 3-variétés fermées étaient projectivement rigides, c’est a dire
que leur structure hyperbolique ne peut étre déformée en une structure projective. On
sait également (|[CLTO07]) que lorsque I' est une représentation du groupe fondamental
d’une variété hyperbolique fermée qui est un point lisse de la PGL(n + 1,R)-variété de
représentations, alors c’est aussi un point lisse de la PU(n,1) variété de représentation et
les espaces de déformation associés ont méme dimension.

Lorsque I' est un réseau non cocompact ou un groupe géométriquement fini, la situation
est moins claire. A titre d’exemple, nous étudions les représentations du groupe modulaire
PSL(2,Z) dans PU(n,1) pour n quelconque. Nous avons classifié les composantes connexes
dans la variété de représentations Hom(PSL(2,Z),PU(n,1)), et décrit les composantes ir-
réductibles (celles qui contiennent des représentations irréductibles). Lorsque n = 2, ce
probléme a été résolu par les travaux de Falbel et Parker [FP03|, ainsi que Falbel-Koseleff
|[FKO02] et Parker-Gusevskii [GP00, GP03]. Ainsi :

1. Hom(PSL(2,Z),PU(2,1)) a 16 composantes connexes, parmi lesquelles deux sont
irréductibles et de dimension deux,

2. Hom(PSL(2,Z),PU(3,1)) a 40 composantes connexes, parmi lesquelles cing sont ir-
réductibles et de dimension trois ou un,

3. Hom(PSL(2,2),PU(4,1)) a 69 composantes connexes, parmi lesquelles cing sont ir-
réductibles et sont toutes de dimension quatre.

Nous espérons aborder la question de la discrétude de ces représentations, notamment en
adaptant les techniques appliquées par Falbel et Parker dans PU(2,1). Ceci nous raméne
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donc a la question des hypersurfaces feuilletées totalement géodésiquement que nous avons
posée A la section 6.3.
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