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Résumé

Limagerie satellitaire est un domaine en pleine expansion. Chaque année, de plus en plus de
satellites sont envoyés en orbite avec pour mission I'observation de notre planete Terre. Les images
qu'ils renvoient, tant optiques que radar, fournissent une aide précieuse pour améliorer la gestion
et 'exploitation durable de notre environnement. Cependant, les images satellites sont consti-
tuées de données imparfaites, de nombreux phénomenes perturbant le processus d’acquisition.
Ainsi, I'extraction d’'informations a partir des images satellites nécessite des méthodes spécifiques
permettant de prendre en compte la nature de ces données.

Dans le cadre de cette these, nous proposons et développons de nouvelles méthodes pour mo-
déliser les données imparfaites en nous basant sur la théorie des possibilités. Ces méthodes ont
pour objectifs d’améliorer la prise en compte de I'incertitude inhérente aux données a I'aide d'un
modele que I'on appelle distribution de possibilité et qui constitue, selon nous, une alternative
aux distributions de probabilité utilisées habituellement dans de nombreux domaines. Dans cer-
tains cas, une distribution de probabilité est un modele trop précis pour décrire correctement un
ensemble limité de données imparfaites. Nous construisons alors des distributions de possibilités
de maniere cohérente avec les probabilités.

La premiere partie de cette thése présente deux travaux entrepris dans le cadre de la modélisation
possibiliste univariée de données et dont les résultats ont été publiés dans deux papiers de confé-
rences. Nous commencons par étudier les aspects théoriques liés au principe de la transformation
de probabilité-possibilité en appliquant notamment les différentes transformations existantes sur
des distributions de probabilité discretes. Puis nous nous intéressons aux densités de probabilité
et aleurs transformations qui nous permettent de définir des modeles paramétriques possibilistes
de représentation des données imprécises. Nous définissons, ensuite, pour ces modeles une me-
sure de dissemblance paramétrique a partir de la divergence de Kullback-Leibler afin de pouvoir
comparer leurs modélisations dans une application de détections de changements entre images
satellites.

Dans la seconde partie de nos travaux, nous nous intéressons a la modélisation possibiliste multi-
variée de données imparfaites. Nous commencons par étendre la transformation de probabilité-
possibilité univariée au cas des lois de probabilité elliptique et dérivons les formes paramétriques
de plusieurs distributions de possibilité elliptique. Nous introduisons, aussi, deux formes analy-
tiques de divergences entre des distributions de possibilité calculées a partir de la densité de pro-
babilité gaussienne bivariée. Puis, au travers d'une application de détection de changements entre
images satellites multispectrales, nous exposons l'intérét de la modélisation possibiliste par rap-
port a la modélisation probabiliste lorsque les données sont perturbées par du bruit blanc gaus-

sien. La transformation possibiliste de lois de probabilités elliptiques a fait I'objet d'une publica-



tion dans la revue IEEE Transactions on Fuzzy sets and Systems.
Enfin dans une derniére partie, nous présentons une nouvelle méthode pour construire un mo-
dele possibiliste bivarié a partir de la connaissance des distributions marginales et des structures

de dépendances entre elles.
Mots-clés : théorie des probabilités, théorie des possibilités, traitement d’images, extraction
d’informations, représentation paramétrique, analyse multivariée, distribution de possibilité, me-

sures de dissemblance, divergence de Kullback-Leibler, transformation probabilité-possibilité

Abstract

Satellite imagery is a rapidly expanding field. Every year, more and more satellites are sent into
orbit with the mission of remotely detecting our planet Earth. The images they capture, both op-
tical and radar, provide valuable assistance in improving the management and sustainable use of
our environment. However, satellite images are made up of inaccurate data, with many pheno-
mena disrupting the acquisition process. Thus, the extraction of information from satellite images
requires specific methods to take into account the nature of this data.

In this thesis, we propose and develop new methods to model imperfect data based on possibi-
lity theory. These methods are intended to improve the consideration of data uncertainty using
a model called the possibility distribution, which we believe is an alternative to the probability
distributions used in many domains. In some cases, a probability distribution is too precise to
describe accurately a limited set of imperfect data. We then assume that by applying a probability-
possibility transformation we can define through the possibility distribution a more flexible model
to better describe the data.

The first part of our work focuses on univariate possibilistic data modeling. We begin by studying
the theoretical aspects related to the principle of the probability-possibility transformation by ap-
plying the various existing transformations to discrete probability distributions. Then we are in-
terested in probability densities and their transformations which allow us to define possibilistic
parametric models for representing imprecise data. We then define, for these models, a parame-
tric dissemblance measure from the Kullback-Leibler divergence in order to be able to compare
their models in an application of change detection between satellite images. In the second part
of our work, we are interested in multivariate possibilistic modeling of imperfect data. We begin
by extending the univariate probability-possibility transformation to the case of elliptic proba-

bility laws and derive the parametric shapes of several elliptic possibility distributions. We also
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introduce two analytical forms of divergence measure between possibility distributions calcula-
ted from the bivariate Gaussian probability density. Then, through an application for detecting
changes between multispectral satellite images, we expose the interest of possibilistic modeling
compared to probabilistic modeling when the data are disturbed by white Gaussian noise.
Finally, in the last part, we present a new method for building a bivariate possibilistic model based
on the knowledge of marginal distributions and the dependances structures between them.
Key-words : probability theory, possibility theory, image processing, information extraction,
parametric representation, multivariate analysis, possibility distribution, dissemblance measure,

Kullback-Leibler divergence, probability-possibility transformation
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Introduction Générale

Le 3 avril 2014, 'agence spatiale européenne (ESA) mettait en orbite le satellite Sen-
tinel 1A, le premier de la constellation des satellites Sentinel [1]. Ce satellite avait pour
mission d’observer I’ensemble de la surface terrestre en une dizaine de jours, créant ainsi
un flux continu d’images. Ces dernieres représentent une mine considérable de données
et leur exploitation est nécessaire pour extraire des informations relatives a 1'évolution
des structures terrestres observables par imagerie.

Ce satellite, ayant pour mission d'imager la surface terrestre, n’était bien entendu pas
le premier, mais les données qu'’il renvoie sont librement accessibles a la communauté
scientifique, dynamisant ainsi tout le domaine de la télédétection. Le projet ANR PHOE-
NIX dans lequel s'inscrit cette thése a commencé en Octobre 2015 dans un objectif d’ana-
lyser les images de tels satellites.

La télédétection spatiale est le terme employé pour désigner 'ensemble des méthodes et
techniques permettant d’acquérir, a distance, des données sur les caractéristiques phy-
siques de la Terre. Grace aux outils de mesures de plus en plus performants, embarqués
a bord d’engins spatiaux (satellites, avions, ballons-sondes...), la surface de notre planéte
et son atmosphere sont cartographiées et analysées. Et de la météorologie jusqu’au suivi
de la fonte des glaciers dans les Alpes, les applications sur les données issues de cette dis-
cipline sont nombreuses.

Cependant, les données de 'imagerie satellitaire sont difficiles a exploiter, car fortement
affectées par plusieurs types de perturbations. La résolution spatiale des satellites est un
exemple parlant pour illustrer un type d'imprécision dans ces données. Dans le cas du
satellite 1A, la résolution spatiale est de 5x20 metres. Cela signifie qu'une surface de 100
metres carrés est représentée sur I'image par la valeur d'un seul pixel. Il est donc néces-

saire d’utiliser des méthodes adaptées pour traiter ces données selon leurs spécificités.



Introduction

Jusque dans les années 1960, les méthodes de traitement des données étaient majori-
tairement ancrées dans une approche probabiliste basée sur une modélisation ponctuelle
de l'incertitude. La donnée issue d’'une mesure n’étant pas totalement certaine du fait de
la nature imparfaite des capteurs ou des approximations réalisées par le systeme d’acqui-
sition lui associer un degré de certitude entre 0 et 1 permet de préciser la confiance dans
cette mesure.

Puis, suite aux travaux de Lotfi Zadeh [2] [3], une nouvelle facon de modéliser I'incertitude
dans les données fit son apparition : la modélisation par intervalles flous. Cette approche
est plus intuitive et plus compléte pour décrire les données. La donnée n’est plus seule-
ment une valeur unique associée a un degré de certitude, mais représentée par un inter-
valle pour lequel I'appartenance de cette donnée est certaine. La théorie des ensembles
flous permet de compléter cette description en précisant I'intervalle certain (support) par
un second intervalle plus petit auquel on attache une confiance moins grande (noyau). En
particulier, son intérét a été largement démontré pour modéliser des données qualitatives
comme c’est le cas en décision multicriteres [4] [5] et des données quantitatives comme

c’est le cas dans le domaine de la métrologie [6].

Dans cette these, nous nous proposons de développer des outils a partir de la théorie
des possibilités. Dans la situation o1 le nombre d’observations est trop faible ou bien que
les données sont trop bruitées, la distribution de probabilité peut sembler trop précise
pour bien décrire les données. Nous utiliserons alors des distributions de possibilité, qui
sont moins précises que les distributions de probabilité, pour représenter les données is-
sues de la télédétection. Nous pensons que la théorie des possibilités, avec son modele de
représentation par intervalles embofités, constitue une alternative intéressante a la théo-
rie des probabilités pour modéliser les données imparfaites de 'imagerie satellitaire.

Le propos de cette these se divise alors en deux grands objectifs.

Le premier consiste a étudier, proposer et développer des méthodes univariées et mul-
tivariées issues de la théorie des possibilités pour modéliser les incertitudes de mesure
dans un contexte de traitement d’images satellites.

Le second est de se comparer aux méthodes probabilistes équivalentes afin de valider I'in-

térét d’outils possibilistes appliqués dans ce cas de figure.

Le premier chapitre de cette these sera pour nous I'occasion de présenter plus en dé-
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tail le sujet et son contexte. Aprés une présentation synthétique sur le formalisme et les
notions de données et d’'informations, nous exposerons le processus d’obtention d’'une
image numérique dans le cas de I'imagerie satellitaire radar ou optique. Nous constate-
rons que les nombreuses approximations faites tout au long de ce processus d’acquisition
nous obligent a considérer les valeurs des pixels dans ces images comme imparfaites,
c’est-a-dire a la fois imprécises et incertaines. Puis, nous présenterons successivement
les trois théories de I'incertain qui constituent, pour nous, des candidates sérieuses pour
traiter ce genre de données. Nous commencerons par la théorie des probabilités, véri-
table socle sur lequel repose cette these et ou la compréhension de son formalisme et de
ses limitations nous est nécessaire afin de proposer de meilleurs outils. La théorie des en-
sembles flous, seconde théorie de I'incertain, n'est pas indispensable pour comprendre la
théorie des possibilités. Mais le fait qu’elle en soit une généralisation peut permettre d’ap-
préhender plus facilement cette derniere. De plus, certains outils que nous serons amenés
a utiliser sont issus de cette théorie et il parait alors légitime que nous en présentions les
éléments principaux. Puis, nous donnerons les éléments fondamentaux de la théorie des
possibilités et des distributions de possibilités. Cette description sera complétée tout au
long du manuscrit par I'introduction de nouvelles notions utiles a nos développements.

Dans la derniére section de ce chapitre, nous présenterons le cadre général de I'étude de
données imparfaites univariées a 'aide d’outils probabilistes. En commencant par dé-
finir les grandeurs qui nous serviront a caractériser un ensemble de données ainsi que
leurs méthodes d’estimations, nous expliquerons comment construire un modele de re-
présentation paramétrique en ayant notamment recours aux lois de probabilités. Pour
finir, nous rappellerons quelques outils tres souvent utilisés pour comparer des modeéles

probabilistes entre eux afin d’extraire des informations sur leurs ressemblances.

Les représentations probabilistes et possibilistes de données sont deux approches a la
fois similaires et différentes. En effet il existe entre ces deux théories, un certain nombre
de liens permettant de passer d'un formalisme a I’autre. Ainsi, dans le deuxieéme chapitre
de cette thése, nous nous consacrerons aux méthodes permettant de construire un mo-
dele possibiliste a partir d'un modele probabiliste.

Dans une premiere partie, nous présenterons plusieurs transformations permettant d’ob-
tenir une distribution de possibilité a partir d'une distribution de probabilité (et inverse-

ment), définies dans la littérature scientifique. Cependant, ces transformations ne sont
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pas symétriques. Dans un sens nous aurons tendance a perdre de la précision de des-
cription (sens probabilité vers possibilité). Dans I'autre nous risquons au contraire d’en
ajouter arbitrairement. Il nous faudra alors rappeler certains principes qui permettent de
garantir que les transformations ne dénaturent pas I'information que nous voulons trai-
ter.

Puisqu'’il existe plusieurs transformations difficilement différentiables en pratique, la pre-
mieére contribution de cette thése, que nous présenterons, tente d’apporter des éléments
de comparaison sur un plan pratique au travers d’'une premiére application de détection
de changements entre images. Cette application nous permettra notamment d’introduire
la notion de mesure de dissemblance entre deux distributions de possibilité.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, nous étudierons le cas de la transformation conti-
nue uni-dimensionnelle de Dubois, Foulloy, Mauris et Prade [7]. Nous proposerons, pour
les distributions de possibilité issues de cette transformation, une divergence de Kullback-
Leibler possibiliste et dériverons plusieurs formes analytiques permettant ainsi un traite-
ment continu des données. Nous comparerons, pour finir, la modélisation possibiliste
paramétrique avec la modélisation probabiliste correspondante au travers de deux appli-

cations de détections de changements entre images.

Le troisieme chapitre de cette thése concernera I’aspect multivarié de la modélisation
des données de I'imagerie satellite. L'idée n’est alors plus seulement de considérer des
images a une composante mais des images constituées de plusieurs composantes reliées
entre elles par des structures de corrélations.

Au travers de deux approches distinctes, nous tenterons de proposer des méthodes pos-
sibilistes pour décrire ce genre de données. La premiére consistera a construire un mo-
dele multivarié a partir d'un modeéle probabiliste lui aussi multivarié (méthode directe).
La seconde approche proposera de passer par une modélisation individuelle de chacune
des composantes de I'image puis de combiner ces lois marginales avec un opérateur ma-
thématique nommé "Copule" qui permet de prendre en compte les dépendances pour
obtenir la loi conjointe multivariée (méthode indirecte).

Ainsi, une des contributions de cette thése consistera a étendre la transformation conti-
nue uni-dimensionnelle au cas des distributions de probabilités elliptiques multivariées.
Nous présenterons le résultat de cette nouvelle transformation pour des lois de probabi-

lité connues en précisant les formes obtenues dans le cas bidimensionnel. De plus, nous
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proposerons des formes analytiques pour deux mesures de divergence appliquées a des

distributions de possibilités elliptiques.

Puis, au travers d'une application de détection de changements réalisée sur une base
de 14 paires d'images multispectrales, nous illustrerons l'intérét de 'approche possibi-
liste proposée par rapport a 'approche probabiliste dans le cas de données bruitées .
Enfin, dans la seconde partie de ce chapitre, nous exposerons différentes méthodes per-
mettant de construire des distributions de possibilité bivariées consistantes avec la dis-
tribution de probabilité jointe a partir des connaissances des distributions marginales et
de leur dépendance. Apres un court état de I’art des outils permettant de combiner deux
distributions de possibilité marginales en fonction de leur dépendance, nous mettrons en
évidence le fait que la distribution ainsi construite n’est pas toujours consistante et qu’il
est nécessaire de définir une nouvelle méthode basée sur un empilement des régions de
dispersion. La probabilité accumulée sur les régions de dispersion sera exprimée a I'aide

d’une fonction copule modélisant la dépendance entre les lois de probabilité marginales.



Introduction




Chapitre 1

Contextualisation

« La pensée, on l'oublie trop
souvent, est un art, c’est-a-dire un
jeu de précision et d'imprécision,

de flou et de rigueur. »

Edgar Morin



CHAPITRE 1. CONTEXTUALISATION

Introduction

Ce premier chapitre est un chapitre d'introduction et de contextualisation plus qu'un
chapitre d’état de I'art a proprement parler. Il nous permet de définir mathématiquement
les entités que nous allons utiliser tout au long de cette these, mais aussi d’expliquer plus
en détail les différents aspects de la problématique en donnant des illustrations et des

exemples qui permettront au lecteur d’aborder les chapitres suivants avec plus d’aisance.

Dans la premiére partie, nous commencerons par clarifier les notions de données et
d’informations qui sont a I'heure actuelle devenues des mots polysémiques utilisés indif-
féremment et parfois a tort dans les médias pour parler du so called Big Data. Ces deux
notions sont d'une grande importance pour comprendre la problématique de cette these.
En effet tout 'enjeu de ce travail de recherche est de proposer des méthodes nouvelles
pour procéder a I'extraction d’informations a partir d'une masse de données. Les don-
nées que nous considérons ici sont les valeurs des pixels des images numériques et en
particulier celles issues de I'imagerie satellitaire. Cette derniére joue un role de plus en
plus pro-éminent dans notre société en plein bouleversement. Elle permet par exemple
de suivre la fonte des glaciers, mesurer la déforestation, anticiper des phénoménes mé-
téorologiques [8][9], etc. Toutefois, 'imagerie sattelitaire, malgré le nombre exorbitant de
données qu’elle produit chaque jour, et permettant ainsi 'application de méthodes de
traitement basées sur de 'apprentissage, souffre d'un défaut majeur : ses données sont
tres imparfaites. En effet, les images sont parfois assez fortement bruitées, la résolution
spatiale est parfois faible en raison de la limitation des moyens technologiques et tous
ces facteurs compliquent le traitement de ces images. Il nous faut alors proposer de nou-
velles méthodes permettant de prendre en compte avec davantage de souplesse, que les

méthodes probabilistes, I'imperfection inhérente aux données.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous évoquerons certaines théories présentes
dans la littérature scientifique et proposant des outils de modélisations des ensembles de
données imparfaites. Plus particulierement, nous présenterons la théorie des probabili-
tés et la théorie faisant 'objet de cette these : la théorie des possibilités. Lintérét de la
théorie des probabilités est multiple. Historiquement et de par le nombre d’outils qu’elle

propose, elle constitue un cadre de référence incontournable pour comparer de nouvelles
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méthodes. De plus, le formalisme mathématique qu’elle propose est suffisamment intui-
tif pour étre facilement implémenté et exploité dans des applications complexes de trai-
tement d'images. Cependant, les propriétés de la théorie des probabilités imposent peut-
étre trop de contraintes sur les modeles les rendant parfois inutilement précis dans le cas
de données imparfaites. Il faut alors nous tourner vers des théories ot les contraintes sont
relaxées. C’est le cas dans la théorie des ensembles-flous et dans la théorie des possibilités
que nous présenterons brievement avant de les aborder plus en détail dans les chapitres

suivants.

Enfin, dans la troisieme partie de ce chapitre de contextualisation, nous reviendrons
sur les outils proposés par la théorie des probabilités. En effet, comme nous I'avons évo-
qué précédemment, il existe déja un grand nombre de méthodes probabilistes permet-
tant la modélisation des données imparfaites. Nous verrons ainsi comment construire un
modele probabiliste paramétrique a partir des données en nous attardant plus précisé-
ment sur la définition des différentes statistiques associées a un ensemble de données.
Puis nous présenterons différents modéles univariés couramment utilisés en traitement
d’images. Ces lois de probabilité ont su montrer leur efficience dans de nombreuses ap-
plications tout en étant relativement simples a estimer. Pour terminer, nous aborderons
un point important du traitement de données qui est la comparaison d’ensembles ou
de modeles associés aux données. Pouvoir quantifier la ressemblance, ou au contraire la
dissemblance, entre deux jeux de données joue un role majeur dans la plupart des appli-
cations, que ce soit pour de la classification, de la segmentation ou bien de la prédiction.

Nous présenterons certaines mesures les plus usitées dans la littérature.

1.1 Problématique de la modélisation des données

Dans cette premiére section, nous allons contextualiser notre étude et tenter de définir
précisément la problématique liée a la recherche d’information dans les données. Nous
commencerons par définir les notions élémentaires de données, d'informations et I'in-
teraction entre ces deux entités. Puis, nous évoquerons le processus d’acquisition d'une
donnée et en particulier I’acquisition d'une donnée dans le cas de I'imagerie satellitaire.
Nous nous intéresserons plus en détail au processus de discrétisation du réel, que I'on

considére comme continu par nature, par un capteur, afin d’obtenir une mesure ou un
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ensemble de mesures représentant avec plus ou moins de fidélité la réalité. Enfin nous
mettrons en évidence les différents problémes que pose la nature des données acquises
dus aux nombreuses approximations réalisées. Cela nous conduira, en fin de section, a
formuler la problématique liée a cette these et a laquelle nous allons tenter de répondre

avec une approche novatrice par rapport a la littérature scientifique.

1.1.1 Données & informations

Commencons par définir dans un premier temps le formalisme que ’on adoptera tout
au long de cette these pour parler de données et d’'informations.
Une donnée désigne une valeur comme par exemple le résultat brut d’'une mesure. Elle
ne porte donc aucune signification. La valeur "37" est une donnée. On notera par x la
fonction qui a tout élément w d'un ensemble de références de données Q2 lui associe une

valeur dans I’ensemble valeurs des données , telles que :

x : Q = X
0 — x(w)
On parlera de données continues lorsque une variable peut prendre une infinité de valeur
dans un ensemble de référence des données Q infini. Tandis que I'on parlera de données
discretes lorsque Q est fini et qu’il peut s’écrire de la maniere suivante : Q = {0, ...,w,} olt

n € N. Enfin, on appellera D '’ensemble des fonctions de données.

Une information est la mise en contexte d'une donnée. En reprenant I’exemple précé-
dent, on peut associer a la valeur 37 la grandeur physique qui la caractérise pour obtenir

I'information suivante : 37°C. On pourrait résumer simplement ce principe par :
Information := donnée @ sens

On notera par ¢ la fonction qui, a tout élément 6 de I’ensemble de référence des informa-

tions 0, lui associe une valeur dans I’ensemble valeurs des informations @, telles que :
g : 6 - D
0 — @O

De la méme fagon, on parlera d'informations discretes si © est dénombrable et qu’il peut
s’écrire © = {0y, ...,0,,} avec n € N. On parlera d'informations continues sil’ensemble © est

infini. On appellera [ 'ensemble des fonctions d’informations.
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Mathématiquement, I'information est 'image d’'une donnée par une fonction d’informa-
tive ¢ qui peut se définir par la mesure d’'une quantité physique ou par une modélisation
mathématique. Cela revient a dire que I’ensemble de référence d’information © est inclus

dans ’ensemble valeurs des données y.

1.1.2 Lesimages numériques

De manieére générale on définit une image numérique comme une hypermatrice de
dimension N x M x C ot chaque élément de la matrice N x M est appelé un pixel et est
constitué d'un vecteur de dimension C. N représente le nombre de pixels suivant I’axe
horizontal de telle facon que la position i d'un pixel a suivant cet axe soit renseignée par
i €{1,...,N} (colonne). De la méme facon, M est le nombre de pixels suivant I’axe vertical
et la position j du pixel a suivant cet axe est donnée par j € {1,...,M} (ligne), on dénotera

par la suite un pixel de la fagon suivante : a; ;.

1.1.2.1 Les types d’images numériques

Actuellement, il existe de nombreuses facons d’acquérir une image numérique. On
peut par exemple citer les images obtenues al’aide d'un microscope a force atomique [10]
dontles caractéristiques en termes de composantes utilisées pour’encodage ou en termes
d’informations associées aux données mesurées different totalement d'une image prise
avec un appareil numérique grand public. Toutefois, quelle que soit la maniere de les ob-
tenir on peut les classer dans deux grandes catégories suivant la nature de la méthode de
traitement que I’on va utiliser : les images a une composante et les images vectorielles (ou
hyper matricielles) a plusieurs composantes.

Le premier type d’'image numérique que nous considérerons est donc I'image numérique
qui ne possede qu'une composante. Ce sont donc des matrices de taillesNxMx1=NxM
et la valeur des pixels dépend du format d’encodage. On parlera d'image en niveau de gris
(NdG) lorsque la valeur d'un pixel est comprise entre 0 et 255 (voir figure 1.1). L'analyse
de ce type d’image fait appel a des méthodes de traitement univariées que nous dévelop-

perons plus en détail dans la section 1.3 et dans le chapitre 2.
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Axe horizontale

Axe verticale

FIGURE 1.1 — Exemple d’'image en Niveau de Gris.

Dans le cas ou 'image est encodée sur plusieurs canaux, on parlera d'images vecto-
rielles. En particulier, lorsque I'image posséde trois canaux et représente des objets dans
les longueurs d’ondes visibles on parlera d'image RGB, acronyme de Red (rouge), Green
(vert) et Blue (bleu). Dans ce cas I'image est une hypermatrice de taille N x M x 3 ou
chacune des composantes peut-étre vue comme une image en Niveaux de Gris (voir fi-
gure 1.2). Le traitement des images vectorielles est plus compliqué que dans le cas des
images a une composante. En effet, chacune des composantes de I'image représente une
facette de I'information. Il est donc souvent nécessaire de prendre en compte I'ensemble
des composantes simultanément. On parlera alors de méthodes de traitement multiva-

riées et nous en aborderons certains aspects dans le chapitre 3.
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FIGURE 1.2 — Exemple d’'image RGB.

Les images numériques issues de I'imagerie satellitaire aussi bien optique que radar

sont essentiellement des images de la seconde catégorie [11], c’est-a-dire des images vec-
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torielles. Notamment les images optiques sont constituées de 3 canaux ou plus suivant le
type de capteur et les images radars sont encodées sur deux canaux : soit un canal pour
I’amplitude du signal et un canal dédié a la phase, soit une composante pour la partie
réelle et ’autre pour la partie imaginaire du signal. Au cours de cette theése nous ne consi-
dérerons que des images radar amplitude/phase.

Toutefois pour les besoins des applications que nous exposerons au chapitre 2, il est pos-
sible de travailler avec des méthodes uni-variées sur des images vectorielles. En effet, dans
le cas des images satellites optiques, il existe des méthodes nous permettant de convertir
une image vectorielle en image a une composante [12]. Dans le cas des images radars,
I'idée sera de travailler sur une composante (en amplitude) en faisant le choix délibéré

d’omettre la seconde composante.

1.1.2.2 Histogramme d’'une image numérique

Lhistogramme est un outil important a présenter et souvent indispensable pour mo-
déliser les données au sein d'une image.
L'histogramme est un estimateur de densité simple permettant de visualiser, al’aide d'une
représentation graphique, la répartition des valeurs des pixels au sein de 'image. Cet outil
est beaucoup utilisé en traitement d’images puisqu’il permet de voir rapidement grace a
la distribution des pixels, les défauts d'une image. On peut par exemple observer qu'une
image est peu contrastée, surexposée, etc. Il existe a ce titre de nombreuses méthodes

permettant de corriger une image en modifiant directement son histogramme [13].

A partir d'un ensemble de N observations (x1, -, xn), la construction d'un histogramme
se fait en deux étapes : dans un premier temps, on partitionne en classes (ou cellules)
I’ensemble de référence Q sur lequel sont ces observations et dans un second temps on
compte le nombre d’observations appartenant a chaque classe.

Q est subdivisé en p classes de longueur A aussi appelée pas de '’histogramme. Lorsque
toutes les classes ont la méme longueur, on parle alors d’histogramme régulier. Pour chaque
classe Ag, le nombre d’observations lui appartenant est appelé accumulateur de Ay, on le

note A.. et il est défini de la facon suivante :
N
Acclk) =" Ta, (x7) (1.1)
i=1

ou Ta, (x) estla fonction caractéristique de la classe Ag.
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Considérons une image en niveaux de gris de dimension N x M, 'histogramme de cette
image est la représentation précise de la distribution des intensités des pixels au sein de
cette image. Toutefois, I'histogramme présente un inconvénient majeur : deux images dif-
férentes peuvent avoir le méme histogramme comme on peut le voir dans la figure 1.3.
L'histogramme ne rend donc pas compte la distribution spatiale des valeurs des pixels

mais seulement de la distribution globale des intensités.

05
Niveau de gris

FIGURE 1.3 — Histogramme obtenu a partir de deux images différentes

Ainsi, '’histogramme est un outil simple pour la modélisation des données d’'une image
numérique mais incomplet sur plusieurs aspects. Nous serons par la suite amenés a uti-
liser des histogrammes sur des patchs locaux d'une image plutdt que sur 'image globale

ceci afin de diminuer I'impact de la distribution spatiale des valeurs des pixels.

1.1.3 Acquisition des images numériques

Nous allons maintenant nous intéresser a la maniéere dont sont acquises les images
numériques qui constituent les données sur lesquelles reposent nos applications. Comme
nous I'avons évoqué précédemment, nous distinguerons deux cas de figure sur les images
numeériques : si elles ont été obtenues a partir d'un satellite optique ou un satellite radar.
On présentera dans ce qui suit seulement certains aspects de 1'acquisition d’'images nu-
mériques par satellites qui nous ont paru nécessaires pour la compréhension de la nature

quelque peu particuliere de ce type de données.
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1.1.3.1 Imagerie satellitaire optique

Lacquisition d'images numériques a I'aide d’un satellite optique, ou encore appelé
imagerie satellitaire optique, consiste a mesurer au moyen d’un capteur passif les rayons
lumineux émis par une source externe (ici le soleil) et réfléchis par I'objet que 'on veut
imager (ici la surface terrestre). A noter que tout objet réfléchissant la lumiere sera imagé,
y compris les perturbations atmosphériques telles que les nuages pouvant ainsi entrainer
I'apparition d’artefacts parasites sur I'image finale.

Il existe différents types de capteurs que I’on distingue suivant différents criteres : la taille
de la plage de longueurs d’onde captée, le nombre de plages de longueurs d’onde enre-
gistrées simultanément et la résolution spatiale de I'image [14].

La résolution spatiale d'une image satellite renseigne avec quelle précision le capteur est
capable de détecter un objet au sol. Par exemple, une image satellite d’'une résolution
spatiale de 15x20 metres(m) sera telle que 1 pixel représente une surface rectangulaire de
15m par 20m de cotés. Dans le cas des images optiques la valeur de ce pixel est généra-
lement égale a la moyenne des intensités lumineuses dans la plage de longueur d’'onde
voulue, recues pour cette surface.

La plage de longueurs d’onde peut étre restreinte aux longueurs d’onde perceptibles par
I’ceil humain comme c’est le cas pour la plupart des capteurs dans nos appareils photo,
mais certains satellites sont aussi équipés de capteurs multispectraux enregistrant plu-
sieurs bandes spectrales (environ une dizaine). D’autres encore sont équipés de cap-
teurs hyperspectraux enregistrant jusqu’a une centaine de bandes spectrales différentes

de l'ultra-violet jusqu’a 'infra rouge [15].

Convertisseur
Analogique

Numérique 01011

Données Numériques

Soleil Capteur CCD

Satellite Objectif = Signaux électriques

Chromatique

Capteur

Lumiére

FIGURE 1.4 - Principe de fonctionnement d'un satellite optique.
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FIGURE 1.5 — Exemple de sélection d'une plage de longueur d’onde dans le domaine du visible.

Le fonctionnement du capteur est relativement simple : dans un premier temps le
capteur convertit la lumiere recue en signaux électriques analogiques a I'aide d'un cap-
teur CCD (Couple Charge Device) puis en données numériques grace au convertisseur
analogique numérique (voir figure 1.4). Toutefois, on observe une perte d’informations
lors de ces deux étapes rendant les données numériques obtenues légerement différentes
de la scene photographiée et cela malgré les progres technologiques considérables en ma-
tiere de photographie numérique ces dernieres années.

La premiere déformation intervient au niveau du capteur CCD. Le capteur CDD est as-
similable a une matrice dont chacun de ses composants, appelés photosites, et a pour
but de transformer, par effet photoélectrique, un photon lumineux en électrons. Cepen-
dant, différents facteurs tels que la température du circuit ou les couches entre les pho-
tosites insuffisamment isolantes ne permettent pas de garantir que chaque photon sera
bien transformé en électrons. On peut par exemple montrer que I'intensité des signaux
électriques n’est pas nulle, mais légerement supérieure a zéro en ’absence de photons.
C’est ce qu’'on appelle le bruit photonique ou bruit blanc de maniére générale.

Ainsi, pour résumer cette premiere déformation : si on considere qu'un signal analogique
lumineux réfléchi par un objet représente la réalité, alors le signal électrique analogique
est une conversion imparfaite du signal lumineux en raison du fait que tous les photons
ne sont pas correctement capturés et que le capteur lui-méme ajoute un bruit photonique

lors de la conversion du signal.

La seconde déformation est due a la conversion des signaux électriques en données
numériques par le Convertisseur Analogique Numérique. Cette conversion a pour but de
transformer le signal analogique constitué d'une infinité d’amplitudes en un signal nu-
meérique contenant une quantité finie de valeurs. Elle se déroule en deux étapes : I’échan-
tillonnage du signal électrique et la conversion du signal analogique échantillonné en si-

gnal numérique.
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Lors de I’étape d’échantillonnage on va chercher a sélectionner un nombre d’échantillons
suffisamment grand pour représenter le signal continu efficacement tout en étant limité
par un volume de données défini par le nombre de bits sur lequel sera encodé notre signal.
Deux parametres vont ainsi intervenir : la fréquence d’échantillonnage et la résolution du
signal.

La fréquence d’échantillonnage minimum est déterminée par le théoreme de Shannon-
Nyquist [16] qui stipule que celle-ci doit étre au minimum égale a deux fois la fréquence
maximale contenue dans le signal a échantillonner. On notera que si celle-ci est trop
faible, les variations rapides du signal n’apparaitront pas toutes dans le signal numérique
et des phénomenes de repliement du spectre apparaissent sous la forme de fréquences
parasites que I’'on ne retrouve pas dans le signal original.

Le parametre de résolution du signal détermine la précision avec laquelle le signal sera
retransmis. On parle de pas d’échantillonnage. Plus le nombre de bits sera grand et plus
le signal sera retranscrit fidelement pour une méme fréquence d’échantillonnage, mais
plus celui ci sera grand et plus le volume de données le sera aussi. L'idéal étant de trouver
un compromis entre la précision désirée et le volume de données qui est limité par les
solutions technologiques a disposition.

Pour résumer, cette seconde déformation le signal électrique analogique, que 1’on consi-
dére déja comme imparfait de par la premiere déformation, est a nouveau converti de

facon imparfaite en un signal numérique au cours de I'étape d’échantillonnage.

Pour illustrer le principe d’acquisition d'image numérique par satellites optiques nous
pouvons prendre comme exemple le cas du satellite Sentinel-2B mis en orbite le 7 mars
2017 [17]. Ce satellite, tout comme le satellite Sentinel-2A, est un satellite optique parmi
une constellation de sept satellites envoyés en orbite autour de la Terre par I’Agence Spa-
tiale Européenne (ESA) dans le cadre du programme Copernicus dont I'objectif est la té-
lédétection de la surface terrestre.

Sentinel-2B est équipé d’'un capteur multispectral faisant 'acquisition de treize bandes
spectrales allant du visible (longueur d’onde 440nm) au moyen infrarouge (longueur d’onde
1370nm). Lors d’'une acquisition, il enregistre quatre bandes spectrales (bleu, vert, rouge
et proche infrarouge) avec une résolution de 10m, trois bandes (440nm, 940nm et 1370nm)

avec une résolution de 60m et les six bandes restantes avec une résolution de 20m.

17



CHAPITRE 1. CONTEXTUALISATION

FIGURE 1.6 — Image RGB de la Haute-Savoie acquise par Sentinel-2B.

1.1.3.2 Imagerie satellitaire RADAR

Un satellite radar imageur émet des ondes électromagnétiques (longueur d’onde de
I'ordre de quelques centimetres) au moyen d'une antenne sous forme de bréves impul-
sions et dont’écho de ce signal, apreés réflexion sur une surface, est quasi instantanément
enregistré par 'antenne [18]. L'imagerie satellitaire radar, contrairement a celle optique
présentée précédemment, permet donc d’obtenir des images numériques d'une surface
donnée al’'aide d'un capteur actif et ceci malgré la présence de nuage ou d’autres pertur-
bations atmosphériques. En effet, les nuages étant assimilables a des gaz composés de dif-
férentes molécules dont la taille est largement inférieure a la longueur d’onde émise par
le capteur, ceux-ci ne réfléchissent pas I'onde électromagnétique. Trois grandeurs fonda-
mentales du radar sont a considérer : le temps d’aller-retour de I'onde entre le capteur et
'objet, I'intensité de I’'onde recue et le déphasage entre 'onde émise et 'onde recue.

Le principe de I'imagerie radar est le suivant [19] : si on appelle c la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques, que I'on peut considérer comme constante dans le milieu
de propagation, alors on peut déduire la distance d d'un objet (rétrodiffuseur) au capteur
en mesurant le temps de vol ¢ qu’aura mis I'’onde pour partir de I’antenne, étre rétro dif-
fusée par I'objet puis revenir a I'antenne (aller-retour). Le passage du temps de vol a la

distance de I'objet au satellite étant donné par la formule suivante :

d= (1.2)

18



CHAPITRE 1. CONTEXTUALISATION

Ce principe est la base de tous les systemes d’écholocation comme dans le cas de I'ima-
gerie par satellite radar, mais aussi de 1'échographie médicale et de la biologie animale
(chauve-souris...) et permet de cartographier une zone en localisant chaque objet rétro-
diffuseur présent dans la scene.

Toutefois, dans le but d’obtenir une image numérique de haute résolution il faut prendre
en compte différent aspects : '’échantillonnage spatial et temporel du signal et la résolu-

tion spatiale du systéme radar.

antenne |

hauteur h

s

case temps A[\‘

= €t axe des distances

axe dutemps T

FIGURE 1.7 — Principe d’échantillonnage du signal dans le domaine temporel et spatial.

La premiere étape a considérer afin d’obtenir une image numérique grace a I’écho-
location est I’échantillonnage du signal recu par 'antenne. L'échantillonnage spatial et
temporel est obtenu grace a un convertisseur CAN qui convertit le signal analogique recu
par 'antenne en signal numérique. Un signal est émis par une antenne a une hauteur &
(typiquement 700km) avec un angle d’incidence 6 et est réfléchi puis échantillonné tem-
porellement. A noter que si 'angle 0 est nul alors, dans ’hypothése du sol parfaitement
plat, I'onde incidente réfléchirait tous les objets au sol simultanément et on ne pourrait
pas les distinguer. On fait alors correspondre un échantillon temporel de durée A¢ (case

temps) a un échantillon spatiale de longueur Ar = % (case distance) permettant ainsi de

Ar
sinB*

définir une case sol de longueur Ax = Tous les objets retrodiffusants, contenus dans
le volume défini par une case sol seront alors assimilés a un méme pixel dans I'image
numérique finale.

La seconde étape a prendre en compte pour obtenir une image numérique suffisam-

ment précise afin d’étre capable de distinguer deux objets voisins est la définition de la
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résolution en distance du capteur. Cette résolution est directement liée a la durée d’im-
pulsion du radar : plus celle-ci sera courte et plus il sera possible de distinguer des échos
différents pour des objets proches les uns des autres. Pour déterminer la résolution en
distance, on va d’abord définir un intervalle de temps 6¢, que I'on appelle aussi résolu-

tion temporelle. Cela permet de la méme facon que pour I’échantillonnage de définir une

cot
2sin0°

cot

résolution spatiale 6r = - et une résolution au sol dx =

De par le théoreme de
Shanon-Nyquist, on définit alors les parametres de 1'échantillonnage tel que pour distin-
guer deux objets distants d'une longueur 6x on ait la relation suivante :

20xsin0
. )

At<0t= (1.3)

Une seconde résolution, que 'on appelle résolution azimutale, est liée aux caractéris-
tiques techniques de I'antenne et a la longueur d’onde émise. Plus les rétrodiffuseurs sont
éloignés del’antenne et plus le faisceau qui les atteint est large entrainant alors une baisse
de résolution. De plus la largeur du faisceau est inversement proportionnelle a la taille de
I'antenne, c’est-a-dire qu'une antenne de grande dimension émettra un faisceau plus fin
et aura une meilleure résolution qu'une antenne de taille moindre. Cependant, la taille de
I’antenne est limitée et on ne peut en choisir une aussi grande qu’on le souhaiterait.

La résolution spatiale d’'une image radar comme nous venons de le décrire, dépend a la
fois de la résolution en distance mais aussi de la résolution azimutale. Elle est de I'ordre
de quelques kilometres pour un pixel dans le cas d'un systeme radar qui serait immobile.
Une technique de traitement appelée Synthetic Aperture Radar (SAR) ou radar a syn-
these d’ouverture (RSO) permet d’améliorer la résolution spatiale de I'image [20]. Cette
méthode utilise le déplacement du satellite autour de son orbite ainsi que 1’acquisition
successive de plusieurs mesures radar d'une méme cible pour simuler une antenne de
grande dimension. Cette technique est a la base de plusieurs applications telles que I'in-
terferométrie [21], la polarimétrie [22] et la radargramétrie [23]. Elle permet notamment
d’atteindre une résolution spatiale de 'ordre de quelques meétres (pour plus de détails,

voir le livre de Curlander et McDonough [24]).

Une image SAR ainsi obtenue se présente sous la forme d’'une image numérique a
deux composantes : une composante pour I'amplitude du signal mesuré liée a la quantité
d’énergie rétrodiffusée par le sol et une composante de phase donnant le déphasage en

chaque point entre le signal émis et le signal recu.
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Cependant, dans de nombreuses applications, I'information de la composante en ampli-
tude est suffisante. Linformation de phase est utilisée simultanément avec I'information

d’amplitude dans des applications d’interférométrie radar.

Distance

FIGURE 1.8 - Effet d’'ombre et de repliement en présence de relief important.

Enfin, d& au principe d’acquisition, les images SAR souffrent de plusieurs types de
déformations géométriques. Un effet en particulier est intéressant a évoquer : 'effet de
repliement. Cet effet a pour cause I'angle d’inclinaison d’émission des ondes électroma-
gnétiques et se manifeste par un effet d’aplatissement des zones pentues dirigées vers

I'antenne et I'apparition d’'ombre sur les zones de pentes opposées (voir figure 1.8).

FIGURE 1.9 — Exemple de distorsion géométrique sur une image SAR de la tour Eiffel prise par le

satellite TerraSAR-X.

Un exemple d’image satellite SAR ol 'on peut facilement apercevoir les distorsions
géométriques est représenté figure 1.9. Sur cette image, la tour Eiffel nous apparait cou-

chée sur le c6té par rapport aux autres batiments présents dans la sceéne.
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1.1.4 Imperfection des données

Dans la section précédente, nous avons présenté les images numériques de maniere
générale et en particulier les images issues de l'imagerie satellitaire optique ou radar.
Nous avons aussi introduit brievement les solutions techniques permettant de passer du
signal analogique qui "représente” la réalité a I'image numérique sur laquelle on se base

pour extraire des informations.

Lorsque I'on travaille avec des données telles que les pixels d'une image numérique, il
faut prendre en compte le fait que ces données sont imparfaites dans le sens ou les diffé-
rentes étapes de mesures d'un signal analogique jusqu’a son encodage en format numé-
rique introduisent des approximations et des distorsions de la réalité.

Dans la littérature scientifique, 'imperfection dans les données peut se traduire de plu-
sieurs fagons [25] : incertitude, imprécision, incomplétude, conflit, redondance, complé-
mentarité et contradiction. Nous pouvons réduire le type d'imperfection des données
considérées dans le cadre de cette theése a deux grandes thématiques que sont les don-
nées incertaines et les données imprécises. En effet, puisque nous considérons que les
données proviennent d'une méme source, nos données ne sont donc pas considérées
comme conflictuelles, redondantes, complémentaires ou contradictoires ce qui nécessi-
terait au moins deux sources différentes mesurant le méme événement. De plus, nous
allons négliger I'incomplétude des données en ne choisissant de travailler que sur des
bases d'images exhaustives. Ainsi, les deux principales caractéristiques de I'imperfection
associées aux données sont l'incertitude et 'imprécision.

Lincertitude sur les données renseigne sur la non-conformité des données mesurées par
rapport a la réalité. Elle décrit de facon non binaire a quel point une donnée est vraisem-
blable. Lincertitude dans les données est parfois due a I'imprécision relative sur celle-ci.
Une des causes premieres d'imprécision est la limitation mécanique de nos capteurs a
mesurer la réalité.

Nous voyons ici qu’incertitude et imprécision sont des notions tres proches allant sou-
vent de pair. De plus, selon la communauté scientifique dans laquelle on se positionne, la
distinction n’est pas toujours faite car on y utilise un méme outil mathématique pour mo-
déliser ces deux aspects de I'imperfection simultanément [26]. La théorie des possibilités
que nous allons présenter et utiliser dans la suite de cette these est fondamentalement

une théorie de l'incertain mais sa connexion étroite avec la théories des ensembles flous
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en fait aussi un outil de modélisation de I'imprécision [27][26]. Ainsi, afin de simplifier,
lorsque nous qualifierons dans la suite les données d'imparfaites nous ferons a la fois ré-

férence al'incertitude et a I'imprécision a laquelle elles peuvent étre sujettes.

1.2 Représentations des données imparfaites

Nous avons pu le voir dans la partie précédente que I'imprécision et I'incertitude
étaient inhérentes aux données acquises dans le cadre de I'imagerie satellitaire. On quali-
fie ces données d'imparfaites et il nous faut alors les outils mathématiques adéquats afin
de prendre en compte 'imperfection intrinseque de ces données. Ainsi dans cette par-
tie, nous nous consacrerons a la modélisation des données imparfaites au travers de deux
théories largement répandues dans la littérature scientifique que sont : la théorie des pro-
babilités et la théorie des possibilités. Nous commencerons par présenter la théorie des
probabilités du fait de son utilisation massive dans de nombreux domaines. Puis nous
introduirons la théorie des ensembles flous comme une base pour présenter ensuite la
théorie des possibilités. A noter que d’autres théories de I'incertain existent et apportent
une modélisation différente de 'imperfection des données. On peut, par exemple, citer
la théorie de I'évidence de Dempster-Shafer [28][29]. Cependant son utilisation est plus
pertinente dans le cadre de la combinaison de preuves comme en classification et nous
ne la détaillerons donc pas dans cette thése.

Toutefois, entre chacune de ces théories existe un point commun : attacher aux données
observées une mesure de certitude rendant compte de la confiance qu’on leur accorde,
compte tenu des phénomenes connus ou inconnus responsables de leur variation.

Dans ce qui suit, nous considérons que les données imparfaites sont les valeurs des pixels
au sein d'une image numérique que 1'on peut considérer comme la réalisation d'un éve-
nement aléatoire X a valeurs réelles dans un ensemble de référence Q des valeurs pos-
sibles que peut prendre un pixel. L'idée est alors de modéliser ces variations aléatoires en
essayant de leur attacher une mesure de certitude propre a cette théorie : la mesure de

probabilité dont nous allons rappeler les axiomes ci-apres.
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1.2.1 Théorie des probabilités

La théorie des probabilités est apparue il y a plusieurs siecles de cela. On retrouve par
exemple des traces des premiers formalismes au XVII® siecle dans les travaux de Blaise
Pascal et Pierre de Fermat sur les jeux de dés et de hasard. Mais c’est au XX siecle, que
Andrei N Kolmogorov et Bruno De Finetti ont mis en place le formalisme mathématique

et les axiomes de la théorie des probabilités [30] [31].

Dénotons par 22(Q2) I'ensemble des parties de ) et notons &/ un sous-ensemble de
22(Q)). On précise que dans le cas ol1 'ensemble de référence Q est fini alors < regroupe
'ensemble des parties de Q noté alors 2. Dans le cas oi1 Q est infini alors on définit .«

comme étant une tribu.

Définition 1. [32]
On dit que o est une tribu de Q) si o/ est un ensemble de parties de Q) non vide, o/ est stable

par passage au complémentaire et par union d’une suite finie ou dénombrable d’éléments :
1. o est non vide.
2. siA€ o alors le complément de A que I'on note A= Q\ A est aussi dans < .
3. Si{Ay,..., Ayl cof alorsU;jA; c of pouriel,..., n}
Si Q est 'ensemble des réels R alors la tribu «f de Q est la tribu engendrée par des

intervalles de R et on I'appelle tribu Borélienne (souvent noté 28(R)). Le couple (Q, &) est

appelé un espace mesurable.

Considérons maintenant I'’espace mesurable (Q, </), on définit une mesure de proba-

bilité P comme une fonction de %8 dans l'intervalle [0, 1] respectant les axiomes suivant :
— PQ)=1etP(®)=0
— Soit un événement A de Q alors P(A) € [0,1]

— Soit deux événements AetBde Q:

siANB =@ alors P(AUB) =P(A) + P(B).

— PA)+PA) =1

Le premier axiome stipule que la probabilité maximale est atteinte lorsque I'événe-

ment considéré est I'’ensemble de référence lui-méme. Le second axiome établit que la
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probabilité d'un événement pris dans I'’ensemble de référence Q est positive et comprise
entre la probabilité de '’ensemble vide et la probabilité de I'’ensemble Q. Le troisiéeme
axiome est un axiome d’additivité. Il détermine que la probabilité de réalisation d'un évé-
nement A ou B est égale a la somme des probabilités de I'événement A et de I'événement
B si et seulement si A et B sont disjoints. Sinon, la probabilité d’avoir ou A ou B est égale
a la probabilité de A plus la probabilité de B moins la probabilité d’avoir A et B en méme
temps. Enfin, le dernier axiome montre que I'on peut completement définir la connais-
sance de A a partir de la probabilité de '’ensemble de référence et du complémentaire de
A:A

Dans la suite de cette these, on appelle espace probabilisé un espace mesurable complété

par une mesure de probabilité et on le note (Q2, «,P).

Pour une mesure de probabilité P, on peut définir une fonction F: R — [0, 1] caractéri-
sant la probabilité des événements sur leur domaine de définition. Cette fonction est telle
que:

Fx)=P({X=x}). (1.4)

La fonction duale de la fonction de répartition est appelée fonction de survie. Elle est noté
PX=x}) =1-F(x). (1.5)

Et pour un intervalle A tel que A =]x, X] avec x < X, nous avons
P(A) =P ({X €] x, }) = F(X) - F(x). (1.6)

Si la fonction F est dérivable, on peut définir une densité de probabilité p associé a F sur
un ensemble de référence Q a valeurs réelles.

Dans le cas o1 Q est fini et ordonné, F s’écrit :

Fx)= ) pw). (1.7)

{weQ|w=x}

Dans le cas ou F est défini sur R, alors F est tel que :

F(x) :f p(w)dw. (1.8)

F est appelé fonction de fonction de répartition ou fonction cumulative associée a P.
Ainsi, pour une mesure de probabilité P sur un ensemble de référence 2, on peut
écrire :

VAcQ, PA)=) pw). (1.9)

weA
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Dans le cas ou A = Q on retrouve alors le premier axiome : P(QQ) =}, eq p(w) = 1.
Pour A € R, la fonction p est alors appelée densité de probabilité et est définie de la facon

suivante :

VAcQ, IP(A):[ p(w)dw avec fp(u))dwzl. (1.10)
A R

Enfin, en 1951, Shannon dans [33] a développé un outil appelé entropie probabiliste,
que I'on note H, d'une mesure de probabilité P sur un espace mesurable (2, 2). Cette en-
tropie permet de définir la quantité d’'information fournie par une mesure de probabilité

sur un ensemble A c Q et est définie de la manieére suivante :
H(A) = -log (P(A)). (1.11)

Ce qui nous donne, pour une distribution ou une densité p (si elle existe) associée a P

selon que Q) est un ensemble fini ou non, I’expression de I'entropie suivante :

H(p)=- )_ pw)log(pw)) (cas Q fini) (1.12)
weQ
H(p) = —IXERp(x)log(p(x))dx (cas réel). (1.13)

Nous avons présenté ici les principaux outils de modélisation de la théorie des probabi-
lités. Cette présentation n’est bien stir pas exhaustive, mais des compléments viendront

s’ajouter au fur et mesure de la theése lorsque cela sera nécessaire.

1.2.2 Théorie des ensembles flous

Nous présentons ici brievement la théorie des ensembles flous introduite par Lotfi
Zadeh en 1965 [2]. Elle nous servira de base pour la théorie des possibilités que nous dé-
velopperons dans la section suivante.

Dans cette théorie, Zadeh propose un cadre mathématique nouveau pour représenter
le raisonnement humain. A I'aide d’une fonction d’appartenance p elle permet de rem-
placer I'appartenance binaire de la réalisation d'un singleton dans un ensemble par une
appartenance relative a cet ensemble.

Soitun espace mesurable (Q, &), le degré d’appartenance d’'un singleton w a un ensemble

A < Q est défini pour chaque singleton dans Q tel que :

MA Q - [0,1]

0 — pa(w).
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La fonction d’appartenance pa définit formellement un ensemble flou A.

Afin d’illustrer I'utilisation des ensembles flous on peut considérer la situation suivante.
Imaginons un individu nommé Paul. On demande a une seconde personne de deviner
I'age de Paul en lui précisant que Paul est jeune. En utilisant le formalisme des ensembles
flous, I'idée va étre d’abord de déterminer un intervalle d’age S dans lequel on considere
qu'une personne est jeune, par exemple entre 15 et 27 ans. Cet intervalle constituera le
support de notre fonction d’appartenance et toute personne dont I’age est en dehors de
cet intervalle n’est pas "jeune" : Vo ¢S = [15,27], pa(w) = 0.

Ensuite on va déterminer le noyau K de notre ensemble flou A, c’est a dire un intervalle
de valeurs indubitablement totalement jeunes, par exemple K = [20, 22].

On aura alors Yo € K =[20,22], pa(w) = 1.

On obtiendra alors la fonction d’appartenance p, illustré par figure 1.10.

16 20 22 27

P v—
noyau

dge de Paul

support

FIGURE 1.10 - Illustration d'une fonction d’appartenance

Un ensemble flou A est donc défini par les deux intervalles extrémes plus tous les

intervalles intermédiaires entre ces deux intervalles :

Noyau K(A) ={w]|palw) =1} éléments totalement dans A
Support S(A) ={w|ua(w) >0} éléments appartenant totalement ou partiellement a A.

Dans le cas ou A serait un ensemble classique alors le noyau et le support seraient confon-
dus et la fonction d’appartenance serait égale a 1 sur tout '’ensemble A (cas de 'apparte-

nance binaire a un ensemble).
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Les fonctions d’appartenance de la théorie des ensembles flous ne sont donc pas des
ensembles "classiques". La distinction entre ces deux théories se fait aussi au niveau de
I'interaction entre deux ensembles. Dans le cas des ensembles flous les regles d'union,

d’intersection et de complétion sont énoncées de la facon suivante :

VAyB < Qr MAUB((D) = max(HA((D); MB((J)))) (]-14)
VA,B<Q, pans(w) = min(pa(w), up(w)), (1.15)
VASQ, pi(w) =1—pa(w). (1.16)

HA A

FIGURE 1.11 — Représentation d'une fonction d’appartenance triangulaire symétrique

Enfin, une fonction d’appartenance tres utilisée dans la littérature est la fonction tri-
angulaire symétrique a valeurs dans R*. Cette fonction est complétement définie par
son intervalle support [S},S}] et son noyau précis K, est restreint 4 un unique élément

Ka = {ka} tel que [S}, kal = [ka,S3].

1.2.3 Théorie des possibilités

La théorie des possibilités a été introduite Lotfi Zadeh en 1978 [3] comme une restric-
tion a la sémantique d’incertitude d’'un sous-ensemble flou présentée précédemment.
Développée notamment dans les travaux de Didier Dubois et Henri Prade [34][35][36],
elle constitue une alternative a la théorie des probabilités pour représenter des informa-
tions imparfaites et plus particulierement pour prendre en compte I'imprécision dans les
données a I’aide d’'un modele moins contraint que ne le propose la théorie des probabili-

tés.
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Dans la théorie des possibilités il existe deux mesures duales : une mesure de possibi-
lité IT associant un degré de possibilité a la réalisation d'un événement et une mesure de
nécessité N décrivant la certitude de la réalisation de cet événement.

En considérant un espace mesurable (2, <), la mesure de possibilité IT: Q — [0,1] des

définie de la fagon suivante :
[@g)=0 et II(Q) =1, (1.17)

VA,B < Q, I[I(AUB) = max(I1(A), I1(B), (1.18)

ou I1(A) est le degré de possibilité de réalisation de I'événement A.

La mesure de nécessité N: Q — [0, 1] est le dual de la mesure de possibilité telle que :
N(A) =1-TI(A) (1.19)

ol1 A est le complémentaire de A.

On aura alors les implications suivantes entre les deux mesures [27] :
II(A) <1= N(A) =0, (1.20)

N(A) > 0= II(A) =1. (1.21)

De plus, il est a noter que ces deux mesures sont en lien direct avec la théorie des proba-

bilités. En effet, quelque soit IT et N, il existe une mesure de probabilité P, telle que :

VAcCQ, NA) =PA) =IIA), (1.22)
et
VAcQ, TI(A) =supP(A). (1.23)
p=<Il

Cette inégalité est d'une grande importance pour la suite de thése, elle nous permet de

définir les bornes supérieures et inférieures d'une mesure de probabilité.

Connaissant une distribution de possibilité nous avons la relation suivante 7t : Q —
[0,1] satisfaisant la relation suivante :
VA< Q, II(A) =supn(w). (1.24)
wEeA

La distribution de possibilité permet aussi de définir la mesure de nécessité :

VAcQ, NA)= 12,{(1 - T(w)). (1.25)
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La distribution de possibilité peut étre vue comme une fonction d’appartenance de la
théorie des ensembles flous, elle constitue un objet essentiel dans la théorie des possibi-
lités. La distribution 7 associe a chaque singleton w € Q un degré dans l'intervalle [0, 1] de

possibilité de réalisation de ce singleton, tel que :

n : Q — [0,1]
o — 1w
Avec ce formalisme, on peut modéliser I'ignorance totale sur la possibilité de réalisa-
tion des événements dans Q : Vw € Q, m(w) = 1.
Mais on peut aussi modéliser la connaissance completement certaine par: dw; € Q, m(w;) =

letVw # w;, m(w) =0.

Enfin on définit le degré de spécificité (ou degré d'imprécision [37]) d'une distribution
de possibilité telle que :
+00
I () =f T(w)dw. (1.26)

—00
Ce degré de spécificité permet de quantifier la quantité d’informations véhiculée par la

distribution de possibilité. Plus la distribution est informative et plus ce degré sera faible.

On dira que la distribution de possibilité it; est plus spécifique que my si:
Vwe, 1 (W) < 1Mo (W). (1.27)

On retrouve ici la notion d’inclusion floue [38].
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1.3 Construire une densité de probabilité a partir des don-
nées

Au travers de cette derniere section du chapitre 1, nous allons expliquer comment in-
férer une densité de probabilité a partir d'un ensemble de données. C’est un probleme qui
a fait 'objet d'un nombre important de publications dans la littérature scientifique no-
tamment parce qu'il touche de nombreux domaines de la science : biologie, mécanique,
automatique, traitement du signal, etc. Grace aux distributions de probabilité, on peut
modé€liser les variations aléatoires de phénomenes mesurés et ainsi observer, prédire et
anticiper le comportement de systémes physiques complexes.

Cependant, méme si une densité de probabilité est un outil puissant de modélisation d’'un
ensemble de données, I'estimation ayant lieu sur un nombre fini d’observations la fiabi-
lité du modele est relative. En effet une estimation optimale d'une densité représentative
est atteinte lorsque le nombre d’observations tend vers I'infini. A I'inverse plus le nombre
d’observations est restreint et moins le modele inféré est fiable. Lincertitude associée au

modele est de plus difficilement quantifiable.

Il existe, dans la littérature, deux grands types d’approches pour estimer une densité
de probabilité a partir des données.
Une premiére approche se base sur une estimation non paramétrique de la densité de
probabilité a ’aide d’'une extraction d’'information par noyau sommatif comme proposé
par Parsen et Rosenblatt [39] ou Epanechnikov [40].
La seconde approche que nous allons développer dans cette section repose sur une esti-
mation paramétrique de la densité.
Le principe de I'estimation paramétrique est le suivant : on suppose dans un premier
temps que la distribution des observations suit une loi de probabilité particuliére ayant
des parametres, puis dans un second temps on cherche a identifier les parametres (ou
moments) de la densité de probabilité paramétrique par rapport aux observations dispo-

nibles.

Les observations que nous considérerons en priorité seront les pixels d'une image
mais la méthode peut s’appliquer a tous types de variables aléatoires. Nous commen-

cerons par présenter différentes méthodes d’estimation des moments associés a une va-
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riable aléatoire. Puis nous exposerons plusieurs lois de probabilité couramment utilisées
par la communauté scientifique dans le domaine du traitement des images satellites. En-
fin, nous terminerons en rappelant différentes méthodes permettant de comparer deux

distributions entre elles.

1.3.1 Estimation des parameétres d’'une variable aléatoire

Nous allons présenter ici différentes méthodes pour estimer les parametres d'une dis-
tribution de probabilité modélisant une variable aléatoire.
L'estimation des statistiques d'une variable aléatoire a fait, et fait toujours, I'objet de nom-
breuses publications scientifiques [41][42] ou I'on propose de nouvelles méthodes plus
robustes pour minimiser I'écart entre I'estimation et la valeur réelle du parametre. A ce
titre il eut été intéressant pour la suite de cette thése de pouvoir tester dans chaque appli-
cation plusieurs méthodes différentes d’estimation statistique. Toutefois, 1'objet de cette
thése portant davantage sur la modélisation des données plutot que sur I’estimation sta-
tistique des variables aléatoires associées aux données, nous ne présenterons que quelques
méthodes les plus usitées dont la robustesse est satisfaisante pour les besoins de nos ap-

plications.

Commencons par quelques définitions fondamentales :

Définition 2. [43] Variable aléatoire réelle :
Soit un espace probabilisé (Q, </ ,P), une variable aléatoire réelle est une application mesu-

rable de Q) dansR :
X:weQ—XweR

Nous considérerons par la suite deux cas de variables aléatoires : discretes et conti-

nues:

Définition 3. Une variable aléatoire X a valeurs dans un ensemble x fini ou dénombrable

est appelée variable aléatoire discrete (v.a.d). La loi deX est alors déterminée par :
Vxey, Px(x) =PX=x).

De plus si X est une variable aléatoire discrete, alors pour toute partie A de x on aura :

Px(A) =Y xeaAPX=x) et Px(x) = 1.
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Définition 4. [44] Une variable aléatoire réelle X a valeurs dans un ensemble x non dé-
nombrable est appelée variable aléatoire continue (v.a.c). La loi de X est alors déterminée

par l'ensemble des probabilités :
Va,beR tellesque a<b, P(a<X<b).
Enongons maintenant ce que nous désignerons par variables aléatoires indépendantes :

Définition 5. [45] Soit un espace probabilisé (Q0, < ,P), les variables aléatoires réelles X, et

X, sont indépendantes si la condition suivante est remplie :

Vx,0€eR, PX;i<x,Xo0=sx)=PX;<x1)OPX; <x)

ol © représente le produit entre les deux mesures de probabilités. A noter qu'’il existe
plusieurs manieres de définir 'indépendance entre deux variables aléatoires [46]. Toute-

fois, nous ne les énoncerons pas ici par souci de simplification (plus de détails dans [47]).

Puis, définissons la notion de statistique d'une variable aléatoire :
Définition 6. Une statistique S est une fonction des observations xy, Xz, ..., X, constituant
une variable aléatoire réelle :

S : R" — R

(X1,x2,...,xn) — S(xlyx2v---yxl’l)

Enfin, la définition d'un estimateur T d'une grandeur 0 est :

Définition 7. Un estimateur d'une grandeur O est une statistique T a valeurs dans l'en-
semble des valeurs possible de 0.

Une estimation de 0 est alors une réalisation t de l'estimateurT.

1.3.1.1 Espérance, moment & moyenne empirique

On définit I'espérance d'une variable aléatoire X de la maniére suivante dans le cas

discret puis dans le cas continu :
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Définition 8. Espérance mathématique :
SoitX une variable aléatoire dans R alors :
(cas discret) Si X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans X, l'espérance deX est la

quantité :
E[X] =X gey XPX = x).

(cas continu) Si X est une variable aléatoire continue a valeurs dans X et admettant une
densité de probabilité px alors l'espérance deX est la quantité :
+oo
E[X] :f x px(x)dx
—00

sous réserve de convergence de l'intégrale.

Lespérance mathématique est le cas particulier pour k = 1 des moments d'une va-

riable aléatoire. On définit les moments d’une variable de la facon suivante :

Définition 9. Soit X une variable aléatoire réelle. Les moments d'ordre k (k=1,2,...) deX

sont définis par :
ue = E[X¥]

tel que P = X xey x*P(X = x) dans le cas oit X est une variable aléatoire discrete et |y =

+00
f x* px(x)dx lorsqueX est une variable aléatoire continue.

—00
Considérons maintenant un jeu de données X = (x, ..., X,;) tel que X est une variable

aléatoire discrete.

Définition 10. Moyenne empirique :

On appelle moyenne empirique, la statistique notée X définie par :

<
Il

=
&

S|
-
Il
i

Proposition 1. SoitX une variable aléatoire réelle de moyenne u. Ona:
E[X]=p
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1.3.1.2 Moment centré & variance empirique

Définissons a présent les notions de variance et d’écart type d'une variable aléatoire.
Ces grandeurs nous serviront a quantifier la dispersion d'une variable aléatoire autour de

Sa moyenne.

Définition 11. Soit X une variable aléatoire discrete telle que X = (x,...,X,) et soit X la
moyenne deX.

On définit la variance notéeV (X) deX par :
VX) =E[X-X)?].
On définit l'écart-type noté généralement ¢ deX par:
o= X).
La variance est le cas particulier pour k = 2 des moments centrés d'une variable aléa-
toire. Les moments centrés sont définis tel que :

Définition 12. SoitX une variable aléatoire réelle de moyenne |\. Les moments centrés de X

dordrek = (1,12,...) sont
) = E[X— "]

De par la définition 11 et en appliquant le méme raisonnement que pour estimer em-

piriquement la moyenne de X, I'estimateur empirique de la variance de X est :

Définition 13. Soit uneX une variable aléatoire discrete telle que X = (x1, ..., X) et soitX la

moyenne deX alors la variance empirique deX est :

Var(X) = 3 X7 (6 = X)%.

Cependant 'estimateur présenté dans la définition 13 est biaisé. Ce qui veut dire que
pour cet estimateur et avec un tres grand nombre d’échantillons de X a disposition, la
valeur de la variance estimée (Var (X)) ne converge pas vers la valeur théorique (V(X)) de
la variance de X.

En effet, on peut montrer (voir par exemple [48]) que I'espérance de Var (X) est :
n-1
E[VarX)] = TV(X)

Ainsi, I'estimateur de la variance empirique non biaisé que nous considérerons dans la

suite de cette theése est :
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Définition 14. SoitX une variable aléatoire discréte de moyenneX. La variance empirique

non biaisée notéeV deX est :

7 1 2
V=3l =X,

1.3.1.3 Justification de la méthode des moments

Nous avons introduit précédemment les définitions des moments et des moments
centrés d'une variable aléatoire X, ainsi que certains cas particuliers de ces définitions
au travers de 'espérance et de la variance mathématique. Pour la majorité des lois pré-
sentées dans la section 1.3.2, 'estimation de p et V(X) est généralement suffisante pour
générer la densité de probabilité modélisant la variable aléatoire réelle X. Cette démarche

est justifiée par la loi dite des grands nombres énoncée ci-apres :

Théoreme 1. Loi faible des Grands Nombres (LGN) (Bernoulli 1713 [49]) :
SoitXy,Xo, ..., X, n variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées

d’espérance commune [ et de variance communeV < co. Alors

Ve>0, lim I]:D( X1 4+Xo+...+X,

n—oo

—p‘za):o.

Cette loi indique que lorsque I'on fait un tirage aléatoire dans une série de grande
taille, plus la taille du tirage augmente, plus ses statistiques se rapprochent des statis-
tiques de la série. Ainsi, appliqué a notre situation, cela revient a supposer que pour un
échantillon de taille suffisante les moments empiriques estimés tendent vers les moments
théoriques (réels) de la variable aléatoire permettant alors de poser le systéeme d’équa-

tions de la méthode des moments.

De maniére générale la méthode des moments peut s’énoncer de la maniere suivante :
Pour 0 € R et k € N*, si E[X¥] = ¢(8), o1 ¢ est une fonction inversible, alors I'estimateur
de 0 par la méthode des moments est 6 = ¢~ (E [XF]).

Cette méthode se généralise naturellement aux moments centrés de tous ordres.

1.3.2 Densités usuelles de probabilité uni-variées

Comme nous 'avons dit précédemment, la valeur d'un pixel peut étre vue comme
la réalisation d'une variable aléatoire X dans un ensemble de référence Q. Nous allons

présenter ci-dessous différentes lois de probabilité univariées utilisées couramment en
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traitement d’images satellites et permettant de modéliser les pixels considérés.
Nous considérerons, dans la suite, en particulier une loi symétrique définie sur R et une
loi asymétrique définie sur R* ainsi que les cas particuliers associés a chacune d’entre

elles.

1.3.2.1 LoiNormale et loi Gaussienne Généralisée

La premiere famille de lois que nous présentons est la loi Normale, aussi appelée loi
de Gauss ou loi de Laplace-Gauss.
La loi gaussienne est une loi continue symétrique et unimodale permettant de décrire le
comportement d'une variable aléatoire. Elle possede deux parametres : la moyenne p qui
est un parametre de position et I'écart type o qui est un parametre d’échelle. Elle sera par
la suite dénotée de la facon suivante A (y, o).
Pour tout nombre réel x pris dans I’ensemble des réels R, la densité de probabilité est telle

que:

por(x) = — exp(—l(x_p)z). (1.28)
oV21 2\ o

Dans le cas de la loi normale, I’espérance, la médiane et le mode de la variable aléatoire

sont égales a la moyenne p de la distribution. La variance V(X) de la variable X est telle

que:V(X) = o2,

La fonction de répartition F associée a la distribution p de la loi normale est :

1 X—H
Fyx)==|1l+erf| — (1.29)
2 ov2

2 1
avec erf(r) = —f e “du.

v o
Il existe, d’autre part, une seconde forme de la loi normale appelée Loi Gaussienne Gé-
néralisée permettant de modéliser différemment une variable aléatoire X. Un troisieme
parametre f permet de modifier la densité de probabilité de la loi normale de facon a
prendre en compte une concentration des données autour de la moyenne (cas p tend
vers co) ou au contraire une répartition des données plus homogene sur I'’ensemble de
définition (casp < 1).

La densité de probabilité de la loi normale généralisée prend la forme suivante :

B
exp(—(lxe “I) ) (1.30)
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FIGURE 1.12 — Tracé des densités de probabilités associées a la loi Normale et a la loi Gaussienne

Généralisée pour une v.a.r X de parametres u(X) =2 et VX) = 3.

+00
oul(z) :f #letds.
0
La moyenne de cette densité de probabilité est p tout comme pour la loi normale clas-

sique. Cependant, la variance associée a cette loi dépend des deux parametres 0 et 3 et est

2
désormais V(X) = e;l%?).

Et sa fonction de répartition est :

|
Foxy(x) = 3 +sign(x — p) o (l) (1.31)
p
ol Y(a, z) est la fonction gamma incomplete tel que :
Z
Y(a,z) = f t% e tdt, (1.32)
0
et sign(x) est la fonction pour laquelle
-1 six<0
sign(x) =4 0 six=0 (1.33)
1 six>0.

Enfin pour illustrer ces deux lois de probabilités, nous avons tracé en figure 1.12 les
densités de probabilité p_4 et pg.4 associées a une variable aléatoire réelle (X) qui aurait

pour moyenne théorique p(X) = 2 et pour variance théorique V(X) = 3.
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1.3.2.2 Loide Weibull, loi de Rayleigh et loi exponentielle

La seconde famille de lois que nous présenterons dans cette section est la loi de Wei-
bull nommée ainsi en I'honneur du mathématicien Waloddi Weibull mort a Annecy en
1979.

La loi de Weibull est une loi de probabilité continue asymétrique définie sur R* et repo-
sant sur deux parametres statistiques : le facteur d’échelle a > 0 et le facteur de forme
B > 0. On définit sa densité de probabilité telle que :

pw(x) = g (g)ﬁ_lexp(—(f)ﬁ). (1.34)

(04

Pour cette loi, 'espérance vaut E[X] = ol (1 + %), la médiane vaut x” = o (In2)''P et son
p-1\1/8

mode x* est égal a o (T) sip > 1 et 0 sinon.
La fonction de répartition associée a py est :

Fuw(x) = 1 —exp (— (g)ﬁ) (1.35)

Deux cas particuliers de la loi de Weibull sont mentionnés dans le tableau 1.1 et pré-

sentent un intérét dans cette thése.

Loi de probabilité Parametres Densité de probabilité | Fonction de répartition

Loi de Rayleigh a=0v2etp=2| prx) = %exp (—%) Fr(x)=1-exp (—%)

Loi exponentielle p=1 Pe(x) = aexp (—ox) Fe(x) =1—exp(—ax)

TABLEAU 1.1 — Cas particulier de la loi de Weibull : 1a loi de probabilité exponentielle et celle dite

de Rayleigh.

Enfin une illustration des lois de Weibull, Rayleigh et exponentielle est donnée fi-

gure 1.13 pour une variable aléatoire X de moyenne p = 2 et de variance V(X) = 3.
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FIGURE 1.13 - Représentation des loi de Weibull, Rayleigh et exponentielle pour une v.a.r X de

parametres p =2 et V(X) = 3.

1.3.3 Comparaison de distributions de probabilité

Dans les sections précédentes nous avons vu comment déterminer une densité as-
sociée a une loi de probabilité modélisant un ensemble de données réelles. Cette partie,
que I'on peut appeler étape de modélisation, est nécessaire dans I’ensemble des applica-
tions de traitements d’images. L'étape consécutive s’ajoutant naturellement a I'étape de
modélisation est I’étape de comparaison des modeéles ou plus particulierement I'étape de
comparaison des densités.

De nombreuses applications de traitement d'image nécessitent de pouvoir quantifier le
degré de ressemblance entre deux ensembles de données. On peut par exemple citer les
algorithmes de classification, de segmentation et de détection de changements. Dans
chacun des exemples donnés précédemment, 'idée générale est sensiblement la méme :
comparer le modéle statistique représentant nos données a un modele théorique repré-
sentant une classe pour ainsi définir un degré d’appartenance a celle-ci.

Ainsi dans les deux dernieres sous-sections, nous allons définir et présenter certaines mé-
thodes de comparaison de densités de probabilité couramment utilisées dans la com-
munauté scientifique du traitement d'images. Dans la premiere section, nous verrons la
notion de distance et en particulier de distance métrique entre deux fonctions indépen-

damment de leurs natures. Puis dans la seconde section, nous définirons la notion de di-
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vergence et examinerons le cas de deux divergences en particulier pour lesquelles il existe

des formes analytiques des lois précédemment présentées.

1.3.3.1 Distances

La distance en mathématique est a I’origine une application permettant de quantifier
la longueur entre deux points. On la définit de la fagon suivante pour deux points appar-

tenant a un méme ensemble.

Définition 15. Soit un ensemble E non vide. Une application d telle que :
d : ExE — R,
(x,y) — dx,)
est une distance sur E si elle vérifie les axiomes suivants :

— (Symétrie)Vx,y € E?, d(x,y) = d(y,x)

— (Séparation)Vx,y € E2, d(x, =0 x=y

— (Inégalité triangulaire) YV x, y, z € E3, d(x,z) <d(x, y)+d(y,z)

La notion de distance telle que I'on vient de la définir peut nous permettre de com-
parer deux fonctions discrétes que I'on consideére sous la forme de vecteurs pris dans un
espace vectoriel. Pour cela il faut définir la notion de distance dans un espace vectoriel
normeé.

Définissons dans un premier temps la notion de norme.

Définition 16. SoitE un espace vectoriel deR. Une application || .|| surE telle que :

I : E — Ry

x = lxl
est une norme sur E si elle vérifie les axiomes suivants :

— (Séparation) VX €E, x| =0 © x=0

— (homogénéité positive) VAR, Vx € E, || A x| = Al x|

— (Inégalité triangulaire) Vx,y € B, | x+yl < x|+ yl
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On peut alors définir la notion de distance entre deux points pris dans un espace vec-

toriel.

Définition 17. Soit un espace vectoriel normé (E, | . ). On définit la distance d a partir de

la norme telle que :
d . E X E — IR+
xy) — dxy)=Ily-xl

Enfin, considérons deux points x = (xy, ..., x,) ety = (1, ..., ¥») de I'espace vectoriel E.

La distance entre ces deux points peut-étre calculée par chacune des distances suivantes :

Nom Fonctions
Distance de Manhattan (norme L1) dx,y)=X"1xi - yil
Distance euclidienne (norme L2) dx,y) = Z?Zl (x;i — yi)?
Distance de Tchebychev (norme L-o00) || d(x,y) =lim . Q/Z?ﬂ [x; = yilP =sup<;<, |Xi — Vil

TABLEAU 1.2 — Distances vectorielles couramment utilisées en traitement d'images

Finalement, on peut facilement considérer une distribution associée a une loi de pro-
babilité sur un ensemble discret sous la forme d’un vecteur et appliquer une des distances
proposées dans le tableau 1.2. En revanche, dans le cas ou ’on considérerait une densité
associée a une loi continue, il n’existe pas toujours une forme analytique et !’on est alors
obligé de discrétiser la loi considérée. Cela pose un certain nombre de problemes liés au
pas de la discrétisation notamment, pouvant entrainer d’'importantes variations dans les

valeurs de distances.

1.3.3.2 Divergences

La derniére méthode de comparaison de distributions de probabilité que nous dé-
crivons dans cette section est basée sur la notion de divergence. Nous commencgons par
définir la famille des f-divergence au sens de Csiszar [50], puis considérons deux diver-
gences en particulier : la divergence de Kullback-Leibler [51] et la distance d’Hellinger
(définie d’apres l'intégrale d’Hellinger [52]). Il existe d’autres types de divergences telles

que les divergences au sens de Bregman [53] que nous ne présenterons pas dans cette
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these. Nous terminons en donnant les formes analytiques de ces divergences pour cer-

taines des lois de probabilités précédemment énoncées.

Soient deux mesures de probabilité [’ et Q sur un espace mesurable (Q, «f) telle que P
absolument continue par rapport a Q. Alors une f-divergence est une fonction D¢ (P Q)

est définie telle que :

d
D (PIQ) =f f(d@)d@ (1.36)

ou f:R; — R est une fonction convexe telle que f(1) =

Proposition 2. [54] Soit un espace mesurable (Q2, «f) et deux mesures de probabilité P et ()

telle que P est absolument continue par rapporta Q alors :D(PQ) =0

Les mesures de divergences de la famille des f-divergences présentent deux proprié-
tés intéressantes, elles sont toujours positives ou nulles et ne s’annulent que si P = Q.
Cependant contrairement aux mesures de distances présentées précédemment, les f-
divergences ne sont pas des mesures symétriques et elles ne respectent pas non plus l'in-

égalité triangulaire.

D’autre part, si P (resp. Q) est absolument continue par rapport a une mesure v o-finie

sur (Q, o) alors d’apres le théoreme de Radon-Nikodym [55] on peut écrire que :
dP = pdv (resp. dQ=gdv) (1.37)

ol p (resp. q) estla densité de probabilité associée a la mesure P (resp. Q).

On peut alors réécrire équation (1.36) de la maniére suivante :

Df(P”@):f f(ZE i)q(x)dv(x) (1.38)

Considérons maintenant un premier cas particulier pour f(¢) = tlog(#), alors la diver-
gence ainsi obtenue est la divergence de Kullback-Leibler et on la notera Dgp (P[|Q) telle
que pour deux mesures P et Q continues de densités respective pet gon a:

p(x)
(x)

Cette divergence est aussi appelée entropie relative de [® par rapport a Q du fait qu’'on

Dk (P|Q) = f p(x)log( )dx. (1.39)

peut la réécrire sous la forme suivante :

D (PIIQ)

pr(x)log(p(x))dx—fgp(x)log(q(x)) dx
H(p,q)-H(p) (1.40)
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ou H(p, q) est'entropie croisée entre p et q telle que H(p, q) = — f p(x)log(q(x))dx.
Q
Il est parfois intéressant de considérer une version symétrique de la divergence de Kullback-

Leibler en posant :

D1 (P, Q) = Dk (PlQ) + Dk (QlIP). (1.41)

Cette mesure que 'on appelle parfois divergence de Jeffrey [56] est toujours une diver-
gence au sens des f-divergences mais posséde en plus une propriété de symétrie :

D1 (P, Q) = Dx1.(Q,P).

Dansle tableau 1.3 sont présentées les formes analytiques de la divergence de Kullback-
Leibler pour la loi Normale pg, (x, 1;,0;) etlaloi de Weibull pw;, (x,«;,3;) pour i = 1 ou 2.
Dans le cas de la loi de Weibull, y = 0.5772 est la constante d’Euler-Mascheroni. On peut
aisément déduire la forme analytique de la divergence de Kullback-Leibler pour la loi de

Weibull, les formes analytiques de cette divergence pour la loi exponentielle et la loi de

Rayleigh.
Loi Forme analytique
i T+ -p2)?
Loi Normale Dxw(pg, I pc,) = 10g(g_§) + % -1
. . P
Loi de Weibull || Dgy(pw, ||Pw2)=10g(0%11)—10g 0%22 +(B1 —ﬁz)[log(oq) — ﬁ_Yl + (g—;) F(g—f +1)— 1

TABLEAU 1.3 - Formes analytiques de la divergence de Kullback-Leibler (non symétrique) pour des

lois de probabilité usuelles.

Le second cas particulier que nous considérerons dans cette these est le cas f(f) =
(v/t—1)2. Cette divergence est appelée distance de Hellinger et est bien une f-divergence
au sens de Csiszar mais possede en plus une propriété de symétrie et constitue une dis-
tance métrique sur I'espace des distributions de probabilité. On la note Dy (P, @), et pour

deux distributions p et g associées aux mesures P et Q, elle est définie telle que :

1 2
Du(P, Q) = \/Efg (\/p(x) - \/q(x)) dx. (1.42)

De méme, on donne dans le tableau 1.4, les formes analytiques de la divergence d'Hel-
linger pour la loi normale pg, (x, u;,0;) et pour la loi de Weibull pw;, (x,a;,;) pour i =
1 ou2. A noter que dans le cas de la loi de Weibull, la forme analytique est seulement dis-

ponible pour deux distributions ayant le méme parametre de forme 3. On pourra tout de
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méme en déduire, a partir de cette forme analytique, les distances d'Hellinger associées a

la loi de Rayleigh et a la loi exponentielle.

Loi forme analytique
. 2 ( )2
Loinormale || Du(pg, pG,) = \/ \/ chrz% exp 4‘; f; )
. . ﬁlz
Loi de Weibull Du(pw,, pw,) = \/ - %
1 2

TABLEAU 1.4 — Formes analytiques de la distance d’Hellinger pour des lois de probabilité usuelles.

1.4 Conclusion du Chapitre

Au travers de ce premier chapitre, nous avons exposé le contexte dans lequel se posi-
tionne cette these.
Nous avons montré que les données de 'imagerie satellitaire que nous voulons exploiter
sont fortement imparfaites, c’est-a-dire a la fois imprécises et incertaines.
Nous avons, ensuite, évoqué trois théories de I'incertain, parmi les différentes théories
existantes dans la littérature. Elles constituent pour nous des candidates sérieuses pour
traiter ce type de données grace aux formalismes mathématiques qu’elles proposent.
Nous nous sommes, finalement, attardés sur la modélisation a I’aide de distributions de
probabilité de variables aléatoires réelles et sur les mesures de dissemblances que I'on
peut définir pour comparer deux distributions entre elles.
Dans le second chapitre de cette theése, nous présenterons et proposerons des outils issus
de la théorie des possibilités pour exploiter les données imparfaites de 'imagerie satelli-

taire.
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Introduction

Dans le premier chapitre de cette thése, nous avons évoqué des méthodes de modé-
lisation d’ensembles de données basées sur l'utilisation d’outils probabilistes. Cette dé-
marche repose sur ’hypothése que chaque donnée observée est une réalisation d'une
variable aléatoire et qu’'on peut alors décrire le jeu de données complet grace a une dis-
tribution de probabilité propre a cette variable aléatoire.

Deux méthodes permettant ce type de représentation ont alors été détaillées. La premiére
méthode est la modélisation discrete des données. Elle consiste simplement a normali-
ser 'histogramme des valeurs des pixels afin de calculer une distribution de probabilité
empirique. Cette méthode présente toutefois plusieurs inconvénients comme la conser-
vation de toutes les irrégularités de la distribution ou la dépendance au pas d’échantillon-
nage de I'histogramme. La seconde méthode, sur laquelle nous nous sommes plus parti-
culierement attardés, estla modélisation paramétrique probabiliste continue. Elle se base
sur I’estimation des moments de la variable aléatoire pour déterminer la loi de probabilité
sous-jacente. En théorie, cette méthode permet de retrouver la "vraie" distribution qui est
bien souvent continue. Linconvénient de la représentation probabiliste continue est que
le modele paramétrique n’est pas assez flexible pour réellement déterminer la vraie dis-
tribution si I’échantillon a disposition est de trop faible taille ou lorsque les données sont

treés bruitées.

En réponse a ce probleme de modélisation, nous nous sommes alors tournés vers une
autre théorie de I'incertain : la théorie des possibilités.
En effet, puisque certaines contraintes propres aux probabilités sont relachées tandis que
I'essence de la modélisation probabiliste est conservée, les distributions de possibilités
constituent un modele plus souple et de ce fait plus adéquat pour modéliser les données

imparfaites.

Ainsi, dans ce chapitre, nous allons étudier différentes manieres de construire un mo-
dele possibiliste a partir d'une distribution de probabilité et nous tenterons a chaque
fois d’appliquer les modeles obtenus en situation afin d’observer leurs comportements.
Nous commencerons dans une premiere section par définir les principes régissant le

passage d'une modélisation a 'autre avant de présenter les différentes transformations
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probabilité-possibilité proposées dans la littérature scientifique. Ces transformations se-
ront dans un premier temps appliquées a des distributions discrétes et nous les applique-
rons donc sur des distributions de probabilités empiriques. Puis, dans un second temps,
nous exposerons la transformation au cceur de cette thése : la transformation continue
proposée par Dubois, Foulloy, Mauris et Prade dans [7] et nous verrons notamment que
cette transformation possede des propriétés intéressantes pour nos besoins.

Par ailleurs, nous testerons en situation nos modeles possibilistes. Il est, pour cela, né-
cessaire de définir des mesures de comparaisons entre distributions de possibilités. Nous
présenterons donc différentes mesures basées a la fois sur la théorie des ensembles flous

et sur la théorie des probabilités.

2.1 Transformation : Définition et principes

La transformation d'une distribution de probabilité en une distribution de possibilité
est une question complexe qui a pendant un temps opposé deux visions [57]. La premiere
vision [37], qui fait aujourd’hui globalement consensus, suppose une dissymétrie dans la
transformation de probabilité-possibilité. Elle suppose que, puisque le modele possibi-
liste est moins informatif, le passage d'une distribution de probabilité a une distribution
de possibilité implique une perte de précision et donc d’information. Dans I'autre sens,
la conversion inverse implique un ajout d’'information que I'’on peut qualifier d’arbitraire.
La seconde vision suppose davantage d’équivalence entre les modeles de probabilités et
les modeles de possibilités. Elle propose alors que la transformation dans un sens comme
dans l'autre doit se faire sous la condition que I'on conserve I'information totale.

De ces deux visions ont découlé des principes afin de guider le choix de la transformation
probabilité-possibilité a utiliser. Ainsi nous allons définir, dans cette section, ces principes
qui nous permettront de garantir que la distribution de possibilité construite depuis une
distribution de probabilité vérifie les propriétés désirées par rapport a la conception de

I'incertitude que I'on a dans nos données.

50



CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DE PROBABILITE-POSSIBILITE
UNIDIMENSIONNELLE

2.1.1 Principe de consistance

Le premier principe que nous allons évoquer est celui énoncé par Zadeh lui-méme
dans son papier séminal [3]. Il décrit de facon linguistique ce que 'on appelle la consis-

tance de la transformation probabilité-possibilité et que I'’on peut résumer ainsi :

Un degré de probabilité élevé implique un degré de possibilité élevé et un degré faible de

possibilité implique un degré faible de probabilité.

Zadeh définit, de plus, un degré de consistance entre possibilité et probabilité par une
mesure C telle que :

C(m, p) = ) n(w;) * p(w;). 2.1)
i=1

Cependant, Zadeh dira de ce degré de consistance qu’il est davantage une formalisa-
tion de la connexion heuristique entre probabilité et possibilité plutot qu'un critere pré-
cis. Cette mesure peut toutefois permettre d’aider a comparer des transformations de
probabilité-possibilité dans le but de choisir la transformation la plus spécifique comme

nous le montrerons dans la suite de ce chapitre.

Enfin, une maniére élégante de généraliser ce qui a été dit précédemment et définis-
sant le principe fondamental de consistance des transformations probabilité-possibilité
a été énoncé dans [58] par Dubois et Prade. Dans ce papier, ils montrent qu'une mesure

de possibilité IT est équivalente a une famille 22(I1) de probabilités tel que :
2 (I1) = {P, VA mesurable, P(A) = T1(A)}. (2.2)

Cela revient a dire qu'une possibilité est consistante avec une probabilité si la mesure de
possibilité IT associée domine la mesure de probabilité P sur tout sous-ensemble A de Q.
Cela garantit que 'on ne modifie pas la nature de I'information lorsque 'on applique la

transformation dans le sens de "p vers " (p — m).

2.1.2 Principe de préservation de 'ordre

Le second principe, que 'on appelle parfois principe de préservation de la préfé-
rence [59], a été défini par Dubois et Prade dans [60]. Il se distingue sous deux formes :

la préservation de la préférence faible et la préservation de I'ordre forte.
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Pour la préservation faible de la préférence [7], nous avons 'implication suivante entre la

distribution de probabilité et la distribution de possibilité :
Vo,0;€2% pw)>pw))=n(w)>nw);). (2.3)

Cette implication devient alors une équivalence sur I'ordre dans le cas de la préservation

forte de la préférence :
Vo,0;€2% pw)>pw)) e n(w)>nw);). (2.4)

L'idée sous-jacente a ce principe est de garantir la conservation de la forme globale de la
distribution estimée. On peut alors montrer de facon triviale pour une variable aléatoire
uni-modale que si w” est le mode de la distribution de probabilité alors w™ doit aussi

étre le mode de la distribution de possibilité obtenue apres transformation.

2.1.3 Principe de conservation de I'incertitude

Le dernier principe que nous allons présenter est celui de conservation de I'incerti-
tude énoncé par Klir [61], [62].
Avant d’énoncer ce principe, il nous faut considérer trois notions. La premiere, que nous
avons présentée précédemment dans la section 1.2.1, est 'entropie H(p) associée a une
distribution de probabilité p dont |'’expression est donnée dans 1’équation (1.13).
La seconde notion, définie dans [63], est la mesure de non-spécificité N(ir) associée a une
distribution de possibilité n :

n
N@m) = ) (To() — To(ir1) 1082 (D) (2.5)
i=2

ol o est une permutation des indices {1,2,..., n} telle que 1) > Mg2) > ... > Ng(n)-
Enfin, la troisieme notion, énoncée elle aussi dans [63], est la mesure de discorde S ()

telle que :
n

i
S(m) = Z (o) — o (i+1)) lOg2 (Z—) .
i=2 22 Ma())

On définit alors le principe de préservation de 'incertitude ot le but est de déterminer

(2.6)

al’aide d'une transformation probabilité-possibilité, une distribution de possibilité véri-

fiant I’égalité présentée ci-dessous :

H(p) =N(@1) +S () (2.7)
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Toutefois, ce principe a été 'objet de nombreux débats dans la communauté scienti-
fique [37] et cela pour plusieurs raisons. Une des raisons est que 1'égalité au cceur de ce
principe utilise des mesures d’incertitudes ensemblistes qui ne font pas consensus dans
la communauté. On peut par exemple citer d’autres mesures d’information telle que la
mesure de spécificité [64][65] ainsi que plus récemment la mesure d’entropie sur des en-
sembles flous [66]. Enfin, une seconde raison est que ce principe ne garantit pas la satis-

faction de la consistance.

2.1.4 Transformation p— n

La transformation de probabilité-possibilité (p — ) est un probléme qui a largement
été étudié des les premiers travaux de Zadeh en 1978 (voir [37][37][67][68]).
Dans ce qui suit, nous allons présenter les cinq transformations discrétes p — 7 sui-
vantes : la transformation par normalisation (TN), la transformation log-interval scale
(TK), la transformation variable (TV), la transformation optimale (TO) et la transforma-
tion symétrique (TS).
Ces transformations ont retenu notre attention par rapport a deux critéres : la simplicité
d'implémentation dans une application et leur notoriété relative dans la littérature scien-
tifique. Afin de simplifier les écritures, nous adopterons les notations suivantes dans le

reste de cette section :

Vi:{ly---)n}) p(w()‘(l)):pl>01 p12p1+1;

T(We) =1; >0, ;=74

ol o est la méme permutation des indices que dans la sous-section 2.1.3.

Transformation par normalisation :
La transformation par normalisation est la plus simple parmi celles retenues. Elle est don-

née par 'équation suivante :

n =P 2.8)
p1

Cette transformation présente plusieurs avantages. Trés simple a mettre en place, elle

fonctionne aussi bien dans le cas discret que dans le cas ou on considére un ensemble

de référence Q infini. En ayant recours au mode de la distribution de probabilité, on peut

obtenir des expressions de distributions de possibilité concises comme nous le verrons

pour la distribution gaussienne (voir équation (2.41)).
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Cependant, il a été démontré dans [69] que cette transformation ne satisfait générale-

ment pas le principe de consistance énoncé dans I'équation (2.2).

Transformation log-interval scale :
La transformation log-interval scale a été présentée par Klir dans [63] et a été construite
de facon a respecter le principe de préservation de I'incertitude énoncé en section 2.1.3.

Elle se définit ainsi :
TK pi «
T o= (2.9)
pP1
avec o appartenant a I'intervalle ouvert ]0, 1[ et vérifiant ’équation (2.7) qui prend alors

la forme suivante :

n n pi a Di+1 a l'2

-3 piogo(pi = 3 ([ 2] - (22) o=z 210
i=1 i—2 \\P1 p1 i (ﬂ)

J=1\{p

De méme que pour la transformation TN, cette transformation ne respecte pas toujours
le principe de consistance comme il a été démontré dans [70]. On perd alors la propriété
gu'une mesure de possibilité domine une mesure de probabilité et que la borne inférieure

de la mesure de probabilité est la mesure de nécessité (voir équation (1.22)).

Transformation variable :
La transformation variable a été proposée par Mouchaweh et al. [71] dans le sens p — 7

et se présente de facon similaire a la transformation de Klir :

A\ k.(1-p)
vV
= (&) (2.11)
P1
ol k est une constante appartenant a 'intervalle 0 < k < % et ou p;, estla der-
~Pn)iog| o

niere valeur de p non nulle. Le terme k(1 — p;) n'est donc pas une constante et dépend de
pi pour tout i € [1, n].
Dans ce méme article, les auteurs montrent que leur transformation vérifie le principe de
consistance suivant :

VoeQ, 1 (@)= pw). (2.12)

Malheureusement, le respect de ce principe de consistance n'implique pas le respect du
principe de consistance de Dubois et Prade énoncé dans 2.2 car celui-ci ne porte seule-
ment que sur les singletons. Ce principe de consistance est a rapprocher de la vision de

Klir oul'on suppose que I'information probabiliste et possibiliste sont comparables et que
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'on peut choisir indifféremment I'un ou 'autre de ces modeles. Or, comme nous "avons
évoqué précédemment, la vision consensuelle de la théorie des possibilités suppose une
certaine dissymétrie entre les représentations : le modele possibiliste est moins précis et

donc moins informatif que le modéle probabiliste.

Transformation optimale :
La transformation optimale a été proposée par Dubois, Prade et Sandri [37] en partant
du postulat qu'une distribution de possibilité doit encapsuler un minimum de distribu-
tions de probabilité pour étre le maximum spécifique. On obtient alors la transformation

suivantede p — m:
0 &
=) pj (2.13)
Jj=i
Cette transformation est par définition celle qui retourne la distribution de possibilité la

plus spécifique en respectant le principe de consistance|[7].

Transformation symétrique (ou Transformation inverse de la Trans-
formée pignistique) :
La transformation symétrique a été énoncée par Dubois et Prade [60] puis a été redémon-
trée a partir de la théorie de I'évidence par Yamada [68]. Cette transformation respecte le
principe de consistance ainsi que le principe de la préservation de la préférence. Elle est

définie comme ceci :
TS

n
m o =ipit ), pi (2.14)
j=i+l
n — —
avec Zj:n+1 pj=0etm, =0.
A noter que cette transformation posséde une variante dans le cas ol 'on consideére

une densité de probabilité continue. Elle s’énonce alors de la facon suivante :

+00
7(xX) :f min (p(x), p())dt.

Cependant, nous n’utiliserons pas cette transformation dans la section concernant la mo-
délisation possibiliste continue pour deux raisons. La premiere est que cette transforma-
tion est plus imprécise que la transformation optimale [57] et la seconde est que I'opéra-

teur min n’est pas implémentable dans un algorithme sans repasser en discret.

Discussion sur les transformations p — 7t

Lintérét d’utiliser la théorie des possibilités dans cette these est avant tout de proposer
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des alternatives aux modeles probabilistes, que I’on juge trop précis pour représenter cor-

rectement les données satellitaires.

Dans cette optique, il semblerait intéressant de considérer seulement les transformations

respectant le principe de consistance de I'’équation (2.2) énoncé par Dubois et Prade.

C’est-a-dire les transformations optimales (TO) et symétriques (TS). On aurait alors a dis-

position un modele robuste, mais qui n’est pas toujours implémentable sans passer par

une représentation discrete.

Il nous a donc semblé intéressant d’étudier aussi d’autres transformations comme la trans-
formation par normalisation. Certes elles ne respectent pas toujours le principe de consis-

tance, mais elles peuvent se révéler utiles pour notamment simplifier dans certains cas les

formulations des densités de possibilités (voir par exemple I’équation (2.41)).

—~=-Loi Normale
— Transformation TN
Transformation TK
0.8 Transformation TV
—— Transformation TO
— Transformation TS
0.6r
04+
0.2r
0 - ‘
-5 0 5

FIGURE 2.1 - Application des transformations p — mn présentées sur un ensemble de 200 échan-

tillons d'une loi normale de moyenne nulle et de variance égale a 1.

Enfin, nous proposons dans la figure 2.1 une illustration de chacune des transforma-
tions précédemment évoquées appliquer a une distribution de probabilité discrete (en
pointillés noirs) de moyenne nulle. Dans le cas de la transformation TK, le parametre a a

été déterminé en résolvant '’équation (2.7). Pour la transformation TV, le parametre k a

log(pn)

été choisi comme égal a TologprT o)
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Nous donnons dans le tableau 2.1 a titre informatif les degrés de consistance et les

indices de spécificité calculés pour chacune des transformations.

Transformations TN TK TV TO TS

Degré de Consistance || 0,7071 | 0,8322 | 0,6404 | 0,5014 | 0,8183

Indice de Spécificité || 2,5066 | 3,7586 | 2,0894 | 1,6008 | 3,1915

TABLEAU 2.1 —Degré de Consistance et Indice de spécificité pour chaque transformation appliquée

a une loi normale : A4°(0,1).

On peut voir dans ce tableau deux choses intéressantes. La premiere est que I'indice de
spécificité est completement corrélé avec le degré de consistance. C’est-a-dire que sil’'on
ordonne les transformations suivant un ordre croissant d’indice de spécificité on retrouve
le méme ordre suivant les degrés de consistance. Il n'y a donc pas d’intérét de considé-
rer davantage le degré de consistance que l'indice de spécificité. Le second phénomene
remarquable est que les transformations renvoient des résultats significativement diffé-
rents. En effet, I'indice de spécificité peut étre multiplié par deux suivant le choix de la
transformation, comme on peut le voir entre la transformation la plus spécifique (ici TO)

et la moins spécifique (ici TK).

2.1.5 Transformationnt — p

Nous allons présenter dans cette section, les transformées inverses associées aux trans-
formées précédentes c’est-a-dire de m — p. Ces transformations peuvent présenter de
I'intérét dans différentes situations telles que la prise de décision [72] ot il est plus facile
pour un expert de choisir a I'aide d’'informations probabilistes [73].

A noter que chaque transformation précédemment proposée ne posséde pas forcément

de transformée inverse. Nous évoquerons donc seulement trois transformations nm — p.

Tout comme dans le sens p — 7, les transformations de m — p sont sujettes a des
principes afin de garantir que I’on ne modifie pas outre mesure I'information globale. On
peut par exemple citer le principe équivalent au principe de conservation de la préférence

(plus de précision dans [73]).
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Transformation par normalisation inverse :
La transformation TN inverse est un cas intéressant de transformation 1 — p. En effet, si
on applique a une distribution p la transformation TN puis a la distribution 7, résultante
la transformée TN inverse on obtient alors une distribution de probabilité p. telle que

p = p;- La transformation TN inverse est donnée par cette équation :

T
Pi=th
j=1

, (2.15)
T

Transformation inverse de la transformée de Klir :
De méme que dans le cas de la transformation TN, la transformé de Klir est symétrique
dans le sens ot elle propose une transformation pour passer d'une distribution de possi-
bilité a une distribution de probabilité. Cependant, encore une fois il faut déterminer la
valeur du parametre o tel que o est solution du principe de conservation de I'incertitude.
La transformation de Klir de m — p prend la forme suivante :
1
"

bi=—T7

T (2.16)
¥

j=1
A noter ici que les deux transformations T — p sont basées sur un méme principe de
normalisation que celui nous permettant d’obtenir des distributions de probabilités em-

piriques a partir d'un histogramme.

Transformation symétrique inverse (ou Transformation pignistique) :
Enfin la derniere transformation m — p que nous reprendrons dans cette section a été pro-
posée au méme moment que la transformation TO proposée par Dubois et Prade. Cette

transformation s’énonce ainsi :
(mj—mj41) (2.17)

avec la notation m;+; = 0.

2.2 Premiere application : Comparaison discrete de distri-
butions de possibilité

Nous avons présenté dans les premieéres parties du chapitre 2 quelques transforma-

tions de probabilité-possibilité discretes. Puis, a I'aide des différents principes, du degré
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de consistance et de moindre spécificité, nous avons mis en lumiere les différences entre
ces transformations sur un plan théorique.

Ce que nous proposons dans cette section, c’est d’apporter de nouveaux arguments de
comparaison en contextualisant ces transformations dans une application relativement
simple de détection de changements entre des paires d'images artificielles afin de contro-
ler au maximum le processus.

De plus, cette application nous permet d’introduire plusieurs notions : les mesures de
dissemblance entre distributions de possibilité, la détection de changements entre paires
d’images et la quantification de la performance en détection de changements. Ces no-
tions nous les retrouverons d’ailleurs plusieurs fois au cours de ce chapitre 2 et du cha-

pitre 3 sous diverses formes.

2.2.1 Comparaison de distributions de possibilité

La question de la comparaison de distributions de possibilité peut étre abordée sous
différents angles. Pour des raisons de simplicité, on va retenir dans un premier temps es-
sentiellement deux grandes approches. D’'un c6té nous aurons I'approche ensembliste
ou 'on considere une distribution de possibilité comme un sous-ensemble flou que 'on
compare a un second a I'aide d'une mesure de similarité (ou dissimilarité) [74][75]. De
I'autre c6té, nous aurons ’approche plus vectorielle (ou fonctionnelle) o1 I'on utilise des
distances (cf section 1.3.3.1) afin de quantifier I’écart entre deux fonctions [76] que 'on
normalise afin que ces distances respectent aussi les propriétés des mesures de dissimi-
larité.

Les mesures de similarité sont devenues un outil de base de la logique floue qui a été
I'objet de nombreuses études dans la littérature scientifique [77][78][79]. Nous allons pré-

senter dans ce qui suit les principales définitions ainsi que quelques mesures tres souvent

utilisées dans les applications.

Définition 18. Mesure de similarité :
Soit F un ensemble et A, B deux sous-ensembles flous tels que A, B< & . La fonctionS : & x
Z — [0,1] est appelée une mesure de similarité si et seulement si S respecte les propriétés

suivantes :
— Réflexivité :S(A,B) =1 A=B;
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— Symétrie:S(A,B) =S(B,A);
— Transitivité : siA<B < C, alors S(A,B) =S(A,C);

— Recouvrement : SiANB =0 alorsS(A,B) =0 sinon S €]0, 1].

Proposition 3. Mesure de dissimilarité [80] :
Une mesure de similarité et une mesure de dissimilarité sont corrélées deux a deux. De plus
une mesure de dissimilarité D et une mesure de similarité S sont reliée entre elles par la

propriété suivante :D + S = 1.

La premiere mesure de dissimilarité que nous considérons est la distance de Jaccard
que l'on retrouve notamment dans [70]. Elle se calcule a partir du rapport entre le car-
dinal de l'intersection des deux sous ensembles flous considérés A et B définis par leurs
fonctions d’appartenance respective pa, up et le cardinal de leur union. On1’énonce de la

facon suivante :

T min (w;), u(w;)
YoeQ D/AB)=1-=H (ba(@0), p 1)

. (2.18)
i1 max (pa(w;), up(w;))

La seconde mesure de dissimilarité que nous présentons est inspirée d'une norme L1
(voir tableau 1.2) entre deux fonctions d’appartenance, normalisée afin de respecter les
propriétés des mesures de dissimilarité [75] :

Y1 na(wy) = pp(w;)]
Y (Malw) + pp(o))

VoeQ D, (AB)= (2.19)

Enfin, la derniere mesure retenue est la distance euclidienne normalisée avec le méme
principe de normalisation que la mesure de dissimilarité D,. On la note D,, et elle s’écrit

ainsi :

Y1 pa(wi) = pp(wy)]?

1 (Halwy) + HB(U)i))Z.

VoeQ  D,(AB)= (2.20)

2.2.2 Détection de changements entre paires d’images artificielles

Nous profitons de cette premiere application pour présenter la détection de change-
ments entre images. Dans cette section nous allons définir puis brievement résumer |'état

de I'art de cette discipline a part entiére de la télédétection.

Avant de d’introduire cette application, nous tenons a préciser notre démarche. Tout

d’abord, nous sommes conscients que les résultats des applications présentées dans ce
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chapitre ne permettent pas de donner une conclusion générale, nous les considérerons
donc en tant que tel c’est a dire des éléments de discussion pour répondre au probleme
de la modélisation des données. Ici, le propos est purement tourné vers l'illustration des
méthodes que nous présentons. En effet, il nous a paru que grace a des algorithmes de
détection de changements, nous pouvions complétement exposer le processus d’extrac-
tion d’informations. C’est a dire : représenter un ensemble de données, le comparer a
I'aide d’'une mesure a un second ensemble et enfin en déduire des informations. De plus,
comme nous le verrons dans la section suivante, la détection de changements peut se
révéler un cadre idéal pour quantifier la performance de nos méthodes, mais aussi pour
pouvoir évaluer le comportement de celle-ci en présence de bruit de plus ou moins forte

intensité.

La détection de changements en télédétection consiste a détecter les régions (ici les
pixels) ayant changé entre deux prises de vues d'une méme scéne a des instants diffé-
rents [81]. Les changements que I'on cherche a identifier sont de nature tres variée. Cela
peut-étre 'apparition ou la destruction d’'un batiment [82], la fonte des glaces sur les
poles [83], la déforestation [84], etc.

Initialement, la détection de changement impliquait que les images que 'on compare
soient recalées. C’est-a-dire que les images sont mises en correspondance (voir [85] pour
plus de détails) afin que les pixels d’'intéréts (sommet d’'une montagne, routes, maisons...)
aient la méme position dans les deux images. Désormais, des techniques plus sophisti-
quées, basées notamment sur des réseaux de convolution [86], peuvent effectuer de la

détection de changements sur tous types d'images y compris non recalées.

Dans cette premiere application, ainsi que dans la seconde application de détection
de changements, nous avons voulu travailler sur des paires d'images artificielles. Lintérét
de ces images est que nous pouvons choisir la taille, la géométrie, et le nombre de chan-
gements que nous voulons détecter. De plus, nous connaissons avec une grande certitude

I’emplacement de ces changements, ce qui nous aidera ensuite a évaluer la performance.
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2.2.2.1 Fonctionnement de 'algorithme de détection de changements

Lidée de la premiere application est, comme nous ’avons déja mentionné, de tenter
d’ajouter des arguments afin de nous guider dans le choix de 'une ou I'autre des transfor-
mations. Ainsi nous avons voulu que I'application soit relativement simple afin de limiter

les biais de comparaison.

E—
Image 1

Distribution de
probabilité 1

Distribution de

E—
Image 2

Distribution de
probabilité 2

Distribution de

possibilité 1 possibilité 2

Mesure de
dissemblance

A 4

Image de
changements

FIGURE 2.2 — Fonctionnement de I'algorithme de détection de changements

Dans cette application, on considere que 'image 1 est 'image avant qu'’il ne se soit
produit des changements et 'image 2 celle o1 les changements sont apparus.
Pour procéder a la détection de changements, on sélectionne une imagette (ou patch) de
tailles 5 x 5 dans I'image 1. Cette taille de patchs est choisie afin de détecter des change-
ments tres localisés dont la taille peut-étre de I'’ordre de quelques pixels. Puis, on construit
I'histogramme des données a partir des valeurs d’intensité des 25 pixels contenus dans le
patch. Cet histogramme est ensuite normalisé par la somme de ses valeurs pour obtenir
une distribution de probabilité (empirique) représentant 'imagette. On applique alors
une des transformations discretes a la distribution de probabilité pour obtenir une distri-
bution de possibilité. On répete le méme processus avec la méme transformation p — n
afin d’obtenir une seconde distribution de possibilité modélisant une imagette extraite
de I'image 2. Puis nous comparons les distributions ainsi obtenues par 'une des mesures
de dissemblance présentées en section 2.2.1. On stocke alors le résultat a la position du
pixel central des patchs considérés dans I'image de changement qui est une matrice de

meémes dimensions que les images originales.
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Enfin, le processus est reproduit en décalant le pixel central des patchs d'un pixel jusqu’a

ce que les deux images aient été completement comparées en chaque pixel.

2.2.2.2 Images artificielles

Les images 1 et 2 sont des images de 150 x 250 pixels a une composante dont les valeurs
minimales et maximales varient entre 0 et 1 (image normalisée). Sur chacune d’entre elles
sont disposées 2 ellipses servant a représenter le signal original, c’est-a-dire un élément
fixe. Puis sur I'image 2 sont ajoutés des changements sous forme de disque d’'un diametre
de 8 a 15 pixels dans différentes zones de I'image. Certains de ces disques recouvrent le

signal original, comme on peut le voir dans les figures figure 2.3 et figure 2.4.

FIGURE 2.3 —image 1 avec un bruit de chatoiement de variance v =0.1

FIGURE 2.4 — image 2 avec un bruit de chatoiement de variance v = 0.15

Chacune des images est bruitée quasi identiquement en utilisant au choix soit un
bruit de type additif tel que le gaussien soit un bruit multiplicatif comme le "speckle
noise" ou bruit de chatoiement. On rappelle que le bruit gaussien est un bruit que 'on
retrouve fréquemment dans I'imagerie satellitaire optique tandis que le speckle noise est
propre a l'intensité des images radar.

Si I'on appelle I I'image avant bruitage et I' I'image bruitée, alors pour un appliquer un

bruit gaussien de moyenne M et de variance vg on utilise la formule suivante :
I'=1+ /v x randn(size(D)) + M, (2.21)
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ol randn(size(I)) est une matrice de méme dimension que I de nombre distribué aléatoi-
rement suivant une loi normale entre 0 et 1. Dans notre application M = 0 de telle sorte
que la moyenne du signal ne soit pas impactée.

Pour appliquer un bruit de chatoiement de moyenne nulle et de variance v on utilise
I’équation suivante :

I'=I+IxN, (2.22)

ol N est un bruit uniformément distribué de moyenne nulle et de variance vs. Enfin, de
sorte a obtenir une application suffisamment proche de la réalité, les variances des bruits
appliquées aux images 1 et 2 sont légerement différentes de telle sorte que pour un bruit

gaussienona:

Vlml Ug)

De méme dans le cas du bruit de chatoiement :

Vimli = Vs

l/lmg = Us+0,05.

2.2.3 Quantification de la performance : courbe ROC

Pour une transformation et une mesure de dissimilarité choisie, nous produisons en
sortie de notre algorithme une image des changements détectés (cf figure 2.2). Ensuite,
grace a cette image (figure 2.5a) et a une image de la position réelle des changements,
que 'on appelle masque de vérité terrain (figure 2.5b), nous pouvons évaluer un taux de
détection en pourcentage reflétant la performance globale de notre méthode. Cet outil de
quantification de la performance se dénomme la courbe ROC (Receiver Operating Curve)

et nous en donnons les caractéristiques ci-apres.

La courbe ROC est un outil couramment utilisé en statistique et en traitement d'image
pour mesurer les performances d'un classifieur binaire. Ce qui est effectivement le cas
dans notre application o1 I'image des changements renseigne en chaque pixel la valeur
de dissimilarité entre I'image 1 et 'image 2 avec pour raisonnement que plus la valeur du
pixel est élevée plus il y a de certitude de la présence d'un changement. Au contraire, plus

la valeur est faible et moins on suppose qu'’il y en ait un. Ainsi, le principe de la courbe
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(a) Image de changements (b) Masque de vérité terrain

FIGURE 2.5 — Exemple d'image de changements obtenu en utilisant la transformation TS et la dis-

tance de Jaccard pour un bruit de chatoiement de variance v = 0.3.

ROC est le suivant : pour une certaine valeur de pixels on fixe un seuil. Avec une opéra-
tion logique, on impose que toutes les valeurs au-dessus de ce seuil soient considérées
comme un changement (mise a 1 de la valeur du pixel), celle en dessous comme un non-
changement (mise a 0). A noter gu’on retrouve ici le classifieur binaire. Puis, avec cette
image de changement seuillée et le masque de vérité terrain on construit une matrice de
confusion ou I'on comptabilise le nombre de vrais positifs (VP), de vrais négatifs (VN), et

les mauvaises détections : faux positifs (FP) et faux négatifs (FN).

Vérité

Positif | Négatif Total

Positif VP FP VP + FP
Résultat de Classification
Négatif FN VN FN + VN
Total VP+FN FP+VN N

TABLEAU 2.2 — Exemple de matrice de confusion.

ATaide de cette matrice de confusion, on peut extraire de nombreuses informations
sur notre classifieur telles que sa sensibilité, sa spécificité ou son taux d’erreurs (plus de
précision dans [87]). Dans notre cas, pour pouvoir générer la courbe ROC on a besoin de
calculer la précision E(s) et le rappel R(s) pour le seuil s considéré. La précision est aussi

appelée probabilité de bonne détection et le rappel définit quant a lui la probabilité de
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fausse alarme.
VP(s)
E(s) = ——— (2.23)
VP(s) + FP(s)
VP(s)
R(s) = ———. (2.24)
VP(s) + FN(s)

On reproduit ces étapes pour un grand nombre de seuils et on peut alors construire
la courbe ROC (E(s),R(s)) pour s variant dans R* (ici dans [0, 1] puisque les mesures de

dissimilarité prennent valeurs dans cet intervalle).

A
\Classifier

Optimal

1

Classifier
Intermédiaire

Probabilité de Détection (E)

Classification Aléatoire

Probabilité de Fausse Alarme (R)

FIGURE 2.6 — Illustration d’'une courbe ROC.

Lintérét principal de la courbe ROC est la simplicité de son interprétation. Comme on
peut le voir sur la figure 2.6, apres évaluation du rappel et de la précision pour un grand
nombre de seuils on obtient une courbe similaire a la courbe bleue. Plus cette courbe se
rapproche du point (0,1) et meilleur est le classifieur. Au contraire, plus la courbe tend
vers la diagonale (en rouge) et plus le résultat de la classification s’approche d'une classi-
fication aléatoire.

Mathématiquement, on peut tirer les mémes conclusions en calculant I'aire sous la courbe
ROC (AUROCQ). Le classifieur optimal aura alors une aire valant 1 c’est-a-dire 100% de
bonne détection pour aucune fausse alarme. Le classifieur randomisé aura une aire de

0.5, ce qui signifie autant de bonnes que de mauvaises détections.
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2.2.4 Résultats

Ci-apres, nous présentons les résultats de I'application de détection de changements
sous la forme de graphiques représentant en abscisse la variance du bruit appliqué (bruit
photonique et bruit de chatoiement) et en ordonnée le pourcentage de bonnes détec-

tions. Le pourcentage est obtenu en multipliant par cent I’aire sous une courbe ROC.

Pour rappel, afin d’obtenir les graphiques de résultats, nous avons considéré cinq
transformations p — m, trois mesures de dissimilarité et deux types de bruits différents.

Les résultats ont été regroupés suivant le type de bruit appliqué.

La figure 2.7 présente 'ensemble des performances des algorithmes de détection de
changements calculés lorsque le bruit appliqué aux images artificielles est de type additif.
Les graphiques 2.7a, 2.7b et 2.7c représentent les taux de bonne détection en fonction du
bruit, obtenus respectivement avec la distance de Jaccard, la mesure D, | et la mesure D,,

(voir section 2.2.1).

100 100 100
{ Transformation: [ Transformation: [ Transformation:
] = N e — BN TN 901 2N TN
- ——TK —+—TK | © e " —=TK
TV g ' TV
80 TO 80 o TO 80
TS TS

Taux de bonne détection
Taux de bonne détection
Taux de bonne détection

............

50 50 50
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
variance v du bruit pour image 1 variance v du bruit pour image 1 variance v du bruit pour image 1
(a) Distance de Jaccard (b) Mesure D, (c) Mesure D,,

FIGURE 2.7 — Résultats obtenus avec différentes mesures de dissimilarité pour chaque transforma-

tion en fonction de la variance du bruit photonique appliqué.

Dans chacun des graphiques 2.7a, 2.7b et 2.7c, les mesures de similarités présentent
des taux de performances quasi identiques pour chaque transformation. Cela semble sug-
gérer que ces mesures de similarités observent la méme dynamique et qu’il n'y aurait pas
de préférence a en choisir une en particulier par rapport aux deux autres.

Les transformations TV et TO, appliquées a des distributions empiriques modélisant des
données bruitées par un bruit gaussien, ont un pourcentage de bonne détection globale-
ment supérieure aux trois autres transformations. Les transformations TK, TS et TN voient

quant a elles leurs performances décroitre plus rapidement que les deux autres transfor-
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mations lorsque la variance du bruit gaussien appliqué augmente.

De la méme fagon que précédemment, la figure 2.8 présente les performances des
détections de changements calculées lorsque 1'on applique un bruit de chatoiement sur
les images. Les graphiques 2.8a, 2.8b et 2.8c représentent les taux de bonne détection en
fonction du bruit, obtenus respectivement avec la distance de Jaccard, la mesure D, etla

mesure D, ,.

100
J—
90

80

Taux de bonne détection
Taux de bonne détection
Taux de bonne détection

Transformation:
70 ~4+-TN
——TK
v
60 TO
—+TS .
* ",
50 =
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
variance v du bruit pour image 1 variance v du bruit pour image 1 variance v du bruit pour image 1
(a) Distance de Jaccard (b) Mesure D, (c) Mesure D,,

FIGURE 2.8 - Résultats obtenus avec différentes mesures de dissimilarité pour chaque transforma-

tion en fonction de la variance du bruit gaussien appliqué.

Lorsque les images artificielles sont bruitées avec un bruit de chatoiement, ’ensemble
des transformations exhibent des performances comparables avec un taux de bonne dé-
tection supérieur a 90% quand la variance du bruit est faible, et une décroissance de leurs
performances en fonction de 'augmentation de la variance du bruit de chatoiement. Les
trois transformations TO, TK et TS semblent toutefois observer des taux de bonnes détec-
tions généralement supérieurs aux deux autres transformation TN et TV. Cette tendance
semble se confirmer par le fait que les trois mesures de similarités proposent, encore une

fois, une grande correspondance entre les résultats affichés.

2.2.5 Discussion

Quoique non exhaustive, 'idée de comparer les transformations de probabilité- pos-
sibilité au travers d'une application relativement simple de détection de changements
entre images artificielles nous permet de tirer plusieurs conclusions sur les différentes
transformations présentées.

Premierement, la transformation optimale proposée par Dubois et Prade semble la plus
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avantageuse a bien des égards. Sur le plan théorique, comme nous I’avons dit puis illustré
précédemment, cette transformation a I’avantage de respecter le principe de consistance
mais aussi d’étre la plus spécifique parmi les transformations évoquées. Sur le plan appli-
catif, quel que soit le type de bruit appliqué, cette transformation fait partie dans les deux
cas des transformations obtenant les meilleures performances. Cette transformation pos-
sede, de plus, une forme continue et sera donc la transformation que nous retiendrons
pour la suite de cette these.

Pour les autres transformations, il est plus difficile de conclure. En effet, certaines trans-
formations comme la transformation TV semblent mieux réagir lorsque le bruit est de
type additif. Une explication possible serait a chercher du c6té de I'impact du bruit sur la
distribution des données. En effet, I’ajout d'un bruit photonique abouti a faire tendre la
distribution des données vers une distribution de probabilité uni-modale proche de la loi
gaussienne. Cela aurait pour effet de renforcer la transformation par log-normalisation
dont I'exposant dépend de la valeur p; pour chaque valeur de m;.

Dans l'autre cas de figure, I'application d'un bruit multiplicatif tend a renforcer la pré-
sence des modes secondaires dans la distribution des données. Ainsi, certaines de ces
transformations seraient alors plus adéquates pour modéliser ces distributions multimo-
dales ou tout du moins, moins impactées par la présence des modes secondaires (par
exemple TK ou TS).

La transformation par normalisation ne semble dans aucun des cas présenter les meilleures
performances. Cependant, ses performances ne sont pas tant en dec¢a par rapport a la
transformation optimale. Nous préconisons donc de ne pas la rejeter totalement car mal-
gré le fait qu’elle ne respecte pas toujours le principe de consistance (parfois de peu), son
implémentation est de loin la plus simple.

Enfin, les conclusions que nous tirons de cette application sur les transformations sont a
relativiser car nous sommes conscients que d’autres parameétres peuvent changer la na-
ture de ces conclusions : contenu des images, bruit... Nous pensons, toutefois, que I'appli-
cation de détection de changements nous a permis d’apporter des arguments qui pour-
ront permettre de guider les futurs utilisateurs dans le choix de la transformation p — .
Pour les mesures de dissimilarité présentées, dans chacun des cas leurs performances
sont trés proches et cela nous a principalement permis de donner davantage de poids a
nos conclusions. Sur l'utilisation de telle ou telle mesure, nous prendrons donc comme

critere premier la complexité opératoire. Nous pensons que parmi les trois proposées, la
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plus simple est la mesure D .

Pour terminer cette partie, nous nous proposons d’appliquer notre algorithme de dé-
tection de changements sur des images satellites réelles (avec la mesure de dissimilarité
D,,). La premieére image a été prise par le satellite radar TerraSAR-X en 2011 du Black Rock
Desert au Nevada. Limage numéro 2 est une image de la méme zone géographique prise

par le méme satellite pendant le festival Burning Mountain :

(a) Image 1 (b) Image 2

FIGURE 2.9 — Couple d’'images avant aprés changements du Black Rock Desert prise par TerraSAR-

Xen 2011

La figure 2.10 montre les images de changements issues de I'application pour chacune
des transformations considérées et appliquées aux images de TerraSAR-X.

Visuellement, les images de changements présentées dans la figure 2.10 semblent
confirmer les conclusions tirées de 'application de détections de changements sur des
images artificielles bruitées par un bruit de chatoiement. En effet, les figures 2.10b et 2.10e,
représentant les résultats des transformations TK et TS respectivement, montrent que I'on
distingue correctement la structure du campement du festival présent dans la figure 2.9b
tout en étant robuste a la présence de bruit dans les zones sans changements. Toutefois,
il est plus difficile de trancher dans le cas des figures 2.10a 2.10d et 2.10c. La structure du
festival est détectée avec plus de détails que pour les transformations TK et TS mais on

constate davantage de fausses alarmes dans les zones sans changements.
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(a) Transformation TN (b) Transformation TK (c) Transformation TV

(d) Transformation TO (e) Transformation TS

FIGURE 2.10 —Résultats de la détection de changements avec la mesure de dissimilarité D , suivant

la transformation p — m considérée .

Cette premiere application a fait? l'objet d’'une publication intitulée «Comparaison de
transformations Probabilité-Possibilité aux moyens de mesures de Dissemblance dans un

contexte de détection de changements» dans la conférence nationale LFA en 2017 [88].

2.3 Modélisation possibiliste continue

Dans la suite de cette section, nous allons nous intéresser a deux méthodes permet-
tant de définir une représentation possibiliste continue d'un ensemble de données.
La premiere méthode que nous allons introduire permet de définir les bases de la modéli-
sation possibiliste et permet avec la connaissance de la densité de probabilité de construire
une distribution de possibilité.
La seconde méthode, sur laquelle nous nous attarderons plus brievement, permet de dé-
terminer une distribution de possibilité lorsque la loi de probabilité n’est pas connue et

que seules quelques informations telles que la valeur modale et I’écart-type sont connus.
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Au travers de la premieére application, nous avons tenté de déterminer des indices nous
permettant de différencier les cinq transformations p — m que nous avons présentées.
Les résultats de ’application ainsi que des arguments théoriques portant notamment sur
le respect du principe de consistance nous ont mené a considérer en particulier la trans-
formation optimale proposée par Dubois, Prade et Sandri.

Ainsi, apres avoir présenter son fonctionnement dans un cadre de travail continu, nous
allons pousser notre investigation sur cette transformation. Nous utiliserons dans une se-
conde et une troisieme application des distributions de possibilité continues obtenues a
'aide de cette transformation pour modéliser les données et voir si elles peuvent consti-
tuer un candidat intéressant pour modéliser de facon plus nuancée les données impar-

faites.

2.3.1 Transformation optimale continue p — t

La transformation optimale continue a été étudiée en détails par Dubois, Foulloy,
Mauris, Prade dans [7]. Elle est basée sur un principe d’empilement des intervalles de

dispersion d'une distribution de probabilité pour construire la distribution de possibilité.

Définition 19. La distribution de possibilité induite par une densité de probabilité conti-
nue p autour du mode x™ est la distribution (notéen™) dont les «-coupe sont les intervalles

fermés de dispersion 1} de niveaux P (II') = a autour d’'une valeur nominale x™ de p.

La distribution de possibilité n” peut alors étre définie de la facon suivante :
n"(x) =sup{l - P (I'), x € I]}}. (2.25)

La distribution n™" ainsi calculée est continue et encode ’ensemble des intervalles de

dispersions pour tous les niveaux de confiance. De plus, on a n”*(x") = 1.

Théoréme 2. (Théoreme 3.1 dans [7])

Pour toute densité de probabilité p, la distribution de possibilité n'" telle que définie dans
la définition 2.25 est consistante avec p. C'est a dire que pour tout ensemble mesurable A
alors TI"(A) = P(A), oit IT"" et P sont la mesure de possibilité et la mesure de probabilité

associées respectivement an' et p.

Lemme 1. (Lemme 3.1 dans [7])
Pour toute densité de probabilité continue p ayant un nombre fini de modes, tous les sous-

ensembles réels1 de longueur minimum mesurable telle queP(I) = a € (0, 1] sont de la forme
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{x, p(x) = B} avec P € [0, Pmax] €f Pmax = sup (p(x)). Ils contiennent donc la valeur modale

dep.

Le Lemme 1 démontre que les intervalles de dispersion les plus informatifs sont les 3-
coupe d’'une densité de probabilité p, c’est-a-dire les intervalles de dispersion autour du
mode. On en déduit alors une expression de la distribution de possibilité 1’ de la forme

suivante :
n"(x) =1 —f p(y)dy. (2.26)
{pzp)}

Anoter que I'équation (2.26) est la formulation concise de la transformation d’une densité
de probabilité continue en une distribution de possibilité.

Pour le moment nous allons nous concentrer au cas o x € R et p est une densité de
probabilité uni-modale uni-variée continue. C’est-a-dire que p est strictement croissante

a gauche et décroissante a droite du mode x.

Dans ce cas, 'équation (2.26) nous conduit a la I’expression suivante :

Vx€]—oo,x™], n™(x) :f p(y)dy+f p(ydy, (2.27)
]—00,x] (h(x),+o0[
ou h est une fonction de l'intervalle | — 0o, x"] dans ] x", +oo[ définie par :
Vxel—oo,x™], hx)=y=x" (2.28)

ol y est telle que p(y) = p(x) pour une distribution p autour du mode.

On peut alors réécrire I'équation (2.27) de la facon suivante [89][90] :
Vx€]—oo,x™], n™(x)=F(x)+1-F(h(x)), (2.29)
et
Vxe [x™ +ool, n™(x)=m(h™(x)). (2.30)

Si p est une densité de probabilité symétrique et uni-modale, on a alors I'égalité sui-
vante : F(h(x)) =1 -F(x), avec F la fonction cumulative associée a p.

L'expression de la distribution de possibilité devient alors :

2 f p(dy =2Fx) Vxel-oo,x™,

2(1-F(x)) Vx e [x™, +ool
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Et puisque la fonction cumulative F associée a p est continue et dérivable, alors n”* est

elle aussi continue et dérivable.

Appliquons, maintenant, la transformée p — n de I’équation (2.31) a quelques-unes

des densités de probabilité présentées dans la section 1.3.2.

Cas de la loi gaussienne :

En considérant une loi Gaussienne de fonction cumulative F 4 (x) = % (1 —erf (%))

dont le mode est 1, on calcule la distribution de possibilité n_4 suivante :

2F(x) =1+ erf(;%) Vx €] —oo, 1,
Ty (X) =

21-F(x)=1- erf((’%) Vx € [, +ool

Or la fonction er f(x) est négative lorsque x €] — o0, 0] et positive lorsque x € [0, +oo[. On a

alors:

Ix—ul)
(x)=1- f( , (2.32)
Ty (x er oy

ou |.| est la fonction valeur absolue.
Cas delaLoi de Weibull :

Pour une loi de Weibull de fonction cumulative Fy(x) =1 -exp (— (é)ﬁ) dont le mode

est noté x™ = (x(%)uﬁ

, on ne peut pas appliquer directement la transformation présen-
tée dans I’équation (2.31) puisque la loi de Weibull n’est pas symétrique de part et d’autre
de la valeur modale.

En effet, une application directe de la transformation continue de I'’équation (2.31)

nous donne la distribution de possibilité my, suivante :

2 (1 —exp (— (ﬁ)ﬁ)) Vx €10, Xmedianel,
Tw, (X) = (2.33)

2exp (_ (ﬁ)ﬁ) VX € [Xmédiane, 00l

Or cette distribution est alignée sur la médiane de la loi de Weibull et pw (Xm¢diane) <

sup(pw(x)). Cela implique que Ty, ne respecte pas le principe de préservation de I’ordre.
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On peut alors préférer utiliser une seconde transformation p — m continue. Cette trans-
formation a été proposée par Gilles Mauris dans [91] et il a été démontré qu’elle est consis-
tante avec P tel que VA€ Q, I1(A) = P(A).

A T'aide de cette transformation, on détermine une distribution pw, de la maniére sui-

vante :

Vx€]0,x™],

Tw, (%) =< (2.34)

1_1:(2 _ exp(—(ﬁ)ﬁ)
1-F(x™) exp(—[ﬂ)ﬁ)

Vxe[x™ +oof

a

Comme on peut le voir dans la figure 2.11, my, a 'avantage de respecter I’asymétrie
et le principe de consistance tout comme la distribution obtenue avec la transformation
continue de Dubois, Prade et Sandri. Cependant, cette transformation est alignée sur le
mode de la distribution de probabilité et respecte donc le principe de préservation de

I'ordre contrairement a myy,.

1+
iy ()
0.8 — 7y (X)
Py(X)
0.6+
04
0.2+
médiane \
mode
0 . . . — ) .
0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 2.11 - Distribution de probabilité de Weibull py et deux transformations p — m continues

de cette loi : pw, et pw,.

Toutefois, que ce soit dans le cas de la loi Normale ou dans le cas de loi de Weibull,
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les expressions des distributions ne sont pas propices pour l'utilisation d'une mesure de
dissemblances (distances ou divergences) continue dont on pourrait calculer des expres-
sions analytique. On pourrait, bien str, appliquer des mesures de dissemblances discretes
mais on perd alors tout 'avantage d’'une modélisation continue de I'information.
Nous proposons alors I'approche suivante :
Considérons une variable aléatoire X centrée en 0 et répartie de facon symétrique de part
et d’autre de la moyenne (i.e. médiane(X) = p(X) =0).
Bien que particulier, ce cas de figure se présente régulierement en traitement d’image.
On retrouve par exemple ce type de distribution de donnée aprés une décomposition
en ondelettes sur les images de coefficients d’ondelettes [92] ou apres |'application d'un
filtre de détection de contour tel que le Laplacian of Gaussian (plus de détails dans la
section 2.3.5). Une illustration de ce type de données est représentée en figure 2.12.

Afin de modéliser ces données, on peut utiliser une loi symétrique de type gaussienne
ou gaussienne généralisée. Mais on peut montrer que la valeur absolue de cette distribu-
tion, donc [X], suit une loi asymétrique comme la loi de Weibull (voir figure 2.12d). On

modélise alors ’ensemble des données par une version symétrisée de la loi de Weibull.

Considérons, maintenant, une seconde variable aléatoire Z décrite par une distribu-
tion de probabilité g telle que g est nulle sur R} et positive sur R*. Notons par p la distri-
bution de probabilité décrivant la premiere variable aléatoire X centrée en zéro.

Enfin précisons que p est continue et tel que :
1
p(x) = Eg(lxl). (2.35)

Soit G la fonction de répartition associée a g. On calcule alors la fonction de répartition
F associée a p en fonction de g de la fagcon suivante :

Si x <0alors p(x) = %g(—x) et donc
X 1 X
F(x) = f p(t)dt = 5[ g(—-ndt

0 11X
= %f_oog(—t)dt‘i' Efog(—t)dt.

On pose t = —u telle que d¢t = —du, on a alors

17 1 [7*
F(x) = ——f g(wdu+ —f g(wdu.
2J o 2J 0

Vx<0,F(x) = G(—x). (2.36)

N =
N |~

76



CHAPITRE 2. TRANSFORMATIONS DE PROBABILITE-POSSIBILITE
UNIDIMENSIONNELLE

(a) imgl : Image originale (Lena) (b) img2 : img]1 + filtre Laplacian of Gaussian
0.1 0.7
0.6
0.08
0.5
0.06 0.4
0.04 03
0.2
0.02 I
0.1
0 0
-100 50 0 50 100 0 10 20 30 40 50
(c) Distribution empirique de img2, (d) Distribution de la valeur absolue de img2,

loi gaussienne évaluée pour cette distribution loi de Weibull évaluée pour cette distribution

FIGURE 2.12 - Exemple de distribution de données d'une variable aléatoire X centrée dont la valeur

absolue |X| suit une loi de Weibull.

Si x =0 alors p(x) = %g(x) et donc

F(x):f p(t)dt:%f g(ndr

P 0 1 r*
= %f g(Hdr+ —f g(ndt.
—00 2 0
On en déduit que :
1 1
Vx=0,F(x) = > + EG(x). (2.37)
Puis avec les équations (2.36) et (2.37), on écrit que :

1 -3G(-x) VYxel-00,0],
F(x) = (2.38)

1+1G(0)  Vxe[0,+ool.
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La variable aléatoire X étant symétrique et en remplacant G(x) par la fonction de réparti-

tion associée a la loi de Weibull, on obtient alors :

zexp (—(%)ﬁ), Vx €] — 00,0,
F(x) = (2.39)
Jexp(-(3)°). vxelo,+ool.
Enfin, on applique la transformation continue de Dubois et Prade et on calcule la distri-

bution de possibilité suivante :

p
Tiw (X) = exp (— (%) ) . (2.40)

Pour résumer notre démarche, dans le cas des distributions centrées, on ne peut pas
utiliser directement une modélisation avec la loi de Weibull car celle-ci n’est définie que
sur R*. Cependant, on peut utiliser une version symétrisée de la loi de Weibull pour mo-
déliser adéquatement ce type de distribution.

En considérant la représentation possibiliste associée a cette version de la loi de Weibull
symétrisée, on obtient alors une modélisation complete de la variable aléatoire X centrée
en 0. Les parametres de la distribution de possibilité sont alors les mémes que les para-
metres de la distribution de probabilité associée a la loi de Weibull et sont estimés par
rapport a |X]|.

Nous proposons, dans la suite de ce chapitre, de comparer les performances de cette mo-
délisation possibiliste par rapport a la modélisation probabiliste dans le cas des variables

aléatoires centrées.

Enfin, en remplacant le parameétre a de la distribution de possibilité par le parametre
0v/2 d’'une loi gaussienne et en fixant f = 2, on remarque que la forme de la distribution n
est une normalisation de sa distribution de probabilité dont la moyenne serait nulle. On

peut donc considérer la distribution de possibilité n_s suivante

T yN(X) =exp (_(Ix—pl)z)' (2.41)
V2

Bien que cette distribution de possibilité soit obtenue par la transformation par norma-
lisation, elle respecte le principe de consistance. On peut le démontrer de facon triviale
en étudiant la fonction de différence h(x) = m_yn(x) — 14 (x) pour x € R. Ainsi, nous nous
proposons d’étudier ses performances dans un contexte de détection de changements

par rapport a une modélisation probabiliste équivalente.
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A noter, que la forme de la distribution de possibilité m_s est a la base de nombreuse mé-
thodes a noyau d’extraction d’informations, que I’on retrouve aussi sous le nom de radial

basis function (RBF) [93].

Les deux applications que nous présenterons dans la suite de ce chapitre nous per-
mettront d’apporter des éléments de discussion sur I'intérét d'utiliser une approche pos-
sibiliste plutot qu'une approche probabiliste pour modéliser des données imparfaites que

I'on retrouve en traitement d’images satellites.

2.3.2 Construction de distribution de possibilité a partir de la connais-

sance seule des moments de la variable aléatoire

Lorsque I'on travaille dans le cadre de la modélisation continue, il n’est pas toujours
possible de connaitre la distribution de probabilité sous-jacente a un ensemble de don-
nées. Cependant, des distributions de possibilité associées peuvent étre construites a par-
tie des inégalités probabilistes [7].

Les moments d'une variable aléatoire réelle X telles que la moyenne ou la variance ne
permettent pas de définir une distribution de probabilité unique, mais plutot une famille
de distributions. Il est possible d’en choisir une en particulier parmi celles appartenant
a cette famille a 'aide du principe d’entropie maximale ot le but est de prendre la dis-
tribution ayant la plus haute entropie au sens de Shannon, car elle contient le moins
d’'information par définition. Cependant un tel choix peut conduire a des intervalles de
dispersion ne contenant pas forcément les intervalles déduits par I'ensemble des distri-

butions de cette famille de distributions de probabilité [94].

L'idée est alors de reprendre ce qui est exposé dans [58], c’est-a-dire de voir un de-
gré de possibilité comme une borne supérieure de degré de probabilité. On associe alors
a toute distribution de possibilité m une famille 22 non vide de mesures de probabilité

dominées par la mesure de possibilité :
P ={P,VAcCR, P(A) <II(A)}. (2.42)

Ainsi se crée un lien évident entre probabilité et possibilité que I'on peut traduire en
termes de calcul d’'intervalles [95].

Dans le cas de I'unimodalité, une distribution de possibilité m peut se percevoir comme
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un ensemble d’intervalles de dispersion. Ces intervalles sont les a-coupes de m tels que
[ X, %o = {x,M(x) = o} et sont imbriqués dans le sens ot ils sont tous définis autour de
la valeur modale x; de .

De plus, il a été montré dans [90] qu'empiler les intervalles de dispersion d'une distri-
bution de probabilité F permet de déterminer une distribution de possibilité n*° dont le
mode est xg.

Les a-coupes de la distribution ™ ainsi construite sont alors reliées aux intervalles de
dispersion Ig de niveau de probabilité § = 1 — a autour de la valeur xy. Pour rappel, les

intervalles de dispersion Ig sont définis par & (Xe If,) = . Cela se traduit par I'égalité :
0 (x,) =0 (%) = 1 -PXelp).

En supposant que la densité de probabilité est symétrique et unimodale de mode x* =

x™ (i.e. x, = x™ —t et Xq = x"" + 1), on peut écrire que [7] :
™ " — ) =" "+ 1) =1-P(X-x" <) =P(X-x"| = 1.

Toutefois, dans le cas ou la densité de probabilité F n’est pas connue, il est intéressant
de faire intervenir les inégalités probabilistes pour borner la distribution de possibilité n

représentant la famille de probabilité &2 : n(x) = maxpe P (X — x| = 1).

Les inégalités probabilistes se présentent de maniere générale de la facon suivante,
pour t=0:

P (X - xo| = ) < AE r) IR — %ol (2.43)

tr
ou r est un entier non nul, E,[|X - xo|"] le rieme mjoment absolu de la distribution de pro-
babilité F construite autour de X, (moyenne, médiane ou mode), et A(E r) une constante

dépendant de p etde r.

On peut citer deux cas particuliers de I'équation (2.43). Le premier est I'inégalité de
Markov pour xo =0, r =1 et A(E 1) =1 etle second est I'inégalité de Bienaymé-Chebychev

avecr =2, A(E2) =1 et xy = E[X] [96].

La forme générale des distributions de possibilité dominant la distribution  est alors :

_ r
(xg+ 1) =7(xp—t) =min(1,AE r)M . (2.44)

tr
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Cela nous permet de définir plusieurs distributions, dont les deux suivantes (en particu-
lier) : la distribution basée sur I'inégalité de Bienaymé-Chebychev et celle basée sur I'in-

égalité de Gauss-Winckler.
Si seulement la moyenne p et I'écart-type o sont connus, on applique inégalité de
Bienaymé-Chebychev [97] :
o2
nigc(p—#) =mpc(pU+1) :min(l,?). (2.45)

Si, de plus, la distribution est unimodale et symétrique alors I'inégalité précédente peut-
étre améliorée en utilisant I'inégalité de Gauss-Winckler [94]. Nous donnant alors I'ex-

pression de la distribution de possibilité suivante :

S ; 2
1 et si < \/50,
new(H— 1) =ngw(u—1) = (2.46)
‘;%22 si t= %0.

La figure suivante illustre 'utilisation des deux distributions de possibilité précédemment
évoquée dans le cas d'une densité de probabilité de moyenne nulle et de variance égale a
1. A titre de comparaison, la distribution de possibilité optimale n_y déterminée en sec-

tion 2.3.1 est tracée en noir.

FIGURE 2.13 - Distributions de possibilité obtenues avec les inégalités de Bienaymé-Chebychev et

Gauss-Winckler dans le cas d'un support infini.
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2.3.3 Divergence de Kullback-Leibler possibiliste

Nous avons présenté dans la section 2.3.1 deux distributions de possibilité : la distri-
bution de possibilité my associée a une version symétrisée de la loi de Weibull et la distri-
bution m_4n obtenue par normalisation d'une distribution de probabilité gaussienne.
Chacune des distributions sont de formes exponentielles et nous proposons donc d’uti-
liser une divergence de Kullback-Leibler possibiliste comme mesure de dissemblance
entre distributions de possibilité du méme type. Toutefois, les mesures de possibilités,
contrairement aux mesures de probabilités, ne sont pas des mesures additives. Nous nous
sommes appuyé sur les travaux de Viceng Torra pour justifier I'utilisation de la divergence
de Kullback-Leibler comme mesure de dissemblance continue entre distributions de pos-

sibilité.

La divergence de Kullback-Leibler possibiliste se base sur la définition de f-divergences
proposées dans [66] et de la divergence KL proposée dans [98] pour des mesures non ad-

ditives continues.

Définition 20. (Definition 27 dans [66])

Considérons l'ensemble des réels R et la o -algebre de la tribu borélienne 98. Soient |, et [
deux mesures non additives sur l'espace mesurable (R, 28) qui sont des intégrales de Cho-
quet (C) de v ot v n'est pas nécessairement une mesure additive (Definition 4 dans [98]).
Soit f une fonction convexe telle que f(1) = 0. Alors la f-divergence entre |y et |\, est défi-

nie par:

dulf(d“”dv) dv (2.47)

D =(C
fv(alipz) = ( )fR av  \durdv

oudp;/dv etdu,/dv sont les dérivées de respectives de |1, et 1o par rapportav.

Lintégrale de Choquet ne sera pas exploité davantage dans ce manuscrit mais le lec-

teur pourra trouver des compléments d’informations dans [99].

Puis en prenant pour fonction convexe le logarithme naturel tel que f(#) = log(f) on
peut alors définir la divergence de Kullback-Leibler pour des mesures non additives conti-

nues.
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Définition 21. (Definition 8 dans [98])
Soient |, et Pp deux mesures non additives sur l'espace mesurable (R, 98) qui sont des in-
tégrales de Choquet (C) de v. Alors une divergence de Kullback-Leibler entre u; et o par

rapport av est définie par :

i /dv) dv (2.48)

dpl
D =(C 1
g (1 112) = ( )fR e Og(dpg/dv

ouudp;/dv etdu,/dv sont les dérivées de respectives de |11 et |\, par rapportav.

Plusieurs expressions de la mesure v sont possibles. Un choix trivial, nous permettant
de simplifier les calculs, est de prendre dans un premier temps une mesure v additive,
comme nous I'avons fait dans ce travail. A noter qu'il serait intéressant de considérer dans
de futurs travaux une mesure v non additive afin de pleinement prendre en compte les
propriétés des mesures de possibilité.

Ainsi, nous avons défini la mesure v de la maniere suivante :
v(] =00, x]) £ v(x) :f n(ndt. (2.49)
]-00,x]
Cette mesure est directement liée a la "déviation standard" de la distribution de possibi-
lité m [100]. On peut alors facilement montrer que v est une mesure additive et donc écrire

I’égalité suivante pour une fonction n continue :
dv(x) = n(x)dx (2.50)

ou dx peut-étre assimilé a une mesure de Lebesgue.

Finalement, I’équation (2.47) devient pour une mesure v comme définie dans I'équa-

tion (2.50) et en considérant deux distributions de possibilité m; et m» continues :

KL(nlllnz):f nl(x)log(nl(x))dx. (2.51)
R 2(X)

Cependant, on peut écrire I’équation (2.51) de la facon suivante :

KL(1tq ||712) = —f 717 (%) log(nZ(x))dx.
R

71 (%)

Et en vertu de I'inégalité de Jensen, on obtient alors I'inégalité :

0 (X) 2 (X)
f[Rnl(X) log(m(x) ) dx log(jwnl(x) (nl(x) ) dx)

log (f Trg(x)dx)
R

IA

IA
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Or, contrairement aux distributions de probabilité on peut avoir f 12 (x)dx = 1. Et donc,
R

log (f ﬂz(x)dx) =0
R

KL(m;[[t2) =0,

dans ce cas, on aurait :

Ce qui nous donnerait :

venant alors contredire les propriétés de la divergence.

Il nous faut donc considérer la divergence de Kullback-Leibler symétrique pour que notre
divergence KL possibiliste respecte les propriétés des divergences comme énoncé dans
la section 1.3.3.2. On considérera donc, pour la suite de cette theése, la divergence de

Kullback-Leibler possibiliste suivante :

KL(7ty, m2) = KL(711 || 712) + KL(712 || 711). (2.52)

La démonstration que I’équation (2.52) respecte la propriété de positivité des divergences

est fournie en Annexe, ainsi que les démonstrations des divergences suivantes.

Forme analytique de la divergence KL pour des distributions de possibilité de la

forme de 7y, (x, ;,0;) :

KL (74N, TTAN,) =

ot (62 2 /ot [ o2 2
g1ven J.,.(u) 1|4 22ven l.,.(u) -1]. (2.53)
2 05 02 o? o1

Forme analytique de la divergence KL pour des distributions de possibilité de la

forme de my, (x, a;, ;) :

P1

KL (il'[w1 , T[WZ)

:gﬂr(l) ((Xl)f’Zr(lglz) 1 oo (1) (az)ﬁlr(lg;) .

— ——|+2=T = —
f’l a2 B2 (06]

T (L) B1 P2
ouTl' (1) = f x' e *dx.
0
Les calculs des formes analytiques de la divergence de Kullback-Leibler pour les dis-

tributions de possibilités de la forme de m_4n et de la forme de my sont détaillés en sec-

tion A.1 et A.2 de 'annexe A.
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2.3.4 Seconde Application : distributions de possibilité de la forme de
TN

Nous présentons dans cette section les résultats de ’application de détection de chan-
gements sur la paire d'images artificielles présentées dans les figures 2.3 et 2.4. L'idée, ici,
est de comparer 'impact d'une modélisation probabiliste par rapport a une approche
possibiliste. Nous allons donc mettre en opposition une modélisation a I'aide d'une dis-
tribution de probabilité gaussienne et une modélisation par distribution de possibilité
obtenue en transformant la distribution de probabilité avec la transformation TN. Cela
permet, ainsi, d’obtenir une distribution de possibilité de forme simple et respectant le

principe de consistance.

Le principe de fonctionnement de I'application est sensiblement le méme que pré-
cédemment. Pour chaque pixel des images 1 et 2, on sélectionne un patch de taille 5 x 5
pixels autour de celui-ci. Puis on représente la distribution des données dans ces patchs
par des modeles que I'on compare deux a deux au moyen d'une mesure de dissemblance.
En sortie de I'algorithme, on obtient ainsi une image des changements détectés que I'on
compare a la vérité terrain pour calculer la performance globale de notre algorithme.

Ce qui change dans cette application, c’est la méthode pour obtenir un modele représen-

Image 1 Image 2
bruitée bruitée

y v
Parametres Parameétres
MHi,04 Uz, 0,

FIGURE 2.14 - Principe de modélisation et de comparaison pour la seconde application.

tatif d'un patch et la mesure de dissemblance utilisée.

D’abord, on utilise la méthode des moments pour évaluer les parametres associés a la dis-
tribution de probabilité gaussienne (idem pour la distribution de possibilité n_s N puisque
ce sont les mémes parametres). Puis, on compare la distribution considérée ( de proba-

bilité ou de possibilité) avec la distribution issue de I'image 2 en utilisant la forme analy-
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tique de la divergence de Kullback-Leibler associée (voir figure 2.14).

100 100

c c
2 90 S
5] 5}
2 e
S S
o 0 ©
c c
c c
o o
a 70 a
[] [}
o °
3 Distribution G ienne: 3 Distribution Gaussienne:
@ 60 p f— © 60 p i~
— --+- méthode possibiliste [y ~+-méthode possibiliste
— méthode probabiliste —+—méthode probabiliste
50 50
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
variance v du bruit pour image 1 variance v du bruit pour image 1
(a) Bruit photonique appliqué (b) Bruit de chatoiement appliqué

FIGURE 2.15 — Résultats obtenus en comparant 'approche probabiliste et possibiliste en suppo-

sant que les données suivent une loi gaussienne

Dans la figure 2.15 sont présentés les résultats de cette seconde application de détec-
tion de changements entre images artificielles.
On remarque que dans la figure 2.15a, les performances des deux approches sont simi-
laires et il ne semble pas y avoir davantage a choisir une des deux approches par rap-
port a 'autre. Toutefois, comme nous I'avons dit précédemment, le fait d’ajouter du bruit
photonique sur les images fait tendre leur distribution vers des lois gaussiennes faisant
de la distribution gaussienne un candidat évident pour traiter ce type de données. De
plus, la distribution 1t_sn n’est pas la plus spécifique parmi celles que I'’on peut calculer a
partirp_ 4, et il se peut donc que le potentiel de 'approche possibiliste ne soit pas pleine-
ment exploité expliquant ainsi la similarité des performances.
En revanche les données bruitées par un bruit de chatoiement ne semblent pas réagir de
la méme fagon comme on peut le voir dans la figure 2.15b. En effet, bien que m_4N ne
soit qu'une forme normalisée de p_y, il semblerait qu’elle apporte de la robustesse face
al’augmentation de la variance de bruit de chatoiement appliqué amenant ainsi un pre-

mier résultat permettant de discuter de I'intérét de 'approche possibiliste.
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2.3.5 Troisieme Application : distributions de possibilité de la forme de

w

La dernieére application que nous présenterons dans ce chapitre a pour but d’illustrer

l'utilisation de la distribution de possibilité myy associée a la loi de Weibull symétrisée.

Afin de mettre en application ce cas de figure ot la distribution des données est cen-
trée et symétrique de part et d’autre de zéro, nous allons reprendre ’application de détec-
tion de changements sur les images artificielles en ajoutant une étape de filtrage. Le filtre
utilisé est le Laplacian Of Gaussian (illustration en figure 2.12). C’est un filtre réguliére-
ment utilisé en traitement d’image [101] et qui permet de mettre en évidence les régions
ol l'intensité des pixels varie fortement comme c’est souvent le cas pour les c6tés des ob-

jets dans I'image.

Le principe de fonctionnement de ’application est alors le suivant. On ajoute, dans
un premier temps, un bruit de type additif ou multiplicatif sur les images 1 et 2 et on
applique le filtre Laplacian of Gaussian. Puis on reproduit la procédure de comparaison
en extrayant des patchs successifs afin de calculer 'image des changements détectés avec
la méthode probabiliste ou possibiliste. Cependant, dans cette application, puisque la loi
considérée est la loi de Weibull, on ne considere pas directement la distribution originale
X des données prises dans chaque patch mais une distribution X’ telle que X' = |X]| afin
d’estimer les parametres «a et 3 associés a la loi. Le fonctionnement de 1'algorithme est

résumé dans la figure 2.16.

Dans la figure 2.17 sont présentés les taux de détections en fonction de la variance du
bruit appliqué obtenus en considérant des données centrées suivant une loi de Weibull
symeétrisée.

On peut voir dans la figure 2.17a et dans la figure 2.17b que la méthode possibiliste
obtient de meilleures performances que la méthode probabiliste sur ce type de données
imparfaites. Toutefois, lorsque le bruit appliqué est de type additif, les deux méthodes
semblent tendre rapidement vers un taux de performance d'une détection aléatoire. Tan-
dis que dans le cas de I'application du bruit de chatoiement, la méthode possibiliste parait

clairement montrer une robustesse a I’évolution de la variance du bruit par rapport a la
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Image 1 Image 2
bruitée bruitée
— ——
Laplacian Laplacian
Of Gaussian Of Gaussian
Valeur Valeur
absolue absolue
IV\ U’Q

Parametres Parametres

ay, B4 s, 3,

KL(py,p2) KL(my,m3)

FIGURE 2.16 — Logigramme de fonctionnement de la troisiéme application.
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FIGURE 2.17 — Résultats obtenus en comparant I’approche probabiliste et possibiliste en suppo-

sant que les données centrées suivent une loi de Weibull

méthode probabiliste.

Ce résultat semble dii au fait que la distribution de possibilité représente de maniere
plus adaptée la distribution X des données de chaque patch. En effet, I'estimation des pa-
rametres o et B propre a la loi de Weibull est effectuée sur la distribution X’ = |X]|. Cela
peut conduire dans certains cas a I’évaluation d'un parametre § > 1 impliquant ainsi un
mode différent de zéro dans la distribution de probabilité modélisant X’. Or on sait que
la distribution X est centrée en zéro. De ce fait la distribution de possibilité myw dont la
valeur modale est toujours nulle est alors un meilleur candidat pour représenter ce type

de données.
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La forme analytique de la divergence de Kullback-Leibler associée a la distribution my
ainsi que l'application de détection de changements permettant de la mettre en application
ont été l'objet d’'une publication intitulée "Image change detection by possibility distribu-
tion dissemblance" dans la conférence internationale FUZZ-IEEE 2017 qui s’est déroulée a

Naples [102].
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2.4 Conclusion du chapitre

Le chapitre 2 de ce manuscrit recense les travaux menés dans le domaine de la modéli-
sation uni-variée aux moyens d’outils issus de la théorie des possibilités, le fil conducteur
étant de déterminer un modele de représentation uni-varié plus nuancé que ne le sont les

distributions de probabilité pour représenter les données imparfaites.

Dans la premiere section, nous avons effectué un état de I'art des différentes trans-
formations de probabilité-possibilité ainsi que des principes permettant de garantir la
cohérence de la transformation.

Sur le plan théorique, deux principes en particulier ont retenu notre attention afin de nous
guider dans le choix de la transformation a utiliser. Le principe de consistance et le prin-
cipe de préservation de l'ordre garantissent d’obtenir un modele suffisamment proche
de la distribution initiale tout en restant consistant avec celle-ci, c’est a dire en perdant
le moins possible d’information. A ce titre, la transformation optimale proposée par Du-
bois, Prade et Sandri est la transformation la plus spécifique, donc la plus informative, qui
respecte ces deux principes.

Toutefois, il nous a semblé pertinent de mettre en situation chacune de ses transfor-
mations afin d’apporter des éléments de discussion sur les performances pratiques des
transformations. Grace a 'application de changements entre images artificielles, nous
avons pu tester le comportement de ces transformations par rapport a ce que ’'on pour-
rait appeler un certain degré d’'imperfection en lien avec la variance du bruit appliqué
aux données. Nous avons pu mesurer ainsi a quel point il semblait nécessaire de relaxer
la contrainte de précision pour augmenter les performances de notre algorithme sur ce
type de données. Les résultats de I'application nous ont permis de constater plusieurs
choses.

La premiere constatation est que, quel que soit le type de bruit appliqué, la transforma-
tion optimale présente des performances globalement supérieures aux autres transfor-
mations.

La seconde constatation est que certaines transformations telles que les transformation
TK et TS réagissent tres différemment suivant si le bruit est plutot additif ou multiplicatif.
Enfin, le dernier point que nous avons relevé concerne la transformation par normalisa-

tion qui, bien qu’elle ne respecte pas toujours le principe de consistance, présente des
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performances moyennes tout en restant relativement simple a implémenter.

Au travers des deux applications proposées dans la section 2.3, nous avons ensuite
développé deux méthodes de modélisations possibilistes continues des données impar-
faites. L'idée de travailler avec des distributions continues se justifie par le fait que théo-
riquement il est possible de s’approcher de la distribution «vraie» des données qui est
constituée d'une infinité de valeurs. De plus, elle nous permet de nous affranchir des
contraintes du discret tel que le choix du pas d’échantillonnage et des temps de calcul

qui en découlent.

La premiere modélisation est basée sur une transformation par normalisation de la loi
de probabilité gaussienne. Bien que, conscients que cette transformation n’est pas la plus
spécifique, nous avons préféré choisir cette transformation qui nous donne une forme
simple plutét que la forme obtenue avec la transformation continue de Dubois et Prade.
De plus, ce choix nous a ensuite permis de dériver, pour cette distribution de possibilité
T_yN, une forme analytique de la divergence de Kullback-Leibler possibiliste.

Puis, en comparant la méthode de modélisation possibiliste basé sur la distribution m_s N
avec la méthode probabiliste homologue grace a I'application de détection de change-
ments, nous avons pu mettre en évidence I'intérét de I'utilisation d’'un modele moins pré-

cis pour représenter les données imparfaites.

La seconde approche continue que nous avons proposée concerne un type de distri-
bution particulier que 'on retrouve régulierement en traitement d'image : les données de
distributions centrées en zéro, réparties symétriquement de part et d’autre de la moyenne
et avec une forte concentration de valeurs en zéro. Nous savons que ce type de distribu-
tion peut étre modélisé avec une loi de Weibull symétrisée et nous avons donc cherché
a voir si en appliquant la transformation optimale a cette loi nous pouvions obtenir une
meilleure représentation de ces données.

Les résultats de 'application de détection de changements ont semblé confirmer notre
hypothéese en montrant notamment que la méthode possibiliste était plus robuste a l'aug-

mentation de la variance des bruits appliqués.

Avant de conclure, nous tenons a préciser que plusieurs séries de tests (non présentés
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ici) ont été menés sur différents jeux d'images en faisant notamment varier la taille des
changements a détecter ou la taille des patchs. Ces tests ont globalement montré des ré-
sultats similaires appuyant ainsi nos propos. Toutefois, en regardant en détail les images
de changements a la sortie de la chaine de traitement, il nous a paru que dans certains cas
la méthode possibiliste et la méthode probabiliste ne détectaient pas les changements de
la méme facon. Par exemple, lorsque le bruit photonique appliqué avait une variance éle-
vée, la méthode possibiliste détectait avec un plus grand degré de certitude les bords des
objets d’'intérét que leurs centres. Inversement, avec la méthode probabiliste, le degré de
certitude de la présence d'un changement était plus fort aux centres des objets que sur
les bords. Nous pensons donc qu'il serait intéressant dans de futurs travaux de tendre
vers une fusion des résultats des deux méthodes plutot que de choisir une méthode par

rapport a l'autre.

Finalement, comme nous I'avons évoqué dans le chapitre 1, les images satellites, aussi
bien optique que radar, sont généralement constituées de plusieurs composantes. Ainsi, il
nous a paru pertinent d’explorer le champ de la modélisation multivariée afin de prendre
en compte les possibles corrélations entre ces différentes composantes. Nous présente-
rons, dans le chapitre 3, deux approches pour tenter de répondre au probleme de la mo-
délisation multivariée. La premiére approche se basera sur une transformation directe
d'un modele probabiliste multivarié en un modele possibiliste et la seconde, sur la com-
binaison de modele univarié au moyen de copules en vue de définir une représentation

multidimensionnelle.
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Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons présenté les principales méthodes permettant de construire
une distribution de possibilité a partir de distributions de probabilité discrétes dans le cas
de données univariées. Apres une revue de I'état de I'art des transformations p — m exis-
tant dans la littérature scientifique, nous les avons comparées au travers d'une premiere
application de détection de changements entre images artificielles. Cette application a
notamment fait ressortir une transformation en particulier : la transformation optimale.
Puis, dans un second temps, nous nous sommes concentrés sur la modélisation possibi-
liste continue et en particulier sur les distributions obtenues grace a la transformée pro-
posée par Dubois, Prade et Sandri qui est la version continue de la transformation opti-
male discrete. Grace a deux applications de détections de changements ou1]’'on comparait
les deux types de modélisations probabilistes et possibilistes, nous avons pu mettre en
évidence l'intérét de I'utilisation de modeles de représentation plus souples pour mieux

décrire les données imparfaites.

Lobjectif du présent chapitre est d’étendre la modélisation possibiliste univariée et
continue présentée dans le chapitre précédent au cas multivarié. En effet, comme nous
I’avions précisé au chapitre 1, les images satellites sont des images a plusieurs compo-
santes et de nombreuses études [103] ont montré I'intérét de prendre en compte 'infor-
mation de la fagon la plus globale possible en modélisant notamment les corrélations
entre les différentes composantes [104][105].

Nous proposons deux approches distinctes pour répondre a cette problématique. La pre-
miere approche consiste en une extension de la transformation de probabilité- possi-
bilité continue univariée au cas des distributions de probabilité elliptiques dans I'esprit
de [106]. Ces distributions de probabilité sont régulierement utilisées en traitement d'images
et dans le domaine de la statistique [107]. La seconde approche que nous présenterons
passe par une modélisation individuelle des distributions marginales que 'on relie al’aide
d’'une fonction mathématique appelée Copule permettant de rendre compte des struc-

tures de dépendances.

Dans le cas de la transformation directe d'une distribution de probabilité multivariée,

nous donnerons les expressions des distributions de possibilité pour les trois lois de pro-

95



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

babilité multivariées suivantes : la loi gaussienne, la loi de Cauchy et la loi Student-t. Puis,
une application de détection de changements sur une base de 14 images multispectrales

permettra de comparer les modélisations probabilistes et possibilistes bivariées.

La construction d'un modele possibiliste multivarié a partir de ses marginales est un
probleme plus complexe que ne le laisse paraitre la littérature, qui ne s’'intéresse pas a la
consistance entre probabilité et possibilité. Apres avoir rappelé comment I’on construit
une probabilité jointe a 'aide d'une copule et de ses marginales par le théoréme de Sklar,
nous montrerons qu'une extension directe du théoreme de Sklar a la théorie des possibi-
lités n’est pas immédiate. Nous formaliserons le probléme en nous limitant au cas unimo-
dal symétrique et présenterons un certains nombre de résultats exacts d’autres approchés

seulement.

3.1 Les vecteurs aléatoires réels

Tout d’abord, énoncons les définitions constituant le cadre mathématique dans lequel
nos travaux sur I’aspect multivarié de la modélisation prennent place.

Nous noterons n € N la dimension tel que n > 1.

Définition 22. Vecteur aléatoire réel
Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé. Soient n variables aléatoires réelles X1,Xo, ..., X, défi-
nies sur Q. On considere l'application X de Q) dans R" définie par :
X: Q — R"
0 — X=X )., X(0)

On dit que X est vecteur aléatoire réel.

Dans la suite de ce chapitre, on dénotera par X = (X;,X>, ..., X;;) un vecteur aléatoire dé-
fini dans R". X;,i € {1, ..., n} est une composante de X dans R et sa loi est une loi marginale

delaloideX.

Définition 23. Espérance d’un vecteur aléatoire réel
Soit un vecteur aléatoire réel X sur un espace mesurable (0, /) alors on définit 'espérance
de X par
E[Xq]
ux =E[X] = c |- 3.1
EXpl
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Le vecteur px est constitué des espérances propres a chaque composante de X, mais
ne prend en compte aucune relation de dépendance entre les marginales.
La structure de dépendance est décrite par la matrice de variance-covariance, aussi ap-

pelée matrice de covariance, du vecteur aléatoire X.

Définition 24. Variance d’un vecteur aléatoire réel

Soit un vecteur aléatoire X dansR", on définit la variance de X par

Tx=E[X-EX)" (X-E[X])]

(COV(Xi’X]))lsi,jsn
V(Xy) Cov(Xy,Xp) -+ Cov(Xy,Xy)
Cov(Xz,X1) V(Xy) - Cov(X2,Xy)
= _ _ _ : (3.2)
Cov(X,;,X1) Cov(Xy,Xz) --- V(X5)

La matrice Zx est symétrique et définie positive.

A partir de la seconde ligne de I'équation (3.2), on remplit la matrice de covariance de
la facon suivante :

Pouri=jona
Cov(X;,X;) = E[(X; —EX;D " X; —EXi])] = E[(X; —X)*] = VXy).
Pour i # j on obtient
Cov(X;,X;) =E[(X; —EX;D' (X; —EIX;1)].

SiX; etX; sontindépendantes au sens de la définition 5 du chapitre 1 alors Cov(X;,X;) = 0.
En particulier, si Xy, ...,X,, sont indépendantes entre elles, alors Zx est une matrice diago-
nale dont les coefficients diagonaux sont les variances respectives de chacune des va-

riables aléatoires marginales.

Pour un vecteur aléatoire X dans R”, on définit la fonction de répartition jointe en tout

point x = (x1, ..., x,) € R :

FxX)=PX=x)=PXj =x1,...X5 = Xp). (3.3)
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On définit aussi, si elle existe, sa fonction de densité jointe de probabilité :

() = 2 X0 (3.4)
pxix = 0x1...0x,, ’
Enfin, sur des intervalles Ay, ...,A,, de R on définit la probabilité accumulée :
PXeA] x...xAy) :f px(n)dt. (3.5)
Al x...xAy,

3.2 Distributions de possibilité elliptiques

Dans cette section, nous proposons d’étendre la transformation de probabilité-possibilité
continue présentée au chapitre précédent dans la section 2.3.1 au cas des distributions de
probabilité elliptiques. Nous commencerons, dans un premier temps, par un rappel sur
les principales distributions de probabilité elliptiques. Puis nous exposerons notre exten-
sion au cas multivarié de la transformation de probabilité-possibilité et nous dériverons
des formes concises de distributions de possibilité pour les lois de Cauchy, Student-t et

normale multivariée.

3.2.1 Rappel sur les distributions de probabilité elliptiques

Définition 25. (Definition 1 dans [108])

Soit X un vecteur aléatoire de dimension n. X est distribué elliptiquement (X~ EC, (u,X)) si
et seulement s'il existe un vecteur u € R", une matrice X telle que >~ € R"™*" est semi-définie
positive et une fonction ¢ : R* — R telle que la fonction caractéristique t — Gx—.(t) de X—p

correspond a t — q)(tTZt), teR”".

Considérons un vecteur aléatoire X € R” telle que X ~ EC,, (i, Z) de densité de proba-

bilité p(-, u, X), alors la fonction de densité p est de la forme suivante :
P, Z) = o | 2172 gy (- ) 27 - ) (3.6)

ol t € R" est la moyenne, X € R™*" est la matrice de variance covariance semi-définie
positive et symétrique, a, est un coefficient de normalisation et |Z| est le déterminant as-
socié a la matrice X.

La fonction g, : R* — R™ est une fonction génératrice de densité des distributions ellip-

tiques de R” respectant la propriété suivante :
f gn(x"x)dx=1. (3.7)
R
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Définition 26. Pour deux vecteurs x€ R" et y € R" liés par une matrice de pondération Z,

la distance de Mahalanobis d,, est définie par :

dn(xy) = lx—ylz =/ k- PTELx— . (3.8)

Remarque 1. Dans 'équation (3.6), le terme (x— n) T =71 (x— ) est le carré de la distance de

Mahalanobis entre x et 1.

Remarque 2. Dans l'équation (3.6), les contours d’iso densités définis par p sont des el-
lipsoides centrés en | et dont les axes sont les valeurs propres de la matrice de variance-

covariance 2 [109].

Ci-dessous, nous donnons, pour un vecteur aléatoire X € R” de moyenne p € R"” et de
matrice de covariance X € R”*", les formes analytiques des densités de probabilité asso-

ciées aux lois normale, Student-t et de Cauchy.

Loi normale multivariée :

La densité de probabilité p_4 associée a la loi normale multivariée est de la forme :

Py, E) = e 2 () T ), (3.9)

1
@m2\/Z]
Nous donnons aussi la forme analytique de la divergence de Kullback-Leibler non symé-
trique pour deux densités de probabilité p_s1 (-, i1, Z1) et py2(-, H2, Z2) :

| 2|

m)+tr(25121)+(M2—M1)T22_1(H2_H1)_n (3.10)
1

1
Dxr(paillpaz) = > (ln(

ol tr(A) est la trace d’'une matrice carrée A = (a;j),_, ;., et n estla dimension de vecteur

aléatoire.

Loi Student-t multivariée :
La densité de probabilité p d'un vecteur aléatoire X € R” suivant une loi Student-t a la
forme suivante :
j-n2 D22 27172
I'(v/2) (1 + V—l(x_ H)Tz—l(x_ ll)

Py X W,Z,v) = (v (3.11)

)(v+n)/2

ou v est le degré de liberté de la distribution et I'(-) est la fonction gamma.
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Loi de Cauchy multivariée :
La loi de Cauchy multivariée est un cas particulier de la loi Student-t précédente ou le

degré de liberté v vaut 1. Sa densité de probabilité p est tel que :

2 T (51) |71/

L(1/2) (1+x- W= (x— W)

peX 1,2) =7 TR (3.12)

3.2.2 Extension de la transformation de probabilité-possibilité conti-

nue au cas multivarié

Nous nous proposons, dans cette section, d’étendre la transformation proposée dans
I’équation (2.26) du chapitre 2 au cas des densités de probabilité multivariées elliptiques
dont la forme est donnée dans I’équation (3.6).

De méme que dans le Chapitre 2, le principe est de construire une distribution de possi-
bilité en empilant les intervalles de dispersions calculés sur la distribution de probabilité.
Cependant, il nous faut, ici, d’abord définir la probabilité accumulée dans un hypervo-

lume délimité par un isocontour de la distribution de probabilité elliptique.

Proposition 4. Posons a, = d(x, ), pour un vecteur aléatoire X € R" de dimension n de
moyenne | € R" et de matrice de covariance Z € R™", dont la densité de probabilité est de

la forme de (3.6). La probabilité accumulée dans la région

As = {ze R" tel que d,(z, ) < ay} (3.13)
est
27.[71/2 Ay
P(As) :=P(dm(z W < ay) = anmf r" e, (r*)dr (3.14)
2 0

ol ay, est une constante de normalisation. I'(-) est la fonction gamma et g, est une fonction

génératrice de densité.

Démonstration. Evaluons directement P(Ay) = f p(u)du.
As
Premiérement, puisque X est une matrice définie positive, nous pouvons procéder a un

changement de variable dans I'intégrale en posant y = X~ 2(u — n) dont le Jacobien est

Pul _ g (1/2
oyl — IZ[7.
Donc d’apres I’équation (3.6), on obtient

f p(u) du anIZI_%f gn (Iy1?) 1212 dy
A, Iyl<ax

anf gn (Iy1%) dy (3.15)
lyll=ax
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ol le changement de variable change la distance de Mahalanobis en distance euclidienne
-1l

Puis, en observant qu’il y a une invariance par rotation dans l'intégrale de I’équation (3.15)
puisque c’est I'intégrale d’un ellipsoide, nous pouvons séparer I’élément de volume dy en
un élément de surface d<f et un élément radial dr. Ainsi, en posant r = || y||, on obtient

une expression de (3.15) en coordonnées sphériques telles que

Ay
PA,) = o(nf f g,(r?) do dr,
0 Sn=1(r)

oi1 S"71(r) estla (n—1)-sphere de rayon r.
Et, sachant que l'aire de la surface associée a cette (n — 1)-sphere peut étre écrite
nnlz

Ap(r) =1"ot_1(1) ot f,_1 (1) = Zr(—£) est la surface de la sphere unitaire [110], alors la
2

probabilité accumulée dans la région Ax est

2nz (o
IP(AZ)=0(nLan r"lg.(r®) dr (3.16)
I'3)Jo
O

En prenant en compte 1'équation (2.26) et les résultats de la section 2.3.2, nous pou-

vons ainsi étendre la transformation optimale univariée au cas multivarié.

Définition 27. [111] Soit une densité de probabilité elliptique p de moyenne p € R" et
matrice de covariance X € R™". La distribution de possibilité multivariée de dimension n
induite par la densité de probabilité p autour de la moyenne p € R" est la distribution dont
les a-coupes sont les régions de dispersion elliptique A, de niveau P (A,) = o autour de la

moyenne | telle que pour tout xe R" :

A; ={zeR" lz—pllz < lx—plls} (3.17)

oit||lx—pllz =/ (x—-wWTZ 1 (x—p).

Et
. (x) = sup{l —P(A;), x€A;}
2z [ox
= -t [ g dr (3.18)
T Jo

ol ay = dp (x, ).
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Théoreme 3. Pour toute densité de probabilité elliptique p, la distribution nt telle que défi-
nie dans la définition 27 est consistante avec p. C'est-a-dire que pour tout ensemble mesu-
rable B on all(B) = P(B), outI1 et P sont les mesures de possibilité et de probabilité associée

respectivement am et p.

Démonstration. Pour n'importe quel ensemble mesurable B < R”, on peut définir un
ensemble C = {x € R”, n(x) < II(B)}. De facon évidente, on a B < C car VB mesurables,
[1(B) = sup (1t(x)) = I1(C).

D’autrex;grt, le complémentaire C° de C est une coupe de niveau II1(B) de i, donc P(C¢) =
1 —-TI(B). On a alors I1(B) = P(C). Or B < C = P(B) < P(C), donc on en conclut que I1(B) =

P(B). O

Lemme 2. La plus spécifique des distributions de possibilité consistante avec une distribu-
tion de probabilité P de densité unimodale et continue p (dans le sens ou P € 22(1)), et qui

satisfait le principe de préservation de l'ordre est (x) = sup (1 - P ({y e R"|p(y) = p(x)})).

Démonstration. La preuve de ce lemme est présentée pour n = 1 dans [7], son extension

pour n = 1 est immédiate. O

De plus, on peut montrer une propriété de dominance stochastique entre distribu-

tions de possibilité de la forme de (3.18).

Proposition 5. Soit Xe€ R" un vecteur aléatoire réel de dimension n de moyenne p € R" et
de matrice de covariance Xx € R™*",

Soit Ye R" un second vecteur aléatoire réel de dimension n de méme moyenne p € R" et de
matrice de covariance Xy € R"*",

Enfin, soient nx et my deux distributions de possibilité elliptiques associées respectivement
aXetY.

Si la matriceM = Xy — Zx est semi-définie positive, alors nx < Ty, quelque soit x.

Démonstration. Dénotons par 6 la classe des ensembles convexes de symétrie centrale
dans R” et soient Xx et Zy deux matrices définies positives. Enfin, soient Pz, et Ps, deux
mesures de probabilité associées a des distributions de probabilité elliptiques.

Alors, d’apres le théoreme 5.1 dans [112], nous avons le résultat suivant :

Pour un ensemble C fermé, si C € 6 et si Xy — Xx est une matrice semi-définie positive,

alors Pz, (C) = P5, (C).
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Ainsi, on peut écrire que :

IPZX (C) = U:DZY (C) s 1- [FDZX (C) <1l- PZY (C)

< my (X)) =7y (X)

A noter que dans le cas de vecteurs aléatoires constitués de variables aléatoires indé-
pendantes, les matrices de covariances associées a X et Y sont des matrices positives dia-
gonales. C’est-a-dire que Xx = diag(ox,...,0x,,) et Zy = diag(oy,,...,0yv,,). Ainsi, la ma-
trice M = Xy — Xx est définie positive si les valeurs propres de M sont positives ou nulles.

En d’autres termes, nous avons :

VieN*, ox;<oy; = nx(Xx) < ny(X).

3.2.3 Calcul d’expressions de distributions de possibilité a partir de lois

de probabilité elliptiques

L'expression générale des distributions de possibilité elliptique donnée dans I'équa-
tion (3.18) peut paraitre compliquée a utiliser en I’état. Nous nous proposons donc ici de
I'utiliser avec les fonctions génératrices g, des lois de probabilité elliptique présentées

dans la section 3.2.1. Nous porterons une attention particuliere au cas bidimensionnel.

Cas de la loi normale multivariée

. . . )2 . _1
Par identification des termes dans I'équation (3.9), nous avons o, = W etgn(t)=ez2 £,

Donc, d’apres (3.14), I’expression de la probabilité accumulée dans la région Ay est

27[11/2 Qy 2
P, A)=—————| r"lezdr (3.19)
m)"™2T (n/2) Jo
Puis, en procédant au changement de variable ¢ = ’—22, il a été prouvé dans [111] (résultat

que |'on retrouve aussi dans [113]) que la probabilité accumulée dans la région Ay, asso-

ciée a la loi normale, peut alors s’écrire :

= DO

n a
P,(A):=P, (dman(z, W) < ay) = - (3.20)

—
~— |

n
2
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b
ou y est la fonction Gamma incomplete inférieure définie par y(a, b) = f 1" le~ldt.
0
Finalement, I'expression de la distribution de possibilité elliptique 1t_4 obtenue par trans-

formée de la distribution de probabilité de la loi normale multivariée prend la forme :

a3

- Y (3’ 7)

N = l-—7
r(3)

-w'E -
I o
r(3)
+0o0
ouTl'(-,) estlafonction Gamma incomplete supérieure définie par I'(a, b) = f e tdr.
b

On remarquera que dans le cas ou n = 1, la distance de Mahalanobis est équivalente a
Am(x, 1) = lx—pllz = @ et (%) = /1. On montre alors facilement que 'on retrouve
I’équation (2.32) de la distribution de possibilité obtenue par la transformée optimale

continue de la loi normale unidimensionnelle.

Dans le cas ou n = 2, 'expression de la distribution n_y dans I’équation (3.21) se sim-

plifie grandement pour devenir
VXeR?,  m(x)=e 2WIETOow, (3.22)

On notera alors que (3.22) est un des cas particuliers ou la transformation par sommation
des a-coupes proposée dans [7] est égale a la transformation par normalisation de la dis-

tribution de probabilité gaussienne bidimensionnelle.

Remarque 3. On peut calculer la forme analytique de l'indice de spécificité Is pour toute

distribution de la forme de (3.22) en calculant l'aire sous la distribution tel que

Is(mt x) :f Ty (x)dx =2m/|Z]. (3.23)
R

Et on remarque, que dans ce cas précis, si l'on considere une entropie de Shannon "possibi-

liste" de la forme
Hp(my) =— f IRTra/v(x)log (M (x))dx (3.24)

On a alors l'égalité Is(n_y) = Hy (1 )

Cas delaloi de Cauchy et Student-t :

Le cas de la loi de Cauchy et de la loi Student-t va étre traité conjointement puisqu’on

104



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

retrouve I'expression de la loi de Cauchy en fixant le degré de liberté a 1.
L")

Pour la loi Student-t, en identifiant dans 1'équation (3.11) que a,, = (wv) /2 ™

et que

gn(t) = W, on détermine I'expression suivante de la probabilité accumulée

(I+v
dans la région Ay :

Py (Ax) = (3.25)

0 p2\ (/2 dr.
1+%)

v

Toutefois, '’équation (3.25) ne se simplifie pas davantage sans fixer la valeur de n.

Dansle cas ou n = 2, on détermine que la distribution de possibilité elliptique associée

alaloi Student-t est :

Nl<

Vx e R? T = L e
) 7(x) = 1+V(x Wz (x—w| . (3.26)

Toujours pour n = 2 et en posant v = 1, on en déduit I'expression de la distribution ellip-

tique associée alaloi de Cauchy:

_1
VieR?, e =(1+x-w'Z x-w) 2. (3.27)
%107
3 2
T2 Tw
(a) PDF de la loi normale (b) PDF de la loi Student-t (c) PDF de la loi de Cauchy

(d) Ty (e) My ) ne

FIGURE 3.1 - Exemple de distributions de probabilité bidimensionnelle (premieére ligne) et des

distributions de possibilité associées (seconde ligne).
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Dans la figure 3.1 sont données en illustration, les différentes distributions de possi-
bilité elliptique bidimensionnelles et la distribution de probabilité dont elles sont respec-
tivement issues. Pour la loi Student-t le degré de liberté est v = 3. Dans chaque cas, le

vecteur moyenne est tel que L= (5 20)" et la matrice de covariance X est telle que :

8 384
s =
38.4 6

3.3 Application de détection de changements sur images

réelles

Dans cette section nous proposons une illustration de I'utilisation de la distribution
de possibilité elliptique bidimensionnelle 1_s associée a la loi normale donnée en équa-
tion (3.22).

Pour rester cohérent avec ce qui a été proposé dans le chapitre 2 sur la modélisation pos-
sibiliste univariée, nous avons encore une fois considéré une application de détection de

changements, mais cette fois-ci sur une base réelle d’images satellites multispectrales.

3.3.1 Estimation de la matrice de covariance >

Un intérét non négligeable de ’analyse d'images multidimensionnelles est la modéli-
sation des structures de corrélation entre les différentes bandes dont sont composées les
images. Cette modélisation est faite au travers de I'outil mathématique que nous avons

évoqué précédemment et que 1'on appelle matrice de covariance.

Il existe différentes méthodes pour estimer la matrice de covariance dans la littérature
scientifique et on peut notamment citer la référence [114] pour des méthodes d’estima-
tion robustes.

Toutefois, afin de garder une application relativement simple nous allons utiliser la mé-
thode SCM (Sample Covariance Matrix) [115] particulierement propice dans le cas ou1’on

suppose que la distribution des données suit une loi gaussienne multivariée.

Pour deux variables aléatoires réelles X = {x1,..., Xj,..., xn} €t Y = {y1,..., Vi, ..., yn} de

moyenne respective Lx et Ly, la matrice de covariance X € R?*? est estimée de la facon
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suivante :
N

1
TXY) = o 3 (i~ ) (i - uy)' (3.28)
=1

3.3.2 Divergence possibiliste pour distribution de possibilité elliptique

Deux mesures de dissemblances ont été considérées pour cette application. La pre-
miere mesure est la divergence de Kullback-Leibler que nous avons utilisée plusieurs fois
dans le chapitre précédent. La seconde est la distance d'Hellinger que nous avons pré-
senté dans le chapitre 1.

D’autres mesures auraient pu étre envisagées [116] mais nous nous limitons ci-apres a
ces deux mesures dont nous donnons, ci-dessous, les formes analytiques dans le cas de

distributions de possibilités dont la forme est donnée dans I'’équation (3.22).

Le calcul de la divergence de Kullback-Leibler entre deux distributions de possibilité
elliptiques 7 4; (x, 11, 2Z1) et T 4 (x, H2, Z2) est analogue a celui effectué pour obtenir les
formes analytiques présentées dans la section 2.3.3. Le détail du calcul est donné en An-
nexe A.3.

La forme analytique de la divergence de Kullback-leibler est la suivante :

KL (145, 715) =70/ 1211 [ €12 S0 + (i—a) =5 (i—po) -2

/5] [ 602, 20 + (o) 2, (o) - 2] (3.29)

ou tr(A) est la trace de la matrice A.

En suivant les travaux dans [117], la forme analytique du carré de la distance d’Hellin-

ger entre deux distributions de possibilités de la forme de (3.22) est donnée par :

L Z)T(lz+1z)_(1 )
27 e8H1H2221M1u.

D2 (x5, 715) =7 VIZ1T + Vo) -
22" +22,
(3.30)

Le détail des étapes de calcul est fourni en Annexe A.4.

3.3.3 Base d’images satellites et algorithme de détection de changements

La base d’images satellites multispectrales que nous avons considérée est composée

de 14 paires d'images "Avant-Apres" de différentes villes autour du globe. Ces images sont
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tirées de la partie entrainement de la base d'images Onera Satellite Change Detection
(OSCD) ou pour chaque paire d'images le masque de vérité terrain des changements est

fourni.

(a) Image de Beihai ala date #; (b) Image de Beihai aladate #,  (c) Masque de vérité terrain

FIGURE 3.2 — Exemple de paire d’'images "Avant-Apres" de la ville de Beihai et le masque de vérité

terrain des changements.

Labase de données OSCD a été présentée dans le papier "Urban Change Detection for
Multispectral Earth Observation Using Convolutional Neural Network" a la conférence in-

ternationale IGARSS’2018 [118].

Elle est composée originalement de 24 paires d’'images multispectrales prises par le
satellite Sentinel-2 entre 2015 et 2018 de plusieurs villes un peu partout sur Terre : en
Amérique du Sud, Ftats-Unis, Europe, Moyen-Orient et Asie. Pour chaque ville, les paires
d’'images enregistrées sont composées de 13 bandes multispectrales variant en résolution

spatiale entre dix, vingt et soixante metres.

Le fonctionnement de I’algorithme de détection de changements est présenté dans la

figure 3.3 et nous le décrivons ci-dessous.

Nous effectuons d’abord une étape de prétraitement. On commence par représenter
les images au format "double precision" pour que les valeurs s’échelonnent entre 0 et
1. On proceéde, ensuite, a une extension symétrique proportionnellement a la taille des

patchs d’extraction afin d’éviter les effets de bords. Enfin, on applique un bruit additif de
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moyenne nulle et de variance fixée selon les besoins. Cela permet, ainsi, de garantir une
évaluation réaliste de la matrice de covariance en présence de structures de corrélation
déficientes en rang; ce qui peut arriver s’il y a des pixels manquants ou si tous les pixels

contenus dans le patch ont la méme valeur.

Nous effectuons ensuite une étape de traitement. Pour une paire d’'images, nous sélec-
tionnons les images des bandes spectrales dans le domaine du visible (résolution spatiale
de 10m). C’est-a-dire les images a trois composantes RVB et en particulier nous ne gar-
dons que les composantes vertes et bleues de ces images. A noter que ce choix des deux
composantes retenues parmi les trois est arbitraire, I'essentiel étant la structure de corré-
lation entre deux composantes.

Puis sur les patchs extraits dans chaque image, nous évaluons les vecteurs |, et py tel que
la premiere valeur du vecteur y; est la moyenne du patch extrait de la composante verte
et la seconde valeur est la moyenne du patch de la composante bleue a la date #; (récipro-
quement pour le vecteur H»). On estime ensuite les matrices de covariance X; et X, entre
les bandes vertes et bleues pour chacune des dates t; et f,. Enfin, on calcule la forme ana-
lytique de la divergence considérée et on stocke le résultat dans I'image de changement a
I’emplacement du pixel au centre du patch.

On répéte ce processus jusqu’a ce que 'image des changements soit complétement rem-

plie.

r N 4 B

Patch de Image t; Patch de Image t,

- \

Composantes Vert, Bleuy Vert, || Bleu,
Estimation de p, et Estimation de u, et
X, associés a my ) \ X, associés a m,
D(mq,12)

A

[I mage de Changements]

FIGURE 3.3 — Fonctionnement de I'algorithme de détection de changements.
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L'évaluation de la performance de chaque algorithme est faite de la méme fagon que
dansles applications du chapitre 2. On compare les images de changements avec le masque
de vérité terrain des changements afin de calculer la courbe ROC. Puis on retient l'inté-
grale sous la courbe ROC comme taux de performances de I'algorithme de détection de

changements.

3.3.4 Résultats

Deux différentes séries de tests ont été pratiquées dans cette application de détection
de changements.
Dans la premiére série de tests, I'idée a été d’estimer I'impact de la taille des patchs sur
les performances de I’algorithme. Comme on peut le voir dans la figure 3.2c, la taille des
changements a détecter varie de 1'ordre de quelques pixels de diametre a quelques di-
zaines de pixels de diametre, nous nous attendons donc a observer des variations dans
les taux de performances suivant la taille des fenétres d’extractions choisies. Ainsi, pour
cette série, nous avons appliqué sur chaque image un bruit gaussien de moyenne nulle et
de variance v = 0.01. Puis, nous avons exécuté I'algorithme plusieurs fois en augmentant
a chaque fois la taille des patchs de 3 x 3 pixels jusqu’a 41 x 41 pixels et en utilisant les deux
mesures de dissemblances présentées dans la section 3.3.2. Les résultats sont présentés
en figure 3.4. Chaque point du graphique est la moyenne des taux de performances obte-

nus par l'algorithme sur les 14 paires d'images "Avant-Apres".

La seconde série de tests a eu pour objectif d’évaluer 'impact de la variance du bruit
additif appliqué sur les taux de performances de l'algorithme de détection de change-
ments. La taille des patchs d’extraction a été fixée a 5 x 5 pixel de diameétre, et a chaque
exécution de l'algorithme nous avons augmenté la variance du bruit appliqué en allant
de v=0.01av=0.1.

Les résultats de cette série de tests sont présentés dans la figure 3.5. De méme que dans
la série de tests précédente, chaque point de cette figure représente ’AUC moyenne ob-

tenue sur les 14 paires d'images.
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Diametre du patch en pixels

FIGURE 3.4 — Graphique montrant les moyennes des AUC sur les 14 paires d’images en fonction du

diameétre du patch d’extraction utilisé.
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FIGURE 3.5 - Graphique montrant les moyennes des AUC sur les 14 paires d’'images en fonction de

la variance du bruit gaussien appliqué.

Dans les figures 3.4 et 3.5, on remarque que les taux de performances obtenus avec la
divergence de Kullback-Leibler et avec la distance d’Hellinger sont globalement proches
dans les deux séries de tests que ce soit avec une modélisation probabiliste ou une modé-
lisation possibiliste. Cela indique que les performances ne sont pas favorisées par I'une
ou l'autre des mesures de divergence mais qu’elles sont plutot dépendantes du choix de
la méthode de modélisation. On notera, toutefois, que dans le cas de patchs de tailles tres
faibles (3 x 3 pixels) lorsque I’échantillon est trop petit pour étre réellement représentatif,

la distance d'Hellinger semble moins impactée que la divergence de Kullback-Leibler.
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Comparons, maintenant, I'approche probabiliste de I'approche possibiliste aux vues
des résultats fournis par I'application de détection de changements.
Dans la figure 3.4, lorsque la taille du patch est de 3 x 3 pixels, I'estimation des matrices
de covariances par la méthode SCM ne peut pas étre considérée comme fiable en partie
di a la présence de valeurs aberrantes dans les patchs. Ainsi chaque méthode est lour-
dement impactée et les performances mesurées sont alors assez faibles. D'un autre co6té,
plus la taille du patch augmente et plus les performances diminuent a partir d'un certain
seuil ( 10 pixels de diametre) et ce méme si la méthode SCM est davantage consistante en
augmentant le nombre d’échantillons. Le meilleur compromis est trouvé pour un patch
de 7 x 7 pixels pour chaque méthode. Enfin, on observe globalement que quelque soit
la taille du patch considéré, I'approche possibiliste présente de meilleures performances
que I'approche probabiliste.
Tout comme nous avions pu I'observer dans les résultats de la section 2.3.5, la figure 3.5
nous permet a nouveau de voir que I'approche possibiliste est plus robuste a la présence
de bruit que 'approche probabiliste. En effet, les taux de bonnes détections moyens de la
modélisation possibiliste surpasse ceux de I'autre approche lorsque la variance du bruit
appliqué est inférieur a 0.6. Cela est, de plus, confirmé par les résultats des deux me-
sures de dissemblances. Puis, comme on peut s’y attendre, I'écart s’atténue et les deux
méthodes obtiennent une AUC moyenne de 50 lorsque la variance est égale a 0.1 in-
diquant alors une classification aléatoire entre zone de changements et zone de non-

changements.

Les développements théoriques présentés, ci-dessus, concernant l'extension de la trans-
formation de probabilité-possibilité de lois de probabilité univariée au cas des lois de pro-
babilité elliptiques ainsi que l'application de détection de changements entre images satel-
lites multispectrales a l'aide de distributions de possibilité elliptiques ont fait l'objet d'une

publication dans la revue scientifique IEEE Transactions on Fuzzy sets and Systems [111].

3.4 Constructions de distributions de possibilité dominantes

Comme nous 'avions mentionné dans le chapitre 2, il n'est pas toujours possible

de connaitre la loi de probabilité sous-jacente de la distribution des données. Toutefois,
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comme dans le chapitre précédent, il est possible de construire une famille de distribu-
tions de possibilité a partir seulement de la connaissance de la moyenne p et de la cova-
riance X d'une distribution.

Dans la suite de cette section, nous proposons deux méthodes différentes pour construire

cette distribution.

3.4.1 Supportinfini

La premiere méthode repose sur I'inégalité de Chebychev multivariée [119] qui s’énonce

de la fagon suivante :

VXeR”,P(\/(X—p)Tz-l(X—p)>t St_nZ‘ (3.31)

Ce qu’énonce cette inégalité c’est que la probabilité accumulée dans la région al'extérieur
de l'isocontour elliptique de rayon ¢ est inférieure ou égale au terme t—’"; Cet isocontour

elliptique délimite une région Ig, on a alors :

n

PXe¢lg)=1-P(Xelg) < 7 (3.32)

Commencons par définir une famille 22, non vide, de mesures de probabilité, telle
que pour une distribution de possibilité n, cette famille est dominée par la mesure de

possibilité IT sur tout intervalle A réel :
Pm) ={P,VAcCR, P(A) <II(A)}. (3.33)

En supposant que la distribution des données est unimodale, on écrit que la distribution
de possibilité la plus spécifique est celle dont les a-coupes sont liées aux régions de dis-
persion Ig de la famille de probabilité &2 telle que p =1 —a.

Si 1t est de forme elliptique de centre p et de matrice de covariance X alors une a-coupe
de 7 est une ellipse &, de rayon ¢ dont I'’équation est ||x — ||z = ¢.

Alors la distribution de possibilité m représentant la famille de probabilité &2 est :
1t(x) =maxP(]lx — pllz = 1). (3.34)
Pez

En utilisant 'inégalité de I’équation (3.31), on détermine alors que la distribution de

possibilité dominant la distribution mt elliptique est :

n

1, . 3.35
(- tx-p (3.35)

VxeR", m(x)=min

La figure 3.6 présente un exemple de la distribution de possibilité de I'équation 3.35

dans le cas bidimensionnel.
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FIGURE 3.6 — Distribution de possibilité bivariée calculée a partir de I'inégalité de Chebychev mul-

tivariée.

3.4.2 Support borné

Le cas des distributions a support borné a été considéré par H. Akrout, J.-E Crouzet
et O. Strauss [120] et permet de construire la distribution de possibilité la plus spécifique

dominant un ensemble de distributions de probabilité sphérique bornées.

Soit B, = {x € R", | x|| < r} une hypersphere ouverte de dimension 7 et de rayon r, ol
|l - || estla norme euclidienne.
Soit un ensemble © de distributions de probabilité sphériques bornées est définie de

la maniere suivante :

Définition 28. Une distribution de probabilité p appartient a O si elle est définie comme

une fonction sur Uhypersphere B, vérifiant :

— p est continue et p=1
B,

— pestradiale, i.e. 3, :R—R*, p(x) =, (lxID),

114



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

— &y est décroissante sur [0, |,

— Vue[r,00l, ¢p(u) =0.

De facon analogue, on définit 'ensemble A des distributions de possibilité sphériques

bornées :

Définition 29. Une distribution de possibilité n appartient a A si elle est définie comme

une fonction sur U'hypersphere B, vérifiant :

— m estcontinueetm(0) =1
— m estradiale, i.e. APy : R — [0,1], 7(x) = byr(lx]),
— Oy est décroissante sur [0, 1],

— Yuel[r,oof, by(u)=0.

Soit 1 € A une distribution de possibilité sphérique bornée définie par :

72 (x) :max(O,l - (@) ) (3.36)

Nous avons alors le théoréme suivant (dont la preuve est dans [120]) :
2)

Théoreme 4. (domination optimale de 1t

— VYpe®,VAe LR,
Pp(A) < pa(A) := supn® (x)

X€EA

— 1,2 est la possibilité la plus spécifique qui domine toute probabilité induite par une
distribution de probabilité p € © dans le sens oii, avec nt € A\ étant une distribution de

possibilité :
(FxeR", n(x) < e (X)) = (A€ £(B,),Ap € OIP,(A) > 15 (A)). (3.37)
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Ainsi, m® est la distribution de possibilité, la plus spécifique, dominant toutes distri-
butions de possibilité obtenues en transformant une distribution de probabilité p € ©.
Cette distribution peut alors étre utilisée pour approximer une distribution de possibilité
a support non bornée en choisissant pour rayon r la distance telle que P(B,) = 0.9. Dans
le cas bivarié, cela correspond a r = 30 ou o est la variance maximale de la distribution de

probabilité considérée (voir figure 3.7).

FIGURE 3.7 — Tracer de m© pour un rayon r = 3¢ avec o = 2. En bleu sont tracées les projections des
marginales de la distribution de possibilité obtenue par transformation de la PDF p et en rouge

sont tracées les projections des marginales de 2.

Dans la figure 3.7, nous pouvons observer que les marginales de la distribution ainsi
construite (en rouge) dominent les marginales (en bleu) de la distribution de possibilité

obtenue par la transformation de probabilité-possibilité de la distribution gaussienne.
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3.5 Construction de distributions de possibilité multivariées

a partir des marginales

Dans la section précédente, nous avons étendu la transformation de probabilité- pos-
sibilité optimale au cas des lois de probabilité elliptiques. Nous avons, de plus, déterminé
les expressions analytiques de distributions de possibilité en n-dimensions avec I'équa-
tion (3.21) et en 2-dimensions avec les équations (3.22), (3.26) et (3.27).

Toutefois, lorsque 'on prend comme cadre de travail ’analyse multivariée de données,
il n’est pas forcément aisé de déterminer les expressions de possibilité que nous venons
d’évoquer. On peut alors s’attaquer au probleme d’une autre maniére : modéliser les lois
marginales séparément puis les coupler a 'aide d’'une fonction qui modélise la dépen-

dance entre les variables en vue d’obtenir un modeéle multivarié.

Dans le cadre de la théorie des probabilités, cette idée a été développée dans les tra-
vaux de Abe Sklar sous la désignation de copule du latin copula signifiant "lier ensemble,
attacher". Ainsi, dans la suite de cette section, nous nous proposons d’étudier s'il est pos-
sible de trouver un équivalent aux copules dans le cadre de la théorie des possibilités.
Nous commencerons par rappeler ce que sont les copules probabilistes ainsi que leurs
principales propriétés. Puis nous présenterons un état de ’art des connecteurs de sous-
ensembles flous en nous attardant plus particulierement sur la notion de f-norme. Enfin,
nous tenterons de comparer la distribution de possibilité obtenue par transformation de
la loi normale multivariée avec le modele déterminé en couplant des distributions de pos-

sibilité marginales équivalente chacune a une loi normale univariée.

3.5.1 Rappel sur les copules probabilistes

En probabilité, la théorie des copules est fondamentalement I'étude et la modélisation
des dépendances entre variables aléatoires. Apparue dans les années 50 avec les travaux
de Sklar [121] en se basant sur les travaux de Hoeffding [122], elle a rapidement su s'im-

poser dans différents domaines scientifiques tels que I’économie, la santé ou la physique.

Dans un premier temps, considérons un cadre général avec un vecteur aléatoire X =

(X1,...,Xy) a valeurs dans R” de fonction de répartition F(x) pour tout x € R”.
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Définition 30. (Classes de Fréchet)
SoientFy,...,F;, n fonctions de répartition R — [0, 1]. La classe de Fréchet notée & (F1,...,F;)
est constituée de l'ensemble des fonctions de répartitions de X= (Xy,---,X;,) dont les margi-

nales sont précisémentFy, ..., F,,.

Cette classe de loi multivariée est souvent appelée classes de Fréchet et ces classes

sont bornées.

Proposition 6. Pour toutF € & (Fy,...,F;), Vxe R",

F~(x) <F(x) <F" (%) (3.38)
ou
F*(x) = min{F;(x;),i = 1,...,n}, (borne supérieure de Fréchet)
et
F~ (x) = max{0,F;(x;) +.... + F,(x;) — (n—1)}. (borne inférieure de Fréchet)

A noter que F* € & (Fy,...,F,), mais que généralement F~ ¢ & (F1,...,F,,) sauf dans le cas oi

n=2.

Restreignons maintenant notre cadre de travail a seulement deux dimensions et in-

troduisons la notion de copule.

Définition 31. (Copules en dimension 2)
Une copule C : [0.1]> — [0,1] est une fonction de répartition dont les lois marginales sont

uniformes sur [0, 1].

Théoréme 5. Une copuleC :[0.11?> — [0, 1] bivariée est une fonction qui vérifie les propriétés

suivantes

- Vul) U € [0)1]7 C(ul,O) = C(O) u2) = 0;

— Les marginales de C sont uniformes, i.e.
Yuy, up €[0,1], Clup, )=uy et C(I,u2) = uy,
— C est 2-croissante, i.e. pour tout0 < u; <v; <1,

C(vy, v2) + C(uy, u2) — C(vy, uz) — C(uy, v2) < 0.

118



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

A partir de cette définition de la copule en dimension deux, on peut suggérer un grand
nombre de fonctions répondant au cahier des charges avec notamment certaines normes

triangulaires (z-normes) que nous détaillerons un peu plus loin dans ce chapitre.

Considérons un vecteur aléatoire (X,Y) de fonction de répartition jointe Fx y(x,y) =
PX < x,Y < y). On peut choisir une fonction C, répondant a la définition d'une copule,
afin de coupler les marginales F(x) = P(X < x) et F(y) = P(Y < y) entre elles. Ainsi, on
écrira :

PX<xY<y)=C(PX=x),P(Y<y). (3.39)
De la méme fagon, on peut lier les fonctions de survie a 'aide de la copule de survie C*
associée a C tel que :
PX=2xY2y) =C"(PX=x,PY=y) (3.40)
ou C* est défini par:
C*(a,b)=a+b-1+C(1-a,1-Db). (3.41)
Anoter que la notion de copule et les théorémes énoncés ci apres sont extensibles a toutes

dimensions n = 2 (avec de légeres modifications). Toutefois, nous nous restreignons au

cadre bidimensionnel dans un premier temps.

1 (=

4 =
0.6

Ke)

0.4
0.2
0.5 05 0

0 o 0 0.5 1

b a a
(a) Copule comonotone (b) Isocontours associés

FIGURE 3.8 — Tracé de la copule C(a, b) = min(a, b)

Théoreme 6. (Théoréme d’encadrement [123])
Pour toute copule C bivariée et pour tout a= (a, a,) € [0,1], la copule C(a) est bornée telle
que:

C (@<C@=C'(a (3.42)
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ot C~ et C* sont les bornes de Fréchet telles que :
— borne inférieure :

C (@) =max(0,a;+ax—1) (3.43)

que l'on appelle aussi t-norme de Lukasiewicz ou t-norme anticomonotone (T1),

— borne supérieure :
C*(a@) =min(ay, a») (3.44)

aussi dénommée t-norme minimum ou t-norme comonotone (Tmin).

Ce premier théoréme sur les copules est un résultat important puisqu’il permet d’en-
cadrer toutes copules par les bornes de Fréchet inférieure et supérieure.

Avant de présenter le théoreme de Sklar, il est nécessaire d’introduire la notion de fonc-

tion quantile.

N
. A o8
o)
i'lg 0.6
= o
2
g 04
3
8
0.2
05 0
0 0.5 1
b a a
(a) Copule anticomonotone (b) Isocontours associés

FIGURE 3.9 — Tracé de la copule C(a, b) = max(0,a+ b —1)

Définition 32. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, et F sa fonction de réparti-
tion. On appelle fonction quantile deX, la fonction notée F 1 del0, 1] dansR, quiatel0,1]

associe :

F~ (1) = inf{x|F(x) = t}.

Proposition 7. Soit F une fonction de répartition définie sur R, croissante et continue a

droite. Soit F~1 la fonction quantile associée a F. Soit U une variable aléatoire de loi uni-

forme sur0,1].
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Alors pour tout xeR et s € (0,1],

F(x)=s<o x=F1(s).

Théoréme 7. (Théoreme de Sklar 1959 [121])
Si C est une copule, et ¥1,F; des fonctions de répartitions univariées, alors pour tout (xy, X) €
R?,

F(xy, x2) = C(F1(x1), F2(x2)) (3.45)
est une fonction de répartition de & (F1,F»).
Réciproquement, siF € & (F1,F»), il existe une copule C satisfaisant I'équation (3.45). Cette
copule n'est pas forcément unique, mais si les lois marginales Fy et F, sont continues, elle le

sera, avec, pour tout (ay, ap) € [0, 1]2,
Cla1, a2) = F (F{ ' (a1),F ' (a2)), (3.46)
ot F{1,F, ! sont les fonctions quantiles des fonctions Fy, Fa.

Le théoreme de Sklar est un théoréme majeur de la théorie des probabilités. Concrete-
ment, ce théoréme énonce que I'on peut créer un modele multivarié relativement simple
a partir de 'estimation seule des marginales et des structures de corrélations entre celles-

ci.

Parmi les copules couramment utilisées dans la littérature, nous avons déja présenté
précédemment les bornes de Fréchet inférieure et supérieure avec la copule anticomo-
notone et la copule comonotone.

Nous introduisons maintenant la copule indépendante C*+ comme copule liant les mar-

ginales d'un vecteur aléatoire X indépendant :
Va=(a;, @) eR®  Cla,a) =a * a. (3.47)

Cette copule est aussi une t-norme (TH).

Nous présentons ensuite la copule gaussienne Cg qui est une copule propre aux lois
elliptiques telles que :
1 ®Ha) @7 (a) x*-2rxy+y>?
Clay, a) = —f f ex (—)dxd (3.48)
b 2nvV1-r2J - —00 P 21-r?) Y
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A

(a.b)

produit

C

0
05 0 0.5 1
b a a
(a) Copule indépendante (b) Isocontours associés

FIGURE 3.10 — Tracé de la copule C(a,b) =ax b

ou r est le parametre de corrélation tel que r € [-1, 1] et ® est la fonction de répartition de

la loi normale centrée réduite :

CD(x)—fx Lex (—u—z)du
—c0 V2T p 2 .

A noter qu'il existe dans la littérature un grand nombre de copules. Une famille de copules
couramment utilisée est la famille des copules Archimédiennes [124] composée notam-
ment des copules de Frank, de Gumbel et de Clayton [125]. Une seconde famille de co-
pules est la famille des copules paramétrées qui permet de modéliser un large panel de

dépendances entre variables aléatoires [126].

3.6 Construction d’'une distribution de possibilité jointe a

partir de distributions marginales

3.6.1 Ftat de l'art de la construction de distributions de possibilité bi-

variées a partir de distributions marginales

Dans la littérature scientifique [127], il est proposé de construire une distribution de

possibilité jointe a partir des marginales et d'un opérateur d’agrégation h [128].

Définition 33. Une fonction h:[0,1]" — [0, 1] est un opérateur d’agrégation si et seulement

si il satisfait les conditions suivantes :

— h est continue sur son domaine de définition,
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— h(0,0,...,00=0eth(,1,...,1) =1 (condition de bords),

— h est monotone, i.e. Vi e N tel que a;, b; € [0,1], si a; < b;

alors h(ay, ay, ..., a,) < h(by, ba, ..., by),

— h est symétrique, h(a, b) = h(b, a).

Cette fonction d’agrégation h peut se décliner sous trois principales formes. Elle peut

étre une r-norme T, une t-conorme S ou un opérateur de moyenne M.

Les t-normes :

Une t-norme se définit de la maniere suivante [129] :

Définition 34. Une norme triangulaire (t-norme) est une opération T binaire sur l'inter-
valle unitaire [0, 1] qui est commutative, associative, monotone et a pour élément neutre 1,
i.e., C'est une fonctionT : [0,1]> — [0,1] telle que pour tout x, y,z€ [0,1] :

(TD T(x,y) =T(y,x),

(T2) T(x, T(y,2)) = T(T(x,¥),2),

(T3) siy<zalorsT(x,y) <T(x,z),

(T4) T(x,1) = x.

Les normes triangulaires permettent de définir I'intersection entre plusieurs ensembles
flous, c’est-a-dire 'opération logique ET.
En notant ma (x) et mg(y) deux distributions de possibilité marginale sur les ensembles A

et B respectivement, I'intersection est donnée par :
TanB) (X, ¥) = T(a(x), mg(¥)). (3.49)

Il estimportant de noter que nombres de copules sont des f-normes.

Ainsi, une t-norme est une copule si cette f-norme est 2-croissante (en dimension 2).
Dans I'autre sens, une copule associative et commutative est une t-norme. De fagon simi-
laire au théoréme d’encadrement pour les copules, il existe un théoreme d’encadrement

pour les t-normes :

123



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

Théoreme 8. Soit une t-normeT(a, b). Pour tout a,be [0,1],ona:
TD(ar b) < T(ay b) = Tmin(ay b)r (350)

ou Tp est la t-norme drastique [129].
Probleme observé :

En lien avec la partie précédente, il est intéressant de comparer la construction d'une
distribution de possibilité bivariée elliptique dont les marginales seraient indépendantes
al’aide de la transformation possibiliste de lois de probabilité elliptiques et avec ’aide de
la t-normes indépendante T+. En effet, nous savons qu’avec la premiére méthode la dis-
tribution de possibilité est a la fois consistante et la plus spécifique. Elle constitue donc
un point de comparaison important. Ainsi, pour illustrer I'utilisation de ce cas de figures,
considérons deux distributions de probabilité gaussiennes indépendantes p(x) et py(y)

de moyennes respectives | et u, et de variances oy et oy. On aura donc pxy(x,y) =

px)py(y).

Si on applique la transformation de probabilité-possibilité elliptique on obtient une

distribution n},  (x, y) de la forme de I'équation (3.22), c’est-a-dire :

T -1
¢ 1| X~ Hx G?‘C 0 X — My
Ty y(X,y) = exp 3 ,
Y= Hy 0 oy Y= Hy
1 (x— ) 1(y—py)?
2 o2 2 df

D’autre part, lorsque 'on applique la transformation p — m 1D sur chacune des mar-
ginales px(x) et py(y) on obtient deux distributions de possibilité marginales iy’ (x) et

1y (y) de la forme de I'équation (2.32). C’est-a-dire :

n%(x):l—erf('x_pﬂ) et n?(y)zl—erf(w). (3.52)

oxV2 Gy\/i
Or, comme nous 'avons dit dans le chapitre 2, la forme normalisée de la distribu-
tion gaussienne est consistante avec la distribution de probabilité gaussienne. Cepen-

dant, celle-ci n’est pas la distribution de possibilité la plus spécifique, i.e.

1 (x— pye)? 1(y—py)?
T[)r(n(X) = exp (—ETxx) et T[v’;vl (y) =exp (—50—5 . (3.53)
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FIGURE 3.11 — Exemple de distribution de possibilité jointe obtenue avec la copule indépendante.
En bleu sont tracées les projections marginales de n)‘(,Y(x, y) et en rouge les projections marginales

de mxy(x,y) = n)’(" (x) x n? ().

On en déduit alors :

T (0)ng (y) < gy (X, ). (3.54)

Ainsi, la distribution de possibilité jointe construite a partir de deux distributions de
possibilité marginales indépendantes et de la copule indépendante n’est pas consistante
avec la probabilité jointe. Cela constitue un probléme puisque 1’'on ne peut pas garantir
la conservation de la propriété de consistance lors de 'utilisation d'une copule comme

opérateur d’agrégation.

Nous étudions, maintenant, le potentiel des autres opérateurs d’agrégation comme
candidats permettant de construire des distributions de possibilité jointe consistante et

suffisamment spécifique avec la distribution de probabilité jointe.

Les t-conormes :
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Les t-conormes sont les fonctions duales associées aux f-normes. Etant donné une

t-norme T, on dérive la t-conorme associée S pour tout a,b € [0,1 par :
S(a,b)=1-T( —a,1-Db). (3.55)
De maniere générale, on définit alors les t-conormes telles que :

Définition 35. Une conorme triangulaire (t-conorme) est une opération S binaire sur l'in-
tervalle unitaire [0,1] commutative, associative, monotone et dont l'élément neutre est 0,
i.e., C’est une fonctionS : [0, 112 = [0,1] telle que pour tout x,y,z € [0,1] :

(TD S(x,y) =S(y,x),

(T2) S(x,S(y,2)) = S(S(x, y), 2),

(T3) siy < zalorsS(x,y) <S(x,z),

(T4) S(x,0) = x.

Les t-conormes définissent I’'opération binaire ou entre deux ensembles flous, elles

représentent donc I'union. En reprenant les notations précédentes, on notera :
T@auB) (%, ¥) = S(ma(x), (). (3.56)

Parmi les t-conormes, les opérateurs ci-dessous en sont des exemples courants :

— L'opérateur maximum Spax (dual de Tpyip) :
Smax(a, b) = max(a, b) (3.57)
— Lunion probabiliste Sp (duale de T) :

Sp(a,b)=a+b—ab (3.58)

— TL'union de Lukasiewicz Sy (duale de Ty) :

Si.(a,b) =min(a+ b-1,0) (3.59)

— Lunion forte Sg :

max(a,b) simin(a,b)=0,
Ss(a, b) = (3.60)

1 sinon.
Enfin, il existe un théoreme d’encadrement sur les £-conormes :
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Théoreme 9. [6]

Soit une t-conormeS(a, b), pour tout a,b € [0,1] :
Smax(a, b) <S(a,b) <Ss(a,b). (3.61)

Les t-conormes semblent, au premier abord, constituer des candidats intéressants
pour obtenir une distribution de possibilité jointe consistante avec la distribution de pro-
babilité.

Cependant, lorsque les distributions marginales sont continues, la distribution de pos-
sibilité jointe obtenue possede une infinité de modes et ne représente donc plus l'infor-
mation initiale que 'on voulait modéliser (méme si la distribution peut-étre consistante).
De plus, puisque les isocontours sont des intervalles ouverts(voir figure 3.12), I'indice de
spécificité tend vers 'infini.

Dans le pire des cas, si on choisit la z-conorme Sg, la distribution jointe peut étre égale a
1 en tout point. En effet, pour des distributions de possibilité marginales de la forme de
I’équation (2.32) donc continues, min(m,,(x), 1,,(y)) est toujours différents de 0 et donc

Ss (1, (%), T (¥)) = 1.

-10 -10

FIGURE 3.12 — Tracé de la t-conorme "union probabiliste n)S(Y(x, Y) =Sp g (), ' ().
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Les Opérateurs de moyennes :

La derniere forme de 'opérateur d’agrégation est I'opérateur de moyenne M qui est

défini de la maniére suivante :

Définition 36. Une fonction M : [0,1]? — [0, 1] est un opérateur de moyenne si et seulement
si M satisfait les propriétés suivantes pour tout x,y,z € [0,1] :

(Symétrie) M(x, y) = M(y, x),

(Idempotence) M(x, x) = x,

(Monotonicité) siy < z alors M(x, y) < M(x, z).
Tout opérateur de moyenne est borné.

Théoréme 10. [6]

Soit un opérateur de moyenne M(a, b), pour tout a,b € [0,1] :
Tmin(a, b) <M(a, b) < Smax(a, b). (3.62)

Nous donnons, ci-dessous, quelques formes couramment utilisées d’opérateurs de

moyenne :

— La Moyenne harmonique My :

2ab
My(a, b) = (3.63)
a+b
— La Moyenne géométrique Mg :
Mg(a,b) = Vab (3.64)
— LaMoyenne arithmétique M, :
a+b
My(a,b) = 5 (3.65)

Les opérateurs de moyenne constituent un compromis pour construire une distribu-
tion de possibilité jointe. En effet, la distribution jointe obtenue a I’aide de cet opérateur
n’est pas consistante dans la majorité des cas mais elle se rapproche du modele désiré.
On peut assez facilement montrer que la distribution de possibilité obtenue grace aux
opérateurs de moyenne harmonique My et de moyenne géométrique M n’est pas consis-

tante avec la loi de probabilité jointe constituée par deux lois de probabilité marginales
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M (m(x),7(y))

. M
FIGURE 3.13 — Tracé de I'opérateur de moyenne géométrique T, {(x, y) = Mg (ny' (x), n{" (). En
rouge sont données les projections marginales de la distribution n)l\(/[ v(x,y) et bleu les projections

de la distribution de possibilité dont la forme est donnée dans I’équation (3.22).

gaussiennes, indépendantes 'une de I'autre. Ils permettent toutefois de s’approcher de la
distribution de possibilité obtenue en appliquant la transformation elliptique, comme on

peut le voir dans la figure 3.13.

La figure 3.14 résume les différents opérateurs que 'on peut utiliser pour agréger
deux distributions de possibilité marginales afin d’obtenir une distribution de possibi-

lité jointe.

¢ > 4 X

t-normes T min Opérateur de e
moyenne M

Vs

T, S

t-conormes S

FIGURE 3.14 — Schéma représentant 'ensemble des opérateurs d’agrégation possibiliste.

Ainsi, 'idée de construire des distributions de possibilité multivariées a partir des

connecteurs de la théorie des ensembles flous peut parraitre séduisante et a déja été
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exploitée notamment dans les travaux de Salicone et al [127]. Elle présente I'avantage
de permettre facilement la construction de distribution de possibilité multivariée. En re-
vanche, I'inconvénient de cette approche est qu’elle ne permet pas de garantir que la dis-
tribution de possibilité ainsi construite soit consistante avec la distribution de probabilité
équivalente.

Ci-apres nous nous attaquons a ce probleme par une approche basée sur les copules.

3.6.2 Solution proposée

Dans cette section nous proposons des solutions pour construire une distribution de
possibilité consistante avec la loi de probabilité jointe a partir des distributions de pos-

sibilité équivalentes aux distributions unimodales symétriques de probabilité marginales.

Nous distinguons deux manieres de procéder : soit on construit la distribution de pos-
sibilité équivalente centrée sur la valeur modale, soit on construit la distribution de pos-
sibilité équivalente centrée sur le point extréme de la fonction de répartition jointe, c’est-

a-dire un point situé a I'infini.

3.6.2.1 Distribution centrée sur un point extréme :

Notons 1tx vy (x, y) = C'(nx (x), my(y)) la distribution de possibilité jointe et C' une fonc-
tion d’agrégation. Si chaque marginale possibiliste obtenue a partir de la distribution de
probabilité marginale est centrée sur le point extréme de la fonction de répartition alors
cela revient a dire que nx(x) = Fx(x) et my(y) = Fy(y). Le point autour duquel la distribu-
tion jointe est centrée est le point dont les coordonnées seraient +oo sur I’axe des x et +0co
sur 'axe des y.

Dans ce cas particulier, il est évident que le théoréme de Sklar, qui est vrai pour les fonc-
tions de répartitions, reste valide pour les distributions de possibilité équivalente. En effet,
si on pose Fx y(x, y) = C(Fx(x),Fy(y)), avec C est une copule, il suffit d’avoir C = C’ pour
que la distribution de possibilité soit consistante avec la loi de probabilité.

On remarquera que cela reste valable pour les trois autres cas de points extrémes, c’est-a-

dire :
— 1ix(x) = Fx(x) et y(y) =1 -Fy(y)
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— mix(x) =1-Fx(x) et my(y) = Fy(y)

— 7ix(x) =1-Fx(x) et x(y) =1-Fy(y)

Cependant le cas qui nous intéresse plus particulierement est celui ou la distribution
de possibilité respecte le principe de consistance tout en étant centrée sur la valeur mo-

dale.

3.6.2.2 Distribution centrée sur la valeur modale :

Pour simplifier 'exposé, nous considérerons deux distributions de probabilité margi-
nales symétriques et unimodales px (x) et py(y), centrées en zéro, de variance ox =0, =1
et de fonctions cumulatives respectives Fx (x) et Fy(y).

On appellera mx (x) = min (2Fx(x),2(1 — Fx(x))) et my(y) = min (ZFy(y),Z(l — Fy(y))),

les distributions de possibilité marginales équivalentes associées a px(x) et py(y).

Lobjectif que nous nous donnons dans cette partie est de considérer |'extension du
théoreme de Sklar aux distributions de possibilité. Concrétement, nous recherchons une
fonction d’agrégation C’ permettant d’agréger les distributions équivalentes de possibilité
marginales de facon a obtenir une distribution de possibilité jointe centrée et consistante
avec la distribution de probabilité jointe.

Le probleme d’exprimer une distribution équivalente de possibilité jointe centrée en fonc-
tion des marginales possibilistes équivalentes centrées est plus complexe dans le cas d'une
distribution centrée sur un point extréme. En effet, comme nous I’avons dit précédem-
ment, utiliser les connecteurs de la théorie des ensembles flous ne permet pas toujours

d’arriver a ce résultat.

En se basant sur la théorie des copules pour combiner les fonctions de répartition
marginales, notre approche consiste a exprimer la probabilité accumulée dans une région
Ay y délimitée par un un contour qui permet une expression de la probabilité en fonction
des marginales de la distribution de probabilité jointe et ceci pour tous les points (x, y)"

de I'espace.
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Puis, nous construirons la distribution équivalente de possibilité a 'aide de la formule

suivante :

T[X,Y(x, y) =1- P(Ax,y)- (3.66)

A noter que si les isocontours de la région Ay, y coincident avec les coupes de la den-
sité de probabilité jointe alors d’apres le théoreme 3, nous savons que la distribution de
possibilité, ainsi construite, est consistante avec P, et d’apres le lemme 2 que celle-ci est

la plus spécifique.

Le probleme qu'’il se pose alors est celui de déterminer des formes d’isocontours suffi-
samment simples pour pouvoir exprimer P(Ay, ;) en fonction des fonctions de répartitions
marginales, tout en se rapprochant au maximum des coupes de la densité de probabilité

jointe.

Les contours pour lesquels nous sommes capables d’exprimer P(A ,) en fonction des
fonctions de répartition marginales quelques soient les distributions de probabilités sont
les contours rectangulaires (droits ou inclinés) qui correspondent a la distance infinie et
a la distance de Manhattan.

L'idée est alors de choisir une distance par rapport a la valeur modale de la densité de
probabilité afin de pouvoir définir les dimensions de la région A, , de fagon a ce que cette
région soit incluse dans les coupes de la densité.

De ce fait, en construisant la distribution de possibilité de la facon suivante, nous garan-
tissons que la distribution de possibilité jointe sera consistante avec la distribution de
probabilité jointe correspondante.

En effet, si on note A; la coupe de la distribution de probabilité jointe, nous aurons alors
Ayy<AjetdoncP(Ayy) <P(A)). Celaimplique que la distribution de possibilité nx v (x, y)
construite en considérant des régions A , sera plus grande que la distribution de possibi-
lité consistante et maximum spécifique obtenue a partir de la distribution de probabilité

jointe.

Nous allons maintenant considérer I'extension possibiliste du théoreme de Sklar pour

les trois principales copules : Cpip, Cr, et ct.
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Copule Cpin ¢

Proposition 8. Pour des régions Ay, , carrées, la distribution de possibilité, consistante avec
une distribution de probabilité jointe, construite a partir de deux distributions marginales
comononotones est :

min

Ry (%, ¥) = min (nx (x), Ty () - (3.67)

Démonstration :
Dans un premier temps, nous supposons que les régions A, , sont carrées. Pour chaque

point (x, y)T, on définit la région carrée AE y délimitée par I'isocontour tel que :
AEy ={u,veR?, max(lul,|v)) <max(xl, |y} (3.68)

Comme on peut le voir sur la figure 3.15, un point quelconque (x, y)T définit un carré (noté

HIJK) qui représente 'isocontour d'une région AE y etdontles coordonnées des coins sont

max(|x|,|yl) max(|x|,|yl) —max(|x|,|yl) —max(|xl,|yl)
H= e RE etK =
max(|xl,|yl) —max(|xl,|yl) —max(|xl,[yl) max(|x|,|yl)
K 4 H
Ax,y
>
J |

FIGURE 3.15 — isocontour carré définit a partir d'un point (x, y).

Remarque :

Sil'on désire que la valeur modale soit p = * |, alors 'intervalle AE y défini par I'isocon-
My
tour associé devient AEJ, ={u,veR® max(ul,|v|) <max(x— Mxl, |y — pyl)}.

De méme, si les distributions de probabilité marginales ont des parametres d’échelles o
et 0y, alors on écrit AE y de la fagon suivante :

|x = pyl 1Y = Hyl }
or oy |

A7, =1u,veR®, max(|ul,|v|) < max
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Par souci de simplicité, nous considérerons, pour la suite, un isocontour centré en

zéro pour des variances de distributions marginales égales a un.

Ainsi, dans le cas ot la région considérée est carrée tel qu’énoncé dans1’équation (3.68),

on peut écrire :

P(A7 ) =Fx,y (max(|xl,|y)), max(|x|,|yl) + Fx,y (~max(|x|, | y|), ~max(|x], | yI)

— Fx,y (—max(|xl,|yl), max(|x],|yl) — Fx,y (max(|x|,|y]), —-max(|x|,|yl]), (3.69)

avec Fx y(x, y) la fonction de répartition associée a la distribution de probabilité jointe

(que I'on ne connait pas).

Cependant, d’apres le théoreme de Sklar (théoreme 7), on a:
Fxy(x, y) = C(Fx(x), Fy (), (3.70)

ou C est la copule (unique si les fonctions de répartitions marginales sont continues) per-
mettant de lier Fx et Fy.

On peut alors écrire I'équation (3.69) telle que :
P(A7 ) =C (Fx(max(|x|, |y])), Fy(max(|x|,|y]))) + C (Fx(—~max(|x|, | 1)), Fy (-max(|x], |y1)))
— C(Fx(—max(|x], |yD), Fy(max(| x|, |y1))) — C (Fx (max(| x|, |y])), Fy (~max(|x|, | y]))).

Et pour une distribution de probabilité symétrique centrée en zéro, on sait que
Fx(=x) =1-Fx(x).
Nous avons alors :
P(AEJ,) =C (Fx(max(|xl,|y])), Fy(max(|x|,|y]))) + C (1 — Fx(max(| x|, |y]), 1 - Fy(max(|x],|y])))
— C(1—Fx(max(|x],|y), Fy(max(|xl,|y))) — C (Fx (max(| x|, |y)),1 - By (max(|x|, | y]))).

En posant Vx € R, F(x) = Fx(x) = Fy(x) et en utilisant la propriété de symétrie de la fonc-

tion copule, nous en déduisons :

P(A7 ) =C (F(max(|xl,|y1)), Fmax( x|, |y))) + C (1 - Fmax(|x|, |y])), 1 - F(max(|x], |y1)))

—2C (1 —F(max(xl, |yl)), F(max(|xl, |y]))). (3.71)

Il reste alors a remplacer la copule C par Cpj, afin de modéliser la comonotonie entre

les lois marginales.
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La distribution de possibilité construite est alors consistante avec la loi de probabilité
jointe. Elle est, de plus, maximum spécifique si les isocontours de la distribution de pro-
babilité jointe sont des carrés de mémes tailles. Si les régions AE y sont par contre comple-
tement inclus dans les isocontours de la distribution de probabilité jointe alors la distri-
bution équivalente de possibilité est seulement consistante (démonstration triviale) mais
pas obligatoirement la plus spécifique.

Ainsi, pour C(a, b) = min(a, b), on montre que lorsque deux distributions de probabi-

lité sont comonotones alors la distribution de possibilité jointe T[?{? (x,y) est

eV (x, y) =1-P@A7 )
=1 —min (F(max(|x|,|y]), F(max(|x|,|y]))) - min (1 - F(max(|x|, |y])), 1 — F(max(|x|,|y])))
+2min (1 - F(max(| x|, |y1), F(max(|xl, |y)))
= 1 -F(max(|x|,|y)) — 1+ F(max(|x|,|y])) + 2min (1 - F(max(|x|, |y), F(max(| x|, |y1)))
= 2min (1 - F(max(| x|, |y])), F(max(|x],|y]))) (3.72)

Or la fonction de répartition F est croissante sur R et centrée (i.e. F(0) = %)

donc VxeR, F(|x|) = % On en déduit que :
TR (x, y) = 2 (1 — F(max(|x], |y1))). (3.73)

En regardant pour le cas x < 0 et y <0, on montre alors que

— pourx<y: ng}l(x, ¥) =2(1 —Fx(—x)) = 2Fx(x),

— pourx>y: ngg}‘(x, y) =2(1 - Fy(-y)) = 2Fy(y).
Ce qui nous donne

ey (x, ¥) = min (2Fx (x), 2Fy () (3.74)

Puis en regardant les trois autres cas, pour x <0, y >0, puis x >0, y<0Oetenfin x >0, y >
0, on en déduit la forme finale de la distribution de possibilité jointe construite a partir de
distributions de probabilités marginales comonotones :

min

TRy (%, ¥) = min (1x (x), Ty (1)) - (3.75)

Nous obtenons, ainsi, un premier résultat important : dans le cas de lois de probabilité
marginales comonotones, lorsque la dépendance est la plus forte, la distribution équiva-
lente de possibilité est obtenue en appliquant la copule comonotone sur les distributions
de possibilités marginales. Ce résultat est cohérent avec celui obtenu d'une autre maniere

par [130].
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min

Xy (b) Isocontours associés

(a) Distribution de possibilité

FIGURE 3.16 — Tracé de la distribution de possibilité construite a partir de distributions de proba-

bilité marginales comonotones.

Copule Cy. :

Lorsque la dépendance considérée entre les lois de probabilité marginales est I’anti-
comonotonie, il est nécessaire de considérer des formes de régions de dispersion diffé-
rentes.

En effet, dans le cas particulier ou les lois marginales sont des lois uniformes anti- como-
notones, la distribution de possibilité construite en agrégeant les quatres distributions de
possibilité centrées sur les points extrémes semble suggérer que les coupes de la distribu-
tion sont des losanges.

Ainsi, dans le cas de I'anticomonotonie, considérer des régions Ay , de formes losange
incluses dans les coupes de la densité de probabilité jointe permet de construire des dis-
tributions équivalentes de possibilité consistantes.

De plus, si les lois marginales sont des lois uniformes alors la distribution de possibilité,

ainsi, construite est consistante et maximum spécifique.

Supposons, donc, que nous considérons des régions Ay, telles que celles-ci sont des
losanges droits.
Pour chaque point (x,y)T on définit alors une région Ay,y délimité par I'isocontour tel
que:

A9, = (u, v R Jul+ vl < |x] + [y}, (3.76)
Cependant, lorsque les isocontours sont des losanges, on ne peut pas appliquer directe-
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ment la méme méthode pour calculer la probabilité accumulée sur I'intervalle Aﬁ, y que
dans le cas des régions carrées.

Ce que I'on peut faire, c’est appliquer un changement de repere afin de transformer le
losange droit en un carré dans un nouveau repere. Pour réaliser ceci, on effectue une ro-
tation centrée en I'origine du repére d'un angle 7 a I'aide d'une matrice de rotation Rot

telle que :

)
)

Rof = [cos(%) sin (

N

] . (3.77)

—sin(§) cos(

FIGURE 3.17 - Changement de repeére, rotation d’angle 7.

Dans le nouveau repere et en notant que cos (§) =sin(§) = @, les points A, B, C et D

ont alors pour coordonnées (voir figure 3.17) :
lx|+ [yl lx|+ 1yl | x|+ 1yl —(xl+1yD
A=2 Y =2 Mlc=-2 Metn =2 .
lx|+ 1yl —(x[+1yD | x| + [yl x| + 1yl
On peut, maintenant, calculer la probabilité accumulée dans l'intervalle Aﬁy y délimité

par le losange ABCD telle que :

V2

2 2 2
P(Aﬁ,y) =Fyy (TM +1yD, %(le + Iyl)) +Fxy (—g(lxl + IylL—%(le + Iyl))

2 2 2 2
—Fxy (%(le +1yD, —%(le + Iyl)) —Fxy (—%(le +1yD, %(le + Iyl)) .

(3.78)

Puis en réutilisant le théoréeme de Sklar, on remplace Fx y(x, y) par C(Fx(x),Fy(y)) et on
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obtient :

2 2 2 2
P(Ag,y) = C(Fx (%(IXI + Iyl)) Fy (%(IXI + Iyl))) +C (Fx (—%(le + Iyl)) Fy (—%(IXI + Iyl)))

—C(Fx (?(le + Iyl)) , Fy (—g(lxl + Iyl))) —C(Fx(—g(lxl + Iyl)) , Fy (?(le + Iyl))).

On pose ensuite Vx € R, F(x) = Fx(x) = Fy(x) et nous en déduisons :

P(Aﬁﬁ,y) =C (F(g(lxl + Iyl)) F (?(le + Iyl))) +C (1 —-F (?(le + Iyl)) ,1-F (?(le + Iyl)))

2 2
—ZC(F(g(IxI+|y|)),1—F(§(|xl+|yl))). (3.79)

Enfin, puisque la dépendance considérée est I’anticomonotonie, nous avons
C(a, b) =max(0, a+ b—1) (copule de Lukasiewicz).
La distribution de possibilité n)L(Y(x, y) reflétant I’anticomonotonie entre les lois margi-

nales est telle que :
L _ O
Ty (X, ) =1-P(Ax )

=1-max (O,F (g(lxl + Iyl)) +F (?(le + Iyl)) - 1)
—max (O, 1-F (?(le + Iyl)) +1-F (?(le + Iyl)) - 1)
+2max (0, 1-F (?(le + Iyl)) +F (?(le + Iyl)) - 1)
=1 —max(O,ZF (?(le + Iyl)) - 1) —maX(O, 1-2F (?(le + Iyl)))

Or, on sait que Vx € R, F(|x|) = % donc 2F (@(le + |y|)) —1=0etl1-2F (@(le + |y|)) <0.
On en déduit que I'expression de la distribution de possibilité jointe consistante avec une

distribution de probabilité jointe dont les marginales sont anticomonotones est :
V2
g y(x,y) =1 —2F(7(|x| +lyD|+1

2
=2(1—F(§(|x| + Iyl))), (3.80)
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-1

-2

-3

-2 0 2

(a) Distribution de possibilité my, (b) Isocontours associés

FIGURE 3.18 — Tracé de la distribution de possibilité consistante avec des lois de probabilité mar-

ginales anticomonotones.

Copule indépendante C* :

Dans le dernier cas considéré, nous supposerons que les lois marginales sont indé-
pendantes entre elles.
Pour construire la distribution de possibilité consistante avec la distribution de probabi-
lité jointe, on peut reproduire ce que nous avons fait précédemment : c’est-a-dire choisir
des région inscrites dans les coupes de la distribution de probabilité jointe en délimitant
les dimensions des régions a 'aide d'une distance.
Pour I'’exemple, supposons que les coupes de la densité sont des cercles.

Les intervalles délimités par ces cercles sont notés pour tous points (x, y)T de I'espace :
AL, =l veR?, Vi +v? < \/x2+y2. (3.81)

On notera pour la suite Ry, , = y/x? + ¥ le rayon du cercle définit au point (x, nt.

De ce fait, les régions adéquates pour construire une distribution de possibilité consis-
tante sont donc les carrés et les losanges inclus dans ces isocontours circulaires. Cepen-
dant, si nous considérons, en plus, les carrés englobant les isocontours hyperboliques
nous pouvons déterminer une borne inférieure a la distribution de possibilité équiva-
lente a la densité de probabilité jointe.

Ainsi, nous proposons d’encadrer le résultat que nous recherchons de la maniere sui-

139



CHAPITRE 3. DISTRIBUTIONS DE POSSIBILITE MULTIVARIEES

vante :

Premierement, on détermine la distribution de possibilité jointe Tri?g(x, y) dominée

par la distribution de possibilité jointe T[)J(‘Y(x, y) =1 —IP(AS’C, y). Pour cela on calcule ngg(x, ¥)

telle que :

Ty (x,y) = 1-P(AYR), (3.82)

ou l'intervalle A: y est délimité par un carré englobant le cercle. C'est-a-dire :
A%, = {u, v e R?, max(|ul, |v]) < Rq,y). (3.83)

A noter, que de la facon dont est construit A: y» onaura Aj’c, y < A: y
Ce qui implique que [F"(A‘jcy y) < IP’(A: y), et donc que:

inf

Ty (%, ) < 75y (%, 3). (3.84)
On remarquera Tt%?@(x, y) n'est en général pas consistante avec la distribution de probabi-
lité jointe.
inf

Pour calculer my'y, on commence par remarquer que pour un point (x, T quelconque,

les coordonnées des angles du carré HIJK englobant le cercle de centre (0, 0T etde rayon

R R -R —-R
Ry, sont (voir figure3.19) : H = Plr= |y = YV et K = A
nyy _RX,y _RX,J/ Rx,y
y N
Rx'y
K H= R
x,y
Rx,y

>
X

FIGURE 3.19 - Construction de carré HIJK englobant le cercle de centre O, de rayon Ry, et passant

par le point (x, y).
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Nous en déduisons alors (avec Fx y(x, y) = C(Fx(x),Fy(y)) :
ey (x,y) =1-P@AY)
=1-FxyRy,y, Rxy) —Fxy(—Rxy, =Ry y) + Fx y(=Ry y, Ry, y) + Fx y(Ry,y, =Ry y)
=1-C(Fx(Ry,y), Fy(Ry,y) — C(Fx(=Ry,y), Fy(—Ryy)
+ C(Fx(=Ryx,y), Fy(Ry,y) + C(Fx(Ry,y), Fy (=R, ). (3.85)
Puis en posant Vx € R, F(x) = Fx(x) = Fy(x) et C(a,b) = a x b afin de refléter 'indépen-
dance entre les lois de probabilité marginales, nous obtenons :
JT%?&(X, ¥) =1-C(FRy,y), F(Rx,y) — C(F(=Ry,), F(=Ry,y)
+ C(F(=Ry,y), F(Ry,y) + C(F(Ry,y), F(—Ry,y)
=1-C(F(Ry,y), F(Ry,y) —C(1 —=F(Ry,), 1 =F(Ry )
+C( -F(Ry,y), F(Ry,y) + C(F(Ry,y), 1 —F(Ry,))
=1-F*(Ry,) — 1 —2F(Ry,y) — F*(Ry,y) + 2F(Ry,y) — 2F*(Ry, y)
=4FRy,,) (1-FRy,y)). (3.86)
Nous en déduisons alors la borne inférieure de T[)J(‘,Y(x, y) en fonction des distributions
de possibilité marginales équivalentes :
ey (X, ) = mx (30) (2 — mx () Ty (1) (2 - 7y (7). (3.87)

Secondement, on détermine la distribution de possibilité jointe 7y y (x, y) dominant
. . . el Y, s ¢ . J_
la distribution de possibilité jointe my y (x, ).

Pour cela on calcule n;u$ (x,y) telle que :
Ty (X)) =1-P@AY ) (3.88)

ou l'intervalle Az,y est délimité par le losange inscrit dans le cercle de centre O et rayon
Ry, tel que:
Az,y={u,veR2, (lul +[v]) <Ry yh. (3.89)

¢

Ainsi, A;y est construit tel que : Ay ,

S A% y Cela implique alors que IP(A; y = P(A, -
On aura alors :
’T;l? (x, ) 2 T y (%, ) (3.90)

Ensuite, pour calculer P(A;y), on remarque que pour tout point (x, )T du plan, les

sommets d'un losange ABCD inscrit dans le cercle de centre O et de rayon Ry, ont pour

. 0 Rx’y 0 _Rx'y
coordonnées (voir figure 3.20) : A = ,B= ,C= etD= .
Rx,y 0 _nyy 0
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FIGURE 3.20 - Losange ABCD inscrit dans le cercle de centre O et de rayon Ry, .

En appliquant la matrice de rotation Rot utiliser précédemment, on détermine les

coordonnées des sommets du losange ABCD dans un nouveau repere (OIJ) telles que :

R R R -R
Rx'y _RX,y RX,J/ Rx,y

On calcule alors la probabilité accumulée dans un losange droit ABCD comme si ¢’était

un carré dans le repere (OI]) telle que :

V2 V2 V2 V2
P(Ag,y) = FX,Y ( Rx 84 Rx vt FXY Rx,y: _TRx,y
V2 V2 V2o V2,
- FX,Y (?Rx,y) _?Rx,y - FX,Y - 2 —Ry Vo 2 Rx Y

=C (FX (?Rx,y) ,Fy (?RX,)/)) +C (1 —Fx (?Rx,y) ,1—Fy (?Rx,y))

-C (1 ~Fx (\/;Rx,y) ,Fy (?Rw)) -C (FX (\/;Rx,y) ,1-Fy (?Rw)) (3.91)

Enfin en posant Vx € R, F(x) = Fx(x) = Fy(y) et C(a, b) = a x b, nous en déduisons la forme

finale de 'y (x, y) telle que :

Ty (%, y )—4F(£Rx y) (1 —F(?Rw)). (3.92)

Ce quinous donne le résultat en fonction des distributions de possibilité marginales équi-

SRR A 8 AT 1) R

valentes :

2

Pour résumer cette partie sur la construction d'une distribution de possibilité jointe
consistante a partir de la connaissance des lois de probabilité marginales indépendantes

entre elles :
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, . 1 . . .

— Nous n'avons pas pu exprimer 1y y(x, y) en fonction des marginales du fait que les
isocontours sont des hyperboles et que nous ne connaissons pas de formule géné-
rale permettant d’exprimer directement la probabilité accumulée sur un isocontour

circulaire en fonction des marginales.

— Nous avons, cependant, proposé la construction de deux distributions de possibi-

lité jointes Y, (x, y) et myy (x, y) telles que :

inf

Ty (%, §) < Ty (%, ) < Ty (3, ). (3.94)

Pour finir, nous illustrons dans la figure 3.21 I'utilisation des deux distributions de
possibilité jointe n‘nf (x,y) et T[ (x, y). Dans la figure 3.21a, sont tracées en noir les pro-
jections marginales de TrXY(x, y) (donnée en équation (3.51)) obtenues en appliquant la
transformation elliptique a une distribution de probabilité gaussienne bivariée px y(x, y) =
px(x) py(y) dont les distributions marginales sont indépendantes. Sur cette méme figure,
sont tracées en rouge les projections marginales de n (x y) etenverte celle de n‘nf (x, ).
Nous pouvons d’ailleurs observer que les projections marginales nXup (x) = y ( up v (X y))

lnf(x) max (nglg(x, y)) et n)t((x) m;lx (nXY(x y)) (respectivement T[Y p(y), lnf(y) et

Ty (1)) sulvent la relation d’ordre :
et (x) < T (x0) < Ty P (). (3.95)

Dansla figure 3.21b, sont représentés les isocontours des distributions nmf (x, ), T[SUp (x,y)

ety (%, y) avec le méme code couleur.

(a) projections marginales (b) Isocontours associés

FIGURE 3.21 - Tracer des distributions nmf (x,y) (en vert), nXY(x, y) (en noir) et nXY(x, y) (en

rouge).
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3.7 Conclusion

Dans le dernier chapitre de cette these, nous avons proposé plusieurs approches pos-
sibilistes pour modéliser simultanément plusieurs variables corrélées.
Notre postulat a été de considérer que les données imparfaites présentes dans chacune
des composantes d'une image multidimensionnelle peut étre vue comme des variables
aléatoires liées entre elles. L'idée a alors été de déterminer des outils issus de la théorie
des possibilités pour modéliser le plus adéquatement ces données corrélées.

Dans le but d’atteindre cet objectif, deux axes principaux d’études ont alors été présentés.

Le premier axe repose sur une transformation directe des modeles de représenta-
tion probabiliste multivariés en distributions de possibilité multivariées. Plus particulie-
rement, notre intérét s’est porté sur le cas général des distributions de probabilité ellip-
tiques dont I'utilisation est fréquente dans de nombreux domaines scientifiques.

Une transformation de probabilité-possibilité permettant de construire la distribution de
possibilité consistante, la plus spécifique, avec une distribution de probabilité elliptique a
été présentée. Cette transformation est une extension de la transformation de probabilité-
possibilité continue présentée dans la section 2.3 dans le cas des distributions univariées.
Grace a cette transformation, nous avons notamment exprimé trois distributions de pos-
sibilité elliptiques a partir des lois de Cauchy, Student-t et normale multivariée respec-
tivement. Nous avons, de plus, donné dans le cas bivarié, les expressions et I'allure de
chacune de ces distributions.

Pour compléter notre étude, nous avons appliqué la modélisation possibiliste elliptique
dans un exercice de détection de changements entre images satellites optiques multis-
pectrales. La distribution de possibilité choisie pour cette application a été obtenue par
transformation de la densité de probabilité gaussienne bivariée. Nous avons ensuite dé-
terminé les formes analytiques de deux divergences : la divergence de Kullback-Leibler
symétrique et la divergence d'Hellinger pour deux distributions de possibilité de cette
forme. Puis, nous avons mis en application ce modele de représentation et cette mesure
de divergence en reprenant ’application de détection de changements du chapitre 2 sur
une nouvelle bas d'images satellites.

Labase d’images utilisée est la base OSCD constituée de 14 pairs d'images multispectrales

"avant-apres" ainsi que de la vérité terrain des changements pour chacune des paires. Elle
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nous a permis de comparer la modélisation possibiliste des données imparfaites conte-
nues dans ces images par rapport a une modélisation probabiliste sur deux criteres : la
robustesse au niveau de bruit et la taille de la fenétre d’échantillonnage. Les résultats de la
détection de changements sur les 14 paires d'images ont notamment permis de montrer
que la distribution de possibilité bivariée semblait étre un modele de représentation plus

adéquat que le modele probabiliste gaussien équivalent en présence de données bruitées.

La seconde approche proposée dans ce chapitre repose sur la modélisation de cha-
cune des dimensions d'une image séparément (marginales) avant de les assembler aI’aide
d’'une fonction adaptée pour en dériver une distribution de possibilité jointe représentant
I’ensemble des données prises en compte.

En étudiant la littérature scientifique, nous avons remarqué que les outils d’agrégation
de la théorie des ensembles flous (les z-normes et t-conormes) ne permettent en général
pas de construire une distribution de possibilité jointe consistante avec la distribution de
probabilité jointe a partir des connaissances seules des lois marginales et de la structure
de dépendance.

Afin de remédier a ce probleme, nous avons proposé de nouvelles méthodes de construc-
tion de distributions de possibilité jointes basées sur un empilement des probabilités ac-
cumulées dans les isocontours obtenus a partir des lois de probabilité marginales et d'une
copule permettant de modéliser la dépendance.

Le modele possibiliste ainsi proposé est de ce fait consistant avec la distribution de pro-
babilité jointe lorsque I’on peut exprimer les isocontours de celle-ci en fonction des lois
marginales (cas des isocontours carrés et losanges).

Finalement, dans le cas ou les isocontours de la densité sont des ellipses ou des cercles,
par exemple deux lois de probabilité marginales gaussiennes indépendantes, nous avons
proposé un encadrement de la distribution de possibilité consistante et maximum spéci-
fique par deux distributions de possibilité elliptiques n%?g(x, y) et T[)S;I() (x, ).

La borne inférieure de 'encadrement est une distribution de possibilité jointe construite
par empilement des probabilités accumulées dans les carrés englobant les isocontours el-
liptiques. La borne supérieure de I'’encadrement est une distribution de possibilité jointe
construite par empilement des probabilités accumulées dans les intervalles délimités par

les losanges inclus dans les isocontours elliptiques.
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Chapitre 4

Conclusion & perspectives

Dans ce manuscrit de thése, nous avons proposé un ensemble de modeles et de mé-
thodes issues de la théorie des possibilités pour modéliser les données de I'imagerie sa-
tellitaire.

En remplacant le modéle de représentation des données que constitue la distribution de
probabilité par une distribution de possibilité, nous avons tenté de décrire avec plus de
nuance la complexité des données. En effet, comme nous I’avons mentionné dans le pre-
mier chapitre, choisir une distribution de possibilité revient a choisir une famille de dis-
tributions de probabilité. C’est en jouant sur cet aspect que nous avons essayé donner de
la robustesse au modele de représentation.

Toutefois, la représentation de données imparfaites est un domaine extrémement vaste.
Il n’est pas possible d’en faire le tour en I'espace d'une these. Ainsi, 'axe que nous avons
choisi de développer dans ce manuscrit est la représentation paramétrique de variables
aléatoires puis de vecteurs aléatoires au moyen de distributions de possibilité. La valeur
d’'un pixel et les valeurs des pixels de son voisinage sont considérées comme des réalisa-
tions d'une variable aléatoire (ou d'un vecteur aléatoire) et I'idée est alors de décrire cette
variable a I’aide d'un modele défini par un certain nombre de parametres.

Dans la théorie des probabilités, on peut décrire de nombreuses classes de variables aléa-
toires par une distribution de probabilité continue. Les parametres qui définissent cette
distribution pour une variable observée sont les moments de la variable aléatoire que 'on
estime a partir des observations a notre disposition.

Or, en supposant que la loi de probabilité est bien la loi sous-jacente de la distribution des
données, il se pose tout de méme un probléme :

peut-on considérer que les observations a notre disposition sont suffisamment nombreuses
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ou suffisamment fiables pour estimer avec certitude les moments de la variable aléatoire ?
Puisque 'on ne peut généralement pas modifier nos données sans altérer les informa-
tions qu’elles contiennent, nous avons deux choix : considérer des estimateurs plus ro-
bustes ou choisir un modele de représentation plus nuancé. C’est bien entendu cette se-
conde option que nous avons choisi d’explorer dans cette these avec la modélisation par

distribution de possibilité.

Apres avoir présenté dans le premier chapitre le contexte dans lequel se déroule cette
theése, 'objet du second chapitre a tourné autour de la modélisation possibiliste univariée
appliquée au traitement d'images. Dans un premier temps, nous avons passé en revue les
différentes transformations permettant de passer d’'une représentation probabiliste a une
représentation possibiliste. Nous avons notamment remarqué que ces transformations
n’étaient pas toutes équivalentes et qu’il était nécessaire, outre le fait d'imposer certains
principes pour garantir la cohérence de 'information, de pouvoir différencier ces trans-
formations. A ce titre, une premiere application a été proposée afin d’observer le compor-
tement des distributions de possibilité calculées avec chacune des transformations de la
littérature par rapport a 'intensité et au type de bruit présent dans les données.

Dans un second temps, nous avons abordé la modélisation a I'aide de distributions de
possibilité continues, rentrant ainsi pleinement dans le sujet, c’est-a-dire la représenta-
tion possibiliste paramétrique.

Ensuite une mesure de divergence entre deux distributions de ce type a été proposée afin
de pouvoir comparer la modélisation possibiliste par rapport a la modélisation probabi-
liste dans une application de détection de changements entre images.

Puis nous nous sommes intéressés au traitement des attributs extraits a partir de filtre. Ce
type d’extraction d’attribut est relativement courant en traitement d'images et produit gé-
néralement des distributions de données centrées en 0 et réparties de fagcon symétrique.

Nous avons alors dérivé, pour I’étude de ce type de données, une version possibiliste sy-
métrique de laloi de Weibull en utilisant la transformation continue approfondie par Du-
bois, Foulloy, Mauris et Prade.

De méme que précédemment, nous avons ensuite déterminé une forme analytique d'une
divergence de Kullback-Leibler possibiliste afin de pouvoir mettre en pratique cette mo-
délisation dans un contexte de détection de changements entre images.

Dans les deux applications de ce chapitre, la méthode de modélisation basée sur des dis-
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tributions de possibilité a permis d’égaler sinon de surpasser les résultats obtenus avec
les méthodes probabilistes équivalentes. Ainsi, nous avons pu mettre en évidence 'inté-
rét de la modélisation par distributions de possibilité comme méthode de représentation

plus adéquate des données imparfaites.

Le troisieme chapitre de ce mémoire a été consacré a la modélisation possibiliste mul-
tivariée.
Les images satellites sont en réalité rarement des images a une composante, mais généra-
lement constituées de 2 composantes ou plus comme c’est le cas dans I'imagerie optique
(RGB, multispectrale, hyperspectrale) mais aussi radar. Il nous a donc paru essentiel de
s’attaquer a ce probleme sous I'’angle de la modélisation possibiliste continue. De plus, a
notre connaissance, relativement peu de travaux ont concerné la modélisation possibi-
liste multivariée des données. Il semblait nécessaire de proposer une alternative aux lois
de probabilités multivariées pour gérer ces données dans leur globalité.
La premiere approche que nous avons présentée est une méthode d’inférence de distri-
butions de possibilité multivariées basée sur une extension de la transformation conti-
nue univariée au cas des lois de probabilité elliptique. Cette méthode nous a permis de
calculer les formes analytiques de distributions de possibilité elliptiques issues de lois
de probabilité couramment utilisées dans I’analyse multidimensionnelle telle que les lois
gaussiennes, de Cauchy ou de Student multivariées.
Dans une seconde étape, nous avons déterminé les formes analytiques de deux diver-
gences, la divergence de Kullback-Leibler et la divergence d'Hellinger, pour deux distri-
butions de possibilité bivariées issues de la loi gaussienne.
Nous avons ensuite confronté la représentation de données a 'aide de distribution de
possibilité elliptique par rapport a la représentation par modele probabiliste en utilisant
a nouveau une application de détection de changements mais en considérant cette fois
une base d’'images multispectrales constituée de 14 paires d'images donnant ainsi davan-
tage de poids aux résultats de notre expérimentation. Les résultats de cette application
ont démontré l'intérét de I'utilisation d’outils possibilistes pour modéliser des données
imparfaites. En outre, nous avons pu observer que les distributions de possibilité sem-
blaient plus robustes que les distributions de probabilités lorsque du bruit est appliqué
volontairement, a des niveaux d’intensité différents, aux images.

La seconde approche que nous avons exposée a pour but de déterminer la fonction d’agré-
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gation a utiliser pour lier deux distributions de possibilité marginales en fonction d’'une
dépendance voulue afin d’obtenir une distribution de possibilité consistante avec la dis-
tribution de probabilité jointe sous-jacente.

Le premier résultat de cette seconde partie a été de montrer que dans le cas ou les distri-
butions marginales sont comonotones, la fonction d’agrégation permettant de construire
une distribution de possibilité consistante est égale a la fonction d’agrégation utilisée
pour lier deux fonctions de répartition comonotones, c’est-a-dire la copule minimum.
Le second résultat, que nous avons exposé, est la forme de la fonction d’agrégation lorsque
les distributions marginales sont anticomonotones.

Enfin, le dernier point abordé dans cette partie est la proposition d'une méthode per-
mettant d’approcher la distribution de possibilité elliptique issue de deux distributions
de possibilité marginales indépendantes. Le résultat consiste en un encadrement par une
distribution dominant la distribution elliptique et une distribution dominée par la distri-

bution désirée.

Perspectives :

Le travail présenté dans ce manuscrit a permis de soulever plusieurs points a amé-
liorer. Ainsi, dans ce qui suit, nous allons tenter d’exposer certaines perspectives sur les-

quelles il nous semble possible d’apporter des contributions.

La premiere perspective sur laquelle il nous parait intéressant de travailler se place
dans le cadre de I'analyse univariée de données.
Dans la théorie des probabilités, il est possible de construire des distributions de mé-
langes de lois de probabilité unimodales dans le but de définir un modele plus proche des
données. On peut notamment en voir un exemple appliqué au traitement d’images dans
un article [131]. Ainsi, dans la continuité des travaux présentés par Gilles Mauris [132] sur
la transformation de probabilité- possibilité de distributions de probabilité bimodale, il
serait pertinent d’étudier 'impact de la modélisation possibiliste multimodale univariée
appliquée au traitement d’images satellites. Pour ce faire, il serait, de plus, nécessaire de

pouvoir définir une mesure de dissemblance entre distributions de possibilité de ce type.

Un second point d’amélioration, toujours dans ’analyse univariée de données dans

un premier temps mais qu'il serait intéressant d’étendre a I’analyse multivariée plus tard,
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porterait sur la construction de distributions de possibilité a queue lourde (heavy tail dis-
tribution en anglais). Ces distributions ont suscité un grand intérét dans la théorie des
probabilités car elles permettent de modéliser les dépendances aux valeurs extrémes. Ce-
pendant, ceci n'a été que légerement abordé au cours de cette theése dans le chapitre 2 et
pourrait faire I'objet de travaux futurs d'une grande utilité pour définir un panel d’outils

de modélisation possibilistes plus spécialisés suivant le type de données exploitées.

Dans le cadre de la modélisation possibiliste multivariée, une perspective immédiate
a laquelle il nous semble prioritaire d’accorder de I'attention est I’extension des diver-
gences de Kullback-Leibler symétrisée et d’Hellinger aux distributions elliptiques de di-
mensions n = 2. En effet, dans le chapitre 3 de cette thése, seul le cas des distributions de
possibilité elliptiques bivariées a été traité limitant ainsi la prise en compte globale des
données comme c’est le cas pour les images multispectrales a 13 composantes de la base
d’images OSCD.
Apluslong terme et toujours dans le cadre de I’analyse multivariée, nous aimerions étendre
la transformation de probabilité-possibilité des lois elliptiques a I'ensemble des lois de
probabilités multivariées. Cela permettrait, ainsi, de déterminer des distributions de pos-

sibilité multivariées asymétriques.

Nous avons signalé a plusieurs reprises dans ce manuscrit que les modélisations pro-
babilistes et possibilistes ne sont pas antagonistes 'une de ’autre mais au contraire com-
plémentaires. Nous avons en effet remarqué au cours de nos expérimentations que les
deux modeles ne capturaient pas exactement la méme facette de I'information. Dans une
perspective plus globale d’amélioration, nous aimerions pouvoir entreprendre des tra-
vaux sur la fusion des deux méthodes a 'aide d’outils issus de 'agrégation multicritere
tels que par exemple les intégrales de Choquet ou de Sugeno.

A titre informatif, les premiers tests effectués semblent montrer un réel gain de perfor-
mances en combinant les deux méthodes dans une application de détection de change-

ments.

Le dernier point que nous soulignerons, dans cette partie perspectives, concerne la
modélisation de données temporelles a I'aide d’outils possibilistes.

En effet, dans ce manuscrit, nous avons présenté d’abord des méthodes de modélisation
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de variables aléatoires puis de vecteurs aléatoires, donc la suite logique serait de s'in-
téresser a la modélisation de processus aléatoire. Ainsi, au cours des derniers mois de
cette theése, nous avons entamé des travaux en vue d’'une application d’extraction d’infor-
mations dans une série temporelle d’'images satellites. La série temporelle d’'images est
constituée d’'une vingtaine d’'images radar (recalées) de larégion du pontde 'Oyapockala
frontiere entre la Guyane francaise et le Brésil. Les processus aléatoires que nous voulons
modéliser sont constitués des profils d’évolution des pixels (que 'on considere comme
des variables aléatoires) dans la série temporelle (voir figure 4.1). L'objectif final de cette
application est de pouvoir classer les différents pixels d'une image de la série temporelle
dans différentes catégories : zone ayant subi une déforestation, zone agricole, zone inon-

dable, foréts, etc.

A
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FIGURE 4.1 — Exemple de profil temporel d'un pixel a;, ; pris dans une série temporelle d'images

satellites.

Pour répondre a cette problématique, notre approche préliminaire s’est inspirée de la
modélisation par processus gaussien. Les processus gaussiens sont une méthode statis-

tique utilisant le machine learning pour représenter une collection de variables aléatoires
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a 'aide d’'une distribution normale multivariée. Lensemble des n points d'un processus
stochastique est assimilé a un point de dimension n distribué selon une loi gaussienne
multivariée. Lenjeu est alors de déterminer la distribution de probabilité représentant au
mieux les données observées. Cela est réalisé en optimisant les parametres de la fonction
de covariance (fonction noyau) a I'aide d’'une fonction de vraisemblance par rapport aux
données (plus de détails dans [133]).

Les perspectives de nos travaux dans la modélisation des processus stochastiques sont
diverses. Par rapport au processus gaussien, nous aimerions remplacer le modele proba-
biliste de loi normale multivariée par la distribution de possibilité gaussienne multivariée
(del’équation (3.21)). Nous pensons qu'un tel changement pourrait permettre d’apporter
de la robustesse au modele de représentation en améliorant notamment la spécification

de I'intervalle de confiance associé a chaque donnée.
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Annexe A

Annexes

A.1 Calcul de la divergence de Kullback-Leibler pour des

distributions de la forme de 11_,

Cette section détaille le calcul nécessaire pour déterminer 1’équation (2.53) dans le

Chapitre 2 section 2.3.3.

Considérons des distributions de possibilité telle que :

Ty, (X) = exp(— ('x_\;lzi|)2), A1)
g

et la divergence de Kullback-Leibler possibiliste non-symétrique de la forme suivante :

M) dx. A.2)

KL = 1
(TN ITTAN,) f g N 2 Og(ﬂﬂNz(X)

Alors

(
KLt Itan,) = fRHJVNl(X)log(M)

TN, (X)

fR TN, (0log (TN, (1) dx— fR TN, () log (T, (X)) dx
RY:

fl(x Hz) TN, (X)dx

rR2\ 02

1 _ 2
_f_(x Hl) nWNl(x)dx.
rR2\ O3

En remarquant que 1t_yn, (X) = 01V 27 p_y; (x), on peut alors écrire que :

1(x- 2
KL N ITN,) = 01\/27[([“@5( 0”2) Py (x)dx
2

1 —_ 2

I
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Notons a and P les deux intégrales de I’équation précédente tel que :

—sz
— a= f—( o )pm(x)dx

— PB= f (x pl) pydx.

Soit E(X;) 'espérance de la variable aléatoire X; € R?, nous avons alors :

o [35

-6 5552
2 01
:i&[(x—ul)z]
207
1 5,
= —q?
207
_1
2
et
1(x—1s)\2
(x:f— X HZ) pm(x)dx
rR2\ 03
1( (= p1)+ (1 — p2))?
:f_ H) + (1 uz) p e dx
R2 o1
:fl m) (x)dx+f (Hl—uz) (x)dx+f((X—H1)(H1—H2 2 s
s Py 2 o pm . oo pm
1 Wi — o (M1 — p2)®
= —F [(x=up?l+ Ey|(x— +—
20% 1 [(x=pp)?] 20% 1 [(x= )] 20%
o+ (- p)?
202 '

2
En combinant les deux termes « et 5 on en déduit la forme analytique suivante :

01@(0_%+(M1—M2)2_1).

KL, ITtan,) = (A4)

2
2 05 (02

A.2 Calcul de la divergence de Kullback-Leibler pour des
distributions de la forme de my

Cette section détail le calcul nécessaire pour déterminer I'équation (2.54) dans le Cha-

pitre 2 section 2.3.3.

II
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Considérons des distributions de possibilité telle que :
|x|\Pi
w; (X) =exp|—=(—] |, (A.5)
0%

et la divergence de Kullback-Leibler possibiliste non-symétrique de la forme suivante :

Tw, (%) ) dx. (A.6)

KL(T[Wl ”T[Wz) = fRwal (x) 1Og(T[W2 (x)

Alors

KL (7w, l17tw,)

Il
E=) o
xQ
L
2=
ZE
=
_
o
oQ
Q
iy
2=
=
=
%

e \®
+\P1
(&) ¢ (&)
= wae «) log _iJﬁz
e \@
B1 L+ \B1 B2 L \P1
= —zf (1) e_(a) —(i) e_(a] dx.
R\ 0 a2
p
En procédant au changement de variable (a—xl) = y dans la derniére égalité, on obtient :
1 ﬁ2+1 [32+1_
KLty Iy, = ~2 ﬂyﬁle‘y—(ﬂ) A ey
R+ P1 o
1 P2 (1
- —2ﬂr(1+—)+2ﬂ(ﬂ) r +ﬁz)
P p1 1 \az P
Ce qui devient apres quelques étapes :
1+,
KL(my, [Imw,) = 20‘1r(1) (al)ﬁzr( i) 1 (A7)
W Pr P/ |\ r(ﬁi) B1 '
1

ou'(u) = fpr x* te *dx.

A.3 Calcul de la divergence de Kullback-Leibler pour des
distributions de possibilité elliptiques de la forme de
Ty

Cette section détails les étapes de calculs effectués pour obtenir la forme analytique
de I'équation (3.29) dans la section 3.3.2.

Les distributions de possibilité elliptiques que I'on considére ici sont telles que :

1
T_y; (X) = exp —E(x— pi)TZlTl(x— TS (A.8)

I
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Calculons d’abord la partie asymétrique de la divergence de Kullback-Leibler :

T ()
KL (mp ;) = L“M(X)log(nﬁ(x))dx
2

fRnJyl (x)log (14 (x)) dx—fRn,/Vl (x)log (.4 (x)) dx

1
fR Pl o) 25t (x = )y () dx

1
_fRE(x_ u) 2T (- )Ty () d .

En remarquant que m_y; (x) = 21v/|Z1|p_4; (x) ol p_y; est donnée dans1’équation 3.21 pour

n =2, on peut écrire :

1
KL (104 7045, ) = 2n\/_|21|([R§(x— o) 251 (x — ) py; (1) dx

1
—fRE(x—m)TZfl(x—pl) pyx)dx|. (A.9)

Notons a et {3 les deux intégrales dans I’équation précédente :
1
— a= fRE(x— W) 25 (- w2 py (0 dx
1 _
— p= _[Rz(x— u) = (- w) poy (D dx.

En notant E(x) 'espérance de la variable aléatoire X € R2, nous avons :

1
p= fmi(x_ ) TN x - p) py (x)dx

1

= [tr(z(x— u) I (- Hl))
1

=56 [tr (- ) (=) " 271
1

= 5tr [Ey ((c—pp)(x— H1)T) Z1_1]
1 _

= 1’[ I

= 5 r(I2)

=1
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ou1 I, € R?* est la matrice identité.
Et
1
o= fR Pl 1) 25! (x = p2) py (X)dx
1
szE [(x—pn) + (1 —p2)] " 250 (= pp) + (g — ) pyg () dx
1
= fR > (= p) T o= ) + 20— uD 25 - o)
+ (1 — 1) "2 (W — ) py (0 d x
_ l _ Ts-1,, _ Ts-1 _
= 2([E1[(x ) 2y (x—u)]+ B [2(x—p1) " 25 (U —H2)]
+Er (1 — p2) "Z5 (1 — p2)])
1
=3 [tr(Z3'Z0) + (1 — 1) "Z5 1 (1 — )]

En combinant a et 5 on obtient alors :

KL (74 170.45) =70/ T3] [£1(25 £0)+ (i-a) 5 (ui—pa) -2 (A.10)

Finalement, on détermine (3.29) en ajoutant les deux versions asymétrique de la diver-

gence de Kullback-Leibler.

NB: Il est notable que le terme 3 est similaire a ’entropy de Shanon d'une distribution

de possibilité elliptique m_4; tel que:

1
= f 50— u) 27— p) py (0 dx

1
=- 1 d
- lzllfnl(x) n (1 (x)) dx
Deplusp=1,onaalors:
—fﬂ,jyl(x)ln(nl(x))dx:2n\/|21|. (A.11)

Et d’autre part,ona:

fm/yl(x)dx:Zn\/lillfpm(x)deZH\/IZII. (A.12)

Or [ py (x)dx =1.

Ainsi, on peut écrire une propriété d’invariance de la facon suivante :

+00
f Ty (xX)1+In(my(x))dx=0 (A.13)

o0
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A.4 Calcul de la divergence d’Hellinger pour des distribu-
tions de possibilité elliptiques de la forme de 7_4

Cette section détails les étapes de calculs effectués pour obtenir la forme analytique
de I’équation (3.30) dans la section 3.3.2.

Les distributions de possibilité elliptiques que I’on considére ici sont telles que :
—exol =L TS (x— s
Ty (X) = exp 2(x M) Z; (e — ). (A.14)

La divergence d’Hellinger est alors :

Di(ﬂm,ﬂw@) = %f@(\/ﬂM(X)—\/HM(X))de

= lf Ju/l(x)dx+1f T (X)dx
2J R 2J R
—fR\/TtJyl(x)nJyZ(x)dx.

avecf Ty (x)dx =21/ |Z].
R

On pose :

Ky (g, ) = f RT[SV] o', (x)dx.

D’apres [134], on peut récrire A = (x— pl)TrZIl (x—pp)+x—p)T(1- r)ZZ_1 (x—p2) par:

A=(x-pHTCc i x—p*) +B,

oup* = (rEft + A -0 7 (e i + (- 125 ),
cl=(rzf'+a-nzh),
etB= (1 — )T (rZ7 + A= nZ31) r( = ) (g — pa).

_ -1,-1 B
Donc K, (14, .45) = 27|C™ 1" Zexp (—3).

Puis en posant r = % on en déduit :

1 B
D2 (s, Tgs) = | VIZ1] + V22| - IC_ll_ZeXp(—E)). (A.15)

Enfin, en remplacant les termes C et B par leurs valeurs, on retrouve I'expression de

I’équation (3.30).
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