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Introduction

A Pinstar de la géométrie complexe, la géométrie symplectique est une géométrie de
dimension paire. Mais cette derniere n’est pas aussi rigide que la premiere et elle pré-
sente plutdt des propriétés a mi-chemin entre flexibilité et rigidité. La notion de structure
symplectique a été initialement introduite dans le cadre de la mécanique classique, mais
elle constitue désormais un objet d’étude intéressant en soit dans le cadre de la topologie
différentielle.

Une structure symplectique sur une variété différentielle N/ de dimension 2n est une
2—forme différentielle w (c’est-a-dire une forme bilinéaire antisymétrique sur chaque es-
pace tangent) fermée (c’est-a-dire qui vérifie dw = 0) et non dégénérée (c’est-a-dire que
pour tout u € T'M, I"application w(u, -) n’est pas nulle). On peut notamment y penser
comme un moyen de mesurer les aires des surfaces plongées dans M . En effet, dans R?",
la forme symplectique standard est donnée par wy = dxy A dxg + - - - + dxo, 1 A dxg,.
Pour une surface S plongée dans M, la quantité [ w représente alors la somme des aires
des projections de S sur les n plans respectivement engendrés par les vecteurs 8@3»_1 ,%%.
Dans la méme direction, la condition de non dégénérescence assure que la 2n—forme dif-
férentielle w" définit une forme volume sur M.

Un théoreme central en topologie symplectique, le théoreme de stabilité de Moser
assure qu’en déformant continument une forme symplectique w a travers un chemin de
formes symplectiques dans la méme classe d’homologie que w, on ne change pas la struc-
ture symplectique sous-jacente (pour étre plus précis les deux formes symplectiques aux
extrémités du chemin sont isotopes). Ce résultat, qui traduit une certaine forme de flexibi-
lité, a des conséquences retentissantes sur la nature méme de ce que désigne la notion de
structure symplectique. Parmi les conséquences notables, le fait le plus marquant est qu’a
la différence des variétés riemanniennes, on ne peut pas distinguer deux variétés symplec-
tiques a 1’aide de mesures locales, comme la courbure par exemple. En effet, le théoreme
de Darboux affirme que la structure symplectique au voisinage d’un point peut toujours
étre identifiée a la restriction de la forme symplectique standard w,; 2 un ouvert de R?".
Ce sont donc les propriétés globales des variétés symplectiques qui sont intéressantes et
on parle plutdt en ce sens de topologie symplectique.

On peut étudier les variétés symplectiques a plusieurs relations d’équivalence pres,
comme celle donnée par les symplectomorphismes (qui sont des difféomorphismes pré-
servant les formes symplectiques) ou celle donnée par les déformations symplectiques
(qui correspondent a une déformation de la forme symplectique a travers un chemin
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de formes symplectiques). Le volume constitue un invariant d’une variété symplectique
considérée a symplectomorphisme pres. On pourrait alors légitimement se demander si
la notion de symplectomorphisme coincide avec celle de difféomorphisme préservant le
volume. Si c’est bien le cas en dimension 2, la situation commence a différer a partir de
la dimension 4. En effet, bien qu’il soit toujours possible d’étirer une boule par un difféo-
morphisme afin qu’elle soit arbitrairement longue et fine tout en préservant son volume,
ce n’est plus forcément le cas dans la catégorie symplectique. Pour mieux le constater,
intéressons nous aux formes possibles que peuvent avoir la boule unité dans (R*, w,;)

B = {(21, 22,23, 14) € R* | 2] + 23 + 23 + 2] < 1}

sous I’action des symplectomorphismes. Il se trouve qu’il est possible d’aplatir symplec-
tiquement la boule dans certaines directions afin qu’elle soit longue et fine via des sym-
plectomorphismes de la forme

k 1 k 1
Spk‘ : ($1,$27$3,$4> — 2 x177x272 T3, =54 ),
2k 2k
mais des difféomorphismes définis de manieres similaires, aplatissant la boule dans d’autres
directions, comme les applications suivantes

1 1
Ur t (21, T2, 03, 04) = | 5520, — 29, 2515, 2%, )
2k 77 2k

ne sont pas des symplectomorphismes pour des entiers k£ non nuls (on peut voir aisé-
ment qu’ils ne préservent pas ’aire de la projection sur le plan engendré par 8%1,8%2 par
exemple). Plus généralement, le théoréme de non compression de Gromov montre qu’il
n’est pas possible de comprimer symplectiquement la boule unité afin qu’elle rentre en-

tierement dans un cylindre de rayon 7 strictement plus petit que 1
Z(r) = D*(r) x R? = {(21, 29, T3, 74) € R* | 27 + 22 < 1?}.

Théoreme 0.0.1 (Théoréme de non compression de Gromov, [Gro85]). Si r < 1, il
n’existe pas de symplectomorphisme tel que o(B*) C Z(r).

Ce théoreme est symptomatique d’un forme de rigidité symplectique. Un grand intérét
dans le domaine de la topologie symplectique consiste a essayer de tracer la limite entre
souplesse et rigidité.

Il existe bien d’autres invariants pour les variétés symplectiques, mais ceux-ci sont en
général assez difficiles a définir et proviennent des théories sophistiquées faisant notam-
ment appel aux équations de Seiberg—Witten ou bien a des techniques liées aux courbes
pseudoholomorphes.

Dans ce manuscrit, on s’intéresse essentiellement aux variétés symplectiques de di-
mension 4, qu’on appellera des surfaces symplectiques, ainsi qu’aux sous-variétés sym-
plectiques de dimension 2 qu’elles contiennent, qu’on appellera des courbes symplec-
tiques.

14
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Dans tous les énoncés évoqués, sauf mention du contraire, les variétés considérées
sont différentielles, compactes, connexes, orientées et sans bord.

Le résultat principal de cette these tire son inspiration d’un théoréme montré par Hart-
shorne [Har69] dans le cadre de la géométrie algébrique complexe et d’un théoreme de
topologie symplectique dii a McDuff [McD90]. Il constitue une manifestation de plus de
la rigidité des variétés symplectiques et un pas de plus dans la direction des similarités
entre structures complexes et symplectiques. On montre plus précisément qu’une courbe
symplectiquement plongée dans une surface symplectique détermine a la fois le type dif-
féomorphisme de la surface symplectique et le plongement dans la surface symplectique
si son nombre d’auto-intersection est suffisamment grand par rapport a son genre.

Intersection des surfaces dans les variétés de dimension 4

La topologie de basse dimension est le domaine qui s’intéresse aux variétés de dimen-
sion inférieure ou égale a 4. Les outils utilisés pour les étudier sont de nature différente
comparés a ceux utilisés en dimension supérieure. D’un c6té, I’astuce de Whitney permet
d’affirmer que les cobordismes jouent un role important en dimension supérieure ou égale
a 5. De I’autre coté, la topologie des variétés de dimensions 1, 2 et 3 est quant a elle gou-
vernée par la géométrie. Si la compréhension de la topologie des variétés de dimension
3 est maintenant considérablement avancée depuis la démonstration de la conjecture de
Poincaré et de la conjecture de géométrisation de Thurston par Grigori Perelman en 2003
grace a des méthodes de géométrie riemannienne, les variétés de dimension 4 demeurent
assez mystérieuses.

Un invariant qui revét un role central dans I’étude des variétés de dimension 4 est
donné par 1’étude des intersections entre les surfaces que contient cette variété. Plus pré-
cisément, étant donné des surfaces S, et Sy plongées dans une variété M de dimension
4, on peut toujours les perturber afin qu’elles s’intersectent transversalement. Comme
2 + 2 = 4, ces surfaces s’intersectent en des points isolés, qui sont en nombre fini par
compacité. En comptant ces points en leur attribuant un signe en fonction des orientations
en jeu (comme il est souvent I’usage le faire pour définir des invariants en topologie), on
obtient un entier, noté S - Sy, appelé le nombre d’intersection entre les deux surfaces, qui
ne dépend en réalité que des classes d’homologies des deux surfaces :

Sp- Sy = Z £(x),

z€S1NSs

(z) = +1 siT,S; & T,.5; ala méme orientation que 7, M.
“W=Y Z1 sinon.

En prenant deux copies d’une méme surface S plongée dans M et en les perturbant
pour qu’elles s’intersectent transversalement, on définit de maniere similaire le nombre
d’auto-intersection S? = S - S de la surface S.
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Comme ces nombres d’intersection ne dépendent que des classes d’homologie des
surfaces, on peut s’en servir pour définir une forme Z-bilinéaire sur la partie sans torsion
du second groupe d’homologie Hy(M;Z), dont la classe d’isomorphisme constitue alors
un invariant topologique de ). Cette forme permet d’encoder toutes les informations
sur les nombres d’intersection entre les surfaces dans M a 1’aide d’une quantité finie
d’information. En effet, en prenant une base de la partie sans torsion de Hy(M;Z) et en
considérant tous les nombres d’intersection possibles entre les éléments de cette base, on
obtient une matrice carrée a coefficients entiers de taille by(M) X by(M).

Cette forme d’intersection joue un role central lorsqu’on étudie les variétés lisses de
dimension 4. Parmi les nombreux résultats notables liés a cette forme d’intersection, on
peut citer le théoreme de Freedman [Fre82] qui ramene le probleme de classification des
variété lisses de dimension 4 simplement connexes 2 homéomorphisme pres a la classifi-
cation des formes Z-bilinéaires a isomorphisme pres; ou encore le théoreme de Donald-
son [Don83 ; Don87] dont une des conséquences est I’existence de certaines variétés topo-
logiques qui n’admettent pas de structure lisse (comme la variété Eg par exemple). De tres
nombreuses questions restent ouvertes dans ce domaine, mais la plus célebre d’entre elles
concerne I’existence, ou non, de variétés lisses homéomorphes mais non difféomorphes a
la sphere S*.

La forme d’intersection ne donne pas assez d’information pour distinguer plus fine-
ment les structures lisses (a difféomorphisme pres), mais les nombres d’intersections re-
gagnent de I'intérét lorsqu’on rajoute des structures additionnelles, comme une structure
complexe ou une structure symplectique par exemple.

La topologie symplectique, un sujet presque complexe

En 1939, Weyl introduit I’adjectif symplectique, qui signifie complexe en grec, pour
qualifier le groupe Sp(2n), le groupe des automorphismes linéaires réels de C™ conju-
guant la multiplication par ¢ a elle-méme. Son objectif est de lever une ambigiiité. En
effet, le nom qui précédait son usage était « groupe du linéaire complexe », ce qui pouvait
préter a confusion avec le groupe des automorphismes complexes. L.e nom est particulie-
rement bien choisi puisque les variétés symplectiques se révelent etre tres similaires aux
variétés complexes.

Dans les surfaces complexes, la rigidité se manifeste géométriquement par la propriété
de positivité d’intersection (entre autres). Deux courbes complexes sans composante com-
mune s’intersectent toujours (localement) positivement, ce qui impose de nombreuses
restrictions. Cette propriété de positivité d’intersection n’est plus valable pour les courbes
symplectiques dans les surfaces symplectiques, mais I’introduction d’une structure auxi-
liaire dite presque complexe permet néanmoins de tracer de nombreux paralleles entre les
deux catégories.

En effet, toute variété symplectique (M, w) peut étre munie d’une structure presque
complexe, c’est-a-dire d’une application linéaire .J,, sur chaque espace tangenten z € M,
dont le carré est égal a la multiplication par —1 et qui dépend de maniere lisse de z. Cette
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structure presque complexe peut méme €tre choisie de sorte a étre compatible avec la
forme symplectique (c’est-a-dire de maniere a ce que le 2—tenseur w(+, J-) définisse un
métrique riemannienne) et de maniere a préserver les espaces tangents d’une courbe sym-
plectique préalablement choisie. Lorsqu’on peut choisir des coordonnées locales telles
que I’application x — J, est constante, on dit que la structure presque complexe est
intégrable. Dans ce cas, cette notion coincide avec celle de variété complexe.

En 1985, Gromov introduit la notion de courbes pseudoholomorphes, ce qui marque
le début de 1’étude moderne de la géométrie symplectique. Celles-ci sont définies comme
des applications u d’une surface de Riemann (¥, j) vers une variété presque complexe
(M, J) qui vérifient I’équation de Cauchy—Riemann non linéaire

duoj=Jodu.

Les courbes pseudoholomorphes entretiennent un lien étroit avec les courbes symplec-
tiques. En effet, 'image de toute courbe pseudoholomorphe est une courbe symplectique
singuliere, c’est-a-dire une courbe symplectique dont les singularités sont modelées sur
les singularités des courbes complexes; inversement toute courbe symplectique singu-
liere est I'image d’une courbe pseudoholomorphe. Les courbes pseudoholomorphes dans
les surfaces symplectiques manifestent beaucoup de propriétés similaires au courbes com-
plexes dans les surfaces complexes. En effet, elles vérifient la propriété de positivité d’in-
tersection et la formule d’adjonction (qui permet de relier le genre d’une courbe a sa classe
d’homologie) et enfin, de telles courbes peuvent étre regroupées de maniere a constituer
des espaces de dimension finie, qu’on appelle espaces de modules.

Les courbes pseudoholomorphes ont donc une utilité toute particuliere pour prouver
des théoremes de rigidité et c’est notamment grice a leurs propriétés que Gromov a dé-
montré son théoreme de non compression. La grande majorité (si ce n’est la totalité) des
résultats présentés dans ce manuscrit se reposent sur les propriétés de ces courbes. Elles
permettent de tracer de nombreux paralleles entre les surfaces complexes et les surfaces
symplectiques et ce, bien qu’il existe des variétés symplectiques n’admettant pas de struc-
ture complexe intégrable (en revanche les variétés complexes projectives sont toujours
munies de formes symplectiques).

Surfaces réglées, surfaces rationnelles

L’existence des techniques pseudoholomorphes incite a transposer dans le cadre sym-
plectique certains résultats valables pour les surfaces complexes.

En géométrie complexe, 1’existence de certaines courbes remplissant des conditions
particulieres peuvent donner des informations sur la topologie globale des surfaces qui
les contiennent. On peut notamment citer le critere d’Enriques pour les surfaces réglées
(voir [Bea96, Corollary VI.18]). Celui-ci affirme qu’une surface complexe non singuliere
V est réglée (c’est-a-dire birationnellement équivalente au produit cartésien de la droite
complexe projective CP! avec une courbe non singuliere ; ou encore de dimension de
Kodaira égale a —o0) si et seulement si elle contient une courbe complexe irréductible X
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qui n’est pas un diviseur exceptionnel (c’est-a-dire une courbe rationnelle non singuliere
d’auto-intersection —1) telle que la classe canonique Ky de V' vérifie Ky - X < 0. Sila
courbe X est non singuliere, la formule d’adjonction permet de reformuler cette condition
en X? > 2g — 2, ol g désigne le genre de X. Un théoréme de Hartshorne va encore plus
loin et assure qu’en renforcant la condition sur I’auto-intersection de X, on peut aussi
connaitre la maniere dont X est plongée dans la surface. Avant d’énoncer ce théoreme,
on introduit un peu de terminologie. Etant donné deux surfaces complexes V; et V5, ainsi
qu’une courbe complexe X, on dit que deux plongements X — Vj et X — V5 sont
équivalents s’il existe une application birationnelle f : V; — V5 qui est un isomorphisme
sur un voisinage ouvert de X dans V; et qui induit ’application identité sur X. Une
surface est dite géométriquement réglée si c’est I’espace total d’un fibré holomorphe en
CP! au-dessus d’une courbe complexe non singuliére.

Théoreme 0.0.2 ([Har69, Theorem 4.1]). Soit X une courbe algébrique complexe non
singuliere de genre g dans une surface algébrique complexe non singuliere V. On suppose
que X2 > 4g + 5. Alors V est une surface réglée et le plongement de X dans V est
équivalent a une section d’une surface géométriquement réglée. De plus, |’énoncé est
également vrai si X?> > 4q + 5, a I'exception de la cubique non singuliére de CP? (ou
d’un plongement équivalent).

Du c6té symplectique, les techniques pseudoholomorphes ont permis d’obtenir cer-
tains résultats de cette nature. Le premier d’entre eux a été démontré par Gromov en
1985. Une surface symplectique est dite minimale si elle ne contient pas de diviseur ex-
ceptionnel symplectique (c’est-a-dire une courbe de genre 0 symplectiquement plongée
d’auto-intersection —1).

Théoréme 0.0.3 ([Gro85]). Soit (M,w) une surface symplectique minimale et S — M

une courbe rationnelle c’est-a-dire de genre égal a 0) symplectiquement plongée dans
(M, w) telle que S* = 1, alors M est difféomorphe a CP?.

Ce résultat a ensuite été étendu par McDuff avec 1I’étude des courbes rationnelles
symplectiquement plongées d’auto-intersection positive.

Théoreme 0.0.4 ([McD90]). Soit (M,w) une surface symplectique minimale, et S — M
une courbe rationnelle symplectiquement plongée dans (M, w) telle que S - S > 0, alors
M est difféomorphe a CP? ou ¢ un fibré en sphéres symplectique au-dessus d’une surface.

Puis McDuff a de nouveau élargi son ampleur grace a I’étude des courbes rationnelles
symplectiquement positivement immergées (c’est-a-dire dont tous les points multiples
sont des points doubles transverses positifs).

Théoreme 0.0.5 (Théoreme de McDuff pour les spheres symplectiquement positivement
immergées, [McD92a]). Soit S une courbe rationnelle symplectiquement positivement
immergée dans une surface symplectique (M, w) telle que c1([S]) > 2. Alors (M, w)
contient également une courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection
positive. En particulier (M, w) est une surface symplectiquement réglée.
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Les trois derniers théoremes ont été démontrés grace a une étude approfondie des pro-
priétés des espaces de modules de courbes pseudoholomorphes. Le dernier d’entre eux,
celui de McDuff sur les courbes rationnelles symplectiquement positivement immergées,
permet notamment d’obtenir une caractérisation des surfaces symplectiquement réglées
(et des surfaces symplectiques rationnelles) par la présence de certaines courbes, celle-ci
donnant suffisamment d’informations pour classifier les surfaces symplectiquement ré-
glées (et les surfaces symplectiques rationnelles) a difféomorphisme pres.

D’autres théoremes similaires ont été obtenus grace a 1’utilisation de la théorie de
Seiberg—Witten, comme le théoréme suivant par exemple.

Théoréme 0.0.6 ([Tau95; Tau96a; Tau96b]). Soit (M,w) une surface symplectique et
S une courbe symplectiquement plongée dans (M,w) de genre g. Si [S]> > 2g — 2 et
S n’est pas un diviseur exceptionnel, alors (M,w) contient une courbe rationnelle sym-
plectiquement plongée d’auto-intersection positive. En particulier (M, w) est une surface
symplectiquement réglée.

Si ces derniers résultats sont plus forts, leurs preuves ont le désavantage de ne pas étre
aussi géométriques et on peut espérer trouver des preuves de tels théoremes ne faisant
appel qu’a des techniques symplectiques et pseudoholomorphes.

Le théoréme qui suit est le résultat principal de cette these. Il consiste a adapter le
théoreme de Hartshorne au cadre symplectique. Une surface symplectique est dite re-
lativement minimale par rapport a un sous-ensemble si elle ne contient pas de diviseur
exceptionnel symplectique disjoint de ce sous-ensemble.

Théoréme A. Soit (M,w) une surface symplectique et S une courbe symplectiquement
plongée dans (M, w) de genre g telle que (M, w) est relativement minimale par rapport
aS. Si [S]? > 4g + 5, alors la surface symplectique (M,w) est un fibré en spheres
symplectique au-dessus d’une surface de genre g et S est I'image d’une section de ce
fibré. De plus, I’énoncé est également vrai si on suppose seulement que [S]? > 4g + 5, a
[’unique exception pres des cubiques symplectiques non singulieres dans le plan projectif
complexe.

On donne deux preuves de ce théoreme. La premiere d’entre elles, dont on esquisse
seulement les grandes lignes, utilise le résultat de Taubes (et donc la théorie de Seiberg-
Witten). La seconde démonstration est plus intéressante et géométrique. Elle ne fait pas
appel a la théorie de Seiberg-Witten et repose essentiellement sur des techniques pseu-
doholomorphes. On y démontre notamment des propriétés de non compacité de certains
espaces de modules, assurant I’existence de courbes nodales dont on se servira pour dé-
montrer une version faible du théoréme de Taubes (remplagant I’hypothese [S]? > 2g — 2
par [S]> > 4g) sans utiliser la théorie de Seiberg—Witten. Cette preuve sera également
I’occasion d’étudier les courbes symplectiques singulieres (c’est-a-dire dont les singula-
rités sont modelées sur celles des courbes complexes) dans les surfaces réglées.

On présente ensuite une conséquence directe du Théoreme A concernant la classifica-
tion de certains remplissages symplectiques.
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Remplissages symplectiques

Les variétés de contact sont les analogues de dimension impaire des variétés symplec-
tiques. Une forme de contact sur une variété différentielle X de dimension 2n + 1 est
une 1-forme différentielle a vérifiant o A (da)™ # 0. Une structure de contact sur X est
une distribution d’hyperplans & C T°X qui est localement définie comme le noyau d’une
forme de contact. Tout comme les variétés symplectiques, les variétés de contact sont
naturellement orientées (quand la structure de contact provient d’une forme de contact
définie globalement) et ne posseédent pas d’invariant local.

Les variétés de contact apparaissent naturellement comme bords des variétés sym-
plectiques. En effet, étant donné une variété symplectique a bord (M, w), si on dispose
d’un champ de vecteur de Liouville (c’est-a-dire vérifiant £,w = w) défini au voisinage
du bord d’une variété symplectique et transverse au bord, alors le bord 9M est natu-
rellement muni d’une structure de contact. Selon que le champ de vecteur pointe vers
I’intérieur ou I’extérieur de M, on dit que le bord est concave ou convexe. Lorsqu’une
variété de contact (X, &) est le bord concave d’une variété symplectique (M, w), on dit
que (M, w) est un bouchon symplectique de (X, &). Si en revanche la variété de contact
(X, €) est le bord convexe de (M, w), on parle plutdt de remplissage symplectique fort. Si
une variété de contact peut posséder beaucoup de bouchons symplectiques (par exemple,
le complémentaire d’une boule de n’importe quelle surface symplectique fermée est un
bouchon symplectique de la sphéere S* munie de sa structure de contact standard), ¢’est
loin d’étre le cas pour les remplissages symplectiques. Une question importante en topo-
logie de contact consiste donc a se demander quels peuvent étre les remplissages d’une
variété de contact donnée, a éclatements et déformations symplectiques pres.

Dans ce manuscrit on s’intéresse plus particulierement au cas des variétés de contact
de dimension 3. Obtenir une classification des remplissages symplectiques d’une variété
de contact arbitraire de dimension 3 semble hors d’atteinte puisque certaines d’entre elles
admettent une infinité de remplissages forts deux a deux non homéomorphes ou non dif-
féomorphes [SmiO1b; OS03; Akh+08]. En revanche on dispose également de résultats
de finitude ou d’unicité (a éclatements et déformations symplectiques pres). Les résultats
allant dans ce sens sont trés nombreux. Les premiers d’entre eux concernent S* [Gro85;
Eli91], 8 x &? [Eli91], le fibré cotangent unitaire de S? [Hin00] ou les espaces len-
ticulaires [McD90; Hin03; LisO8] par exemple. Plus généralement, Wendl a démontré
un résultat de classification des remplissages des structures de contact planaires via des
fibrations de Lefschetz [Wen10].

Dans [GM11], Gay et Mark ont montré qu’a un type de courbe C' donnée (c’est-a-dire
a un genre et un nombre d’auto-intersection) d’auto-intersection strictement positive, on
peut associer une variété de contact (X¢, {¢) correspondant au bord d’un voisinage tubu-
laire de C' (voir Chapitre 4 pour plus de détails). Le Théoreme A permet alors d’obtenir
le résultat suivant.

Théoreme B. Soit S une courbe de genre g symplectiquement plongée dans une surface
symplectique. Si on a S* > 4g + 5 ou bien S* > 4g + 5 et g # 1, alors la variété de
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contact (Xg,&s) admet un unique remplissage symplectique fort minimal a déformation
symplectique pres, qui est un fibré en disques au-dessus d’une surface de genre g. Si
en revanche g = 1 et S* = 9, la variété de contact (Xg,&s) admet deux remplissages
symplectiques forts minimaux a déformation symplectique pres.

Le Théoreme B apporte ainsi un point de vue complémentaire au résultat, énoncé
dans [BMV17], selon lequel la variété de contact associée a une courbe symplectiquement
plongée de genre g > 2 et d’auto-intersection s telle que 0 < s < 2g — 4 admet beaucoup
de remplissages minimaux.

Le probléeme d’isotopie symplectique

Dans I’optique de redémontrer completement le théoréme de Taubes sans utiliser la
théorie de Seiberg-Witten, la continuité logique consiste a s’intéresser aux courbes sym-
plectiquement plongées de genre g et d’auto-intersection s dans les surfaces symplec-
tiques qui vérifient 2g — 2 < s < 4g. En particulier, on cherche a savoir si les espaces
de modules associés a ces courbes permettent de trouver des courbes nodales. Le pre-
mier cas dans 1’ordre lexicographique est celui des courbes elliptiques plongées d’auto-
intersection 1 (g = s = 1). On montre cependant (dans le cas ou la surface symplectique
considérée est minimale) un résultat de compacité pour les espaces de modules associés
qui va a I’encontre de 1’objectif recherché. Mais si ce résultat ne nous est d’aucune aide
pour prouver I’existence de courbes nodales, il est en revanche idéal pour résoudre des
problémes d’isotopie symplectique.

Le probleme d’isotopie symplectique consiste a se demander sous quelles conditions
des courbes symplectiques (possiblement singulieres, avec des hypotheses sur le genre, le
nombre d’auto-intersection, le type et le nombre de singularités) dans une surface kihlé-
rienne (c’est-a-dire une surface symplectique munie d’une structure complexe intégrable
compatible avec la forme symplectique) sont symplectiquement isotopes a des courbes
complexes (par isotopie, on désigne ici une famille continue de courbes symplectiques
avec les mémes types de singularité). Ce genre de probleme repose sur des techniques
liées au courbes pseudoholomorphes : on choisit une structure presque complexe .J qui
rend la courbe C' en question pseudoholomorphe et on considere un chemin générique de
structure presque complexe (J;).c(0,1) qui relie J a la structure complexe intégrable. L’ob-
jectif est alors de prouver, pour tout ¢ € [0, 1], I’existence d’une courbe .J;~holomorphe
C'; qui remplit les conditions souhaitées.

Le premier résultat de cette nature a été démontré par Gromov dans [Gro85], il concerne
les courbes de degré 1 et 2 dans CP2. 11 a ensuite ét€ étendu aux courbes planes de degré
3 par Sikorav [Sik03], puis aux courbes planes de degré inférieur ou égal a 6 par Shev-
chishin [She00] et enfin aux courbes planes de degré inférieur ou égal a 17 par Siebert et
Tian [STO5].

Du c6té des courbes singulieres, le probleme a été résolu pour la cubique cuspidale
par Ohta et Ono [O099]. Barraud [Bar99] et Shevchishin [She04] ont résolu le pro-
bleme pour les courbes nodales de CP? (c’est-a-dire dont les seules singularités sont des

21



Introduction

points doubles positifs) de genre inférieur ou égal a 4. Francisco [Fra05] s’est occupée
du cas ou les courbes ne posseédent que des points doubles ou des singularités cuspidales
simples (c’est-a-dire localement données par 1’équation y?> = z%). Enfin, Golla et Starks-
ton [GS19] ont étudié les courbes rationnelles cuspidales de CP? jusqu’au degré 5 et
Golla et I’auteur [GK20] ont étendu ce résultat aux courbes rationnelles cuspidales C P2
de degré 6 et 7. L’article [GS19] présente également des configurations de courbes sym-
plectiques qui ne sont pas équisingulierement isotopes a des configurations de courbes
complexes comme la fausse configuration de Pappus, qui est un arrangement de neuf
droites symplectiques dans CP?, ou bien I’exemple donné par Orevkov d’une courbe
symplectique singuliere irréductible de degré 8 dans CP2.

Pour des résultats hors du cadre du plan projectif complexe, Auroux, Kulikov et Shev-
chishin [AKSO7] ont résolu le probleme pour les sections des surfaces de Hirzebruch
(c’est-a-dire les surfaces géométriquement réglées au dessus d’une courbe rationnelle) et
certaines courbes singulieres dans les surfaces de Hirzebruch appelées courbes de Hur-
witz. Siebert et Tian [STOS] se sont occupés de toutes les courbes symplectiques dans les
surfaces de Hirzebruch pour lesquelles I’application de projection se retreint a une appli-
cation de degré inférieur ou égal a 7. Dans [HI10], Hind et Ivrii ont résolu le probleme
localement pour les sections symplectiques des surfaces géométriquement réglées. Plus
précisément, ils ont montré que toutes les sections dans une méme classe d’homologie
qui sont disjointes d’'une méme section sont symplectiquement deux a deux isotopes. Ce
résultat ne permet en revanche pas de conclure en toute généralité. En effet, les courbes
symplectiques ne vérifient pas la propriété de positivité d’intersection et par conséquent,
rien n’assure I’existence d’une section disjointe a toutes les sections dans une classe d’ho-
mologie donnée.

Dans I’autre direction, Smith [SmiOla] a montré, pour des genres arbitrairement grands,
qu’il existe des familles infinies de courbes symplectiques homologues et deux a deux non
symplectiquement isotopes dans des surfaces symplectiques non simplement connexes. I1
a également montré que tout éclatement d’une surface projective simplement connexe
contient une courbe symplectique (connexe) qui n’est isotope a aucune courbe complexe.

On résout dans cette these le probleme d’isotopie symplectique pour les sections des
surfaces géométriquement réglées au-dessus de courbes elliptiques (c’est-a-dire non sin-
gulieres, de genre 1). Celui-ci repose essentiellement sur la compacité de 1’espace de
modules des courbes pseudoholomorphes elliptiques d’auto-intersection 1 pour une struc-
ture presque complexe générique, sur un théoreme de transversalité automatique pour les
courbes pseudoholomorphes et sur des techniques birationnelles introduites dans [GS19].

Théoreme C. Soit T une courbe elliptique symplectiquement plongée dans une surface
géométriquement réglée au-dessus d’une courbe elliptique. Si T est une section alors elle
est symplectiquement isotope a une section complexe.

Notons que contrairement au Théoréme A, on fait ici des hypotheses globales sur les
surfaces qu’on considere.
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Organisation du manuscrit

Le Chapitre 1 introduit les notions fondamentales dont on fera usage dans ce ma-
nuscrit. Il couvre de brefs rappels de topologie symplectique, la définition des nombres
d’intersection et de la forme d’intersection, 1’étude d’intersections locales de fonctions
holomorphes. On y présente ensuite les principales propriétés des courbes pseudoholo-
morphes, en allant de la positivité d’intersection et de la formule d’adjonction, aux théo-
remes de transversalité automatique et en passant par des résultats de généricité sur divers
espaces de modules. On termine ce chapitre en définissant les opérations d’éclatement et
de contraction ainsi que les pinceaux et les fibrations de Lefschetz topologiques.

Le Chapitre 2 expose des résultats centraux concernant les courbes symplectiques ra-
tionnelles. On y introduit les notions de surfaces symplectiquement réglées et de surfaces
symplectiques rationnelles. On présente également un résumé des preuves du théoreme
de McDuff et Gromov sur les courbes rationnelles symplectiquement plongée d’auto-
intersection positive et du théoreme de McDuff sur les spheres positivement symplecti-
quement immergées avec premiere classe de Chern plus grande que 2. On explique aussi
comment ces théoremes permettent de caractériser les surfaces symplectiquement réglées
et les surfaces symplectiques rationnelles. La compréhension de ces résultats et de leurs
preuves sera utile pour le Chapitre 3. On met I’accent sur les spécificités liées au caractere
rationnel des courbes dans les preuves.

Le Chapitre 3 concerne 1’étude des courbes symplectiques de genre arbitraire. Il s’ouvre
sur une breve explication du résultat et des arguments utilisés par Hartshorne dans [Har69].
Celle-ci est suivie de deux démonstrations du Théoreme A. La premiere démonstration,
qu’on esquisse seulement, fait appel au théoreme de Taubes, qui utilise la théorie de
Seiberg—Witten. Le seconde plus géométrique et de nature plus symplectique, se base
sur les propriétés de certains espaces de modules de courbes pseudoholomorphes. On ter-
mine ce chapitre en montrant I’optimalité de la borne dans le Théoreme A et en discutant
d’éventuelles pistes d’amélioration pour certains résultats intermédiaires.

Dans le Chapitre 4, on donne une présentation rapide de la notion de remplissages
symplectiques. On y démontre le Théoréme B, qui est une application directe du Théo-
reme A.

Enfin le Chapitre 5 se focalise sur les courbes elliptiques symplectiquement plongées
d’auto-intersection 1. Cette fois on démontre, sans utiliser le Théoréme de Taubes, un ré-
sultat de compacité pour les espaces de modules associés (quand la surface symplectique
considérée est minimale). Celui-ci a pour conséquence de résoudre le probleme d’isoto-
pie symplectique pour les sections des surfaces géométriquement réglées au-dessus de
courbes elliptiques, ce qui fait I’objet du Théoreme C.
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Surfaces symplectiques et courbes
pseudoholomorphes

L’objectif de ce Chapitre est d’introduire les prérequis nécessaires pour comprendre
les démonstrations présentées dans les chapitres suivants. On présente notamment de brefs
rappels de topologie symplectique dans la Section 1.1. On introduit ensuite dans la Sec-
tion 1.2 la définition des nombres d’intersection entre deux surfaces dans une variété de
dimension 4, ainsi que la définition de la forme d’intersection d’un telle variété. On y
présente aussi rapidement quelques notions élémentaires concernant les singularités de
courbes algébriques. La Section 1.3 expose quant a elle les propriétés des courbes pseud-
holomorphes dans les surfaces symplectiques. En particulier, on y discute de la positivité
d’intersection, de la formule d’adjonction, ainsi que de la topologie de divers espaces
de modules. Dans la Section 1.4, on explique les opérations d’éclatement et de contrac-
tion symplectiques. Ces opérations sont inspirées de la géométrie algébrique complexe
et permettent notamment de définir la notion de transformation birationnelle entre deux
surfaces symplectiques. Enfin dans la Section 1.5, on introduit les notions de fibration
de Lefschetz symplectique et de pinceau de Lefschetz symplectique, qui permettent de
décrire de maniere efficace la topologie de certaines surfaces symplectiques a 1’aide des
courbes qu’elles contiennent.

1.1 Variétés symplectiques
Soit M une variété différentielle de dimension 2n munie d’une 2—forme différentielle

w. On dit que (M,w) est une variété symplectique si w est fermée (c’est-a-dire dw =
0) et non dégénérée (ou de maniere équivalente w™ # 0), on appelle alors w la forme
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symplectique de (M, w).

Remarque 1.1.1. La condition sur la parité de la dimension provient du fait qu’une forme
bilinéaire antisymétrique sur un espace vectoriel de dimension impair est nécessaire-
ment dégénérée. Notons qu’une variété symplectique est toujours naturellement orientée
puisque w” définit une forme volume sur M. Enfin, la forme symplectique w définit une
classe de cohomologie non nulle [w] € H?(M;R), donc by(M) > 1. Par exemple, pour
n > 2, §?" la sphere de dimension 2n n’admet pas de structure symplectique.

Exemple 1.1.2.

1. Pour I’espace vectoriel R*® muni des coordonnées (1, Y1, - - ., Tn, Yn) , la 2—forme
différentielle wy = > ; x; A y; est une forme symplectique, appelée la forme
symplectique standard sur R?",

2. On considere I’espace vectoriel C*™!, muni des coordonnées (21,-.-y20), 25 =
p;+ig;, pour j € {1,...,n}. Laforme symplectique standard wy, passe au quotient
pour la relation d’équivalence sur C"*1\ {0} donnée par la multiplication par un
scalaire complexe non nul. On obtient alors une forme symplectique wgg sur le
quotient CP", qu’on appelle la forme de Fubini—Study.

3. Une forme volume sur une surface orientée est une forme symplectique.

4. Etant donné deux variétés symplectiques (Mi,w) et (M, w,), la variété M, x
M, munie de la 2—forme différentielle w; ® we = 7w + mywe est une variété
symplectique, ou 7; et mo désignent respectivement la projection sur le premier
facteur et la projection sur le second facteur.

Deux variétés symplectiques (M,w) et (M’ ') sont dites symplectomorphes s’il
existe un difféomorphisme ¢ : M — M’ tel que ®*w’ = w, on dit alors que P est
un symplectomorphisme. Cette notion donne lieu a une relation d’équivalence sur 1’en-
semble des variétés symplectiques. Une autre relation d’équivalence qu’on va considérer
dans ce manuscrit est donnée par les déformations symplectiques. On dit qu’une variété
symplectique (M’ ,w') est une déformation symplectique de (M,w) s’il existe un dif-
féomorphisme ® : M — M’, et (w¢)iejo,1) un chemin de formes symplectiques sur M/
satisfaisant wy = w, et w; = P*wW'.

Une grande différence entre les variétés symplectiques et les variétés riemanniennes
par exemple, est I’absence d’invariant local (comme la courbure). L’étude des variétés
symplectiques se rapproche donc plus de celle des variétés différentielles et releve alors
plutét du domaine de la topologie. Cette propriété est une conséquence des théorémes
suivants.

Théoréme 1.1.3 (Théoreme de stabilité de Moser). Soit (w;)icjo1] une famille de formes
symplectiques sur une variété sans bord M telle que pour toutt € [0, 1], [w;] = [wo|- Alors
il existe une isotopie (¢1)icoq) telle que po = idyy, et pour tout t € [0, 1], Yiw; = wo.

Le théoreme de stabilité de Moser permet en effet de démontrer le théoreme de Dar-
boux, qui affirme que toute variété symplectique est localement symplectomorphe a I’es-
pace euclidien muni de sa forme standard.
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Théoréme 1.1.4 (Théoréme de Darboux). Soit (M,w) une variété symplectique. Pour
tout point p € M, il existe un voisinage ouvert U de p dans M tel que (U,wy) est
symplectomorphe & un ouvert V. C R*" muni de la forme symplectique standard Wat|V-

Remarque 1.1.5. On pourrait définir de maniere équivalente les variétés symplectiques en
demandant que (M, w) soit localement symplectomorphe a (R?", w,;) et que les change-
ments de cartes soient des symplectomorphismes.

On dit qu’une sous-variété S d’une variété symplectique (M, w) est symplectique si
w|s est non dégénérée. Par conséquent, (S, w|g) est également une variété symplectique et,
si M et S sont compactes, possede un volume [¢ w non nul. Ainsi, la classe d’homologie
de S ne peut &tre nulle, ce qui traduit une certaine forme de rigidité des sous-variétés
symplectiques comparées aux sous-variétés différentielles (une sous-variété symplectique
compacte d’une variété compacte ne peut etre incluse dans une boule par exemple). On dit
également qu’une variété S plongée dans M est symplectiquement plongée dans (M, w)
lorsque le tiré en arriere de la forme symplectique w par le plongement définit une forme
symplectique sur S. En revanche, comme la condition de non dégénérescence de wig
est une condition ouverte, une perturbation C*° arbitrairement petite d’une sous-variété
symplectique reste une sous-variété symplectique, ce qui dénote une certaine forme de
flexibilité.

Dans ce manuscrit, on s’intéresse tout particulierement aux variétés symplectiques
de dimension 2 et 4. Dans tout ce qui suit, afin d’étre en phase avec la terminologie
concernant les variétés complexes, on appellera surface symplectique toute variété sym-
plectique de dimension 4. De méme, le terme courbe symplectique désignera toute variété
symplectique de dimension 2. Sauf mention du contraire, toutes les variétés considérées
seront différentielles, compactes, connexes, orientées, sans bord et tous les difféomor-
phismes préserveront les orientations. On conclut cette section en présentant un théoréme
de Weinstein qui nous assure que la structure symplectique est enticrement déterminée au
voisinage d’une sous-variété symplectique (ici énoncé pour les surfaces symplectiques).

Théoréme 1.1.6 (Théoréme du voisinage symplectique, [Wei71]). Soit (M,w), (M',w’)
deux surfaces symplectiques et S C M, S C M’ deux courbes symplectiquement plon-
gées. On suppose qu’il existe un isomorphisme vS — vS' entre les fibrés normaux de
S et S', qui se restreint en un symplectomorphisme f : (S,ws) — (5", wig). Alors f
s’étend en un symplectomorphisme entre des voisinages tubulaires des courbes S et S’.

Par conséquent, la structure symplectique au voisinage d’une courbe symplectique-
ment plongée S est completement déterminée par son aire symplectique [qw et la classe
d’isomorphisme de son fibré normal (orienté).

Guadagni a également démontré une version du théoréme du voisinage symplectique
pour des configurations de sous-variétés symplectiques qui s’intersectent transversale-
ment positivement en des points deux a deux distincts. On 1’énonce ici dans le cadre des
surfaces symplectiques.
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Théoreme 1.1.7 (Théoreme du voisinage symplectique pour les plombages de courbes,
[Gual6]). Soit (M,w), (M',w'") deux surfaces symplectiques et des familles finies de
courbes symplectiques Sy, ...,S; C M, S1,...,S, C M’ qui s’intersectent transversa-
lement positivement en des points deux a deux distincts. On suppose qu’il existe un dif-
féomorphisme entre des voisinages de Ule S; et de Ule S.. Alors il existe un voisinage
de \U!_, S; qui est une déformation symplectique d’un voisinage de | J_, S..

Pour une introduction détaillée a la topologie symplectique avec une présentation cen-
trée autour des basses dimensions, on renvoit a [OS04].

1.2 Nombres d’intersection

1.2.1 Forme d’intersection d’une variété de dimension 4

Une particularité en dimension 4 réside dans le fait que, génériquement, les surfaces
lisses dans une variété de dimension 4 s’intersectent transversalement en un nombre fini
de points (a cause de la compacité). On peut alors compter ces points avec signe, en tenant
compte des différentes orientations en jeu, et obtenir ainsi des invariants topologiques tres
utiles. Dans cette section, on rappelle la définition de la forme d’intersection d’une variété
orientée de dimension 4 et des principaux invariants associés. Le livre [Sco05] donne un
apercu global de I'utilité de ces invariants en topologie de basse dimension.

Définition 1.2.1. Soit M une variété orientée de dimension 4. La forme d’intersection de
M est la forme Z—bilinéaire symétrique définie par

Qu : HI"™(M;Z) x H"™(M;Z) — 7
(A, B) — (PD'(A) — PD~Y(B),[M]),

o HI™(M;Z) désigne le quotient du groupe d’homologie H,(M;Z) par son sous-
groupe de torsion, et

PD : H*(M;Z) — Ho(M;Z)
a —  [M] ~ «

désigne la dualité de Poincaré.

La classe d’isomorphisme de la forme d’intersection constitue un invariant topolo-
gique de M. Par linéarité, les classes de torsion sont dans le noyau de la forme d’inter-
section. On supposera donc implicitement sans perte de généralité qu’on se restreint a la
partie sans torsion de Hy(M;7Z). La forme d’intersection d’une variété (orientée, com-
pacte et sans bord) est unimodulaire (son déterminant est égal a 1), et son rang est égal
au nombre de Betti by (M ).

Pour A, B € Hy(M;Z), ’entier Q (A, B) est appelé le nombre d’intersection entre
A et B, parfois noté A - B (on note aussi A2 = A - A). Si la définition est valable pour les
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variétés topologiques, ce nombre peut étre interprété de maniere géométrique dans le cas
des variétés différentielles. En effet, on peut dans ce cas représenter les classes d’homo-
logies A et B par des surfaces orientées S4 et Sp plongées dans M (voir [Sco05]). Quitte
a les perturber de maniere C*°, on peut supposer que S, et Sp s’intersectent transversale-
ment en des points isolés. Par compacité, il y a un nombre fini de tels points p, qu’on peut
compter en leur attribuant un signe £(p) de la maniére suivante :

(p) = +1 si7,54 @ T,Sp ala méme orientation que 7, M,
W)=Y ~1 sinon.

On a alors I’égalité suivante :

Sp-Sp= Z e(p)-

peESANSE

D’apres la loi d’inertie de Sylvester, on peut diagonaliser la forme d’intersection (),
sur R et écrire Hy(M;R) = Hi (M;R) & Hy (M;R), ou Hy (M;R) et Hy (M;R) sont
des espaces vectoriels réels de dimensions maximales pour lesquels la restriction de ()5, a
H3 (M;R) est définie positive (c’est-a-dire pour toute classe A non nulle, Q/(A, A) > 0)
et la restriction de )y a Hy (M;R) est définie négative (c’est-a-dire pour toute classe
A non nulle, @ (A, A) < 0). On peut alors définir la signature de QQ; par o(M) =
dim Hy (M;R) — dim H; (M;R). On notera également b3 (M) = dim Hy (M;R), et
by (M) = dim H, (M;R). Remarquons qu’on a alors

bo(M) = b (M) + b5 (M) et o(M) = b5 (M) — by (M).

Remarque 1.2.2. Si (M, w) est une surface symplectique, on a [w A w] = [w] — [w], et
puisque w A w est une forme volume sur M, le réel [, w A w = ([w] — [w], [M]) est
strictement positif. Ainsi, on a nécessairement b; (M) > 1.

Un autre invariant obtenu a partir de la forme d’intersection est la parité. On dit que
Qs est paire si pour toute classe A € Hy(M;Z), Qu(A, A) est pair, sinon on dit que
Qs est impaire.

Exemple 1.2.3.

1. Le groupe Hy(CP? 7Z) est engendré par la classe d’homologie / d’une droite com-
plexe. La forme d’intersection Qcp2 est donc représentée par la matrice (1) On
en déduit que la forme d’intersection de CP? est impaire et on a b3 (CP?) = 1 et
by (CP?) = 0.

2. Le groupe Ho(S* x 8% Z) est engendré par les classes d’homologie [S? x {*}] et
[{*} x §?]. La forme d’intersection Qg2 s est donc représentée dans cette base par
la matrice <(1) é) . On en déduit que la forme d’intersection de S? x S? est paire et
onaby(8* x 8% =1leth, (8 x8%) =1.
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1.2.2 Intersection locale de courbes holomorphes

Dans cette partie, on s’intéresse aux propriétés locales des courbes complexes, possi-
blement singulieres, dans les surfaces complexes. Pour cela, il suffit d’étudier les courbes
dans des cartes affines, ¢’est-a-dire les zéros de polyndmes de C[z, y|. On s’intéresse donc
principalement aux courbes définies dans un voisinage de I’origine O de C2. Pour cette
étude locale, il n’est pas important de faire la différence entre le fait que I’équation dé-
finissant la courbe soit définie par un polyndme ou par une fonction analytique. Le livre
[Wal04] fournit une exposition détaillée sur ce sujet.

Une approche pour étudier localement les courbes algébriques dans les surfaces consiste
a s’intéresser a leur paramétrisation.

Définition 1.2.4. Soit C une courbe algébrique dans une surface complexe X. Une ap-
plication ¢ définie au voisinage de 0 dans C et a valeurs dans C' est une paramétrisation
locale de la courbe C' en O s’il existe un voisinage U de 0 et un voisinage V' de O tels que
I’application ¢ : U — V N C est surjective.

On dit de plus que c’est une bonne paramétrisation si ¢ est bijective.

On peut alors compter, avec multiplicité, le nombre de points d’intersection entre deux
courbes définies localement au voisinage de O.

Définition 1.2.5. Soit C'| une courbe algébrique plane définie au voisinage de O par
I’équation analytique g(x,y) = 0 et Cy une courbe algébrique plane définie au voisi-
nage de 0 par une bonne paramétrisation . Alors le nombre d’intersection local entre
C1 et Cy en O est défini comme étant [’ordre de la fonction analytique g o . On le note

(Cl . CQ)O.

On peut montrer que le nombre d’intersection est symétrique et qu’il ne dépend pas
du choix des cartes (voir [Wal04]). Cette définition coincide avec celle donnée dans la
partie précédente pour des intersections transverses, et on peut montrer que pour deux
courbes sans composante commune C' et Cy dans une surface complexe, on a [C]-[Cs] =
> pecine, (C1 - Cz)p. On remarque également que le nombre d’intersection local entre
deux germes de courbes complexes distincts est positif : deux courbes complexes sans
composante commune dans une surface s’intersectent toujours localement positivement.
En particulier, toujours sous I’hypothese que les deux courbes n’ont pas de composante
commune, on a [C4] - [C5] = 0 si et seulement si C; et Cy sont disjointes. De méme pour
p € CiNCyona (C)-Cy), = 1sietseulement si p est un point non singulier pour Cy
et Cs en lequel les deux courbes s’intersectent transversalement.

Exemple 1.2.6. Soit O et Cy deux courbes complexes dans CP? de degrés respectifs
d; et dy. Comme le groupe Hy(CP?;Z) est engendré par la classe d’homologie i d’une
droite complexe et puisqu’on a [C}] - h = d; et [Cy] - h = da, les courbes C et C ont
pour classes d’homologie respectives dy h et dah. On retrouve alors le théoreme de Bézout
pour les courbes algébriques complexes :

Z (Cl . Cg)p = dlh . dzh = dldg.

peC1NCy
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Exemple 1.2.77. On considere la singularité complexe p donnée localement au voisinage
de O par la courbe C' d’équation y?> — 23 = 0 (parfois appelée singularité cuspidale
simple). La courbe C,, paramétrée localement par ¢ — (0,) au voisinage de O vérifie
(C - Cy)o = 2. Elle représente localement I’intersection en p entre C' et une courbe
non singuliere qui n’est pas tangente a C' en p. La courbe C, paramétrée localement
par t — (¢,0) au voisinage de O vérifie (C - C,)o = 3. Elle représente localement
I’intersection en p entre C' et une courbe non singuliére qui est tangente a C' en p.

Soit C' une courbe algébrique complexe dans une surface complexe X et p un point
appartenant a C'. A partir des nombres d’intersection locaux, on peut définir la multiplicité
de p en tant que point de C' comme I’entier naturel non nul

min{(C - C"),, C' germe de courbe complexe en p}.

La multiplicité de p est égale a 1 si et seulement p est un point non singulier de C'.

Exemple 1.2.8. Les singularités cuspidales simples sont des points singuliers de multipli-
cité 2.

1.3 Courbes pseudoholomorphes

Les techniques pseudoholomorphes, introduites par Gromov [Gro85], se sont révélées
étre tres efficaces en topologie symplectique, notamment en ce qui concerne I’étude des
surfaces symplectiques. Elles permettent de faire de nombreux paralleles entre les variétés
symplectiques et les variétés complexes. Dans cette section, on rappelle les définitions et
les résultats qui posent le cadre propice a la compréhension des raisonnements exposés
dans les chapitres suivants. Cette partie est tres inspirée de I’excellente référence [Wen18].
Par soucis de clarté, on reprendra les mémes notations dans ce manuscrit. On renvoie donc
le lecteur a cette référence, ainsi qu’a [Wen14], pour de plus amples détails sur le sujet.

1.3.1 Structures presque complexes

Pour un fibré vectoriel £/ de dimension finie, une structure complexe sur E est une
application J : E — FE linéaire fibre a fibre, satisfaisant J o J = —idg. Pour une va-
riété différentielle M de dimension 2n, on appelle structure presque complexe J sur M
toute structure complexe sur 7'M, c’est-a-dire toute application entre fibrés vectoriels
J :TM — TM, linéaire fibre a fibre, satisfaisant J o J = —idr,,. Remarquons qu’une
variété complexe est toujours naturellement munie d’une structure presque complexe ca-
nonique, donnée par la multiplication par le nombre imaginaire ¢ sur chaque espace tan-
gent. On dit que J est intégrable lorsqu’elle provient d’une structure complexe sur M. De
méme, on dit que J est intégrable au voisinage d’un point p € M si J est intégrable sur
un ouvert U C M contenant p. Notons qu’une structure presque complexe sur une sur-
face est toujours intégrable, on parle dans ce cas de surface de Riemann. Enfin on appelle

31



Chapitre 1 — Surfaces symplectiques et courbes pseudoholomorphes

(M, J) une variété presque complexe et lorsque M est de dimension 4, on dit que (M, J)
est une surface presque complexe.

Remarque 1.3.1.

1. En fixant un point p € M, et en appliquant le déterminant a I’égalité¢ J, o J, =
—idg,n, on remarque que la définition n’a effectivement du sens que lorsque M est
de dimension paire.

2. Une variété presque complexe (M, J) est naturellement orientée par sa structure
presque complexe J. En effet, en tout point p € M, on définit une base de 7),M de
la forme (vy, Juy, ..., vy, Ju,) comme étant une base positive.

Cette notion se marie remarquablement bien avec la notion de variété symplectique.
En effet, on dit qu’une structure presque complexe J sur une variété symplectique M est
dominée par w si, pour tout u € 7'M non nul, w(u, Ju) > 0. Si de plus, le 2—tenseur défini
pour u,v € T'M, par g;(u,v) = w(u, Ju) est symétrique, on dit que J est compatible
avec w. Dans ce dernier cas, ¢g; défini une métrique riemannienne sur M.

Dans la suite, on notera 7 (M) I’ensemble des structures presque complexes lisses
sur M, J.(M,w) I’ensemble des structures presque complexes lisses dominées par w,
et J(M,w) I’ensemble des structures presque complexes lisses compatibles avec w. Ces
ensembles, munis de leur topologie C* naturelle, sont des espaces complets métrisables.

Proposition 1.3.2. Pour une variété symplectique (M, w), les espaces J (M, w) et T.(M,w)
sont non vides et contractiles.

Les structures presque complexes se révelent €tre tres adaptées a 1’étude des courbes
symplectiques dans les variétés symplectiques, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.3.3. Soit (M, w) une variété symplectique et S C M une sous-variété lisse
de dimension 2. Alors S est une sous-variété symplectique si et seulement si il existe une
structure presque complexe J sur M dominée par w qui préserve T'S.

1.3.2 Courbes simples et revétements multiples

Soit (X, j) une surface de Riemann et (M, .J) une variété presque complexe de di-
mension (réelle) 2n. On dit qu’une application u : > — M de classe C* est une courbe
pseudoholomorphe (on emploiera aussi le terme courbe J—holomorphe) si elle vérifie
I’équation de Cauchy—Riemann non linéaire suivante (ici du désigne la différentielle de
)

duoj=Jodu.

Dans le cas ou J est intégrable, cette équation nous indique juste que la différentielle
de u est C-linéaire, ce qui signifie simplement que u est une application holomorphe au
sens usuel.

Lorsqu’on étudie les courbes pseudoholomorphes, on est souvent amené a s’intéresser
aux applications holomorphes entre des surfaces de Riemann, ne serait-ce que pour des
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questions de reparamétrisation. Le degré d’une telle application nous donne beaucoup
d’informations sur I’application elle-méme.

Proposition 1.3.4. Soit (X, ), (¥, j') deux surfaces de Riemann et ¢ : (2, j) — (X', j')
une application holomorphe. Alors le degré deg v € Z de I’application ¢ est positif, et
une des situations suivantes est vérifiée :

1. degy = 0, auquel cas p est une application constante ;
2. degp = 1, auquel cas p est un biholomorphisme ;

3. degp > 2, auquel cas ¢ est un revétement ramifié.

On introduit désormais le vocabulaire qu’on utilisera fréquemment en ce qui concerne
les courbes pseudoholomorphes. Si ¢ : (X, j) — (X', j/) est une application holomorphe,
etu : (X,j") — (M, J) est une courbe J—holomorphe, leur composition u = u' o ¢ :
(3,7) — (M, J) définit également une courbe J—holomorphe. Dans le cas ou deg ¢ = 1,
on dit que u est une reparamétrisation de u'. Si k = degp > 2, on dit que u est un
revétement ramifié de degré k de v’ (on dira parfois que u est une courbe multiplement
revétue). On dit qu’une courbe .J-holomorphe non constante est simple lorsqu’elle n’est
le revétement ramifié d’aucune autre courbe .J-holomorphe.

On dit qu’une application u : > — M est injective quelque part s’il existe un point
z € X, qu'on appelle point injectif de u, tel que 'application d.u : T.X — T, M
est injective et u~!(u(z)) = {z}. On appelle point non immergé tout point z en lequel
I’application d,u n’est pas injective. Dans le cas ol u est une courbe J—holomorphe, z est
un point non immergé si et seulement si d.u = 0. Les courbes multiplement revétues ne
possedent évidemment aucun point injectif. Le résultat suivant montre que la réciproque
est également vraie.

Proposition 1.3.5. Soit u : (X, j) — (M, J) une courbe J-holomorphe. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. w est injective quelque part,

2. u est simple,

3. u possede au plus un nombre fini de points d’auto-intersection et de points non
immergés.

De plus, si la courbe u n’est ni simple, ni constante, elle nécessaire un revétement multiple
de degré k > 2 d’une courbe simple.

On regroupe désormais quelques propriétés classiques des courbes pseudoholomorphes,
qu’on utilisera fréquemment par la suite.

On définit la classe d’homologie d’une courbe J-holomorphe u : ¥ — M par [u] :=
u.[X] € Ho(M;Z). Sila courbe u est un revétement multiple de degré k£ € N* d’une autre
courbe J-holomorphe u/, remarquons que [u] = k[u/]. Enfin, dés que J est dominée par
une structure symplectique w, les courbes J—holomorphes constantes sont completement
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caractérisées par leurs classes d’homologie. En effet, toute courbe J—holomorphe doit
alors satisfaire I’'inégalité suivante
/ uw'w >0,

avec égalité si et seulement si u est constante. Ainsi, une telle courbe J—holomorphe est
constante si et seulement si elle est homologue a 0 € Hy(M; Z).

On appelle genre géométrique d’une courbe J-holomorphe simple v : X — M le
genre de la surface Y. Lorsque le genre géométrique d’une courbe pseudoholomorphe
est nul, on dit que la courbe est rationnelle et on dit qu’elle est irrationnelle sinon. Pour
terminer, on présente quelques propositions classiques concernant le genre des surfaces
de Riemann et le genre géométrique des courbes holomorphes.

Proposition 1.3.6 (Formule de Riemann—-Hurwitz). Soit ¢ : (3,7) — (X', j') une appli-
cation holomorphe de degré k > 1 entre deux surfaces de Riemann. Notons Z(dyp) € Z
la somme des ordres des points critiques de o (définis comme [’ordre des zéros de dy).
On a alors

—X(2) + kx(¥') = Z(dg) > 0.

En particulier, pour une courbe J-holomorphe u : (¥,5) — (M, J) non constante
de genre géométrique g telle qu’il existe une courbe v’ : (X', ;') — (M, J) de genre
géométrique ¢’ et une application holomorphe ¢ : (X,7) — (¥',;) de degré & > 1
vérifiant u = u’ o p, alorson a 2g — 2 + k(2 — 2¢') = Z(dy). Ainsi, ona ¢’ = 0 ou
2(9—4¢') = (k—1)(2¢' —2) + Z(dp) > 0, ce qui montre que g > ¢'. En fait, ce dernier
fait est un peu plus général, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.3.7. Soit X, X}, deux surfaces de genres respectifs g et h, et ¢ : Yy — X,
une application continue de degré non nul. Alors g > h.

Démonstration. Supposons h > g. L’application ¢* : H'(3,;Z) — H'(X,;Z) est mor-
phisme d’un groupe abélien libre de rang h vers un groupe abélien libre de rang stricte-
ment plus petit g, donc son noyau est non nul. Prenons désormais o € (kerp*)\{0}. Par
la dualité de Poincaré, on a [3;] —~ « # 0. On obtient alors

0= @.([Xg] ~ ¢™(@)) = ¢"([Bg]) ~ a = degp x [E4] ~ a,

ce qui implique deg ¢ = 0. U

1.3.3 Positivité d’intersection, formule d’adjonction

Un des grands avantages des courbes pseudoholomorphes sur les courbes symplec-
tiques réside dans leur propriété de positivité d’intersection. Cette derniere assure, a 1’ins-
tar des courbes holomorphes, que deux courbes J-holomorphes (connexes) d’images dis-
tinctes s’intersectent localement positivement.
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Théoréme 1.3.8 (Positivité d’intersection). Soit (M, J) une surface presque complexe et
w:X— M, v:X — M deux courbes J—holomorphes (connexes) d’images distinctes.
Alors les courbes u et v s’intersectent en un nombre fini de points, et on a

[u] - [v] > Card {(z,2) € X x X' | u(z) = v(2)},

avec égalité si et seulement si toutes les intersections sont transverses. En particulier, on
a [u] - [v] = 0 si et seulement si les images de u et v sont disjointes, et [u] - [v] = 1 si et
seulement si u et v s’intersectent exactement une fois, de maniere transverse, en un point
qui est un point injectif pour les deux courbes.

Remarque 1.3.9. En fait, le théoréme est vrai plus généralement pour deux courbes .J—
holomorphes sans composante commune (voir la Section 1.3.8 pour la définition de com-
posante d’une courbe).

Exemple 1.3.10. La positivité d’intersection se montre aisément dans le cas ou un point
p € M est une intersection transverse entre deux courbes J—holomorphes « et v. En effet,
étant donné un vecteur non nul X dans I’espace tangent 7,,u de la courbe u en p, le couple
(X, JX) définit une base positive 7,u. De méme, pour un vecteur non nul Y dans I’espace
tangent 7),v de la courbe v en p, le couple (Y, JY') définit une base positive 7,v. Le fait
que le quadruplet (X, JX,Y, JY) forme une base positive de 7,/ permet de conclure.

En fait, un résultat plus fort di a McDuff, nous assure qu’en réalité, du point de vue
topologique, les singularités des courbes pseudoholomorphes dans les surfaces presque
complexes sont localement modelées sur les singularités des courbes complexes dans les
surfaces complexes. On peut alors évaluer les contributions locales de chaque point d’in-
tersection entre deux courbes dans le calcul du nombre d’intersection de la méme maniere
que pour les singularités complexes. Mentionnons tout de méme que Micallef et White
ont démontré un résultat similaire dans [MW95], dans le cas ot la structure presque com-
plexe est dominée par une forme symplectique (en effet, dans ce cas, les courbes pseu-
doholomorphes sont des courbes d’aire minimale dans leur classe d’homotopie, ce qui
correspond bien aux hypotheses du théoreme de Micallef et White).

Théoréme 1.3.11 ([McD92b]). Soit (M, J) une variété presque complexe et C' I’image
d’une courbe J-holomorphe. Alors C possede un nombre fini de points singuliers (c’est-
a-dire de points qui ne sont pas injectifs pour une paramétrisation simple de C'). De plus,
il existe une structure presque complexe Jy arbitrairement proche de J pour la topologie
C et une courbe Jy—holomorphe qui est C'—proche de C, d’image C,, telle que J, est
intégrable au voisinage de chacun des points singuliers de C et telle que la paire (V, Cy)
est homéomorphe a (V, C).

En particulier, lorsque qu’une courbe pseudoholomorphe u : (X, j) — (M, J) simple
est immergée, elle possede un nombre fini de points d’auto-intersection, qu’on peut comp-
ter avec signe et multiplicité. Par positivité d’intersection, tous ces points d’auto-intersection
sont comptés positivement. On peut alors définir I’entier naturel

sw=3 ¥ i),
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ol la somme se fait sur les paires (z, z’) de points distincts de ¥ pour lesquelles u(z) =
u(z'), eti(z,2') € N* est le nombre algébrique d’intersection local entre des images par
u de voisinages suffisamment petit de z et z’. Puisque pour toutes telles paires (z, z'), on
ai(z,2') > 0, on obtient que d(u) > 0, avec égalité si et seulement si u est plongée.

Lorsque u est simple, mais n’est pas immergée, on définit 0(u) comme étant égal a
d(u'), ol u' désigne une perturbation immergée C>°—proche de u. Le choix de v’ peut étre
effectué de maniere a ce que le nombre 6(u') ne dépende pas du choix de v’ effectué (plus
précisément en effectuant la perturbation localement de maniere complexe au voisinage
de chacun des points singuliers de u grace au Théoreme 1.3.11). De plus si u possede un
point de non immersion, I’entier §(u) est strictement positif.

Pour les courbes pseudolohomorphes simples, on dispose d’une formule reliant la
classe d’homologie d’une courbe et son genre. Avant de 1’énoncer, rappelons brievement
quelques propriétés concernant la premiere classe de Chern (une présentation plus dé-
taillée peut étre trouvée dans [MS74], [BT95] ou [Hus94]). Etant donné un fibré vectoriel
complexe E sur une variété X, on note ¢;(E) € H*(X;Z) sa premiere classe de Chern.
Dans le cas d’une variété presque complexe (M, .J), on peut alors considérer la premiere
classe de Chern de son fibré tangent ¢, (7'M, J), qu’on appelle la premiére classe de Chern
de (M, J) (notons que pour une variété symplectique (M,w) et J € J.(M,w), la pre-
miere classe de Chern ¢, (7'M, J) ne dépend pas de la structure presque complexe J choi-
sie). Dans ce manuscrit, on utilise I’abus de notation suivant : pour A € Hy(M;Z), on
note ¢;(A) := (¢1(T'M, J), A). On rappelle que dans le cas ot £ est un fibré en droite
complexe au-dessus d’une surface X, I’entier (¢, (F), [X]) correspond au nombre de zé-
ros d’une section générique de F (c’est-a-dire transverse a la section nulle), comptés avec
signe. Rappelons également que les fibrés en droites complexes sur une variété X sont
completement classifiés par leurs premieres classes de Chern et que pour deux fibrés vec-
toriels complexes F; et F5 sur une méme variété X, ona c;(F1 @ Ey) = ¢1(E1) +c1(E»).

Théoreéme 1.3.12 (Formule d’adjonction). Soit (M, J) une surface presque complexe et
u : 2 — M une courbe J-holomorphe injective quelque part. Alors

ci([u]) = x(3) + [u] - [u] = 20(u),
ou 0(u) > 0, avec égalité si et seulement si u est plongée.

Démonstration. Commencons par donner une preuve dans le cas ol u est plongée, d’image
S C M. On aalors TMig = TS @ vS, ou vS désigne le fibré normal de S, donc
c1([u]) = (a(TS),[S]) + (c1(vS),[S]). Comme T'S et vS sont des fibrés en droites
complexes, les entiers (¢ (7'S), [S]) et (c1(vS), [S]) correspondent respectivement aux
nombres de zéros de sections génériques des fibrés en droites correspondants, comptés
avec signe. Le théoreme de Poincaré-Hopf nous assure alors que (c;(7'S), [S]) = x(95),
et grice au Théoréme du voisinage tubulaire, on obtient {c;(v), [S]) = [S]?, ce qui nous
donne bien ¢ ([u]) = x(2) + [u] - [u].

Lorsque u est immergée, on peut quand méme définir un fibré normal NV, sur X (en
utilisant le fait que les restrictions de u a des ouverts suffisamment petits sont des plonge-
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ments). On peut également supposer sans perte de généralité que tous les points d’auto-
intersection de u sont des points doubles qui sont transverses et positifs. On applique alors
le méme raisonnement en remarquant que v*I'M =T & N,,. Cette fois-ci, calculons le
nombre d’auto-intersection de u en prenant une petite perturbation générique u’'. Chaque
point double positif apporte une contribution de 2 et les autres intersections entre u et v’
correspondent au nombre de zéros d’une section générique de N, (voir Figure 1.1), ainsi
onacy(N,) = [u] - [u] —2d(u), ce qui conclut la preuve.

FIGURE 1.1 — Calcul du nombre d’auto-intersection de u a 1’aide d’une perturbation
générique v’

]

Remarque 1.3.13. Dans le cas ol u est une courbe plongée de genre g, la formule d’ad-
jonction nous indique que toutes les courbes simples de genre g homologues a u sont
également plongées.

On appelle genre arithmétique d’une courbe pseudoholomorphe u simple 1’entier na-
1

turel p,(u) = g + 6(u). D’apres la formule d’adjonction, on a p,(u) = 5([u] - [u] —
¢1([u])) + 1, ce qui correspond au genre des courbes pseudohomorphes plongées homo-
logues a u (ainsi pour les courbes plongées, les notions de genre géométrique et genre
arithmétique coincident). Le genre arithmétique de u peut également €tre vu comme le
genre de la surface obtenue en prenant d’abord une perturbation immergée de u, pour la-
quelle tous les points d’auto-intersection sont des points doubles transverses positifs, puis
en lissant tous ces points doubles.

Le lissage d’un point double désigne 1’opération suivante. Dans un premier temps,
on trouve des coordonnées complexes (z1, zo) au voisinage d’un point double positif,
dans lesquelles I’intersection est localement décrite par I’équation 2z, = 0 (deux droites
complexes qui se croisent), et on remplace les portions de courbes dans ce voisinage par
une perturbation arbitrairement petite donnée localement par 1’équation 2122 = €. On
utilise ensuite des fonctions plateaux pour raccorder les extrémités du germe de courbe
ainsi obtenu au reste de la courbe.

Lorsqu’on ne précise pas de quel genre on parle, on considere dans ce manuscrit

qu’on parle par défaut du genre géométrique.
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Exemple 1.3.14. Les cubiques singulieres de CP? (comme la cubique nodale donnée par
I’équation y*>2 = x?(x + z) ou la cubique cuspidale donnée par I’équation 3?2z = %)
sont paramétrées par CP!, ce sont donc des courbes de genre géométrique 0 (autrement
dit ce sont des courbes rationnelles). Quand on réalise des perturbations arbitrairement
petites des équations qui les définissent (en rajoutant un terme de la forme £z° pour & >
0 arbitrairement proche de 0 par exemple), on obtient des cubiques lisses. D’apres la
formule du genre pour les courbes algébriques planes, le genre d’une cubique lisse est égal
s 1

a3(3—1)(2—1) = 1. Ainsi, les cubiques singulieres de CP? sont de genre arithmétique

1.

Il sera parfois pratique d’utiliser la terminologie suivante, introduite par Golla et
Starskton dans [GS19, Section 2.2]. Celle-ci permet de décrire une classe plus générale
de courbes symplectiques, dans laquelle les courbes sont autorisées a posséder des points
singuliers localement modelés sur des singularités complexes.

Définition 1.3.15. Une courbe symplectique singulieére dans une surface symplectique
(M, w) est un sous-ensemble S C X satisfaisant les deux propriétés suivantes :

1. il existe un nombre fini de points py, . .., py de S tels que S\{p1, ..., pm} est une
sous-variété symplectique (possiblement non compacte) de dimension 2,

2. pour touti € {1,...,n}, il existe un voisinage ouvert U C M de p;, C C C? un
germe de singularité holomorphe défini dans un voisinage V de ’origine O, et un
symplectomorphisme (U, SN U, p;) — (V,CNV,0).

Les points p1, . .., pm sont appelés les singularités (ou les points singuliers) de S. On dit
de plus qu’une courbe symplectique singuliere S est réductible si elle peut s’écrire comme
I"union de deux courbes symplectiques singulieres (non vides) distinctes. On dit que S est
irréductible sinon.

Cette définition est motivée par les courbes pseudoholomorphes, comme le montre la
caractérisation suivante qui prolonge le Théoreme 1.3.11.

Théoréme 1.3.16 ([GS19, Lemma 3.4],[McD92b],IMWO95]). Soit (M,w) une surface
symplectique. Si S est une courbe symplectique singuliére dans (M,w), alors il existe
un ensemble contractile de structures presque complexes J compatibles avec w sur M tel
que S est I’'image d’une courbe J—holomorphe.

Réciproquement, si J est une structure presque complexe sur M compatible avec w et
u est une courbe J—holomorphe, alors 'image de u est une courbe symplectique singu-
liere.

Les définitions de genre géométrique et de genre arithmétique peuvent s’étendre aux
courbes symplectiques singulieres irréductibles, et la formule d’adjonction énoncée pré-
cédemment est également valable dans ce cas.
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1.3.4 Espaces de modules, transversalité

Soit (M, J) une variété complexe de dimension 2n, g et m deux entiers naturels et A €
Hy(M; Z) une classe d’homologie. L’espace de modules des courbes J—holomorphes non
paramétrées dans (M, J), homologues a A, de genre géométrique g et avec m points
marqués est défini comme I’ensemble quotient

Mg,m(A; ‘]) = {(27]7 u, (Ch <. 7Cm>)}/ ~

ol
1. (X, j) est une surface de Riemann de genre ¢,
2. u:(X%,7) — (M,J) est une courbe J-holomorphe vérifiant [u] = A,
3. (C1, ..., Gn) estun m—uplet de points deux a deux distincts de X,
4. (3, 7,u, (Cry ooy Gn)) ~ (X504, ((T, ..., ) il existe un biholomorphisme

w:(3,7) = (X)) tel que u = v’ o p et qui Vvérifie pour tout i € {1,...,m},
e(G) = G-

On notera parfois simplement M, (A; J) = M, o(A; J). Notons qu’on dispose tou-
jours d’une application d’oubli M, ,,,(A; J) — M, (A; J) qui a une classe d’équivalence
(2, 7,u, (C1y - - -, Gn))] associe la classe d”équivalence [(X, 7, u)].

L’espace de modules admet une topologie métrisable, avec la notion de convergence
suivante. Une suite de classes d’équivalences [(Xg, ji, ug, (CF, ..., C*))] converge vers
(2,7, u, (Cry- -, Cm))] € Mym(A; J) siet seulement si on peut choisir des représentants
de la forme

(Ekajl/w u;w (Cfv ey Crl;)) ~ (Ek,jky Uk, (Cfa cee 7(7’;))

tels que les suites (u},) et (j;.) convergent respectivement vers u et j pour la topologie C°.
Lorsque le contexte ne laissera place a aucune ambigiiité, on notera tout simplement v a
la place de [(%, j, u, (C1,- -+, Cn))]-

On note Mj ,.(A; J) le sous-ensemble de M, ,,,(A; J) constitué des courbes injec-
tives quelque part. C’est un sous-ensemble ouvert. D’apres la formule d’adjonction, on
remarque que pour toutes courbes u,u’ € M; . (A;J), onad(u) = §(u'). En particulier,
si u est une courbe plongée, toutes les autres courbes de I’espace de modules M, (A; J)
sont également plongées.

On appelle indice d’une courbe v : > — M de genre g I’entier

ind(u) = (n — 3)x(2) + 2¢1([u]),

et dimension virtuelle de I’espace de modules des courbes injectives quelque part corres-
pondant I’entier
virdim M;  (A4; J) = ind(u) + 2m.

Dans la suite, on utilisera ces formules seulement pour n = 2, ce qui nous donne
ind(u) = —x(%) + 2¢1([u]),
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ou encore, dans le cas des courbes injectives quelque part, d’apres la formule d’adjonction
ind(u) = x(X) + 2[u)* — 46(u). (1.1)

La proposition suivante est une simple reformulation en termes d’indices de courbes
pseudoholomorphes de la formule de Riemann—Hurwitz vue précédemment dans la Sec-
tion 1.3.2.

Proposition 1.3.17. Soit (M, J) une surface presque complexe, u une courbe J—holomorphe
non constante dans (M, J) et i = u o @ un revétement multiple de u de degré k > 1.
Notons Z(dy) € 7 la somme des ordres des points critiques de @. On a alors

ind(@) = kind(u) + Z(dyp).

En particulier, on a ind(4) > kind(u), avec égalité si et seulement si le revétement ne
possede aucun point de ramification.

Enfin, pour toute courbe J-holomorphe (%, j, u, ((i, - - ., (n)), on appelle groupe d’au-
tomorphisme de u, noté Aut(u), I’ensemble des biholomorphismes ¢ : (¥,j) — (%, )
tels que uw o ¢ = w et pour tout 7 € {1,...,m}, u(¢;) = ¢;. On remarque que lorsque
u n’est pas constante, Aut(u) est fini, et lorsque wu est injective quelque part, Aut(u) est
trivial.

On présente désormais quelques résultats de régularité sur les espaces de modules.
En effet, pour une structure presque complexe J générique, les espaces de modules de
courbes injectives quelque part peuvent €tre munis de structures de variétés lisses (pas né-
cessairement compactes) de dimension finie, égale a leur dimension virtuelle. Pour com-
prendre certaines idées importantes derriere ce genre de résultats, on esquisse tres rapi-
dement le cadre dans lequel ils se situent. Le sujet des courbes pseudoholomorphes étant
tres vaste, il ne peut étre abordé dans le détail de maniere exhaustive sans trop s’éloigner
du but de ce manuscrit. Les détails techniques qui ne seront pas précisés ici sont couverts
dans [Wenl8] et [Wen14], ou encore dans [MS04]. Pour une variété presque complexe
(M, J), on appelle opérateur de Cauchy—Riemann non linéaire 1’ opérateur

5] : B — E
(jyu) — du+ Joduoj,

ou BB désigne un espace de Banach de dimension infinie constitué des paires convenables
(j,u), avec u : ¥ — M une application d’une certaine régularité et j une structure com-
plexe sur X ; et £ désigne un fibré vectoriel de Banach de dimension infini de base B (dont
chaque fibre au-dessus de (7, u) est un espace de Banach de sections du fibré au-dessus de
¥ constitué des morphismes anti-linéaires complexes (7%, j) — (u*T'M, J)). La condi-
tion de J-holomorphicité pour une application lisse u : (X,5) — (M, J) peut alors
étre reformulée par I’équation 0 ;u = 0. Les espaces de modules de courbes paramétrées
(c’est-a-dire avant le quotient par la relation d’équivalence décrite au début de cette sec-
tion) peuvent étre vus comme des sous-ensembles de 5;1{0}. On remarque que J; peut
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étre vu comme une section du fibré £. On peut également voir les espaces de modules de
courbes paramétrées comme des sous-ensembles de I’intersection entre la section J; et la
section nulle du fibré.

En chaque point (j, u), on peut définir le linéarisé de 1’opérateur de Cauchy—Riemann
D(j,u)g g @ TuwB = &), qui est un opérateur borné entre deux espaces de Banach.
L’ opérateur D(m)g J est un opérateur de Fredholm, c’est-a-dire que la dimension de son
noyau et la codimension de son image sont des espaces vectoriels de dimension finie.
Lindice de Fredholm de D(j,u)g s est alors défini par I’entier

ind D(jﬂ)g(] = dim ker D(j7u)gj — codim Im D(j7u)gj,

et correspond 2 la quantité ind(u) introduite précédemment. Lorsque le linéarisé en une
courbe J—holomorphe u : (X, j) — (M, J) de I’opérateur de Cauchy-Riemann D; )0,
est surjectif, il est possible d’appliquer le théoreme des fonctions implicites pour les varié-
tés de Banach de dimension infinie pour munir I’espace de modules correspondant d’une
structure lisse au voisinage de u. On dit dans ce cas que la courbe pseudoholomorphe u
est Fredholm réguliere (on dira parfois aussi que la courbe u est transverse car elle peut
étre vue comme un point d’intersection transverse entre 9;(B) C & et la section nulle de
£). La propriété de régularité Fredholm permet non seulement de s’assurer que 1’espace
de modules est lisse au voisinage de u, mais permet également d’affirmer que v survit a
toute perturbation arbitrairement petite J' de J (c’est-a-dire qu’on peut trouver une courbe
J'-holomorphe C*—proche de u).

On note M{% (A;J) I’ensemble des courbes de My, (A; J) Fredholm régulieres
dont le groupe d’automorphisme est trivial. L’espace de modules M (A; J) est néces-
sairement un sous-ensemble ouvert de 1’espace de modules M, ,,,(A; J).

Théoreme 1.3.18. L’ensemble M (A; J) admet naturellement une structure de variété
lisse orientée (non nécessairement compacte) avec

dim M% (A; J) = virdim M5 (A; J).

Remarque 1.3.19. Si on leve la condition sur le groupe d’automorphisme, on obtient que
I’espace de modules correspondant est muni d’une structure d’orbifold.

On peut s’assurer que les courbes J—holomorphes injectives quelque part sont Fred-
holm régulieres en réalisant une perturbation arbitrairement petite de la structure presque
complexe J, de telle sorte que pour toute courbe J-holomorphe u : (3,7) — (M, J),
le linéarisé en (j, u) de I’opérateur de Cauchy—Riemann D )0 est surjectif. Autrement
dit, pour J générique, toute courbe injective quelque part est transverse (Fredholm régu-
licre).

Pour des entiers naturels g,n fixés, on note J'°¢(M,w) I’ensemble des structures
presque complexes sur M dominées par w telles que pour toute classe d’homologie A €
Hy(M;Z), toute courbe u € M, ,,(A; J) avec un point injectif est Fredholm réguliere.
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Théoréme 1.3.20. Soit (M,w) une variété symplectique et g, m deux entiers naturels.
L’ensemble J'8(M,w) est un sous-ensemble comaigre de [J.(M,w). En particulier tout
J € J.(M,w) admet une perturbation C* arbitrairement petite J' dominée par w telle
que toutes les courbes J'—holomorphes injectives quelque part sont Fredholm réguliéres.

Remarque 1.3.21. On rappelle que pour un espace topologique X, un sous-ensemble Y’
de X est dit comaigre s’il contient une intersection dénombrable d’ouvert dense ; qu’une
intersection dénombrable de sous-ensembles comaigres est un sous-ensemble comaigre ;
que si X est un espace métrique complet, le théoreme de Baire nous indique tout sous-
ensemble comaigre de X est dense dans X. Lorsqu’on emploie le terme « générique »
pour un objet mathématique par la suite, cela sous-entendra qu’un résultat est vrai pour
un ensemble comaigre de tels objets.

Remarque 1.3.22. En fait, dans 1’énoncé du Théoreme 1.3.20, on peut se contenter de
réaliser la perturbation de la structure presque complexe J en .J’ dans un ouvert relative-
ment compact Y C M (et de laisser ainsi .J inchangée dans M \U{). La conclusion reste
alors vraie pour toutes les courbes J'-holomorphes qui possédent un point injectif dans
U (voir [Wen18, Theorem 2.12]).

Puisque toute courbe injective posseéde un groupe d’automorphisme trivial, on obtient
le résultat suivant.

Corollaire 1.3.23. Soit (M, w) une variété symplectique. Pour une structure presque com-
plexe générique J dominée par w, I’espace de modules M, (A; J) est une variété lisse
orientée (non nécessairement compacte) de dimension égale a la dimension virtuelle de

My (A; ).

D’apres la Remarque 1.3.21, en prenant une intersection dénombrable sur tous les
choix de g, m et A possibles, on peut s’assurer que pour J générique, tous les espaces
de modules de la forme M, (A;J) sont lisses (autrement dit que toutes les courbes
injectives quelque part sont transverses).

Exemple 1.3.24. Dans la variété 72 x S? munie d’une structure complexe scindée, les
courbes complexes de la forme 72 x {*} sont plongées, de genre 1 et d’auto-intersection
0. Leur indice est donc égal a 2 x 1 — 2 4+ 2 x 0 = 0. Mais I’ensemble de ces courbes
forme une variété de dimension réelle 2. La structure presque complexe de départ n’est
donc pas générique, et lorsqu’on la perturbe en une structure presque complexe générique
sur 72 x &2, seul un nombre fini de telles courbes pseudoholomorphes survivent a la
perturbation.

Espaces de modules a parametre

On dispose de résultats similaires pour des familles de structures presque complexes
dépendant de maniere lisse d’un parametre réel, ce qui se révele €tre d’une grande utilité
lorsqu’on considére des problemes d’isotopie symplectique par exemple. Soit (ws)seo,1]
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un chemin lisse de formes symplectiques sur M et 7. (M, (ws)sepo,1]) I’espace des che-
mins lisses de structures presque complexes (.J;)scp,1] tels que pour tout s € [0,1],
Js € J-(M,w,). L'espace J(M, (ws)scpo]) est non vide, contractile et muni d’une
structure lisse naturelle. Pour deux structures presque complexes J € J.(M,wy) et
J' € J.(M,w,), ’ensemble

j (M (ws)sE[O 1]7<] J) - {( )36[0 1] € jT( (WS)SE[O,l]) | JO Jet Jp = J,}

possede les mémes propriétés.
Etant donné une famille (J;).co1) € J-(M, (ws)sepo,1]) de structures presque com-
plexes, on peut définir un espace de modules a parametre

Mom(4; (Js)seon) = {(s,u) | s € [0, 1] et u € My (A; o)}

Cet espace est muni d’une topologie naturelle pour laquelle une suite ((sg, 1)) converge
vers une courbe (s, u) si et seulement si (s) converge vers s et (uy) converge vers u.

On note M (A; (Js)selo,1)) le sous-ensemble de M ., (A; (Js)sepo,1)) constitué des
paires (s, u) pour lesquelles u est injective quelque part, et /\/lreg & (A; (Js)seo,) le sous-
ensemble de M, ,,(A; (Js)secp,1)) constitué des paires (s,u) pour lesquelles u est Fred-
holm réguliere et posseéde un groupe d’automorphisme trivial. Notons que ces deux sous-
ensembles sont ouverts.

On présente désormais des résultats de régularité pour ces espaces de modules (tout
d’abord pour I’ensemble des courbes Fredholm régulieres avec groupe d’automorphisme
trivial, puis pour I’ensemble des courbes injectives quelque part pour un chemin de struc-
tures presque complexes générique).

Théoréme 1.3.25. Soit (J;)sc0,1] € T (M, (ws)sejo,1))- L'espace M8 (A; (Js)seo) est
naturellement muni d’une structure de variété lisse (non nécessairement compacte) orien-
tée a bord avec

OMg7 (A; (Jo)seoa)) = —({0} x MR (A; Jo)) U ({1} x MET (A5 b))
De plus, la projection

ME (A5 (Js)sepo) — [0,1]
(5’ u) — S

est une submersion.

Théoréeme 1.3.26. Soit J € J'¢(M,wg) et J' € TJ8(M,w,). Alors 'espace J €
T+ (M, (ws)sepoa); J, J') contient un ensemble comaigre J}¢ (M, (ws)scpo]; J, J') tel que
pour tout chemzn de structures presque complexes (J)scjo1)] € TF#(M, (ws)seppa1; /5 J'),
Uespace de modules M, (A; (Js)sepo,)) est naturellement muni d’une structure de va-
riété lisse (non nécessairement compacte) orientée a bord avec

OM (A5 (Jo)sepoa)) = —({0} X Mg (A5 o)) U ({1} x MG, (A5 Jh).
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De plus, toutes les valeurs critiques de la projection

M;m(A;<Js)sE[D,1]) — [O, ]-]
(s,u) —s s

D =

appartiennent a |0, 1].

0 1

FIGURE 1.2 — Représentation schématique d’un espace de modules de la forme
M (A5 (s)sefo))> ot (Js)sefo,1) est un chemin générique de structures presque com-
plexes dominées par un chemin de formes symplectiques (w;)sco,1]-

Il est important de remarquer que pour un chemin générique de structures presque
complexes (Js)scjo,1] € JF8(M, (ws)sefo,1]), les structures presque complexes J; ne sont,
quant a elles, pas nécessairement toutes génériques. Ainsi, méme en choisissant un che-
min de structures presque complexes (J;)sco,1] générique, certaines courbes de I’espace
de modules M | (A; (Js)sefo,1)) peuvent ne pas étre Fredholm régulieres. C’est la raison
de I’existence possible de valeurs critiques dans le Théoreme 1.3.26. Par conséquent, la
topologie de 1’espace de modules M;m(A; Js) peut dépendre de la valeur du paramétre
s.

Ces différents résultats, avec ou sans parametre, imposent des contraintes sur les in-
dices des courbes J—holomorphes injectives quelque part dans le cas ou J est générique.

Corollaire 1.3.27. Soit (M, w) une variété symplectique et J € J,(M,w). Aprés une per-
turbation générique de J dominée par w, toutes les courbes J—holomorphes u injectives
quelque part vérifient ind(u) > 0.

Démonstration. Notons g le genre d’une courbe J—holomorphe injective quelque part w.
D’apres le Corollaire 1.3.23, 1’espace de modules M ([u]; J) est une variété lisse non
vide de dimension ind(u), d’out ind(u) > 0. O

Corollaire 1.3.28. Soit M une variété et (w)scjo,1) un chemin de formes symplectiques
sur M. Alors pour une famille de structures presque complexes générique (Js)sco1) €
T+ (M, (ws)seo]), toute courbe J—holomorphe w injective quelque part vérifie ind(u) >
—1.

44



1.3. Courbes pseudoholomorphes

Démonstration. Notons g le genre d’une courbe J,—holomorphe injective quelque part
u. D’apres le Théoreéme 1.3.26, I'espace de modules M .. (A; (Js)sejo,1]) st une variété
lisse non vide de dimension ind(u) + 1, d’ot ind(u) > —1. O

Remarque 1.3.29. Dans le cadre décrit dans ce manuscrit, les indices des courbes pseu-
doholomorphes sont toujours pairs. Ainsi, la conclusion du Corollaire 1.3.28 peut étre
renforcée en ind(u) > 0. Ce n’est en revanche pas forcément le cas dans un cadre
plus général (lorsqu’on considere des courbes pseudoholomorphes épointées par exemple,
voir [Wenl8, Section 8.3]).

1.3.5 Contraintes ponctuelles

Pour chaque espace de modules M, ,,,(A; J), on dispose d’une application d’évalua-
tion

ev: Mgynm(A4;J) — M™.

Grace a cette application d’évaluation, on peut construire des espaces de modules de
courbes avec des contraintes ponctuelles de la maniere suivante. Soit Z C M™ une sous-
variété. Pour tous J € J.(M,w), (Js)scpo,1] € T-(M, (ws)seo,1]), on définit les espaces
de modules contraints par

Mym(A; J;2) = ev 1 (Z) C My m(A; J),

Mg,m(A; (JS)SE[OJ]; Z) = {(87 U) ’ s € [07 1}7 u e Mg,m(Ai JS? Z)}

Autrement dit, les éléments de M, ,,,(A; J; Z) peuvent étre paramétrés par des courbes
des J-holomorphes u : > — M avec des points marqués (i, ..., (, € X satisfaisants
(W), - ulCn) € Z.

Dans la suite, on utilisera principalement ces espaces de modules contraints dans
le cas olt Z est un point (ps,...,pn) € M™, et on notera M, (A; J;p1,...,Pm) =
Mym(A; J; Z). Dans ce cas, les éléments de M, ,,(A; J; Z) peuvent étre paramétrés par
des courbes des J—holomorphes v : ¥ — M avec des points marqués (y,...,(, € 2
satisfaisants (u(C1), ..., u(Cn)) = (P1,- - - Pm)-

On dit qu’une courbe u € M, ,,(A; J; Z) est Fredholm réguliére pour le probléme
avec contraintes si c¢’est une courbe Fredholm réguliere telle que I’application d’éva-
luation ev : Mg, (A;J) — M™ est transverse a la sous-variété Z (dans le cas ou
Z = (p1,...,Pm), cela revient a demander que (pi,...,p,) est une valeur réguliere
de ev). On note M5 (A; J; Z) I'ensemble des courbes Fredholm régulieres pour le
probléme avec contraintes. L’espace M5 (A; J; Z) est alors une sous-variété lisse de
M8 (A; J) de codimension codim(Z) et un sous-ensemble ouvert de M, ,,,(A; J; Z).

Ceci motive a définir la dimension virtuelle de I’espace de modules avec contraintes
par

virdim M ,,(4; J; Z) = virdim M, ,,(4; J) — codim(Z),
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qu’on appellera parfois 1’indice contraint d’une courbe v € M,,,(A; J; Z). Lorsque
(M, J) est une surface presque complexe, on a alors

virdim M, ., (4; J;p1, . .., pm) = virdim M, ., (4; J) — 4m
= —(2—29) 4+ 2¢1(A) +2m — 4m
= ind(u) — 2m.

Autrement dit chaque contrainte ponctuelle diminue de 2 la dimension virtuelle de 1’es-
pace de modules.

De la méme maniére que précédemment, on note M7 (A; J;Z) C My (A; J; Z)
et M (A; (Js)seio,1; Z) C Mgm(A; (Js)seo,; Z) les sous-ensembles constitués des
courbes injectives quelque part. On note également 7'°¢(M, w; Z) I’ensemble des struc-
tures presque complexes J € J,(M,w) tel que toute courbe J-holomorphe injective
quelque part est Fredholm réguliere pour le probleme avec contraintes Z. On présente
désormais quelques résultats de régularité pour les espaces de modules contraints.

Théoréme 1.3.30. Soit (M,w) une variété symplectique, g et m deux entiers naturels,
A € Hy(M;Z) et Z une sous-variété de M™. L’ ensemble J'*¢(M,w; Z) est un sous-
ensemble comaigre de [J.(M,w).

Remarque 1.3.31. 1l est important ici de souligner que 1’espace J'°¢(M,w; Z) dépend
du choix de Z (on dira parfois que J est « générique pour Z »). En effet, on ne peut
en général s’attendre a ce qu’une structure presque complexe soit générique pour une
quantité indénombrable de contraintes (comme tous les m—uplets de M par exemple).
Alternativement pour J € J'¢(M,w), on peut pour un choix générique d’une sous-
variété Z C M™, s’assurer que I’espace de modules M, (A; J; Z) est une variété lisse.

Exemple 1.3.32. L’ensemble des polyndmes homogenes a trois variables avec coefficients
complexes forme un C—espace vectoriel de dimension 10. Donc I’ensemble C; des courbes
complexes de degré 3 dans I’espace projectif CP? forme un espace projectif complexe de
dimension 9 (notons que I’ensemble des cubiques non singulieres est un sous-ensemble
ouvert de C3).

Fixons désormais p1, ..., ps € CP? des points génériques. L’ensemble des cubiques
passant par ces huit points forme un sous-espace projectif C5'*® de C3 de dimension
complexe 1. En effet, chaque condition d’appartenance d’un p; a une courbe C' définit
une équation C-linéaire en les coefficients du polyndme P qui définit C. Comme les
points p; sont génériques, les diverses contraintes définissent un systeme linéaire de rang
8 en les 10 coefficients de P. L’ensemble C5' "% est par conséquent un sous-espace
projectif complexe de C3 de dimension 1. Prenons C et (5 deux cubiques distinctes
passant par py, ..., ps d’équations respectives Pj(x,y,z) = 0 et Py(x,y,z) = 0. Len-
semble CL" " est alors exactement I’ensemble des courbes ayant une équation de la
forme A\ Py (z,y, 2) + Ao Po(x,y, 2) = 0, avec Aj, Ag € C.

Par le théoreme de Bézout, les courbes C'; et C'; s’intersectent en un neuviéme point
Po. Mais la relation obtenue au paragraphe précédent nous indique alors que toutes les cu-
biques passant par py, . . . , pg passent également par pg. L’espace de modules des courbes
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complexes de CP? de genre 1, homologues a 3h (ou h désigne la classe de la droite)
passant par py, ..., pg forme donc une variété (non compacte) de dimension réelle 2. Or
en utilisant la formule d’adjonction, on constate que la dimension virtuelle de cet espace
de modules est égale a 0 + 2(0 + 3?) — 2 x 9 = 0. Cette différence est due au fait que la
contrainte {py, ..., py} n’est pas générique pour la structure complexe standard sur C P2,

Théoréme 1.3.33. Soit M une variété et (ws)scpo,1] un chemin lisse de structures symplec-
tiques sur M, J € J'8(M,wo; Z),J" € Jr(M,wy; Z), g et m deux entiers naturels et
A € Hy(M;Z). 1l existe un sous-ensemble comaigre

j;eg(Ma (Ws)se[0,1]§ Z7 Ja J/) C j7'<M7 (ws)se[o,l]; Za ‘]7 ‘]l)

tel que pour tout chemin (Jg)scp,1) € Jr®(M, (ws)sejoay; Z; J, J'), 'espace de modules
Mg m(A; (Js)sepoa); Z) est une variété lisse (non nécessairement compacte) a bord, avec

OMG (A5 (Js)sepoa; Z) = —({0} x Mg, (A; Jos Z)) U ({1} x My, (A; Ji; Z)).
De plus, toutes les valeurs critiques de la projection

M;,m(Au (Js>s€[0,1]; Z) — {0, 1]
(S,U) — S

appartiennent a |0, 1|.

1.3.6 Contraintes sur les dérivées

Soit (M, J) une variété presque complexe de dimension réelle 2n. Les points marqués
permettent également d’extraire des informations sur les dérivées des courbes pseudoho-
lomorphes, ce qui donne lieu a de nombreux résultats de généricité particulicrement utiles
lorsqu’on s’intéresse a des configurations de courbes. Dans ce manuscrit, on se restreint
aux contraintes a 1I’ordre 1 sur les dérivées (voir [Wen18, Section 2.1.5] pour une présen-
tation plus générale). Afin de pouvoir réaliser de telles contraintes, on introduit I’espace
des 1—jets

Jeth(M) = {(p,®) |p€ Met®: (C,i) — (T,M,J) est C-linéaire}.

On peut voir I’espace Jet}](M ) comme 1’ensemble des classes d’équivalence d’applica-
tions J-holomorphes définies sur un voisinage de 1’origine de C a valeurs dans (M, J),
ou deux applications sont équivalentes si leurs dérivées coincident en 1’origine. Ici, dans
le couple (p, @), p sert a représenter la valeur d’une fonction J-holomorphe en I’origine,
et ¢ sa dérivée en I’ origine. L’espace J etb(M ) est une variété non compacte de dimension
dim Jet!, (M) = 4n.

Etant donné un espace de modules M ¢.m(A; J), un choix coordonnées complexes au
voisinage de chacun des points marqués de chacune des courbes de M, ,,,(A; J) permet
de définir une application d’évaluation sur I’espace des 1—jets

ov i Mym(A;J) — (Jety(M))™
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qui nous permet d’imposer des contraintes sur les dérivées des courbes de M, ,,,(A4; J) en
les points marqués. Pour en tirer des informations pertinentes, il est intéressant de définir
de telles sous-variétés Z C (Jet!,(M))™ de facon a ce que I’application d’évaluation ne
dépende pas du choix de coordonnées effectué. On peut par exemple considérer

Zer = {(p, 0) € Jeth(M) | pe M} .

Lorsque m = 1, I'ensemble M o,it(A4; J) = ev ! (Zes) C My1(A4; J) est alors consti-
tué des courbes de M, ;(A; J) qui admettent un point critique en leur point marqué.
Remarquons que codim Z.;; = 4n — dim Z.,;x = 2n. On peut également combiner cette
contrainte sur les dérivées avec des contraintes ponctuelles Z C M™. On considere par

exemple la sous-variété
7 X Zeiy € M™ x Jeth (M),

ainsi que I’application d’évaluation correspondante
ev i Mymi(A;J) — M™ x Jet’ (M),
On note alors
Mymeit(A; J; Z) = ev (2 X Zewis) C Mygmia(A; J; Z),

I’espace de modules constitué des courbes [(3, 7, u, (1, ..., Gnt1))] de Mg 11 Vérifiant
(u(Cr),- .., u(Gn)) € Zetd, ,,u = 0. On définit la dimension virtuelle d’un tel espace
de modules de la manieére suivante

virdim M, it (A; J; Z) = virdim M 41 (A; J) — codim Z — 2n
= virdim M ,,,(A; J; Z) — 2(n — 1).

On présente désormais un théoreme de régularité pour ces espaces de modules. Comme
précédemment, on note M* (A; J; Z) C Mg merit(A; J; Z) le sous-ensemble ouvert

g,m,crit

constitué des courbes injectives quelque part.

Théoreme 1.3.34. Soit Z C M™ une sous-variété. Pour J € J'*(M,w;Z) I’espace
vmenit(A; J; Z) est une variété lisse (non nécessairement compacte) de dimension

égale a sa dimension virtuelle.

On peut également considérer pour un entier & € {1,...,m}, I’espace de modules
v ety (A3 I3 Z) € M (A; J; Z) constitué des courbes ayant un point critique en
leur k—ieéme point marqué. En suivant le méme procédé que précédemment, on obtient le

résultat suivant.

Théoreme 1.3.35. Soit Z C M™ une sous-variété. Pour J € J,(M,w) générique I’es-

* . . c s, T P . .
pace M ., i, (A; J; Z) est une variété lisse (non nécessairement compacte) de dimen-

sion égale a sa dimension virtuelle

virdim M, erit,, (43 J; Z) = virdim M, ,,(A; J; Z) — 2n.
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On obtient alors le corollaire suivant en appliquant le théoreme de Sard aux applica-
tions d’oubli M (A T3 Z) = M (A T Z) et M, (A T3 2) = M (A5 T 2).

g,m,crit g,m,crity

Corollaire 1.3.36. Soit (M,w) une variété symplectique de dimension 2n > 4 et 7Z C
M™ une sous-variété. Pour J € J,(M,w) générique et A € Hyo(M;Z) le sous-ensemble
des courbes immergées de M;;  (A; J; Z) est un ouvert dense.

Remarque 1.3.37. En conséquence du Théoréme 1.3.34 et du Théoreme 1.3.35, toute
courbe u d’un espace de modules de la forme M | (A; J; Z), avec J générique par rap-
port a Z, dont I’indice contraint est nul par rapport a Z est immergée.

En considérant I’ensemble
Zion = {((p, D), (p, V) € (Jet))? |[pe MetIc € C, U = cd # 0} :

et en appliquant le méme procédé (remarquons que codim Z,, = 4n — 2), on obtient la
proposition suivante.

Proposition 1.3.38. Soir (M, w) une variété symplectique de dimension 2n > 4 et 7 C
M™ une sous-variété. Pour J € J.(M,w) générique le sous-ensemble des courbes sans
point d’auto-intersection tangentiel de M, (A; J; Z) est un ouvert dense.

Plus généralement, on peut généraliser ce procédé a des produits cartésiens d’es-
paces de modules et obtenir de nombreux résultats de généricité de cette manicre. On
obtient alors les principes généraux suivants. Soit (M, w) une surface symplectique, J €
J(M,w) et uy, ..., u, un nombre fini de courbes J-holomorphes simples Fredholm ré-
gulieres dans M. Il existe J' une perturbation générique C>—proche de J, et u},. .., u;
des courbes J'-holomorphes C*°—proches de uy, . . . , u, telles que :

— pour tout i € {1,...,¢}, la courbe u; est immergée, et tous ses points d’auto-
intersection sont des points doubles transverses,

— pour tous 4, j € {1,..., ¢} distincts, les courbes u; et u; ne s’intersectent qu’en des
points injectifs, et ces intersections sont transverses,

— pour tous 4, j,k € {1,...,¢} deux a deux distincts, il n’existe pas d’intersection
commune aux trois courbes u;, u; et uy.

Ainsi les seuls types de singularités pouvant apparaitre dans la configuration donnée par
les courbes Fredholm régulieres w7, . . ., u} sont des points doubles transverses positifs.

1.3.7 Transversalité automatique

Dans le cas des surfaces presque complexes, certaines conditions numériques per-
mettent d’assurer la régularité Fredholm des courbes pseudoholomorphes immergées, et
ce, indépendamment de la structure presque complexe choisie. On désigne généralement
ce genre de théorémes sous 1’appellation de « théorémes de transversalité automatique ».
C’est un des rares moyens de vérifier explicitement qu’une courbe est Fredholm réguliere
et c’est également une propriété incontournable lorsqu’on s’intéresse a des problemes
d’isotopie symplectique.
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Théoréme 1.3.39 ([Wen18, Theorem 2.44]). Soit (M, J) une surface presque complexe
et u une courbe J—holomorphe immergée de genre g. Si ind(u) > 2g — 2, alors la courbe
u est Fredholm réguliere.

Cela signifie que les courbes J-holomorphes rationnelles immergées sont automati-
quement transverses dés que leur indice est positif. Comme le montre le théoreme suivant,
ceci est également vrai pour I’indice contraint lorsqu’on s’intéresse au probleme avec des
contraintes ponctuelles pour des courbes rationnelles.

Théoréme 1.3.40 ([Wen18, Theorem 2.46]). Soit (M, J) une surface presque complexe,
D1y Pm € Metu € Mgy (J;p1,. .., pm) une courbe rationnelle immergée. Si ind(u)—
2m > 0, alors u est Fredholm réguliere pour le probleme avec contraintes ponctuelles

b1, Pm-

Plus généralement, Sikorav a montré le résultat suivant. Mais avant de 1’énoncer, je
tiens a remercier Chris Wendl qui, lors de sa visite au LMJL au début de I’année 2020,
alors que je n’avais pas encore connaissance de 1’existence de ce résultat, I’a redémontré
indépendamment apres une des discussions qu’on a eues et a proposé de fournir une
annexe pour ce manuscrit.

Théoreme 1.3.41 ([Sik03, Proposition 1]). Soit (M, J) une surface presque complexe,
Py Pm € M etu € Mg(J;p1,. .., pm) une courbe immergée. Si ind(u) — 2m >
2g — 2, alors u est Fredholm réguliere pour le probleme avec contraintes py, . . ., Pm.

Remarque 1.3.42. En utilisant la formule de I’indice, la condition ind(u) > 2g — 2 4 2m
peut étre reformulée en ¢, ([u]) > 2m. D’apres la formule d’adjonction, si la courbe u est
plongée, cette condition est aussi équivalente a [u)? > 2g — 2 + m.

Exemple 1.3.43.

1. Soit J une structure presque complexe sur CP? et S I’'image d’une courbe .J—
holomorphe plongée de degré d € N* dans (CP? J) (c’est a dire homologue 2
dh, ou h désigne la classe d’homologie d’une droite complexe). La courbe S vérifie
la formule du genre (qui est une conséquence directe de la formule d’adjonction)

(d—1)(d—-2)
=

Donc on a
[S?=d* =29 — 2+ 3d > 2g — 2.

Ainsi, toutes les courbes pseudholomorphes plongées dans CP? sont automatique-
ment Fredholm régulieres d’apres le Théoreme 1.3.41.

2. Les cubiques lisses passant par pq, ..., ps dans I’Exemple 1.3.32 sont automati-
quement Fredholm régulieres pour le probleme avec contraintes py, . . ., pg d’apres
le Théoréme 1.3.41. Par contre, les hypothéses du Théoreme 1.3.41 ne sont plus
satisfaites pour le probleme avec contraintes pq, ..., pg. Cet exemple montre en
particulier que les conditions sur les indices contraints dans le Théoreme 1.3.40 et
le Théoreme 1.3.41 sont optimales.
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3. On considere la variété S? x S? munie sa structure complexe standard, qu’on note
ici Jy;. Les courbes complexes de la forme S? x {*} et {x} x S? sont des courbes
plongées de genre 0 et d’auto-intersection 0. Elle satisfont donc les hypotheses du
Théoréme 1.3.39. Donc les espaces de modules de la forme M; | ([S* x {*}]; Jot)
ou M7 | ([{*} x 8%]; Jq) sont des variétés lisses de dimension réelle 242 x 0 = 2
(en fait on peut montrer qu’ils sont difféomorphes a S? et ce indépendamment de
la structure presque complexe choisie).

4. Dans I’Exemple 1.3.24 concernant la variété 72 x S? munie d’une structure com-
plexe scindée, les courbes de la forme 72 x {x} sont plongées d’indice 0 mais elle
forment une variété de dimension réelle 2. En effet, ces courbes sont de genre 1 et
d’auto-intersection 0 et ne satisfont donc pas aux hypotheses du Théoreme 1.3.39.
Cet exemple montre en particulier que la condition sur I’'indice du Théoreme 1.3.39
est optimale.

1.3.8 Compactification de Gromov

L’espace de modules M, ,,(A;.J) admet une compactification naturelle, qu’on ap-
pelle la compactification de Gromov, notée M, ,,(4; J), de sorte que M, ,,,(A; J) est un
sous-ensemble ouvert de M, ,,,(A; J). L’objectif de cette section est d’expliquer en quoi
consiste ce procédé de compactification.

On définit I’espace de modules des courbes nodales stables J—holomorphes non pa-
ramétrées, de genre g, avec m points marqués et homologues a A € Hy(M) comme
I’ensemble de classes d’équivalence suivant

ngm(A; J) = {(E>j7u7 (Cla ce >Cm)7A)}/ ~

1. (X, 7) est une union disjointe de surfaces de Riemann >, ..., %,

2. u:(X,j) — (M,J) est une courbe J-holomorphe vérifiant
‘
[u] =D u.([Z]) = 4,
i=1

3. ({1, ..., Gn) estun m—uplet de points deux a deux distincts de X,

4. A ={{%,%4},..., {4, % }} estun ensemble fini de paires non ordonnées de points
de X deux a deux distincts, et tous distincts des points marqués (;, qu’on appelle
points nodaux, tel que pour touti € {1,...,r}, u(2;) = u (%),

5. (%, 4,u, (G, oy Gn), A) ~ (X 5,0, (C, -, L), A) 87l existe un biholomor-
phisme ¢ : (X,5) — (X', 7') tel que

— u=1uo ©®,
_ !

— pourtouti € {1,...,m}, ¢(G;) = ¢,
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— onpeut écrire A = {{21, %1 },..., {2, 2.} }, A = {{&,21},... . {Z,Z}} de

T

telle sorte que pour tout i € {1,...,7}, ©(Z;) = @(Z) et (%) = ©(Z)),

6. la condition sur le genre g se traduit de la maniere suivante : pour chaque paire de
points nodaux {Z;, Z;} € A, on retire des disques arbitrairement petits centrés en

Z; et Z;, et on colle ensemble les deux bords ainsi créés, pour obtenir au final une

surface de Riemann connexe, compacte, sans bord S de genre g,
7. la condition de stabilité est donnée par la Définition 1.3.44.

La condition de stabilité a été introduite par Kontsevich afin de définir une topologie
séparée sur M, ,, permettant ainsi d’assurer ’unicité des limites de suites de courbes
pseudoholomorphes convergentes.

Définition 1.3.44. Soit (X, j, u, (C1, ..., Cm), AA) une courbe nodale. On note S la surface
épointée obtenue en retirant de S tous les points marqués (i, . .., (,, et tous les points
nodaux de A. On dit que (3, j,u, (1, ..., Gn), A) est stable lorsque chaque composante
connexe de S sur laquelle u est constante posséde une caractéristique d’Euler strictement
négative.

Exemple 1.3.45. Une composante constante de genre  est stable des qu’elle possede au
moins 3 points marqués ou nodaux. Ces composantes constantes stables de genre 0 sont
appelées des bulles fantomes. Une composante constante de genre 1 est stable des qu’elle
possede au moins 1 point marqué ou un point nodal. Les composantes de genre supérieur
ou égal a 2 sont toujours stables.

FIGURE 1.3 — Représentation possible d’une courbe nodale stable de genre 6 avec 11
points marqués (en bleu) et 13 paires de points nodaux (en noir). Les composantes
constantes sont grisées.

Le compactifié de Gromov M, ,,, est un espace topologique métrisable, qui contient
naturellement M, ,,, comme sous-ensemble ouvert (c’est le sous-ensemble des courbes
nodales de la forme [3, 7, u, ((1, - - ., (m), 0], qu on appellera courbes lisses par la suite).
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Plus généralement, pour une courbe nodale [¥, j, u, ({1, ..., (n), Al (qu'on notera par-
fois simplement u), on peut restreindre u, j et les points marqués (i,...,(, a cha-
cune des composantes connexes de > et obtenir de cette facon les composantes lisses
de [, 7,u, (1, -+, Gn), A, qui sont des éléments d’espaces de modules de la forme
M (B3 J).

On s’intéresse désormais a 1’énoncé du théoréme de compacité de Gromov. Pour une
variété symplectique (M, w), munie d’une structure presque complexe .J dominée par w,
on définit I’énergie d’une courbe J—holomorphe © comme I’ aire

E,(u) :/Eu*w.

C’est un réel positif, qui est nul si et seulement si u est constante. Remarquons que cette
quantité ne dépend que des classes [u] € Ho(M;Z) et [w] € H3,(M;R). En particulier
toutes les courbes d’un espace de modules de la forme M, ,,,(A; J) possédent la méme
énergie.

Théoreme 1.3.46 (Théoreme de compacité de Gromov). Soit M une variété et A €
Hy(M;Z). On considére (wy) une suite de formes symplectiques sur M qui converge
de maniére C* vers une forme symplectique w, (Jy) une suite de structures presque com-
plexes telle que pour tout k, J, € J(wy), qui converge vers J € J.(w). Soit une suite
(ug) de courbes pseudoholomorphes d’énergie uniformément bornée telle que pour tout
k, w, € Mgym(A; Ji). Alors on peut extraire de la suite (uy,) une sous-suite qui converge
vers une courbe nodale stable de M, ,,,(A; J).

On renvoit a [Wen18] pour plus de détails sur la maniere dont la convergence s’effec-
tue dans le compactifié de Gromov.

Remarque 1.3.47. Soit (M,w) une surface symplectique, J € J,(M,w) et u : 3 —
M une courbe J-holomorphe plongée de genre g. Lorsque m < 1, toute courbe no-
dale [Xoo, Joos Uoos (C1s - -+, Cm), Al € My m([u]; J)\M g m([u]; J) possede au moins deux
composantes non constantes ou au moins une composante non constante qui n’est pas
plongée. Pour le montrer, raisonnons par I’absurde et supposons que u ne possede qu’une
composante non constante et que cette composante non constante wugy : > — M est une
courbe pseudoholomorphe plongée de genre gy (en particulier il n’y pas deux points no-
daux d’une méme paire {Z;, Z;} sur Xg). Par la formule d’adjonction pour les courbes
pseudoholomorphes plongées, puisque [ug] = [u], on a g = go. La condition sur le genre
assure alors que u ne possede pas de composante constante de genre strictement positif.
On considere maintenant le graphe ' dont les sommets sont les composantes connexes de
) et dont les arétes correspondent aux paires de points nodaux de A. D’apres la condition
sur le genre, on a b;(I") = 0, autrement dit [" est un arbre. Chaque bulle fantome qui
représente une feuille de I' possede exactement un point nodal. Puisque m < 1, ces bulles
fantbmes ne peuvent pas vérifier la condition de stabilité. Par conséquent u, n’admet pas
de composante constante. Au final, on a A = (), donc u appartient a M ,,,([u]; J), ce qui
contredit les hypotheses.
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Remarque 1.3.48. Soit (M, w) une surface symplectique, J € J,(M,w), v : ¥ — M une
courbe J-holomorphe simple de genre g et [Yoo, Joo, Uoo, A] € M,([u]; J) une courbe
nodale qui ne possede qu’une composante non constante v : 2o — M. On suppose de
plus que v, est simple. Si u,, possede une composante constante de genre strictement
positif, on a gy < ¢ d’apres la condition sur le genre. Or par la formule d’adjonction,
on obtient gg + d(ug) = g + d(u). Par conséquent on a (ug) > d(u). La composante u
possede donc une singularité en I’image de chaque composante constante de genre stricte-
ment positif (car la convergence dans le compactifié de Gromov s’effectue localement de
maniere C* en dehors des points nodaux : les nouvelles singularités ne peuvent apparaitre
qu’aux images des paires de points nodaux).

Exemple 1.3.49. On considére CP? muni de sa structure complexe standard J; et on
note h la classe d’homologie d’une droite complexe. L’espace de modules M (3h; Jg)
comprend I’ensemble des cubiques non singulieres de CP? et I’ensemble des courbes de
genre 1 qui sont des revétements triples des droites de CP2. L’image d’une courbe de

M (3h; Jo)\ M (3h; Jg) peut étre (voir la Figure 1.4) :

(a) une cubique cuspidale (une composante simple de genre 0 reliée a une composante
constante de genre 1 par une paire de points nodaux ; la composante constante a
pour image la singularité cuspidale),

(b) une cubique nodale (une composante simple de genre 0 sur laquelle se trouve une
paire de points nodaux),

(c) I'union d’une droite et d’une conique qui s’intersectent transversalement (deux
composantes plongées de genre 0 d’images distinctes, reli€es entre elles par deux
paires de points nodaux),

(d) I'union d’une droite et d’une conique qui s’intersectent tangentiellement (une com-
posante constante de genre 1 a la laquelle sont reliées, chacune par une paire de
points nodaux, deux composantes plongées de genre 0 d’images distinctes),

(e) 'union de trois droites qui s’intersectent deux a deux transversalement en des points
distincts (trois composantes plongées de genre 0, d’images deux a deux distinctes,
reliées deux a deux par trois paires de points nodaux),

(f) I'union de trois droites concourantes (une composante constante de genre 1 a la
laquelle sont reliées, chacune par une paire de points nodaux, trois composantes
plongées de genre 0 d’images deux a deux distinctes),

(g) I'union d’une droite comptée avec multiplicité 2 et d’une autre droite distincte (deux
possibilités : une composante constante de genre 1 a la laquelle sont reliées, cha-
cune par une paire de points nodaux, trois composantes plongées de genre 0 dont
exactement deux d’entre elles ont la méme image ; ou bien une composante de genre
1, qui est un revétement ramifié¢ double, reliée a une composante plongée de genre
0 par une paire de points nodaux),

(h) une droite comptée avec multiplicité 3 (deux possibilités : une composante constante
de genre 1 a la laquelle sont reliées, chacune par une paire de points nodaux, trois

54



1.4. Eclatements, contractions

composantes plongées de genre 0 qui ont la méme image ; ou bien une composante
de genre 1, qui est un revétement ramifié double, reliée par une paire de points
nodaux a une composante plongée de genre 0 qui possede la méme image).

On remarque que le genre de chaque composante constante correspond au genre de la
singularité sur laquelle elle est envoyée.

Remarque 1.3.50. Mentionnons qu’il est toujours possible de lisser de maniere ./-holomorphe
un point double transverse p d’une courbe J—holomorphe u de genre g, simple et Fred-
holm réguliere (voir [Sik03]). C’est-a-dire qu’on peut trouver une courbe .J—holomorphe
v de genre g + 1, simple et Fredholm réguliere, C°—proche de u (et C*°—proche de u en
dehors d’un voisinage de p). De méme, il est également possible de lisser un point double
transverse entre deux courbes J-holomorphes simples, Fredolm régulieres u; et uy de
genres respectifs g; et go. C’est-a-dire qu’on peut trouver une courbe ./—holomorphe v de
genre g, + go, simple et Fredholm réguliere, C’—proche de la courbe nodale formée de
I’union de u; et uy (et C>°—proche de cette méme courbe nodale en dehors d’un voisinage

de p).

1.4 Eclatements, contractions

Dans cette section, on présente les opérations de contraction et d’éclatement pour
les variétés symplectiques de dimension 4. Ces opérations, inspirées de la géométrie al-
gébrique complexe, jouent un rdle central en ce qui concerne 1’étude des applications
birationnelles entre deux surfaces complexes. Dans le cadre de la topologie symplectique,
elles permettent de réduire 1’étude des surfaces symplectiques a celles qui sont dites mi-
nimales.

1.4.1 Eclatements et contractions complexes

On commence par présenter le modele local dans le cas complexe. On note
C*={(tv) eCP' xC* |v e},

I’espace total du fibré tautologique au-dessus de CP?, dont I’application de projection est
donnée par
T : C* — CP!
(lv) — £

La fibre au dessus de chaque point £ € CP! correspond a I’ensemble des points de ¢, vue

comme droite vectorielle de C2. L’espace C? admet une autre application de projection
naturelle .

B C*? — C?

(Lv) — v

)
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0 ©) ()

(a) Cubique cuspidale. (b) Cubique nodale. (¢) Union d’une droite et
d’une conique qui s’inter-
sectent transversalement.

(d) Union d’une droite et (e) Union de trois (f) Union de trois droites
d’une conique qui s’inter- droites génériques. concourantes.
sectent tangentiellement.

ou

(g) Union d’une droite comptée avec multiplicité 2 et d’une autre
droite distincte.

ou ¢ i

(h) Une droite comptée avec multiplicité 3.

FIGURE 1.4 - Les différentes possibilités pour les courbes nodales dans
M (3h; Jo)\ M (3h; J&). Les composantes constantes sont grisées, les compo-
santes qui sont des revétements ramifiés doubles sont en cyan, les autres composantes
sont simples. Les composantes en pointillé ont la méme image.

56



1.4. Eclatements, contractions

qu’on appelle application de contraction. On dit que I’espace C? est I’ éclatement de C2 en
I’origine. On appelle diviseur exceptionnel (ou parfois sphere exceptionnelle), la courbe
complexe définie par £ = 7~1({0})  C? et on dit que 3 contracte E. 1l est aisé de voir
que F est biholomorphe & CP! et que 3 se restreint a un biholomorphisme de CZ\E Vers
C2\{0}. Autrement dit, on passe de C? & C en remplagant 1’origine de C? par I’ensemble
E ~ CP! des directions complexes en 1’origine. Remarquons enfin que le diviseur ex-
ceptionnel £ peut étre vu comme la section nulle du fibré tautologique, qui est un fibré
vectoriel en droites complexes de degré —1, d’ou

[E] - [E] = (ca(C?), [CP)) = —1.

Ce nombre d’auto-intersection traduit une forme de rigidité du diviseur exceptionnel. En
effet, on ne peut pas perturber un diviseur exceptionnel de manicre complexe, sinon cela
contredirait la propriété de positivité d’intersection.

A l’aide de ce modele local, on peut définir plus généralement 1’éclatement d’une
surface complexe X en un point z € X de la maniere suivante. On identifie un voisinage
U, de z avec un voisinage de 1’origine dans C? via une carte holomorphe, puis on se sert
du biholomorphisme 3 : C*\ E—+C?\{0} pour munir I’ensemble

X = (X\{z}) UB(T.X)

d’une structure complexe (avec cette notation, on a identifié le diviseur exceptionnel £
avec le projectivisé complexe de T,.X). L’opération consistant & passer de X a X est
appelée I’éclatement de X en z (on dit également qu’on a éclaté X en z). Comme pré-
cédemment, on peut interpréter 1’opération d’éclatement comme le remplacement d’un
point dans une surface complexe par I’ensemble P(7,X) des directions complexes en ce
point. On dispose d’une application naturelle 3 : X — X, I'application de contraction,
qui envoie le diviseur exceptionnel £ = P(7,X) sur z (on dit que ( contracte E) et
qui se restreint en un biholomorphisme de X\ E vers X\{z}. Comme le nombre d’auto-
intersection de E peut étre calculé dans un voisinage de F, on a également [E]-[E] = —1.

Remarque 1.4.1. Une autre maniere possible de comprendre ce nombre d’auto-intersection
consiste A remarquer que X est difféomorphe a4 X #@2, ou CP° désigne le plan projectif
complexe muni de I’orientation opposée a I’ orientation usuelle. Cette description permet
¢galement de constater I’effet de 1’opération d’éclatement sur certains invariants topolo-
giques de X. En effet, on a 7y (X) ~ m(X), b3 (X) = b3 (X), by (X) = by (X) + 1
et pour tout i € {0,1,3,4}, bi(X) = b;(X). Au niveau des formes d’intersection, on a
Hy(X;Z) ~ Ho(X;Z) @ (E)et Qg = Qx @ (—1).

Inversement, si F' est 'image d’une courbe rationnelle plongée holomorphe dans une
surface complexe X qui vérifie [F] - [E] = —1, alors on peut identifier biholomorphique-
ment un voisinage de E dans X avec un voisinage de la section nulle du fibré tautologique
(c’est le critére de contractibilité de Castelnuovo, voir [Bea96, Theorem I1.17]). En se ser-
vant du modgle local, on peut alors remplacer le voisinage de F dans X par un voisinage
de I'origine dans C2. On appelle cette opération la contraction du diviseur exceptionnel
E dans X.
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Remarque 1.4.2. Puisque le b, d’une surface complexe est toujours fini, il n’est possible
de réaliser des contractions successives qu’un nombre fini de fois.

Enfin pour deux surfaces complexes X et Y, on dit que Y est un éclaté (resp. un
contracté) de X si 'Y peut €tre obtenue en effectuant un nombre fini d’éclatements (resp.
de contractions) a partir de X.

Définition 1.4.3. Soit X une surface complexe. On dit que X est minimale si elle ne
contient aucun diviseur exceptionnel, c’est-a-dire si elle ne contient pas de courbe com-
plexe rationnelle plongée d’auto-intersection —1.

Si C' C X est une courbe complexe, on dit que X relativement minimale par rapport
a C si X\C ne contient pas de diviseur exceptionnel.

Toute surface complexe peut étre obtenue en éclatant un nombre fini de points sur
surface minimale. Pour cette raison, il est souvent possible de se ramener au cas minimal
lorsqu’on étudie les surfaces complexes.

Remarque 1.4.4. Mentionnons aussi I’'importance des opérations d’éclatements et des
contractions dans I’étude des applications birationnelles entre deux surfaces complexes
(on rappelle qu’une application rationnelle est un morphisme défini en dehors d’un fermé
de Zariski et qu'une application birationnelle est une application rationnelle qui possede
un inverse qui est aussi une application rationnelle). En effet, pour deux surfaces com-
plexes X et Y, et une application birationnelle f : X --» Y, il existe my : X = Xet
Y — Y des éclatés respectifs de X et Y et un isomorphisme f : X = Y tels que
Ty © f = f o mx (voir [Bea96, Corollary II.12]). Autrement dit, I’application f peut étre
décomposée en plusieurs étapes : on éclate d’abord un certain nombre de fois X, puis on
applique I’isomorphisme f et enfin on effectue les contractions adéquates vers Y.

On s’intéresse désormais a I’effet des éclatements sur les courbes complexes (pos-
siblement singulieres) dans une surface complexe X. Soit C' C X une courbe com-
plexe et z un point de C. On note X I’éclaté de X en z et § : X — X I’applica-
tion de contraction correspondante. L’adhérence C' de I’ensemble 5! (C'\{z}) est une
courbe complexe de X, appelée la transformée propre (ou transformée stricte) de C,
tandis que I’ensemble 371 (C') est appelée la transformée totale de C'. La transformée to-
tale est I’'union de la transformée stricte et du diviseur exceptionnel. Il est alors possible
d’écrire [C] = [C] + k[E], avec k € Z. Une étude minutieuse dans des coordonnées
locales révele que I’entier & = [C] - [E] est égal a la multiplicité de z en tant point de C
(voir [Wal04]). Il est alors possible de calculer 1’auto-intersection de C de la maniére sui-
vante [C]? = [C]? — k2. En particulier, si z est un point non singulier, on a [C] = [C] +[E]
et [C]? =[C]? - 1.

Comme les courbes C' et C' admettent des bonnes paramétrisations de méme genre
(pour une bonne paramétrisation # de C, 1’application v = [ o @ est une bonne pa-
ramétrisation de C'), les genres géométriques des deux courbes sont égaux. Enfin, on
a p.(C) = g(C) + 6(C) et po(C") = g(C") 4+ §(C"). D’apres la formule d’adjonc-
tion et la relation entre les nombres d’auto-intersection obtenue précédemment, on a

5(C") = §(C) — EE2) "o en déduit p, (C) = pa(C) — ELE=2),
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Remarque 1.4.5. En fait, I’opération d’éclatement permet de diminuer la « complexité »
des singularités de la courbe C' C X. Au bout d’un nombre fini d’éclatements, la transfor-
mée propre de C' est une courbe non singuliere. On appelle ce procédé la résolution des
singularités de C. La résolution des singularités utilisant le moins d’éclatements possible
telle que la transformée totale de C' est I'union de courbes complexes non singulieres qui
s’intersectent transversalement en des points deux a deux distincts est appelée la résolu-
tion a croisements normaux. Ce procédé est détaillé dans le livre [Wal04].

1.4.2 Eclatements et contractions symplectiques

On peut aussi définir les opérations d’éclatement et de contraction pour les surfaces
symplectiques. Les détails techniques sont couverts dans [Wen18, Chapter 3]. On reprend
les notations de la sous-section précédente et pour tout réel r > 0, on note B*(r) la
boule de centre I’origine et de rayon r dans C2. Commengons par remarquer que pour
tout R > 0, la 2—forme

wr = frwy + R*mwps

définit une forme de kiihlerienne sur C2. Le diviseur exceptionnel £ dans C? est alors une
courbe symplectique et on peut montrer qu’un voisinage 5~ (B*(r)) de E dans (C?, wg)
privé de F est symplectomorphe a une région annulaire centrée en 0 de (C? wy;) de
la forme B*(r)\B*(R), avec > R. Etant donné une surface symplectique (M, w) et
z € M, I’opération d’éclatement symplectique (de poids R) de M en z consiste alors a
retirer de (M, w) I'image d’un plongement symplectique (B*(R),ws;) — (M, w) centré
en z et a coller une copie de (37 1(B*(r)),wr) a la place. Cette opération dépend d’un
certain nombre de choix (dont r et 12 font partie), mais elle est en réalité bien définie a
déformation symplectique pres.

Définition 1.4.6. On appelle diviseur exceptionnel symplectique foute courbe rationnelle
E symplectiquement plongée dans une surface symplectique telle que [E]? = —1.

Soit (M ,&) une surface symplectique et £ un diviseur exceptionnel symplectique
dans (M ,@). Le théoréme du voisinage symplectique nous assure 1’existence d’un réel
R > 0 tel qu’un voisinage de £ dans (M , @) est symplectomorphe a un voisinage de
la section nulle dans (@2,w3). L’opération de contraction symplectique consiste alors
a remplacer le voisinage de F dans (M,&) par B*(R). Cette opération, bien définie a
déformation symplectique pres, ne dépend que de la classe d’isotopie symplectique du
diviseur exceptionnel £ dans (M, @).

Remarque 1.4.7. Soit (M, w) une surface symplectique munie d’une structure presque
complexe J € J.(M,w) non intégrable au voisinage d’un point z € M. On ne sait pas
définir de maniére canonique une structure presque complexe J € 7, (M , @) sur un éclaté
symplectique (M, &) de (M,w) en z de facon a ce qu’elle coincide avec J en dehors d’un
voisinage du diviseur exceptionnel.

De méme, soit (M , &) une surface symplectique munie d’une structure presque com-
plexe .J € 7, (M, &) non intégrable au voisinage d’un diviseur exceptionnel symplectique
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(ou méme J—holomorphe) £ C M. On ne sait pas non plus définir de manire canonique
une structure presque complexe .JJ € J.(M,w) sur un contracté (M, w) de (M, @) selon
E de facon a ce qu’elle coincide avec .J en dehors d’un voisinage de 1’'image du diviseur
exceptionnel par la contraction.

Les effets des éclatements symplectiques sur la topologie de M sont bien évidemment
les mémes que dans le cas complexe, la Remarque 1.4.1 est donc également valable pour
cette partie.

Définition 1.4.8. On dit qu’une surface symplectique (M,w) est minimale si elle ne
contient pas de diviseur exceptionnel symplectique.

On dit aussi que (M, w) est relativement minimale par rapport a une courbe sym-
plectiquement plongée S C (M,w) si M\S ne contient pas de diviseur exceptionnel
symplectique.

Une surface symplectique (M, w) obtenue a partir d’une autre surface symplectique
(M,&) en contractant une famille maximale {E, ..., E,} de diviseurs exceptionnels
deux a deux disjoints est nécessairement minimale. En effet, sinon on peut trouver un di-
viseur exceptionnel symplectique £ dans (M, w). En perturbant de maniére symplectique
E en dehors des images respectives py, . . ., p; des diviseurs exceptionnels F, . .., )y par
les contractions, on contredit la maximalité de la famille { F1, ..., E,}.

Le paragraphe précédent illustre bien le caractere plus flexible des diviseurs exception-
nels symplectiques comparées a leurs analogues complexes. Cette flexibilité peut induire
une certaine ambigiiité lors des opérations de contractions, surtout quand on s’intéresse
a ’effet de ces contractions sur des configurations de courbes symplectiques singulieres
explicites dans une surface symplectique donnée. De méme, les choix des différents pa-
rametres pour éclater un point sur une telle configuration de courbes, ne permettent pas
d’observer précisément les effets de telles opérations.

Afin de contourner ces difficultés en ce qui concerne 1’opération d’éclatement, une
astuce consiste a choisir au préalable des coordonnées complexes intégrables compatibles
avec la forme symplectique au voisinage du point a éclater. D’apres le Théoreme 1.3.11,
on peut toujours faire ce choix de sorte que les courbes de la configuration sont com-
plexes dans les voisinages considérés. On effectue alors 1’opération d’éclatement de ma-
nicre complexe, et I’opération ainsi effectuée peut-€tre interprétée comme un éclatement
symplectique (voir [Wen18, Theorem 3.13]).

Pour I’opération de contraction, on veut trouver une structure complexe intégrable
compatible avec la forme symplectique au voisinage du diviseur exceptionnel £ qu’on
veut contracter, qui rend holomorphe la portion de la configuration de courbes dans ce
voisinage. On procede en plusieurs étapes, qu’on décrit brievement. On commence par
€clater les points singuliers de la configuration sur £ jusqu’a obtenir la résolution a croi-
sements normaux. Puis on utilise le théoreme du voisinage symplectique pour les plom-
bages de courbes symplectiques (Théoréeme 1.1.7) pour identifier un voisinage de la confi-
guration de courbes a croisements normaux avec la méme configuration dans un éclaté de
CP?, via un symplectomorphisme et une déformation symplectique. On utilise ensuite
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ce symplectomorphisme pour tirer en arriere la structure complexe, et ainsi effectuer de
maniere complexe les contractions qui inversent la résolution des points singuliers de la
configuration qui sont sur £. On obtient ainsi la structure complexe voulue au voisinage
de E, et on peut contracter £ de maniere complexe. Cette opération peut également étre
interprétée comme une contraction symplectique (voir [Wen18, Theorem 3.14]).

Pour clore cette section, on présente un résultat d’isotopie symplectique pour les divi-
seurs exceptionnels symplectiques.

Théoréme 1.4.9. Soit M une variété de dimension 4, (ws)scpo,1) un chemin lisse de formes
symplectiques sur M et J € J.(wo). Alors pour une famille générique (Js)scp1) €
T+ (M, (ws)sepo]) avec Jo = J, toute courbe rationnelle Jy—holomorphe plongée v, dont
I'image est un diviseur exceptionnel s’étend en une famille lisse (u,)scjo,1) de diviseurs
exceptionnels Js—holomorphes.

En particulier, la notion de minimalité ne dépend que de la classe de déformation
symplectique de la variété ambiante. En effet, considérons deux structures symplectiques
wp et wy sur une variété M de dimension 4. Si w; et w; sont reliées par un chemin de
formes symplectiques, le Théoreme 1.4.9 nous assure que (M, wy) est minimale si et
seulement si (M, w;) est minimale. Ce Théoreéme fait 1’objet du chapitre 5 dans [Wen18].

Esquisse de preuve du Théoreme 1.4.9. Quitte a considérer seulement une composante
connexe de I’espace de modules M ([uol; (Js)scpo,1]), on peut supposer que I’ensemble
Mo ([uol; (Js)sepp,1]) est connexe. On commence par calculer I’indice de la courbe uy :

ind(up) = x(S?) + 2[ue)* =2 -2 = 0.

On peut montrer que I’espace de modules a parametre M ([uo]; (Js)sec[o,1]) (qui est non
vide puisqu’il contient u) est compact en utilisant la généricité du chemin (Js>s€[0,1]’
ainsi que le Corollaire 1.3.28 pour trouver des contraintes sur les indices d’éventuelles
courbes pouvant apparaitre comme composantes de courbes nodales (voir [Wen18, Chap-
ter 4, Chapter 5]). Puisque ind(ug) = 0, le théoréme de transversalité automatique nous
assure que toutes les courbes de I’espace de modules M ([uo]; (Js)sepo,1]) sont automa-
tiquement transverses (elle survivent a une perturbation arbitrairement petite de la struc-
ture presque complexe). Ainsi, d’apres le Théoreme 1.3.25, I’application de projection
7 Mo([uol; (Js)seppa)) — [0, 1] est submersion. En regroupant les informations ci-
dessus, on obtient que I’image de 7 dans I’intervalle [0, 1] est non vide, ouverte et fermée.
La connexité de I’ensemble [0, 1] permet alors de conclure. ]

Remarque 1.4.10. Puisque [ug)] - [ug] = —1, la propriété de positivité d’intersection nous
indique que pour tout s € [0, 1], il existe au plus un diviseur exceptionnel .J;—holomorphe
homologue a [ug]. L’application de projection 7 dans la preuve du Théoreme 1.4.9 est
donc en réalité un difféomorphisme.

Corollaire 1.4.11. Soit (M, w) une surface symplectique et J € J.(M,w) une structure
presque complexe générique. Alors tout diviseur exceptionnel est symplectiquement iso-
tope a I’image d’une unique courbe rationnelle J—holomorphe simple (qui est plongée).
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Pour finir, la Remarque 1.4.4 motive la définition suivante.

Définition 1.4.12. On dit que deux surfaces symplectiques (M, w,) et (My,ws) sont bi-
rationnellement équivalentes si on peut obtenir (Ms,ws) a partir de (M, w,) par des
successions d’éclatements, de contractions et de déformations symplectiques.

L’ équivalence birationnelle définit une relation d’équivalence sur I’ensemble des sur-
faces symplectiques.

Remarque 1.4.13. On peut définir de la méme maniere que pour le cas complexe, les
notions de transformée propre et de transformée totale pour les courbes symplectiques
singulieres. On attire cependant 1’attention sur le fait qu’il n’y a pas unicité de la trans-
formée propre dans le cadre symplectique : sa définition dépend d’un choix de coor-
données complexes au voisinage du point éclaté. En revanche, la classe d’isotopie sym-
plectique de la transformée propre (équisingulicre dans le cas ou la transformée propre
possede des singularités, voir le Chapitre 5 pour les définitions) ne dépend d’aucun choix
(voir [GS19, Section 3.1]). On rappelle que par définition, les singularités des courbes
symplectiques singulieres dans les surfaces symplectiques sont localement modelées sur
celles des courbes complexes dans les surfaces complexes. Ainsi, la discussion sur la ré-
solution des singularités a la fin de la Sous-section 1.4.1 s’étend de maniere similaire aux
courbes symplectiques singulieres.

1.5 Pinceaux et fibrations de Lefschetz symplectiques

Un moyen facile de construire des exemples de variétés de dimension 4 consiste a
considérer les produits cartésiens de deux surfaces. On peut généraliser cette construction
en s’intéressant aux fibrés en surfaces sur des surfaces. Les fibrations et pinceaux de Lef-
schetz, initialement introduits pour étudier la topologie des surfaces complexes, consti-
tuent une étape supplémentaire dans cette direction et permettent d’englober une quantité
bien plus vaste d’exemples. Le but de cette section est de définir ces objets, d’abord dans
le cadre des variétés lisses de dimension 4, puis d’illustrer leur importance dans 1’étude
des surfaces symplectiques.

Définition 1.5.1. Soit M une variété de dimension 4 et 3. une surface. Une fibration de
Lefschetz sur M au-dessus de Y est une application lisse w : M — X avec un nombre fini
de points critiques, telle qu’au voisinage de tout point critique p, il existe des coordonnées
complexes (z1, z2) au voisinage de p et des coordonnées complexes au voisinage de 7(p),
respectant les orientations respectives de M et 3., dans lesquelles ’application 7 est
localement de la forme

(21, 22) = 2129

Remarque 1.5.2. La condition locale au voisinage d’un point critique peut également étre
écrite sous la forme (21, 2;) = 27 + 23. Elle traduit le fait que les points critiques de 7
sont non dégénérés. Cette condition peut alors étre vue comme un analogue complexe des
points critiques de Morse.
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Soit 2 un élément de 3, ’ensemble 71 (2) est appelé la fibre au-dessus de 2. Si z est
une valeur réguliere de 7, I’ensemble 771 (2) est une union de surfaces plongées dans M.
On dit dans ce cas que c’est une fibre réguliere (notons que les fibres régulieres sont deux
a deux difféomorphes). Sinon I’ensemble 7! ({z}) est une union de surfaces immergées
dans M, dont les points d’auto-intersection sont des points doubles transverses positifs,
qui s’intersectent deux a deux transversalement de maniere positive. Dans ce cas, on dit
que 7 1({z}) est une fibre singuliere. Une sous-variété S de dimension 2 qui intersecte
exactement une fois, en des points réguliers et de maniere transverse, chacune des fibres
de la fibration de Lefschetz est appelée une section. L’ application de projection restreinte
a S définit alors un difféomorphisme entre S et ..

Remarque 1.5.3. Sim : M — X est une fibration de Lefschetz dont les fibres ne sont pas
connexes, on dispose d’une surface ¥’ (connexe), d’un revétement ramifié ¢ : ¥’ — X de
degré fini supérieur ou égal a 2 et d’une fibration de Lefschetz 7’ : M — X/ avec fibres
connexes tels que m = 7’ o . Par conséquent, on supposera implicitement que toutes les
fibres des fibrations de Lefschetz considérées par la suite sont connexes.

Définition 1.5.4. Soit M une variété de dimension 4 et B un ensemble fini de points de
M. Un pinceau de Lefschetz sur M de base B est la donnée d’une fibration de Lefschetz

7 : M\B — CP,

telle que pour tout point base p € B, il existe des coordonnées complexes (21, z1) au voi-
sinage de p respectant l’orientation de M dans lesquelles I’application 7 est localement
de la forme

(21, 22) = [21 1 22].

Soit z un élément de CP!, I’adhérence de I’ensemble 7~ ({z}) est appelé la fibre
au-dessus de z. Chaque fibre est une union de surfaces plongées dans M et contient I’en-
semble des points bases. On définit de maniere analogue les notions de fibres régulieres
et fibres singulieres. Le modele local autour de chacun des points bases nous assure qu’en
chaque point base, les fibres s’intersectent deux a deux de maniere transverse et positive.
On remarque qu’une fibre d’un pinceau de Lefschetz dont la base est non vide ne repré-
sente jamais une classe de torsion dans Hy(M; Z). En effet, une telle fibre F' doit satisfaire
I’égalité [F| - [F] = Card B.

Exemple 1.5.5.

1. L’application
T : CP2\{[0:0:1]} — CP!
[x:y: 2] — [z ]
définit un pinceau de droites complexes sur CP2. Pour tout [z : y] € CP!, I’en-

semble 7—1([x : y]) est la droite projective complexe de CP? donnée par I’équation
yX = xY d’inconnues X, Y, Z.
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2. Plus généralement, on considére deux polyndmes homogenes P, Q) € C[X,Y, 7]
distincts et de méme degré d € N*. Quitte a perturber génériquement P et (), on
peut supposer que les courbes complexes projectives C'p et C d’équations res-
pectives P(X,Y,Z) = 0 et Q(X,Y,Z) = 0 sont non singulieres et s’intersectent
transversalement. Le théoréme de Bézout nous assure que les courbes Cp et Cg
s’intersectent en d? points. Notons I = Cp N Cg. L’application

T : CPAN\I — CP!
2y 2] — [Pry,2): Qa,y, 2)]

définit un pinceau de Lefschetz avec d? points bases dont les fibres non singulieres
sont de genre W. L’Exemple 1.3.32 décrit le cas d = 3.

(a) Pinceau de droites passant (b) Pinceau de coniques passant par quatre points
par un point sur CP?, génériques sur C P2,

FIGURE 1.5 — Exemples de pinceaux de Lefschetz.

Remarque 1.5.6.

1. Lorsqu’on éclate tous les points bases d’un pinceau de Lefschetz, on obtient une
fibration de Lefschetz au-dessus de CP'. Les diviseurs exceptionnels qui appa-
raissent suite a ces €clatements sont alors des sections de la fibration de Lefschetz
ainsi obtenue.

2. Lorsqu’on éclate un point p d’un pinceau (resp. fibration) de Lefschetz 7 : M\ B —
>’ qui n’est pas un point base (a 1’aide de coordonnées locales complexes qui rendent
les fibres complexes), on obtient un pinceau (resp. fibration) © : M #@2\3 —
., ou la transformée totale de la fibre F' passant par p est une fibre singuliere,
constituée de 1’union de la transformée propre F de F et du diviseur exceptionnel
E provenant de I’éclatement en p (voir la Figure 1.7).

Remarque 1.5.7. Etant donné un pinceau (resp. fibration) de Lefschetz 7 : M\B — X,
on peut toujours réaliser une perturbation C* arbitrairement petite de 7 de facon a ce que
chaque fibre singuliere possede exactement un point singulier. On parle dans ce cas de
pinceau (resp. fibration) de Lefschetz générique.
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)a F

-1

-1 0

FIGURE 1.7 — Eclatement d’un point régulier sur une fibre d’un fibré en surfaces au-
dessus d’une surface.

On présente deux propositions concernant la topologie des pinceaux de Lefschetz qui
nous seront utiles par la suite.

Proposition 1.5.8. Si une variété M de dimension 4 est munie d’un pinceau de Lef-
schetz possédant exactement un point base et dont toutes les fibres sont régulieres, alors
le pinceau sur M est isomorphe & un pinceau de droites sur CP? (en particulier M est
difféomorphe a CP?).

Esquisse de preuve. On note 7 : M\{p} — CP! le pinceau. On choisit une boule B C
M centrée autour du point base p de 7 : M\{p} — CP'. L’application 7 restreinte
a OB ~ &3 munit OB de la fibration de Hopf. La restriction de m & M\ B est donc
isomorphe a un fibré en disques orienté dont le bord est la fibration de Hopf munie de
I’ orientation opposée. En particulier, la premiere classe de Chern du fibré en disques 7 :
M\B — CP"! est completement déterminée. Comme les fibrés en disques orientés au-
dessus d’une méme base sont classifiés a isomorphisme pres par leur premiere classe de
Chern, on obtient un isomorphisme entre 7w : M\ B — CP! et le fibré en disques défini
par la restriction d’un pinceau de droites sur CP? au complémentaire d’une boule centrée
autour de son point base. Cet isomorphisme peut ensuite s’étendre de maniere lisse sur la
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boule B en un isomorphisme de pinceau de M vers CP? grice aux modeles locaux au
voisinage des points bases. [

Proposition 1.5.9. Tout pinceau de Lefschetz avec au moins deux points bases admet au
moins une fibre singuliere.

Esquisse de preuve. On suppose qu’un pinceau de Lefschetz 7 : M\B — CP' admet
au moins deux points bases et aucune fibre singuliere. On choisit un point p € B et on
éclate tous les points bases différents de p de fagon a obtenir un pinceau de Lefschetz
7 : M\{p} — CP' avec un unique point base et aucune fibre singuli¢re. D’aprés la
Proposition 1.5.8, M est difféomorphe 2 CP?. Mais comme on a effectué au moins un
éclatement, CP? contient une sphere plongée d’auto-intersection —1. Puisque la forme
d’intersection de CP? est définie positive, on aboutit & une contradiction. OJ

On explique désormais le lien entre les surfaces symplectiques et les pinceaux et fi-
brations de Lefschetz.

Définition 1.5.10. Soit (M, w) une surface symplectique, et m : M\ B — ¥ un pinceau
(resp. fibration) de Lefschetz. On dit que w : M\ B — ¥ est un pinceau (resp. fibration)
de Lefschetz symplectique si les conditions suivantes sont remplies :

1. la partie lisse de chaque fibre (c’est-a-dire le sous-ensemble d’une fibre constitué
des points qui ne sont ni des points bases ni des points critiques) est une sous-
variété symplectique,

2. pour toute structure presque complexe J définie au voisinage d’un point base ou

d’un point critique p qui se restreint a une structure complexe sur les parties lisses
de chacune des fibres, J est dominée par w en p.

On dit également que w est une forme symplectique compatible avec .

Le théoreme suivant, di a Gompf et Thurston, montre qu’une fois les exceptions évi-
dentes mises de cOté, les fibrations et pinceaux de Lefschetz peuvent étre munis de formes
symplectiques compatibles avec la projection.

Théoréme 1.5.11 ([Thu76], [GomO02]). Soit m# : M\B — X une fibration ou pinceau
de Lefschetz dont la fibre ne représente pas une classe de torsion dans Hy(M; 7). Alors
M admet une structure symplectique compatible avec . De plus deux telles structures
symplectiques peuvent étre reliées par un chemin lisse de structures symplectiques com-
patibles avec .

Proposition 1.5.12 ([Wen18, Proposition 3.34]). Si la fibre d’une fibration ou pinceau de
Lefschetz m : M\ B — X représente une classe de torsion dans Hy(M;Z), alors B = ()
et la fibre est un tore.

Exemple 1.5.13. Le produit de la fibration de Hopf avec le fibré en cercles trivial au-
dessus de S? munit la variété S x S' d’une structure de fibré en tores au-dessus d’une
sphere. Mais §® x S' n’admet pas de structure symplectique car Hy(S? x S;Z) = 0.
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De maniere plus surprenante, a 1’aide de techniques approximativement pseudoholo-
morphes, Donaldson a montré que toutes les surfaces symplectiques peuvent étre munies
de pinceaux de Lefschetz symplectiques (mentionnons que son résultat est en fait plus
général et concerne aussi les variétés symplectiques de dimensions plus grandes).

Théoréme 1.5.14 ([Don96]). Soit (M,w) une surface symplectique telle que [w] appar-
tient a H*(M;Z). Pour un entier k suffisamment grand, on peut munir (M,w) d’un pin-
ceau de Lefschetz symplectique dont les fibres sont homologues au dual de Poincaré de

klw].

Remarque 1.5.15. L’hypothese sur la forme symplectique n’est pas restrictive. En effet,
quitte a réaliser une perturbation arbitrairement petite, on peut toujours supposer que la
classe de cohomologie d’une forme symplectique est a coefficients rationnels. On peut
alors multiplier la forme symplectique par un entier suffisamment grand pour que sa classe
d’homologie soit a coefficients entiers.

Ce théoreme fondamental permet notamment de ramener 1’étude des surfaces sym-
plectiques a des données combinatoires (nombres de points bases du pinceau et monodro-
mie autour des fibres singulieres), créant ainsi un pont entre la topologie symplectique de
basse dimension et la théorie des groupes.
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Courbes symplectiques rationnelles de
haute auto-intersection dans les
surfaces symplectiques

On rappelle que dans tout ce qui suit, on appelle surface symplectique toute variété
symplectique compacte, connexe, sans bord de dimension 4. De méme, le terme courbe
symplectique désigne toute variété symplectique compacte, connexe, sans bord de dimen-
sion 2. On s’intéresse dans ce chapitre a certains types de surfaces symplectiques : les
surfaces symplectiquement réglées et les surfaces symplectiques rationnelles. On verra
qu’elles sont caractérisées par la présence de certaines courbes rationnelles satisfaisant
certaines conditions sur leur auto-intersection (ou alternativement sur leur premiere classe
de Chern).

On commence par introduire et manipuler dans la Section 2.1 des exemples de sur-
faces symplectiques rationnelles et de surfaces symplectiquement réglées. Puis dans la
Section 2.2, on présente un théoreme de Gromov et McDuff sur les surfaces contenant
des courbes rationnelles symplectiquement plongées d’auto-intersection positive. On dé-
crit les étapes principales de la démonstration tout en soulignant les points qui relevent
spécifiquement de 1’ utilisation des courbes symplectiques rationnelles. Enfin, on présente
dans la Section 2.3 une amélioration de ce théoreme due a McDuff qui étend le résultat
aux courbes symplectiques singulieres rationnelles avec premiere classe de Chern plus
grande que 2 dans les surfaces symplectiques. C’est cette amélioration qui permet no-
tamment d’obtenir la caractérisation des surfaces symplectiquement réglées et celle des
surfaces symplectiques rationnelles.

69
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2.1 Surfaces symplectiques rationnelles, surfaces symplec-
tiquement réglées

Définissons sans plus tarder les objets centraux de ce chapitre.

Définition 2.1.1. On appelle surface symplectiquement réglée route surface symplectique
birationnellement équivalente a ’espace total d’un fibré en spheres symplectique. De
méme, on désignera par surface rationnelle symplectique toute surface symplectique bi-
rationnellement équivalente & (CP? wrg).

Remarque 2.1.2. On met en garde la lectrice ou le lecteur sur le fait que la terminolo-
gie employée ici differe de celle utilisée dans [Wen18]. En effet dans [Wen18], le terme
« symplectically ruled surface » désigne seulement les fibrés en spheres symplectiques
sur des surfaces et le terme « blown-up symplectically ruled surface » est utilisé pour
rendre compte des surfaces symplectiques birationnellement équivalentes a I’espace to-
tal d’un fibré en spheres symplectique qui ne sont pas des déformations symplectiques
de ((CPQ, wrs) (voir le Théoréme 2.3.6 pour la justification derriere ce terme). La Dé-
finition 2.1.1 est plus générale et se rapproche de celle utilisée dans le cas complexe
par [Bea96] et [Har77] par exemple.

Puisque (CP? wpg) éclaté en un point est un fibré en spheres symplectique, toute
surface rationnelle symplectique est une surface symplectiquement réglée.

Les surfaces symplectiques munies de structures de fibrés en spheres symplectiques
sont les premiers exemples de surfaces symplectiquement réglées. On commence par étu-
dier les types de difféomorphismes possibles pour de telles surfaces symplectiques en rap-
pelant une maniere de construire les fibrés en surfaces sur des surfaces. Cette construction
repose sur la compréhension de Diff | (S?), le groupe des difféomorphismes préservant
I’orientation de la fibre S2. Plus précisément, ce qui nous intéresse ici est le fait que
Diff ; (5?%) possede le méme type d’homotopie que SO(3). En particulier, Diff, (S?) est
connexe et son groupe fondamental est isomorphe a Z/27Z.

On rappelle tout d’abord qu’un fibré dont la base B est contractile est globalement
trivial. Lorsque la base > d’un fibré en spheres 7 : & — X est une surface, on peut
décomposer I’espace total E du fibré en ’'union de I’espace total £ du fibré en spheres
trivial au-dessus du disque D? et d’un fibré E, au dessus de YX\D? Comme Y\D? se
rétracte par déformation sur un bouquet de cercles, la connexité de Diff | (S?) nous assure
que le fibré E est également trivial. Le type de difféomorphisme de F ne dépend alors que
la maniere dont on recolle les deux fibrés I} et Es selon leurs bords, ¢’est-a-dire que de la
classe d’homotopie d’un chemin dans Diff, (§?). Puisque Diff, (§?) est difféomorphe a
7./27, 11y a donc deux types de difféomorphisme possibles pour E : celui qui correspond
au fibré trivial ¥ x S? et I’autre qu’on notera X X S2.

Remarque 2.1.3. Grace au théoreme de Kiinneth, il est aisé de constater que le groupe
Hyo(X x 8%;7Z) est engendré par [¥ x {x}] et [{x} x S?]. La forme d’intersection de
¥ x 8? est donc paire puisque pour tous entier % et £, on a

(E[Z x {}] + £[{*} x S*])? = 2k¢.

70



2.1. Surfaces symplectiques rationnelles, surfaces symplectiquement réglées

Maintenant on considére un modele complexe de la forme C' x CP! de ¥ x S?% et
on éclate un point p € C x CP!. La transformée propre de la fibre passant par p est
une courbe rationnelle complexe £ d’auto-intersection —1, la transformée propre de la
section complexe de la forme C' x {x} passant par p est également d’auto-intersection
—1 et les transformées propres des sections complexes de la forme C' x {*} ne passant
pas par p sont des courbes d’auto-intersection 0 qui intersectent chacune £ en un point
de maniere transverse. On contracte ensuite £ afin d’obtenir un autre fibré holomorphe
en CP! au-dessus de C, qui contient cette fois-ci une section d’auto-intersection —1 et
des sections d’auto-intersection +1 (voir la Figure 2.1). Comme la forme d’intersection
de 3 x S? est paire, le fibré en sphéres ainsi obtenu est nécessairement difféomorphe a
¥ x §2. On en déduit que la forme d’intersection de 3 x S? est impaire.

0 7 -1
0 +1 1
0 +1
0 +1 1

0 0

FIGURE 2.1 — Transformation birationnelle entre C' x CP! et un autre fibré holomorphe
en CP! au-dessus de C.

La parité de la forme d’intersection est donc un bon moyen de déterminer les types de
difféomorphisme des fibrés en spheres au-dessus d’une surface donnée. On a également
montré que tous les fibrés en spheres au-dessus de surfaces admettent des sections lisses.

On considere désormais le point p = [0 : 0 : 1] € CP?, ainsi que le pinceau des
droites complexes passant par ce point. L’ensemble des droites du pinceaux est naturel-
lement isomorphe a2 CP* 1’ensemble des droites vectorielles de C2. Lorsqu’on éclate en
p, les transformées propres des droites du pinceau sont des courbes symplectiques deux
a disjointes, dont I’union est égale a 1’espace tout entier, c’est-a-dire a CPQ#@2. L ap-
plication 7 : CP? — CP?, qui a chaque point ¢ € CP?\{p} associe I’élément de CP!
correspondant a la fibre du pinceau passant par ¢, s’étend a I’espace (CPQ#@2 tout en-
tier, ce qui permet alors de le munir d’une structure de fibré en spheres symplectique sur
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CP!, dont le diviseur exceptionnel est une section (voir la Figure 2.2). Comme le fibré tri-

vial S? x §?% ne contient pas de spheére d’auto-intersection —1 (car sa forme d’intersection
. =2 e R ~

est paire), CP?#CP" est alors difféomorphe a S% x S2.

FIGURE 2.2 — Eclatement du point base p d’un pinceau de droites sur CP2.

Les exemples de surfaces symplectiquement réglées qui viennent ensuite sont les
éclatés des fibrés en spheres symplectiques. Lorsqu’on éclate une surface symplectique
(M, w), munie d’une structure de fibré en sphéres, en un point p, la transformée totale
de la fibre passant par p est ’'union de deux spheres symplectiquement plongées d’auto-
intersection —1 (I’une étant le diviseur exceptionnel et I’autre la transformée propre de
la fibre) qui s’intersectent un point, de maniere transverse et positive. Les autres fibres
sont disjointes de 1’éclatement. Ainsi, on remarque qu’une surface symplectique (M , @)
obtenue en éclatant (M, w) un nombre fini de fois est munie d’une structure de fibration
de Lefschetz symplectique.

Réciproquement, on considere 7 : (M’ w') — ¥ une fibration de Lefschetz symplec-
tique dont les fibres régulieres sont des spheres. Quitte a perturber 7 1égeérement, on peut
supposer qu’il y a exactement un point singulier par fibre singuliere. Notons /' une fibre
réguliere et F” une fibre singuli¢re. Pour des raison de genre, la fibre singuli¢re F” est
constituée de deux spheres symplectiquement plongées F] et F, qui s’intersectent en un
point, de maniere transverse et positive. Comme toutes les fibres sont homologues, on a
pour i € {1,2},

0= [F] [F] = ([F] + [F3]) - [F]] = 1+ [F],

d’ou [F/]?> = —1. Ainsi, chaque fibre singuliere est constituée de 1'union de deux diviseurs
exceptionnels. En contractant un des deux diviseurs exceptionnels contenus dans chacune
des fibres singulicres, on obtient un fibré en spheres symplectique au-dessus d’une sur-
face. On a alors montré que les fibrations de Lefschetz symplectiques dont les fibres ré-
gulieres sont des spheres sont des surfaces symplectiquement réglées. En fait dans les
sections qui suivent, on verra que les exemples présentés ci-dessus constituent la totalité
des types de difféomorphismes possibles pour les surfaces réglées.

La proposition suivante regroupe quelques propriétés topologiques des fibrés en spheres
au-dessus de surfaces. Les démonstrations peuvent étre trouvées dans [Wenl18, Chapter
7].
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Proposition 2.1.4. Soit 3 une surface, m : M — X une fibration de Lefschetz topologique
dont la fibre générique est S? telle que chaque fibre singuliere posséde exactement un
point critique, S C M une section et F une fibre réguliere. On note N le nombre de fibres

singulieres et v, . .., BN les composantes irréductibles des fibres qui n’intersectent pas
S. Alors

1. pour tout corps K, la projection m : M — X et l'injection v : S — M induisent
des isomorphismes w, : m (M) — m(2), t : m(S) = m (M), 7* : H(3;K) —
HY(M;K) et * : HY(M;K) — H'(S;K),

2. le groupe abélien Hy(M;Z) est librement engendré par [S|, [F] et [E1], ..., [En],

3. b3 (M) =1.

Notons que la fibration de Lefschetz 7 : M — X de la Proposition 2.1.4 admet
toujours une section. En effet, on a vu lors de la Remarque 2.1.3 que tous les fibrés en
spheres sur des surfaces admettent des sections. Comme 7 : M — > est obtenue en
éclatant un nombre fini de points sur un fibré en spheres au-dessus d’une surface, elle
admet également des sections.

Remarque 2.1.5. Lorsqu’on éclate S? x S? en un point p, les transformées propres des
deux courbes rationnelles complexes d’auto-intersection 0 passant par p sont des diviseurs
exceptionnels disjoints F; et Es. Les courbes F et F5 intersectent chacune le diviseur
exceptionnel £ donné par I’éclatement en p. Quand on contracte /1, on obtient un pinceau
de Lefschetz avec une unique fibre singuliere et un unique point base : les fibres régulicres
correspondent aux images de courbes rationnelles complexes d’auto-intersection 0 qui
intersectent F/; par la contraction, la fibre singuliere est constituée de 1’'union des images
de E et Es par la contraction et le point base est ’image de F;. Quand on contracte ensuite
E5, on obtient un pinceau de Lefschetz sans fibre singuliere avec un unique point base
(voir la Figure 2.3). D’apres la Proposition 1.5.8, ce pinceau de Lefschetz est isomorphe
a un pinceau de droites sur C P2,

En utilisant le Théoréme 1.5.11, on obtient que CP? et S? x S? sont (symplectique-
ment) birationnellement équivalentes. On a aussi exhibé deux modeles minimaux distincts
pour S? x S2#CP" : on verra dans la Section 2.3 que ce phénomene est spécifique aux
surfaces réglées.

2.2 Courbes rationnelles symplectiquement plongées d’auto-
intersection positive

Dans cette section, on explique les grandes lignes de la démonstration du théoréme
suivant, dii a McDuff [McD90] et a Gromov [Gro85] (Gromov a d’abord traité le cas des
courbes rationnelles d’auto-intersection 1 symplectiquement plongées dans les surfaces
symplectiques et McDuff s’est ensuite occupée de tous les autres cas).

73



Chapitre 2 — Courbes symplectiques rationnelles de haute auto-intersection dans les
surfaces symplectiques

. [
Ey

P

0 +1

FIGURE 2.3 — Transformation birationnelle entre S? x S? et C P2,

Théoreme 2.2.1 (Théoreme de McDuff et Gromov). Soit S une courbe rationnelle sym-
plectiquement plongée dans une surface symplectique (M, w). On suppose que [S]* > 0.
Alors M est une surface symplectiquement réglée. En particulier lorsque (M, w) est mi-
nimale :
1. Si [S]? = 0, alors (M,w) est symplectomorphe a un fibré en sphéres symplectique
au-dessus d’une surface, dans lequel S' est identifiée a une fibre.

2. Si [S]? =1, alors (M, w) est symplectomorphe a (CP?, cwrg), avec ¢ > 0, et S est
identifiée a une droite.

3. Si [S]? > 1, on peut trouver une autre courbe rationnelle S’ symplectiquement
plongée dans M qui vérifie [S')> € {0,1}. Autrement dit, on se raméne & I'un des
deux cas précédents.

La démonstration du Théoreme 2.2.1 se base sur les techniques de courbes pseudoho-
lomorphes présentées dans la Section 1.3. On fera usage de la proposition suivante, qui
est une conséquence du théoreme de transversalité automatique pour les courbes pseudo-
holomorphes rationnelles immergées (Théoreme 1.3.40).

Proposition 2.2.2 ([Wenl8, Proposition 2.53]). Soit (M, J) une surface presque com-
plexe et u : 8* — M une courbe rationnelle plongée J—holomorphe telle que m =
[u)?> > 0. Alors pour tous points deux a deux distincts p1, . .., pm, la courbe u est Fred-
holm réguliere pour le probléme avec contraintes, et un voisinageU C Mg, (J;p1, ..., Dm)
de u admet la structure d’une variété lisse de dimension 2 qui vérifie :

1. toute courbe v € U est plongée,
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2. toutes courbes v,w € U s’intersectent seulement en les points py, . . ., py et toutes
les intersections sont transverses,

3. les images des courbes de U privées des points py, ..., forment un feuilletage
d’un voisinage ouvert de u(S*)\{p1, . .., pm} dans M\{p1, ... ,pm}-

b1 P2 ce Pm

FIGURE 2.4 — Feuilletage local par une famille de dimension 2 de courbes pseudo-
holomorphes rationnelles d’auto-intersection m passant par m contraintes ponctuelles

b1,y Pm-

Dans un premier temps on se sert des propriétés des espaces de modules et de la
Proposition 2.2.2 pour construire sur (M, w) un pinceau de Lefschetz dont S est une
fibre. Cette étape fait I’objet du théoreme suivant. Plus de détails peuvent étre trouvés
dans [Wen18, Chapter 6].

Théoreme 2.2.3. Soit S une courbe rationnelle symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique (M, w). On suppose m := [S]? > 0. Alors pour tous points deux & deux
distincts py, . .. py, sur S, (M, w) admet un pinceau de Lefschetz symplectique (ou une fi-
bration de Lefschetz symplectique lorsque m = 0) dont les points bases sont p1, . .., pm,
dont S est une fibre lisse et qui contient au plus un point critique par fibre. De plus,
I’ensemble des fibres singuliéres est vide si et seulement si m € {0,1} et (M,w) est
relativement minimale par rapport a S.

Esquisse de preuve. On commence par choisir une structure presque complexe J do-
minée par w telle que S est I'image d’une courbe .J-holomorphe plongée u. On peut
alors calculer 'indice de u a I’aide de la formule (1.1) : ind(u) = 2 + 2[S]* > 2m.
Le théoréeme de transversalité automatique (Théoreme 1.3.39) nous assure alors que la
courbe u est Fredholm réguliere pour le probleme avec contraintes py, ..., p,. Quitte
a réaliser une perturbation C* arbitrairement petite de la structure presque complexe
J et une perturbation C* arbitrairement petite de la courbe w passant par py, ..., Pm,
on peut supposer que J est générique pour py, ..., p,, (c’est-a-dire que tout courbe J—
holomorphe simple est Fredholm réguliere pour le probleme avec contraintes py, . . . , P )-
Comme toutes les courbes considérées sont Fredholm régulieres, 1’espace de modules
M (J) == MG, ([S]; J;p1, - - -, Pm) st une variété lisse (a priori possiblement non com-
pacte) de dimension 2. L’intérét d’imposer ces contraintes est double. D’une part, on im-
pose a I’espace de modules d’avoir une dimension adaptée dans I’optique de construire un
pinceau de Lefschetz sur (M, w) dont les fibres régulieres sont les images des courbes de
M (J). D’autre part, il est bien plus facile de décrire les courbes nodales pouvant exis-
ter dans le compactifié de I’espace de modules lorsque I’indice (contraint) des courbes
considérées est bas.
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L’étape suivante consiste justement a comprendre les courbes nodales du compacti-
fié Mg(J) := M*o.n([S]; J;p1, - .., pm). Pour ce faire, on considere une courbe nodale
Uso € Mg(J)\Ms(J). En utilisant les conditions de stabilité (pour éliminer I’existence
de composante constante), de conservation du genre géométrique, ainsi que la généricité
de J (les indices contraints des courbes .J—holomorphe simples qui pourraient éventuelle-
ment apparaitre comme image de composantes de courbes nodales sont positifs ou nuls),
on peut montrer que U, possede exactement deux composantes plongées, rationnelles,
d’indices contraints respectifs nuls, qui s’intersectent exactement une fois, de maniere
transverse et positive, en un point qui est distinct de py, . . ., p,, (voir [Wenl8, Chapter 4]
ou I’Annexe A pour plus de détails). L'union de ces deux composantes passe évidem-
ment par les contraintes ponctuelles. De par la généricité de .J, et puisque leurs indices
contraints sont nuls, les composantes des courbes nodales sont en nombre fini. Notons
N C M T’union des images des courbes nodales.

On montre ensuite que 1’ensemble R des points de M\ ({p1,...,pm} UN) par les-
quels passent les courbes de Mg(.J) est :

— ouvertdans M\ ({p1,...,pm} UN) grice a la Proposition 2.1.4,
— fermé dans M\ ({p1, ..., pm} UN) par compacité de Mg(J).

Comme I’espace de modules Mg(.J) est non vide (car il contient la courbe u) et 1’en-
semble M\ ({p1,...,pm} UN) est connexe, on obtient R = M\ ({p1,...,pm} UN).
Pour finir, une étude minutieuse au voisinage des courbes nodales permet de munir
M (J) d’une structure de variété lisse compacte de dimension 2. On considére alors
Iapplication lisse 7 : M\{p1,...,pm} — Mg(J) qui a un point p € M\{p1,...,pm}
associe ’'unique courbe de Mg(.J) passant par p. Dans le cas o m = 0, I’application
7 définit alors une fibration de Lefschetz symplectique sur (M, w). Mais si m > 0, pour
tout i € {p1,...,pm}, on peut montrer que I’application Mg(J) — P(T,, M, J) ~ CP!
qui & une courbe u € Mg(.J) associe son espace tangent en p; est un difféomorphisme.
L’ application 7 définit alors la fibration de Lefschetz symplectique voulue sur (M, w). [J

Remarque 2.2.4. La preuve du Théoreme 2.2.3 constitue un des rares cas ou 1’on sait
déterminer le type de difféomorphisme d’un espace de modules de courbes pseudoho-
lomorphes (ici Mg(.J)) pour une structure presque complexe générique. On remarque
également que dans le cas ot [S]? € {0, 1} et ou la surface symplectique (M, w) est re-
lativement minimale par rapport a S, ’espace de modules Mg(.J) est compact pour .J
générique (en effet, dans ce cas toute courbe nodale de Mg(.J) posseéde une composante
qui est un diviseur exceptionnel disjoint de .5).

En considérant des espaces de modules a parametre, on peut améliorer la preuve du
Théoreme 2.2.3 et montrer que deux pinceaux construits de cette maniere sont reliés par
une isotopie. Cette amélioration ne nous servira pas pour démontrer le Théoreme 2.2.1,
mais on en fera ’'usage dans le Chapitre 3. On I’énonce ci-dessous.

Théoreme 2.2.5 ([Wen18, Theorem GJ). Soit S une courbe rationnelle symplectiquement
plongée dans une surface symplectique (M, w). On suppose m = [S]*> > 0 et on choisit
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D1, - - - Pm des points deux a deux distincts sur S. Soit une structure presque complexe
générique J dominée par w. Alors :

1. Le pinceau (resp. fibration) de Lefschetz donné par le Théoreme 2.2.3 avec points
bases py, . .., pm est isotope (a points bases fixés) a un pinceau (resp. une fibration)
de Lefschetz dont toutes les composantes des fibres sont des courbes J—holomorphes
rationnelles plongées. De plus, toute courbe J—holomorphe qui est homologue a la
fibre et qui passe par tous les points bases p1, . . ., p,, est une fibre.

2. Pour une famille lisse a parameétre {w } sc|o,1) de formes symplectiques avec wy = w,
et pour une famille lisse a parametre { J;} (0.1 de structures presque complexes do-
minées par {ws}scpo1) avec Jo = J, il existe une isotopie lisse de pinceaux (resp. fi-
brations) de Lefschetz avec points bases p, . . . , p,, dont les composantes des fibres
sont des courbes Js—holomorphes, pour s € |0, 1].

Esquisse de preuve du Théoreme 2.2.1. D’apres le Théoreme 2.2.3, on peut construire un
pinceau (ou une fibration) de Lefschetz symplectique sur (M, w) dont S est une fibre et
dont le nombre de points bases m est égal a [S]%.

1. Lorsque [S]? = 0, on obtient une fibration de Lefschetz symplectique dont les fibres
singulieres sont constituées de I’'union de deux diviseurs exceptionnels qui s’inter-
sectent exactement une fois, de maniere transverse et positive. En contractant un
des deux diviseurs exceptionnels dans chacune des fibres singulieres, on obtient un
fibré en spheres symplectique au-dessus d’une surface. Donc (M, w) est un éclate-
ment d’un fibré en spheres symplectique au-dessus d’une surface : c’est une surface
symplectiquement réglée.

2. Lorsque [S]? = 1, le pinceau de Lefschetz posseéde un unique point base p. Chaque
fibre singuliere est I’'union d’une courbe rationnelle plongée passant par p d’auto-
intersection 0 et d’un diviseur exceptionnel qui I’intersecte exactement une fois, de
maniere positive et transverse. En contractant ces diviseurs exceptionnels, on ob-
tient un pinceau avec un unique point base et sans fibre singuliere. La Proposition
1.5.8 nous assure que ce pinceau est isomorphe a un pinceau de droites complexes
sur CP?. Enfin en utilisant le Théoreme 1.5.11, le fait que H3,(CP?* R) est en-
gendré par [wrg] et le théoreme de stabilité de Moser (Théoreme 1.1.3) on a en
fait I’existence d’une constante ¢ > 0 telle que la variété obtenue apres contrac-
tions est symplectomorphe & (CP?, cwrg). Par conséquent, (M, w) est une surface
rationnelle (donc une surface symplectiquement réglée).

3. Lorsque [S]?> > 0, le pinceau de Lefschetz posséde au moins deux points bases.
D’apres la Proposition 1.5.9, il existe alors au moins une fibre singuliere. Cette
fibre singuliere possede deux composantes rationnelles plongées S; et Sy qui s’in-
tersectent exactement une fois, de maniere transverse et positive. On note m; et ms
le nombre de points bases du pinceau par lesquels .Sy et S, passent respectivement,
de sorte que m = m; + my. Puisque la classe [S;] + [S] est homologue a la classe
d’une fibre réguliere, on a pour tout ¢ € {1, 2},

m; = [Si] - ([S1] + [Se]) = 1+ [S,]*.
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Donc pour tout ¢ € {1,2}, ona [S;]> = m; — 1 > —1. De plus, puisque ([S;] +
[S5])? = 0, on a également m = [S}]* + 2 + [S2)%. Quitte a réindexer, on en déduit
que m > [S1]> > 0. On réitere alors le raisonnement avec S; jusqu’a trouver
une courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection 0 ou 1. On
conclut enfin en se ramenant aux cas précédents.

]

Remarque 2.2.6. Dans le cas ot [S]> > 1, on se rameéne a trouver I’existence d’une
courbe rationnelle symplectiquement plongée S” d’auto-intersection 0 ou 1. Si [S]? = 1,
on a montré que la surface symplectique (M, w) était nécessairement rationnelle. Si en
revanche (M, w) ne contient pas de courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-
intersection 1, on peut en fait aussi montrer que (M, w) est une surface rationnelle. En
effet, on peut utiliser certaines composantes apparaissant au cours de la récurrence pour
trouver une autre courbe rationnelle symplectiquement plongée S” d’auto-intersection 0
qui intersecte S’ exactement une fois, de maniére transverse et positive. On peut alors uti-
liser les courbes rationnelles S’ et S” (et des techniques de courbes pseudoholomorphes)
pour construire deux fibrations de Lefschetz symplectiques sur (M, w), de sorte que cha-
cune des fibres d’une des fibrations intersecte toutes les fibres de 1’autre fibration trans-
versalement positivement. Apres contraction d’un nombre fini de diviseurs exceptionnels,
on peut montrer qu’on obtient la surface symplectique (S? x 82, 01 @ 03) ol 07 et 05 sont
deux formes volumes telles que [s2, 1,y 01 = [y w et [,s5201 = [grw (voir [Wenl8,
Theorem 6.8, Theorem 6.9]).

Résumons les points centraux de la preuve du Théoreme 2.2.1 :

— On utilise le théoreme de transversalité automatique pour trouver une structure
presque complexe J générique qui préserve 1'S : cette étape nous permet de munir
les espaces de modules qui apparaissent dans la preuve d’une structure de variété
lisse.

— Comme on s’intéresse a I’espace de modules des courbes J—holomorphes ration-
nelles simples homologues a .S, une coincidence numérique nous permet d’obtenir
un espace de modules de dimension 2 en imposant m = [S]? contraintes ponc-
tuelles.

— L’espace de modules avec contraintes M g(.J) est de dimension 2, ce qui nous per-
met de comprendre aisément les courbes nodales du compactifié, puis de construire
ainsi le pinceau (ou la fibration) de Lefschetz du Théoréme 2.2.3.

— Quand m > 2, des contraintes topologiques permettent d’affirmer 1’existence de
courbes nodales dans Mg(J). On peut alors trouver une autre courbe rationnelle
symplectiquement plongée d’auto-intersection strictement plus petite parmi les com-
posantes d’une fibre singuliere.

— On réitere le raisonnement jusqu’a trouver une courbe rationnelle symplectique-
ment plongée d’auto-intersection 0 ou 1, ce qui permet de conclure.
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Dans quelle mesure peut-on étendre ce raisonnement aux courbes irrationnelles sym-
plectiquement plongées dans la surface symplectique (M, w)? Tout d’abord, pour que
la condition de transversalité automatique soit respectée pour des courbes symplectique-
ment plongées S de genre g > 0, on doit avoir [S]> > 2¢g — 2. Ensuite, I'indice d’une
courbe pseudoholomorphe de genre g homologue a S est égal a ind(u) = 2 — 2g + 2[S]2.
Le nombre m de contraintes ponctuelles py, . . ., p,,, @ imposer sur les courbes pour obte-
nir un espace de modules Mg (J) de dimension 2 est donc égal a [S]*> — g. Cette fois les
points pq, . .., p,, ne permettent pas d’avoir un controle sur toutes les intersections entre
les courbes de M ¢(J) (pour deux courbes distinctes de Mg(.J), il y a exactement g points
d’intersection sur lesquels on n’a aucun controle, voir la Figure 2.5). Cela ne permet pas
de construire un pinceau de Lefschetz de la méme fagon que dans le Théoreme 2.2.3.
L’Exemple 1.3.32 du pinceau de cubiques dans CP? releve d’une situation non géné-
rique qui semble spécifique aux surfaces rationnelles complexes. Dans le Chapitre 3, on
conserve cette idée de « casser » la courbe S pour trouver une composante plongée de
genre strictement plus petit, mais d’intersection suffisamment grande par rapport a son
genre, puis de continuer le raisonnement par récurrence sur le genre des courbes. Un des
points cruciaux consiste a trouver un moyen de prouver I’existence de courbes nodales

dans M (J).

P1 Pm

FIGURE 2.5 — Représentation schématique d’une famille de dimension 2 de courbes .J—
holomorphes de genre 1 et d’auto-intersection m+1 passant par m contraintes ponctuelles
D1, - - - Pm, POUT UNe structure presque complexe J générique.

Remarque 2.2.7. Une autre stratégie est présentée dans les démonstrations de [MS04,
Theorem 9.4.1, Theorem 9.4.4]. Elle consiste a montrer, sous I’ hypothese que I’espace de
modules M ([S]; J) est compact, que I’application d’évaluation

v M ([S]: ) = M™\A

est un difféomorphisme, ol A désigne la grande diagonale de M™*! (c’est-a-dire I’en-
semble des (m + 1)-uplets de M™"! qui posseédent au moins deux composantes iden-
tiques). Sim + 1 > 3, on peut alors se servir de 1’application ev pour construire une suite
de courbes de M ([S]; J) qui converge vers une courbe non plongée dans M ([S]; J) et
ainsi aboutir a une contradiction.

Bien qu’il ne soit pas possible d’étendre telle quelle cette approche au cas des courbes
de genre strictement plus grand pour des raisons évidentes concernant les dimensions des
espaces considérés, la stratégie qu’on emploie dans le Chapitre 3 s’en inspire.

Le Théoreme 2.2.1 de McDuff et Gromov ne suffit malheureusement pas pour classi-
fier les surfaces symplectiquement réglées. Il faut avant tout vérifier que le fait de contenir
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une sphere symplectiquement plongée d’auto-intersection positive est préservé par trans-
formation birationnelle symplectique. L’ opération d’éclatement ne pose aucun probléme :
quitte a perturber 1égerement S, on peut toujours supposer que le point qu’on éclate est
disjoint de S. En revanche, la propriété de contenir une sphere S symplectiquement plon-
gée d’auto-intersection positive n’est a priori pas préservée par I’opération de contraction.
Un éventuel diviseur exceptionnel £ pourrait intersecter strictement plus d’une fois S.
L’image de S apres la contraction de E ne serait alors pas plongée. Comme le genre géo-
métrique des courbes est conservé par les transformations birationnelles, I’ étape suivante
consiste a étudier les courbes symplectiques singulieres rationnelles dans les surfaces
symplectiques.

2.3 Courbes rationnelles symplectiquement positivement
immergées

On présente ici une caractérisation des surfaces symplectiquement réglées par les
courbes symplectiques rationnelles (éventuellement singulieres) qu’elle contiennent. Celle-
ci nous permet ensuite d’obtenir la classification des surfaces symplectiquement réglées
et des surfaces symplectiques rationnelles. Le point clé pour obtenir la caractérisation est
un résultat démontré par McDuff dans [McD92a]. La preuve du résultat étant plutot tech-
nique, on se contente ici d’en présenter les idées principales (les détails techniques seront
mis sous silence ici). Une exposition complete et détaillée peut Etre trouvée dans [Wen18].
Le résultat en question s’intéresse au courbes (rationnelles) symplectiquement positive-
ment immergées dans les surfaces symplectiques. Elles constituent un certain type de
courbes symplectiques singulieres dont on donne la définition ci-dessous.

Définition 2.3.1. Soir (M, w) une surface symplectique, 3. une surface et v : 3 % M une
immersion. On dit que (X)) est une courbe symplectiquement positivement immergée
dans (M,w) si t*w est une forme symplectique sur 3. et tous les points multiples de 1(X)
sont des points doubles (c’est-a-dire tout p € M posseéde au plus deux antécédents par ()
qui sont transverses et positifs.

On peut désormais énoncer la caractérisation des surfaces symplectiquement réglées.
Théoréme 2.3.2 (Caractérisation des surfaces symplectiquement réglées). Soit (M, w)
une surface symplectique. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) (M,w) est une surface symplectiquement réglée,

(2) il existe une courbe rationnelle S C M symplectiquement plongée telle que [S]* >
0,

(3) il existe une courbe rationnelle S &~ M symplectiquement positivement immergée
vérifiant ¢, ([S]) > 2,

(4) il existe J € J.(M,w) et une courbe rationnelle J—holomorphe u injective quelque
part, Fredholm réguliére, satisfaisant ind(u) > 2,
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En particulier, chacune des propositions énoncées ci-dessus est invariante par transfor-
mation birationnelle symplectique.

Remarque 2.3.3. Les propriétés du Théoreme 2.3.2 peuvent également €tre interprétées en
terme d’invariants de Gromov—Witten. En effet, elles sont vérifiées si et seulement si 1’in-
variant GW(()%:X n’est pas identiquement nul (on dit dans ce cas que la surface symplec-
tique (M, w) est uniréglée). Plus de détails a ce sujet peuvent étre trouvés dans [Wen18,

Section 7].

La démonstration du Théoreme 2.3.2 repose principalement sur le théoréme suivant.
On en esquisse une démonstration a la fin de la section.

Théoreme 2.3.4 (Théoreme de McDuff pour les spheres symplectiquement positivement
immergées, [McD92a]). Soit S une courbe rationnelle symplectiquement positivement
immergée dans une surface symplectique (M, w) telle que c1([S]) > 2. Alors (M,w)
contient également une courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection
positive.

Remarque 2.3.5. Le Théoreme 2.3.4 peut aisément étre généralisé au cas ou S est une
courbe rationnelle symplectique singuliere. En effet, on peut toujours perturber S sym-
plectiquement, de maniere complexe au voisinage des singularités, de facon a obtenir une
courbe rationnelle symplectiquement positivement immergée homologue a .S.

Démonstration du Théoréme 2.3.2. L’implication (3) = (2) est donnée par le Théo-
reme 2.3.4 de McDuff pour les spheres symplectiquement positivement immergées. L’ im-
plication (2) = (1) découle du Théoreme 2.2.1 de McDuff et Gromov.

On montre ensuite I’implication (1) = (3). D’apres la formule d’adjonction, une
droite ¢ C CP? satisfait ¢1([¢]) = 2+ 1 > 2 et une fibre F' d’un fibré en spheres
symplectique au-dessus d’une surface vérifie ¢;([F]) = 2 + 0 > 2. Il suffit alors de
montrer que la propriété de contenir une sphere S & M symplectiquement positivement
immergée vérifiant c¢1([S]) > 2 est invariante par éclatement, contraction et déformation
symplectique. Lorsqu’on éclate en un point p € M, quitte a réaliser une perturbation
arbitrairement petite de S, on peut supposer que p n’appartient pas a S, ce qui permet
de conclure. Lorsqu’on contracte un diviseur exceptionnel £, on introduit une structure
presque complexe auxiliaire J € J,(M,w) telle que S est I’image d’une courbe .J—
holomorphe. D’apres le Corollaire 1.4.11, quitte a réaliser une isotopie, on peut supposer
sans perte de généralité que £ est I'image d’une courbe J-holomorphe. On a alors la
propriété de positivité d’intersection entre S et . Quitte a perturber symplectiquement
S, de maniere complexe au voisinage des points d’intersection entre E et .S, on peut
alors supposer que E et S s’intersectent transversalement positivement. De cette maniere,
I’image S’ de S par la contraction de £ est symplectiquement positivement immergée.
On note k& = [E] - [S]. On peut alors calculer la premiere classe de Chern de S’ en
utilisant la formule d’adjonction ¢ ([S']) = c1([S]) + ki ([E]) = a([S]) +k > 2,
ce qui conclut. En ce qui concerne les déformations symplectiques, on commence par
appliquer le Théoréme 2.3.4 a S pour trouver une courbe rationnelle S, symplectiquement
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plongée dans (M, w) d’auto-intersection positive (qui vérifie donc ¢, ([Sp]) > 2 d’apres
la formule d’adjonction). Le Théoréme 2.2.5 assure alors 1’existence d’une autre courbe
rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive une fois la déformation
symplectique effectuée.

Il ne reste plus qu’a montrer 1’équivalence entre les deux dernieres propositions. L’im-
plication (3) = (4) est immédiate. Pour démontrer sa réciproque (4) = (3), on perturbe
la structure presque complexe J en une structure générique J' € J ¢(M,w) et on utilise
la régularité Fredholm de la courbe u pour trouver une courbe .J'~holomorphe arbitraire-
ment proche de u. En choisissant J’ suffisamment générique, on peut alors trouver une
courbe symplectiquement positivement immergée proche de «' homologue a u, comme
vu au dernier paragraphe de la Section 1.3.6. Le fait que ind(u) = —2 + 2¢; ([u]) permet
de conclure. ]

Grace au Théoreme 2.3.2, on peut désormais obtenir la classification des surfaces
symplectiquement réglées et des surfaces symplectiques rationnelles.

Théoreme 2.3.6 (Classification des surfaces symplectiquement réglées). Une surface
symplectique (M,w) est symplectiquement réglée si et seulement si elle peut étre mu-
nie d’une fibration de Lefschetz symplectique avec fibre réguliere de genre 0 et au plus
une singularité par fibre singuliere. Autrement dit (M ,w) est symplectiquement réglée si
et seulement si c’est un éclatement de (CP?, cwps) avec ¢ > 0, ou un éclatement d’un
fibré en spheres symplectique au-dessus d’une surface.

Démonstration. Si (M, w) est symplectiquement réglée, le Théoréme 2.3.2 assure 1’exis-
tence d’une sphere S C M symplectiquement plongée d’auto-intersection positive. Le
Théoreme 2.2.1 de McDuff et Gromov permet de conclure. La réciproque est une consé-
quence immédiate de la définition des surfaces symplectiquement réglées. [

Théoréme 2.3.7. Une surface symplectique (M, w) est rationnelle si et seulement si elle
admet un pinceau de Lefschetz symplectique dont les fibres réguliéres sont des courbes
rationnelles (éventuellement sans point base, mais dont la base est une sphere).

Démonstration. On suppose que (M, w) est rationnelle. D’apres le Théoreme 2.3.6, (M, w)
est soit un éclatement de (CP?, cwrg) avec ¢ > 0, soit un éclatement d’un fibré en spheres
symplectique au-dessus d’une surface. Dans le premier cas, on peut directement conclure.
Dans le second cas il suffit de remarquer qu’une surface rationnelle symplectique est sim-
plement connexe (voir la Remarque 1.4.1). La Proposition 2.1.4 nous assure alors que la
base du fibré est de genre 0.

La réciproque découle directement du Théoreme 2.2.1 de Gromov et McDuff, de la
Remarque 2.2.6 et de la Remarque 1.4.1 lorsque le pinceau admet au moins un point
base (car dans ce cas, (M, w) contient une courbe rationnelle symplectiquement plongée
d’auto-intersection strictement positive). On suppose que le pinceau de Lefschetz n’admet
pas de point base. Puisque ses fibres régulicres sont des courbes rationnelles symplecti-
quement plongées d’auto-intersection 0, le Théoreme 2.2.1 de Gromov et McDuff nous
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assure que (M, w) est I’éclatement d’un fibré en spheres symplectique au-dessus d’une
surface. D apres la Proposition 2.1.4, (M, w) est simplement connexe donc la base du
fibré est une sphere. D’apres les résultats de la Section 2.1, les seuls modeles minimaux
possibles pour (M, w) sont alors S? x S? et CP?, ce qui conclut la preuve. O

Remarque 2.3.8. Pour la réciproque dans la preuve du Théoreme 2.3.7, lorsque le pinceau
admet au moins un point base, on pouvait aussi éclater tous les points bases pour se
ramener au cas sans point base.

Théoreme 2.3.9 (Classification des surfaces symplectiques rationnelles). Une surface
symplectique (M, w) est rationnelle si et seulement si elle peut étre munie d’une fibration
de Lefschetz symplectique dont les fibres régulieres et la base sont des spheres. Autre-
ment dit (M,w) est symplectiquement réglée si et seulement si c’est un éclatement de
(CP?, cwrs) avec ¢ > 0 ou un éclatement d’un fibré en spheres symplectique au-dessus
d’une sphere.

Démonstration. On suppose que (M, w) est une surface symplectique rationnelle. En par-
ticulier (M, w) est symplectiquement réglée, donc d’apres le Théoreme 2.3.6, c’est un
éclatement de (CP?, cwrg) avec ¢ > 0, ou un éclatement d’un fibré en spheres symplec-
tique au-dessus d’une surface. Dans le second cas, comme M est simplement connexe, la
base du fibré est une sphere.

La réciproque provient du Théoreme 2.3.7. 0

La proposition suivante est un corollaire du Théoréme 2.3.4 de McDulff sur les spheres
symplectiquement positivement immergées. Elle affirme que les surfaces symplectique-
ment réglées sont les seules surfaces symplectiques a posséder plusieurs modeles mini-
maux. Autrement dit, une surface symplectique non rationnelle admet un unique modele
minimal.

Proposition 2.3.10. Soit (M, w) une surface symplectique et (Ny,w1), (N2, ws) deux sur-
faces minimales obtenues a partir de (M,w) en contractant des collections maximales
de diviseurs exceptionnels deux a deux disjoints. Si (M,w) n’est pas une surface sym-
plectiquement réglée alors (N1, w1 ) et (No, ws) sont dans la méme classe de déformation
symplectique.

Démonstration. Soit {E1, ..., Ex} et {E], ..., E;} deux collections maximales de divi-
seurs exceptionnels deux a deux disjoints. On suppose que les surfaces symplectiques
minimales (N7, w;) et (N, ws) obtenues respectivement en contractant {Ey, ..., Ei} et
{E", ..., E,} ne sont pas dans la méme classe de déformation symplectique. D’apres le
Corollaire 1.4.11, quitte a réaliser des isotopies symplectiques de diviseurs exceptionnels,
on peut supposer que les E; et les E s’intersectent deux a deux localement positivement.
Supposons sans perte de généralité qu’on a k > (. S’il existait ¢ € {1,...,k} tel que
pour tout j € {1,...,(}, E; - B} = 0 (c’est-a-dire E; disjoint de E; par positivité d’in-
tersection), cela contredirait I’hypothése de minimalité sur (N5, ws). Puisque (N7, w;) et
(N3, ws) ne sont pas dans la méme classe de déformation symplectique, on a également
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{E1,....Ex} #{E],...,E}}. Nlexistedonc i € {1,....k}etj e {1,... (} tels que
[Ei] - [E}] > 0. L'image de E par la contraction de F; est alors une courbe symplec-
tique singuliere rationnelle S qui vérifie c;([S]) = ci([E]]) + ([E] - [Ej])ei([Ei]) =
1+ [Ei] - [E]] > 2. Le Théoréme 2.3.4 permet alors de conclure. O

On termine en présentant les grandes lignes de la preuve du théoreme clé de cette
section : le Théoreme 2.3.4 de McDuff sur les courbes rationnelles symplectiquement
positivement immergées. Comme dans la Section 2.2, la preuve se base sur des tech-
niques de courbes pseudoholomorphes. Etant donné une surface symplectique (M,w) et
S I'image d’une courbe rationnelle symplectiquement positivement immergée, on dis-
pose d’une structure presque complexe J dominée par w telle que S est I’'image d’une
courbe J—holomorphe simple. Cette fois-ci on ne peut pas espérer décrire la topologie de
(M, w) en construisant un pinceau de Lefschetz dont les fibres sont des courbes ration-
nelles homologues a S. En effet, d’apres la formule d’adjonction, aucune telle courbe ne
serait plongée. Une autre difficulté provient du fait que certaines des courbes de I’espace
de modules M ([S]; J) peuvent ne pas étre immergées. Ces courbes non immergées ne
satisfont pas les hypotheses du théoreme de transversalité automatique, ce qui rend la
preuve assez technique par endroit (notamment lorsqu’on souhaite obtenir certaines pro-
priétés globales sur I’espace de modules) et pousse a manipuler diverses conditions de
généricité avec prudence. Les détails techniques ne seront pas évoqués ici, on renvoie le
lecteur ou la lectrice a [Wen18, Chapter 7] pour une exposition complete.

On va néanmoins montrer que 1’espace de modules des courbes rationnelles simples
homologues a S n’est pas compact afin de prouver soit I’existence d’une courbe ra-
tionnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive, soit 1’existence d’une
courbe rationnelle symplectiquement positivement immergée S’ vérifiant ¢, ([S]) > ¢ ([9']
2. On procede ensuite de maniere récursive jusqu’a trouve la spheére symplectiquement
plongée d’auto-intersection positive voulue.

Une solution pour remédier au probleme évoqué plus tot consiste a considérer la
construction suivante qu’on appelle la courbe universelle. Elle est définie pour tous en-
tiers naturels m, g, pour toute classe d’homologie A € Hy(M;Z) et pour toute structure
presque complexe J € J,(M,w), par

~—

ug,m(A; J) = Mg,m+1 (Av J)

La courbe universelle est accompagnée de deux applications lisses naturelles : 1’applica-
tion d’oubli du (m + 1)-ieme point marqué

Tt Uy (A; J) = My (A; J)

et I’application d’évaluation en le (m + 1)-iéme point marqué

eVt Ugm(A;J) = M.

Pour tout représentant (X, j, u, (C1, ..., (), A) d’une courbe de M, ,,,11(A; J), on dé-

v

finit I’espace topologique > = 3 ~ ol £ ~ 2 pour toute paire de points nodaux
{%,2} € A.
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Proposition 2.3.11 ([Wen18, Proposition 7.40]). Soit (S, j,u, (C1, ..., (m), A) un repré-
sentant d’un élément de M, ,,(A; J) avec groupe d’automorphisme Aut(u). On dispose
d’un homéomorphisme naturel entre 7, ' (u) et le quotient ) JAut(u) qui identifie I’appli-
Cation eV 1|10, : T () — M avec u: S /Aut(u) — M.

A partir de maintenant, on fixe m = ¢;([S]) — 2 et p1,...,pm € S de sorte que
I’espace de modules contraint Mg(J) := Mo, ([S]; J;p1,-..,pm) & pour dimension
virtuelle —2 + 2¢4([S]) — 2m = 2. Comme S est immergée, elle satisfait alors les hypo-
theses du théoreme de transversalité automatique avec contraintes ponctuelles pq, . . ., p,.
On peut alors supposer sans perte de généralité que J est générique (dans un sens qu’on
ne précisera pas ici). On note Ug(J) = Momi1([S]; J;p1, .-, Pm) la courbe univer-
selle correspondante. De la méme facon que dans la Section 2.2, le fait d’imposer ces
contraintes permet d’avoir une meilleur compréhension des courbes nodales pouvant ap-
paraitre dans le compactifié¢ de Gromov de I’espace de modules correspondant. En effet, il
est possible de montrer que ces courbes nodales sont en nombre fini et que chacune d’entre
elle est 'union de deux courbes pseudoholomorphes immergées qui s’intersectent exac-
tement une fois et de maniere transverse et positive (voir [Wenl8, Lemma 7.43]). Cette
compréhension des courbes nodales de Mg(.J), couplée 2 la Proposition 2.3.11, permet
de montrer le lemme suivant, qui fournit de précieuses informations sur la topologie de
Us(J).

Lemme 2.3.12 ([Wen18, Theorem 7.45]). Les espaces Us(J) et Ms(J) peuvent étre
munis de structures de variétés lisses de dimensions respectives 4 et 2 telles que T, :
Us(J) — Ms(J) est une fibration de Lefschetz dont les fibres régulieres sont de genre ()
et avec un unique point critique par fibre singuliére.

Les images réciproques des points py, . .., p,, par I’application ev,,; définissent des
sections X1, ...,y deux a deux disjointes de la fibration de Lefschetz donnée par le
Lemme 2.3.12. La stratégie consiste alors a utiliser ces sections prouver 1’existence de
fibres singulieres dans cette fibration de Lefschetz via des contraintes de nature topolo-
gique. L’application d’évaluation ev,, 1 va jouer un role crucial a cet effet.

Lemme 2.3.13 ([Wen18, Lemma 7.49]). Soit u € Mg(J) une courbe immergée. Alors
sur un voisinage du complémentaire des points marqués dans 71 (u), lapplication ev,, 1 :
Us(J) — M est un difféomorphisme local préservant I’orientation.

La démonstration du Lemme 2.3.13 repose essentiellement sur le théoréme de trans-
versalité automatique avec m + 1 = ¢;([S]) — 1 contraintes. On ne peut donc pas es-
pérer étendre aussi simplement ces résultats aux courbes de genre strictement positif. Le
Lemme 2.3.13 permet de calculer le degré de 1’application d’évaluation ev,, ;.

Lemme 2.3.14 ([Wenl8, Lemma 7.51]). L’application ev,,., : Us(J) — M vérifie
deg(evy,11) > 1, avec égalité si et seulement si S est plongée.

85



Chapitre 2 — Courbes symplectiques rationnelles de haute auto-intersection dans les
surfaces symplectiques

On note N = deg(ev,,41) et, si m > 1, on introduit pour tout i € {1,...,m},
I’application o
o Mg(J) — P(T,,M) = CP,

qui a une courbe u associe 1’espace tangent a v en p,;. Le degré de ev,,,; permet de
calculer le degré de o;.

Lemme 2.3.15 ([Wen18, Lemma 7.54]). Pour touti € {1,...,m}, deg(o;) = N.

Le degré des applications o; permettent le calcul des nombres d’auto-intersection des
sections >.;.

Lemme 2.3.16 ([Wenl18, Lemma 7.55]). Les sections ; C Ug(J) sont deux a deux
disjointes et vérifient [¥;]* = —N.

D’apres le Lemme 2.3.16, les classes d’homologies des sections >q,...,%,, et la
classe d’homologie d’une fibre réguliere F' de la fibration de Lefschetz forment une fa-
mille libre de Ho(Us(J); Z), donc by(Us(J)) > m + 1. Sim > 1 (c’est-a-dire ¢1([S]) >
3), la Proposition 2.1.4 assure I’existence d’une fibre singuliere. Cette fibre singuliere as-
sure en retour I’existence d’une courbe nodale dans M (.J), constituée de deux compo-
santes symplectiquement positivement immergées S’ et S” qui vérifient [S] = [S'] +[S”].
Comme S’ et S” sont des images de courbes J—holomorphes simples Fredholm régulieres,
la condition de positivité des indices assure que ¢ ([S’]) > 1 et ¢;([S”]) > 1. Quitte a re-
nommer les composantes, obtient ainsi 1’existence d’une autre sphere symplectiquement
positivement immergée S” qui vérifie ¢;([S]) > c1([S’]) > 2. En procédant de maniére
itérative, on peut donc se ramener au cas ou ¢1([S]) € {2, 3}.

On suppose désormais ¢ ([S]) € {2, 3}. La derniére étape consiste & montrer 1’exis-
tence d’une sphere symplectiquement plongée d’auto-intersection positive parmi les com-
posantes des courbes nodales de Mg(.J). Les outils utilisés sont les mémes que pour le
reste de la preuve. Néanmoins cette partie requiert plus d’astuce et nécessite potentiel-
lement de changer I'immersion de départ. Cette partie de la preuve n’éclairant pas les
raisonnements abordés dans le chapitre suivant, on renvoie a [Wen18, Section 7.3.7] pour
plus détails.

Remarque 2.3.17. Si m > 1 (c’est-a-dire si ¢;([S]) > 3), alors on peut voir a posteriori
que (M, w) est une surface symplectique rationnelle. En effet, H, (Us(J); Z) est engendré
par les lacets sur X.q, et tous ces lacets sont envoyés sur un point par ev,,, 1. Puisque ev,,,
induit une application surjective en homologie rationnelle, on obtient H1(M; Q) = 0. Les
Théoremes 2.3.6 et 2.3.9, couplés a la Proposition 2.1.4, permettent de conclure.

Lorsqu’on tente de généraliser la stratégie consistant a étudier la courbe universelle
aux courbes de genre g > 0, on se heurte a quelques difficultés.

Tout d’abord, I’application d’oubli 7, : Us(J) — Mg(J) définit une fibration de
Lefschetz sur U (.J), mais la topologie de tels objets (quand la fibre est de genre stricte-
ment positif) est encore assez mal comprise. Cette difficulté pourrait éventuellement étre
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contournée en ayant plus d’informations sur la topologie de la base de la fibration de Lef-
schetz, par exemple en montrant que M (/) est difféomorphe a une sphere. Un résultat
allant dans ce sens pour les tores symplectiquement plongées d’auto-intersection 1 dans
certaines surfaces symplectiques est discuté dans la Section 5.4 (voir la Remarque 5.4.5).
Ce probleme constitue une motivation supplémentaire pour étudier la topologie de tels
espaces de modules.

Ensuite, le fait que I’espace de modules M s(.J) soit non vide et naturellement muni
d’une structure de variété lisse est une conséquence du théoreme de transversalité auto-
matique avec m contraintes ponctuelles. De méme, le Lemme 2.3.13 (qui sert a montrer
deg(ev,,y1) > 0) repose de maniere cruciale sur le fait que les courbes de Mg(.J) sont
automatiquement Fredolm régulieres pour le probleme avec m+1 contraintes ponctuelles.
Or dans le cas ou S est une courbe de genre g, on doit poser m = ¢;([S]) + g — 2 pour
que la dimension virtuelle de I’espace de modules M(J) soit égale a 2. L’hypothese
du Théoreme 1.3.41 avec m + 1 contraintes ponctuelles n’est alors plus respectée des
que g > 1 puisque la condition 2g — 2 + 2¢;([S]) — 2(m + 1) > 2¢ — 2 équivaut a
1 ([S]) > m+ 1L
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Courbes symplectiques irrationnelles de
haute auto-intersection dans les
surfaces symplectiques

On discute maintenant des effets de la présence de courbes symplectiquement plon-
gées et d’auto-intersection grande par rapport a leur genre sur la topologie des surfaces
symplectiques qui les contiennent. Le cas des courbes rationnelles ayant été traité dans le
Chapitre 2, on mettra I’emphase sur 1’étude des courbes irrationnelles. Ce chapitre est en
grande partie consacré a la démonstration du théoréeme suivant.

Théoréme 3.0.1. Soit (M,w) une surface symplectique et S une courbe symplectique-
ment plongée dans (M, w) de genre g telle que (M, w) est relativement minimale par rap-
porta S. Si [S]? > 4g + 5, alors la surface symplectique (M,w) est un fibré en sphéres
symplectique au-dessus d’une surface de genre g et S est I'image d’une section de ce
fibré. De plus, I’énoncé est également vrai si on suppose seulement que [S]? > 4g + 5, a
[’unique exception pres des cubiques symplectiques non singulieres dans le plan projectif
complexe.

Remarquons tout d’abord que le Théoreme 3.0.1 permet de déterminer completement
le type de difféomorphisme de la variété symplectique (M, w).

Corollaire 3.0.2. Soit (M,w) une surface symplectique et S une courbe symplectique-
ment plongée dans (M,w) de genre g telle que (M,w) est relativement minimale par
rapport a S. Si [S)? > 49 + 5 (ou [S)?> > 49 + 5 si g # 1), alors :

— si [S)? est pair, M est difféomorphe a ¥, x §?;
— i [S)? est impair; M est difféomorphe a £, X S*;
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oul Y4 désigne une surface de genre g.

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.0.1, M est difféomorphe a un fibré en spheres
sur Y,. On a vu dans la Section 2.1 qu’il n’y a que deux types de difféomorphismes
possibles pour de tels objets : ¥, x S? et 3, x S%. D’apres la Proposition 2.1.4, le groupe
Hy(M;Z) est engendré par [S] et la classe de la fibre [F)]. Si [S]? est impair, alors la
forme d’intersection Q) est impaire. On en déduit dans ce cas que M est difféomorphe a
¥, X §2. Si [S]? est pair, alors pour tous entier k, [, Uentier (k[S]+ ([F])? = k*[S]? + 2k(
est pair, donc la forme d’intersection O, est paire. Dans ce cas, M est difféomorphe a
3, x 82 O

Remarque 3.0.3. Au vu de la construction présentée dans la Section 2.1, on constate que
pour deux fibrés en spheres symplectiques (M7, wy) et (Ms, wy) au-dessus de surfaces tels
que M, et M sont difféomorphes, on peut choisir un difféomorphisme ¢ : M; — M,
de facon a ce que P préserve les fibres des deux fibrations. Le Théoreme 1.5.11 assure
alors que les formes symplectiques w; et ®*ws sont reliées par un chemin de formes
symplectiques compatibles avec la structure de fibré en spheres sur M; (notons égale-
ment que d’apres le Théoreme 2.2.5, les déformations symplectiques préservent les struc-
tures de fibrés en spheres symplectiques, considérées a isotopie pres). Autrement dit, le
type de difféomorphisme d’un fibré en spheres symplectique (M, w) au-dessus d’une sur-
face détermine completement sa classe de déformation symplectique (voir aussi [Sall2,
Example 3.6]). Le Corollaire 3.0.2 permet donc de déterminer completement la classe de
déformation symplectique de (M, w).

Remarque 3.0.4. Avec les hypotheéses du Théoreme 3.0.1, dans le cas ou g > 0, le fait que
(M, w) soit relativement minimale par rapport a S implique la minimalité de (M, w) (ce
qui n’est pas nécessairement vrai dans le cas ou g = 0).

Notons ensuite qu’étant donné une surface symplectique (M, w) et S une courbe sym-
plectiquement plongée dans (M, w), on peut aisément ramener au cas ou (M, w) est rela-
tivement minimale par rapport a S. En effet, il suffit pour cela de contracter une famille
maximale de diviseurs exceptionnels symplectiques disjoints de S et deux a deux dis-
joints. On peut alors appliquer le Théoreme 3.0.1, puis éclater les points correspondant
aux diviseurs exceptionnels précédemment contractés pour obtenir de nouveau (M, w).
Quitte a perturber 1égerement .S et la structure de fibré en spheres symplectique, on peut
supposer que ces éclatements sont disjoints de .S et qu’il y a au plus un éclatement par
fibre. On obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 3.0.5. Soit (M,w) une surface symplectique et S une courbe symplectique-
ment plongée dans (M,w) de genre g. Si [S]? > 4g + 5, alors la surface symplectique
(M, w) est munie d’une fibration de Lefschetz symplectique générique (i.e avec au plus
un point singulier par fibre) dont la base est une surface de genre g, les fibres non singu-
lieres sont des spheres et telle que S est I'image d’une section. De plus, le théoreme est
également vrai si [S]? > 4g + 5 et g # 1 a I’exception prés des transformées propres des
cubiques symplectiques non singulieres dans les éclatés du plan projectif complexe.
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Le Théoreme 3.0.1 est inspiré de son analogue algébrique (vérifié pour les corps algé-
briquement clos), démontré par Hartshorne dans [Har69]. Le cas se rapprochant le plus du
cadre de ce manuscrit étant le cas complexe, on donne une présentation tres succincte de
ce théoreme de Hartshorne du point de vue complexe dans la Section 3.1. On présente en-
suite deux démonstrations du Théoreme 3.0.1. La premiere, esquissée dans la Section 3.2,
est plus « concise » (pour nuancer, elle nécessite quand méme de reprendre la totalité des
arguments utilisés par Hartshorne) mais possede I’'inconvénient de faire appel a la théorie
de Seiberg—Witten. Elle est par conséquent moins visuelle et géométrique. La seconde
démonstration, qui se base sur les propriétés des espaces de modules de courbes pseudo-
holomorphes, est détaillée dans la Section 3.3. Elle a I’avantage d’étre plus directe, plus
éclairante de faire intervenir des techniques intéressantes concernant les courbes pseudo-
holomorphes de genre strictement positif. Elle permet également de prendre un raccourci
non négligeable dans les arguments utilisés par Hartshorne. On discute dans la Section 3.4
de I’optimalité des bornes du Théoreme 3.0.1, ainsi que d’éventuelles pistes pour aller
plus loin.

3.1 Courbes de haute auto-intersection dans les surfaces
complexes : un théoréme de Hartshorne

Le Théoreme 3.0.1 s’inspire d’un théoréme de Hartshorne dont on donne ici une pré-
sentation tres succincte. Afin de rester au plus proche du cadre de ce manuscrit, on n’en
présente ici qu’un cas particulier : celui de la géométrie algébrique complexe, qui permet
un point de vue plus topologique que le cadre général donné par la géométrie algébrique
sur les corps finis.

Commencgons par quelques définitions préliminaires. Une surface réglée est une sur-
face birationnellement équivalente 2 un produit de la forme CP! x C, ot C désigne une
courbe complexe non singuliere. Une surface rationnelle est une surface birationnelle-
ment équivalente CP! x CP!. Une surface géométriqguement réglée est un fibré holo-
morphe en CP' au-dessus d’une courbe complexe non singuliere C. Etant donné deux
surfaces complexes V) et V5, ainsi qu’une courbe complexe X, on dit que deux plon-
gements X — Vj et X — V5 sont équivalents s’il existe une application birationnelle
f Vi — V5 qui est un isomorphisme sur un voisinage ouvert de X dans V; et qui induit
I’application identité sur X.

On peut maintenant énoncer le théoréme de Hartshorne en question.

Théoreme 3.1.1 ([Har69, Theorem 4.1]). Soit X une courbe algébrique complexe non
singuliere de genre g dans une surface algébrique complexe non singuliére V. On suppose
que X2 > 4g + 5. Alors V est une surface réglée et le plongement de X dans V est
équivalent a une section d’une surface géométriquement réglée. De plus, I’énoncé est
également vrai si X* > 4q + 5, a I'exception de la cubique non singuliére de CP? (ou
d’un plongement équivalent).
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Soit V' une surface complexe non singuliere. On désigne par Ky la classe canonique de
V, définie dans ce cadre comme la premiere classe de Chern du fibré en droites complexe
des 2—formes holomorphes sur V' (en particulier on a Ky = —¢;(T'V)). La démonstra-
tion du Théoreme 3.1.1 consiste essentiellement en une utilisation astucieuse des outils
suivants :

— Le critere d’Enriques pour les surfaces réglées (voir [Bea96, Corollary VI.18]).
Celui-ci affirme qu’une surface complexe non singuliere V' est réglée si et seule-
ment si elle contient une courbe complexe irréductible X qui n’est pas un diviseur
exceptionnel et telle que Ky - X < 0 (notons que c’est aussi équivalent au fait que
la dimension de Kodaira de V' est égale a —o0).

— La formule d’adjonction, qui affirme que pour toute courbe complexe irréductible
dans V,ona Ky - X +2—2p,(X)+X? = 0, ol p,(X) désigne le genre arithmétique
de X.

— La propriété de positivité d’intersection entre deux courbes complexes dans une
surface complexe, qui affirme que deux telles courbes sans composante commune
s’intersectent localement positivement.

— Les transformations birationnelles, qui peuvent €tre décrites comme des successions
d’éclatements, d’isomorphismes et de contractions (voir la Remarque 1.4.4).

Commencons par présenter brievement 1’idée de la preuve. Comme X est non singu-
liere, on a p,(X) = g. Puisque X? > 4g + 5, la formule d’adjonction nous indique alors
que Ky - X < 0. D’apres la classification d’Enriques pour les surfaces réglées, on sait
donc que V' est une surface réglée. On étudie ensuite les courbes irréductibles Y, possi-
blement singulieres, dans un modele minimal de V' (les modeles minimaux des surfaces
réglées sont les surfaces géométriquement réglées et le plan projectif complexe CP?,
voir [Har69, Theorem 2.1, Theorem 3.3]) de fagon a obtenir une borne supérieure sur le
nombre d’auto-intersection Y en fonction de p,(Y’). Cette étape est obtenue en utilisant
judicieusement la formule d’adjonction, certains nombres d’intersection entre différentes
courbes, ainsi que la propriété de positivité d’intersection. Les cas des surfaces réglées
non rationnelles et des surfaces rationnelles sont traités a part (ce dernier cas étant plus
astucieux). La dernicre étape consiste alors a examiner ce qu’il se passe au niveau de la
borne quand on éclate des points de V' pour obtenir de nouveau la surface complexe V.

L’ objectif des deux démonstrations du Théoréeme 3.0.1 (présentées respectivement
dans la Section 3.2 et la Section 3.3) est de se ramener a une situation dans laquelle
on peut adapter au cadre symplectique les arguments et les outils utilisés par Hartshorne.
On adaptera ces arguments de la maniere suivante :

— Dans I’esquisse de preuve présentée dans la Section 3.2, un analogue du critére
d’Enriques sera donné par le Théoreme 3.2.1, issu de la théorie de Seiberg—Witten.
Ce rdle sera joué par le Théoréme 3.3.1 dans la Section ??, démontré grace a I’étude
de certains espaces de modules de courbes pseuholomorphes.

— La formule d’adjonction s’utilise sans probleme dans le cadre symplectique. Quand
on compare la formule énoncée plus haut dans le cas complexe avec la formule
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d’adjonction dans le cadre symplectique (voir le Théoreme 1.3.12), appliquée a
une courbe symplectique singuliere S de genre g dans une surface symplectique :
c1([9]) = 2 — 29 + [S]? — 26(S), le terme Ky - X correspond a —c;([S]), le terme
pa(X) correspond & g + 6(.9) et le terme X? correspond 2 [S]%.

— Pour la propriété de positivité d’intersection, on veut se retrouver dans une situation
ou la courbe symplectique de départ intersecte localement positivement toutes les
fibres d’une fibration (ou pinceau) de Lefschetz sur la surface symplectiquement
réglée ambiante qu’on considere. Ceci sera effectué via I’utilisation de structures
presque complexes auxiliaires et de courbes pseudoholomorphes.

— Les explications données dans la Section 1.4 décrivent les similarités des opérations
d’éclatements et de contractions en symplectique ou en complexe.

3.2 Esquisse de preuve du Théoreme 3.0.1 a I’aide de la
théorie de Seiberg—Witten

Pour cette preuve, on utilise le théoreme suivant, obtenu a I’aide de la théorie de
Seiberg—Witten. Les grandes lignes de sa démonstration sont exposées dans [Wen18, Sec-
tion 7.3.1].

Théoreme 3.2.1 ([Tau95 ; Tau96a; Tau96b]). Soit (M, w) une surface symplectique et S
une courbe symplectiquement plongée dans M de genre g. Si [S)* > 29 —2 et S n’est pas
un diviseur exceptionnel, alors (M, w) contient une courbe rationnelle symplectiquement
plongée d’auto-intersection positive.

Remarque 3.2.2. Le Théoreme 3.2.1, combiné au Théoreme 2.2.1 de McDuff et Gromov
est a rapprocher, dans la classification des surfaces algébriques complexes de Enriques-
Kodaira, du critere évoqué dans la Section 3.1 permettant de caractériser les surfaces
complexes réglées. En effet, d’apres la formule d’adjonction, on a ¢;([S]) = 2—2g+[S]?.
La condition [S]? > 2g — 2 est donc équivalente a ¢;([S]) > 0.

Soit (M, w) une surface symplectique et S une courbe symplectiquement plongée dans
M de genre g. On suppose que [S]? > 4g + 5. On utilise tout d’abord le Théoréme 3.2.1
pour trouver une courbe rationnelle symplectiquement plongée Sy dans (M, w) d’auto-
intersection positive, puis on se ramene au cas ou S, est d’auto-intersection 0 ou 1 grace
au Théoreme 2.2.1. On sait alors a ce stade que ()M, w) est une surface symplectiquement
réglée. Plus particulierement, si [Sy]? = 0, on sait que (M, w) est un éclaté d’un fibré en
spheres symplectique dont Sy est une fibre et si [Sy]> = 1, on sait que (M, w) est un éclaté
de CP2.

Le but est maintenant de réaliser une isotopie symplectique pour trouver, a partir de
Sp, une courbe rationnelle symplectiquement plongée homologue a Sy qui intersecte S
localement positivement. Pour ce faire, on utilise des techniques de courbes pseudoho-
lomorphes. On commence par choisir une structure presque complexe J dominée par w
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telle que S est I'image d’une courbe pseudoholomorphe u : ¥, — M plongée dans M.
Grace a la formule d’adjonction pour les courbes symplectiques, on a

ind(u) = —x(2,) + 2¢1([S]) = x(Z,) + 2[S])* > 69+ 12 > 2g — 2.

D’apres le Théoreme 1.3.39, la courbe u est donc automatiquement Fredholm réguliere.
Quitte a réaliser des perturbations C* arbitrairement petites de J et S, on peut supposer
sans perte de généralité que J est une structure presque complexe générique dominée par
w, de sorte que toutes les courbes J—holomorphes injectives quelque part sont Fredholm
régulieres. En utilisant le Théoreme 2.2.3, on construit ensuite un pinceau de Lefschetz
symplectique générique sur M (possédant [Sp]? points bases) dont Sy est une fibre lisse.
Puis en appliquant le Théoreme 2.2.5, on obtient que ce pinceau de Lefschetz est iso-
tope a un pinceau de Lefschetz générique dont toutes les composantes des fibres sont
des courbes rationnelles ./—holomorphes plongées. En particulier, S intersecte localement
positivement chacune des fibres.

On peut alors appliquer des arguments similaires a ceux utilisés dans [Har69], en les
adaptant au cadre symplectique, pour ainsi démontrer le résultat voulu. Une partie de ces
arguments sera présentée dans la section suivante, plus précisément dans la deuxieme
moitié de la Sous-section 3.3.4, on ne s’y attarde donc pas plus ici.

3.3 Démonstration du Théoreme 3.0.1 basée sur des tech-
niques pseudoholomorphes

Soit (M,w) une surface symplectique et S une courbe symplectiquement plongée
dans (M, w) de genre g. On suppose [S]> > 4g + 5 et (M, w) relativement minimale par
rapport a .S. On procede de la maniere suivante. On commence par choisir une structure
presque complexe J dominée par w telle que S est I'image d’une courbe pseudoholo-
morphe v : > — M plongée dans M. Grace a la formule d’adjonction pour les courbes
symplectiques, on a

ind(u) = —x(2) + 2¢1([S]) = x(Z) + 2[S])? > 6g + 8 > 29 — 2.

D’apres le Théoreme 1.3.39, la courbe u est automatiquement Fredholm réguliere. On
peut alors perturber J en une structure presque complexe J' générique, de sorte que toutes
les courbes J'-holomorphes injectives quelque part soient Fredholm réguliéres, et trouver
une courbe J'~holomorphe ' : ¥’ — M C!'-proche de u. On peut ensuite trouver une
isotopie ambiante (®;).cpo1) telle que ®y = idy, et ¢1(u(X)) = «/(X'). La structure

presque complexe J” = ®7J' est a la fois générique et rend J”’—holomorphe la courbe
symplectique S. Par conséquent, on peut supposer sans perte de généralité que .J est
générique.

On commence dans un premier temps par démontrer le théoréme suivant.
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Théoreme 3.3.1. Soit S une courbe de genre g symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique (M, w). Si [S]? > 4g, alors (M, w) est une surface symplectiquement
réglée.

Remarque 3.3.2. Le Théoreme 3.3.1 est a comparer avec le Théoreme 3.2.1 de Taubes,
issu de la théorie de Seiberg—Witten. Les hypotheéses du Théoréme 3.3.1 sont plus fortes
mais la démonstration ne faisant appel qu’aux propriétés des courbes pseudoholomorphes,
elle est a la fois plus géométrique et élémentaire. Dans la Section 3.4, on discute d’éven-
tuelles stratégies pour essayer d’améliorer la borne dans les hypotheses.

Le Théoreme 3.3.1 sera une conséquence directe du Théoreme 3.3.18 et du Théo-
reme 2.2.1 de McDuff et Gromov. Sa démonstration fera I’objet des Sous-sections 3.3.1,
3.3.2 et 3.3.3. On commence par montrer dans la Sous-section 3.3.1 que I’espace de mo-
dules des courbes J—holomorphes simples de genre g homologue a S n’est pas compact.
Dans la Sous-section 3.3.2, on trouve grace aux composantes des courbes nodales dans
le compactifié de I’espace de modules, une courbe symplectiquement plongée de genre
strictement plus petit que g, mais avec auto-intersection suffisamment grande par rapport
a son genre. Enfin, on termine le raisonnement dans la Sous-section 3.3.3 en effectuant
un récurrence sur le genre. Dans la démonstration et dans toute la suite de cette partie,
on suppose sans perte de généralité que (M, w) est relativement minimale par rapport a
S.

Dans la Sous-section 3.3.4, on montre la deuxieme partie du Théoreme 3.0.1, c’est-
a-dire que le plongement de la courbe de départ est une section d’un fibré en spheres
symplectique sur la surface de départ.

3.3.1 Trouver des courbes nodales
Surjectivité de I’application d’évaluation

Lemme 3.3.3. Soit J € J"8(M,w), u: ¥ — M une courbe J—holomorphe plongée de
genre g et m un entier naturel. On suppose que ind(u) — 2m > 2g — 2. Si I’espace de
modules M ([ul; J) est compact, alors l'application ev : M ([u]; J) — M™\A est
surjective, o A désigne la grande diagonale (I’ensemble des m—uplets qui possedent au
moins deux composantes identiques).

Remarque 3.3.4. Les espaces de modules de la forme M, ([u]; J) ne sont pas compact
des que m > 1. En effet, une suite de courbes convergente dont au moins deux points
marqués convergent vers un méme point ¢ tend vers une courbe nodale possédant une
bulle fantdme en (, sur laquelle se trouve au moins deux points marqués. En revanche ce
fait ne nous est pas d’une grande aide, car ce genre de courbes nodales ne nous permet
pas de trouver d’autres courbes de genre strictement plus petit.

Démonstration. On montre que I’image de ev, qui est non vide, est a la fois ouverte et
fermée dans M"™\ A, ce qui permet de conclure par connexité de M "™\ A.
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Soit ((pgn), e pg’;‘))) une suite de points de ev (./\/l;m([u], J )) qui converge vers
un point (py,...,pm) € M™\A. On dispose d’une suite de courbes J-holomorphes
((En,jn, U, (L C,Sff)))) dans M; . ([u];J) telle que pour tout entier naturel n et

touti € {1,...,m}, on a u, (Ci(”)) == pgn). On peut supposer, quitte a extraire, que la

suite (u,) converge vers une courbe u., € M ([u]; J) (qui est plongée, car u est plon-
gée) puisque M ([u]; J) est compact. La courbe u., ainsi obtenue passe par pi, . . ., P,
et les pré-images (; des points p; par la courbe u., permettent d’obtenir un antécédent
(Yoo, Joos Uso, (C1y - -+ Gn)) de (p1, ..., pm) par ev. Donc I’ensemble ev (M;m([u], J))
est fermé dans M™\A.

Puisque ind(u) —2m > 2¢g — 2, le Théoréme 1.3.41 nous assure que toutes les courbes
de 'espace de modules M ([u]; J) sont automatiquement Fredholm régulieres pour le
probléme avec m contraintes ponctuelles. Ceci signifie précisément que I’application ev
est transverse a tout point de M\ A, ¢’est donc une submersion. Puisqu’une submersion
est une application ouverte, I’ensemble ev (J\/l;m([u], J )) est ouvert dans M™\A. [

Remarque 3.3.5. La démonstration du Lemme 3.3.3 montre en fait plus généralement que
toute composante connexe de 1’espace de modules M  ([u]; J) s’évalue surjectivement
sur M\ A (il suffit pour cela de raisonner indépendamment sur chacune des composantes
connexes).

Remarque 3.3.6. La borne sur I’indice dans le Lemme 3.3.3 est optimale. En effet, les
droites dans CP? sont d’indice 4 et aucune droite ne passe par trois points en position
générale.

Proposition 3.3.7. Soit J € J'*8(M,w) et u : ¥ — M une courbe J—holomorphe
plongée de genre g. Si ind(u) > 2g + 4, alors I'espace de modules M ([ul; J) n’est pas
compact.

Pour démontrer la Proposition 3.3.7, on se sert du Lemme 3.3.3 afin d’obtenir une
application d’évaluation surjective pour trois points marqués. On se sert ensuite de cette
application d’évaluation pour forcer 1’existence d’une courbe nodale dans le compactifié
de I’espace de modules considéré (voir [MS04, Theorem 9.4.1] pour un argument simi-
laire dans le cas des courbes rationnelles).

Démonstration. On suppose que M ([u]; J) est compact. D’apres le Lemme 3.3.3, 1"ap-
plication ev : M 5([u]; J) — M?\A est surjective. On choisit alors p un point dans
M, une application exponentielle exp, d’un voisinage de 0 dans 7),M vers un voisi-
nage de p dans M et deux vecteurs v,w € T,M dans un voisinage de 0 qui sont J,—
linéairement indépendants. On pose alors, pour tout entier naturel n, g, = exp, (27™v) et
r, = expp (27"w). On construit ainsi deux suites points de M\ {p} qui convergent vers p
dans des directions J,—lin€airement indépendantes. Par surjectivité de I’application d’éva-
luation ev : M 5([u]; J) — M?*\A, il existe alors une suite de courbes J-holomorphes
((Xn; Jn, un)) dans M ([u]; J) telle que pour tout entier naturel n, la courbe u,, passe par
les points 7, g, et p (on note que dans cette étape, on oublie les points marqués). Par
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compacité de M ([u]; J), on peut supposer, quitte a extraire, que la suite (u,) converge
vers une courbe (Yoo, joos Uso) € M ([u]; J) qui passe nécessairement par p. On rappelle
que puisque u est plongée, la formule d’adjonction garantit que toutes les courbes dans
I’espace de modules M ([u]; J) sont également plongées.

Par définition de la convergence des courbes J—holomorphes, pour tout entier naturel
n, on dispose d’un biholomorphisme ¢,, : (Yo, j.,) — (Xn, jn) tel que les suites (u, 0 py,)
et (j/)) convergent respectivement vers u., €t j, pour la topologie C*°. On note alors,
pour tout entier naturel n, (¢ = (u, o v,) ' (qn) et & = (u, o ¢,) ' (r,). Comme X
est compact, quitte a extraire, on peut supposer que les suites de points marqués ((?)
et (¢') convergent respectivement vers des points marqués (¢ et " sur X,. On a alors
Uso(C?) = lim u,, 0 ¢, (¢7) = lim ¢, = p, la premiere égalité provenant de la continuité de
I’application d’évaluation en un point marqué (u, ¢) — u(¢). De méme on a u, (") = p.
Puisque u,, est plongée, on a alors (" = (1.

A partir de maintenant, on travaille dans une carte jo,—holomorphe au voisinage de

1

¢ == uy (p) € X qui envoie ¢ sur 0 € C et dans la carte donnée par 1’application

exponentielle exp,, au voisinage de p € M. On définit pour tout entier naturel n et pour
tout z au voisinage de 0 € C, f,,(z) = W siz#0et f,(0) = (u, o v,)'(0), ainsi
que fool2) = 1‘“’7(2) siz # Oet foo (0) = ul(0). Les fonctions f,, et f., sont continues et la
suite ( f,,) converge localement uniformément vers [, pour la topologie C°. Par continuité
de I"application (f, () — f(¢), on en déduit

- us(¢) . (un 0 0n)(GR) . 1

u._(0) = lim = lim ——— " = lim

Puisque u est plongée, le coté gauche de 1’égalité est un vecteur non nul de 7,,u, donc v
est un vecteur de 7,,u. De méme on obtient

.

1
/ R
U5 (0) = lim —angw,
donc w est également un vecteur de 7,,u. C’est une contradiction puisque v et w sont des
vecteurs J,—linéairement indépendants. [

Remarque 3.3.8. Dans la démonstration de la Proposition 3.3.7, on peut raisonner indé-
pendamment sur chacune des composantes connexes (voir également la Remarque 3.3.5).
Ainsi, on a montré que sous les hypotheéses de la Proposition 3.3.7, aucune des compo-
santes connexes de I’espace de modules M ([u]; J) n’est compacte.

Remarque 3.3.9. Evoquons une 1égere modification de la preuve de la Proposition 3.3.7
qui permet d’obtenir un résultat plus fort dont on aura besoin par la suite. En supposant
que I’espace de modules M ([u]; J; p) est compact, avec p générique fixé au départ, on
aboutit également a la méme contradiction. Donc pour tout point p générique, sous les
hypotheses de la Proposition 3.3.7, I’espace de modules M;([u], J;p) n’est pas compact.
On souligne aussi qu’il suffit de montrer que Mj | ([u]; J; p) n’est pas compact pour mon-
trer que M ([u]; J) n’est pas compact (gréce a 1’application d’oubli du point marqué et a
la Remarque 1.3.47).
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p T3 12 T'1

FIGURE 3.1 — La limite u,, de la suite de courbes pseudoholomorphes plongées (u,,)
dans la démonstration de la Proposition 3.3.7 ne peut pas étre plongée.

Remarque 3.3.10. Dans la démonstration de la Proposition 3.3.7, on pouvait aussi pro-
céder de la maniere suivante. Une fois la suite (u,) construite, on oublie la structure
presque complexe J et on éclate en p. On note E le diviseur exceptionnel apparu suite
a I’éclatement. En considérant les transformées propres des éléments de la suite (u,,) et
de u.,, on obtient une suite de courbes symplectiquement plongées (.S,,) dans M #@2,
qui converge vers une courbe symplectiquement plongée S, telle que pour tout entier
naturel n, S, intersecte £ exactement une fois, de maniere transverse et positive. Comme
les suites (g,,) et (r,,) dans M tendent vers p dans des directions .J,—linéairement indé-
pendantes, elles tendent dans M #@2 respectivement vers des points ¢, 7 € £ distincts.
La courbe symplectique S doit alors nécessairement intersecter £ en ¢ et r. L’image de
S par la contraction de £ possede par conséquent une singularité en p. Comme S est la
transformée propre de u.., qui est plongée, on aboutit a une contradiction.

FIGURE 3.2 — La limite S, de la suite de courbes symplectiquement plongées (.S,,) dans
la Remarque 3.3.10 doit intersecter le diviseur exceptionnel £ en deux points distincts.

Le cas des tores d’auto-intersection 3

Dans la suite, on aura besoin de montrer que 1’espace de modules de courbes plongées

* . ’ 3 2 I
M ([u]; J) n’est pas compact dés que [u]* > 4g — 1. Le seul cas que la Proposition 3.3.7
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ne permet pas de traiter est celui ou g = 1 et [u]> = 3 (ce point est détaillé dans la
Sous-section 3.3.3). La proposition suivante nous permettra de remédier a ce probleme.

Proposition 3.3.11. Soit J € J'*(M,w) et u : X — M une courbe J—holomorphe
plongée de genre g. On suppose qu’on est dans une des deux situations suivantes :

1. ind(u) > 2g + 2 et il existe une courbe J—holomorphe v dont I’'image est distincte
de celle de u telle que [u] - [v] = 1, ou bien

2. ind(u) > 2g et il existe une courbe J-holomorphe v dont I’image est distincte de
celle de u telle que [u] - [v] = 0.

Alors Uespace de modules M ([u]; J) n’est pas compact.

Démonstration. On suppose que 1’espace de modules M ([u]; J) est compact.

Dans la premiere situation, le Lemme 3.3.3 nous donne la surjectivité 1’application
ev 1 M’ ,([u}; J) — M?\A. En particulier, par deux points distincts dans I'image de
v, il passe une courbe de M ([ul]; J). La positivité d’intersection nous donne alors une
contradiction avec [u] - [v] = 1.

Dans la seconde situation, le Lemme 3.3.3 nous donne la surjectivité 1’application

ev : M ([u];J) — M. En particulier, par tout point dans 1’image de v, il passe une
courbe de M ([u]; J). La positivité d’intersection nous donne alors une contradiction
avec [u] - [v] = 0. O

3.3.2 Trouver des courbes nodales avec une unique paire de points
nodaux

Dans la suite, on note Ms(.J) la composante connexe de I’espace de modules M ([u]; J)
qui contient la courbe u d’image S.

Maintenant qu’on a montré 1’existence de courbes nodales dans Mg (J)\ Mg (J) pour
une structure presque complexe générique J (voir la Remarque 3.3.8), on s’intéresse a
trouver des courbes symplectiques singulieres homologues a S d’une forme spécifique :

— deux composantes plongées qui s’intersectent exactement une fois, de manicre
transverse, ou bien

— une composante simple immergée dont ’'unique point d’auto-intersection est un
point double transverse.

Remarque 3.3.12. Quand ind(u) = 2, I’existence d’une courbe symplectique singuliere
d’une de ces deux formes est immédiate par la Proposition A.0.2.

Ces éléments sont ceux qui vont permettre d’effectuer 1’hérédité dans la récurrence
servant a démontrer le théoréme principal. Pour montrer I’existence de telles courbes
symplectiques singulieres, on les construit explicitement a partir d’un autre élément .,
de Ms(J)\Mg(J). On distingue trois cas :

— le cas ou toutes les composantes non constantes de ., sont simples et d’images
distinctes, qui fait I’objet du Lemme 3.3.13,
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> T
(a) Courbe symplectique singuliere consituée de (b) Courbe symplectique singuliere consti-
deux composantes plongées qui s’intersectent tuée d’une composante simple immergée dont
exactement une fois, de maniere transverse. I’unique point d’auto-intersection est un point

double transverse.

FIGURE 3.3 — Exemples de courbes nodales avec une unique paire de points nodaux.

— le cas ol les composantes non constantes de u, ont toutes la méme image (c’est le
cas — entre autres — lorsque u., possede une unique composante qui est un revéte-
ment multiple par exemple), qui fait I’objet du Lemme 3.3.14,

— le cas ou u, possede au moins deux composantes non constantes d’images dis-
tinctes, qui fait I’objet du Lemme 3.3.15.

Le premier cas est couvert par I’'union des deux autres cas, mais il est intéressant de
I’énoncer a part puisqu’on s’en servira pour montrer les deux cas restants.

Dans les démonstrations de ces différents lemmes, on sera souvent amené a lisser
des points doubles transverses positifs. Cependant les points singuliers qui apparaissent
peuvent étre de natures différentes. On utilisera alors la régularité Fredholm des courbes
simples qui nous intéressent pour pouvoir perturber ces courbes et ainsi remplacer ces
points singuliers par des points doubles transverses positifs.

Lemme 3.3.13. Soit u,, € Mg(J)\Ms(J). On suppose que les composantes non constantes
de u., sont des composantes simples d’images distinctes. Alors (M,w) contient une
courbe symplectique singuliére d’une des deux formes suivantes :

— deux composantes plongées de genres respectifs g, et g,, avec g = g1 + g2, qui
s’intersectent exactement une fois, de maniere transverse,

— une composante symplectiquement positivement immergée de genre g — 1, avec un
unique point double transverse.

De plus, dans chacun des cas, la somme des classes d’homologie des composantes est
égale a |5).

Démonstration. On note vy, ..., v, les composantes de u... Les courbes s’intersectent
deux a deux en des points isolés, mais pas nécessairement de maniere transverse. Puisque
les courbes vy, ..., v, sont simples, la généricité de J assure que les courbes vy, ..., v,
sont Fredholm régulieres. Par les propriétés de généricité évoquées au dernier paragraphe
de la Sous-section 1.3.6, on peut alors supposer, quitte a réaliser une perturbation arbitrai-
rement petite de J et de vy, ..., vy, que :

— pour tout 7, la courbe v; est symplectiquement positivement immergée,

— pour tous 7,7, les courbes v; et v; s’intersectent transversalement positivement en
des points injectifs,
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— pour tous %, j, k, la courbe v; ne passe pas par les points d’intersection entre v; et
Vk.
La configuration de courbes .J-holomorphes C constituée de I’union des courbes vy, . . . , vy
possede au moins un point double. En effet, si / > 2 cela provient de la connexité de C
et si { = 1, la courbe vy, qui est simple, ne peut pas &tre une courbe plongée car u,
appartiendrait sinon a Mg(.J) (voir la Remarque 1.3.47).

On choisit alors un point double transverse positif de la configuration de courbes C
et on lisse un a un tous les autres points doubles transverses positifs de C (voir la Re-
marque 1.3.50). Puisque la configuration C’ ainsi construite ne posséde qu’un seul point
double, on obtient alors une des deux possibilités suivantes :

— deux courbes symplectiquement plongées qui s’intersectent transversalement posi-
tivement exactement une fois,

— une courbe symplectiquement positivement immergée avec un unique point double
transverse.

Les conditions sur les genres des différentes composantes sont alors aisément obtenues
via la formule d’adjonction pour les courbes symplectiques singulieres puisque [S] =
[S7]. ]

Avant de continuer, on rappelle que d’apres la Remarque 3.3.9, pour un point p € M
fixé a 1’avance et pour une structure presque complexe J € J,(M,w) générique pour p,
I’espace de modules Mg(J; p) n’est pas compact.

Lemme 3.3.14. Soit us, € Mg(J;p)\Ms(J;p). On suppose que les composantes non
constantes de u, ont toutes la méme image. Alors (M,w) contient une courbe symplec-
tique singuliere d’une des deux formes suivantes :

— deux composantes plongées de genres respectifs g, et go, avec g = g1 + g2, qui
s’intersectent exactement une fois, de maniere transverse,

— une composante symplectiquement positivement immergée de genre g — 1, avec un
unique point double transverse.

De plus, dans chacun des cas, la somme des classes d’homologie des composantes est
égale a |5).

Démonstration. Par soucis de clarté, on suppose tout au long de la démonstration que
U NE possede qu’une composante, qui est un revétement multiple d’ordre £ > 1 d’une
courbe J-holomorphe simple v. Les autres cas se traitent de maniere strictement simi-
laire. Par généricité de la structure presque complexe, et puisque la courbe J—holomorphe
simple v passe par le point p, I’'indice contraint de v est positif. Autrement dit, on a
ind(v) — 2 > 0. On note ¢’ le genre de v. L’espace de modules des courbes simples
sans contrainte M, ([v]; J) est par conséquent une variété lisse de dimension au moins
2. On choisit désormais & éléments deux a deux distincts vy, ..., v, de M ([v]; J). Les
courbes v; ne sont pas deux a deux disjointes puisque [v]? = Z[u]? > 0. L'union de ces
k courbes forme donc un élément u de Mg(J)\Mg(J) qui vérifie les hypotheses du
Lemme 3.3.13, ce qui permet de conclure. [
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Lemme 3.3.15. Soit uy, € Mg(J)\Ms(J). On suppose que u, posséde au moins deux
composantes d’images distinctes. Alors (M,w) contient une courbe symplectique singu-
liere d’une des deux formes suivantes :

— deux composantes plongées de genres respectifs g, et gs, avec g = g1 + g2, qui
s’intersectent exactement une fois, de maniere transverse,

— une composante symplectiquement positivement immergée de genre g — 1, avec un
unique point double transverse.

De plus, dans chacun des cas, la somme des classes d’homologie des composantes est
égale a [S).

Avant de démontrer le Lemme 3.3.15, on rappelle que la surface symplectique (M, w)
est supposée relativement minimale par rapport a S et que la courbe J-holomorphe u
plongée d’image S vérifie [u]?> > 4g (voir I’énoncé du Théoreéme 3.3.1 et le paragraphe
qui suit la Remarque 3.3.2).

Démonstration. Notons ¢ le nombre de composantes de u, et pour tout i € {1,..., ¢},
w; © X; — M les différentes composantes de u... Pour tout i € {1,...,/¢} tel que la
courbe u; est une composante non constante, u; est un revétement multiple d’ordre k; > 1
d’une courbe J-holomorphe simple v; : 3, — M. L’objectif est de se ramener au cas
ol U, possede exactement deux composantes simples. Pour ce faire, on raisonne par ré-
currence sur N = ', k;. Si N = 2, puisque u,, posséde au moins deux composantes
d’images distinctes, les deux composantes sont simples et on conclut en appliquant le
Lemme 3.3.13. Si NV > 2, quitte a ré-indexer, on peut supposer que v; et v, sont d’images
distinctes et [v1] - [vo] > 0. Par les propriétés de généricité évoquées au dernier paragraphe
de la Sous-section 1.3.6, on peut supposer, quitte a réaliser une perturbation arbitrairement
petite de J, vy et vy, que les courbes vy et v, s’intersectent seulement en des points ré-
guliers et de maniere transverse (comme .J est générique, toutes les composantes simples
v; survivent a la perturbation et restent Fredholm régulieres). On lisse un point double
(voir la Remarque 1.3.50) entre v, et vy pour obtenir une courbe .J-holomorphe simple
v @ Xi#X, — M, qu’on peut supposer distincte des autres composantes, telles que
[vo] = [v1] + [v2]. On considére désormais 1’union des courbes suivantes : v, avec mul-
tiplicité 1, v; avec multiplicité k; — 1, v, avec multiplicité ko — 1 et pour ¢ > 3, v; avec
multiplicité k;.

Il reste encore a montrer que la configuration de courbes ainsi obtenue est connexe.
Autrement dit, on doit prouver que v, (ainsi que v; et vy si elles existent encore dans la
nouvelle configuration) intersecte 1’union des autres composantes de la configuration.

Dans ce paragraphe, on suppose que u., possede au moins trois composantes. Il existe
alors une composante vs (quitte a ré-indexer) qui intersecte 1’union de I’image de v; et
de I’image de vy (voir Figure 3.4). Par positivité d’intersection, on a alors [vg] - [v3] =
([v1] + [v2]) « [vs] > 0. II nous reste a montrer que dans la nouvelle configuration de
courbes, vy et vy (si elles existent encore) intersectent 1’union des autres composantes.
Le seul cas (a ré-indexation pres) a considérer est celui ou u., possede au moins trois
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9 ?/’5 °

FIGURE 3.4 — La courbe v, est obtenue en lissant un point d’intersection transverse entre
U1 et va.

composantes et ot k; > 1, ks = 1 et [vg] - [v1] = 0 (la courbe v; pourrait alors a priori
devenir disjointe des autres composantes suite a la disparition de v, a I’étape suivante
de la récurrence). Montrons que v; intersecte au moins une autre composante. Puisque
[vg] - [v1] = 0, on a [v1]? = —[v1] - [v2]. Or par généricité de J et puisque v; est simple, on
a[v1]? > —1.Donc [v1]-[vs] < 1. Puisque les composantes v; et vy $’intersectent au moins
une fois, on a nécessairement [v;] - [vs] = 1, d’olt [v;]? = —1 (notons que par la formule
d’adjonction, on a ind(v;) = x(X])+2[v1]2—48(vy) > 0; ainsi v; est nécessairement une
courbe rationnelle plongée, donc un diviseur exceptionnel). Par positivité d’intersection

¢ ¢
ona [v]-[u] > 0,donc [v1]- X ki[v;] > 0,d’ou X k;[vy] - [v;] > k1 — 1. Comme ky > 2,
i=1 =3

¢
on obtient alors Y k;[v1] - [v;] > 0. Ainsi, la courbe v; n’est pas disjointe de 1’union des
i=3

autres composantes de la nouvelle configuration, ce qui prouve bien que cette nouvelle
configuration de courbes est connexe.

Dans ce paragraphe, on suppose que u,, possede exactement deux composantes. Si
[vg] - [v1] = 0, alors [v1]? = —[vy] - [v2]. Or par généricité de J et puisque v, est simple,
on obtient de la maniére maniere qu’au paragraphe précédent [v;]?> > —1. On en déduit
alors que [v1] - [v] < 1. Puisque les composantes v; et vy s’intersectent au moins une fois,
on a nécessairement [v1] - [vs] = 1, d’olt [v1]*> = —1 (notons que, comme précédemment,
par la formule d’adjonction, v; est nécessairement une courbe rationnelle plongée, donc
un diviseur exceptionnel). Par hypothese de relative minimalité, on a [v4] - [u] > 0, donc
[v1]- (k1[v1] + ko[v2]) > 0,d’ou kg > ky. La courbe v, était donc une composante comptée
avec multiplicité au moins 2 de u., et sera par conséquent présente a I’étape suivante de la
récurrence. On a finalement [vs] - [vg] = [va] - ([v1] + [v2]) = [v2)? + 1. On peut remarquer
que [vo]? > 0. En effet, si on avait [v5]> = —1, on aurait [u]?> = (ky[v1] + ko[va])” =
—k? + 2kiky — k2 < 0, ce qui contredirait les hypotheses sur u. Donc [vy] - [vg] =
[va] - ([1] + [v2]) > 0. Autrement dit, v, intersecte bien I’'union des autres composantes
de la configuration, ce qui prouve bien que cette nouvelle configuration de courbes est
connexe.

Pour 1’étape suivante de la récurrence, ’indice de récurrence est égal a N’ = N +
1—1—1 < N.On conclut alors en appliquant le principe de récurrence, puis en utilisant
finalement le Lemme 3.3.13. ]
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On résume a présent les différents résultats obtenus dans la proposition suivante.

Proposition 3.3.16. Si [’ensemble Ms(J; p)\Ms(J; p) est non vide, alors (M,w) contient
une courbe symplectique singuliére d’une des deux formes suivantes :

— deux composantes plongées de genres respectifs g, et gs, avec g = g1 + g2, qui
s’intersectent exactement une fois, de maniere transverse et positive,

— une composante symplectiquement positivement immergée de genre g — 1, avec un
unique point double transverse.

De plus, dans chacun des cas, la somme des classes d’homologie des composantes est
égale a |5).

Démonstration. Les Lemmes 3.3.14 et 3.3.15 permettent de conclure. 0

Remarque 3.3.17. En reprenant les preuves des Lemmes 3.3.13,3.3.14 et 3.3.15, on re-
marque que chacune des composantes de la courbe symplectique singuliere obtenue dans
la Proposition 3.3.16 est en fait I’'image d’une courbe pseudoholomorphe simple Fred-
holm réguliere.

3.3.3 La récurrence

Dans cette sous-section, on démontre le théoreme suivant en effectuant une récurrence
sur le genre.

Théoreme 3.3.18. Soit S une courbe de genre g symplectiquement plongée dans une
surface symplectique (M, w). Si [S)? > 4g — 1, alors il existe une courbe rationnelle sym-
plectiquement plongée dans (M, w) d’auto-intersection 0 ou 1 qui intersecte S localement
positivement.

Remarque 3.3.19. Les Théoremes 3.3.18 et 2.2.1 impliquent que (M, w) est une surface
symplectiquement réglée, ce qui démontre le Théoreme 3.3.1. Il est alors important de
noter que (M, w) admet ou bien une fibration de Lefschetz symplectique (générique) ou
les fibres régulieres sont des spheres, ou bien un pinceau symplectique avec un unique
point base ou les fibres régulieres sont des spheres. De plus, on peut choisir ce pinceau ou
cette fibration (en s’aidant d’une structure presque complexe J générique dominée par w
auxiliaire bien choisie et en appliquant le Théoréeme 2.2.5) de sorte que .S intersecte toutes
les fibres localement positivement.

Quitte a contracter une collection maximale de diviseurs exceptionnels disjoints de
S et deux a deux disjoints, on peut supposer sans perte de généralité tout au long de la
preuve que (M, w) est relativement minimale par rapport a .S (il suffira ensuite d’effectuer
les éclatements adéquats a la fin de la preuve). Cette hypothese va nous étre indispensable
pour trouver des courbes de genre strictement plus petit que g avec auto-intersection suf-
fisamment grande, comme le montre 1’exemple suivant.
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Exemple 3.3.20. Soit J une structure presque complexe générique (en particulier les in-
dices des courbes J-holomorphes simples sont positifs). Une suite (u, ) de courbes J—
holomorphes plongées de genre g peut éventuellement converger vers une courbe nodale
composée de deux courbes plongées u; et us qui s’intersectent exactement une fois, de
maniere transverse. Sans 1’hypothése de minimalité relative, u; pourrait étre un diviseur
exceptionnel disjoint de u et uy une courbe de genre g d’auto-intersection [u]? — 1. Cette
courbe nodale ne permet pas dans ce cas de garantir a coup siir I’existence d’'une compo-
sante plongée de genre strictement plus petit que g avec auto-intersection suffisamment
grande.

Le lemme suivant permet de s’assurer que la situation décrite dans I’Exemple 3.3.20
n’arrive pas quand on a I’hypothese de minimalité relative.

Lemme 3.3.21. Soit (M, J) une surface presque complexe, u une courbe J—holomorphe
plongée et v, w des courbes J—holomorphes plongées Fredholm régulieres telles que
[u] = [v] + [w] et [v] - [w] = 1. Si (M, J) est relativement minimale par rapport a
I’image de u, alors on a [v]*> > 0 et [w]? > 0.

Démonstration. Comme les roles de v et w sont symétriques, il suffit de montrer que
[v]> > 0. On note g le genre de v. Puisque v est une courbe Fredholm réguliere, on a
ind(v) > 0. A I’aide de la formule d’adjonction, on obtient alors [v]> > g — 1. Sig > 1,

le lemme est vérifié. On suppose désormais g = 0 et [v]? < 0, c’est-a-dire [v]*? = —1.
Comme la courbe J-holomorphe v est plongée et de genre 0, on en déduit que c’est un
diviseur exceptionnel. Puisque [w] - [v] = 1, on a alors [u] - [v] = [v]* + [w] - [v] = 0.
Comme u et v sont des courbes d’images distinctes (sinon on aurait eu [u] - [v] = —1),
on en déduit par positivité d’intersection que les courbes u et v sont disjointes. Mais ceci
contredit la minimalité relative de M par rapport a I’image de u. [

Le lemme suivant fait office d’hérédité pour le raisonnement par récurrence présenté
plus loin dans cette sous-section.

Lemme 3.3.22. Soit S une courbe de genre g > 0 symplectiquement plongée dans une
surface symplectique (M, w). Si [S]? > 4g — 1 et S n’est pas un tore d’auto-intersection
3, alors (M,w) ou I’éclaté de (M,w) en un point disjoint de S contient une des deux
courbes suivantes :

— une courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive, ou

— une courbe symplectiquement plongée C' de genre ~y qui vérifie 0 < v < g et
[C]? > 4y — 1.

Démonstration. On commence par se ramener au cas ou la surface symplectique am-
biante est relativement minimale par rapport a .S en contractant une collection maximale
de diviseurs exceptionnels Ej, ..., E, disjoints de S et deux a deux disjoints. Comme
expliqué au début de la Section 3.3, on peut trouver une structure presque complexe
générique J dominée par la forme symplectique telle que S est I'image d’une courbe
J-holomorphe plongée u de genre g.
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On commence par prouver I’existence d’une courbe nodale dans M (J; p)\M(J; p).
D’apres la formule d’adjonction, et puisque [S]? > 4, on aind(u) = —x(S) + 2¢1([S]) =
X(S) + 2[S]? > 2g + 6. Comme g > 0, cela signifie que ind(u) > 6. D’apres la Pro-
position 3.3.7, I’espace de modules Ms(J) = M ([u]; J) n’est alors pas compact. La
Proposition 3.3.16 nous donne donc I’existence d’une courbe symplectique singuliere

d’une des deux formes suivantes :

— deux composantes S; et S, symplectiquement plongées, qui s’intersectent exacte-
ment une fois, de maniere transverse,

— une composante symplectiquement positivement immergée .S’, avec un unique point
double transverse.

De plus, dans le premier cas, on a [S] = [S;] + [Ss]. Notons ¢; le genre de S et
go le genre de S,. Si une des courbes S; est de genre 0, elle est d’auto-intersection
positive d’apres le Lemme 3.3.21 (en effet, d’apres la Remarque 3.3.17, S; et Sy sont
obtenues comme images de courbes pseuholomorphes plongées Freholm régulieres) et
on a terminé. Supposons que les courbes .S; sont de genre strictement positif. Puisque
g = g1 + g2, chacune des courbes S; est de genre strictement plus petit que g. Supposons
[S1]2 < 4g; — 2 et [Ss]? < 4gy — 2. Légalité [S)? = [S1]* + 2 + [S5]? nous donne alors
[S]? < 4g; + 4go — 2, ’est-a-dire [S]? < 4g — 2, ce qui est impossible. Ainsi, une des
composantes, disons S; quitte a échanger les indices, vérifie [S;]* > 4g; — 1.

Dans le second cas, on éclate le point double de S’ (qu’on peut supposer disjoint de
S, quitte a perturber 1égerement S’). On obtient alors une courbe C' plongée de genre
y=g—1l,etona[C]* =[S —4 = [S]* —4 > 4y — 1. Comme S n’est pas un tore
d’auto-intersection 3, on a [5]2 > 4. Par conséquent si y = 0, C' est une courbe rationnelle
symplectiquement plongée d’auto-intersection positive.

Pour finir, on éclate les points qui correspondent aux images de Fjy, ..., E, par la
contraction effectuée plus tot afin de retrouver (M, w) (dans le premier cas) ou (M, w)
éclaté en un point disjoint de S (dans le second cas). [

Remarque 3.3.23. La seule raison pour laquelle 1’'inégalité est stricte dans I’énoncé du
Théoreme 3.3.18 tient a la gestion des tores symplectiquement plongés d’auto-intersection
3.

Dans la démonstration qui suit, la stratégie concernant les tores d’auto-intersection 3
est la suivante : on peut selon les cas soit montrer qu’ils n’apparaissent pas au cours de la
récurrence, soit les « casser » a 1’aide de la Proposition 3.3.11.

Démonstration du Théoréme 3.3.18. On raisonne par récurrence sur le genre de S. Si g =
0, on conclut en appliquant le Théoreme 2.2.1 de McDuff. On suppose désormais que
g > 0.

D’apres le Lemme 3.3.22, dés que la surface symplectique ambiante considérée (un
éclaté de (M, w) en des points disjoints de S) a une étape donnée contient une courbe C' de
genre 7 > 0 symplectiquement plongée, qui n’est pas un tore d’auto-intersection 3, telle
que [C]?> > 4~ — 1, on peut faire apparaitre (quitte a éclater en un point disjoint de S) une
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courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive ou une courbe
symplectiquement plongée C’ de genre +/, avec 0 < v < 7, telle que [C']> > 44 — 1.
Dans le premier cas, la récurrence se termine. Dans le second cas, si la courbe C’ n’est
pas un tore d’auto-intersection 3, elle satisfait les hypotheéses du Lemme 3.3.22 et on peut
continuer la récurrence.

Comme le genre de courbes considérées décroit strictement a chaque étape, au bout
d’un nombre fini d’étapes on trouve, dans un éclaté de (M, w) en des points disjoints de
S, une courbe rationnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive ou un
tore symplectiquement plongé d’auto-intersection 3.

Avant de continuer, on rappelle qu’a chaque étape la courbe C’ est obtenue en ap-
pliquant la Proposition 3.3.16 a C. Cette proposition affirme qu’on trouve une courbe
symplectique singuliere d’une des deux formes suivantes :

— Deux composantes S; et Sy symplectiquement plongées, qui s’intersectent exac-
tement une fois, de maniere transverse. On dira dans ce cas que cette étape de la
récurrence est de type A.

— Une composante symplectiquement positivement immergée S, avec un unique point
double transverse. On dira dans ce cas que cette étape de la récurrence est de type
B.

La composante C’ est obtenue comme une des deux composantes S; ou Sy si 1’étape
est de type A. Elle est en revanche obtenue comme la transformée propre de S’ apres
I’éclatement de son point double si I’étape est de type B.

——

N S —

~———

(a) Etape de type A. (b) Etape de type B.

FIGURE 3.5 — Les deux types d’étapes possibles au cours de la récurrence dans la dé-
monstration du Théoreme 3.3.18.

Avec ces rappels en téte, discutons les conditions d’apparition d’un tore 7" symplecti-
quement plongé d’auto-intersection 3 au cours de la récurrence. Si la récurrence ne faisait
intervenir que des étapes de type B, alors on aurait [S]*> = 4(g — 1) + 3 = 4g — 1, ce qui
est impossible par hypothese. (Il suffit de contracter les diviseurs exceptionnels apparus
a chacune des étapes pour que 1’image de 7" par ces contractions soit homologue a S.
Le genre des courbes considérées diminuant de 1 a chaque étape de type B, ces diviseurs
exceptionnels sont au nombre de g — 1. Ils intersectent tous 7' exactement deux fois, de
maniere transverse et positive. Voir la Figure 3.6.)
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B(T) 4(g—1)+3

FIGURE 3.6 — Dans le cas ou la récurrence ne fait intervenir que des étapes de type B et
ou un tore 7' d’auto-intersection 3 apparait, on peut contracter les diviseurs exceptionnels
FE,, ..., E,_, apparus au cours des étapes précédentes. L'image de 7' par cette contraction
[ est une courbe immergée d’auto-intersection 4g— 1 qui est homologue a S, ce qui fournit
une contradiction.

Il y a donc au moins eu une étape de type A au cours de la récurrence. Considérons la
derniere étape de type A avant I’apparition de 7". On note C' la courbe de genre v a laquelle
est appliquée cette étape, et on note S; et Sp les deux composantes symplectiquement
plongées, de genres respectifs g, et go avec v = g1 + go, apparues suite a cette étape.
La courbe 7" apparait ensuite apres avoir effectué un certain nombre d’étapes de type B a
partir d’une des deux composantes, disons S; par exemple. On a alors

[81]2 = 491 —1 et [52]2 = [0]2 -2 - [81]2 Z 492 — 2.

On choisit alors une structure presque complexe J dominée par la forme symplectique
telle que S, et T" sont des images de courbes .J-holomorphes plongées. Puisque go > 0
(sinon la récurrence est déja terminée), on a [82]2 > 2g9—2, donc la courbe J—holomorphe
paramétrant S5 est automatiquement Fredholm réguliere. Il en est de méme pour la courbe
paramétrant 7', on peut donc supposer, quitte a perturber légerement J et les deux courbes
J-holomorphes, que J est générique. Comme [Ss] - [T'] = 1, on peut appliquer successi-
vement la Proposition 3.3.11 et la Proposition 3.3.16 a T" pour trouver soit une courbe ra-
tionnelle symplectiquement plongée d’auto-intersection positive (dans le cas d’une étape
de type A), soit une courbe rationnelle symplectiquement positivement immergée d’auto-
intersection 3 avec un unique point double transverse (dans le cas d’une étape de type
B).

A la fin de la récurrence, on trouve une courbe symplectique rationnelle Sy qui est
soit plongée d’auto-intersection positive, soit positivement immergée avec un unique
point double (si Sy est obtenue suite a une étape de type B appliquée a un tore d’auto-
intersection 3). Dans le premier cas, on a d’apres la formule d’adjonction ¢ ([Sy]) =
2 + [Sp]* > 2. Dans le second cas, on a [Sy]> = 3 et la formule d’adjonction pour les
courbes symplectiques singulieres nous donne alors ¢;([Sg]) = 2 + [Sy]? — 2 = 3. Pour
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terminer, on contracte les diviseurs exceptionnels disjoints de .S qui sont apparus au cours
de la récurrence (qui correspondent aux éventuels éclatements de points doubles effectués
a chaque étape de type B de la récurrence). De cette maniere, on retrouve bien la surface
(M, w). Quitte a perturber 1égerement Sy et a réaliser des isotopies de diviseurs excep-
tionnels (en s’aidant d’une structure presque complexe qui rend Sy pseudoholomorphe et
du Théoreme 1.4.9), on peut supposer que tous ces diviseurs exceptionnels intersectent .Sy
au plus deux fois, de maniere transverse et positive en des points non singuliers. L.’ image
Si, de Sp par la contraction de ces diviseurs exceptionnels est alors une courbe ration-
nelle symplectiquement positivement immergée satisfaisant ¢, ([S}]) > 2 (la contraction
ne peut qu’augmenter la classe de Chern car d’apres la formule d’adjonction, tout di-
viseur exceptionnel E vérifie ¢;(E) = 2 —1 = 1 > 0). On conclut en appliquant le
Théoreme 2.3.4 de McDuff sur les courbes rationnelles symplectiquement positivement
immergées. [

3.3.4 Le plongement est une section

Maintenant qu’on sait que (M, w) est une surface symplectiquement réglée, il nous
reste & montrer que S est une section d’un fibré en sphéres symplectique sur (M, w)
au-dessus d’une surface de genre g (ou une section d’une fibration de Lefschetz sym-
plectique avec fibres sphériques sur (M, w) au-dessus d’une base de genre g si on enléve
I’hypothese de minimalité relative). Les arguments présentés dans cette sous-section sont
inspirés de ceux utilisés dans le cas algébrique dans [Har69]. Le principe consiste a étu-
dier en premier lieu les cas minimaux et les courbes symplectiques singulieres qu’ils
contiennent. Pour une telle courbe C' de genre arithmétique p,(C'), on trouve une borne
supérieure sur le nombre d’auto-intersection de C' en fonction du degré de I’application
de projection du fibré en spheres symplectique correspondant et de p,(C) (le cas de CP?
étant traité a part). Puis en second lieu, on vérifie que les inégalités ainsi obtenues sont
préservées par les opérations d’éclatement. On montrera ainsi — entre autres — que si le
degré de I’application de projection est supérieur ou égal a 2, I’auto-intersection de C' est
inférieure ou égale 4p,(C) + 4, ou p,(C') désigne le genre arithmétique de C'. Ces argu-
ments s’adaptent bien au cadre symplectique grace aux techniques pseudoholomorphes,
puisqu’ils reposent essentiellement sur les propriétés suivantes : la positivité d’intersec-
tion entre certaines courbes privilégiées dans la surface, la formule d’adjonction et les
opérations d’éclatement ou de contraction.

Dans le cas ou le raisonnement de la partie précédente fait apparaitre une courbe
rationnelle Sy d’auto-intersection 0, une étude une plus fine sur le nombre d’intersection
entre Sy et .S nous permet de prendre un raccourci dans les arguments de Hartshorne
(lorsqu’on étudie les courbes dans les surfaces rationnelles), ce qui simplifie grandement
la preuve.
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Etude du nombre d’intersection entre S et So

On réitere ici notre argument de « cassage » des courbes, en imposant une condition
légerement plus forte sur le nombre d’auto-intersection, en sachant désormais a posteriori
que (M, w) est une surface symplectiquement réglée et en examinant attentivement les
intersections entre les différentes composantes qui apparaissent au cours de la récurrence.
L’ objectif de cette sous-section est d’aboutir a la proposition suivante.

Proposition 3.3.24. Soit S une courbe symplectiquement plongée de genre g dans une
surface symplectiquement réglée (M,w). On suppose (M, w) relativement minimale par
rapport a S et [S)> > 4g + 5. Si M n’est pas difféomorphe a CP?, alors il existe une
courbe rationnelle symplectiquement plongée Sy d’auto-intersection 0 qui intersecte lo-
calement positivement S telle que [S] - [Sp] < g + 1.

Remarque 3.3.25. L’hypothese sur la surface symplectique (M, w) d’étre symplectique-
ment réglée est redondante d’apres le Théoreme 3.3.1. On choisit néanmoins de conserver
cette hypothese dans I’énoncé afin de souligner que la Proposition 3.3.24 est obtenue a
posteriori.

Pour démontrer cette proposition, on utilisera le lemme suivant. Celui-ci nous per-
mettra de comprendre de maniere plus précise les composantes qui apparaissent lors du
« cassage » des courbes rationnelles d’auto-intersection positive.

Lemme 3.3.26. Soit M une variété de dimension 4 vérifiant by (M) = 1. Alors pour tous
A, B € Hy(M;Z) tels que A> > 0, ona A’B* < (A - B)2.

Démonstration. La matrice de la forme d’intersection de M restreinte au sous-espace
de Hy(M;R) engendré par A et B est une sous-matrice de la matrice (Af-pB ABé2B>.
Puisque b3 (M) = 1 et A%2 > 0, le déterminant de cette matrice est inférieur ou égal a
0. O

Remarque 3.3.27. Toutes les surfaces symplectiquement réglées vérifient les hypotheses
du Lemme 3.3.26.

Lemme 3.3.28. Soit S une courbe rationnelle symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique (M, w). On suppose (M,w) relativement minimale par rapport a S.
Si [S]? > 5, alors il existe une courbe rationnelle symplectiquement plongée Sy d’auto-
intersection O qui intersecte localement positivement S telle que [S] - [So| = 1.

Démonstration. D’apres le Théoreme 2.2.3, on peut trouver deux courbes rationnelles
symplectiquement plongées S, et S telle que I'union de .S, S; et .S, forme une courbe
symplectique singuliere, [S] = [S1] + [S2] et [S1] - [S2] = 1. Comme les courbes S;
et Sy sont obtenues comme images de courbes pseudoholomorphes plongées Fredholm
régulieres, le Lemme 3.3.21 nous assure que [S1]? > 0 et [S5]? > 0. Mais comme 5 <
[S]2 = [S1)2 + 2+ [S2)% ona [S1]? > 2 ou [S5]? > 2. Le Lemme 3.3.26 nous donne alors
[S1]2[Ss]? < 1, d’ou [S1]? = 0 ou [S5]* = 0. Si on note Sy la courbe parmi S; et Sy qui
est d’auto-intersection 0, on obtient [S] - [So] = ([S1] + [Sa]) - [So] = 1. O
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Remarque 3.3.29. Si, dans les hypotheses du Lemme 3.3.28, on suppose seulement que
[S]? > 2, alorson a2 < [S]2 = [S1)* + 2 + [S2)?. Si [S1]* # 0 et [So)* # 0, alors le
Lemme 3.3.26 nous assure que [S1]%[S2)? < 1, d’ou [S1]? = [S5)? = 1. Dans tous les
cas, une des deux courbes S et Sy est une courbe rationnelle symplectiquement plongée
d’auto-intersection 0 ou 1. On a alors démontré a posteriori que la récurrence effectuée
lors de la démonstration du Théoréme 2.2.1 de McDuff et Gromov se termine en réalité
des la premiere étape.

Démonstration de la Proposition 3.3.24. On procede par récurrence sur le genre de S.
Linitialisation fait I’objet du Lemme 3.3.28. On suppose désormais g > 1 et la proposi-
tion vérifiée pour toutes les courbes de genre strictement inférieur a g.

On commence par réexaminer la démonstration par récurrence présentée dans la Sous-
section 3.3.3. On suppose dans un premier temps qu’on effectue une étape de type A a
un certain moment au cours de la récurrence présentée dans la Sous-section 3.3.3. Une
fois la premiere étape de type A effectuée, on obtient une courbe symplectique singuliere
formée de 1’union de S, de deux courbes symplectiquement plongées d’auto-intersection
positive Sy et Sy satisfaisant [S;] - [S2] = 1, ainsi que des diviseurs exceptionnels deux
a deux disjoints £, ..., F, qui apparaissent lorsqu’on éclate un point double au cours
de chaque étape de type B précédant cette étape de type A. Notons que ¢ < g — 1 car
I’entier ¢ + 1 correspond au nombre d’étapes effectuées dans la récurrence jusqu’a cette
étape de type A (incluse). Chaque diviseur exceptionnel E; est disjoint de S' et intersecte
I’'union de S; et Sy en exactement deux points, de maniére transverse et positive (voir la
Figure 3.7). Parmi les diviseurs exceptionnels Fy, ..., E,, on contracte ceux qui n’inter-

S —
\\v/ D E \\
W& T
Es

Es

FIGURE 3.7 — Exemple possible de configuration de courbes obtenue au cours de la ré-
currence apres la premiere étape de type A.

sectent qu’une seule des deux courbes S ou S; (et par conséquent intersectent la courbe
en question exactement deux fois, de maniere transverse et positive). On lisse ensuite les
points doubles des images de S; et Sy par ces contractions afin d’obtenir des courbes
symplectiquement plongées S; et S, d’auto-intersection positive (en effet, on a pour tout
i € {1,2}, [Si]> > [Si]> > 0). Quitte a réindexer, on peut supposer que Ei, ..., E
sont les diviseurs exceptionnels restants qu’on n’a pas contractés. On obtient alors dans
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M #k@Z une courbe symplectique singuliere formée de I'union de S, de Ey, ..., Ej et
de S;, S, telle que [S] = [S1]+[So] +2([F1]+- - -+ [Ex]) et [S1]-[S] = 1. De plus, chaque
E; intersecte chaque courbe S; exactement une fois, de maniére transverse et positive. On
en déduit que [S]? = [S1]? + [So]? — 4k + 2+ 8k, donc [S1]2 4 [So]? > 4(g— k) +3 > 7.
Quand on contracte les diviseurs exceptionnels Fy, ..., £} et qu’on applique ensuite le
Lemme 3.3.26 aux classes d’homologies des images 5'1 et 5'5 de S, et S, par ces contrac-
tions (voir la Figure 3.8), on obtient

\ / _\\\

FIGURE 3.8 — Configuration de courbes obtenue a partir de la configuration de courbes
présentée dans la Figure 3.7 en contractant les diviseurs exceptionnels, puis en lissant les
points doubles de chaque composante.

SIS = (190 + k) (182 + k) < Gk + 12 = (S1] - 1S3])

Ainsi on a [S1]2[So]2+k([S1]2+[52]2—2) < 1. Comme [Sy]?[S2]? > 0 et [S1]2+[5,]2—2 >
5, on a nécessairement £ = (0 et une des courbes S’i, disons Sl, est d’auto-intersection
0. Notons que S; étant obtenue comme 1’image d’une courbe pseudoholomorphe plon-
gée Fredholm régulicre, elle satisfait la condition de positivité des indices, c’est-a-dire
(Sl) > 2[51] = 0. Donc S, est de genre 0 ou 1. Si S, est une courbe rationnelle, on a
[S]- [S1] = [S1]24[S1]:[S2] = 1, ce qui permet de conclure. Si Sy est de genre 1, le genre de
Sy est égal 3 g—1 eton aalors [Sy]? = [S]>—2 > 4(g—1)+7. Par hypothése de récurrence
(pour garantir I’hypothese de minimalité relative, on contracte une collection maximale
de diviseurs exceptionnels deux a deux disjoints et disjoints de S, puis on inverse cette
procédure avec des éclatements une fois I’hypothese de récurrence appliquée), on dispose
d’une courbe S rationnelle symplectiquement plongée dans (M, w) d’auto-intersection 0
qui vérifie [S,] - [So] < g¢. La courbe S, étant obtenue comme composante d’une courbe
nodale homologue a S, via des techniques pseudoholomorphes, elles satisfait la pro-
priété de positivité d’intersection avec les autres courbes considérées. Finalement, on a
[S1] - [So] < [S1] - [S2] = 1 et par conséquent, [S] - [So] = [S1] - [So] + [S2] - [So] < g+ 1.
On suppose désormais qu’on n’effectue que des étapes de type BB au cours de la ré-
currence présentée dans la Sous-section 3.3.3. On obtient alors au bout de g étapes une
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courbe symplectique singuliere donnée par I’'union de S, d’une courbe rationnelle sym-
plectiquement plongée S’ et des diviseurs exceptionnels deux a deux disjoints £, ..., Ey,
qui apparaissent lorsqu’on éclate un point double au cours de chaque étape de type B.
Chaque diviseur exceptionnel FE; est disjoint de S et intersecte S’ en exactement deux
points, de maniere transverse et positive. On a de plus [S] = [S'] +2([Ey] + - - - + [E}]) et
[S"]? = [S]? — 49 > 5. Comme la surface symplectique ambiante est relativement mini-
male par rapport a S’, le Théoréeme 2.2.1 et le Lemme 3.3.21 nous assurent 1’existence de
deux courbes rationnelles symplectiquement plongées d’auto-intersection positive S] et

%, telle que I'union de S, 57, S7, S} et des E; forme une courbe symplectique singuliere,
[S7] = [S1] + [S5] et [S1] - [S%] = 1. Notons qu’on peut supposer sans perte de généralité
que chaque diviseur exceptionnel E; intersecte 1’'union des S en exactement deux points,
de maniere transverse et positive. Autrement dit, on s’est ramené a une situation simi-
laire a celle traitée précédemment. En reprenant les mémes notations, la seule différence
avec le cas précédent est que cette fois-ci on a seulement [S;]? 4 [S5]2 = [S"]2 — 2 > 3.
Ainsi, I'inégalité [S1]2[S5)2 + k([S1]? + [S2)> — 2) < 1 nous indique que & = 0, ou
bien k = 1, [S1]? + [S2]? = 3 et une des deux courbes S; est d’auto-intersection 0. Si
k = 0, on conclut comme précédemment. Si on se trouve dans le deuxieme cas de figure,
remarquons qu'on a k = ¢, S; = S et S, = SY (en effet la contraction d’un diviseur
exceptionnel qui intersecterait une courbe S; transversalement deux fois contribuerait a
augmenter de 4 1’auto-intersection de S;). La contraction de I’unique diviseur exception-
nel F, qui intersecte chacune des courbes S, transversalement exactement une fois, fait
alors apparaitre une courbe rationnelle symplectiquement plongée L d’auto-intersection
1 et une courbe rationnelle symplectiquement plongée C' d’auto-intersection 4. De plus,
les courbes L et C' s’intersectent en exactement deux points, de maniere transverse et
positive. Par le Théoreme 2.2.1 de McDuff et Gromov, (M, w) est donc un éclaté d’une
déformation symplectique de (CP? wpg) et L représente la classe d’homologie d’une
droite. Comme g = 1, [S]2 =[S +4 =9, [S] - [L] = [L]* + [L] - [C] = 3 et (M,w)
est relativement minimale par rapport a S, on obtient alors que la surface symplectique
(M,w) est minimale. Par conséquent M est difféomorphe 2 CP?, ce qui est exclu par
hypothese. O

Fibrés en spheres symplectiques au-dessus de surfaces

On considére une surface symplectique (/V,w) munie d’une structure de fibré en
spheres symplectique m : N — B, d’une section symplectique d’auto-intersection po-
sitive S, ainsi que d’une structure presque complexe J dominée par w qui rend S et toutes
les fibres J—holomorphes.

Remarque 3.3.30. On a vu lors de la Remarque 2.1.3 que (/V, w) admet une section lisse
d’auto-intersection positive S. On choisit une forme d’aire o sur ¥. D’apres [WenlS8,
Lemma 3.41, Remark 3.42], pour tout réel K > 0, la 2—forme différentielle

wg =w+ Kr*o
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est une forme symplectique compatible avec 7 et, pour tout /X' > 0 suffisamment grand,
la section S est une sous-variété symplectique de (N, wg ). Par conséquent, quitte a effec-
tuer une déformation symplectique, on peut toujours supposer qu’une telle section S est
symplectique.

On rappelle que le second groupe d’homologie Hy(N;Z) est engendré par [S] et la
classe d’homologie d’une fibre [F’]. On rappelle aussi que d’apres le Théoreme 2.3.6, mis
a part celles difféomorphes a CP2, toutes les surfaces symplectiquement réglées sont des
éclatés de fibrés en spheres symplectiques au-dessus de surfaces.

On s’intéresse aux propriétés des courbes J-holomorphes dans (N, w). Notons C
I’image d’une telle courbe et 7y le genre de B. On dispose d’entiers k et ¢ tels que

[C] = K[S] + ([F],
d’ou
c1([C]) = ker([S])) + Ler([F]) et [C)? = K*[S)* + 2kL.
En appliquant la formule d’adjonction de chaque co6té de 1’égalité, on obtient
[CT2 42 — 2pa(C) = k([S]* 4+ 2 — 2) + 2¢,
c’est-a-dire
E2[S)? 4 2kl + 2 — 2p,(C) = k[S]* + k(2 — 27) + 2¢.

En regroupant tous les termes du méme c6té, on obtient I’égalité suivante
k(k—1)[S]? +2(k — 1) +2 — 2p,(C) — k(2 — 27) = 0,
puis en multipliant par & et en reconnaissant I’expression de [C]?, on trouve
(k= 1D[C]? + k(2 - 2p,(C) — k(2 —27)) = 0. (3.1)

Remarque 3.3.31. Puisque [F]? = 0 et [S]-[F] = 1,onak = [C] - [F]. Par positivité
d’intersection, on obtient alors £ > 0. Notons également que % correspond au nombre de
points d’intersection, comptés avec multiplicité, entre C' et chacune des fibres. Autrement
dit, £ correspond au nombre d’antécédents, comptés avec multiplicité, de chaque point de
B par la restriction de I’application de projection 7 a C'. Ainsi, on a k = deg(m¢) > 0.

On va maintenant distinguer les cas selon que v = 0 (i.e. (N,w) est une surface
symplectique rationnelle, d’aprés le Théoréme 2.3.9) ou v > 0 (i.e. (N, w) est une sur-
face symplectique réglée non rationnelle, d’apres le Théoreme 2.3.9) pour obtenir des
contraintes sur [C]?.

Courbes symplectiques singuliéres dans les surfaces symplectiquement réglées non
rationnelles

Dans cette sous-section, on utilise des techniques pseudoholomorphes afin de re-
prendre, en les simplifiant 1égerement, les arguments utilisés dans le cadre algébrique
par Hartshorne dans [Har69].
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Proposition 3.3.32. Soit (N,w) une surface symplectiquement réglée non rationnelle (i.e.
une fibration de Lefschetz symplectique générique avec fibres sphériques et base de genre
strictement positif) et C' une courbe symplectique singuliére irréductible dans (N, w) de
genre arithmétique p,(C'). On note k € N le degré de I’application de projection 7 res-
treinte a C. Si k > 2, alors
0P < 2 (p(€) - ).
k—1

Démonstration. On choisit tout d’abord une structure presque complexe J dominée par
w, générique en dehors d’un voisinage de C' (voir la Remarque 1.3.22), telle que C' est
I’image d’une courbe J—holomorphe. Comme C' n’est pas homologue & une composante
irréductible d’une fibre (sinon on aurait £ = 0), on peut choisir ce voisinage de maniere a
ce qu’il ne contienne aucune courbe J—holomorphe homologue a une composante d’une
fibre. Grace au Théoreme 2.2.5, on peut alors supposer sans perte de généralité (quitte
a réaliser une isotopie de fibration de Lefschetz) que chaque composante des fibres est
J-holomorphe. De cette facon, on a la propriété de positivité d’intersection entre C' et
chacune des fibres.

On commence par traiter le cas oul (N, w) est minimale, ¢’est-a-dire quand (V, w) est
un fibré en spheres symplectique. Dans ce cas, on a d’apres 1’égalité (3.1) (en reprenant
les mémes notations),

(k= D[C]* + & (2 = 2pa(C) — k(2 —27)) = 0,

donc
(k= DICP =k (2pa(C) — 2) = k(27 - 2).

Puisque v > 1, on a alors
(k—1D[C)? < k(2pa(C) —2).

On en conclut que
k

2
O] < == (20a(C) — 2),
ce qui est I’'inégalité voulue.

Pour le cas général, on raisonne par récurrence sur le nombre de contractions a ef-
fectuer pour aboutir a un modele minimal. Notons 3, : N — N’ une contraction, ol p
correspond a I’'image du diviseur exceptionnel contracté. On note C' = (3,(C). On sup-
pose que I’inégalité est vraie pour C’, ¢’est-a-dire

OF < 2 () - 1),
kE—1
Notons r > 0 la multiplicité de p en tant que point de C’. On a [C]? = [C]? — r? et la
formule d’adjonction nous donne p,(C) = p,(C") — 37(r — 1). On obtient alors
2k

O < == (palC) — 1) +

1) g2
k_lr(r 1) —r=.
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Par positivité d’intersection, la multiplicité de tout point de C’ est bornée par le degré de
la projection 7 restreinte & C”, qui est égal a k (on rappelle que k& = [C’] - [F], voir la
Remarque 3.3.31). Onadonc r < k et

k
k—1

r(ir—1) —r?

ce qui permet de conclure. 0

Corollaire 3.3.33. Soit (N, w) une surface symplectiquement réglée non rationnelle (i.e.
une fibration de Lefschetz symplectique générique avec fibres sphériques et base B de
genre strictement positif), munie d’une structure presque complexe J dominée par w qui
rend chaque composante des fibres J—holomorphe. Soit v : > — N une courbe J—
holomorphe de genre g > 0 plongée. On a alors une des deux possibilités suivantes :

— X est difféomorphe a B et v est une section de la fibration de Lefschetz symplec-
tique, ou bien

— [v]? < 4g — 4.

Démonstration. On note C' I'image de v, F' une fibre générique et £ le degré de 1’appli-
cation de projection 7 restreinte a C.

Si k = 0, alors on a [F] - [C] = 0. Par positivité d’intersection, C' est alors une
composante d’une fibre, ce qui est impossible puisque toutes les composantes des fibres
sont de genre 0.

Si k = 1, la positivité d’intersection nous assure que v intersecte chaque fibre transver-
salement exactement une fois. L”application mcov : ¥ — B est donc un difféomorphisme
et v est une section de la fibration de Lefschetz.

Sik>2,0na % < 2, et la Proposition 3.3.32 nous donne [v]? < 4g — 4. O

Courbes symplectiques singuliéres dans les surfaces symplectiques rationnelles

On étudie désormais les nombres d’auto-intersection possibles pour les courbes sym-
plectiques singulieres dans les surfaces symplectiques rationnelles. Cette étape se trouve
étre un peu plus délicate que 1’étape précédente. On procede de la méme maniere que pré-
cédemment : on s’intéresse en premier lieu aux cas minimaux, puis on traite le cas général
en examinant les effets des éclatements et des contractions. On s’inspire des arguments
utilisés par Hartshorne dans [Har69], mais on utilise les résultats de la Sous-section 3.3.4
pour prendre des raccourcis et simplifier significativement la preuve.

Proposition 3.3.34. Soit C' une courbe symplectique singuliere irréductible de genre
arithmétique p,(C) dans une déformation symplectique de (CP? wrg). Alors ona [C]? <
4pa(C') + 5. De plus, on a [C)* = 4p,(C) + 5 si et seulement si C' est une cubique (i.e.
pa(C) = 1 et [C]? = 9)
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Démonstration. Notons h € Hy(CP?;7Z) la classe d’homologie de la droite et d = h - [C]
(c’est le degré de la courbe). On a alors [C] = dh et [C]? = d?. En appliquant la formule
d’adjonction a C, on obtient dci(h) = 2 — 2p,(C) + d°. Puis en appliquant la formule
d’adjonction a h, on obtient d(2 + 1) = 2 — 2p,(C) + d?, ce qui donne

@ —3d+2 _ (d—1)(d-2)

pa(C) = 5 5 :

On a alors les équivalences suivantes

d? < 4p,(O) +5 < d* <2(d—1)(d—2) + 5,
S0<d*—6d+9,
& 0<(d—3)%

avec d? = 4p,(C) + 5 si et seulement si d = 3. O

Proposition 3.3.35. Soit (N, w) une surface symplectique rationnelle qui n’est pas difféo-
morphe a CP? (i.e. une fibration de Lefschetz symplectique générique avec fibres sphé-
riques et base de genre 0) et C une courbe symplectique singuliere irréductible dans
(N, w) de genre arithmétique p,(C). On note k € N le degré de I’application de projec-
tion restreinte a C. Si k > 2, alors

O] < 25 (pu(C) — 1+ ).
k—1

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 3.3.32, on peut supposer
sans perte de généralité que C' et chacune des composantes irréductibles des fibres sont
des images de courbes J—holomorphes pour une certaine structure presque complexe .J
dominée par w.

On commence par traiter le cas ol (N, w) est un fibré en sphéres symplectique. D’apres
I’équation (3.1) (avec v = 0), on a

(k= D[C]? + k(2 — 2p.(C) — 2k) = 0.

Donc ok
[C] = = (pa(C) = 1+ k).
E—1
Pour le cas général, on raisonne par récurrence sur le nombre de contractions a ef-
fectuer pour aboutir & un modele minimal. Notons 3, : N — N’ une contraction, ou p
correspond a I'image du diviseur exceptionnel contracté. On note C’ = /3,(C'). On sup-

pose que I’inégalité est vraie pour ", c’est-a-dire
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Notons 7 > 0 la multiplicité de p en tant que point de C’. On a [C]? = [C"]? —r? et la
formule d’adjonction nous donne p,(C) = p,(C") — 37(r — 1). On obtient alors

0P < 22 (u(C) 1+ 8) +

rir—1) —r2

k-1
De la méme facon que dans la démonstration de la Proposition 3.3.32, on a r < k, donc

2
K—1

(r=1) =1 = ——(r—k) <0,

ce qui permet de conclure. 0

Théoréme 3.3.36. Soit (N,w) une surface symplectique rationnelle (i.e une fibration de
Lefschetz symplectique générique avec fibres sphériques et base de genre O ou une défor-
mation symplectique de (CP?,wrs), c’est-a-dire un pinceau de Lefschetz symplectique
avec fibres sphériques possédant un unique point base et aucune fibre singuliere), munie
d’une structure presque complexe J générique dominée par w qui rend chaque compo-
sante des fibres J—holomorphe. Soit v : ¥ — N une courbe J—holomorphe plongée de
genre g. On a alors une des trois possibilités suivantes :

— X est difféomorphe a CP! et v est une section d’une fibration de Lefschetz J—
holomorphe générique avec fibres sphériques et base de genre 0 sur (N,w) (pas
nécessairement celle de départ), ou bien

— g = 1 et, quitte a contracter des diviseurs exceptionnels disjoints de v, v est une
cubique (symplectique) de CP?, auquel cas [v]*> = 9, ou bien

— [v]? <4g+4

Démonstration. On suppose sans perte de généralité que (IV,w) est relativement mini-
male par rapport a I’image de v.

Si (N, w) est une déformation symplectique de (CP?, wps), la Proposition 3.3.34 nous
assure que [v]? < 4g + 4, avec pour seule exception la cubique lisse.

On suppose dorénavant que la surface symplectique (N, w) n’est pas une déformation
symplectique de (CP? wrg). C’est donc une fibration de Lefschetz J-holomorphe avec
fibres sphériques et base de genre 0. Notons C' I’'image de v, F' une fibre générique et k le
degré de I’application de projection 7 restreinte a C'.

Sik =0, alors on a [F] - [C] = 0. Par positivité d’intersection, C' est une composante
d’une fibre, donc [C]* < 0.

Si k = 1, la positivité d’intersection nous assure que v intersecte chaque fibre transver-
salement exactement une fois. L’application mcov : X — B est donc un difféomorphisme
et v est une section de la fibration de Lefschetz.

On suppose désormais k > 2 et [v]? > 4¢g + 4. D’apres la Proposition 3.3.24, il existe
une courbe rationnelle symplectiquement plongée S, d’auto-intersection 0 qui intersecte
localement positivement v, telle que [v] - [Sy] < g + 1 (I’hypothése de minimalité relative
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nous sert ici). La courbe rationnelle S, étant obtenue comme image d’une courbe J—
holomorphe, on peut, en considérant I’espace de modules approprié, construire une fibra-
tion de Lefschetz J-holomorphe (potentiellement différente de la fibration de Lefschetz
de départ; méme si ce genre de situation n’arrive que dans les éclatés de CP! x CP!,
voir la Remarque 2.2.6) dont .S; est une fibre générique. Notons i = [v] - [Sy] le degré
de la nouvelle application de projection 7’ restreinte a C'. Si h = 0 ou . = 1 on conclut
comme ci-dessus (dans le cas ou i = 1, v peut étre une section d’une fibration de Lef-
schetz J-holomorphe différente de celle de départ). Si ~ > 2, la Proposition 3.3.35 nous

donne oh
2<"—(g—1+h).
W] < s (g—1+h)
On a alors 2hg — 2h + 2h? > (h —1)(4g +4), donc 2h? —2h — 4h +4 > g(4h — 4 —2h),
d’ott h? —3h+2 > g(h — 2). Au final on obtient (h — 1)(h —2) > g(h —2), donc h # 2

et [v] - [So] = h > 1+ g, ce qui est une contradiction. O

Remarque 3.3.37. L’utilisation de la Proposition 3.3.24, qui affirme 1’existence d’une
courbe rationnelle symplectiquement plongée Sy d’auto-intersection 0 qui intersecte lo-
calement positivement v et qui vérifie [v] - [Sy] < ¢+ 1, constitue un raccourci substantiel
dans les arguments de [Har69].

Conclusion

Démonstration du Théoreme 3.0.1. Commencons par remarquer que M n’est pas difféo-
morphe a CP? par la Proposition 3.3.34. D’apres le Théoréme 3.3.18 et la Remarque 3.3.19,
il existe alors une structure presque complexe générique J dominée par w telle que S est
I’image d’une courbe J-holomorphe plongée et (M, w) admet une fibration de Lefschetz
J-holomorphe générique avec fibres sphériques (c’est donc une surface réglée symplec-
tique).

Si (M, w) est une surface symplectique non rationnelle, le Corollaire 3.3.33 nous per-
met d’affirmer que S est ’image d’une section de la fibration de Lefschetz.

Si (M,w) est une surface symplectique rationnelle, le Théoréme 3.3.36 nous assure
que S est I'image d’une section d’une fibration de Lefschetz J—holomorphe générique
avec fibres sphériques (possiblement différente de celle de départ).

Dans les deux cas, il ne reste plus qu’a s’assurer que la fibration de Lefschetz n’ad-
met pas de fibre singuliere. Chaque fibre singuliere de la fibration est I’union de deux
diviseurs exceptionnels qui s’intersectent transversalement exactement une fois. Par po-
sitivité d’intersection et puisque S est une section, on sait également que chaque fibre
singuliere possede une composante disjointe de S. Il ne peut donc pas exister de fibre
singuliere car (M, w) est relativement minimale par rapport a S. Autrement dit, (M, w)
est un fibré en spheres symplectique au-dessus d’une surface de genre g. [
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3.4 Commentaires sur le Théoréeme 3.0.1 et sa démons-
tration

On discute dans cette section de I’optimalité ou non des bornes dans le Théoreme 3.0.1
et le Théoreme 3.3.1.

On constate dans un premier temps que les bornes du Théoreme 3.0.1 sont optimales.
En effet, dans CP! x CP?, on peut considérer la configuration de courbes constituée de
'union de deux sections disjointes dans la classe d’homologie [CP' x {x}] et de n €
N* fibres deux a deux distinctes. En lissant symplectiquement tous les points singuliers
de cette configuration, qui sont des points doubles transverses positifs, on obtient une
courbe C' symplectiquement plongée de genre ¢ = n — 1 et dans la classe d’homologie
2[CP! x {*}] + n[{*x} x CP'], qui vérifie donc [C]*> = 4n = 4g + 4. Ainsi, pour tout
entier naturel g, les bornes du Théoréme 3.0.1 sont optimales.

Pour le Théoreme 3.3.1, qui concerne les courbes symplectiquement plongées de
genre g et d’auto-intersection supérieure ou égale a 4¢g, la borne n’est clairement pas
optimale. Le Théoreme 3.2.1 de Taubes montre, grace a la théorie de Seiberg—Witten, que
le résultat est également valable pour les courbes symplectiquement plongées de genre g
et d’auto-intersection strictement supérieure a 2g — 2. Méme si le Théoréme 3.3.1 n’est
utilisé qu’en tant qu’étape intermédiaire dans la démonstration du Théoréme 3.0.1, qui lui
est optimal, il serait néanmoins intéressant d’obtenir une version du Théoreme 3.3.1 ne
faisant appel qu’aux techniques de courbes pseudoholomorphes.

Le coefficient 4 dans la borne provient des éclatements effectués sur les points doubles
des composantes symplectiquement positivement immergées (en effet, chaque tel éclate-
ment diminue le genre arithmétique de 1 et le nombre d’auto-intersection de 4). Pour
se débarrasser de cette constante, il suffirait d’avoir une compréhension suffisante (ré-
gularité, compacité ou non compacité, etc) de certains espaces de modules de courbes
pseudoholomorphes simples non plongées, ce qui pourrait éventuellement permettre de
se passer des éclatements. Plusieurs problemes se dessinent alors. D un coté, de tels es-
paces de modules pourraient contenir des courbes non immergées, qui ne satisfont pas
les hypotheses des théoremes de transversalité automatique évoqués dans ce manuscrit
(notamment celui concernant le probleme avec contraintes ponctuelles), ce qui pose un
probleme pour obtenir des propriétés de surjectivité de certaines applications d’évalua-
tion comme dans la Section 3.3.1 (plus précisément, pour montrer que les images de ces
applications sont ouvertes). Ce genre de probleéme pourrait étre contourné grace a des
théoremes de transversalité automatique qui s’appliqueraient également aux courbes non
immergées. D’un autre coté, dans le cas des courbes de genre 1 (parmi lesquelles les
courbes d’indice contraint égal a 2 satisfont les hypotheses du théoreme de transversa-
lité automatique avec contraintes), on pourrait étre tenté d’adopter une stratégie faisant
intervenir la courbe universelle au-dessus de certains espaces de modules de dimension
virtuelle 2. Mais comme expliqué dans la Section 2.3, cela nécessiterait soit d’avoir une
compréhension avancée de la topologie des fibrés en tores sur les surfaces, soit de montrer
que les espaces de modules de dimension virtuelle 2 considérés sont homéomorphes a des
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spheres. Il faudrait également trouver un moyen d’obtenir des informations sur le degré
des applications d’évaluation associées sans faire appel aux théorémes de transversalité
automatique avec une contrainte ponctuelle supplémentaire (les courbes de genre 1 et
d’indice contraint nul n’étant pas automatiquement Fredholm régulieres pour le probleme
avec contraintes ponctuelles).

Le terme constant de la borne est quant a lui déterminé pour ne pas avoir a s’occuper
des courbes symplectiquement plongées de genre g et d’auto-intersection appartenant a
{29—1,2¢,2g+1} (ce qui correspond aux courbes pseudoholomorphes plongées de genre
g d’indice strictement supérieur a 2g — 2 et inférieur ou égal a 2g + 4), pour lesquelles la
Proposition 3.3.7 ne s’applique pas. L’idéal serait de trouver un moyen de montrer que les
espaces de modules des courbes pseudoholomorphes de ce type ne sont pas compacts afin
d’assurer I’existence de courbes nodales appropriées. On verra cependant dans le Chapitre
5 que ce n’est pas toujours le cas, puisqu’on y montre notamment que pour une structure
presque complexe générique, les espaces de modules des courbes pseudoholomorphes de
genre 1 et d’auto-intersection 1 plongées dans les surfaces symplectiques minimales sont
compacts. La question reste ouverte pour les autres courbes plongées de genre g > 1 et
d’auto-intersection appartenant a {29 — 1,2g,2g + 1}.

121






Application a la classification de
remplissages symplectiques

A toute courbe symplectiquement plongée d’auto-intersection strictement positive
dans une surface symplectique, on peut associer canoniquement une variété de contact
de dimension 3. Dans ce chapitre, on utilise le Théoreme 3.0.1 pour classifier les rem-
plissages symplectiques forts des variétés de contact associées aux courbes qui possedent
une auto-intersection haute par rapport a leur genre. On commence par quelques rappels
concernant les variétés de contact et leurs interactions avec les variétés symplectiques.
Une présentation plus détaillée, orientée vers les basses dimensions, peut étre trouvée
dans [OS04].

Soit X une variété différentielle de dimension 2n + 1 munie d’une 1-forme diffé-
rentielle «. On dit que « est une forme de contact si a A\ (da)™ # 0. Une distribution
d’hyperplan & C T'X est une structure de contact sur X si elle est localement définie
comme le noyau d’une forme de contact. On dit dans ce cas que (X, {) est une variété de
contact.

Exemple 4.0.1.

1. Pour I’espace vectoriel R?**! muni des coordonnées (1, y1, . . . , Zn, Yn, 2), la struc-
ture de contact standard &, est donnée par ker (dz + > x;dy;).

2. L’ensemble des tangentes complexes a S C C"*! (c’est-a-dire les espaces de

la forme T,8*" ™ N4(T,S*"*1) pour z € S***1) définit une structure de contact sur
S+l

Deux variétés de contact (X, ) et (X', &) sont dites contactomorphes s’il existe un
difféomorphisme ® : X — X' tel que ¢, = £, on dit alors que ® est un contac-
tomorphisme. Cette notion donne lieu a une relation d’équivalence sur I’ensemble des
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variétés de contact. De la méme maniere que pour les variétés symplectiques, les variétés
de contact ne possedent pas d’invariant local.

Théoreme 4.0.2 (Théoréme de Darboux pour les structures de contact). Soit (X, &) une
variété de contact. Pour tout point p € X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X tel
que (U, &u) est contactomorphe a un ouvert V. C R2""! muni de la forme symplectique
standard )y .

Un champ de vecteurs v sur une variété symplectique (M, w) est un champ de vecteur
de Liouville si L,w = w (ou L désigne la dérivée de Lie). Puisque dw = 0, on a d’apres la
formule de Cartan L ,w = di,w + t,dw = di,w. La condition pour que v soit un champ de
vecteurs de Liouville est donc équivalente a div,w = 0. On dit qu'une sous-variété X de
codimension 1 de (M, w) est de type contact s’il existe un champ de vecteur de Liouville
v défini au voisinage de X qui est transverse a X.

Remarque 4.0.3. Etant donné un champ de vecteur de Liouville v, son opposé —v n’est
pas un champ de vecteur de Liouville puisque £_,w = —w.

Une sous-variété de type contact est une variété de contact, comme le montre le théo-
reme suivant.

Théoréme 4.0.4 ([Wei9l]). Soit (M, w) une variété symplectique. Une sous-variété X de
codimension 1 de (M, w) est de type contact si et seulement si on dispose d’une 1—forme
différentielle o définie au voisinage de X telle que do = w et « est non nulle sur le champ
de droite donné par Lx = {v € TM | pour tout w € TX, w(v,w) = 0}. Dans ce cas,
la restriction de o a X définit une forme de contact sur X.

On dit qu’une sous-variété a bord U de codimension 0 de (M, w) possede un bord
w—convexe (resp. w—concave) si AU est de type contact et le champ de vecteur v pointe a
I’extérieur (resp. a I’intérieur) de U.

Soit (X, £) une variété de contact de dimension 3 et (17, w) une surface symplectique
compacte a bord w—convexe. On dit que (W, w) est un remplissage symplectique fort de
(X, €) si son bord est contactomorphe a (X, £). En d’autres termes, la forme symplectique
w est exacte au voisinage du bord de (W, w) et on peut choisir une 1-forme « au voisi-
nage du bord de (W, w) telle que dov = w et ker(ajgwr) = £. De maniere équivalente, la
condition d’étre un remplissage symplectique fort peut se reformuler en 1’existence d’un
champ de vecteur de Liouville défini au voisinage de OW, transverse a W et pointant
vers 1’ extérieur.

De méme, étant donné une surface symplectique compacte (N, w) a bord w—concave,
on dit que (N,w) est un bouchon symplectique (ou remplissage concave) de (X, §) si
son bord est contactomorphe a (X, £). Cette fois cette condition est équivalente a 1’exis-
tence d’un champ de vecteur de Liouville, défini au voisinage de /N, transverse a N et
pointant vers 1’intérieur. Ainsi, une surface symplectique (N, w) compacte a bord est un
bouchon symplectique si son bord est w—concave.
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Exemple 4.0.5. Le champ de vecteurs sur R* défini dans les coordonnées (1, Y1, T2, y2)
par

0 0 0

0
U(xhyl,l’z;?h) = xl(T'L‘l + ylﬁiyl + $237I2 + 92@7

est un champ de vecteurs de Liouville sur (R*, wy;). La sphere unité S* C R* hérite donc
d’une structure de contact &, qu’on appelle la structure de contact standard. Ceci montre
que la boule unité (B*, w,;) est un remplissage symplectique fort de la variété de contact

(837 ’gst)'

Une variété de contact peut admettre beaucoup de bouchons symplectiques. En effet,
le complémentaire de toute boule dans une surface symplectique est un bouchon symplec-
tique de (83, &,;). Les remplissages symplectiques peuvent en revanche étre plus rares. On
dispose en effet de certains résultats d’unicité concernant les remplissages symplectiques
forts (voir les résultats évoqués dans 1’introduction).

Le théoreme suivant permet de recoller de maniere symplectique un bouchon sym-
plectique d’une variété de contact de dimension 3 avec un remplissage symplectique fort
de cette méme variété de contact.

Théoréme 4.0.6 ([Etn98]). Soit (W, w) une surface symplectique avec une composante
de bord w—convexe (X,§) et (N,w') une surface symplectique avec une composante de
bord w'—concave (X', £'). On suppose qu’il existe un contactomorphisme ® : (X, §) —
(X', &"). Alors la variété obtenue en identifiant (X, &) et (X', &) via ® admet une structure
symplectique.

Remarque 4.0.7. Notons qu’il est possible de définir les opérations d’éclatement et de
contraction dans le cadre symplectique a I’aide du Théoreme 4.0.6 (mais ce n’est pas la
seule fagon de le faire).

On s’intéresse a présent aux structures de contact définies a partir des courbes sym-
plectiquement plongées dans les surfaces symplectiques.

Théoreme 4.0.8 ((GM11]). Soit C une courbe symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique (M,w), avec genre et nombre d’auto-intersection fixés. Si [C]* > 0,
alors il existe un voisinage tubulaire (N,w) de C' dont le bord est w—concave. De plus,
tout plongement symplectique de C' (avec le méme nombre d’auto-intersection) dans une
surface symplectique (M',w") posséde un voisinage a bord w'—concave qui est une défor-
mation symplectique de (N,w) et qui induit la méme structure de contact sur le bord.

En particulier, a un type de courbe C' donné (c’est-a-dire un genre et un nombre
d’auto-intersection strictement positif), on peut associer une variété de contact (X¢, &)

de dimension 3, ou X = —dN est le bord de N muni de I’orientation opposée et &
est induit par un champ de vecteurs de Liouville pointant vers I’intérieur défini sur un
voisinage de ON.

On peut aisément obtenir d’autres remplissages symplectiques a partir d’un remplis-
sage symplectique donné en éclatant des points dans son intérieur. En effet, cette opéra-
tion ne change pas la structure symplectique au voisinage du bord, et par conséquent ne
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change pas non plus la structure de contact sur le bord. Pour classifier les remplissages
symplectiques, il est donc nécessaire et suffisant de considérer les cas minimaux.
Le théoreme suivant est une application du Théoreme 3.0.1.

Théoreme 4.0.9. Soit S une courbe de genre g symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique. Si on a S* > 4g + 5 ou bien S* > 4g + 5 et g # 1, alors la variété
de contact (Xg,Es) admet un unique remplissage symplectique fort minimal a difféomor-
phisme pres, qui est un fibré en disques au-dessus d’une surface de genre g. Si en revanche
g = 1et S? =09, lavariété de contact (Xg,Es) admet deux remplissages symplectiques
forts minimaux a difféomorphisme preés.

Remarque 4.0.10. En fait, dans le cas ou le remplissage symplectique fort est difféo-
morphe un fibré en disques au-dessus d’une surface de genre g, on peut choisir le difféo-
morphisme de fagon a ce que la forme symplectique se restreigne a une forme symplec-
tique sur chaque fibre. La classe de déformation symplectique du remplissage est alors
completement déterminée (voir la Remarque 3.0.3).

Démonstration. On considére un remplissage symplectique fort minimal (W, w) de la
variété de contact (Xg, &s). D apres le Théoreme 4.0.8, la courbe S admet un voisinage
tubulaire (IV,w’) qui est un bouchon symplectique de la variété de contact (X, {5) qui lui
est associée. Grace au Théoreme 4.0.6, on peut recoller de maniére symplectique (W, w)
et (N, w’) selon leurs bords afin d’obtenir une surface symplectique qui contient S et qui
est relativement minimale par rapport a .S. Le Théoreme 3.0.1 permet alors d’affirmer que
la surface symplectique ainsi obtenue est un fibré en spheres symplectique dont S' est une
section.

FIGURE 4.1 — Représentation schématique de la surface symplectique obtenue en recol-
lant selon leurs bords le bouchon symplectique (N, w’) contenant la courbe S avec un
remplissage symplectique fort (W, w) de la variété de contact (Xg, &s).

La variété X g est donc un fibré en cercles (orienté) au-dessus d’une surface B de
genre ¢; le voisinage tubulaire /N de S est un fibré en disques (orienté) au-dessus de
B qui possede S pour section; et son complémentaire (W, w) est également un fibré en
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disques (orienté) au-dessus de B. Remarquons que chaque fibré en cercles orienté au-
dessus de B correspond de maniere unique a un fibré en disques orienté au-dessus de B
(chacun d’entre eux étant également associé de maniere unique a un fibré en plans orienté
au-dessus de B). Rappelons également que les fibrés en disques orientés au-dessus d’une
base donnée sont completement classifiés par leurs premieres classes de Chern. Rappelons
enfin que la premicre classe de Chern d’un fibré en disques orienté peut étre vue comme
le nombre de zéros d’une section générique comptés avec signes. La premiere classe
de Chern du fibré en disques sur N est donc égale a [S]?. Par définition, la variété Xg
est difféomorphe au bord de ce fibré en disques muni de I’orientation opposée. Le fibré
en cercles orienté sur Xg est donc le bord du fibré en disques orienté dont la premiere
classe de Chern est égale a —[S]%. Ceci permet de déterminer complétement le type de
difféomorphisme du remplissage (W, w). O
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Isotopie symplectique pour les sections
des surfaces géométriquement réglées
au-dessus de courbes elliptiques

On s’intéresse maintenant au probléme d’isotopie symplectique dans certaines sur-
faces kéhlériennes réglées non rationnelles. Une isofopie symplectique entre deux courbes
symplectiquement plongées S et S’ dans une surface symplectique donnée est une isoto-
pie lisse (S¢)cjo,1) telle que Sy = S, S; = S’ et pour tout ¢ € [0, 1], S; est une courbe
symplectiquement plongée. Une surface kdihlérienne est une surface symplectique mu-
nie d’une structure complexe intégrable compatible avec la forme symplectique. Rappe-
lons que toutes les surfaces projectives complexes peuvent étre munies d’une structure
kédhlérienne via la restriction de la forme de Fubini—Study sur CP" a la surface projec-
tive en question. Le probleme d’isotopie symplectique consiste 2 montrer qu’une courbe
symplectique d’un type donné (c’est-a-dire un genre, un nombre d’auto-intersection et
éventuellement le nombre et le type de singularités) dans une surface kédhlérienne est
symplectiquement isotope a une courbe complexe (dans le cas des courbes singulieres, on
demande en plus que I’isotopie soit équisinguliere, ¢’ est-a-dire que les courbes possedent
les mémes types de singularités au cours de I’isotopie).

On appelle courbe elliptique toute courbe (complexe ou symplectique selon le contexte)
non singuliere de genre 1. On résout dans ce chapitre le probleme d’isotopie symplectique
pour les sections des surfaces géométriquement réglées au-dessus de courbes elliptiques.

Théoreme 5.0.1. Soit T une courbe elliptique symplectiquement plongée dans une sur-
face complexe géométriquement réglée au-dessus d’une courbe elliptique. Si T’ est une
section, alors elle est symplectiquement isotope a une section complexe.
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réglées au-dessus de courbes elliptiques

On commence par s’intéresser dans la Section 5.1 aux plongements symplectiques
possibles des courbes elliptiques d’auto-intersection strictement positive dans les surfaces
symplectiques minimales. Dans la Section 5.2, on s’intéresse aux courbes elliptiques sym-
plectiquement plongées d’auto-intersection 1 dans les surfaces symplectiques minimales.
On montre dans un premier temps, sans utiliser la théorie de Seiberg—Witten, que pour
une structure presque complexe générique, les espaces de modules de courbes pseudo-
holomorphes associés a ce type de courbes sont compacts. La Section 5.3 présente un
résultat di 2 Suwa concernant la classification a biholomorphisme pres des surfaces com-
plexes minimales réglées au-dessus de courbes elliptiques. On clot ce chapitre par la Sec-
tion 5.4. Dans cette section, on utilise des techniques pseudoholomorphes pour montrer,
grace au résultat de compacité obtenu dans la Section 5.2, que les sections symplectiques
d’auto-intersection 1 des surfaces géométriquement réglées stables au-dessus de courbes
elliptiques sont symplectiquement isotopes a des courbes complexes. On utilise ensuite
les techniques d’isotopie symplectique via des configurations de courbes birationnelle-
ment équivalentes, introduites par Golla et Starkston dans [GS19], pour démontrer le
Théoreme 5.0.1.

5.1 Courbes elliptiques symplectiquement plongées dans
les surfaces symplectiques minimales

Proposition 5.1.1. Soit T" une courbe elliptique symplectiquement plongée dans une sur-
face symplectique minimale (M, w).

Si [T]? € N*\{8,9}, alors (M,w) est un fibré en spheres symplectique au-dessus d’un
tore dont T est une section.

Si [T)? = 8, alors (M,w) est un fibré en spheres symplectique au-dessus d’un tore
dont T' est une section ou (M,w) est un fibré en sphéres symplectique au-dessus d’une
sphere dont la restriction de I’application de projection a T’ est de degré 2.

Si [T]? = 9, alors (M,w) est un fibré en spheres symplectique au-dessus d’un tore
dont T est une section ou T est une cubique symplectique non singuliére dans C P2,

Remarque 5.1.2. La Proposition 5.1.1, contrairement au Théoréme 3.0.1, ne permet pas
de classifier les remplissages symplectiques des variétés de contact associées aux courbes
considérées. En effet, les méthodes employées dans le Chapitre 4 se basent sur la connais-
sance de tous les plongements symplectiques relativement minimaux dans les surfaces
symplectiques, et pas seulement sur celle des plongements symplectiques dans les sur-
faces symplectiques minimales.

Pour les courbes elliptiques d’auto-intersection comprise entre 1 et 8, il existe d’autres
plongements relativement minimaux. Par exemple, une cubique lisse de CP? éclatée en
1 < k < 8 points fournit une courbe elliptique symplectiquement plongée 7' d’auto-
intersection [T]2 = 9 — k € {1,...,8} telle que CP?#kCP" est relativement minimale
par rapport a 7.
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5.1. Courbes elliptiques symplectiquement plongées dans les surfaces symplectiques minimales

Démonstration. Si[T]? > 9, le résultat est une conséquence immédiate du Théoreme 3.0.1.
Il ne reste donc que les cas o 1 < [T]2 < 8 atraiter. D’apres le Théoreme 3.2.1 de Taubes,
(M, w) est une surface symplectiquement réglée. Par la formule du genre, tous les tores
symplectiquement plongés dans CP? vérifient [T]? = 9, donc d’apres le Théoréme 2.3.6,
la surface symplectiquement réglée (M, w) est un fibré en spheres symplectique au-dessus
d’une surface. En choisissant une structure presque complexe J dominée par w telle que
T est I'image d’une courbe pseudoholomorphe simple (on peut supposer J générique
car T' est d’auto-intersection strictement positive et, par conséquent, est automatiquement
Fredholm réguliere d’apres le Théoreme 1.3.39) et en utilisant le Théoreme 2.2.5, on peut
supposer que 7" intersecte localement positivement chacune des fibres.

On note X une section du fibré et F' une fibre. On dispose d’entiers k, ¢ tels que
[T] = k[X] + ([F], avec k = [T] - [F] > 0 (ona k # 0 car T n’est pas une fibre et
intersecte au moins une fibre). On a alors

[T)? = K*[X]* + 2k, (5.1
et la formule d’adjonction nous donne

[T]? = ei([T]) = x(T)
— key ([S]) + Ler ([F)) (5.2)
= key([S)) + 2¢.

D’apres 1’égalité (5.1), entier k divise [T']2. Par conséquent 1’égalité (5.2) implique que
k divise £. En reprenant I’égalité (5.1), on obtient que k? divise [T]?.

Si [T]? n’admet pas de facteur carré (ce qui est le cas pour [T]? € {1,2,3,5,6,7}),
alors k = 1, ce qui permet de conclure.

Si[T]? = 4,alors k € {1,2}.Sik = 2,onal = [X]> + ¢ d’apres I'égalité (5.1) et
2 = ¢1([X]) + ¢ d’apres I’égalité (5.2). Ona alors £ = [X)> + 1 mod 2 et £ = ¢ ([X])
mod 2. Mais d’apres la formule d’adjonction, on a x(X) = ¢ ([X]) — [X]?, donc ¢;([X])
et [2]? ont la méme parité, ce qui est une contradiction. On a alors k = 1, donc T est une
section.

Si[T]? = 8,alors k € {1,2}. Si k = 2, ’équation (5.2) nous donne [T]*> = 2¢,([X]) +
2(. En appliquant la formule d’adjonction, on obtient 8 = 2x(X) + 2[X]? + 2. De plus,
on a d’apres I’équation (5.1), 8 = 4[X]? + 4¢. Donc x(X) = 2, autrement dit, la base du
fibré est une sphere. Si & = 1, 7" est une section. [l

Exemple 5.1.3. Les courbes elliptiques symplectiquement plongées d’auto-intersection 0,
8 ou 9 dans les surfaces symplectiques minimales ne sont pas forcément des sections de
fibrés en spheres symplectiques. En effet, la surface symplectique 72 x 7?2 contient des
tores symplectiquement plongés d’auto-intersection 0. De méme, dans S? x S? on consi-
dere la configuration de courbes donnée par I’union de deux sections d’auto-intersection
0 distinctes et de deux fibres distinctes. En lissant symplectiquement les quatre points
singuliers de la configuration, qui sont des points doubles transverses positifs, on obtient
une courbe symplectiquement plongée de genre 1 et d’auto-intersection 8.
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réglées au-dessus de courbes elliptiques

5.2 Courbes elliptiques symplectiquement plongées d’auto-
intersection 1

Dans I’optique de redémontrer dans sa totalité le Théoreme 3.2.1 de Taubes sans faire
appel a la théorie de Seiberg—Witten, il est naturel de s’intéresser aux courbes sym-
plectiquement plongées de genre ¢ > 1 dont le nombre d’auto-intersection s vérifie
2g — 2 < s < 4g (le cas s > 4g faisant ’objet du Théoreme 3.3.1). Le premier cas
dans I’ordre lexicographique est celui des courbes symplectiquement plongées de genre 1
et d’auto-intersection 1. Dans cette section on montre, sans utiliser la théorie de Seiberg—
Witten, que pour une structure presque complexe générique, les espaces de modules as-
sociés a de telles courbes sont compacts.

Lemme 5.2.1. Soit T un tore symplectiquement plongé d’auto-intersection 1 dans une
surface symplectiquement réglée minimale (M,w). Alors T est une section d’un fibré
en spheres symplectique au-dessus d’un tore et pour toute structure presque complexe J
générique dominée par w, I’espace de modules M ([T]; J) est une variété lisse compacte
de dimension 2.

Remarque 5.2.2. 1'hypothese de généricité sur la structure presque complexe J est néces-
saire. Sans cette hypothese, I’espace de modules M, ([T7]; J) pourrait contenir des courbes
nodales constituées de 1’union d’une section d’auto-intersection —1 avec une fibre (voir la
Section 5.3 pour un exemple). Comme 1’indice des courbes pseudholomorphes plongées
de genre 1 et d’auto-intersection —1 est égal a —2, la généricité de J permet de s’ assurer
que de telles courbes n’existent pas dans (M, .J).

Démonstration. D’apres la Proposition 5.1.1, 7" est une section d’un fibré en spheres
symplectique au-dessus d’un tore. On peut supposer chacune des fibres J—holomorphes
grace au Théoreme 2.2.5. D’apres la Proposition A.0.2, énoncée dans 1’ Annexe A, on
a deux possibilités pour les courbes de M;([T]; J) qui ne sont pas plongées : soit une
courbe nodale avec deux composantes symplectiquement plongées d’indice 0 qui s’in-
tersectent exactement une fois, de maniere transverse et positive ; soit une courbe nodale
avec une unique composante symplectiquement positivement immergée qui possede un
unique point double.

Dans le premier cas, une des composantes plongées est rationnelle. Comme elle est
aussi plongée et d’indice 0, son auto-intersection est égale a —1, ce qui contredit la mini-
malité de (M, w).

Dans le second cas, en considérant la fibre /' qui passe par I’unique point double, on a
par positivité d’intersection [T']-[F] > 1, ce qui est absurde puisque 7" est une section. [

Remarque 5.2.3. Considérons une surface presque complexe (M, J) géométriquement
réglée dont les fibres sont des images de courbes J—holomorphes, F' une fibre de ce fibré
et X une section J-holomorphe de ce fibré. On rappelle que le groupe Hy(M;Z) est
engendré par [X] et [F]. On considére une courbe nodale Y., homologue a >. Méme
si la structure presque complexe n’est pas générique, par positivité d’intersection, une
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5.2. Courbes elliptiques symplectiquement plongées d’auto-intersection 1

composante >’ de X, doit vérifier [¥'] - [F)] = 1. La courbe ¥’ est donc également une
section J-holomorphe de (M, J) et on dispose d’un entier & tel que

(] = X+ K[F].

Comme les autres composantes X" vérifient [X"] - [F] = 0, elles ont toutes pour images
des fibres. La classe d’homologie [X] — [¥'] = k[F] représente la somme des classes
d’homologie des composantes de ¥, différentes de Y’. Par positivité d’intersection, on a
alors k = ([X] — [¥]) - [X] > 0 avec égalité si et seulement si X, est plongée.

On pourrait directement en déduire la compacité de I’espace de modules M, ([T]; J)
dans le cas ou on suppose seulement que 7' est symplectiquement plongé dans une sur-
face symplectique minimale grace au Théoreme 3.2.1 de Taubes. On préfere néanmoins
démontrer la proposition suivante sans recourir a la théorie de Seiberg—Witten.

Proposition 5.2.4. Soit T' un tore symplectiquement plongé d’auto-intersection 1 dans
une surface symplectique minimale (M ,w). Alors pour toute structure presque complexe
J générique dominée par w, l'espace de modules My ([T; J) est une variété lisse com-
pacte de dimension 2.

De plus, pour tout chemin (wy).c(0,1) de formes symplectiques sur M et tout chemin
générique de structures presque complexes (Jy)ico,1) € TF(M, (ws)scpo]), ['espace de
modules a paramétre My ([T']; (J;)icjo,1)) est une variété lisse orientée, compacte, a bord
et de dimension 3, avec

OML([TT; ()eero) = —({0F x Mu([TT; Jo)) U ({1} x My ([TT; J)).

De plus, la projection

est une submersion.

On utilisera le résultat suivant, démontré par Korkmaz et Ozbaga, concernant les
nombres minimaux de fibres singulieéres dans les fibrations de Lefschetz.

Proposition 5.2.5 ([KOO1, Lemma 2.2]). Une fibration de Lefschetz topologique sur une
variété de dimension 4, dont les fibres régulieres sont des tores et qui posséde au moins
une fibre singuliere en possede au moins douze.

Remarque 5.2.6. La borne de la Proposition 5.2.5 est atteinte par le pinceau de cubiques
dans CP?, qui posséde exactement douze fibres singulieres.

Démonstration de la Proposition 5.2.4. Puisque I’entier [T']> = 1 n’a pas de facteur carré,
toutes les courbes de I’espace de modules M ([T]; J) sont simples. Comme la courbe T
est plongée, la formule d’adjonction nous assure que toutes les courbes de M, ([T]; J)
sont plongées. D’apres le Théoreme 1.3.39, toutes les courbes elliptiques symplectique-
ment plongées d’auto-intersection positive sont automatiquement Fredholm régulieres.
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L’espace de modules M ([T]; J) est donc une variété lisse de dimension égale a x(7") +
2[T)? = 2.

On suppose qu’il existe une courbe uy, € M;([T]; J) qui n’est pas plongée. D apres
la Proposition A.0.2, énoncée dans I’ Annexe A, on a deux possibilités :

1. la courbe u., est constituée de deux composantes plongées u; et uy, de genres
respectifs O et 1, et d’indice 0 qui s’intersectent transversalement en un unique point,
ou bien

2. la courbe u., est constituée d’une unique composante rationnelle immergée, dont
I’unique point multiple est un point double transverse.

Dans le premier cas, puisque u; est une courbe pseudoholomorphe rationnelle plongée
d’indice 0, la formule d’adjonction nous donne [u1]2 = —1, ce qui contredit la minimalité
de (M, w).

Donc toutes les courbes nodales de M, ([T]; J) sont irréductibles. On considere alors
la courbe universelle Ur(J) = M, 1([T]; J) au-dessus de M ([T}]; J). D’apres la Pro-
position 2.3.11, U (J) est une variété lisse de dimension 4, et I’application naturelle de
projection 7 : Ur(J) — My ([T]; J) définit une fibration de Lefschetz avec fibres gé-
nériques de genre 1 et au plus une singularité par fibre. De plus, toutes les fibres de la
fibration de Lefschetz sont irréductibles et chacune d’entre elles correspond a une unique
courbe nodale de M, ([T; J).

D’apres la Proposition 5.2.5, puisqu’on dispose d’une courbe nodale dans M ([T]; J),
il en existe au moins onze autres. Considérons une courbe nodale v’ € M;([T]; J) dis-
tincte de us. On a [us] - [ul,] = [T]* = 1, donc par positivité d’intersection, les deux
courbes u., et u., s’intersectent exactement une fois, en des points réguliers, de ma-
nicre transverse et positive (voir la Figure 5.1). On peut alors lisser symplectiquement

FIGURE 5.1 — Deux copies d’une courbe pseudoholomorphe rationnelle immergée
d’auto-intersection 1 avec un unique point double transverse.

I’unique point d’intersection entre u, et u._ pour obtenir une courbe S rationnelle sym-
plectiquement positivement immergée vérifiant ¢ ([S]) = 2¢;([T]) = 2[T)? = 2. D’apres
le Théoreme 2.3.4, (M, w) est une surface symplectiquement réglée. Comme (M, w) est
minimale, la Proposition 5.2.1 permet d’aboutir a une contradiction. Donc 1’espace de
modules M ([T]; J) est compact.
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En ce qui concerne la deuxieme partie de la proposition, la compacité de 1’espace
de modules M ([T]; (J;)tcpo,1]) se démontre de maniére strictement similaire grace a la
Remarque A.0.9 de I’ Annexe A. Le reste découle directement du Théoreme 1.3.25. [

Remarque 5.2.7. On pourrait étre tenté d’étendre la stratégie employée ci-dessus aux
tores symplectiquement plongés d’auto-intersection strictement plus grande que 1 ou aux
courbes symplectiquement plongées de genre g > 2 et d’auto-intersection s > 2g — 2.
Pour une telle courbe S, on pose m = s — g > 0 et on choisit m contraintes ponc-
tuelles py,...,pm € M. Pour une structure presque complexe J générique dominée par
w, I’espace de modules M, ,,,([S]; J;p1,...,Pm) est une variété lisse de dimension 2.
En revanche, le compactifié M, ,,,([S]; J;p1, ..., Pm) pOUurrait contenir une courbe no-
dale constituée de deux composantes plongées d’indice contraint nul qui s’intersectent
exactement une fois, de maniere positive et transverse : une courbe rationnelle d’auto-
intersection 0 avec une contrainte ponctuelle et une courbe de genre g d’auto-intersection
[S]? — 2 passant par les m — 1 contraintes ponctuelles restantes (de telles configurations
de courbes existent dans certains fibrés en spheres symplectiques au-dessus de surfaces
de genre g).

La Proposition 5.2.4 va a I’encontre de ce qu’on aurait souhaité pour redémontrer le
Théoreme 3.2.1 sans utiliser la théorie de Seiberg—Witten. En effet, un résultat de non
compacité aurait permis de trouver des courbes de genre strictement plus petit parmi
les composantes des courbes nodales provenant du compactifié de Gromov. Il faudra
donc trouver d’autres astuces pour arriver au résultat souhaité. Néanmoins la situation
est idéale pour réaliser des isotopies symplectiques via des techniques de courbes pseu-
doholomorphes. Dans la sous-section suivante, on présente les surfaces kihlériennes dans
lesquelles on va réaliser ces isotopies symplectiques.

5.3 Classification des surfaces complexes réglées au-dessus
de courbes elliptiques

On commence par rappeler des propriétés générales des surfaces complexes géomé-
triquement réglées au-dessus de courbes complexes non singulieres. On met notamment
I’accent sur les propriétés des sections qu’elles possedent. On présente ensuite un résultat
de classification a biholomorphisme pres des surfaces géométriquement réglées au-dessus
de courbes elliptiques dii a Suwa [Suw69]. Ce dernier résultat se base sur la classification
des fibrés vectoriels complexes en plans au-dessus de courbes elliptiques, effectuée par
Atiyah dans [Ati57].

Soit C' une courbe complexe non singuliere. Chaque fibré vectoriel complexe en plans
E au-dessus de C' définit une surface géométriquement réglée P(£) au-dessus de C, ob-
tenue en projectivisant fibre a fibre. En réalité, chaque surface géométriquement réglée
peut étre obtenue de cette maniere, comme le montre la proposition suivante, dont la dé-
monstration peut étre trouvée dans [Har77, Chapter V].
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Proposition 5.3.1. Soit 7 : V' — C une surface géométriquement réglée au-dessus de C,
alors

1. il existe un fibré vectoriel complexe en plans E au dessus de C tel que V = P(E),
2. w:V — C admet une section complexe,

3. si E et E' sont des fibrés en plans complexes au-dessus de C, alors P(E) et P(E)
sont isomorphes si et seulement si on dispose d’un fibré en droites L au-dessus de
C' tel que E est isomorphe a E' ® L.

Le lemme suivant, démontré dans [Mar70, Lemma 1.14], montre le lien entre un fibré
vectoriel complexe en plans E et son projectivisé P(E).

Lemme 5.3.2. Soit F un fibré vectoriel complexe en plans au-dessus d’une courbe com-
plexe non singuliere C. Les sous-fibrés en droites complexes de F sont en correspondance
bijective avec les sections complexes de P(E). De plus, étant donné un tel sous-fibré L,
la section X1, qui lui est associée vérifie

Y2 = ¢y (E) —2¢,(L).

Etant donné un fibré en droites complexe L, on appelle parfois ¢, (L) le degré de L.

Lorsqu’un fibré en plans E s’écrit comme la somme directe de deux fibrés en droites,
on dit que E est décomposable. Dans ce cas, on dit que P(E) est une surface géométri-
quement réglée décomposable. Sinon on dit que F est indécomposable et que P(E) est
une surface géométriquement réglée indécomposable. Lorsque E est décomposable, on
dispose de deux fibrés en droites complexes L; et Lo tels que &/ = Ly & Ly. On a alors
c1(F) = c1(L1)4c1(Ls). Les sections X7, et X2, de P(E) provenant de la projectivisation
des fibrés en droites L; et L, sont disjointes et vérifient d’apres le Lemme 5.3.2, ZQLI =
—c1(L1) 4 ¢1(Ls) = —X7 . On rappelle que le produit tensoriel munit I’ensemble des fi-
brés en droites complexes au-dessus d’'une méme courbe complexe, considérés a isomor-
phisme pres, d’une structure de groupe. Par ailleurs, pour deux fibrés en droites complexes
Ly et Ly au-dessus d’'une méme courbe complexe, on a ¢ (Ly ® Lo) = ¢1(Ly1) + c1(Lo).
Par conséquent, les fibrés L & Lo et (L & Lo) ® Ll_1 ~ Lo® Ly ® Ll_l, ou L désigne
le fibré en droites complexe trivial, définissent la méme surface géométriquement réglée
décomposable.

Etant donnée une surface géométriquement réglée, on dit qu’elle est stable si toutes ses
sections sont d’auto-intersection strictement positive et semi-stable si toutes ses sections
sont d’auto-intersection positive.

On peut passer d’une surface géométriquement réglée au-dessus d’une courbe com-
plexe C' a une autre grice a des transformations élémentaires de Nagata. On rappelle
qu’une transformation élémentaire elm, de Nagata en un point p d’une surface géomé-
triquement réglée V consiste a éclater p, puis a contracter la transformée propre £ de la
fibre F' passant par p. Etant donné une courbe S symplectiquement plongée dans V', on
appelle image de S par elm,, I'image de la transformée propre S de S par la contraction
de F.
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Remarque 5.3.3. Soit X une section complexe d’une surface complexe géométriquement
réglée V et p un point de V. On note Y I'image de X par la transformation élémentaire
de Nagata au point p. Si p appartient a 3, alors on a [¥']> = [X]? — 1, sinon on a [Y/]? =
(X2 + 1.

On présente maintenant quelques propriétés générales concernant les sections com-
plexes des surfaces complexes géométriquement réglées.

Lemme 5.3.4. Soit V' une surface complexe géométriquement réglée et 3. une section
complexe d’auto-intersection négative. Alors toute section complexe 3., différente de .
vérifie [2, ]2 > —[X_]%

Démonstration. Le groupe Hy(M;Z) est engendré par [¥_] et la classe d’une fibre [F].
Comme [F] - [¥;] = 1, on dispose d’un entier k tel que

(X4] = [E-]+K[F].

Par positivité d’intersection, on a [¥,] - [2_] > 0,donc [Z_]*+k > 0, d’obu k > —[X_]%.
Au final, on abien [X, > = [Z_]? + 2k > —[Z_]% O

Lemme 5.3.5. Soit M un fibré en spheres au-dessus d’une surface. Tous les nombres
d’auto-intersection des sections de M ont la méme parité.

Démonstration. Soit ¥ une section de M et F' une fibre de M. Le groupe Hy(M;Z) est
engendré par [X] et [F]. Soit ¥’ une autre section de M. Comme [Y] - [F'] = 1, on dispose
d’un entier k tel que [X'] = [X] + k[F]. On a alors [¥]? = [X]% + 2k, ce qui conclut. [

Remarque 5.3.6. La forme d’intersection de M a la méme parité que les nombres d’auto-
intersection des sections de M.

Mentionnons aussi le théoreme suivant, dii & Nagata.

Théoreme 5.3.7 ([Nag70]). Toute surface complexe géométriquement réglée au-dessus
d’une courbe de genre g admet une section complexe 33 qui vérifie [3]* < g.

On note désormais C' une courbe elliptique complexe. Suwa [Suw69, Section 1] a
classifié les surfaces géométriquement réglées au-dessus de C' a biholomorphisme pres.
Elles se décomposent en deux types : les décomposables et les indécomposables. On peut
distinguer la plupart d’entre elles par les propriétés de leurs sections.

L’ensemble des surfaces géométriquement réglées décomposables au-dessus de C'
comporte :

— Une famille infinie Sy de surfaces géométriquement réglées décomposables au-
dessus de C, qui forme un espace de modules isomorphe a CP'. Chaque surface
complexe de Sy est le projectivisé de la somme de deux fibrés en droites de degré 0
au-dessus de C. Le fibré trivial Sy (provenant de la projectivisation de C' x C?), qui
possede une famille infinie de sections d’auto-intersection 0, en fait partie. Toute
autre surface complexe S € Sp\{Sy} (provenant de la projectivisation de la somme
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du fibré trivial avec un fibré non trivial de degré 0) posseéde exactement deux sec-
tions d’auto-intersection 0, qui sont disjointes (voir le Lemme 5.3.2). En particulier,
d’apres le Lemme 5.3.4, toutes les surfaces complexes géométriquement réglées de
So sont semi-stables et d’apres le Lemme 5.3.5, elles ont toutes une forme d’inter-
section paire.

— Pour tout n > 1, une unique surface complexe S,,, provenant de la projectivisation
du fibré trivial avec un fibré de degré n. Elle posséde deux sections disjointes dont
les nombres d’auto-intersection respectifs sont n et —n d’apres le Lemme 5.3.2. La
forme d’intersection de S5,, possede la méme parité que n d’apres le Lemme 5.3.5.

Il existe seulement deux surfaces géométriquement réglées indécomposables au-dessus
de C':

— La surface complexe géométriquement réglée stable A ;. Elle posséde une infi-
nité de sections d’auto-intersection 1, qui forment un espace de modules lisse de
dimension 2 d’apres le théoreme de transversalité automatique. Cet espace de mo-
dules est compact d’apres la Remarque 5.2.3. La forme d’intersection de A_; est
impaire. Pour une étude plus détaillée de la géométrie de A_;, on renvoit a [Dia20].

— Lasurface Ay, qui est semi-stable. Elle posseéde une unique section d’auto-intersection
0. D’apres le Lemme 5.3.5, sa forme d’intersection est paire.

Exemple 5.3.8.

1. Lorsqu’on effectue, n > 1 transformations élémentaires de Nagata sur une méme
section du fibré trivial au-dessus de C, on obtient une surface complexe géométri-
quement réglée qui possede une section d’auto-intersection —n. On obtient de cette
maniere la surface S,,.

2. On peut passer de la surface complexe S; a la surface complexe A_; en effectuant
deux transformations élémentaires de Nagata respectivement en des points p,q €
S tels que p et ¢ n’appartiennent ni a la section d’auto-intersection —1 ni a une
méme section d’auto-intersection 1 (car on obtient de cette facon une surface réglée
stable). Notons que par tout point de A_; passe une section d’auto-intersection 1.

3. Lorsqu’on effectue une transformation élémentaire de Nagata sur un point de A,
qui n’appartient pas a I’unique section d’auto-intersection 0, on obtient une surface
complexe stable, c’est-a-dire la surface complexe A_;.

On rappelle que la forme d’intersection d’une surface complexe géométriquement
réglée au-dessus d’une courbe complexe non singuliere de genre donné permet de déter-
miner completement son type de difféomorphisme. Le théoreme suivant permet de ca-
ractériser I’ensemble des surfaces réglées au-dessus de courbes elliptiques par les types
d’homéomorphismes possibles pour ces surfaces complexes.

Théoreme 5.3.9 ([Suw69, Theorem 2]). Si une surface complexe V' est homéomorphe a
un fibré en spheres au-dessus d’un tore, alors V' est une surface géométriquement réglée
au-dessus d’une courbe elliptique.

138



5.4. Isotopie symplectique via des transformations birationnelles

5.4 Isotopie symplectique via des transformations bira-
tionnelles

On rappelle dans cette section les techniques introduites dans [GS19] par Golla et
Starkston pour relier des classes d’isotopie symplectique équisinguliere de configurations
de courbes symplectiques entre elles via des transformations birationnelles. On résout le
probleme d’isotopie symplectique pour les sections d’auto-intersection 1 de la surface
complexe géométriquement réglée A_;, puis on utilise ces techniques birationnelles pour
en déduire le Théoréme 5.0.1.

On rappelle que les surfaces réglées complexes sont des surfaces projectives com-
plexes. N'importe quel plongement complexe d’une surface réglée V' dans un espace pro-
jectif complexe permet de munir V' d’une forme symplectique qui domine la structure
complexe, donnée par la restriction de la forme de Fubini—Study a V.

Définition 5.4.1. Soit (My,w) et (My,wy) deux surfaces symplectiques. On dit qu’une
configuration de courbes symplectiques Co dans (Mo, ws) est birationnellement dérivée
d’une configuration de courbes symplectiques Cy dans (M, w,) s’il existe une succession

d’éclatements de la paire (My,Cy) vers la transformée totale (M,#N (C7P2,él), suivie

d’une succession de contractions T : Ml#NCil32 — M, telle que Co = m(Cy).

Notons que cette relation n’est pas symétrique.

Exemple 5.4.2. Soit C' une courbe complexe non singuliere. Dans C' x CP?, on considere
la configuration C; constituée d’une unique courbe de la forme C' x {x}. On éclate un point
p € C;. La transformée totale C; de C, est constituée de I’union de la transformée propre
de C; et du diviseur exceptionnel provenant de 1’éclatement du point p. On contracte
ensuite la transformée propre F' de la fibre F de C' x CP' passant par p. On note Cs
la configuration de courbes obtenue comme I’image de C; par cette contraction (voir la
Figure 5.2). La configuration C, est birationnellement dérivée de la configuration C;, mais
la configuration C; n’est pas birationnellement dérivée de la configuration C,.

Proposition 5.4.3 ([GS19, Proposition 3.18]). Soit (M, wy), (Ma,ws) deux surfaces sym-
plectiques, Cy, C| deux configurations de courbes symplectiques dans (M, w;) et Co, C)
deux configurations de courbes symplectiques dans (Ma,ws). On suppose que Cs et C),
sont respectivement birationnellement dérivées de Cy et C| (via les mémes opérations
d’éclatements et de contractions). Si Cy est équisinguliérement isotope a Cly dans (Ma, w,),
alors Cy est équisinguliérement isotope a C| dans (M, wy).

En particulier, si (My,w;) et (Ms,ws) sont munies de structures kdhlériennes, si les
éclatements et contractions sont réalisés de maniére complexe et si C, est une courbe
complexe, alors C} est également une courbe complexe.

On commence dans un premier temps par résoudre le probleme d’isotopie symplec-
tique pour les tores symplectiquement plongés d’auto-intersection 1 dans la surface com-
plexe A_;. Une stratégie pour résoudre ce genre de probleme repose sur des techniques
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.

C1

p

FIGURE 5.2 — La relation de dérivation birationnelle n’est pas symétrique.

de courbes pseudoholomorphes : on choisit une structure presque complexe J qui rend la
courbe C' en question pseudoholomorphe et on considére un chemin générique de struc-
ture presque complexe (J; )¢c[o,1) qui relie J a une structure complexe intégrable. L’ objectif
est alors de prouver, pour tout ¢ € [0, 1], I’existence d’une courbe .J;—holomorphe C; qui
remplit les conditions souhaitées.

Lemme 5.4.4. Soit T un tore symplectiquement plongé d’auto-intersection 1 dans la sur-
face A_y (munie d’une forme symplectique w qui domine la structure complexe). Alors T
est symplectiquement isotope a une courbe complexe.

Démonstration. On choisit une structure presque complexe J dominée par w telle que T°
est I'image d’une courbe pseudoholomorphe plongée u. Comme [T]? > 0, la courbe u
est automatiquement Fredholm réguliere et on peut supposer sans perte de généralité que
J est générique. On choisit alors un chemin générique (J;);cp0,1] de structures presque
complexes dominées par w tel que Jy = .J et J; est la structure complexe sur A_;. Notons
que I’extrémité .J; n’est pas a priori pas générique, mais comme la surface A_; ne contient
pas de section complexe d’auto-intersection négative, les arguments de la Remarque 5.2.3
nous montrent que 1’espace de modules M, ([T]; J;) est une variété lisse compacte de
dimension 2.

D’apres la Proposition 5.2.4, ’espace de modules a parametre M ([T']; (J;)sej0,1)) est
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alors une variété lisse orientée compacte a bord de dimension 3, telle que la projection

Ml([T];(Jt)tE[O,l]) — [0,1]
(t,u) —

est une submersion. L’espace de modules M ([T7]; (J;)sc(0,1)) est donc difféomorphe a
My ([T); J) x [0, 1] (par la théorie de Morse). Par conséquent, on peut trouver un chemin
de courbes pseudoholomorphes (u;)ico.1) € Mi([T]; (Ji)eo,) tel que pour tout ¢ €
[0, 1], u; est une courbe J—holomorphe et uy = w. En particulier, u; est une courbe
complexe, ce qui conclut. [

Remarque 5.4.5. Pour toute structure presque complexe J générique dominée par w, les
composantes connexes de I’espace de modules M (J;[T]) sont des variétés lisses dif-
féomorphes a CP'. En effet, on a montré que pour tout chemin générique (Jt)tepo, tel
que Jy = J et J; est la structure complexe sur A_;, I’espace de modules a parametre
M ([TT; (Je)iepo,1)) est une variété lisse orientée compacte a bord de dimension 3, telle
que la projection
M(([T); (Je)eepo,y) — [0,1]
(t,u) —

est une submersion. Lespace de modules M (.J;[T]) est donc difféomorphe a I’espace
de modules M, (Jy; [T]). Or I'espace M;(Jy;[T]) correspond exactement a une union
disjointe de systemes linéaires complets de diviseurs (on rappelle que tout diviseur irré-
ductible D C V est naturellement associé a un fibré en droites complexe L au-dessus
de V et que les diviseurs linéairement équivalents a D sont les intersections des sections
holomorphes non nulles de £, avec la section nulle; I’ensemble des diviseurs linéaire-
ment équivalents a2 un méme diviseur irréductible forme un systeme linéaire complet de
diviseurs). Chacun de ces ensembles est donc isomorphe au projectivisé d’un espace vec-
toriel complexe (plus précisément d’un espace de sections d’un fibré en droites complexe
au-dessus de V/, correspondant au systéme linéaire complet de diviseurs en question).

Pour traiter le cas des autres sections des surfaces géométriquement réglées au-dessus
de courbes elliptiques, on va passer par des configurations de courbes auxiliaires.

Définition 5.4.6. Soit S une courbe symplectiquement plongée dans une surface symplec-
tique. On appelle configuration en myriapode de corps S et avec k paires de pattes toute
configuration de courbes symplectiques constituée de 'union de S et de k € N* courbes
rationnelles symplectiquement plongées d’auto-intersection (O deux a deux distinctes et
qui intersectent chacune S exactement une fois, de maniére transverse et positive.

Remarque 5.4.77. D’apres le Théoreme 2.2.1, toute surface symplectique qui contient une
configuration en myriapode est une surface symplectiquement réglée (M, w). Notons que
les paires de pattes sont toutes homologues a une méme fibre d’une fibration de Lefschetz
symplectique avec fibres sphériques sur (M, w) et que le corps est homologue a une sec-
tion de cette fibration de Lefschetz.
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S/- [ |

0 0 0 0 0

FIGURE 5.3 — Une configuration en myriapode de corps S avec 5 paires de pattes.

Soit S une section symplectique d’une surface kidhlérienne géométriquement réglée.
Pour tout entier % strictement positif, I'union de S et de k fibres deux a deux distinctes
est une configuration en myriapode. L’avantage des techniques de courbes pseudoholo-
morphes réside dans le fait de garder le contrdle sur les intersections géométriques des
configurations considérées.

Lemme 5.4.8. Soit V' une surface projective complexe minimale (munie d’une forme sym-
plectique w qui domine la structure complexe), S une courbe symplectiquement plongée
dans (V,w) et Csy, C V une configuration de courbes symplectiques en myriapode de
corps S et avec k paires de pattes. Si S est symplectiquement isotope a une courbe com-
plexe via un chemin de courbes pseudoholomorphes, alors la configuration Cg, est équi-
singulierement symplectiquement isotope a une configuration de courbes complexes.

Démonstration. D’apres la Remarque 5.4.7 et le Théoreme 5.3.9, la surface complexe V'
est réglée, les paires de pattes de Cgs ;, sont homologues a des fibres et S est homologue a
une section. On note F1, .. ., I, les paires de pattes de Cg , et on fixe des points py, . . ., P
tels que pour tout i € {1,...,k}, p; appartient a F;. On choisit une structure presque
complexe JJ dominée par w qui rend J-holomorphe la configuration Cg . Quitte a pertur-
ber la structure presque complexe .JJ en dehors d’un voisinage de .S, comme les courbes
rationnelles J—holomorphes plongées d’auto-intersection ( sont automatiquement trans-
verses pour le probleme avec une contrainte ponctuelle, on peut supposer sans perte de
généralité que J est générique pour py, ..., pg. Soiti € {1,..., k}, 'espace de modules
Mo ([F]; J;p;) est un point (sa dimension virtuelle est O et la positivité d’intersection
assure que deux éléments de cet espace de modules ne peuvent passer par le méme point).
On choisit désormais un chemin générique (.J;)¢cjo,1] de structures presque complexes do-
minées par w tel que J, = J, J; est la structure complexe sur V' et S est isotope a une
courbe complexe a travers un chemin de courbes (.J;)-holomorphes. Comme 1’espace de
modules M 1 ([F]; Ji; p;) est aussi un point, d’apres le Théoréme 1.3.25, 1’espace de mo-
dules a parametre M 1 ([F]; (J¢)iej0,1); ps) est alors une variété lisse orientée compacte a
bord de dimension 1, telle que la projection

/\/1071([F]; (Jt)te[o,l]Spi)

— [0,1]
(t,u) —

t
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est une submersion. L espace Mg 1 ([F]; (J;)ic[o0,1); p:) est donc difféomorphe a [0, 1] et on
peut trouver un chemin de courbes pseudoholomorphes (u;):cjo,1] € Mo ([F; (Ji)ejo,1); i)
tel que pour tout ¢ € [0, 1], u; est une courbe J,—holomorphe et uq = w. En particulier, u
est une courbe complexe. Comme les isotopies de chacune des courbes de la configura-
tion Cg, se réalisent a travers des chemins de courbes (Jt)te[o,l]—holomorphes, la propriété
de positivité d’intersection est vérifiée a chaque instant au cours de I’isotopie. Enfin, pour
tousi,j € {1,...,k},ona[F;]-[F;] = 0 (le fait qu’aucune courbe .J,—holomorphe simple
homologue a [F'] ne passe par deux points distincts parmi py, . . ., py assure que les paires
de pattes de la configuration en myriapode restent deux a deux disjointes au cours de
I'isotopie) et [F;| - [S] = 1, ce qui assure que la configuration Cg , est équisingulierement
symplectiquement isotope a une configuration de courbes complexes. [

Dans tout ce qui suit, on effectuera les opérations d’éclatement et de contraction de
maniére complexe. On rappelle que les éclatements et les contractions complexes peuvent
également étre interprétés comme des éclatements et des contractions symplectiques. On
renvoit la lectrice ou le lecteur a [GS19, Section 3.1] pour de plus amples détails sur les
classes d’isotopies des transformées propres de courbes symplectiques.

Proposition 5.4.9. Soit T' une courbe elliptique symplectiquement plongée dans une sur-
face complexe géométriquement réglée V' au-dessus d’une courbe elliptique. Si'T' est une
section d’auto-intersection 1, alors elle est symplectiquement isotope a une section com-
plexe.

Démonstration. Comme [T]> = 1, la forme d’intersection de V' est impaire. Donc V' est
biholomorphe a A_; ou a Sy, 1 pour k£ € N. On souhaite se ramener au casou V' ~ A_;
en utilisant des transformations birationnelles. On suppose dans un premier temps que
V ~ Sor11. On note >, une section complexe d’auto-intersection 2k + 1, 3 la section
complexe d’auto-intersection —2k — 1 et F' une fibre complexe (on rappelle que >, et
Y._ sont disjointes). Comme le groupe Hy(V';Z) est engendré par [T] et [F], et puisque
[E,]-[F]=1et[2;)>*=2k+1,0na

[X4] = [T]+ K[F].

On en déduit que [, ] - [T] = 1 + k. Quitte a réaliser une perturbation C* arbitrairement
petite de 7' (d’apres les résultats de [HI10], deux courbes symplectiques arbitrairement
proches pour la topologie C° sont symplectiquement isotopes), on peut supposer que 7 et
Y., s’intersectent transversalement. Comme [X. | - [T] = 1 + k, il existe au moins &k + 1
points d’intersection transverses entre >, et 7'. On choisit k£ de ces points d’intersection
P1, - - -, Pr €t k autres points génériques pr.1, . . ., Pox (n’appartenant pasa’l’, X, > ou
aux fibres passant par les autres p;). On note pour tout i € {1,...,2k}, F; la fibre com-
plexe passant par p;. On effectue une transformation élémentaire de Nagata (on éclate
le point concerné et on contracte la transformée propre de la fibre passant par ce point)
en chacun des points pq, ..., par. On note V' la surface complexe géométriquement ré-
glée ainsi obtenue et 77, ¥, 3, F} les images respectives de 7', ¥, ¥_, F; par cette
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transformation birationnelle. Comme les 2k transformations de Nagata ont été réalisées
en des points distincts de ¥, on a [¥' > = [¥_]?> + 2k = —1. De méme, comme au-
tant de transformations élémentaires de Nagata ont été effectuées sur 7' et en dehors de
T,ona[T"]* = [T]* = 1. Comme la surface complexe V' contient une section com-
plexe d’auto-intersection —1, elle est biholomorphe a la surface complexe S; d’apres la
classification des surfaces réglées au-dessus de courbes elliptiques. La configuration en
myriapode Crv o5, dans V' de corps 7" avec paires de pattes FJ, ..., Iy, est birationnelle-
ment dérivée de la configuration en myriapode Cr o, dans V' de corps 1" avec paires de
pattes [, ..., Fy;. Par la Proposition 5.4.3, la configuration Cyv 91, est équisingulierement
isotope a une configuration de courbes complexes si et seulement si la configuration Cr o,
est équisingulierement isotope a une configuration de courbes complexes. On s’est donc
ramené au cas ou la surface complexe est biholomorphe a ;.

On choisit désormais un point générique p sur 7" et un point générique ¢ en dehors
de T". En particulier aucun de ces deux points n’appartient a ¥’ et aucune section com-
plexe d’auto-intersection 1 ne passe a la fois par p et g (en effet, au plus deux sections
d’auto-intersection 1 passent par un méme point dans A_4, voir [Dia20]). On effectue les
transformations élémentaires de Nagata en p et g. On obtient alors une surface complexe
géométriquement réglée V", et on note 7", S” les images respectives de 7", S’ par cette
transformation birationnelle. Pour montrer que V" est biholomorphe a A_j, il suffit de
montrer qu’elle est stable d’apres le résultat de classification de Suwa.

Par le Lemme 5.3.4, toute section complexe Y. de V"’ différente de ' vérifie 3] > 1.
De plus, si [X]? > 1, le Lemme 5.3.5 nous assure que [X]* > 3.

Comme p et ¢ sont disjoints de ' , on a [X"]? = [X’ ]+ 2 = 1. Soit 3 une section de
V' différente de >’ et notons X' son image par la transformation birationnelle vers V.
Si [X]? = 1, alors au plus un des deux points p et ¢ appartient a 32, donc [X']? > [X]? = 1.
Si [X]? > 1, alors on a [¥']* > [X]* — 2 > 0. Ainsi, la surface complexe V" est stable,
donc biholomorphe &8 A_;. De plus, on a [T"]? = [T"]* = 1.

D’apres les Lemmes 5.4.4 et 5.4.8, la configuration en myriapode Cy» o dans V",
constituée de I’union de 7" et des deux fibres obtenues suites aux transformations élé-
mentaires de Nagata en p et g, est équisingulicrement symplectiquement isotope a une
configuration de courbes complexes.

De plus, la configuration Cr» 5 dans V" est birationnellement dérivée de la configura-
tion Cyv » dans V' définie comme I’union de 7" et des deux fibres passant respectivement
par les points p et q. La Proposition 5.4.3 nous permet alors d’affirmer que la configuration
Cr o est équisingulierement isotope a une configuration de courbes complexes. 0

Remarque 5.4.10. D’apres la Proposition 5.4.9, pour k # 1, les surfaces complexes S ne
contiennent pas de sections symplectiques d’auto-intersection 1.

On peut maintenant démontrer le théoreme central de ce chapitre.

Démonstration du Théoréme 5.0.1. On note m = [T]%. Si m = 1, on conclut avec la
Proposition 5.4.9. Si m > 1 on effectue m — 1 transformations élémentaires de Nagata
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sur 7', sur des fibres deux a deux distinctes. On note 7" I’'image de 7" par cette transfor-
mation birationnelle. On a [T"]> = [T]?> — (m — 1) = 1. On obtient de cette maniére
une configuration en myriapode Crv,,—1 de corps 1" avec m — 1 paires de pattes qui
est birationnellement dérivée d’une configuration en myriapode Cr,,—; de corps 1" avec
m — 1 paires de pattes. D’apres la Proposition 5.4.9 et le Lemme 5.4.8, la configuration
Crv m—1 est équisingulierement isotope a une configuration de courbes complexes. Par
conséquent, la Proposition 5.4.3 nous assure que la configuration Cr,,_; est également
équisingulierement symplectiquement isotope a une configuration de courbes complexes,
ce qui conclut. Sim < 1, on procede de maniere similaire en effectuant cette fois —m + 1
transformations élémentaires de Nagata en dehors de 7', sur des fibres deux a deux dis-
tinctes. Cette fois encore, I’image 7" de T par cette transformation birationnelle vérifie
[T"]? = [T]* — m + 1 = 1. On obtient de cette maniére une configuration en myriapode
Cr/ —m+1 de corps T" avec —m+1 paires de pattes qui est birationnellement dérivée d’une
configuration en myriapode Cr,_,,,11 de corps 1" avec —m + 1 paires de pattes. On conclut
de la méme maniere que précédemment. 0

Corollaire 5.4.11. Soit V' une surface complexe et T une courbe elliptique symplecti-
quement plongée dans V. On suppose que V' admet une fibration de Lefschetz complexe
générique, dont la fibre générigue est CP', au-dessus d’une courbe elliptique. Si T est
une section, alors elle est symplectiquement isotope a une section complexe.

Démonstration. Comme la fibration de Lefschetz sur V' est générique, les fibres singu-
lieres sont constituées de I’union de deux diviseurs exceptionnels qui s’intersectent exac-
tement une fois. On contracte le diviseur exceptionnel qui intersecte 7' dans chaque fibre
singuliere de facon a obtenir une surface géométriquement réglée V’. L’image par ces
contractions de la configuration de courbes symplectiques C, formée de I’union de 7" et des
diviseurs exceptionnels contractés, est une section 7" de V’. D’apres le Théoréeme 5.0.1,
la courbe 7" est symplectiquement isotope a une courbe complexe. Comme 7" est bira-
tionnellement dérivée de la configuration C, la Proposition 5.4.3 nous assure que 7' est
également symplectiquement isotope a une courbe complexe. [

Remarque 5.4.12. Deux courbes symplectiquement plongées, symplectiquement isotopes
ades courbes complexes et qui appartiennent a2 un méme systeme linéaire de diviseurs sont
symplectiquement isotopes. La connaissance de ces systemes linéaires de diviseurs (tous
isomorphes a des espaces projectifs complexes) permet de donner une borne supérieure
sur le nombre de classes d’isotopie symplectique d’un type (genre et auto-intersection) de
courbe donné.

Il serait souhaitable de trouver un moyen d’améliorer le Théoréme 5.0.1 en affaiblis-
sant I’hypothese sur 7' d’étre une section en le fait de juste tre homologue a une section.
Une telle amélioration, combinée a la Proposition 5.1.1, permettrait de résoudre complete-
ment le probleme d’isotopie symplectique dans les surfaces kdhlériennes minimales pour
les courbes elliptiques symplectiquement plongées dont I’auto-intersection est strictement
positive. On rappelle en effet que d’apres le Théoreme 3.0.1, les courbes elliptiques sym-
plectiquement plongées d’auto-intersection 9 dans les surfaces kidhlériennes minimales
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qui ne sont pas homologues a des sections de surfaces géométriquement réglées sont des
cubiques non singulieres du plan projectif complexe (qui sont symplectiquement isotopes
a des courbes complexes d’apres [Sik03]); et les courbes elliptiques symplectiquement
plongées d’auto-intersection 8 dans les surfaces kidhlériennes minimales qui ne sont pas
homologues a des sections de surfaces géométriquement réglées sont des courbes dans
des surfaces géométriquement réglées rationnelles pour lesquelles la restriction de 1’ap-
plication de projection est de degré 2 (qui sont symplectiquement isotopes a des courbes
complexes d’apres [STOS]). En ce qui concerne les courbes elliptiques symplectiquement
plongées d’auto-intersection 0, Fintushel et Stern [FS99] ont construit des familles infi-
nies de telles courbes deux a deux non isotopes (de maniere lisse).
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Classification des dégénérescences
possibles des courbes
pseudoholomorphes plongées d’indice
contraint égal a 2

On s’intéresse aux courbes nodales pouvant apparaitre dans les compactifiés de Gro-
mov des espaces de modules de courbes pseudoholomorphes plongées dans les surfaces
presque complexes, satisfaisant des contraintes ponctuelles et dont I’indice contraint est
égal a 2. On rappelle qu’une courbe nodale possede des points nodaux qui viennent par
paires, que ces points nodaux sont répartis sur les domaines des différentes composantes
de la courbe nodale et que les points nodaux d’une méme paire sont envoyés par la courbe
sur un méme point (voir la Sous-section 1.3.8). On fera usage de la proposition suivante,
dont la démonstration repose essentiellement sur la formule de 1’indice et sur la définition
de la compactification de Gromov.

Proposition A.0.1 ([Wen14, Proposition 4.8]). Soit (M, J) une surface presque complexe
et Uy, une courbe J—holomorphe nodale non constante dans (M, J). Onnote ul_, ... u’,
les composantes irréductibles de u.., et N; le nombre de points nodaux sur chaque com-
posante u’_. Alors
ind(us) > Y (ind(uio) + Ni> :
{ilui, #este}

avec égalité si et seulement si la courbe u, n’a pas de composante constante. En parti-
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culier, des que u., posseéde des points nodaux, on a

ind(us) > 24+ > ind(ul).
filu, Feste)

On s’en sert pour démontrer la proposition suivante.

Proposition A.0.2. Soit (M, J) une surface presque complexe et u une courbe J—holomorphe
de genre g plongée dans (M, J). On pose m = [u|> — g et p1, ..., pm des points deux a
deux distincts dans ['image de u de sorte que la courbe u est d’indice contraint égal a
ind(u) — 2m = 2. On suppose que J est générique pour les points py, ..., pm. Si g # 4

ou [u]? # 4, alors toute courbe us, € Mgy ([ul; J;p1, ..., pm) qui n’est pas plongée est
d’une des formes suivantes :

1. la courbe u, est constituée d’une unique composante immergée de genre g—1, dont
[’unique point multiple est un point double transverse disjoint des points p1, . . . , D,
ou bien

2. la courbe u, est constituée de deux composantes plongées u, et us, de genres
respectifs g, et gs avec g = ¢, + g9, qui S’intersectent transversalement en un
unique point distinct des points py, ..., pm. De plus, chacune des courbes u; est
d’indice égal a 2m;, out m; correspond au nombre de contraintes ponctuelles dans
I’image de u;.

Sig = 4et[u® =4 (donc m = 0), en plus des possibilités évoquées ci-dessus, une
courbe nodale ., peut également étre d’une des formes suivantes :

3. la courbe uy, est constituée d’'une unique composante qui est le revétement double
d’une courbe plongée de genre 2 et d’auto-intersection 1, ou bien

4. la courbe u, est constituée de deux composantes plongées u, et u, de genre 2 et
d’auto-intersection 1 ayant la méme image.

Remarque A.0.3. 1l est en pratique difficile d’appliquer la Proposition A.0.2 lorsque
g > 2. En effet, le meilleur moyen de satisfaire les hypotheses de généricité consiste a
appliquer le Théoreme 1.3.41 de transversalité automatique avec contraintes afin de pou-
voir perturber la structure presque complexe. Sans hypothese de transversalité sur « pour
le probleme avec contraintes ponctuelles py, ..., p,,, rien ne garantit 1’existence d’une
courbe pseudoholomorphe adéquate.

Pour démontrer la Proposition A.0.2, on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme A.0.4. Soit (M, J) une surface presque complexe. Soit u : ¥ — M une courbe
J—holomorphe plongée de genre g telle que ind(u) > 2 et uo, € M ([u]; J). On suppose
que U est un revétement de degré k > 1 d’une courbe J—holomorphe simple v : A — M.
Si le revétement n’admet pas de point de ramification (c’est-a-dire si x(¥X) = kx(A)),
alorsona k =1 et uy, est plongée.
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Démonstration. On calcule I’indice de © de deux manieres différentes. On a

ind(u) = —x(X) + 2¢1([u])
= —X(X) + 2key ([v])
= —x(%) + 2kx(A) + 2k[v]> — 4ké(v) par la formule d’adjonction,
= x(X) + 2k[v]? — 4ké(v) par hypothese.

Puisque la courbe u est plongée, on obtient aussi les égalités suivantes en utilisant la
formule d’adjonction

ind(u) = x(2) + 2[u)?
= x(2) + 2k*[v]*.

Remarquons que puisque ind(u) > 2 et x(X) < 2, ona [u]?> > 0. Si [u]*> = 0, alors

X(2) = 2. Comme x(X) = kx(A), on a alors y(A) = 2 et k = 1. On suppose désor-

mais qu’on a [u]? > 0. En utilisant les deux fagons de calculer I’indice de u, on obtient

2k*[v]* = 2k[v]* — 4ké(v), autrement dit (k — 1)[v]* + 26(v) = 0. Comme tous les
1

termes dans la somme sont positifs et puisque [v]* = 75 [u]* > 0, on obtient & = 1 et

d(v) = 0. O
Lemme A.0.5. Soit (M, J) une surface presque complexe. Soit u : ¥ — M une courbe
J—holomorphe plongée de genre g telle que ind(u) > 2 et uo, € My([u]; J). On suppose
que U, est un revétement de degré k > 1 d’une courbe J—holomorphe simplev : A — M.
Si kx(A) — x(X) =2, alorsonak = 2, [u]? = 4 et v est plongée.

Démonstration. Si k = 1, alors u., est une reparamétrisation de v, ce qui est absurde
puisque x(A)—x(X) = 2. Onadonc k > 2. On procede maintenant de maniere similaire a
la démonstration du Lemme A.0.4. On calcule I’indice de v de deux manieres différentes.
On a d’un coté

ind(u) = —x(2) + 2kx(A) + 2k[v]*> — 4ké(v) par la formule d’adjonction,
= x(X) + 2k[v]* — 4ké(v) +4 par hypothese.

Puisque la courbe u est plongée, on obtient aussi en utilisant la formule d’adjonction

ind(u) = x(2) + 2[ul?
= x(2) + 2k*[v]*.

Si [u)* = 0, alors x(3) = 2etind(u) = 2. Comme kx(A)—x(X) = 2,onaalors kx(A) =
4, d’olt x(A) = 2 et k = 2. Mais v est alors une courbe rationnelle d’auto-intersection
0, donc ind(v) = 2, ce qui contredit le fait que d’apres la formule de Riemann—Hurwitz
pour les indices (Proposition 1.3.17), on a ind(u) — 2ind(v) = 2. On a donc [u]?> > 0
et [v]? = 5[ul* > 0. En utilisant les deux fagons de calculer I'indice de u, on obtient
2k*[v]? = 2k[v]? — 4kd(v) + 4, autrement dit k(k — 1)[v]* + 2kd(v) = 2. Puisque k(k —
)[v]* > 0 et 2kd(v) > 0, 0na k(k — 1)[v]> = 2. On en conclut que k = 2, [v]? = 1,
[u)? = kK*[v]? =4 et §(v) = 0. O
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Lemme A.0.6. Soit (M, J) une surface presque complexe. Soit u : ¥ — M une courbe
J—holomorphe plongée de genre g telle que ind(u) > 2 etu' € My_1([u]; J). On suppose
que u' : X' — M est un revétement de degré k > 1 d’une courbe J—holomorphe simple
v: A — M. Sile revétement n’admet pas de point de ramification (c¢’est-a-dire si x(2) +
2 =x(2) = kx(A)) alorsonak = 1et §(v) = 1, ou bien k = 2, [u]> = 4 et v est
plongée.

Démonstration. On procede de maniere similaire a la démonstration du Lemme A.0.4.
On calcule I'indice de u de deux manieres différentes. On a d’un coté, en appliquant la
formule d’adjonction a v,

ind(u) = —x(2) + 2kx(A) + 2k[v])* — 4kd(v)
= X(2) + 2k[v]? — 4kd(v) + 4 par hypothése.
De I’autre c6té, puisque la courbe u est plongée, on obtient grace a la formule d’adjonction

appliquée a u,
ind(u) = () + 2k [v]*.

Remarquons que puisque ind(u) > 2 et x(X) < 2, ona [u]* > 0. Si [u]*> = 0, alors
X(X) = 2,dot x(¥') = 4, ce qui est absurde. On a donc [u] > (. En utilisant les deux
fagons de calculer I'indice de u, on obtient k(k — 1)[v]? + 2kd(v) = 2. Comme tous les
termes dans la somme sont positifs, et puisque [v]? = [u]2 > 0, on obtient k = 1 et
§(v) =1, oubien k = 2, [v]? = 1 (c’est-a-dire [u]* = 4) et 6(v) = 0. O

Lemme A.0.7. Soit (M, J) une surface presque complexe et u : ¥ — M une courbe J—
holomorphe simple non constante. Si ind(u) > 0 et u n’est pas un diviseur exceptionnel,
alors on a [u]* > 0.

Démonstration. D’apres la formule d’adjonction, on a

ind(u) = —x(2) + 2c1([u])
= x(2) + 2[u)* — 45(u).

On obtient donc [u]> > —3x(X) 4+ 26(u) > —1, avec [u]* = —1 si et seulement si
X(X) = 2,0(u) = 0etind(u) = 0, c’est-a-dire si et seulement si u est un diviseur
exceptionnel. [

Lemme A.0.8. Soit (M, J) une surface presque complexe. Soit u : ¥ — M une courbe
J—holomorphe plongée telle que ind(u) > 2 et us, € M,([u];J) une courbe nodale.
On suppose que U, est constituée de deux composantes u, et us non constantes reliées
par une unique paire de points nodaux. Si les courbes u, et uy sont des revétements
non ramifiés de degrés respectifs ky > 1 et ky > 1 de courbes J—holomorphes simples
v1: Ny = M et vy : Ay — M telles que ind(vy) > 0 et ind(vy) > 0, alors ky = ko = 1.
De plus, u; et uy sont deux composantes plongées telles que [u1]-[us] = 1, dont les images
sont distinctes des que [u]? # 4.
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Démonstration. Puisque u., n’a qu’une paire de points nodaux, on a x(3) = x(21) +
X(22) — 2. Par hypothése on a également pour tout i € {1,2}, x(3;) = k;x(A;). En
s’aidant de la formule d’adjonction, appliquée aux courbes J—holomorphes simples v; et
V2, On obtient alors les égalités suivantes :

ind(u) = ind(u;) + ind(ug) + 2

= —x(Z1) + 2c1([ua]) = x(E2) + 2e1([ue]) + 2

= —x(Z1) + 2kier([or]) — X(E2) + 2kocr ([v2]) + 2

= —x(Z1) 4+ 2k x(Ay) + 2k [v1]? — 4k10(vy) — x(Z2) + 2kax(Ag) + 2ks[vs]?
— 4kod(vg) + 2

= X(31) + x(Z2) + 2k [v1]? — 4k16(v1) + 2ka[va)* — 4kod(v2) + 2

= X(2) + 2k [v1]* — 4k15(v1) + 2ko[v9)? — 4kaS(vg) + 4.

Puisque la courbe u est plongée, on obtient aussi les égalités suivantes en utilisant la
formule d’adjonction :

ind(u) = x(X) 4 2[u]?
= X(Z) + 2k [v1]* + 4k ko[vy] - [v2] + 2K5[wg]?

En combinant les deux égalités précédentes on a
2k [v1)? — 4k 0(vy) + 2ka[va]® — 4kl (va) + 4 = 2k [11]? + dkykg[v1] - [vo] + 2K3[02)?,
donc

ki(ky — 1)[v1]? + ko (ko — 1)[va]? + 2k10(v1) + 2k26(v2) + 2(kika[v1] - [v2] — 1) = 0.

D’apres le Lemme A.0.7, pour tout i € {1,2}, si [v;]> < 0, alors v; est un diviseur
exceptionnel, et on a en particulier x(X;) = 2k;, donc k; = 1. Les termes dans la somme
décrite ci-dessus sont donc tous positifs, et on a par conséquent k; = ky = 1, §(vq) =
d(ve) = 0 et [v1] - [1o] = 1. Si les deux courbes u; et uy ont la méme image, alors on a
nécessairement [u1]? = [us]? = [v1] - [v9] = 1, donc [u)? = 4. O

Démonstration de la Proposition A.0.2. On note ul_, ..., u’ les composantes irréduc-

tibles de u.., g; le genre de la composante ugo et N; le nombre de points nodaux sur
la composante u’_. Chaque contrainte ponctuelle appartient a I'image d’une composante
non constante. En considérant chacune des composantes individuellement, on peut donc
répartir des points marqués sur les composantes non constantes de facon a ce que

— chaque composante u’_ posseéde m; points marqués qui sont envoyés sur des points
deux a deux distincts de {p1, ..., pm},

— m; = 0 si la composante ugo est constante,

¢
— m= M,

151



Chapitre A — Classification des dégénérescences possibles des courbes
pseudoholomorphes plongées d’indice contraint égal a 2

Il est alors possible de voir chaque composante non constante u’_ comme un élément
de I’espace de modules M, i, ([ui ]; J) qui envoie ses m; points marqués sur des points
deux a deux distincts parmi py, . . ., p,. Puisque la courbe u! appartien; a un espace de
modules avec m; points contraintes, son indice contraint est égal a ind(u’_) — 2m;. Rap-
pelons que par la généricité de J par rapport aux points py, ..., pm,, 'indice contraint
ind(ul, ) — 2m; est positif des que la courbe u’_ est injective quelque part. Par la Propo-
sition A.0.1,on a

ind(us) —2m > > (ind(uio) —2m; + Ni) :
filue et}

avec égalité si et seulement si la courbe u., n’a pas de composante constante. Pour tout
i tel que la courbe u’_ n’est pas constante, on écrit u’ . = v’ o ;, ot v* est une courbe
J-holomorphe simple de genre inférieur ou égal a g;, et ; : 3; — A; est une application
holomorphe de degré k; > 1 entre des surfaces de Riemann. Par la formule de Riemann-
Hurwitz, et puisque [u'] = k;[v'], on obtient Z(dy;) = kix(A;) — x(Z;) = ind(u’) —
k;ind(v') > 0. Par conséquent, on a

ind(u’) — 2m; = k;ind(v") + Z(dep;) — 2m;

= ki(ind(v") — 2m;) + kix(Ai) — x(3) + 2m(k; — 1).
En utilisant I’inégalité précédente, on obtient

2 = ind(ueo) — 2m
> Z ki(ind(v') — 2m;) + kix(A;) — x(5:) + 2my(k; — 1) + N;
filu, st}
> 0.

Remarquons que par généricité de J par rapport aux points py, . . ., P, pour tout ¢ tel que
u’_ est non constante, on a ind(v’) — 2m; > 0.

Premier cas : > N; = 2.
{ilute #este}

Si le nombre de points nodaux sur les composantes non constantes de ., est égal a 2,
alors la premiere inégalité est une égalité. Par conséquent, la courbe u., ne possede pas
de composante constante et il existe au plus deux composantes non constantes.

On suppose dans un premier temps que la courbe ., ne posséde qu’une seule compo-
sante non constante u._, qui est nécessairement de genre g — 1. En regroupant les termes
dans la somme de maniere a ce que chacun d’entre eux soit positif (en utilisant la généri-
cité de J par rapport aux points p1, . . ., ), On obtient

ky(ind(v') —2m) =0
kix(Ar) —x(Z1) =0
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D’apres le Lemme A.0.6, on a deux possibilités : k; = 1 et §(v') = 1, ou bien ky = 2,
[u]?> = 4 et v! est plongée (auquel cas on a également m = (). Pour la premiére possi-
bilité, u,, est une courbe J-holomorphe simple avec une unique composante. De plus,
comme I’indice contraint de v' est nul, si J est choisie suffisamment générique au dé-
part, la courbe v! est immergée (plus précisément, pour une structure presque complexe
générique, toutes les courbes pseudoholomorphes simples d’indice contraint nul par rap-
port aux contraintes ponctuelles py, ..., p,, sont immergées, voir le Théoreme 1.3.34 et
le Théoreme 1.3.35), et son unique point double est distinct des points py, . . ., p,,. Ainsi,
Uso €st une courbe J-holomorphe immergée de genre g — 1, avec un unique point mul-
tiple qui est un point double transverse distinct des points py, ..., p,. Pour la seconde
possibilité, on a nécessairement m = (0. Comme w est une courbe plongée, on a alors
2 = ind(u) = x(X) + 2[u]?, donc g = 4. De méme, comme ind(v') = 0 et v' est
plongée, on a x(v!) = —2.

Supposons a présent que u., possede deux composantes. En regroupant comme pré-
cédemment les termes dans la somme de maniere a ce que chacun d’entre eux soit positif,
on obtient pour ¢ € {1,2},

ki(ind(v') —2m;) =0
kix(Ai) = x (%) =0
2m;(k; — 1) =0

Remarquons qu’on a également m = m; + ms et, puisque le genre de u est égal a g, on
ax(Z1) + x(X2) = x(X) + 2. D’apres le Lemme A.0.8, on a k; = ky = 1. De plus, ul
et u?_ sont deux composantes plongées telles que [ul ] - [u2] = 1, qui sont distinctes si
[u]> # 4. Remarquons finalement que u!_ et u? sont d’indice contraint nul par rapport
a leurs contraintes respectives. Elles ne peuvent donc pas passer par d’autres contraintes
ponctuelles parmi py, . . . , pm,, sous peine de contredire la généricité de .J. Par conséquent,
sim # 0, les courbes ul, et u?, ont des images distinctes. Si m = 0 et [u]> = 4, on a
2 = ind(u) = x(X) + 2[u]?, donc g = 4. Comme les indices contraints des courbes u’_ et

u?_ par rapport 2 leurs contraintes respectives sont nuls, si les images de ces deux courbes

sont distinctes, leur unique point d’intersection est distinct des points py, . . . , Pp.
Deuxieme cas : > N; = 1.
{ilui, #cste}

Si le nombre de points nodaux sur les composantes non constantes de .., est égal a 1,
alors u., possede exactement une composante non constante et une composante constante.
Puisque deux points marqués distincts sont envoyés sur des points distincts, il y a au plus
un point marqué sur la composante constante. Comme la courbe u,, est stable (voir la
Définition 1.3.44), la composante constante est donc de genre strictement positif. Sans
perte de généralité, on suppose que ul_ est la composante non constante. Comme les
termes considérés sont pairs, on a

0 = ky(ind(v') — 2m) + kix (A1) — x(Z1) + 2m(ky — 1).
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Puisque ¢’est une somme de termes positifs, on a k1 x (A1) —x(X;) = O etind(v') —2m =
0. On a également 2m = ind(ul)) = —x(Z1) + 2k1c1([v']) et 2m + 2 = ind(u) =
—X(2) + 2k1¢1([v']). On a alors x(21) = x(X) + 2, donc d’apres le Lemme A.0.6, on
ak;, = 1,oubien k; = 2, [u]*> = 4 et v! est plongée (auquel cas on a ¢ = 4 et on
peut conclure). Mais si k; = 1, puisque J est générique pour les points py, ..., p,, et
v! est une courbe J-holomorphe d’indice contraint nul, la courbe v! est immergée. Ceci
contredit I’existence de la singularité cuspidale provenant de la composante constante de
genre strictement positif (voir la Remarque 1.3.48).

Troisieme cas : > N; =0.
{ilul, F#este}
Si u., ne possede pas de point nodal, alors u., possede une unique composante, qui
est nécessairement non constante et de genre g. On a dans ce cas

2 = ki (ind(v') — 2m) + k1 x (A1) — x(31) + 2m(k; — 1).

Si k1x(A1) — x(%1) = 0,0nak; =1d apres le Lemme A.0.4. On en conclut que u, est
une courbe de genre g simple homologue a u, donc plongée, qui appartient par conséquent
a M; ,([u]; J;p1, - -, Pm), ce qui contredit les hypotheses. Si kix (A1) — x(¥1) = 2 et
m # 0, alors k; = 1. Ceci signifie que ¢ est un biholomorphisme, et on a donc x(A;) =
X(21), ce qui est absurde. Si k1 x(A1)—x(X1) = 2etm = 0,on ad’apres le Lemme A.0.5,
k = 2 et [u]> = 4. Comme u est une courbe plongée, on a 2 = ind(u) = x(X) + 2[u)?,
donc g = 4. [

Remarque A.0.9. Les arguments invoqués dans cette annexe sont également valables pour
des chemins génériques de structures presque complexes car, par parité des indices, pour
tout courbe pseudoholomorphe u, ind(u) > —1 implique ind(u) > 0 (voir le Corol-
laire 1.3.28 et Remarque 1.3.29). La Proposition A.0.2 est donc également valable pour
des espaces de modules a parametre définis a partir de chemins génériques de structures
presque complexes.
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Resumé : On étudie dans un premier
temps les courbes symplectiquement plon-
gées dans les surfaces symplectiques dont
les nombres d’auto-intersection sont suffi-
samment grands par rapport leurs genres.
On montre de deux manieres différentes
qu’une telle courbe détermine a la fois la
classe de difféomorphisme de la surface
symplectique qui la contient et la maniere
dont elle est plongée dans cette surface.
La premiere démonstration fait appel a la
théorie de Seiberg—Witten, alors que la se-

conde se restreint aux techniques pseudoho-
lomorphes. On déduit de ce résultat 1’uni-
cité a difféomorphisme pres des remplis-
sages symplectiques forts des variétés de
contact de dimension 3 naturellement asso-
ciées a ce type de courbes.

Dans un second temps, on s’intéresse
aux sections symplectiques des surfaces
complexes géométriquement réglées au-
dessus de courbes elliptiques. On montre
qu’une telle section est symplectiquement
isotope a une section complexe.

Title : Symplectic curves with high self-intersection in sym-

plectic surfaces
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plectic fillings, Symplectic isotopy.

Abstract : We first study symplectically
embedded curves in symplectic surfaces
with high self-intersection numbers compa-
red to their genus. We prove in two dif-
ferent ways that such a curve completely
determines both the diffeomorphism type
of the surface in which it is embedded and
the embedding itself. The first proof uses
Seiberg—Witten theory whereas the second
one only involves pseudoholomorphic tech-

Symplectic 4-manifolds, Ruled surfaces, Pseudoholomorphic curves, Sym-

niques. We deduce from this result that
the contact 3—manifolds naturally associa-
ted with those curves admit a unique strong
symplectic filling up to diffeomorphism.

We next examine symplectic sections of
geometrically ruled complex surfaces over
elliptic curves. We show that such a section
is symplectically isotopic to a complex sec-
tion.
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