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INTRODUCTION

Depuis quelques anhées, les ordinateurs ont dépassé le stade de
purs srganes de calculs. Dans leur utilisation une ére nouvelle se prépa-
re : celle od la machiné est capable de prendre en charge un certain nome

bre de tiches nécessitant une ceértaine intelligence.

Ainsi, en mathématiques; 1‘ordinateur n'est plus seulement une
machine capable de "dévorer" des calculs numériques en suivant un program=
me préétabli, mais devient un instrument de mahipulations formelles
d'expressions capable de créer des théorémes dans une axiomatique donnée,
de vérifier des démonstrations ou d'établir certains raisonnements. On
peut citer les travaux de Gelernter qui démontre des théorémes de géomé-
trie euclidienne (pour trouver la solution, la machine s'aide d'une figure
qu'elle construit elle-méme)e Dans le domaine de la logique, les travaux
de Newell, Shaw et Simon d'une part et de Pitrat d'autre part sont impor-
tants pour la construction de démonstrations et 1l'élaboration des résul-
tats "essentiels" d'une théorie. En analyse, Bledsoe a redémontré des théo-
rémes sur la continuité et les limites des fonctions, Plus orientés vers
la manipulation formelle d'expressions,les travaux de Slagle (calcul de
primitives de fonctions) et de Laurent (détermination de limites de fonc-

tions) sont & retenir.

D'autres domaines d'application font appel & ces possibilités
de comportement intelligent des machines : citons la reconnaissance des
formes qui a de nombreuses applications pratiques (1ecture optique, recon-
naissance et génération de la parole, photographie etc,so), l'analyse

des langues naturelles, les jeux (échecs etC.so) le fonctionnement de robots,

Tous ces domaines de recherche se regroupent sous le terme assez
flou 4'Intelligence Artificielle. Ils ont tous en commun de faire en sorte
que 1l'on puisse obtenir de la machine un comportement intelligent (proche
du comportement humain ou pas). Le fonctionnement n'est plus basé sur un
algorithme qui donne de fagon certaine une solution en un temps fini mais

sur des heuristiques qui en quelque sorte suppléent & 1'intuition. On se

wre of Brwre



donne ainsi un certain nombre de critéres ou de régles qui orientent la
récherche de la solution vers 1'endroit ot elle a le plus de chances de
sé trouver. Ces critéres peuvent &tre plus ou moins bien choisis et la
qualité de la solution dépend de la qualité de 1'heuristique. Alors
qu'un algorithme cohduit toujours & la solution si elle existe, l'utili-

a

sation d'heuristiques peut mener 2 une impasse, Une heuristique sera

A

d'autant meilleure qu'elle conduit plus souvent & la solution.

Remarquons que l'utilisation d'heuristiques est trés fréqguente

chez 1l'humain :

"L'arrivée des cigognesmarque la fin de 1'hiver"
"Pour aller plus vite, prendre sa bicyclette"
"Pour intégrer un produit, essayer 1l'intégration par parties"

"Au cartes, faire d'abord tomber 1l'atout"

€tCoso

L'intelligence artificielle fournit un type de recherche d'un
intérét é&vident pour un enseignant~chercheur. L'aspect enseignant fournit
en effet au chercheur un certain nombre de données sous la forme d'analyse
du comportement de l'humain en train d'acquérir des connaissances (ce qui
peut rendre service pour étudier les phénoménes d'apprentissage). Il per-
met de dégager rapidement un certain nombre d'heuristiques utilisables
dans les programmes. On peut remarquer & ce sujet qu'enseigner les mathé-
matiques par exemple, consiste pour une bonne part & faire manipuler des
heuristiques de plus en plus fines a 1'enseigné et en particulier lui appren-
dre & établir lui-m@me les heuristiques dont il peut avoir besoin pour
travailler dans un domaine donné, Réciproquement, 1l'aspect chercheur oblige
1'enseignant & réfléchir sur son propre comportement d'individu ayant & faire
acquérir des connaissances et le fait d'&tre obligé de formaliser les con-

cepts peut éclaircir les idées sur ce qu'est 1'intelligence.

En guise de conclusion pour ce paragraphe, on peut dire que le
chercheur en Intelligence Artificielle et 1l'enseignant ont des réles sem-—
blables : le chercheur veut faire acquérir un comportement intelligent &
une machine et l'enseignant veut développer l'intelligence de ses éléves,

a

I1 semble qu'ils aient de bons services & se rendre mutuellement.

-on/oco



Enseignant les mathématiques dans le premier cycle d'Université,
il était intéressant de voir comment il est possible de faire faire & un
ordinateur le travail gque 1l'on fait faire aux étudiants. Le domaine choisi
se limite & la manipulation d'expressions, On sait qu'il est assez diffi-
cile d'obtenir des étudiants une certaine aisance dans les calculs; L'en-
trainement et l'habitude du calcul comptent pour beaucoup mais il y a
aussi un certain apprentissage qu'il est intéressant d'étudier afiv d'en
dégager les mécanismes, Pour cette raison, nous avons choisi de travailler
non pas avec des axiomatiques fabriquées pour les besoins de la cause ou
bien formalisées, mais avec des calculs que l'on peut réellement proposer
4 des étudiants (nous nous sommes limités & la trigonométrie, la dériva-
tion, les suites numériques et le calcul algébrique habituel). La vérifi-
cation d*égalités a 1l'aide du raisonnement par récurrence a été choisie
parce qu'on vy travaille avec une régie (1'hypothése de récurrence) proche

formellement de l'expression & démontrer,

Dans la premiére partie, on précise le type de problémes en
vue, les limites du sujet., lLes notions essentielles sur les représentations
dtexpressions sous forme préfixées et 1l'algorithme d'unification vy sont

rappelées briévement,

La deuxiéme partie, plus fondamentale, revient sur la notion de
probléme, La méthode de Siklossy pour démontrer des théorémes dans une
axiomatique est exposée ainsi que divers aménagements qui ont pu 8tre

apportés a cette méthode pour traiter les problémes envisagés,

La troisiéme partie montre comment ont été résolus les pro-
blémes 1liés a la manipulation de chafnes de symb8les (politique de sim-

plification et normalisation).

La quatriéme partie présente le programme qui a été réalisé pour
mettre en oeuvre les principes développés dans la seconde. Les performances

et résultats obtenus par le programme y sont donnés.,
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A - POSITION DU PROBLEME

Le but fixé pour ce travail est de vérifier des égalités & 1'aide du

raisonnement par récurrence,

Nous avons utilisé cette régle d'inférence sous sa forme la plus
courante dans la pratique , & savoir :

RO

VY 8) Z 8(yel)
VY’ a(y)

(le trait sépare les antécédants de ce qui est inféré)

Cela signifie que pour vérifier qu'une propriété ) est vraie pour tout y,
il suffit de vérifier qu'elle 1'est pour (0, et que si elle est vraie pour y, elle
1'est encore pour (y + 1D ,

1 - Types de problémes en vue

Nous nous sommes limités & la vérification d'égalités afin de réduire
les problémes de représentations des objets manipulés, Ainsi la propriété
générale Aqya vérifier prendra toujours la forme G, = D, (ot G (resp. D)
est le membre de gauche (resp. Droit) de 1'4galité : n sera toujours la
variable sur laquelle porte la récurrence),

Les problémes que nous nous sommes posés peuvent &tre rangés dans

quatre grandes classes,

b= Juguuininagll = Apspaiysig gy

qu'a des operatxons simples et aux operateurs T 7 (exemple typique de

probléme de cette classe g ; o pneD) D

i=1 2

2) Trigonométrie - Les problémes sont de m&me nature mais
1'appel a la trigonométrie alourdit beaucoup la manipulation formelle des
. "
SS 5
expressions, 5 sinn
(exemple typique Y cosix = -
i=1 sin =
2

)

cos (n+l) %



&

3) Dérivation - Deux catégories de problémes peuvent se poser

en récurrence
o - dérivée premidre d'une fonction dépendant du paramatre n

n n-1
(exemple typique e (X (=BE )
dx Y (1407+

R - Expression de la dérivée n'*™€ d'une fonction

. - i bl X
(exemple typique —== (xeD)=(x+n)e
dx

4) Problémes dé suites numériques - La encore, deux grandes

L e X TP T RN A S phegriipurpenaly Syt gy

catégories de problémes

¢ - On se donne une suite par une formule de récurrence sous

la forme :

u_ =0
o]

Yne1=f (l’fn-)

Le probleme consiste a vérifier 1'expression de u, en fonction de n (un= cp(n))
B - L'autre catégorie est formée par les problémes inverses

des précédents , On se donne U= 9y il s'agit de vérifier que la suite

(u,) peut aussi &tre définie par uw_=a

wn 1= £y

Exemples typiques

forme «

vérifier que Ym u = 3MA+ 1) -1

forme 8 ug = JA 42
Sivn u = 3% (A+1)-1 vérifier que ¥ m
el = Sug, + 2

Un domaine d'applicationsparticulidrement intéressant fait se rejoin-
dre le probléme des dérivations et celui des suites numériques et relations
de récurrence : Il s'agit des familles de polyndmes orthogonaux,

Remarque : D'autres domaines en mathématique font appel au raisonnement
par récurrence, Ainsi certaines intégrales, des déterminants d'ordren, des
puissances de matrices etc,, peuvent se calculer ainsi, Nous n'avons pas
traité d'exemples dans ces domaines, Les techniques utilisées font appel
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a "un outillage" mathématique assez différent de celui que nous avons considé-
ré, Notre programme devrait pouvoir travailler dans ces domaines a condition
de lui donner les r2gles de manipulations correspondantes, Celles-ci sem-
blent assez nombreuses et les ajouter a la centaine que nous avons dt déja

considérer alourdirait le programme,

Limite du sujet

Le programme que nous avons écrit vérifie uniquement par récurrence
qu'une certaine égalité s'dcrit

Gn= Dn

I1 n'établit pas cette formule, Ainsi nous pouvons lui demander de
vérifier que la somme des n premiers nombres pairs s'éerit n (n + 1) (ce qui
n .
. 1
se donne sous la forme Y 2ienlns 1) * En aucun cas on ne peut lu
i=1
poser le probléme sous la forme "donner une expression simple de la somme
des n premiers nombres pairs" (ce qui reviendrait & poser le probléme sous
n
la forme ¥ 2i=7)
i=1
Le probléme de la création de la formule semble beaucoup plus diffi-

cile, Il ne fait pas appel aux mémes processus de pensée,

Le probléme tel que nous 1'avons traité fait essentiellement appel 4 la
manipulation formelle d'expressions (traitement de chafhes de symboles),
L'intelligence artificielle intervient sous forme d'utilisation d'heuristiques
facilitant cette manipulation (heuristiques permettant de réduire 1'utilisation
de ragles (trés nombreuses dans ce type d'application), heuristiques permettant
de faire apparaftre des termes cherchés etc...). Ces heuristiques seront

reprises en détail ultérieurement,

Pour faire découvrir & un programme la formule, nous sommes obligés
de lui donner des possibilités de travail dans le domaine de 1'induction, de la
généralisation et de 1'émission d'hypothése,

Ainsi pour découvrir la formule donnant la somme des n premiers
nombres pairs un programme pourrait calculer les résultats pour les premiéres
valeurs de n, Par exemple, il obtiendrait
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n somme résultat = f(n)
2 24+ 4 6

3 24446 12

4 2+4+64+8 20

5 24+44+648 +10 30

6 | 24+44+54+8 4+10+12 42

7 244+64+84+10+124+14 55

I1 pourrait s'apercevoir alors que pour n impair, le résultat est
égal au produit du nombre de nombres par le nombre médian, A partir de la,
il pourrait remarquer que méme pour les lignes ol n pair le nombre (n) de
nombres & ajouter divise le résultat, Il pourrait alors émettre 1'hypothese

T =™ % -

Pour éclaircir ) il pourrait voir que le quotient

f (n)

n

est

toujours égal & la moyenne du premier et du dernier nombre écrit,

Le premier nombre écrit est toujours 2, le dernier toujours 2n .
2+2n

2

A partir de la, il est possible d'émettre I'hypothese W) =

L2+ 20) .
2
C'est alors que doit entrer en jeu un programme du type de celui

et par 12 m&me f(

que nous avons écrit afin de vérifier que les hypothases émises sont vala-
bles pour tout n,

Plusieurs cas sont possibles :

1) Sile programme de vérification se termine par un succés sur
1'expression fournie par le programme de création, alors il y a succés
complet de 1'opération,

2) Si la vérification échoue, on peut 1'aborder différemment pour
tenter d'achever avec succés, Il se peut que la formule émise soit fausse
et que 1'on soit obligé de retourner vers 1'émission d'hypoth2se (on peut
peut-&tre commencer par regarder si la formule reste vraie pour des valeurs
de n plus grandes que celles qui ont servi & poser 1"hypothase),

Nous voyons alors que pour résoudre le probléme dans son entier, on
pourrait concevoir un systéme de deux programmes en interaction : 1'un
qui émettrait des hypothéses, 1'autre qui les vérifierait en établissant
complétement leur validité, Ces deux programmes pourraient se transmettre
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un certain nombre dé renseignements & chaque fois qu'ils se donneraient

le contréle,

Ces problémes d'émission d'hypothéses restent encore largement
ouverts en intelligence artificielle, mdis nous pouvons avoir l'espoir de les
voir se résoudre, De touté fagon les mécanismes qu'utilise 1'Homme pour
résoudre ce type de problémes méritent d'8tre démontés et examinds : c'est
une fagon de faire un pas de plus dans la connaissance, Le fait de maftriser
ces différents processus pourrait &tre d'un grand intérét pédagogique ; Nous
pourrions peut-&tre enfin apprendre clairement aux hommes & élaborer leur

"intuition",

"" rd
II - Nature heuristique du probléme posé

A priori, le probléme paraft de nature algorithmique, Les étapes
a suivre pour vérifier une égalité & 1'aide du raisonnement par récurrence
sont en effet parfaitement déterminées, Il suffit dans un premier temps de
vérifier 1'égalité pour le rang 1, Ensuite posant qu'elle est vraie au rang n, il
il faut prouver qu'elle 1'est encore au rang (n + 1). La finesse du mathé-
maticien n'intervient pas au niveau de la méthode mivie mais au niveau du
travail indiqué par la méthode ; aussi, c'est au niveau des preuves qu'in-
terviennent les techniques de 1'intelligence artificielle, Les heuristiques
permettent de conduire les calculs & leur fin en essayant d'éviter une
profusion trop grande d'expressions stériles, Nous voyons donc que la
partie essentielle de ce travail n'est pas dans 1'écriture d'un programme
traitant de la récurrence mais dans la fabrication d'un prouveur performant,
(celui-ci sera décrit en détail dans la deuxiéme partie),
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B - RAPPELS DE NOTIONS ESSENTIELLES - NOTATIONS

I - Polonaises préfixées

Avec le but que nous nous sommes fixés, nous avons 4 manipuler
des objets (formules mathématiques) pour lesquels, il est fondamental de

trouver une représentation pratique et efficace,

Alphabet - Il comprend :

-y -

* Les variables : ensemble fini d'objets que 1'on suppose de cardina.
suffisamment grand pour satisfaire les besoins (ex': X, Y ,Z, U, V,

, (Y nl.
* Les constantes : représentation des nombres ,

& Les connectives (ou opérateurs) : (On trouvera en annexe B la
liste des connectwes utilisées par notre programme), A chaque connective
est associé un degré n (n €IN), La connective est alors dite n-aire,

(Pratiquement, nous n'avons utilisé que des connectives unaires et binaires).

Termes - Les objets que nous manipulons sont des termes au sens de la
définition suivante :

1- Une variable est un terme

2- Une constante est un terme

3+ 8i C est une connective n-aire et si ay, CVIREE . sont n termes,

alors la concatenatwn C ap, az, vssy & estun terme !

n
Exemples_1
e X
3
+ X 3
SIN+ X 3
COSsS * Z + X 3 sont des termes

Remargue :

- Cette notation redonne aux opérations leur nature de fonction (ainsi
pour 1'addition fonction "somme")

+ E X E——E
x,y)e————stxy
(somme de x et de y)

L 2
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Nous avons défini 1a, la notation préfixée,(Nous ne parlerons pas
ici des autres notations linéaires utilisables : suffixée, infixée, totalement

parenthésée, Voir & ce sujet [IV 10]),

On y trouvera également un certain nombre d'algorithmes permettant

de réaliser les pdssdges entre ces diverses notations,

Théoteme fondamental de la notation préfixde

Ce théoréme permet de retrouver facilement le terme commencant
en un certain symbole d'un terme, (On peut en trouver la démonstration
dans [V 101 ; celle -ci est formulée sous forme de probléme dans [V 6]
p 105 -106)

- Notion de rang d'une suite de_symboles

. Si la suite de symboles est vide, son rang est 0 (r(A) = 0)

. Le rang d'une variable (ou constante) est -1 ((x)=-1)

. Le rang d'une connective n-aire est (n ~ 1) ((C)=n-1)
« Si A est une suite de symboles et a un symbole alors

r(A.a) =r () +r(a)

exemples 2 .
L or (@) =1 r (SIN) = O r@@=ry=-1

r+XN =0 rGINX==-1 r(SINi+xy)==-1

~-Théoréme

La suite de symboles aj, 82s sees 85 est un terme si et seulement

1) r(al, az,..-, ap)=—1

2) Vi(p 1"(&1, az,-.-, a-i)zo

. SIN + X Y estunterme r(sin) =0 =0
r(siny) =1 =20
r (sin+ X) =0 20
et r (sin+XY)=-1

« + XY SIN n'est pas un terme

r(+) =1 >0
r+X) =0 20
r(+XY) | <0

et pourtant r (+ XY SIN) = - 1
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Ce théoréme est constamment utilisé dans la pratique, Il justifie
le choix de la notation préfixée ; Pour chercher le terme commencant en
un certain symbole, on met au départ le rang & O et on ajoute au rangde la
suite celui des symboles les uns aprés les autres en s'arrétant dés que l'on

trouve =1,

/] --- SIN + X * Z T LOG RAC + 1 PUL X 2
1 1 1 1 21 2 1 0 0 0 10 1 0 -1
2 0 0 1 0 1 0 -1
3 0 1 0 1 0 -1
4 1 0 1 0 -1
5 -1
6 1 0 -1
7 -1
8 -1
9 0 0 1 0 0 -1
10 0 1 0 0o -1
11 1 0 1 0 -1
12 -1
13 1 o -1
14 -1
15 -1

La ligne 1 représente tout le terme

-sin(x +(z *t))

LOG( V1 +x7)

La ligne 2 fait apparaftre tout le numérateur

La ligne 9 le dénominateur

Laligne 71le z ¥t

La ligne 11 le 1 + x2

etc...

Le théoréme permet de délimiter exactement chaque terme et d'élimi-
ner tout besoin de parenthses qui alourdi ssent les représentations qui en fon
1'usage.

Représentation en arbre

Il peut &tre intéressant dans un ordinateur (ol il n'y a pas de

contraintestypographiques) de représenter une expression par un graphe,
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(1a manipulation est rendue aisée par l'utilisation de langages de.listes),
P p gag

Chaque terme est alors représenté de la fagon suivante :

- Une variable (ou constante ) est un noecud
- 5i C est une connective n-aire et tysvens tn n termes, le terme

Cty, tyyees, t est représenté par ;

Nous obtenons ainsi des arborescences dans lesquelles l'ordre des

branches & de 1'importance (ainsi /~  est différent de///\ )

N X

Le terme de l'exemple 4 précédent donne l'arborescence suivante :

e

+ +

NN
/NN

Des algorithmes trés rapides et trés simples permettent de passer
de 1'arborescence a la notation préfixée et réciproquement, (on peut les
trouver dans LIV 101.)



16

Cette représentation est pratique lorsque 1'on désire substituer
un terme & un autre, Il suffit de modifier le pointeur de la téte de 1'expres-
sion,opération plus rapide que de recopier des termes (surtout lorsqu'ils
sont longs),

Cette technique a été utilisée dans le programme sur la récurrence
pour substituer O (ou (n + 1) ) & n dans la formule a vérifier, Cela s'est

avéré utile également dans la manipulation des T et m,

Par exemple : Soit la régle

i

=SIG IND I U DEA 1 + N1 + SIG IND I U DEA 1IN DAN U=I4+N 1

n+l n
(en clair ,elle représente L ou, = I

) u, +u )
. i . i n+1
1=1 1 &

Nous voyons que nous avons dans le terme u, a remplacer i par
(n + 1. Ceci est indiqué par le terme DAN U =1+ N 1, La présence de
DAN active une procédure de traitement qui remplace ce terme par le terme

u; dans lequel i est remplace par + N 1.

Ainsi, si U vaut PUL I 2 la procédure a juste a faire le passage,

DAN

N\ PUr

PUI

/ 1
+
N

c'est a dire détecter les I et modifier les pointeurs,

Cette représentation présente 1'inconvénient d'étre cofiteuse en
mémoires, Nous avons archivé tous nos résultosintermédiaires sous cette
représentation, C'est probablement une erreur qu'il faudrait éviter si le
systéme devait &tre reprogrammé, Le stockage en polonaises préfixées

doit suffire, Il suffit de passer sous forme arborescente temporairement,
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localement, pour effectuer un travail qui se fait mieuxt sous cette forme,
A 1'usage, il semble que le "gaspillage" mémoire ne soit pas équilibré par

les avantages apportés,

I - Alpgtithme d'unification.

Lorsque 1'on désire appliquer une régle & une expression, il est
trés rare que cela se fasse directement, Il faut en général faire dans les
formules un certain nombre de substitutions , Par exemple, pour utiliser
le développement du sinus de somme sur l'expression SIN (2x + 3 y) avec la
formule sin (u + v) = sin u €S v+ sin v cos u, il faut remplacer u par 2 x et
v par 3y pour faire coincider l'expression donnée avec le premier membre de
la regle, On trouve alors le résultat en faisant les m&mes substitutions

dans le second membre.

I1 existe un algorithme qui donne systématiquement les substitutions
mracnatitle résultat le plus général possible (en ce sens que tous les autres
résultats que 1'on pourrait obtenir en faisant d'autres substitutions dans le

théoréme ou la régle se déduisent du premier par des substitutions),

Méthode : Soit l'objet T auquel on désire appliquer la régle A ; = B,

Ces expressions sont des chafhes de symboles (variables,constantes ou
connectives),

Sl tl! t2""’ tn_

Lo 21,895 0evy O

B : by,by,eee; b

T

Le probléme est d'amener A et T & coincider en ne faisant que

les substitutions indispensables,

1) On vérifie d'abord qu'aucune variable ne figure & la fois dans T
et dans A ., Si cela se produit, il suffit de substituer aux occurences de
cette variable dans T une autre variable qui ne figure ni dans A : = B ni

dans T

2) Supposons que les p premiers symboles de T et /A coihcident

(on peut avoir p = O au départ)
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On a le schéma T tl t2,.,..,,tp,tp+1,..., t,

:tl i22-wb09tp’ap+1"..’ am

B :bl,bg,‘.., br

On compare tp+1 et a1 Trois cas sont possibles :

-

t
leap

Si tp+ 1€t a1 sont identiques, alors les (p+1) premiers sym-

t sont tous deux des connectives,
p+ +1 !

boles étaient identiques, Augmenter p de 1 et recommencer en 2)

Si tp+1 et 21 sont différentes, il y a échec (1), On ne peut

faire coincider deux connectives puisque les substitutions ne portent que sur
les variables {voir exemple 3 suivant) .

B~ t jeta sont tous deu x des variables,
p+ p+l

Dans ce cas on remplace chaque occurence de a par t dans
p+l p+l

tp+2, *» vy tn

ap+2,o.u, a],n

bl.‘. u.br

(11 est inutile de faire le remplacement dans les (p+1) premiers a; ett,. En
effet, ces suites coincident déja, Elles coincideront encore aprés la substi-

tution ( et seuyl le résultat B modifié nous intéresse).

Y - L'un est une variable, 1'autre est une connective,
Supposons par exemple, tp+l connective et ap+1 variable (1'autre cas pour-
rait se traiter de fagon identique mais nous ne 1'avons jamais utilisé et

nous l'avons considéré comme cas d'échec (3)).

On détermine le terme qui commence en thel (par exemple

) eal el " N
thplreess Touk ). (11 suffit pour cela d'utiliser le théoréme fondamental de
la notation polonaise) et on substitue ce terme a la variable ap+1 partout
ou nous l'avons rencontré dans

tp+k+1’ ens by

dp_l_z,;.-, a}n

blbbb .»-bz
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Comme précédemment, il est inutile de faire la substitution dans

Blyesiy ap+1 . I1 y a une difficulté si lavariable | apparaft dans le

terme t I1 est impossible par des substitutions de faire

prlrcte tp+k : ‘ ,
cofncider une variable avec un terme contenant cette variable. Ce cas ne
peut se produire au départ, les variabies de T et A étant différehtes mais
aprés dquelques substitutions, il peut se présenter, On a une deuxidéme

cause d'dchec (2), (voir exemple 4 suivant),

Si 'on n'est pas dans ce cas, le nombre de symboles idetitiques a

augmente et on poutsuit en comparant tp+k +1 et ap+2 .

L'idée est donc d'augmenter constamment le nombre de symboles
qui coincident au début de A et de T, Cn poursuit le processus jusqu'a ce
que les chafnes A et T soient épuisées. (elles le sont toujours et en méme

temps d'aprés les propriétés de la notation polonaise),

Ce qui précéde rappelle l'essentiel de ce qu'il faut savoir pour
manipuler cet algorithme, Il résume certains passages de [1v-111 dans
lequel on peut trouver plus de détails, de justifications et des exemples

dans le domaine de la logique,

. o e e . G G o e G e v s e e e B et e MW A S A te e e e 06 e S e We e Ma m MR R Gm sw ew ew

dx dx
dv du
u—+ v —)
dx dx

T : DEF DN AX +% EXp—X
A : DER IO 1% ¥

B : + * ¥ DER IND 1 X ¥ * X DERIND1 X¥
X EXP X EXPX 25

L'algorithme réussit et fait voir que 1'on peut appliquer la formule
de dérivation d'un produit pour dériver (x 2™, Les cing premiers symboles
sont identiques, Ensuite on unifie U avec X en remplagant U par X partout
ou il apparaft, Puis V s'unifie avec le terme EXP X, Le résultat est

obtenu dans B modifié par ces substitutions,

N

2 - application de sin2 U+ cos2 U=1 & sin?5x + cos?5x
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T : 4 BUI SIN%-5—% 2 P COS 25X .2
A : 4+ pol S ¥ 2pul ¢S B 2
B: 1

Les trois premiers symboles coincident, ensuite la variable U est
remplacée par le terme *5 X partout ot on la rencontpei Les chafhes de
symboles dothcident alord ; il y a sdecds, (Remarduons que B n'a pﬁs dté
modifié);

3 - application de sinZu +cosZu =1 & sinX5%) + cos 5+ %)

T : » B[ S ¥3X 2 PUl COS + 5 X 2
A:arpl s ¥ zZpurces U 2
B :

1 *5X

Les trois premiers symboles coihcident, la variable U s'unifie avec
le terme *5 X ,; L'unification s'arréte au 10 éme symbole ; en effet, nous
trouvons 14 deux connectives différentes (+, ¥), Il y a échec (1), la régle

ne s'applique pas;
4 - application de 2 sin Ucos U=sin 2U & 2 sinx cos 3 x

T : % # 2 SIN ¥ COS % 3 X
A+ ¥ % 2 SIN B COS U
e

B : SIN * 2 W X
A

X

Les quatre premiers symboles coilncident, nous unifions alors X et
U en remplacant U par X partout ou il figure, Les COS s'unifient bien
mais au septiéme symbole nous avons a unifier la variable X avec le terme
#* 3 X qui contient lui~-m&me X, Il ¥ a échec (2), La régle ne s'applique pas
(les variables étaient pourtant bien différentes au départ dans la régle et

1'expression),

si.nU=th 3 sin 2 x

cos U cosy

5 - application de




T : / SIN #-2-3t COS y

A : [/ SIN - COs ¥
A
*2 ¥

B : TG Y

it Ny
2%

Les deux prem rs symboles cotheident, on unifie U avec le terme
* 2 X, lesCOS s'identifient bien mais nous devons interdire 'unification
de la variable y (de T) avec le terme * 2 X (de A) - {échec (3)). Siron la

réponse TG * 2 X serait acceptée sans conditioh (réponse fausse en géné-
ral , ¥raie justement si y=*%273,

6 - application de 2 sin U cos U=sin 2U & 2 sin (3 +a) cos U

T : % 2 SIN 4£.3-a— COS b

E—-«M
+3a
A s ¥ 2 SINY~ CcCos -
e ey
+3a
B : SIN * 2 3
i
+3a

L'unification se fait trés bien, Les U sont remplacés par + 3 a ; il
y a succés, Mais le fait d'avoir négligé de remarquer qu'il y avait une
variable identique dans la régle et 1'expression suffit pour obtenir le

résultat faux 2sin(3+® cos U=sin2(3+n) .

Raisonnement par récurrence et deuxidéme cas d'échec

e I e i e R e e e e T T ety S S S i

Lorsque nous vérifions une égalité par récurrence, au moment
d'appliquer 1'hypothése de récurrence, nous avons une régle (Gn = Dn) qui
ne différe du théordme & démontrer (G- D . 1 que per la substitution
(@ - n+1). Ceci impose pour que la preuve ne soit pas immédiate que ce soit

bien la m&me variable n qui soit dans la ragle et le théoréme, En effet,

si on part avec la régle G, = D, et que 1'on pese le probléme Gp,1= Dy 1

l'unification fonctionne parfaitement et répond, Il suffit de remplacer

m par (n+1), Par contre si 1'on part avec la régle Gp = Dn et le probléme Gyp1=
Dp,1s l'unification ne fonctionne plus car 1'on est amené a remplacer la
variable n par le terme n + 1 ( qui contient n) ., Nous sommes alors dans le -
2eme cas d'échec, L'hypothése de récurrence ne peut alors s'appliquer qu'en

manipulant le G =D afin d'y faire apparaftre (G ou D..).
P n+1 n+1 Y PP 1 go!
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Le schéma d'application de 1'hypoth&se de véecurrence est

dlors le suivant :

v ? )
Gi5.+l N Dn+1
}
] ]
%G _ Hypothese de , %Y
récurrence N

Les principales difficultés sont évidemment dans la recherche
des transformations et | (¢ représente les transformations & effectuer
pour permettre l'application de 1'hypothése de récurrence, | représente les
transformations & effectuer pour rendre évidente 1'égalité cpch) = Dn +1

c'est a dire pour que les expressions { (CD(D )) et D +1 soient identiques),
n
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CHAPITRE 1

- o v o

INTRODUCTION - NOTION DE PROBLEME

L'objet de cette partie est de présenter la méthode de preuve
automatique (on dira le PROUVEUR) utilisée, Dans la formulation faite des

problémes que nous avons en vue, il s'agit de vérifier que (Vn, G,= D n)

c'est & dire qu'une certaine égalité est vraie pour tout n, Le raisonnement
par récurrence indique que l'on doit d'abord vérifier que la formule est
vraie pour n = n (n = Ooul, généralement), Ensuite prenant 1'égalité

au rang n comme hypoth&se de récurrence, il s'agit de prouver que l'on a

Gn+1 = Dn+1 . C'est 1a généralement qu'est la difficulté, Cette preuve est
le coeur du probléme, Elle peut nécessiter des moyens assez grands pour
un mathématicien, Pour nous, elle suppose l'emploi d'un prouveur puissant,

efficace (et assez général étant donnée la diversité des problémes envisagés),

Nous pouvons remarquer dés maintenant que la variable n sur
laquelle porte la récurrence doit &étre la m&me dans la régle qui traduit

1'hypothése de récurrence (HR) ct dans la formule a prouver (G 4= D, 1)

En effet, sil'on prend pour hypothese (HR) G, = D, et que I'on demande

de prouver que Gn+1 = Dn+1’

on voit qu'immédiatement (HR)  s'applique
puisque l'unification répond qu'il suffit de remplacer m par (n+1) dans la
régle pour obtenir la formule cherchée. Par contre avec (HR), , 1'unifica-
tion échoue puisque l'on serait amené & remplacer la variable n par le
terme n + 1 qui contient précisement cette variable n (2 e cas d'échec de

1'algorithme d'unification - voir p, 21 ),

Dans ce premier chapftre nous essayons de dégager la notion de
probléme , Le chapitre Il présentera la méthode de Siklossy pour résoudre
des problémes de ce type. On verra en particulier les avantages de cette
méthode, Le chapftre IIl indiquera un certain nombre d'aménagements et
de prolongements apportés a cette méthode pour 1'adapter aux problémes
envisagés,
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NOTION DE PROBLEME

un
Un probléme pour éléve, c'est quelque chose qui posséde un énoncé

ou figurent des hypothéses et des quéstions figurant la conclusion & laquelle
il doit arriver, ce qui lui est demandé, c'est de tracer le chemin logique

qui sépare 1'hypothése de la ¢conclusion{ Il a pour cela & sa disposition un
certain nombre de théorémes ou de définitions. On voit ainsi que trois:
éléments fondamentaux intervietnent dms la notion de probléme 1 1'hy§othé8e
qui est 1'état de départ, la conclusion qui représente le but a atteindre,

les régles qui permettent de cheminer vers le but, Résoudre le probléme
c'est trouver le passage qui permet en partant de 1'hypothése d'atteindre le
but en n'utilisant que les régles opératives permises,

Par exemple les jeux (échecs, dames,..,) représentent un probléme
pour chacun des adversaires : 1'hypothése est en fait la situation de départ,
le but a atteindre c'est d'obtenir une situation gagnante et les régles du jeu

sont les seules permises,

Un probléme peut donc &tre présenté comme un triplé

(H, B, © (Hypothése, But, Opératenrs)

Résoudre le probléme c'est trouver une suite d'opérateurs O; telle
e i Oy - O, O, )

- 1 5 P -
»5 »S, >S, 5B

1

Les Si sont les situations intermédiaires issues des applications succes-

sives des Oi' La suite des Si peut-&tre intéressante a différents points

de vue, On peut chercher & réduire le nombre de situations intermédiaires,
On peut chercher a les interpréter dans le contexte du probléme, a voir

si certaines ne sont pas indispensables a la solution ou au contraire si
certaines peuvent 8tre évitées avec une autre suite d'opérateurs, On peut
aussi y accrocher des notions d'esthétique (une "belle" partie, une "belle"
démonstration),

- Dans le cas ol un certain nombre de situations intermédiaires
apparaissent comme indispensables a la solution, il est intéressant d'intro-

duire la notion de sous-probléme,
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Ainsi sur la figure 1 si 1'on s'aperéoit que les différentes

Fig, 1

suite 'O, solutions de (H, B, O) font pa sser par la situation S;. Il peut
8tre intéressant de décomposer le probléme (H,B, O) en deux sdus-problémes

(H, Si , O) e‘t(Si , B, O) . 1l est souvent aisé de s'apercevoir de cet état
) o

de chose une fois le probléme résolu; Le réle de l'intuition, de 1'intelligence
est peut-&tre de faire en sorte que l'on puisse s'en apercevoir avant la

résolution afin de faciliter celle~-ci,

- On peut remarquer que lors de la recherche de la suite (Oi)

solution , rien n'impose de partir de H et de cheminer vers B en ne se
servant que de situations issues-de H c'est & dire que rien n'impose de

fabriquer la suite des O, dans 1'ordre chronologi que 015 Ogyeeny, O 11

est possible de partir de B et de remonter vers H c'est & dire de fabriquer

la solution en déterminant dans 1'ordre chronologique Opy Op_1s eess5 05, O 4
Il est également possible de fabriquer la solution en descendant de H vers Sy

avec les & premiers opérateurs solutions et de remonter de B vers Sy avec

les (1 - &) derniers opérateurs solution,

C}14 Oa, O 5 OOL+1F

Y
(4

L'essentiel est évidemment de "joindre les deux bouts" quelque soit

la stratégie choisie,

L'ensemble des opérateurs est généralement fini, Dans ce cas, une
méthode combinatoire permet théoriquement de trouver la solution si elle
existe, Il suffit de fabriquer 1'arborescence de toutes les situations possibles
a partir de H en appliquant les opérateurs,Si B peut &tre obtenu a partir de H

c'est a dire si la solutions existe on le trouvera dans cette arborescence,
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Le schéms est le suivant (avec 3 opérateurs ne s'appliquant pas

toujours);

3
15 516

5'il s'avére que 526 est le but B alors la solution est donnée par

le schéma

o o o
H 2, 55 3;5,? 2,3

cette méthode combinatoire présente de gros inconvénients :

= e o b wm e - v -t 2 oa o . -

arborescence) peut &tre infini ou si énorme qu'on ne peut le mampuler de
fagon yaisonnable m&me avec un ordinateur puissant, Le probléme des
programmes de démonstration automatique ou de jeu est justement de limiter
la croissance de cette arborescence, Pour céla on utilise des heuristiques
qui donnent des indications pour savoir si telle branche & des chances de
conduire & la solution, Les heuristiques doivent &tre hien choisies afin que
l'arborescence reste de taille raisonnable et surtout qu'un noeud conduisant

a la solution ne goit pas éliminé,

A chaque instant nous devons décider s'il faut ou non garder le noeud
engendré, Les choix doivent &tre judicieux. C'est 1a qu'intervient le "flair".
C'est 1a que nous entrons dans 1'Intelligence Artificielle, Les heumsthues

apparaissent comme un moyen d'orienter la recherche vers la solution,
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Une heuristique sera donc bonne si fréqﬁemment elle nous oriente vers
la solution, Sa valeur est statistique , Il se peut qu'une heuristique bonne
en général allonge la découverte d'une solution dans un cas particulier.,

-Par exemple : en calcul intégral une bonne heuristique pour intégrer
un produit consiste i tenter 1'intégration par parties (c'est préférable en
général a toute manipulation algébrique : commuter le produit par exemple
etciii),

On sait bien que ce n'est pas forcément la facon la plus rapide
d'aboutir, De toute fagon, l'utilisation d'une heuristique ne peut pas nous
faire obtenir de résultat faux, Seulement si 1'heuristique est "boime ", on
peut gagner du temps ; si elle est mauvaise on peut aussi en perdre,

Il est intéressant en guise de conclusion de reprendre 1'idée de
Waldinger [1I- 11] sur 1a possibilité d'écrire des programmes qui programmen:
en se servant de programmes de démonstration automatique, Avec le forma-~
lisme précédent, écrire un programme, c'est résoudre le probléme (D, R, D
ol D sont les données, R les résultats du programme & écrire et I 1'ensemble
des instructions capable de faire passer des dmndes aux résultats, Cette
suite peut-&tre extraite d'une preuve constructive de la possibilité de
résoudre le probléme,
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CHAPITRE II

-t am o5 o

LA METHODE DE SIKLOSSY

Nous allons dans ce chapftre présenter les traits essentiels d'une
méthode de démonstration proposée par L, Siklossy et V, Marinov au second
IJCAI de Londres en 1971 (voir bibliographie)., Les principaux avantages
seront dégagés ensuite,

L. Siklossy et V, Marinov, basent leur méthode en grande partie
sur le développement systématique de 1'arborescence, Ils ont voulu prouver
que dans certains cas les techniques heuristiques pures n'étaient pas néces=
saires : ce sont des armes puissantes qu'il faut conserver pour les problémes
délicats, Dans bon nombre de probldmes ol elles ont &té utilisées, elles ne
sont pas absolument indispensable,

DOMAINE D'UTILISATION DE LA METHODE

Pour appliquer leur méthode, Siklossy - Marinov disposent d'un
certain nombre de régles de réécriture de la forme <G> : = <D> (<gauche> se
réécrit <droit>) , Les deux membres de la régle sont des expressions, Un
théoréme a la forme d'une régle de réécriture ( par exemple (a +b) + ¢ : =
(a++c)),

indiquant que 1 ahté reste a montrer,

Prouver le théoréme consiste & établir la suite des régles qu'il
faut appliquer au membre de gauche pour obtenir le membre de droite,

Avec le symbolisme vu au chapitre précédent, le probléme a la forme
(H, B, O) olt H est le membre gauche de la formule, B le membre droit, O
l'ensemble des opérateurs (régles de réécriture),

Une régle s'applique sur une formule partout o le membre gauche
de la regle peut s'unifier, Le terme s'unifiant avec le membre gauche est alors
remplacé par le membre droit (modifié par 1'unification) de la ragle,

*r



exemple d'application d'une régle sur une formule

régle + UV :=4+VU [commutativité de + ]
formule * 4+ X 4+ Y *Z T 3 [(x+ Gezt)) *3 ]

12345678 9

En 1 l'unification échoue (connedtives différentes)

.—I—l-h——b-

. En2
Formule * 3 ¥ _ o Yoilhnig a9
G - B
D N v
+Y'7%ZT%
Résultat ¥ o4 4WY®¥ZT X 3

« En3 échec connective dans régle.variable dans la formule

« En 4
Formule % + X # ¥ HeT " 3
G o’ gl o
D + 2 BT
*ZT Y
Résultat * 4+ X 4+ 2T Y 3

. En5, 6, 7, 8, 9 échec de l'unification

RECHERCHE SYSTEMATIQUE

A < R&gles non expansives

Dans un tel systéme, un théoréme a la forme G : = Dol G et D sont

les membres gauche et droit. La recherche systématique de la preuve com-

mence avec un espace de recherche réduit a 1'expression G, De G, nous

fabriquonsle niveau suivant de l'arbre de recherche de la fagon suivante : nous

appliquons & G toutes les régles de réécriture, 1'une apras l'autre, L'expres-

sion résultant de 1'application d'une r2gle & un noeud est insérée si et seule-

ment si elle ne figure pas déja dans 1'arbre,

L e S N e e L

. Régles R1 A+B:=B+ A
R 2 A+(B+C) : =(A+B) + C
R3 (A+B)-B:=A

. Théor2me & d%i%ontrer (he B)-C: =L -C)+ B

(A+B)+C:=A+’(B-|.-C)
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1 (A+B) + C
R1
3
(B+A)+C
(C+A)+B
R2
8 (A+C)+B

6 (C+B)+A 7 B+«(C+A)

R1

9 L+(C+B) 10
| (B+Orh 11 BiA+O)

12 A+(B+O)

Fig, 1

On appelle noeud mort un noeud qui ne peut générer aucune nouvelle
expression par application des régles (dans 1'exemple précédent 3 et 8 sont
des noeudsmorts),

La recherche s'arré@te quand 1'expression A + (B + C) est trouvée au
cinquiéme niveau (noeud 12) , On peut remarquer qu'une fois le résultat
obtenu, il est trés facile d'extraire la démonstration et la suite des étapes in-
termédiaires,

Sur la fig., 1 on a immédiatement la preuve,

1 R1 2 R1 4 R2 5 R1 9 — - 5 — 12
(A+B)+C C +(A+B) C+(B+A) (C+B)+A A+(C+B) A+(B+C)

LA B4
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Dsns 1'axiomatique 1, la régle R 3 est dite simplifiante, Son applica-
tion peut présenter 1'intérét de faire disparaftre tout un terme d'une formule

(ce qui peut amener un allégement substantiel de 1'expression & manipuler),

Dans la pratique nous pouvons avoir & utiliser de telles régles dans
1'autre sens, de fagon a faire intervenir un terme que 1'on souhaite voir dans
le calcul (en trigonométrie il peut 8tre intéressant de remplacer 1 par
sin” u + c:os2 u (en choisissant bien w) , En calcul intégral on peut avoir &
remplacer x par x +a - a etc,,. Vous savez - tous ces "trucs" qui font dire
aux éléves : "ce n'est pas difficile mais il fallait y penser ! "),

Soit par exemple la régle R'3 A : = (A + B) - B, Cette regle
s'applique sur tout terme d'une formule, A s'unifie en effet avec tout terme,
Le terme B qu'introduit R'J3 peut &tre quelconque, Aussi, une régle comme
R'3 génére une infinité de noeuds si 1'on ne prend pas de précautions parti-
culiéres,

On appelle régle expansive une régle dont 1'application répétée peut
engendrer un espace de recherche infini, Sont de ce type, en particulier , les
régles qui introduisent une expression arbitraire,

Exemples 1 A:=(A+B)-B
2 OC:r=AA
3 A:=A+0
4 A>B:=(A-B)>0

Les deux premiers exemples géndrent un espace de recherche locale-
ment infini (un noeud pouvant donner une infinité de successeurs) , Les deux
exemples qui suivent donnent un espace de recherche infini mais qui est
localement fini, Un noeud donne un nombre fini de successeurs mais la suite
des applications possibles est infinie,

Par exemple, avec R 3 appliqué & x on peut obtenir

. 1 ™
(+0+0+0  (e0+40  (CuOFD)40  ((e+D4(0+0))  Cxs05D +0

-

Fig. 3

- - = = = = - PR -

etc, .

LA N J
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Nous distinguerons désormais deux types de régles expansives :

- Les régles expansives atomiques qui ont pou r membre gauche une
simple variable ,

- Les régles espansives non atomiques (par exemple : A >B ; =
A-B)>0),

En général le probléme de savoir si une régle de réécriture a un
espace de recherche infini est indécidable, Dans le domaine qui nous inté-
resse, une régle R sera dite expansive si elle s'applique sur son propre
second membre (c'est & dire si le membre de gauche peut s'unifier avec le
membre de droite) et si 1'expression obtenue en appliquant R & son membre

de droite a plus de connectives que le membre de droite lui-méme,

Dans ce domaine, voir qu'une régle est expansive est donc une tdche

aisée.,

Si le systéme de régles présente des régles expansives, la recherche
syst ématique s'effectue de la facon suivante,

- D'abord, toutes les régles non expansives sont appliquées au
membre gauche du théoréme & démontrer, Si le membre droit est retrouvé,
le systéme s'arré&te, Sinon, tous les noeuds de l'arbre sont morts puisque
par principe une régle non expansive ne peut générer qu'un espace de recher-
che fini, Jusqu'a ce stade les noeuds de 1'arbre sont engendrés par niveau,

Pour chaque noeud ainsi engendré 1'application de chaque régle
expansive (comme ce sera décrit ultérieurement) ajoute des noeuds nouveaux

a 1'arbre,

- Nous nous limitons ensuite & n'utiliser & nouveau que les ragles
non expansives, Les régles expansives ne sont appelées que lorsque toutes
les autres échouent, En cas d'application, elles le sont avec le maximum
de précautions, La raison en est simple : les régles expansives augmentent
considérablement la taille de 1'arborescence,

erre

Exemple Axiomatigue 2

régles R 1 P o
R 2 P.(Q.R:=(P.D.R
B2
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RS “=-P:=P
R6 P:=—-P (expansive)
Théoréme a démontrer
(5= 4R s Bt =-S5

L'arborescence obtenue est la suivante
1{(8§--R).R

R1
R6
a 3
R, (5= R) (1 S=—-R).R (5»—+—mR).R S=—-R), TR
R1 R1 R1
) 7 8 |-——R.(S~R)
R.(—mS - R) R(S=TTR)
R4
9 —+5
Fig. 4

Aprées application de la régle R 1 au membre de gauche, les deux
noeuds 1 et 2 sont morts, L'unique régle expansive R 6 est appliquée au
premier noeud, On obtient ainsi les noeuds 3, 4, 5 . On s'interdit alors
1'utilisation de R 6 et les régles non expansives donnent rapidement la solu-

tion au noeud 9 ,

La situation est plus complexe pour les régles expansives & espace de
recherche localement infini qui introduisent des expressions arbitraires, Il
est possible de se restreindre a celles 1également construites a 1'aide des
symboles trouvés dans le théoréme a démontrer, Ce n'est pas la une restriction
sévére, On peut noter que c'est le seul moment ol le membre de droite du
théoréme a démontrer intervient pour autre chose que pour arréter la recher-
che , Autrement cette recherche est complétement aveugle et le membre droit

n'intervient pas pour l'orienter,

LN
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La stratégie consiste & faire croftre 1'arbre aussi lentement que
possible, On peut atteindre ce but en limitant les expressions auxquelles
on applique les régles expansives atomiques et les expressions qui peuvent
&tre substituées aux variables arbitraires dans les régles & expansion
localement infinie, La croissance de l'arborescence s'effectue en plusieurs
passages, A chaque passage, les limitations sur l'utilisation des ragles
expansives sont moins sévéres qu'au passage précédent,

Dans un premier passage, les régles expansives atomiques (qui
pourraient &tre appliquées a toute expression ou sous-expression d'un noeud)
ne sont appliquées qu'aux variables, constantes et conmectivesunaires, Il
n'y a pas de restriction pour les r2gles non atomiques, Pendant ce premier
passage nous limitons le choix des expressions pouvant &tre substituées aux
variables arbitraires des régles & expansion localement infinie, On peut se li-
miter dans un premier temps & substituer uniquement des variables , des
constantes ou des fonctions unaires,

Si le théoréme n'est pas prouvé pendant le premier passage, les
restrictions précédentes peuvent &tre levées graduellement,

Cn pourrait penser que dans cette méthode, on utilise des heuristiques,
En fait, on n'utilise qu'une stratégie dans la mesure ot l'ordre dans lequel
les régles sont appliquées est prédéterminé et n'est pas modifié pendant les

démonstrations,

RESULTATS DE LA METHODE

Cette méthode a été comparée avec le systéme FDS de Quinlan et
Hunt (qui traite de problémes bien adaptés & la méthode que 1'on vient de
décrire), avec le systdme REF-ARF de Fikes (qui résoud des problémes
(singes et bananes, missionnaires et cannibales, bidons d'eau) ) enfin avec le
programme de CHANG qui traite des problémes identiques & ceux de Quinlan
par une méthode basée sur la résolution, Il semble que la méthode de
Siklossy prenne 1'avantage en étant de 25 & 40 fois plus rapide que les métho-
des avec lesquelles elle a été compardée,

Les problémes traités sont de difficulté inégale , mais il semble
qu'actuellement la méthode n'a été testée que sur des problémes ayant au
plus une trentaine de régles, Les régles et les théorémes & démontrer
n'étant pas des chafnes de symboles'trés lourds" & manipuler, Les expres-
sions proposées par Siklossy-lMarinov semblent avoir rarement plus de
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quatre noeuds, rarement plus de deux connectives différentes, La longueur
des chathes de symboles semble toujours inférieure a 20 (tr2s souvent
inférieure & 10), La profondeur des démonstrations reste de 1'ordre de 5.

Les problémes ne sont pas faciles pour autant (bon nombre d'étudiants
de ler cycle d'université seraient arrétés devant beaucoup de ces problémes)
mais nous sommes loin de la manipulation algébrique complate dont nous
pouvons avoir besoin pour résoudre des probladmes du type de ceux que nous
avons envisagés, (pour manipuler des dérivées piéme de fonctions trigonomé-
triques, il faut disposer de beaucoup plus de régles et les formules sont

beaucoup moins maniables),

Cette méthode de recherche systématique aveugle, surprend par
ses performances, Cependant Siklossy-Marinov loin de rejeter les méthodes
heuristiques habituelles en intelligence artificielle mettent beaucoup d'espoir
dans la combinaison de ces deux types de méthodes pour réaliser des sys-

témes puissants,

Un grand intérét de cette méthode est qu'on peut disposer facilement
des différentes étapes de la démonstration une fois le résultat établi, Pour
les problémes que nous avons envisagé, cela a peu d'importances mais pour
certains problémes , on sait que 1'on a besoin de preuves constructives, Il
semble que la encore la méthtode de Siklossy prenne le pas sur d'autres
méthodes (basées sur la résolution ol il semble plus délicat de dégager la

construction du résultat),



37

CHAPITRE 111

QUELQUES AMENAGEMENTS ET PROLONGEMENT S

DE LA METHODE DE SIKLOSSY

Nous avons rappelé dans le chapftre précédent la méthode de
Sﬂdossy, vu le type de problémes qu'elle traite et donné un apergu de ses
performances -Nous allons maintenant voir qu'un certain nombre d'amenage-
ments sont possibles pour traiter les problemaes envzsages dans le cadre de
ce travail, Nous verrons dans un premier temps commem: faire’ mtervemr le
membre droit du théoréme que nous voulons demontrer Nous vérrons ensuite
comment il est possible d'augmenter la profondeur d'une démonstration en
itérant la méthode de Siklossy sur des sous problémes du probléme posé,

La pa.rtu== suivante introduira un type de régles mteressant par lui-méme en
intelligence art1f1c:1e11e Enfin nous verrons comment il est poss1b1e de

s électer” les ragles qui interviennent.au cours d'une preuve, Pour un
programme qui a & sa disposition un grénd nombre de régles trés différentes,
ce sera 1a une facon de s'adapter au probléme traité, __

1 - Intervention du membre droit au coutrs de la preuve

Nous avons vu qu'un problédme pour la méthode de Siklossy se pré-
sente comme la donnée d'un ensemble fini de régles et d'un théoréme & démon-
trer,
réglesi =1, p {R. G, : =D,

théoréme G:=D

Résoudre ce probléme consiste alors & engendrer avec les Ri
1'arborescence de G afin d'y retrouver D; Ce qui pourrait correspondre au



schéma suivant :

Fig, 1

La recherche est aveugle et ne fait intervenir D qu'au moment du

test pour savoir si D est retrouvé,

Avec cette méthode, il se peut que l'arborescence soit trés grande,
ou tout du moins, si l'on manipule de grosses expressions que 1'espace de
travail pour stocker les formules "accrochées" 4 chaque noeud soit
saturé par un grand nombre de formules écrites "a 1'aveuglette"”, Il se peut
aussi que poﬁr certaines d'entre elles nous ne soyons "pas trés loin" de D
mais qu'il manque & D juste "une petite simplification " pour &tre reconnu,
Ce phénoméne peut se produire si le probléme est mal posé (chose possible
lorsque c'est un programme qui pose le probléme comme c'est le cas dans
la vérification de formules par récurrence),

Uneidée intéressante consiste a faire intervenir D plutdt que s'éter-
niser dans le développement de G , Pour cela, on conserve le développe-
ment déja fait de G et en appliquant les régles de la droite vers la gauche,
on établit une arborescence de conjectures possibles pour établir D, Le
principe du développement est le méme que pour G. Chaque conjecture
n'est inscrite que si elle ne figure pas déja dans 1'arborescence D. Mais
maintenant, au lieu de vérifier si une conjecture coincide avec G ( ce qui
suffit pour prouver le théordme), on compare chacune des conjectures aux
nocuds de 1l'arborescence de G, Si l'on peut trouver dans 1'arborescence

issue de G, la conjecture que 1'on est en train d'émettre, alors le probléme
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est terminé puisque 1'arborescence D nous montre comment D se déduit
de la conjecture et 1'arborescence G donne la démonstration de cette

éonjecture .

Nous travaillons alors avec le schéma suivant :

¢ = D
6

2 A ol 26
22 %3 245
arborescence des dérivés arboregcence des conjectures
de G ., Le chemin en trait gras possibles pour atteindre D+ Le chemin
donne la preuve de la conjecture en trait gras montre comment le résul-

tat est obtenu a partir de la conjecture,
Fig 2

Un exemple de preuve serait si (14et (22) étaient identiques

G 14) D
( Doy (3) — (9) —— 229 418 ) —2(16)

Cas particulier oli la relation : = est symétrique

En manipulation algébrique courante, trés souvent la relation
"se réécrit" se réduit & 1'égalité, Elle est alors symétrique, Nous dispo-

sons dans ce cas de quelques propriétés particulidres intéressantes,

I1n'y a plus & tenir compte du sens des flaches sur les arborescences
G et D, L'arborescence G (resp. D) met en évidence une classe d'expressions
égales a G (resp, D) Il suffit de trouver un élément dans l'intersection de

ces classes,
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Dans ce cas, il n'y a plus aucune raison de privilégier le réle de
G par rapport a celui de D et 1'intervention de D dans le déroulement de la
recherche se justifie pleinement, Un complément intéressant cofisisterait
méme & déterminer i l'aide d'heuristiques lequel des deux membres on doit
développer le premier, Il est probable qu'avec quelques heuristiques simples,

on puisse améliorer les performances du programme,

Exemple

- i wa o

Ragles e 4+ U V + V U
a 4+ = UV W - + UW V

démontrer = + A - BC -+ ABZC

1 +A-BCCL - 4+ ABC)

1y
2 4+ - BCA
2
3 - 4+ BAC
1
4 - + ABC
Fig. 3

Avec les mémes régles démontrer le théoréme symétrique,

it

- + A BZC + A - B C

1 - + ABC

1]

1

-

2 - + BAC + - B C A

N

S FNE e TR

noeud mort - + BAC

Fig. 4

Il faut bien voir que,ici,la preuve consiste en le chemin (1) (5 (4
(3 et que les passages (5) (4 puis (4 (3 font intervenir les régles de la
droite vers la gauche ; ceci n'est 1égal que parce que 1'on manipule des
égalités, (Il faut remarquer qu'avec une réécriture dissymétrique cette

*ee
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méthode pourrait, au lieu de conclure & 1'échec de la démonstration, in-
diquer quelles sont les régles a symétriser pour obtenir le résultat cherché,

Ce peut-&tre une information importante,

Cas des régles expansives

Remarquons tout d'abord gqu'une régle qui est expansive de la
q q gle q P

gauche vers la droite est simplifiante de la droite vers la gauche,

Exemples

A : =(A+B)-B (A+B)-B := A
P : = =P A= P:=P

a >b:=0@-b)>0 (a-b>0):=a>hb

Dans le cas ol : = est 1'égalité, pour toute régle on dispose de
G:=Det D: = G . On peut alors se libérer des régles sous leur forme
expansive et ne conserver que la forme simplifiante (beaucoup plus facile
a manipuler), Comment interviendra alors 1'expansion: qui peut &tre néces-
saire au cours d'une preuve ? Et bien sous forme de simplification dans
I'arborescence D, Comme au moment de la sortie de la démonstration,
dans l'arborescence D, le chemin est lu d'une feuille vers la racine, la

reégle se trouve considérée sous sa forme expansive,

R N e L)

1-Regles(D = + UV +VU [U+V=Va+U]l
(D= -4+UVV U U+ -v=U]
D=4+ - UVW -+ UWY [U-V)+W =4 W-V]

Démontrer

=A + - ABB ((A-B)+B=A1
1 A 2 +-ABB
noeud mort

1 3
4 - + ABB
3
+ B-AB 1
5
-+B.A.B 6 A



42

La régle 2 est simplifiante -de la gauche vers la droite et expansive
de la droite vers la gauche, Dans l'arborescence de droite, elle est utilisée

sous sa.-forme simplifiante mais dans la preuve 1 2_, 4 3 —:'(ZD)
elle est considérée sous sa forme exﬁé.nsive.
2-r3gles (1) = - U U O fu-v-=-0]
2 =4+UVU0U (u+0=11
(D = =+ UWV+-UVW [(U+W)-V = (U-V4 W ]
(D =+ U VsV U LU+ V=V+U]
Démontrer
=- 4+4ABC + - + ABC - CC
[CA+B)-C =((A+B)=C)+(C~O)]
7 4+ -+ ABC -CC
On obtient y ‘
- + ABC
4 3
X _ +-+BAC
2 -+ BAC 3+ - ACB 11 Q0
8 9 108 4 CC-4/ABC
y +-+ABCO T-ACB.CE :
: 2
4 BCA 5 +B-AC
4
6 + A-BC ‘ 12 - 4+ ABC
noeuds morts
Fig, 6

nous sommes la dans le cas ol le terme - C C pourrait causer

beaucoup d'ennuis si nous ne pensions pas a développer D,

I1 est intéressant de remarquer que faire intervenir le membre droit
nous rapproche du comportement du mathématicien face & ce type de problémes,
Il n’est en effet pas du tout naturel pour un humain de travailler de facon

aveugle sur le seul membre gauche de 1'égalité qu'il veut démontrer, Le
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membre droit doit rester le point de mire, On doit le garder constamment
en vue, 11 peut difficilement &tre cette expression sur laquelle on tombe au

hasard en pensant a G.

II - Redémarrage du probléme

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu comment le fait de
faire intervenir le membre droit du théoréme & démontrer pouvait améliorer
les performances de la méthode, Seulement nous avons la besoin de deux
arborescences qui peuvent chacunes prendre beaucoup de place, De toute
facon, si puissante que soit la machine, si grand soit 1'espace de travail
dont on dispose, nous serons toujours limités, Il est alors intéressant

d'essayer de dégager des méthodes permettant de dépasser cette limite,

Dans la méthode qui nous intéresse, supposons l'espace de travail
trop petit pour faire le développement souhaité des arborescences, La
réaction la plus simple consiste a dire qu'il y a eu échec,pour le probléme
dés que l'on constate le débordement, ce qui ne veut pas dire que 1'expres-
sion proposée n'est pas un théoréme dans le systéme donné, (En fait, on
peut affirmer que 1'on n'a pas affaire & un théoréme uniquement lorsque
les deux arborescences G et D sont complétement développées, mortes et

qu'elles n'ont aucun sommet commun),

Dans le cas ou le blocage a lieu uniquement pour des questions de
place, et que des régles seraient encore applicables,une idée possible
consiste a déterminer avec les deux arborescences G et D un couple de
noeuds (MING, MIND ) pour lequel une évaluation de distance entre les
formules de G et de D soit minimum, Il suffit alors de reposer au programme

le sous probléme

MING 2 MIND

que l'on essaie de résoudre en écrasant les arborescences issues de G et

de D, C'est ce que nous avons appelé "redémarrage du probléme",

Ce procédé peut évidemment se poursuivre tant que le probléme

n'est pas terminé,
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.

a
Pour le probléme dans son entier, ceci revient travailler suivant le schéma

/Q\

/\\

Nous avons ici un redémarrage en (MING 1 Z MIND 1) et en
GAING 2 2 MIND 2) , Un certain nombre de remarques s'impose ;

D) Ce procédé nécessite une fonction d'évaluation capable de mesurer
la distance qui sépare deux formules, (Il ne faut pas penser ici distance au sens

des espaces métriques mais accepter le mot comme intuitif). Nous parlerons
de cette fonction dans un paragraphe suivant,
' 2) L'arborescence D n'a pas besein d'8tre développée et le procédé

peut s'appliquer directement a la méthode de Siklossy vue précédemment,
Le schéma est alors le suivant :

//I\\\ o D

oo
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Le redémarrage consiste alors seulement & repartir du sommet MING qui

semble 1le plus proche de D (pour la fonction d'évaluation),

3) Cette méthode permet d'atteindre avec des arborescences moins
volumincuses des profondeurs de démonstration plus intéressantés, Cn
peiit m&me limiter artificiellement les arborescences et décider de ne tra-
vailler qu'avec moins de s sommets , (s étant un seuil qu'il serait peut-&tre
intéressant d'optimiser). Ceci a été réalisé dans le programme décrit en
4 &me partie en prenant pour les arborescences G et D des scuils différents,
Cela peut-amener un gain de temps assez important par la diminution du
nombre d'appels & la fonction d'évaluation pour déterminer (MING, MIND),
Pour un nombre total donné (s + sy de nocuds, le nombre d'évaluation de
distance a effectuer (SG SD) est maximum lorsque les deux nombres sont
égaux, (Pour 100 noeuds, les seuils 60 - 40 pour. les arborescences
gauches et droites nous ont paru convenables,

4) Pour limiter le nombre d'évaluations de distances on a la possi-
bilité de n'évaluer les distances qu'entre des feuilles, C'est en effet sur ces
étapes les plus profondes qu'il est naturel de compter le plus, Par exemple;
prendre comme MING un noeud au coeur de l'arborescence donne apreés le
redémarrage au moins toute la sous-arborescence qui avait ce noeud pour

racine (D'ol perte de temps puisqu'on recalcule une zone qui avait déja été

calculée).

Nous aurions alors le schéma suivant

?

Fig., 9

L X I 2
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On a mé&me intérét & ne prendre en considération que les feuilles

les plus profondes et de ne pas tenir compte des feuilles "mortes”,

5) Aprés un redémarage, comme nous écrasons l'arborescence du
stade précédent nous ne disposons plus des formules et il peut se faire que
nous retrouvions aprées le redémarrage des formules déja vues et jugées
non intéressantes par la fonction d'évaluation, Ce phénoméne est difficile
a controler puisque nous ne disposonsplus en mémoire des éléments néces~
saires aux comparaisons (ce qui fait que dans la figure 9, MING, par exem-
ple, peut avoir plus de fils aprés le redémarage qu'avant ; Il peut avoir pour .
fils supplémentaire une formule qui n'avait pas été inscrite dans 1'arobres-
cence G a cet endroit parce qu'elle figure déja ailleurs et qui est reprise
dans l'arborescence MING puisqu'elle n'y figure pas encore),Il y a indiscu-

tablement une perte de temps ici,

Il y a plus grave puisque avec ce phénoméne, on peut arriver a des
bouclages : cela se produit si, par exemple, aprés un redémarage, on retrouve
dans 1'arborescence MING comme fils des antécédents du noeud MING dans
l'arborescence G ; c'est un cas, ol la démonstration "repart en marche
arriére" Ce peut8tre intéressant pour rectifier les imperfections de la

fonction d'évaluation,

Exemples en n'évaluant que sur les feuilles les plus profondes

\ 22,°
/ \ 7\ \“‘\
2 A V4 \\ o,
/’1‘/\ 2%/ /(\ 24 )y h 25
t \ ‘ \\ \ /\ N
| ¢\ \

N

!

H \\ . ‘ \\
14 43 14 ;m /\ | )\23 \\1
/ WA
/ Do \

MIND 2

MING 2

Fig, 10
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Ce phénoméne s'est produit trés rarement et on n'a pas prévu de
dispositif pour 1'éviter, Il semble suffisant de mémoriser quelques formules
intermédiairespour voir si elles réapparaissent de facon cyclique, De toute
fagon, il serait possible de concevoir des dispositifs permettant d'éliminer
les bouclages, On pourrait par exemple imposer que la distance minimum
obtenue entre MING et MIND soit strictement décroissante d'un redémarrage

au suivant ,

Cas _pouvant rectifier une imp_erfection de la fonction d%valuation

W T Rt e UG G W T DR G g S S N S W PO P S e e e it 3. W NS G YIS WS W W MR G w w M M G e AN e e W e U e G

Fig, 11

La preuve est constituée par la suite,

MING

G 3— ¢ 16——8 15 MIND

o B 31—26—23—2D

Nous avons succés grice au retour arridre de 16 en § permettant
de rattrapper 15 qui aurait pu &tre choisi comme MING si la fonction d'éva-
luation avait été plus perfectionnée, On ne doit pas &tre trop surpris de ce
phénoméne quand on sait combien il est délicat de bien régler une fonction
d'évaluation , On peut d'ailleurs remarquer que la encore nous sommes assez
proche du comportement de 1'humain qui ne trouve pas toujours du premier

LR )



coup la ligne la plus directe d'une démonstration, La premiére évaluation
n'est pas toujours la bonne, L'essentiel est sans doute de se permettre des

retours en arriére,

6) Le nombre de tels redémarrages est en principe illimité tant
que la liaison entre membre gauche et membre droit n'est pas établie, Pour
éviter les cyclages dans le programme nous avons limité atrois le nombre
de redémarages permis dans chaque membre et nous concluons a 1'échec  si

au bout de ce délai la preuve n'est pas achevée,

Composition de la fonction d'évaluation de distance entre deux formules
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1) Comgexité d'une formule

Avant de définir la distance entre deux fo rmules, nous allons
définir la notion de complexité d'une formule, Le probléme est de savoir quels
sont les éléments qui interviennent au moment ot 1'on apprécie la complexité
d'une expression, Qu'est-ce qui peut nous faire dire que l'expression
X + ¥y est moins complexe que sin2 z + 2y cos x au seul vu de 1'expression
(indépendemment de tout contaxte) ? On peut se rendre compte que les éléments

suivant interviennent :

- nombre de symboles qui interviennent dans 1'écriture (c'est &
dire la longueur de la formule),
- la profondeur de parenthésage, 11 semble que pus les paren-
théses sont imbriquées, plus la formule est compliquée ( par exemple :
sin () + sin () + sin (2) semble plus simple que sin (x + sin(y + sin (2) ) ).
~homogéneité de la formule? J'entends par la le nombre de connec-

tives différentes qui interviennent dans la formule,

(sin () + sin (y) + sin (2) peut paraftre plus simple que
sin X + cos y ¥tg z dans la mesure ol elle fait intervenir moins

de connectives différentes)

Dans notre programme nous avons utilisé la formule
compl = 3 , long + 4, parent + 3, Homog.

Certains critéres comme 1'apparition d'une loi pourraient intervenir

dans la mesure de la complexité; par exemple :
e
1+x4+ X2 + x3 + x4 + x~ estpag 8tre trés long mais c'est simple
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dés que 1l'on a reconnu la somme des termes d'une progression géométrique,

Nous n'avons pas utilisé de tels critéres,

2) Distance entre deux formules

B o B B s R M Bn e e Sm Ty = S o Su R e

- Pour que deux formules soient proches elles doivent d'abord
atre de complexité comparable {attention aux compensations par exemple
formules longues ayant peu de connectives différentes qui peuvent &tre de .
complexité comparable a des formules plus courtes faisant intervenir beaucoup
de connectives différentes), La condition semble nécessaire sinon suffi-
sante,

~ Le nombre de connectives identiques en téte des formules

intervient. {en notation polonaise bien siir),

fi + * #* X Y Z SINT [(x )z + sin (®) ]

fo + * ¥ ¥ Y ZUXSINT iy 2w, x + sin (© ]
f + X SIN T [x + sin @) |
f,+ ¥ XY SINT lxy) + sin@® ]

fy et f5 peuvent &tre considérées comme proches dans la mesure ol
d'entrée avec + * ¥ dans les deux formules on voit qu'il s'agit dans les

deux cas d'une somme dmt le premier terme est un double produit,

Par contre pour f3 et f 4 On voit juste d'entrée qu'il s'agit d'une
somme et que le premier terme n'est de]apﬁe méme nature,
- Comparaison des ensembles de connectives différentes, Soit
Cy (resp. Cz) 1'ensemble des connectives intervenant dans £ ( resp, fz) s la
distance sera d'autant plus grande que la différence symétrique (Cl A CZ)
sera'grosse", Je mesure ainsi le nombre de connectives qui sont dans f 1 et

pas dans f2 et réciproquement,
Exemple:
fS + * SINx COSy tg =z

fg + | 100G x EXP yRAC 2 doivent &tre considérécs

comme éloignées,
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Dans le programme nous avons introduit une bonification supplé~
mentaire afin d'écarter encore davantage deux formules qui n'ont pas la

connective principale identique,

Ceci a été fait pour essayer de retenir comme MING et MIND des
formules ayant m&me connective principale, ceci uniquement dans l'zepoir
de simplification du probléme au moment du redémarage. (ce point sera repris

ultérieurement),

La formule que nous avons utilisée est la suivante :

valeur absolue de la Nbre connectives
d (fl, fz) = 2 . (différence des complexités) - 7 , (identiques au départ)

+ 3. (card(Cl A C2)+e .

ou ie = 10 si la connective principale est distincte dans les
i deux formules
le = O sinon

EVALUATION DE L'ETAT D'AVANCEMENT DES CALCULS

Les critéres retenus jusqu'ici ne sont liés qu'a 1'aspect des formules
indépendamment de tout contexte d'utlilisation. Or 1'évolution d'un calcul
est quelque chose de dynamique, Dans la mesure ol nous avons toujours
l'espoir que le calcul aboutisse rapidement, il semble intéressant dans notre
problédme de repartir de formules sur lesquelles "les calculs sont les plus
avancés", (Ce qui revient & ne pas se contenter de la distance "a vol d'oiseau™
entre les deux formules mais & essayer d'évaluer le chemin qui est a par-

courir),

Le probléme est donc de savoir quels sont les critéres qui peuvent
nous permettre de remarquer les formules dans lesquelles les calculs sont
bien avancés, Ces critéres dependent du contexte (ici le but & atteindre et

les régles dont on dispose).

Pour ce qui est du but & atteindre, il est différent dans chaque pro-
bleéme et il semble difficile d'atteindre des résultats généraux intéressants,
Remarquons cependant que dans 1'évaluation de distance entre deux formules,
faire intervenir le nombre de connectives identiques en téte de formule reléve
de cette idée, Si les deux formules n'ont pas mé&me connective principale dans

1'une des deux les calculs ne sont pas trés avancés (puisque les calculs
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nécessaires pour amener la "bonne " connective en téte n'ont pas été faits),

Pour ce qui est de 1'avancement des calculs relativement & un jeu
de régles données le probléme semble plus simple,
Exemple 1 - Critére des régles privilégides

. - I R R R R

Dans notre probléme sur la récurrence une heuristique intéressante
consiste a appliquer 1'hypothsée de récurrence (H R) le plus t8t possible

(généralement elle ne sert qu'une fois, Mais elle sert toujours),

Au moment du redémarrage, toutes les feuilles qui ont été obtenues en

utilisant H R & un moment ou a l'autre pourront &tre considérées comme ayant

des calculs plus avancés que les autres,

1
AR N
2 . e } L-P ™~ 5
s/ fJ \\‘
#F A
/// flf ?"f\ r'l \"l \\
o i b N
ﬁR/ | / \\ / \
) '._/ f ’ \ f \ Y
57 g¢ Ty 8/ N o10. 11 12
A 8 s 19
/| //\ W\ |\
/ \ / | \ \ / \\
.ff \ / \“ \‘\ /’ \
/ | / oA \ / \

13 14 15 16 17 18 19 20 21
Fig 12

Les formules 20, 21, 22, 11, 12 pourront &tre considérées comme

ayant des calculs moins avancés que celles qui sont en 13,.,, 19,

Ce critére peut- 8tre utilisé chaque fois qu'interviennent dans le
probléme des régles privilégiées, C'est ainsi pour les problémes sur les
relations de récurrences ou nous avons entre autre, les ragles privilégides
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et ou il faut alors prouver que Vn Jn = %)
Considérons le systéme suivant
R1:=24+U 4+ VW4+ +UVW [ULVWUY) + W ]

N . - W AN
Régles R2 : =+ / UV /| W V / +U=;IV[I—%[—+ e U’{,"J

R3: =4+ UV + VU (U+Vv=VvsU]

i

Théoréme & démontrer

=+/ AD+/ BD/CD/++ ABCD

[% + (—% + % ) -_~(——T——~AfB+C) ]

Posons & 9 le seuil d'arrét de développement de 1'arborescence ,
on obtient

"//\+/AD+/BD/ /++ABCZ'
/// - r=2/5 r= 1
R1 R3 / "
lf RB\‘\
(
/i' \4
2 ﬁdAD/BD/CD 3 /\+\+/BD/CD/AD JAD/CD/BD
/N r=3/5 | r=3/5 r=2/5
/ \ ‘\\ / ‘\\
Rz/ \ / .
| RS\ \R\s R2 / R3
3 {
\ \, /
+/+ABD/CD  mp/AD/CD
r=3/4 r-3/5
JCDe/aD/ ’ 7
+/CD+/AD/BD
” +/+BCD/AD ++ [CD/BD/AD
r«2/5 r = 3/4
Coeh r = 3/5

Fig, 13

LR
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(Quelles sont alors les formules dans lesquelles les calculs sont les plus

avaricéds ?)

Si nous examinons le contexte régle, nous voyons que R 1 et R 2
sont des régles qui raménent les connectives vers le début de la formule,
La régle R 3 est neutre quant i ce critére, Dans 1é probléme posé, le
membre gauche a des. connectives un peu partout, Le membre droit a toutes

ses connectives en t8te de formule,

Dans ce contexte nous pouvons définir pour chaque formule un rappdtt

= nb, de connectives en t&te de formule

nb. total de connectives

I1 est alors possible de considérer que le calcul sera d'autant plus
avancé que r sera proche de 1'unité, (Pour le membre droit en effet, r vaut 1).

Sur la figure 13, 4 chaque noeud r est inscrit, Si 1'on demande
quelle est la formule de 1'arborescence qui est la plus pr2s de D nous avons
quelques ennuis car les formules ne se ressemblent pas encore beaucoup,
(la connective principale de D n'est jamais connective principale dans les
formules de gauche) . Si on fait confiance au coefficient r pour mesurer
l'avancement du travail, il ne reste que le choix entre 5 et § qui sont les
formules qui semblent conduire le plus rapidement & la solution(de 5 c'est

immédiat),

+ [ + ABC/CD

(1

R2

l

/ + + ABCD

Remarque :

=mEmTrmamesorey

Il est certain que pour cet exemple un seuil d'arrédt un peu plus
grand aurait permis de résoudre directement le probléme mais n'oublions
pas que le but est toujours d'essayer de dégager des méthodes valables
pour un espace de travail disponible limité, (si grand soit-il ! )
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D'autres critéres semblent possibles, Par exemple, dans un systéme
ol il y a beaucoup de régles simplifiantes, on pourrait considérer que les
calculs sur une formule sont d'autant plus avancés que le nombre de simpli-

fications immédiatement réalisables est réduit,
Il serait intéressant de donner au programme la possibilité de trouver

lui-m&me les critéres a utiliser dans le contexte du probléme qu'on lui pose,

Il y a peut-&tre la ure voie intéressante de recherche,

IIT - Amélioration du probléme posé

Dans le programme permettant la vérification d'égalités par récurrer.c.
nous sommes souvent amenés a poser des problémes ou sous problémes au

Prouveur, Il y a deux problémes principaux| vérifier Gn = Dn
o} o

vérifier Gn+1 = Dn+1 si Gn=Dn

est vraie
Les sous problémes sont ceux qui sont posés & chaque redémarrage

(au sens ol nous 1'avons vu au paragraphe précédent),

Les problémes qui sont ainsi présentés au prouveur ne sont pas for-
cément toujours posés de la fagon la plus simple( ou la mieux adaptée au
?
traitement), Ceci est surtout valable pour les sous problémes MING % MIND

posés aux redémarrages ,

Ainsi, aprés développement de G et D si le programme estime que

les deux formules les plus proches sont :
@+D? (a + D2

MING :
sin2 X + cos2 y
MIND (22 + 30+ 22

. 2 2
sin” x + cos”y
il est souhaitable qu'il pense & faire disparaftre le dénominateur commun

pour s'apercevoir qu'il lui suffit de montrer 1'égalité des numérateurs : Pour

cela, le programme dispose d'un certain nombre de productions simplificatric- -
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e A e oy v o Sy -

MP=+ UV + UWaV ¥ [UsV2UsW=VEI W]

]

WMP=/Uv/uvw-vw 21U o vy
VW

: w y ? W ? u

MP=/UV/WV-UW [gig =0 w)]

MP=1OGU LOGV = UV [LocU? togv =ulv]

etc,..
Ces productiens ne s'appliquent que sur le probléeme dans son entier,
Elles sont essayées systématiquement dés qu'un probléme est posé, Leur

utilisation est trés pratique avec 1'algorithme d'unification,
Exemple : Si le probléme posé est

=/ *2N32 SIN-%T/, *N 2 2 SINS¥T"

\w
la 3e production s'applique M Pf /B = + W A
SIN* XK 2
- B N
¥+ N 12 + *N 22
=~
et 1'égalité qui reste & vérifier est = ¥+ N 12 + ¥N22

Ce type de simplification est évidemment trés intéressant,

D 11 limite la longueur des expressions que 1'on manipule

2) On n'est plus tenté de travailler sur les termes qui ont été simpli-
fiés, D'ol gain de temps, (On voit mal & quoi servirait de développer le
sin * X 2 de 1'exemple précédent),

3 Le fait de simplifier des termes peut faire disparaftre des connec-
tives qui nécessitent pour les manipuler un grand nombre de régles, Si ces
connectives disparaissent, il n'est plus nécessaire de prendre en compte
les régles pour les manipuler, D'ol un gain de temps appréciable puiqu'on
ne perd plus de temps & essayer des régles qui ne s'appliqueront jamais,

(Ce point sera repris en détail dans le paragraphe suivant consacré a la
sélection des régles), Ainsi dans 1'exemple précédent a priori on pouvait
avoir besoin de toute la trigonométrie et des manipulations de fraction, Aprés
application de la production seules les régles algébriques élémentaires
doivent suffire pour résoudre le probléme,
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C'est pour essayer de favoriser au maximum ce type de simplifica-
tions que dans la fonction d'évaluation de distance entre deux formules, nous
avons donné une bonification pour rapprocher deux formules ayant les

connectives principales identiques, (voir p, 49 ).

IV - Le sélecteur de régles

Une heuristique grossiére mais qui s'est avérée trés efficace dans le
programme réalisé consiste & ne pas prendre en compte les régles que 1'on

sait a priori &tre inutiles pour résoudre le probléme,

Le programme écrit est assez 3énéral pour traiter de problémes
relevant de tfigonométrie, ‘de dérivées, de logarifhmes,exp_onentielles et
de tout le calcul algébrique habituel, Pour résoudre un probléme particulier,
il est certain que si nulle part n'apparaft le symbole de dérivation c'est
per-dif'e son temps que de balayer chaque noeud avec les régles de dérivation,

De m@&me pour la trigonométrie etc, ..

Rappelons qu'avec 1'utilisation des productions simplificatrices,
une amélioration possible du probldme au moment d'un redémarrage peut
amener a revoir les régles & utiliser (en général & en supprimer), Le
sélecteur de régles doit donc &tre appelé aprés les essais d'amélioration du
probléme,

Le sélecteur que nous avons utilisé suppose que les rigles sont
classées par niveaux, Nous avons travaillé avec neuf niveaux de régles (

en moyenne 15 régles par niveaux),

- manipulation algébrique
- Puissances - racines

- LOG - EXPO,

« Trigonométrie

6-% n

7 - manipulation des fractions

O N L N

8 - dérivation
9 - régles privilégides (suites numériques par exemple)
10 - Hypothése de récurrence

Le niveau 1 est réservé pour les productions simplificatrices
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Pour résoudre un probléme donné, on commence par extraire les
différentes connectives qui figurent dans 1'égalité & démontrer et on ne
prend en compte que les niveaux de régles nécessaires pour manipuler ces
différentes connectives, Le dernier niveau (hypothése de récurrence) a un
traitement particulier : un indicateur spécial indique au moment de la sélection

s'il doit &tre pris ou pas,

- o2

ER (D)
. Pour montrer que 3 i =-———m————i

i=1 2
11 suffit des niveaux 2, 6, 7, (10)
n
. Pour montrer que . xe® =(x +n)e*
P!

11 suffit de 2, 4, 8, (10)

Dans le programme, on utilise un tableau de choix quidonne le

niveau a prendre en présence d'une connective donnée, Ici nous aurions :

+ - * -—- [ PUI RAC SIG PRD SIN COS TG COT LOG EXP DER

222 2 7 3 3 6 6 5 5 5 § 4 4 &

Les niveaux attribués 4 chaque groupe de régles on été choisi de
facon a ce que les régles jugées les plus efficaces se trouvent & &tre em-
ployées les premiéres, Pour cela, nous faisons un tri par ordre décroissant
sur les niveaux, une fois que ceux-ci ont été déterminés, Ainsi, la ragle
de récurrence sera toujours la premidre essayée * Dans un probldme de
dérivation, on cherchera toujours a dériver avant de faire de la manipulation

algébrique ete,,.

V - Introduction de régles conditionnelles

Dans la pratique, les régles que nous avons & utiliser ne sont
pas toujours aussi simplesque celles que nous avons vues jusqu'a present

Trés souvent une régle ne s'applique que si certaines conditions sont rmn-

plies, Conditions pouvant porter en particulier sur les éléments mampulee

par la régle,



Exem_ples g

- o -

-\/ 4 =usiv>0
2 ..
u" = siu<O

Sinous n'assortissons pas la régle de sa condition, nous pouvons
arriver a des résultats faux uniquement parce que l'unification se fait bien
mais qu'elle n'est pas "légsale",

Exemples :

- . -y v -

1- T : DEF D ¥ sX [$— sinx]
DER pprw v (& U ]

O [ © ]

>

B

Finalement on trouve O comme dérivée de sinx ce qui est bien slr
. du . _y
faux, Remarquons qu'avec la régle —— = O dans le systéme, on trouverait
. - dx
que toute fonction a une dérivée nulle;

2- T

Bac” PUT .- 3 2 V(3?2 ]
A ope por e VR

B : & [ U ]
---3

On trouve que V (-3)2 = -3 résultat faux évidemment , Le probléme
est donc de faire intervenir une condition capable de faire refuser un résul-
tat fourni par une unification qui a réussi, Cela revient a introduire dans 1'uni-
fication L «¥ . une cause
d'échec supplémentaire (li ée cette fois ci au probléme traité et non due au

mécanisme reva au début de ce travail), Pour résoudre ce probléme, la métho-
de suivante donne de bons résultats,

Nous adoptons des régles ayant la structure suivante en polonaise :

:= U SI Cond ALORS V

(on paut lire : Si (cond) est vraie alors U se rééerit V)

>ep




Dans cette notation :
= est une connective binaire (symbole de réécriture)
U est le membre gauche,
51 est une connective binaire qui relie la condition au secohd
membre,
Cond est la condition
ALORE est considéré comme connective unaire, Il n'est intro-
duit que pour rappeler le "bon schéma" 51 ,,. ALORE ...
V est le membre droit de la réécriture,

Fonctionnement d'une telle régdle

Pour utiliser une telle régle, on utilise 1'unification classiquéi En
cas de succeés de 1'unification, on examine la condition ¢ si elle a 1a valeur
vraie, alors V modifié est pris comme résultat, Si elle est fausse, on consi-
dére qu'il y a eu échec et on ne retient pas le résultat,

- e o e e v

regle := RAC PUL U 2 51< U O ALORS --- U
expression RAC PUI ---3 2

1'unification se fait avec le schéma,

T : BaC ol .3 2
B : SI <. 0 ALORS ---.%"
sr=d 2az 8

L'unification réussit bien,

La présence du SI comme premiére connective dans le résultat (B)
indique qu'il y a une condition (ici : < --- 3 0), L'examen de la condition
(ici : - 3 inférieur & 0) répond que la condition est satisfaite, Le résultat

est donc le terme qui suit ALORS (& savoir «ew -~- 3) .

5i avec la m@me ra2gle nous avions unifié avec RAC PUI 5 2

nous aurions obtenu dans B
SI < 5 0 ALORS --- 5
La condition ( 5 < 0 ) n'étant pas satisfaite, le résultat --- 5 aurait été

rejeté,



Remarques :

P L TS

1 - L'unification se comporte trés bien dans ce cas {méfe si

la condition porte sur des éléments internes & la ragle ot & 1 'expression ),
2 -~ L'unification doit &tre faite avant 1'examen de la condition,

3 - L'intérat de mettre le SI comme premiére connective du
membre gauche est que 1'on s'apergoit trés vite s'il y » lieu de valider ou pas
I'unification qui vient de réussir, (toutes les régles du systéme ne sont pas
conditionnelles). La présentation adoptée est en cela préférable a celle

théoriquement équivalente

+= U V 851 Cond

B e T i o o e oy o e ok S S B S e e o ey e e

Un probléme important reste ; c'est1'évaluation de la condition,
Cette condition peut &tre représentée par n'importe quelle expression logique,
Une expression logique peut &tre formée de propositions de base mais
aussi de disjonction, conjonction ou négation de propositions de base,

1l faut entendre par proposition de base une proposition qui nécessite

un calcul approprié pour connaftre sa valeur de vérité,

.
i
Py

s

emples Proposition de base

- . - N ek = o - e T mn e G . . e - -

1- VU X U (valeur "vrai " si variable X est présente dans

terme V)
2- CST U (valeur "vrai " si U est une constante)
3- VAR U (valeur "vrai " si U est une variable)
4L- < XY (valeur "vrai " si X inférieur a Y)
expressions logiques
5-NON VU X U (vrai si X n'apparait pas dans U )

6- ET ET CST3 CST Y <3 Y
(vrai si 3 ety sont des constantes et si 3. est
inférieur a Y),
D'une fagon générale, cette expressionlogique peut &tre mise sous

forme d'une arborescence,




L'exemple 6 précédent donne

ET

ET

CST csT 3 v

P

Pour calculer la valeur de vérité de cette expression, il suffit de
calculer la valeur de chaque proposition de base, (chacune nécessite un
traitement approprié, mais elles sont en nombre faible en général), Ensuite

il suffit de faire un calcul logique,

L'arborescence précédente donne successivement :
ET

//}?;\ FAUX
£ g FAUX <
VRAI FAUX 3 y 3

y

Dans le cas ou l'expression ne peut pas &tre évaluée pour une raison
ou pour une autre, en lui attribuant la valeur FAUX d'office, nous évitons
1'introduction d'expressions erronées, Il se peut que nous écartions une

formule vraie, Cela ne nous est jamais arrivé,

- . o

Le calcul de 1'expression logique ( e.l,) pourrait se faire en rappe-

lant le prouveur dans lequel nous sommes,

En effet, trouver que e,l, vaut vrai (resp. faux) peut se ramener &
démontrer que e, 1, = VRAI (resp. FAUX) Pour cela, nous pourrions utilise:"

une fois les propositions de base évaluées, des régles comme :
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= ET FAUX U FAUX
= ou VEAI U VRAI
= NON VRAI FAUX

= NON NON U U

efC, ..

Le processus serait alors le suivant : Pour évaluer e,l, a priori,

?
se poser le probléme el = VRAI

S'il y a succeés, attribuer VRAL 2 el .,

?
sinon se poser el = FAUX

S'il y a succés attribuer FAUX a e,1,

Sinon attribuer FAUX (avec la convention faite précédemment,
C'est a dire qu'on attribue la valeur FAUX sauf si on peut démontrer que
e. I,= VRAI, Cette méthode serait sans doute rapide, Nous ne l'avons pas
utilisée a cause de l'aspect récursif qu'elle introduit dans le programme,

(Nous aurions en effet & rappeler le prouveur de 1'intérieur de lui-méme),

P e k. T

Régle = DER IND 1 X U SI NON VU X U ALORS O
Expression a dériver DER IND 1 X *¥ Y Z
(IND indices de dérivation : ici dérivée premiére par rapport & X),

1 - L'unification donne

DER IND & % % Y Z
DER IND + % ¥

S NON VU X ¥ ALORS 0
EREA

2 - Analyse de la condition
NON

l NON VRAI
vy — | —

/\% FAUX

3 -~ Résultat O
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Remarqﬁu_ Salt

- g

Si on remplace Y par X dans l'exemple, la condition devient
NOCN

U NON FAUX
e \ s )
.4 . VRAIL

X zZ

Le résultat est alors écarté, Tout ce passe comme si l'unification

avait échouéd,

Intérét de ces régles en Intelligence artificielle

L'essentiel de 1'outillage en Intelligence artificielle est constituée
par les heuristiques, Certains travaux de “Waterman [II - 12 ont essayés de
formaliser ce travail avec les heuristiques, En particulier il est intéressant

de représenter les heuristiques comme des régles,

En effet, si un programme travaille avec des heuristiques formalisées
ainsi, il est trés facile de changer ces heuristiques, d'en ajouter, d'en
supprimer etc,, Puisqu'elles ne sont pas "intégrées dans le programme mais
qu'elles apparaissent comme des données, (Le but de Waterman était &
partir de mécanisme d'aprentissage, de faire découvrir au programme les

heuristiques dont il peut avoir besoin),

Si nous examinons ces '"régles heuristiques' nous nous apercevons
=]
u'elles sont presque toujours conditionnelles au sens ou nous l'avons vu
p

précédemment,

Exemples

1 - Si nousvoulons manipuler le bindme de Newton
Ga+D*=a"+ Ci a%1p + oot B

il est facile de dire que les coefficients sont donnés par le triangle de

)1 000

Pascal mais est-il raisonnable de développer (a + b ? Ce développement

ne se fera que sous condition : On peut alors voir que la régle conditionnelle

(a+B)"=a"+ Ci a1y . , wes + b sin <5 représente 1'heuristique



"ne faire ce développement que sin n'est pas trop grand, autrement

chercher autre chose ".

Nous sommes la dans le cas d'une régle qui n'est pas expansive au
sens ol elle n'améne pas un espace de recherche infini, La régle brute ne
serait dangereuse que parce qu'elle peut faire déborder tout 1'eéspace de
travail avec une seule expression (qui n'aménerat probablement rien de trés
intéressant pour le probléme),

2 -~ Ce deuxiéme exemple va montrer comment on peut manipuler des
régles expansives avec ce type de condition et limiter 1'expansion de 1'arbo-
rescence, C'est un cas ol la régle contient dans sa condition une heuristique

permettant une manipulation correcte,

La régle s'éerit
= PUL UV SI VU PUI U -V 1TOU ALORS *PULU -V1U

V-1

(Elle signifie que Uv eut se réécrire U . U sile terme I'JV"1 apparaft
P PP

déja dans 1'expression que 1'on manipule {le symbole TOU indique qu'il
faut examiner toute 1l'expression et ne pas se limiter a ce qui est dans le

champ d'application de la ragle)).

- mn ms o v -

Soit & montrer J

- *|[PUL+N1f 2 PUL+N22 +%PUL+N1 2PUIN2*PUL+N13|4

[n + 1)2 (n+ 2)? ? ( + 1)2 i n® +(n 3 AN

La régle précédente ne s'applique qu'en 24 mais cela permet d'amé-

liorer beaucoup le probléme,
En effet, nous avons & unifier :
ut: gl e

SI VU PUIL B~ -%1 TOUALORS *PUI.¥ -V1 -
+N1 3 +N1 3 +N1

LA 4
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La condition 4 examiner est
VU

PUI/\

K

N 1

TCU

La procédure de recherche de terme trouve effectivement ce terme en
3 et 15, La condition étant vraie, le terme commencant en 24 est remplacé
par ¥ PUI + N1 2 4+ N1, Le terme * PUI + N 12 se met ensuite bien en

facteur dans le second membre,

Nous avons la une fagon de manipuler les régles expansives qui
differe sensiblement de celle utilisée par L, Siklossy , Ici, la stratégie de
limitation de 1'expansion est implicite dans la condition de la régle, Ell e est
facilement modifiable, Chez Siklossy, la stratégie est interne au programme
et indépendante des problémes, (On utilise uniquement des termes atomiques

figurant dans 1'expression a la premidre passe etc.,..).
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PROBLEMES LIES A LA MANIPULATION DE CHAINES DE SYMBOLES

- Simplification

- Normalisation




ntroduction

e o o o

Dans un programme tel que celui que nous avons écrit, nous manipu-~
lons essentiellement des chafnes de caractéres, Les objets en présence sont
essenticllement repérés par leur adresse dans une table indépendamment de
la valeur qu'ils représentent, Seule la nature (constante, variable, connec-
tive) de 1'objet peut intervenir,

Une certain nombre de problémes se posent dans la manipulation
des expressions algébriques : Il s'agit d'une part du choix d'une politique
de simplification, d'autre part d'une manipulation correcte de 1'associativité

et de la commutativité des opérations possédant ces propriétés,

1 - Simplification

Nous pouvons d'abord dire que le probléme des simplifications a été
particulidrement bien exposé par MOSES [V - 8] et repris par Laurent
(iv-¢1, Aussi, nous ne ferons que rappeler les traits essentiels de ce

probléme,

Pour définir ce que c'est qu'une simplification, nous pouvons dire
que c'est une manipulation qui , appliquée & une expression algébrique,
permet d'obtenir une nouvelle forme & partir de laquelle le calcul pourra

8tre effectué plus efficacement,

Le probléme vient du fait que la notion de simplicité pour une expres-
sion est directement liée au contexte dans lequel elle se place, Tout dépend
du but que 1'on poursuit, de l'utilisation que 1l'on veut faire de 1'expression

concernée,

Une expression peut paraftre simple dans un contexte et compliquée

dans un autre,

1 3 4
Par exemple x! peut paraftre plus simple que 74 x
12 3
e ah 41

pourtant, si nous nous intéressons au calcul d'une primitive de cette fraction
rationnelle, la deuxiéme forme est plus prometteuse de succés, En aucune
fagon, il n'y a intérét & "simplifier" la forme 2 pour la ramener & la forme 1

si c'est ce calcul que nous avons en vue.
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Par contre, un ceitain nombre de simplifications pourront &tre
faites de fagon systématique, Par exemple x ¥0, x *1, y+0,5-3,
etc pourront sans probléme en général &tre remplacé par leur forme simplifiée
O, x, ¥, 2, ... Cependant m&me de telles simplifications doivent &tre mani -
pulées avec prudence, Ainsi dans le probléme de la recurrence, 1'expression
x *1+ x%* n peut &tre transformée facilement en x *(1 +n) qui a 1'avan-
tage de faire appearaftre le terme ( n+1) qui peut &tre cherché, La simplifi-
cation x * 1 = x pourrait g2ner le programme (a moins de lui donner 1a
rédgle u+u *v:=u*(l+v),Ilest en effet impensable de mettre dans

notre systéme pour recréer le 1la régleu : = 1 ¥u , clle est expansive),

Nous voyons ainsi nettement qu'il y 2 un probléme de choix fondamen-
tal dans de tels systémes : Devons nous simplifier partout, nulle part de
fagon systématique, Il semble que des solutions intermédiaires puissent

&tre trouvédes,

iloses, a classé les différents systémes possibles en "radicaux",

"nouvelle gauche", "libéraux", "conservateurs", "catholiques",.

- Les systémes "radicaux" travaillent uniquement sur des expressions
mises sous forme canonique. La politique de simplification est donc trés
sévére : deux expressions équivalentes sont systématiquement ramenées a la

méme représentation,

- Les systemes "nouvelle gauche” permettent de prendre quelques li-
bertés par rapport a la représentation canonique, Il peut y avoir quelques
inconvénients dans les systémes radicaux (par exemple il est certainement
absurde de développer (x + 1)1000 sous forme normalisée de polyndme, Un

systéme nouvelle gauche peut admettre de ne pas faire ce développement,

- Les systémes "libéraux" se rapprochent plus du comportement
humain, les simplifications se font de fagcon locale dans 1'expression, Le
méme terme peut &tre modifié d'une facon a un endroit et d'une autre ailleurs,
La fagon de procéder est beaucoup plus naturelle mais 1'efficacité est ré-
duite , Ce sont des systdmes généralement plus cofiteux en espace mémoire et

en temps,

- Les systémes "conservateurs" partent du principe qu'aucune
simplification “évidente" comme O ¥ x = 0, 1 ¥ x = x ne doit 8tre faite de

fagon aveugle, sans examiner le contexte. Ces simplifications peuvent
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détruire une information utile emp&chant par exemple de reconnaftre un

"pattern” (par exemple o i d.

- Les systémes "catholiques" utilisent plusieurs types de repré-
sentations et plusieurs approches au probléme de simplification, Par exemple,
certains calculs seront effectuds avec une politique libérale alors que d'autres
seront effectués de maniére radicale sur des formes canoniques, Ces systémes
prétendent associer le naturel des systémes libéraux a 1l'efficacité des systémec

radicaux,

Le programme que nous avons écrit peut &tre classé dans les systémes
"catholiques", Il utilise un certain nombre de techniques radicales, Tous les
calculs de constantes sont effectués (ainsi 12 est systématiquement rempla-
cé par 1 etc,.,). Lorsque l'expression G ou D de 1'égalité a vérifier est un
polyndme, clle est systématiquement normalisée (et on s'interdit tout redéve-
loppement de cette forme normalisée), Par contre, les polyndmes internes a
un terme ne sont pas normalisés, Pour le reste, les simplifications se font
en suivant une politique "libérale" (par exemple , les 1 *x, 0 + U etc,.,
peuvent &tre simplifiés ou gardés, En fait, dans ce cas’ la, les deux formules
(1'une sans la simplification, 1'autre avec la simplification faite) sont conser-

vées dans 1'arborescence,

II - Normalisation

1 - Nous avons utilisé des formes canoniques pour représenter les
polyndmes,. En fait, la forme normale n'a été imposée que lorsque tout un
membre de 1'égalité & vérifier est un polyndme. Les polyndmes internes a
un terme n'ont pas été ramenés a leur forme canonique,

n

Par ' exemple : Pour vérifier que ¥ 2i=n (n+1) , le programme
i=1

pour le passage n = n + 1 doit vérifier que

n+l
2i = (n +1) ((0+D) +D

i

i=1

11 commence par normaliser le polynSme du second membre et se pose

le probleme el

w21 Z n2+3n+2
i=1



70

I1 est inutile de normaliser le polyndme 2 i

Forme canonique choisie

O mn . e e a e ot e me .

En polonaise préfixée, pour le polyndme

n n-1 n-2
a X +aq X + a9 X toee ey 11X+ a,

nous avons choisi la forme générale

A +% PUL X N a, * PULX -N1 B1ees *PUIXlanwl*PUl XOa,

n signes +

C'est un terme (ausens habituel ) et cela permet de rester cohérent avec les

représentations en listes,

Il pourrait &tre intéressant de représenter un polyndme par la donnée
de son degré, son indéterminée, et le vecteur de ses coefficients, Cela
oblige & introduire dans le programme des objets de nature nouvelle (il y
aurait les polyndmes comme il y a les constantes, les variables, les
connectives), En fait, nous avons utilisé ces formes canoniques uniquement
pour faire des comparaisons. Nous n'avons pas eu besoin des algorithmes
habituels de manipulation (somme, produit etc.,.) de polyndmes. Aussi ,i la

représentation choisie a été suffisante,

2 - Normalisation des sommes et produits

T SN T T T T T S T S T o s e e s s e

Dans un programme tel que celui que nous avons écrit un probléme
important est soulevé par les opérations associatives et commutatives, 11

n'est en effet pas possible de prendre en compte toutes les formules qui se

déduisent 1'une de 1'autre par application de 1'une de ces ragles.

A titre de curiosité examinons combien de formules équivalentes nous
pouvons produire a partir d'une formule contenant n fois une connective ayant

ces propriétés (cette connective étant la seule dans 1'expression),

- En ne tenant compte que de la commutativité

T e mn e am o em G e e e s e e Gt e e e M e e o w4 e . e W . o —

Soit C(n) le nombre cherché, Notons . la connective

pour n = 1 nous obtenons 2 formules [a.b et b, al

il

pour n = 2 nous obtenons 4 formules [(a.b).c, (b.ad.c, c.(a.b),c.(b.a)]

]

par récurrence si Cto) = 2" avec (n+1) connectives nous pouvons

fabriquer (formulesou figure v, x et x, (formules o figure)
n fois la connective n fois la connective
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. ~ n+l
soit Cn+1 =2 . C) = 2

" n
finalement Vne N "C(n) = 2

_—_-———-——-p———-.......,-—-..—.-*...-—-_—.---——-—-

Soit A (n) le nombre cherché, Notons , la connective
pour n = 2 nous obtenons [(a.b),c , a,(b,c) ] soit A (2) = 2

pour n = 3 (abc).d (a.B).(c. D a.(bc.d

2formules 1 formule 2formules soit A(3) = =
pour n = 4 (abcd,e  (abc).(de) (ab),(cde) (a.(bcde)
8 formules 2 formules 2 formules 5 formules

On peut voir facilement qu'en posant par convention A(0) =1 , A(D-=1,

nous avons

M = %D Mo A A et o A
¢'est a dire que le nombre A, - de formules que 1'on peut former avec (n+1)
() p

variables et n fois une connective associativs est donné par

Ao)

n
A..(n) = ifl A (n-i) 3 An(l —1)

- En tenant compte de l'associativité et de la commutativité

- e ot e o o M e e W e S e oW e e e el G S e G Ew e e e WY e e o Sy M em e  ae e B S e

Soit C A (n) le nombre cherché

Pour chaque combinaison de parenthéses, nous pouvons faire toutes
les combinaisons de commutativité (qui correspondent & toutes les fagcons
dont on peut changer 1l'ordre des lettres sans toucher aux parenthéses et

points).
C A_(n) = C(n). A (n)

Soit CA M - 2M.(F A-D.AGD)
i=1

Une tabulation pour les premiéres valeurs de n montre immédiatement

1'ampleur du probléme :
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n | Ctw ! Ay | CA
!

1 2 1 2

2 4 | 2 8

3 8 5 40

4 16 14 224

5 32 42 1344

5 64 132 8448

7 128 429 54912

v e o m e an e e M et R e wm e B e A e e e e e Se e T e e G A T

difficile, A titre d'exemple considérons le polyndme de degré 3 sous forme

normalisée :
Soit P= +4++ *PUIX3A*PUILX2B *PUIX1C*PULXO D

Si nous tenons compte de la commutativité de * , nous pouvons
fabriquer 24 formules; Avec la commutativité de + nous pouvons introduire
23 formules, Ceci améne 24 x 23 = 27 = 120 formules uniquement & cause des

commutativités,

L'associativité de * n'introduit pas de formules supplémentaires, les
produits étant isolés un a un dans chaque terme de la somme par contre
1'associativité de + permet a partir de chacune des formules précédentes d'en
fabriquer 5 équivalentes : Ce qui fait qu'en tenant compte de 1'associativité
et de la commutativité, on peut fabriquer 5 ¥ 128 (= 640) formules équiva-

lentes mais d'écriture différente & partir de cette seule formule,

Pour remédier & ces problémes de croissance des arborescences ,
nous avons adopté une normalisation partielle des produits et des sommes,
Nous avons utilisé pour cela un systdme de hash-code (nous noterons ,

pour une opération +-ou ¥ indistinctement),

Soit le terme , ty ty . La technique consiste a définir un code pour
chacun des termes ty et t, et a ne conserver que la formule pour laquelle le
premier terme est celui qui a le code le plus élevd, Ainsi , t] ty est systé-

matiquement ramené & . t, t; si code (tz ) > code (tl J.

Définition du code d'un terme

e R e e e e vua—

Les symboles sont représentés en machine sous forme numérique :

> "
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Les connectives par (100 * ORD + AD) o ORD est 1'srdre de la connective
(1 pour les connectives unaires, 2 pour les connectives binaires) et AD
l'adresse dans la table des connectives. Les constantes (resp. variables)

par leur adresse dans la table des constantes (resp, variables),

Les variables et constantes ont toujours un code inférieur & 100,

Pour les connectives, il est toujours supérieur & 100,

Nous avons adopté les conventions suivantes : pour un symbole, le
code est la valeur numérique représentant le symbole dans la chafhe., Pour

un terme, le code est la somme des codes de chacun de ses symboles,

Nous avons ainsi une fagon trés simple et trés rapide pour trouver
le code d'un terme. Dans une représentation en liste de 1'expression, il y
a au plus a changer les pointeurs de . vers tj et ty pour obtenir la forme
normale, Il est donc trés aisé de ramener ces expressions a leur forme
normale, Cette technique résoud pratiquement le cas de la commutativité, Le
seul cas qui reste en suspens est celui ol le code (tl). =m€gde (t2 ). Cela
peut se produire par des compensations dans les sommes d'adresses,

- par exemple .. xy . zt
- Six, y, z, t ont pour adresses respectives dans la table des
variables 4, 1, 3, 2 il pourra arriver que l'on conserve les formes équiva-

lentes ., xy .2zt et, , zt . xy puisque code (,xy) = code (, z 1),

Dans la pratique cela arrive tr2s rarement et ne nous a jamais géné,
Il faut bien se rendre compte que cette normalisation intervient & chaque
instant et qu'il faut que le dispositif reste le plus simple et le plus rapide

possible,

En ce qui concerne 1'associativité, le probldme est moins simple, I1
faut en effet pouvoir garder cette possibilité d'associativité pour isoler des
termes, les réarranger ., C'est elle qui prépare le travail & la distributivité

qui permet de  mettre les bons termes en facteur etc,,.

Une solution consisterait & utiliser des connectives "variaires"
(c'est & dire dont 1'ordre varie d'une utilisation & 1'autre) Par exemple +

ne serait pas toujours binaire, mais serait n - aire si elle porte sur n termes,



En notant +, cette connective n-aire, nous pourrions représenter

a+b+c par +q @ b ¢

sans se poser les problémes de parenthéses qui apparaissent si on consi-

dére + comme binaire , {(pour l'exemple précédent, cela donne ' en polonaise
préfixe les deux formes ++ ab c et + a + bc) , Avec un systdme de Hash-code
identique & ce qui a été fait pour la commutativité, il serait possible de classer
de fagon standard les termes a, b, ¢, Nous pourrions ainsi ne conserver

qu'un représentant de cette classe de formules équivalentes & 1'associativité

pres.

Cn peut remarquer que ce concept de connective variaire nous rappro-
cherait du comportement humain, En effet, pour a + b + ¢ on dit couramment
que c'est la somme de a, de b et de c et non pas que c'est la somme de a ot

de la somme de b et de ¢ ou autre formule analogue,

Nous n'avons pas utilisé ce dispositif, Il aurait en effet fallu le
prévoir dés le début de la programmation de 1'outillage de base, Ces connec-
tives nécéssitent des représentations adaptées et une reprogrammation
compléte serait nécessaire pour les introduire. (il faut en particulier
introduire avec chaque connective, une information supplémentaire : son ordre
alors qu'actuellement cet ordre est implicite, connu et fixe pour chaque
connective, Pour les représentations en liste des expressions, il faudrait

admettre des arborescences telles que chaque noeud puisse avoir n fils etc,,.)

Dans le programme que nous avons écrit, c'est en fait le dispositif
de hash-code mis en place pour la commutativité qui regle le probléme de
l'associativité (cela tient au fait que + et * sont & la fois commutatives et
associatives), En effet, si nous mettons toujours en premier le terme de
plus fort code (en jouant sur la commutativitd nous ramenons en téte les
connectives (qui ont toutes un code plus fort que les variables),

Par exemple si a, b, c sont des variables
-(a +b) + c comme a + (b+c) seront représentés par
++abc car code (4 ab) > code (¢)
- parcontre (a + b) #((c+a)+b) sera représenté par

+++acbh +ab
et 1'application d'une fois 1'associativité raménera & ++++ a c b a b, Avec

ce systéme nous ne gardons pas qu'un seul exemplaire des formules équiva-

L A J
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lentes & 1'asscciativité prés, mais nous limitons beaucoup le nombre de
formules pouvant &tre produit,

Remarque : L'avantage de ramener les connectives en début de formule
est 1ié a 1'unification, Une des causes d'échec lorsqu'on unifie une formule
avec le premier membre d'une régle est de trouver deux connectives diffé-
rentes a la méme place dans les deux expressions. Si une unification doit
échouer parce que la régle ne peut pas s'apgliquer, il y a intérét & cé que

cet échec se produise le plus t8t possible (de fagon i ne pas perdre de temps

a substituer des termes a des variables pour finalement échouer plus loin,

Cette fagon de traiter 1'associativité et la commutativité impose un
certain nombre de contraintes sur les régles que nous devons donner au
programme, En particulier nous sommes obligés de prévoir double régle

lorsqu'il y a une opération commutative.
Exemple : si nous voulons exprimer LA . W=
\A \
nous sommes obligésde donner pour cette régle les deux formes
*/UV W=/ U WYV

et
*W [UV =/ U WV

En effet, dans les formules ol nous pouvons appliquer cette ragle
certaines (celles ou code (/U V) > code (W) utiliseront la forme 1, les
autres utiliseront la forme 2,

XoZ

ainsi ;— .z lLreprésenté par */xyzlutilisera la forme 1 pour donner

par contre % .(a+b+c) [représenté par ¥ 44+ a b ¢ / x y J utilisera la forme

2 pour donmer £, (24Dt o) .

y

Cela améne une augmentation sensible du nombre de régles i intro-
duire (et & appliquer & chaque noeud), C'est un facteur de ralentissement du

programme,
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Les méthodes et techniques décrites dans les parties qui précédent
ont été mises en oeuvre dans un programme , Cette partie a pour but d'expo-
ser les caractéristiques principales de ce programme ainsi que ses résultats

et performances, Enfin, quelques améliorations possibles sont envisagées,

1 - CARACTERISTIOUES DU PROGRAMME

1 - Conditions matérielles de travail

Pour réaliser ce travail, nous avons pu avoir & notre disposition
l'ordinateur digital PDP 15/20 de 1a Faculté des sciences du Mans et le
CDC 3600 de 1'Institut de Programmation de Paris, Le PDP 15/20 ne disposant
que de 16 K mémoires de 1€ bits, il a juste été possible de tester avec lui
séparément toutes les procédures de service, L'assemblage du programme
s'est fait sur le CDC 3600 , Enfin, en septembre 1973, le programme a été
reconverti pour travailler sur le terminal du centre de calcul du Mans, Ce
terminal est connecté & 1'IBM 370-165 du CIRCE a4 Orsay. Les résultats et

performances donnés ici sont ceux obtenus sur 1'IBM 370-165,

Le programme a été écrit en FORTRAN, Il comporte 1450 instructions
Le FORTRAN utilisé est assez pauvre (c'est approximativement celui du
DIGITAL PDP 15) et n'utilise pas les possibilités intéressantes offertes par
les compilateurs disponibles au CIRCE, Le programma est compilé et exécu-
té avec le compilateur WATFIV, Ce compilateur permet de traiter facilement
les chaines de caractéres, Il est trés rapide & la compilation mais assez lent
en exécution, Il a 1'avantage de donner d'excellents diagnostics d'erreurs,
Aprés compilation, le code généré occupe 50 000 octets alors que les
tableaux occupent . 56 000 octets,

e N em e  a  w w dm me w . a——————

Pour .représenter les expressions arithmétiques, nous avons utilisé
soit la notation polonaise préfixée soit la représentation en listes, Tout ce
qui est unification se fait sous la forme préfixée, Les comparaisons de termes,
recherches de termes, substitutions etc.., se font sur les listes; A l'usage,
ce choix de deux types de représentations s'avére peu judicieux, Il semble en
effet que le programme perde un temps non négligeable & faire des changements

de représentation,
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Performances

N L T

On peut définir plusieurs critéres pour mesurer les parformances
d'un programme de ce type. On peut donner le temps nécessaire pour ré-
goudre un exercice, Nous ne disposons pas des temps de calculs sur chaque
exercice (WATFIV ne permettant pas 1'appel des fonctions horloges), Nous
pouvons définir un autre critére de mesure de performance : c'est 1'évalua-
tion du temps moyen pour un pas de démonstration, Un troisiéme critére ne

faisant pas appel 2 la notion de temps peut &tre intéressant : c'est le rapport

Nbre de pas de démonstration

Nbre de noeuds générés

A titre d'indication, ces critéres ont été évalués sur quelques
exemples (les temps sont évalués a partir du temps total de JOB, Il comprend

entre autre la lecture des 80 ragles)

n [rang 1 - lpas
- 52 =n(@D(~ 209 | 50 noeuds
e { rang n - & pas

n 2 o i
oy G2 op 2t -D (~255s) rang 1 - 1pas 54 4
i=1 3 rang n - & pas
n B .
- 3 @D? - 20D 2 (~ 409 [TP8 L 1DAS gy henas
i=1 3 rang n - 6 pas

i=1

i g i(i-l— 1Xi+ 2) » n.(n+ 1)(n+2)(n+ 3) (~ 211111)
= 4

 rang 1-1 pas .86 noeuds avant ler redémarrage

| rang n -9 pas &7 noeuds 22me redémarrage puis
= simplification

j=1 1 k=1 %121
rang n -7 pas

n n n
- Y (a.4b)=2% ap+ I by (~ 13 8) [ rang 1 - 3 pas 23 noeuds
[ rang 1 - 6 pas

n
N 5 xe® = xemde®  (~ 40 s)
o | rangn - 13 pas

70 ler démar-
rage

22 2ame "

e
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Ces performances du point de vue temps restent moyennes, Cela
s'explique par une trop grande économie au niveau de la programmation ini-
tiale. L'exiguité de la mémoire du PDP 15 et le cofit trés bas du temps de
cglcul sur cet appareil nous ont fait prévoir des sous programmes trés
nombreux s'éxécutant dans un minimum de place, Ainsi, pour les arbores-
cences (aussi bien de développement du probléme que dans les expressions
en listes) nous n'avons jamais gardé de pointeur pour remonter, mais nous
avons définit des fonctions pare, Ceci allonge évidemment les temps d'exé-
cution, Sur le plan de la méthode, les performances sont tout & fait acceptable,
Cn peut remarquer d'aprés ce qui précéde que le temps de calcul sont beaucoup
plus liés au volume d'arborescence developpé qu'a la profondeur des démons-
trations. En particulier, les temps s'allongent beaucoup lorsqu'il y a un
redémarrage dans la solution, Cela vient du fait qu'il faut examiner tous
les couples de noeuds de facon & déterminer le s noeuds les plus proches

au sens de la fonction d'dvaluation,

Composition du Programme

Graphe des appels des sous programmes
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Réle de chacun de ces programmes

RECUR

LIRREG
PRELIS
LIPOL
CONST

GROUPE
RESULT

PREUVE
IPERE

ECLAIR

PROUV

SELECT
NORMA

DISTTH
COMPL
LISPRE
NORPOL
SORTER

CALCON
CALCUL

MERE

Programme principal, appelle la lecture des régles et du théo-
réme a démontrer, Il génére la formule a vérifier au rang 1
puis au rang (n+1) et appelle PROUV, 11 appelle 1'édition des
résultats,

Lecture des régles, Zlles sont classées par niveaux
Transformation polonaise préfixée - listes,
Lecture d'une polonaise comme une chaine de caractéres

Algorithme qui fabrique en entrée la valeur d'un nombre lu comme

une chafhe de caractéres,

regroupement des caractéres pour les connectives qui s'dcri-
vent sur plus d'un caractére,

Edition des résultats : preuve s'il y a eu succds, Résultats
intermédiaires s'il y a eu échec,

Zxtraction de la preuve de 1'arborescence en cas de succas,

Fonction pire dans 1'arborescence développée i partir d'une
expression,

Sortie en clair sur le papier des chafhes codées, (la représen-
tation interne est entidrement numérique),

Prouveur, Méthode de Siklossy aménagée,

Sélecteur de ragles,
Normalisation des sommes et produits .

Fonction d'évaluation de distance entre deux formules.
Fonction d'évaluation de compléxité d'une formule .
Transformation liste = polonaise préfixée,
Normalisation des polyndmes & une indéterminde,

Sortie du terme commengant & un symbole donné dans une
polonaise préfixée,
Calculs sur les constantes,

Fonction permettant de remonter dans 1'arborescence d'une
expression représentée en liste ,

LA B
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EXADAN Exécute DAN : substitution d'un terme & un autre dans une liste,

remise en ordre des pointeurs,

COMPAR  Comparaison de deux expressions (en listes) .,

TROUV Permet de trouver un terme dans un expression .

AMELIO Amélioration du problime posé (application des productions
simplificatrices),

UNIF 1 Algorithine d'unification.

VALID Examine la validité du résultat de l'unification dans le cas des

rigles conditionnelles,
COPIE Recopie de termes,

CALLOG Calcul logique sur les conditions des régles conditionnelles,

Valeurs de certains parametres importants dans le programme

- Les listes ont été dimensionnées & 4 500 , Cela permet de stocker
1'équivalent de 200 formules de longueur moyenne 22 - 23 symboles,

- Les régles sont classées en "10 niveaux, chacun pouvant accueillir

au plus 25 r2gles,

- Le nombre total m aximum de noeuds d'arborescence de développe-
ment est fixé & 200, le développement de 1'arborescence du membre G est
plus poussé que celui du membre droite (D) , L'arborescence D a au plus un
nombre de noeuds égal au 1/3 du nombre de noeuds de 1'arborescence G .
Cette régle permet de développer au plus 150 noeuds pour G et 50 noeuds
pour D, En fait nous avons travaillé avec 80 noeuds pour G et 26 noeuds
pour D,Les arborescences ont donc toujours gardé une taille trés raison-

nable,

- Le nombre maximum de redémarrages a été fixé & 3, Sur la méthode
préconisée, il serait intéressant d'examiner la taille optimale pour qu'un
redémarrage soit profitable, Une étude systématique dans ce sens permettrait
sans doute de savoir si l'on a intérét & faire beaucoup de redémarrages avec
de petites arborescences ou 4 faire peu de redémarrages avec de grosses
arborescences. Nous sommes la amenés a faire un choix espace-temps
(dans la mesure od 1'arborescence est cofiteuse en espace et le redémarrage
couteux en temps (il faut déterminer les noeuds les plus proches)), C'est
aussi un choix combinatoire-heuristiques dans la mesure o le développement
arborescent est dans notre cas combinatoire et ol le redémarrage se fait




€3

sur des noeuds évalués essentiellement & partir d'heuristiques, I1 semble

qu'un compromis a été trouvé afin d'équilibrer ces différents parametres,

Formules effectivement vérifiées par le prosramme

Afin de se rendre compte de 1'efficacité de la méthode (en particulier
de la nécéssité de développer le membre droit) et de 1'intérét de la notion
de redémarrage, nous accompagnerons chaque formule de la structure de
la preuve fournie,

Notations

R

S indiquera une simplification du probléme par application d'une
production simplificatrice,

NP indiquera normalisation de polynéme,

n n sur l'arc indiquera le nombre de pas effectués entre deux redé-
marrages .

P. un gros point indique un démarrage ou un redémarrage (c'est la
téte d'une arborescence & un moment donné, Le nombre p écrit &
coté indique le nombre de noeuds de cette arborescence (quand
P =1, on l'ometira),

* Formule retrouvée dans 1'autre membre,

- -

80 ¢ 22 D indique que pour montrer que G = D le pro-
gramme a développé 80 noeuds a partir de G,

22 & partir de D, 1l a alors simplifié le pro-
bléme au moment du redémarrage, Il a normalisé
le membre gauche, puis le membre droite et il

a pu conclure a l'identité, La démonstration

fait alors 10 pas (en comptant pour 1 la norma-

b ¢ lisation d'un polyndme),

- Sauf précision supplémentaire sur les indices des sommes , nous

dcrirons n
Y pour I
i=1

s 8w
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-------- * Généralement, la vérification au rang 1 ne pose pas trop de
problémes aussi nous n'en donnerons les résultats que pour les cas ol la
preuve n'est pas immédiate,

G 20,
- Tt E 2 - 5 2
| s
kNP '“""_"’g* NP
5 [ L NP
INP
3. 52 -l-n? 60. G , D
4 I NP
INP
4.  $i2. n(n+61)(2n+1) 60+ o D
i s
NP . NP
5! WNP
NP
6- 241"3=n(2n —1) ‘ 60 G D
5 L NP
[xNP
- .2 n(n2 - 1)
7-  zit-i-= 3 60 G 20;1)
s 2
NP LNP
8- T 3+4G-D=n(n+1D(n+2)-36n 60, G T D
3 LNP
LNP
9. b i(i-i-l) . n(n+1)(n+2) 60,G 20, D
3 4 s 7
NP LNP




10 -

11 -

12 -

13 -

14 -

15 -

16 -

17 -

$¢2i -3 = nX2:n2 -1

5203 = 2nXn+1)?

£ (2i-1
3

5 (202 = n(n+1(2n41).2

23 nXnD)?
iT = ——
4

y2_ng2n-1)X2n+1)

s i (i+1)(i+2)_n(n+1)(n+2)(n+3)

Z1iG42)G+d) = n(n+ D +4)(n+5)

% 4 G345 =n(ns 1XnZe130452)+60n

80 D
;;G LNP
|
NP

80 G ’D
: L NP
NP
+*

80y G D

3 21
T - ——
| NP NP

80, G D
4 LN
LNP

80+ G 26, D
-
NP LNP

801G 26, D
3 1

80 26
4. S Y

NP LNP

80 .G +D

3 14

Y s 1

1} NP |NP
80

G ID
. | NP

NP

%

s 43



18 -

19 -

20 -

21 -

22 -

23 -

24 -

26 -

Z&iz'z a_].

Z( f &ij =-§ (Z a.)

T(a4b) =Za+ b

n n
Za+b.=2 a_.+2 b
LA A R T
n m
(Z ai)(’Z bj)=2(.§: ai bj)

]=1 ]=1

(Z aj).b =2 (g;.D)

(£ad)(T (s ]
ai (j=1 bj)= % (]El b].).ai

m m
(Zai)(z‘ b)==la .= b, ]
j=1 3 b1

T T
d _ xa)-xd- 2

A ax?

416G D
3[ ,
34
201 G 4y D
5[ z{
<%
3% .
191 G 41D
1 )
5
3%
9IG *D
’|
4,G 2 D
3 1[
419G 2 + D
31 11
~ L
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7. Lxap-xL 0
~ KA = K7 Ay 12 .G D
ax 6 1 }
* ¥
n n n
2.4 A+ .S ad_ B 11, G 6D
&P &t axt 3 ZJ
L *
& 4 4
29 - d——— (A(X) + B(X) pv——— A(X) +"""""B(x>
o Sg S ™ 63 G 63[D
* 3%
n
o. 4 X _ x rang 1 rang n
3 dxnxe (x 4n)e ° 21 G sp 60, G 20 D
6[’ § s
#
4
¥*
n : rang 1 rang n
3 S Ge M e =+ Asme ¥ 166G 29D 705 e
4’8 * 2,,{,._ =
4L 1
#*
rang 1 rang n
n
32- 26D = n ! 111G 24D Bch 4}1)
n 5 3
#* 3%
3
33- & (x =1y _ 0 rang 1 rang n
. ) 7 G D& 80bG *¥D
dx 2} 30.3
" 45 r

&

34'(‘11 = 3 A+ 2
=u =3(1+A)-1 81 1G 4D

=3u_+2 : '
(u'ﬂ.-!-l n 7 21

*

LR 2
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- ru = A
35- | ™1 cu - ABP] 5{@ 34} D
n+l~ “u 3 3
,\ o I
% %
rang :1 rang n
~
36 uy=3"UsM-l=uduy 142 2¢  Dgo G155 Dagg
1 8 E{ 5 {
‘NP | 5{,_5_31
NP
%
rang 1 rang n

-1
7wy AB By, E}P ;TZ
1
2l 6180
1 2l 4}

#* 4 #*

Tous ces exercices n'ont pas été traités avec exactement le m&me jeu
de régles, En effet notre programme, est capable de vérifier par récurrence
un certain nombre d'égalités que nous sommes obligés de lui donner comme
régle pour d'autres exercices, Pour établir une telle égalité, nous devions
enlever la régle correspondante sinon la preuve aurait été immédiate avec
une unification, Cette contrainte qui consiste & &tre obligé de fournir comme
régle ure formule que le programme sait vérifier par ailleurs ne doit pas
Eurprendre : Cela tient essentiellement au fait que le programme dispose de
deux dispositifs d'inférences parfaitement indépendants. D'une part dans
RECUR il dispose de la récurrence, d'autre part dans PROUV, il utilise
l'inférence par substitution,

Cette indépendance totale entre les deux modes d'inférence empéche
le programme de résoudre un certain nombre de probleémes,

2

Exemple : Soit & résoudre Z (13) N (Z i)
e i=1 i=1

- au rang lipas de probléme

- passage de n & (n+1)

HR (2 1DoCT D2
i=1 i=1

LI B
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n+l n+l
(z Hics 1?2
i=1 i i::l
2 3 4@eDd (2 i4meD)?
i=1 1=1 '\
| \
o
n n n
(s i) 4 sD)3 (2 1)% 4 2nsD) B i+ C@eD)?
i=1 i=1 i=1

aprés simplification le probléme prend la forme
0 n
@+D? Y 2.3 i+ (D)
i=1

Des productions de modification de la forme du probldme peuvent
2 ?
ramenera n o ? o4y

ri
i=1 2
mais ce probléme ne pourra pas &tre résolu par PROUV si on ne lui donne
pas justement comme régle g . n(nel)
i=1 2

Or, il n'est pas naturel de donner au programme des régles aussi particu-
lieres, Et pourtant le programme dans son entier sait rédsoudre ce probléme,
On pourrait penser qu'il est suffisant dansle cas ot PROUV échoue de ren-
voyer le probléme & RECUR, Dans 1'exemple ci-dessus, il est probable que
le programme pourrait alors aboutir, Ce renvoi vers RECUR en cas d'échec
de PROUV n'est cependant pas toujours souhaitable, En effet lorsque PROUV
échoue, c'est souvent parce que le probléme est compliqué et il est trés
probable que le probléme qui serait renvoyé & RECUR serait plus compliqué

encore que le probléme initial, On travaillerait alors sur le schéma suivant:
(en autorisant au plus 2 redémarrages).
/ P

D,
)

' PN PARN
7 \ ! A
/'/ \ ,// \ él\ler redémarrage ‘(/ 1\

p N () /N
PROUV N N
//\ GQ(\Zé redémarrage / \\Z(
A%

A
/ / \ [] ’/ 1
G () D

- S




Il resterait &- démontrer aprés 1'échec de PROUV que 'G&ﬂ" DC'n)(en supposant
que G('n) et D('n) soient choisis avec la mé&me fonction d'évaluation), Ce pro-
bléme pourrait a son tour &tre envoyé a RECUR pour &tre tenté par récur-
rence, L'expérience nous a montré que lorsqu'il -y a eu ainsi échec, le
probleéme (G' ? D") qui reste est complexe, 1l serait peut &ire possible de
filtrer a 1'aide de quelques heuristiques les problémes renvoyés, Nous

n'avons pas expérimenté ces possibilités,

Démonstratiors complétes obtenues par le programme

Le programme redonne la carte lue en donnée aprés le message
"THEOREME A DEMONTRER" (lef,\f:: indique la fin de la chaine de carac-
téres, Le programme sort également chaque probléme qui est envoyé &
PROUV aprés le message "IL FAUT PROUVER" . On voit ainsi apparaftre
la formule au rang 1, au rang (n+l) et les formules sur lesquelles il repart
a un redémarrage aprés le message : "IL RESTE A PROUVER ", Le
message "IL SUFFIT DE PROUVER indique qu'a un redémarrage une pro-
duction a pu simplifier le probléme, Le message "DEVELOPPEMENTS :

A GAUCHE XX NOEUDS - A DROITE YY NOEUDS " permet de connaftre
la volume des arborescences crées au moments de la sortie d'une démonstra-

tion.

Au moment du redémarrage, l'information
MING o MIND 8 MINDIS v

est inscrite, Elle signifie que 1'on est reparti du noeud & dans 1'arborescence
de G, du noeud B dans l'arborescence de D et que la distance donnée par la
fonction d'évaluation était v & ce moment la, Cette information vy est intéres-
sante car on peut examiner comment la distance décroit d'un redémarrage

au suivant,

Le message "SYSTEME BLOQUE XX NOEUDS" indique qu'une
arborescence a eu tous ses noeuds morts avant d'avoir atteint la taille
maximunpermise , XX précise le nombre de noeuds de cette arborescence,
Le message "DEBORDEMENT" indique que les listes ont débordé 1'espace
alloué, Dans ces cas 1a, on relance sur l'autre membre si possible, Sinon,

on effectue un redémarrage, La rigle niveau 10 est 1'hypothése de récurrence,

Nous donnerons d'abord un exemple de jeu de régles utilisées, Les

LR 4
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justifications sont données en précisant la régle (niveau et numéro dans le
niveauw) utilisée et'"endroit"” ol cette régle a été appliquée, (1'endroit donne
le rang dans la chafhe de symboles de la connective principale du terme

qui va &tre modifié par 1la régle ),
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Jeu des Regles utilisées,

(le $ indique la fin de la chafhe de caractéres en entrée)

ZU=Ve 3:::?:—::’.*?:_*:::? o

";_”%%UVI*TV

UZV WA

(mdlq"ﬁe_le_s régles_ qu il féut~egalémerft—éoﬂéidefér de droite &
S == : e “Tgaucher - 1

=T PUI“yzu“v,a 7=PUT: UZWIPUTEV R 5;
TPUTTE UV W PUT U TH PUT OV W | :
PUITU=7Y TWF/TPUT UTVEPUIF U 45T:g;$ﬁu@ggex:msm
TVTRTETPUT UTVTPUT U h'“

H | [
TN L Hy
| ¢ b

e R

'W”‘PU

U—3

Lob W06V 5 - | o
R : ‘I V —7 Enp U E P -—V——S_“'%‘_,'.,’__:_:;_T_l'.".;"_’.:":‘:;:;“.','_“_‘__.i‘.:.‘_—_._’:::_‘:T{?“.Z'_“.‘_.,‘:;...;:_... Bt s

CEAP R UV A EAP U ERP V%
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:_:iCOST;vUTV?li*?CUb U“cos SHC 51N ,;f;;fmii
767U/ SINTUT Cos U T
;COT U008 U SR

1 2 T 4 —5 b 6..:1‘ Pty

f?““SIG INDIPULDERS V‘v DANZUEEREVE s »»»»»»»

EEEPROTINDTPAU-DEAZVIVE DA'\I U= P V'-Vfb SR
TPRD IND P T OEA U+ I V ¥ PRO IND P T OEA UV DAN =
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== DER Ius XX E ST T T
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s 5 a@eDd

i=1 2

On veut vérifier ici que

jeu de régles : celui qui est d'onné'précédemment.
(avec au niveau 7 régle 13 : =/ UV cU/ 1v )

= L FAUT PROUY
’ 1(‘ Il‘ ‘—) I

Nd?

N

i

= FAUTTPROUVER,
, 0L

N [‘-f(f/\ll

IVEAU

~

.

PR e g e

LA ’r?ZSSI\)\I

TL RESTE A PROUVER
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ALITEZEVIDENTES

Au rang 1 : c'est immédiat
Au rang n : On a deux redémarrages
- au premier, on normalise le membre droit
- au second on normalise le membre gauche et 1'on coonclut

(temps total d'exécution (avec lecture des régles) : 23 s) : '

b




L

it

o

e

n

On vérifie ici que ¥ @

i=1

Jeu de régles : celui

FAUT "’R"‘l)‘! R

-: GIGTHND

JF‘.I% LOPi"’

1._.

2, nG@%D

3

qui est donné précédemment

LIEXPRES )I IR

N
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LE MEMBRE GAUCHE DONNE

N I \/r 1\U
5, / “}
J TNIVERD™
J
J
’;) LERHA SRR,
' PUI + 1 o0
N L 3 ;: ‘,1[.1:3513
PUL + 1,0
_\s
?
j
CEEL0ZNOEUDS
; = :‘DE HOMST "2;\'“{""0\‘;'
l}r hVIO;A
)

Au rang 1 c'est immédiat
Au rang n : deux redémarrages _
Elle ne normalise pas le second membre tout de suite comme précédemment. Elle
" conserve le dénominateur 3, Elle le simplifie au début du second redémarrage. Aprés
normalisation des deux membres, elle peut alors conclure. (On peut remarquer la
décroissance spectaculaire de MINDIS entre les deux redémarrages).

(temps total d'exécution : 51 s),




" Comr” © N

s

n ' |
On vérifie ici que T i (+1)(4+2) = ?1(;‘1.+1)(n+2)(n+3)
i=1 4

Jeu de régles : celui qui est donné précédemment,

L FAUT PROUVER:

USIG ING IR e ) 07 T UEAT LD
CDEVELOPREMENTS I ALGAUCHE - 2 HOEUDS =& DROITE -~

TUNIVEAL 6 51
600 '

EIDEMONSTRATION =
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)l“er(}f"}r E

FORMULETVRALE POUR TOUT

Au rang n, on achéve en normalisant les polyndmes de chaque membre
apres avoir simplifié par 4.

Temps total d'exécution : 117 s

100
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On vérifie ici que » (I a.; )= % .
Tl ge1 97501 i1 %

Jeu de régles : celui donné précédemment sans les régles (6-12), (6- 13)

_(La regle 6-12 ici est la régle 6-6 lue de droite & gauche)

1.0° S16. AND J SIG

.?ST
IND I IND I"D I J A L‘rA 1 S
~"'SYth;f‘"!h HLO\,UE 24 NG 'JDS“‘

iDEPONSTRATION
== NIVEAUZ76% REGLE:

) NIVEAU""’R"“
=.SIGIND:

--—FOR’“‘ULEZVRAI& AU RANG=LGE

’:'—éxb THD T 516 THD
=TS 1GIND I NDEIND

YSTEME BLOQUE 74
DEVELO‘)PK‘HL‘_NTQ u,G“UC.

pEM@NS:rATIme
TNIVEAUTT6 RE
=516 IRD"I>SIG

NDZ I“D-I JEAT
: "1' oM
“GLE = T L*rf"i}‘R“IT:‘*f’ DO\'?\r_ L*EkPRtSSION e
A DEATTISON LERT 1 oM

TFJD b

NIVEAU (10)RE ST
516 TN 5 SIG TN T f“D WD T

STGIND U IND

TNTUTATDEA T

I!\D INDES

':'LI E

SJTAEDEA IR0 TN

NI VERY” =H0
F2SI6 INDTU T+ SIG IND TEINDZINGS ITUZATDEA 7T 0
S o NOEIND L J o ACDEA S T U

Les arborescences sont trés petites . Temps total de calcul : 3 s,



102

. n n
" On vérifie ici que (¥ a).B= ¥ a..B
i-1 b i-1 !
Jeu des régles utilisées : celui donné précédemment avec au niveau 6
-uniquement les régles (6-1), (6-2), (6-3), (6-4),

(NN

:::.".?YSTEHE BLOOUr_"’

FHETYTSI6TIND TUIND T A‘Dh:"—r“u MOIND ¢ 190 N A BT

== F 0 R M‘ UL =V H A 1 E P OU R T O U T N'"_* e RIS ________,,__M__.-;,_ ,‘_.; = .,:-::::.;—.-:,.—;.:;%?;:?:&::;: t:_*:-:::'*:'

= sfsrcnt “SLOOUE —
= DEVELOPPEMENT S AT SGAUCHE =27

S TGEINDT I TIND SIS ACDEASSIS 0 v e 0 NS BS TGT TNDET S8 IND FITATE DEATT 1V 0T

N

.UEUDS =5 DnuIT&

'DFMOVSTRETIOw*‘;'
=ENIVEAUT: 67 REGUESS REEA I ENDRO 1T

:,_:_DONM: ©r t;(Pr%EbSI»ON»-z—;*i& ‘,:::;.‘;;

NIVEAUT 27 RLGLF_ =12 DORNE "L EXPRESSTONTE
' S T TL0 N A

DFUAIEMt“PARTIL_%_ﬂw::m - -

TTTUNIVEAU 67 RtbLE*"z A L’LNOWOLT "I_DONNE LfEXﬂwtbSION =
== =S IGEIND T IS ZINDE 1 O NTAT
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n
On vérifie ici que 7 ( A + B. ) = 7 Ag + % By
) - j=1 k=1 L= 1

Jeu de régle précédent avec au niveau 6 seulement les régles (6 -1),(6-2),

(6-3), (6 -2).

SYsTLnt rLOQUE "‘2 NOEUD
== DEVELOPPEMENTS AZGAUCHE S ENOEUDS A DO TE 042 N0EU0S =

'__, DE(’O STRATIO’QA—'A T
”NIVLAU ‘o RFGLE ffnf;

: DEUXIchE PARTIt
r::—NIVt.AU T6 RC(‘)LE S
SUSIGUIND KOIND KA o A 1.0 1.0
EEINIVEAUZ 6:REGLE T ZIEEATCTENSROL T 21 g AdEATE

1 0 A IND -1,0 B

i”b +

i‘

w1°o 51

ESSYSTEME BLOQUE =2 19T NOEUDS ==

DEVL'UPPFMCNTS A GAUCHE 19 NOtUDS

= FEAEDE _"‘J"_JQOIT’“ 1 C.)x, Al
3 SIG IND d S IVD d ATIND U B Dtu 1oii "N +-IN3 +
SHNERES tA?RESSIOz\ 3

SEENIVEAU (:)i?thig"Iéjiiﬁ?"i”“' : _ | =
'~+f+ SI6 IND L IND L B DEA TTIL0 N SIG INDTKIND K AL DEA 1 0 N+ IND 1.

ML IOy -

'E'HEGLt llv _
= ST STGEIND AL IND ST COE ARG
NTRTIND VT 1.0 N

: ﬂNImeU"'Z R*GLr 16E

10 NTIND: 0,
NIVEAU 2 REGUE™16
4 S TG INDTLEIND : LEBI DEAZE IS0
120 NTIND ™ 100 W A‘ e

i
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104

- Z20OEUXTEME" PARTI EEE

RS NIvEAUS e REGLE ™2™ A | ‘:,_;:_ ' APHCSSI N
Em s S16 T INDILE o S *SIGIIND. KTTHDIKI AT

TIOUN ' ,
NIVEAU 6 REGLE' 2 A L'ENDROIT 17 uoumg L*EXPRESSION 23 .. . .

= FOH ULF \/HAIE—. POuR T”‘JT

-Temps total d'exécution : 8 s,
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n
On vérifie ici que ( Z A) ( Z B)= % (Ai . = B )
i=1 j=1. 7 izt j=1

Jeu de régles : celui donné précédemment avec au niveau 6 uniquement les

régles (6-1), (6-2), (6-3),(6-4.

wTHEOREME \TDEMONTRERETS
TTERTSIG Imj TTIND I A DE
= SIGINDFI “#IND: I SATSIGTINDIUT IVD J BIOEAZ 1 M=DEA
SEIUEFAUTSPROUVER Soam s S
LR TSIGTINDTT INDCI A DEA 1.0

SEIEF#USIGTIND. UV INDTITHE SDEATETL0
SYSTEME 8LOAUE™ "2 NOGEUD o
EEFDEVELOPPC'ﬁNTb A GAUCHET==22N0CUDS T

’:"-DE\’iONS-i RATIO“ .__,‘-’:_, Eeeaes

TTNIVEAU T 6 REGLFA"TWNﬁ LWtNDROTT"iZ DOt
=% SIG L IND Y TINDRIEBA0EREZTY d M TN 0

GIND I CIND TS ATDEATS IS 0SSl s UENSSTE: NDJTIND U BIDEA=C1L0 M SIG
SIGTINDTUTIND U B DEAT 1.0 H IND T A DEA BoOEAZTL ,
CBLOQUE =55 T NOEUDS SET —

“**DEVELOP fnrNTa;ﬁ“G*UCHE*‘:i:uG

CIENDROTT== R QOWRE“erxPsESorOQ

R e T OW IND ¥ 1.0 N A SIG IN

*”SIG IND,:

s T LI '::.‘}} ha "; &
TUTIND T B DEATTLL 0!

NIVEAU (10F REGLE =

TSIGTIND IR

T2 FDONNETL.
EDERTTLS0 M TND T A DEA

| PAQTIr“"”*'

!41VEHU TREGLET 2%
TSI ImD TSI ]
JL*“ﬂ‘J B uEA‘il 0TI

T FORMULE™ VRATEZP n-p;xaypn e

Temps total d'éxécution 3 s.
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On vérifie ici que — (K. A(¥) ) = K —— (A )
At . dx™

- celui donné précédemment en enlevant au niveau 8 les régle

=8 581084

]eu de régle S .

ZDONNE. EIEXPRESSTON =520
IND 1.0 X K IND X A '

VQDGNNF L'tAPHquIOV‘

“TSYSTEME BLOLUE
:_:—DEV['_LO' }J ?'nt_—"é I b K F: CAULA tt "'__"};:_ZE—_E_“ "“ ‘.-'..... -

TNIVEAU™ & REGLE ‘
ZIDERIND rleﬂ X_JtH'IND” """" o

“NIVEAU 0O REGLE
TEDERS I\D_ZLEQfxiw‘

1T TATLYEN

DERTINDIN "X IND )(,A-- == —

’b A LFENUKOTT 1 L)ON\r_ thx ‘QL_SSI\J 6
ND )( ey e

”‘”MIV&AU"' EGEE"’

-:"“.NIVEAU"' 8 RF(‘LF-—

CHETDERTIND 107 .

NIVEAUT2 7 L(JLL-—-b:;»\f‘L*Lz‘\:U»{OLT 15:__0\)n|1!: L't(?:%r_bbh}m-_;

CETDERTINDT l 0 X l,E_r< IND N AT ITMD X A r\ ) O 0 -
AUFE27R TATEIENDROTL: )

_ 'INu NAIRD X A‘K

:'_73\ L ’F“'L‘ROIT ?3

EDONNETLYEXPR

’”NIVLAU ws HEbLE
OﬁR”fﬁf;;lgg:Y SDERTTINDC

Temps total d'exécution : 4 s,
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T EEETDERYT INDE= 0 XA EIND

S DERTINDZTL S 05X UINDEXEAT DEREINDES '-f_‘"o' DETND IR TBE T
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(A €'9) +B(x)) ——(A(X))+——— (B&) )
dx™t axt Cdx®

Jeu de regles : celui donné précédemment en enlevant les régles

(8-15), (8-16), (8-17).

On vérifie ici que

i”IL FAUT

TRTINOTXTE .,
-—"_‘DEVCLOHPF'"E\[T‘; r“ j}'%UQ _Ef"'_“" a NOLUDQ ..a.f\ DROIT
Z=DEMONST P_ATION‘ e
TTUNIVEAUT B REGLE

=ETEERA U l" P BOUVER = e
T IND X TAIND X

IONW

T’+WER

‘s'\'sﬂua:’}n_oaur
=2 DEVELOPFEMENTSIAT GTUCHtNﬁ--

'
IES 'I-A prp—

LU‘\

5‘:DENO JS{R;‘ F

AP?&;SSION

= +:.:DLR I'\)D____l O_X'--sDF-e INL) ” /\ lN[} X [x-OE_R. I‘Vb"_-

ENDROTTEIS TDONNEZL/E Ar’Qr_bSIO:lrr--la

.q ATIND XTATDERT Im)

vw TE‘TJ‘OUR 'TOUT N

Temps total d'exécution : 3 s,
Exemple montrant la nécessité de développer le membre droit, L '‘arbo-
rescence G est bloquée a 6 noeuds, Il y a succés dés que 1'on a déve-

loppé 6 noeuds de D.



Rt

R

o

108

- x
) = (x4n) e

On vérifie ici que (x e

ax™

Jeu de régles : celui donné précédemment

SFAUT RPROUVER 77 F
CER NG 1.0 X
‘/ LO’vr‘tZ.‘H\ UA

KSR DERCTHD
ﬂ!Jhox S

uivLAﬁ
2é+fv EXP

TLEFAUT PROUYES
= DER IND Y 1L
S 5LOGUL

hDrml 0 X o
;NTvrnJ CQQIQFGL.
INDT 1.0 TR
ZAU .,&LQL%;";g;A;IAZYT?jw,' CDONNE LT EXPRESSTON:
DERTIND ™ 1.0 X 4 N X Ear X % DER 1.0 XTEXPX
NIVEAU ™ 6: REGLE"T 4 SEATLVENDROLT Joohmr LjLAndtaaxomt“
TR Y DER l_pr[) YT N NTOER LD LY 0 K R Ca I

NIVEAU 8 REGLE ATLVENDROIT L E XS
SR IEIDERTIND TS0 KT AR B cpER: zun'"*;OfX?Expf“f,”j
NIVEAU & REGLE ™ 2 “A CVENDROIT 4 DONNE LYEAPRESSION 48
+ ® DER IND 1.0 X EXARP X #'N X % EXP X. 1,0
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E)
EHERETDROLT DO!
NIVEAU T 27 REGLE
1 0 N P SIS S
W2 REGLE UYEHDROTITE S 27DOND
VPR 1.0 B X XN B EXP X X
ol REGLE TH A TLAENRDROLT T DONNE L
XN X A # EAP

EDEHOHS A
NI 3 GQEGLE 13 A LtENDROTT
- . e T AT g

1
E

Au rang 1 : La preuve est obtenue en ne développ ant que G “c'est trés

° proche de ce que pourrait obtenir SIKLOSSY)
Au rang n : Le programme dérive beaucoup dans le membre gauche,
L'arborescence atteint son maximum (50) . On développe alors le membre
droit. Il se produit une petite simplification au redémarrage. La démons-

tration s'achéve en ne travaillant que sur le membre gauche,

Temps total d'exécution : 25 s, .
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On vérifie ici que

((xiade ™) = ((x + &)+ n)e X
dx™

Jeu de régles : celui donné précédemment

ECRENME
CDER TND

LT FAUTT PROGUY
BER THD 1.0
SESYSTEME BLOQUE

fia wv\tr5f71_-
CIND 1.0 A X

LH-_ (PRESSTON
.\D 1,0 ;’\- z_,\P X + _X '3\.
NE LYEXPRES 23

‘eI\«"._NJ ”8 !«E
5 U'; :':xf.‘:lj)> ; 1
NTVEAU 8 REG

NTIVEAU 772 REGLE
TE T XA Exe o
CMIVEAU™2 REGLE ST A LTENDR
e EXP X X ® OEXP XA ELEXES
S NTVEAU S 2 REGLE 6.+
P ®OEXP A"IQO * €

] J""r'iv';x‘r"fo.s’
‘je REGLE 717
ERERE

FENDROIT. . 4 DONNE LYEXPRESSION
"'E-_XP';{' 1 o" :
(_

*”X’ﬁ”EXP“X B EXP X
VIVEAU™ 2 REGLE ™9 A LYENDROIT 7727
SRR TEXPTR X w EXP KA 2T EXP AT1N0T B
CNIVEAU 2 REGLE 16 A LYENDROIT )} DONNE LSEXPRESSION 60 0 . .. .

ION
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ilf;FfiffmFrdijrJ\
5D§ﬂ fNuﬂ*‘f

MING '
TNIVEAY T d iw’:EGL “"J B
CDEROIND
ETNIVES U“QD :
CDER IND

EUNIVEAU 8 REGLED 67 A L tENDROTT 11 DONNES -

K }3_"‘ Eap” ,( & OER INU T,
) "'“»‘"'2"_’3 ’L)U, r\.L.'{L"?E}(“R

. N }_I\,J X

‘w v

+ 3% DER
NIVEAU 8 R

IOW SRS T :
DER IND 1.0 X EXP X

u“
WD XN

R

2 DON‘”" L’L;(F QESSIO"J 83'

"NIVEAU™ 27REGL

CDONNE L 'EXPRESSION 59

. ok L) U \5 f\, F

CXP X774+ X A H

2 TMING MINDIS
B REGLE: 4 " AZLTEHUROIT

150 K TATDER INDT

E NIV} :\U
Ty ¥“”DFH IND T
XL XA N

NIVE AU B

"4'_'.2()0: ht L”E‘(": ESSION T2 rmeEm T e
) 040 EXP X s DL.H IJD“'

ﬁ:REGLﬁggzga - |
ING“‘lio*x

D(.R



. TENIVEAUTTR REGLETTE. AL T1ENDROTI T 1 DONNE

2 R&bLF’lé A LHENUxOIT
‘““NIVFAU”*2”REGLE::QL”A“L'ENDHUIF

- DonmthiEXPRCSSION'“89
AN CACEXPIXER TEXPAX LS 0TS TEXRIX X >

+ 4 % 2 N A EXP X % EXP X X ® EXP X 1.0 -

EETLESUF Fﬂ DEZ PHUUVcR

EFEDERTINDT T o0 TK CEXP IR T A A AN R R N T ATEXP X EKP
DEVttOPPt ENIS A GAUCHE 80 NOEUDS -A DHOITE 6 NOEUDS.

XX

ZEENIVEAUS 8 REGLES 13?«a"LvENQ?91T:?'
% % DER IND 1,0 X X EXP X + + X A .
NIVEAU:. 87 REGLE: 7I?L1tND@QII;:3_DONN~¢QQEXP§5§§IUNEE;6§;ff"*ﬂ“ﬁﬂ*-ﬂﬂ*
B x A N # Exp X 0T

EDONNES L'FAPwE SSIONT

KR N EXP x - .
= NIVEAUT 2 REGLE ““97ZATLYENDRO LTS IS DONNESL TEXPRESS TON' -4

+w+)\AhXPX*tPXN

EUXIC’E PARTIE === =
‘NIVEAU 2 REGLE 9 A L*ENDHOIT
T TR EXPT XN i AP XA CEXPTRIXC
TTUNIVEAUT 2 REGLE 16 'A l’rNDHOI h 1 DONNL,’
ETeTelw EAPX TR wEXPOXTATEERP X NI TR st
"’hIVEnU 2 PEFLE'la‘ ATLYTENDROIT 2 DONNE_iiEX’HtSSIOM 86
BRI XCATEXP UK CERP XS N

3 FORMULE "VRAIE POUR. TOUTE}

2 DONRE L'EAPQLSSIOJ sz

FEXP PHESSTON ~84

: [
Au rang 1 : la preuve n'est plus immédiate, Elle nécessite un redemarrage{;’

Le programme conclut alors en ne redéveloppant que le membre gauche, '
Au rang n : deux redémarrages. Au second une petite simplification par %!
On peut remarquer que le programme n'a jamais pu ici simplifier par e,
(11 1le fait si on lui donne la r‘egle supplémentaire :

*UV *VW ¥4 U W Y.
pour faire la mise en fdcteur (importance de la normahsatlon des produits
et influence sur les régles & fournir),

Temps total d'exécution : 80 s,
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n ,
On vérifie ici que 4 (xn_l) -

dx™

Jeu de regles : celui donné précédemment

Y AUT - P hOu‘,cR
ITHD 1.0
T

XPUL X 0507 0,0

ATGAUCHE o ?“Url”

LA LIENDROIT . 5 DONNE

(LERDROIT 1 DONNE LTEXPS o

RESSION:T,

ot
2= DER LMD -+ 10 N X PUL X
SYSTENE BLOQUE ™ 81 NGEUDS

. 3 MIND - o= Bl MINDIS 3850w mremmre

‘NIVL\U” a REGLE 14 A Lt1ENDROIT  1-DONNE LIE;

= DER CINDH X DER IND- =120 X PUL X-= ¢ 1o0 f:-
“-NIVEAU““Z REGLE 67 "A"LTENDROIT 11 DONNE LeEX]

== DER INMD N A DER ~ITHD 180 X i PUL “Xeer s 7 00N -

CNTVEAU -2 REGLE 15 A L1ENDROIT 11 DONNE L
2 DERCIND N X DERSIND - 100-X

PUT X% 0.0 N

‘s““ 1{ QE UL{QIT 1)_0:'\1:'\3&

O;REGLE;;QﬁfAiIfrmu€OIT

- NIVEAU - -0 DONNE |

DER IND M X DER'INU 1.0 % PUL K
$TE : :



NEIVEAU 3 RECLE =44 LEENDROIT ~9- DONFE LSEXPRESSTON
DER - INDNX DERINDT 140 X% PUT X TRUL RN e
NIVEAU - 3-REGLE =6 A L*LNbHOLT_lO;DOhNL¢L€'AP?ESQIONii
DER THDTN-X DER IND 1,0 X % PUL XonN=], 0 w5
NIVEAU “-2 REGLE.. 2 A LIENDROIT § DONNE-LIEXPRESSION
DER THO N X DERCIND T 1.0 X PUI KT e

j(:) I E.,[)O{\\:T\JE_ -

vuo-m X wl. e PJJ»A N-=04 0
GRPPEMENTS: i CNGEUDS A DROTITE
:DF.OH>Tr”tIOW
MIVEAU -8 REG Eﬁf;syﬁ'tsiNDROIT:;55DONML Lo&xP«Ldalouw
DER ma-m Kost # pUT "X = L0 M DER TIND a0 R X
NIVEAU 8 REGLE =Lz A L'F“UMOJF 13 uuw“',L PA”iLbSIQN:
SDER INDONTX % R PUT KT NE 10 N w0 AR
wiv.nk 18 REGLE~16-A L c 104 DI( =1 "DONNE-L
X #EpULT A

B D i z 3 l )\‘ ) . g.‘! l l. ;0 filivelefoyursly

NIVEAU - & REGLE=167-4 t L?D 20T 2 DONNE Lé; (PRESS 10N
NOX PUD KTW L0 1 0" Rt
EGLE

DER IND
JY KR '.‘»l 7Lf\\£i j)['l K

LI ENDROLT

ROTOUT N

Au rang 1 : c'est presque immédiat

Au rang n : Il faut deux redémarrages. L hypothése de récurrence
(niveau 10)s'applique tout & fait en fin de démonstration. On peut remar-
quer que la fonction d'évaluation a permis de faire un bon choix & chacun

de ces redémarrages. Il faut en effet bien partir en disant que

n+l q& n+l a
B @ = — (-if—) dans ce cas 1a et non —-@—————(f%—(—i—(—— f) comme
dxn+l ax®  dx dx n+l dx dx™

dans les exercices précédents (ot 1'hypothése de recurrence s'applique au
tout début du calcul).

Temps total d'exécution : 32 s
P



On vérifie ici que ™ =n! (en présentant n ! sans la

dx
. n ,
forme m i) . Jeu de régles : celui donné précédemment.
i=1

THEOREHE R DENORTREr
TDERLINDT N XTPUT X NT]
-"IETFAUT'PROUVEge
"= DER IhD"l:

"?stm 0QUE

DEMONSTRATION
uNIVLA 3 TREGLES
DER 1.0 R X
f%K&CLE“;lm"ﬁ"L‘ENUR”IT,

EEACLIENDROTT=ESD DO-Nt;LthPﬁLbSIUV

ZEFORMULE VRATESAUTRANGELS

L5 FAUT PROUYERT
“DER THD FC 1h0
“SYSTEME BLOQUES

3 'NlVﬁnU
h DCR IND

?EGLFWT¢
W k UEO 1

DFQ INU
:;?hIVEmU

TTDERT INDT
'ENIVLAU?:

WK

0117254 UONNL'L’LKVRESSIUN YR

:::_::_.D‘EH - ':I N D '_A,N e LTI ._‘.0,_,,;{] 1 '. 0‘.”_;__ l U {‘i' S )
§i{ﬁIVEhU 8T REGLEY ENGROT T I”DONNr L’EX’?FSS{GN;;ZP 3
L 1 4.':‘)- R ———— v o 2 .

“# DER” INO NTXTPUL K_
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1 DONNE L
PROZINDTIST GEA "1 0 N N
/’DO«nL L!tXHthaIU 84
’i;wga N e Puaﬁxho IEIE C1.00

-0

MING™ _ ML\DIb
NIVEAU -2 REGLED] Zﬁ;}{cNERQijiﬂ DohmE“L EA %FSSION
DERTIND NTXTPUT X7+ 0,0 N+ "1.0N
}NIVFAU;»d REGLEY) "*ch\onolf CDONNESLTEXPRESSION:T 26
XTPUTT

ST

GTDOND

(T EXPRESSTON

ZEILERESTECAS PRﬁHVfR

== f*_QEP INU er 5:'UI'~ =N

:*’rlvcﬁu'gﬁ i
RD IND 117
‘ 1 EAU "2 REGLE
TRCPRD T IuD I=1=DE A
vatpb 2 REGLE
S+ L PR I"JJ SLElEDEAS T

*Lrtmuh0£T
TN P KD

ZFOR? 1ULF“'VHAIr POURZ TUUT_,’\:M:

On peut faire les mémes Temarques que sur 1'exercice precedent L 'hypo-
thése de récurrence s'applique trés tard (avec les risques que cela com-
porte de ne plus avoir en mémoire d'expressions sur lesquelles on peut
I'utiliser), On peut encore remarquer la décroissance de MINDIS entre

les redémarrages.




"o

FAUT. PROUVES

CHEMBRE

up=3a+2 17

su =3%1+A)-1

On. vérifie ici que "

un+1 = \?)U.n+ 2

Jeu de régl:s : celui donné précédemment avec au niveau 9
9-1: =IND U 1 4+ * 3 A 2

1l

It

9-2:. =IND U + 1 N + * 3 IND U N 2

HD U 1.0

JE NORMALISE

PUY A ),

~ -~

I3V OEATY
NORMALIS

STHATION

Y IDERNTE =




et

L

LA

Y

A
o

NoF

s

pr

RS e

CILTEAUT
i :IND U

i
= NI\/t/’\U
TETIND
.NIVE./\U

”ﬁ@TéATidn

S1i00
5 ROuUDb

=}(,0 S NP Y A
‘aA DHUIIF‘”

rUI 530 (» o
; ULHI‘; T ay wﬂLUuQ

4uRQ;T; *UONNL LerPRL 5SION

u N =37 0' ' .
3 DONNE L*EXPRESSION 3 .

10 REGLE 1 A LYENDROIT

CPOT 3

NIVEAU™

'rUI oD

'PUI*‘% o

2 Rt (“ o g A il gi Al
’JO A=Yl 0
CREGLF O AT L PMJHUI i

CaeT

;r»?Hunoz_ 28

551§343?475

0T

"fnnx,,

"'-3 D 6 =

A u . u rang 1 : 11 faut attendre le redémarrage pour normaliser le membre
gauche et conclure.

Au ranc n noeuds du

ot hote: = S

membre droit pour retrouver un noeud de 1l'arborescence de G. L'arbo-

Pas de redémarrage . Il a suffit de développer 5

rescence de G a été bien assez développée, Il était inutile d'y passer

plus de temps. La recherche "aveugle" a partir de G n'aurait sans doute

pas permis de conclure,

»

Temps total d'exécution : 14 s,




R

o

~

e

—urr

e

On vérifie ici u

SYSTLME
”DLVELOPPFQENTi

1.0

3 (14 A) -1 =1

n” Y
{9-D.=IND U M

31 OQUL

= 3w, -1+ 2. Jeu de régles : celui dormé

'“r nOLUDS‘

A GAUCHE:

‘““UONwr‘LvFAP

CNIVEAY"

S

T %

3

PUx

S0 L vENDROT T
1. PUT

vanuﬁclx
105

0N 1.0 #

i

st“19u1_u,4”

Tff:s i*.%!h(u i T

;Uil O N

e [ ViR

‘,..(“

N iy . T A Y
‘u;‘:,»;( 3
IR R AN -

SSION 2217
£ .:‘\)(‘ » 2 ,v Pt

s 5 T:.M
.
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i

s

L

o

¢ REGLE 67
PUI 3.0 * +
REGLE™ Y

#Ui 300"”'
RFCIE

I.. ¥ HUHH) Ty UU‘“NL % ir ,\J&‘l S8 LU J d,l,
20 B "¢90 ;'f1oO A =140 390A’2§Q¥”
TEHOROLT T GOINE" LY EXPRESSTON . 3

N =lel v 1.0 q_,s 0 =3,0 2.0
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Cet exercice est le dual du précédent,

Au rang 1 : La preuve n'est pas tout a fait immé diate (Il n'y a pas de
redémarrage mais il faut bien développer lée membre droit pour retrouver
une feuille de 1'arborescence du membre gauche (dont tous les noeuds -
'sont morts) ).

_Au rang n :On peut remarquer que le programme n'utilise pas 1'hypothése
R P q q prog P - hyp

de récurrence, C'est a dire qu'il donne une preuve directe du résultat.
La preuve obtenue est longue et pas trés élégante. Remarquer la décrois-

sance de MINDIS aux redémarrages,

Temps total d'exécution : 40 s,
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Cet exercice est le dual du précédent,

Au rang 1 : La preuve n'est pas immédiate, Les arborescences G et D soni
et i ) i

vite ' mortes, En effet, le sélecteur de régles ne donne accés qu'aux
niveaux 9 et 2 ici. (d'ol 1'impossibilité de remplacer PUI B 1 par B avant
le premier redémarrage).,

Au redémarrage, le sélecteur donne accés au niveau 3 (manipulation de

PUD et on peut conclure rapidement,

Au rangn : Le méme phénoméne se reproduit pour la sélection des ragles.
Cette fois-ci, le programme utilise 1'hypothdse de récurrence et ne donne
pas une preuve directe comme il 1'avait fait dans 1'exercice de méme type

précédent .

Temps total d'exécution 20 s,
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Améliorations souhaitables

1 - 11 serait intéressant de d>ter le programme de la possibilité de
manipuler la technique du changement de variables; Cela permettrait de rem-
placer dans certains cas un terme par une Variable et d'alléger un certain
nombre d'expressions assez louféies. L'expression définissant le changement
de variable deviendrait régle privilégiée disponible a chaque instant . Son
statut pourrait &tre comparable aux formules définissant les suites numériques
dans les problémes de suites,

2 - Les possibilités de relance vers RECUR d'un cert'mn nombre de
problémes qui n'ont pu &tre résolus par PROUV mériteraient d'dtre examindes,
Cela nécessiterait de dégager un certain nombre d'heuristiques permettant
d'apprécier la complexité d'un probléme afin de ne pas faire boucler le pro-
gramme sur des problémes de plus en plus compliqués,

3 ~ Du point de vue normalisation d'expressions, nous avons juste
utilisé des formes normales pour les polyndmes, Il serait intéressant d'amé-
liorer notre outillage en programmant des algorithmes de normalisation pour
des expressions plus riches (contenant des exponentielles , logarithmes et
lignes trigonométriques par exemple),

© 4 - 11 serait sans doute possible de perdre moins de temps au moment
de la recherche du couple de noeuds les plus 'bro';c'hes pour lancer un redé-
marrage, Pour cela, on pourrait utiliser deux fonctionsd'évaluation de
distance ; une trés simple et rapide permettant d'éliminer les couples les
plus mauvais, Ceci permettrait de faire une présélection et c'est seulement
sur les couples retenus que serait appliquée 1'évaluation sophistiquée, effi-
cace mais lente,

5 - Dans un systéme de démonstration automatique, nous souhaitons
toujours voir le programme se comporter comme un bon mathématicien, Il -
est en particulier génant de voir le programme sortir un certain nombre de
pas de démonstration que le mathématicien saute parce qu'ils lui paraissent
évidents, Dans le programme que nous avons écrit, il serait aisé de ne faire
sortir que les étapes importantes du calcul, Il suffirait , pour cela, au
moment de la preuve, de me pas sortir ce qui a été obtenu en utibisant &s
régles désignées & priori, Par exemple, on pourrait décider de ne pas sortir
les pas correspondants a 1'application de 1’associativité de + ou de * , de

du . : :
~— = O si x ne figure pas dans u etc,.., Nous aurions ainsi, sur le papier

LN 3
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des démonstrations plus courtes, plus proches de celles données par le
mathématicien, Cela ne changerait en rien 1'établissement du résultat
lui-m@me, Toutes les étapes seraient faites, Mais aprés tout, le mathémati-
cien aussi les fait ces étapes intermédiaires m@me s'il ne les écrit pas!
Nous n'avons pas utilisé cette possibilité (simple & mettre en oeuvre), car
en cas d'erreur, les étapes effectivement suivies apparaissent moins bien
et il est plus difficile de retrouver ol le programme a fait fausse route,



128

CONCLUSION

- o -

Le présent travail doit &tre considéré comme une étape dans un en-
semble de recherches encore loin de leur terme. Un certain nombre d'in-
suffisances du ~programme ont été signalées, L» plupart d'entre elles
pourraient aisémment &tre surmontées lors de la réalisation d'une nouvelle

version de ce programme,

Les résultats obtenus par cette premidre version sont cependant loin

d'étre négligeables,

- Ik permettent de mettre en évidence la puissance du prouveur qui
a été écrit, En particulier , cela souligne 1'intérat et 1'efficacité du déve-
loppement du second membre et de la technique de redémarrage, Cela a permis
de montrer expérimentalement qu'il est possible d'allier dans un systéme de
démonstration automatique des techniques combinatoires et des techniques
heuristiques, De ce cdté 13, la méthode peut &tre considérée comme un

acquis,

- Ils permettent d'envisager la réalisation effective de calculs
formels dans des domaines complexes mris réels, En ce sens les enseigne -
ments tirés de cette réalisation sont riches et peuvent servir de base pour
la poursuite des recherches dans ce domaine, Il semble & ce sujet qu'un
effort soit encore nécessaire afin de trouver des représentations canoniques
pour des classes d'expressions suffisamment larges, L'écriture d'algo-
rithmes rapides de conversions d'expressions sous ces formes canoniques
permettraient d'sborder le traitement heuristique avec moins de difficultés,

- 11 était également intéressant de dégager des méthodes permettant
de travailler dans un espace aussi réduit que possible avec des volumes
d'informations aussi large que possible, La technique du redémarrage
peut 8tre observée sous cet angle, Elle montre comment & un instant donné,

a l'aide d'heuristiques, il est possible de décider de récupérer tout l'espace
occupé par une masse d'informations ,1 e probléme continuant a se développer
sur la m&me zone que celle qu'il occupait précédemment, Il semble intéres-
sant de continuer & dégager de telles méthodes dans la mesure ol nous
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savons que nous serons pour longtemps encore limité par 1'espace mémoire.

Enfin, il semble que ce travail fondé sur des expérimentations appor:c
une contribution & la réflexion sur certains aspects des mathématiques en
particulier sur les mécanismes qui nous permettent de conduire un calcul
et ¢'est 1a qu'il est possible de s'étonner devant cette merveilleuse machinz
qu'est le cerveau humain,



ANNEXE A

Principaux organigrammes
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ANNEXE B

Table des connectives utilisées

- . -

UNAIRES

RAC .racines

LOG  logarithme
EXP  exponentielle
SIN sinus

COS  cosinus

TG tangente

COT  cotangente
NON  négation

- - unaire

ALO ALORS en liaison avec le SI pour le S1,,. ALORS des régles

conditionnelles

BINAIRES

]

PUL
BT
ou
IMP
EQU
S1G

PRD
DEA
IND

opérations arithmétiques habituelles

égalité (permet de relier les deux membres d'une égalité : régle ou
théoréme)
puissance (PUI X Y représentant x¥)
conjonction
disjonction
implication logique (IMP P Q pour p = @)
équivalence logique (EQU p q pour p © q)
représente ¥
- le premier terme commence par IND et précise 1'indice et le
terme sur lequel il agit
- le second terme commence par DEA et précise le champ de
variation de 1'indice,
représente T , idem X
permet d'exprimer le champ de variation d'un indice,
permet de relier un indice au terme indicé (s, s'écrit IND1 A)

(a été utilisé comme symbole de fonction pour des exercices sur la

* 5 0
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dérivation, ex : K, A(x) s'écerit * K IND X A)

SI annonce une condition, le premier terme est une condition, le seconc

commence par ALO,

DER  symbole indiquant une dérivation, Le premier terme commence par
IND et précise les paramatres utiles (ordre de la dérivation et
variables de dérivation), Le 22me terme précise la fonction &

dériver,

DAN  manipulation d'un terme dans une polonaise, Précise une substitu-
tion & faire (ex : DAN T= 17U indique que dans le terme T, il faut
remplacer la variable I par le terme U), Cette connective a été
utilisée également dans des conditions de base pour examiner la
présence d'un terme dans un autre (ex ;: NON DAN X + *3 X 2
a la valeur faux, DAN X + *# 3 X 2 ayant la valeur VRAI , X
apparaissant dans + *3¥X 2),
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