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Introduction

Cadre

Ce travail de theése a pu voir le jour grace a un cofinancement de I'Office National d’Etudes et de
Recherches Aérospatiales (ONERA) et de la Région Occitanie. Gabriel Sarazin est inscrit a I'Institut
Supérieur de ’Aéronautique et de ’Espace (ISAE) et son parcours de these est supervisé par I'école
doctorale Mathématiques, Informatique, Télécommunications de Toulouse (MITT). Il est rattaché
au Département Traitement de 'Information et Systemes (DTIS) de TONERA mais aussi a 'équipe
Statistique et Optimisation (SO) de I'Institut de Mathématiques de Toulouse (IMT) et dispose a ce
titre d'un bureau dans chacun des deux laboratoires. La direction de thése est assurée par Jérome
Morio, maitre de recherche dans I'unité Risque - Identification, Modélisation, Evaluation (RIME)
du DTIS sur le centre ONERA de Toulouse, ainsi que par Agnes Lagnoux, maitre de conférence a
I'Université Toulouse 2 Jean Jaures. Mathieu Balesdent et Loic Brevault, tous les deux ingénieurs
de recherche dans 'unité Méthodes Multidisciplinaires et Concepts Intégrés (M2CI) du DTIS sur
le centre ONERA de Palaiseau ont également participé activement a I’encadrement de cette thése.

Contexte général

Simulation numérique du comportement d’un systeme complexe

Dans le milieu industriel, 'ingénieur streté de fonctionnement doit veiller au respect strict
des performances (fiabilité, maintenabilité, disponibilité et sécurité) du systéme complexe dont il
est responsable. La question de la fiabilité est une problématique transversale dans tous les pans
de l'industrie mais elle prend une autre dimension dans des contextes tel que I'aérospatial ou le
nucléaire ot les questions de pure rentabilité financiere sont dépassées par I’enjeu crucial de la
protection des vies humaines et de I'’environnement. L'évaluation de la fiabilité ne peut pas étre
réalisée a partir de mesures instrumentales ou d’expérimentations sur les installations concer-
nées. Au contraire, il est obligatoire d’utiliser des outils de simulation numérique complexes sou-
tenus par des infrastructures de calcul adaptées. De cette maniére, une maquette numérique du
systeme est créée et on peut alors étudier par anticipation la réponse du systeme a différents scé-
narios redoutés par I'ingénieur car pouvant conduire a une défaillance partielle ou totale.

Le plus souvent, I'expertise scientifique sur le comportement physique du systéme est réunie
au sein d’'un code de simulation (code elsA ! dans I'industrie aéronautique, code CATHARE ? dans
I'industrie nucléaire) qui calcule a partir de variables d’entrée (dimensions d'une structure, charges
appliquées, propriétés élastiques des matériaux, parametres climatiques, météorologiques ou at-
mosphériques) une variable de sortie synthétisant’état du systéme (valeur maximale de la tempé-
rature, de la pression, des déformations). Si la sortie dépasse un seuil limite, le systeme est consi-
déré comme défaillant. Comme il permet de mettre en place un critere de défaillance, le code de
simulation est aussi appelé fonction de performance. Dans la plupart des cas, I'obtention de la
sortie passe par la résolution numérique d’'équations aux dérivées partielles issues de la modéli-

1. Plateforme multidisciplinaire dédiée a I'aéroélasticité, I'aérothermie et I'aéroacoustique.
2. Code de thermohydraulique pour les accidents de réacteurs nucléaires a eau.



sation physique (analyse par éléments finis, analyse de dynamique des fluides). La manipulation
du code de simulation présente deux difficultés majeures.

e La premiere difficulté vient du fait que I'ingénieur ne sait pas exprimer analytiquement la
sortie en fonction des entrées. Par conséquent, il est contraint d’adopter une approche de
type “boite noire”, c’est-a-dire qu'il doit faire abstraction de la théorie physique sous-jacente
et se focaliser sur I'étude extérieure de la fonction mathématique reliant les entrées et la
sortie. Il ne peut acquérir de I'information sur le comportement du code de simulation qu’a
travers des appels successifs en différents points de 'espace d’entrée.

» Laseconde difficulté s’explique par le fort cotit de calcul inhérent a la résolution numérique
d’équations aux dérivées partielles. En effet, pour garantir un niveau de précision suffisant,
les schémas numériques sont construits a partir d'une discrétisation fine des équations.
Chaque appel au code de simulation est donc onéreux et un budget de simulation exprimé
en nombre d’appels est fixé en amont et imposé a I'ingénieur.

Cette double complexité (mathématique et numérique) du code de simulation met en jeu des
contraintes antagonistes. D'un co6té, 'opacité de la modélisation physique place I'ingénieur dans
une situation o1 sa marge de manceuvre se limite a la compréhension d'une correspondance entre
les valeurs fournies en entrée et celles obtenues en sortie. De I'autre, toute velléité exploratoire est
bridée par un budget de simulation n’autorisant qu'un nombre restreint d’appels au code.

Une méthode tres répandue pour s’affranchir de 1a problématique du coftit de calcul consiste a
utiliser un modele de substitution (polynémes de chaos, processus gaussien, réseau de neurones,
machine a vecteurs de support) que 'on désigne aussi sous le nom de métamodele. L'idée est de
dépenser 'intégralité du budget de simulation afin de constituer une base d’apprentissage qui est
ensuite utilisée pour calibrer un modele prédictif. Comme le cofit de calcul d’'une évaluation de
ce modele est insignifiant, il devient possible d’estimer un nombre illimité de sorties du code de
simulation. Toutefois, il faut rester conscient que le remplacement du code initial s’accompagne
toujours de I'introduction d'une erreur de prédiction. Dans un souci de clarté, il n’est pas envisagé
dans ce travail d’entreprendre une métamodélisation du code de simulation.

Propagation d’incertitudes aléatoires a travers un code de simulation

En régle générale, les valeurs nominales qu’il faut affecter aux entrées du code de calcul sont
inconnues ou entachées d’incertitudes (variabilités spatiale et temporelle, défauts géométriques,
dérives de fabrication, erreurs de mesure). Ces incertitudes peuvent provenir de phénomenes na-
turels et leur maitrise dépasse largement le champ d’action de I'ingénieur. En ce sens, elles sont
incompressibles et une facon d’en tenir compte est de les considérer comme aléatoires. L'aléa sur
les entrées est modélisé dans un cadre probabiliste par une distribution multidimensionnelle qui
se propage a travers le code de simulation. Comme la fonction de performance est déterministe,
la distribution de la sortie est simplement I'image de la distribution des entrées suite a une trans-
formation fortement non-linéaire induite par le code de simulation. Le fait de considérer la sortie
comme une variable aléatoire permet de concevoir la défaillance comme un événement dont la
probabilité peut étre calculée, ou du moins estimée. L'objectif principal de 'analyse de fiabilité est
alors de quantifier la probabilité de défaillance du systéme. Ce n’est pas une tache évidente car elle
revient a estimer la queue de distribution supérieure d'une loi de sortie dont on ignore tout. On'y
parvient grace une méthodologie de propagation d’incertitudes dont les étapes clés sont schéma-
tisées a la Figure 1, inspirée des illustrations proposées par SUDRET [2007] puis I00SS [2009].

La premiere étape est consacrée a la spécification du modeéle probabiliste en entrée du code de
simulation. En premiere approche, il alongtemps été supposé que les variables d’entrée étaient in-
dépendantes. Sous cette hypothése, la spécification se limite a I'’examen successif et cloisonné de
chaque entrée et une pratique courante consiste a solliciter un avis d’expert. Toutefois, si I'hypo-
these d’'indépendance est retenue a tort, il y a fort a craindre que la probabilité de défaillance soit
sous-estimée ou sur-estimée. Depuis I'énoncé du théoreme de SKLAR [1959], la caractérisation des
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FIGURE 1 — Schématisation de la méthodologie de propagation et de quantification des incertitudes.

lois multidimensionnelles peut s’envisager sous 1'angle de la décomposition copule-marginales.
D’'un co6té, les spécificités inhérentes a chaque entrée (dispersion, symétrie, multimodalité ou
comportement des valeurs extrémes) sont traitées dans un cadre unidimensionnel tandis que, de
l'autre, la copule concentre toute I'information sur la structure de dépendance intrinseque. L'ave-
nement de la théorie des copules avec JOE [1997] et NELSEN [2007] et 'intérét qu’elle a suscité
dans de nombreux domaines d’application ont permis la genése d'une gamme de modeles dédiés
exclusivement a la description de la dépendance (copules elliptiques, copules archimédiennes,
copules aux valeurs extrémes). Au cours de la derniere décennie, les familles usuelles de copules
paramétriques ont été dépassées par des modeles de copules capables de résister a la montée en
dimension (copules vignes régulieres, copules archimédiennes emboitées, réseaux bayésiens de
copules). En pratique, il est rare qu'un expert soit en mesure d’apporter une réponse catégorique
ala question du choix de la copule. Ce probléeme existe également au moment de la spécification
des lois marginales mais il est bien plus criant dans le cas de la copule. Pour compenser cette défi-
cience, une approche avancée par TORRE et collab. [2019] repose sur I'apprentissage de la copule
al’aide d'un jeu de données opérationnelles.

Une fois que la loi des entrées est fixée, la deuxiéme étape est la propagation des incertitudes
a proprement parler. Son ressort principal est la méthode de simulation de Monte-Carlo. Ainsi,
une version discrétisée de la loi de sortie est obtenue en simulant des échantillons dans I'espace
d’entrée puis en calculant les sorties associées avec la fonction de performance. En présence d'un
systeme tres fiable et donc d'une probabilité de défaillance tres faible, cette technique devient
inopérante car aucun des échantillons simulés ne conduit & une défaillance. Pour y remédier, il
faut utiliser des algorithmes de fiabilité qui exploitent différemment le budget alloué. En effet, ces
algorithmes facilitent la simulation de I'événement rare redouté, tout en introduisant apres coup
des mécanismes de pénalisation adéquats.

La troisieme et derniere étape consiste a analyser la sensibilité de la sortie aux incertitudes
véhiculées par les entrées. Comme le montre la Figure 1, le principe de I'analyse de sensibilité (AS)
est la quantification de l'influence des entrées sur la distribution de sortie. La réponse apportée
par 'estimation des indices de sensibilité permet un rebouclage de I'expertise sur le systéme et
présente plusieurs intéréts.

* On dispose d'un classement de I'influence des différentes entrées. Si on cherche ensuite
a réduire la variabilité sur la sortie, la nature de la variable la plus influente peut fournir



des indications sur les départements d’ingénierie ou les corps de métiers a contacter pour
intervenir sur cette variable pilote.

* On affine la compréhension du code de simulation, notamment en détectant d’éventuelles
interactions entre des variables.

¢ On identifie les variables de tres faible influence sur la sortie. Elles peuvent étre éliminées
du processus de propagation des incertitudes et fixées a des valeurs nominales. Cette action
permet notamment de réduire la dimensionnalité du probléeme.

Incertitudes épistémiques issues de la méconnaissance de la loi d’entrée

Dans certaines situations, 1’étape initiale de la méthodologie de propagation des incertitudes
ne peut pas étre menée a bien car on est incapable de spécifier avec certitude la loi des entrées. Ces
incertitudes supplémentaires qui sont liées a la méconnaissance de la loi théorique sous-jacente
sont qualifiées d’incertitudes épistémiques et sont traditionnellement opposées aux incertitudes
aléatoires évoquées précédemment. Ce clivage décrit par HOFFMAN et HAMMONDS [1994] ou par
HELTON et BURMASTER [1996] se fonde sur le caractere réductible des incertitudes épistémiques
dont 'amplitude diminue a chaque apport supplémentaire d’information sur la loi des entrées.
Méme si RIESCH [2013] propose des systémes de classification bien plus sophistiqués, la grille de
lecture aléatoire/épistémique permet a I'ingénieur d’identifier les incertitudes qu'il peut espérer
atténuer et celles dont il va devoir s’accommoder. Lexistence d’incertitudes épistémiques vient
perturber I'analyse de fiabilité dont les résultats sont conditionnés par la spécification du modele
probabiliste affecté aux variables d’entrée. En présence d’incertitudes épistémiques, la loi de la
sortie et donc la probabilité de défaillance sont non seulement inconnues, mais elles sont aussi et
surtout sujettes a des fluctuations car elles s’expriment comme les images d'un modele probabi-
liste qui n’est plus complétement figé.

On précise que I'on entend par “méconnaissance” une information incompléte ou bien une
information qui n’est pas jugée assez fiable pour mériter de fixer définitivement la loi des entrées
sans introduire des outils permettant d’encadrer une éventuelle erreur de spécification. Dans un
cadre probabiliste, il est assez fréquent de diviser les incertitudes épistémiques en deux catégories,
celles qui proviennent de la méconnaissance du modeéle de distributions (familles paramétriques
usuelles, familles multidimensionnelles, assemblage paramétrique par morceaux a ’aide d'une
copule) et celles qui proviennent de la méconnaissance des parametres (moyennes, coefficients
de variation, corrélations, degrés de liberté). Dans le second cas, I'existence d’incertitudes épisté-
miques peut correspondre a différentes situations rencontrées en pratique :

* des avis d’experts divergents quant a la valeur nominale a affecter a un parameétre,
¢ un expert qui fournit un intervalle de confiance pour chaque parametre,

e un expert qui étalonne une famille paramétrique a partir d'une base de données susceptible
d’évoluer en fonction des mises a jour du retour d’expérience.

D’'un point de vue mathématique, il existe plusieurs méthodes pour construire une extension du
cadre probabiliste initial prévu pour les seules incertitudes aléatoires. Pour accoucher d'un cadre
probabiliste parfaitement unifié, il faut adopter le point de vue bayésien. En effet, 'essence méme
de la statistique bayésienne réside dans I’amalgame d’une incertitude sur la loi sous-jacente. En
outre, le recours a une modélisation bayésienne hiérarchique a deux niveaux permet de prendre
en compte en méme temps l'incertitude liée a la sélection d'une famille et I'incertitude liée a la
détermination des parametres. Toutefois, le paradigme bayésien est exigeant car un pré-requis a
son utilisation est la connaissance des lois a priori. La théorie des “probabilités imprécises” offre
I'acces a d’autres outils de description des incertitudes épistémiques. IIs rendent parfois mieux
compte de la réalité des méconnaissances mais leur incorporation, leur manipulation et leur in-
terprétation dans un environnement purement probabiliste sont beaucoup moins aisées.

Quel que soit le formalisme privilégié, 1a loi des entrées n’est plus un invariant du probléme et
elle doit étre vue comme une mesure de probabilité aléatoire. L'analyse de fiabilité est directement



impactée étant donné que la probabilité de défaillance devient une variable aléatoire fonction
des parametres incertains de la distribution d’entrée. Dans ce contexte, DER KIUREGHIAN [1989]
a défini une mesure de fiabilité globale qui peut étre estimée en propageant successivement les
incertitudes aléatoires et épistémiques. En raison du cofit de calcul induit par I’estimation d’'une
probabilité de défaillance, cette double propagation ne peut pas étre effectuée en se contentant
d’imbriquer deux procédures de Monte-Carlo. Pour limiter la charge de calcul liée a la présence de
deux couches d’incertitudes, de nombreuses méthodes ont été développées et continuent d’étre
améliorées comme en témoignent les travaux de SCHOBI et SUDRET [2017], CHABRIDON [2018] et
MEYNAOUTI [2019]. Pour I'ingénieur, il peut étre intéressant d’'identifier les parametres de la loi des
entrées qui sont responsables de la plus grande part de variabilité dans la prédiction du risque
de défaillance. Si la connaissance de ces parametres est raffinée (par exemple en réclamant une
expertise a leur sujet), une réduction significative du volume des incertitudes épistémiques peut
étre espérée. Cette analyse de sensibilité sur la probabilité de défaillance porte le nom d’analyse
de sensibilité fiabiliste (ASF). Des algorithmes d’ASF compatibles avec un budget de simulation
réduit ont été proposés par MORIO [2011], WANG et collab. [2013] ou encore SONG et collab. [2019].

Contexte spécifique de cette thése

Incertitudes épistémiques issues d’'un échantillon d’apprentissage

Dans cette these, on choisit de construire la distribution d’entrée directement a partir des don-
nées du retour d’expérience. Dans un probleme ol I'on sait que les entrées sont dépendantes et
donc pour lequel il est nécessaire d’incorporer une copule au modeéle probabiliste, il est vain de se
mettre a la recherche d'un avis d’expert tranché et définitif a ce sujet. Au mieux, on peut espérer
récupérer des valeurs nominales pour les coefficients de corrélation linéaire. De ce fait, 'approche
proposée ici est pragmatique et suppose que I'ingénieur est capable d’assurer le traitement statis-
tique des données. On se place dans une situation ou la seule connaissance de la loi des entrées se
résume a un unique échantillon ne comportant qu’'un petit nombre d’observations.

Contrairement aux géants du Web, les départements d’étude et de conception de I'industrie
traditionnelle ne sont pas toujours capables de rassembler un volume important de données. Cela
peut s’expliquer par des contraintes techniques (mesures trop cheres et trop chronophages) ou par
I'inexistence d’'un circuit de valorisation des données. Par opposition au “big data”, 1a situation
examinée ici correspond a un contexte de “small data” ol le nombre d’observations est limité a
quelques centaines. La distribution d’entrée est ensuite construite par apprentissage statistique,
c’est-a-dire en utilisant des outils de statistique inférentielle pour extraire le plus d'information
possible de I’échantillon fourni. Le résultat de cette phase d’apprentissage est le plus souvent une
estimation de la densité conjointe des variables d’entrée. Pour conduire I'analyse de fiabilité, il est
désormais nécessaire d’exécuter successivement l'algorithme d’apprentissage puis 1'algorithme
de fiabilité. On peut alors se demander comment évolue la probabilité de défaillance si un autre
petit échantillon de la méme loi sous-jacente sert a I’apprentissage. Cette question de I'impact de
la variabilité d’échantillonnage est incontournable pour pouvoir donner du crédit au résultat de
I'analyse de fiabilité. La Figure 2 insiste sur le fait que la variabilité d’échantillonnage est convertie
d’abord en variabilité d’apprentissage puis en variabilité de prédiction du risque de défaillance.

Cette variabilité d’apprentissage s'explique par le fait que les outils de statistique inférentielle
ne sont pas adaptés pour le “small data”. On comprend facilement que I'information apportée par
I'histogramme d’'un petit échantillon est assez pauvre. De méme, dans le cadre d'un apprentissage
paramétrique, la robustesse de I'estimation des parametres diminue avec la rareté des données
utilisées. Enfin, en ce qui concerne les techniques de sélection de modele, étant donné que les
criteres d’'information et les tests d’adéquation s’appuient sur des considérations asymptotiques,
les réponses qu’ils apportent ne sont pertinentes que pour des échantillons de taille conséquente.
Du point de vue de I'analyse de fiabilité, on peut craindre que cette variabilité d’apprentissage
engendre une variabilité trop importante de la prédiction du risque de défaillance.
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FIGURE 2 — Schématisation de la premiére méthodologie d’analyse de sensibilité fiabiliste.

Enoncé des problématiques

Comme on ne dispose que d'un seul échantillon d’apprentissage et qu’il n’est pas raisonnable
de le subdiviser en plusieurs sous-échantillons, on ne peut mener qu'une seule analyse de fiabi-
lité. Or, pour pouvoir évaluer I'impact de la variabilité d’échantillonnage, il faut étre capable d’es-
timer les probabilités de défaillance associées a toute une séquence d’échantillons. Cette impasse
conduit a formuler une premiere problématique.

(P;) Comment mesurer I'impact de la variabilité d’échantillonnage?

Dans un contexte de “small data”, on peut s’attendre a ce que la prédiction du risque de défaillance
soit sujette a une forte variabilité. Comme cette variabilité est imputable a I'action d’incertitudes
épistémiques, 'ingénieur peut espérer la réduire en récoltant des informations supplémentaires
sur la distribution d’entrée. Les régles universelles de la statistique inférentielle incitent a collecter
des données supplémentaires pour toutes les entrées afin de réduire la variabilité d’apprentissage.
Toutefois, cette intuition se heurte au fait que le processus de collecte des données est souvent
fastidieux et qu’il ne peut pas étre réenclenché rétrospectivement. Par contre, il est beaucoup plus
facile de se procurer de nouvelles données pour une seule variable ou pour un petit nombre de
variables de méme nature. On parle d’acquisition ciblée pour désigner la stratégie qui consiste a
récupérer de nouvelles données pour une ou deux variables et a les utiliser pour raffiner une partie
de la distribution d’entrée (une moyenne, une corrélation, une loi marginale). La mise en ceuvre
d’une telle approche constitue la seconde problématique de ce travail.

(P,) Est-il possible de réduire 'impact de la variabilité d’échantillonnage avec une procédure
d’acquisition ciblée de données supplémentaires ?

Cette problématique se divise en fait en deux sous-problématiques. D'une part, il faut étre capable
de décomposer la distribution d’entrée en plusieurs entités susceptibles d’étre déconnectées les
unes des autres au moment de I'apprentissage. D’autre part, il faut mettre au point un algorithme
d’ASF capable de quantifier I'incertitude transférée sur la probabilité de défaillance par chaque en-
tité au moment de son apprentissage. Pour envisager 'implémentation d'une ASE il est nécessaire
de propager I'incertitude d’échantillonnage, ce qui implique de répondre aux problématiques (P;)
et (P2) en méme temps. Comme on a déja pu le dire, une ASF passe par la propagation de deux
couches d’incertitudes et la maitrise de la charge de calcul correspondante nécessite le recours a
des solutions spécifiques.
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Organisation du document

Ce manuscrit est divisé en cing chapitres qu'il est préférable de lire les uns a la suite des autres.
Les Chapitres 1 a 3 constituent un état de 'art des méthodes existantes pour réaliser les phases
d’apprentissage statistique, d’analyse de fiabilité et d’analyse de sensibilité (fiabiliste). Viennent
ensuite les Chapitres 4 et 5 qui apportent la contribution de ce travail de thése en cherchant a
répondre aux problématiques (P;) et (P2).

* Chapitre 1. Lobjectif principal de ce chapitre est de mettre en avant le role crucial joué par
la séparation copule-marginales dans la construction de modeles d’apprentissage flexibles
et robustes. Apres de brefs rappels sur la théorie des probabilités, on mentionne plusieurs
caractérisations possibles de la loi conjointe d'un vecteur aléatoire. On présente ensuite les
techniques d’estimation (paramétrique et non-paramétrique) des lois marginales et de la
copule. La derniere partie du chapitre est réservée a un inventaire des modeles de copules
développés pour résister a la montée en dimension.

e Chapitre 2. Il s'inscrit dans la continuité directe du précédent chapitre. L'objectif est alors
de comprendre comment estimer la probabilité de défaillance associée a une distribution
d’entrée, éventuellement fournie par une phase préalable d’apprentissage. On insiste sur la
complémentarité des algorithmes déterministes (FORM/SORM) et stochastiques (basés sur
des techniques d’échantillonnage de Monte-Carlo). L'accent est par ailleurs mis sur la fagcon
dont il faut conduire une analyse de fiabilité en présence d'une copule.

* Chapitre 3. Dans la perspective de construire des algorithmes d’ASE la premiere partie du
chapitre présente les principaux outils permettant d’effectuer une AS sur la sortie du code de
simulation. On examine certains indices de sensibilité et leurs schémas d’estimation. Une
attention particuliére est réservée au cas épineux de I'AS pour des entrées dépendantes. La
seconde partie du chapitre se focalise sur les procédures d’ASF (locales et globales) qui sont
proposées dans le cadre bayésien.

* Chapitre 4. Dans ce premier chapitre de contribution, on cherche a analyser la sensibilité
de la probabilité de défaillance a l’estimation des différentes composantes fonctionnelles de
la décomposition copule-marginales. Cette situation est illustrée a la Figure 2. Si 'une des
lois marginales est identifiée comme la composante dominante, cela indique a I'ingénieur
la variable sur laquelle il doit chercher a collecter des données supplémentaires. Dans un
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premier temps, un algorithme d’ASF est développé en supposant que la fonction de per-
formance est peu cofiteuse. Le point de départ de la solution proposée est un mécanisme
de ré-échantillonnage bootstrap permettant de simuler la variabilité d’apprentissage sur les
composantes fonctionnelles tout en garantissant leur indépendance mutuelle. Il est ensuite
possible de quantifier I'influence des composantes fonctionnelles en utilisant la définition
étendue des indices de Sobol et en déployant les schémas d’estimation associés. Dans un se-
cond temps, le recours a I’échantillonnage préférentiel multiple permet de mettre en place
une stratégie d’économie du budget de simulation qui rend I’ASF possible méme lorsque
I’évaluation de la fonction de performance est plus cotiteuse.

* Chapitre 5. Ce second chapitre de contribution vient compléter la réponse apportée par le
premier dans le cas particulier ol1 la copule est la composante fonctionnelle de plus grande
influence. Pour cela, on fixe les lois marginales et on ne s’intéresse plus qu’a I'incertitude
provenant de I’apprentissage de la copule. Cette nouvelle configuration est représentée a la
Figure 3. L'objectif poursuivi est ensuite I'identification de la copule bidimensionnelle dont
I'estimation a le plus d’impact sur la probabilité de défaillance. L'ingénieur peut alors savoir
quelle est la paire de variables dont il doit en priorité améliorer I'état de connaissance. Une
étude préliminaire montre qu'il est difficilement envisageable de répondre a ce probleme
d’ASF en quantifiant directement I'influence des copules bidimensionnelles. Le parti pris
est alors de remplacer chaque copule bidimensionnelle estimée (implicitement ou explici-
tement) au cours de I'apprentissage par une unique variable scalaire, a savoir le coefficient
de corrélation de Kendall. Lidée est ensuite d’analyser la sensibilité de la probabilité de dé-
faillance aux différents coefficients de ce résumé matriciel de la structure de dépendance. Le
nouveau probleme d’ASF est donc en dimension finie, mais il porte sur une application sto-
chastique dont les entrées sont dépendantes. La solution mise en avant consiste a estimer
des indices de Borgonovo a partir d'un schéma “orienté copule” afin de quantifier I'influence
de chaque coefficient de corrélation et de disposer ainsi d'une premiere idée de 'influence
de chaque copule bidimensionnelle. De plus, on mesure la part d’'information perdue au
moment du résumé matriciel grace a un indicateur de stochasticité pour lequel on propose
un schéma d’estimation qui fait appel aux copules R-vignes non-paramétriques.

Les algorithmes d’ASF développés aux Chapitres 4 et 5 sont appliqués sur des cas tests analytiques
de complexité croissante puis sur un cas test physique proposé par le Département MAtériaux et
Structures (DMAS) du centre ONERA de Chatillon. En fin de manuscrit, une conclusion récapitule
les deux volets de la méthodologie proposée ainsi que les résultats obtenus.
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Chapitre 1

Apprentissage d’'une distribution de
probabilité multidimensionnelle
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1.1 Introduction

En ingénierie des incertitudes, le cadre méthodologique le plus habituel consiste a spécifier
I'incertitude des entrées du probléme, a propager ces incertitudes a travers un code de calcul puis
a quantifier I'incertitude véhiculée sur la sortie ou sur une quantité d’intérét obtenue a partir de
la sortie. Dans le cadre de cette thése, on est confronté & une méconnaissance du comportement
aléatoire simultané des entrées. En effet, on ne dispose que d'un échantillon formé par un pe-
tit nombre d’observations conjointes des entrées. En pratique, cette situation est assez fréquente
et apparait comme une problématique de premiere importance dans BEER et collab. [2013] ou
ZHANG et collab. [2014].

On adopte une approche probabiliste et on considéere que chaque observation conjointe est
en fait la réalisation d'un vecteur aléatoire obéissant a une certaine distribution de probabilité
multidimensionnelle, sous-jacente mais inconnue. La statistique inférentielle vise a extraire une
information pertinente de I’échantillon afin de construire une représentation mathématique pré-
cise de la distribution responsable de la variabilité des entrées. Dans la suite, on parle d’apprentis-
sage statistique lorsqu’il faut désigner I’action d’un algorithme qui estime la distribution de pro-
babilité des entrées a partir des données disponibles. Ce terme peut avoir une acceptation plus
large, voire différente, en particulier dans FRIEDMAN et collab. [2001] ol il désigne la construc-
tion d'un modele prédictif dans un contexte d’apprentissage supervisé. Dans ce travail, il n’est pas
question de prédire la sortie du code de calcul mais de mettre en place un modele probabiliste
qui restitue fidelement l'incertitude affectant les entrées du probléme. Ici, I'apprentissage statis-
tique est une tache qui se méne en amont de la phase de propagation des incertitudes et qui est
completement déconnectée du fonctionnement du code de simulation. Le modéle issu de I'ap-
prentissage est ensuite couplé avec un algorithme de fiabilité. Celui-ci propage des incertitudes
qui dépendent par conséquent du déroulement de la phase d’apprentissage. Ainsi, la prédiction
fiabiliste est tributaire des informations qui sont extraites de I’échantillon. La qualité du modele
probabiliste construit détermine ainsi la qualité de I'’estimation de la probabilité de défaillance.

Une distribution est un concept mathématique en lien avec la théorie de la mesure. Si on veut
s’approprier une distribution, il faut parvenir a estimer I'un des outils fonctionnels permettant
de la caractériser. Depuis les travaux historiques de BERNOULLI [1711] sur la loi uniforme et ceux
de DE MOIVRE [1756] sur la loi normale, une multitude de modeles paramétriques ont été in-
ventés pour satisfaire les besoins des différents domaines ot il est apparu important de se doter
d’'une modélisation fine des incertitudes. On renvoie aux ouvrages de KoTz et collab. [2004] et
FANG [2018] pour des monographies a ce sujet. La littérature oppose généralement ces modeles
paramétriques aux techniques d’apprentissage dites non-paramétriques. Lorsque les entrées sont
indépendantes, la dimension du probleme n’est pas une contrainte car la distribution conjointe
s’obtient directement a partir des distributions marginales. Le probléme multidimensionnel se
décompose alors en problemes unidimensionnels pouvant étre traités en parallele. En raison du
faible budget d’observations, il est toutefois assez difficile d’acquérir de I'information sur les ré-
gions extrémes des distributions marginales. Pour des entrées dépendantes, 'apprentissage doit
en revanche s'envisager dans un cadre multidimensionnel. Par ailleurs, la montée en dimension
fait naitre des motifs de dépendance polymorphes que la matrice de corrélation d'une loi gaus-
sienne n'est plus en mesure d’appréhender. Face a ce probleme, I'apparition de la théorie des
copules avec SKLAR [1959] a offert un nouveau moyen de caractériser les distributions multidi-
mensionnelles et de mettre en place leur apprentissage. La structure de dépendance intrinseque
peut étre isolée des distributions marginales et décrite a I’aide d'une distribution de copule. La na-
ture mathématique de I'objet copule permet notamment de construire des modéles plus flexibles
affichant une meilleure résistance a la dimension.

Ce chapitre a pour objectif de présenter les principaux outils d’apprentissage statistique, en
mettant principalement ’accent sur ceux qui sont utilisés dans la suite des contributions. La Sec-
tion 1.2 pose les bases du cadre probabiliste en insistant notamment sur les différentes carac-
térisations d'une distribution multidimensionnelle. On y présente également divers statistiques
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pouvant étre calculées a partir de 1'échantillon initial et délivrant une information sur la struc-
ture de dépendance. La Section 1.3 clarifie le périmetre et énonce les objectifs de 'apprentissage
statistique dans le contexte de ce travail. La Section 1.4 décrit les méthodes d’apprentissage des
distributions marginales avant que la Section 1.5 ne fasse de méme avec la copule. Cette derniere
section est I'occasion de présenter certains modeles de copules adaptés a la grande dimension,
notamment les copules R-vignes.

1.2 Caractérisation de la distribution d’un vecteur aléatoire

1.2.1 Eléments de théorie des probabilités

On se place dans le cadre classique d’'un espace probabilisé défini par un triplet (Q, </, P). On
désigne par Q I'univers, c’est-a-dire 'ensemble des résultats possibles w de I'expérience aléatoire
examinée. Tout sous-ensemble A de Q est alors appelé un évenement. Dans de nombreuses situa-
tions, 'ensemble des évenements issus de Q n’est pas dénombrable et on doit se munir d'une tribu
</ (aussi appelée g-algebre) pour établir de facon rigoureuse les parties de I'univers a prendre
ou non en considération. Toute tribu .« se définit alors comme une collection d’événements,
qui contient 'ensemble vide @, et qui est stable a la fois par passage au complémentaire et par
union dénombrable. Pour une tribu .« donnée, une mesure de probabilité est une application de
la forme:

P: & — [01]

A — PQA) (1.1)

qui est o-additive et qui vérifie P(Q2) = 1. Dans 'espace probabilisé ainsi constitué, on considere
I'application X définie par :

X: Q — R4

w — x:=X() avec X=[X;] ) (1.2)

lsj=d

ol chaque application coordonnée X est scalaire. Pour toute collection ¢ de parties de RY quine
serait pas une tribu, on appelle tribu engendrée par ¢, et on note o (%), la plus petite tribu (au
sens de I'inclusion) contenant tous les événements de %. Pour munir R d’une tribu adéquate, on
aI’habitude d'utiliser la tribu borélienne Z(R%) qui est engendrée a partir des ensembles ouverts
de R?. Elle peut aussi étre générée par 'ensemble des pavés ouverts :

Py:={P=]ay,bi| x...x |ag, ba| avec (aj,bj)eR* V1<j=<d}, (1.3)
ou par 'ensemble des produits d’intervalles non bornés a gauche et fermés a droite :
Py :={P=]-00,x1]| x...x|-00,x4] avec xjeR V1sj=<d}, (1.4)

etonadonc:
BRY=0(P)=0(P) . (1.5)

Lapplication X est un vecteur aléatoire si elle est mesurable, c’est-a-dire si:
VBE%’(R”Z),X_I(B) ={w:X(w)eBle . (1.6)
Le couple ([Rd , %’(Rd)) peut alors étre équipé d’'une mesure de probabilité induite pix :

x: ZRY — [0,1]

, 1.
B — wx®):=PX1®) (17

qui est souvent appelée loi (de probabilité) ou distribution (de probabilité) de X et décrit parfaite-
ment son comportement aléatoire.
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Théoreme 1.2.1 (Loi d’un vecteur aléatoire)

Soient X et X deux vecteurs aléatoires a valeurs dans (R?, Z(R%)).
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(i) X etX ontla méme loi.
(i) VB e BRY, ux(B) = ug(B).
(iii) Pour tout pavé P =]ay, by x... x |ag, ba[, px(P) = pg (P).

(iv) Pour tout produit de la forme P = |—00,x1] x ... x | —00, 4], ux (P) = ug (P).

. . L e . L. loi &
Sil'une des assertions est vérifiée, on est en droit d’écrire que X = X.

Les passages de (iii) a (ii) et de (iv) a (ii) reposent sur le lemme d’unicité des mesures de probabilité.
11 stipule que, pour toute collection € de parties de R? qui est stable par intersection finie (ce qui
est par exemple le cas de &1 et %%,),0ona:

{VBe€: ux(B) = px(B)} = {VBe o (%) : ux(B) = ug®B)} . (1.8)

Ainsi, pour montrer que deux vecteurs aléatoires X et X ont la méme loi, il suffit de montrer que les
mesures de probabilité associées coincident sur 'ensemble € ayant permis d’engendrer Z(R%).

1.2.2 Fonction de répartition

En vertu du Théoreme 1.2.1, toute I'information sur la loi d'un vecteur aléatoire X peut étre
décrite a 'aide d’un outil appelé fonction de répartition et qui se définit en tout point de R? par :

VxeRY, Fx(x) := px (| —o0, x1] x ... x | —00, x4]) =P X1 < X1,...,Xg < Xg) (1.9)

En anglais, on parle de Cumulative Distribution Function (CDF). Une égalité de type Fx = Fx est
parfaitement équivalente a (i), ce qui offre une caractérisation plus synthétique et moins abstraite
de laloi de X. Les propriétés mathématiques de Fx sont explicitées ci-apres.

Théoréme 1.2.2 (Propriétés de la fonction de répartition)

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (R%, Z(R%)). Sa fonction de répartition Fx vérifie :
(F1) Fx(xi,...,x4) =0deéslorsquedj:x;=-o0.
(F2) Fx(4+oo,...,+00)=1.
(F3) Fx estisotonique: Vx,X € R4 tels que x < X, Fx(x) < Fx(x) .
(F4) Lafonction t— Fx(xy,...,Xj-1,f,Xj+1,...,Xgq) €st continue a droite.

(F5) Fx est d-croissante.

La notion de d-croissance mentionnée dans la propriété (F5) du précédent théoreme nécessite de
définir I'ensemble Cp := {ay, b1} x ... x {ag, by} des coins d'un pavé P = [a1,b1] x ... x [ag, ba]. Fx
est alors d-croissante si et seulement si :

VPe 2, ¥ (-1)"OFx(c)=0 avec v(c):=Card({j:cj=aj}) . (1.10)

ceCp

En dimension d = 2, cela se comprend trés bien en remarquant que :
0 <px ([a1,b1] x [az, b2]) = Fx(az, bs) — Fx(ay, bo) — Fx(ag, by) + Fx(a1, b1) . (1.11)
Réciproquement, les propriétés énumérées dans le Théoreme 1.2.2 suffisent a identifier une fonc-

tion de répartition. Ainsi, a toute fonction F: R? — [0, 1] vérifiant les conditions (F1) a (F5) corres-
pond un espace probabilisé (Q, .o/, [P) et un vecteur aléatoire X dont F est la fonction de répartition.
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1.2.3 Densité de probabilité

Un élément essentiel de la théorie de I'intégration est la mesure de Lebesgue A définie pour
tout pavé P = [ay, b1 ] x ... x [ag, by| par:

d
AP):=[]Wj-ay), (1.12)
j=1

le théoréme d’extension de Carathéodory lui donnant un sens pour tout borélien de BRY). \ est
une mesure mais ce n'est pas une mesure de probabilité car elle n’est pas finie. Une mesure de
probabilité ux est dite absolument continue par rapport a A si elle est vérifie la propriété suivante :

VB e BRY),\(B)=0 = px(B)=0. (1.13)

Cela exclut les lois discretes et, plus généralement, toutes les lois possédant un atome. Si px est
absolument continue, alors il existe une fonction fx : R% — [0, +0o[ mesurable telle que :

VBE%’([Rd),pX(B):foxd)\:fox(x)dx. (1.14)

fx estla densité de probabilité de X, appelée Probability Density Function (PDF) en anglais. De par
la définition ci-dessus, fx integre a 1 sur R4, Par ailleurs, un lien direct peut alors étre établi entre
Fx et fx:

X1

Xd
VxEle,FX:pX(]—oo,xl]x...x]—oo,xd])=f f fx(z1,...,2q)dz; ... dzq . (1.15)
—00 —00

La dérivée partielle mixte d’ordre d de Fx existe presque partout dans R et on a I'égalité suivante :

Al L S ) (1.16)
XX1yee0y Xg) = ——(X1,..., Xq4) . .

d 0xy...0xy d
On peut ainsi remarquer que fx, sous réserve de son existence, caractérise complétement la loi
de X. Elle est d’autant plus intéressante qu’elle fournit une expression intégrale de I'espérance de

toute quantité s’écrivant comme une fonction de X.

Théoreme 1.2.3 (Théoréme de transfert)

Soit X un vecteur aléatoire admettant une densité de probabilité fx.
Soit 4 : R? — R une fonction mesurable.
Lespérance de la variable h(X) est alors définie par :

E[hX)] :jl;d h(x) fx(x)dx . (1.17)

En particulier, si h est la fonction indicatrice d’'un borélien B € % (R%), on retrouve la définition
initiale de fx donnée dans (1.14) :

px (B) =E[1p(X)] szﬂB(x)fx(x)dxszfx(x)dx. (1.18)

1.2.4 Loiconjointe et lois marginales

On cherche souvent a déduire de px des informations sur le comportement aléatoire d'une
application coordonnée X; prise séparément des autres. Pour cela, appliquons au vecteur X une
fonction de projection p; permettant d’accéder a sa j-éme coordonnée :

(Q, o, P) (R, B®RY)) (R, BR))

; 1.19
W —x x:=X(w) LI Xj:=pjx) ( )
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La plus petite tribu de R? qui rend toutes les projections p ;j mesurables est appelée la tribu produit
des tribus boréliennes. Elle est notée Z(R%) ®...® Z(R?) et il se trouve qu’elle coincide exactement
avec Z(R?). Les applications coordonnées définies par X j:= pjoXsont donc bien mesurables et
sont des variables aléatoires au sens de la tribu /. On extrait de ux une mesure de probabilité
pour chaque variable X :

VBe B[R),px,(B):=P(X;€B)=PXeRx...xRxBxRx...xR)
=Ux(Rx...xRxBxRx...xR) .

(1.20)

La mesure p; représente la loi marginale de la variable aléatoire X;. Par opposition, la loi de X
est souvent qualifiée de loi conjointe car elle régit le comportement simultané des variables. Les
fonctions de répartition marginales Fx; sont déduites de la fonction de répartition conjointe Fx
comime suit :

Vx;j € R,Fx, (x)) 1= ux; (]—o0,xj]) =px (Rx...xRx | —00, x| xRx...xR)

(1.21)
:Fx(+oo,...,+oo,xj,+oo,...,+oo) .
En appliquant I’expression (1.15) dans I’équation (1.21), il vient que :
X
ijelR,FXj(xj):f...ff f...ffx(zl,...,zd)dzl...dzd
R JRJ-oJr JR
P xi (1.22)
] ]
=[ (f fx(z)dzl...dzj_ldzj+1...dzd) dzj:f Ix;(zj)dz;,
—oo \JRA4-1 —00
ce qui nous permet d’identifier les densités de probabilité marginales fx; :
Vx;€ R,ij(xj) :=lei1 fx(z1,..0,2j-1,X},2j+1,-..,29)dz1 ... dzj—1dzj41 ... dzg . (1.23)

Chaque variable aléatoire X ; dispose donc de sa propre loi marginale px; dont une caractérisation
est offerte par la fonction de répartition marginale Fx; ou la densité de probabilité marginale fx;.
En général, la seule connaissance des lois marginales ne suffit pas a reconstituer la loi conjointe. En
effet, celle-ci peut incorporer une structure de dépendance. C’est une information supplémentaire
qui s’ajoute aux tendances marginales et qui doit faire 'objet d'une caractérisation spécifique.

1.2.5 Structure de dépendance

Un point important dans la caractérisation de la loi px est la description du rapport que les
variables X; entretiennent entre elles. Si elles sont mutuellement indépendantes, la juxtaposition
des lois marginales suffit a décrire la loi conjointe.

Définition 1.2.1 (Variables indépendantes)

SoitX = [X;],_;., un vecteur aléatoire a valeurs dans (R, BRY)).
Les variables aléatoires X;, ..., X  sont dites (mutuellement) indépendantes si et seulement si :

d d
VB:=B; x...x By e ZR?Y), ux(B) =P(XeB) = [| PX;jeB)) =[] nx,B)). (1.24)
j=1 j=1

Dans le cas particulier ou B € &, I'indépendance des variables permet d’écrire que :
d d
Vx eRY, Fx(x) = px (]—00,x1] % ... x ]—00,x4]) = [T 1x, (]—00,x;]) = [] Fx, (x)) . (1.25)
j=1 j=1

En utilisant les expressions intégrales des fonctions de répartition puis en appliquant le théoréme
de Fubini, on obtient :

X1 Xa d X; X1 xq [ d
‘v’xe[Rd,f f A@dz=] (f ]ij(zj)dzj) :f f (]"[ ij(zj)) dz,  (1.26)
—00 —00 j=1\J-o0 —0 —\i=1
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ce qui finit par donner :

d
VxeRY, ) =[] fx, (x) . (1.27)
j=1

Les équations (1.25) et (1.27) montrent que la loi conjointe s’écrit a partir du produit des seules lois
marginales dés lors qu’on fait une hypothese d'indépendance sur les coordonnées de X. Sans cette
hypothese, il faut introduire un outil de caractérisation de la structure de dépendance. Pour un en-
semble de lois marginales données, on peut se demander dans quel espace mathématique vivent
toutes les lois conjointes pouvant les engendrer. Du point de vue des fonctions de répartition, un
tel espace est appelé une classe de Fréchet. A toute collection Fx, ...,Fx, de fonctions de réparti-
tion marginales, on peut associer sa classe de Fréchet. Elle est toujours non vide car elle contient
au moins le produit Fx, x ... x Fx, obtenu lorsque les variables sont indépendantes. Les premiers
travaux consacrés a I’étude des structures de dépendance datent de la seconde moitié des années
1930 avec notamment FRECHET [1935] et HOEFFDING [1940]. Une approche unifiée voit ensuite le
jour grace au développement de la théorie des copules. Quelques résultats importants sont rap-
pelés dans la suite de cette section. Pour disposer d'un apercu plus complet, on pourra se référer
a DURANTE et SEMPI [2010] ou aux ouvrages de JOE [1997] et NELSEN [2007].

Définition 1.2.2 (Copule)

Soit U = [U}] 1< j<q N VECtEUT aléatoire a valeurs dans ([Rid, ,%’([Rid)).
On suppose que toutes ses lois marginales py; sont uniformes:

U;~U([0,1]) ie VujeR,fy(uj)= Loq) - (1.28)

La loi conjointe py est une d-copule.

Si py est une d-copule, sa fonction de répartition et sa densité de probabilité sont respectivement
notées Cy et cy. Par abus de langage, le terme “copule” désigne souvent Cy. Dans la suite, on
note %, I'ensemble des fonctions de répartition des d-copules. Par ailleurs, on appelle d-cube ou
hypercube d-dimensionnel le pavé de R% défini par :

Hy:=10,1] x...x[0,1] = [0,1]%. (1.29)
Pour tout pavé P € &7}, on peut remarquer que :
o P\ ) =0 et pyP)=pyPnIity) . (1.30)

Ainsi, connaitre py pour les seuls pavés inclus dans .77 suffit a complétement caractériser la loi
de U. On dit que .77 est le support de U et les domaines de définition de Cy et cy y sont restreints.
Les propriétés (F1) et (F2) deviennent :

e Cy(uy,...,uq) :OdéslorsqueEIj:uj =0.
e Cy(1,...,1)=1.

D’un point de vue purement fonctionnel, et non plus probabiliste, la caractérisation d'une copule
est moins fastidieuse que celle d’'une fonction de répartition quelconque.

Théoréme 1.2.4 (Caractérisation d’'une copule)

La fonction C: 5% — [0, 1] est une copule si et seulement si :
(C1) Vuje[0,1],C1,...,Lujl,....,D=u;.

(C2) Cestisotonique.

(C3) Cestd-croissante.

En particulier, le caractere isotonique (C2) donne :

VYue 3,Cu,...,uj-1,0,uj41,...,uqg) <C(1,...,1,0,1,...,1) =0. (1.31)
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Par ailleurs, en combinant la d-croissance (C3) et les conditions aux bords (C1), on montre que C
est une application lipschitzienne :

d
Vu,ve #y,ICw)—Cw) < lu-vl =) |uj-vj| . (1.32)
j=1
Par conséquent, C est continue, ce qui est plus fort que (F4) qui n'impose que la continuité a droite
dans chaque direction et en tout point. L'utilité des copules devient fondamentale dans I'étude des
distributions multidimensionnelles grace a un résultat de SKLAR [1959].

Théoreme 1.2.5 (Sklar)

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (Rd, %(Rd)).
On note Fx sa fonction de répartition et on suppose qu’il existe une densité de probabilité fx.
1l existe une unique copule C € %; telle que :

Vx e R?, Fx(x) = C(F1(x1),...,Eq(xa) . (1.33)

Sous I'hypothése d’existence de fx, toutes les fonctions de répartition marginales sont inversibles,
car continues et strictement croissantes. En remarquant que u; = Fx; [F)‘(1 (uj)], on peut voir que :
J J

Vue #y,Clu) =P(Xy <Fg! (w),....Xa < Fy ) (ug)) =P(Fx, X)) < uy,..., Fx,Xa) S ug) . (1.34)

C est donc la copule associée au vecteur aléatoire U constitué des variables U; = Fx ' (X;) qui sont
toutes uniformes mais corrélées entre elles. Pour cette raison, on notera désormais Cy la copule C
utilisée ci-dessus pour exprimer la fonction de répartition conjointe Fx. Le Théoreme 1.2.5 est
primordial dans I'étude des distributions multidimensionnelles car il permet une stricte sépa-
ration des tendances marginales et de la structure de dépendance. La copule Cy peut étre vue
comme une version simplifiée de la fonction de répartition Fx une fois que celle-ci est délestée de
toute I'information propre aux lois marginales. Une conséquence importante réside alors dans le
fait que les copules présentent certaines particularités mathématiques facilitant leur modélisation
en grande dimension. Certains développements dans cette direction sont par exemple présentés
dans KUROWICKA et COOKE [2006]. Lavenement de la théorie des copules a permis une démulti-
plication de la palette des modeles de distributions. Ainsi, la réunion d'une copule C: .7#; — [0,1]
et d'une collection de fonctions de répartition inversibles F; : R — [0, 1] donne immeédiatement
naissance a une fonction de répartition conjointe :

vxeR?,C(F1(x1),...,Fa(x9) =P(U; < Fi(x1),...,Ug < Fy(x4)) 1.35)
=P(F'(U) < x1,...,F; (Ug) < x4) =Fx(®), '

ou X est obtenu en appliquant les fonctions F]‘.1 aux coordonnées du vecteur U émanant de C.
Réciproquement, pour toute fonction de répartition conjointe Fx dont les marginales sont inver-
sibles, on peut extraire la copule a I'aide de la formule suivante :

Vue%,cu(u)=FX(F§f(u1),...,F§;(ud)). (1.36)

Théoreme 1.2.6 (Invariance)

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (Rd, %’(R‘i)).
On définit X = [T;(X;)], < j<q OU les applications T; sont continues et strictement croissantes.

La copule py du vecteur X est également la copule du vecteur X.

Ainsi, toute transformation bijective d’une variable X ; de X affecte la loi marginale pix; mais laisse
la structure de dépendance inchangée. La preuve vient immédiatement en remarquant que :

VxeRY, Fg(x) = Fx(T7 ' (x1), ..., T (xa)
= Cy(Fx, oT7 ' (x1),...,Fx, o T;' (xa)) (1.37)
= Cy (g, (x1),..., Fx, (xa) -
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Un autre résultat important est obtenu en dérivant (1.33) par rapport a chacune de ses variables :

d 04C
VxeRY, fx(x):=cy (Fx, (x1),...,Fx, (x)) x [ | Jx;(xj) avec cy:= ﬁ . (1.38)
':1 DY

La densité conjointe fx s'exprime donc comme le produit des densités marginales fx; auquel
s’ajoute un terme dépendant de la densité de copule cy et devant étre compris comme une pon-
dération qui permet de prendre en compte la nature de la structure de dépendance.

Théoréme 1.2.7 (Bornes de Fréchet-Hoeffding)
Soit C € 6. On a alors les inégalités suivantes :

d
Wy (u) := max(O,Z uj—d+1)

Yue 7, Wy(u) <C(u) <M;(u) avec (1.39)

M, () := min uj
1<j=<d

Attribué a FRECHET [1935] et HOEFFDING [1940], ce résultat d’encadrement découle de calculs
probabilistes élémentaires. Pour I'inégalité de droite, on peut voir que :

Cw)=PU; <uy,...,Ug<uy) <P(U] < u]) = C(u) < 1m1nd Uj . (1.40)
]<

Pour I'inégalité de gauche, on utilise un argument classique de majoration :

d d
Cw)=1-P({U1>w}u...u{Ug>ug}) = Cw)=1- Y P({U; > u;}) Z —d+1. (141
j=1 j=1
e M, € 6, est la copule comonotone. Elle est obtenue dans le cas o1 U; =... = Uy. C’est une

situation de dépendance totale par égalité des variables. Il existe donc une copule M, € 6
faisant office de borne supérieure uniformément sur .77 :

Yue 5, sup C(u) = maxC(u) My (u) . (1.42)
CE(gd

* W, € %5 est la copule anti-monotone. Elle est obtenue dans le cas oi1 U, = 1 — U;. C’est une
situation de dépendance totale par complémentarité des variables. Par contre, dés que 'on a
d =3, W, ¢ G, etlasituation ne peut plus étre interprétée a partir du vecteur U. Cependant,
FRECHET [1935] a montré que la borne W reste optimale au sens ot :

Yue 7, inf C(u) =W, (u) . (1.43)
Ce%y

Les bornes de Fréchet-Hoeffding définissent une enveloppe fonctionnelle au sein de I’espace €.
En plus de M, et Wy, une troisieme copule d’'intérét est celle issue du cas ol les variables de U
sont mutuellement indépendantes. On a alors :

My(w) =PU; < uy,...,.Ug < ug) = HIP(U] u])—Hu] (1.44)
j=1

Dans la suite, on note n4 la densité de copule associée a I1,. Elle est constamment égale a 1 sur .775.
Lexistence des bornes de Fréchet-Hoeffding ne doit pas nous laisser croire qu'il existe une relation
d’ordre total sur %;. 1l est vrai qu'on peut trouver des copules C1,C;, € % telles que I'inégalité
Ci1(u) < Cy(m) reste vraie partout sur ;. On note alors C; < C,. Par exemple, II; < M. On se
place maintenant dans le cas o1 d = 2 pour exhiber un contre-exemple. Si on regarde la fonction
C := (W, +M,)/2, qui est une copule par combinaison convexe de deux autres copules, il n’est pas
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possible de la comparer a I, uniformément sur .773. On peut en effet trouver deux points distincts
u # v € J% qui vont étre tels que :

Cw)<l(w) et Cv)>TI(v). (1.45)

Pour pouvoir établir une relation d’ordre total, il faudrait se restreindre a un sous-espace de 6. Il
est ainsi montré dans NELSEN [1997] que certaines familles paramétriques peuvent le permettre.
Méme sans possibilité de définir une relation d’ordre total, I'espace %> est articulé autour de trois
tendances : égalité des variables (M), indépendance des variables (I1;) et antagonisme des va-
riables (W,). Certaines copules s’écartent de 'indépendance par accroissement de la dépendance
“positive”, c’est-a-dire par augmentation des chances que la variable U, prenne une valeur proche
de 1 lorsqu’on sait déja que 'observation u; de U; est proche de 1. Ces copules sont dites a dé-
pendance positive par quadrant (DPQ) et vérifient :

Yue 7,1, (u) < C(u) <M (u) . (1.46)
On les oppose aux copules a dépendance négative par quadrant (DNQ) pour lesquelleson a :
Yue 73, W (u) <C(u) <, (u) . (1.47)

Divers exemples illustrant ces concepts de dépendance sont examinés dans LAT et XIE [2003]. La
situation peut étre résumée par le schéma de la Figure 1.1 qui met en perspective le Théoreme 1.2.7
etles équations (1.46) et (1.47). Les mémes idées peuvent étre étendues en plus grande dimension
avec la notion de dépendance positive (ou négative) par orthant, détaillée dans JOE [1997].

copules DN copules DP
W, p Q I, p Q M,

Antimonotone Indépendance Comonotone

FIGURE 1.1 — Représentation schématique de I'ensemble %> .

1.2.6 Fonction caractéristique

Une autre caractérisation de la loi de X est fournie par la fonction caractéristique ¢x :

dx: RY — R

r — [E[exp (itTX)] (148)
Cette fonction est parfaitement définie sur R? car |exp (i tTX)| < 1. Calculer ¢px revient a prendre
la transformée de Fourier de la densité conjointe fx. De méme que précédemment, si deux fonc-
tions caractéristiques ¢x et ¢ coincident sur R4, alors X et X sont de méme loi. Lutilisation de
cette transformée de fx est d'une grande aide dans de nombreux contextes probabilistes (calcul de
la loi d'une somme de variables, calcul de moments, justification de convergences, inégalités de
concentration, manipulation de chaines de Markov). Un large éventail d’applications est présenté
dans FLORESCU et TUDOR [2013].

1.2.7 Statistiques issues d’'une distribution multidimensionnelle

Les paragraphes précédents ont montré que toute caractérisation opérationnelle de la loi du
vecteur X prend la forme d’'une fonction (réelle ou complexe) définie sur R4. Grace au calcul de
statistiques, on peut extraire un résumé en dimension finie de la loi px. Les quantités calculées
peuvent cibler une tendance marginale (valeur moyenne, dispersion, niveau d’asymétrie), viser la
structure de dépendance (corrélations, concordances, dépendances extrémales) mais également
impliquer ces deux entités.
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1.2.7.1 Moments

On suppose que X est intégrable, c’est-a-dire que E[[X|l;| < oo avec ||l la norme 1 pour les
vecteurs de R?. Une idée de la position moyenne de X est alors donnée par le vecteur moyen myx
qui regroupe les espérances des variables X ; :

my :=F[X] = [mj]lsjsd eR? avec mj :=E[X]] =foijj (xj)dx; . (1.49)

C’est le principal indicateur de tendance centrale. En revanche, la variabilité simultanée des com-
posantes du vecteur X ne peut pas étre résumée par le seul vecteur des variances. Celui-ci se
contente de juxtaposer les dispersions marginales et occulte le role de la structure de dépendance.
La densité conjointe fx résulte en réalité de 1'agrégation de toutes les sous-structures de dépen-
dance pouvant étre constituées en agrégeant un minimum de deux variables. Une simplification
assez naturelle consiste a ne quantifier que les dépendances entre paires de variables. A ce titre, la
matrice de covariance Xx propose un premier apercu de la structure de dépendance pour lequel
chaque coefficient non diagonal mesure I'intensité du lien de dépendance au sein d'une paire de
variables. En supposant que E[ IIXII§] < oo avec ||, lanorme euclidienne, Zx est définie par:

T x
Ex 1= | (X—mx) (X—mx) | = [Tia]y<k=q € R,
1=l=d
i = N = 2] = 21 _ 2 (1.50)
wvee: 17 Tjj=VEX)=E[X;-m?] =E[X]] - m] .
Vk#1, Tg=CovXy, X)) = E[Xx — mp) X — mp] = E[XpX;] - mg my
Xx est une matrice symétrique semi-définie positive. Connaitre le vecteur moyen mx et la matrice

de covariance Xx est généralement insuffisant pour caractériser la loi px sauf si X est un vecteur
gaussien. Dans ce cas, sous réserve que Xx soit définie positive, X admet la densité suivante :

exp

(x z)_(l)d 1
fomX’X_\/z_n VT

1.2.7.2 Coefficients de corrélation linéaire

1
I TS| I

On vient de voir que la matrice Zx propose de mesurer les dépendances au sein des paires
de variables a ’aide de I'opérateur de covariance. D’autres mesures existent et remplissent mieux
cette fonction. On consideére ici une paire (X1,X>) de loi résumée comme suit :

V(x1, %) € R%, Fia(x1, %2) 1= P (X) < x1,X2 < X2) = Cp2(Fy (x1), F2 (x2)) - (1.52)
Linégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la covariance donne :
|Cov(X1,X2)| <0102 avec o;=vV(X;) Vie{l,2}. (1.53)

Le cas d’égalité au produit des écarts-types est obtenu dans les cas limites de comonotonicité
et d’antimonotonicité. Pour disposer d'un indicateur dont les bornes ne dépendent pas de la loi
sous-jacente, on préfere utiliser le coefficient de corrélation linéaire de PEARSON [1920] :
Cov(X1,X2)

0102

p12:=pX1,X2) = (1.54)

Ainsi le coefficient p;» reste confiné dans l'intervalle [—1,1]. Néanmoins, la covariance présente
de nombreux autres défauts auxquels la renormalisation par le produit des écarts-types ne change
rien. Ils sont énumérés dans MEISSNER [2013] et on choisit d’en mentionner quelques-uns.

¢ Il est indispensable d’avoir E[|X[13] < co.

* Une information de type p;2 = 0, synonyme de décorrélation, n’'induit pas I'indépendance
entre X; et X». On peut en effet observer une parfaite décorrélation dans une situation ot
I'une des variables est une fonction quadratique de 'autre.
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» Lavaleur prise par p;2 dépend des lois marginales alors qu’'on souhaite accéder a une infor-
mation caractérisant la seule copule. HOEFFDING [1940] fait notamment remarquer que :

1
P12 = f FyH(w)Fy () x (cr2(un, up) — ma(uy, up)) dug dus - (1.55)
0102 Jus

D’une certaine maniere, on mesure I'écart entre la dépendance réelle et une situation fictive
d’indépendance des deux variables. La différence entre la densité de copule c;, et la densité
7, de la copule indépendance bidimensionnelle est intégrée sur .77 aprées pondération par
une fonction positive liée aux lois marginales. A copule fixée, la valeur prise par p;» change
si'une des marginales est modifiée.

* Une conséquence du point précédent est la sensibilité de p;, a tout changement d’échelle
opéré sur 'une des variables. Le seul cas d’invariance concerne les transformations affines :

X;=aX;+baveca>0 = pX1,Xp) = p(X1,X2) . (1.56)

On note px la matrice de corrélation obtenue a partir de Zx. Dans certains modeles de distribu-
tions, le systéme de paramétrage s’appuie sur la corrélation de X; et X, conditionnellement aux
valeurs prises par les variables X3, ...,X; que I'on appelle alors des covariables et qui sont rassem-
blées dans un vecteur X. Pour tout £ € R?~2, le coefficient de corrélation conditionnel vaut :

Cov(Xy, Xz | X = %)
o(X;1X=%)o(X2 [ X=%)

P123..a(®) 1= p(X1, Xz X = %) = (1.57)
Evidemment, ce coefficient ne peut pas étre estimé a partir de la connaissance d’'un échantillon
d’observations conjointes car les covariables prennent des valeurs différentes a chaque nouvelle
observation. Le cas gaussien fait exception car la corrélation conditionnelle est constamment
égale a une valeur p3. 4 ne dépendant pas de x. Toute corrélation conditionnelle peut alors étre
calculée a partir des seuls coefficients de la matrice px en utilisant des formules disponibles dans
JOE [2014]. Dans les autres cas, le coefficient de corrélation partielle de FISHER [1924] a été pensé
pour mesurer l'influence des variables X3, ..., X sur la corrélation de la paire (X;,X»). Etant donné
que les liens de corrélation sont invariants par translation, on peut supposer sans perte de généra-
lité que X est un vecteur centré. Ensuite, il faut remarquer que le coefficient p;» donné aI’équation
(1.54) vérifie I'égalité :

byo := argmin [E[ X; — bX, 2]

=sgn(b12) /D12 bay avec beR (1.58)
P12 =88 ( 12) 12 021 by :argmln[E[ X, - bX 2]
beR

On précise que sgn(-) est la fonction “signe”. La droite Y = b;2X, est la meilleur approximation
linéaire de la variable X; au sens des moindres carrés. En généralisant I'expression (1.58) de p12,
on peut définir la corrélation partielle. Pour cela, on commence par résoudre deux problemes de
régression linéaire :

2
(bi234..a bispa.a ... bigps.a-1) = argmin [E[ X1 —boXp — bsXz—...— bgXy) ]
bere™! .1, (1.59)
(bo1;34..a bosna.a ... beans.a-1) = argminE [ (X2 — b1X1 — bsX3 —...— bgXa) ]
beRd-1
puis le coefficient de corrélation partielle est donné par :
P12;34...a := 58N (b12:34...q) \/b12;34...d bo134..a - (1.60)

Contrairement a la corrélation conditionnelle, la corrélation partielle ne dépend pas d’'une va-
leur prise par les covariables et elle peut étre estimée a partir d'un échantillon d’observations
conjointes. En outre, les corrélations partielles vérifient la formule de récurrence suivante :

P12;3..d-1 — P1d;3..d-1 P2d;3...d-1
P12;3..d = . (1.61)

2 2
\/1 ~Plgs.a—1 \/1 ~P2d3..a1
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11 semble évident que les corrélations partielle et conditionnelle poursuivent un méme objec-
tif mais sont différentes. Elles peuvent néanmoins coincider sous certaines conditions énoncées
dans LAWRANCE [1976] et dans BABA et collab. [2004].

1.2.7.3 Mesures de dépendance

De par ses nombreux défauts, le coefficient de corrélation linéaire ne semble pas étre 1'outil
le plus adapté pour mesurer la dépendance au sens large d'une paire de variables. On aimerait
disposer d'un opérateur & qui mesure l'intensité du motif de dépendance intrinseque d'une paire
(X, X;) deX. Un tel opérateur doit étre capable d’extraire de 'information sur la seule copule, sans
étre impacté par la nature des lois marginales. SCARSINI [1984] propose une liste des propriétés a
exiger d'un opérateur pour qu’il puisse étre qualifié de mesure de dépendance.

Définition 1.2.3 (Mesure de dépendance)

Un opérateur bivarié d est une mesure de dépendance s'il vérifie les propriétés suivantes :
(M1) Domaine de définition : 8(Xj,X;) existe des que px,, est absolument continue.
(M2) Symétrie : d(Xy,X;) = 6(Xy, X)-

(M3) Cohérence: Notons C;; et Cy; les copules des paires (X;,X;) et (Xg,Xp).

Cij <Cr = 8(X;,Xj) = (X, X)) (1.62)

(M4) Bornes: —1 < 8(Xy,X;) <1 avec égalité a 1 (resp. —1) si Cg; = My (resp. Cg; = W2).
(M5) Indépendance:X; 1L X; = 6(Xy,X;) =0.
(M6) Changement de signe : §(—Xy, X;) = 06Xy, —X;) = -0 (X, X)).

(M7) Continuité : Notons {(XEC"),XE”))} une suite de paires de variables.

n=1

(XX ) = (X, X)) = lim 8 (X, XY = 80X, Xp) (1.63)
(e o] n—oo

n—
(M8) Invariance : Notons Ty et T; des applications continues et strictement croissantes.

8(TrXp), T (X)) = 8Ky, X)) (1.64)

Au vu des remarques faites précédemment, le coefficient de corrélation linéaire de Pearson ne
vérifie pas les axiomes (M1), (M3) et (M8). On introduit ensuite deux exemples de mesure de dé-
pendance, a savoir le tau de KENDALL [1948] et le rho de SPEARMAN [1961].

Définition 1.2.4 (Tau de Kendall)

Soient (X, X)) et (Xk,f(l) deux copies indépendantes d'une méme paire de variables.
Le “tau” de Kendall de cette paire est alors défini par :

T = Tk Xj, Xp) =P (X —Xp) X; —X) > 0) =P (X —Xp) X; - X)) <0) . (1.65)

Lopérateur tx s’exprime donc comme la différence entre une premiere probabilité dite de “concor-
dance” et une seconde dite de “discordance”. La concordance désigne une situation de correspon-
dance entre les classements observés pour I'une et ’autre des variables de la paire. Au contraire,
la discordance implique I'inversion des classements. Apres quelques manipulations élémentaires,
on obtient une réécriture intégrale de (1.65) :

T =2 x P(Xp X)X - Xp) >0) -1 =4 x P (Xj < X, X; <X;) - 1

. (1.66)
=4xE[FXKe,Xp)]-1= 4]}20 Crr (g, up) g (ug, up) dug duy — 1.
02

27



On remarque que T; ne dépend plus que du produit C; x c; et donc d’'une information propre a
la structure de dépendance de la paire (X, X;). Par ailleurs, on peut voir que :

Tkl = 4[% (Crer (g, up) cier (g, up) — Mo (g, up) 2 (g, up)) duge duy (1.67)
2

ce qui nous ameéne, a nouveau, a envisager T;; comme une certaine mesure de I'écart entre le
motif de dépendance sous-jacent et I'indépendance. Une discussion plus approfondie a ce sujet
est proposée dans PLISCHKE et BORGONOVO [2015]. L'opérateur Ttk vérifie tous les axiomes de la
Définition 1.2.3. Les points (M1), (M2), (M4) et (M6) sont triviaux au regard de I'expression (1.65)
tandis que les points (M5) et (M8) se justifient facilement a partir de la réécriture intégrale (1.66).
Pour une preuve des points (M3) et (M7), on peut se reporter a JOE [2014].

Définition 1.2.5 (Rho de Spearman)
Le “rho” de Spearman de la paire (X, X;) est défini par :

sk = ps X, X)) = p(Fr Xp), F1 (X)) = p(Uy, U)) . (1.68)

Lopérateur ps doit donc étre compris comme le coefficient de corrélation linéaire des variables
initiales rendues uniformes. Ce changement d’échelle opéré sur chaque composante de la paire
permet d’éliminer I'influence des lois marginales. Il vient alors immédiatement que :

E[UxU;] -1
Spi=———F—2=12 B upuCry (g, wp) dugdu; -3
il #

1
= 12[ Cri(ug, up) dugdu; —3 (1.69)

JC2

= 12[ (Crer(ug, up) — T (uge, up)) duge duyy -

2

d

La majorité des remarques faites au sujet de Tk restent valables pour ps. D’une part, on constate
que ps capture une information caractérisant la seule structure de dépendance. D’autre part, I'in-
terprétation en terme d’écart moyen a I'indépendance est a nouveau vérifiée. Sans surprise, ps
vérifie tous les axiomes. Les points (M 1), (M2), (M4), (M5) et (M6) sont évidents en repartant de la
définition (1.68) et I'’expression (1.69) donne (M3), (M7) et (M8).

Contrairement au coefficient de corrélation linéaire p, le tau de Kendall 1 et le rho de Spear-
man ps ne font pas intervenir les lois marginales. Pour cette raison, ces deux mesures de dépen-
dance sont parfois mentionnées comme des mesures de concordance ou des coefficients de corré-
lation basés sur les rangs. Les relations qu’entretiennent 1k et ps ont fait1'objet de certains travaux.
Linégalité universelle de DANIELS [1950], revisitée bien plus tard par GENEST et NESLEHOVA [2009],
indique que I'on a toujours |31 —2ps| < 1. Par ailleurs, CAPERAA et GENEST [1993] précisent les hy-
potheses qu’il faut imposer sur la copule pour avoir ps = Tx = 0 ou au contraire ps < Tx < 0. Pour
certaines applications, la littérature propose des alternatives a 1 et ps. On peut citer le "gamma"
de GINI [1914] ou le "beta" de BLOMQVIST [1950].

Parfois, la dépendance que 'on cherche a mesurer est d'une nature différente. En finance,
par exemple, on a souvent besoin d’évaluer la propension d'une paire de variables a engendrer
fréquemment des valeurs extrémes simultanées. On s'intéresse toujours a la structure de dépen-
dance mais seulement dans des régions spécifiques : les queues (inférieure et supérieure) de la
distribution conjointe. Cela correspond au voisinage des points (0,0) et (1,1) de .7%. Ces dépen-
dances extrémales sont quantifiées par les coefficients de dépendance de queue. Ces indicateurs
sont d’abord apparus en théorie des valeurs extrémes avec SIBUYA [1960] avant que JOE [1993] ne
popularise leur utilisation en théorie des copules.

Définition 1.2.6 (Coefficients de dépendance de queue)

| Soit (X%, X;) une paire de variables de loi conjointe absolument continue.
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Les fonctions de répartition Fy et F; sont supposées inversibles.
Sous réserve que les limites existent, on définit les quantités suivantes :
* A= lim P(Xe < Fil ) | X < F ) = lim i),
u—0+ u—0+ u

1-2u+Cg(u, u)

1-u '
AL (resp. Ay) est le coefficient de dépendance de queue inférieure (resp. supérieure).
Parfois, on adopte les conventions Ay, = Asw (South West) et Ay = Ang (North East).

] = 1i -1 -1 =1
Au: JLT_P(Xk>Fk (u)‘X,>Fl (u)) uh—»nll‘

Les notations Ay, et Ay renvoient aux terminologies anglo-saxones, a savoir lower tail dependence
coefficient et upper tail dependence coefficient. Par construction, les coefficients de queue sont po-
sitifs ou nuls. Certains des axiomes de SCARSINT [1984] ne sont donc pas vérifiés. C’est notamment
le cas des points (M4) et (M6). Si aucune hypothése de régularité n’est faite sur la copule, rien ne
garantit I'existence des limites. Le point (M1) est également sujet a discussion. Il existe des cas
pathologiques, comme celui mis en évidence par KORTSCHAK et ALBRECHER [2009], ol la limite
n’existe pas. Cependant, EMBRECHTS et HOFERT [2013] établissent un résultat d’existence sous
des hypotheses assez raisonnables. Ainsi, les coefficients Ap et Ay peuvent étre calculés pour la
plupart des familles paramétriques existantes. Dans le méme esprit que les coefficients de dépen-
dance de queue, d’autres mesures susceptibles de privilégier les dépendances extrémales ont été
développées par KRUPSKIT et JOE [2015] et LEE et collab. [2018].

Pour toute paire (X, X;), il existe donc une large gamme de statistiques permettant de mesu-
rer 'intensité de la dépendance entre les deux variables (le coefficient de corrélation linéaire, les
coefficients basés sur les rangs, les coefficients de dépendance de queue). Toute matrice de type :

S := [Ski]1<k=a ER*?  avec (1.70)

Vk, Sir=1
1<i=d

Vk#I, Sp=08XpX)) '

constitue ainsi un résumé de la structure de dépendance au sein de px. Chacun des Cfl =dd-1)/2
coefficients de la partie triangulaire inférieure de S correspond a une paire de variables et donc a
un motif bidimensionnel au sein de la structure de dépendance globale. On pourrait aussi vouloir
quantifier la dépendance inhérente a chacun des CZ triplets de variables. A ce titre, WOLFF [1980]
et NELSEN [2002] proposent des extensions multidimensionnelles de tx et ps. TAYLOR [2007] a
adapté le travail de SCARSINI [1984] afin d’énoncer des axiomes pour un nombre quelconque de
variables. Par ailleurs, les coefficients de dépendance de queue ont été généralisés en plus grande
dimension par ALINK et collab. [2007] puis L1 [2008].

1.3 Délimitation du probléme d’apprentissage statistique

1.3.1 Hypotheses sur la distribution sous-jacente

On choisit de se placer dans un contexte favorable ou1 la mesure px est absolument continue
et admet donc une densité de probabilité conjointe fx. On exclut les situations évoquées dans
GUNAWAN et PAPALAMBROS [2007] et YANG et HSIEH [2011] ou X rassemble des variables discretes
et continues. Par ailleurs, le vecteur X est supposé de carré intégrable, c’est-a-dire que toutes les
variables X; admettent un moment d’ordre 2 et qu'il est alors possible de calculer mx et Zx. On
note L?(R%) I'ensemble des vecteurs aléatoires de carré intégrable. Par abus de notation, L?(R%)
désigne aussil'espace fonctionnel rassemblant les densités de probabilité associées :

d
KeELZRY) Zl inij(xj)dxj@o = E[IXI3] <o . (1.71)
=

Lapprentissage statistique survient lorsque la mesure de probabilité théorique px est inconnue
ou lorsqu’elle n'est pas completement spécifiée. Le matériel initial est un lot de N réalisations
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indépendantes et identiquement distribuées du vecteur X :
Vi<i<N, X<i)=(x(1”,...,xg’)~px. 1.72)

Cette information issue du terrain est d'un point de vue statistique un N-échantillon. Il est souvent
réarrangé sous la forme d'une matrice de données apres empilement des différentes observations:

1) 1) 1 )
Xl X2 X]. ... Xd
) ) ) @
X1 X2 X]. Xd
3 . . . . N
Xobs = [X(-l)] 1<isN = ; ; P P ~ (UX)® (1.73)
- (1) (i) (i) )
! 1<j=<d X7 X . Xj e Xy
N) () (N) )
X3 X5 Xj ... Xd

La i-eme ligne est notée th:i et n'est autre que la i-éme réalisation X¥ de X introduite plus haut.
Extraire la j-éme colonne donne en revanche acces a un N-échantillon de la variable X :

xW
J

[ej1  _ (@) _ .
Xops = [le]lsisN = | | ~(x (1.74)

On part du principe que le processus de collecte des données s’opére a la perfection. Ainsi, bien
que ce soit rarement le cas en pratique selon RUBIN [1976], on suppose qu’il n’y a pas de valeur
manquante. On exclut aussi le cas ou les modalités expérimentales d’observation des variables
conduisent au recensement d’intervalles et non de valeurs ponctuelles. Ce contexte particulier est
étudié dans BILLARD et DIDAY [2000] ou LAURO et PALUMBO [2000].

1.3.2 Description du probleme d’apprentissage statistique

A partir du matériel contenu dans Xy, le role de I'apprentissage statistique est de construire
une mesure de probabilité ix qui approche suffisamment bien la mesure théorique px. Cette
tache est d’autant plus facile que le nombre N d’observations fournies est grand. Dans ce tra-
vail, on est confronté a une situation de “small data” étant donné que N ne dépasse pas quelques
centaines dans les cas traités. Pour ces tailles d’échantillon, il existe un fort risque de surappren-
tissage. En effet, lorsque N devient trop petit, {iy capture une information qui est trop spécifique
a I’échantillon X5 et ne peut alors plus étre considérée comme une représentation satisfaisante
de px. Cette préoccupation est au coeur du travail de ZHANG et SHIELDS [2018].

En fiabilité, quantifier la probabilité de défaillance P revient a quantifier la probabilité que le
vecteur X atteigne le domaine de défaillance Dy RY. Pour y parvenir, il faut intégrer la densité
conjointe fx sur ce domaine Dy. Comme fx semble étre la caractérisationA la plus adaptée a ce
contexte, la construction de fiy passe par la construction d’'une estimation fx de fx. On a alors:

P; = P(XeDy) = fofx(x)dx = fox(x)dx = P(XeDy) = Py. (1.75)
— in(D;)

Dans la suite, tout algorithme exécutant la tiche d’apprentissage statistique est noté L et peut étre
systématiquement formalisé de la maniére suivante :
L RN xd ”_2 (Rd)

A 1.76
Xobs fX('|x0bS) ( )
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En plus d’appartenir a 1L.2(R%), la fonction fx( | Xobs) doit intégrer a 1 car il s’agit d'une densité.
La construction de fx( | Xobs) impose le choix préalable d’'un modele d’apprentissage noté M.
Dans ce travail, on ne s’intéresse qu’aux modeles s’articulant autour de la décomposition copule-
marginales. Tout modele de ce type se subdivise en des sous-modeles M,..., M et Mo, qui
sont respectivement destinés a 'apprentissage de chacune des lois marginales et a I'apprentissage
de la copule. En vertu de la version (1.38) du théoréme de SKLAR [1959], la densité qui est produite
par l'algorithme L s’écrit alors :

d
VreRY, fx(x1M,xons) = | [T fx; (xj 1 M, Xobs) | x éu (@] Meop, Xobs)
il (1.77)

avec a:[aj]lsjsd ol @j=Fx, (x| M, %ops)

et les différentes composantes fonctionnelles peuvent étre estimées séparément. La seule étude
de ces modeles peut sembler restrictive mais il est justifié dans KUROWICKA et COOKE [2006] et
il est désormais communément admis que l'utilisation de la disjonction copule-marginales est
une stratégie incontournable pour estimer une densité en grande dimension. Ce point de vue est
corroboré par les arguments de BEDFORD et collab. [2016] ou GENEST et SCHERER [2019]. Le cadre
d’apprentissage établi par les équations (1.76) et (1.77) est étudié en détail au Chapitre 4.

Dans certains cas, le statisticien peut s’appuyer sur la connaissance parfaite des différentes
lois marginales p; et il suffit d’estimer la copule cy pour disposer d'une estimation de la den-
sité conjointe fx. Ce cadre de travail est par exemple adopté dans CUADRAS et collab. [2002] ou
BENES et STEPAN [2012]. La connaissance des fonctions de répartition marginales Fx; permet de
transformer les observations du vecteur X en des observations du vecteur U :

Uy g
j . . N j 1

Ups = [UP]ician = | Dl ~ ) avee UYi=Rg (X)L a.78)
1<sj=d UiN) U;N)

L'action de I'algorithme d’apprentissage se limite alors a:

L: 01V — 12

N (1.79)
Upbs —_ CU( | uobs)

La fonction éy(- | #opbs) produite par £ doit intégrer a 1 et ses densités marginales doivent étre
uniformes. Le modeéle M se limite a la composante /\/lcop et la densité estimée s’écrit :

fX (x | Mcop» uobs) = x Cy (u | Mcop» uobs) avec uj=Fx;(xj) . (1.80)

d
[T ;&)
j=1

Cette situation est notamment rencontrée au Chapitre 5. De plus, L1U et DER KIUREGHIAN [1986]
expliquent qu’il n’est pas rare que la connaissance de la matrice de corrélation px s’'ajoute a la
connaissance des lois marginales. Afin de prendre en compte les contraintes supplémentaires im-
posées par les corrélations, GHOSH et HENDERSON [2002] ainsi que FARIDAFSHIN et NAESS [2017]
ont développé des modeles de distributions spécifiques. Certains fondements des copules R-vignes
présentés dans KUROWICKA et COOKE [2001] s’inscrivent aussi dans ce contexte. Dans la suite de
ce chapitre, on étudie les techniques inférentielles les plus courantes pour réaliser I'apprentissage
des densités marginales ou de la densité de copule.

1.4 Méthodes d’apprentissage statistique pour les lois marginales

Pour toute variable X; de X, on s'intéresse au modele M ; guidant I'estimation de la densité
marginale fx;. Ce modele donne a fx; une expression particuliére. Lors de la phase inférentielle,
c’est-a-dire au moment de I'exécution de I'algorithme L, cette expression est calibrée aux données
de I’échantillon Xg'bjs] Comme la démarche estla méme pour toutes les variables X, on se focalise
désormais sur une variable Z de loi pz et pour laquelle on dispose d’'un N-échantillon noté Z .
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1.4.1 Méthodes paramétriques pour 'apprentissage des lois marginales

Toute approche paramétrique consiste a supposer, puis ensuite a éventuellement remettre en
cause, le fait que la densité sous-jacente fz appartienne a une certaine famille .%g de distributions :

Fo:={hg:z— hy(z) = h(z|8) avec OeDy}cl?*®) . (1.81)

Elle correspond a une certaine expression analytique de fz dépendant d'un vecteur 8 formé par p
parametres qui prennent leurs valeurs dans un domaine Dg < RP. La procédure inférentielle vise
a utiliser les données de Z,s pour estimer le parametre vectoriel g tel que fz = h(- | Og) sur Dg.
Une multitude de disciplines ont recours a une description paramétrique des incertitudes mais
les distributions rencontrées sont souvent de la méme nature. Un petit nombre de familles suf-
fit a appréhender correctement la plupart des phénomenes, bien que plusieurs dizaines d’autres
modeéles soient répertoriés dans la littérature, comme par exemple dans JOHNSON et collab. [1995]
ou dans Kotz et collab. [2004]. Pour une famille paramétrique .%g donnée, il est souvent utile de
savoir si elle appartient a la classe exponentielle.

Définition 1.4.1 (Famille exponentielle)

Soit .%g une famille paramétrique. Elle est dite exponentielle si tout élément de .%¢ s’écrit :
he(2) = a(®) x b(z) x exp [0 £(2)] , (1.82)
avec a:Dg — R*, b:R— R" et r: R — R” des applications usuelles.

En posant A(0) = —log a(0), on obtient une expression appelée la forme canonique de % :
he(2) = b(z) x exp [0 t(2) — A®)] . (1.83)

La classe exponentielle comprend par exemple la loi normale, les lois béta et Gamma ainsi que
les lois de Pareto, Weibull et Laplace. La Définition 1.4.1 se généralise aux familles paramétriques
décrivant des distributions multidimensionnelles. Qu’elle soit exponentielle ou non, une famille
Fg se caractérise par ses moments, son support, le poids de ses queues de distribution, son niveau
d’asymétrie ou son rapport a l'intégrabilité. En régle générale, il y a deux compétences principales
a acquérir dans la manipulation des familles paramétriques :

1. Choisir une famille .%g appropriée a I’estimation de f;.
2. Pour la famille .%g choisie, estimer le parameétre 0y a partir des données de Zp;.

Ces deux taches sont souvent imbriquées car les outils aidant a la prise de décision au sujet de .%g
nécessitent au préalable de calibrer les différentes familles candidates a Z ;.

1.4.1.1 Méthode du maximum de vraisemblance

Le point de départ de cette méthode consiste a supposer que les observations rassemblées
dans Z,ps sont identiquement distribuées suivant hg, ou le parametre 8y est inconnu. Pour une
densité quelconque hg de .Zy, il faut exprimer la probabilité d’observer ZV,...,Z™) et chercher a
la maximiser par rapport a 0. A cet égard, les fonctions de vraisemblance et de log-vraisemblance
sont définies comme suit :

N . N .
Ln(©) :=[]he(Z”) et ex(0):=) loghe(z?). (1.84)
i=1 i=1

Une estimation de 0 est fournie par toute valeur 8V € Dg permettant de maximiser Ly. En pra-
tique, on préfere souvent utiliser la formulation équivalente visant a minimiser 'opposé de {x :

MV := argmax Ly(0) = argmin (-en®). (1.85)
0eDy 0eDyg
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Dans le cas général, on ne peut garantir ni 'existence ni 'unicité de I'estimateur du maximum
de vraisemblance (EMV). Si on suppose que ¢y est continue par rapport a 0 et que Dg est un
compact de RP, alors on est assuré de I'existence d’'un optimum global. Toutefois, ces hypotheses
s’accordent souvent assez mal avec la pratique standard qui est fondée sur la recherche de points
stationnaires dans un ouvert a I’aide de la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

N .
Voln(0MY) =Y Vglogh(z? 18™) =0. (1.86)
i=1

La variable Vglogh(Z | By) est appelée le score et elle est centrée. Dans certains cas tres particu-
liers (comme le cas gaussien), on peut résoudre cette équation et en déduire une expression analy-
tique de 'EMV. Lorsque ce n’est pas possible, il faut avoir recours a une résolution numérique avec
un algorithme d’optimisation. Lorsque 'EMV est bien défini, sous certaines conditions de régu-
larité et d’intégrabilité rappelées dans WASSERMAN [2004], il présente des propriétés statistiques
attrayantes. Tout d’abord, il est consistant :

oM _E g, (1.87)

N—oo

De plus, MV est équivariant. Ainsi, pour construire un EMV de la quantité n := g(0) ot la fonction
g : R? — R7 est supposée suffisamment lisse, il suffit de prendre 4™V = g(6MV). Lestimateur O™V
est également asymptotiquement normal, au sens du théoréme central limite (TCL) suivant :
VN x (0™ —9,) N—l"i—ej\/(o, [I(eo)]‘l), (1.88)
—00

avec Z(0g) € RP*P la matrice d’'information de Fisher définie comme la matrice de covariance du
score. Sachant le score centré et apres quelques calculs, on peut montrer que :
Ty =E

.
Vologh(Z|80)(Velogh(Z16o)) | =—E[Vjlogh(Z|8,)] . (1.89)

ol Vé logh(Z | B9) est la matrice hessienne de I'application 8 — logh(Z | ) évaluée en 0. Des
manipulations qu’on choisit de ne pas détailler ici permettent alors de construire un intervalle de
confiance pour tout parametre 0; de 0. Par ailleurs, le TCL (1.88) se réduit a:

VN (03 -0;) =2 A0, [Z;60)] ). (1.90)

—00

Comme la variance asymptotique est égale a la borne de Cramér-Rao, définie comme le meilleur
minorant de la variance de tout estimateur non biaisé, élj\.’w est asymptotiquement efficace. L'étude
des propriétés asymptotiques de 'EMV occupe une place importante au sein de 'ouvrage que
LEHMANN et CASELLA [2006] consacrent a I'estimation paramétrique.

1.4.1.2 Méthode des moments

La méthode des moments est basée sur 1'égalité supposée entre les moments empiriques qui
sont calculés a partir de Zps et les moments théoriques qui sont des fonctions du parametre 0.
Supposons que I'on dispose de p fonctions g; : R — R telles que toutes les variables g;(Z) soient
de carré intégrable. Pour chaque fonction, en vertu du théoreme de transfert, on a:

E(g;(2)] =ngj(z)h(zleo)dz=aj(eo). (1.91)

Chaque espérance mise en jeu peut étre approchée par son équivalent empirique :
M.l (0
== gi(z"). (1.92)
! N3
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Dans la suite, on adopte les notations vectorielles suivantes :

82):=[gi@)], e, » a®:=[a;®)],_;_, et a":=[a]

I<js<p (1.93)

1<j<p

On a alors deux résultats classiques. D’une part, la loi faible des grands nombres assure que :
L () _P
== 2. 8(2") Eg(2)] = (o) . (1.94)
N i=1 N—oo

D’autre part, un TCL vient immédiatement :

loi

VN x (M - (x(ﬂo)) — N(o 3) avec Z=E[g2)g@)"]-aB@)a®)". (1.95)

La correspondance entre les moments empiriques et théoriques peut s’écrire :

1

N g(z(”) =aM =~ a(®™) =E(g2)] . (1.96)

H[V1z

Lestimateur O™ défini par la méthode des moments est la solution du systeme d’équations décrit
par la relation (™) = aM. Supposons que o : Dy — R” soit injective. Pour que OM existe, il faut que
&M appartienne a I'image de I'application . Au vu de (1.94), cela se produit avec une probabilité
qui tend vers 1 lorsque N — oo. La fonction réciproque o~ a alors un sens et on est libre d’écrire
que O™ = o~!(@M). Lacces a cette réciproque dépend des fonctions gj sélectionnées. Un choix
par défaut est l'utilisation des fonctions g;(z) = z/. Lorsqu’'une résolution analytique n'est pas
possible, GELMAN [1995] propose une méthode numérique pour trouver une racine de I'équation
a(0) —aM = 0 et en déduire oM,

Supposons désormais que « : Dg — RP soit contintiment différentiable sur Dg et que la matrice
jacobienne J(0y) soit inversible. Dans ces conditions, le théoréme d’inversion locale indique que
la réciproque ! est différentiable dans un voisinage de a(8y). Par continuité de a~! en a(8y), le
résultat de convergence (1.94) se transforme en :

™M_" _.g,. (1.97)

Lestimateur obtenu avec la méthode des moments est donc lui aussi consistant. Par ailleurs, la
delta méthode présentée dans VAN DER VAART [2000] permet de déduire un nouveau TCL a partir
de celui de I'équation (1.95) :

VN x (6M - 0p) —— Lol ——NOI) avec I=BZB' ou B:=J,1(a®))=[la®)]". (1.98)

Lestimateur est donc asymptotiquement normal mais sa variance asymptotique dépend de «,
c’est-a-dire du choix de la fonction g. Dans de nombreux cas, la méthode des moments est facile a
mettre en ceuvre d'un point de vue pratique car une résolution analytique est possible. Cependant,
elle présente aussi plusieurs désavantages. D'une part, I'estimateur 0M nest pas asymptotique-
ment efficace comme I'était I'estimateur @MV, D’autre part, lorsque la taille N de I'échantillon est
petite, la convergence (1.94) n’est pas encore suffisante pour que I'égalité a () ~ &™ puisse étre
considérée comme raisonnable. Lestimation rendue par la méthode des moments sert souvent de
point de départ (facile a obtenir) a I'algorithme utilisé pour maximiser la log-vraisemblance. Une
version plus sophistiquée de la méthode des moments consiste a mettre en place un systeme de
q > p équations (non-linéaires) a p inconnues. Dés lors, a(@) = & est surdéterminée et il n’existe
plus de solution exacte. On parle alors de la méthode des moments généralisée (MG) et on ren-
voie au papier précurseur de HANSEN et SINGLETON [1982] a ce sujet. Sous certaines conditions
rappelées dans ZSOHAR [2012], I'estimateur 0MG est consistant et asymptotiquement normal.
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1.4.1.3 Méthode du maximum a posteriori

Passer dans le cadre bayésien implique un changement de point de vue quant a la nature du
parametre 0. Dans les deux précédents paragraphes, il s’agit d'une valeur immuable commune
a tous les N-échantillons de la loi pz. On considére maintenant que la réalisation z,ps de Zgpg
est constituée de N observations i.i.d. d’'une loi de densité hg avec 0 la réalisation d'une vecteur
aléatoire ®. Un premier espace probabilisé modélise I'incertitude sur les parametres :

(Q1, 4, Py) (RP, BRP), o)

. 1.99
(1)1 .L, 9:: 9(0)1) ( )

He est appelée la loi a priori et elle est fournie en amont (par un avis d’expert ou a l'aide des
résultats de précédentes calibrations). Sa densité conjointe fg fait office de “croyance” au sujet de
la distribution de ®. Pour une valeur 0 fixée, un second espace probabilisé modélise I'incertitude
affectant la variable Z :

(QZv%vPZ)

(R, Z[R), izj0=0)

. (1.100)
ws — . z:=Z(02)

La clef de votite du paradigme bayésien consiste a utiliser les données de Z},s, considérées comme
les seules “évidences”, pour mettre a jour la loi fg. Pour cela, on cherche a exprimer la distribution

de O conditionnellement a I'événement {Zps = Zops} = {Z1 =z, ..., ZN = z N1
0(0) x fz, 1©(Zobs | 0
o1z, (0] Zobs) = Jo® x fruio(Zats|6) fo(0) xLx(0) . (1.101)
fzobs (ZObS)

Il s’agit de la densité a posteriori, c’est-a-dire aprés la prise en compte des données disponibles.
Le dénominateur (qui est appelé vraisemblance prédictive ou vraisemblance marginale) n’est rien
d’autre qu'une constante de normalisation du produit de la loi a prioriet de la vraisemblance pour
avoir une densité. La question est alors de savoir comment estimer la valeur 0, prise par © dans le
cas précis ou des observations Z,s sont fournies. Pour cela, on se munit d'une fonction de cott y
et on cherche I'estimateur §* qui minimise le critére suivant :

* = argmin [E[y(@, é(zobs))] . (1.102)
0cl2(RP)

Si y est la fonction de colt 0 — 1 définie par y(01,02) = 1{9,-0,|>¢}> 0* est appelé I'estimateur du
maximum a posteriori (MAP) et se note OMAP n résultat rappelé dans BASSETT et DERIDE [2019]
indique que cet estimateur est le mode de la densité a posteriori:

OMAP = argmax foyz,,, (0 | Zobs) » (1.103)
OEDQ
On peut alors voir que :
OMAP = argmax fg(0) L (0) = argmin (- [log fe () + ¢n(0)]) . (1.104)
9€De eEDe

On doit résoudre un probleme d’optimisation tres proche de celui qui gouverne I'estimation par
maximum de vraisemblance. La seule différence réside dans I'ajout du logarithme de fg dans la
fonction objectif. ROBERT [2007] souligne que I'estimateur MAP est souvent appréhendé comme
un EMV “pénalisé”. Lestimateur @MP conserve les propriétés asymptotiques de MY sous cer-
taines conditions sur fze et fe que 'on retrouve dans LEHMANN et CASELLA [2006]. Lorsque N
devient grand, I'information apportée par les observations de Z,,s devient prédominante et I'in-
formation provenant de la loi a priori n’a plus d'importance au niveau asymptotique. En guise
de remarque, on signale que d’autres fonctions de cofit peuvent étre utilisées pour définir 0*. La
fonction de cotit quadratique y(01,0,) = 116; — 02 |I§ engendre ainsi I’estimateur MMSE (Minimum
Mean Square Error) présenté, entre autres, dans GELMAN et collab. [2013].
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1.4.1.4 Sélection d’'une famille paramétrique

Lun des principaux soucis inhérents a I'utilisation d'une approche paramétrique réside dans
le choix et la validation de la famille paramétrique .%¢ au sein de laquelle la densité sous-jacente
doit étre recherchée. En pratique, on distingue typiquement deux situations :

(a) S'il est indiqué qu'il faut utiliser une famille .%g, on veut pouvoir valider cette indication a
partir de I'information disponible dans le N-échantillon Zj,s.

(b) Sile choix de %y est laissé a I'utilisateur et que plusieurs familles semblent cohérentes avec
I'histogramme de Z,,s, on veut disposer d’un critére pour sélectionner la famille permettant
d’atteindre le plus haut degré d’ajustement aux données.

Dans la littérature, la situation (a) est majoritairement résolue a I'aide d'un test d’hypothese.
I en existe plusieurs mais les principaux sont les tests de Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling
et Cramér-Von Mises. Si les prémices de cette méthodologie remontent aux travaux historiques
de CRAMER [1928], KOLMOGOROV [1933] ou SMIRNOFF [1939], leur formalisme actuel est établi un
peu plus tard dans MASSEY JR [1951] et DARLING [1957]. Une étape préliminaire consiste a utiliser
I'une des techniques d’estimation paramétrique présentées dans les précédents paragraphes pour
estimer 0 a partir de Z,ps. On compare ensuite la fonction de répartition empirique Fy qui est
construite indépendamment de .7y et la fonction de répartition Fy obtenue apres le calcul de 0.
Quel que soit le test, 'hypotheése nulle reste la méme :

Ho : Fgestlafonction de répartition de la variable Z . (1.105)

Enrevanche, la statistique de test dépend naturellement du test concerné. Les trois tests sont basés
sur le calcul d'une distance entre Fy et Fg mais ils n'utilisent pas la méme métrique. Ainsi, les tests
d’Anderson-Darling et de Cramér-Von Mises apparaissent comme des versions plus puissantes
du test originel de Kolmogorov-Smirnov. BROWNE et CUDECK [1992] font néanmoins remarquer
qu’on ne connait que la loi asymptotique des statistiques de test et qu’il est par conséquent risqué
d’appliquer ces tests d’hypothése pour un échantillon Z,4 de petite taille.

En ce qui concerne la situation (b), commencons par noter .#1,...,. %y les différentes familles
paramétriques candidates. On cherche alors a calculer un indicateur de la qualité de I’adéquation
dumodele aux données. On pourrait penser a la valeur maximale £y (ﬁMV) delalog-vraisemblance.
Toutefois, cette quantité est croissante avec le nombre de parametres p au sein de 0 et son emploi
conduirait a privilégier systématiquement les familles incorporant le plus de parametres. Pour
éviter le phénomene de surapprentissage, d’autres criteres ont été développés pour valoriser les
familles offrant un compromis entre le nombre de parametres et la qualité de 1'ajustement aux
données. AKAIKE [1973] propose d’ajouter un terme de pénalisation relatif a la taille de 0 et définit
alors le critére AIC (Akaike Information Criterion) :

AIC(Fg | Zops) := —20n(0MY) +2p . (1.106)

On retient alors la famille .%; pour laquelle AIC est minimal. AKAIKE [1974] explique que le choix
de ce critere n’est pas anodin car il s’agit de la divergence de Kullback-Leibler entre la vraie densité
fz et son plus proche représentant fg« au sein de la famille .%g. Le lien qu’entretiennent I'EMV
et AIC est présenté succinctement dans PORTET [2020]. Pour un exposé exhaustif, on conseille
I'ouvrage de ANDERSON et BURNHAM [2004]. Un autre critere fréquemment utilisé a été introduit
par SCHWARZ et collab. [1978] et porte le nom de BIC (Bayesian Information Criterion). Il accentue
la pénalisation vis-a-vis du nombre de parametres, notamment pour de grands échantillons :

BIC(Fp | Zops) := —2¢x(0MY) + p logN. (1.107)

Dans le paradigme bayésien ot la famille paramétrique est une entité aléatoire obéissant a une loi
discrete sur 'ensemble des familles candidates, il est rappelé dans SAPORTA [2006] qu’il existe une
correspondance entre la probabilité a posteriori de 1a famille .%g et la valeur prise par BIC. Si on ne
sait pas calculer la log-vraisemblance, le critere DIC (Deviance Information Criterion) introduit par
SPIEGELHALTER et collab. [2002] peut étre obtenu plus facilement tout en gardant des propriétés
analogues a celles de AIC.
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1.4.2 Méthodes non-paramétriques pour 'apprentissage des lois marginales
1.4.2.1 Fonction de répartition empirique

Lapproche non-paramétrique la plus simple repose sur la fonction de répartition empirique.
Dans ce cadre, on envisage les observations comme les réalisations d'une loi discrete uniforme.
Chaque observation Z” est appelée un atome et se voit affecter une probabilité d’occurrence égale
a 1/N. Sachant que la fonction de répartition est 'application Fz : z — P(Z < z), elle peut étre
estimée comme suit :

. 1 N
FN(Z) = N Z ﬂ{Z“)sz} . (1.108)
i=1

Cette fonction en escalier caractérise la mesure empirique sous-jacente :

1 N
AN = (1 Zobs ] = N Y 80, (1.109)
i=1

ol §; estla mesure de Dirac en un point z € R. Comme |'objectif principal de 'apprentissage est la
construction d'une mesure fiz absolument continue, la mesure empirique iy n’est pas conforme
aux attentes. C’est un outil qui présente néanmoins une grande utilité en pratique si on a besoin
de fabriquer de nouveaux échantillons d'une loi inconnue. Pour un jeu de données fixé, si on veut
simuler des échantillons suivant [iy;, il suffit de faire des tirages avec remise au sein du lot initial
d’observations. Cette procédure dite de bootstrap s’est répandue dans la communauté statistique
suite au travail initié par EFRON [1982]. Elle sert notamment a évaluer la robustesse d’'un indicateur
calculé a partir d'un échantillon unique.

La fonction empirique Fy permet aussi de construire un intervalle de confiance pour toute
valeur Fz(z). On peut commencer par remarquer que Ex(2) est non biaisé, consistant et asympto-
tiquement normal :

S

PS E(2) et VN Fn(2) —Fz(z) loi
Nmeo Fz(2)(1-Fz(2)) "7

E[Fn(2)] =Fz(2), Ex(2) NOD. (1110

La combinaison des deux dernieres propriétés donne naissance a un intervalle de confiance. De
plus, il existe des résultats asymptotiques trés puissants sur la fonction de répartition empirique.
On se réfere aux énoncés trouvés dans VAN DER VAART [2000] et WASSERMAN [2006]. Tout d’abord,
le théoréme de Glivenko-Cantelli assure la convergence uniforme presque siire de Fy vers F :

IFx =Bz := sup [Fn(2) — F2(2)| ==~ 0. (1.111)
R N—oo
Z€E -

Par ailleurs, en considérant \/N(FN - Fz) comme une fonction aléatoire, le théoreme de Donsker
énonce un résultat de convergence dans I'espace de Skorokhod ! :

A~ loi
VN (Fy - Fz) N—Ol“’[EBFz- (1.112)
—00
Lobjet limite est un Fz-pont brownien, c’est-a-dire un processus gaussien tel que :
E[BE,(2)] =0 et Cov(Bg,(21),BE,(22)) = Fz(21 A 22) —Fz(21) Fz(22) (1.113)

ol z;1 A zp désigne le minimum des deux valeurs. Par ailleurs, la loi du supremum indique que :
> 1k
VzoeR P([Br, |, <20)=1-2) (1" exp(-2k°2}) . (1.114)
k=1

Sous I'hypothese Ho posée par (1.105), la variable By := || VN (Fx — Fg) || _ devient || VN (Ex - Fz) |
et sa distribution asymptotique est donnée par (1.114). By est en fait la statistique du test de

1. Espace des fonctions cadlag (continuité a droite et existence d'une limite a gauche).
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Kolmogorov-Smirnov. Sa loi asymptotique ne dépendant pas de la fonction Fz, on peut calculer
la p-valeur sans difficulté. Ainsi, bien qu’elle ne puisse pas engendrer une densité marginale fz, la
fonction de répartition empirique Fy a un role incontestable dans I'exécution de certaines taches
d’inférence et de ré-échantillonnage. La suite du chapitre viendra aussi souligner que Fy présente
un intérét majeur au moment de transformer les observations initiales de la variable Z en des
pseudo-observations de la variable Fz(Z).

1.4.2.2 Méthode de I'estimation par noyaux

La méthode des noyaux vient formaliser et généraliser la multitude de techniques répertoriées
dans SILVERMAN [1986] pour construire un histogramme. D'une maniere générale, I'élaboration
de ce type de représentation graphique passe par la délimitation d'un nombre fini de classes sur
la droite réelle puis par la comptabilisation de leurs effectifs. Pour un histogramme, la valeur fz(z)
dépend uniquement du nombre d’observations Z¥) positionnées dans la méme classe que z. On
cherche a affiner la description du lien entre la position du point z au sein de Z}s et la valeur de
fz(2). Chaque observation Z¥) est supposée apporter une contribution a la densité finale f;. Cette
contribution doit prendre la forme d’une densité ') susceptible d’avoir généré Z). Pour cela, il
semble raisonnable de poser :

. w1 (z—27D
g;(;)(Z)::Kh(Z—Z(l)):EK(Z - ) (1.115)

ou K:R — R" est un noyau, c’est-a-dire une fonction qui vérifie :
VzeR, K(-z)=K(z) maisaussi f K(z)dz=1 et f zZK(z) dz=xy<o00 . (1.116)
R R

La propriété d’existence d'un moment d’ordre 2 n’est pas nécessaire pour que K soit un noyau
. N . C . sl g . . ~ (i)
mais elle est trés souvent requise dans'les applications. Les propriétés (1.116) impliquent que g,
est la densité d'une loi d’espérance Z”) et de variance h?«,. Le parametre h, appelé la fenétre de
lissage, renforce ou atténue le caractere local de la densité g;;). TSYBAKOV [2008] propose une liste
des noyaux couramment utilisés dans la littérature. On choisit de présenter le noyau gaussien K s

et le noyau d’Epanechnikov Kg :

VZER Ky(@)i= ——e i et K(z)~—3(1—z2)]1
SR R {

Si on exclut le noyau de Silverman, le noyau gaussien est 'un des seuls noyaux dont le support
est la droite réelle. Pour la plupart des autres noyaux rencontrés dans les formulaires, a I'instar du

noyau d’Epanechnikov, le support de g,(j) est un compact centré sur Z. La contribution d’une

<1} (1.117)

observation Z( est ainsi limitée dans 1'espace. En supposant que la densité f; est au moins deux
fois contintiment différentiable, et en s’appuyant sur les propriétés (1.116) du noyau K, le recours
aun développement limité a I'ordre 2 conduit a :

. 1 .
E[g(2)] :fRKh(z—t)fz(t)dt:fz(z)+Ekgfz”(z) h? +o(h?) et llli_%[E[g;l”(z)] = fz(2). (1.118)

g;l” (z) est donc un estimateur de fz(z) dont le biais disparait asymptotiquement. Cependant, si &
est tres petit, la variance explose caron a :

: 1
V(g (2) o AR avec %:gﬁfﬂgz(z)dz . (1.119)

Ce probleme est tout a fait normal étant donné qu’on essaye d’estimer f7(z) a partir de la seule ob-
servation Z(, Etudions désormais la fonction obtenue en faisant la moyenne des contributions :

A 1Y 1Y .
fn@):=5 Y 82 = N Y Ku(z-29). (1.120)
i=1 i=1
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La fonction fj, est I'estimateur KDE (Kernel Density Estimator) de f;. On parle aussi d’estimateur
de Parzen-Rosenblatt. Les propriétés de I'estimateur fj,(z) sont directement obtenues a partir des
résultats (1.118) et (1.119) :
ry 1 " 2 3 1

E[fn(2) - fz(2)] R K2 f (2)h™ et V(fn(2) o ﬁfz(z)%(K) . (1.121)
On a besoin d’avoir i — 0 pour éliminer le biais mais aussi N/& — oo pour réduire la variance.
Le probleme de la sélection d'une fenétre de lissage est examiné dans PARK et MARRON [1990]
ainsi que dans SHEATHER et JONES [1991]. Un état de I'art des techniques existantes est proposé
par HEIDENREICH et collab. [2013]. Si h est trop petit, la courbe représentative de fh est fortement
oscillante et témoigne d'un surapprentissage de Zs. Au contraire, si h est trop grand, la courbe est
unimodale et peu informative. Un compromis biais-variance est atteint en cherchant a minimiser
le critere MISE (Mean Integrated Square Error) :

h* = argmin MISE(h) avec MISE (h) ::[EU (fh(z)—fz(z))zdz : (1.122)
h>0 R

En appliquantle théoréme de Fubini puis en réinjectant les équivalents donnés al’équation (1.121),
on obtient un critére asymptotique AMISE (Asymptotic Mean Integrated Square Error) :

ZK) 1 ,

—+

~ - Npt = . 1.123
MISE(R)  ~ ==+ G2(f)h AMISE (h) (1.123)

Lors de la minimisation du critere AMISE, on obtient :

iAMISE(h*)zo — h*=

(1.124)
dh

a2\
N 2(f7)

Lexpression de h* dépend d'un terme de rugosité % 4 ) inconnu. Pour contourner cet écueil,
une régle empirique proposée par SILVERMAN [1986] encourage a supposer que Z ~ N (0,6%) avec
6% la variance empirique et a en déduire la valeur de 2 4 ).

La grande popularité de I'estimateur KDE de la densité fz provient de sa flexibilité. L'emploi
d’'une approche non-paramétrique offre un bon degré de robustesse dans I’estimation de f7, tout
en évitant I'épineux probleme du choix d'une famille paramétrique. Le principe d’estimation par
noyaux peut étre généralisé a I’apprentissage d'une densité conjointe f7 de copule inconnue. Dés
SILVERMAN [1986], il est question d’utiliser des noyaux multidimensionnels de type K : RY — R*
au sein de 'équation (1.120) et de remplacer la fenétre de lissage h par une matrice de lissage H.
ScoTT [1991] souligne toutefois que la recherche des parametres de H* devient vite irréalisable
lorsque d augmente. Par ailleurs, il faut étre conscient que la méthode KDE, que ce soit dans sa
version unidimensionnelle ou multidimensionnelle, n’est précise qu’au cceur de la distribution.
Lutilisation du noyau gaussien engendre la formation d’'une densité f}, avec des queues légeres.
Pour les autres noyaux, dont les supports sont compacts, la situation est encore plus probléma-
tique avec la mise en place de queues courtes. Si Z,,s est 'échantillon d'une loi a queues lourdes,
I'estimateur KDE peut conduire a une compréhension erronée de la décroissance réelle de f7 dans
ses régions extrémes. Des modeéles de distributions issus de la théorie des valeurs extrémes sont
plus adaptés pour estimer fz au niveau de ses queues. On peut notamment citer les modeéles :

* GEV (Generalized Extreme Value) issus du théoreme de Fisher-Tippett-Gnedenko,
¢ GPD (Generalized Pareto Distribution) issus du théoréme de Pickands-Balkema-De Haan.

Si la méthode KDE apparait comme un incontournable de la statistique non-paramétrique, il
existe des alternatives qui ne sont pas détaillées ici par souci de concision. On mentionne seule-
ment la méthode du maximum d’entropie de JAYNES [1957] qui peut étre facilement mise en ceuvre
depuis KAPUR et KESAVAN [1992] et qui conduit a une densité dont le niveau de régularité dépend
de la nature des contraintes imposées.
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1.5 Méthodes d’apprentissage statistique pour la copule

Comme on vient de le voir, une profusion de modeles d’apprentissage peut étre déployée pour
estimer la densité fx; d’'une loi marginale. Si les variables sont indépendantes, I'élaboration de la
densité conjointe fx se limite au produit des densités marginales estimées. Il est tout a fait pos-
sible de combiner des densités de différentes natures. Pour d = 3, on peut tres bien imaginer que
fxl appartienne a une famille paramétrique, que fxz soit issue d'un apprentissage par maximum
d’entropie et que fx3 provienne d'un mélange d’outils KDE et GPD. Pendant longtemps, il a été
systématiquement supposé que les variables étaient indépendantes, méme lorsqu’il était évident
que ce n’était pas le cas. Actuellement, au regard des avancées en termes de modélisation de la
dépendance statistique, la non prise en compte arbitraire de la copule sous-jacente n’est plus une
pratique tolérable lors de la phase d’apprentissage.

Comme indiqué a la Définition 1.2.2, la copule est une distribution d’'un type particulier car
elle modélise une loi de support .75 dont toutes les lois marginales sont uniformes. Toutefois,
la copule demeure une distribution donc la plupart des techniques déja présentées pour l'esti-
mation des depsnes marginales fx; peuvent étre appliquées pour son apprentissage. Trois points
essentiels méritent néanmoins d’étre abordés :

1. La copule est la loi du vecteur U des variables U; := Fx; (X;). Son apprentissage requiert un

N-échantillon U,ps obéissant a la mesure d’échantillonnage (pU)®N. Si cette mesure a une
signification du point de vue mathématique, elle n'en a aucun du point de vue physique
car on ne pourra jamais collecter des observations de U. L'obtention de Ugps a partir de
Xobs est donc a la charge de I'utilisateur et fait 'objet de la Section 1.5.1 ol sont présentées
différentes procédures permettant d’estimer simultanément les densités marginales fx; et
la densité de copule cy.

2. Comme la copule est un objet mathématique con¢u pour modéliser la structure de dépen-
dance, les modeles de copules sont d'un genre différent. En effet, ce ne sont pas de simples
généralisations des modeles de distributions marginales. Si on choisit d’utiliser une famille
paramétrique, le paramétrage doit rendre possible la description puis 'interprétation des
motifs de dépendance. De méme, si on adopte une approche non-paramétrique, certains
aménagements sont nécessaires pour s’adapter a la compacité du support. On retrouve ces
idées dans les Sections 1.5.2 et 1.5.3 qui visent a présenter certaines spécificités des modeles
gouvernant 'apprentissage de la copule.

3. Séparer I'apprentissage des lois marginales et de la copule permet d’aborder le fléau de la
dimension sous le prisme de la théorie des copules. Les familles de copules développées en
dimension d = 2 ou d = 3 ne sont pas assez flexibles pour résister a la montée en dimension.
Toutefois, d’autres modeéles, présentés a la Section 1.5.4, impliquent un ciblage préalable
des sous-motifs de dépendance les plus pertinents afin de permettre la mise en place d’'une
structure de dépendance polymorphe et suffisamment parcimonieuse.

1.5.1 Apprentissage conjoint des lois marginales et de la copule

Dans le cadre de ce travail, on rappelle que tout algorithme d’apprentissage statistique L se
sert d'un N-échantillon X,,s pour fabriquer une densité conjointe fx( | M,Xobs) formée par les
d + 1 composantes fonctionnelles : les densités marginales fx j(- | M j,Xobs) et la densité de co-
pule ¢y ( | Mcop, Uobs). Si 'estimation des densités marginales n’est plus un probléme au vu des
éléments déja introduits, la question de I'estimation simultanée des d + 1 composantes est plus
épineuse. Elle est abordée dans CHOROS et collab. [2010] et MCNEIL et collab. [2015] ol plusieurs
procédures d’estimation sont comparées.

Tout d’abord, examinons ce qui peut étre mis en ceuvre lorsque les modeles My,..., M, et
M op sont en fait des familles paramétriques .71, ..., %4 et F¢qp. Les parametres associés a ces fa-
milles sont notés ay, ..., a et B. Ils vivent respectivement dans des sous-domaines de R”:,...,RP<
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et RPc. La distribution issue de I'assemblage des différentes familles paramétriques peut étre vue

comme un famille multidimensionnelle .7 de parametres 0:= [a; ... ay ﬁ]T :
d
x(x1.7,0):=]] 5X; (xj1.Zj,aj)]| x CU(FX1 (x11-%1,01),..., Fx,(xq 9d,ad)‘ﬁcop,ﬁ) . (1.125)

j=1

Tout se passe comme si la disjonction copule-marginales n’existait pas et fx(x | .%,0) est vue
comme la densité conjointe d’'une famille multidimensionnelle a pr := p; +... + pg + pc para-
metres. Les méthodes d’estimation paramétrique qui ont été présentées a la Section 1.4.1 peuvent
alors fournir 0. Dans le cas de la méthode du maximum de vraisemblance, JOE [1997] rappelle que
la log-vraisemblance ¢y (8) se décompose comme suit :

N .
On (81 Xops) = ) log fx(X”|.7,6)

i=1

N . N , ,
=) Zlogij (Xg.’) Iﬂj,(xj)) + Z’loch(FX1 (X(l” | Z1,a1),...,Fx, (Xf;) Iﬁd,ad)'ﬁcop,ﬁ)
j=1\i=1 i=1

d .
= Zlej(aj X e (o, 000, B | Xobs) - (1.126)
]:

Lestimation O™V découle de la maximisation de 0N(0) sur Dg := Dg, x ... x Dq, x Dg € RPT. Cette
fonction objectif est la somme de d + 1 termes. Chacun des termes £ (a; | ngls]) correspond a la

log-vraisemblance des observations marginales X([)'bjsl pour la famille .%; dont les parametres sont
rassemblés dans le vecteur « ;. Le terme £¢ ((xl, e 0, P Xobs) quantifie la log-vraisemblance des
données X,p,s pour une famille de copules .%,, de parametres p aprés I'envoi des observations
X@ dans .#; a l'aide des fonctions de répartition Fx ' (1.7« j). Lestimateur final O™V présente
toutes les propriétés mentionnées a la Section 1.4.1.1 mais il n'a pas d’expression analytique en
général, sauf dans le cas tres particulier o1 .# désigne la famille gaussienne. Dans le cas général,
I'optimisation dans un espace de dimension pt peut s’avérer périlleuse, et c’est d’autant plus vrai
lorsque d augmente. Pour réduire la taille de I'espace de recherche, une heuristique a deux temps
appelée IFM (Inference Functions for Margins) a été proposée dans MACLEISH et SMALL [1988].
Lidée est simplement d’estimer séparément chaque bloc de parametres. Il faut procéder de la
maniere suivante :

1. Maximiser chaque log-vraisemblance marginale :

A TFM [o]]
6" = argmax (o 1X ) (1.127)
]
2. Maximiser la log-vraisemblance de la copule apres avoir figé dIIFM, e dgM :
B™M = argmax O (&™, ..., &I ™, B | Xobs) - (1.128)

p

La premiere étape revient a estimer par maximum de vraisemblance les paramétres a, ..., « . Par
ailleurs, on peut remarquer que la seconde étape correspond a la résolution du probléeme :

N .
ﬁIFM (= argmax Z lOgCU(U(l) | cgzcop; ﬁ)
] '1:1 ‘ . (1.129)
avec Ugps = [0WV],_;_y = [U;”] 1<isN Ol U;'l) =Fx; (X;l) |-7},4,) .
1<j<d

Le calcul de p'™ se raméne 4 une estimation par maximum de vraisemblance du paramétre p a

partir d’observations U de I’échantillon Ugy,s qui sont appelées les pseudo-observations de U.
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Pour des parameétres estimés &j, ..., &, fixés a I'avance, on note U le vecteur qui regroupe toutes
les variables U; := Fx, (X | #;,&;). Tout comme O™V, T'estimateur 8™ est 2 la fois consistant et
asymptotiquement normal. Néanmoins, il est plus difficile de déduire sa matrice de covariance
asymptotique, méme numériquement. Les estimateurs ™Y et 8™ sont équivalents lorsque .7
est la famille gaussienne. Lefficacité de la procédure IFM comparativement a une maximisation
globale de ¢y (9 | Xobs) est démontrée numériquement dans XU [1996] oll une étude comparative
est menée en s’appuyant sur les matrices de covariance asymptotiques et les erreurs quadratiques
moyennes. Le principal probleme de la méthode IFM réside dans les potentielles nuisances que
peut engendrer le choix des familles .%1,...,.%,;. Comme elles interviennent dans la fabrication
des pseudo-observations de U,ps, elles sont susceptibles de biaiser 'apprentissage de la copule.
Selon SILVAPULLE et collab. [2004], la mauvaise spécification d'une famille .7 ; peut entrainer une
surestimation du niveau de dépendance existant au sein de Xgps. D’apres le Théoreme 1.2.6 d’in-
variance, on comprend que les vecteurs X, U et U partagent la méme copule cy. Toutefois, les
marginales de U sont exactement uniformes alors que celles de U ne le sont qu’'a condition que
ﬁxj = Fx; pour toutes les variables, ce qui n’est jamais le cas en pratique. Le parametre f est ainsi
estimé en maximisant la vraisemblance de la famille .%,p, pour des données U suivant une loi
Hg qui n'est pas exactement celle d’'une copule.

Pour éviter ce probléme, les pseudo-observations peuvent étre fabriquées avec la technique
semi-paramétrique (SP) mise au gott du jour par GENEST et collab. [1995] dont les travaux ont
recoupé ceux de SHIH et LOUIS [1995] :

i N L 1 J
U(.l) — E X(.l) X[.]] - 1 Al . 1.130
J TN+1 v i obs) N+1,§1 {xjo=x} ( )

Ex (-1 thfs]) est la fonction de 1\;répartition empirique construite a partir des données de XcE).b]s]' Grace

au coefficient multiplicatif 15
ment a 'intérieur de .77;. Les valeurs prises par [AJ;.” sont alors les ratios ﬁ pourie{l,...,N} IIs

pondérant Fy, toutes les pseudo-observations sont situées stricte-

correspondent aux rangs (normalisés) des observations Xg.i) au sein de Xét{s] . Avec la procédure SP,

les N-échantillons IAI([;b]S] s’apparentent parfaitement a des échantillons issus d’une loi uniforme.
Certains auteurs comme GENEST et FAVRE [2007] mettent en avant le fait que le calcul des rangs
est le meilleur résumé possible de la structure de dépendance. Selon eux, comme la copule est
censée étre déconnectée des lois marginales, son estimation ne devrait pas étre pénalisée par le
choix erroné d’une famille .%# j- En ce sens, la méthode SP semble plus fidele a I'intuition initiale
du théoréme de SKLAR [1959]. Dans la littérature, elle est aussi connue sous le nom de méthode du
maximum de pseudo-vraisemblance (MPV) et TSUKAHARA [2005] relie la copule empirique et les
propriétés asymptotiques de 05F. $'il existe un débat entre IFM et SP, il n’en demeure pas moins
que ces deux techniques ouvrent la voie a des procédures d’estimation pour tous types de modeéles
My, ..., Mg et Mcop. L suffit d’appliquer les étapes suivantes :

(2) Estimer les densités marginales fx; avec le modeéle M et les observations X([)bjsl
[°j])

obs

(b) Utiliser les densités ij (-IM j,ngS]) pour fabriquer les fonctions de répartition PX]. (-1 M X
(c) Fabriquer U, avec (1.129) ou avec (1.130) selon la préférence de I'utilisateur.
(d) Estimer la densité de copule cy avec le modele M, et les observations Uops.

(e) Réunir toutes les composantes selon (1.77) pour former fx( | M,Xobs).

1.5.2 Méthodes paramétriques pour 'apprentissage des copules

Pour une famille de copules .%¢p, I'estimation du parametre p peut étre envisagée avec toutes
les techniques de la Section 1.4.1 bien qu'il faille a chaque fois s'interroger sur celle qui est la plus
adaptée au contexte. La méthode du maximum de vraisemblance reste de tres loin la plus répan-
due et celle qui est utilisée par défaut. JOE [1997] insiste sur le fait qu’il ne faut pas espérer trouver
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une expression analytique pour pMY mais il loue les mérites des différentes méthodes de réso-
lution numérique. Par ailleurs, GENEST et RIVEST [1993] proposent une variante de la méthode
des moments dans le cas bidimensionnel lorsque f se réduit a un unique parametre scalaire 3.
Dans cette situation, il existe souvent une relation de type 112 = g(B12) entre le tau de Kendall 1;»
de la paire de variables et le parameétre ;> de la famille de copules. L'idée est alors d’estimer 1;»
directement a partir de X,ps et d’en déduire une estimation de 612. Comme l'estimateur T, est
uniquement calculé a partir des rangs au sein des colonnes X([)bls] et X([)'bzsl, AIIV;_ n'est pas détérioré
par d’éventuelles valeurs aberrantes, ce qui est un avantage important par rapport a la méthode
du maximum de vraisemblance. Il est parfois dit que 612 est calculé par “inversion” du tau de Ken-
dall. Dans un autre registre, HUARD et collab. [2006] et DOS SANTOS SILVA et LOPES [2008] abordent
I'estimation des copules du point de vue bayésien mais cette approche est assez peu reprise par la
suite. Lorsqu’il faut sélectionner ou valider une famille, la plupart des outils de la Section 1.4.1.4
peuvent étre réutilisés. Les criteres AIC et BIC définis aux équations (1.106) et (1.107) permettent
de mesurer le niveau d’adéquation d'une famille .%,p a un N-échantillon U, de la copule. 11 est
souligné dans JORDANGER et TJ@STHEIM [2014] que AIC demeure le critere de prédilection mal-
gré le développement de plusieurs versions d'un critére CIC (Copula Information Criterion) dans
GRONNEBERG et HJORT [2008] et dans CLAESKENS et collab. [2008]. En ce qui concerne les tests
d’adéquation, FERMANIAN et collab. [2005] puis GENEST et collab. [2009] ont recensé les méthodes
existantes. Il y est fait mention du test développé par BREYMANN et collab. [2003] ol1 une statis-
tique du x? est calculée apreés avoir appliqué la transformation de Rosenblatt. De leur c6té, GENEST
et collab. [2006] ont construit une statistique de test grace a la transformation de Kendall étudiée
dans BARBE et collab. [1996]. De méme, GENEST et REMILLARD [2008] ont étendu I'idée du test de
Kolmogorov-Smirnov en comparant la copule estimée CU(- | ﬁcop,ﬁ) et la copule empirique Cy.
Lorsque d = 2, GENEST et FAVRE [2007] rappellent que des techniques de diagnostic graphique
peuvent servir a la validation ou a la remise en cause du choix initial d'une famille. A cet égard, des
procédures de diagnostic ont été spécifiquement congues pour les copules archimédiennes dans
GENEST et RIVEST [1993] et pour les copules aux valeurs extrémes dans CAPERAA et collab. [1997].

Compte tenu de ces éléments, et pour éviter les répétitions, le but de la présente section n’est
pas de redétailler le fonctionnement des techniques d’estimation mais plutot d’étudier certaines
familles de copules a travers les motifs de dépendance qu’elles permettent de modéliser. On se
contente ici de présenter les copules elliptiques et archimédiennes. Un recueil plus exhaustif des
familles inventées a ce jour est proposé par NADARAJAH et collab. [2018]. D’'une maniere générale,
dés lors qu'on dispose de la densité conjointe ou de la fonction de répartition conjointe d'une
famille paramétrique, on peut en extraire la copule avec 'une des deux formules suivantes :

Sx (Bl ), B (ua)

VueHy, Cuw) =Fx(Fyl(w),...Fy;(ua)) et cy(w =

d j (1.131)
j=1 !
Dans le cas de la densité (1.51) d’'un vecteur gaussien X ~ N (mx, Zx), on obtient ainsi :
1 1 _ _
o cn(ulpx) = Fexp —EwT (px' L) w| avec w:=[® l(uj)]lsjsd
e
P (1.132)

uy Ug
o Cy(ulpx) fo fo en(vlpx)dv= (Dpx(q)_l(ul),...,q)_l(ud)) ,
avec @ et @, les fonctions de répartition des lois \V'(0,1) et V'(0, px). On remarque que les fonc-
tions ¢y et Cpr ne dépendent plus que de la matrice px des corrélations linéaires. La loi de Student
multidimensionnelle présente des similarités importantes avec la loi gaussienne multidimension-
nelle au sens ot elle laisse aussi la part belle a la matrice de covariance Xx.

Définition 1.5.1 (Distribution de Student multidimensionnelle)

Soient Z, et Z, des vecteurs aléatoires indépendants a valeurs dans R etRY (d,v =2).
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SiZy ~N(m,Z) etZ, ~ N(0,1,) alors le vecteur X défini par :

X:=2 /\/Y/v avec Y=IZolE~x2, (1.133)

suit une loi de Student a v degrés de libertés qui est notée t, (mx, Zx).

La densité conjointe d'un vecteur X ~ ty (mx, ZX) est alors fournie par :

)

1
X
r(¥)wm®*? (\/detzx

ouTI':]0,+oo[ — R est la fonction gamma définie par :

v+d

2

1+(x—mX)Tz,;1(x—mx)]( URER

fe(x 1 mx, Zx,v) = x

+00
['(z) ::f “ e tdr. (1.135)
0

Contrairement a ce qu’'on a pu voir a I'’équation (1.132) pour la loi gaussienne, I’application de
la formule (1.131) ne conduit pas a une expression analytique plus simple. Néanmoins, la copule
résultante ne dépend plus que de v et px. Elle se note alors ¢;(- | v, px). La loi gaussienne et la loi
de Student appartiennent a une plus large famille de distributions multidimensionnelles appelées
les distributions elliptiques. Les copules elliptiques en sont directement extraites.

1.5.2.1 Copules elliptiques

On commence par rappeler brievement ce que sont les distributions sphériques et elliptiques.
Pour plus de détails a ce sujet, on conseille de se reporter a I'ouvrage de FANG [2018].

Définition 1.5.2 (Distribution sphérique)

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (R%, Z(R%)).
Saloi px est dite sphérique si et seulement sil’'une des assertions suivantes est vérifiée :

. . loi
(i) Pour toute matrice orthogonale P, on a : PX 2 X.

(i) dx(f) = [E[exp(ith)] =y(tTt) avec y:R* —R.

loi

= [All2Xy .

La fonction v est appelée le générateur et on note X ~ .7 ().

(iii) VAeRYATX

Le point (i) témoigne de l'invariance par rotation d'un vecteur a loi sphérique. A partir de (ii), on
peut voir que toutes les fonctions caractéristiques marginales valent ¢x; () = w(tjz.) et donc que
toutes les lois marginales sont identiques. De méme, on peut vérifier que V' (0,1,) est bien une loi
sphérique. Par ailleurs, on a E[X] = 0 par conséquence directe du point (iii).

Théoreme 1.5.1 (Représentation stochastique d’une distribution sphérique)

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (R%, Z(R%)).
La loi px est sphérique si et seulement sion a:

X = RS avec

loi R une variable positive indépendante de S,
(1.136)

S un vecteur uniformément distribué sur la spheére unité S .

La sphere unité est définie par S, := {x € R . xf +...+ xfi = 1}. Pour simuler S uniformément sur
S, il est rappelé dans CHAFAT et MALRIEU [2016] qu'il suffit de simuler un vecteur X ~ N (0, Id) et
de prendre X/ [IX]|l,. Dans ce format de représentation, I'information du générateur  est reportée
sur la loi de R. Comme il est supposé que R = 0, s'il existe une densité de probabilité fg, celle-ci
peut toujours étre mise sous la forme suivante :

oqd/2
I'(d/2)

VreRY, fr(r)=sqr?lg(r?) avec sz:= (1.137)
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On fait remarquer que la constante de renormalisation s, est égale a I'aire en surface de S,. La
densité conjointe vaut alors fx(x) = g(xx) et ses lignes d’isovaleurs sont des cercles concen-
triques centrés sur I'origine du repére. Les distributions elliptiques s’obtiennent alors par distor-
sion des lois sphériques.

Définition 1.5.3 (Distribution elliptique)

Soit m € R et soit A € R?*4 telle que = =AA" > 0.
SiZ ~ ., (y) alors le vecteur X = m + AZ suit la loi elliptique notée &;(m, Z, ).

De parle Théoréme 1.5.1, toute loi elliptique est représentée par un vecteur de type X 2 m+RAS.
De plus, la fonction caractéristique prend la forme suivante :

x(1) =E[exp (it7X)| = exp (it m) pz(AT¢) = exp (it "m) (¢ Z¢). (1.138)

omme précédemment, les fonctions caractéristiques marginales ¢y . sont égales, ce qui indique
C d t, les fonct térist 1 J t égal d
que les lois marginales le sont aussi. L'expression de ¢x permet d’ailleurs de démontrer que :

VbeR?, VYBeR¥4 X~&(mZvw) = BX+b~&;(Bm+bBIBT,y) . (1.139)
Ce résultat de stabilité de la classe elliptique par transformation affine est d’ailleurs bien connu

pour les lois gaussiennes. En utilisant le méme systéme de paramétrage qu’al’équation (1.137), la
densité conjointe peut alors s’écrire :

vreRd, fx(x):= g(x-m) = (x-m)) . (1.140)

1
vdetX
Les densités (1.51) et (1.134) rentrent évidemment dans ce cadre. Les lignes d’isovaleurs de fx
sont alors des ellipses concentriques (autour de m) et toutes de méme excentricité. La théorie des
distributions elliptiques permet ainsi de rassembler les distributions gaussiennes et de Student au
sein d'une méme classe. Toutefois, de facon assez étonnante, aucun autre modele n’'a réellement
émergé alors méme qu’on peut construire autant de familles qu’il y a de fonctions y : Rt — R.
Examinons maintenant ce qu’est une copule elliptique.

Définition 1.5.4 (Copule elliptique)

Soit X ~ &;(m, Z,y) et Fy, la fonction de répartition commune des variables X;; .
La copule elliptique associée a &;(m, =, y) est la loi du vecteur :

Xj-—rnj)
0j

(1.141)

U:= [Fw( .
1<j<d

Cette copule est alors notée &% (p, ).

La construction des copules elliptiques revient simplement a extraire la structure de dépendance
intrinseque des distributions elliptiques. Toute copule elliptique ne dépend que du générateur W
et de la matrice de corrélation p. On souligne que le générateur . de la copule de Student inclut
I'information relative au nombre v de degrés de liberté. Le fait que les copules elliptiques soient
articulées autour de la matrice de corrélation présente deux intéréts majeurs :

1. Une copule elliptique incorpore au moins CZ = %d (d —1) parameétres. Ce nombre augmente
donc avec la dimension d du probleme et cela confére une certaine flexibilité.

2. Linterprétation est facile car il y autant de coefficients p; ; que de paires de variables (U;, U;).

Ces raisons expliquent I'attrait exercé par les copules elliptiques. Souvent, on choisit de combiner
une copule elliptique avec des lois marginales d'une tout autre nature. La distribution résultante
est dite méta-elliptique dans FANG et collab. [2002]. Le principal défaut des copules elliptiques se

45



trouve dans leur incapacité a proposer une modélisation asymétrique des queues de distribution.
En effet, on a:

Copule | cx(1p) | ci(-19,v)

—Ta o\ | (1.142)
AL=Ay 0 2Ty |- —(V 1 pij)
1+pij

avec Ty la fonction de répartition d'une loi de Student centrée réduite a (v + 1) degrés de liberté.

Lorsque v — oo, les coefficients Ar et Ay tendent vers 0 et on retrouve le résultat bien connu selon
loi

lequel ty(m, Z) ——— N(m, Z). Les résultats (1.142) indiquent que::
—00

(a) La copule gaussienne ne permet pas de capturer la dépendance asymptotique.
(b) Les queues NE et SW d’'une paire (U;, U;) sont modélisées symétriquement (Ar = Ay).

Des résultats généraux sont fournis dans HULT et LINDSKOG [2002] ainsi que SCHMIDT [2002] pour
les éventuelles autres copules elliptiques et ils vont dans le méme sens. En dimension d = 2, les
copules archimédiennes permettent de remédier au défaut (b).

1.5.2.2 Copules archimédiennes

Comme pour les copules elliptiques, la structure de dépendance d’une copule archimédienne
repose sur une fonction appelée générateur. Si toute fonction y : R* — R peut étre le générateur
d’une copule elliptique, il n’en va pas de méme pour le générateur d'une copule archimédienne
qui doit vérifier des conditions trés strictes.

Définition 1.5.5 (Générateur archimédien)

On appelle générateur archimédien toute fonction y : [0, +oo[ — ]0, 1] telle que :
1. y est décroissante et continue sur [0, +ool.

2. y(0)=1et tle w(r) =0.

3. W est strictement décroissante sur [0, To[ avec Tg := inf{r > 0: y(t) = 0}.

Les fonctions t — e~ ! et t — 1 — * sont des exemples de générateurs archimédiens. Sous les
conditions mentionnées ci-dessus, W est inversible et la réciproque se note qfl 110,11 — [0, Tp!.
Si le formalisme du générateur archimédien remonte & GENEST et MACKAY [1986], la plupart des
copules archimédiennes lui sont antérieures. Par ailleurs, pour disposer de résultats intéressants
sur les copules archimédiennes, il faut que v soit un peu plus qu'un générateur archimédien. Cela
conduit a définir quelques notions supplémentaires. Dans la suite, on se contente d’étudier des
générateurs stricts, c’est-a-dire des générateurs pour lesquels Ty = co.

Définition 1.5.6 (Monotonie)
Un générateur archimédien  est dit d-monotone si:

1. y est au moins d — 2 fois continiment dérivable sur [0, +oo| .

2. Visksd-2, Vtel0,+oo, (-DFdyn=o0.

3. %xp est une fonction décroissante et convexe sur [0, +oo[ .
Un générateur archimédien  est dit totalement monotone si :

1. v est infiniment dérivable sur [0, +oo] .

2. Vk20, Vtelo,+oo, (-DFLyn=0.

On note ¥, I'ensemble des générateurs archimédiens totalement monotones.

MCNEIL et collab. [2009] ont montré que ’hypothése de d-monotonie est suffisante pour définir
une copule archimédienne.
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Théoréme 1.5.2 (Copule archimédienne)

Si ¢ un générateur archimédien d-monotone, alors I'application :

Cwi Hy — [0’1]
d , 1.143
u — W(Z \,U_l(uj)) ( )

J=1

est la fonction de répartition d'une d-copule. Cette loi est notée .o7; (y).

Dans le travail initial de GENEST et MACKAY [1986], les copules archimédiennes sont examinées
dans un cadre bidimensionnel et il est supposé que y est deux fois dérivable. La d-monotonie
est une hypothése plus faible qui suffit a vérifier les conditions du Théoréme 1.2.4 et a justifier
que Cy, est bien la fonction de répartition d'une copule. On fait remarquer que la copule Cy, peut
étre engendrée par tout générateur Wy : t — Y(kt) avec k > 0. Parmi les nombreux modeles de
copules archimédiennes, on se contente de présenter les trois plus célebres. GUMBEL [1960] et
HOUGAARD [1984] se sont intéressés a une copule qui a gardé le nom du premier :

1
d 8
V=1, w(t) = exp(—t%) et Cyw=exp|—|Y (~logu;)° (1.144)
j=1
Les travaux de FRANK [1979] ont contribué a populariser la copule du méme nom :
d
l—[ (e—euj _ 1)
V>0, w(r= —llog(l - (1 - e‘e) e‘t) et Cy(u)= —llog 1+ L, (1.145)
’ 0 v 0 (e_e_ l)d—l '
De méme, CLAYTON [1978] a développé un modele :
_1
1 d g
VO0>0, w@)=0+1"0 et CU(u):(1+Z u}e—d) . (1.146)
j=1

qui a ensuite été repris par COOK et JOHNSON [1981] et OAKES [1982]. Pour un inventaire plus
complet des générateurs archimédiens et des copules associées, on peut consulter celui proposé
dans JOE [2014]. Contrairement a la copule gaussienne pour laquelle I'équation (1.132) fournit une
expression analytique de c)s mais une expression implicite de Cps, toute copule archimédienne
est construite a partir de la connaissance explicite de Cy,. La densité de copule ¢y = ai?% est
obtenue par différentiation mais les calculs ne peuvent plus étre conduits des lors que d = 3. 1l

faut alors se tourner vers des outils de différentiation automatique ou numeérique.

S’il est facile de simuler des copules elliptiques en vertu de la Définition 1.5.4, la question de
la simulation des copules archimédiennes est plus délicate a appréhender. Pour tout générateur
archimédien totalement monotone, HOFERT [2008] rappelle que le théoreme de Bernstein assure
qu'il existe une variable W = 0 de transformée de Laplace v :

[e.0]
Vie(0,+o0], w(r)=E[e™] :f e fw(w)dw . (1.147)
0
La densité fiy est alors la transformée de Laplace inverse du générateur archimédien w. Si on est
capable d’identifier la densité fiy, I'algorithme de MARSHALL et OLKIN [1988] permet de simuler

des échantillons suivant la copule archimédienne de générateur v. Dans la suite, on se contente
d’étudier les copules archimédiennes pour d = 2. Comme le Théoréme 1.5.2 donne :

U~o;(y) = Vi<i<j=d, (Ui,Uj)~,£Z{2(W) R (1.148)
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chaque copule bidimensionnelle résume parfaitement le motif de dépendance induit par y. Pour
les trois familles archimédiennes présentées plus haut, les coefficients de dépendance de queue
valent respectivement :

Copule Clayton (C) Gumbel (G) Frank (F)

AL = Asw 20 0 0 - (1.149)

AU = ANE 0 2-2% 0

Au niveau de la dépendance asymptotique, la copule de Frank se comporte exactement comme
la copule gaussienne avec A;, = Ay = 0. Pour la copule de Clayton, un phénomene de dépendance
extrémale est présent dans la queue SW mais pas dans la queue NE. De son c6té, la copule de
Gumbel est marquée par une tendance antagoniste. Ces deux copules permettent d'introduire de
I'asymétrie dans la modélisation des queues de distribution. Elles ne sont par contre pas adaptées
a la description des motifs de dépendance discordants. GENEST et MACKAY [1986] ont démontré
que le tau de Kendall d’'une copule 2% () peut s’exprimer sous la forme :

[e.0]
T=1—4f t(y'()*dr. (1.150)
0

Pour la copule de Gumbel, on obtient T = e.%l avec 0 € [1, +ool et on a donc toujours T = 0. Pour
résorber ce probleme, il est possible d’opérer des rotations de la copule. En effet, silaloi du vecteur
U = (U, Uy) est une copule, celles des trois vecteurs Ugg := (1 — Uy, Up), Uygo:= (1 -Uy,1-Uy) et
U7 := (U1,1-1U>) sont aussi des copules. Elles correspondent a des rotations de respectivement
90°, 180° et 270° autour du point (1/2,1/2) de .#%. Trois nouveaux motifs de dépendance peuvent
ainsi étre créés. Dans le cas d'une rotation de 90° de la copule de Gumbel Cg, on obtient :

Vuets, CRw)=P(Ugp=u)=P(1-U;=<u,Us<up)=up—Cq(l—uy,up) . (1.151)

Le tau de Kendall vaut alors 1x(1 — U;,Us) = —1tx(U;,U3) = %9 et il devient compatible avec la
modélisation d'un motif de dépendance discordant. De méme, la dépendance asymptotique est
désormais présente dans la queue NW (North West) étant donné que Anw(C2) = Ang(Cg) =2 28,
Si on souhaite que la dépendance asymptotique affecte simultanément les queues NE et NW, on
peut construire un mélange C = 3 (Cg+ CY) pourlequel Ang(C) = Anw(C) = %(Z—Zé ). Ainsi, méme
a partir d'un catalogue réduit de familles archimédiennes, on peut créer une multitude de familles
paramétriques en s’appuyant sur des rotations et des mélanges.

En dépit de leur aptitude a générer de I'asymétrie au sein des structures de dépendance, les
copules archimédiennes souffrent d'un cruel manque de flexibilité. Lorsque d augmente, le sys-
teme de paramétrage reste fondé sur le seul parameétre scalaire 8 du générateur archimédien .
Par ailleurs, le fait que toutes les paires (U;, U;) d'un vecteur U suivent la méme copule 2% () est
évidemment une limite importante de ces modeles. On souhaite attirer I'attention sur le fait que
la copule de Gumbel définie a I'’équation (1.144) vérifie :

Vnzl, Vuety Cotw=(Co(u)”,...uy")" (1.152)

Il s’agit de la propriété de max-stabilité et elle détermine 'appartenance a la classe des copules
aux valeurs extrémes. Ces copules ont été introduites par GALAMBOS [1978] et DEHEUVELS [1984]
au moment du développement de la théorie multidimensionnelle des valeurs extrémes. Pour un
échantillon X, on pourrait s’'intéresser au comportement conjoint des maxima, c’est-a-dire a :

MY = (MY

\ ] (@)
J N<j=d

avec MY := max X!
i max A" . (1.153)

Le théoreme de Fisher-Tippett-Gnedenko indique qu'il existe des suites renormalisantes assurant
la convergence de MN vers une loi d’extrema généralisée. Les copules aux valeurs extrémes sont
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exactement les copules issues de ces lois d’extrema généralisées. A l'instar de la copule de Gumbel,
celles des copules archimédiennes qui sont aussi des copules aux valeurs extrémes appartiennent
ala classe Archimax qui est étudiée dans CHARPENTIER et collab. [2014].

Trois familles centrales dans la théorie des copules viennent d’étre présentées : les copules
elliptiques, les copules archimédiennes et les copules aux valeurs extrémes. Suite aux lacunes
constatées pour chacune de ces familles, on s'intéresse ensuite aux techniques d’apprentissage
non-paramétriques.

1.5.3 Méthodes non-paramétriques pour 'apprentissage des copules

On présente ici les principales méthodes d’estimation non-paramétrique d'une copule. D’'une
maniere générale, il s’agit de généralisations des techniques décrites ala Section 1.4.2 dans le cadre
de 'apprentissage non-paramétrique des lois marginales. Cependant, en raison de la compacité
du support .77, certains aménagements sont nécessaires et on en explique les principaux ressorts.
Par souci de simplicité, il est supposé qu’on dispose d’'un N-échantillon Uypg. En pratique, comme
il faut travailler a partir de pseudo-observations, certains des résultats théoriques énoncés ci-apres
peuvent étre altérés.

1.5.3.1 Copule empirique

En suivant I'idée de DEHEUVELS [1979] et STUTE [1984], les fonctions de répartition associées
aux lois px et py peuvent étre estimées empiriquement :

. 1N . 1N
VxeRY F ==Y1 . tVue s, C =—Y1
x NOEEDY ey} €0 VHEHD CN@ =T >

XW<x,...X
i-1 {1 “ i=1

{Ugi]sul,..,,Us)sud} '

(1.154)
La convergence en loi (1.112) du théoreme de Donsker peut étre généralisée a VN (FN - Fx) ou
Fy est la fonction de répartition empirique d’un vecteur aléatoire X a valeurs dans R%. Dans ce
contexte multidimensionnel, le processus limite est un Fx-pont brownien. Grace a ce résultat,
des tests d’adéquation de type Kolmogorov-Smirnov sont construits par DEHEUVELS [1981] pour
valider le choix d'une famille paramétrique. Comme ’hypercube .77 est un domaine borné, il n’est
pas possible de conclure directement au sujet de la convergence du processus v'N (CN —Cy). Apres
avoir plongé Cy dans I'espace ¢°°(.#) des fonctions bornées sur .7, FERMANIAN et collab. [2004]
puis TSUKAHARA [2005] ont démontré qu'il est nécessaire que Cy soit contintiment différentiable.
Si c’est effectivement le cas, alorson a:

d
R Ioi aC
VN(Cx - Cy) Nj‘ Ge, avec Gg, (u) = Bg, (1) - Z[BCU(I,...,I,uj,l...,l)a—;(u), (1.155)
j=1 J

ou B¢, est un Cy-pont brownien. On constate que le processus G¢, est un Cy-pont brownien
auquel s’ajoutent des effets de bords. SEGERS et collab. [2012] précisent que le résultat (1.155) tient
méme avec des d’hypotheses légerement moins fortes. En dépit de cette propriété de convergence,
la copule Cy présente les défauts inhérents a toute mesure empirique. Au niveau de la visualisation
graphique, son aspect pyramidal peut étre dérangeant. De plus, il n’est pas possible d’en déduire
une estimation de la densité de copule cy car il s’agit d’'une loi discréte sur les observations U,

1.5.3.2 Adaptations de la méthode d’estimation par noyaux

Lidée d’utiliser une approche KDE multidimensionnelle pour estimer la densité de copule cy
est apparue des DEHEUVELS [1979] et BEHNEN et collab. [1985]. Une application directe donne :

1Y ; 1
Yue #y, eKPE(u):= N Y Ku(u-U") avec Ky(v) = T (B'v) et H=BB' .  (1.156)
i=1
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On signale que rien ne garantit que la fonction éﬁDE soit la densité d'une d-copule. S’il est choisi

de faire simple en posant H = hl; et en fabriquant le noyau multidimensionnel K; par produit
tensoriel d'un noyau unidimensionnel K;, on obtient finalement :

(i)
1 XN ug—U
Yue iy, éh(u)1=hd—NZK1 Kl(—d) ) (1.157)

i=1

uy —Ugi)

h h

Comme 'expliquent CHARPENTIER et collab. [2007], l'utilisation de cet estimateur naif conduit
a une forte sous-estimation des valeurs de la densité de copule cy. Dans le cas de 'estimation
d’une densité marginale par KDE, il a été vu a 'équation (1.121) que f,(zo) constitue un esti-
mateur biaisé de la valeur f7(zp) mais que ce biais disparait asymptotiquement lorsque i — 0.
Dans le cas de I'estimation d'une densité de copule par KDE, on distingue deux situations selon
la position du point #y au sein de I'hypercube. Si uy est situé strictement a l'intérieur de 777,
I'estimateur é(u) reste asymptothuement non biaisé mais le biais est d’ordre O(h) alors qu'’il
était d’ordre O(h?) pour fh(zo) En revanche, pour un point ug placé sur un bord de 7, on a
[E[ch(uo)] = k cy(ug) + O(h) avec k < 1 une constante multiplicative indésirable. L'estimateur est
donc biaisé, méme asymptotiquement. L'explication de ce phénomene réside dans la maniere
dont la densité &, est construite. Les observations U'” positionnées au voisinage des bords de .7
créent une contribution u — Ky (u — U(i)) dont une partie du support, et donc de la “masse”, dé-
borde a I'extérieur de .77;. Lintégrale de la densité ¢, n'est alors plus égale a 1. Si ce probleme
est caricatural lorsque K; est le noyau gaussien, il affecte aussi les noyaux a support compact tel
que le noyau d’Epanechnikov. Plusieurs solutions ont été développées pour éliminer les nuisances
causées par les effets de bords.

La méthode dite de I'image miroir (IM) est proposée par DEHEUVELS [1979] avant d’étre étu-
diée plus en détail par GIJBELS et MIELNICZUK [1990]. Elle consiste a compenser la perte de masse
en insérant a I'extérieur de 77 des observations supplémentaires dont le noyau déborde a l'inté-
rieur de .7¢;. Dans le cas de I'estimation d'une copule en dimension d = 2, pour chaque observa-
tion U®) = (Ugi),Ug)), il faut fabriquer huit observations factices notées UFIIC)] avec 1 < k < 8. Il s’agit
de I'image de U pour les symétries axiales par rapport aux quatre bords et pour les symétries
centrales par rapport aux quatre coins. Supposons qu'une observation U soit située a proximité
d’'un bord mais suffisamment loin des deux coins de ce bord. La perte de masse est unilatérale et
elle est compensée par 'action du vis-a-vis de U pour ce bord. Tous les autres points sont alors
placés tres loin a 'extérieur de .77 et les noyaux associés ne débordent pas a l'intérieur de 777.
Supposons maintenant que U® soit situé a proximité d’'un coin. La perte de masse est a la fois
bilatérale et diagonale. Trois points factices sont sollicités et 'action simultanée de leurs noyaux
réintroduit la masse perdue. Finalement, si Uy,s comptabilise N observations U%, la construction
d’une densité de copule par la méthode IM met en jeu 9N noyaux :

1 N . 8
Yue 5, é{IM(u)::hz—NZ KH(u—U(’))+ZK (u U[(Ilc)])) avec
i=1 k=1

u? = (U, uld) ;U =(ul, U(”) ; up=(U2-uy) ;1158
ul=(-uP ) ul=-uPuf) 5 ud=(-uP-u)
vl =(-uP2-u) ; Ul=(2- U”) -uy)) 5 Uy =(2-ul2-up)

Grace a la méthode IM, on peut supprimer I'impact du coefficient k et I'estimateur 6£M(uo) est
asymptotiquement sans biais pour tout point ug € 7. Par contre, la vitesse de convergence reste
d’ordre O(h) sur les bords de I’hypercube.

Une autre méthode est introduite par CHARPENTIER et collab. [2007] et cherche a disperser
dans R? les observations initiales U, Pour cela, il est proposé de faire appel a des fonctions
de répartition Gy,...,G4 strictement croissantes de R dans ]0,1[ et continiment dérivables. On
note alors g; la densité de probabilité découlant de G;. Ensuite, I'idée est naturellement de définir
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les variables X j= ijl (U;) et d’estimer avec une méthode KDE multidimensionnelle la densité
conjointe fx. De par le Théoréme 1.2.6, X et U partagent la méme copule cy mais les valeurs de X
peuvent exister dans R? alors que celles de U sont confinées dans .7. Pour cette méthode parfois
appelée TKE (Transformed-Kernel Estimation), la formule (1.131) offre un estimateur de cy :

N - d
Vue#y, eF(w) = fu(Grlw).... G (ua) IXobs)/[l 8i(G;' )
N = (1.159)
_ 1 -1 0) -1 (i)
= — 3 Ku |Gy (u)-X{",...,G; (ua) -X,’| / D(w)
N3
Sans originalité aucune, il est souvent conseillé de prendre G; = ... = G4 = ®. WEN et WU [2015a]

mettent en garde contre le dénominateur D(u#) qui peut devenir potentiellement infini lorsque
uj — 0ou uj — 1. Leffet amplificateur de ce terme D(u) est parfois désiré, notamment lorsque la
densité de copule cy n’est pas bornée. Cette situation est trés courante, un exemple trivial étant la
copule gaussienne bidimensionnelle ¢/ (- | p) qui admet des pics infinis au niveau des coins (0,0)
et (1,1) de 7% sip > 0. L'action de D(u) s’avere par contre étre un probleme lorsqu’elle engendre un
comportement erratique dans les queues de distribution de la copule estimée éIT{KE. Pour éviter ce
dysfonctionnement, WEN et WU [2015b] suggerent de remplacer les densités g; par des fonctions
gj pour lesquelles la décroissance vers 0 des termes g; (G]‘.1 (u;)) estbeaucoup plus lente. En vue de
parvenir au méme objectif, GEENENS [2014] a montré qu’il est particulierement efficace d’estimer
fx en utilisant la méthode de vraisemblance locale de LOADER et collab. [1996]. Selon GEENENS
et collab. [2017], I'estimateur C‘EIKE qui en résulte n'affiche aucun biais asymptotique sur les bords,
se révele d'une grande précision méme pour des copules hérissées, et garde la flexibilité inhérente
a sa nature non-paramétrique.

1.5.3.3 Autres méthodes d’estimation non-paramétrique

Dans I'esprit de la méthode KDE, BROWN et CHEN [1999] ont introduit 'usage du noyau béta.
Sa manipulation et son interprétation different légerement de celles des noyaux étudiés jusqu’ici.
Ce noyau a été initialement con¢u pour estimer une densité marginale de support [0, 1]. La densité
fn §écrit toujours comme la combinaison linéaire de N noyaux mais ces noyaux sont tous définis
sur [0,1] et chacun d’eux adopte une forme qui dépend de la position de Z') au sein de I'intervalle.
De ce fait, il n'y a pas de biais asymptotique sur les bords. CHARPENTIER et collab. [2007] montrent
par ailleurs que la méthode se généralise facilement a I’estimation des copules bidimensionnelles.
Outre les méthodes basées sur les noyaux, d’autres initiatives peuvent étre rencontrées. GENEST
et NESLEHOVA [2009] proposent de lisser la copule empirique a ’aide d'un filtre a ondelettes tan-
dis que KAUERMANN et collab. [2013] déploient une base tensorisée de B-splines. La méthode du
maximum d’entropie a été appliquée avec succes par DERENNES et collab. [2018] en dimension
d = 2 mais se révele hautement imprécise lorsque d = 3. On souhaite également mentionner les
avancées permises par SANCETTA et SATCHELL [2004] qui ont développé le modele des copules de
Bernstein et démontré son utilité en pratique.

1.5.4 Modéeles de copules adaptés a la grande dimension

Des que d = 4, les modeles d’apprentissage présentés jusqu’ici montrent certaines limites et
il est imprudent de les utiliser sans précaution. Les copules elliptiques disposent d'une aptitude
a reproduire la structure de corrélation mais elles imposent une modélisation strictement symé-
trique des queues de distribution. A I'inverse, les copules archimédiennes permettent une plus
grande asymétrie dans la modélisation des dépendances extrémales mais elles reposent sur un
trop petit nombre de parametres pour étre en mesure d’appréhender des motifs de dépendance
polymorphes. En ce qui concerne les techniques non-paramétriques, elles ont été adaptées au
contexte spécifique des copules afin d’éliminer les effets de bord mais les modifications appor-
tées ne font évidemment pas disparaitre le fléau de la dimension. Ainsi, un catalogue d’outils tres
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performants est disponible pour I'estimation des copules bidimensionnelles mais ces mémes ou-
tils perdent en flexibilité et en précision lorsqu’on les déploie pour estimer des d-copules de plus
grande dimension. Face a ce constat, différents modéles de copules ont été inventés en cherchant
a capitaliser sur le savoir-faire acquis sur les copules bidimensionnelles. Dans la suite de cette
section, plusieurs modeles sont introduits, en particulier le modele des copules R-vignes qui est
utilisé dans le cas d’application commun des Chapitres 4 et 5.

1.5.4.1 Copules vignes

Lidée originelle remonte au papier de JOE [1996] qui cherche a construire des modeles de
copules incorporant autant de parametres que la copule gaussienne tout en ayant une structure
polymorphe. Pour un vecteur X a valeurs dans R3, il suggere d’écrire la fonction de répartition
conjointe Fx = F1»3 de la maniére suivante :

X3

*3 OFx
Fio23(x) :f a_(xLXZrZS)dZ?):f Fio3(x1, X2 | 23) f3(23) dz3

oo 0X3 1)

=f C12|3(F1|3(X1 | z3), Faj3(x2 | 23) ) Z3)f3(23)d23

X:
=f 3 C12|3(E(F1(X1),F3(23))y%(Fz(xz)fs(zg)) | Z3)f3(23)d23 . (1.160)
—00 au3 6u3
Dans cette expression intégrale, trois sous-motifs de dépendance semblent étre séparables. La
présence des copules C;3, Cp3 et Cyoj3 indique qu'il s’agit de la dépendance entre X; et X3, de celle
entre X, et X3 et de celle entre X; et X, conditionnellement a X3. Si on affecte trois familles .%,, %3
et .Zc (de parametres scalaires respectifs «, p et y) a ces copules bidimensionnelles, la fonction
Fx peut alors étre vue comme un modele de distribution dont les lois marginales sont connues
mais dont la structure de dépendance est pilotée par trois parametres. C’est autant de parameétres
que la copule gaussienne mais en ayant la possibilité d’introduire de la polymorphie. Lidée d'une
décomposition en copules bidimensionnelles est reprise par BEDFORD et COOKE [2001, 2002] qui
préféerent prendre comme point de départ la densité conjointe fx. Tout démarre en appliquant le
théoréme de Bayes a fx :

d
VxeRY, fx(x) = l—lleﬂXj—l-"Xl (xj | x]'_1,...,JC1) . (1.161)
]:

Il faut ensuite réécrire les densités conditionnelles ij|xj_1,_,xl pour faire intervenir des copules
bidimensionnelles. Soit fx,x, 'une de ces densités avec a := {ji,..., j:} S {1,...,d} \ {i}. On pioche
J € aetonpose a;:= a\{j}. Des manipulations sur les densités donnent alors :

foxa | TXiXa ey Jxix

fxixe = = : (1.162)
KX SXa fxiXa;
et une version conditionnelle de Iégalité (1.38) conduit a:
P (51 1 %a) = Cijtay (Fxia, (% | %a;), B, (5 | %ay) | %ay ) fiia, (3 | %) (1.163)

Pour aérer les équations, on note u;|q, := Fyix,, (xi | xq;) et ujjq, := FiXa, (xj | x4;). La fonction
(Uila;) Ujla;) — Cijla; (u,-| aj Uil | xaj) est une copule bidimensionnelle dans I'espace probabilisé
de mesure P(- | Xq4; = xg4,). Cette copule représente la loi conjointe des variables Fx,ix,, (Xi | xa;)
et Fy; Xa, (Xi | xaj) et non celle des variables U; et U; conditionnellement a {Xaj = xuj}. De ce
fait, I'expression de cette copule dépend théoriquement des valeurs x,; prises par les covariables,
c’est-a-dire les variables conditionnantes X,,. Lorsqu’on applique la formule (1.163), la densité
fx;x, ar variables conditionnantes est transformée en le produit de deux termes :
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* une copule conditionnelle c; jla; a r — 1 variables conditionnantes,
* une densité conditionnelle fX,-IXaj a r — 1 variables conditionnantes.

Suite a I'apparition de la copule bidimensionnelle c;jiq;, X;j n'est plus une covariable et tous les
ensembles de conditionnement en sont délestés. L'application récursive de cette astuce élimine
toutes les densités conditionnelles pour ne plus obtenir que des densités marginales et des copules
conditionnelles. En dimension d = 4, la densité conjointe fx peut alors étre factorisée comme suit :

x@x) = fx, (x1) fx, (x2) fx, (x3) fx, (xa) ... ~» Densités marginales
x c12(u1, uz) cr13(wr, uz) cra(us, us) ... ~+ Copules non-conditionnelles
x coa (U2, usn | x1)coan (U2, uapn | x1) ...~ Copules conditionnelles d’ordre 1 (1164
X 034|12(u3|12, Uiz | x12) . ~ Copules conditionnelles d’ordre 2

Comme il est possible d’isoler les densités marginales, la factorisation de fx met surtout en exergue
celle de cy. Les trois dernieres lignes de la factorisation (1.164) sont donc égales a cy (1) et doivent
pouvoir étre calculées a partir du seul point u € J#;. On peut le vérifier apres avoir remarqué que
pour tout r-uplet @ := {1, ..., j} et pour tout k ¢ a:

0"Cy
aujl ...au]-,

u; silekua
(v1,...,vq) avec v;:= . (1.165)

Ukla = Fx,IX, (xk | xa) = 1 sinon

Ainsi, on peut expliciter I'imbrication des calculs ayant conduit de u# a cy (u) :

cu () = c12(un, uz) c13(ur, us) cra(uy, ug) ...

‘e (aclz 0Ci3 x)c (aclz(u 2) aCM(u )
231 =— 1 v aan| g n v) o= (v

aul
xlz) .

La factorisation (1.164) n’est pas unique. Un séquencage différent dans ’application récursive de
la formule (1.163) aurait pu donner :

(w1, u2), —— (1, u3)

xl) ... (1.166)

02Ci23 9%Ci24
X C34[12 W(ubuz)yw(ul,UB)

cu(w) = ci2(uy, u) ca3(uz, uz) coa(uz, us) ...

x cr32 (U112, Uiz | X2) cra2 (U2, Uaje | X2) caanz(Usnz, uanz | %12) (1.167)

ou encore :

cu(m) = ci2(ur, u) co3(u2, usz) c3a(us, us) ...

x c132 (U112, U2 | X2) Coai3(Uzis, Uais | X3) C1a123 (U123, Uajas | X23) - (1.168)

En fait, de nombreuses factorisations de cy découlent de la factorisation initiale (1.161) de fx.
Par ailleurs, les variables peuvent étre permutées dans (1.161) et donnent naissance a autant de
nouvelles versions équivalentes du théoreme de Bayes. MORALES-NAPOLES [2010] démontre que
le nombre total de factorisations vaut :

d!
Ntacto = > X 2C3’2 vd=4 . (1.169)

BEDFORD et COOKE [2001, 2002] ont remarqué que toute factorisation peut étre représentée a
l'aide de graphes, et plus précisément a 'aide d’arbres. On rappelle qu'un arbre est un graphe
connexe et acyclique. Cette schématisation sous forme d’arbres permet de mieux comprendre les
régles assurant la cohérence de 'indexation des termes d'une factorisation. Avant d’aller plus loin,
on a besoin d’introduire la notion de vigne réguliere.
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Définition 1.5.7 (Vigne réguliéere)

Soit Tyg = {T1,..., T4} une séquence d’arbres.
Chaque arbre T; est formé d’'un ensemble N; de nceuds et d'un ensemble E; d’arétes.

e Tout nceud n de N; est un sous-ensemble de {1,...,d}.
» Toute aréte e de E; est une paire (n;, n2) de nceuds pris dans N;.
On dit que Tyg est une vigne réguliere (ou une R-vigne) si et seulement si :
(VR1) T, estun arbre couvrant avec Ny :={1,...,d}.

(VR2) Pourtout2 < j <d, N; est directement hérité de E;_; :
Nj:={muny:(n;,n)€E;}. (1.170)
(VR3) Pour tout2 < j <d, Card(E;) = d — j et E; vérifie la “condition de proximité” :

n = (narnb)
e=(m,m)eE; = Fngnyn.eN; tels que . (1.171)
ny = (ng, nc)

Concernant le point (VR1), on précise qu'un arbre est dit couvrant s’il connecte tous les sommets
entre eux. Sachant qu'un arbre est un graphe sans cycle, on a Card(E; ) = d — 1. Si (VR2) détermine
completement N; a partir de E;_1, il n’'en va pas de méme pour (VR3) qui laisse la possibilité de
construire plusieurs versions de E; a partir de N;. La condition de proximité (VR3) garantit la
compatibilité entre la séquence Tyg et une factorisation de cy. Pour d = 4, un exemple de R-vigne
est donné par:

Ti: Np={{1};{2};3}; 4}

Ty: Nz:{{1,2};{1,3};{1,4}}
Ts: N3 =1{{1,2,3}4{1,2,4}}

Ts: Ng=1{{1,2,3,4}} E4

{(113, £23); ({13, 43}); ({1}, 43)}
{(11,2},11,3}); (41,2}, {1,4})}
{(11,2,3}4,{1,2,4})}

@

(1.172)

La derniere ligne est souvent omise car on a toujours Ty = (Nd,Ed) avecN; ={1,...,d} etE; = @.
Au vu de 'exemple qui précede, on conjecture que :

o Card(E;) =Card(N;)-1=N-j,

. . . (1.173)
eV2<j<d, VneNj, Card(n)=j et Ve=(n,m) €Ej, Card(mnny) =j—-1

Les preuves sont élémentaires par récurrence. Le lien entre une factorisation de cy et une R-vigne
se tisse au niveau de la séquence {Ej,...,E;_1}. D’'une part, le nombre total d’arétes est égal au
nombre de copules bidimensionnelles. D’autre part, compte tenu des résultats (1.173), on est en
droit de définir :

. k(e) :=n1\D(e)
Visj=sd-1, Ve=(n1,n2)€Ej, D(e):=n;nny, et . (1.174)
l(e):=ny>\D(e)

Ainsi, pour toute aréte e = (ny,ny), B Uny = {k(e), l (e),D(e)}. Chaque aréte e doit étre mise en
relation avec la copule bidimensionnelle entre Xy () et X;(e) conditionnellement a {Xp() = Xp(e)}-
Pour la R-vigne (1.172), on obtient les copules c12, €13, €14, €231, C241 €t C34112. S'il ’agit exactement
des copules de la factorisation (1.164), c’est parce que la R-vigne (1.172) a été exhibée dans ce but.

BEDFORD et COOKE [2001, 2002] ont prouvé que I'indexation des copules conditionnelles d'une
factorisation est équivalente a la séquence d’arbres d’'une R-vigne. Toute factorisation peut donc
étre représentée par une R-vigne. Réciproquement, si une séquence d’arbres Ty vérifie les criteres
énoncés a la Définition 1.5.7, alors elle correspond a une factorisation existante. La Figure 1.2a
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(c) Exemple de R-vigne pour d =5 .

FIGURE 1.2 - Trois exemples de R-vignes : une C-vigne, une D-vigne et une R-vigne quelconque.

montre la R-vigne associée a la factorisation (1.164). On y remarque que les arbres affichent une
configuration particuliere ol1 'un des sommets est commun a toutes les arétes. Il s’agit du sommet
{1} dans T; puis du sommet {1,2} dans T, et enfin du sommet {1,2,3} de Ts. Ce type de R-vigne,
avec des arbres en forme d’étoiles, est appelée une vigne canonique (ou C-vigne). On souligne que
la factorisation (1.167) correspond aussi a une C-vigne. Pour le voir, il suffit d’'inverser les roles des
indices 1 et 2 pour retrouver (1.164). La R-vigne associée a la factorisation (1.168) est en revanche
d’'une nature différente. On peut se reporter a la Figure 1.2b et y voir que chaque arbre adopte une
configuration en forme de chaine. Une R-vigne respectant cette disposition est appelée une vigne
étirable (ou D-vigne).

Si d = 3, toute R-vigne est a la fois une C-vigne ou une D-vigne. Si d = 4, une R-vigne est soit
une C-vigne soit une D-vigne. Pour d = 5, il existe des R-vignes qui ne sont ni des C-vignes ni des
D-vignes. On en veut pour preuve I'exemple proposé a la Figure 1.2c o1 'arbre T; présente une
forme hybride. D’'une maniere générale, quelle que soit la factorisation retenue, le lien avec une
R-vigne permet de réécrire la densité de copule de la maniére suivante :

d-1

Yue Ay cg(ulTy)=]] ] Ck(e)l(e)lD(e)(uj(e)ID(e)’uk(e)lD(e)
j=1ecE;

xD(e)) . (1.175)

Si toutes les copules bidimensionnelles sont décrites par des familles paramétriques, on aboutit a

un modele paramétrique d'un genre nouveau : les copules R-vignes. Il faut toutefois étre capable

de paramétrer des copules conditionnelles. AAS et collab. [2009] prennent le parti de supposer

qu'une copule conditionnelle ne dépend des covariables Xp ) qu’au travers des valeurs u e p(e) €t

Uj(e)D(e) Prises par les fonctions de répartition conditionnelles passées en argument. Cela revient

adire que la fonction (w1, tz, V) — Ci(e)ie)pie) (11, U2 | V) est constante par rapport a v.On aalors::
d-1

Vue iy, cguwlTy) =] [] Ck(e)l(e)ID(e)(uj(e)lD(e)yuk(e)|D(e)) , (1.176)
j:l eEEj
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et ce modele porte le nom de copule R-vigne simplifiée. Dans la suite, par pure commodité, le
terme R-vigne désigne toujours une R-vigne simplifiée. Pour parler du modeéle le plus général, on
choisit I'appellation de copule R-vigne non simplifiée. La validité de I'hypothése “simplificatrice”
suscite un vif débat chez les spécialistes du domaine. HAFF et collab. [2010] expliquent que les co-
pules R-vignes offrent une flexibilité suffisante pour approcher tout type de copule sous-jacente.
STOEBER et collab. [2013] tempérent néanmoins en soulignant que seul un tres petit nombre de co-
pules elliptiques et archimédiennes vérifient cette hypothese. De leur c6té, ACAR et collab. [2012]
puis SPANHEL et KURZ [2015] mettent en garde contre les erreurs que peut entrainer I’application
intempestive des copules R-vignes. Pour chaque aréte e présente dans Tyg, on note .7, une famille
de copules bidimensionnelles et 8, ses différents parameétres. Le modele (1.176) se transforme en :

a-1

Vue Ay, cog(t]Tug Fug,0y)= 1_[ 1_[ Ck(e)l(e)ID(e)(uj(e)\D(e),uk(e)lD(e)
j:1 eEE]—

ﬁe» ee)

(1.177)

d-1 d-1
avec Fj:={ZF,:ecE;}, 0;:={0.:ecE;}, Fyg:= leF]- et By4:= jU19j

Ainsi, 'apprentissage d'une copule R-vigne passe par la sélection d'une séquence d’arbres, le choix
d’'un assortiment de familles et I'’estimation de tous les parameétres associés. AAS et collab. [2009]
ont développé un premier algorithme d’apprentissage dans le cas des C-vignes et des D-vignes.
La procédure est séquentielle au sens ot il faut commencer par estimer les copules de I'arbre T,
puis celles de I'arbre T, et ainsi de suite jusqu’a I'arbre T;_;. Cet algorithme de descente dans les
arbres Ty,...,T4-1 a ensuite été complété par DISSMANN et collab. [2013] qui a également réussi
a I'étendre aux R-vignes. Dans la suite de cette section, on détaille la procédure inférentielle qui
permet de construire une estimation éyg(- | Tvg, Fyg, Ovg) de cy.

Etape 1 | Apprentissage des copules bidimensionnelles de 'arbre T,

Les copules de Ty sont non-conditionnelles. On les note ¢;j avec 1 <i < j<d.

Etape 1.1 | Choix de I'ensemble E; des nceuds de T;

Pour respecter le critére (VR1), il faut que T; soit un arbre couvrant. Dans AAS et collab. [2009],
la structure de I'arbre T, est choisie arbitrairement. L'intuition de DISSMANN et collab. [2013] est
de construire E; pour que les arrétes e = ({i hij }) correspondent a des paires présentant un fort
niveau de concordance ou de discordance. Il faut donc choisir une mesure de dépendance 6 et
calculer a partir de U,ps les mesures empiriques des différentes paires (U;, U;). Par défaut, d estle
tau de Kendall mais on peut aussi prendre le rho de Spearman ou des coefficients de dépendance
de queue. Au moment de constituer E;, chaque paire se voit affecter un poids égal a |1;;| et il faut
trouver ’arbre couvrant dont la somme des poids des arétes est maximale :

* _ = i :
El = argénax . (%{j}) |T, ]| sous la contrainte: E; est un arbre couvrant. (1.178)
1 = )

Dans le vocabulaire de I'optimisation discrete, E} est dit étre un arbre couvrant de poids maximal.
Pour trouver EJ, on peut utiliser I'un des algorithmes présentés dans GABow et collab. [1986].
Entre autres, on peut mentionner I'algorithme de Kruskall et celui de Prim. Si on veut que Tyg soit
une C-vigne, la résolution est immédiate. En revanche, si on préfere que Tyg soit une D-vigne, le
probleme (1.178) est équivalent a celui du voyageur de commerce.

Etape 1.2 | Sélection des familles F;

On suppose qu’on dispose d'un catalogue de r familles paramétriques .%1,...,.%#,. Dans le package
R VineCopula?, le catalogue inclut par exemple r = 36 familles paramétriques. Pour chaque aréte
e = (i, j) de Eq, la famille .% l.*. offrant la meilleure adéquation aux données est sélectionnée en
minimisant un critere d’'information de type AIC ou BIC. CzADO et collab. [2013] conseillent de

2. https://cran.r-project.org/package=VineCopula
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valider le choix final en s’appuyant sur 'un des tests proposés par GENEST et collab. [2009]. Une
autre facon de construire E} peut étre de maximiser 'adéquation aux données :

E] = argmin Z al-*j sous la contrainte: E; est un arbre couvrant,
E; e=({iL,{j})

x _ [«G] N [«GP]._ (n) y7(n)
avec O(ij—mlnAIC(L%C|U0bs ) ou U, .—[(Ui ,UY

(1.179)
1<ks<r J )]ISnSN

Cette approche est beaucoup plus cofiteuse car le calcul de chacun des Cfi poids (x;*j impose de
calibrer toutes les familles du catalogue aux observations de la paire (U;, U;).

Ftape 1.3 | Estimation des paramétres 0,

Pour chaque copule bidimensionnelle c; ( | & i’}., 0; j), la méthode du maximum de vraisemblance

ou une stratégie d’inversion du tau de Kendall permet de calculer 8; j-Dansle cas du maximum de
vraisemblance, 0;; est déja calculé au cours du processus de sélection de fil?;. avec AIC.

Ftape 2 | Apprentissage des copules bidimensionnelles de Parbre T,

Les copules de T, sont conditionnées par une seule covariable. On les note c; j|x avec k ¢ {i, j}.

Etape 2.0 | Calcul des observations conditionnelles d’ordre 1

Pour estimer une copule de type c;jx, on a besoin d’observations des vecteurs U; i et Ujjx. On
rappelle que U peut s’exprimer de la maniere suivante :
0C;x
Uitk = B (X 1 Xp) = —= (U, Up) . (1.180)
auk
De par la condition de proximité, s’il y a besoin d’estimer la copule ¢; jx, cela signifie qu'il existe
une aréte (i, k) dans ET et que la copule c;; appartient a la factorisation. Ainsi, les observations
conditionnelles sont uniquement dépendantes des copules bidimensionnelles de I’arbre T;. Pour
toute aréte (i, k) de EX, on définit :

oC; Uk
e lah-fonction a gauche: hg)(ui,uk): 3 lk(ul-,uk):f Cir(uj, v)dvg,
uj —00

2 . (1.181)
e lah-fonction a droite : h;lz)(ui,uk): 3 lk(ui,uk):[ cir(vi,up)dv; .
uk —00

Pour chaque copule bidimensionnelle ¢; (- | ﬁi’}, 0; j) estimée a I'arbre T, on fabrique deux types
d’observations conditionnelles :

(n) _ 7(G) (n) 11(n)
visnsN, 09 =i (Ui U

T* .. ) _ D) [r7(m) 17(0)
75,0i) et 040 = (Ui, U}

75,0, . (182)

Une grande partie de ces observations conditionnelles est destinée a I’apprentissage des copules
de I'arbre T,. Comme leur fabrication dépend des informations (f"l,él) issues de I'apprentissage
de Tj, elles ne suivent pas exactement la loi théorique des observations conditionnelles. Si des
erreurs sont commises au moment de I’estimation des copules de T, celles-ci se répercutent sur
I'apprentissage des copules de T».

Etape 2.1 | Choix de I'ensemble E, des nceuds de T,

Lapplication de la condition de proximité (VR3) limite les possibilités pour E, car seules des arétes
de type e = ({ i,khij, k}) peuvent étre tracées. Deux cas particuliers sont notables :

¢ SiT; arbore une disposition en forme de chaine, T, est entierement déterminée.

¢ Si T, arbore une disposition en forme d’étoile, les sommets de N, ont en commun 'indice k
du sommet central de T; et toutes les arétes sont de type e = ({i, k},{j, k}). Le probleme est
alors exactement celui d'un arbre couvrant de poids maximal.
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Lorsque que T, n’est pas completement spécifié par 'application de la condition de proximité, on
procede comme pour T;. La mesure de dépendance utilisée par le calcul des poids est le tau de
Kendall conditionnel 1; ¢, C'est-a-dire le tau de Kendall des variables ﬁi| cetU jlk- Le probleme
d’optimisation est une version légerement surcontrainte du probléme (1.178) :

E} := argmax Z |?l~j|k| sous la contrainte : E; est un arbre couvrant . (1.183)
E; e=({i,k},{j,k} .

Etape 2.2 | Sélection des familles F, = Voir | Etape 1.2

Ftape 2.3 | Estimation des paramétres 0, = Voir | Etape 1.3

Etape 3 | Apprentissage des copules bidimensionnelles dans les autres arbres

Pour estimer les copules des arbres inférieurs, on répéte la procédure inférentielle menée pour
estimer les copules de 'arbre Ts.

Ftape 4 | Estimation globale des paramétres Ovg

A lissue de la descente dans les arbres, I'information fournie par (Tvg,f:vg) permet de réduire
le modele (1.177) a une famille fixée de parametres 6yg. On cherche alors a maximiser la log-
vraisemblance globale de cette famille pour Ugpy :

N o
0y = argmax On(Bvg) = D log(cvg(U(” ITVg,FVg,BVg)) . (1.184)

evg i=1

Pour ce recalage final des parametres, I'algorithme d’optimisation peut étre initialisé en prenant
les résultats de la descente séquentielle dans les arbres. Cette phase termine I'apprentissage de cy
al’aide du modele des copules R-vignes. DISSMANN et collab. [2013] ont mis au point des routines
numériques permettant de :

(a) Calculer la valeur éyg(up | Tvg, Fvg, @Vg) en tout point uy de .77;.
(b) Simuler des échantillons suivant éyg(- | Tvg, ﬁvg, évg).

Par contre, il n’est pas possible de reconstituer 1’expression exacte de la fonction de répartition
associée a la densité de copule évg(- | Tvg,l:‘vg,ﬂvg). Par ailleurs, on signale qu'il existe plusieurs
variantes de l'algorithme d’apprentissage :

e MIN et CzADO [2010] adoptent une approche bayésienne dans un cas tres particulier ou la
factorisation est imposée et ol toutes les paires sont modélisées par des copules de Student.
Un algorithme bayésien plus ambitieux, incluant la sélection automatique de Tyg et de Fyg,
est ensuite développé par GRUBER et collab. [2015].

* Pour que le modele reste relativement parcimonieux, I'idée d'une troncature est examinée
par KurowICKA [2010] puis BRECHMANN et collab. [2012]. Il s’agit d’arréter la descente a
I'arbre T, avec r < d — 1 en partant du principe que les erreurs qui s’accumulent lors du
calcul des observations conditionnelles rendent peu fiables les copules estimées dans les
arbres inférieurs.

* Au lieu d’estimer les copules bidimensionnelles dans un cadre paramétrique, NAGLER et
CzADO [2016] proposent d'implémenter des techniques non-paramétriques afin d’échap-
per au fléau de la dimension. NAGLER et collab. [2017] comparent les résultats du couplage
des R-vignes avec différentes approches non-paramétriques d’estimation des copules bidi-
mensionnelles. La méthode TKE, dans sa version améliorée par GEENENS et collab. [2017],
semble faire office de référence en la matieére.

58



1.5.4.2 Modeéles factoriels pour les copules

Les modeles factoriels reposent sur I'idée selon laquelle la structure de dépendance reliant les
variables Xy, ...,X4 peut étre expliquée en grande partie par 'action de variables latentes Z;, ..., Z;.
Celles-ci sont inobservables mais exercent un fort impact sur les valeurs prises par les variables
observables du probleme. Cette modélisation peut étre pertinente en finance de marché ou une
forte corrélation entre les prix des titres boursiers s’explique souvent par I'état de la conjoncture. Si
on a acces a une collection d’indicateurs décrivant de maniere exhaustive I’état du marché, I’aléa
restant sur le prix d'un titre boursier ne dépend alors plus des autres prix. On renvoie vers I’ouvrage
de JOHNSON et collab. [2002] pour de plus amples explications a ce sujet.

Cette démarche peut étre directement appliquée aux variables U; = Fx, (X;) du vecteur U. On
introduit un vecteur V de variables qui sont supposées uniformes et indépendantes 3. Uhypothese
centrale du modeéle factoriel est I'indépendance des variables U; conditionnellement a V. Apres
avoir incorporé les variables latentes avec le théoréme de Bayes, la densité cy s’écrit :

d d
cu(w) :f cyvu| v)m, (v)dv = [Teuw(ujlv)n, (v)dv = [Teovuj,vde. @1.185)
I M j=1 M j=1
Dans les premiéres avancées de HULL et WHITE [2004] puis de LAURENT et GREGORY [2005], une
structure de corrélation linéaire est jugée suffisante pour relier les vecteurs U et V. Les copules
cy,;v sont estimées en conséquence au sein de la famille gaussienne. Les distributions de type
CFM (Copula Factor Models) ont ensuite évolué vers plus d’asymétrie avec la prise en compte de
motifs de dépendance plus subtils. En pratique, le nombre de variables latentes est souvent limité
are{l,2}. Pour r =1, on obtient une copule CFM du premier ordre :

1d d d
ccem@ | F,0) = | []cuv, (uj,v11.7,0;)dvy avec F=U #; et 8=U8; . (1.186)
0 1 j=1 j=1

Pour un ensemble de familles paramétriques et un N-échantillon Uy, la log-vraisemblance vaut :
N 1d )
'NGOEDS 1og(f0 I e, (U;.”, v ’ ﬂj,ej) dvl) . (1.187)
i=1 j=1

KRUPSKII et JOE [2013] indiquent que les N taches d’intégration sur I'intervalle [0, 1] ne constituent
pas un obstacle majeur et peuvent étre exécutées facilement avec des méthodes de quadrature
comme celles de Gauss-Legendre ou de Gauss-Hermite. L'acces a la log-vraisemblance permet
alors de calculer le score d'un critere d’'information (AIC/BIC) et ainsi d’automatiser la sélection
des familles paramétriques % ]?* offrant la meilleure adéquation aux données. La démarche est
la méme pour r = 2 avec une intégration sur .7%. Pour assurer un maximum de flexibilité dans
I'apprentissage des copules tridimensionnelles cy,v,v,, KRUPSKII et JOE [2013] proposent d’utiliser
des copules R-vignes. A ce propos, comme V] et V, sont indépendantes, chaque R-vigne se limite
au produit des copules cy Vi BLCU Vv,

cvg(uj,v1.%,85) = cu,v, (uj, v1 | .715,01;) CU,-v2|v1(h(D)(uj, vi|.%1,01), v2 | ij;BZj) . (1.188)

On retrouve alors I'hypothése “simplificatrice” évoquée a la Section 1.5.4.1 lors du passage de
I’équation (1.175) a I’équation (1.176). En effet, la copule cy Valv, D€ dépend de la variable condi-
tionnante V; qu’au travers de son premier argument. En réinjectant dans I’équation (1.185), on
obtient I'’expression de la densité d’'une copule CFM du second ordre :

11 d 2 d 2 d
[1cve(ujv1.%;,0;)dv avec F= U U %;j et0=U U 0;; . (1.189)
0 j=1 i=1j=1 i=1j=1

ccem(u | F,0) :f

0

3. Il n'y pas de perte de généralité. En effet, les variables Vj,...,V; n'ont aucune signification d’'un point de vue
physique. Pour des variables latentes de loi py quelconque, on peut toujours appliquer la transformée de Rosenblatt
pour fabriquer d’autres variables latentes W1,..., W, uniformes et indépendantes.
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U, Uy U, Us

U, Us
(a) Arbre binaire représentant la copule (1.190). (b) Extension du modele initial apres action sur Uj .
U, Uy Us Uy
(c) Extension du modele initial apres action sur Uy . (d) Extension du modele initial apres action sur Ug .

FIGURE 1.3 - Exemple d'un modéle HAC et de ses extensions.

Pour les modeéles (1.186) et (1.189), en supposant que toutes les familles sont monoparamétriques,
0 comptabilise respectivement d et 2d parametres. Le nombre total de parametres est donc d’ordre
O(d). A titre de comparaison, pour les copules R-vignes, si la descente séquentielle est conduite
jusqu’a I'arbre T;_1, le nombre de paramétres est d’ordre O(d?). Il peut néanmoins étre ramené a
O(d) si une stratégie de troncature est envisagée.

Les distributions CFM permettent de construire des modeles de copules plus parcimonieux
tout en maintenant un fort niveau de polymorphie et d’asymétrie. Il faut néanmoins garder a
I'esprit que 'expression (1.189) de ccpm découle d'une indépendance supposée des variables ini-
tiales conditionnellement a la connaissance d’une collection de variables latentes dont on ignore
le nombre. De ce point de vue, on peut se demander s’il est vraiment raisonnable d’espérer décrire
I'intégralité de la structure latente avec au plus r = 2 variables.

1.5.4.3 Copules archimédiennes emboitées

Les copules archimédiennes introduites a la Section 1.5.2.2 fournissent un large éventail de
motifs bidimensionnels dont I'intérét repose principalement sur I’asymétrie entre les queues de
distribution. Toutefois, dés que d = 3, le résultat (1.148) est tres limitant en termes deflexibilité car
il impose que toutes les paires (U;,U;) soient modélisées par la méme copule bidimensionnelle.
Par conséquent, I'intérét de ces copules devient tres relatif, et surtout théorique. Les modeles HAC
(Hierarchical Archimedean Copulas) sont apparus avec JOE [1996] qui souligne des le départ que
leur simplicité apparente dissimule de nombreux problémes. Pour construire une copule HAC de
dimension d = 3, il suffit de partir d’'une copule archimédienne bidimensionnelle de générateur
Ya puis de remplacer son second argument par la fonction de répartition d'une copule archimé-
dienne de générateur yp :

Cu(u|wa, wg) = Cy, (u1,Cyy, (U2, u3)) = wA(wgltul) +yy! (wB(wgl(uz) +wg1(u3)))) . (1.190)

Le squelette de la structure de dépendance de cette copule peut étre représenté graphiquement
a l'aide d’'un arbre binaire* noté A. Pour la copule (1.190), la Figure 1.3a représente son arbre

4. Avant de définir ce qu’est un arbre binaire, on a besoin de préciser que le degré d’'un nceud désigne le nombre
d’arétes qui sont connectées a ce nceud. Dans le cas d'un graphe orienté, il faut comptabiliser les arétes partant de ce
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binaire. Le premier générateur est a la racine, le second occupe un nceud intermédiaire tandis
que les feuilles sont réservées aux différentes variables U ;. En suivant le méme principe, on peut
choisir d'imbriquer un troisieme générateur archimédien ¢ et de remplacer au choix I'une des
variables u;, u» ou us. On obtient alors trois extensions différentes (voir Figure 1.3) en dimension
d = 4. Lorsqu’il existe une feuille de profondeur d — 1, la copule est dite totalement emboitée.
Le cas échéant, on parle d’emboitement partiel. On peut itérer ce processus pour construire un
modele HAC en dimension d quelconque. Une généralisation consiste a combiner des copules
r,(Y1),..., %, (Wq) de dimensions ry,...,74 libres d’étre supérieures a 2. Dans cette situation,
I'arbre A n’est alors plus binaire mais enraciné.

Les modéles HAC ont été appliqués en ingénierie financiere pour la gestion des portefeuilles
d’actifs ou1 des structures hiérarchiques émergent souvent des données opérationnelles. Des cas
d’étude sont disponibles dans SAVU et TREDE [2010] et HOFERT et SCHERER [2011]. Sil'imbrication
de plusieurs générateurs au sein d’'une méme copule permet indéniablement aux modeles HAC
de gagner en flexibilité, plusieurs défauts majeurs viennent limiter leur utilisation en pratique.
D’'une part, le probleme du manque de flexibilité n’est que partiellement résolu. On constate par
exemple que les paires (Uy,Usy) et (Uy,Us) dela copule (1.190) ont exactement la méme loi. D’autre
part, I'application Cy (- | wa, Wg) n'est pas obligatoirement la fonction de répartition d'une copule.
MCNEIL [2008] énonce des conditions suffisantes pour fabriquer une d-copule.

Théoreme 1.5.3 (Condition d’emboitement)

Soient yy,...,W4-1 € Yo
On définit récursivement 'application :

Cllyiwa): Ay — [0,1]

(1.191)
u — Cwl(ul’C(MZ»-“)ud|w2’-~-»‘~'}d—1))

Si toutes les fonctions w;l oW1 sont totalement monotonones au sens de la Définition 1.5.6,
alors C(- | w1 ... W 1) estla fonction de répartition d’'une d-copule.

Ce théoréme est formulé pour les copules archimédiennes complétement emboitées mais il vaut
aussi pour celles qui ne sont que partiellement emboitées. Lorsque les générateurs . sont de
la méme famille, il est montré dans NELSEN [2007] que la condition d’emboitement impose des
regles simples sur la suite des parametres 0. Il suffit en fait que les parametres diminuent au fur
et a mesure qu'on remonte des feuilles a la racine dans I’arbre A.

Un modele HAC est complétement caractérisé par son arbre binaire A, la collection ¥ de ses
générateurs et le vecteur 0 rassemblant les parametres qui leur sont associés. En s’appuyant sur
un catalogue de générateurs archimédiens, OKHRIN et collab. [2013] a développé un algorithme
destiné a I'apprentissage du triplet (A, y,8). Les principales idées de la procédure inférentielle
sont esquissées ci-dessous :

* Pour chaque paire (U;,U;), on estime par maximum de vraisemblance les parametres de
tous les générateurs du catalogue et on calcule la statistique du test d’adéquation de CHEN
et collab. [2004]. La meilleure paire et le meilleur générateur sont identifiés grace a la plus
petite valeur de la statistique de test.

A une renumérotation prés, on suppose que la premiere étape a permis de cibler la paire
(Uy,Uy) et le générateur Wp. Il faut alors remplacer dans Uy les observations de U, et U,
par celles de la variable Z;5 := Cy,, (U1, Uz | 64).

* Onrépete les deux premieres étapes. Si Z1, est sollicitée, I'arbre binaire temporaire est celui
d’une copule archimédienne totalement emboitée. En revanche, si ce sont d’autres variables

nceud et celles arrivant a ce nceud. Un arbre est dit binaire si le degré de chaque nceud est au plus égal a 3. Pour chaque
neceud, on peut définir un pére ainsi qu'un ou deux fils. Le seul nceud sans pére est appelé la racine. Les nceuds sans fils
sont appelés les feuilles. La profondeur d'un nceud désigne sa distance (en nombre d’arétes) a la racine.
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U; et U; (avec j > i = 3) qui sont appariées, un emboitement partiel se met en place. La
procédure se poursuit ensuite jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu'une seule paire de variables.

1.5.4.4 Produit de copules bidimensionnelles

Pour comprendre l'intuition ayant motivé la construction de cette nouvelle classe de copules,
il faut remarquer que le produit des fonctions de répartition de plusieurs copules ne conduit pas
en général a la fonction de répartition d'une autre copule. Néanmoins, il est facile de s’y ramener.
En reprenant I'exemple introductif de Mazo [2014], la copule indépendance IT; révele que :

2
(l'Ig(ul,uz))2 = (u3u2)? donc (Hg)ze% mais (Hz(\/u_, \/u_g)) =y =T (uy, up). (1.192)

La clé de votite est un théoréeme proposé par LIEBSCHER [2008].
Théoréeme 1.5.4 (Liebscher)

Soit C:= {C k}Iézl une collection de fonctions de répartition de d-copules.

Pour chaque copule Cy, soit g := {gx;} ", une collection de fonctions de [0,1] dans [0,1].
Toute fonction gi; est au choix:

e strictement croissante avec lir% gri(v) =0,
V—

e constamment égale a 1.

K
Si I1 gri(v) = v, alors I'application définie par :
k=1

K (1.193)
u — J]Crlgrw),...graua)
k=1

est la fonction de répartition d'une d-copule.

MAZO0 et collab. [2015] ont créé les modeles PBC (Product of Bivariate Copulas) a partir de ce ré-
sultat. Les liens de dépendance entre les variables sont représentés au sein d'un graphe G = (N, E)
ou N:={1,...,d}. On peut tracer autant d’arétes qu’on le souhaite entre des sommets car G n’est
pas nécessairement un arbre couvrant, ni méme un arbre®. La présence d'une aréte entre deux
sommets indique simplement que I'utilisateur souhaite une modélisation explicite de la copule
bidimensionnelle correspondante. Un exemple en dimension d =5 est proposé a la Figure 1.4 ou
I'on voit que les arétes entre les sommets 2, 3 et 4 forment un cycle.

FIGURE 1.4 — Graphe G pour un modele PBC. FIGURE 1.5 — Graphe D pour un modele CBN.

Pour chaque sommet j de N, on note 7 le nombre de voisins auquel il est connecté. A chaque
aréte (i, j) de E est affectée une copule bidimensionnelle C;; et MAZo et collab. [2015] proposent

5. Un arbre est simplement connexe et acyclique. Un sommet peut trés bien y étre isolé. Au contraire, les arétes d'un
arbre couvrant connectent tous les sommets entre eux.
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alors de définir une d-copule de la maniere suivante :

Yue i, CU(u):]'LC,-]-(u}’”",u}/"") , (1.194)
ec

Le Théoreme 1.5.4 justifie que 'application ainsi créée est une d-copule. En effet, il suffit de voir
que K= %(nl +...+ ng) et de poser :

~ Uni sjledi,i
Yue i, Cr(w) :=Cjj(ui, uj) H uletvislsd, ggv):= v S? ) , (1.195)
l¢ti, j} 1 sinon

pour que I'expression (1.194) devienne (1.193). Comme toutes les hypotheses du Théoréme 1.5.4
sont vérifiées, la classe PBC est uniquement constituée de d-copules. Dans le cas particulier de la
copule schématisée a la Figure 1.4, on obtient :

Cu(u) = Clz(ul, u;/‘l) ng(u;/‘*, uélz)C%(uéM, Ltilz) C25(u§/4, u5) C34(Lt?1)/2, uilz) . (1.196)

On souhaite attirer I'attention sur le fait que la copule C; j impliquée dans la définition (1.194) n’est
pas exactement la copule de la paire de variables (U;, U ;) dans le modele final :

Ly gDl =Dy g g7y

_ ) ) — .. 1/n,~
Cijui,u) =Cuy(,....Lup Lo, Lug 1,0 1) = Cij(u ™ u; l j

i
Apreés avoir mis en place un paramétrage des copules C; j» on aboutit a une distribution PBC :

CPBC(u | G,F,G) = H Cij(u}/”i,u}/nf |jfe,ﬁe) avec F= J . et 0= 0, _ (1.198)

ecE ecE ecE

A supposer qu'un graphe G soit mis en place et que des familles F soient affectées aux différentes
copules bidimensionnelles, il reste a examiner les modalités d’estimation des parametres 0. La
méthode du maximum de vraisemblance n’est ici pas immeédiate car il faut étre capable d’évaluer
la densité cppc, c’est-a-dire d’évaluer une dérivée partielle d’ordre d de la fonction de répartition
Cppc qui est un produit de K = Card(E) termes. On peut y parvenir avec I'algorithme “message-
passing” de HUANG et Jojic [2010] a condition que G soit un arbre. Pour cette raison, il est toujours
supposé en pratique que G est un arbre (par exemple 'arbre couvrant de poids maximal pour
une certaine mesure de dépendance). De la capacité a calculer la log-vraisemblance découle la
possibilité d"utiliser un critere d’'information (AIC/BIC) afin de sélectionner les familles .7 offrant
le meilleur niveau d’adéquation aux données de Ugpyg.

Les modeles PBC souffrent d'une incapacité a estimer les motifs de dépendance pour les-
quels une forte structure de corrélation est a I'ceuvre. Pour un modéle PBC, MAZ0 et collab. [2015]
montrent que le tau de Kendall 1;; d’une paire (U;,U;) ne peut exister qu'au sein d’un intervalle
[aij, bij] avec a;j > —1 et b;j < 1. De plus, 'amplitude diminue lorsque n; et/ou n; augmentent.
Une parade peut consister a retirer des arétes mais cela revient a occulter la dépendance s’exercant
entre certaines paires. Ce dilemme est I'un des principaux défauts de la classe PBC.

1.5.4.5 Réseaux bayésiens de copules

La théorie des réseaux bayésiens a été développée pour aller au-dela de la factorisation de fx
dictée par le théoreme de Bayes. L'idée est d’exploiter les relations d'indépendance conditionnelle
entre les variables X; pour éliminer les variables conditionnantes inutiles. Pour une introduction
sur ces themes, on renvoie aux ouvrages de LAURITZEN [1996] ou de COWELL et collab. [2006]. La
modélisation repose sur un graphe orienté acyclique D = (N, E) avec N:={1,...,d} 'ensemble des
neeuds et E un ensemble d’arcs orientés de type (i — j) avec 1 < i # j < d. Dans la littérature,
I’acronyme anglais est DAG (Direct Acyclic Graph). La Figure 1.5 présente un exemple pour d = 5.
Le fait que les arcs soient orientés permet de définir certains concepts généalogiques au sein de D.
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Définition 1.5.8 (Parents, descendants et non-descendants)

Soit D := (N, E) un graphe orienté acyclique.

Pour chaque sommet i, on définit :

e sesparents: Pa(i):={jeN:(j — i) €E},
e sesdescendants: De(i):={jeN:(i—i1—...— i — j)€E},
¢ sesnon-descendants : Nd (i) :=N\ (De () U {i}) .

Pour la Figure 1.5, les définitions précédentes appliquées au sommet 3 donnent :
Pa(3)={1}, De(3)=1{4,5}, et Nd(3)=1{1,2} . (1.199)

Le lien entre D et la loi pux est indiqué ci-dessous :

Définition 1.5.9 (Loi D-markovienne)

Soit D = (N, E) un graphe orienté acyclique.
Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans (IRid, P ([Rd)).
La loi px est dite D-markovienne si :

Visj=d, XjLlXNd(jpa() ’XPa(j) . (1.200)

Dans le cas de la Figure 1.5, on obtient les relations suivantes 6.

(IC2) Xp 1 X3 )Xl , (IC4) X4 1 (X1,X3) | X2,Xs5),

(IC3) X5 L X, )Xl , (IC5) X: L X, | X, X3) .

Contrairement aux copules R-vignes ot les arétes des arbres T; indiquent les paires pour lesquelles
un lien de dépendance est identifié, les arcs permettent ici d’établir des relations d’'indépendance
conditionnelle. Le fait que toutes les assertions (1.200) soient vérifiées par une loi px implique que
la densité fx est factorisable comme suit :

d
VxeRY,  fx() = [T fx;Xeay (X | XPa(i) - (1.201)
j=1

Pour le graphe de la Figure 1.5, si px est D-markovienne, la densité fx s’écrit :
Fx(®) = fx, (1) froix, (%2 1 x1) Fraixs (63 1 21) Fa1Xas (% | X25) fqixss (%5 | %23) - (1.202)

Pour s’en persuader, on peut écrire la version suivante du théoreme de Bayes :

Fx(®) = fx, (x1) froix, (%2 1 x1) fx3|x12 (x31%12) fXsX1s (X5 | %123) f, X125 (X4 | x12351, (1.203)

J /o

(IC2) = fxyx, (IC5) = fxoxy; (IC4) = fx,ixps

et utiliser les relations d'indépendance conditionnelle fournies par D pour retrouver (1.202). La ré-
ciproque est aussi vraie. Toute factorisation de type (1.201) résume parfaitement I'information du
réseau bayésien spécifié par D. Pour un échantillon X,ps d'une loi px inconnue, trouver un graphe
D tel que px soit D-markovienne est une tache ardue qui nécessite le recours a des algorithmes de
“structure learning” tel que 'algorithme PC” de SPIRTES et GLYMOUR [1991]. La procédure est ini-
tialisée avec un réseau vide (sans arc) puis le graphe D est construit par répétition d'un tryptique
d’opérations Ajouter/Effacer/Renverser. Pour des explications détaillées, on renvoie a I'ouvrage

6. On constate une redondance d’'information entre les relations (IC2) et (IC3).
7. EnT’honneur de Peter Spirtes et Clark Glymour.
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de KOLLER et FRIEDMAN [2009]. L'idée des réseaux bayésiens est appliquée directement a la den-
sité de copule cy par ELIDAN [2010, 2012]. En notant P := Ujjupa(j) €t Pa(j) = {j1,..., j-}, il fait
remarquer qu’'on peut écrire :

SxiXea(y (%5 | XPa) = Rj (Bx, (), Fx;, (7)., Bx;, (x5,)) fx; (%))

ij(uj,ujl,---;uj,) (1.204)
6’ij

aujl,...,aujr

avec R;(uj, upa(j)):=

et que la factorisation (1.201) devient alors :

d d
VxeR?, fx(x)= (l_gij(xj)) x (l_[le(uj'”Pa(j))) :
j= j=

~ ~

CU‘(,U)

(1.205)

Cela permet de reporter I'information du réseau bayésien sur la copule et de donner naissance
aumodele CBN (Copula Bayesian Network). La phase d’apprentissage passe alors par |'estimation
paramétrique des copules associées aux vecteurs P; :

d d d
ccon (| D,F,0) = [[Rj(uj, upa(j) | #1,0;) avec F= U Fj et 0= 0; . (1.206)
jel 2 =1

Si D et F sont connus, on peut calculer la log-vraisemblance du modele CBN pour I'échantillon
U,ps. A l'instar de ce qui est fait pour les autres modeles, I'utilisation d’un critére d’information
(AIC/BIC) permet d’identifier les familles paramétriques .% *, ..., ﬁg’l‘ qui sont les plus a méme de
représenter les données disponibles.

Un modéle permettant de n'impliquer que des copules bidimensionnelles est développé dans
BAUER et collab. [2012]. Pour chaque sommet j de N, il faut commencer par définir arbitrairement
une relation d’ordre total <; entre les indices de Pa(j). On est ensuite en mesure de poser :

Visj<d, VkePa(j), Pa(j k) :={lePa(j):l<;k} . (1.207)

Ensuite, au lieu de faire intervenir la fonction R j de I'équation (1.204), il est démontré que fx;x,,
peut étre décomposée uniquement a partir de copules bidimensionnelles :

Sy (X 1202 ) = ;) [T cjrpacy i (@)ipas by tkipagib) - (1.208)
kePa(j)

Comme pour les R-vignes, toutes les copules conditionnelles sont supposées vérifier 'hypotheése
“simplificatrice”. Le modele PBCN (Pair Copula Bayesian Networks) prend alors la forme suivante :

d

cecon (IDF,08)= [T 1 cjumatnr(wjpac.i tpacis ) Zj0j1)
j=1kePa(j) (1.209)
d da
avec F=U U yjk et 6=U U Bjk
j=1kePa(j) j=1kePa(j)

Lutilisation de I'algorithme PC pour un modele PCBN est détaillée dans BAUER et CZADO [2016].

1.6 Conclusion
Dans ce chapitre, on a présenté une tres large palette d’outils de statistique inférentielle. Tous

peuvent étre utilisés lors de I'apprentissage d'une distribution multidimensionnelle a partir d'un
échantillon d’'une loi sous-jacente inconnue. Bien qu'il existe plusieurs caractérisations possibles
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de la loi d'un vecteur aléatoire, c’est I'estimation de la densité de probabilité conjointe qui est
I'objectif central de tout algorithme d’apprentissage statistique. Ici, on a fait le choix de se limiter
a I'étude des modeles de distributions basés sur la séparation copule-marginales car ils offrent
suffisamment de flexibilité et d’asymétrie pour estimer avec précision la structure de dépendance
et les queues de distribution.

Parmi les nombreuses techniques permettant de calibrer un modele de densité marginale, une
frontiere claire est apparue entre les méthodes paramétriques, et tout particulierement celle du
maximum de vraisemblance, et les méthodes non-paramétriques telles que KDE et ses variantes.
Les différents cas tests des Chapitres 4 et 5 utilisent trés largement ces deux approches.

En ce qui concerne I'estimation de la densité de copule, véritable enjeu de I'apprentissage en
plus grande dimension, plusieurs idées importantes ont été dégagées. Dans un premier temps,
il est important de souligner qu’il existe un large savoir-faire paramétrique et non-paramétrique
pour estimer avec précision les copules bidimensionnelles. Dans un second temps, il faut bien
comprendre que la généralisation en plus grande dimension des classes paramétriques de copules
bidimensionnelles n’est pas assez sophistiquée pour que les modéles résultants puissent s’appro-
prier la complexité des nouveaux motifs rencontrés. Les techniques non-paramétriques d’estima-
tion d'une densité de copule ne font guére mieux car elles se heurtent a I'incurable malédiction de
la dimension. Des modeles ont été développés pour gagner en polymorphie (R-vignes, CFM, HAC,
PBC, PCBN) et reposent tous sur un mécanisme d’imbrication de copules bidimensionnelles.

Les copules R-vignes et les réseaux bayésiens sont les approches les plus largement diffusées
dans la communauté scientifique. D’ailleurs, il a été récemment montré qu’ils entretiennent un
lien étroit, les seconds pouvant étre vus comme une version parcimonieuse des premiers. Pour le
cas d’étude commun des Chapitres 4 et 5, on privilégie l'utilisation des copules R-vignes pour deux
raisons principales. D'une part leur procédure inférentielle est plus simple. En effet, la construc-
tion du graphe orienté acyclique d'un réseau bayésien est bien plus ardue que celle de la séquence
d’arbres d'une copule R-vigne. Par ailleurs, ces deux modeles se focalisent sur des informations
antagonistes (relations d’'indépendance conditionnelle pour les réseaux bayésiens, relations de
dépendance conditionnelle pour les copules R-vignes) et certaines des sous-problématiques de
cette theése pointent clairement en direction du second point de vue.
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2.1 Introduction

La défaillance d'un systéme ou d’une installation est un événement dont on cherche a quan-
tifier le risque d’occurrence grace a des outils probabilistes. L'analyse de fiabilité est la démarche
scientifique qui conduit a I'estimation d’'une probabilité de défaillance. Lévenement redouté est
décrit par un critere de défaillance qui coincide souvent avec le dépassement d’'un seuil limite T
par une variable d’'intérét Y de loi py inconnue. Pour appréhender le comportement aléatoire de
Y, on utilise un code de calcul déterministe ¢ dont les entrées X sont des parametres incertains
mais mesurables. La probabilité de défaillance est la quantité d’intérét du probleme :

Pp:=P(Y>T) avec Y=0¢X) . 2.1)

En fiabilité, ¢ : R? — R est appelée la fonction de performance, ou plus prosaiquement la “boite
noire” pour insister sur 'opacité des opérations qu’elle exécute. Le domaine de défaillance est le
sous-ensemble D¢ R4 qui engendre des sorties y strictement supérieures au seuil T :

Dri={xeR?:p@x) >T}=¢ ' ({yeR:y>T}). (2.2)

Le complémentaire de Dy est appelé le domaine de streté. La courbe ¢(x) = T qui sépare les deux
domaines est connue sous le nom d’état limite. Par ailleurs, il est supposé que la loi px des entrées
du probléme admet une densité fx. Dans le contexte de cette thése, on a expliqué qu’elle était
inconnue et qu’elle devait étre estimée a partir d'un échantillon x5 € RN*4 et 3 I'aide de I'un
des algorithmes d’apprentissage statistique présentés au Chapitre 1. Dans le double but d’alléger
les notations et de rester aussi proche que possible de la littérature, les différents algorithmes de
fiabilité sont étudiés dans un cadre ou fx est connue. Tout peut évidemment étre adapté a une
densité de type fx( | M, xbs) & condition que celle-ci respecte les mémes hypotheses que fx. En
vertu du Théoreme 1.2.3, on peut écrire que :

+o0
Pr=P(Y>T) :fT fr(ydy (2.3)
=P(¢pX) >T) =E[1p,X)] :fw Ip,(x) fx(x)dx. (2.4)

Le calcul d'une probabilité de défaillance P¢ consiste donc a intégrer la queue de distribution su-
périeure de la densité fy inconnue. Il peut aussi étre vu comme l'intégration de la densité conjointe
Jx sur le domaine de défaillance Dy dont la délimitation est inconnue et potentiellement haute-
ment non-linéaire. Dans le premier cas, la méconnaissance de fy empéche toute velléité d’inté-
gration numérique avec les méthodes de quadrature décrites dans DAVIS et RABINOWITZ [2007].
Dans le second cas, comme I'indicatrice 1p ; et la densité fx sont évaluables en tout point, rien
n‘empéche a premiere vue le déploiement d'une technique d’intégration multidimensionnelle.
Toutefois, comme le soulignent HINRICHS et collab. [2014], le nombre de points requis pour at-
teindre un niveau de précision donné est une fonction exponentielle du nombre d d’entrées. Ce
phénomeéne est connu sous le nom de fléau (ou malédiction) de la dimension. De plus, sachant
que chaque appel a ¢ est coliteux et que les points choisis a I'extérieur de Dy n’apportent rien, on
comprend que cette approche est condamnée.

Lanalyse de fiabilité est une sous-branche assez spécifique du domaine de la propagation des
incertitudes. Pour un budget limité d’appels a ¢, il est illusoire de penser pouvoir construire une
estimation tres précise de fy sur tout I'intervalle couvrant les variations de Y. La fiabilité a ceci
de spécifique qu’elle cherche a estimer une quantité qui ne dépend que d'une portion restreinte
de la densité fy. Le point commun des différents algorithmes de fiabilité réside dans le fait qu’ils
cherchent a mettre en place des stratégies pour que le budget de calcul serve prioritairement a
enrichir la connaissance de la queue de distribution supérieure de fy. Dans I'idéal, tout calcul
de type y = ¢p(x) doit impliquer un point x € R? situé au sein du domaine de défaillance D fou
dans son voisinage proche. Comme on ignore tout de Dy au démarrage de la procédure d’analyse

78



de fiabilité, la plupart des algorithmes sont itératifs au sens ou ils cherchent a explorer 'espace
d’échantillonnage R afin de se rapprocher progressivement de D I3

Dans la Section 2.2, on présente succinctement les principales méthodes déterministes qui
ont été développées dans le cadre de la fiabilité des structures. Pour un exposé plus complet a
ce sujet, on renvoie aux ouvrages de DITLEVSEN et MADSEN [1996], LEMAIRE et collab. [2009] ou
MELCHERS et BECK [2018]. Apres avoir transformé le probleme initial pour que les entrées soient
gaussiennes et décorrélées, ces méthodes cherchent a identifier certains points caractéristiques
de I'état limite puis émettent des hypothéses sur la nature géométrique de la frontiére séparant les
domaines de streté et de défaillance. Des formules analytiques permettent ensuite d’obtenir une
estimation de P - Face aux insuffisances constatées lors de 'emploi des méthodes déterministes,
il est souvent préférable de se tourner vers des méthodes stochastiques. Il s’agit d’algorithmes de
simulation qui reposent sur des tirages aléatoires et qui sont d’autant plus performants que les
particules simulées sont concentrées a la frontiere de Dy. Si la méthode naive de Monte-Carlo ne
répond pas aux exigences du cahier des charges d’'une analyse de fiabilité, diverses techniques de
réduction de la variance (échantillonnages dits préférentiel, séquentiel, stratifié, multiple, en ligne
ou directionnel) permettent de construire des estimateurs précis et robustes méme lorsque la di-
mension d du probléme est grande ou que la probabilité de défaillance P est tres petite au regard
du budget de simulation accordé. On précise que la Section 2.3 s’attache uniquement a présen-
ter les algorithmes d’échantillonnage préférentiel qui seront utilisés aux Chapitres 4 et 5 au sein
des procédures d’analyse de sensibilité fiabiliste (ASF). Pour disposer d'un plus large panorama
des méthodes d’analyse de fiabilité stochastiques, on peut se reporter aux ouvrages de RUBINO et
TUFFIN [2009] ou de RUBINSTEIN et KROESE [2016].

2.2 Analyse de fiabilité déterministe

Les méthodes présentées dans cette section sont toutes articulées autour de deux étapes fon-
damentales. La premiere étape repose sur l'utilisation d'une transformation isoprobabiliste qui
agit sur le vecteur initial X pour fabriquer un vecteur gaussien centré réduit W. Ce changement
de variable n’affecte pas la valeur de Py mais induit une modification du paramétrage de I'état
limite dont ’équation cartésienne s’écrit désormais sous une forme standard. La Section 2.2.1 ex-
plique comment choisir la transformation isoprobabiliste en fonction du modeéle de distribution
auquel appartient fx. La seconde étape consiste a construire une approximation de 1'état limite
obéissant a une configuration géométrique élémentaire. La probabilité de défaillance associée a
cette nouvelle frontiere obéit alors a une formule analytique et sert d’estimation de la probabilité
de défaillance théorique. La Section 2.2.2 présente plusieurs méthodes d’approximation de I'état
limite et précise les formules qui en découlent.

2.2.1 Transformations isoprobabilistes

Soit 7 : R? — R? un difféomorphisme, c’est-a-dire une bijection continiment différentiable.
Pour que 7 soit considérée comme la transformation isoprobabiliste associée a X, son action doit
pouvoir étre résumée de la maniere suivante :

T: x — w 25

X~px —_ WNN(O,Id) .
On dit que X vit dans I’espace physique par opposition a8 W qui vit dans I’espace normal standard.
La transformation isoprobabiliste inverse 7 ~! permet le retour de W a X. Dans la suite, la densité
et la fonction de répartition de la loi unidimensionnelle NV'(0,1) sont notées ¢ et ® tandis que la
densité fiv du vecteur gaussien d-dimensionnel centré réduit W ~ A/(0,1,) est renotée ¢ 4. Une
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expression intégrale de P dans I'espace normal standard s’obtient avec le Théoreme 1.2.3

Pr=P(6X)>T) :P([<bo7"1](W) >T) =fRd]lD,,}r(w)(pd(w)dw .

avec D/fv:z{wele:H(w)>T} et Hi=¢poT !

Lorsqu’on passe dans I’espace normal standard, D?/ et H se substituent a D¢ et ¢. Reste a savoir
comment construire la transformation 7 a partir de la connaissance de px.

2.2.1.1 Cas d’unvecteur a variables indépendantes

On suppose ici que le vecteur X est constitué de variables indépendantes. Pour davantage de
commodité, on ne considere que des situations ou toutes les fonctions de répartition Fx; sont
inversibles. Sous cette hypothese, il suffit alors de poser :

Visjsd, W;=07!(Fx,(X)) ou X;=F(eW)) , 2.7)

pour définir les transformations 7 et 7 . Cette transformation élémentaire connue sous le nom
de Probability Integral Transform (PIT) repose sur le fait que les variables Fx; (X;) et ®(W;) sont
identiquement distribuées suivant une loi uniforme sur l'intervalle [0,1].

2.2.1.2 Cas d’'un vecteur gaussien

On suppose désormais que X ~ A/ (, 2). On choisit d’exprimer la matrice de covariance sous la
forme 2 = ApA avec p la matrice de corrélation et A la matrice diagonale des écarts-types. La fac-
torisation de Cholesky de la matrice de corrélation donne p = LL" avec L une matrice triangulaire
inférieure. On peut alors obtenir W avec :

W=LT!A(X-p)=L'X ou X:=A"'(X-p) . (2.8)

La transformation linéaire A~ (X — p) permet de passer des variables X; ~ N (i, 0?) aux variables
X i~ N(0,1). Ce n'est rien d’autre qu'un cas particulier de I'équation (2.7) qui établit PIT dans le
cas général. Le vecteur X suit une loi A/(0,p) et le produit matriciel L™!X élimine la structure de
corrélation restante.

2.2.1.3 Transformation de Nataf

La transformation de NATAF [1962] a été introduite par L1U et DER KIUREGHIAN [1986] en fia-
bilité des structures dans un contexte ol fx n’est pas completement spécifiée. Les lois marginales
px; sont fournies mais I'information sur la structure de dépendance se limite a la connaissance
de la matrice de corrélation p. Une premiére étape consiste a définir un vecteur X dont les lois
marginales sont des gaussiennes centrées réduites :

X:=Ta(X) = [Xj]\;q avec X;=T;X;):=07'(Ex; X)) . 2.9)

La pierre angulaire de cette méthode est I'’hypothése selon laquelle X suit une loi gaussienne
N(0,%) ot ¢ = pg est une matrice de corrélation. Dans le cas général de lois Hx; non-gaussiennes,
les transformations T; ne sont pas linéaires. Par ailleurs, on rappelle que les coefficients de corré-
lation de PEARSON [1920] ne sont pas invariants lorsque des transformations T; continues, stricte-
ment croissantes mais non-linéaires sont appliquées aux variables initiales. De ce fait, la matrice
de corrélation p initialement fournie ne coincide pas avec la matrice po du vecteur gaussien X.
Pour accéder au coefficient r; ; de po, on le fait intervenir dans la définition du coefficient p;; de p :

(Xi—uj)(xj—uj)
O; gj

pij =E = —(E[1; Wi 77 W] - i)

1
O'l'O'j
1 —_ —
- 00 fRzT" 1(w")TJ'l(wf)‘pZ(“’| rij)dw=Vij(rij). (2.10)
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En résolvant I'équation intégrale p;; = V;(r;;) pour chacun des coefficients non diagonaux, on
accede a pg. LEBRUN [2013] mentionne deux principales difficultés dans I'obtention de py.

(a) Lune des équations intégrales peut ne pas avoir de solution, en particulier lorsque p;; est
proche des bornes de l'intervalle [-1,1].

(b) Comme la résolution numérique des p = %d (d — 1) équations intégrales est effectuée en
parallele, rien ne garantit que pg soit finalement une matrice définie positive.

Une alternative est proposée dans L1U et DER KIUREGHIAN [1986] ou des formules permettant
d’estimer py sont établies pour plusieurs familles paramétriques fx(- | .7, 8). Une fois que py est
déterminée, il suffit de prendre W = 7}3( ) L, 1X avec L la matrice triangulaire inférieure issue
de la factorisation de Cholesky de pg. A partir de ce qui vient d’étre fait, la transformation inverse
7! peut étre décomposée comme suit :

-1 -1

T - T
T Wrgpg —— X~@q(-1po) —A . X - (2.11)

LEBRUN et DUTFOY [2009¢] font remarquer que la copule de X est de la forme cy/(- | po). De par
le résultat d’invariance du Théoréme 1.2.6, la transformation 7;1 laisse cette copule inchangée.
Par conséquent, appliquer sans précaution la transformation de Nataf revient a supposer que la
copule cy de X est gaussienne. Ce choix peut avoir des conséquences importantes sur l’estimation
de Py car la copule gaussienne implique une indépendance asymptotique des queues de distri-
bution qui est mise en lumiere par le fait que A;, = Ay = 0. Pour éviter d’encourir le risque d'une
sous-estimation de la probabilité de défaillance, LEBRUN et DUTFOY [2009b] généralisent la trans-
formation pour qu’elle soit exacte dés lors que X suit une distribution elliptique, ce qui inclut par
exemple la loi de Student multidimensionnelle dont les queues sont plus lourdes.

2.2.1.4 Transformation de Rosenblatt

Lidée de la transformation de ROSENBLATT [1952] vient d'un résultat élémentaire qui indique
que les variables V; := Fx, (X;) et V3 := Fx,x, (Xg | Xl) sont uniformes et indépendantes quelle que
soit la loi de la paire (X;,X,). La généralisation a un vecteur X de dimension quelconque repose
sur I'application successive des fonctions de répartition conditionnelles :

x vy = Fx, (x1)
X v2 = Fx,ix, (%2 | x1)
) avec )

Va = Fx,Xu1,0Xa (xd | xd—l»---,xl)

(2.12)

X~fx — V~U(|

Le vecteur V aurait pu étre fabriqué en appliquant la transformation 7 ci-dessus a un vecteur X
obtenu par permutation des composantes de X. Ainsi, il existe d! facons différentes de construire
T et chacune implique son propre séquencage des opérations de conditionnement. L'idée est de
choisir un vecteur X pour lequel les fonctions de répartition conditionnelles s’expriment le plus
simplement. Dans certains cas, par exemple lorsque la densité fx inclut une copule gaussienne,
I'ordre de conditionnement n'a aucune importance. Pour ce cas précis, il est d’ailleurs montré
dans LEBRUN et DUTFOY [2009a] que les transformations de Nataf et Rosenblatt sont équivalentes.
En revanche, pour des modeles de distribution plus sophistiqués, 'ordre de conditionnement
peut étre primordial dans la mise en ceuvre numérique de 7. Lorsque la structure de dépendance
de X est décrite par une copule R-vigne cvg(- | Tvg,Fvg,BVg), AAS et collab. [2009] ont démontré
qu'il fallait s’adapter a la séquence d’arbres Tyg pour que les fonctions de répartition condition-
nelles puissent s’écrire a partir des h-fonctions des copules bidimensionnelles impliquées dans la
factorisation. De maniere plus générale, les fonctions de répartition conditionnelles Fx,x, ,,..x,
peuvent étre obtenues a partir de la fonction de répartition Cy de la copule par différentiation.

81



En notant C;__; la fonction de répartition de la copule modélisant la dépendance des j premieres
composantes de X, il vient :

ok1Cy x

_ aul...auk_l
© MG i
Ouy...0u_q

(Fx, (x1),...,Fx, (xx))

BxeXp X (XK | Xk—1,-0r X1) (2.13)

(FX1 (xl)v see rFXk_l (xk—l))

Le calcul formel ou la différentiation numérique permettent en général d’évaluer facilement les
fonctions de répartition conditionnelles. La construction de la transformation inverse 7 ~! n’est
par contre pas immédiate comme le souligne BOURINET [2018]. Dans le cas d'une copule R-vigne
cvg(- | Tvg,FVg,(-)Vg), I'imbrication des h-fonctions les unes dans les autres permet une inversion
analytique de 7.

2.2.2 Techniques d’approximation de I’état limite

Il est désormais considéré qu'une transformation isoprobabiliste 7 assure le passage entre
I'espace physique et 'espace normal standard. Les méthodes visant a estimer la probabilité de
défaillance Py en s’appuyant sur le changement de variable W = 7 (X) sont apparues dans les
travaux de CORNELL [1969] puis se sont largement diffusées en fiabilité des structures. Les algo-
rithmes FORM et SORM rendent une estimation de Py apres avoir intégré la densité ¢, sur un
domaine 1“)?[ . Celui-ci doit étre suffisamment proche de D?/ pour que I'estimation soit précise et
en méme temps suffisamment simple pour que l'intégrale (2.6) puisse étre calculée.

2.2.2.1 Algorithme FORM

La méthode connue sous le nom de FORM (First-Order Reliability Method) consiste a faire une
approximation linéaire de I’état limite H(w) = T dans I'espace normal standard. Pour trouver un
hyperplan affine susceptible de séparer les domaines de défaillance et de stireté, on commence
par chercher un point d’ancrage situé a la frontiere des deux domaines et pour lequel la valeur de
(4 est maximale. Il s’agit du point de I'état limite qui est le plus proche de 'origine :

w* =argmin |wl|, . (2.14)
H(w)=T

On appelle w* le point de conception. La plus petite distance entre I’origine 0 de I'espace normal
standard et un point w appartenant a I’état limite vaut p = ||w*||,. Elle sert d’indice de fiabilité
depuis HASOFER et LIND [1974]. En ce qui concerne la résolution du probleme d’optimisation,
différentes techniques sont comparées par L1U et DER KIUREGHIAN [1991]. Pour construire '’hy-
perplan, on a aussi besoin du vecteur unitaire a indiquant la normale a 1’état limite en w™* :

VHw*)

= 2.15
IVwH@*)2 &1

Comme le domaine de défaillance correspond aux points w pour lesquels H(w) > T, le vecteur
o pointe vers Djy etonaf = a' w*. La connaissance de w* et a permet alors de construire une
approximation linéaire de I’état limite en utilisant I'hyperplan d’équation "

15’}/ sur lequel il faut intégrer ¢4 s’écrit alors :

w = P. Le domaine

Io)?/:z{we[}'@d:(xTw>f)}. (2.16)
Par ailleurs, si on réalise un développement de Taylor d’ordre 1 de H au voisinage de w*, il vient :

H(w) = Hw*) + V, Hw*) ' (w - w*) + o (Jlw - w*|,) . 2.17)
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L'omission du reste donne I'équation de '’hyperplan tangent a I’état limite au point w™* :
H(w) = F; (w) := Hw™*) + V,Hw*) " (w - w*)
=T+ IVuHw) |y o (w-w*) =T+ |V, H@w")ll, («"w-p). (2.18)

Avec I'équation (2.18), on retrouve le fait que 'approximation linéaire H (w) = T de I'état limite
H(w) =T équivaut a o w= . Une estimation p;ORM deP f s’obtient alors tres facilement :

Pr=P(HW)>T)~P(a'W>p)=1-P(a’W <p) = 0(-p) =: PO, (2.19)

La derniére égalité s'obtient en remarquant que |lall, = 1 et donc que a' W ~ A/(0,1). La formule
ﬁJFPRM = ®(—P) illustre la grande simplicité de la méthode. Lhypothése de linéarité peut sembler
grossiere mais STRAUB [2014] souligne qu’elle donne néanmoins des résultats satisfaisants dans
de nombreux cas d’étude industriels. De surcroit, les seuls appels a ¢ sont ceux exigés par la réso-
lution du probleme d’optimisation (2.14) et leur nombre est souvent limité.

Sans surprise, les limites de FORM surviennent lorsque I'état limite H(w) = T est marqué par

une forte non-linéarité ou lorsque que le domaine Djy n’est pas connexe. Dans cette situation, il

faudrait utiliser plusieurs points de conceptions wy',..., w; et intégrer ¢  sur les sous-domaines
associés. Un algorithme a été développé par DER KIUREGHIAN et DAKESSIAN [1998] en suivant
cette intuition. Notons w;" le point fourni par I'exécution initiale de FORM. La fonction H est en-
suite modifiée localement pour que w; soit exclue du nouveau domaine de défaillance et que
I'algorithme d’optimisation puisse éventuellement conduire a un point w situé dans une autre
région de R%. Pour cela, il faut définir un voisinage 7; de w} et poser :

_ _ 0<ki(w) <k (w*) siwe¥
Vwele, K;(w) =H(w) — k; (w) avec . (2.20)

ki(w)=0 siwe

Il est également supposé que k; est continue 2 la frontiere 3%, . Il est alors évident que K; (wf)<T
et donc que le point w; se situe a 'extérieur du domaine de défaillance associé a la nouvelle
fonction de performance K;. La prise en compte de k; provoque un bombement de I’état limite

suite a I’absorption d'une partie de ¥ N ch\/ dans le domaine de stireté. La position du point w.’

rendu par FORM pour K; fournit une indication quant 4 la nature de 1'état limite initial H(w) = T.

(a) Si wy est situé aux extrémités du renflement apparu lors du passage de H a K;, on peut
considérer que w} est 'unique point de conception du probleme. Reste ensuite a savoir
s'il est raisonnable de supposer que H(w) = T est linéaire au voisinage de w;". En effet, si
Dﬁy est connexe mais fortement convexe, I'approximation linéaire peut conduire a une forte
surestimation de Py.

(b) Siw) estsitué dans une tout autre région, I'existence concurrentielle de plusieurs points de
conception indique de la surface H(w) = T est fortement non-linéaire ou que le domaine
Dy est constituée d’au moins deux sous-domaines disjoints. Une estimation de P peut étre
alors obtenue a partir des deux indices de fiabilité calculés :

2
Pr=3 ®(-p;) avec P;=lwl, Vie{l,2} . (2.21)
i=1
Cette formule n’est valable que si le recouvrement des deux demi-espaces est négligeable.
Cette situation correspond a [FD((xlTW > Py, (szW >B2) ~ 0.

Tant que la situation (a) n’est pas rencontrée, la construction d'une série de fonctions K; avec i = 2
conduit au calcul d'une série de points de conception et au raffinement progressif de ’estimation
de Py. La principale difficulté de I'algorithme réside dans la mise en place d’un critére d’arrét et
dans les réglages des hyperparametres responsables des changements de géométrie de 1'état li-
mite. Une description des détails d’'implémentation est fournie dans BOURINET [2018]. Selon le
nombre et la disposition des différents points de conception, il peut étre dangereux de généra-
liser la formule (2.21) a cause des problémes de recouvrements. Une idée naturelle est alors de
construire une approximation non-linéaire de I'état limite H(w) = T.
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2.2.2.2 Algorithme SORM

Pour améliorer I'estimation de Py dans une situation ot il y a de fortes suspicions de non-
linéarité de I'état limite, FIESSLER et collab. [1979] proposent de construire une approximation
quadratique. On parle alors de I'algorithme SORM (Second Order Reliability Method). En reprenant
I'équation (2.17), le développement de Taylor d’ordre 2 de H au voisinage de w* donne :

Hw) = My (w) =T + |V, Haw*) I, (o w—p) + %(w -w) (VEHwY | w-w*),  @222)

avec V2, H(w*) la matrice hessienne de H au point w*. La décomposition spectrale de V2,H(w*)
inclut d — 1 valeurs propres non nulles, notées xi,...,K4—1 et appelées les courbures principales.
Les vecteurs propres ey, ..., e -1 qui leur sont associés forment les directions principales. 1l est
montré dans BOURINET [2018] qu'une simplification de ’équation (2.22) est possible lorsqu’on se
place dans la base (ey,...,e4-1, ). En notant P la matrice de passage et w’ les coordonnées dans
la nouvelle base, on a:

ﬁz(Pw,) -T o 14-1 L2
WoH@nl, - e P Ll (2.23)

De par I'orthogonalité de P, on aW’ = PTW ~ A/(0,1,) et il s’agit désormais d’intégrer ¢, sur :

o A , d ' 1 d-1 132
Dy i={w'eR :wd—ﬁ+5j;xj(wj) >0p . (2.24)
Contrairement a ce qui a pu étre fait a 'équation (2.19) ou P a une expression analytique exacte,
on ne peut obtenir ici qu'une expression analytique approchée. Celle de BREITUNG [1984] :

SSORM . g/ b1
p =0(-P) [ —— (2.25)

f  yrreek

devient asymptotiquement exacte lorsque 3 tend vers I'infini et P vers 0. On fait remarquer que
PSORM agt définie différemment dans HOHENBICHLER et RACKWITZ [1988]. Indépendamment de la
formule retenue pour I'ultime étape, I’algorithme SORM appelle le code de calcul ¢ pour exécuter
deux taches bien spécifiques :

(a) Le calcul du point de conception w*.
(b) Lestimation de V2,H(w*) par différences finies pour déduire les courbures.

Lalgorithme SORM tel qu’il vient d’étre décrit est souvent désigné par le qualificatif curve-fitting.
Lorsqu’il n'est pas possible d’estimer numériquement les courbures, la version point-fitting de
DER KIUREGHIAN et collab. [1987] peut servir d’alternative. A partir d’'une collection de points de
I’état limite, I'idée est de construire une surface paraboloidale par morceaux qui est tangente a w*
tout en interpolant les points choisis.

Dans cette section, on a présenté une gamme d’algorithmes de fiabilité dont le point de départ
est le calcul d'un point de conception dans '’espace normal standard. Les méthodes FORM et
SORM sont déterministes et elles peuvent étre mises en ceuvre méme lorsqu’on ne dispose que
d’'un faible budget de simulation. Lengouement suscité par ces atouts est néanmoins terni par
des insuffisances qui interviennent a deux niveaux :

(a) La construction de la transformation isoprobabiliste inverse 7~ est une premiére étape
obligatoire. Pour les familles paramétriques traditionnelles, cette tiche ne présente aucune
difficulté particuliére. Elle peut s’avérer bien plus complexe si une structure de dépendance
sophistiquée relie les variables de X.

(b) La qualité de I'estimation de Py dépend d'une hypothése qu'on ne peut pas vérifier sur la
géométrie de I'état limite au voisinage du point de conception. En cas de forte non-linéarité
de I’état limite ou en présence de plusieurs sous-domaines de défaillance, les valeurs ren-
dues par FORM ou méme SORM peuvent étre fortement biaisées. Par ailleurs, on est dans
I'incapacité d’évaluer ou de majorer I'erreur commise.
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2.3 Analyse de fiabilité stochastique

Dans la cette section, on montre que les méthodes stochastiques apportent d’autres outils
pour estimer la probabilité de défaillance P¢. Leur fonctionnement repose principalement sur des
tirages aléatoires dans l’esprit de la méthode de Monte-Carlo. Toute estimation peut alors étre vue
comme la réalisation d'un estimateur, c’est-a-dire d'une variable aléatoire construite a partir des
particules simulées au moment de I’échantillonnage. La Section 2.3.1 est consacrée a de succincts
rappels sur la méthode naive de Monte-Carlo. Les Sections 2.3.2 et 2.3.3 proposent un apercu des
différentes techniques d’échantillonnage préférentiel utilisées dans la suite de ce travail. Enfin la
Section 2.3.4 présente certaines autres techniques d’analyse de fiabilité stochastique.

2.3.1 Algorithme de Monte-Carlo naif

Comme Py est I'espérance de la fonction indicatrice 1p +(X), son estimateur de Monte-Carlo
naif ou Crude Monte Carlo (CMC) s’obtient avec un comptage empirique des défaillances :

X(k) i.i;’d. fX

y&) = q)(x(k)) (2.26)

A 1 X S
P;JMC = Z Ip, (X(k)) = Z Lywsty avec {
Ns i k=1

De par la linéarité de 'espérance, il est trivial de voir que I’estimateur construit avec la méthode
CMC est sans biais. Sa consistance est garantie par la loi forte des grands nombres. Ainsi, on a :

ACMC | _ HCMC p-S.
[E[Pf ]_Pf et PNC P pp 2.27)

En remarquant que 1p, (X) suit une loi de Bernoulli de parameétre P #» un TCL vient facilement :

VRS (SVe ) Nl%oo» (0.p,(1-P)) . 2.28)

Le lemme de Slutsky permet de combiner les convergences (2.27) et (2.28) pour obtenir :

\/N_s (pCMC _ Pf) )
— “ N(0,1) | (2.29)
\/P;:MC(l _ P}gMC) N;—o0

Ces différents résultats de convergence ne dépendent pas de la régularité de ¢. Par ailleurs, ces
propriétés sont conservées indépendamment de la nature géométrique de D ¢, y compris en cas de
multimodalité. Par ailleurs, le TCL (2.29) permet d’établir un intervalle de confiance asymptotique
de Pr de niveau 1 —a:

pCMC (1 _ pCMC
) PEME(1-PEME)

IC1_«(Py) := f)?MC + &7 1(1- _ p}gMc [1 + (D—l(l_%)erel] o (230

«
2

N

ol € est I'erreur relative tolérée au sein de I'intervalle de confiance ICl_a(P f). Lorsque Py est la
probabilité d’'un événement rare, il est facile de voir que :
N ~ N 1

CMC(7 _ HCMC) . HCMC
Pf (1 Pf )~Pf et Nyx Z X pOVC - 2.31)
rel f
Pour viser une erreur relative €, de 10% sur une probabilité Py ~ 107", il faut donc simuler au
moins Ny = 10"*2 entrées X\¥) et calculer les sorties Y associées. Pour un code de calcul ¢ qui
est réellement cotiteux, le nombre N de particules nécessaires a une estimation de P £ est donc
beaucoup trop important. Réciproquement, pour un budget N; fixé a des limites réalisables, la
variance de l'’estimateur CMC vaut P r(1=Pp) / N;. Le coefficient de variation est alors donné par :

pCMC
V(OO o VVEH) _ \/Pra=Pp)/N; [P 0.3
! E[PEYC] Py PrxNs  /prxN,
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Ce coefficient devient excessivement grand lorsque Py est la probabilité d'un événement rare.
Dans cette situation, l'utilisation de la méthode CMC ne peut plus étre envisagée.

La famille des méthodes de quasi-Monte-Carlo (QMC) est une premiere alternative car elle
offre des vitesses de convergence d’ordre (logN;)“ /Ny au lieu de 1//N;. En posant u; = Fx, (x;)
pour toutes les variables, on obtient une expression intégrale de Py dans I'hypercube .77 :

P;= f% ]lDz;(u) cu(w)du avec DZ];’ = {u €y ([)(F;(ll(ul),...,F;(;(ud)) > T} . (2.33)

Lutilisation d'une suite a discrépance faible comme celles de HALTON [1960], de SOBOL [1967] ou
de NIEDERREITER [1992] permet un bien meilleur remplissage de .7¢; que des tirages aléatoires
suivant cy. Avec les N premiers points d’une suite {u} =1 | estimation vaut :

N

e B ot
Il est rappelé dans KUIPERS et NIEDERREITER [2012] que c’est I'inégalité de Koksma-Hlawka qui
garantit la convergence de PMC yers P - Les méthodes QMC se positionnent ainsi a la frontiére
entre simulation de Monte-Carlo et intégration numérique. Toutefois, étant donné qu’elles ne sont
pas concues spécifiquement pour échantillonner au voisinage du domaine de défaillance D?, elles
sont peu adaptées a la réduction de la variance de I'estimateur CMC. On renvoie a I'ouvrage de
LEMIEUX [2009] pour des compléments a ce sujet.

2.3.2 Echantillonnage préférentiel
2.3.2.1 Principe dela méthode

Léchantillonnage préférentiel, ou Importance Sampling (IS), est 'une des méthodes les plus
efficaces pour réduire la variance de I'estimateur de la probabilité de défaillance P . Son invention
estattribuée a KAHN et HARRIS [1951] et motivée par le besoin d’estimer I’espérance d'une variable
aléatoire scalaire y(X). Etant donné que P r=E[lp ; (X)], cette approche est utilisée comme un
outil d’analyse de fiabilité des SHINOZUKA [1983] et HARBITZ [1986]. Tout repose sur la réécriture
de Py comme I'espérance d’'une autre variable aléatoire :

X
Pr=Ex[Ip,X)] =E4[lp, X wX)] avec wX)= J;)li((x))
:f 1Ip, (x) w(x)h(x)dx:[ (]lDf(x)fX(x))h(x)dx, 2.35)
R R4 h(x)

Lopérateur espérance est lié a une autre densité conjointe notée h. En contrepartie, la variable
aléatoire initiale 1p, (X) est pénalisée par I'introduction d’un facteur w(X) appelé le rapport des
vraisemblances. Cette nouvelle écriture de Py suggere d'utiliser I'estimateur suivant :

N k) (k) Lid.

13;3 = Ni Y ll{Y(ka}% {X By h . (2.36)
sia (x®) YO = p(xP)

Le nouvel estimateur est obtenu dans le méme esprit que PSMC apres avoir remplacé la densité

d’échantillonnage initiale fx par une densité d’échantillonnage auxiliaire /2. Indépendamment de

la question de la variance de P'%, on fait remarquer qu’on ne peut pas choisir n'importe quelle

densité h pour mettre en place un échantillonnage préférentiel. Pour écrire (2.35), il faut que :

M :=supp(h) 2 (supp(fx) n Df) oti supp(g):={reR?:g(x)>0} . (2.37)

Sous cette condition, 13;5 est non biaisé et des calculs élémentaires donnent :

2
V(h)::\/h(pls _Vy(Ip, R w®) 1 (Ip, () fx(*) Py hx)

I ) - N =5 ) e dx. (2.38)
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La variance dépend de la densité auxiliaire / utilisée pour I'échantillonnage. Avec la premiére éga-
lité, on peut voir qu’elle s’annule lorsque 1p, (X) w(X) est une constante. Cela correspond a I'utili-
sation de la densité auxiliaire optimale :

Ip, (%) fx (%)

VxeR?, hopt(x) :=
Py

= fxixep, (%) . (2.39)

hop est la densité de X conditionnellement a la réalisation de I'événement {X eD f}. Elle ne peut
pas étre utilisée directement car elle implique la quantité d'intérét P s que I'on cherche déja a esti-
mer. Par ailleurs, le membre de droite de I'équation (2.38) va dans le méme sens en montrant que
V(h) est d’autant plus faible que les valeurs h(x) sont proportionnelles aux valeurs 1p y (x) fx(x). Si
la densité auxiliaire / n’est pas choisie soigneusement, V(h) peut étre supérieure a la variance de
I'estimateur CMC, voire infinie. En effet, 'intégrale (2.38) peut aussi donner :

2
fx(x)) dx,

(2.40)

NoV(h) + P =, [1p, K w’(X)] = fH 1p, () ( nowl

etrien ne garantit que I'intégrale du membre de droite est finie. Si fx est uneloi a queues lourdes, il
est par exemple dangereux de choisir & au sein d’'une famille a queues légéres. Comme |'expliquent
OWEN et ZHOU [2000], si D¢ est une région ot fx décroit a une vitesse polynomiale alors que h
décroit a une vitesse exponentielle, le rapport des vraisemblances explose et la variance devient
infinie. Toutefois, si h est choisie astucieusement, la variance finale peut théoriquement étre nulle.
On souhaite souligner que ce résultat n’est valable que lorsque v (X) est une variable positive. Dans
le cas contraire, une borne strictement positive est fournie par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Vi (wX) wX)) = E[lyX)1]* -E[yX)]*. (2.41)

Meéme si hope n'est pas accessible en pratique, on peut espérer d'importantes réductions de la va-
riance en utilisant une densité sous-optimale fzopt. Cette densité n’est pas nécessairement une
estimation de hop¢ mais elle doit se comporter globalement comme hqp¢ dans les régions ou la
défaillance est la plus probable. Une grande diversité de méthodes a vu le jour dans le but de trou-
ver une densité auxiliaire fzopt pouvant étre considérée comme sous-optimale. Elle different par le
budget de simulation qu’elles requiérent ainsi que par les hypotheses qu’elles font quant a la na-
ture de hope. D’'une maniere générale, plus le budget de simulation est grand, plus la connaissance
de Dy s’affine et plus fzopt permet une réduction importante de la variance. Un compromis doit
étre trouvé en utilisant une densité auxiliaire dont le cotit de construction est faible mais dont la
réduction de variance est conséquente.

Une stratégie tres simple présentée dans HARBITZ [1983] consiste a se placer dans I'espace
normal standard et a utiliser I'expression intégrale (2.6) de P. Il semble alors naturel de choisir
comme loi d’échantillonnage une gaussienne centrée sur le point de conception w* rendu par une
exécution de FORM. Pour cette méthode souvent appelée Gaussian Importance Sampling (GIS),
I'estimateur de Py s’écrit :

. Ny w& (k) ii.d. *
J(EIS _! > Lizwsny Lpd(k ) avec |V N(w” 1a) (2.42)
Ns /= d(w( ) — w*) 7k — [q)OT—l] (W(k))

Par défaut, selon ce que préconisent SCHUELLER et STIX [1987], la loi gaussienne est réduite. Dans
le méme esprit, on peut construire I'estimateur GIS dans I'espace physique :

s 1,1 () X (3
POIS.= - x 31 vec :
f N, det(L) ]CX:“l {Y®>T} 0d (L_I(X(k) _ x*)) Y(k) _ (')(X(k)) ,  (2.43)

ol x* est le point de conception dans I’espace physique tandis que L est la racine carré de X au
sens de Cholesky. Dans cette situation, MELCHERS [1989] conseille de prendre une loi gaussienne
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dont les composantes sont indépendantes mais dont les dispersions marginales sont calquées sur
celles de fx. Cela revient a considérer une matrice L diagonale dont le j-eme coefficient est égal a
0j= w; x cj avec c; le coefficient de variation de la variable X ;. Lemploi de cette méthode fait res-
surgir les insuffisances rencontrées a la Section 2.2.2.1 avec I'algorithme FORM. Si hqp st multi-
modale, la méthode GIS ne peut générer des échantillons qu’'au voisinage du mode principal. Pour
remédier a ce probléme, AU et BECK [2003] proposent de mélanger les lois gaussiennes associées
aux points de conception principaux et de définir flopt comme la densité résultante. La popularité
de la méthode GIS s’explique par la simplicité avec laquelle s’obtient la densité auxiliaire. Si une
analyse de fiabilité a déja été réalisée avec FORM, la connaissance de w* fournit directement flopt
et les seuls appels a ¢ sont ceux requis par 'estimateur (2.36) au moment de calculer les sorties
Y®_ Confronter les résultats de GIS et de FORM permet d’ailleurs d’apprécier le niveau de linéarité
de I’état limite au voisinage du point de conception.

2.3.2.2 Apprentissage paramétrique de la densité optimale

La plupart des méthodes d’échantillonnage préférentiel ne cherchent pas a exploiter I'infor-
mation apportée par une exécution préliminaire de FORM. Une démarche classique consiste plu-
tot a trouver le meilleur représentant hqpe := h(- | A%) de hopt au sein d’'une famille paramétrique :

Fr:={x— h(x|A)=hx(x) avec AeDjcRP}. (2.44)

Une approche décrite dans KROESE et collab. [2013] invite a concevoir la variance (2.38) comme
une fonction des parametres A que 'on doit minimiser. Sachant que 'espérance de 1p, (X) fx(X)
reste égale a Py quelle que soit A, le probléme d’optimisation devient :

A* - : - 2 _ f)?(x)
:=argmin Ga(A) avec Ga(A):=Ep, []lDf Xw*X)] = Ip,(x)=——dx . (2.45)
AeDy R4 hh(x)

Une résolution numérique classique est envisageable a condition de pouvoir évaluer G, . Pour tout
point A € Dy, Ga(A) peut étre remplacé par son estimation G (A) obtenue par Monte-Carlo en si-
mulant des échantillons suivant h). Toutefois, le cotit d'un appel a ¢ rend impossible I'idée d'un
couplage entre un algorithme d’optimisation non convexe et I'’estimateur CMC de la fonction ob-
jectif. Le principe de fonctionnement d'un tel algorithme est toutefois intéressant car il suggere le
recours a une approche itérative pour converger vers A*. Chaque itération implique deux étapes :

(a) Lasimulation d’échantillons chl)’ .. ,X?CNS) suivant la densité auxiliaire /(- | Ax_1).
(b) Le calcul de Ay a partir des échantillons X;Ci) pour mettre a jour Ag_;.

On parle d’échantillonnage préférentiel adaptatif et il existe une multitude de stratégies pour
exécuter la phase (b). Dans le travail précurseur de BUCHER [1988] ol la densité auxiliaire est
supposée gaussienne, 'actualisation du vecteur moyen p et de la matrice de covariance X est
effectuée seulement a partir des échantillons conduisant a la défaillance. OH et BERGER [1992]
montrent qu’on peut voir les parametres A comme 'espérance de k(X) pour une certaine fonc-
tion k : R? — D, et construire la procédure itérative a partir de cette idée. D’autres méthodes ont
également été développées par KARAMCHANDANI et collab. [1989] et MELCHERS [1990]. En outre,
BUGALLO et collab. [2017] dressent un bilan récent des contributions et des perspectives en ma-
tiere d’échantillonnage préférentiel adaptatif.

La méthode ayant engendré les recherches les plus poussées est celle de Cross-Entropy (CE).
On renvoie & RUBINSTEIN et KROESE [2004] pour une présentation exhaustive sur ce theme. Un
outil essentiel de la théorie sur I'entropie croisée est la divergence de Kullback-Leibler :

Dxq(h1 | hy) :=f log (%) hl(x)dx:f log (h1(x)) hl(x)dx—f log(h2(x)) hi(x)dx . (2.46)
R ha(x) Re R
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Contrairement au probleme (2.45) o1 'objectif est directement de minimiser la variance, 'idée de
laméthode CE est de trouver le représentant de .%) qui se rapproche le plus de la densité optimale.
La valeur optimale A* du vecteur des parametres est donc solution de :

A* = argmin Dy (hopc | ha) - (2.47)
AGDA

L'utilisation de Dg;, permet de construire une fonction objectif qui est plus souvent concave et
différentiable. En remarquant que le premier terme de Dxy,(hopt | ha) ne dépend pas de A et en
explicitant hopt, le probleme d’optimisation se transforme de la maniére suivante :

A* =argmax | log(ha(x)) hopt(x) dx = argmax E g, [ILDf X) log(hA(X))] . (2.48)
AeDy R4 )\EDA
et on note désormais Gg(A) I'espérance a maximiser sur D). Soient xM ,X(INS) des observations

de la loi initiale fx avec Ny < 10%. En remplacant 'espérance par son estimateur empirique, on
obtient une version dégradée de la fonction objectif Gg :

N, | , .
A* =argmaxGp(A) avec Gp(A):= ) Tp, (X)) log(ma(X{")) et XM . (2.49)
AeDy i=1

Si Py est la probabilité d’'un évenement assez fréquent, de nombreuses variables 1p, (XY)) sont
égales a 1 et la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre s’écrit :

NS o .
VAGs(A*) = ) 1p,(X{") [Valoghy- | (X{") =0. (2.50)
i=1

Elle fait intervenir le score x — V) log iy« (x) de la densité sous-optimale recherchée dans .%,. 1l
est précisé dans RUBINSTEIN et KROESE [2004] que le systéme d’équations (2.50) admet une unique
solution A* si.%) est une famille de la classe exponentielle. En effet, lorsqu’on exprime /) sous la
forme canonique (1.82), il vient :

ha(x) = b(x) exp [ATt(x) —A\)] et Valoghy(x) = t(x) — VAAN) . (2.51)

L'équation (2.50) conduit alors a :
e D (x) [ (i
VAAAN) = ¥ 1p,(X)") (X)) / X 1p, (X)) . (2.52)
i=1 i=1

Sous réserve que VA soit inversible, A* peut étre calculé grace a une formule analytique. Si Py
est la probabilité d'un évenement rare, les sorties Ygl), .. ,YiNS) sont (presque) toutes inférieures
au seuil T. Dans cette situation, la somme (2.49) est nulle sur 'ensemble du domaine D) et le
probléme devient aberrant. Une idée consiste a fixer un seuil intermédiaire T; franchi par une
certaine proportion a des sorties Yﬁi) et a I'utiliser pour définir un domaine de défaillance D; de
plus forte probabilité :

T1=qa({Y§”}1:1) et Dy:={xeR%:px)>T}2D; . (2.53)

Comme la plupart des fonctions indicatrices 1p, (Xgi)) sont activées, on peut chercher le parametre
A minimisant Dxg (1p, fx | hr) en posant :

Ny . . .
A} = argmax G (A) avec G (A) := Y 1p, (XS’)) log (h)\ (X(l”)) et XY) iLd. fx . (2.54)
AeDy i=1

Il suffit d’adapter les équations (2.50) et (2.52) en remplacant Dy par D;. On génere ensuite des

échantillons Xg), .. ,XéN“) selon h7\1* et les sorties correspondantes Y(l), . ..,YéN“) sont obtenues en

89



faisant appel a ¢. Le ré-échantillonnage a I'aide d'une densité h» proche de la densité fxxep,
provoque une légere migration des échantillons en direction de D. Le calcul des parameétres op-
timaux A} pour une suite croissante de seuils intermédiaires Ty aboutit a la mise en place d'un
algorithme d’échantillonnage préférentiel adaptatif appelé multilevel Cross-Entropy (m-CE). Pour
mieux comprendre le mécanisme itératif, supposons que la k-éme étape soit initiée aprés avoir
simulé des échantillons X;CU, e ,X;CNS) avec h?\Zfl' En s'inspirant de ce qui est fait a I’équation (2.53),

le seuil Ty est défini comme le quantile d’ordre a des sorties Y;cl), .. ,Y;CNS) et on note Dj le domaine

de défaillance associé a ce nouveau seuil intermédiaire. La fonction objectif Gy est alors :

Gk =Eg | 1p, ) log (I (X)) |
x (X . (2.55)
= [EhA* []le X) wk_l(X) log(h;\(X))] avec wk_l(X) = u
o hag,(X)
La seconde expression de Gy laisse la possibilité de construire Gy a partir des derniers échantillons
simulés. Le probléme d’optimisation guidant la mise a jour des parametres s’écrit alors :

Af =argmax Gi(A) avec Gi(A) := Z]le(X(’)) Wi— 1(X“))log(h;\(x(’))) et X (D) Lid. h;\; - (2.56)
AeDy i=1 B

Si %) appartient a la classe exponentielle, la k-eéme condition d’optimalité donne :
VAAQY) = _z 1Ip, (XY) w1 (XP) ¢(x) /z 1p, (X?) wie—1 (X)) (2.57)

Lacces a A} permet de construire la densité auxiliaire hAZ et de simuler les échantillons ch’il pour
alimenter l'itération suivante. La mise a jour des parametres est répétée jusqu’a l'itération finale
ou Ty >T. Pour obtenir une estimation de P, il suffit de réutiliser les échantillons ayant déclenché
I'activation du critere d’arrét :

A N, X X tid g
P;?E = 1 Y Ly M avec " M (2.58)
Ny 5 Ty (x9) YO = p(x)

Une question récurrente est alors de savoir si la suite des densités auxiliaires /(- | )\;) converge vers
la densité optimale hqp. Un résultat de convergence formulé par RUBINSTEIN et KROESE [2004]
indique que l'algorithme m-CE s’achéve apres un nombre fini d’itérations sous réserve que .%)
appartienne a la classe exponentielle et qu'une propriété supplémentaire sur les fonctions de ré-
partition soit vérifiée. MARGOLIN [2005] précise que la convergence ne peut pas se produire sans
la réunion de trois facteurs :

(a) La densité optimale hop doit appartenir a la classe 7).
(b) Les parametres A} doivent maximiser les fonctions objectifs Gy déterministes.
(c) Les hyperparametres (x et N;) doivent faire 'objet d'un réglage minutieux.

Dans 'algorithme qui vient d’étre présenté et qui est utilisé en pratique, la condition (b) n’est pas
vérifiée. Par ailleurs, la condition (a) souleve a nouveau le probleme de la possible multimodalité
de hgpt. Si on sait que D rassemble plusieurs sous-domaines, KURTZ et SONG [2013] suggerent de
chercher hj~ au sein de la classe des mélanges gaussiens. Pour augmenter les capacités d’appren-
tissage, WANG et SONG [2016] ainsi que PAPAIOANNOU et collab. [2019] proposent de construire
des mélanges plus sophistiqués afin d’approcher la densité optimale dans I’espace normal stan-
dard. GEYER et collab. [2019] soulignent toutefois que ce gain en termes de flexibilité fait naitre
une difficulté supplémentaire. En effet, dés lors que &) est écrite comme la densité d’'un mélange,
les parametres ne peuvent plus étre mis a jour avec une formule de type (2.57) et m-CE doit alors
étre couplé avec l'algorithme Expectation-Maximization (EM) décrit par CHEN et GUPTA [2010].
Parmi les autres tentatives d’hybridation de la méthode CE, BOTEV et collab. [2007] établissent
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un périmetre d’investigation plus large en cherchant une densité auxiliaire au sein d’'un espace
fonctionnel respectant seulement certaines contraintes sur les moments.

On souhaite faire remarquer que les performances de m-CE sont détériorées par la montée en
dimension. Une discussion plus large sur la dégénérescence de I’échantillonnage préférentiel en
grande dimension est proposée dans RUBINSTEIN et GLYNN [2009]. Pour lutter contre ce fléau, des
outils de réduction de la dimension sont combinés avec I'algorithme m-CE dans les travaux de
URIBE et collab. [2020] et EL MASRI et collab. [2020]. Le vecteur A des parameétres est projeté dans
un sous-espace de petite dimension et seul ce résumé s’actualise au fil des itérations de m-CE.

2.3.2.3 Apprentissage non-paramétrique de la densité optimale

Pour éviter les écueils posés par le cadre paramétrique de la méthode CE, il a aussi été envisagé
de construire une densité sous-optimale flopt a l'aide d’outils non-paramétriques. Les premiéres
avancées dans cette direction remontent aux recherches conduites par ANG et collab. [1989]. Soient
X(ll),...,XgNS) des échantillons de la densité conditionnelle fxxep ; qui sont simulés avec la mé-
thode d’acceptation/rejet dans ANG et collab. [1992]. La densité optimale hop; est alors estimée
avec une version multidimensionnelle de la procédure non-paramétrique KDE :

X 1 X ; N Ns
(%) = Fucop (] X, Hi) = 2= ) Ky (x-X() ave A := X 2.59)
s i=1 =
Le noyau gaussien Ky, désigne la densité d'une loi (0, H;) et s’écrit donc :
Ku, (2) = ———¢@4(B;'z) avec H;=B,B] . 2.60
H, (2) det(B) ¢a(B; z) 1=D; By (2.60)
La matrice de lissage H; est calibrée pour minimiser la variance de I'’estimateur f’;s. Au regard de
I'équation (2.40), cela signifie que :
2
(%)
H; = argmin[ ]lDf(x) Afx— dx. (2.61)
H>0 R4 hKDE(x | Xl,H)

Au moment d’évaluer les rapports de vraisemblance w(X(li)), I'utilisation de la densité auxiliaire
fzKDE(~ | X1,H;) implique cependant un plus fort cotit de calcul car il faut réaliser N évaluations
de Kg,. Pour disposer d’'une densité auxiliaire moins cotiteuse, WEST [1993] propose une tech-
nique pour transformer fzKDE(- | X1,H;) en la densité d'un mélange n'incluant qu'un petit nombre
de composantes. Lorsque les échantillons X(ll), e ,X(INS) ne peuvent pas étre générés avec fxjxep,
il faut utiliser une densité instrumentale hy. ZHANG [1996] fait remarquer qu'une premiere esti-
mation de Py est donnée par :

X0 N X i p
KX\ D ayec {471 0 , 2.62)

. 1 X
Pl = Z ]]. @) —_— = 1 . .
No 5 9T g (x() TN 5 v = o(x)")
ol chaque poids wi") peut étre vu comme la contribution de X(li) a lestimation de P;. Ces poids
permettent de construire différemment la densité auxiliaire non-paramétrique :

A 1 X ; ; 1 Ns
h1(x) := hxpg (x| X1, Wi, Hy) = —— wﬁ” Kpy, (x—X(ll)) avec W := {wi’)}i_l . (2.63)
st1i=1 -

H; est ici obtenue en minimisant le critere AMISE (Asymptotic Mean Integrated Square Error)
qui est détaillé dans WAND et JONES [1994]. La présence de P; au dénominateur garantit que i,
soit une densité de probabilité. Quand I'estimation finale de P est réalisée avec hy, 'algorithme
est appelé NIS (Non-parametric Importance Sampling). Si on choisit de simuler des échantillons
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X;D, e ,X(ZNS) a partir de h; puis de répéter 'opération, NIS devient NAIS en raison du caractere
adaptatif. A la k-iéme itération, P £ peut étre estimée comme suit :

. k N, X id g
— - Y Y wl? avec . " , (2.64)
. L

k k k _ .
hie (%) := hgpe|x | ) X, Wi, He | = _ wD Ky, (x-X9D) . (2.65)
¢ KDE( |]r]1 ! jr;]l ! k) stij;izl ] Hk( / )

Lorsque N augmente, ZHANG [1996] a prouvé que h; converge plus rapidement vers hope que
les densités paramétriques. En revanche, il déplore que la densité produite par NAIS ne soit pas
meilleure que celle produite par NIS. GIVENS et RAFTERY [1996] adaptent NIS pour qu'une matrice
de lissage ng) soit calibrée pour chaque échantillon ng). Cette flexibilité supplémentaire permet a
chaque noyau KH? de reproduire avec une plus grande fidélité la structure de covariance locale de

fx autour de Xg). Pour réduire le temps d’exécution, NEDDERMEYER [2009] montre que les noyaux
gaussiens peuvent étre remplacés par des noyaux LBFP (Linear Blend Frequency Polygon) créés par
TERRELL et SCOTT [1985]. Au niveau applicatif, NAIS a été notamment utilisé pour la maintenance
des réseaux de télécommunication dans Kim et collab. [2000] puis pour I'évaluation des produits
financiers dérivés dans NEDDERMEYER [2011].

Comme pour la méthode CE, si P¢ est la probabilité d'un évéenement rare, aucune des sorties
ne dépasse le seuil T, tous les poids sont nuls, P; = 0 et la densité (2.63) ne peut pas étre construite.
Une stratégie plus fine doit étre mise en place pour se doter d’'une densité sous-optimale fzopt.
Pour cela, AU et BECK [1999] construisent un processus de Markov de distribution stationnaire la
distribution d’échantillonnage optimale. Ce processus est une suite {Z;} 10 telle que :

fziz,\2, 52,211 211, 2122, ..., 20) = fz,2,, (21| 21-1) = fz,12, (21 | 21-1) (2.66)

ol la densité conditionnelle fz, |z, est appelée la densité de transition d'un pas et vérifie :

Y (z0,21) € (RY)?,  hopi(21) = fR faiz, (211 20) hopi(20) dzo - (2.67)

Apres une période de rodage de Ny, pas, on peut considérer Zy, est approximativement distribué
suivant hop. Il faut cependant garder a I'esprit que I'initialisation du processus de Markov néces-
site la connaissance d’au moins un échantillon défaillant, ce qui n'est pas toujours possible en
pratique. Par ailleurs, lorsque la zone de défaillance D n’est pas connexe, les étapes successives
de la vie du processus de Markov {Z,} 10 Sont marquées par des sauts d'un sous-domaine de Dy a
'autre. Théoriquement, on sait que les sous-domaines constituant D ; seront tous atteints mais on
ne sait pas au bout de combien de temps. Pour remédier a ces différents problemes, MORIO [2012]
propose d’améliorer I'algorithme NAIS de ZHANG [1996] en s’inspirant du mécanisme itératif de
m-CE. A partir des échantillons initiaux X(ll), . ,XgNS) simulés a partir de hg, un seuil intermédiaire
T; et un domaine de défaillance D; sont définis exactement comme a I’'équation (2.53) puis la
probabilité P(X € Dl) est estimée par :
N, (@) N, (i) iid.
IA)D1 = i Z 1. w = i Z wi")T ave {Xl. o . (2.68)
N; 5 {Y1 >T1} hO(X(lz)) Ny bh Yil) — (D(Xgl))

La densité h; est ensuite construite dans I'esprit de 'équation (2.63) en adaptant les poids et la
constante de renormalisation. Cette nouvelle version de /; permet d’activer un nombre suffisant
de fonctions indicatrices. On est alors en mesure de simuler des échantillons Xg),...,X;N“) puis
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d’enclencher le mécanisme itératif. A la k-iéme itération, IP(X € Dk) est estimée en utilisant tous
les échantillons simulés au cours des itérations précédentes :

( ) ii.d.
) k N () 1LLd. 4
— = E w(.i)T avec Xj ) h !
o(X”)  kNsjZiim I Y}” :(P(X}l))

(2.69)

~

Contrairement a l'algorithme NAIS de ZHANG [1996] ou le systeme de pondération utilisé pour
construire la densité (2.65) est obtenu en rassemblant les poids calculés au fil des itérations, les
poids sont ici remis a jour a chaque itération en fonction du seuil Ty devant étre dépassé pour
activer les fonctions indicatrices. La densité auxiliaire hj prend alors la forme suivante :

. koo — .
hi(x) = hKDE(x .ﬂlxj;wk;Hk) avec Wk:{w;f)Tk}lsist
7= 1sj<k
oEN " ! (2.70)
= — w.l KH x—X~l .
s 2 o K e

Les itérations s’enchainent jusqu’a la n-iéme itération ou T, > T. La derniere densité auxiliaire
construite est considérée comme sous-optimale et détermine la variance de I'estimateur final :

) N, X X d
pNALS . i Z 1. Lﬂ) avec n " .1 . 2.71)
fTN g T, (D) Y = p(x)

Cette version de NAIS est appliquée a I'estimation de la probabilité de retombée hors-zone d'un
étage de lanceur de satellite dans MORI10 [2011] puis dans MORIO et BALESDENT [2016]. A l'instar
de m-CE, I'exploration de D¢ via NAIS impose n x N appels au code de calcul ¢. Si cette charge
de calcul ne peut pas étre supportée, BALESDENT et collab. [2013] montrent que NAIS peut étre
combiné avec une métamodélisation de ¢ a base de krigeage. Le processus gaussien introduit une
incertitude supplémentaire dont I'impact sur ??AIS est étudié dans MENZ et collab. [2020].

D’une maniére générale, le déploiement d'une méthode KDE multidimensionnelle accélére
et facilite 'apprentissage du support et des niveaux de vraisemblance de la densité optimale /¢
méme lorsque I'état limite est fortement non-linéaire. Les problémes inhérents a la montée en
dimension, déja évoqués pour l'algorithme m-CE, ne sont pas pour autant éradiqués et restent
prégnants. En plus grande dimension, si on souhaite maintenir un certain niveau de précision
dans I'estimation de hope, SCOTT [1991] indique que le nombre d’échantillons a fournir augmente
a un rythme exponentiel. Pour cette raison, il est fortement déconseillé d’utiliser NAIS des lors
que d > 7. Toutefois, 'avenement des R-vignes non-paramétriques dans NAGLER et CZADO [2016]
porte la promesse de futures améliorations de cet algorithme.

2.3.3 Améliorations et variantes de ’échantillonnage préférentiel

Dans certaines situations, on dispose de plusieurs densités auxiliaires /1, ..., /i, pour une méme
densité initiale fx. Il peut s’agir des densités auxiliaires obtenues apreés avoir exécuté a r reprises
un algorithme d’échantillonnage préférentiel adaptatif. On peut aussi imaginer la situation ot les
densités auxiliaires produites par r techniques d’échantillonnage préférentiel sont rassemblées
et comparées. Les supports peuvent étre disjoints mais ils peuvent aussi se superposer. On part
du principe que toutes les densités apportent une information a prendre en considération et on
cherche a toutes les incorporer au sein d'un méme estimateur. Pour y parvenir, il existe plusieurs
stratégies que 'on veille a présenter succinctement dans les prochains paragraphes.

2.3.3.1 Echantillonnage préférentiel stratifié

Cette méthode est née du mariage entre I’échantillonnage préférentiel et une autre technique
de réduction de la variance appelée I’échantillonnage stratifié. Le principe de la stratification est
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un partitionnement de 'espace d’échantillonnage. Toutefois, le cadre originel qui est décrit dans
GLASSERMAN [2013] peut étre trés largement généralisé. Ici, on se place dans un contexte ou les
supports des densités /1 ;j ne forment pas nécessairement une partition de R?. Pour chaque densité
auxiliaire 71 j» on suppose qu’'on connait n; appariements entre des entrées et des sorties :

. . B n: d B .,
Visj=<r, Xj::{(X;’),Y}’))}iil avec X(”11 hj et Y}’):q)(xg_’)) ) (2.72)

Le matériel X; provient de I'ultime étape de I'algorithme adaptatif ayant produit h - On écrit fzopt
comme une combinaison convexe des densités initiales :

VxeR?, hstrat(x)—zejh](x) avec Ze]—l. (2.73)
j=1

En utilisant les densités / j etles coefficients €, P peut s’exprimer comme suit :

Pf:Zej[E;lj[]lDf(X)wj(X) /Ze] i [wiX)] avec w,_f‘ : (2.74)
j=1 J

Un estimateur de Py en découle immédiatement en réutilisant tous les échantillons disponibles :

Lo L))

La consistance de cet estimateur est démontrée dans OH et BERGER [1993]. Par ailleurs, sa variance
peut étre approchée de la maniére suivante :

(2.75)

B oy 2ty i)

j=1 njiz

k.l\)

(P strat) g

ot 07 =V; (Ip,®w;X) . (2.76)

Auregard de la contrainte de convexité, la variance minimale s’obtient en prenant la combinaison
€* telle que e;.‘ X nj / 0? . Cela favorise les densités fournissant le plus d’échantillons ainsi que les

densités conduisant a des estimateurs a faible variance. En pratique, chaque variance o2 peut étre
estimée empiriquement a partir du matériel fourni par X’;. Ainsi, I'échantillonnage préférentiel
stratifié s’apparente a un simple post-traitement des précédentes explorations de Dy.

2.3.3.2 Echantillonnage préférentiel aprés un mélange
Un autre point de vue consiste a supposer que les échantillons X := X; U... U X sont issus

d’une distribution de mélange dont la densité est donnée par :

r . .
Vx(—:le, Poig := (x~fl~(x) avec Qj=——— =
i ]; I T @.77)

Lestimateur de Py qui est associé a cette méthode s’obtient comme suit :

pmix .

f (2.78)

Z Z ]l{Y(’ sth

ntOt] li=1

C’est un estimateur de type 13}8 dans le cas particulier ou Ng = o et h = fzmix. Pour un échantillon
Xs.i) donné, on doit calculer la valeur de toutes les densités /i et pas uniquement la valeur de la

densité /1 j qui a contribué a le générer. C’est une différence importante par rapport a I'estimateur
produit par I’échantillonnage préférentiel stratifié. Les stratégies de mélange pour I'échantillon-
nage préférentiel ont été développées par HESTERBERG [1988]. Entre autres, elles sont appliquées
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al’estimation de la fiabilité des mémoires vives dans KAN]J et collab. [2006]. Lemploi de la densité
auxiliaire fimiy est trés naturel lorsque les échantillons X’; forment des ilots distants les uns des
autres. Toutefois, il existe d’autres situations pour lesquelles I’emploi d'un mélange est salutaire.
Lorsqu’on dispose d'une densité instrumentale 71y et qu'il existe des suspicions quant a la faculté
de fzo a réduire la variance, le recours au mélange de flg et fx offre une solution de sécurité. Cette
méthode est appelée Defensive Importance Sampling (DIS) dans HESTERBERG [1995]. On a alors
r =2 etla densité sous-optimale s’écrit :

VxeRY, fza(x) =0 fx(x)+ (ngzo(x) avec oaj+oax=1 , (2.79)

et on peut montrer I'inégalité suivante sur la variance de 'estimateur :

1 1
V(P§) = N_s\/fl“ (Ip, M we X)) < N, (\/fx(]lpf X)) + oz P;) . (2.80)

a1
Quelle que soit la combinaison convexe «, la variance reste finie et sa valeur est bridée par celle
de la variance de I'estimateur CMC. HESTERBERG [1995] montre que la méthode DIS est encore

plus intéressante lorsque fx n’est connue qu’a une constante pres et qu'il faut se tourner vers
I’échantillonnage préférentiel auto-normalisant.

2.3.3.3 Echantillonnage préférentiel multiple

Dans ce paragraphe, on note f’y] I'estimateur de Py qui est obtenu a partir de h jetde X :

1 X(i) iid. fl
; sl . (i) i I
Visjsr, Pli=—) 1, wi(XY avec J.

J n; lzl {Y; >T} ]( )

(2.81)

Une possibilité qui n’a pas encore été examinée est celle offerte par I'estimateur moyen :

p[-]ziﬂ@m:_izﬂ x() iiz’
! =1 ot ! {vy >T} j=17j

T wi(XD). (2.82)
ntot] 1i=1 j ) {Y;')>T} ]( Y )

Il est alors facile de calculer la variance puis de la mettre sous la forme suivante :

2
R 1 r n; (02 ' ni rs 0'2
V(P = nigt=% L L|=¥% Lyl 2m (2.83)
( f ) ntzotj; I j;nto Mot ]Z:lntot ( ! ) Ntot

La variance finale est alors la moyenne pondérée des variances initiales. La méthode de Multiple
Importance Sampling (MIS) peut étre vue comme une généralisation de I'estimateur moyen pour
moduler la variance a ’objectif souhaité. Pour cela, on affecte a chaque échantillon X(” un poids

pg” =pj (X(’ ) qui dépend de la fonction de pondération p; ;j affectée a h ainsi que de la valeur

prise par cette fonction au point Xj.”. Ce poids remplace alors le ratio n; /Mot présent dans le
membre de droite de I’équation (2.82) et cela conduit a I'’estimateur suivant :

X(; ) iid. h

PMIS Z n; Zip] (X(l)) {Y;.”>T} w;j (X;i)) avec
l

Pour que I'estimateur PMS soit non biaisé, il faut que les fonctions de pondération constituent
une partition de I'unité :

.
vxeRY, Y pix=1 . (2.85)
j=1
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Sous cette condition, on peut en effet vérifier que :

E[B0] = 3 L5k [y (X0) 1, (K9) 0y (x0)] (2.86)
j=1"1ji=1 !
r 1 nj
L2 [ mwswan- L[ (S ) gewaser. e
j=1 =1 Prj=1

Cette approche a été développée par VEACH et GUIBAS [1995a] et permet de créer une gamme
d’estimateurs aux propriétés tres hétérogenes. Examinons une situation impliquant r = 3 densités
auxiliaires. Elles sont renumérotées de maniére a avoir 0% < 0% < og. De plus, on suppose que les
échantillons sont répartis au sein d’ilots disjoints :

" AlUAUA3 =R4
Vi<j<3, Vls<isn,, X.‘(—:Aj avec . (2.88)
] AlNAsNA3 =@

Sion pose p; := 14, p2 := 1a, et p3 := 1,,, on isole les échantillons de & et on se raméne a un
estimateur de variance o / n.Avec une astuce du méme genre, on peut aussi fabriquer un estima-
teur de variance 03/n, ou (o 2/n3. Evidemment, ce cas jouet n'a que peu d’intérét en pratique ol
I'objectif n’est pas de se ramener aux estimateurs initiaux. Parmi les fonctions de pondération les
plus fréquemment utilisées, on peut citer 'heuristique d’équilibrage, ou Balance Heuristic (BH).
On choisit des fonctions w; o< n; h j ce qui conduit finalement a :

;
BH(x) = n; hj(x)/z ny by (x) . (2.89)

k=1
Un échantillon X; est muni d'un poids pBH (X(’ ) qui est alors d’autant plus grand que Xs.i) se situe

dans une zone de forte vraisemblance de /1 j non partagée par les autres densités hy. En injectant
I'expression (2.89) des fonctions p];H au sein de I'estimateur (2.84), il vient :

ST U L
T Ly T AVEC Vvl _ g (xy (2.90)
j=li=1 { J } Z khk(Xl ) Yj _(D(Xj )
P?H peut étre vu comme le résultat d’'un mélange des densités /1 j car il est équivalent a:
.. r n;
(k) iid. 7 _ » N _
) 1 ot % (X XYW S Bk = Z(xjhj ou oj =
NI L S
tot k=1 Ian( ) Y(k) — (p(x(k))

Il est montré dans VEACH et GUIBAS [1995b] que la méthode BH est presque optimale. En effet, il

existe une inégalité entre la variance de f’j'iH et celle de tout autre estimateur construit par MIS :

\/(?BH)—\/(PMIS)s( L1 )P2 (2.92)

Nmin  Mtot f

Lécart entre la variance du meilleur estimateur PMS et celle de PBH est au plus égal au terme de
droite qui est d’autant plus faible que P est la probabilité d’'un événement rare. D’autres fonctions
de pondération comme les heuristiques cutoff et power sont testées dans VEACH [1997]. En notant
‘H l'une de ses deux heuristiques et cy; une constante qui s’y rapporte, un résultat analogue a

I'inégalité (2.92) peut étre énoncé :

. . 1 1
V(D) — ¢qy V(PMIS s( - )PZ. (2.93)
( f) 7 ( ! ) Nmin  Ntot f

96



Dans cette section, on a mis en avant les possibilités offertes par I'échantillonnage préférentiel
pour réduire la variance de I'’estimateur CMC. Tout repose sur 'utilisation d'une densité auxiliaire
sous-optimale, c’est-a-dire d'une densité auxiliaire suffisamment proche de la densité optimale
qui est inaccessible. Ainsi, la capacité de I’échantillonnage préférentiel a réduire la variance dé-
pend avant tout de la densité auxiliaire mise au service de l'utilisateur ou construite par ce der-
nier. Parmi la multitude de techniques disponibles, on a examiné trois algorithmes de fiabilité. Ils
reposent respectivement sur le point de conception rendu par FORM, I'optimisation par entro-
pie croisée au sein d'une famille paramétrique et 'apprentissage non-paramétrique de la densité
optimale. Lorsque la défaillance est un événement tres rare, des versions adaptatives de ces al-
gorithmes peuvent étre implémentées et des mécanismes de ré-échantillonnage font migrer les
échantillons initiaux en direction des régions d’intérét. Si ces méthodes réagissent différemment
en présence d'une densité optimale multimodale, la montée en grande dimension est un point
bloquant qui les freinent toutes. Par ailleurs, lorsqu’on met en commun les résultats de plusieurs
algorithmes d’échantillonnage préférentiel ou les résultats de plusieurs exécutions d'un de ces
algorithmes, différentes stratégies peuvent étre suivies pour aboutir a un estimateur a faible va-
riance qui ne requiert aucun appel supplémentaire au code de calcul.

2.3.4 Autres méthodes d’analyse de fiabilité stochastique

Apres un tour d’horizon des techniques d’échantillonnage préférentiel, cette derniére section
mentionne I'existence de certaines autres méthodes de fiabilité, soit parce qu’elles sont de premier
plan soit parce qu’elles suscitent actuellement un fort intérét des spécialistes.

Tout d’abord, on souhaite s’attarder sur I’algorithme de Subset Simulation (SS) qui occupe une
place centrale dans la littérature dédiée a la simulation d’événements rares. Ses balbutiements
sont concomitants avec ceux de I’échantillonnage préférentiel et sont également attribuables a
KAHN et HARRIS [1951]. On adopte icile formalisme proposé par AU et BECK [2001] dans le contexte
de la fiabilité des structures. Il existe également d’autres manieres d’aborder cet algorithme mais
elles impliquent un plus haut niveau d’abstraction mathématique. En particulier, on peut évoquer
le lien avec les processus de branchement dans GLASSERMAN et collab. [1999], avec les processus
de Markov dans CEROU et GUYADER [2007] ou avec les modeéles particulaires de Feynmann-Kac
dans CEROU et collab. [2012]. Toutefois, quel que soit le point de vue adopté, I'idée reste la méme.
Il faut fractionner la probabilité de défaillance Py = P(Y > T) aprés avoir défini une suite croissante
deseuils T; < Ty <...< T, =T.En effet, comme les ensembles D, := {x eR?: d(x) > Tk} <R sont
inclus les uns dans les autres, le théoréme de Bayes donne immédiatement :

n
P;=P(XeDf)=P XEDlzlclj[zP XEDk|X€Dk_11. (2.94)
=P B ::;k

Lidée est simplement d’estimer les probabilités py les unes apres autres grace a un mécanisme
de ré-échantillonnage qui fait converger les échantillons simulés de D; vers D, = D¢. En pratique,
on ne connait pas les seuils T, ..., T, et leur nombre n dépend de la vitesse d’exploration que I'on
souhaite imposer. Dans ce contexte, 'emploi des notations T1,..., T permet d’insister sur le fait
que la collection des seuils est une entité aléatoire. Le principe de fonctionnement de I'algorithme
SS peut alors étre résumé comme suit :

1. Initialisation. On simule des échantillons X := {X(i)}NS1 avec fx et on calcule toutes les
sorties associées ) := {Y(’ } =, avec ¢. On pose ensuite T1:= ga (D))

2. Etapes de ré-échantillonnage. Les échantillons de X; sont scindés en deux blocs X[ et X[
selon qu'ils dépassent ou non le seuil T;. Au vu de la définition de T}, on a alors :

Card(X; ) =N{:=(1-aN; et Card(X])=Ny:=aN; . (2.95)
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Les Ny échantillons de X" alimentent I'algorithme de Metropolis-Hastings (MH) afin de
produire Ny échantillons distribués selon la densité conditionnelle fxxep, et rassemblés
dans XZMH. Apres avoir utilisé ¢ pour calculer les sorties yé\/[H associées a XZMH, on définit :

Xo= X u XM et Y=Y oYM, (2.96)

On peut ensuite passer a la deuxieme itération et répéter la procédure.

3. Arrét. Dés que T, > T, on interrompt le ré-échantillonnage et on estime P ravec:

. a1 X
SS._ -1
Pf = (1—0()” (N_SZ]I{YSBT}) . 2.97)

i=1

Les principales difficultés rencontrées lors de 'implémentation de 'algorithme SS sont le choix
d’un quantile optimal et la mise en ceuvre de I'algorithme MH, surtout en grande dimension.

Parmi les techniques qui n'ont pas été abordées, il y a aussi celles qui visent une synergie
des méthodes déterministes et stochastiques. La méthode de Line Sampline (LS) présentée dans
KOUTSOURELAKIS et collab. [2004] et SCHUELLER et collab. [2004] en est un exemple. L'idée est
de renforcer I'algorithme FORM pour qu'il reste précis dans des situations ol I'état limite dans
I'espace normal standard est légerement non-linéaire. Supposons qu'une premiére exécution de
FORM ait fourni un point de conception w* et un vecteur normal unitaire « tels qu’ils sont définis
aux équations (2.14) et (2.15). On rappelle qu’ils donnent acces a I'indice de fiabilité f = a " w* et a
la probabilité de défaillance Py = ®(—f). Dans la méthode d’échantillonnage en ligne, le vecteur «
est figé mais on cherche a recalculer § en s’appuyant sur la connaissances d’autres points de |'état
limite. La démarche pourrait étre résumée de la maniere suivante :

1. On commence par simuler des échantillons W, ..., W™+ dans I'espace normal standard.

2. Pour chaque échantillon W, il faut trouver un point d’intersection entre la droite 2; de
direction a passant par W¥) et I'état limite H(w) = T. Comme il est supposé que Iétat limite
est un hyperplan de direction «, on en déduit facilement de nouvelles valeurs ) et f’}”.

g

Contrairement au cas de I’échantillonnage préférentiel ou la réduction de la variance dépend de

la densité auxiliaire, la variance de PLS est toujours plus petite que celle de ??MC. La méthode de

Directional Sampling (DS) apparue dans BJERAGER [1988] est construite sur le méme principe,

mais en supposant que |’état limite est une hypersphere.

3. On estime P avec 15;5 = le y

Actuellement, un grande partie des efforts de recherche dans le domaine de la fiabilité des
structures porte sur le couplage entre les méthodes stochastiques de fiabilité et les méthodes de
métamodélisation du code de simulation. Sachant que I'objectif final d'une analyse de fiabilité est
I'estimation d'une probabilité de défaillance, il faut adapter la construction du métamodele dans
ce but. Sous la contrainte d'un budget de simulation réduit, le métamodele ne peut pas étre précis
partout et il doit impérativement 1'étre dans les zones explorées par I'algorithme de fiabilité, en
particulier la zone de défaillance. L'apprentissage actif est une stratégie qui consiste a mettre a
jour le métamodele a chaque nouvelle itération de I'algorithme de fiabilité de maniére a ce qu’il
reste toujours précis dans les régions ot il est sollicité. Lorsque le modéle de substitution est un
processus gaussien, ECHARD et collab. [2011] ont développé la méthode AK-MCS (Active learning
reliability method combining Kriging and Monte Carlo Simulation) et de nombreuses variantes
ont suivi comme AK-IS dans ECHARD et collab. [2013], AK-SS dans Lv et collab. [2015] ou AK-LS
dans HUANG et collab. [2016] pour n’en citer que quelques unes. BOURINET et collab. [2011] ont
montré qu'il était également possible de combiner I'algorithme SS et un apprentissage du code
de simulation avec des machines a vecteurs de support. Des stratégies d’apprentissage actif sont
également explorées dans BOURINET [2016] pour ce type de métamodeéles.

Pour finir, les méthodes basées sur la théorie des valeurs extrémes s’appuient uniquement sur
des échantillons de sortie Y := {Y(” }11.\1:“1 pour estimer la probabilité de défaillance, souvent réécrite
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Py = IP(Y > T) = 1-Fy(T) al'occasion. Ce contexte survient notamment lorsque la variable d’intérét
Y est directement observable. Il faut alors quantifier la probabilité de dépassement d'un seuil trés
supérieur a la plus grande des observations de ). Si on s’en tient a 'information apportée par la
fonction de répartition empirique de la sortie, la probabilité de défaillance est nulle. Pour estimer
P, I'idée est alors de calibrer a partir de ) un modele de distribution paramétrique susceptible
d’étre suffisamment précis au niveau de la queue de distribution supérieure. Il existe deux grandes
approches en pratique :

* Lapproche Block Maxima (BM) s'intéresse a la distribution de la variable Y(x,) := max; Y@,
Il faut partitionner ) en plusieurs sous-échantillons et calculer la valeur maximale dans
chacun d’eux. L'échantillon des maxima permet ensuite de calibrer un modele Generalized
Extreme Value (GEV). Lun des parametres estimés est appelé I'indice aux valeurs extrémes
et sert a déterminer si la queue de distribution est courte, 1égere ou lourde.

e Lapproche Peak Over Threshold (POT) s’intéresse a la distribution de la variable Y | Y > Ty
pour Ty un seuil défini comme le quantile d’ordre o de ). A partir des (1 —a) N échantillons
situés au-dessus de Ty, on calibre un modele Generalized Pareto Distribution (GPD).

Dans les deux cas, des formules analytique permettent ensuite d’estimer P¢. La mise en ceuvre des
deux méthodes implique un compromis biais-variance (partitionnement de ) dans BM, choix du
seuil To dans POT). Il a été démontré dans PICKANDS et collab. [1975] que les deux approches sont
en fait équivalentes. Pour un exposé plus détaillé sur la théorie des valeurs extrémes, on renvoie
aux ouvrages de RESNICK [2013] ou de EMBRECHTS et collab. [2013].

2.4 Conclusion

Ce chapitre a été I'occasion de présenter les techniques de fiabilité utilisées dans la suite de
ce travail. Une frontiére trés nette a été établie entre les méthodes déterministes qui reposent sur
I'existence d'une transformation isoprobabiliste et les méthodes stochastiques qui requiérent une
capacité d’échantillonnage au voisinage du domaine de défaillance. Dans la premiére situation,
I'estimation est invariante mais on ne controle pas '’erreur commise. Dans la seconde situation,
on construit un estimateur c’est-a-dire une variable aléatoire dont la dispersion dépend de la ro-
bustesse de la technique d’échantillonnage mise en ceuvre. Ceci n’est valable qu’a condition que
la loi des entrées soit figée. Dans le cadre de ce travail, la loi des entrées porte au contraire une
incertitude épistémique émanant de la variabilité d’échantillonnage. Une analogie peut étre faite
avec le cadre bayésien ol le paramétrage de la loi des entrées est incertain. Que I'algorithme soit
déterministe ou stochastique, la valeur prise par les parametres de la densité d’entrée conditionne
I'estimation de la probabilité de défaillance qui doit alors étre vue comme la réalisation d'une va-
riable aléatoire. Dans ce contexte, on peut chercher les facteurs exercant une influence importante
sur la distribution de I'estimateur du risque. Cette méthodologie est appelée analyse de sensibilité
fiabiliste et fait 'objet du prochain chapitre.
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Chapitre 3

Analyse de sensibilité fiabiliste

Sommaire
30 Introduction . . . . . v v ittt e e e e e e e 106
3.2 Analyse de sensibilité de la sortie dun codedecalcul . . . . ............. 108
3.2.1 Analyse de sensibilité localeetcriblage . . . .. ... ... .. ......... 108
3.2.2 Analyse de sensibilité globale pour les variables indépendantes . . ... .. 109
3.2.3 Analyse de sensibilité globale pour les variables dépendantes . . . . . . ... 113
324 Bilan .. ... 120
3.3 Application a ’'analyse de sensibilité d’'une probabilité de défaillance . . . . . .. 121
3.3.1 Modélisation des incertitudes épistémiques . . . .. ... ... ... ..... 121
3.3.2 Méthodes locales pour 'analyse de sensibilité fiabiliste . .. ......... 122
3.3.3 Méthodes globales pour I'analyse de sensibilité fiabiliste . . ... ... ... 124
334 Bilan . ... e 127
34 ConcluSion . o« v v v it ittt it e e e e e e e e e 128

105



3.1 Introduction

Lorsqu’on souhaite approcher la distribution de probabilité conjointe gouvernant le compor-
tement simultané des entrées aléatoires d'un probleme, le Chapitre 1 a mis en avant le réle des
algorithmes d’apprentissage statistique qui permettent de construire un modele probabiliste a
partir de la seule connaissance d'un échantillon Xy constitué d'un petit nombre d’observations.
Les algorithmes de fiabilité présentés au Chapitre 2 sont ensuite couplés a la densité fx( | M, Xobs)
issue de I'apprentissage et produisent une estimation P r (Xobs) de la probabilité de défaillance du
systéme étudié. La spécificité de ce travail de these se trouve dans I’étude du transfert d’incertitude
entre X,ps et P Xobs)- La variabilité initiale d’échantillonnage se transforme en une variabilité sur
la prédiction du risque du défaillance. Dans un contexte de “small data”, deux échantillons x

obs
et xézgs peuvent alors mener a des estimations P f(xc()lgs) et P f(xc()zgs) sensiblement différentes. Ce
mangque de robustesse est évidemment préjudiciable car I'utilisateur est dans I'impossibilité de se
fier au résultat final de la chaine de prédiction. Si la variabilité induite par Xyps est d'une grande
amplitude, on peut s’interroger sur la pertinence de I'information apportée par une unique es-
timation. La solution explorée dans cette theése consiste a déterminer une stratégie pour in fine
collecter des observations supplémentaires pour la variable Xj ou la paire de variables (X;,X;)
dont la variabilité d’échantillonnage a le plus d’impact sur la dispersion de P f(Xobs). Dans I'un
ou l'autre des cas, il faut résoudre un probléme d’analyse de sensibilité fiabiliste pour identifier le

sous-ensemble de X,,s dont la base d’observations doit étre enrichie en priorité.

L'analyse de sensibilité (AS) est une thématique qui a éveillé un intérét croissant au cours des
trente derniéres années. Dans de nombreuses disciplines, c’est un outil essentiel pour la concep-
tion et la compréhension des modeles physiques. Les grands principes et les bonnes pratiques
de cette vaste discipline sont éclaircis dans SALTELLI et collab. [2004]. D’'une maniere générale,
I'analyse de sensibilité peut se préter a tout contexte de type :

VY: E Eg — S S
1 X...X d 1 XX ro 3.1)
el eqg — 8§ Sr

avec WV une application mesurable pour les tribus accompagnant les espaces E:=E; x... x E; et
S :=S; x...xS;. Quel que soit le contexte, I'’AS intervient comme la troisiéme et derniere étape
d’'une méthodologie globale qui cherche a :

1. Spécifier laloi p, des entrées e:= (ey, ..., eq).
2. Propager . a travers ¥ pour engendrer la loi s des sorties s:= (s1,..., 5r).
3. Quantifier I'influence de chaque entrée e; sur une ou plusieurs sorties.

Naturellement, les premieres idées ont été développées, expérimentées et validées dans le contexte
mathématique le plus favorable, c’est-a-dire pour E € R et S € R. Ce format correspond a celui
de la fonction de performance ¢ du Chapitre 2. De plus, le probleme d’AS est bien plus simple
a traiter lorsque les entrées sont indépendantes et que la fonction ¢ est a la fois déterministe et
a faible cotit de calcul. Uapproche fondatrice de SOBOL [1993] consiste a concevoir la variance
de la sortie comme la somme des contributions des différents sous-groupes pouvant étre formés
a partir des d variables d’entrée. Comme le soulignent HELTON et collab. [2006b], les méthodes
d’AS reposent principalement sur des stratégies d’échantillonnage et suivent un plan d’exécution
quasiment identique. Tout d’abord, il faut commencer par choisir (ou par définir) des indices de
sensibilité compatibles avec la loi px et le budget de simulation. Des échantillons sont ensuite
simulés dans I’espace d’entrée et les sorties associées sont calculées avec ¢. Une phase finale de
post-traitement fournit ’estimation des indices. [00SS et SALTELLI [2017] rappellent les princi-
pales motivations de la construction d'une procédure d’AS :

* Classement de I'influence des entrées. Le calcul des indices de sensibilité permet d’établir
une hiérarchie entre les entrées X; a partir d'une mesure de leur impact sur la sortie Y.
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* Réduction de la variance de la sortie. Si on souhaite que V(Y) soit inférieure a une valeur
prescrite, les plus grands indices de sensibilité indiquent les variables X; sur lesquelles il
faut agir en priorité (en cherchant a réduire leur niveau de dispersion).

* Réduction de la dimensionnalité. Un tres petit indice de sensibilité signifie que la variabi-
lité de I'entrée considérée n’a pratiquement aucun effet sur celle de la sortie. On peut alors
envisager de fixer cette entrée a une valeur nominale. Le modeéle physique est ainsi délesté
d’une entrée aléatoire qui devient constante mais qui continue d’intervenir dans ¢.

e Compréhension du modele physique. De nombreuses techniques d’AS permettent non
seulement de quantifier I'effet d'une entrée seule sur la sortie mais aussi de quantifier 'effet
conjoint d'un groupe d’entrées. LAS permet ainsi de mieux appréhender les interactions au
sein du modele ¢ et donc d’affiner les connaissances qu’on peut en avoir.

Effectuer une AS en présence d’entrées indépendantes et d'une fonction ¢ analytique est devenu
une tache assez élémentaire pour laquelle on dispose d’outils performants. Toutefois, ce cadre
initial est en fait assez éloigné des défis rencontrés en pratique lors de la modélisation de systémes
complexes. De ce fait, les efforts de recherche les plus récents en AS ont pour objectif d’améliorer
les méthodologies existantes afin de se départir des hypotheses les moins réalistes.

¢ Entrées dépendantes. Cette situation a été examinée des SALTELLI et TARANTOLA [2002] et
de nombreuses méthodes ont vu le jour par la suite pour se substituer a la méthode origi-
nelle de SOBOL [1993] qui devient inopérante lorsqu’il existe des corrélations entre les en-
trées. Des stratégies alternatives pour décomposer la variance de la sortie ont été proposées
par MARA et TARANTOLA [2012], CHASTAING et collab. [2012] ou SUDRET et CANIOU [2013]
mais les réponses les plus convaincantes sont apparues grace a la définition d’indices basés
sur des mesures de dissimilarité entre la loi de la sortie py et les différentes lois condition-
nelles pyx;. Bien que les indices de BORGONOVO [2007] soient les plus emblématiques de
cette gamme, d’autres indices peuvent étre créés de maniére analogue et un apercu en est
donné dans DA VEIGA [2015] ou BORGONOVO et collab. [2016].

* Code de calcul excessivement cotiteux. Le nombre d’appels a ¢ autorisé par le budget de
simulation devient trop petit pour que les résultats de I’AS soient précis. Il faut commencer
par construire un métamodele ¢ a partir d'une base d’apprentissage rassemblant un petit
nombre d’entrées et de sorties de ¢. On peut trouver dans LE GRATIET et collab. [2017] une
confrontation des deux familles de métamodeles les plus fréquemment utilisés : les poly-
ndmes de chaos et les processus gaussiens. Ils ont été respectivement introduits au service
de I’AS par SUDRET [2008, 2015] et MARREL et collab. [2008]. Souvent, I'application (I) est
stochastique. Cela signifie qu'il existe une incertitude sur la valeur prise par ¢(xo) pour une
valeur x € R? fixée. La maitrise de la variabilité liée  la prédiction de la sortie est le point
de départ des travaux de MARREL et collab. [2012] et de HART et collab. [2017]. De plus, les
contributions de ZHU et SUDRET [2020] et de FORT et collab. [2020] témoignent de I'intérét
que ce sujet continue de susciter.

* Entrées ou sorties fonctionnelles. Souvent, la modélisation impose de considérer des en-
trées ou des sorties qui ne sont pas simplement des scalaires. I00SS et RIBATET [2009] de
méme que NANTY et collab. [2016] se sont intéressés a la manipulation d’entrées fonction-
nelles (éventuellement dépendantes) tandis que GAMBOA et collab. [2013, 2014] ont généra-
lisé I'emploi des indices de Sobol a des sorties vectorielles ou fonctionnelles.

Cette these va au-dela de la propagation a travers ¢ des incertitudes aléatoires du vecteur X.
Comme la loi px est inconnue, une phase d’apprentissage de pix est nécessaire avant de pouvoir
propager les incertitudes aléatoires a travers ¢. L'AS survient dans le cadre de ce second niveau
d’incertitude (qualifié d’épistémique) qui est lié au manque de connaissances sur px et a la va-
riabilité de I’échantillon X,,s qui permet d’en acquérir. La chaine de propagation des incertitudes
épistémiques peut étre résumée par :

Xobs — fX('|M,Xobs) — f’f(xobs) . 3.2)
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Comme la variable d’intérét en fin de chaine est une probabilité de défaillance, on parle d’analyse
de sensibilité fiabiliste (ASF). Lorsque la densité fx est connue, P ¢ n'est rendue aléatoire que par
le bruit engendré par un éventuel échantillonnage de particules au sein de I'algorithme de fiabi-
lité. D’ailleurs, si celui-ci est déterministe (FORM/SORM), P ¢ l'est tout autant. Dans cette these,
p f (Xobs) provient d'un algorithme de fiabilité stochastique et dépend du résultat d’'un processus
de collecte de données. Dans I'intérét de cette étude, on suppose que les incertitudes épistémiques
véhiculées par X, sont trés supérieures au bruit intrinseque de ’algorithme de fiabilité. La ques-
tion de la propagation d’incertitudes épistémiques sur une probabilité de défaillance a déja été
étudiée dans le cas d'une densité fx(- | F ,9) dont les parametres ® sont incertains. La variable
d’intérét est alors P f (©) et il existe différentes approches pour caractériser 'aléa sur ©. Mener une
AS de I'application ¥ : ® — P£(@) permet d’identifier le parametre ©; dont la dipersion est la
plus préjudiciable a la robustesse de la prédiction fiabiliste. D’'une maniére générale, la principale
difficulté d’'une ASF vient du fait qu’elle exige d’estimer des centaines voire des milliers de proba-
bilités de défaillance, chaque estimation exigeant a son tour des milliers d’appels a la fonction de
performance ¢. La gestion du budget de calcul est ainsi une préoccupation centrale de I’ASE

Dans un premier temps, la Section 3.2 est consacrée a la présentation des méthodes incon-
tournables en AS. On détaille avec plus d’exhaustivité les outils utilisés dans les Chapitres 4 et 5.
Dans un second temps, on introduit a la Section 3.3 les contributions les plus notables en ASE
Certaines découlent de I'application directe des méthodes d’AS a I’estimateur d'une probabilité
de défaillance tandis que d’autres sont plus spécifiques au point de vue fiabiliste.

3.2 Analyse de sensibilité de la sortie d’'un code de calcul

3.2.1 Analyse de sensibilité locale et criblage

L'AS locale consiste a étudier les variations de la sortie lorsqu'une perturbation est appliquée
en un point x*. Dans la suite, on note ¥;+ un voisinage immédiat de ce point. La perturbation
doit étre comprise comme un petit déplacement de x* vers x € Y3+ et le déplacement de chaque
coordonnée x* entraine une modification de la valeur en sortie. Lobjectif est d’identifier 'entrée
dont la perturbation engendre la variation de plus grande amplitude en sortie. Une premiére ap-
préciation de la sensibilité de la sortie aux perturbations affectant les entrées est obtenue a partir
du gradient Vb (x*). En effet, un développement de Taylor d’ordre 1 de ¢ donne :

d 9
VX € Vir, (b(x)—(])(x*):Zﬁja—;‘).(x*)+o(||x—x*||2) avec 5j:xj—x;. (3.3)
| j

On suppose que ¥y« est suffisamment restreint pour que le reste de Taylor contenant les termes
d’ordre supérieur ou égal a 2 puisse étre négligé. Dans le formalisme de HELTON [1993], des indices
de sensibilité locaux sont définis a partir des dérivées partielles au point x* :

o

Visjsd, Aj(x*)=_—(x"). (3.4)
0x b
Lorsque ¢ est connue analytiquement, les dérivées partielles s’obtiennent avec une différentia-
tion manuelle ou automatique. Par contre, lorsque ¢ est une véritable boite noire, il est expliqué
dans IOTT et collab. [1985] qu’il faut avoir recours a des schémas aux différences finies. On peut
par exemple construire un plan OAT (One-variable-At-a-Time) pour x*. Soit (el, e, ed) la base ca-
nonique de R%. On rassemble dans Xoar (x*) I'ensemble des points x* + 6 jejpour jef{l,...,d}.
Chacun de ces points est le résultat d'un déplacement unidirectionnel d’amplitude 6. Aprés avoir
calculé les sorties associées a x* et Xpar (x*), on peut approcher chaque indice A j (x*) avec :

. *+8jej)—px*
J
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et I'erreur commise dépend de la régularité de ¢ et du caractere “infinitésimal” du pas §;. En
général, les indices locaux ne peuvent pas étre comparés car ils ne sont pas exprimés dans la méme
unité physique. Dans BORGONOVO et APOSTOLAKIS [2001], cet écueil est évité en considérant les
quantités Aj(x*) §; apres qu’elles ont été renormalisées. De méme, BORGONOVO et PECCATI [2004]
suggerent de calculer I'élasticité de la sortie par rapport a sa j-eme entrée pour se ramener a un
indice local sans unité.

LAS locale perd de son intérét des lors que le domaine de variation des entrées ne se limite
plus au voisinage #,+ mais qu'il s’étend a tout le support de la densité conjointe fx. En s’appuyant
sur 'approche locale tout en cherchant a 'améliorer, les méthodes de criblage consistent a calcu-
ler des indices locaux pour toute une collection de points du support. Il est alors supposé ! que
les différentes lois marginales px; sont uniformes. Le support de fx est donc 77 et les stratégies
permettant de mettre en place un plan d’expérience X de taille N; dans ce domaine compact sont
passées en revue dans WooODs et LEwWIS [2017]. La méthode proposée par MORRIS [1991] cherche
a calculer la collection des indices locaux en tout point x') de X'. Lindice A j (x(i)) est appelé I'effet
élémentaire de x¥) dans la direction e - Appliquer la procédure de Morris impose le recours a un
plan OAT en chaque point x') avec notamment &; := 8; = ... = §,. Pour une entrée X j donnée,
afin de résumer I'information apportée par les effets élémentaires, CAMPOLONGO et collab. [2007]
se sont intéressés a deux moments empiriques :

Vis<j<d, fi :i% Aj(x)] et &2 Ly (A-(x(”))z—p% . 38
=J/j=d, |AJ| Ns = J Aj NS = J Aj

Le premier sert a mesurer 'influence de la j-éme entrée tandis que le second vise a mesurer le
degré de non-linéarité de ¢ sur . En effet, une forte variabilité spatiale des indices A ;(x")
signale qu'il n’existe pas d’approximation linéaire convenable de ¢ sur I'’ensemble du domaine.
Dans ce contexte, I'utilisation d’approximations linéaires locales pour fabriquer un indice global
peut étre discutable. Cette premiere méthode de criblage peut étre généralisée a ’aide des DGSM
(Derivative-based Global Sensitivity Measures) apparues dans SOBOL et GRESHAM [1995] et définies
sous cette étiquette dans SOBOL et KUCHERENKO [2010] :

0 2
Visj=<d, vj:[E[(Aj(X))z]:f}f (a—j(x)) Axdx 3.7)
Ha j

D’une maniere assez naturelle, KUCHERENKO et collab. [2009] proposent d’estimer les DGSM a
I'aide d'une approche de Monte-Carlo utilisant le schéma (3.5) pour le calcul des dérivées par-

tielles :

1N 2

N i=1

GXD+8;e;) - p(X?)

avec XU g (3.8)
5;

Visj=<d, V=

D’un point de vue théorique, I'inégalité de POINCARE [1890] permet de majorer I'indice de Sobol
d’ordre total S} grace a une borne Cv; ot C est une constante indépendante de ¢. Les relations
étroites qu’entretiennent les procédures d’AS basées sur le calcul du gradient de la fonction de
performance et celles basées sur la décomposition de la variance de la sortie sont décortiquées
dans LAMBONI et collab. [2013], ROUSTANT et collab. [2014] et KUCHERENKO et I00ss [2017]. Par
ailleurs, on trouve dans KUCHERENKO et collab. [2010] une adaptation des DGSM qui est destinée
a la quantification de l'influence conjointe de plusieurs entrées.

La méthode de Morris ainsi que les DGSM s’inscrivent dans une volonté d’impliquer la totalité
de la plage de variation des entrées au sein de la procédure d’AS tout en préservant le role central
des indices locaux. Ce compromis est atteint en définissant de nouveaux indices qui se veulent étre
la synthése d’indices locaux calculés en différents points de 'espace. Comme le cotit de I'estima-
tion d'un indice local est extrémement réduit, ces deux méthodes de criblage permettent d’ obtenir
a moindre cofit une réponse qualitative au probleme d’AS, c’est-a-dire une réponse dont on peut

1. On peut toujours s’y ramener en posant Y = pX) = ¢ (F)‘(ll Uy, .. .,F;(; (Ud)) =g (U) avec U; ~U ([0,1]).
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se servir pour discriminer les entrées selon qu’elles aient une petite, une moyenne ou une grande
influence sur la sortie. Dans les deux prochains paragraphes, on se penche sur les méthodes d’AS
globale en distinguant celles qui sont spécifiques aux entrées indépendantes et celles qui peuvent
étre appliquées en toutes circonstances.

3.2.2 Analyse de sensibilité globale pour les variables indépendantes

Dans ce paragraphe, on reste dans un cadre ol ¢ : .7#; — R et ou les lois marginales px;
sont uniformes. Par ailleurs, il est supposé que les variables X; sont indépendantes. L'approche
la plus répandue repose sur un partage de la variance de la sortie 0 = V(Y). Soit u := {iy,..., i;}
une liste d’indices telle que r < d. Son ensemble complémentaire dans [d] := {1,...,d} est noté
—u:={j1,..., ja-r}. On introduit alors les notations suivantes :

lul:=Card(w) =7 tandisque Xu:=[Xi|i1o, € Xow:=[Xj]icteu, 3.9)

Les prémices de la théorie de I'AS globale remontent aux différents indices proposés par :

e HORA et IMAN [1986] : \/\/(Y)—[E[\/mxj)] ;
o IMaN et HOrA (19901 V(E[logY|X;]) /Vilogy) ;

e MCKAY [1997] : V(E[Y1X)]) /v

Pour clarifier le role des différents groupes d’entrées dans le calcul de la sortie, HOEFFDING [1948]
suggere d’écrire ¢ comme la somme de leurs apports respectifs :

d
Y = 6X) = ) nu@w) = mo+ )} n;Xp)+ Y njeXpXe) +etmaXa,-0Xa) L (3.10)
uc(d) j=1 j<k
Cette décomposition HDMR (High-Dimensional Model Representation) comporte autant de termes
NuXy) que de sous-ensembles u < [d], a savoir 24 Sj aucune contrainte supplémentaire n’est im-
posée, il existe une infinité de facons d’identifier les fonctions n, a partir de ¢. Une condition
d’orthogonalité est énoncée par SOBOL [1993] :

1
Yu:={i,...,ir}, VYlss<r, /nu(xu)dx,-s=0. (3.11)
0

Il existe alors une unique décomposition (3.10) vérifiant cette condition. Il faut prendre no = E[Y]
et les fonctions associées aux singletons et aux paires d’'indices s’obtiennent en posant :

N X)=E[YIX;j]-no et njX;Xp) =E[YIX;,Xk] -1 X)) - &) =10 - (3.12)
D’une maniére générale, la fonction 1, s'identifie de la maniére suivante :

M) = E[YIXy]=- Y X)) = E[YIXy]- Y D™ E[YIX,]. (3.13)
vcu vcu

Ici, comme X est composé de variables indépendantes, E[Y | X,| est également I'espérance de Y
par rapport aux seules variables X_,,. Si on utilise les termes (3.13), la décomposition de Hoeffding
est appelée décomposition ANOVA (ANalysis Of VAriance) ou décomposition RS-HDMR?2. Si on
relache la condition d’orthogonalité, une alternative a ANOVA est la décomposition Cut-HDMR
présentée notamment dans RABITZ et collab. [1999]. On la construit en projetant la fonction ¢
dans des sous-espaces affines partageant un point d’ancrage commun. Dans le cas d’ANOVA, on
parle d’orthogonalité car la condition (3.11) implique la décorrélation des variables n,(X;). Un
passage a la variance dans la décomposition de Hoeffding donne alors :

o°= Y 0% avec 0%:=V(N.(Xy)). (3.14)
uc(d]

2. (Random Sampling)-HDMR
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Les indices de Sobol “partiels” et “fermés” sont alors définis par :

V(E[Y | Xy
u;:w:"_% ot S;;:M:L o2 (3.15)

V(Y) V(Y) 0? vCu

Dans la littérature, il demeure souvent une ambiguité quant a la définition a donner aux “indices
de Sobol” en I'absence d'un qualificatif supplémentaire. Cela vient notamment du fait que les

indices partiels et fermés coincident au premier ordre, avec S ; = S; pour tout j € {1, ...,d } Lindice

2

S¢, estlasomme de toutes les variances 0%, avec v < u. Si on décidait de “geler” le sous-vecteur X,

la variance résiduelle de la sortie serait précisément égale a \/([E[Y | Xu]) On dit que S¢, quantifie
l'effet principal des entrées X,, sur Y. Dans la définition de cet indice fermé, on ignore les parts de
variance que peuvent créer les variables de X,, lorsqu’elles interagissent avec les variables de X_,,.
Ces termes d'interaction correspondent aux variables 1, (X,) pour lesquelles v ¢ u mais vnu # @.
Pour les inclure dans la mesure de I'influence de X,, HOMMA et SALTELLI [1996] ont défini les
indices de Sobol “totaux” :

V(E[Y X)) E[V(YIX)] 4 ,
Ty T T W _?m%f”'

(3.16)

On a évidemment S}, > S¢ car I'indice total s’obtient simplement en ajoutant a I'indice fermé les
parts de variance engendrées par les interactions. Dans la suite, on ne s’intéresse qu’a la question
de I'estimation des indices fermés car ils suffisent a estimer les indices partiels et totaux :
Su:=S5+ Y (~nMIMIse et ST:=1-8¢, (3.17)
vcu
Si 'estimation de o2 = V(Y) n'est pas une difficulté, il est moins évident d’estimer la variance de
I'espérance conditionnelle. Dans la suite, on détaille les différentes stratégies pouvant étre mises
en ceuvre pour estimer V,, := \/([E[Y | Xu]) Tout d’abord, on peut évoquer I'approche par force
brute qui est suggérée par MCcKay [1996]. Elle consiste a calculer la variance empirique des espé-
rances conditionnelles m; := E[Y | X,, = x{] issues d’une séquence {x ;k)} d’observations du
sous-vecteur X;,. Pour estimer my, il suffit de suivre les étapes suivantes :

(a) Simuler une séquence d’observations {x(_lL 1oy delaloiX_y [ Xy =

(b) Calculer les sorties conditionnelles y(l) = q)(x;k X ) pour/€{l,...,N 5} )
(c) Calculer la moyenne empirique des sorties conditionnelles : 11 = Z o1 y](cl) .

Comme les variables X; sont indépendantes, I'étape (a) revient a simuler des observations de
X_y. D’ailleurs, la méme séquence {x’ @ }l | beut étre utilisée pour estimer toutes les espérances
conditionnelles. Cette procédure est connue sous le nom de CRM (Correlation Ratio Method). Bien
qu’elle garantisse la convergence vers la valeur théorique de V,, elle consomme un budget bien
trop conséquent d’appels a ¢. Dés les travaux de SOBOL [1993], il est indiqué qu’on peut éradiquer
la “double boucle” en remarquant que :

v [E[q>(X)q> (X ] Xoul Xy (3.18)
u= ur avec 0i ~ . .
rlo X_, loi %,

On parle de méthode “Pick-Freeze” (PF) car on passe de ¢pX) a ¢(Xy,X_5) en “gelant” le sous-
vecteur X, mais en “piochant” une copie indépendante X_,, du sous-vecteur X_,. Supposons que
I'on dispose de deux blocs Xgim et Xqim de Ny échantillons de la loi ux. Les estimateurs de V,, et S¢S,
associés a la formule (3.18) sont donnés par :

\/PF

. S Vi,
> o) o) R0 -0 e SF=T @19

{7PF _
VEF = =

T [\/]?

1
N
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VPF g'obtient au prix de 2N évaluations de ¢ alors que VG®™ en requiert N2. Les propriétés de SEF
sont étudiées dans JANON et collab. [2014] ot il est démontré que SEF est a la fois consistant et
asymptotiquement normal. Par ailleurs, GAMBOA et collab. [2016] proposent un TCL gouvernant
la convergence conjointe d’'une collection d’indices de Sobol St ...,SFF. Pour calculer g et 62,
on peut recourir a leurs estimateurs les plus traditionnels mais JANON et collab. [2014] conseillent
d’exploiter tous les échantillons disponibles en posant :

1Ny . 1 XN . .
a @) v A2 _ ()2 (0)2) _ 42
o= g & (Y0 +Y0) et 6% =5 ) (V) (410)°) -6 20

avec YV =¢(X?) et Y =oxP,X%)

En utilisant le bootstrap, il est montré dans ARCHER et collab. [1997] qu’on peut construire un
intervalle de confiance de S¢. Les sorties Y et YEP calculées lors de I'estimation préliminaire de
S¢, sontréutilisées et aucun appel supplémentaire a ¢ n’est nécessaire. Le principal désavantage de
I'estimateur SE:F est sa forte variance dans les situations ou n% > V. Ce probleme est d’autant plus
prégnant lors de 'estimation d’un petit indice. D’ailleurs, dans cette situation, rien n'empéche
SPF de rendre un résultat négatif alors que S, = 0 par définition. Plusieurs estimateurs ont été
développés pour éviter cet écueil. Une formule alternative pour les indices totaux est proposée
dans JANSEN et collab. [1994] puis JANSEN [1999] :

T
S=E

~ 2
(000 - d (X X)) /2\/(Y) : (3.21)

et en utilisant la seconde relation de 1'équation (3.17), on en déduit une nouvelle expression de
S¢. Cette approche garantit la positivité de S}, car I'estimateur dérivant de la formule (3.21) s'écrit
comme la somme de carrés. Toutefois, 'obtention d'un résultat négatif reste possible pour I'in-
dice fermé S¢,. SOBOL et MYSHETSKAYA [2008] passent en revue les astuces permettant de garantir
la positivité des estimateurs associés aux plus petits indices. Comme les indices de Sobol sont
invariants par translation, il est conseillé dés SOBOL [1993] de les calculer pour une application
¢¢ = ¢ — c avec ¢ une constante aussi proche que possible de ng. SALTELLI [2002] exhorte a ne pas
estimer np avec (3.20) mais incite en revanche a estimer directement r](z) grace a une utilisation
différente des données de Xsim et Xgim :

En combinant la formule (3.18) du Pick-Freeze et 'estimateur (3.22) de n(z), on obtient :

NS . o s -
V= E[ 000 (00K X )~ p(X) | et vsl:Nis;cp(x(”)(cp(xs:%x%)—¢(x2:>)) . B23)

Apparu dans TARANTOLA et collab. [2007], 'estimateur \7,6,1 porte le nom de Correlation 1 (Cy).
Avec ses 3Ny appels a ¢, il est légérement plus onéreux que Vo' mais il est plus précis pour es-
timer les petits indices. Imaginons par exemple que S, soit un trés petit indice. Cela signifie que
la variabilité de Y s’explique principalement par I'incertitude véhiculée par X_,,. De ce fait, cha-
cune des différences ¢p(X’,X\),) — p(X?) est petite en valeur absolue étant donné que les deux
termes partagent le méme second argument. Numériquement, on peut comprendre assez intuiti-
vement que le schéma C; qui calcule la moyenne d'une séquence de petits nombres confére une
plus grande précision que 'unique soustraction (3.19) du schéma PE On fait toutefois remarquer
que les termes dont on calcule la moyenne ne sont petits en valeur absolue qu’'a condition que
chacune des quantités (b(X(i)) le soit aussi, ce qui n’est pas acquis. Pour y parvenir, OWEN [2013] a
développé le schéma Correlation 2 (Cy) en introduisant une seconde copie indépendante X de X :

(3.24)

loi g

X_ . LlX_, X LX,
et
X, = Xy

Vi =E[ (600 = 0o X)) (0 %Kus X-1) ~ $()) | avec {X ol &
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Lestimateur V32 s'obtient en remplagant les sorties ¢ (X par les différences ¢(X®) — (X, X%,
dans I'expression de \7,51. On fait alors la moyenne de termes s’exprimant comme le produit de
deux petits nombres. Ce schéma est le plus adapté pour estimer les petits indices mais il faut
concéder un budget de 4N, appels a .

Il existe aussi des schémas d’estimation fondés sur des outils mathématique d'une tout autre
nature. SALTELLI et collab. [1999] montrent qu’il est possible d’utiliser la méthode FAST (Fast Am-
plitude Sensitivity Test) introduite initialement par CUKIER et collab. [1973]. Il faut commencer
par décomposer ¢ dans une base de Fourier puis une formule permet d’exprimer les indices S¢,
en fonction des coefficients {ci} ., de la projection. Une version améliorée de FAST appelée RBD
(Random Balance Design) est mise au point dans TARANTOLA et collab. [2006] pour contourner
certaines difficultés liées au choix des fréquences. Cette méthode est étendue aux indices de Sobol
totaux Sfl par MARA [2009]. En outre, les estimateurs construits avec la méthode RBD présentent
un biais que T1SSOT et PRIEUR [2012] sont parvenus a corriger. D'un point de vue conceptuel, la
méthode FAST est assez proche de celle développée par SUDRET [2008] lorsque qu'un métamodele
est construit par chaos polynomial. Il est en effet démontré qu’il existe une expression analytique
simple des indices de Sobol a partir des coefficients de la projection dans la base de polynémes.

Dans un style tout a fait original, GAMBOA et collab. [2020] sont aussi parvenus a estimer les
indices de Sobol du premier ordre a partir de la notion de corrélation de CHATTERJEE [2020]. Le
principal intérét de ce schéma réside dans le fait que tous les indices du premier ordre peuvent
étre estimés a partir de seulement N appels a ¢. Parfois, les indices de Sobol sont vus comme trop
réducteurs étant donné qu’ils décrivent la variabilité de la sortie Y a partir de son seul moment
d’ordre 2. Si on cherche a focaliser I'AS sur une autre statistique de Y, FORT et collab. [2016] ont dé-
veloppé des indices basés sur des fonctions de contraste. De méme, si on veut utiliser des indices
qui rendent compte de 'impact des entrées sur I’ensemble de la loi py, on peut utiliser les indices
construits par GAMBOA et collab. [2018] a I'aide de la distance de Cramér-Von Mises. Toutefois, a
I'instar des indices de Sobol, ces indices ne sont rigoureusement définis que pour des entrées in-
dépendantes. Pour aller au-dela de cette hypothése trop souvent limitante, de nombreuses pistes
ont été explorées et sont détaillées dans la prochaine section.

3.2.3 Analyse de sensibilité globale pour les variables dépendantes

La question de I'AS en présence d’entrées dépendantes a été abordée de plusieurs manieres
différentes. Tres naturellement, il y a eu une volonté de la communauté statistique d’étendre les
indices de Sobol pour continuer a travailler a partir d'une décomposition de la variance. D’autres
indices ont aussi été construits pour mesurer I'impact des entrées sur ’ensemble de la loi en sortie
du code de calcul. Cette approche de I’AS est dite indépendante des moments et s’appuie sur la
quantification de I'écart séparant la distribution de sortie non-conditionnelle et les différentes
distribution de sortie conditionnelles. Enfin, la théorie des jeux, et notamment la notion de valeur
de Shapley, peut étre mise au service de I'AS et permettre une manipulation efficace de la structure
de dépendance entre les variables.

3.2.3.1 Méthodes basées sur une décomposition de la variance

Au vu de ce qui a été présenté dans la Section 3.2.2, on rappelle que la suppression de I'’hypo-
theése d’'indépendance entraine 'apparition de deux problemes majeurs :

(a) Lesfonctions n,(Xy) telles qu’elles sont définies aI’équation (3.13) ne vérifient plus la condi-
tion d’orthogonalité (3.11) et il n’est donc plus possible d’écrire la décomposition (3.14) de
V(Y). Par conséquent, la somme des indices partiels S, n’est plus égale a 1 et 'interprétation
en termes de pourcentage de V(Y) ne tient plus.

(b) Lorsque les variables X,, et X_, sont dépendantes, V,, ne peut plus s’exprimer a I'aide des
formules (3.18), (3.23) et (3.24) qui sont respectivement a I’origine des schémas PE C; et C,.
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Une premiére solution peut étre d’ignorer le point (a) et de considérer que les indices S§ =V, /o?
restent pertinents, tout en étant conscient que la somme des indices partiels S, qui en découlent
ne vaut plus 1. Pour adapter la méthode CRM, il faut étre en mesure de simuler des échantillons
deX_y | X, =2V 0 ce qui n’est pas forcément facile lorsque la copule sous-jacente cy est autre que
gaussienne. Cette méthode est par exemple utilisée dans les travaux de SALTELLI et collab. [2001]
et RATTO et collab. [2001]. De plus, KUCHERENKO et collab. [2012] montrent que la formule (3.18)
du Pick-Freeze peut étre adaptée au cas dépendant :

Xoo | Xy LX g [ Xy
Vi =E[$O0 ¢(Xu X )| -1Z  avec i < . (3.25)

On en déduit un estimateur de type PF dans le cas dépendant :

'PF 1 % ( (')) ( (i) ~(‘)) 2 XEPNfX
Vv, =—) ¢o(X"Y)o(Xx;), XY —fly avec . o . . (3.26)
“ TNy & ween XY, LXY, ~ i ux (1X9)

Les estimateurs (3.19) et (3.26) semblent identiques mais le processus d’échantillonnage de X, et
Xqim est différent. Dans le second cas, il impose la connaissance des lois conditionnelles HX X,
On signale par ailleurs que la méthode RBD a été rendue applicable a des entrées dépendantes
grace au travail de XU et GERTNER [2007]. Une autre contribution notable pour estimer V; est celle
proposée par DA VEIGA et collab. [2009] qui mettent en place une régression linéaire hétéroscé-
dastiquede YenX; :

E[e; 1X;] =0

(3.27)
V(ejI1X;)=

Y=m;X;)+0;Xj)e; avec {

On utilise Xgim pour estimer les fonctions m;(z) = E[Y | X; = z] et 0%(2) = V(Y | X; = z) avec une
technique d’ajustement polynomial local décrite dans FAN et GIJBELS [1996]. Les deux quantités
V= \/([E[Y | X]]) etE; = [E[\/(Y | X])] sont ensuite estimées a partir des données de Xgjm :

ZN (i) ’ 1 ZNS 2(%(0)
A~ i A vl
NS l:1m X ) = N—S ' O’](X ) . (3.28)

o1 )2
Vf_N_Si:Zi(mf(Xj ) -

Toutes les méthodes présentées jusqu’ici se contentent de traiter la difficulté (b). Certains auteurs
ont cherché des parades a la difficulté (a) en modifiant la définition des indices de Sobol. Les dif-
férentes initiatives rencontrées dans la littérature imposent des hypothéses supplémentaires sur
laloi px ou sur la fonction ¢, ce qui réduit le cadre d’application des méthodologies développées.

Lapproche de JACQUES et collab. [2006] et GILQUIN et collab. [2015] intervient dans un contexte
ou il est possible de séparer X en plusieurs sous-vecteurs indépendants :

r

U ui = [d]

3ref2,...,d-1}, Ju,...,u, c[d] telsque { *7! et Xy, L...1 X, . (329
kﬂ u,=9
=1

Pour chaque sous-vecteur X,,, 'idée est ensuite de calculer I'indice fermé Sj, exactement comme
dans le cas indépendant. Dans des situations pratiques ou X peut étre désassemblé en un grand
nombre de sous-vecteurs indépendants de petites tailles, cette approche peut avoir une grande
utilité en dépit de son apparente simplicité.

Lorsque la boite noire ¢ peut étre assimilée a une application linéaire, XU et GERTNER [2008]
rappellent que V; = \/([E[Y | X ]]) peut étre estimée a I’aide de la variance empirique des résidus de

la régression de Y en X ;. Les auteurs posent alors V; = V}J + V;J ou:
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. V}J est la part de variance expliquée par le comportement marginal de X,
. VJC est la part de variance expliquée par les dépendances entre X et X_; .

Les exposants U et C font référence aux adjectifs “uncorrelated” et “correlated’. Le terme V}J peut

étre estimé a partir de la variance empirique des résidus de la régression de Y en Z j avec Z jlerreur
commise lors que la régression de X; enX_ ;. Le terme V¢ s’obtient ensuite par soustraction. Cette
méthode est reprise et étendue par LI et collab. [2011].

La méthode ANCOVA (ANalysis of COVAriance) de LI et collab. [2010] cherche a renouer avec
la propriété de sommation a 1 des indices de sensibilité. Supposons qu'on dispose d'une certaine
décomposition de Hoeffding (3.10) de Y = ¢p(X). On précise bien qu'il ne peut pas s’agir ’ ANOVA
car les variables sont dépendantes. Si le passage direct a la variance comme a I’équation (3.14)
n’est plus possible, on peut toujours utiliser la formule de la variance d’entrées dépendantes :

\/(Y) = COV(Y,Y) = Z COV(nu(Xu),Y) = Z Z COV(nu(Xu),ny(Xy)) (3.30)
uc|d] ucld] ve(d]
= 2 (V&) + Y Cov(nuXu) o Xy)) | - 3.31)
uc(d] v£u

Cela suggere la définition de trois indices pour mesurer I'influence de X, :

gTot . _ Cov(nuXu),Y)

R VR ST +85o
V() . (3.32)
SStr = S \Vlu " u)) t SCorr - C X,,), X
avec S, VO et S, v vgu ov(NuXu), Ny Xy))

Lindice SI°* est la contribution totale de X,,. Elle s’écrit comme la somme d’une contribution
structurelle S5 et d'une contribution corrélée S{°'. La somme des contributions totales vaut 1. La
principale difficulté accompagnant la mise en ceuvre de cette méthode est 'identification d’'une
décomposition de Hoeffding. Pour y parvenir, LI et collab. [2010] conseillent le recours a un mé-
tamodele pour lequel cette identification est naturelle. SUDRET et CANIOU [2013] appliquent la
méthode ANCOVA dans le cas d'une métamodélisation par chaos polynomial. Si la mise en place
d’'un métamodeéle est un mécanisme essentiel et salutaire pour 'implémentation, c’est aussi un
défaut majeur de cette méthode dont la réponse finale dépend de la qualité du métamodele. En
outre, l'interprétation d’une collection de triplets (SI°t, S, S$°) n’est pas toujours évidente et
implique parfois des indices négatifs.

La méthode de CHASTAING et collab. [2012] présente certaines similarités avec ANCOVA. Elle
s’inspire du travail initial de HOOKER [2007] et s’applique seulement aux vecteurs aléatoires dont
la densité fx vérifie la propriété suivante :

30<M<1, Yucld], VxeR? [fx(x)=M fx, () fx ,(* ). (3.33)

Dans le cas particulier d’entrées indépendantes, I'inégalité précédente est vérifiée et correspond
au cas d’égalité avec M = 1. Sous la condition (3.33), il existe une unique décomposition que 'on
peut qualifier d’orthogonale hiérarchique :

Y=¢X) = ) nuXy) telleque ucv = Cov(n,Xu),nsX,))=0. (3.34)
ucld]

En reprenant I’équation (3.30), il vient :

V)= ) Y Cov(nuXu),nyXy)) (3.35)
uc(d) ve(d]
= Z VN, Xy) + Z COV(T]u(Xu); ﬂv(Xv))+ Z COV(rIu(Xu)»r]v(Xv)) , (3.36)
uc(d] 325 unv#u,v
~ _
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et on déduit de nouveaux indices de sensibilité :

1
Shi=——[VMuXw)+ Y. Cov(nuXw),neXw))|, (3.37)
\/(Y) unNv#u,v

dont la somme est bien égale a 1. Pour leur estimation, une procédure numérique d’identification
des fonctions 1, de la décomposition (3.34) est disponible dans CHASTAING et collab. [2015] ainsi
que dans CHAMPION et collab. [2015]. Toutefois, I'expression (3.37) ne garantit pas que les indices
St! soient tous dans l'intervalle [0, 1]. En ce sens, cette procédure d’AS n’est pas complétement
satisfaisante car il est difficile de statuer sur le role joué par X,, si S <0 ousi Sl > 1.

Avant de clore cet examen des techniques basées sur la décomposition de la variance, on sou-
haite mentionner les travaux menés par MARA et TARANTOLA [2012] puis MARA et collab. [2015].
La méthodologie se veut plus générique, en ce sens qu’elle est applicable sans hypothese aucune
sur fx ou sur ¢. Loutil principal est la transformation de Rosenblatt détaillée au Chapitre 2 et
dont on sait qu'il existe d! versions différentes en fonction du séquencage des variables condi-
tionnantes dans I'équation (2.12). Ici, seules les versions obtenues par permutation cyclique de X
sont requises. On note 7 la transformation résultant du séquencage X, Xx+1,--+,Xa, X1, .-+, X1
et U¥ le vecteur a variables indépendantes qui en résulte. On peut alors calculer rigoureusement
des indices de Sobol pour toutes les applications ¢y = q)07;€_1. Supposons que I'on veuille mesurer
I'influence de la variable X; sur Y.

* Sion applique 7;, on fabrique une variable U{ qui est corrélée a toutes les variables de X_ ;.

Les deux indices de Sobol calculés pour U{ rendent compte de l'influence de X j sur V(Y)
lorsqu’on inclut les dépendances entre X ; et X_;.

* De facon complémentaire, I'utilisation de 7, met en jeu la variable UZ;I qui est indépen-

dante de toutes les variables de X ;. Les deux indices de Sobol calculés pour U({lﬂ excluent
alors les dépendances entre X et X ;.

Cette méthode se solde par le calcul de quatre indices pour chaque entrée X; et I'interprétation
peut s’avérer a nouveau assez complexe.

Dans cette section, on a constaté qu’il existe des velléités de se ramener a une décomposition
intuitive de la variance méme en présence d’entrées dépendantes. On peut déplorer que la plupart
des méthodes développées conduisent a des indices qui sont difficiles a interpréter. Dans certains
cas, cela tient au fait que les indices puissent prendre des valeurs en dehors de [0, 1]. Dans d’autres
cas, le probleme vient du fait que plusieurs indices doivent étre confrontés simultanément pour
appréhender le role joué par la variable examinée.

3.2.3.2 Méthodes basées sur 'emploi d'une mesure de dissimilarité

On s’intéresse désormais aux indices de sensibilité qui peuvent quantifier 'impact d’entrées
dépendantes sur I'ensemble de la loi image py. Contrairement au formalisme HDMR, on a ici
¢ : R? — R et px une loi multidimensionnelle a support dans R?. Une premiére méthode d’AS est
esquissée dans BORGONOVO [2006]. Elle repose sur I'intuition qui consiste a penser qu'un groupe
de plusieurs entrées X,, est fortement influent sur la sortie Y lorsque la loi de probabilité py est
fortement perturbée par I’action visant a rendre X,, constamment égal a une valeur x, € R". Selon
ce point de vue, 'amplitude de la perturbation est alors mesurée par le “shift” :

shift(x) == | fr = frx, (-1 %) |1 = fR | A D) — fux, (V1 xa)| dy = 2dyr(py, pyix,=x,) - (3.38)

La derniere égalité vient rappeler que la norme L! de la différence entre deux densités est égale au
double de la distance en variation totale entre les deux lois associées. La Figure 3.1 propose une

3. Soient 1 et g2 deux mesures de probabilité sur (Q,.27). On a alors dyt (1, H2) := sup |p1 (A) — H2 (A)|.
Aeof
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=

§ shift(z;)

v

FIGURE 3.1 - Illustration de I'intuition ayant motivé la création des §-indices de Borgonovo.

illustration de ce que représente shift(x,) pour les densités fy et fyix, (- | xx). Pour tout u < [d],
I'indice de Borgonovo de X,, par rapport a 'Y est défini par :

1
8 = 5(Y 1Xu) = 5 E[shift(Xu)| = E[dvr(py, v, )] - (3.39)

De par la notation choisie, 8}, est aussi appelé le 5-indice de X,, par rapport a Y. Lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité, on note simplement §,. Contrairement aux indices de Sobol, la définition donnée
aux indices de Borgonovo convient aussi bien aux entrées dépendantes et indépendantes. De plus,
les 8-indices ont des propriétés assez différentes.

Théoréme 3.2.1 (Propriétés des 4-indices)

(61) Yucld,0<8,<1 (62) Yucvc|d),d, <8, 83) 8ig =1

(84) Soient g; :R— Ret g : R — R¥ des difféomorphismes.
Pour Y := g1 o p(X) et Yo := Ppo g (X), ona sy = 54 = 5.2

Les points (61) a (83) sont démontrés dans BORGONOVO [2007]. De méme, on trouve une preuve
de (64) dans BORGONOVO et collab. [2011]. Le probleme de I'’estimation des §-indices a motivé bon
nombre de travaux de recherche au cours de la derniére décennie. DERENNES [2019] est 'auteur
d’'un état de 'art a ce sujet. Les schémas d’estimation s’appuient sur les différentes réécritures
intégrales de la définition (3.39) :

1

Oy = Efqur (-/[R \fY(y) - frx, (_V | xu)| dy| fx, (xu) dxy , (3.40)
1

= Eme |y () = fx, %) 7 ()| dxudy, (3.41)

= %[% |CRuS (ru,s) — CRu(ru)l dr,ds avec R,:=Fx,(Xy) et S:=Fy(Y). (3.42)

L'équation (3.40) conduit a un estimateur basé sur une double boucle d’échantillonnage :

Ny .
A A A ; ) iid.
bu=- ) [AO- A, (1XD)] | avee xPHE g (3.43)
2N, & v «

Ce schéma d’estimation implique d’étre capable d’estimer la densité de sortie fy ainsi que tout
une séquence de densités conditionnelles fy|xu(- | ng)) Une variante de cet estimateur naif est
proposée dans PLISCHKE et collab. [2013] et garantit la convergence de 0, vers l'indice théorique
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04. Les densités sont toujours estimées avec une technique non-paramétrique, le plus souvent
par KDE comme le font LUO et collab. [2014]. Toutefois, YUN et collab. [2019] montrent qu’il est
également possible de combiner cet estimateur avec la méthode d’apprentissage par maximum
d’entropie. Enfin, CASTAINGS et collab. [2012] ont développé une stratégie d’échantillonnage qui
permet d’obtenir tous les 6-indices du premier ordre a partir du budget de simulation d'un unique
indice 6;. Pour éliminer la double boucle d’échantillonnage, il faut utiliser I'expression (3.41) qui
mene a 'estimateur :

Su= ||fqu - fx, fv (. (3.44)

Une unique boucle d’échantillonnage permet de disposer du matériel nécessaire a I'estimation
des densités fy et fx,y. La norme L! est ensuite estimée par Monte-Carlo. Pour exécuter cette
tache, WEI et collab. [2013] choisissent de simuler des échantillons suivant fx, fy. 1l est toutefois
montré dans DERENNES et collab. [2019a] que 'emploi de fxuy permet de fabriquer un estima-
teur final plus robuste. Dans certaines situations, notamment lorsqu’on veut estimer des indices
d’ordre supérieur (c’est-a-dire r = |u| = 2), il est préférable de se tourner vers |'expression (3.42)
qui est a l'origine de ’estimateur :

1 N

= 2Nsl~;

La précision de &, dépend alors de la qualité de I'estimation Cr,s- Pour les 6-indices du premier
ordre qui impliquent seulement I'estimation de copules bidimensionnelles, WEI et collab. [2014]
utilisent la méthode KDE (1.156) tandis que DERENNES et collab. [2018] privilégient une technique
d’apprentissage par maximum d’entropie. Pour des 8-indices d’ordre supérieur, les copules cgr,s
sont estimées avec des R-vignes paramétriques dans ZHOU et collab. [2019] et non-paramétriques
dans SARAZIN et collab. [2020]. Les estimateurs (3.43), (3.44) et (3.45) sont respectivement appelés
I'estimateur “double boucle”, 'estimateur “simple boucle” et I'’estimateur “orienté copule”. Leurs
schémas numériques sont réexaminés au Chapitre 5 al’aune d’'une problématique d’ASE D’autres
techniques d’estimation peuvent étre rencontrées dans la littérature a I'image de celle développée
par Liu et HoMMA [2009]. Elle repose sur la recherche des points d’'intersection entre les densités
fy et fyjx, puis I’évaluation des fonctions de répartition Fy et Fyxx, en ces points.

A

u

r,s(RY,S) - cr, (RD)| avec (RE,SD) "™ 2([0,1])°"*". (3.45)

Au vu de la définition initiale (3.39), BORGONOVO et collab. [2014] soulignent qu’on pourrait
créer de nouveaux indices en remplacant la distance en variation totale dyt par une autre mesure
de dissimilarité. On rappelle qu’il existe plusieurs objets mathématiques permettant d’apprécier
la “distance” entre deux mesures de probabilité.

Définition 3.2.1 (Distance, divergence et mesure de dissimilarité)

Soit ./ 'ensemble des mesures de probabilité sur (R, Z(R)).
On considere une application dy : A4 x # — R*.

* dj est une mesure de dissimilarité si: Ve .#,dy(y, p) = 0.
* dy estune divergence si: V [y, t2 € 4, do([11, 12) =0 <= 1 = [L2.

* dj est une distance si c’est une divergence symétrique vérifiant 'inégalité triangulaire.

dyt est une distance, donc une divergence et plus précisément une divergence de CSISZAR [1967].
En effet, elle peut s’écrire sous la forme :
fix)
dg(pu1, 12) :f g(—)fz(x) dx avec g:R— Rconvexe et g0)=1 , (3.46)
R~ \ fo(x)
en prenant g(f) = 1|7 — 1|. DA VEIGA [2015] s'est intéressé aux indices E|dg(py, pyjx, )] issus de
I’emploi des autres membres de cette classe de divergences. Une étude plus approfondie est en-
suite venue avec RAHMAN [2016]. Dans le méme esprit, BORGONOVO et I00SS [2016] étudient les
indices de type E[h(Fy,Fyx,)]| avec h une distance (ou une divergence) sur les fonctions de ré-
partition. Le cas particulier ot / est la distance de Kolmogorov-Smirnov aboutit aux f-indices
apparus al'origine dans BAUCELLS et BORGONOVO [2013].
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Lexpression (3.42) de §, révele le role central de la copule cg,,. Pour élargir 'idée d'une capture
de la dépendance statistique reliant X, et Y, DA VEIGA [2015] définit de nouveaux indices a I'aide
de la distance en corrélation de SZEKELY et collab. [2007] et de la mesure HSIC (Hilbert-Schmidt
Independance Criterion) de GRETTON et collab. [2005].

3.2.3.3 Méthodes basées sur 'analogie avec la théorie des jeux

Dans la théorie des jeux, les valeurs de SHAPLEY [1953] permettent de répartir équitablement
les gains entre des joueurs sachant que certains d’entre eux ont pu coopérer pour augmenter leurs
chances de succes. Dans un jeu coopératif, I’ensemble [d] := {1, e, d} réunit tous les participants
et chaque sous-ensemble u < [d] est vu comme un groupe de joueurs choisissant de nouer une
alliance. Dans la suite, on note P, I'ensemble des parties de [d]. Il réunit les 24 sous-ensembles
u < [d]. Le bilan pécunier est fixé par la fonction caractéristique ¢y qui attribue a chaque alliance
u le montant de ses gains. D’un point de vue mathématique, on a:

Co . Pd i Rt

avec co(@)=0. (3.47)
u — co(u)

La valeur de Shapley s; associée au j-éme joueur est alors donnée par :
. 1 1 ;
Visjsd, sj=sj(co)i=— ) —r (o (U 1)) - co(w)) - (3.48)
jeuCyoy

Les fonctions s1,..., s, vérifient des propriétés assez naturelles dans un contexte du partage des
gains obtenus a la fin d'un jeu collaboratif.

Théoréme 3.2.2 (Propriétés des valeurs de Shapley)

(S1) Partage de la totalité des gains:

sj(co) = co(ld]) . (3.49)

d
=1

J

(S2) Symétrie de la répartition des gains :
V1sjk<d, (Yucld~(,k, omulj)=c(uuk)) = s =sc) . (.50
(S3) Non-rétribution des collaborations infructueuses :
Visj<d, (Yuslds i o(wuij)=clw) = s =0. (3.51)
(S4) Linéarité par rapport a la fonction caractéristique :

:Pq— R*
{Cl d — Vis<j<d, sj(c+c)=s(c) +5j(ca) . (3.52)

Czlpd—>R+

Historiquement, SHAPLEY [1953] a suivi la démarche inverse. Apres avoir posé les axiomes (S1)
a (S4), il a démontré que la collection des fonctions s,...,s; données par la formule (3.48) est
I'unique solution du probléeme. Examinons I'expérience aléatoire qui ameéne le j-éme joueur a
établir une unique alliance avec des partenaires a < [d] \ {j}. Le gain futur G(a) que cette colla-
boration rapportera au j-éme joueur lui est inconnu au moment ot il prend la décision. Ce gain
s’exprime comme la différence cy(a U {j}) — cp(a) entre les gains obtenus en sa présence et en son
absence. On fait I'hypothése que le choix du nombre de partenaires r = |a| € {0,...,d — 1} suit une
loi discréte uniforme. De méme, on suppose que le choix du sous-ensemble a de taille r fixée suit
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une loi discrete uniforme. Dans ce cadre, 'espérance du gain vaut :

E[GA)] = ) G@P(A=a) = ) G@PA=alR=r)P(R=r) = s;(c),
A fta ———— (3.53)

1/ce 1/d

eton retrouve I'expression (3.48) de la valeur de Shapley s;. OWEN [2014] est le premier a mettre en
avant 'analogie entre la théorie des jeux et I'AS. Les entrées X3, ..., X, remplacent les joueurs et la
mesure de sensibilité fait office de fonction caractéristique. Dans le cas d’entrées indépendantes,
on peut alors poser :

Vucd], Csp(W) = —— o =5y, et Vls<j<d, Shj:zgzclT(qu{j}—su)
jeug g

(3.54)
Comme csp (@) = 0 et csp([d]) = 1, la propriété (S1) indique que Y ;Sh; = 1. En repartant de la
décomposition ANOVA (3.14), OWEN [2014] démontre que 'on a:

1 « o3
Vi<j=d, Shj:;Z—“ etdonc S¢=Sh;<S}. (3.55)

Jjeu |ul

Les valeurs de Shapley Sh; présentent donc un double avantage :

(a) Comme elles sont positives et somment a 1, elles permettent de répartir la variance V(Y)
uniquement entre les variables X ;. Ce n’était pas le cas pour les indices de Sobol car Y ; S j < 1
avec égalité uniquement si ¢ est linéaire.

(b) Lencadrement (3.55) fait apparaitre Sh; comme un compromis entre I'effet principal repré-
senté par Sj et la prise en compte de toutes les interactions via S?.

Dans le cas ol les variables sont dépendantes, les indices de Sobol ne peuvent plus étre interprétés
comme des pourcentages de la variance de sortie. Toutefois, cgp reste une fonction caractéristique
compatible avec la théorie des valeurs de Shapley. D’ailleurs, OWEN et PRIEUR [2017] soulignent
que ce cadre permet d’éliminer sans effort les problemes méthodologiques posés jusqu’alors par
la structure de dépendance des entrées. Par contre, comme la décomposition ANOVA n’est plus
valable, il en est de méme pour I'inégalité (3.55) dont I'évolution en présence de dépendances est
examinée par [00SS et PRIEUR [2019]. Afin de calculer des valeurs de Shapley a partir d'une me-
sure de sensibilité sur I'intégralité de la loi py, 'idée originelle de OWEN [2014] est transposée aux
indices de Borgonovo dans SARAZIN et collab. [2020]. La fonction caractéristique csp, est alors rem-
placée par cgg: u— 6, = 6(Y | Xu) Etant donné que d(4) = 1, on retrouve a nouveau la propriété
de sommation a 1.

Si les valeurs de Shapley présentent des propriétés particulierement attrayantes, y compris
lorsque les entrées sont dépendantes, leur schéma d’estimation est excessivement coliteux car il
impose le calcul des 2¢ indices de sensibilité. Pour remédier a ce probleme, plusieurs approches
ont été explorées. SONG et collab. [2016] exploitent le résultat de CASTRO et collab. [2009] qui
consiste a réécrire les valeurs de Shapley de la maniere suivante :

1
Visj=d, sjlc)=— Y co(Pjmu{j})—co(Pjm)
(]

) (3.56)

avec Z, 'ensemble des permutations de [d] := {1,...,d}. De plus, pour une permutation n € &,
donnée, P;(m) est le sous-ensemble de n rassemblant les prédécesseurs de j dans n. Cela sug-
gere que chaque valeur de Shapley s;(c) peut étre vue comme I'espérance d’'une image de la loi
uniforme sur & :

sj(c0) =E[co(P; (M U{j}) = co(P;(D)] avec M~U(P). (3.57)
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Une estimation de cette espérance peut alors étre obtenue a partir d'un petit nombre m < d! de
permutations aléatoires. Dans le but de réduire encore davantage le budget de simulation requis
pour estimer les valeurs de Shapley, BENOUMECHIARA et ELIE-DIT-COSAQUE [2019] combinent
I'algorithme de SONG et collab. [2016] avec la construction d’'un métamodele de ¢. Par ailleurs, il
est démontré dans PLISCHKE et collab. [2020] que le cofit de calcul peut également étre abaissé en
utilisant la formule d’inversion de Mobius.

3.2.4 Bilan

Dans cette premieére partie consacrée a I’AS sur un code de calcul ¢ : X — Y, on a distin-
gué les méthodes locales des méthodes globales. Les premiéres reposent essentiellement sur la
capacité a calculer V¢ et évaluent la sensibilité de la sortie a des variations infinitésimales et uni-
directionnelles a partir d’'une position de référence x*. Pour hiérarchiser I'influence des entrées
X; en tenant compte de I'ensemble de I'information portée par leur distribution conjointe px,
il faut se tourner vers les méthodes globales. Un clivage apparait alors entre les méthodes réser-
vées aux variables indépendantes et les méthodes développées pour s’accommoder de la présence
d’une éventuelle structure de dépendance entre les entrées. Dans le premier cas, la décomposition
ANOVA justife la définition des indices de Sobol et permet d’attribuer a chaque entrée une part de
la variance de la sortie. Dans le second cas, 'utilisation d’indices basés sur une mesure de la dis-
similarité entre la loi non-conditionnelle py et les lois conditionnelles pyx; apparait comme le
cadre le plus souple et le plus a méme a digérer la notion de dépendance.

Dans la seconde partie de ce chapitre, on s’intéresse aux procédures qui peuvent étre mises
en ceuvre pour analyser la sensibilité de I'application ¥ : @ — P£(0). Les incertitudes propagées
ne sont plus aléatoires mais épistémiques. Par ailleurs, chaque appel a ¥ implique de nombreux
appels a ¢. Pour cela, la gestion du budget de simulation ne peut pas étre appréhendée de la méme
maniere et on ne peut pas simplement se contenter de décliner les méthodes locales et globales
d’AS pour traiter le probleme d’ASE

3.3 Application al’analyse de sensibilité d’'une probabilité de défaillance

3.3.1 Modélisation des incertitudes épistémiques

Des incertitudes épistémiques s’ajoutent aux incertitudes aléatoires deés lors qu’il n’est pas
possible de spécifier completement la loi px des entrées du systéme. La présence ou 'absence
d’incertitudes épistémiques est ainsi déterminée par I'état de connaissance du comportement
aléatoire conjoint des entrées. Supposons que I'on souhaite caractériser px a partir de la densité
conjointe fx(-|.#,0) d’une certaine famille paramétrique. Deux types d’incertitudes épistémiques
coexistent dans ce contexte. D’'une part, a supposer qu’il existe une famille paramétrique usuelle
% susceptible de caractériser parfaitement la loi px, la méconnaissance de cette famille engendre
une premiere forme d’incertitudes épistémiques. D’autre part, la méconnaissance des parametres
sous-jacents fait naitre une seconde forme d’incertitudes épistémiques. Ici, on se place dans un
cadre simplifié ou la famille .% est connue mais ou1 les parameétres 0 sont inconnus.

Le cadre bayésien évoqué a la Section 1.4.1.3 n’est pas la seule facon de décrire les incertitudes
épistémiques sur les parametres. Il existe aussi un certain nombre d’approches extra-probabilistes
émanant de la théorie des “probabilités imprécises” qui est formalisée dans WALLEY [1991, 2000].
Au-dela de la théorie des probabilités présentée a la Section 1.2.1, les “probabilités imprécises”
englobent la théorie des évidences, la théorie des possibilités et la théorie des probability boxes
(ou p-boxes). Une mise en perspective de ces différentes théories est proposée dans BREVAULT
et collab. [2020]. En outre, BEER et collab. [2014] insistent sur la relation de complémentarité qui
existe entre le point de vue bayésien et les approches extra-probabilistes.

D’une maniére générale, la question du couplage de I'AS et des “probabilités imprécises” est
peu abordée dans la littérature. FERSON et TUCKER [2006] s’y intéressent dans le cas des p-boxes
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tandis que HELTON et collab. [2006a] font de méme avec la théorie des évidences. Quelle que soit
I'approche retenue pour encadrer la méconnaissance des parametres, la propagation des incerti-
tudes épistémiques sur la probabilité de défaillance implique systématiquement le recours a des
simulations de Monte-Carlo et 'implémentation d’algorithmes a forte charge de calcul. En pré-
sence de p-boxes, SCHOBI et SUDRET [2019] montrent que I’ASF peut étre conduite apres avoir
construit un métamodele dans I’espace augmenté.

Dans cette section, on se limite au cadre probabiliste bayésien qui est le plus répandu. Cela
s’explique par le fait qu'il est plus simple a interpréter, qu'il offre une grande richesse de concepts
mathématiques et qu’il se fond naturellement dans le formalisme déja utilisé pour les incertitudes
aléatoires. On trouve dans ZHANG et collab. [2009] et CHIU et collab. [2012] des cas d’application de
la modélisation bayésienne a des problémes d’ingénierie géotechnique. L'aléa sur les parameétres
est représenté par un vecteur aléatoire ® de loi a priori pg qui est fournie en amont et qui dépend
d’un vecteur d’hyperparametres &. La densité conjointe des entrées, notée jusqu'alors fx(- | .#,0)
devient désormais fxe(- | 8) pour insister sur le passage du point de vue fréquentiste au point
de vue bayésien. Une hypothése assez classique consiste a supposer que les différentes variables
01,...,0, sont indépendantes. Les fondements de la théorie bayésienne sont présentés avec plus
de détails dans les ouvrages de ROBERT [2007] et GELMAN et collab. [2013]. Pour une réalisation 0
de 0, la probabilité de défaillance conditionnelle vaut :

Pr(0) = fu@d Ip,(®) fxie(x16) dx, (3.58)
et'estimateur CMC correspondant vient naturellement :

R 1 N, X(") i.i;d. 10
peMC @) =— Z ]l{Y(i)>T} avec . leE:)( ) . (3.59)
f Ns o Y = ¢ (XD)

Comme le résultat de I'analyse de fiabilité dépend de la valeur prise par ®, DITLEVSEN [1979] et
DER KIUREGHIAN [1989] ont souhaité construire une mesure de fiabilité incorporant 'intégralité
de l'information apportée par pg. Ces réflexions ont abouti a la définition de la probabilité de
défaillance prédictive P r comme I'espérance de P(@). Cette quantité peut alors s'exprimer de
trois fagons différentes :

P(§) =Ey, [Pf(e)]=fD Pf(e)fe(em)de:fD (fRd]lDf(x)fxl(i)(xW)dx) fe(01%)de (3.60)

Zf ]IDf(x) (f fX@(x,B) de) dx = [Eﬁ([]lDf(X)] (3.61)
R4 D¢

~

f):(’x)
= / Ip,(x) fxie(x10) fo(6) dxde . (3.62)
R4 xDg —_—
fxe(x,0)

DER KIUREGHIAN [2008] dresse un état des lieux des techniques permettant d’estimer P - Elles cor-
respondent aux différentes expressions intégrales présentées ci-dessus. La définition initiale de P ¢
conduit a 'expression (3.60) qui suggere I'utilisation d'une double boucle d’échantillonnage pour
estimer P £-On appelle NRA* (Nested Reliability Approach) I'estimateur obtenu en imbriquant les
deux boucles de simulation :

N’ N (i) ii.d. (k)
- 1 N1 N fid X e 100
P?RA: N/ )y N ZH{Y”BT}) avec O fo puis (ki) (i) (3.63)
s k=1\"Vs i=1 k Yk = ‘P(Xk )

Par ailleurs, I'expression (3.61) fait intervenir la densité prédictive ﬁ( qui se déduit de la densité
conjointe fxe = fxje fe apres intégration sur Dg. Si un calcul analytique donne un acces explicite

4. Le sigle NRA (resp. ARA) est proposé dans CHABRIDON [2018].
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a fx, tout se raméne a une analyse de fiabilité classique mais cette situation n’est jamais rencon-
trée en pratique. Enfin, une alternative a NRA mise en lumiére par |'expression (3.62) est de passer
dans 'espace augmenté, c’est-a-dire de considérer P r comme I'espérance d'une certaine fonction
du vecteur Z = [X, ©®] qui agrege les entrées X du code de calcul ¢ et les parametres © de la distri-
bution. L'algorithme ARA (Augmented Reliability Approach) qui en résulte fait appel a une unique
boucle d’échantillonnage sur Z tout en gardant le conditionnement :

~ 1 N z0 = (X @) Hd £ _
BARA { ( )"~ fz= fxefe (3.64)

=— ) Iy avec . .

f TN 1:21 {y@>1} YO = p(x)

ARA peut étre combiné avec des algorithmes de fiabilité autres que CMC. Les possibilités offertes
par I'exécution de la méthode FORM dans 'espace augmenté ont été étudiées par HONG [1996]
puis PENDOLA [2000]. Le couplage avec des algorithmes adaptatifs (échantillonnage préférentiel
ou Subset Simulation) est réalisé dans CHABRIDON et collab. [2017].

Si la probabilité de défaillance prédictive P ¢ est un indicateur pertinent, elle ne permet pas
d’avoir une compréhension fine du role joué par chacun des parametres incertains. Les prochains
paragraphes s’attachent a présenter les méthodes développées pour répondre au probléeme d’ASF
posépar¥:0 — P£(©).

3.3.2 Méthodes locales pour I'analyse de sensibilité fiabiliste

Comme on a pu le voir a la Section 3.2.1, '’AS locale pour une application ¢ : X — Y se fonde
sur le calcul des indices (3.4) c’est-a-dire sur I'évaluation du gradient V¢ en un point x*. Si on
s'intéresse a ¥ : @ — P(@), une étude de la sensibilité locale consiste alors a calculer VgP f(ﬂ*)
pour une valeur nominale 8* donnée aux parametres, par exemple 0* = E[@]. La variable d’intérét
P;(®) étant la probabilité de défaillance d’'un événement rare, on ne peut pas espérer estimer
avec précision les indices locaux en utilisant un schéma aux différences finies. De par I’expression
analytique (3.58), il existe des techniques spécifiques pour I'estimation des dérivées partielles de
P£(0) par rapport aux parametres 0 ;. La méthode a appliquer dépend de I'algorithme de fiabilité
utilisé. Commencons par examiner le cas d'une analyse de fiabilité déterministe avec FORM. En
reprenant les équations de la Section 2.2.2.1 et en explicitant le role de 0, il vient :

ﬁ(ﬂ)::H(m(i_)I)l_T”wnz avec H(w,0)=¢(7T '(w,0)) et PpO)=1-2(B(0)). (3.65)

w,

Les transformations isoprobabilistes directe x — 7 (x,0) et inverse w — 7 ~!(w, ) dépendent
de 0 car elles sont construites a partir de fxje(- | 8). Par conséquent, la fonction de performance H
dans I'espace normal standard est impactée par I'incertitude portée par @. Le calcul de VgP est
entrepris dans HOHENBICHLER et RACKWITZ [1986] puis dans BJERAGER et KRENK [1987, 1989]. 1
est facile de voir que :

VeP(©) = —¢(B(0)) Vep () , (3.66)

et il reste a calculer Vgf. Le résultat analytique fait intervenir la matrice jacobienne de 7 ! ainsi
que le vecteur normal unitaire a défini a I’équation (2.15) :

-1
o7,
30,

VP (0) = (IB[T‘l](w*,B))Ta avec Jo[T ']:= [ (3.67)

I<j<d
1<k<p

ININ

Pour un détail des calculs, on renvoie vers DITLEVSEN et MADSEN [1996]. Ainsi, pour calculer Vgf,
il faut utiliser le point de conception w* rendu par FORM et connaitre I'expression des dérivées
partielles des fonctions coordonnées 7! de la transformation isoprobabiliste inverse. Dans les
premiers travaux a ce sujet, les variables X; sont supposées indépendantes et le vecteur 0 agrege
les parametres «;,...,a, des lois marginales. Lorsque la matrice de corrélation p est fournie et
que 'utilisateur décide de I'incorporer a I'analyse de fiabilité en appliquant la transformation de
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Nataf décrite a la Section 2.2.1.3, la probabilité de défaillance peut alors s’écrire P rlog,...,aq,p).
Le calcul de VP est proposé dans ZANIC et Z1HA [1998, 2001] puis dans BOURINET [2017].

On a pu voir au Chapitre 2 que FORM ne convient qu’a de trop rares situations et que ce sont les
algorithmes basés sur I'échantillonnage de particules au voisinage du domaine de défaillance D¢
qui assurent le plus de précision. L'équation (3.59) rappelle I'’expression de I'estimateur CMC dans
un contexte bayésien. KARAMCHANDANI [1990] puis WU [1994b] ont mis en avant le role central
que peut jouer le score x — Vglog fxje (x | 8) que I'on a déja rencontré® a plusieurs reprises. En
effet, des calculs élémentaires donnent :

olog fxie

op of
F o f _ X|® _
Aj(e).——(e)—fwﬂnf(x) (x|e)dx—fRd11Df(x) %

30, 0, (x10) fxo(x0)dx. (3.68)

En réunissant toutes les équations de ce type, on peut écrire que :
VeP/(8) = E[1p, (X) Ve log fiie (X, 0)] - (3.69)

Les indices locaux définis a I’équation (3.68) peuvent alors étre estimés comme suit :

. 1 Ns olog fxie (i X @ et fxie(-10%)
AFO%) = — ¥ 1 yoap —22X0 (x| g* . ; : 70
;0 N, ]; (Vo1 "5q. (x*10%) avec YO = p(x) (3.70)

Les échantillons X” et Y) n’ont pas besoin d’étre simulés. Ils sont déja disponibles car ils ont été
fabriqués au cours de la phase préliminaire d’estimation de P £(0%). Les indices AI;. (0*) sont donc
des produits dérivés de I'analyse de fiabilité. Toutefois, il faut étre en mesure d’évaluer le score
Vglog fxje pour chaque échantillon d’entrée X”). MILLWATER [2009] parle des “kernel functions”
pour désigner les différentes dérivées partielles %j log fxje et celles-ci sont notées kg, selon une
convention souvent adoptée dans la littérature. Lorsque les variables sont indépendantes, il est
assez facile d’obtenir analytiquement les fonctions kg, car la situation est la suivante :

d
logfx|@ = Z logij|Aj et Vlisjs= d, Vaj logfx|@ = V(xj logij|Aj . (3.71)
j=1

Tout se ramene en fait au calcul du score des différentes densités marginales. Les formules des
fonctions kg, sont précisées dans RAHMAN [2009] pour les lois gaussienne etlog-normale. Lorsque
les entrées sont dépendantes et que la structure de dépendance est modélisée par une copule, les
calculs sont moins immédiats. Pour un parametre 6; se rapportant a la j-éme entrée, ona:

d
log fxe = Z log fx;Ia, +logcu(Fx, A, - Fx,ia,) »
Ja=11 . (3.72)
olog fxje 08 JX;IA; ologcuys
et donc: Kej = T = Tju—i_ijlAja—u]’(FXﬂAly.“,FXdlAd) .

En plus des scores marginaux Vg, log fx;a;, il faut donc aussi avoir acces au gradient V,logcys.
Pour les principales familles de copules paramétriques, un formulaire est notamment disponible
dans LEE et collab. [2011]. De facon assez étonnante, les indices locaux ne sont définis que pour
les parametres marginaux «y,...,a et il n'est nulle part fait mention d’indices locaux pour les
parametres p de la copule.

Souvent, 'approche CMC est trop grossiére pour permettre de conduire I’analyse de fiabilité et
il faut recourir a des algorithmes adaptatifs plus sophistiqués pour exécuter la tiche 8* — P £(0%).
Néanmoins, en manipulant 1égérement la formule (3.69), il reste possible d’estimer “gratuitement”

5. Dans le Chapitre 1, le score Vglog fx|e apparait dans I'expression du gradient de la log-vraisemblance. Dans le
Chapitre 2, le score V), log i, intervient dans le processus de mise a jour des parametres de I'algorithme m-CE.
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les indices locaux Af (0*) a l'aide des particules recueillies a la fin de I'exploration du domaine
de défaillance. Cette démarche est adoptée dans Wu [1994a] pour I'échantillonnage préférentiel
adaptatif, dans ZHANG et collab. [2010] pour I'échantillonnage préférentiel stratifié et également
dans SONG et collab. [2009] pour I'algorithme de Subset Simulation.

Si on s'intéresse a la probabilité de défaillance prédictive P ¢ de I'équation (3.60), on constate
qu’elle dépend des hyperparametres de la densité a priori fo(- | §). CHABRIDON et collab. [2018]
proposent d’étudier la sensibilité a ces hyperparameétres via le gradient ng’ ¢ et démontrent que
les dérivées partielles %13 £ peuvent étre obtenues a partir des échantillons (X, %) simulés au

moment d’estimer P r avec ARA dans le cas d'une loi a priori pg a support non borné.

3.3.3 Meéthodes globales pour ’analyse de sensibilité fiabiliste

Dans un cadre bayésien ou la méconnaissance de la distribution d’entrée fxj@ est décrite par
une loi a priori g qui régit le comportement aléatoire des parametres, les méthodes locales d’ASF
sont assez peu pertinentes. En effet, on souhaite acquérir une information sur1’évolution de P 1(©)
suite a des variations de ® qui ne se limitent pas a un voisinage de 0* mais qui peuvent couvrir la
totalité du domaine Dg. Pour apporter une réponse globale au probleme d’ASE on peut s’appuyer
sur les outils d’AS globale présentés a la Section 3.2.2 mais ils doivent obligatoirement étre intégrés
a des schémas d’estimation compatibles avec le budget de calcul qui est accordé a I'’ASE

Tout d’abord, les méthodes de criblage de la Section 3.2.1 peuvent étre adaptées a ce contexte
d’ASE X1A0 et collab. [2016] reprennent I’algorithme de Morris dans cet objectif. Pour cela, il faut
se munir d'un plan d’expérience Xg := {8}, et estimer en chaque point 8 tous les indices
A? (01) := %P £(817). On ne peut pas utiliser les estimateurs (3.70) spécifiques a I'’ASF locale car
cela impose d’estimer avec un algorithme de fiabilité stochastique (échantillonnage préférentiel
ou Subset Simulation) toutes les probabilités de défaillance P ((—)(i)) et on ne peut pas I'envisager.
Il faut se résoudre a utiliser un schéma aux différences finies :

Pr(0' +80e;)—Pr(67)
do

Toutes les probabilités de défaillance sont estimées avec la méthode de ZHANG et PANDEY [2013]

dont le cofit de calcul est extrémement réduit. Cette technique de fiabilité ne donne toutefois pas

acces a des échantillons proches de la zone de défaillance D¢ et ne peut donc pas étre couplée a la

formule (3.70) pour estimer plus subtilement les dérivées partielles. En se calquant sur ce qui est
fait pour ¢ aI’équation (3.6), la réponse du probleme d’ASF est donnée par :

(3.73)

V1<i<N;, V1sj<p, AE(G(D):

Vi<js<d, fi, :ii AE(O(i))’ et 6% ~:l§(ﬁf(e“’)))2_p% (3.74)
=@ Af( N, =17 AT Ny & Ar :

Dans I'esprit des DGSM définies a I'’équation (3.7), WANG et collab. [2013b] posent :

1
fo,©))

avec Dy, la plage de variation du parametre ©;. On souhaite insister sur le fait que les indices
SP;(0*) ne sont pas exactement les DGSM associés a I'application V. En effet, ils dépendent d’'un
point de référence 0* et I'intégration des dérivées partielles est unidimensionnelle. A partir de
I'expression sous forme d’espérance dans le membre de droite de I'équation (3.75), I'idée d'une
double boucle d’échantillonnage vient assez naturellement. Pour que le budget de calcul ne soit
pas exorbitant, une approche QMC est mise en ceuvre dans chaque boucle d’échantillonnage :

oP, 0P,
=5 (0),07)) = (6;,87))
30

do; =E
|96, !
)

Vi<sj<d, SPj(ﬂ*):Zf (3.75)
D¢

e Il faut commencer par générer une suite a discrépance faible {6;” }1:1211 dans Dy .

Lo s . oP i P .
* Chaque dérivée partielle 5~ (9;.’ ) ij) estréécrite sous forme intégrale avec la formule (3.68)
J

avant d’effectuer un changement de variables qui envoie R? dans .77;. Lestimation repose
alors sur la fabrication d’une suite a discrépance faible {u(k)}llji , dans 77 .
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Au final, I'estimation de tous les indices SP; implique d x N1 x N, appels a ¢. Pour atteindre le
méme niveau de précision avec la méthode de simulation de Monte-Carlo, il faudrait prendre
N} > Nj et N, > Ny. Au-dela des techniques de criblage, I'’AS de la fonction ¥ peut évidemment
viser a attribuer a chaque parametre © ; la part de la variance de P (@) qu’il a permis d’engendrer.
En raison de I'indépendance supposée entre les variables de @, I'obtention d’'une décomposition
ANOVA de ¥ ne pose aucune difficulté théorique :

¥y =E[P/(®)] =Py,

P7(@®):= v, 3.76
(0= L Vu®u) avec )y @) =E[P/0)|0,]- T ¥,(©,). (3.76)
vcu
Les indices de Sobol fermés et totaux sont alors définis comme suit :
V|E[Pf(O) | O] VF V|E[Pf(©) | O_y]
Yucld], Sj:= ( ‘ ) = : et SLi=1- ( ‘ ) . @3.77)
V(Pr(©)) V(P;(©) V(Pr(©))

Parmi les nombreux schémas d’estimation présentés a la Section 3.2.2, la procédure d’ASF mise
au point par MORIO [2011] fait appel au Pick-Freeze. Les numérateurs VY, des indices S¢, sont alors
estimés comme suit :

1 Ns N e A o~ = 2
3O w060 - ¥ = o X B(07) B0 00 - (Y) . 6w
i=1
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Une premiere étape consiste a simuler deux blocs Ogjp, et Ogim de N échantillons de la loi a priori
He- La seconde étape est celle de I'estimation de toutes les probabilités de défaillance. Si on veut
obtenir les indices de Sobol du premier ordre, il faut exécuter ’algorithme de fiabilité a (d + 1) x N
reprises. Comme cette charge de calcul n'est pas supportable, MORIO [2011] propose d’'utiliser
l'astuce “inverse-reverse”® qui repose sur une unique exploration du domaine de défaillance par
échantillonnage préférentiel. On rappelle que la densité auxiliaire optimale pour I’estimation de
P f(G) est donnée par :

Ip,(x) fxie(x|0)

(3.79)
P ()

VxeR?, h (x):=

Lidée de I'astuce “inverse-reverse” est de construire une unique densité auxiliaire /; et de I'utiliser
pour estimer la probabilité P ¢ (8o) quelle que soit la valeur de ¢ € Dy :

). <) (i iid.
fxio (X" 160) a {X I (3.80)

00 = 5 1y 5 mXo) Y0 = g(x)

Lestimateur obtenu avec h; est non-biaisé mais sa variance dépend de la proximité entre h; et
hggt Par conséquent, une bonne option peut étre de choisir h; = fzg;t avec 0* = E[@]. Il suffit de
lancer un algorithme d’échantillonnage préférentiel a partir de fxje(- | 0*) et de réutiliser flg;}t ainsi
que les échantillons X\ et Y¥) fabriqués a la derniére itération. Toute probabilité P £(8o) peut alors
étre estimée sans aucun appel supplémentaire a ¢. L'astuce “inverse-reverse” est d’abord apparue
dans BECKMAN et MCKAaY [1987] pour mettre a jour une quantité n(0) estimée a partir de fxjo(- |
0) grace a une technique d’échantillonnage préférentiel. Si une légére perturbation g affecte les
parametres, il est alors possible de recalculer “gratuitement” n(8+ 8g) en recyclant les échantillons
impliqués dans le calcul initial de n(0). Dans le méme esprit, HESTERBERG [1996] utilise 1'astuce
“inverse-reverse” pour construire a moindre cofit un intervalle de confiance de n(0).

Sous la contrainte d'un budget de simulation restreint, une autre stratégie pour l'estimation
des indices de Sobol est la mise en place d'un métamodele ¥ de I'application ¥ : @ — P£(©). Si
la métamodélisation de la fonction de performance ¢ est une pratique désormais trés courante,

6. On retrouve cette appellation dans CHABRIDON [2018]. On peut en attribuer la paternité a LEMAITRE [2014].
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la métamodélisation globale d'une analyse de fiabilité est une démarche bien moins répandue. Il
faut commencer par constituer un ensemble d’apprentissage X := {87, P(07)}"_ en exécutant
a n reprises ’algorithme de fiabilité. C’est au cours de cette étape qu’est dépensé le budget de cal-
cul alloué aI’estimation des indices de Sobol. Le krigeage est une technique de métamodélisation
trés courante qui permet de construire un prédicteur linéaire de la sortie dont on sait encadrer
lerreur. Elle a I'avantage de pouvoir étre mise en ceuvre méme a partir d'une base d’apprentissage
assez restreinte. WANG et collab. [2013a] proposent de calibrer un processus gaussien Wpg 2 partir
de X. 1ls expliquent que I'intérét majeur du krigeage dans ce contexte vient du fait qu’on dispose
d’une expression analytique de la fonction p, : 0, — [E[\i’pg((a) | @y, = Bu]. On aalors:

Vi = V(E[P(©)10,]) = V(E[¥56(0) |84]) = V(11(Ow)) . (3.81)

11 suffit alors de calculer la variance empirique des espérances conditionnelles pu((-)glk)) obtenues
a partir d'une séquence {Bi,k)}lljil d’observations du vecteur @,,. WANG et collab. [2013c] montrent
qu'un schéma d’estimation tres similaire peut étre implémenté apres avoir utilisé la méthode des
moindres carrés mobiles de LANCASTER et SALKAUSKAS [1981] pour construire un métamodeéle
P Par ailleurs, EHRE et collab. [2018] proposent la métamodélisation successive de la fonction
de performance ¢ puis de 'analyse de fiabilité W. Les métamodeles ¢ et ¥ sont respectivement
construits a l'aide du chaos polynomial et d'une approximation de rang faible.

Si la métamodélisation permet de soulager la charge de calcul, la réponse de I’ASF devient
dépendante de la qualité du métamodele ¥ et de son ensemble d’apprentissage X. Si on ne peut
exécuter qu'un tres petit nombre de fois 'algorithme de fiabilité, I'erreur commise en remplacant
¥ par ¥ peut étre conséquente et conduire a des résultats d’ASF erronés. Pour contourner cet
écueil, une méthode appelée NISS (Non-Intrusive Stochastic Simulation) est mise a ’honneur dans
WET et collab. [2019a,b] ainsi que dans SONG et collab. [2019]. On suppose que la probabilité de
défaillance prédictive Py a été estimée avec ARA et que les différents échantillons (0, X®,y(®)
ont été récupérés. Il est alors possible d’en déduire une estimation de tous les indices de Sobol
sans aucun appel supplémentaire a ¢. Prenons I'exemple d'un indice du premier ordre S; pour

lequel il faut estimer V}j = \/(E[P @16 ]]) Au départ, NISS se contente de reprendre la méthode
CRM. Il est simplement question de calculer la variance empirique des espérances conditionnelles
M (G;k)) =E[P;(@)|0; = 65.’“)] pour une séquence {Gs.k)}lljil d’observations de ©;. Reste a savoir

comment estimer les espérances conditionnelles p; (Ba.k)). Pour une valeur 6}‘ fixée, ona:

“j(e;):[E[Pf(G)'@j:e}(]:[Efe,j[Pf(e?’@—j)]:fD Pr(67,6-) fo_,(6-)dB_;

0

S )

=1

[t (o J00 1970 (x16) fo(®) dxde
~ Jrawp, ¥ fxie(x10) _’_’fm@j fo0) dx
=fxe(x,0)

fxe(X 107, )]
KeX10) |’

Il est ainsi possible d’estimer p;(07) avec::

=Efe | 1n,X) (3.82)

fxie(X | 9;, 9(_13)

1 N :
(1;0%) = — Y Lo (X? —
CH) Nsl; sty (XY) Fe(XD [00) avec {

(X(i),g(i)) iid. fxiefa
vy = (b(x(i))

(3.83)

Ainsi, des estimations de toutes les espérances conditionnelles p (Gg.k)) peuvent étre déduites des
échantillons produits initialement par ARA. Un calcul de variance empirique termine la procédure
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et donne acces a une estimation de VF. Les indices de Sobol du premier ordre peuvent donc étre

vus comme des produits dérivés de I’estimation de la probabilité de défaillance prédictive P r.-1len
est de méme pour les indices d’ordre supérieur. Pour les indices du second ordre, la formule qui
permet de réécrire ; (ij) avec 'opérateur E fro €St donnée dans SONG et collab. [2019].

3.3.4 Bilan

Les différentes méthodes présentées dans cette section montrent que les outils classiques d’AS
ne peuvent pas étre directement déployés dans un contexte d’ASE En effet, leur implémentation
la plus naive engendre un cott de calcul qui dépasse largement la charge maximale fixée par le
budget de simulation. Dans le cas des méthodes locales d’ASE, différentes astuces permettent de
soulager la charge de calcul (kernel functions, simulation QMC, techniques fiabilistes a bas cofit).
Dans le cas des méthodes globales d’ASE différentes stratégies ont été adoptées afin de mettre en
place des procédures viables d'un point de vue calculatoire. Ainsi, le budget de simulation peut
étre dépensé pour :

* Construire une densité auxiliaire /; qui permet par la suite d’estimer “gratuitement” toutes
les probabilités de défaillance par échantillonnage préférentiel.

¢ Constituer un ensemble d’apprentissage X’ destiné a la métamodélisation de V.

* Estimer la probabilité de défaillance prédictive ﬁf avec ARA et faire ensuite appel a NISS
pour le post-traitement.

On peut alors faire deux remarques. D’une part, on constate qu’il est nécessaire de dégrader la
qualité de I'analyse de fiabilité (utilisation d'une unique densité auxiliaire ou d'un métamodele)
pour étre en mesure de calculer les probabilités de défaillance associées a un trés grand nombre
de valeurs différentes prises par ®. D’autre part, on constate que seules des techniques d’AS pour
entrées indépendantes ont été mises en application. Cela vient du fait que les variables 0y, ...,0,
sont supposées indépendantes dans le cadre bayésien le plus courant. La situation est différente
si on considere des parametres  issus d'un apprentissage statistique :

&N A A
Xobs ~ (Mx) x(-16,.7) Pr(0). (3.84)
Comme ils sont tous estimés a partir d'un méme échantillon X, les parametres 0 ne sont plus
indépendants. Lutilisation de méthodes spécifiques aux entrées dépendantes est alors justifiée et

méme nécessaire.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a une large palette d’outils d’AS. Une attention particuliere
a été accordée aux méthodes permettant de propager et quantifier les incertitudes épistémiques
liées a la méconnaissance des parametres de la loi des entrées. Le point de vue bayésien fournit un
cadre mathématique confortable pour manipuler les incertitudes épistémiques. Un pré-requis est
néanmoins la connaissance de la loi a priori des parametres et 'obtention de cette information
peut s’avérer compliquée en pratique.

Les incertitudes épistémiques peuvent également étre décrites en s’émancipant de tout cadre
paramétrique. Dans LEMAITRE et collab. [2015], ce sont des perturbations unidirectionnelles qui
sont appliquées successivement aux entrées du systeme. Les indices PLI (Pertubed-Law Indices)
permettent alors de mesurer la sensibilité de la probabilité de défaillance a cette nouvelle forme
d’incertitudes épistémiques. Pour une réduction maximale des cofits de calcul, I'estimation des
indices PLI peut s’appuyer sur I’échantillonnage préférentiel et 'astuce “inverse-reverse”.

Un autre probléeme d’AS qui touche de pres la communauté fiabiliste est celui de I'analyse de
sensibilité conditionnelle. Il s’agit d’identifier I'entrée X; qui a le plus d’'impact sur I'occurrence
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d’une défaillance, c’est-a-dire sur la fonction indicatrice du domaine de défaillance 1 ; (X). Etant
donné que I'énoncé initial de ce probleme ne fait pas mention d’incertitudes épistémiques sur
la distribution des entrées, il a été décidé de ne pas y consacrer une section spécifique dans ce
chapitre. On souligne que c’est un théme de recherche qui suscite actuellement un fort intérét.
En témoignent les contributions de WEI et collab. [2012] ou de PERRIN et DEFAUX [2019] avec des
indices de Sobol, celle de DERENNES et collab. [2019b] avec des indices de Borgonovo, celle de
MARREL et CHABRIDON [2020] avec des mesures HSIC ou celle de IDRISSI et collab. [2021] avec des
valeurs de Shapley.

La fin du présent chapitre coincide avec la fin de I'état de 'art entrepris depuis le début du
Chapitre 1. On a mis en place un cadre méthodologique, introduit plusieurs formalismes mathé-
matiques et présenté les atouts et les limites des principaux algorithmes existants pour I’appren-
tissage d'une distribution multidimensionnelle (voir Chapitre 1), 'estimation d'une probabilité de
défaillance (voir Chapitre 2) et 'analyse de sensibilité, éventuellement fiabiliste (voir Chapitre 3).
Les deux prochains chapitres constituent les contributions de ce travail de these et constituent une
étude de I'incertitude entourant la prédiction fiabiliste lorsque la connaissance de la distribution
d’entrée se limite a la possession d'un N-échantillon X,s. Sous de nombreux aspects, notamment
pour ce qui est de la gestion du budget de simulation, la construction d'une procédure d’ASF pour
Xobs — Py (Xobs) peut s'inspirer des procédures d’ASF construites pour ® — P£(0). Toutefois, de
nombreuses autres difficultés apparaissent et leur traitement fait I’'objet des Chapitres 4 et 5.
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4.1 Introduction

Dans le Chapitre 3, on a présenté les méthodes d’analyse de sensibilité fiabiliste (ASF) locales
et globales existant dans la littérature. Il s’agissait d’étudier et de quantifier la sensibilité de I'esti-
mation d'une probabilité de défaillance a I'incertitude portée par les parametres de la distribution
d’entrée. Dans la plupart des travaux consultés, ce second niveau d’incertitude est décrit par une
loi a priori fe qui résume toute I'information sur le comportement aléatoire du vecteur ® des
parametres incertains d'une famille .% fixée au préalable.

O~pup — K(10,7) — Ps(O). (4.1)

Il a pu étre constaté que ces algorithmes d’ASF ne prévoient pas que la densité d’entrée fx (- | ©,.%)
incorpore une copule. Cela s’explique par le fait qu’il est difficile d’obtenir des connaissances a
priori sur le modele et les parametres de la copule. Ici, afin de maitriser pleinement la prédiction
du risque de défaillance, on aimerait étre capable de mesurer 'impact d'une caractérisation in-
certaine de la copule. La Section 1.5.4 a montré que les modéles de copules adaptés a la grande
dimension reposent sur une spécification agile, résultant du mariage de la théorie des graphes et
des copules bidimensionnelles. Dans le cas des copules R-vignes, en supposant les lois marginales
parfaitement connues, la chaine de propagation (4.1) deviendrait :

(Tvg» Fyg, G)vg) ~ Mg — Cvg(‘ | Tvg, Fyg, ng) — Py (Tvg; Fyg, ng) . 4.2)

Cependant, il est difficilement envisageable d’acquérir une connaissance a priori de la mesure pyg
gouvernant le comportement conjoint de la séquence d’arbres Tyg, de I'assortiment de familles
Fyz et des parametres @yg. MIN et CZADO [2010, 2011] puis GRUBER et collab. [2015] ont apporté
certains éléments de réponse mais ils ne sont pas suffisants pour mettre en place une démarche
bayésienne globale. Par ailleurs, la séparation des incertitudes au sein du triplet (Tvg, Fig, ®Vg) est
une question excessivement complexe. Pour ces raisons, on choisit de se détourner de I'approche
bayésienne qui ne semble pas encore assez mature.

Lidée est plutot de travailler directement a partir des données disponibles. Elles sont rassem-

blées dans un échantillon d’apprentissage Xyp,s représenté comme une matrice aléatoire de RN*4,
La probabilité de défaillance s’exprime alors comme une fonction de I’échantillon X, :
&N 2
Xobs ~ (P-X) —  fx(1Xops) — P Xobs) - 4.3)

Lamplitude de la variabilité de P(Xops) est d’autant plus grande que le nombre N d’observa-
tions dans X, est petit. Le “small data”, de par la variabilité qu’il engendre sur la prédiction
du risque, peut étre vu comme la source d’incertitude motivant ce nouveau schéma d’ASE On
se place dans le cadre d'un apprentissage de la distribution d’entrée via une disjonction de la dis-
tribution de copule et des distributions marginales. Toutes les techniques (paramétriques ou non-
paramétriques) d’apprentissage présentées au Chapitre 1 peuvent donc étre envisagées. Sachant
gqu’on ne dispose que d’une seule réalisation x,ps de la matrice aléatoire X,ps, cette variabilité
d’échantillonnage n’est en fait pas observable. Dés lors, appréhender la distribution de la quantité
d’intérét P (X,ps) est une premiere difficulté.

Probléme 4.1: Evaluation de la variabilité d’échantillonnage

Comment mesurer la variabilité affectant P r(X,ps) 2

L objectif est de reconstituer a partir de x,ps la chaine de propagation (4.3) et notamment d’étre
capable de simuler de nouvelles observations de la variable P +Xobs)- Dans ce contexte, la densité
estimée fx doit étre vue comme une fonction aléatoire. Ses densités marginales ij et sa densité
de copule ¢y sont sujettes a une variabilité d’apprentissage. On peut alors se demander quelle est
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I’entité fonctionnelle qui véhicule le plus d’incertitude sur P ¢ (Xops) au cours de son apprentissage.

Probleme 4.2: Décomposition de la variabilité d’échantillonnage

Quelle partie de la distribution conjointe engendre le plus de variabilité sur P (X,ps) ?

11 faut mettre en place une procédure d’ASF dans laquelle les composantes fonctionnelles de
la décomposition copule-marginales jouent le role des sources d’incertitude. Disposer d'une ré-
ponse au Probleme 4.2 peut étre utile en pratique si I'on cherche a affiner le niveau de connais-
sance sur la} probabilité de défaillance théorique Py. Imaginons que I'on ait identifié la densité
marginale fx, comme I'entité la plus influente. Une stratégie pour réduire la variabilité de P ¢ (Xops)
peut consister a améliorer I'état de connaissance de fx,, par exemple en réunissant des observa-
tions supplémentaires de la variable X;. Reste a savoir quel volume de nouvelles données est né-
cessaire a une telle action et quelles sont les modalités d’'intégration a la distribution conjointe
déja estimée.

Probléme 4.3: Réduction de la variabilité d’échantillonnage

Lacquisition ciblée de nouvelles données permet-elle de réduire la variabilité sur P r (Xops) ?

Tout au long de ce chapitre, et ce sera également le cas au Chapitre 5, on utilise les notations
suivantes pour alléger la syntaxe et mieux conceptualiser les aspects algorithmiques du discours :

o L: Xops— fx( | Xops) = Algorithme d’apprentissage —> Chapitre 1
e R: fx—Py = Algorithme de fiabilité déterministe == Section2.2
e Ruy: fx—P f = Algorithme de fiabilité stochastique == Section 2.3

Le présent chapitre vise a apporter des réponses aux trois problemes énoncés ci-dessus et il est
organisé de la manieére suivante. La Section 4.2 présente les difficultés conceptuelles inhérentes
a l'identification de la composante fonctionnelle de plus grande influence sur la probabilité de
défaillance. Une procédure d’ASF est proposée pour répondre au probleme. Pour des questions
de simplicité, cette premiere section n'étudie que le cas d'un algorithme de fiabilité déterministe
R. La variabilité sur P s (X,ps) est alors entiérement expliquée par la variabilité d’échantillonnage
initiée par Xgps. Dans la Section 4.3, I'algorithme d’ASF est expérimenté sur différents cas tests
analytiques pour justifier la pertinence des indices proposés et la robustesse de leur schéma d’es-
timation. Dans la Section 4.4, on explique comment adapter la procédure d’ASF aux situations olt
il est obligatoire d’utiliser un algorithme de fiabilité stochastique R ,,. Les améliorations appor-
tées a 'algorithme initial sont validées dans la Section 4.5 sur des exemples analytiques et dans la
Section 4.6 sur un cas test physique issu d'une situation métier.

4.2 Développement d’'une procédure d’ASF dans un cadre simplifié

Dans cette section, on émet I’hypothése qu’il est possible de calculer avec une formule ana-
lytique la probabilité de défaillance P r(X,ps) associée a une densité apprise fx( | Xops). De plus,
il faut supposer qu'un appel a la fonction de performance ¢ est gratuit. Ces hypothéses ne sont
évidemment pas réalistes mais elles permettent de se placer dans un cadre simplifié facilitant le
traitement des problemes évoqués. Pour la phase de validation, les cas tests sont construits pour
que l'algorithme d’apprentissage statistique L et la fonction de performance ¢ soient compatibles
avec une évaluation exacte du risque de défaillance. La gestion de la charge de calcul induite par
¢ ainsi que la maitrise de la stochasticité de R ,, seront traitées plus tard.

141



4.2.1 Description du probléme d’ASF
4.2.1.1 Ftat de connaissance basé sur un échantillon

On rappelle que la matiére premiere se limite a une unique réalisation x,s de Xyps. On reprend
la plupart des notations introduites dans le Chapitre 1. En particulier, le vecteur U est obtenu en
posant U; := Fx J (X;), c’est-a-dire en renormalisant toutes les lois marginales de X pour qu’elles
soient uniformes. La distribution de U est la copule de X. Cette loi py est a support dans '’hyper-
cube 7 := [0,1] 4 De plus, lorsque la renormalisation implique des estimations ?Xj des fonctions
de répartition marginales, on adopte la notation U. En ce qui concerne la notation des différents
échantillons manipulés, le formalisme suivant est employé dans le reste du chapitre :

o Xops = X;i) l<i<N ~ (px)®N —> Lamatrice des N observations du vecteur X.
lsj=d
o] _ [ &N . .
o X Y =X} ~ (px;) —> Le vecteur des N observations de la variable X ;.
obs J l1<i<N J ]
o XU = ix® o~ Ux —> Lai-éme observation du vecteur X.
obs J l=j=d
o Uyps= [U;.i)] l<i<N ~ (pU)®N = Lamatrice des N observations du vecteur U.
l=j=d
o Ugps = [f];i)] l<i<N —> Lamatrice des N pseudo-observations du vecteur U.
l<j=<d

Soit M un modele d’apprentissage sélectionné pour estimer la densité fx. On suppose que M est
explicitement décomposable en une collection de d +1 sous-modeles M, ..., M4, Mop que'on
peut respectivement affecter aux distributions marginales et a la distribution de copule. Cette hy-
pothese exclut les modéles multidimensionnels n’intégrant pas directement la notion de copule.
Par exemple, 'estimation d'une loi conjointe avec des noyaux multidimensionnels ne se préte pas
ala spécification d'un sous-modele M ,p. On peut évidemment extraire de fx une densité de co-
pule éy mais celle-ci n’est pas régie par un modele M, au sens o1 'acces a U,ps Ne permet pas
de reconstruire éy. Pour tout échantillon d’apprentissage xqps, la calibration du modele M peut
étre décrite par I'application suivante :

Cpm: RNV — L%RY) @
Xobs — Jfx ( | M,xobs) , .
avec:
d
Jx (%1 M, xobs) = | TT x; (271 M, Xobs) | x &u (] Meop, Xobs) » (4.5)
Jj=1
ou le vecteur @t = (i, ..., {14) s'obtient a partir des densités marginales estimées :
N xj
aj=Fx; (xj|Mj»xobs):f Jx; (11 M, xobs) dt . (4.6)
—00

Imaginons que nous sommes dans un cadre complétement paramétrique dans lequel M est assi-
milable & une famille multidimensionnelle .7 divisible en d + 1 sous-familles .7, ...,.%4, Zcop. Si
laloi sous-jacente px appartient effectivement a cette classe de distribution .%, la densité apprise
fx = Cp Xops) Nest affectée que par une incertitude liée au manque de données (“data uncer-
tainty”). Elle rend compte de la capacité a reconstruire fx a partir de x5 une fois que le modele
de distribution est correctement spécifié. Elle diminue avec’augmentation de la taille de I'échan-
tillon d’apprentissage. Pour les différentes méthodes d’inférence paramétrique présentées dans le
Chapitre 1, des résultats de convergence nous renseignent sur la vitesse de la réduction de cette in-
certitude au fur et a mesure de I'accroissement de N. Cependant, dés lors que la dimension d aug-
mente ou que I'on incorpore des outils semi-paramétriques, voire non-paramétriques, il n’est pas
raisonnable de supposer connaitre le modele de distribution M auquel appartient px. S’ajoute
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ainsi un second type d’incertitudes épistémiques, introduit par la méconnaissance du modele M
(“model uncertainty”). Une étude de l'effet combiné de ces deux types d’incertitude est notam-
ment proposée par SANKARARAMAN et MAHADEVAN [2013].

Quand le modele M est inconnu, il faut choisir un modele d’apprentissage parmi une collec-
tion de m candidats MY, ..., M 3 'aide des techniques de sélection de modeéle décrites dans
le Chapitre 1. Par exemple, pour comparer la qualité de 'ajustement a x,,s pour deux modeéles
M® et MU gapparentant a des familles paramétriques .# ) et .# (), le processus de sélection
consiste souvent a maximiser un critére d’'information tel que celui de AKAIKE [1974]. Pour vali-
der le choix d'une famille paramétrique .# que I'on pense suffisamment adaptée, il est rappelé
dans WOODRUFF et MOORE [1988] que I'on peut utiliser le trés classique test du x? ou 'un des
nombreux tests d’adéquation utilisant la fonction de répartition empirique. RéEcemment, KANG
et collab. [2019] ont proposé un outil de décision pour départager les techniques d’apprentissage
paramétriques et non-paramétriques d’'une distribution marginale. Quelle que soit la démarche
de sélection utilisée, le processus d’élection d’'un modele optimal M * peut étre décrit par I'appli-
cation suivante :

S: RN (MO, M)

*
Xobs — M

4.7)

Evidemment, notamment dans le contexte du “small data”, le modele retenu M* = S (xobs) peut
différer d'un échantillon a I’autre. La phase d’apprentissage statistique £ s’écrit donc :

E . [RNXd N H_Z(Rd)

o (4.8)
Xobs — X ( | M*vxobs) = CM*(xobs) ol M*= S (Xobs) -

Lincertitude liée au manque de données impacte donc la phase de sélection d’'un meilleur mo-
dele M™* ainsi que la phase de calibration de ce modele. Lorsque I'état de connaissance se limite a
un échantillon x,ps, il n'est pas aisé d’opérer une stricte délimitation du périmetre d’existence de
I'incertitude liée au manque de données et de celle liée a la méconnaissance du modeéle de distri-
bution sous-jacent. Comme on peut le voir sur la Figure 4.1, elles sont intimement liées au coeur
du mécanisme inférentiel. Dans ce travail, on ne cherchera pas a quantifier séparément I'impact
de ces deux types d’incertitude. Au contraire, elles seront traitées conjointement comme un fais-
ceau indissociable d’incertitudes épistémiques émanant du fait que I'état de connaissance sur px
est restreint au seul x,pg. Par ailleurs, dans la plupart des exemples qui sont traités, un modele
d’apprentissage M est choisi en amont et I'apprentissage statistique £ se limite a C 5.

S'il a été dit que tout modele d’apprentissage M issu de la séparation copule-marginales
convient a notre étude, il est évidemment recommandé de pré-sélectionner des modeles permet-
tant d’estimer fx avec précision. Les performances d’un modele de densité marginale M j sont
jugées a I'aune de la résistance a la multimodalité et de la finesse de la description des queues de
distribution. De méme, un modele de copule Mg, est décrété satisfaisant s’il peut prendre en
compte des motifs de dépendance asymétriques et polymorphes tout en restant assez parcimo-
nieux pour que son utilisation postérieure n'implique pas un coftt de calcul déraisonnable.

4.2.1.2 Delavariabilité d’échantillonage ala variabilité de prédiction du risque de défaillance

Mener une analyse de fiabilité lorsqu’on ne dispose que d’'un échantillon x,,s des entrées né-
cessite d’exécuter successivement un algorithme £ d’apprentissage statistique et un algorithme
‘R de calcul du risque de défaillance. L'algorithme final, résultant de I’enchainement de R et L,
est noté D. Il englobe tout le savoir-faire déployé pour 'estimation puis I'intégration de la densité
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FIGURE 4.1 — Décomposition des incertitudes épistémiques au cours de 'apprentissage statistique.

multidimensionnelle des entrées du probleme :

Pf(xobs) =P (X € Df |X0bs = xobs) avec Df = {x € [Rd . (b(x) > T} 4.9
=f 1p, (%) fx (% | Xobs) dx =f 1p, L (Xgns) dA (4.10)

Rd Rd
= [R o L] (xobs) := D (Xobs) - (4.11)

Traiter le Probléme 4.1 consiste 4 se demander comment auraient évolué la densité estimée L (xyps)
et la probabilité calculée D(x,ps) si un second échantillon X5 s’était substitué a x,ps. Plus large-
ment, I'idée est de parvenir a appréhender le mécanisme de propagation de la variabilité d’échan-
tillonnage a travers les algorithmes £ et D. Sachant que Xgps est constitué d’observations indé-
pendantes et identiquement distribuées, la loi de X, S’écrit (px)®N et porte le nom de mesure
d’échantillonnage. Comme les opérateurs L et D sont déterministes, le transfert de l'incertitude
portée par X,ps donne naissance a des mesures images qui caractérisent le comportement aléa-
toire des différents objets créés. D'un point de vue probabiliste, si on souhaitait étre parfaitement
rigoureus, il faudrait supposer que I'on est capable de munir I'espace fonctionnel L.2(R%) (resp. le
segment [0, 1]) d’'une tribu rendant 'application £ (resp. D) mesurable par rapport a la mesure
d’échantillonnage. De plus amples détails a ce sujet sont fournis dans BOGACHEV [2007]. Les dif-
férentes étapes du mécanisme apparaissent sur le schéma de la Figure 4.2 avec notamment :

. (px)®N — Lamesure d’échantillonnage,
< Wy — Limagede (px)®N apres apprentissage de la j-éme marginale,
! s oN . .
LITP, = Limagede (ux)~  apres apprentissage de la copule,
T — Limagede (px)®N apres ré-assemblage des composantes fonctionnelles,
* Up, —> Limagedep 7 apres calcul de la probabilité de défaillance.

La définition de ces mesures permet de clarifier le lien existant entre la variabilité d’échantillon-
nage, la variabilité d’apprentissage et la variabilité dans I'’estimation du risque de défaillance. Le
Probleme 4.2 de séparation des incertitudes conformément a la décomposition copule-marginales
revient donc a examiner la sensibilité de I'application W définie par :

W L2(R) X eex L2(R) x L2 () — [0,1]

" « . (4.12)
le (- | Ml»Xobs) fXd C | Merobs) CA‘U( | Mcop;Xobs) — Pf(Xobs)

Y calcule une probabilité de défaillance & partir d'une version désassemblée de la densité estimée
au cours de I'apprentissage statistique. Exécuter ¥ consiste a :

(a) Déduire les fonctions de répartition marginales ij ( | M, Xobs) en utilisant la formule (4.6).

(b) Reconstruire la densité conjointe fx(- | M, X,ps) avec la formule (4.5).
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‘ sz Q M2)X0bs) ~ Hﬁ H‘—

— fX( | M»Xobs) Pf(Xobs)

: ~ Mg ~ HUp,
E i X4 ('|Md»X0bs)~P~fd . \% \%

Xobs N Cu (- | Meop, Xobs) ~ He T fx(~ | M, Xobs) P (Xobs)

FIGURE 4.2 - Propagation de la variabilité d’échantillonnage.

(c) Appliquer I'algorithme de fiabilité R.

Sachant quela sortie de ¥ est une probabilité de défaillance, on est dans un contexte d’ASE Le cotit
de calcul de la fonction de performance ¢ est supposé négligeable dans cette section, il en est de
méme pour celui d'une évaluation de V. Le principal obstacle a la conduite de I’ASF est I'igno-
rance de la loi des entrées de ¥. La connaissance de x,ps donne seulement acces a fx(- | Xobs) PUIS
P (Xobs). Au départ, la connaissance du fonctionnement de ¥ se limite donc aux résultats fournis
par une seule et unique exécution de la chaine de propagation des incertitudes. Pour pallier ce
probleme, on développe dans la prochaine section un mécanisme de ré-échantillonnage permet-
tant de simuler de nouvelles réalisations des objets fx (- | Xobs) €t P Xobs) €N ne s’appuyant que
sur le jeu de données x,}s fourni initialement.

4.2.2 Mise en place d'un mécanisme de ré-échantillonnage

4.2.2.1 Etude de la dépendance fonctionnelle entre les composantes

Dans la Section 1.5.1, on a présenté les différentes méthodes d’inférence statistique utilisées
pour I'estimation d'une densité multidimensionnelle suivant un modéle d’apprentissage M éma-
nant de la séparation copule-marginales. On cherche ici a analyser la nature de la relation existant
entre les densités marginales f‘xj (-1 M j,Xops) et la densité de copule éy (- | M cop, Xobs)-

La situation la plus simple est celle ol les entrées X; sont indépendantes. Les différentes co-

lonnes de XL.b]s] de X,ps sont alors indépendantes. Il en résulte une indépendance mutuelle des
densités marginales estimées puisque I'apprentissage de chaque marginale fx; ne fait appel qu'aux

observations marginales associées, qui sont toutes rangées dans la colonne ngjs] La distribution
de copule peut étre ignorée. Eventuellement, on peut considérer qu'’il s’agit d'une fonction aléa-
toire de I'espace [.2(.7#), constamment égale a la densité 7, de la copule indépendance.

Regardons maintenant ce qui se produit dans le cas général ou les variables de X sont dé-
pendantes. Commengons par examiner le cas d'un modeéle M complétement paramétrique as-
similable a une famille .%. On note «;,...,a; et f les paramétrages respectivement associés aux
familles .71,..., %4 et Fcop. Le vecteur augmenté @ est obtenu par concaténation des d + 1 sous-
paramétrages et représente le paramétrage global de la famille considérée. En supposant que la
distribution sous-jacente est effectivement membre de la classe .Z et en notant 0 le paramétre
sous-jacent, il a été vu au Chapitre 1 que I'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 0
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est asymptotiquement normal :

VN (0™ -8) =~ N (0, [Z(8)] '), (4.13)

N—oo

La matrice d’'information de Fisher 7 (é) peut étre décomposée en blocs de la maniére suivante :

7.0 = (4.14)

Chaquebloc Z (&;) correspond ala matrice de Fisher associée ala densité marginale fx, (-|.%;,&;).
Le bloc Z (B) se rapporte quant a lui a la densité de copule cy (- | Zcop, B). Tous les blocs non dia-
gonaux rendent compte des dépendances asymptotiques qui sont a I'ceuvre entre les parametres
qui n'appartiennent pas a la méme composante fonctionnelle. Dans le cas général d'une densité
multidimensionnelle fx(-|.%# ,é), il n'y a aucune raison que tous les blocs non-diagonaux soient
nuls et que Z (é) soit diagonale par blocs. Par conséquent, la matrice de covariance asymptotique
de ’'EMV MV ne sera pas non plus diagonale par blocs. On comprend donc que les estimateurs

oV, ..., aMV et MY ne sont pas asymptotiquement indépendants.

Dans le contexte “small data” de ce travail, la notion de dépendance asymptotique pourrait ne

pas étre considérée comme pertinente. Cependant des mécanismes de dépendance existent entre

aV,...,aMV et MV bien avant ce stade. Il n'y a pas de résultat théorique permettant de décrire ce

phénomene finement. Toutefois, on se propose d’examiner un cas jouet en dimension d =2:

X
X= Xl ~N(n,Z) ol pestinconnu et Z= avec rel-1,1[ . (4.15)
2

r
1
On dispose d'un échantillon d’apprentissage X,s constitué de N observations conjointes de X.
Dans ce contexte, 'EMV (noté ici ji pour alléger les notations) est donné par :

1
Tt il | Ly L@ | 2 L [Tyl g Txle2 || epa
pT =[] = ﬁ.zlxl N.lez —ﬁ[]l xXil 17X avecd:= || eR?.  (416)
i= i=
1
et peut étre réécrit comme suit :
[1]
A:l ]lT O1xN Xobs @.17)
M= N lonn 17 [ [xe2 '
obs
On peut alors remarquer que :
X['H
obs [l In rin
<1+2 N (Mobs) Zobs)  avec Hops = [Mz]l et Zops = M In | (4.18)
obs
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Des calculs matriciels élémentaires permettent alors d’avoir les résultats suivants :

1

Eld]=n et VG =E[(a-p)(@-p)'| =

1 r

o= (4.19)

Comme X ~ N (u, Z), la copule cy est gaussienne et paramétrée par la matrice de corrélation p du
vecteur X. Pour cet exemple, on a V(X;) = V(Xy) =1 et p = Z. L'égalité N x V(ft) = p indique que
les EMV [1; et {12 sont des variables aléatoires dépendantes, et ce de par I'existence d'une corréla-
tion entre X; et X,. Cet exemple entérine I'idée selon laquelle les estimateurs 631V, ..., &V et pMY
ne sont pas indépendants. Les fonctions fxl (-1 ﬁl,dli/lv),...,fxd (-1 ﬂd,dlc\i/w) et ¢y (-1 fcop,ﬁw)
estimées avec la méthode du maximum de vraisemblance ne peuvent donc pas étre considérées
comme indépendantes.

Il avait été également dit dans le Chapitre 1 que I'estimation conjointe des parameétres @j, ..., @y
et P telle que proposée par la méthode du maximum de vraisemblance devient difficile a2 déployer
lorsque la dimension du probleme augmente. Des alternatives séquentielles telles que la méthode
Inference Functions for Margins (IFM) de JOE et XU [1996] ou la méthode semi-paramétrique (SP)
de GENEST et collab. [1995] sont alors privilégiées pour simplifier la phase de descente de gradient.
Pour ces deux approches, on se propose d’examiner 1’évolution du lien de dépendance entre les
parametres estimés. Pour la méthode IFM, on rappelle qu’elle s’exécute en trois temps :

(IFM1) Pour chaque densité marginale, calcul de &I]\.’[V a partir de la colonne X([)tfs]

(IFM2) Construction de la matrice Uy, des pseudo-observations de la copule :

Uops = [ﬁ;i)] 1=isN avec ﬁ;-i) = ij (X;i)
1<j=d

ﬁj’&?w) : (4.20)

(IFM3) Calcul de pMV a partir de la colonne Ugps.

En revenant éventuellement au cas bidimensionnel gaussien présenté plus haut, on comprend
facilement que la phase initiale (IFM1) va a nouveau impliquer une dépendance statistique entre
o), ...,aNY en dépit du fait que chaque &YV est calculé a partir de sa propre colonne XL'bJS]. Par
ailleurs, la phase (IFM2) de renormalisation s’appuie directement sur les fonctions de répartition

marginales estimées. De par ce séquencage, pMV dépend des valeurs prises par les 6(1]\./“7 puisque

ce sont elles qui déterminent la qualité des pseudo-observations utilisées pour calculer pMV. Ces
deux arguments indiquent qu'on est a nouveau en présence d'une technique d’estimation des
parameétres qui introduit une dépendance entre composantes fonctionnelles.

La méthode SP ne change rien a la dépendance statistique existant entre les densités margi-
nales estimées mais tend a éliminer la dépendance introduite par (IFM2). L'étape de renormalisa-
tion est exécutée sans faire appel au résultat de 'apprentissage des marginales :

(SP2) Construction de la matrice Ugp,s des pseudo-observations de la copule :

N _[eo]. . a1 &

Uobs = [Uj ]Eg avec Uj"= k;]l{xg’”sxy"} : (4.21)
Lidée derriere (SP2) est d’éliminer de potentielles erreurs introduites par un choix erroné de fa-
mille marginale .%; ou une estimation imprécise de I'un des parametres &;. Pour cela, on uti-
lise la notion de copule empirique de DEHEUVELS [1979]. Les pseudo-observations de la copule
sont fabriquées par renormalisation des colonnes de X, avec les fonctions de répartition em-
piriques. L'estimation de la densité de copule n’est alors plus influencée par la modélisation des
lois marginales. Si recourir a (SP2) semble atténuer la dépendance entre ¢y ( | ,Q}OP,[A}MV) et la
collection des densités marginales estimées fo1 (-1 ﬁl,(xllvw),..., fx A1 ﬂd,é(l[\fv), rien ne permet
d’établir une parfaite indépendance entre ces deux entités. Il ne faut pas perdre de vue qu’elles
découlent toujours d'une méme matrice aléatoire Xgps.
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Ainsi, les trois principales méthodes d’estimation paramétrique vues au Chapitre 1 semblent
impliquer la création d'une dépendance statistique entre les parametres estimés prenant ensuite
la forme d’'une dépendance fonctionnelle entre les composantes de la densité conjointe. On peut
se demander si cette remarque reste valable pour un modele d’apprentissage M intégrant des
outils non-paramétriques. Il devient alors plus difficile d’appréhender la notion de dépendance
fonctionnelle car on ne peut plus réduire le comportement d'une composante a celui de son vec-
teur de parametres. Reprenons le cas jouet du vecteur X ~ N (p, Z) et examinons 'apprentissage
des deux densités marginales a I'aide de noyaux gaussiens. Pour X;, on a:

A

N
fX1 (xl | Ml»Xobs) = fKDE (xl |X([;blslr hl) = Z (4.22)

1,2 " . . A . 7 2 )
Ky:iz— \/szn e 2% représente le noyau gaussien tandis que la fenétre de lissage h; découle d’'une

application de la régle de SILVERMAN [1986]. Le moment d’ordre 1 de la densité estimée vaut alors :

N _v@
R ~ 1 X1 Xl
nmy =f xlfxl (x1 | erXObs) dJC1 == Z leN = dx1 , (4.23)
R hy xN i1 JR 1
1y (21 +X) Ky (2 day (4.24)
NiTJr !
- li (lef 2Ky (21) dzy +X(i)fKN(z1)dz1) (4.25)
N=Zv Je ) U Jr ) ’
0 -1
LY i) amv
L (4.26)
N5

Le calcul est d’ailleurs valable quelle que soit la technique d’estimation de la fenétre de lissage
que I'on décide d'utiliser. Le vecteur 7 est finalement égal a i™V étudié plus haut. Les moments
d’ordre 1 des densités marginales estimées sont donc distribués suivant une loi gaussienne de

matrice de covariance Xy.

L'examen de ce petit exemple indique que la dépendance fonctionnelle entre densités margi-
nales continue d’exister en présence de modeles d’apprentissage M et M5 non-paramétriques.
Pour ce qui est de la dépendance entre la collection de densités marginales et la densité de copule,
sa nature est déterminée par la méthode de renormalisation choisie. Dans I'esprit de (IFM2), on
peut construire U, 2 partir des fonctions de répartition Fx G M j,Xops) et introduire, de par ce
séquencage, un fort lien de dépendance fonctionnelle. Au contraire, si on fait a nouveau appel a
une renormalisation de type (SP2), le caractere de cette dépendance semble plus ténu.

4.2.2.2 Enoncé d’'une hypothése sur la distribution fonctionnelle des composantes

La section précédente vient de montrer que les techniques mentionnées dans la littérature
pour estimer une densité multidimensionnelle introduisent, quel que soit le modéle d’apprentis-
sage M considéré, une dépendance fonctionnelle entre les différentes composantes de la sépa-
ration copule-marginales. A la Figure 4.2, la propagation de la variabilité d’échantillonnage a été
schématisée comme suit :

Xobs fx(' | M»Xobs)

A 4.27)
~ ()™ ~Hy

Les arguments présentés dans la section précédente nous amenent a dire que la loi pt 7 évolue en
fonction du modele d’apprentissage M, ce qui est normal et attendu, mais aussi de mécanismes
inhérents a la technique d’estimation. Ces derniers introduisent une dépendance fonctionnelle
entre les densités marginales et la densité de copule.
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On pourrait essayer de simuler cette loi, c’est-a-dire de produire de nouvelles réalisations de
la variable fonctionnelle fx(: | Xops)- Il faudrait pour cela disposer d'un générateur de laloi de X :

Gx: N — R% x...xR%
n — x(l),‘.‘,x(n) . (4.28)

n-échantillon de X

Ce générateur serait le point de départ de la propagation de la variabilité d’échantillonnage a tra-
vers I'algorithme d’apprentissage. Pour une technique d’estimation donnée, la répétition d’ap-
prentissages pour différents échantillons x,,s permettrait de simuler une série de densités jointes
suivant g 7 On se reporte a I’Algorithme 1 pour le pseudo-code associé.

Algorithme 1 : Simulation de fx(- | M, Xops)

Gx = Générateur de X
Entrées: M = Modele d’apprentissage pour la densité marginale fx;
Mcop = Modele d’apprentissage pour la densité de copule cy

» Simuler un N-échantillon x,s a ’aide de Gx

pour chaque j € {1,..., d} faire

. A L)
» Estimer fx, (-1 M, x))

» Fabriquer un N-échantillon de pseudo-observations #,ns €n utilisant (au choix) :
> Les fonctions de répartition préalablement estimées
> Les fonctions de répartition empiriques

» Estimer ¢y (- | M cop, flobs)

» Ré-assembler les composantes pour former la densité conjointe fx(- | M, Xops)

Sorties : fx( | M, x55s) = Une observation de I'apprentissage de fx

Evidemment, cette simulation ne peut pas étre conduite car le générateur théorique Gy est inac-
cessible. Quand bien méme on aurait la capacité d’exécuter I’Algorithme 1, la nature de la dépen-
dance fonctionnelle entre les objets créés resterait difficile a appréhender et a manipuler. Effectuer
une AS sur 'application ¥ définie par I'équation (4.12) pour répondre au Probléme 4.2 est donc
une tache ardue, d’autant plus si on ambitionne de proposer une solution pouvant convenir a
toutes les procédures inférentielles. Une simplification évidente serait de supposer que les com-
posantes fonctionnelles issues de 'apprentissage sont indépendantes :

[le fxd 51]] ~ |J.fl®...®pfd®p5 . (4.29)

On sait d’ores et déja que cette hypothese n’est pas valable pour des techniques d’estimation telles
que le maximum de vraisemblance ou les méthodes IFM et SP. Il est alors 1égitime de se demander
s’il existe un contexte pour lequel I'indépendance des composantes est effectivement vérifiée. Elle
peut étre envisagée si les lots d’observations servant a I'estimation des composantes proviennent
de sources indépendantes. C’est par exemple le cas si on choisit de partitionner X5 en d + 1 blocs
d’observations. Pour cela, il faut prendre une suite d’entiers 1 < n; < np <...<ng <N et poser :

Bi _ w@71. | . wB: _w@® ) . . ywBeop _ [y (D) )
Xobs = [Xj ]lsz§n1 ’ Xobs = [Xj ]n1<l'sn2 y e Xobs = [Xj ]nd<.zSN . (4.30)
l<j=<d l<j<d 1<j<d

Comme le montre la Figure 4.3, chaque bloc est alors réservé a I'apprentissage d'une composante
spécifique. Les lignes th:i de X, ps étant des observations indépendantes de ix, les différents blocs
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FIGURE 4.3 - Partitionnement de I’échantillon d’apprentissage en plusieurs blocs.

constitués sont indépendants les uns des autres et il en va de méme pour les composantes fonc-
tionnelles résultant de cette technique d’estimation. Evidemment, cette méthode n’est pas opti-
male au sens ou X,ps est sous-exploité. En effet, dans chacun des blocs de type X};j)s, la j-éme
colonne est utilisée tandis que les autres sont abandonnées. Par ailleurs, chaque composante est
estimée avec un plus petit budget d’observations. Dans un contexte ‘small data”, implémenter
cette technique d’estimation est assez peu recommandable. Toutefois, on prend conscience du
fait que I'indépendance fonctionnelle n’est pas une hypothese irréalisable. Il est d’ailleurs souhai-

table de s’y ramener car :

(a) Elle colle a I'intuition initiale du théoreme de Sklar qui vise a une déconnexion totale de la
modélisation de la distribution de copule et des distributions marginales.

(b) La procédure inférentielle gagne en robustesse et en lisibilité car on cloisonne les erreurs.

On pourrait d’ailleurs chercher a mettre au point des techniques d’estimation permettant d’abou-
tir a 'indépendance fonctionnelle tout en exploitant de maniere optimale le budget d’observa-
tions fourni par X,ps. Dans la suite de ce travail, on va chercher a résoudre le Probleme 4.2 sous
I'hypothese d’indépendance (4.29). On s'intéresse alors a la propagation de la variabilité d’échan-
tillonnage a travers un algorithme d’apprentissage “parfait” calibrant le modele M choisi sans
introduire la moindre dépendance fonctionnelle entre les composantes.

4.2.2.3 Transformation de la chaine de propagation des incertitudes

Pour synthétiser, on pourrait dire qu’il y a deux causes a la présence de dépendance fonc-
tionnelle entre les composantes d’'une densité multidimensionnelle. D’une part, si on disloque les
colonnes de la matrice X,ps, les vecteurs aléatoires résultants ne sont pas indépendants. D’autre
part, la matrice U,y des pseudo-observations de la copule est fabriquée a partir de Xyps. Une stra-
tégie pour obtenir I'indépendance serait de remplacer X et U par des vecteurs Z et V tels que :

d

Z=1[74,....,.24) € R? avec fz(z) = H ij (z), (4.31)
j=1

V=[Vy,...,.Vyley; avec cy(v):=cy(v)etVLZ. (4.32)

Z est doté des mémes lois marginales que X mais ses variables constitutives Z ; sont mutuellement
indépendantes. De son c6té, le vecteur V suit la méme loi que U tout en étant indépendant de Z.
Notons Zgps (resp. Vops) un N-échantillon de Z (resp. V) produit par un générateur Gz (resp. Gy)
et agencé sous la forme d’'une matrice aléatoire de RN*4_ Utiliser les colonnes de Zps permet de
construire une collection d’estimateurs fx J ( | M j,Zobs) mutuellement indépendants. De méme,
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FIGURE 4.4 — Propagation de la variabilité d’échantillonnage aprées séparation des sources d’apprentissage.

I'indépendance entre V et Z garantit celle de I'estimateur éU(- | /\/lcop,Vobs) vis-a-vis des estima-
teurs des densités marginales. On comprend donc que la clé de I'élimination de la dépendance
fonctionnelle réside dans la séparation des sources d’apprentissage. Un pseudo-code pour cette
procédure est fourni par I’Algorithme 2. Cela conduit a une transformation de la chaine de pro-
pagation initiale de la variabilité d’échantillonnage (voir Figure 4.2) pour laquelle la phase d’ap-
prentissage statistique L était exécutée sur X,ps. La nouvelle version de la chaine de propagation,
représentée a la Figure 4.4, inclut au contraire une parallélisation de toutes les tiches d’apprentis-
sage. Le risque de défaillance est modélisé par une variable P (Zops, Vobs) issue de la propagation
de la mesure d’échantillonnage (pz)®N ® (pv)®N a travers les algorithmes £ et R. Lobjectif est
maintenant de comprendre comment simuler une série d’observations des matrices Zgps et Vgpg
a partir d'un unique échantillon d’apprentissage xgps.

Algorithme 2 : Simulation de fx(- | M, Zobs» Vobs)

Gz = Générateurde Z
Gv = Générateur deV
Entrées: . . o .
M; = Modele d’apprentissage pour la densité marginale fx;,

Mcop = Modele d’apprentissage pour la densité de copule cy
» Simuler un N-échantillon z,,s a 'aide de Gz

pour chaque j €{1,...,d} faire

» Estimer ij (-1 Mj,z[']])

obs
» Simuler un N-échantillon v,,s al’aide de Gy
» Estimer ¢y (- | M cop, Vobs)
» Ré-assembler les composantes pour former la densité conjointe fx(- | M, Zobs) Vobs)

Sorties : fx( | M, Zops, vobs) = Une observation de 'apprentissage de fx
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4.2.2.4 Approximation de la variabilité d’échantillonnage

Lorsqu’on dispose d'un N-échantillon x,,s d’observations d'une loi inconnue px, et qu'on
cherche a fabriquer une copie de ce N-échantillon sans faire d’hypothese sur la loi sous-jacente,
une méthode appelée bootstrap consiste a ré-échantillonner suivant la distribution empirique :

N 1Y

filXobs] = = > B liel (4.33)
N i=1 obs

oi1 8, désigne la mesure de Dirac associée a x € R?. D’abord développée par EFRON [1982], cette

technique est désormais trés couramment utilisée en statistique. Bien que I'on sache que X est

absolument continu, on considere que les lignes x([)il)'i sont les seules valeurs qu’il peut prendre et

qu’elles sont toutes équiprobables. Chaque observation x([f];S] devient alors un atome de la loi dis-
crete [i[xops]. Pour simuler une nouvelle observation de X, il suffit alors de faire un tirage uniforme
(avec remise) d'une ligne de x,,s. En répétant N fois cette opération, on fabrique un “clone” %, de
Xobs- Une méme ligne x([)il)'s] peut étre sélectionnée plusieurs fois et étre insérée a plusieurs endroits
de la version dupliquée X,,s. Pour de plus amples détails sur le bootstrap, on pourra se référer a
I'ouvrage de GOOD [2006] ou a celui de SHAO et TU [2012]. Le boostrap est souvent utilisé (faute
de mieux) pour évaluer la sensibilité d'une sortie a des parametres d’entrées calculés a partir d'un
échantillon x,ps. Un exemple est fourni dans MONTGOMERY et collab. [2012] ou la loi conjointe
des parametres d'une régression linéaire est simulée a I’aide d'une série de répliques bootstrap de
la matrice d’'incidence. Selon le méme principe, le bootstrap peut servir a construire I'intervalle de
confiance d’'une quantité initialement estimée a I'aide d'un unique jeu de données x,ps.

On cherche a utiliser le bootstrap afin d’imiter le fonctionnement des générateurs Gx, Gz et Gy
impliqués dans les Algorithmes 1 et 2. Pour imiter Gy, il suffit d’utiliser la loi empirique {i[x,ps]. De
nouvelles observations de X sont obtenues en tirant aléatoirement des lignes de x,,s. Pour simuler
Z, dont les variables sont mutuellement indépendantes, on a besoin d’éliminer la structure de
dépendance reliant les colonnes du N-échantillon x,ps de X. Pour cela, on crée autant de mesures
empiriques qu’il y a de colonnes x([)ys] et on les laisse exister indépendamment les unes des autres.
En pratique, il suffit de procéder a un ré-échantillonnage colonne par colonne de x5 pour imiter
un N-échantillon z,p¢ issu de Z. Pour simuler V, il suffit d’utiliser la loi empirique fi[#,ns] au sein
d’une seconde boucle de ré-échantillonnage. Mathématiquement parlant, la loi conjointe pzy est
alors approchée par :

N A~ o] N 2 N od ~A | A
fizv [Xobs] = [t [x([)bsl ®f [x([)bsl] ®...0f x([)bs]] ® p[uobs] ) (4.34)
—_——— —— ——
pour Z; pour Z, pour Zg pour V

Le mécanisme de ré-échantillonnage peut alors étre vu comme "application stochastique :

B: RV — RNx xRN x [0,1]"

. ,. (4.35)
Xobs — Rly--r&d 14

incluant les trois étapes suivantes :

(Bla) Pour 1< j<d, tirer un N-échantillon Z; suivant f1 [x([)bjsl .
(B1b) Calculer la matrice des pseudo-observations #,,s en appliquant (SP2) a x,ps.
(Blc) Tirer un N-échantillon # suivant {i[#@bs].

De fagcon completement équivalente, on aurait pu remplacer les deux dernieres étapes par :
(B1b) Tirer un N-échantillon X,ps suivant {i[Xops] -
(Blc) Calculer # en appliquant (SP2) a Xgps.

La Figure 4.5 représente les manipulations matricielles associées a la premiére version de B. On
peut remarquer que cette procédure de ré-échantillonnage est en fait constituée de d + 1 étapes
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de bootstrap parallélisables. Les objets Z1,...,Z; et V peuvent étre considérés comme exacte-
ment indépendants car ils sont simulés suivant la loi empirique {izy[Xobs| qui met en jeu des ré-
échantillonnages déconnectés les uns des autres. La matrice x5 est figée et peut étre vue comme
un paramétrage de B. Cette capacité a générer des échantillons d’apprentissage indépendants
donne ensuite la possibilité de simuler les composantes fonctionnelles indépendantes. En effet,
on s’est ramené a une situation conforme a ’hypothese (4.29) dans laquelle :

[fxl('|./\/l1,zl) fxd(-lMd,Zd) 6(](-|Mcop,\7)] ~ pf1®...®pfd®p.5. (4.36)

Le pseudo-code combinant B et £ est donné dans I’Algorithme 3. On est ainsi en mesure, a partir
du seul x,1s, de fabriquer autant d’entrées indépendantes de I'application ¥ que souhaité.

Algorithme 3 : Simulation des entrées de I'application ¥ a partir de x,ps

Xobs = Echantillon d’apprentissage initial
Entrées: M = Modele d’apprentissage pour la densité marginale fx;
Mcop = Modele d’apprentissage pour la densité de copule cy
pour chaque j € {1,..., d} faire
» Extraire la j-éme colonne c; := x([)gs]
» Simuler un N-échantillon Z; suivant {i[c;]
» Estimer fx, (- | M}, 2))
» Fabriquer un N-échantillon de pseudo-observations i,,s €n renormalisant Xgps.
» Simuler un N-échantillon # a 'aide de f1[@ops]-
» Estimer ¢y (- | Mcop, D)

» Ré-assembler les composantes pour former la densité conjointe fx(~ | M, Z1,...,24, D)

ij (-1 M 2 j) = Une observation de I'apprentissage de fx;
Sorties: ¢y(- | Mcop, 7) = Une observation de I'apprentissage de cy

fx(~ | M,Z,...,24,0) = Une observation de 'apprentissage de fx

4.2.3 Implémentation de I'algorithme d’ASF
4.2.3.1 Justification du choix des indices de sensibilité

On rappelle que I'on cherche a analyser la sensibilité de I'application (4.12) dont les entrées
fonctionnelles vérifient 'hypothese (4.29) si elles sont simulées avec ’Algorithme 3. Dés lors que
I'on est assuré de I'indépendance entre les entrées, 1'utilisation des indices de Sobol semble étre
la meilleure alternative. Leur interprétation est simple et il existe une large gamme de techniques
pour les estimer. Par ailleurs, ils sont trés permissifs quant a la nature des objets dont ils peuvent
quantifier I'influence. Toute application ¥ : E; x...xE, — R peut convenir a condition que I'’espace
d’entrée soit mesurable et que la variable de sortie soit de carré intégrable. Il est d’ailleurs montré
dans GAMBOA et collab. [2014] que la notion d’indice de Sobol se généralise facilement au cas ou
la sortie de W existe dans un espace de Hilbert. Des travaux comme ceux conduits par I00SS et
RIBATET [2009] ou FRUTH et collab. [2015] mettent en avant |'utilisation des indices de Sobol pour
résoudre des problemes d’analyse de sensibilité impliquant des variables fonctionnelles. Dans le
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FIGURE 4.5 — Mécanisme de ré-échantillonnage B permettant d’imiter les générateurs Gz et Gy .
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contexte d’ASF propre a ce travail, les indices de Sobol du premier ordre sont alors donnés par :

2 [o]]

fXj ( | M]’Zok{s):l)
\Y (Pf (Zobs» Vobs))

\Y (E[Pf(ZObSrVobs) éU ( | Mcoprvobs)
Vv (Pf (Zobs’vobs))

V(E[P Zobs: Vobs)
Sj =

) (4.37)
}

Comme on a pu le voir au Chapitre 3, les indices de Sobol peuvent étre estimés avec une multi-
tude de schémas numériques. Tous sont compatibles avec la procédure d’ASF développée dans
cette section. Pour autant, les simulations numériques qui seront conduites dans la suite feront
principalement appel au schéma Pick-Freeze dont les propriétés asymptotiques sont détaillées
dans JANON et collab. [2014] et GAMBOA et collab. [2014]. Dans certaines situations, on adaptera
le schéma Correlation 2 imaginé par OWEN [2013] afin d’améliorer la précision de I’estimation des
petits indices.

Scop := (4.38)

4.2.3.2 Assemblage des différentes briques de calcul

A partir du jeu de données initial x,ps, 'obtention d’'un appariement entrées-sortie de I'appli-
cation V¥ passe par I’exécution de trois étapes de calcul :

B . . L A ~ 2 U ~ Skl A o R & .
Xobs — {Z, 0} = {fx,(120),.., i, C 1 Z2), CuC 1 D)} —— fx(12,9) — Pp(2,9) @39)
N ~ A~ ~ . ~ p A~ o :
{F G120 fx (1 Za), G- | D)} Pr(z,D)
qui correspondent respectivement a :
1. Unré-échantillonnage B: RN*4 . RNx..  xRNx [0, l]NXd ,
2. Un apprentissage L: RN x .. xRV x [0,1]V9 — 12®) x...xL2R) x L2(),

3. Uneanalyse de fiabilité¢ R: L2[R)x...xL2[R) xL?(#;) — [0,1].

Le workflow résultant de 'enchainement de ces différentes briques de calcul est représenté a
la Figure 4.6 ou apparait également le schéma d’estimation .4 des indices de sensibilité. La col-
lecte des données du retour d’expérience permet de constituer I'échantillon d’apprentissage xqps-
C’est une étape préalable, considérée comme fixée pour toute cette étude. Ensuite, une exécution
séquentielle de 3, £ et R permet d’obtenir autant d’échantillons entrées-sortie de ¥ qu’en exige
le schéma d’estimation .A. En termes de coft de calcul, les taches de clonage boostrap de B ainsi
que les tiches d’inférence statistique de £ sont peu contraignantes. En début de section, il a été
supposé que R n'implique aucune charge de calcul. Cette “gratuité” vaut donc aussi pour I'ap-
plication ¥ qui encapsule R dans le contexte d’analyse de sensibilité qui est le notre. Toutefois,
il faut garder a l'esprit que c’est précisément cette derniere phase de calcul qui est susceptible
d’occasionner les surcotits les plus conséquents si on s’émancipe des hypotheéses initiales.

Pour la plupart des indices de sensibilité, les schémas d’estimation les plus efficaces sont ceux
qui permettent le calcul des indices a partir d'un M-échantillon d’entrées et du M-échantillon
des sorties associées. Seules M évaluations de ¥ (c’est-a-dire M appels a R) sont ainsi nécessaires
pour obtenir une estimation de la collection désirée d’indices. Dans le cas des indices de Sobol, un
schéma de ce type a été récemment développé par GAMBOA et collab. [2020] en utilisant la notion
de corrélation de CHATTERJEE [2020]. Toutefois, cette méthode exige que chaque espace d’entrée
Ex de 'application W : E; x... x E; — R puisse étre muni d'une relation d’ordre. Ce n’est pas pos-
sible dans le cas de I'application (4.12) car les espaces E1 = ... = E; = L?(R) et Ez,; = L?(%) sont
fonctionnels. L'estimation des indices de Sobol nécessite alors I'utilisation de schémas d’estima-
tion plus cotiteux, a I'instar du Pick-Freeze.

I1 a été vu a la Section 3.2.2 que la méthode du Pick-Freeze s'appuie sur une réécriture des in-
dices de Sobol aprés duplication des entrées de W. A partir de deux lots indépendants (Zﬁ S,ngs) et
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FIGURE 4.6 — Illustration des différentes briques de calcul intervenant dans ’algorithme d’ASE

(Zgbs,Vfbs) d’échantillons d’apprentissage, on obtient deux séquences indépendantes de compo-
santes fonctionnelles. Celles-ci sont alors désassemblées pour constituer un tableau Tag composé
de d + 2 entrées recombinées. Sur la Figure 4.7, on note P 'opérateur permettant la construction
de Typ a partir des deux séquences d’entrées de W. Sur chaque ligne du tableau a I'exception de la
premiére, il consiste a “geler” une composante de la premiére séquence puis a “piocher” dans la se-
conde séquence pour compléter la ligne. En vertu du théoréeme de Sklar, chaque ligne donne nais-
sance a une densité conjointe apres ré-assemblage des différentes composantes fonctionnelles.
Les probabilités de défaillance associées a ces densités permettent d’exprimer les indices de So-

bol (4.37) et (4.38) sans utiliser les espérances conditionnelles :

Sl:COV(P?...A’P?B...B) Sd:COV(P/fx...A’P?...BAB) s :Cov(p?...A,P?...BA) o)
e R e B

Les estimateurs se construisent alors naturellement a partir des variances et des covariances em-
piriques. Si on souhaite faire intervenir M termes dans le calcul de ces quantités, ’estimation de
tous les indices de Sobol du premier ordre représente un coft total de M x (d + 2) appels a R. En
pratique, le schéma Pick-Freeze présente certaines limites, notamment lorsque la quasi-totalité
des indices est de petite taille, c’est-a-dire lorsqu’ils sont tous compris dans un sous-intervalle
[0,¢] = [0,1] ou £ est trés petit devant 1. D’une part, la formule (4.40) ne garantit pas la positi-
vité des petits indices. D’autre part, le manque de précision sur ces petits indices empéche sou-
vent I'utilisateur d’établir un classement robuste alors méme qu’il serait fortement souhaitable de
trouver des résultats sensiblement identiques d'une exécution de I'algorithme d’ASF a l'autre.

Le schéma d’estimation Correlation 2 apporte davantage de précision dans I’estimation des
petits indices mais sans toutefois éradiquer complétement le risque de I'apparition d’'une valeur
négative au sein de la collection d’indices. Dans le méme esprit que le Pick-Freeze, 'idée de Corre-
lation 2 est de simuler trois collections d’entrées puis de construire un tableau Tapc constitué de
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FIGURE 4.7 - Schématisation du principe de Pick-Freeze pour I'application V.
2d + 3 entrées recombinées. On a alors :
E [(PA...A _ PCA‘..A) (PAB...B _ PB...B)] E [(PA...A _ PA...ACA) (PB...BAB _ PB‘..B)]
S, = f f f f Sy = f f f f
\Vi (PAA) v (PAA)
f f
A..A_pA..AC)(pB..BA _ pB..B (4.41)
) E [(Pf... _ Pf... ) (Pf... _ Pf... )]
et Scop = A
Vv (Pf... )

Le cotit d’estimation de tous les indices du premier ordre est alors de M x (2d + 3) appels a R. Ce
schéma prend toute son utilité lorsque d augmente et que le nombre de petits indices s’accroit.

Pour conclure sur I'assemblage des briques de cet algorithme, on peut voir qu'’il est composé
de quatre parties B, £, R et A. Le mécanisme de ré-échantillonnage I3 permet de simuler des
échantillons d’apprentissage indépendants a partir de la connaissance de x,p,s. L'algorithme d’ap-
prentissage L est choisi par 'utilisateur qui veut analyser la sensibilité de son processus d’éva-
luation des risques a de tels choix de modélisation. La phase R, supposée déterministe, permet
un calcul exact de la probabilité de défaillance a partir de la densité apprise. C’est sur cette par-
tie qu'on réfléchira dans la Section 4.4 pour envisager I'extension de I'algorithme d’ASF a des
contextes pour lesquels aucun algorithme déterministe R ne peut étre déployé et pour lesquels il
serait vain de croire que I'on peut répéter k x M analyses de fiabilité avec k € {d +2,2d + 3} pour les
deux schémas d’estimation vus précédemment. Enfin, le choix du schéma A est laissé libre. Pour
des cas simples, on peut sereinement envisager que les résultats en seront indépendants. Pour
des problemes d’analyse de sensibilité plus complexes, ol la robustesse des classements n’est
plus assurée, il faudra accorder plus d'importance a la mise en place d'un schéma d’estimation
permettant d’atteindre un compromis entre précision et budget de calcul.

4.2.4 Adaptation du mécanisme de ré-échantillonnage pour conduire une ASF apreés
assimilation de données supplémentaires

Imaginons que 'on ait exécuté ’algorithme d’ASF pour un échantillon x,,s donné et un mo-
dele d’apprentissage M fixé. On dispose alors d'une collection d’indices {Sl, ...,8 d> écop} rendant
compte de I'impact de chacune des composantes fonctionnelles sur la variabilité de la prédic-
tion du risque de défaillance. On aimerait vérifier que les indices calculés rendent effectivement
compte de la propagation de la variabilité d’apprentissage a travers V. Avec I'inégalité triangulaire,
on peut remarquer que :

P¢(Zobs) Vobs) _Pf| = |fD (fX(x | M»Zobs’vobs) - fX(x)) dx| ) (4.42)
I .

= ”fX( | M’ZObSrVObS) _fX”Ll(Df) .
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Si le modele d’apprentissage M est choisi raisonnablement, lorsqu’on augmente la taille N des
échantillons Zps et Vops utilisés pour I'apprentissage, il faut s’attendre a ce que la densité estimée
fx(~ | M, Zobs, Vobs) approche avec plus de précision et moins de variabilité la densité théorique fx.
Cela sera vrai partout sur R% mais seule la qualité de I'estimation sur D £ importe ici. Ainsi, en ra-
joutant des données supplémentaires, on peut s’attendre a ce que la distribution de P ¢ (Zops, Vobs)
soit davantage resserrée autour de la valeur théorique Py. Comme il est souvent difficile de col-
lecter des observations supplémentaires de la loi conjointe pzy, on peut essayer de collecter des
données pour une seule loi marginale pz;. On appellera cette stratégie “acquisition ciblée”. En
pratique, les données récupérées émanent bien str de ;. Sous réserve que I'algorithme d’ASF
précédemment développé donne les résultats escomptés, deux tendances “extrémes” sont alors
attendues.

(a) Siﬁj > Sk pour tout k # j :

= ij (-1 M f’ZE;t{s]) véhicule une tres grande part de la variabilité de P s (Zgps, Vobs)-

= Trouver d’autres observations de Z; permet de réduire la dispersion de P ¢ (Zops, Vobs)-
(b) Sigj < §k pour tout k # j :

= ij (-1 M j’ZE).t{S]) véhicule une toute petite part de la variabilité de P £ (Zobs, Vobs)-

= Trouver d’autres observations de Z; n’a aucun effet sur la dispersion de P ¢(Zobs, Vobs)-

Pour vérifier ces intuitions, on souhaite construire une seconde procédure d’ASF a partir de M,
Xobs et des observations supplémentaires de la variable X; sélectionnée. Lobjectif est d’obtenir
une seconde collection d’'indices de Sobol et de la comparer a la premiere. Dans le cas (a), I'ajout
de nouvelles données doit conduire 2 une rétrogradation de I'indice § j car la proportion de varia-
bilité¢ engendrée par I'apprentissage de fx; chute suite a 'assimilation des données supplémen-
taires. Siles données apportées sont suffisamment nombreuses pour permettre une neutralisation
efficace de la composante initialement identifiée comme la plus influente, une autre composante
fonctionnelle émerge alors en tant que contributrice principale de la variabilité d’apprentissage
restante. Dans le cas (b), étant donné que S j est le plus petit indice, on peut s’attendre a ce que
I'ajout de nouvelles données abaisse encore un peu plus S; sans toutefois perturber les autres
classements. Pour implémenter cette seconde ASE il suffit de réutiliser les outils mis en place pour
effectuer la premiere ASE Cependant, le mécanisme de ré-échantillonnage 3 doit étre adapté au
contexte de 'acquisition ciblée.

4.2.4.1 Adaptation dans le cas de données supplémentaires pour une loi marginale

Les données supplémentaires sont modélisées par une matrice aléatoire Xexra constituée de
N’ observations supplémentaires de la loi conjointe px. Par ailleurs, notons X, la matrice obte-
nue virtuellement en rassemblant X,p,s et Xexra. Dans le cadre de I'acquisition ciblée de nouvelles
données pour la variable X, tout fonctionne comme si on ne disposait que d’'une réalisation xg(ﬁa
dela j-éme colonne de la matrice Xexra- Il faut alors chercher a reproduire le fpnctionnement des
générateurs Gz et Gy en ne se basant que sur la connaissance de x,ps et x([ixﬂa Pour Gy, il suffit
d’effectuer des ré-échantillonnages bootstrap indépendants a partir des observations marginales
de chaque variable. On distingue deux cas :
[oj] _ _lej] [ejl _

) . / . 0)
* PourX; = on dispose des N+ N’ observations de x,,; = X ;0 U Xeyry = [aj ]1sisN+N, .

¢ Pour les autres X;. = on se contente des N observations initiales de x([;b’;] = [x,(ci)] LeieN
<i<

Pour Gy, I'idée est a nouveau d’approcher py par la mesure empirique [i[#@,ps] et de réaliser des
tirages bootstrap parmi I'ensemble des pseudo-observations de la copule. Toutefois, comme on
dispose de données supplémentaires x‘[ixﬁa pour la variable X, la renormalisation permettant de
construire 7 est légerement différente. En effet, pour transformer la j-éme colonne de x5, 0n
applique la fonction de répartition empirique construite a partir de xt[;{ : pour impliquer I'infor-
mation apportée par les observations supplémentaires. La matrice #,s est alors calculée a 'aide
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des deux formules suivantes :

(@) 1N RO
B NN 5 Mepeh o TR R e 4

Finalement, la loi conjointe pizy est approchée par :

N [ej]1 | _ N ok ~ | o] NN
fzv [xobs Uxema] = ® 11 [x([)bsl ® [ [xtot ] ® u[uobs] . (4.44)
k] e —  ————  ——r
pour tout Zj. pour Z; pourV

La nouvelle technique de ré-échantillonnage est notée 3; et s’articule comme suit :

B;: RN x RN — RNx, . xRN x RN*N « RNx xRN «x [O,I]N

[¢j]
Xobs xextra

. (4.45)

Z1,...,2j1 zZj Zjt1,.-, 24 v

Un appel a cette application stochastique donne lieu a la séquence de taches listée ci-dessous :

(B2a) Tirer un (N + N’)-échantillon zZ j suivant 1 [xt[of ]

(B2b) Pour k # j, tirer un N-échantillon Z; suivant i [x([)'bks] .

(B2c¢) Calculer la matrice des pseudo-observations 7, avec les formules (4.43).
(B2d) Tirer un N-échantillon # suivant i @ps]-

On pourra se référer a la Figure 4.8 pour une représentation schématique des manipulations ma-
tricielles dans le cas ou j = 1. Pour mener la procédure d’ASE il suffit de répéter un nombre M
de ré-échantillonnages B; puis d’exécuter les briques de calcul £, R et A exactement comme
indiqué dans la Section 4.2.3.2 pour la procédure initiale d’ASE

4.2.4.2 Adaptation dans le cas de données supplémentaires pour la copule

Le mécanisme de ré-échantillonnage 3; permet d’incorporer des observations supplémen-
taires xéx{ia de la variable X ;. L'échantillon Z j fabriqué par B; comporte N + N’ observations alors
que les autres échantillons créés ne sont constitués que de N observations. Cela doit conduire, au
cours de la seconde ASE a l'obtention d'une collection d’indices de Sobol mettant en exergue la

. e . 1 A el
réduction de la variabilité d’apprentissage véhiculée par fx, (-1 M ],Zobs).

Par analogie, on souhaite construire un mécanisme B, permettant de prendre en compte
un plus grand nombre d’observations de la copule. Lobjectif est alors de vérifier que I'impact
de éy(- | Mcop, Vobs) peut lui aussi étre réduit par I'ajout de données. Lacquisition de données
supplémentaires pour la seule copule est une situation qui n’a pas de justification pratique. En
effet, toute observation supplémentaire de la copule provient d'une observation supplémentaire
de la loi conjointe et peut donc aussi servir a affiner la connaissance des lois marginales. Tout se
passe comme si on disposait d'une réalisation compléte Xexa de 1a matrice Xexra mais qu’on fai-
sait le choix de restreindre I'utilisation de cette information supplémentaire a 'amélioration de la
connaissance de la structure de dépendance.

La technique de ré-échantillonnage B, se déduit facilement de ce qui a été fait pour B. Pour
les échantillons d’apprentissage Z j des lois marginales, on effectue des tirages bootstrap sur les
colonnes de x,ps. Pour I'échantillon d’apprentissage V, des répliques bootstrap sont simulées a
partir d'une version enrichie #;,; de la matrice des pseudo-observations. Pour construire ¢, il
suffit d’effectuer une renormalisation de xy; avec les fonctions de répartition empiriques. Elles
incorporent N + N’ atomes et permettent de ramener xo¢ dans 7. On a ainsi :

@ 1 N+N'

i N (i
xtot:[a;)]lsisN+N’ et utotz[u;)]lsist’ avec U

BT Z 1 (OO (4.46)
I1<j<d 1=j=d PoON+N+1 5 {aj _uj}

159



2]
Q
=]
<
z.
ﬁ S I —
NOLLVSITVINHONHY > <
..................... o : :
| N
" |E
a8 NS
5 m e e el —
] Pl
- 5 I B
23 = <l =
R - !
z z ”
|||||||||||| T T T T T T T T oo ~
=5
23
o

Q [ﬂobs]

fi[ed]

FIGURE 4.8 — Mécanisme de ré-échantillonnage I3, en présence d’observations supplémentaires de X; .
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La loi conjointe pzy est alors approchée par :

{12y [Xobs U Xextra] = 1 [xj);js] ®..8[1 [x([)'b‘i] o [atot (4.47)
—— —_——— ——
pour Z; pour Z,4 pour V
Le mécanisme de ré-échantillonnage Bop prend la forme suivante :
. pNxd N'xd N N N+N'
Beop: RN x RN*4 — RNx xRN x [0,1] 4.48)

Xobs Xextra Z21,...,24 U
et s’exécute selon la séquence décrite ci-dessous :

obs |*
(B3b) Calculer la matrice des pseudo-observations #i,; avec la formule (4.46).

(B3a) Pour 1< j <d, tirer un N-échantillon Z; suivant i [x['j]

(B3c) Tirer un N-échantillon # suivant fi[ @]

La Figure 4.9 propose un schéma des manipulations matricielles associées a Bcop. Comme on avait
déja pu le faire remarquer pour 5}, la procédure d’ASF est ensuite exactement calquée sur ce qui
est fait dans la procédure d’ASF initiale.

Dans cette section, on a mis en place des adaptations B; et B, du mécanisme initial 3. Ces
versions adaptées permettent de conduire une seconde ASF aprés une acquisition ciblée de don-
nées, c’est-a-dire apres la collecte d’observations supplémentaires qui vont étre exclusivement ré-
servées a la réduction de la variabilité d’apprentissage d'une des composantes fonctionnelles. Les
deux collections d’indices de Sobol ont vocation a étre comparées et doivent mettre en évidence
I'impact de I'assimilation des nouvelles données. La lisibilité de ce phénomene sera d’autant plus
marquée en présence de facteurs facilitant la réduction de la variabilité d’apprentissage tels que :

(a) Lerangdel'indice S j au sein de la premiére ASE

[o)]

(b) Le nombre N’ de données supplémentaires collectées pour constituer X ...

(c) Lavitesse avec laquelle M ; fait converger ij vers fx; a budget fixé d’observations.
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FIGURE 4.9 — Mécanisme de ré-échantillonnage B, en présence d’observations supplémentaires de U.
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4.3 Validation de la procédure d’ASF

Dans cette section, on cherche a valider les résultats fournis par I'algorithme d’ASF construit
ala Section 4.2 en vérifiant qu’ils apportent une réponse adéquate au Probléme 4.2 de décompo-
sition de la variabilité d’apprentissage. Cette étape de validation passe par I’étude des simulations
numériques conduites pour deux cas tests analytiques. Le premier met en jeu des entrées gaus-
siennes et une fonction de performance linéaire. Cette simplicité autorise divers développements
théoriques qui guident notre appréciation des résultats fournis par 'algorithme d’ASE A I'aide de
ce premier cas test, on compte étalonner les hyperparametres, valider le bien-fondé de I'utilisa-
tion des techniques de ré-échantillonnage basées sur le bootstrap et prouver qu'une procédure
d’acquisition ciblée peut raisonnablement étre envisagée en pratique, c’est-a-dire sans solliciter
un nombre excessivement important de nouvelles observations de la composante fonctionnelle a
raffiner. Pour le second cas test, la loi d’entrée est une distribution de mélange tandis que la fonc-
tion de performance s’écrit comme une somme de fonctions unidimensionnelles. Cette situation
est exposée pour mettre en avant le fait que les indices de sensibilité produits par 1'algorithme
d’ASF sont caractéristiques des modeles M, ..., M, et Mp retenus pour I'apprentissage.

4.3.1 Etude d’un cas test linéaire
4.3.1.1 Description

Dans ce premier cas test, on considére une fonction de performance ¢ linéaire appliquée a un
vecteur d’entrées X € R3. La sortie aléatoire Y est alors définie par :

Y=0X) =a;X;+aXp+asXzs=a'X avec a=|a,ap, ag]T ) (4.49)

La loi conjointe px est gaussienne :

M1 0% 012 013
X~N(uZ) avec p=|p2| et Z=|o1z 03 o2]. (4.50)
M3 013 023 0%

Dans cette situation tres simple, la valeur théorique de la probabilité de défaillance Py peut étre
déduite de calculs probabilistes élémentaires :

T- =a'
Pr=P(Y>T)=P(a'X>T)= 1—<I)( p“) avec {re” M (4.51)
Oa oi=a'Za

ol1 ® est la fonction de répartition de la loi gaussienne unidimensionnelle centrée et réduite. Etant
donné que P est censée étre la probabilité d'un événement rare, le seuil T est naturellement sup-
posé plus grand que [ ,.

Essayons d’envisager cette configuration selon le formalisme d’'une analyse de fiabilité conduite
avec 'algorithme FORM présenté au Chapitre 2. Sachant que X est gaussien et que I'état limite est
linéaire, on est dans I'une des rares situations ot FORM donne la valeur exacte de la probabilité de
défaillance. Dans ce cas test, 'algorithme de fiabilité R peut donc étre assimilé (au choix) a une
formule analytique ou a la méthode FORM. Si on s’en tient a FORM, un changement d’échelle de
type linéaire permet de transformer le vecteur initial X en un vecteur gaussien W centré et réduit :

W=7TX =L"!(X-p) avec T=LL'. (4.52)

T désigne la transformée de NATAF [1962] tandis que L est la matrice triangulaire inférieure issue
de la factorisation de Cholesky de X. La variable de sortie Y peut alors s’écrire en fonction de W :

Y=0X) =a' (IW+p), (4.53)
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et il en va de méme pour la probabilité de défaillance :
Pr=P(dX)>T)=P(HW)>T) avec HW)=[poT '|W)=a' (IW+p). (4.54)

Dans I'espace normal standard, I’état limite est la courbe d’équation H(w) = T. Le domaine de
défaillance D?f est quant a lui donné par :
D) = {w eR?: H(w) > T} (4.55)

On rappelle que la méthodologie FORM comprend une premiere étape permettant de déterminer
le point de conception w* par résolution du probléme d’optimisation :

w* =argmin |w|,, (4.56)
H(w)=T
puis une seconde consistant a calculer I'indice de fiabilité d’'Hasofer-Lindt {3 et la probabilité de
défaillance Py a partir des formules suivantes :

B=lw*l, et Pr=1-0F). (4.57)

La méthode FORM n’est exacte que dans le cas oul H est linéaire. En effet, la linéarité de 1'état
limite permet alors de résoudre analytiquement le probleme d’optimisation (4.56). Avec des outils
rudimentaires de géométrie vectorielle et de calcul différentiel, on aboutit a:

T - Ha

avec b'=a'L et p=—2. (4.58)

w* = (T - o) —s
(T=Ha) B O

On retrouve tout naturellement le résultat de I'équation (4.51) et cela justifie 'applicabilité de
FORM dans la situation étudiée. Une illustration est proposée a la Figure 4.10a pour rappeler au
lecteur l'interprétation géométrique des différentes notions évoquées. Les valeurs numériques as-
signées aux parametres de ¢ et fx sont listées ci-dessous :

o Fonction de performance ¢: a;=a,=2;a3=1
e Vecteur moyen p: M1 =H2=H3=0
e Matrice de covariance X : 01=02=03=1;p12=0.5;p13=p23=0.3

Avec T =11, la valeur théorique de la probabilité de défaillance est Py = 2.53 x 1073,

4.3.1.2 Visualisation de 'impact de la variabilité d’apprentissage

Supposons que I'on utilise les générateurs théoriques Gz et Gy pour fabriquer des échantillons
d’apprentissage Zops et Vops indépendants. On choisit d’utiliser un modele d’apprentissage M
entierement paramétrique et gaussien. Pour la j-éme loi marginale, M ; représente I'estimation
par maximum de vraisemblance des parametres de la famille gaussienne .7 :

Fo(IMGZ) = (175,65, 650, (4.59)

ou les EMV sont calculés a partir de ZE;k{s] comme suit :

N N 2
V=<2 zf et 6)V= Z(z(” ™). (4.60)

Pour ce qui est de la copule, M., désigne I'estimation par maximum de vraisemblance au sein
de la famille gaussienne .Zop :

éU(‘ | Mcopyvobs) = éU(' | g\cop» ﬁMV) . (4.61)

AMV o

La matrice p™" s’obtient comme suit :
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(R1) Envoi des données dans R? par application de @' aux coefficients de Vs :
— @ . @ — -1 (yv®
Egp i= [Ej ]IS’FN avec EV =0 (vj ) . 4.62)
l<j=d

(R2) Utilisation de Eg pour I’estimation par maximum de vraisemblance de la matrice de
covariance d'un vecteur gaussien centré :

. . . 1N
M= [Th] g e avec Fkl:NZEEC”EE’). (4.63)
i=1
(R3) Extraction de la matrice de corrélation associée a ™MV :
R « R Trs
pMVi= [pril ckrca avec Pr= - — - (4.64)
VI ke T

Apres ré-assemblage, fx n'est rien d’autre que la densité conjointe d'un vecteur gaussien :

F(- 1M, Zops, Vobs) = fx(- 1.7, pMY, MY | (4.65)

dont les parametres sont donnés par :

oM™ 0 0
pMY = [py“’] l<is et MV AMVpMVAMV  avec AMV=| 0 612\/“’ 0 1. (4.66)
=/= o o0 &)

Avec un tel modele d’apprentissage, I'indépendance des échantillons d’apprentissage Zqps €t Vops
garantit 'indépendance mutuelle des parametres se rapportant aux d + 1 composantes :
~MV AMV ~ MV MV ~ MV MV AMV AMV AMV
(m™,677) 1L (Hz ) L (P3 ) L (P2 .013 023 ) (4.67)
[ ~~ > ~~ - ~~ - —/_‘ .

pour fxl pour fx2 pour fx3 pour ¢y

Ala fin du processus d’analyse de fiabilité décrit a la Figure 4.4, on a:

MV < T-{ig flg=a' g™
Py (pMV, EMV) =1 — cp( ) avec ) (4.68)
7o ) Ga 62=a'3"a

Auvu de ce quia déja été fait dans la Section 4.3.1.1, une approximation du domaine de défaillance
dans I’espace normal standard en découle immédiatement :

DY = {weR?: ) >T} avec:

) R X o T (4.69)
Ai=¢gpof! 5 Tix—w:=({M)" (x—pM) et pMV=IMV(IMV)'
Le point de conception w* peut quant a lui étre approché par :
b R A
w*=(T-(lq) — avec b'=a'IMV. (4.70)

I1bll;

La ressemblance entre 1'expression (4.51) de la probabilité théorique et I'expression (4.68) de la
probabilité estimée vient du fait que 'apprentissage n’est rien d’autre qu'une calibration du mo-
dele de distribution théorique. La seule incertitude est celle introduite par le petit nombre d’ob-
servations utilisées pour ajuster les familles .71, ...,. %, et Zp. La variabilité de la prédiction du
risque de défaillance est alors d’autant plus faible que la taille N des échantillons est suffisamment
grande pour permettre une reconstruction précise des parametres de la densité sous-jacente. On
peut se reporter a la Figure 4.10b pour une visualisation de I'impact de la variabilité d’apprentis-
sage sur les contours du domaine D*Y. Pour une séquence de couples {(z(()’f))s gt?s)}k , simulés a
partir des générateurs théoriques Gz et Gy, on applique les formules (4.59) a (4.70) pour conduire
I'apprentissage puis l’analyse de fiabilité. Létat limite reste un hyperplan de R® mais sa direction
et son point de conception w* dépendent de la qualité de I'estimation paramétrique. Les dessins
2D proposés a la Figure 4.10 sont des coupes transversales judicieusement choisies.
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(a) Domaine de défaillance D?/ . (b) Approximation ]A)ﬁcv du domaine de défaillance D .

FIGURE 4.10 - Visualisation de 'impact du contexte “small data” sur I'estimation du risque de défaillance.

4.3.1.3 A propos des indices obtenus avec les générateurs théoriques

Dans ce paragraphe, on choisit d’alléger les notations. Pour les parametres estimés par maxi-
mum de vraisemblance, on omet le sigle MV en exposant. Les composantes fonctionnelles esti-
mées dans un cadre gaussien deviennent alors :

o S (17NeY) = v 1R65),
. FX]( | Fj. i MVJTV) = Fy(10;,6)),
o ( |Jcop»p ) = é,/\/'('|f)12»f)13;f)23) .

Ons’intéresse aux indices théoriques S1, Sz, S3 et Scop tels qu'ils sont exprimés aux équations (4.37)
et (4.38). Avec les nouvelles notations, ils peuvent étre réécrits comme suit :

v(E[ps (%) }\/(-Iﬂj»ﬁj)]) & )'ﬁ 55])

s, - : _ i , (4.71)
s v{ps(e2)
\/([E[Pf (L2) 6N('If>12,f>13»ﬁ23)]) _ \/([E[P 1,3 |p12,p13,pz3]) 4.72)

Scop =

v(es (%)) (@)

Au regard des valeurs numériques choisies pour les parametres de fx et ¢, on peut s’attendre a ce
que S; =S, de par les effets de symétrie qui sont a I'’ceuvre entre les variables X; et X5 :

[e1] ®N
{Zobs (HXI)

(Sym1) Echantillonnage : obs eN  AVEC [, = Hx,
z (HXZ)

obs
. 1 et %, identiques
(Sym2) Apprentissage:

Calibration par MV avec I'équation (4.60)

obs’ " obs

(V) ~ exC

(Sym3) Motif de dépendance avec X3 : avec P13 = P23

(V2 V) ~ en 1 pas)
(Sym4) Fonction de performance : ar=a;=2

Avec (Syml) et (Sym?2), il est clair que les couples ({i1,61) et ({iz, 62) sont de méme loi. De méme,
au vu des étapes (R1) a (R3) permettant d’obtenir p a partir de Vg, (Sym3) justifie que les tri-
plets (P12, P13,023) et (P12, P23, P13) sontidentiquement distribués. Pour démontrer rigoureusement
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I'égalité des deux indices, il suffit de prouver que :

E[Pr(2) 1 fu1,61] =E[Pf (1, 2) | iz, 62] |- (Obj)

L'équation (4.68) donne une formule condensée de P¢ (ju (B, ) Elle est complétement équivalente a
I'expression intégrale suivante :

Pf(ﬁ»ﬁ:) :fD v | i, 61) x far(x2 | fiz, 62) x fv (x3 | iz, 63) ...
r

xin (B |, 60, Fy Gz | iz, 62), Er (s | f13,69) | 1o, pus, pos) dx . (4.73)

Cette derniere nous incite a envisager P (fi, 3) comme le résultat d’une application & congue pour
séparer les parametres estimés en blocs indépendants :

Pr (L 2) =&((f11,61); (12, 62); ({13, 63); (P12, P13, P23)) - (4.74)

Les deux premiers arguments de ¢ peuvent étre permutés a condition d’opérer un réarrangement
des coefficients de corrélation. On a ainsi :

&((fi2,62); (11, 61); (13, 63); (P12, P13, P23))
=/D (x| o, 62) x fv (2 | {11, 61) x far (x| fis, 63) ...
1

x é/\/(fw(xl | fi2,62), Far(xa | 11,61), Ear(as | i3, 63) ‘ f)12,f)13,f)23)dx (4.75)
:fofN(xz | 1,61) % f (e | iz, 62) % f (s | f13,63) ...

x 5N(FN(3€2 | (1, 61), Far(xy | iz, 62), Fpr (3 | fis, 63) ' P12, )dx (4.76)
= fD f Fa(sul fu, 61) % fiar(s2 | iz, 62) x fin (s3] 13, 63) ...

X éN(FN(sl | (11,61), Far(s2 | fio, 62), Fpr(s3 ] 13, 63) ) P12, )ds (4.77)

=&(({11,61); (12, 62); (3, 63); (P12, ). (4.78)

Dans I'égalité (4.76), on modifie le paramétrage de la densité de copule 5 afin de pouvoir per-
muter les deux premiers arguments. Un changement de variables consistant a remplacer le triplet
x = (x1,X2,x3) par s = (s2, 51, 3) conduit ensuite a 1'égalité (4.77) ol1 'on peut remarquer que le
domaine d’intégration reste inchangé par conséquence directe de (Sym4).

On se propose désormais d’expliciter le calcul de la premiére espérance dans le cas d'un condi-
tionnement par I'évenement {{1; = m, 61 = s} ol (m, s) est un couple pris dans R x [0, +oo[ :

E[Pr (%)

|.AJ.1 = m,61 =S]

=E[&((fu1,61); (12, 62); (13, 63); P12, P13, P23)) ‘P-l m, 61 = s| avec (4.74)
=E|&((m, 8); (12, 62); (13, 63); (P12, P13, P23)) | avec (4.67)

=E|§((m, s); ({t1,61); ({13, 63); (P12, P13, P23)) | avec (Sym1) et (Sym2)

=E[&((m, 5); (11, 61); (fi3,63); (P12, )) | avec (Sym3)

=E|&(({11,61); (m, 8); ({13, 63); (P12, )) | avec (4.78)

=E(&((f11,61); (fiz, 62); ({13, 63); (P12, P13, P23)) | iz =m, 62 = s| avec (4.67)

=E[P; (1.2) | 2 = m, 65 = 5| avec (4.70). (4.79)
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L'égalité des espérances conditionnelles vient alors naturellement et termine la preuve de (Obj).
Sachant que les blocs ({11,61) et ({iz, 62) sont identiquement distribués, I'égalité S; = S, devient
évidente. Si on applique 'algorithme d’ASF développé a la Section 4.2.3.2 pour estimer ces deux
indices, on retrouvera cette relation a condition que :

(a) B imite le fonctionnement de Gz et Gy sans introduire de biais lié & xps.
(b) Le schéma d’estimation A des indices de Sobol soit suffisamment précis et robuste.

Pour le moment, on supprime la premiere source d’erreur. Son influence sur la précision des es-
timations sera étudiée dans le prochain paragraphe. On déploie donc 'algorithme d’ASF en rem-
plagant la phase B de ré-échantillonnage bootstrap par des tirages aléatoires avec les générateurs
théoriques Gz et Gy. On choisit d’estimer les indices de Sobol a I'aide du schéma A de type Pick-
Freeze dont le seul hyperparametre est le nombre M d’itérations. Son choix doit faire I'objet d'un
compromis entre précision et cotit de calcul. M doit étre suffisamment grand pour que les estima-
teurs des indices de Sobol aient suffisamment convergé. Toutefois, on doit garder en téte qu'un
nombre M d’itérations induit M x (d + 2) appels a R ce qui représente une charge de calcul rapi-
dement prohibitive des lors que la fonction de performance n’est plus analytique. On se propose
de choisir empiriquement M en procédant comme suit :

1. Simulation de Mpax = 5 x 103 échantillons Zp et Vops (N = 300) a I'aide de Gz et Gy.

2. Apprentissage de M« collections de composantes fonctionnelles.

3. Calcul des My« x (d + 2) probabilités de défaillance associées a la mise en ceuvre de A.
4. Estimation des indices pour une séquence de valeurs de M allant de Mpj, = 100 & My ax-

Les résultats obtenus sont présentés a la Figure 4.11 ol I'on peut voir que M* := 10° itérations
sont suffisantes pour obtenir un classement définitif des indices et la quasi-égalité de S; et Ss.
On retiendra cette valeur M* comme un premier réglage du nombre d’itérations permettant d’at-
teindre un niveau satisfaisant de convergence des indices. A chacune des applications futures de
I'algorithme d’ASF sur un nouveau cas test, une étape préalable consistera toujours a s’assurer
que M = 107 itérations garantissent la convergence. Toutefois, on ne montrera pas les graphiques
de convergence pour ne pas alourdir inutilement les explications. On se propose maintenant de
conduire Ny, = 100 estimations des indices afin d’apprécier la robustesse du schéma A utilisé.
On obtient alors :

ASF: S, S, Ss Scop
moyenne: 32.33% 32.77% 4.89% 28.13% | . (4.80)
écart-type: 3.18% 297% 271% 3.25%
rang : (1) ey 3) )

Auvu de ce qui a été précédemment justifié par le calcul et observé ala Figure 4.11, on ne s’étonne
pas d’avoir $; = S,. On peut aussi souligner le fait que S3 est bien plus petit que §Cop dontla valeur
moyenne est légérement inférieure a celle du lot (5;,5,). Cela signifie que I'apprentissage de la
densité de copule ¢/ (- | P12, P13, P23) exerce une plus grande influence sur la variabilité de P ¢ (s i)
que I'apprentissage de la densité marginale fy (- | fis, 63). Pour tous les estimateurs, on constate
que les écarts-types sont relativement faibles. Le schéma d’estimation A peut par conséquent étre
considéré comme robuste (a condition d’incorporer M = 103 itérations).

4.3.1.4 FEtude dela dépendance a Péchantillon initial

On se replace désormais dans un cadre olt Gz et Gy sont inconnus. La simulation d’échan-
tillons d’apprentissage Zps et Vops émanant de ces générateurs n’est donc plus possible. La connais-
sance de x,ps et I'application du mécanisme 3 permet par contre de fabriquer des échantillons Z
et V obéissant a la mesure empirique fizy [Xobs] définie par I'équation (4.34). Les indices de Sobol
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FIGURE 4.11 - Convergence des indices S jet Scop en fonction du nombre M d’itérations.

découlant de I'utilisation de B peuvent alors s’exprimer de la maniére suivante :
V(E[Pr @ V) | i, (1.75.2)))  V(E[pr(29)| o1 Feop V)]

S .= € Scop = - -
J v(ps (2 7)) t v(Ps(2V))

(4.81)

La notation B en exposant des indices SB et sﬁ)p ne sera utilisée que dans les cas ou elle permet
de lever une ambiguité. Pour valider le bien-fondé de la technique de ré-échantillonnage 3 qui a
été développée, il faut s’assurer que les indices §B , Sf , Sf et §C30p fournis en sortie de ’algorithme
d’ASF sont proches des indices théoriques S1,S2,S3 et Scop. Pour cela, on considere trois échan-
tillons distincts que 'on note xé’l?s avec k € {1,2,3} et N = 300. Pour chacun d’eux, on estime les
indices de Sobol avec I'algorithme d’ASF (réglé 2 M = 101 itérations). Les résultats sont consignés

dans le Tableau 4.1 apres Nye, = 10 estimations de chaque collection d’indices.

A

ASF exécutée avec B3 : S S, Ss Scop

moyenne: 28.26% 26.56% 5.03% 37.49%

écart-type: 4.18% 435% 3.85% 4.19%
rang : ) 3) (4) 1)

moyenne: 28.23% 3252% 3.78% 30.75%

écart-type: 3.82% 3.77% 3.62% 2.84%
rang : 3) 1) (4) 2)

moyenne: 38.18% 27.13% 7.52% 28.92%

x| écart-type:  234% 3.88% 341% 3.91%
rang: 1) 3) 4) )

(1)
xobs

(2)
obs

Echantillons
&

TABLEAU 4.1 — Estimation des indices de Sobol pour trois échantillons distincts.

Quel que soit I'échantillon x® utilisé, 'ASF fait émerger un triplet formé par les indices §B,

obs
Sf et Sfop. Ai~ns~i, I'apprentissage des composantes fx,, fx, et cy engendre 95 % de la variabilité
affectant P¢(Z,V) et les contributions individuelles sont globalement équivalentes. La part res-

tante de variabilité peut alors étre attribuée a I'apprentissage de fx,. Ces résultats sont tout a fait
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cohérents avec ceux obtenus avec Gz et Gy. Cela conforte I'idée selon laquelle il est tout a fait rai-
sonnable d’utiliser le mécanisme B en pratique pour pallier la méconnaissance de la distribution
sous-jacente px. Toutefois, il faut aussi remarquer que la hiérarchie au sein du triplet dominant
est susceptible d’évoluer d’'un échantillon a 'autre :

1 dB _&B _&B . 2 &B _&B _&B . 3 &B L &B _&B
X = ST R85 <Scop 5 Xgps = ST <S5 RScop 5 Xy = ST >S5 =S¢ - (4.82)

On ne retrouve dans aucun des trois cas le classement Sy = S, > S¢o, obtenu en utilisant les gé-

nérateurs théoriques. Pour chaque échantillon xggs

simuler selon la mesure empirique {izy [xggs] qui est construite exclusivement a partir des données
fournies. On est alors confronté aux inéluctables limites d'une approche ‘data-driven”. L emploi
de [izy [xobs] introduit un biais qui dépend directement de x,,s. Cette remarque est d’autant plus
centrale dans un contexte “small data” ou le budget d’observations de la loi conjointe px est res-
treint. B doit étre vu comme un générateur d’échantillons d’apprentissage congu pour imiter le
fonctionnement de Gz et Gy a partir de la connaissance de x,p,s. La qualité de cette approximation
s’améliore lorsque le nombre N d’atomes utilisés pour construire {izy [Xops] augmente ou lorsque
Xops €st un échantillon fortement représentatif de px.

considéré, ré-échantillonner avec B revient a

4.3.1.5 Raffinement des mesures empiriques

Dans ce paragraphe, on s’attéle 8 montrer que ce n’est pas le bootstrap en lui-méme qui oc-
casionne la dépendance des résultats de I'ASF vis-a-vis de '’échantillon x,p¢ fourni initialement.
C’est davantage le contexte “small data” qui est en cause car il est responsable de la forte variabilité
pouvant impacter la construction de la mesure empirique {izy [Xops]. La maitrise de la variabilité
d’échantillonnage théorique (c’est-a-dire celle émanant de px) peut étre améliorée autant qu’'on
le souhaite a condition que le bootstrap se fasse en piochant dans une plus grande base d’observa-
tions existantes (et pas uniquement parmi celles initialement contenues dans x,}s). Evidemment,
cette démarche est purement artificielle et sert essentiellement a montrer que le caractere ‘data-
driven” des indices produits par I’ASF n’est pas un défaut de la méthodologie proposée mais plutdt
une limite intrinséque du probleme dont on ne peut s’affranchir sauf, et c’est ce qui est fait dans
la suite, si on s’autorise a raffiner la connaissance des mesures empiriques.

Notons Xp,se Une matrice aléatoire comportant N” observations de la loi conjointe px ou N”
peut étre choisi arbitrairement grand. Xp 45 joue le role d'un réservoir d’atomes permettant d’affi-
ner la connaissance des différentes mesures mises en jeu dans le mécanisme B. La juxtaposition
verticale de Xyps et Xpase donne naissance a la matrice X, qui va servir a construire une ver-
sion empirique raffinée de pzy. Pour une matrice x.,¢ fixée, on a besoin de calculer les pseudo-
observations i, associées. Il suffit alors d’adapter ce qui a été fait a I’équation (4.46) en incorpo-
rant désormais N + N” atomes :

. . . 1 N+N”
Xraff = [ay)]lsisNﬁcN” et fpaff = [a;l)]lsisN+N” avec a;l) = m Z ]l{a(,”sa(”} . (4.83)
l<j<d l<j<d =1 S
Les matrices X445 et il o5 peuvent alors se substituer a x5 €t #,hs pour approcher la loi pzy :
v [earr] = 1 [xlog!| @0 %l | o dan] (4.84)
pour tout Z; pour toutZ, pour V

Lidée est d’utiliser {izy [ %;asr] pour fabriquer des échantillons d’apprentissage (Z,V) qui soient plus
ameéme d’'imiter le comportement de (Zqps, Vobs). Chaque entité ré-échantillonnée continue a étre
constituée de N observations mais celles-ci sont puisées dans un stock totalisant N + N” atomes.
Cette nouvelle procédure de ré-échantillonnage est notée B, et respecte le schéma suivant :
Beap: RN RN*d . pNx RN x [0,1]"

N (4.85)
Xobs Xbase " Z1,.-,%( v

Elle s’exécute selon les étapes suivantes :
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(B4a) Pour 1< j <d, tirer un N-échantillon Z; suivant {1 [x['j] .
raff

(B4b) Calculer la matrice des pseudo-observations #,,¢ avec la formule de (4.83).
(B4c) Tirer un N-échantillon # suivant {i[ @] .

En important artificiellement un stock xy,,5. d'observations de la loi conjointe, I'objectif poursuivi
est celui d’'une convergence progressive de la mesure empirique fizy [%:as] vers la mesure théo-
rique pizy. On s’attend en effet a ce que {izy [Xrafr] soit moins sensible a la variabilité d’échantillon-
nage que {izv[Xobs|. Le risque de surapprentissage de pizy évolue en effet dans le méme sens que
la sévérité du contexte “small data”. Par ailleurs, le biais induit sur les indices de Sobol doit égale-
ment s’effacer lorsque la taille N’ augmente. Pour valider cette logique, on se propose de conduire
I'expérimentation numérique suivante :

1. Récupérer les échantillons fabriqués précédemment : xggs avec ke {1,2,3}.

2. Simuler un stock pour chaque échantillon : xl()];)se avec N € {10%,10%,10°}.

3. Implanter Bya¢ dans I'algorithme d’ASE
4. Estimer les indices de Sobol dans tous les cas : (k,N") € {1,2,3} x {103,10%,10°}.

Une représentation schématique de la démarche est proposée a la Figure 4.12 pour une meilleure
visualisation de la stratégie mise en ceuvre. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4.2 ot 1'on
constate une disparition du caractere “data-driven” a mesure que le nombre d’atomes impliqués
dans le raffinement de la mesure empirique 1 [x,bs| augmente. Lorsque N” = 10°, on peut voir que
tous les échantillons partagent la méme hiérarchie au sein du triplet d’'indices dominants, a savoir
S1=8,> Scop, et qu’elle correspond au classement initialement obtenu lors de l'utilisation des
générateurs Gz et Gy. Les valeurs moyennes des indices sont par ailleurs tres proches des valeurs
théoriques (4.80), ce qui indique que toutes les mesures empiriques f{izy [X;asf] Ont pratiquement

convergeé vers [lzy a ce stade.

Deuxidées fondamentales peuvent alors étre dégagées de cette expérimentation. Tout d’abord,
il est inutile d’espérer mettre en place une technique de ré-échantillonnage permettant de re-
trouver avec exactitude les résultats d'une ASF hypothétiquement pratiquée avec des générateurs
théoriques. Le contexte “small data” propre a xyps nous en empéche et le volume de données sup-
plémentaires a collecter pour tenter d’éradiquer un éventuel phénomeéne de surapprentissage est
tout a fait déraisonnable. Ceci étant dit, il faut cependant reconnaitre que le mécanisme 3 s’avere
étre une solution assez efficace. Elle permet de scinder la collection des indices de Sobol en plu-
sieurs lots, chacun d’eux regroupant les indices des composantes fonctionnelles exercant globale-
ment la méme influence sur la variabilité de la prédiction du risque de défaillance. On peut donc
estimer que, de ce point de vue, le déploiement de I'algorithme d’ASF présenté a la Section 4.2.3.2
répond au Probléeme 4.2 de décomposition de la variabilité d’apprentissage.

4.3.1.6 Assimilation de données supplémentaires

Pour s’assurer que les résultats de I’ASF rendent bien compte de la variabilité engendrée par
I'apprentissage des différentes composantes fonctionnelles, on a pu voir a la Section 4.2.4 qu'une
stratégie de validation consiste a conduire une seconde ASF apres avoir réduit la variabilité d'une
des composantes par acquisition ciblée de données supplémentaires pour cette unique entité. Au
cours de la seconde phase d’ASE la simulation des échantillons d’apprentissage s’effectue a I’aide
des mécanismes B; et Beop respectivement développés aux Sections 4.2.4.1 et 4.2.4.2 et permet-
tant de tenir compte de toutes les données disponibles au moment du ré-échantillonnage. On
expérimente tous les scénarios possibles. Pour cela, on va:

1. Sélectionner une composante fonctionnelle : ij ou Cy

2. Simuler des observations supplémentaires : éxﬁa OU  Xextra
3. Implanter le mécanisme de ré-échantillonnage adapté : B ou Beop
4. Estimer les indices et les confronter a la collection initiale.
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ASF exécutée avec Bt S, S, S3 Scop
moyenne: 2826% 26.56% 5.03% 37.49%
N"=0 écart-type: 4.18% 435% 3.85% 4.19%

rang: (2) 3) (4) (1)
moyenne: 30.17% 36.00% 5.85% 28.25%
N”=10% | écart-type: 3.83% 3.40% 3.63% 3.06%

£ U x® rang: 2 1) 4) 3)
obs = base moyenne: 32.61% 33.18% 6.76% 29.04 %
N”=10* | écart-type: 3.58% 3.73% 3.92% 4.37%

rang: 2) 1) 4) 3)
moyenne: 33.67% 33.67% 6.59% 29.20%
N”=10° | écart-type: 1.88% 3.16% 2.84% 2.18%

rang: ) (1) (4) 3)
moyenne: 2823% 3252% 3.78% 30.75%
N”"=0 | écart-type: 382% 3.77% 3.62% 2.84%

rang: 3) (1) (4) 2)
2 moyenne: 30.52% 34.16% 5.16% 27.77%
= N”=10% | écart-type: 2.12% 3.11% 3.29% 3.48%

EREPCITC) rang: (2 8)) 4) 3)
5 | Tobs T Tbase moyenne: 32.14% 34.07% 691% 29.38%
= N”=10* | écart-type: 4.48% 3.88% 3.83% 3.60%

rang : ) (1) (4) 3)
moyenne: 3299% 32.60% 431% 2643%
N”=10° | écart-type: 2.80% 271% 252% 3.79%

rang : 1) 1) (4) 3)
moyenne: 38.18% 27.13% 7.52% 28.92%
N"=0 écart-type: 234% 3.88% 341% 391%

rang : 1) 3) (4) (2)
moyenne: 35.75% 2821% 4.92% 29.23%
N”=10% | écart-type: 2.18% 1.89% 1.96% 3.02%

x(()?{))s U x](a:;)se rang: 6] 3 4 2
moyenne: 33.85% 3252% 6.77% 30.86%
N”=10% | écart-type: 3.70% 1.97% 270%  2.60%

rang : 1) ) (4) 3)
moyenne: 31.89% 34.40% 524% 2827%
N"=10° | écart-type: 2.18% 2.77% 2.65% 3.43%

rang: 1) ) 4) 3)
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TABLEAU 4.2 — Convergence des indices de Sobol apres raffinement des mesures empiriques.
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FIGURE 4.12 - Tllustration du processus de raffinement des mesures empiriques.
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Les résultats sont consignés dans le Tableau 4.3 apres avoir mené toutes les expérimentations. Le
premier étage contient les résultats de I’ASF pour I'échantillon x(()gs déja utilisé dans le Tableau 4.1
et cette collection d’indices sert de référence pour étudier I’évolution des résultats de I’ASF apres
assimilation de nouvelles données. On rappelle que, pour la configuration traitée dans cette pré-
sente section, les incertitudes épistémiques se restreignent a I'incertitude induite par le manque
de données. Il n'y a pas d’incertitude quant au modéle de distribution a utiliser pour I'apprentis-
sage statistique. On s’attend donc a ce que I'impact d'un apport, éventuellement massif, de don-
nées supplémentaires soit clairement visible.

Le second étage du Tableau 4.3 présente les résultats obtenus pour I’assimilation d’'un nombre
N’ croissant d’observations marginales de la variable X;. On remarque que :

S?l < §? tandis que §fl > Sf ; Sfolp > S?;p et Sfl 2 Sf . (4.86)
D’ailleurs, cette tendance s’accentue au fur et a mesure de I'accroissement du nombre N’ de don-
nées supplémentaires assimilées. L'indice g? initialement membre du triplet dominant dégringole
dans les classements jusqu’a atteindre la derniére position. A ce stade, la calibration de fxl s’ap-
puie sur un si grand nombre d’observations de X; qu'’il ne reste plus qu'une toute petite part de
variabilité d’apprentissage a propager sur I’estimateur de la probabilité de défaillance. En ce qui

concerne les autres indices, les positions de Sf 'et S?O'p sont renforcées, avec une prédominance

de §f01p, tandis que celle de Sf ' demeure inchangée. Cette évolution des classements, conforme a
nos attentes, semble indiquer que les indices de sensibilité calculés rendent bien compte de I'im-
portance des contributions respectives des composantes fonctionnelles. Cela conforte I'idée que
I'algorithme d’ASF apporte une réponse pertinente au Probléme 4.2 de décomposition de la va-
riabilité affectant la prédiction du risque de défaillance. On note également que le phénomeéne de
neutralisation de la composante enrichie s’amorce assez tot. Il est par exemple visible lorsque 'on
assimile N’ = 500 nouvelles observations de X;. L'idée d'une réduction de la variabilité d’appren-
tissage par acquisition ciblée évoquée dans le Probleme 4.3 n’est donc pas vaine et peut étre mise
en ceuvre. [l reste alors a juger, selon le contexte, sila collecte de plusieurs centaines d’observations
d’une variable est une requéte cotiteuse ou non.

Les étages inférieurs du Tableau 4.3 sont consacrés aux autres scénarios d’assimilation. Dans
le cas de X», une évolution symétrique a celle décrite pour X; est observable :
SZBZ < §f tandis que §?2 > Qf” ; ngp > S{’;p et SEZ = §§ . (4.87)
Les indices §? et S?;zp absorbent de plus grandes parts de la variabilité restante. Ces remarques
restent valables au dernier étage du tableau, lorsqu’on cherche a réduire I'influence exercée par
I'apprentissage de cy. Par contre, pour ce qui est de I’assimilation d’observations supplémentaires
pour X3, la situation est légerement différente. Sachant que §§3 est déja le plus petit indice, sa
diminution est moins visible au gré de I'apport de nouvelles données et le triplet dominant voit sa
primauté renforcée encore davantage.

4.3.1.7 Bilan

Dans cette section, on a étudié un cas test tres simple combinant une distribution sous-jacente
px gaussienne, un modele d’apprentissage M paramétrique gaussien et une fonction de perfor-
mance ¢ linéaire. Ce cadre rend possible un calcul exact de toutes les probabilités de défaillance
al’aide d'un algorithme de fiabilité déterministe R. Chacune des briques impliquées dans 1’algo-
rithme d’ASF a alors pu étre décortiquée et validée. On retiendra les éléments suivants :

* Pour ce cas test, une estimation de type Pick-Freeze des indices de Sobol requiert M = 103
itérations pour atteindre un niveau suffisant de précision et de robustesse.

* Lesrésultats de la procédure d’ASF souffrent d'un léger biais introduit par I’échantillon x,pg
fourni. La solution de ré-échantillonnage proposée reste cependant “optimale” au sens ol
elle fait au mieux dans un contexte de “small data”.
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ASF exécutée avec 3 : S) S, S3 Scop
moyenne: 28.26% 26.56% 5.03% 37.49%
x) écart-type: 4.18% 435% 3.85% 4.19%
rang: (2) 3) (4) (D
ASF exécutée avec B; : S) S, S3 Scop
moyenne: 14.65% 30.94% 4.91% 44.99%
V) N’ =500 | écart-type: 2.82% 382% 358% 3.69%
L) rang: 3) (2) 4) (@]
a moyenne: 12.68% 32.72% 7.08% 49.37%
S | XobsU¥oua | N'=10° | écart-type:  269% 3.58% 339% 295%
% rang: 3) (2) 4) (@)
3 moyenne: 2.92% 3534% 6.66% 55.21%
o N'=10* | écart-type: 0.61% 291% 3.28%  3.27%
rang: (4) 2) 3) 1)
ASF exécutée avec B : S, S, Ss3 @Cop
moyenne: 31.51% 14.26% 5.31% 44.68%
o) N’ =500 | écart-type: 3.07 % 323% 1.80% 2.06 %
L) rang: (2) 3) 4) (@)
a moyenne: 33.61% 10.37% 6.42% 49.58%
S | XopsU¥ama | N'=10° | écart-type:  352% 209% 243%  3.40%
% rang: (2) 3) (4) 1)
3 moyenne: 3799% 334% 6.99% 53.16%
o N'=10* | écart-type: 2.87% 1.85% 2.63%  3.00%
rang: 2) (4) 3) 1)
ASF exécutée avec Bs : S, S, Ss3 @Cop
moyenne: 28.79% 29.50% 4.01% 40.94%
N N’ =500 | écart-type: 3.51% 236% 2.41% 211 %
2 rang: 2) ) 3) (1)
a moyenne: 29.27% 29.79% 3.79% 39.48 %
S | XobsU¥aua | N'=10° | écart-type:  333% 3.29% 274%  232%
% rang: (2) ) 3) 1)
3 moyenne: 30.12% 27.87% 2.18% 40.52%
o N'=10* | écart-type: 2.97% 237% 137% 2.62%
rang: 2) 3) (4) 1)
ASF exécutée avec Bop : S S, Ss3 @Cop
moyenne: 37.86% 36.86% 6.31% 18.09%
= N’ =500 | écart-type: 1.97 % 370% 326% 3.73%
g rang: 1) 1) 3) 2)
g o moyenne: 41.76% 39.31% 845% 12.24%
S | XppU¥eura | N'=10° | écart-type: 3.48% 298% 3.94% 3.17%
% rang: 1) (2) (4) 3)
A moyenne: 46.39% 43.86% 8.14% 1.59%
© N'=10* | écart-type: 261% 3.05% 1.75% 1.47%
rang: 1) 2) 3) 4)
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TABLEAU 4.3 —Impact de ’assimilation de données supplémentaires sur le classement des indices de Sobol.



* Des expérimentations numériques ont montré la possibilité d'une réduction de la variabilité
d’apprentissage par acquisition ciblée puis assimilation de nouvelles observations.

4.3.2 Etude d’un cas test non-linéaire
4.3.2.1 Description

Soit X = (X1,X2) un couple de variables aléatoires identiquement distribuées. Leur loi com-
mune est celle d'un mélange uniforme de deux lois gaussiennes. Par ailleurs, une copule gaus-
sienne sous-tend la corrélation entre ces deux variables. En vertu du théoreme de Sklar, la densité
conjointe fx est construite en réunissant les composantes spécifiées ci-dessous :

1 my=—-m=m=2
e fx,(2)=fx,(2) == (zlmy,01) + fy(z| mp,02)
fa(@ = fxa(2 Z(fNZ 1oV fiv(z]mz,02)) avec {o0y1=0,=0=1 . (4.88)

e cy(w)=cy(ulp) p=0.5

Comme on peut le voir sur la Figure 4.13a, fx est quadrimodale. L'existence d'une corrélation posi-
tive entre X; et X, accroit]’hégémonie des modes situés sur la bissectrice x, = x; comparativement
a ceux situés sur sa perpendiculaire. La variable de sortie Y est ici donnée par :

1
Y=0pX)=X2—-a)+ min g;X; —a) avec a=—= \/§ . (4.89)
ic{l,2} a

La probabilité de défaillance est définie par Py = P(Y = 0) et le domaine de défaillance peut étre
décrit de la maniere suivante :

Df={xeR*:x, =2 y;(x)} avec W1(x1)={pa(xl):_al(xl_a)+a s?x1<o< . (4.90)
pp(x1) =—a(x;—a) +a  six; >«

Ainsi, I'état limite ¢(x) = 0 peut s’exprimer comme une fonction linéaire par morceaux de la va-
riable x;. En remarquant que ; est continue et strictement décroissante, on comprend qu'’il est
aussi tout a fait possible d’écrire que :

sz{xelRiz:xl Sya(x)} avec yr=wi' . (4.91)

De par les valeurs choisies pour a; et ay, il est facile de montrer que :

G(x)=20 <= x2=za—- min g;(x; —a) < x;=2a— min g;(x; —a) . (4.92)
i€{l,2} i€{l,2}

On en déduit que Y, = Y et on en conclut que D est symétrique par rapport a la droite x, = x;.
Sur la Figure 4.13a, on dispose d'un apercu visuel du positionnement et de la géométrie de D¢. Le
fait de travailler en dimension d = 2 et de disposer des paramétrages (4.90) et (4.91) rend possible
un calcul exact de Py par le biais d'une intégration numérique. La suite de ce paragraphe s’inspire
directement de ce qui est exposé dans TANG et collab. [2013]. L'idée centrale repose sur la séquence
d’égalités suivante :

Pfo fx, (1) fx, (x2) cu (Fx, (x1), Fx, (x2)) dx

+00

ffx1 (xl)(f ( fxz(xz) (Fx1 (xl)yFXZ(xz))dxz) dx;
\Ul X1)

f le(xl)

oC
Zffxl(xl)(l—a—U(Fxl(xﬂ,FXZ(Wl(xl)))) dx;

+oo
dx1
z=y(x1)

(Fxl (x1),Fx, (2))

=1- ffx1 (x1) (Fx1 (xl)yFXZ(U/l(xl)))dxl- (4.93)
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(a) Densité conjointe fx et domaine de défaillance D . (b) Echantillon d’apprentissage X}s -
FIGURE 4.13 - Visualisation du probléeme d’analyse de fiabilité.

Si on connait I'expression analytique de dCy /du, ou si on a acces a une routine numeérique per-
mettant d’en évaluer les valeurs, l'intégrande est parfaitement connue. Lutilisation d'une mé-
thode de quadrature telle que celle de ROMBERG [1955] donne alors une estimation de P . Sachant
que I'erreur commise est trés nettement inférieure a celle de n'importe quelle technique d’échan-
tillonnage, on admet que le résultat fourni par I'intégration numérique est exact. En utilisant le
paramétrage (4.91), I'élimination de la variable x; aurait conduit a la formule :

Pr=1- f fxz(xz) (FX1 (w2(x2)),Fx, (xz))dxz (4.94)

Ainsi, pour ce cas test, la faible dimension et la connaissance d'un paramétrage de I'état limite
permettent la construction ad hoc d’un algorithme de fiabilité R dont le fonctionnement est dé-
terministe. On pose o = k x m dans I"équation (4.89) et on rappelle que m est la moyenne de X, et
I'opposé de celle de X;. En réglant k, on peut fixer Py au niveau de criticité souhaité pour I'étude
sans toutefois perturber la symétrie de D . Pour k = 1.7, on obtient Py = 0.016 apres avoir appliqué
la démarche présentée ci-dessus.

4.3.2.2 Hybridation du modele d’apprentissage

Pour ce cas test, on souhaite comparer les résultats de 'ASF pour différentes combinaisons
de modeles d’apprentissage des marginales et de la copule. Pour simplifier I'analyse des résul-
tats, la copule est systématiquement estimée au sein de la famille gaussienne. Mo, est donc fixé
et on se contente d’intervenir sur les modeles M et M, d’apprentissage des lois marginales.
L'échantillon initial comporte N = 500 observations. L'apprentissage de la densité marginale fx, a
partir d'un échantillon Zgbli est ici envisagée de trois manieres différentes : la premieére est naive,
la seconde s’appuie sur une pratique courante tandis que la troisieme cherche a tirer profit d'une
analyse visuelle préalable des données. En procédant de la sorte, on cherche a faire évoluer la na-
ture et 'amplitude de la variabilité portée par la composante fonctionnelle fxl (-1 ./\/ll,ZL'tE) en
fonction du choix de M.

La premiére technique n’est rien d’autre qu'une calibration fN( 7 11\/[v, MV) de la densité

gaussienne aux observations marginales disponibles. Ce choix est infondé, extrémement mal-
adroit et conduit a 'apprentissage d’'une loi normale unimodale dont I'espérance est située ap-
proximativement a mi-chemin entre les pics de la densité théorique fx,. C’est ce que 'on peut
observer a la Figure 4.14a ou le faisceau de courbes représente les résultats de plusieurs dizaines
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(a) Calibration MV d’une loi unimodale. (b) Approche non-paramétrique. (c) Calibration EM d’une loi bimodale.

FIGURE 4.14 - Evolution de la variabilité affectant I'apprentissage de la densité marginale f, .

d’estimations de fx, a partir d’échantillons zl obs Simulés avec Gz. En guise de seconde technique,
pour pallier au manque de flexibilité observé précédemment, on propose de se tourner vers 1'es-
timation par noyaux gaussiens :

N 1 X1 —Z(ll)
fa (311 My,Z obs) Jroe(x1 1250 ) = < Z —Ky|———1,
Nisih u (4.95)

1 1.2 ~ 1
avec Kpy(z)=——e 2% et h;:=1.06x67xN 5.
N Van

La fenétre de lissage /1; est estimée de fagcon naive avec la regle de SILVERMAN [1986] oil 6 est
'écart-type empirique calculé a partir des observations contenues dans ZE)'bIS]. Comme on peut le
constater a la Figure 4.14b, cette approche non—paramétrique “aveugle” permet de capturer la bi-
modalité étant donné que chaque densité fKDE(xl | Zgbi h ) présente deux maxima locaux et un
minimum local. Toutefois, on constate que le lissage produit par la méthode KDE tend a freiner
I'amplitude des fluctuations de la densité estimée. A taille d’échantillon fixée, on ne peut p