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Résumé

Le sujet de cette thèse est le caractère d’une représentation unitaire irréductible de plus haut poids (UI-

PHP) du groupe U(p,q,C).

Comme montré par Harish-Chandra, une représentation unitaire irréductible d’un groupe réductif réel

possède un caractère, qui est une fonction localement intégrable sur le groupe. L’intégration de cette

fonction avec une fonction test donne la trace de l’opérateur obtenu en appliquant la représentation à

la fonction test. En outre, il existe une correspondance bijective entre les classes d’équivalences des

représentations unitaires irréductibles et leurs caractères.

Si le groupe est compact, la représentation est de dimension finie et le caractère est égal à la trace de la

représentation. Weyl a classifié les représentations unitaires irréductibles des groupes de Lie compacts

connexes et a décrit leurs caractères. Par différentiation on obtient une représentation de l’algèbre de Lie

complexifiée. Une sous-algèbre de Borel possède un sous-espace propre de dimension un. Le caractère

propre correspondant est le plus haut poids de la représentation. Ainsi, il existe une bijection entre les

classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles et les plus haut poids.

Les classes d’équivalences des représentations unitaires irréductibles d’un groupe réductif réel sont loin

d’ètre comprises. Harish-Chandra a introduit la notion d’une représentation irréductible admissible de

plus haut poids qui n’est pas nécessairement unitaire. Chacune d’elles est déterminée par un carac-

tère d’une sous-algèbre de Borel, également appelé le plus haut poids. Grâce aux travaux de Jacobsen

et Enright-Howe-Wallach, on connait aujourd’hui quels plus haut poids de la construction de Harish-

Chandra correspondent à des représentations unitaires.

Si une représentation UIPHP d’un groupe réductif réel se réalise comme sous-représentation de l’espace

des fonctions à carré intégrable sur le groupe, une formule de Harish-Chandra décrit la restriction du

caractère au sous-ensemble des éléments elliptiques réguliers, c’est-à-dire l’union des classes de conju-

gaison passant par les points réguliers d’un sous-groupe de Cartan compact maximal.

Plus récemment, Enright a donné une formule pour la restriction du caractère au sous-ensemble des

éléments elliptiques réguliers d’une représentation UIPHP arbitraire d’un groupe classique. La formule

d’Enright est explicite, mais contient de nombreuses simplifications cachées. En outre, sa preuve est ba-

sée sur l’algèbre homologique plutôt que sur une méthode analytique directe comme dans la construction

de Harish-Chandra.

Dans cette thèse, nous calculons la restriction du caractère d’une représentation UIPHP au sous-ensemble

des éléments elliptiques réguliers de U(p,q,C). Le résultat est plus explicite que celui d’Enright et nous

vérifions dans quelques cas que les deux formules sont équivalentes. Vérifier l’équivalence en général

n’est pas facile et nous ne le faisons pas.
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Nous utilisons deux méthodes indépendantes. La première consiste à calculer une intégrale impliquant le

caractère de la représentation de Weil via le théorème des résidus. C’est simple, mais le résultat manque

d’une structure agréable. La deuxième méthode est de réaliser la représentation dans la correspondance

de Howe, c’est-à-dire comme sous-représentation de la représentation de Weil restreinte à une paire

duale avec un membre compact. Ensuite, nous combinons la description explicite de la représentation

de Weil, adoptée dans ce contexte dans un article de McKee-Pasquale-Przebinda, avec une formule de

Rossmann-Duflo-Vergne (également basée sur l’étude de la représentation de Weil) pour la transformée

de Fourier d’une intégrale orbitale elliptique. La formule résultante est compatible avec la correspon-

dance des orbites et ressemble à la formule de Harish-Chandra.
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Summary

The topic of this thesis is the character of an irreducible unitary highest weight (IUHW) representation

of the group U(p,q,C).

As shown by Harish-Chandra, an irreducible unitary representation of a real reductive group has a cha-

racter, which is a locally integrable function on the group. Integrating that function against a test function

gives the trace of the operator obtained by applying the representation to the test function. Also, there

is a bijective correspondence between the equivalence classes of irreducible unitary representations and

their characters.

If the group is compact then the representation is finite dimensional and the the character is equal to the

trace of the representation. Weyl classified all irreducible unitary representations of compact connected

Lie groups and described their characters. By taking derivatives, one obtains a representation of the

complexified Lie algebra. A Borel subalgebra has a one-dimensional eigenspace. The corresponding

eigencharacter is the highest weight of the representation. So, there is a bijection between equivalence

classes of irreducible unitary representations and some highest weights.

The equivalence classes of irreducible unitary representations of a real reductive group are far from being

understood. However Harish-Chandra introduced the notion of an irreducible admissible highest weight

representation, which is not necessarily unitary. Each of them is determined by an eigencharacter of a

Borel subalgebra, also called the highest weight. By the works of Jacobsen, Enright-Howe-Wallach it is

clear now which highest weights in Harish-Chandra’s construction correspond to unitary representations.

If an IUHW representation of a real reductive group occurs as a subrepresentation of the space of the

square integrable functions on the group, then a formula of Harish-Chandra describes the restriction of

the character to the subset of the regular elliptic elements, i.e. the union of conjugacy classes passing

through the regular points of a maximal compact Cartan subgroup.

Later Enright gave a formula for the restriction of the character to the subset of the regular elliptic

elements of an arbitrary IUHW representation of a classical group. Enright’s formula is explicit, but

contains many hidden cancellations. Also, the proof is based on homological algebra rather than a direct

analytic method as in Harish-Chandra’s construction.

In this thesis we compute the restriction of the character of an IUHW representation to the subset of the

regular elliptic elements of U(p,q,C). The result is more explicit than Enright’s and we check in a few

cases that the two formulas are equivalent. Checking the equivalence in general is not easy and we do

not do it.

We use two independent methods. The first one is to compute an integral involving the character of

Weil representation via the Residue Theorem. It is straightforward, but the result lacks any pleasing
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structure. The second method is to realize the representation in Howe’s correspondence, i.e. as a su-

brepresentation of the Weil representation restricted to a dual pair with one member compact. Then we

combine the known explicit description of the Weil representation, adopted to this context in a work of

McKee-Pasquale-Przebinda, with a formula of Rossmann-Duflo-Vergne (also based on a study of the

Weil representation) for the Fourier transform of an elliptic orbital integral. The resulting formula is

compatible with the orbit correspondence and has close resemblance to Harish-Chandra’s formula.
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Chapitre 1

Introduction

Considérons (W, 〈., .〉) un R-espace vectoriel sympléctique de dimension finie et notons Sp(W) le groupe

de Lie sympléctique associé. Soit sp(W) l’algèbre de Lie de Sp(W) et fixons J une structure complexe

positive compatible sur W, i.e. J ∈ sp(W) vérifie J2 = −Id et la forme bilinéaire 〈J., .〉 est définie positive.

Pour tout g ∈ Sp(W), fixons Jg = J−1(g − 1). Comme rappelé dans la section 2.5.1, det(Jg)−1
JgW est bien

défini, et posons

S̃p(W) = {g̃ = (g, ξ) ∈ Sp(W) × C; ξ2 = det(−iJg)−1
Jg(W)}

L’ensemble S̃p(W) est un groupe muni de la multiplication suivante

(g, ξ).(h, η) = (gh, ξηC(g, h))

où C : Sp(W)×Sp(W)→ C est le cocycle défini dans [2]. Le groupe S̃p(W) est appelé groupe métapléc-

tique : c’est un revêtement double du groupe sympléctique. La représentation centrale de cette thèse est la

représentation de Weil (ou métapléctique, ou oscillatoire), construite par Shale, Segal et Weil. Dans cette

thèse, nous utilisons la construction présentée dans [2], que l’on rappelle rapidement ici. Soit χ : R→ C

le caractère de R donné par χ(r) = e2iπr. Pour tout g ∈ Sp(W), on définit χc(g) : (g − 1)W → C par

χc(g)(u) = χ

(
1
4
〈c(g)u, u〉

)
et soit µ(g−1)W la mesure de Lebesgue sur (g − 1)W normalisée de manière à ce que le volume du cube

unité associé à 〈J., .〉 soit égal à 1. Considérons la distribution T (g̃) ∈ S∗(W) définie par

T (g̃) = Θ(g̃)χc(g)µ(g−1)W

où Θ(g̃) = ξ, pour g̃ = (g, ξ)). Soit W = X ⊕ Y une pôlarisation complète de W et notons K : S∗(W) →

S∗(X × X) et Op : S∗(X × X) → Hom(S(X),S∗(X)) les isomorphismes qui étendent les applications

suivantes

K (v)(x, x′) =

∫
Y

v(x − x′ + y)χ
(
1
2
〈y, x + x′〉

)
dµY(y) (v ∈ S(W))
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Op(K)(v)(x) =

∫
X

K(x, x′)v(x′)dx′ (K ∈ S(X × X), x ∈ X)

Comme montré dans [2] et rappelé dans la section 2.5.1, l’application ω = Op ◦K ◦ T : S̃p(W) →

Hom(S(X),S(X)) est une application continue et injective et s’étend en une application

ω : S̃p(W)→ U(L2(X))

où U(L2(X)) est le groupe des opérateurs unitaires sur L2(X). Le couple (ω, L2(X)) est la représentation

de Weil de S̃p(W).

Pour toute paire duale réductive irréductible (G,G′) (section 2.5.2), le théorème de dualité de Howe

assure une correspondance bi-univoque entre certaines représentations de G̃ et G̃′ (voir [20] ou théo-

rème 2.5.2 dans cette thèse). Cette dualité a été étudiée par de nombreux auteurs au cours des quarante

dernières années, et certains résultats seront rappelés dans la section 2.5.3.

Le cadre de cette thèse est le suivant : on considère une paire duale réductive irréductible (G,G′) avec

G compact. Le but est ici de donner une formule pour le caractère des représentations Π′ de G̃′ qui

apparaissent dans la dualité. Avant de décrire les deux méthodes utilisées dans cette thèse, rappelons

rapidement la notion de caractère d’une représentation admissible d’un groupe de Lie réductif (section

2.1).

Pour une représentation (Π,H ) admissible arbitraire d’un groupe de Lie réductif G, il apparaît clair que

l’application G → C, g → tr(Π(g)) n’est pas bien définie. Dans ce cas la définition de caractère a été

introduite par Harish-Chandra dans [11]. Ce dernier, noté ΘΠ, est défini comme une distribution sur G.

Plus précisement, pour toute fonction Ψ ∈ C∞c (G), on définit

ΘΠ(Ψ) = tr
∫

G
Ψ(g)Π(g)dµG(g)

où µG est une mesure de Haar sur G. Dans [13], Harish-Chandra a montré que cette distribution est

donnée par une fonction sur un sous-espace partout dense de G, à savoir l’ensemble des points réguliers,

noté Greg.

La classification de Langlands-Knapp-Zuckermann donne une formule pour toute représentation admis-

sible irréductible de G, mais cette formule n’est pas transparente car elle contient beaucoup de termes

à simplifier. Il existe certains cas dans lesquels la fonction ΘΠ : Greg → C est assez explicite. Dans le

cas où G est compact, toute représentation irréductible de G est de dimension finie et de plus haut poids

λ ∈ t∗, où t est une sous-algèbre de Cartan de l’algèbre de Lie g de G. Dans ce cas, le caractère ΘΠ est

donné par la formule suivante (démontrée par Hermann Weyl) :

ΘΠ(exp(x)) =
∑

w∈W (k)

sgn(w)ew(λ+ρ)(x)∏
α∈Φ(g,t)
〈α,λ+ρ〉>0

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )

où treg est l’ensemble des éléments réguliers de t, Φ(g, t) un système de racines positives de g et W le

groupe de Weyl associé (pour plus de détails, on se réfèrera à la section 2.4).
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Une formule similaire a été prouvée dans le cas d’une représentation de la série discrète d’un groupe de

Lie réductif G par Harish-Chandra. Rappelons que de telles représentations existent si et seulement si

rk(K) = rk(G). Soit K un sous-groupe maximal compact de G et soit k l’algèbre de Lie de K. Supposons,

de plus, que (Π,H ) est une représentation de la série discrète de G de plus haut poids λ ∈ t∗ où t est

une sous-algèbre de Cartan de g qui vérifie t ⊆ k ⊆ g. Le caractère ΘΠ est alors donné par la formule

suivante :

ΘΠ(exp(x)) = (−1)
1
2 dim G/K

∑
w∈W (k)

sgn(w)ew(λ+ρ)(x)∏
α∈Φ(g,t)
〈α,λ+ρ〉>0

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )
(x ∈ treg) (1.1)

où W (k) est le groupe de Weyl associé à (k, t).

Dans son article [9], Enright donne la formule du caractère d’une représentation irréductible unitaire Π

de plus haut poids λ − ρ. Plus précisement en gardant les notations de la section 2.4.2, on obtient∏
α∈Φ+(k,t)

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )ΘΠ(exp(x)) =
∑

w∈W k
λ

(−1)lλ(w)Θw̄λ−ρ(k)(exp(x)) (1.2)

où x ∈ t et Θw̄λ−ρ(k) est le caractère de la représentation de K de plus haut poids w̄λ − ρ(k).

Regardons plus en détails les résultats de cette thèse. Bien que certains théorèmes des chapitres 3 et 4

soient valables pour tout (G,G′) avec G compact et connexe, on se restreint au cas où (G = U(n,C),G′ =

U(p, q,C)), avec p ≤ q.

Le contenu du chapitre 3 est le suivant. Soient G̃, G̃′ les images réciproques de G et G′ respectivement

dans le groupe métapléctique S̃p(W). Fixons Π une représentation de G̃ qui apparaît dans la correspon-

dance et soit Π′ l’unique représentation de G̃′ associée.

On considère le semi-groupe oscillatoire, introduit par Howe dans [18]. Rapidement, notons WC la com-

plexification de W et notons de nouveau 〈., .〉 la forme complexifiée. Notons Sp(WC) le groupe sympléc-

tique complexe associé à l’espace sympléctique (WC, 〈., .〉) et soit Sp(WC)++ le sous-ensemble de Sp(WC)

défini par

Sp(WC)++ = {g ∈ Sp(WC); i 〈w, w̄〉 > i
〈
g(w), g(w)

〉
}.

On définit C : Sp(WC)++ × Sp(WC)++ → C comme

C(g1, g2) = det−
1
2

(
1
2i

(c(g1) + c(g2))
)

Le sous-ensemble
˜Sp(WC)

++
= {(g, ξ) ∈ Sp(WC)++ × C; ξ2 = det(i(g − 1))−1}

est un semi-groupe avec la loi suivante

(g, ξ)(h, η) = (gh, ξηC(g, h))

et ce dernier est appelé semi-groupe oscillatoire (voir [18] et section 3.2).

L’avantage, pour nous, de considérer ce groupe est donné dans le théorème suivant :
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Théorème 1.0.1. La fonction Θ : ˜Sp(WC)
++
→ C est holomorphe. De plus, pour toute fonction Ψ ∈

C∞c (S̃p(W)), on a : ∫
S̃p(W)

Θ(g̃)Ψ(g̃)dg̃ = lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

∫
S̃p(W)

Θ(g̃ p̃)Ψ(g̃)dg̃

où Θ : S̃p(W)
++
→ C défini par Θ(g̃ = (g, ξ)) = ξ est l’extension à S̃p(W)

++
du caractère de la

représentation métapléctique (ω,H = L2(X)).

Ce résultat est démontré dans la section 3.2, théorème 3.2.10. On donne une formule explicite du ca-

ractère Θ sur un sous-groupe maximal compact de Sp(W), ce qui nous permet au final de donner une

formule explicite du caractère ΘΠ′ sur T̃ ′, où T ′ est un sous-groupe de Cartan diagonal de G′.

Plus précisement, on a :

ΘΠ′(t̃′) =
(−1)nq

(2iπ)nn!

 p+q∏
a=1

t′a


n
2

lim
r→1
r<1

∑
w,σ∈Sn

sgn(w) sgn(σ)
n∏

b=1

∫
S1

t
p−n−2+w−1(b)−λw−1(b)+σ

−1(b)

b
p∏

a=1
(tb − rt′a)

p+q∏
a=p+1

(
tb −

1
rt′a

)dtb

On calcule alors ces intégrales explicitement dans le cas (U(1,C),U(p, q,C)) (annexe B) et (U(2,C),

U(p, q,C)) (annexe C). Ces intégrales peuvent être calculées en général mais il est difficile de mettre

le résultat dans une formule agréable. On procède donc avec une méthode différente dans le chapitre

4, où le caractère ΘΠ′ est calculé en utilisant la distribution d’entrelacement définie dans [33]. Fixons à

nouveau une représentation Π de G̃ qui apparaît dans la correspondance et soit Π′ l’unique représentation

de G̃′ associée.

Comme rappelé dans la section 3.3, pour toute fonction Ψ ∈ C∞c ( ˜U(p, q,C)), on a :

dΠΘΠ′(Ψ) = tr(PΠ⊗Π′ ◦ ω(Ψ))

où P⊗′ : L2(X)→ L2(X) est la projection sur la composante Π⊗Π′-isotypique et dΠ est la dimension de

la représentation Π. Comme démontré dans [2], chapitre 4, pour toute fonction Φ ∈ C∞c (S̃p(W)), on a :∫
Sp(W)

Φ(g̃)Θ(g̃)dµS̃p(W)(g̃) = tr
∫

S̃p(W)
Φ(g̃)ω(g̃)dµS̃p(W)(g̃)

En utilisant la forme explicite de PΠ⊗Π′ , à savoir

PΠ⊗Π′ =

∫
G̃

dΠΘΠ(g̃)ω(g̃)dµG̃(g̃)

on obtient que le caractère ΘΠ′ est donné, en tant que distribution sur G̃′, par la formule suivante :∫
G̃

ΘΠ(g̃)Θ(g̃g̃′)dµG̃(g̃)

Il existe une unique distribution fΠ⊗Π′ telle que

PΠ⊗Π′ = Op ◦K ( fΠ⊗Π′)
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La distribution fΠ⊗Π′ est appelée distribution d’entrelacement dans [33]. Explicitement,

fΠ⊗Π′ =

∫
G̃

dΠΘΠ(g̃)T (g̃)dµG̃(g̃) (1.3)

On pourra pour cela consulter la section 4.1. La formule (1.3) a été calculée explicitement dans [32] (voir

aussi section 4.3). A l’aide d’une formule de Rossmann et de Duflo-Vergne, on obtient à une constante

près une formule explicite pour le caractère ΘΠ′ comme suit :

ΘΠ′(h′) =
∑

η∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (K′,h′)

sgn(η) prm(σh)−η
−1µ′∏

β>0
β|h(m),0

((σh)
β
2 − (σh)−

β
2 )

(1.4)

Ce théorème se trouve dans la section 4.3, théorème 4.3.12. La constante multiplicative qui apparaît peut

être calculée explicitement. On vérifie cette formule dans trois cas : le cas (G = U(1,C),G′ = U(p, q,C)),

(G = U(n,C),G′ = U(q,C)) et (G = U(n,C),G′ = U(p, q,C)), avec n = p + q (on pourra pour cela

consulter la section 4.4).

Remarquons au passage que dans cette partie, nous avons considéré n ≤ p + q. Ce cas est le plus intéres-

sant. En effet, Kashiwara et Vergne ([23]) ont montré que si n ≥ p + q, alors, toutes les représentations

Π′ de ˜U(p, q,C) qui apparaissent dans la dualité sont dans la série discrète de ˜U(p, q,C). Dans le cas

n = p + q, nous avons vérifié que notre formule coïncide avec celle de Harish-Chandra dans (1.1).

Remarquons au passage que lors de tous ces calculs, on utilise le plus haut poids des représentations Π

de Ũ(n,C) (pour les poids de la correspondance, on peut consulter [34]) mais jamais les poids associés

des représentations de ˜U(p, q,C), qui sont eux aussi connus. Dans ces trois cas, notre formule coïncide

aussi avec celle déterminée par Enright. On ne vérifie pas la correspondance de notre formule (1.4) et

celle de Enright (voir (1.2)). En fait, si on divise le membre de droite de (1.2) par la partie non-compacte

du dénominateur de Weyl qui apparaît dans le membre de gauche, de nombreuses simplifications ap-

paraissent. Une des motivations de cette thèse est que la même méthode donne le front d’onde de la

représentation Π′ (voir [33]) et le caractère Π′ en tant que fonction sur le groupe, comme fait ici.

Dans le chapitre 5, on donne quatre nouvelles perspectives de recherche :

— Dans un premier temps, remarquons que dans les parties précédentes, on a toujours déterminer

la formule du caractère ΘΠ′ pour tout élément du Cartan compact de ˜U(p, q,C). On ouvre alors

sur la possibilité d’étude du caractère sur les différents sous-groupes de Cartan de U(p, q,C).

— Dans un second point, on donne quelques idées pour généraliser ce qui a été fait pour la paire

(U(m,C),U(p, q,C)) au cas des autres paires duales réductives compactes. Pour cela, on donne

dans le cas (O(n,R),Sp(2m,R)) la restriction du caractère sur un sous-groupe maximal compact

du groupe sympléctique, et plus explicitement sur un tore maximal, ce qui permet d’appliquer les

méthodes données dans le chapitre 3. De même, on montre rapidement que les idées du chapitre

4 s’appliquent aussi aux deux autres paires duales compactes.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Groupes de Lie réductifs et leurs représentations

Tout au long de ce manuscrit, nous allons nous restreindre aux groupes de Lie dits réductifs. Nous allons

pour cela utiliser la définition de [25] (page 140). Considérons GL(n,R) = {A ∈ M(n,R); det(A) , 0},

où M(n,R) correspond à l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients réels. L’involution de

Cartan de GL(n,R) est l’automorphisme involutif θ : GL(n,R)→ GL(n,R) défini par θ(g) = (g−1)t, où .t

dénote la transposition.

Définition 2.1.1. 1. Un groupe de Lie G est dit linéaire réductif si il est isomorphe à un sous-groupe

fermé de GL(n,R) et satisfait les deux propriétés suivantes :

(a) θ(G) = G,

(b) G a un nombre fini de composantes connexes.

2. Un groupe de Lie G sera dit réductif si ce dernier est obtenu par un revêtement fini d’un groupe de

Lie linéaire réductif.

Parmi les groupes de Lie réductifs, on trouve en particulier l’ensemble des groupes de Lie compacts et

les groupes de matrices classiques.

Par la suite, H désigne un espace de Hilbert complexe. On note par End(H ) l’anneau des endomor-

phismes continus de H et par GL(H ) le sous-groupe formé par les éléments inversibles de End(H ).

Définition 2.1.2. Soient G et H comme précédement et π : G → GL(H ) un homomorphisme de

groupes. On dit que (π,H ) est une représentation si

G ×H →H , (g, v)→ π(g)v (2.1)

est continue.
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La représentation est dite irréductible s’il n’existe pas de sous-espaces propres fermés de H qui soient

G-invariants. La représentation sera dite unitaire si pour tout g ∈ G, π(g) est un opérateur unitaire. On

notera U(H ) l’espace des opérateurs unitaires sur H .

Si (π1,H1) et (π2,H2) sont deux représentations de G, on note HomG(π1, π2) l’espace des opérateurs

linéaires bornés A : H1 →H2 tels que A◦π1(g) = π2(g)◦A pour tout g ∈ G. Les représentations sont dites

équivalentes s’il existe A ∈ HomG(π1, π2) qui est inversible. Pour des représentations unitaires, on sait

que deux représentations équivalentes sont aussi unitairement équivalentes, c’est-à-dire HomG(π1, π2)

contient une bijection isométrique. On note Ĝ l’ensemble des classes d’équivalence des représentations

unitaires irréductibles de G.

Considérons (g, [., .]) une algèbre de Lie sur K = R ou C, c’est-à-dire un K-espace vectoriel muni d’une

application [., .] : g × g→ g qui est bilinéaire, anti-symétrique et qui vérifie l’identité de Jacobi

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X,Y]] = 0 (X,Y,Z ∈ g) (2.2)

Une représentation de g est la donnée d’un couple (φ,V) où V est un espace vectoriel et φ : g→ End(V)

est un morphisme d’algèbres de Lie, c’est-à-dire une application linéaire qui satisfait

φ([X,Y]) = [φ(X), φ(Y)] = φ(X)φ(Y) − φ(Y)φ(X), (X,Y ∈ g) (2.3)

Pour toute algèbre de Lie g, on définit l’application ad : g→ End(g) par :

ad(X)(Y) = [X,Y], (X,Y ∈ g) (2.4)

C’est une représentation de g dans g, appelée représentation adjointe de g. Par la suite, sauf mention

contraire, les représentations d’une algèbres de Lie (sur R ou C) seront sur des espaces vectoriels com-

plexes.

Par la suite, nous considérerons une représentation (π,H ) d’un groupe de Lie réductif G sur un espace

de Hilbert H . Un vecteur v ∈ H est dit C∞ si l’application G 3 g → π(g)v ∈ H est C∞. Notons H ∞

l’ensemble des vecteurs C∞ de H : c’est un sous-espace dense de H ([43], chapitre I, section 6.2). Soit

g l’algèbre de Lie de G et soit exp : g → G l’application exponentielle de G. Alors, pour tout X ∈ g et

v ∈H ∞,

dπ(X)v :=
d
dt

∣∣∣∣∣
t=0
π(exp(tX))v (2.5)

existe et dπ(X)v ∈H ∞. De plus, (π,H ∞) est une représentation de g ([43], chapitre I, section 6.3).

Soit K un sous-groupe maximal compact de G. La représentation (π,H ) de G est dite admissible si pour

tout (λ,Vλ) ∈ K̂, l’espace HomK(λ, π|K ) est de dimension finie. Toute représentation irréductible unitaire

est admissible (on pourra par exemple consulter [43], chapitre I, théorème 3.4.10).

Rappelons la définition de représentations de la série discrète. Fixons une mesure de Haar sur G notée

µG. On définit

Lp(G, µG) =
{
f : G → C µG -mesurables ;

∫
G
| f (g)|pdµG(g) < ∞

}
, (2.6)
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où comme d’habitude, on identifie deux fonctions qui sont égales µG presque partout. Rappelons que

L2(G, µG) possède une structure d’espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

( f , h) =

∫
G

f (g)h(g)dµG(g).

La représentation régulière gauche de G est la représentation unitaire λG : G → U(L2(G, µG)) définie par

(λG(g) f )(x) = f (g−1x) ( f ∈ L2(G, µG), g, x ∈ G).

Définition 2.1.3. Une représentation (π,H ) de G est dans la série discrète de G s’il existe un sous-

espace fermé H ′ de L2(G, µG) qui est invariant et irréductible sous l’action de λG(G) tel que (π,H ) et

(λG,H ′) sont équivalentes.

2.2 Structure des algèbres de Lie complexes et représentations de
plus haut poids

La forme de Killing d’une algèbre de Lie sur C est la forme bilinéaire symétrique B : g × g→ C définie

par

B(X,Y) = tr(ad(X) ◦ ad(Y)). (2.7)

Une algèbre de Lie g est dite semi-simple si sa forme de Killing est non-dégénérée.

Considérons ici une algèbre de Lie semi-simple complexe et soit h une sous-algèbre de Cartan de g.

Dans ce cas, h est une sous-algèbre de Lie abélienne (c’est-à-dire [h, h] = {0}) qui est maximale. Les

éléments ad(h), h ∈ h étant diagonalisables et commutant deux-à-deux, on peut donc les diagonaliser

simultanément. Notons h∗ le dual de h. Pour α ∈ h∗, on note :

gα = {x ∈ g; [h, x] = α(h)x (∀h ∈ h)}.

Notons Φ(g, h) = {α ∈ h∗; gα , {0}}. On indiquera par Φ+(g, h) un système de racines positives de g et

Σ un système de racines simples de g associés à Φ+(g, h). On obtient donc la décomposition triangulaire

suivante :

g =
⊕
α∈Φ−

gα ⊕ h ⊕
⊕
α∈Φ+

gα

où Φ−(g, h) = −Φ+(g, h). Pour les définitions des sous-algèbres de Cartan et les systèmes de racines, on

peut consulter [24], chapitre II, section 2 et 4, ou [22], chapitre II, section 8 et chapitre III, sections 9 et

10.

Exemple 2.2.1. Pour tout n ≥ 2, considérons g = sl(n,C) = {A ∈ M(n,R); tr(A) = 0}. Pour tout

a, b ∈ [|1, n|], notons Ea,b ∈ M(n,C) la matrice définie par (Ea,b)i, j = δa,iδb, j où δa,i =

1 si i = a

0 sinon
. On a
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alors :

sl(n,C) =

n−1⊕
i=1

C(Ei,i − Ei+1,i+1) ⊕
⊕

1≤i, j≤n

CEi, j.

Ici, h =
n−1⊕
i=1
C(Ei,i − Ei+1,i+1) est une sous-algèbre de Cartan de g. Notons hi = Ei,i − Ei+1,i+1, 1 ≤ i ≤ n − 1

et soit ek, k ∈ [|1, n|], l’élément de h∗ défini par :

ek


λ1 0

. . .

0 λn

 = λk.

Pour tout i ∈ [|1, n − 1|], 1 ≤ l , k ≤ n, on a :

[hi, Ek,l] = (ek − el)(hi)Ek,l.

Ainsi, on a :

Φ(g, h) = {ei − e j ; 1 6 i , j 6 n}.

Un système de racine positive est donné par :

Φ+(g, h) = {ei − e j ; 1 6 i < j 6 n}

et une base est donnée par :

Σ(g, h) = {ei − ei+1 ; 1 6 i 6 n − 1}.

Soit (V, π) une représentation de g. Pour tout α ∈ h∗, on définit les espaces Vα comme suit :

Vα = {v ∈ V ; π(h)(v) = α(h)v, (∀h ∈ h)}.

D’après [22], un vecteur maximal (de poids λ) pour (V, π) est un vecteur non nul v ∈ Vλ tel que π(η+)(v) =

0, où

η+ =
⊕

α∈Φ+(g,h)

gα.

Notons U (g) l’algèbre enveloppante de g (pour la construction de cette dernière, on pourra consulter

[24], chapitre III, page 214). En particulier, toute représentation de g s’étend en une représentation de

U (g) ([24], chapitre III, proposition 3.3, page 215).

Définition 2.2.2. On dit que (π,V) est une représentation de plus haut poids s’il existe λ ∈ h∗ et v ∈ Vλ

un vecteur maximal non nul tel que V = π(U (g))v. On dit dans ce cas que π est de plus haut poids λ, et

on note souvent πλ à la place de π.

Notation 2.2.3. Notons P(π) = {α ∈ h∗ ; Vα , {0}} : c’est l’ensemble des poids de la représentation.
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Remarque 2.2.4. Dans le cas d’une représentation (π,V) de plus haut poids λ ∈ h∗, on obtient que la

décomposition suivante pour V :

V =
⊕
α∈P(π)

Vα

et dim(Vλ) = 1. Pour la preuve de ces résultats, on pourra consulter [22], chapitre VI, section 20.2, page

108.

La forme de Killing B étant non-dégénérée sur h, on identifie l’algèbre h et son dual h∗. Pour tout φ ∈ h∗,

notons tφ l’unique élément de h tel que φ(h) = B(tφ, h) pour tout h ∈ h. Pour tout α ∈ Φ(g, h), notons

hα = 2tα
B(tα,tα) . En particulier, d’après [22], section 8.3, page 37, on a hα = −h−α. Notons 〈., .〉 la forme

bilinéaire symétrique et non-dégénérée définie sur h∗ par :

〈α, β〉 = B(hα, hβ) (α, β ∈ h).

Pour tout α ∈ Φ(g, h), on définit la réfléction sα : h∗ → h∗ comme suit :

sα(β) = β − 2
〈β, α〉

〈α, α〉
α.

On définit alors le groupe de Weyl W comme le sous-groupe de GL(h∗) engendré par les réflexions

sα, α ∈ Φ(g, h).

Exemple 2.2.5. Dans le cas de sl(n,C), le groupe de Weyl W est isomorphe à Sn. Ici l’action de W sur

h est donnée par :

w.(ei − e j) = ew(i) − ew( j) (1 ≤ i , j ≤ n,w ∈ Sn).

Définition 2.2.6. Une forme linéaire λ ∈ h∗ est dite algébriquement intégrale si λ(hα) ∈ Z pour tout

α ∈ Φ(g, h). De plus, si λ(hα) ∈ N pour tout α ∈ Φ+(g), la forme linéaire sera dite dominante.

Pour toute forme λ ∈ h∗, il existe une représentation irréductible de plus haut poids λ que l’on peut

réaliser explicitement. En outre, λ ∈ h∗ est algébriquement intégrale et dominante si et seulement si

l’unique représentation irréductible de plus haut poids λ est de dimension finie. Pour les preuves de ces

résultats, on pourra consulter [22], chapitre VI, section 20.3, pages 109 - 110, et section 21.1, page 112.

On considère la notion d’algèbre de Lie réductive donnée dans [24]. En particulier, on a g = [g, g]⊕Zg, où

[g, g] est semi-simple et Zg = {X ∈ g ; [X,Y] = 0, (∀Y ∈ g)} désigne le centre de g. Pour la démonstration

de ce résultat, on pourra consulter [24], corollaire 1.56, page 56.

Soient g une algèbre de Lie réductive complexe et h′ une sous-algèbre de Cartan de [g, g]. D’après

l’équation (2.2), on obtient la décomposition suivante :

[g, g] = h′ ⊕
⊕

α∈Φ([g,g],h′)

[g, g]α

Notons h = Zg ⊕ h′. L’algèbre h est maximale abélienne dans g. En prolongeant les formes linéaires

α ∈ Φ([g, g], h′) par zéro sur Zg, on obtient des formes linéaires sur h et la décomposition suivante :

g = h ⊕
⊕
α∈Φ(g,h)

gα
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avec gα = {v ∈ g ; [h, v] = α(h)v (∀h ∈ h)} défini comme dans le cas semi-simple. L’ensemble Φ(g, h) est

de nouveau appelé ensemble des racines de g. On étend alors naturellement la notion de représentation

de plus haut poids au cas réductif.

Exemple 2.2.7. L’algèbre de Lie de U(n,C), notée u(n,C), est donnée par :

{iEk,k ; 1 6 k 6 n} ∪ {i(Ek,l + El,k) ; 1 6 k < l 6 n} ∪ {Ek,l − El,k ; 1 6 k < l 6 n}.

Notons u(n,C)C l’algèbre de Lie complexifiée. Une base de u(n,C)C est donnée par :

{Ek,k ; 1 6 k 6 n} ∪ {Ek,l − El,k ; 1 6 k < l 6 n} ∪ {Ek,l + El,k ; 1 6 k < l 6 n}.

Ainsi, on a :

u(n,C)C = gl(n,C) = CIn ⊕ [u(n,C)C, u(n,C)C] = CIn ⊕ sl(n,C)

Une sous-algèbre de Cartan de u(n,C)C est donnée par h =
⊕

1≤i≤n−1 C(Ei,i − Ei+1,i+1). En particulier,

h =
⊕n

i=1 CEi,i. Ainsi, les racines sont celles décrites dans l’exemple 2.2.1.

2.3 Le cas des groupes de Lie compacts

La théorie des groupes de Lie compacts est à ce jour bien connue. Les représentations de ces derniers

ont tout d’abord été étudiés par Hermann Weyl.

Considérons (π,H ) une représentation continue de G dans un espace de Hilbert H . Notons µG la mesure

de Haar normalisée sur G. D’après [43], page 28, toute représentation de G est unitarisable, c’est-à-dire

qu’il existe un produit scalaire (., .) sur H pour lequel tous les opérateurs π(g) soient unitaires. De

plus, toute représentation irréductible (π,H ) de G est de dimension finie ([43], chapitre I, page 26).

Un autre théorème important dans le cas des groupes compacts est le théorème de Peter-Weyl : celui-ci

affirme que toute représentation irréductible d’un groupe compact G apparaît dans la décomposition de

la représentation régulière gauche un nombre de fois égal à sa dimension. Plus précisement, on a :

L2(G, µG) =
⊕

(σ,Vσ)∈Ĝ

dσVσ

avec dσ = dimC(Vσ). Pour une preuve de ce résultat, on pourra consulter [24], chapitre IV, théorème

4.20, page 245.

Considérons à présent G un groupe de Lie compact et connexe, et soit T un tore (maximal) dans G,

c’est-à-dire un sous-groupe compact, connexe et abélien (maximal dans le sens où il n’existe pas de

sous-groupe compact, connexe et abélien contenant strictement T ). Notons g0 et t0 les algèbres de Lie G

et T respectivement et soient g et t leurs complexifications. D’après [24], corollaire 4.25, page 249, g0 est

réductive. De plus, d’après [24], proposition 4.30, page 252, t est une sous-algèbre de Cartan maximale

de g.
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Supposons que (π,H ) est une représentation irréductible de G. La différentielle de π, notée dπ (définie

dans l’équation (2.5)), est donc une représentation de g0 qui s’étend par complexification à une représen-

tation de g. Cette représentation étant irréductible, on obtient une représentation de plus haut poids.

Une forme linéaire λ ∈ h∗ est dite analytiquement intégrale si pour tout H ∈ t0 tel que exp(H) = 1, on a

λ(H) ∈ 2iπZ.

Toute forme linéaire λ ∈ h∗ analytiquement intégrale est algébriquement intégrale. Au vu de la définition

2.2.6, on définit alors naturellement la notion de forme analytiquement intégrale dominante.

Remarque 2.3.1. Pour tout g ∈ G, soit Cg ∈ Aut(G) donné par Cg(h) = ghg−1. On définit alors l’applica-

tion

Ad : G → GL(g0), Ad(g) = (d Cg)e (2.8)

On obtient une représentation de G dans g0, appelée représentation adjointe. Cette dernière s’étend en une

représentation de G dans g. La différentielle de cette application, notée ad, définie de g0 à valeurs dans

End(g), est donnée par ad(X)(Y) = [X,Y], X ∈ g0,Y ∈ g. Cette dernière s’étend, par complexification, en

une représentation de g (définie dans l’équation (2.4)).

D’après [24], chapitre IV, page 254, pour tout α ∈ Φ(g, t), il existe des caractères ξα : T → S1 tels que

Ad(t)(X) = ξα(t)X, X ∈ gα, t ∈ T. (2.9)

Ici, S1 = {z ∈ C ; |z| = 1}. Par différentiation de (2.9), on obtient que la différentielle du caractères ξα est

α|t0 . En particulier, on a α|t0 ∈ iR.

Comme démontré dans [24], proposition 4.58, page 264, la définition 2.3 est équivalente à la suivante :

λ ∈ t∗ est analytiquement intégrale si et seulement si il existe un caractère multiplicatif ξλ : T → C

tel que ξλ(exp(H)) = eλ(H). L’ensemble des classes d’équivalences de représentations unitaires de G est

décrit par le théorème suivant (voir par exemple [24], théorème 5.5, page 279).

Théorème 2.3.2 (Théorème du plus haut poids). Soit G un groupe de Lie compact connexe, T un tore

maximal dans G, g et t les algèbres de Lie complexifiées de G et T respectivement. Il y a une corres-

pondance bijective entre les classes d’équivalences de représentations irréductibles (π,H ) de G et les

formes linéaires analytiquement intégrales dominantes λ, la correspondance étant que λ est le plus haut

poids de π.

2.4 Théorie des caractères

Nous allons ici rappeler la notion de caractère d’une représentation d’un groupe de Lie G. Soit (V, π)

une représentation de G de dimension finie. Le caractère de π, noté Θπ, est une fonction de G à valeurs

complexes définie par :

Θπ(g) = tr(π(g)), (g ∈ G).
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Une des propriétés des caractères est que ce sont des fonctions centrales, c’est-à-dire Θπ(gag−1) = Θπ(a)

pour tout a, g ∈ G.

Il est clair que la notion de caractère définie comme précédement ne s’étend pas au cas des représenta-

tions de dimension infinie. Pour rappeler la définition de caractère donnée par Harish-Chandra (on pourra

par exemple consulter [11]), on a besoin d’introduire la notion de représentation quasi-simple. Soient G

un groupe de Lie semisimple connexe, Z le centre de G, et Z le centre de l’algèbre enveloppante de

l’algèbre de Lie g de G.

Définition 2.4.1. Une représentation (π,H ) de G est dite quasi-simple s’il existe des homomorphismes

η et χ de Z et Z respectivement, à valeurs complexes, telle que π(ξ)(v) = η(ξ)v et π(z)(x) = χ(z)x pour

tout ξ ∈ Z, z ∈ Z , v ∈H et x ∈H ∞.

En particulier, toute représentation irréductible admissible est quasi-simple ([41], proposition 0.3.19,

page 21).

Considérons C∞c (G) l’ensemble des fonctions de G à valeurs dans C, infiniement différentiables et dont

le support est contenu dans un sous-ensemble compact de G. Fixons (π,H ) une représentation de G. On

définit l’opérateur π(φ) comme suit :

π(φ) :=
∫

G
φ(g)π(g)dµG(g), φ ∈ C∞c (G)

Dans [11], chapitre 5, il est prouvé que pour tout φ ∈ C∞c (G), π(φ) est un opérateur à trace. Dans [11],

chapitre 5, Harish-Chandra a prouvé que

C∞c (G) 3 φ→ tr π(φ) ∈ C (2.10)

est une distribution (au sens de Laurent Schwartz).

Pour φ ∈ C∞c (G) et a ∈ G, définissons φa ∈ C∞c (G) par φa(x) = φ(axa−1), x ∈ G. Comme démontré dans

[11], chapitre 5, page 11,

π(φa) = π(a−1)π(φ)π(a)

En particulier, on obtient que tr π(φa) = tr π(φ).

Soit G′ l’ensemble des points réguliers de G (voir [13]). L’ensemble G′ est un sous-ensemble ouvert et

partout dense de G.

Théorème 2.4.2. Soit (π,H ) une représentation irréductible quasi-simple de G et soit son caractère. Il

existe alors une fonction Θπ sur G′ telle que pour tout φ ∈ C∞c (G), on a∫
G
φ(g)Θπ(g)dµG(g) = tr

∫
G
φ(g)π(g)dµG(g).

On pourra consulter [13], théorème 2, page 477.
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2.4.1 Caractère d’une série discrète

Avant de rappeler la formule d’Harish-Chandra pour les représentations de la série discrète, rappelons

rapidement la formule de Weyl pour le caractère d’une représentation irréductible d’un groupe de Lie

compact connexe.

Fixons G un groupe de Lie compact et connexe et soit T un tore maximal de G. Fixons Φ+ = Φ+(g, t)

un système de racines positives et soit (π,Vπ) une représentation irréductible de G de plus haut poids

λ ∈ t∗. D’après [24], chapitre V, théorème 5.113, page 338, le caractère de π est donné sur le tore T par

la formule suivante :

Θπ(t) =

∑
ω∈W

sgn(ω)ξω(λ+ρ)−ρ(t)∏
α∈Φ+

(1 − ξ−α(t))
(2.11)

où ρ = 1
2

∑
α∈Φ+

α, W est le groupe de Weyl associé à (g,Φ) et sgn(ω) est la signature de ω. L’équation

(2.11) se réecrit comme suit

Θπ(exp(x)) =

∑
ω∈W

sgn(ω)eω(λ+ρ)(x)∏
α∈Φ+

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )
(2.12)

Passons à présent au cas connexe non compact. D’après [14], page 90, théorème 13, le groupe G possède

des séries discrètes si et seulement si rk(G) = rk(K) où K est un sous-groupe maximal compact de G (ou

bien G possède un sous-groupe de Cartan compact) et où rk(G) est la dimension d’une sous-algèbre de

Cartan de G.

Exemple 2.4.3. Considérons G = U(p, q,C) et soit K = U(p,C) × U(q,C) le sous-groupe maximal

compact de G (voir annexe A). On a :

t =



it1 0

. . .

0 itp+q

 ; t1, . . . , tp+q ∈ R


Ainsi, le groupe G possède une série discrète.

Considérons G un groupe de Lie semi-simple connexe qui possède des séries discrètes. Soit T ⊆ K un

sous-groupe de Cartan pour K (et donc pour G). Soit π une série discrète de G. Soit t, k et g les algèbres

de Lie complexifiées de T , K et G respectivement. D’après [12], théorème 3, page 289 et [14], théorème

16, page 96, il existe λ ∈ t∗ tel que le caractère Θπ de π soit donné par :

Θπ(exp(x)) = (−1)
1
2 dim G/K

∑
w∈W (k)

sgn(w)ewλ(x)∏
α∈Φ(g,t)
〈α,λ〉>0

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )
(2.13)
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2.4.2 Une formule de Enright

Dans cette partie, nous allons rappeler l’un des résultats de [9], à savoir une formule du caractère d’une

représentation irréductible unitaire de plus haut poids (dans cette partie, G est un groupe de Lie simple

et K est tel que (G,K) soit une paire hermitienne symétrique).

Pour se faire, nous allons adapter les résultats au cas G = U(p, q,C) et K = U(p,C) × U(q,C). Posons

n = p + q. De nouveau, notons g0 et k0 les algèbres de Lie respectives de G et K. Soient t0 une sous-

algèbre de Cartan de k0. En particulier, t0 est une sous-algèbre de Cartan de g0. Soit t, k, g les algèbres de

Lie complexifiées de t0, k0, g0. Ici, on va considérer t définie comme suit :

t =

n⊕
i=1

CHi

où Hi = Ei,i.

Dans notre cas, on a g = gl(n,C). D’après l’exemple 2.2.7, on a :

Φ(g, t) = {±(ei − e j) ; 1 6 i < j 6 n}

De même, on a

Φ(k, t) = {±(ei − e j) ; 1 6 i < j 6 p} ∪ {±(ei − e j) ; p + 1 6 i < j 6 n} (2.14)

Soit Φ+(g, t) = {ei − e j ; 1 6 i < j 6 p} l’ensemble des racines positives et Φ+(k, t) = Φ(k, t) ∩ Φ+(g, t).

Les éléments de Φ(k, t) sont appelées racines compactes de g.

Notons W = W (g, t) le groupe de Weyl associé à g, c’est-à-dire le sous-groupe de GL(t∗) engendré par

les réflexions sα, α ∈ Φ(g, t). De même, notons W (k) = W (k, t) le groupe de Weyl compact, c’est-à-dire

le sous-groupe de Weyl W engendré par les sα, α ∈ Φ(k, t). D’après [22], chapitre III, section 12.2, page

66, on a W ≈ Sp+q. L’action de Sp+q sur t∗ est donnée par :

σ.

 p+q∑
i=1

hiei

 =

p+q∑
i=1

hieσ(i)

Les éléments de Φ+(g, t) \ Φ+(k, t) = {ei − e j ; 1 6 i 6 p, p + 1 6 j 6 n} sont les racines positives non

compactes de g.

Soit ρ = 1
2

( ∑
α∈Φ+(g,t)

α

)
et soit ρ(k) = 1

2

( ∑
α∈Φ+(k,t)

α

)
. Dans notre cas, on a :

ρ =

n∑
a=1

n − 2a + 1

2
ea ρ(k) =

p∑
a=1

p − 2a + 1

2
ea +

q∑
a=1

q − 2a + 1

2
ep+a (2.15)

Notons par W k l’ensemble suivant :

W k = {w ∈ W ; wρ est Φ+(k, t) − dominant}
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Plus précisement, on a :

W k = {w ∈ W ; (wρ)1 > . . . > (wρ)p et (wρ)p+1 > . . . > (wρ)n}

D’après [9], section 2, page 28, on a la décomposition suivante :

W = W (k).W k (2.16)

avec W (k) ∩ W k = {Id}. Pour tout w ∈ W , notons w̄ la projection de w sur W k correspondant à la

décomposition (2.16) de W .

Exemple 2.4.4. Fixons G = U(2, 2,C) et K = U(2,C) × U(2,C).

Dans ce cas, W � S4 et W (k) � {Id, (12), (34), (12)(34)}. Dans ce cas, on obtient :

W k � {Id, (23), (132), (234), (13)(24), (1342)}

De plus, on a (123) ∈ W et (123) = (12)(23), avec (12) ∈ W (k) et (23) ∈ W k. Ainsi, (123) = (23).

A présent, pour une forme linéaire λ ∈ t∗, on définit Wλ, sous-groupe de W , comme le sous-groupe

engendré par l’identité et les réflexions sα satisfaisant aux conditions suivantes :

1. α ∈ Φ+(g, t) \ Φ+(k, t) et 〈λ, α〉 ∈ N∗,

2. Si β ∈ Φ+(g, t) \ Φ+(k, t) et 〈λ, β〉 = 0, alors 〈α, β〉 = 0.

Posons à présent Φλ(g, t) le sous-ensemble de Φ(g, t) constitué des éléments β tels que sβ ∈ Wλ, et soit

Φλ(k) = Φλ(g, t) ∩ Φ(k, t). De même, on définit naturellement Φ+
λ (k) = Φλ(g, t) ∩ Φ+(k, t).

Exemple 2.4.5. 1. Considérons λ =
p+q∑
a=1

λaea, avec λi ∈ N
∗ pour tout i ∈ {1, . . . , n} et λi > λ j, i > j.

Pour tout 1 6 a 6 p et p + 1 6 b 6 p + q, on a 〈λ, ea − eb〉 = λa − λb ∈ N
∗. De plus, pour

tout β ∈ Φ(g, t), on a 〈λ, β〉 , 0. Ainsi, Wλ =
〈
sβ ; β ∈ Φ+(g, t) \ Φ+(k, t)

〉
. Remarquons dans

ce cas que Wλ = W . En effet, pour tout a < b ∈ [|1, p|], on a (ab) = (ac)(bc)(ac) pour tout

c ∈ [|p+1, p+q|]. Ainsi, Wλ contient toutes les transpositions de Sp+q, et ces dernières engendrent

le groupe symétrique Sp+q. De la même manière, si λ =
p+q∑
i=1
λiei avec 0 < λ1 6 . . . 6 λp+q, alors

Wλ = {Id}.

2. Prenons G = U(4,C) et K = U(2, 2,C), et soit λ = e1 − e2 + e3 − e4. Alors, on a 〈λ, e1 − e3〉 =

〈λ, e2 − e4〉 = 0 et 〈λ, e1 − e4〉 = 2. Or, on a 〈λ, e1 − e3〉 = 0 et 〈e1 − e3, e1 − e4〉 = 1. Ainsi,

Wλ = {Id}.

Avant d’énoncer le théorème, notons Wλ(k) = Wλ ∩W (k) et soit W k
λ défini par :

W k
λ = {w ∈ Wλ ; wρ est Φ+

λ (k) − dominant}

Alors, d’après [9], chapitre 2, page 29, on a :

Wλ = Wλ(k) ×W k
λ
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Théorème 2.4.6 (Enright, [9]). Soit π une représentation de G de plus haut poids λ. Pour tout x ∈ treg,

on a : ∏
α∈Φ+(g,t)\Φ+(k,t)

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )Θπ(exp(x)) =
∑

w∈W k
λ

(−1)lλ(w)Θk(w̄λ − ρ(k)) (2.17)

où Θk(w̄λ − ρ(k)) est le caractère de la représentation de K de plus haut poids w̄λ − ρ(k) et lλ(w) dénote

la fonction longueur sur Wλ définie par Φ+(k).

Quelques commentaires concernant cette formule. Tout d’abord, pour tout w =
p+q∑
i=1

wiei ∈ C
p+q, notons

p1(w) le vecteur de Cp+q défini par p1(w) =
p∑

i=1
wiei et soit p2 : Cp+q → Cq définie par p2(w) =

p+q∑
i=p+1

wiei.

Or, toute représentation irréductible de K est donnée par le produit tensoriel de représentations irréduc-

tibles de K1 = U(p,C) et K2 = U(q,C). Ainsi, on a :

Θk(w̄λ − ρ(k)) = Θk1(p1(w̄λ − ρ(k)))Θk2(p2(w̄λ − ρ(k)))

où Θk1(p1(w̄λ − ρ(k))) (resp. Θk2(p2(w̄λ − ρ(k))) est le caractère de la représentation de K1 (resp. K2) de

plus haut poids p1(w̄λ − ρ(k)) (resp. w̄λ − ρ(k)).

En utilisant la formule du caractère de Weyl (équation (2.11)), on obtient :

Θk1(p1(w̄λ − ρ(k)))(p1(x)(= x1, . . . , xp)) =
∑

s1∈W (k1)

sgn(s1)
es1(p1(w̄λ−ρ(k))+ρ(k1))∏

α∈Φ+(k1,t1)
(e

α(p1(x))
2 − e−

α(p1(x))
2 )

Ainsi, (2.17) se réecrit comme suit :∏
α∈Φ+(g,t)

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )Θπ(exp(x))

=
∑

w∈W k
λ

(−1)lλ(w)

 ∑
s1∈W (k1)

sgn(s1)es1(p1(w̄λ−ρ(k))+ρ(k1))


 ∑

s2∈W (k2)

sgn(w2)es2(p2(w̄λ−ρ(k))+ρ(k2))


=

∑
w∈W k

λ

(−1)lλ(w)

 ∑
s1∈W (k1)

∑
s2∈W (k2)

sgn(s1) sgn(s2)es1(p1(w̄λ−ρ(k))+ρ(k1))+s2(p2(w̄λ−ρ(k))+ρ(k2))


=

∑
w∈W k

λ

(−1)lλ(w)
∑
s∈W

sgn(s)es(w̄λ)

2.5 Théorème de dualité de Howe

2.5.1 La représentation de Weil

Fixons (W, < ., . >) un R-espace vectoriel sympléctique de dimension finie. On supposera toujours par la

suite qu’une forme sympléctique < ., . > est non-dégénérée.
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Nous allons à présent rappeler la construction d’une représentation centrale dans cette thèse : la représen-

tation de Weil, aussi appelée représentation métapléctique, représentation oscillatoire ou représentation

de Segal - Shale - Weil. Le groupe métapléctique, noté S̃p(W), est un revêtement à deux feuillets non

trivial du groupe sympléctique. Ce dernier peut être vu comme l’unique extension centrale non triviale

de Sp(W) par Z/2Z (voir [2], corollaire 4.21). Dans cette section, nous allons rappeler la construction de

la représentation de Weil donnée dans [2] (on pourra aussi consulter [33]). Une construction plus "clas-

sique" mais moins explicite, utilisant le théorème de Stone Von-Neumann, peut par exemple se trouver

dans les articles [44], [17] ou [27].

Soit J une structure complexe positive compatible sur W. Plus précisement, J ∈ sp(W), on a J2 =

−Id et la forme bilinéaire symétrique β =< J., . > est définie positive. Pour tout g ∈ Sp(W), on note

Jg = J−1(g − 1). Notons J∗g l’adjoint de Jg par rapport à la forme < J., . >. Plus précisement, on a

J∗g = Jg−1(1 − g). En effet, pour tout u, v ∈ W, on a :

β(Jgu, v) = < J(Jgu), v >=< (g − 1)u, v >=< u, (g−1 − 1)v >

= < u, JJ−1(g−1 − 1)v >= − < Ju, J−1(g−1 − 1)v >=< Ju, J(g−1 − 1)v >

= β(u, Jg−1(1 − g)v).

Ainsi, on a clairement que Im(Jg)⊥ = Ker(J∗g), et donc Im(Jg) = Ker(J∗g)⊥ = Ker(Jg)⊥, avec ⊥ l’orthogo-

nal par rapport à la forme β. On peut alors regarder la restriction de Jg à JgW, ce qui définit une applica-

tion inversible. Cela nous permet donc de considérer le déterminant de la restriction Jg : Jg(W)→ Jg(W),

que l’on dénotera par la suite det(Jg)−1
Jg(W). On définit alors le groupe de Weil, comme suit :

S̃p(W) = {g̃ = (g, ξ) ∈ Sp(W) × C ; ξ2 = det(−iJg)−1
Jg(W)}

La multiplication dans le groupe de Weil est donnée comme suit :

(g, ξ).(h, η) = (gh, ξηC(g, h)).

où C : Sp(W)×Sp(W)→ C est le cocycle défini dans [2], proposition 4.13, page 1546. Plus précisement,

en utilisant de nouveau [2], on obtient, d’après le lemme 4.17, page 1550, pour tous g1, g2 ∈ Sp(W)

|C(g1, g2)| =

√√√√∣∣∣∣∣∣∣∣
det(Jg1)Jg1 W det(Jg2)Jg2W

det(Jg1g2)Jg1g2 W

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Notation 2.5.1. Pour tout R-espace vectoriel V de dimension finie, notons S(V) l’espace de Schwarz

associé à V , muni de la topologie usuelle, et soit S∗(V) l’espaces des distributions tempérées sur V .

Considérons à présent une polarisation complète de notre espace W, à savoir W = X ⊕ Y , avec X et Y

deux sous-espaces isotropes maximaux, et soit χ le caractère non trivial de R défini par χ(r) = e2iπr.

Considérons la mesure de Lebesgue sur W, que l’on normalise de manière à ce que la mesure du cube
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unité par rapport à la forme β soit 1. De même, on normalisera la mesure de Lebesgue sur tout sous-

espace vectoriel W de façon à ce que la mesure unité par rapport à β soit 1. Pour tout élément g ∈ Sp(W),

on associe l’élément t(g) ∈ S∗(W) défini par :

t(g) = χc(g)µ(g−1)W

où χc(g) : (g − 1)W → C est défini par χc(g)(u) = χ
(

1
4 < c(g)u, u >

)
. De même, pour tout g̃ ∈ S̃p(W), on

définit T (g̃) ∈ S∗(W) par

T (g̃) = Θ(g̃)t(g)

avec Θ la fonction de S̃p(W) dans C définie par

Θ(g̃) = ξ, (g̃ = (g, ξ)). (2.18)

Rappelons rapidement la définition et quelques propriétés de la convolution twistée \ ([2], partie 4.5,

page 59). Pour deux fonctions Φ, η ∈ S(W), on définit Φ\η comme suit :

Φ\η(w) =

∫
W

Φ(u)η(w − u)χ
(
1
2
< u,w >

)
dµW(u), (w ∈ W).

On obtient directement que Φ\η ∈ S(W). On peut étendre cette convolution à certaines classes de distri-

butions. Pour toute fonction Φ ∈ S(W) et tout g ∈ Sp(W), la convolution twistée t(g)\Φ donnée par

t(g)\Φ(w) =

∫
(g−1)W

χc(g)(u)Φ(w − u)χ
(
1
2
< u,w >

)
dµ(g−1)W(u),

est une fonction continue. En outre, d’après [2], proposition 44, page 51, l’application S(W) 3 Φ →

t(g)\Φ ∈ S(W) est bien définie et continue.

Comme démontré dans [2], lemme 58, page 60, l’application T : S̃p(W) → S∗(W) est injective et

continue. En utilisant [2], lemme 57, page 59, on obtient que pour tout g̃1, g̃2 ∈ S̃p(W),

T (g̃1g̃2) = T (g̃1)\T (g̃2) (2.19)

A présent, on introduit la transformée de Weyl. Notons K l’application de S(W) dans S(X × X) définie

par :

K ( f )(x, x′) =

∫
Y

f (x − x′ + y)χ
(
1
2
< y, x + x′ >

)
dµY(y)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques, qui s’étend en un isomor-

phisme

K : S∗(W)→ S∗(X × X) (2.20)

Pour finir, on définit l’application Op, de S(X × X) dans Hom(S(X),S(X)) par :

Op(K)v(x) =

∫
X

K(x, x′)v(x′)dµX(x′)
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De nouveau, cette application s’étend en une application

Op : S∗(X × X)→ Hom(S(X),S∗(X)) (2.21)

qui, de plus, est un isomrphisme d’espaces vectoriels topologiques (pour plus de détails, on pourra

consulter [2], partie 4.8, page 56). Considérons alors ω = Op ◦K ◦ T . Plus précisement, on a :

ω : S̃p(W)→ Hom(S(X),S∗(X))

Pour tout g̃ ∈ S̃p(W) et Φ ∈ S(W), on a T (g̃)\Φ ∈ S(W). Ce qui implique donc que ω(g̃)(S(X)) ⊆

S(X). On obtient alors ω : S̃p(W) → Hom(S(X),S(X)). De plus, d’après (2.19), l’application ω vérifie

ω(g̃1g̃2) : ω(g̃1)ω(g̃2) pour tous g̃1, g̃2 ∈ S̃p(W). Comme expliqué dans [2], section 4.7, l’application

S(W) 3 Φ → t(g)\Φ ∈ S(W) s’étend en une isométrie de L2(W), et on obtient alors par extension

une représentation ω : S̃p(W) → U(L2(X)) (voir [2], théorème 60, page 62). La représentation unitaire

(ω, L2(X)) est la représentation de Weil.

On peut montrer que le caractère de ω est Θ, d’où pour toute fonction Ψ ∈ C∞c (S̃p(W)), on a :∫
S̃p(W)

Θ(g̃)Ψ(g̃)dµS̃p(W)(g̃) = tr
∫

S̃p(W)
Ψ(g̃)ω(g̃)dµS̃p(W)(g̃) (2.22)

Pour ce résultat, on pourra consulter [2], théorème 4.27, page 1555.

2.5.2 Paires duales réductives

Rappelons ici la notion de paires duales réductives et leur classification. Dans cette partie, nous utili-

serons globalement les références suivantes : [20] (section 5), [27] (Lecture 5) et [1] (section 5). Une

classification plus générale des paires duales dans les groupes de Lie classiques peut se trouver dans

[39].

Soit (W, < ., . >) un espace vectoriel sympléctique réel de dimension finie et soit Sp(W) le groupe

sympléctique associé. Une paire duale réductive dans Sp(W) est la donnée d’un couple de sous-groupes

(G,G′) de Sp(W) tels que :

1. G (resp. G′) est le centralisateur de G′ (resp. G) dans Sp(W),

2. l’action de G et G′ sur W est complètement réductive.

Soit (G,G′) une paire duale réductive dans Sp(W). S’il existe deux sous-espaces non nuls W1 et W2 de

W tels que W = W1 ⊕W2, orthogonaux par rapport à la forme sympléctique et invariants sous l’action de

G.G′, alors la paire duale sera dite réductible. Dans ce cas, la restriction de la forme sympléctique à W1

(resp. W2) est sympléctique, et (G1,G
′

1) forme une paire duale dans Sp(W1), avec G1 = G|W1
. On dit dans

ce cas que (G,G′) est somme directe des (Gi,G
′

i), i = 1, 2. Si cette décomposition n’existe pas, la paire

duale sera dite irréductible.

Toute paire duale est somme directe de sous-paires duales irréductibles, et ces dernières peuvent être

décrites comme suit. Il existe deux types de paires duales réductives irréductibles : le type I correspond
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aux paires duales dont l’action de G.G′ sur l’espace sympléctique W est irréductible, les autres paires

sont dites de type II.

Pour les paires duales réductives irréductibles de type I, il existe une algèbre de division D sur R munie

d’une involution ι, deux D-modules V et V ′, munis respectivement d’une forme ι-hermitienne (., .) et

d’une forme ι-anti-hermitienne (., .)′ tels que W ≈ V ⊗D V ′. De plus, G et G′ s’identifient respectivement

aux groupes d’isométrie des formes (., .) et (., .)′, et on a

< u1 ⊗ u2, v1 ⊗ v2 >= trD/R((u1, u2).(v1, v2)′), u1, u2 ∈ V, v1, v2 ∈ V ′.

Pour les paires duales de type II, la situation est légèrement différente : il existe deux sous-espaces

isotropes maximaux X et Y invariants sous l’action de G.G′ tels que W = X ⊕ Y , une algèbre de division

D sur R munie d’une involution ι, un D-module à droite X1 et un D-module à gauche X2 tels que X ≈

X1 ⊗D X2 de manière à ce que G s’identifie à GLD(X1) et G′ à GLD(X2).

Une classification explicite pour les paires de type I est donnée par :

— (O(p, q,R),Sp(2n,R)) ⊆ Sp(2n(p + q),R)

— (U(p, q,C),U(r, s,C)) ⊆ Sp(2(p + q)(r + s),R)

— (O(m,C),Sp(2n,C)) ⊆ Sp(4nm,R)

— (Sp(p, q,H),O∗(2n,H)) ⊆ Sp(4n(p + q),R)

et pour les paires de type II :

— (GL(n,R),GL(m,R)) ⊆ Sp(2nm,R)

— (GL(n,C),GL(m,C)) ⊆ Sp(4nm,R)

— (GL(n,H),GL(m,H)) ⊆ Sp(8nm,R).

2.5.3 Correspondance de Howe

Soit (W, < ., . >) un espace vectoriel sympléctique réel, S̃p(W) le groupe métapléctique et (ω,H =

L2(X)) la représentation métapléctique. De plus, notons H ∞(= S(X)) l’ensemble des vecteurs C∞ de ω.

Pour tout sous-groupe H de Sp(W), notons H̃ l’image réciproque de H dans S̃p(W). Notons alors R(H̃)

l’espace des classes infinitésimalement équivalentes (voir [41], page 16) de représentations continues,

irréductibles et admissibles de H̃ dans un espace vectoriel localement convexe, et soit R(H̃, ω∞) l’en-

semble des représentations de R(H̃) qui se réalisent comme un quotient de H ∞.

Soit (G,G′) une paire duale réductive irréductible dans Sp(W) et soient G̃, G̃′ les images réciproques

dans S̃p(W) de G et G′ respectivement. Fixons Π ∈ R(G̃, ω). Ainsi, Π peut se réaliser comme un quotient

de H ∞, mais ce de plusieurs manières. Ainsi, il existe des espaces fermés Ni tels que Π ≈ H ∞/Ni.

Considérons N =
⋂

i
Ni. Alors, H ∞ est un G̃-module. Mais, cet espace possède également une structure

de G̃′-module. Ainsi, H ∞/N est un G̃.G̃′-module (et donc un G̃×G̃′-module) ; il existe donc Π′ ∈ R(G̃′)

tel que H /N ≈ Π ⊗ Π′.
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Théorème 2.5.2 (R. Howe). L’espace R(G̃.G̃′) est le graphe d’une bijection entre R(G̃, ω) et R(G̃′, ω).

2.6 Supergroupes de Lie et paires duales réductives

Afin de comprendre les orbites de l’action de G.G′ sur l’espace vectoriel sympléctique W, il est pratique

d’utiliser la réalisation d’une paire duale réductive en tant que supergroupe de Lie. On utilisera cela dans

la section 4.3.

Commençons cette section par quelques définitions assez générales. Plus de détails peuvent se trouver

dans [30], [38], [5] ou [40]. Considérons ici un corps commutatif K de caractéristique nulle.

Définition 2.6.1. Un K-espace vectoriel V est dit Z2-gradué s’il existe deux sous-espaces vectoriels V0̄

et V1̄ de V tels que V = V0̄ ⊕ V1̄.

Une algèbre (A, .) est dite Z2-graduée si A est Z2-graduée en tant qu’espace vectoriel sur K et si de plus,

pour tout α, β ∈ Z2, Aα.Aβ ⊆ Aα+β. Une telle algèbre est appelée superalgèbre.

Une superalgèbre de Lie est une superalgèbre (g = g0̄ ⊕ g1̄, [., .]) qui vérifie, pour tout A ∈ gα, B ∈ gβ,C ∈

gγ, α, β, γ ∈ Z2, les relations suivantes :

1. [A, B] = −(−1)αβ[B, A],

2. (−1)αγ[A, [B,C]] + (−1)αβ[B, [C, A]] + (−1)βγ[C, [A, B]] = 0.

Exemple 2.6.2. Soit V = V0̄ ⊕ V1̄ un espace vectoriel Z2-gradué. Pour tout α ∈ Z2, on définit :

End(V)0̄ = {X ∈ End(V) ; X(Vα) ⊆ Vα, α ∈ Z2} (2.23)

End(V)1̄ = {X ∈ End(V) ; X(Vα) ⊆ Vα+1̄, α ∈ Z2} (2.24)

Alors, End(V) = End(V)0̄ ⊕ End(V)1̄ muni du crochet [., .] défini par

[A, B] = AB − (−1)αβBA (A ∈ End(V)ᾱ, B ∈ End(V)β̄)

est une superalgèbre de Lie.

Définition 2.6.3. Une représentation d’une superalgèbre de Lie (g, [., .]) est la donnée d’un couple (V, π),

où V est un espace vectoriel Z2-gradué et π : g→ End(V) tel que π(gα) ⊆ End(V)α, α ∈ Z2, et qui vérifie :

π([X,Y]) = [π(X), π(Y)] (X,Y ∈ g)

Exemple 2.6.4. Soit (g, [., .]) une superlagèbre de Lie. L’application ad : g → End(g), ad(X)(Y) =

[X,Y], X,Y ∈ g est une représentation de g, appelée représentation adjointe.

Rappelons la définition de supergroupe de Lie (ou paire de Harish-Chandra). Pour plus de détails, on

pourra consulter [30], section 3.3.
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Définition 2.6.5. Une paire de Harish-Chandra est la donnée d’un couple (G, g = g0̄ ⊕ g1̄) où G est un

groupe de Lie et g une superalgèbre tel que :

1. g0̄ est l’algèbre de Lie de G,

2. On a une action lisse de G sur g tel que la différentielle de cette représentation coïncide avec la

représentation adjointe de g restreinte à g0̄.

Rappelons à présent les idées de [35], section 2. Soit D une algèbre à division sur R et soient V0̄ et V1̄

deux espaces vectoriels sur D. Posons V = V0̄ ⊕ V1̄ et soit s l’élément de End(V) défini comme suit :

s(v0 + v1) = v0 − v1 (v0 ∈ V0̄, v1 ∈ V1̄)

Les équations (2.23) et (2.24) se réecrivent comme suit :

End(V)0̄ = {X ∈ End(V) ; sX = Xs} (2.25)

End(V)1̄ = {X ∈ End(V) ; sX = −Xs} (2.26)

Posons GL(V)0 = GL(V) ∩ End(V)0̄. On obtient le lemme suivant :

Lemme 2.6.6. Le couple (GL(V)0,End(V)) muni de l’action lisse Ad : GL(V)0 → End(V) définie par

Ad(g)(X) = gXg−1 (g ∈ G, X ∈ End(V)),

est une paire de Harish-Chandra.

Notons {., .} : End(V)1̄ × End(V)1̄ → End(V)0̄ la forme définie par :

{x, y} = xy + yx (2.27)

Lemme 2.6.7. Pour tout X,Y ∈ End(V)1̄ et g ∈ GL(V)0, on a

{Ad(g)X,Ad(g)Y} = Ad(g){X,Y}

Considérons sur End(V) la forme < ., . > définie par :

< X,Y >= trD/R{sX,Y} (X,Y ∈ End(V)) (2.28)

D’après la section 2.5.2, pour toute paire duale irréductible (G,G′) de type I, il existe une algèbre à divi-

sion D sur R, une involution ι sur D, un espace hermitien (V, (., .)) et un espace anti-hermitien (V ′, (., .)′)

tel que G s’identifie au groupe d’isométrie de la forme (V, (., .)), noté G(V, (., .)), et G′ à G(V ′, (., .)′). Pour

conserver les notations de [35], notons V0̄ = V , τ0 = (., .) la forme ι-hermitienne sur V0̄, V1̄ = V ′ et

soit τ1 = (., .)′ la forme ι-anti-hermitienne sur V1̄. Considérons τ la forme définie sur V par τ = τ0 ⊕ τ1,

c’est-à-dire

τ(u0 + u1, v0 + v1) = τ0(u0, v0) + τ1(u1, v1)

34



On a alors :

τ(u, v) = ι(τ(v, su)) (u, v ∈ V)

Posons :

g(V, τ)0̄ = {X ∈ End(V)0̄ ; τ(Xu, v) = τ(u,−Xv), u, v ∈ V}

g(V, τ)1̄ = {X ∈ End(V)1̄ ; τ(Xu, v) = τ(u, sXv), u, v ∈ V}

G(V, τ)0 = {g ∈ GL(V)0 ; τ(g(u), g(v)) = τ(u, v), u, v ∈ V}

Théorème 2.6.8. G(V, τ)0 est un sous-groupe de GL(V)0 dont l’algèbre de Lie est g(V, τ)0̄.

De plus, {g(V, τ)1̄, g(V, τ)1̄} ⊆ g(V, τ)0̄ où {., .} est la forme définie dans l’équation (2.27), et le groupe

G(V, τ)0 préserve les sous-espaces g(V, τ)0̄ et g(V, τ)1̄.

En outre, la restriction à g(V, τ)1̄ de la forme < ., . > définie dans l’équation (2.28) est sympléctique, et

Ad : G(V, τ)0 → Sp(g(V, τ)1̄, < ., . >)

envoie les groupes

G0 = {g ∈ G(V, τ)0 ; g|V1̄
= 1}

G1 = {g ∈ G(V, τ)1 ; g|V0̄
= 1}

injectivement sur une paire duale réductive irréductible de type I dans Sp(g(V, τ)1, < ., . >). En particu-

lier, G s’identifie à G0, G′ à G1 et W à g(V, τ)1̄.

Fixons (G = G(V),G′ = G′(V ′)) une paire duale réductive irréductible de type I dans Sp(W), et soit (S , s)

le supergroupe de Lie associé. Par construction, s est une sous-superalgèbre de Lie de End(V ⊕ V ′).

Pour tout x ∈ s, notons S .x l’orbite de x via l’action adjointe de S sur s :

S .x =
{

Ad(s)x ; s ∈ S
}

Définition 2.6.9 ([28], chapitre 4). Un élément x ∈ s est dit semi-simple si ce dernier est semi-simple en

tant qu’élément de End(V ⊕ V ′).

Un élément semi-simple x ∈ s1̄ est dit régulier si dim(S .x) ≥ dim(S .y) pour tout élément y semi-simple

de s1̄.

Pour tout élément x ∈ s1̄, notons xs1̄ l’anticommutant de x dans s1̄ défini comme suit :

x
s1̄ =

{
y ∈ s1̄ ; {x, y} = 0

}
Le double anticommutant de x dans s1̄, noté

xs1̄s1̄, est donné par :

xs1̄s1̄ =
⋂
y∈xs1̄

y
s1̄

Une sous-algèbre de Cartan h1̄ de s1̄ est définie comme le double anticommutant d’un élément semi-

simple régulier x ∈ s1̄.
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Chapitre 3

Une formule du caractère via le semi-groupe
oscillatoire de Howe

3.1 La transformation de Cayley

Soit (W, < ., . >) un espace vectoriel sympléctique réel et soit Sp(W) le groupe sympléctique défini

comme suit :

Sp(W) = {g ∈ GL(W) ; < g(u), g(w) >=< u,w > (∀u,w ∈ W)}

L’algèbre de Lie sympléctique, notée sp(W), est donnée par :

sp(W) = {X ∈ End(W) ; < Xu, v > + < u, Xv >= 0 (∀u, v ∈ W)}

Pour tout X ∈ End(W) tel que det(X − 1) , 0, on définit la transformation de Cayley, notée c(X), par :

c(X) = (X + 1)(X − 1)−1

Notons spc(W) et Spc(W) les sous-ensembles de sp(W) et Sp(W) respectivement définis par :

sp
c(W) = {X ∈ sp(W) ; det(X − 1) , 0} et Spc(W) = {g ∈ Sp(W) ; det(g − 1) , 0}.

Lemme 3.1.1. Pour tout X ∈ spc(W), on a c(X) ∈ Spc(W). De plus, c2(X) = X.

Démonstration. Pour tout X ∈ spc(W) et u, v ∈ W, on a :

< c(X)u, c(X)v > = < (X + 1)(X − 1)−1u, (X + 1)(X1)−1v >= − < (X − 1)−1u, (X − 1)(X + 1)(X − 1)−1v >

= − < (X − 1)−1u, (X + 1)v >=< (X − 1)(X − 1)−1u, v >

= < u, v >

et

det(c(X)−1) = det((X + 1)(X−1)−1−1) = det((X + 1)(X−1)−1− (X−1)(X−1)−1) = det(2(X−1)−1) , 0
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Ainsi, c(X) ∈ Spc(W). On peut alors définir c(c(X)). Plus précisement, on a :

c2(X) = (c(X) + 1)(c(X) − 1)−1 = ((X + 1)(X − 1)−1 + 1)((X + 1)(X − 1)−1 − 1)−1

= ((X + 1)(X − 1)−1 + (X − 1)(X − 1)−1)((X + 1)(X − 1)−1 − (X − 1)(X − 1)−1)−1

= 2X(X − 1)−1(2(X − 1)−1)−1 = X

�

A présent, considérons S̃p(W) le groupe métapléctique et soit pr : S̃p(W)→ Sp(W) l’application associée

au revêtement. D’après [33], chapitre 3, lemme 3.5, page 65, il existe une application analytique c̃ :

spc(W)→ Spc(W) pour laquelle le schéma suivant est commutatif :

˜Spc(W)

pr
��

spc(W)

c̃
::

c
// Spc(W)

On remarque que pr(c̃(0)) = −1. Soit (G,G
′

) une paire duale réductive dans Sp(W) et soit (G̃, G̃′) la

paire duale associée dans S̃p(W). Comme mentionné dans [33], section 3, page 65, on a c(gc) ⊆ Gc.

Ici, G est un sous-espace de EndD(V), où D est une algèbre à division sur R et V un D-espace, et

Gc = {g ∈ G ; det(g − 1) , 0}.

De plus, si G est compact, alors, le domaine de la transformée de Cayley contient g ([33], lemme 3.5,

page 65).

3.2 Le semi-groupe oscillatoire

Nous allons ici rappeler la définition du semi-groupe oscillatoire défini par Howe dans [18]. Fixons

(W, < ., . >) un espace vectoriel sympléctique réel de dimension finie. Notons WC la complexification

de W. Pour tout w ∈ WC, on a w = a + ib, avec a, b ∈ W. Notons w̄ le conjugué de w par rapport à W,

c’est-à-dire w̄ = a − ib. Notons de nouveau < ., . > l’extension de la forme sympléctique à WC.

Lemme 3.2.1. Sur WC, on définit la forme H : WC ×WC → C par :

H(w,w
′

) = i < w, w̄′ > (3.1)

Alors, H est hermitienne.

Démonstration. Soient w,w
′

∈ WC. Alors, il existe x, x
′

, y, y
′

∈ sp(W) tels que w = x + iy et w
′

= x
′

+ iy
′

.

On a :

< w, w̄′ >=< x, x′ > + < y, y′ > +i(< y, x′ > − < x, y′ >)

et

< w′, w̄ >= −
(
< x, x′ > + < y, y′ > +i(< y, x′ > − < x, y′ >)

)
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Ainsi,

H(w′, w̄) = i < w′, w̄ >= −i
(
< x, x′ > + < y, y′ > +i(< y, x′ > − < x, y′ >)

)
= H(w, w̄′)

De plus, pour λ ∈ C, H(w, λw′) = i < w, λ̄w̄′ >= λ̄H(w,w′).

�

On définit le sous-ensemble Sp(WC)++ de Sp(WC) comme suit :

Sp(WC)++ = {g ∈ Sp(WC) ; H(w,w) > H(g(w), g(w)),∀w ∈ WC \ {0}} (3.2)

Notons sp(WC)++ le sous-ensemble de End(WC) défini par :

sp(WC)++ = {z = x + iy ; x, y ∈ sp(W), det(z − 1) , 0, 〈yw,w〉 > 0,w ∈ W \ {0}}

Lemme 3.2.2. Soit z = x + iy avec x, y ∈ sp(W) et tel que det(z − 1) , 0. Alors,

H(w,w) > H(c(z)w, c(z)w) (∀w ∈ WC \ {0})

si et seulement si

〈yw,w〉 > 0 (∀w ∈ W \ {0}).

Par conséquent, c(sp(WC)++) = Sp(WC)++. En particulier, Sp(WC)++ est le domaine de la transformée

de Cayley.

Démonstration. Fixons z = x + iy, avec x, y ∈ sp(W). On a H(c(z)w, c(z)w) = H(c(z)
−1

c(z)w,w) et donc

H(w,w) > H(c(z)w, c(z)w)↔ H((1 − c(z)
−1

c(z))w,w) > 0. Or, on a :

1 − c(z)
−1

c(z)) = 1 −
(
(z̄ + 1)(z̄ − 1)−1

)−1
(z + 1)(z − 1)−1

= 1 − (z̄ − 1)(z̄ + 1)−1(z + 1)(z − 1)−1

= 1 − (z̄ + 1)−1(z̄ − 1)(z + 1)(z − 1)−1

= (z̄ + 1)−1(z̄ + 1)(z − 1)(z − 1)−1 − (z̄ + 1)−1(z̄ − 1)(z + 1)(z − 1)−1

= (z̄ + 1)−1 ((z̄ + 1)(z − 1) − (z̄ − 1)(z + 1)) (z − 1)−1

Or, (z̄ + 1)(z − 1) − (z̄ − 1)(z + 1) = 4iy. Ainsi, 1 − c(z)
−1

c(z)) = 4i(z̄ + 1)−1y(z − 1)−1. Ainsi, pour tout

w ∈ WC \ {0}

H(w,w) > H(c(z)w, c(z)w) ⇔ H((1 − c(z)
−1

c(z))w,w) > 0

⇔ 4iH((z̄ + 1)−1y(z − 1)−1w,w) > 0

⇔ −4 < (z̄ + 1)−1y(z − 1)−1w, w̄ >> 0

⇔ −4 < y(z − 1)−1w, (−z̄ + 1)−1w̄ >> 0

⇔ 4 < yw
′

, w̄′ >> 0
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avec w
′

= (z − 1)−1w. Using the fact that < yw
′

, w̄′ >∈ R∗+, by writting w
′

= w
′

1 + iw
′

2, we get :

< yw
′

, w̄′ >=< y(w
′

1),w
′

1 > + < y(w
′

2),w
′

2 > .

�

Proposition 3.2.3. L’ensemble Sp(WC)++ est un sous-semi-groupe de Sp(WC), ne contenant pas l’iden-

tité, mais stable par l’opération g→ ḡ−1. De plus, on a :

Sp(WC)++ Sp(W) = Sp(W) Sp(WC)++ ⊆ Sp(WC)++ (3.3)

et l’ensemble Sp(WC)++ ∪ Sp(W) est un sous-semi-groupe de Sp(WC).

Démonstration. Soient g, g′ ∈ Sp(WC)++. Clairement, gg′ ∈ Sp(WC). De plus, pour tout w ∈ WC, on a :

H(gg′w, gg′w) < H(g′w, g′w) < H(w,w)

Ainsi, gg′ ∈ Sp(WC)++, d’où la structure de semi-groupe.

Clairement, sp(WC)++ est fermé par rapport à z → −z̄ et c(z)
−1

= c(−z̄). Donc, si g ∈ Sp(WC)++, on a

ḡ−1 ∈ Sp(WC)++.

Soient g ∈ Sp(WC)++ et h ∈ Sp(W). Pour tout w ∈ WC, on a h(w) = h(w̄) et :

H(gh(w), gh(w)) < H(h(w), h(w)) = i < h(w), h(w) >= i < h(w), h(w̄) >= H(w,w).

D’où l’égalité (3.3).

�

Corollaire 3.2.4. Le groupe Sp(W) est contenu dans la fermeture de Sp(WC)++.

Démonstration. Pour tout g ∈ Sp(W), on a :

g = −c(0)g = lim
y→0,〈y,〉>0

−c(iy)g

et d’après le lemme 3.2.2, on a c(iy) ∈ Sp(WC)++, et donc c(iy)g ∈ Sp(WC)++ d’après la proposition 3.2.3.

�

Remarque 3.2.5. Considérons une matrice A ∈ M(n,R) symétrique et définie positive. On a alors A =

OT DO, avec O ∈ O(n,R) et D = diag(d1, . . . , dn), di > 0. On a alors :∫
Rn

e−πXT AXdX =

∫
Rn

e−πXT OT DOXdX =

∫
Rn

e−π(OX)T DOXdX

=

∫
Rn

e−πYT DYdY =

∫
Rn

e
−π

n∑
i=1

diY2
i dY

=

n∏
i=1

∫
R

e−πdiY2
i dYi =

n∏
i=1

1
√

di

∫
R

e−πZidZi

=

n∏
i=1

1
√

di
= det−

1
2 (D)
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Pour B = BT , considérons l’intégrale suivante :∫
Rn

e−πXT (A+iB)XdX (3.4)

Etant donné que
∣∣∣e−πXT (A+iB)X

∣∣∣ =
∣∣∣e−πXT AX

∣∣∣, il vient alors que l’intégrale (3.4) est convergente d’après la

remarque précédente. Remarquons d’ailleurs que l’application

A + iB→
∫
Rn

e−πXT (A+iB)XdX

est holomorphe, et donc on étend l’application det−
1
2 sur les éléments de la forme A + iB, A symétrique

et définie positive et B symétrique par

det−
1
2 (A + iB) =

∫
Rn

e−πXT (A+iB)XdX

Soit < ., . > la forme sympléctique sur W. On a < w1,w2 >= wT
2 Jw1 avec J =

 0 I

−I 0

. Remarquons que

Y ∈ sp(2n,R)⇔ JY ∈ S ym(n,R). Ainsi, pour tout Z = X + iY ∈ sp(WC)++, et w ∈ W, on a :

χX+iY(w) = ei π2<(X+iY)w,w> = ei π2 wT J(X+iY)w = e−
π
2 wT (JY−iJX)w

et donc : ∫
W
χX+iY(w)dw =

∫
W

e−
π
2 wT (JY−iJX)wdw = det−

1
2 (

1
2

(JY − iJX))

(ce déterminant est bien défini étant donné que < Y., . >> 0 car X + iY ∈ sp(WC)++). En utilisant le fait

que det(J) = 1, on a ∫
W
χX+iY(w) = det−

1
2 (

1
2i

(X + iY))

Notons pour la suite

chc(X + iY) = det−
1
2 (

1
2i

(X + iY)) (3.5)

Remarquons que chc(X + iY) est l’unique racine carrée du déterminant de 1
2i (X + iY) qui est positif pour

X = 0.

On définit à présent le revêtement de Sp(WC)++, noté ˜Sp(WC)
++

, comme suit :

˜Sp(WC)
++

= {(g, ξ) ; g ∈ Sp(WC)++, ξ2 = det(i(g − 1))−1}

et soit C : Sp(WC)++ × Sp(WC)++ → C donné par :

C(g1, g2) = det−
1
2

(
1
2i

(c(g1) + c(g2))
)

Lemme 3.2.6. Sp(WC)++ est connexe.
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Démonstration. D’après [18], page 115, tout élément g ∈ Sp(WC)++ est de la forme

g = up (u ∈ Sp(W), p ∈ Sp(WC)++)

où p vérifie p = p̄−1 et possède des valeurs propres positives. Remarquons au passage que p = c(z)

avec z = x + iy ∈ sp(WC)++. De l’égalité p = p̄−1, on obtient que c(z) = c(−z̄), c’est-à-dire x = 0. Plus

précisement, on a d’après [18], page 81, équation (14.4), que pour tout Y ∈ sp(W) tel que < Y., . > est

définie positive sur W, il existe g ∈ Sp(W) tel que

g

0 −D

D 0

 g−1

avec D = diag(d1, . . . , dn) un matrice diagonale aux entrées strictement positives. Ainsi,

p = c(iY) = c(g

 0 −iD

iD 0

 g−1) = gc

 0 −iD

iD 0

 g−1.

Puisque p a des valeurs propres positives, c

 0 −iD

iD 0

 a des valeurs propres positives, ce qui signifie

d j+1
d j−1 > 0 pour j = 1, . . . , n. Ainsi, d j > 1 pour tous j = 1, . . . , n. Or, {D = diag(d1, . . . , dn) ; d j > 1} est

connexe. De même, Sp(W) est connexe. Ainsi, le semi-groupe Sp(WC)++ est connexe.

�

Lemme 3.2.7. L’ensemble ˜Sp(WC)
++

muni de la multiplication suivante

(g1, ξ1).(g2, ξ2) = (g1g2, ξ1ξ2C(g1, g2))

est un semi-groupe.

Démonstration. Soient (g1, ξ1), (g2, ξ2) ∈ ˜Sp(WC)
++

. On a

c(g1) + c(g2) = (g1 + 1)(g1 − 1)−1 + (g2 + 1)(g2 − 1)−1

= (g1 − 1)−1 ((g1 + 1)(g2 − 1) + (g1 − 1)(g2 + 1)) (g2 − 1)−1

Or, (g1 + 1)(g2 − 1) + (g1 − 1)(g2 + 1) = 2(g1g2 − 1), ainsi :

ξ2
1ξ

2
2C(g1, g2)2 = det(i(g1 − 1))−1 det(i(g2 − 1))−1 det−1(−i(g1 − 1)−1(g1g2 − 1)(g2 − 1)−1)

= det(i(g1g2 − 1))

Ainsi, le produit (g1, ξ1).(g2, ξ2) ∈ ˜Sp(WC)
++

. Montrons à présent l’associativité. Cela revient à montrer

que C est un cocycle, c’est-à-dire que pour tout g1, g2, g3 ∈ Sp(WC)++, on a :

C(g1, g2)C(g1g2, g3) = C(g2, g3)C(g1, g2g3)
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Or, on a :

(C(g1, g2)C(g1g2, g3))−2

= det

1

i
(g1 − 1))−1(g1g2 − 1)(g2 − 1)−1

 det

1

i
(g1g2 − 1))−1(g1g2g3 − 1)(g3 − 1)−1


= det

(
−(g1 − 1))−1(g2 − 1))−1(g3 − 1))−1(g1g2g3 − 1)

)
De même,

(C(g2, g3)C(g1, g2g3))−2 = det
(
−(g1 − 1))−1(g2 − 1))−1(g3 − 1))−1(g1g2g3 − 1)

)
et donc (C(g1, g2)C(g1g2, g3))−2 = (C(g2, g3)C(g1, g2g3))−2. Ainsi,

(g1, g2, g3)→
C(g1, g2)C(g1g2, g3)

C(g2, g3)C(g1, g2g3)

est holomorphe et de carré égal à 1. Comme Sp(WC)++ est connexe, cette dernière est constante. Or, pour

tout g j = c(iy j), < y j., . >> 0, on a

C(g1, g2) = det−
1
2 (

1
2i

(c(c(iy1)) + c(c(iy2)))) = det−
1
2 (

1
2

(y1 + y2)) > 0

De même, dans ce cas C(g1g2, g3),C(g2, g3) et C(g1, g2g3) sont positifs. On en déduit alors que

C(g1, g2)C(g1g2, g3) = C(g2, g3)C(g1, g2g3)

�

Notons Sp(WC)+ = Sp(WC)++ ∪ Sp(W) et soit ˜Sp(WC)
+

le sous-ensemble de Sp(WC)+ × C défini par :

˜Sp(WC)
+

= ˜Sp(WC)
++
∪ S̃p(W)

Lemme 3.2.8. Les deux cocycles définis sur Sp(W) et Sp(WC)++ s’étendent en une fonction continue

C : Sp(WC)+ × Sp(WC)+ → C.

Démonstration. Notons C′ : Sp(W)×Sp(W)→ C le cocycle défini dans [2], proposition 4.13, page 1546,

et soit C : Sp(WC)++ × Sp(WC)++ → C. Montrons que ces deux fonctions coïncident sur un sous-espace

dense, à savoir pour des éléments (g1, g2) ∈ Sp(WC)+ × Sp(WC)+ qui vérifient

det(g1 − 1) det(g2 − 1) det(g1g2 − 1) , 0. (3.6)

Pour tout (g1, g2) ∈ Sp(WC)+×Sp(WC)+ vérifiant (3.6), on a | det(L̃)| = 1. De même, d’après [2], notation

2.6, page 1507, on a q̃g1,g2 : W ×W → C est donné par :

q̃g1,g2(w,w
′) =

1
2

(
< c(g1)w,w′ > + < c(g2)w,w′ >

)
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et donc, comme rappelé dans les sections 4.2 et 4.3 de [2], et en notant Bg1,g2 la matrice de qg1,g2 , on

obtient :

γ(q̃g1,g2) =

∫
W
χ

(
1
2
< c(g1)w,w > + < c(g2)w,w >

)
dw =

∫
R2n

e
iπ
2 wT Bg1 ,g2 wdw

=

∫
R2n

e−
π
2i w

T Bg1 ,g2 wdw = det−
1
2 (

1
2i

Bg1,g2)

= chc(c(g1) + c(g2))

Ainsi, C(g1, g2) = C′(g1, g2).

�

Corollaire 3.2.9. La multiplication sur Sp(WC)+ définie par :

(g, ξ).(h, η) = (gh, ξηC(g, h))

défini une structure de semi-groupe sur Sp(WC)+. De plus, l’application

Sp(WC)+ 3 (g, ξ)→ (ḡ−1, ξ̄) ∈ Sp(WC)+

est une involution sur Sp(WC)+.

Théorème 3.2.10. La fonction Θ : ˜Sp(WC)
++
3 (g, ξ) → ξ ∈ C est holomorphe, qui s’étend en une

fonction Θ : ˜Sp(WC)
+
→ C qui satisfait à la relation

Θ(g̃1g̃2)

Θ(g̃1)Θ(g̃2)
= C(g1, g2) (g̃1, g̃2 ∈ ˜Sp(WC)

+
) (3.7)

De plus, pour g1, g2 ∈ Sp(WC)+ tels que det(g1 − 1) det(g2 − 1) , 0, on a :

C(g1, g2) = det−
1
2

(
1
2i

(c(g1) + c(g2))
)

= chc(c(g1) + c(g2)) (3.8)

Pour finir, pour toute fonction Ψ ∈ C∞c (S̃p(W)), on a :∫
S̃p(W)

Θ(g̃)Ψ(g̃)dµS̃p(W)(g̃) = lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

∫
S̃p(W)

Θ(p̃g̃)Ψ(g̃)dµS̃p(W)(g̃) (3.9)

Démonstration. La première partie de l’énoncé est claire. Montrons l’équation (3.9). Montrons tout

d’abord que la limite existe. Pour cela, supposons que le support de Ψ est contenu dans l’image de c̃(0)c̃.

On a : ∫
S̃p(W)

Θ(p̃g̃)Ψ(g̃)dg̃ =

∫
S̃p(W)

Θ( p̃c̃(0)g̃)Ψ(c̃(0)g̃)dg̃

=

∫
supp Ψ

Θ( p̃c̃(0)g̃)Ψ(c̃(0)g̃)dg̃

=

∫
sp(W)

Θ( p̃c̃(0)c̃(x))Ψ(c̃(0)c̃(x)) j(x)dx

=

∫
sp(W)

Θ(c̃(iy)c̃(x))Ψ(c̃(0)c̃(x)) j(x)dx

44



où p̃c̃(0) = c̃(iy) avec y ∈ sp(W) et < y., . >> 0. Donc, y→ 0 lorsque p̃→ 1. Or, d’après l’équation (3.7)

Θ(c̃(iy)c̃(x)) = Θ(c̃(iy))Θ(c̃(x)) chc(x + iy).

Notons ici ψ(x) = Θ(c̃(x))Ψ(c̃(x)) j(x), x ∈ sp(W). Notons au passage que ψ ∈ C∞c (sp(W)). On a :∫
sp(W)

chc(x + iy)ψ(x)dx =

∫
sp(W)

∫
W
χx+iy(w)ψ(x)dwdx

=

∫
W

∫
sp(W)

χx(w)χiy(w)ψ(x)dxdw

=

∫
W
χiy(w)

∫
sp(W)

χx(w)ψ(x)dxdw

En notant τ : W → sp(W)∗ l’application définie par

τ(w)(x) =< x(w),w > (w ∈ W, x ∈ sp(W)∗)

on obtient que ∫
sp(W)

χx(w)ψ(x)dx =

∫
sp(W)

ψ(x)e2iπτ(w)(x)dx = ψ̂(
1
4
τ(w))

où ψ̂ ets la transformée de Fourier de ψ sur sp(W). Ainsi,∫
sp(W)

chc(x + iy)ψ(x)dx =

∫
W
χiy(w)ψ̂(

1
4
τ(w))dw

Or, pour tout w ∈ W, on a

χiy(w) = e
2iπ
4 <iy(w),w> = e−

π
2<yw,w> < 1

car < yw,w >> 0 pour tout w ∈ W non nul. Finalement, on obtient :

lim
y→0

∫
sp(W)

chc(x + iy)ψ(x)dx =

∫
W
ψ̂(

1
4
τ(w))dw

En utilisant le fait que lim
y→0

Θ(c̃(iy)) = Θ(c̃(0)) existe, on obtient :

lim
y→0

∫
sp(W)

Θ(c̃(iy)) chc(x + iy)ψ(x)dx =

∫
W
ψ̂(

1
4
τ(w))dw

Donc la limite existe. Calculons à présent cette limite. Pour cela, pour tout x ∈ sp(W), notons B la matrice

de la forme bilinéaire < x., . >. Remarquons au passage que la matrice de la forme bilinéaire < J., . > est

la matrice identité. Pour tout t > 0, on a

chc(x + itJ) =

∫
W
χx+itJ(w)dw =

∫
W

e
iπ
2 <(x+itJ)w,w>dw

=

∫
W

e
iπ
2 <(x+itJ)w,w>dw =

∫
W

e
iπ
2 wt(B+itI)wdw

=

∫
W

e
−π
2 wt(−iB+tI)wdw = det−

1
2 (2(−iB + tI))
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Or, les valeurs propres de x sont réelles, ainsi, on a pour tout t > 0

| det(−iB + tI)| > | det(iB)|

c’est-à-dire

| det(−iB + tI)|−
1
2 < | det(iB)|−

1
2

Ainsi,

| chc(x + itJ)| ≤ | chc(x)|

La fonction chc étant localement intégrable, on a :

lim
t→0+

∫
sp(W)

chc(x + itJ)ψ(x)dx =

∫
sp(W)

chc(x)ψ(x)dx

On obtient alors bien que la limite est égale au membre de gauche de l’équation (3.9)

�

3.3 Une formule du caractère dans le cas d’une paire duale réduc-
tive compacte

Soit (W, < ., . >) un espace vectoriel sympléctique réel et (G,G′) une paire duale dans Sp(W). Fixons µG̃

et µG̃′ des mesures de Haar sur G̃ et G̃′ respectivement tels que µG̃(G̃) = 1.

Lemme 3.3.1. Pour tout Ψ ∈ C∞c (G̃′), on a :

ΘΠ′(Ψ) = tr
∫

G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)ω(g̃g̃′)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′)

Démonstration. La projection orthogonale de l’espace de Hilbert de la représentation de Weil dans sa

composante Π-isotypique

L2(X)→ L2(X)Π

peut se réaliser comme

ω|G̃ (dΠΘΠ) =

∫
G̃

dΠΘΠ(g̃)ω(g̃)dµG̃(g̃).

Comme la composante isotypique est isomorphe à VΠ ⊗ VΠ′ en tant que G̃ × G̃′-module, on a

tr(ω(dΠΘΠ)ω(Ψ)) = tr(IdVΠ
⊗ Π′(Ψ)) = dΠΘΠ′(Ψ).

Donc,

ΘΠ′(Ψ) = tr(ω(ΘΠ)ω(Ψ)).

�
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Théorème 3.3.2. Pour toute fonction Ψ ∈ C∞c (G̃′),

ΘΠ′(Ψ) = lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)Θ(g̃g̃′ p̃)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′).

Ainsi, en terme de distributions, on a :

ΘΠ′(g̃′) = lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

∫
G̃

ΘΠ(g̃)Θ(g̃g̃′ p̃)dµG̃(g̃).

Démonstration. Fixons p̃ ∈ ˜Sp(WC)
++

. Alors,∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)ω(g̃g̃′ p̃)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′) (3.10)

=

(∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)ω(g̃g̃′)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′)
)
ω( p̃)

En utilisant le même argument que pour montrer l’équation (150) dans [2], ajouté au lemme (6.1) de

[33], on montre qu’il existe ψ ∈ S(W) tel que(∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)T (g̃g̃′)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′)
)

(φ) =

∫
W
ψ(w)φ(w)dw (φ ∈ S(W)).

De la même manière, il existe ψp̃ ∈ S(W) telle que(∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)T (g̃g̃′ p̃)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′)
)

(φ) =

∫
W
ψ(w)φp̃(w)dw (φ ∈ S(W)).

Or, d’après [2], équation (148), la trace de (3.10) est donnée par

ψp̃(0) = ψ\
(
Θ(p̃)χc( p̃′)

)
(0) =

∫
W
ψ(w)Θ(p̃)χc(g̃′)(w)dw.

De nouveau, d’après [2], lemme 4.25, on a

lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

T ( p̃) = T (1) = δ0 ∈ S∗(W).

Ainsi, on obtient

lim
p̃→1

p̃∈ ˜Sp(WC)++

ψp̃′(0) = ψ(0).

Mais, on a :

ψp̃(0) = tr
∫

G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)ω(g̃g̃′ p̃)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′)

=

∫
G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)Θ(g̃g̃′ p̃)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′).

Ainsi, d’après le lemme 3.3.1, on a :

ΘΠ′(Ψ) = tr
∫

G̃′

∫
G̃

ΘΠ(g̃)ω(g̃g̃′)Ψ(g̃′)dµG̃(g̃)dµG̃′(g̃
′) = ψ(0)

ce qui montre le résultat annoncé. �
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A présent, considérons G connexe. Notons au passage que G̃ n’est pas nécessairement connexe.

Pour tout g ∈ G, notons {g̃1, g̃2} = pr−1({g}). En particulier, ẽ1 est l’élément neutre de G̃ et ẽ2 est un

élément centrale d’ordre 2. De plus, pour tout g ∈ G, on a g̃1 = ẽ2g̃2.

Pour tout p̃ ∈ ˜Sp(WC)
++

et g̃′ ∈ G̃′, on définit F p̃,g̃′ : G̃ → C par :

F p̃,g̃′(g̃) = ΘΠ(g̃)Θ(g̃p̃g̃′) (g̃ ∈ G̃).

Lemme 3.3.3. Pour tout g ∈ G, on a :

ΘΠ(g̃1) = −ΘΠ(g̃2)

Démonstration. On sait que g̃1 = ẽ2g̃2. Or, ẽ2 appartient au centre de G̃. En particulier, π(ẽ2) est un

opérateur d’entrelacement pour la représentation π. En particulier, d’après Schur, π(ẽ2) = cId, c ∈ C.

Or, ẽ2
2 = ẽ1, ainsi, c2 = 1. Or, d’après [31], π est une représentation genuine, et donc c = −1. Ainsi,

π(ẽ2) = −Id. D’où le résultat.

�

Corollaire 3.3.4. Pour tout g ∈ G, on a :

F p̃,g̃′(g̃1) = F p̃,g̃′(g̃2)

Ainsi, la fonction τ p̃,g̃′ : G → C donnée par :

τp̃,g̃′(pr(g̃)) = F p̃,g̃′(g̃) (g̃ ∈ G̃)

est bien définie

Notons µG et µG̃ les mesures de Haar normalisées sur G et G̃ respectivement.

Proposition 3.3.5. Pour tout p̃ ∈ ˜Sp(WC)
++

et g̃′ ∈ G̃′, on a :∫
G̃

F p̃,g̃′(g̃)dµG̃(g̃) = 2
∫

G
τ p̃,g̃′(g)dµG(g)

Remarque 3.3.6 (Remarque avant preuve). Rappelons tout d’abord un résultat de [42], appendice 4,

lemme A.4.2.11, page 328. Soit M1,M2 deux variétés différentielles C∞ connexes. Soit ω une forme

volume sur M2 et φ : M1 → M2 un revêtement à n-feuillets. Alors, pour toute fonction f ∈ Cc(M2), on

a :

n
∫

M2

fω =

∫
M1

( f ◦ φ)φ∗ω (3.11)

où φ∗ω est le pull-back de ω par φ.
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Ce théorème se généralise au cas des variétés ayant un nombre fini de composantes connexes. Par

exemple, supposons M2 connexe et M1 = M(1)
1 ∪ . . . ∪ M(k)

1 ayant k-composantes connexes. Alors, pour

tout j = 1, . . . , k, φ|
M j

1

: M( j)
1 → M2 est un revêtement à n j-feuillets, avec

k∑
j=1

n j = n.

Ainsi, en appliquant l’équation (3.11) à chacune des composantes M( j)
1 , 1 ≤ j ≤ k, on obtient :

n
∫

M2

fω =

k∑
j=1

n j

∫
M2

fω =

k∑
j=1

∫
M( j)

1

( f ◦ φ)φ∗ω =

∫
M1

( f ◦ φ)φ∗ω

Pour voir le lien entre l’intégrale par rapport à une forme volume et la mesure de Haar, on pourra consul-

ter [42], section 2.5 et appendice 4.

Démonstration. On applique l’équation (3.11) avec M2 = G, M1 = G̃, f = τp̃,g̃′ .

�

Fixons T un tore maximale dans G. On rappelle que dans la section 3.3, on a fixé la normalisation de la

mesure de Haar de G̃ comme µG̃(G̃) = 1. On choisit aussi la normalisation de la mesure µT̃ (T̃ ) = 1. Ceci

fixe les normalisations des mesures de Haar de G et T comme µG(G) = µT (T ) = 1
2 .

Etant donné que les groupes G et T sont compacts, ils sont unimodulaires et donc, d’après [24], chapitre

VIII, théorème 8.36, page 538, il existe une mesure borélienne G-invariante sur l’espace homogène G/T ,

notée µG/T , tel que pour toute fonction f ∈ C∞c (G), on ait :∫
G

f (g)dµG(g) =

∫
G/T

(∫
T

f (gt)dµT (t)
)

dµG/T (gT )

De plus, la mesure µG/T est unique à une constante près. Selon les normalisations choisies, on a µG/T (G/T ) =

1.

Notons G′++ = Sp(WC)++ ∩G′C et soit G̃′
++

l’image réciproque de G′++ dans ˜Sp(WC)
++

.

Lemme 3.3.7. Pour tout p̃ ∈ G̃′
++

et g̃′ ∈ G̃′, la fonction τp̃,g̃′ est centrale.

Démonstration. Pour tout α, g ∈ G, on a :

τp̃,g̃′(αgα−1) = τ p̃,g̃′(pr(α̃) pr(g̃) pr(α̃−1)) = τp̃,g̃′(pr(α̃g̃α̃−1))

= F p̃,g̃′(α̃g̃α̃−1) = ΘΠ(α̃g̃α̃−1)Θ(p̃α̃g̃α̃−1g̃′)

= ΘΠ(g̃)Θ(α̃p̃g̃g̃′α̃−1) = ΘΠ(g̃)Θ(p̃g̃g̃′)

= F p̃,g̃′(g̃) = τ p̃,g̃′(g)

�

Lemme 3.3.8. Le caractère ΘΠ′ est alors donné, pour tout élément régulier g̃′ ∈ G̃′ par la formule

suivante :

ΘΠ′(g̃′) = lim
p̃→1
p̃∈G̃′

1

|W (G,T )|

∫
T
τp̃,g̃′(t)|D(t)|2dµT (t) (3.12)
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Démonstration. D’après la formule d’intégration de Weyl (on pourra consulter [24], chapitre VIII, théo-

rème 8.60, page 550), on a :

∫
G
τ p̃,g̃′(g)dµG(g) =

1

|W (G,T )|

∫
T

(∫
G/T

τ p̃,g̃′(gtg−1)dµG/T (gT )
)
|D(t)|2dµT (t).

En utilisant le lemme 3.3.7, on obtient∫
T

(∫
G/T

τ p̃,g̃′(gtg−1)dµG/T (gT )
)
|D(t)|2dµT (t) = µG/T (G/T )

∫
T
τ p̃,g̃′(t)|D(t)|2dµT (t).

On conclue alors en utilisant le théorème 3.3.2.

�

Remarque 3.3.9. Supposons que G̃ soit connexe. Soit T un tore maximal de G et soit T̃ = pr−1(T ).

Notons de nouveau µG̃ et µT̃ les mesures de Haar normalisées de G̃ et T̃ respectivement. Soit µG̃/T̃

l’unique mesure sur G̃/T̃ tel que, pour tout f ∈ C∞c (G̃), on ait :∫
G̃

f (g̃)dµG̃(g̃) =

∫
G̃/T̃

(∫
T̃

f (g̃t̃)dµT̃ (t̃)
)

dµG̃/T̃ (g̃T̃ )

De nouveau, pour tout p̃ ∈ G̃′C
++

et g̃′ ∈ G̃′, on a :

∫
G̃

F p̃,g̃′(g̃)dµG̃(g̃) =
1

|W (G̃, T̃ )|

∫
T̃

F p̃,g̃′(t̃)dµT̃ (t̃)

Et de nouveau, en utilisant la proposition 3.3.5 en remplaçant G par T , on obtient :∫
T̃

F p̃,g̃′(t̃)dµT̃ (t̃) = 2
∫

T
τp̃,g̃′(t)dµT (t)

et on retrouve bien la formule du caractère de l’équation (3.12).

On va alors regarder la restriction de ce caractère sur les points réguliers de T̃
′

, c’est la raison pour

laquelle on va à présent s’intéresser à la restriction du caractère de la représentation de Weil à un sous-

groupe maximal compact.

3.4 Restriction de Θ à un sous-groupe maximal compact

Fixons J une structure complexe postive sur W, c’est-à-dire un élément de End(W) qui vérifie J2 = −Id

et tel que la forme 〈J., .〉 > 0. On note alors WC l’espace vectoriel complexifié via J, et considérons la

décomposition associée :

WC = W+
C ⊕W−

C

où W+
C (resp. W−

C) est l’espace propre associé à la valeur propre i (resp. −i) de J.
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Lemme 3.4.1. La forme H (définie dans l’équation (3.1)) restreinte à W+
C (resp. W−

C) est définie positive

(resp. définie négative).

Démonstration. Fixons w ∈ W+
C . On a alors :

H(w,w) = i < w, w̄ >=< J(w), w̄ >

= < J(Re(w)),Re(w) > + < J(Im(w)), Im(w) > −i < J(Re(w)), Im(w) > +i < J(Im(w)),Re(w) >

Or, on a

< J(Im(w)),Re(w) >=< J2(Im(w)), J(Re(w)) >= − < Im(w), J(Re(w)) >=< J(Re(w)), Im(w) >

Ainsi, étant donné que Re(w), Im(w) ∈ W et < J., . >> 0, on a

H(w,w) =< J(Re(w)),Re(w) > + < J(Im(w)), Im(w) >> 0

�

Considérons GL(W+
C) le groupe linéaire associé à l’espace W+

C et soit GL(W+
C)++ défini par :

GL(W+
C)++ = {h ∈ GL(W+

C) |H(w,w) > H(hw, hw), 0 , w ∈ W+
C}

De plus, notons (Sp(WC)++)J l’ensemble des éléments de Sp(WC)++ qui commutent avec J.

Lemme 3.4.2. L’application :

ψ : (Sp(WC)++)J 3 g→ g|W+
C

∈ GL(W+
C)

est bien définie et bijective.

Démonstration. Soit g ∈ (Sp(WC)++)J et soit w ∈ W+
C . On a g(w) ∈ WC, c’est-à-dire g(w) = g(w)++g(w)−,

avec g(w)+ ∈ W+
C et g(w)− ∈ W−

C . On a :

Jg(w) = J(g(w)+ + g(w)−) = ig(w)+ − ig(w)−

et

gJ(w) = g(iw) = ig(w) = ig(w)+ + ig(w)−

c’est-à-dire g(w)− = 0, et donc g(W+
C) ⊆ g(W+

C) (resp. g(W−
C) ⊆ g(W−

C)).

Ainsi, l’application ψ est bien définie. En utilisant la non-dégénérescence de la forme < ., . > sur W+
C ×

W−
C , pour tout h ∈ GL(W+

C), il existe un unique élément de GL(W−
C), noté h], défini par

< hw+,w− >=< w+, h]w− > (w+ ∈ W+
C ,w

− ∈ W−
C)

Montrons l’injectivité de ψ. Fixons g ∈ Sp(WC)J et notons h = g|W+
C

. Pour tout w+ ∈ W+
C et w− ∈ W−

C , on a

< gw+,w− >=< w+, g−1w− >=< w+, (h])−1w− >
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et donc g|W−
C

= (h])−1. D’où l’injectivité.

A présent, fixons h ∈ GL(W+
C)++ et soit g ∈ GL(WC) défini par

g(w+ + w−) = hw+ + (h])−1w− (w+ ∈ W+
C ,w

− ∈ W−
C)

Pour tout w+
1 ,w

+
2 ∈ W+

C ,w
−
1 ,w

−
2 ∈ W−

C , on a

< g(w+
1 + w−1 ), g(w+

2 + w−2 ) > = < hw+
1 + (h])−1w−1 , hw+

2 + (h])−1w−2 >

= < hw+
1 , (h

])−1w−2 > + < (h])−1w−1 , hw+
2 > + < hw+

1 , hw+
2 >

+ < (h])−1w−1 , (h
])−1w−2 >

= < w+
1 , h

](h])−1w−2 > + < h](h])−1w−1 ,w
+
2 > + < w+

1 ,w
+
2 > + < w−1 ,w

−
2 >

= < w+
1 ,w

−
2 > + < w−1 ,w

+
2 > + < w+

1 ,w
+
2 > + < w−1 ,w

−
2 >

= < w+
1 + w−1 ,w

+
2 + w−2 >

Ainsi, g ∈ Sp(WC)J. Reste à montrer que g ∈ (Sp(WC)++)J, c’est-à-dire

H(w−,w−) > H(gw−, gw−) (w− ∈ W−
C).

Etant donné que l’application W+
C 3 w→ w̄ ∈ W−

C est un isomorphisme, il est équivalent de montrer

H(w̄+, w̄+) > H(gw̄+, gw̄+) (w+ ∈ W+
C).

Soit l’application GL(W−
C) 3 h→ h̄ ∈ GL(W+

C) définie par

h̄(w̄) = h̄w (w ∈ W−
C)

et notons, pour tout h ∈ GL(W+
C),

h∗ = h̄].

Pour tout w+
1 ,w

+
2 ∈ W+

C , on a :

H(hw+
1 ,w

+
2 ) = i < hw+

1 , w̄
+
2 >= i < w+

1 , h
]w̄+

2 >= i < w+
1 , h∗w

+
2 >= H(w+

1 , h
∗w+

2 ).

Ainsi, d’après le théorème de décomposition pôlaire pour GL(W+
C) par rapport à la forme H, on a h = kq,

avec k∗ = k−1 et q∗ = q avec q positif. Puisque h ∈ GL(W∗
C) et k∗ = k−1, on a

H(qw+, qw+) < H(w+,w+) (w+ ∈ W+
C \ {0}).

ou de manière équivalente, en utilisant q = q∗,

H(q−1w+, q−1w+) > H(w+,w+) (w+ ∈ W+
C \ {0})
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En remarquant que (h])−1 = (h−1)], on obtient pour que pour tout élément non nul w− ∈ W−
C , on a

H(gw−, gw−) = H((h])−1w−, (h])−1w−) = H((h])−1w−, (h])−1w−)

= −H((h])−1w−, (h])−1w−) = −H((h−1)]w−, (h−1)]w−)

= −H((h−1)∗w̄−, (h−1)∗w̄−) = −H(kq−1w̄−, kq−1w̄−)

= −H(q−1w̄−, q−1w̄−) < −H(w̄−, w̄−) = H(w−,w−)

= H(w−,w−)

Ainsi, g ∈ (Sp(WC)++)J, d’où la surjectivité de ψ.

�

Lemme 3.4.3. Pour tout g ∈ Sp(WC)J, on a

det(g − 1)W−
C

= det(g−1 − 1)W+
C

(où det(g − 1)W+
C

correspond au déterminant de l’endomorphisme (g − 1) restreint à W+
C).

Démonstration. Notons {e1, . . . , en} une base de W+
C et { f1, . . . , fn} une base de W−

C de manière à ce que

l’on ait < ei, f j >= δi, j. On a :

g( fi) =

n∑
j=1

< e j, g( fi) > f j et g−1(e j) =

n∑
i=1

< g−1(e j), fi > ei

Puisque < e j, g( fi) >=< g−1(e j), fi >, on conclut que

det(g − 1)W−
C

= det(< (g − 1)( fi), e j >) = det(< (g−1 − 1)(e j), fi >) = det(g−1 − 1)W+
C

�

Lemme 3.4.4. Pour tout g1, g2 ∈ (Sp(WC)++)J, on a :

C(g1, g2) = det(1 − g1)W+
C

det(1 − g1g2)−1
W+
C

det(1 − g2)W+
C

Démonstration. Pour tout g ∈ Sp(WC)J, on a

det(g − 1) = det(g − 1)W+
C

det(g − 1)W−
C

= det(g − 1)W+
C

det(g−1 − 1)W+
C

= det(g − 1)W+
C

det(g−1)W+
C

det(1 − g)W+
C

= (−1)dim(W+
C

) det(g − 1)2
W+
C

det(g−1)W+
C
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Ainsi, pour tous g1, g2 ∈ (Sp(WC)++)J, on a

C(g1, g2)2 = det−1
(

1
2i

(c(g1) + c(g2))
)

= det−1(
1
i
(g1 − 1)−1(g1g2 − 1)(g2 − 1)−1)

= (−i)dim(WC)(−1)dim(W+
C

) det(g1 − 1)2
W+
C

det(g1g2 − 1)−2
W+
C

det(g2 − 1)2
W+
C

= (−i)2 dim(W+
C

)(−1)dim(W+
C

)
(
det(1 − g1)W+

C
det(1 − g1g2)−1

W+
C

det(1 − g2)W+
C

)2

=

(
det(1 − g1)W+

C
det(1 − g1g2)−1

W+
C

det(1 − g2)W+
C

)2

Ainsi, on obtient

C(g1, g2) = ± det(1 − g1)W+
C

det(1 − g1g2)−1
W+
C

det(1 − g2)W+
C

Etant donné que (Sp(WC)++)J, il suffit alors de regarder cela en un point particulier. Pour tout t > 1, on

a :

C(c(itJ), c(itJ)) = det
(

1
2i

(c(c(itJ)) + c(c(itJ)))
)

= det(tJ) > 0

Pour tout w ∈ W+
C , on a itJ(w) = −tw. Ainsi, (itJ − 1)w = (−1 − t)w. Ainsi, on a :

c(itJ)w = (1 + itJ)(itJ − 1)−1(w) =
1 − t
−1 − t

w

et donc on a :

(1 − c(itJ))w = 1 −
1 − t
−1 − t

w =
2

t + 1
w et (1 − c(itJ)2)w =

4t
(t + 1)2 w

Finalement, on obtient

det(1 − c(itJ))W+
C
> 0 et det(1 − c(itJ)2)W+

C
> 0

Ainsi, pour g1 = g2 = c(itJ), on a

C(g1, g2) = det(1 − g1)W+
C

det(1 − g1g2)−1
W+
C

det(1 − g2)W+
C

D’où le résultat annoncé. �

Notons
˜GL(W+

C) = {(h, ξ) ; h ∈ GL(W+
C), ξ2 = det(h)}

˜GL(W+
C)

++
= {(h, ξ) ; h ∈ ˜GL(W+

C),H(hw, hw) < H(w,w),w ∈ WC \ {0}}

Lemme 3.4.5. L’ensemble ˜GL(W+
C) est un groupe muni de la multiplication suivante

(h, ξ).(g, η) = (hg, ξη) ((h, ξ), (g, η) ∈ ˜GL(W+
C))

De plus, ˜GL(W+
C)

++
est un sous-semi-groupe de ˜GL(W+

C). Finalement, l’application

ψ : (Sp(WC)++)J 3 (g, ξ)→ (g|W+
C

, ξ det(1 − g)W+
C
) ∈ ˜GL(W+

C)
++

(3.13)

est un isomorphisme de semi-groupes.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que

(ξ det(1 − g)W+
C
)2 = ξ2 det(1 − g)2

W+
C

= det(i(g − 1))−1 det(1 − g)2
W+
C

= (−i)dim(WC) det(g − 1)−1
W+
C

det(g−1 − 1)−1
W+
C

det(1 − g)2
W+
C

= (−i)dim(WC)(−1)dim(W+
C )det(1 − g)−1

W+
C

det(g−1 − 1)−1
W+
C

det(1 − g)2
W+
C

= det(g−1 − 1)−1
W+
C

det(1 − g)W+
C

= det(g)W+
C

det(1 − g)−1
W+
C

det(1 − g)W+
C

= det(g)W+
C

c’est-à-dire

(ξ det(1 − g)W+
C
)2 = det(g)W+

C
(3.14)

Ainsi, l’application ψ est bien définie.

Fixons (g, ξ), (h, η) ∈ (Sp(WC)++)J. D’un côté, on a :

ψ((g, ξ).(h, η)) = ψ(gh, ξηC(g, h)) = ((gh)W+
C
, ξηC(g, h) det(1 − gh)W+

C

et d’autre part,

ψ((g, ξ))ψ((h, η)) = (gW+
C
hW+

C
, ξη det(1 − g)W+

C
det(1 − h)W+

C
)

On obtient l’égalité en utilisant le lemme 3.4.4.

�

Le sous-ensemble Sp(W)J ⊆ Sp(W) est un sous-groupe maximal compact de Sp(W). En considérant

Sp(W)J comme un sous-groupe de Sp(WC), notons

UJ = (Sp(W)J)|WC ⊆ GL(W+
C)

Remarquons au passage que UJ coïncide avec le groupe d’isométrie de la forme hermitienne H|W+
C

.

De nouveau, le sous-groupe UJ est contenu dans la fermeture de GL(W+
C)++. Notons

ŨJ = {(h, ξ) ; h ∈ UJ, ξ
2 = det(h)}

Lemme 3.4.6. L’ensemble ŨJ ∪ ˜GL(W+
C)

++
est un semi-groupe avec la multiplication définie par

(g, ξ).(h, η) = (gh, ξη) ((g, ξ), (h, η) ∈ ŨJ ∪ ˜GL(W+
C)

++
)

De plus, l’application

( ˜Sp(W+
C)

++
)J ∪ S̃p(W)

J
3 (g, ξ)→ (g|W+

C

, ξ det(1 − g)W+
C
) ∈ ˜GL(W+

C)
++
∪ ŨJ (3.15)

est bien définie et est un isomorphisme de semi-groupe.
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Théorème 3.4.7. En utilisant l’isomorphisme donné par l’équation (3.15), la restriction du caractère Θ

à ( ˜Sp(W+
C)

++
)J ∪ S̃p(W)

J
est donnée par

Θ(k̃) = lim
h̃→k̃

h̃∈ ˜GL(W+
C

)
++

Θ(h̃) = lim
h̃→k̃

h̃∈ ˜GL(W+
C

)
++

ξ

det(1 − h)
(h̃ = (h, ξ))

Remarque 3.4.8. L’égalité du théorème 3.4.7 en terme de distributions est une conséquence du théorème

3.3.2.

Démonstration. Par définition, on a Θ((g, ξ)) = ξ. Or, d’après l’équation (3.14), on a :

(ξ det(1 − g)W+
C
)2 = det(g)W+

C

c’est-à-dire, par abus de notation,

ξ =

√
det(g)W+

C

det(1 − g)W+
C

�

Remarque 3.4.9. L’application

W 3 w→
1
2

(1 − iJ)w ∈ W+
C (3.16)

est bien définie, et est, de plus, un R-isomorphisme entre W et W+
C . En effet, on a

J(
1
2

(1 − iJ)w) =
1
2

(Jw − J(iJ(w))) =
1
2

(Jw + iw) = i
(
1
2

(1 − iJ)w
)

De même, on a

H
(
1
2

(1 − iJ)w,
1
2

(1 − iJ)w′
)

= i <
1
2

(1 − iJ)w,
1
2

(1 − iJ)w′ >

=
i

4
< w,w > −

1
4
< w, J(w) > +

1
4
< J(w),w > +

i

4
< Jw, Jw >

c’est-à-dire

H
(
1
2

(1 − iJ)w,
1
2

(1 − iJ)w′
)

=
1
2

(< J(w),w > +i < w,w >) (3.17)

Ainsi, considérons W comme un C-espace vectoriel où la multiplication par i est définie par l’action de

J. Notons HJ la forme définie sur W dans l’équation (3.17), c’est-à-dire

HJ(w,w′) = H
(
1
2

(1 − iJ)w,
1
2

(1 − iJ)w′
)
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Cette forme est hermitienne et définie positive. De plus, via l’équation (3.16), le sous-groupe GL(W+
C)

s’identifie à GLC(W). Notons

GLC(W)++ = {k ∈ GLC(W) ; HJ(kw, kw) < HJ(w,w),w ∈ W \ {0}}

U = {k ∈ GLC(W) ; HJ(kw, kw) = HJ(w,w),w ∈ W}

˜GLC(W)
++

= {(k, ξ) ; k ∈ GLC(W)++, ξ2 = det(k)}

Ũ = {(k, ξ) ; k ∈ U, ξ2 = det(k)}

Ainsi, on obtient l’identification suivante

˜GL(W+
C)

++
∪ ŨJ = ˜GLC(W)

++
∪ Ũ

où de nouveau, la structure de semi-groupe du membre de droite est donnée par la multiplication point

par point. De plus, en utilisant cette identification et le corollaire 3.4.7, on obtient

Θ((k, ξ)) =
ξ

det(1 − k)
((k, ξ) ∈ ˜GLC(W)

++
∪ Ũ) (3.18)

Exemple 3.4.10. Considérons W = Cn le R-espace vectoriel de dimension 2n muni de la forme sym-

pléctique suivante

< w,w′ >= 2 Im(w̄′tw)

Notons J ∈ GL(W) défini par J(w) = iw. De nouveau, W est vu comme un C-espace vectoriel de

dimension n où la multiplication par i est donné par l’action de J. Ainsi, on a :

HJ(w,w′) =
1
2

(< J(w),w′ > +i < w,w′ >) =
1
2

(2 Im(w̄′tJw) + 2i Im(w̄′tw))

=
1
2

(2 Im(iw̄′tw) + 2i Im(w̄′tw)) = Re(w̄′tw) + i Im(w̄′tw) = w̄′tw

Dans ce cas, on a :

GLC(W) = GL(n,C)

GLC(W)++ = {k ∈ GL(n,C) ; k̄tk < 1} (3.19)

U = U(n,C)

Ũ = {(k, ξ) ; k ∈ U(n,C), ξ2 = det(k)}

De même, on a GLC(W)++ = {(k, ξ) ; k ∈ GLC(W)++, ξ2 = det(k)}.

Ainsi, pour tout (k,
√

det(k)) ∈ GLC(W)++, on a

Θ((k,
√

det(k))) =

√
det(k)

det(1 − k)
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De même, en tant que distribution sur Ũ, on a :

Θ((k,
√

det(k)) = lim
r→1
r>0

√
det(rk)

det(1 − rk)

Regardons à présent la valeur de ce caractère sur le sous-groupe de Cartan diagonal T de U

T = {t = diag(t1, . . . , tn) ; t j ∈ S1, 1 ≤ i ≤ n}

et soit

T̃ = {t̃ = (t, ξ) | t ∈ T, ξ2 = det(t)}

Ainsi, en tant que distribution sur T̃ , on a la formule suivante

Θ(t̃ = (t, ξ)) = lim
r→1
r<1

√
det(diag(rt1, . . . , rtn))

det(1 − diag(rt1, . . . , rtn))

Or, on a det(diag(rt1, . . . , rtn)) =
n∏

i=1
(rti) et det(1 − diag(rt1, . . . , rtn)) =

n∏
i=1

(1 − rti). Finalement, on a

Θ(t̃) = lim
r→1
r<1

√
n∏

i=1
(rti)

n∏
i=1

(1 − rti)
(t̃ = (t, ξ) ∈ T̃ ) (3.20)

3.5 Le cas G = U(m,C), G′ = U(p, q,C), p ≤ q

Appliquons les résultats de la section précédente à la paire duale G = U(m,C), G′ = U(p, q,C), p ≤ q

(voir l’annexe A). Notons

Ip,q =

Ip 0

0 −Iq


où Ip est la matrice identité dans M(p,C). Notons W = M((p + q) × m,C) le R-espace vectoriel muni de

la forme suivante :

< w,w′ >= Im(w̄′tIp,qw)

Cette forme est bilinéaire, anti-symétrique et non-dégénérée. Ainsi, notons Sp(W) le groupe d’isométries

de (W, < ., . >). On va alors plonger G et G′ dans Sp(W). Pour cela, notons

Ψ1 : G′ 3 g′ → Ψ1(g′) ∈ GL(W), Ψ1(g′)(w) = g′w,w ∈ W

Lemme 3.5.1. L’application Ψ1 est un morphisme de groupes injectif. De plus, pour tout g′ ∈ G′ et

w,w′ ∈ W, on a :

< Ψ1(g′)w,Ψ1(g′)w′ >=< w,w′ >
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Démonstration. L’application Ψ1 est clairement un morphisme injectif. Pour tout g′ ∈ G′ et w,w′ ∈ W,

on a

< Ψ1(g′)w,Ψ1(g′)w′ >= Im(g′w′
t
Ip,qg′w) = Im(w̄′tḡ′tIp,qg′w) = Im(w̄′tIp,qw) =< w,w′ >

�

De la même manière, notons

Ψ2 : G 3 g→ Ψ2(g) ∈ GL(W), Ψ2(g′)(w) = wg−1,w ∈ W

On définit la forme J ∈ GL(W) par

J(w) = iIp,qw

On peut vérifier que J est une structure complexe définie positive sur W.

Lemme 3.5.2. Soit B un sous-groupe de Cartan de Sp(W)J et soit B̃++
C = ˜BC ∩ Sp(WC)++. Soient t, t′ ∈

B++
C ayant comme valeurs propres t j et t′j respectivement sur l’espace W+

C . D’après l’équation (3.19), on

a |t j| < 1, |t′j| < 1 pour tous j. Notons t̃ et t̃′ des éléments fixés dans B̃++
C . D’après l’équation (3.18)

Θ(t̃) =

(
n∏

j=1
t j

) 1
2

n∏
j=1

(1 − t j)
Θ(t̃′) =

(
n∏

j=1
t′j

) 1
2

n∏
j=1

(1 − t′j)

Alors,

Θ(t̃t̃′) =

(
n∏

j=1
t j

) 1
2
(

n∏
j=1

t′j

) 1
2

n∏
j=1

(1 − t jt′j)

Démonstration. D’après l’équation (3.8), on a :

Θ(t̃t̃′) = Θ(t̃)Θ(t̃′) chc(c(t) + c(t′))

Or,

Θ(t̃)Θ(t̃′) chc(c(t) + c(t′)) =

(
n∏

j=1
t j

) 1
2

n∏
j=1

(1 − t j)

(
n∏

j=1
t′j

) 1
2

n∏
j=1

(1 − t′j)
chc(c(t) + c(t′))

Ainsi, il faut montrer que

chc(c(t) + c(t′)) =

n∏
j=1

(1 − t j)(1 − t′j)

n∏
j=1

(1 − t jt′j)

59



Or, pour z, z′ ∈ t++
C , on a

Θ(ẽxp(z)) =

n∏
j=1

e
iz j
2

n∏
j=1

(1 − eiz j)

Θ( ˜exp(z′)) =

n∏
j=1

e
iz′j
2

n∏
j=1

(1 − eiz′j)

Θ(ẽxp(z) ˜exp(z′)) = Θ( ˜exp(z + z′)) =

n∏
j=1

e
i(z j+z′j)

2

n∏
j=1

(1 − ei(z j+z′j))

Ainsi,

chc(c(exp(z)) + c(exp(z′))) =
Θ(ẽxp(z) ˜exp(z′))

Θ(ẽxp(z))Θ( ˜exp(z′))
=

n∏
j=1

e
i(z j+z′j)

2

n∏
j=1

(1 − ei(z j+z′j))

n∏
j=1

(1 − eiz j)

n∏
j=1

e
iz j
2

n∏
j=1

(1 − eiz′j)

n∏
j=1

e
iz′j
2

=

n∏
j=1

(1 − eiz j)(1 − eiz′j)

n∏
j=1

(1 − eiz jeiz′j)

�

On considère :

T = {diag(t1, . . . , tm) ; ti ∈ S1} ⊆ U(m,C) (3.21)

T ′ = {diag(t1, . . . , tp+q) ; ti ∈ S1} ⊆ U(p, q,C) (3.22)

(T ′C)++ = {diag(t1, . . . , tp+q) ; |ti| < 1 pour 1 ≤ i ≤ p, |ti| > 1 pour p < i ≤ p + q} (3.23)

Pour alléger les notations, notons tt′ l’action de Ψ2(t)Ψ1(t′) sur W. Plus précisement, pour tout Ea,b ∈ W,

on a :

(tt′)Ea,b = t′at−1
b Ea,b

Par définition de J, on a :

J(Ea,b) =

iEa,b si 1 ≤ a ≤ p

−iEa,b si a > p
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Ainsi, on obtient que les valeurs propres de tt′ sont {t′at−1
b ; 1 ≤ a ≤ p, 1 ≤ b ≤ m} ∪ {t′at−1

b ; p + 1 ≤ a ≤

p + q, 1 ≤ b ≤ m}. Finalement, en utilisant l’équation (3.18), on a

Θ(t̃t′) =

(
p∏

a=1

m∏
b=1

t′at−1
b

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

t′at−1
b

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

=

(
p∏

a=1
(t′a)m

m∏
b=1

(t−1
b )p

p+q∏
a=p+1

(t′a)m
m∏

b=1
(t−1

b )q

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

=

(
p∏

a=1
(t′a)m

p+q∏
a=p+1

(t′a)m
m∏

b=1
tq−p
b

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

(3.24)

En particulier, on a pour tout t̃′ ∈ T̃ ′, on a :

Θ(̃t′) =

(
p∏

a=1
(t′a)m

p+q∏
a=p+1

(t′a)m

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′a)

Corollaire 3.5.3. Pour tout t̃ ∈ T̃ et t̃′ ∈ (T̃ ′C)++, on a :

Θ(t̃t̃′) =

(
p∏

a=1
(t′a)m

p+q∏
a=p+1

(t′a)m

) 1
2
(

m∏
b=1

tq−p
b

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

=

(−1)mq
m∏

b=1
tp
b

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2
(

m∏
b=1

t
q−p

2
b

)
p∏

a=1

m∏
b=1

(tb − t′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
t′a

) (3.25)

Démonstration. D’après (3.24) et le lemme 3.5.2, on a

Θ(t̃t̃′) =

(
p∏

a=1
t′a

p+q∏
a=p+1

t′a

)m
2
(

m∏
b=1

tq−p
b

) 1
2

p∏
a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

=

(
p∏

a=1
t′a

p+q∏
a=p+1

t′a

)m
2
(

m∏
b=1

t
q−p

2
b

)
p∏

a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

Or
p∏

a=1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b )

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

(1 − t′at−1
b ) =

p∏
a=1

m∏
b=1

t−1
b (tb − t′a)

p+q∏
a=p+1

m∏
b=1

t′a((t′a)−1 − tb)

= (−1)mq
m∏

b=1

t−p
b

p+q∏
a=p+1

(t′a)m
p∏

a=1

m∏
b=1

(tb − t′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(tb −
1
t′a

)

d’où le résultat. �
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En utilisant [23] (voir aussi l’appendice de [34]), les plus haut poids des représentations de ˜U(m,C) qui

apparaîssent dans la correspondance de Howe sont les λ de la forme :

λ =

m∑
a=1

q − p

2
ea −

r∑
a=1

νaem+1−a +

s∑
a=1

µaea, (3.26)

où 0 6 r 6 p, 0 6 s 6 q, r + s 6 m, et des entiers ν1, . . . , νr, µ1, . . . , µs qui vérifient ν1 > . . . > νr > 0 et

µ1 > . . . > µs > 0. Le poids λ peut se noter aussi comme suit :

λ =

m∑
a=1

q − p

2
+ λa

 ea (3.27)

avec λi ∈ Z, λ1 ≥ . . . ≥ λm avec au plus q des nombres λi positifs et p négatifs.

Comme dans l’équation (2.15), on a :

ρ =

m∑
a=1

m − 2a + 1

2
ea.

Pour tout w ∈ W , on a :

w(λ + ρ) = w

 m∑
a=1

q − p + m − 2a + 1

2
+ λa

 ea

 =

m∑
a=1

q − p + m − 2a + 1

2
+ λa

 ew(a)

Pour tout (x1, . . . , xm) ∈ [0, 2π[m,

ξ̃w(λ+ρ)(ẽxp(x = diag(ix1, . . . , ixm))) = e

(
m∑

a=1

q−p+m−2a+1
2 eσ(a)

)
(ix1,...,ixm)

=

m∏
i=1

t
q−p+m−2a+1

2 +λa

w(a)

où tk = eixk . De même, on a :

D(t̃ = ˜exp(x)) =
∏
α>0

(e
α
2 (x) − e−

α
2 (x)) =

∏
1≤i< j≤m

(e
ei−e j

2 (x) − e−
ei−e j

2 (x))

=
∏

1≤i< j≤m

(t
1
2
i t−

1
2

j − t−
1
2

i t
1
2
j ) =

m∏
i=1

t−
m−1

2
i

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j) (3.28)

Dans notre cas T correspond à l’ensemble des matrices diagonales d’ordre m à coeffcients dans S1. On

identifie ainsi T avec (S1)m. Via cette identification on a :

Lemme 3.5.4.

dµT (t1, . . . , tm) =
1
2

m⊗
i=1

dµS1(ti).

La mesure de Haar normalisée de S1 est donnée par :

dµS1(t) =
dt

2iπt

où dt dénote la différentielle complexe.
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Proposition 3.5.5. Pour tout t̃′ ∈ T̃ ′
reg

, on a :

ΘΠ′(t̃′) =

(−1)mq+
(m−1)m

2

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2

(2iπ)mm!
lim
r→1
r<1

∑
w∈W

sgn(w)
∫

S1
. . .

∫
S1

m∏
b=1

tp−m−1
b

m∏
a=1

ta−λa
w(a)

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j)

p∏
a=1

m∏
b=1

(tb − rt′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
rt′a

) m∏
k=1

dtk.

(3.29)

Démonstration. D’après la formule (3.12), on a

ΘΠ′(t̃′) = lim
p̃→1

1

|W (G,T )|

∫
T
τ p̃,g̃′(t)|D(t)|2dµT (t)

où τp̃,t̃′(t = π(η(t̃)) = ΘΠ(t̃)Θ(t̃ p̃t̃′). En utilisant la formule du caractère de Weyl, on obtient :

ΘΠ′(t̃′) = lim
p̃→1

1

|W (G,T )|

∫
T

∑
σ∈W

ξ̃σ(λ+ρ)(t̃)

 Θ(t̃ p̃t̃′)D(t)dµT (t)

Or, on a

ξ̃σ(λ+ρ)(t̃) =

m∏
i=1

t−
q−p+m−2a+1

2 −λa

w(a)

En utilisant la formule du caractère (3.25), on obtient :

ΘΠ′(t̃′) = lim
r→1
0<r<1

1

n!

∫
T

∑
w∈W

m∏
i=1

t−
q−p+m−2a+1

2 −λa

w(a)

 Θ(t̃ p̃t̃′)D(t)dµT (t)

=

(−1)mq

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2

n!
lim
r→1
r<1

∑
w∈W

sgn(w)
∫

S1
. . .

∫
S1

m∏
b=1

tp−m
b

m∏
a=1

ta−λa
w(a)

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j)

p∏
a=1

m∏
b=1

(tb − rt′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
rt′a

) m∏
k=1

dµS1(ti)

=

(−1)mq

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2

n!
lim
r→1
r<1

∑
w∈W

sgn(w)
∫

S1
. . .

∫
S1

m∏
b=1

tp−m−1
b

m∏
a=1

ta−λa
w(a)

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j)

p∏
a=1

m∏
b=1

(tb − rt′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
rt′a

) m∏
k=1

dtk

2iπ

�

Pour référence pour la suite, on rappelle la formule du déterminant de Vandermonde

∏
1≤i< j≤m

(t j − ti) =
∑
β∈Sm

sgn(β)
m∏

i=1

ti−1
β(i). (3.30)

On a : ∏
1≤i< j≤m

(t j − ti) = (−1)
(m−1)m

2

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j)
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Corollaire 3.5.6. Pour tout t̃′ ∈ T̃ ′
reg

, on a :

ΘΠ′(t̃′) = K(t′) lim
r→1
r<1

∑
w∈W

∑
β∈Sm

sgn(w) sgn(β)
∫

S1
. . .

∫
S1

m∏
b=1

tp−m−1
b

m∏
a=1

ta−λa
w(a)

m∏
a=1

ta−1
β(a)

p∏
a=1

m∏
b=1

(tb − rt′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
rt′a

) m∏
k=1

dtk (3.31)

avec K(t′) =

(−1)mq+
(m−1)m

2

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2

(2iπ)mm!
, qui se réecrit comme suit :

ΘΠ′(t̃′) = K(t′) lim
r→1
r<1

∑
w∈W

∑
β∈Sm

sgn(w) sgn(β)
m∏

b=1

∫
S1

t
p−m−2+w−1(b)−λw−1(b)+β

−1(b)

b
p∏

a=1
(tb − rt′a)

p+q∏
a=p+1

(
tb −

1
rt′a

)dtb (3.32)

Lemme 3.5.7. Considérons a1, . . . , ap ∈ C tels que |ai| < 1 pour tout i ∈ [|1, p|]. De même, considérons

ap+1, . . . , ap+q ∈ C tels que |ai| > 1 pour tout i ∈ [|p + 1, p + q|]. Supposons de plus ai , a j, i , j. Alors,

on a :

1
2iπ

∫
S1

tk

p+q∏
i=1

(t − ai)
dt =


p∑

h=1

ak
h∏

j,h
(ah−a j)

si k > 0

−
p+q∑

h=p+1

ak
h∏

j,h
(ah−a j)

sinon

Démonstration. Commençons par le cas où k > 0. Il existe alors α1, . . . , αp, βp+1, . . . , βp+q tels que

1
p+q∏
i=1

(t − ai)
=

p∑
i=1

αi

t − ai
+

p+q∑
i=p+1

βi

t − ai
.

Ainsi, on a : ∫
S 1

tk

p+q∏
i=1

(t − ai)
dt =

p∑
i=1

αi

∫
S 1

tk

t − ai
dt +

p+q∑
i=p+1

βi

∫
S 1

tk

t − ai
dt.

Or, pour tout i ∈ [|p + 1, p + q|], on a : ∫
S 1

tk

t − ai
dt = 0.

De même, pour tout i ∈ [|1, p|], on a : ∫
S 1

tk

t − ai
dt = 2iπak

i .

Ainsi, on obtient : ∫
S 1

tk

p+q∏
i=1

(t − ai)
dt = 2iπ

p∑
j=1

α jak
j
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Comme ah , au, h , u, alors, on obtient directement que pour tout i ∈ [|1, p|], on a :

αi =
1

p+q∏
j,i

(ai − a j)
.

Ainsi, pour k > 0, on obtient : ∫
S 1

tk

p+q∏
i=1

(t − ai)
dt = 2iπ

p∑
j=1

ak
i

p+q∏
j=1, j,i

(ai − a j)

Considérons à présent k < 0 et soit u = −k > 0. On cherche alors à calculer :∫
S 1

dt

tu
p+q∏
i=1

(t − ai)
.

Il existe des constantes γ1, . . . , γu, α1, . . . , αp, βp+1, . . . , βp+q tels que :

1

tu
p+q∏
i=1

(t − ai)
=

u∑
i=1

γi

ti +

p∑
i=1

αi

t − ai
+

p+q∑
i=p+1

βi

t − ai
. (3.33)

Ainsi, on obtient :∫
S 1

dt

tu
p+q∏
i=1

(t − ai)
=

u∑
i=1

γi

∫
S 1

dt

ti +

p∑
i=1

αi

∫
S 1

dt

t − ai
+

p+q∑
i=p+1

βi

∫
S 1

dt

t − ai

Ainsi, on obtient : ∫
S 1

dt

tu
p+q∏
i=1

(t − ai)
= 2iπγ1 + 2iπ

p∑
j=1

α j.

En multipliant l’égalité 3.33 par t et en faisant tendre t vers l’infini, on obtient :

0 = γ1 +

p∑
i=1

αi +

p+q∑
i=p+1

βi.

On obtient alors : ∫
S 1

dt

tu
p+q∏
i=1

(t − ai)
= −2iπ

p+q∑
j=p+1

β j.

Comme précédement, vu que ah , au, h , u, alors,on obtient directement que pour tout i ∈ [|p+1, p+q|],

on a :

βi =
ak

i
p+q∏
j,i

(ai − a j)
.
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D’où le résultat annoncé.

�

Remarque 3.5.8. En utilisant les notations de l’équation (3.26) pour λ, l’équation (3.29) se réecrit comme

suit :

ΘΠ′(t̃′) = K(t′) lim
r→1
r<1

∑
w∈W

sgn(w)
∫

S1
. . .

∫
S1

m∏
b=1

tp−m−1
b

m∏
a=1

ta
w(a)

r∏
a=1

tνa
w(m+1−a)

s∏
a=1

t−µa
w(a)

∏
1≤i< j≤m

(ti − t j)

p∏
a=1

m∏
b=1

(tb − rt′a)
p+q∏

a=p+1

m∏
b=1

(
tb −

1
rt′a

) m∏
k=1

dtk

(3.34)

Exemple 3.5.9. 1. Commençons par le cas où les deux membres sont compacts (G = U(2,C),G′ =

U(0, 2,C)). Soit ΘΠ′ le caractère de la représentation Π′ de Ũ(2,C) associée à Π ∈ Rω(Ũ(2,C)).

On va calculer ce caractère de deux manières différentes dans le cas λ1 > 0, λ2 = 0. Tout d’abord,

d’après la formule de Weyl (équation (2.11)), on a :

ΘΠ′(t̃) =
∑

w∈W (u(2,C))

sgn(w)ξ̃λ+ρ(t̃)∏
α∈Φ+(u(2,C))

ξ̃ α
2
(t̃) − ξ̃− α2 (t̃)

=
t

3
2 +λ1

1 t
1
2
2 − t

1
2
1 t

3
2 +λ1

2

t
1
2
1 t−

1
2

2 − t−
1
2

1 t
1
2
2

ce qui se réecrit comme suit :

ΘΠ′(t̃) =
t2+λ1
1 t2 − t1t2+λ1

2

t1 − t2
(3.35)

A présent, d’après l’annexe C, on obtient que dans ce cas, le caractère est donné par la formule

suivante :

ΘΠ′(t̃) = t1t2

 2∑
i=1

t−1
i∏

h,i
(th − ti)


 2∑

i=1

t−1−λ1
i∏

h,i
(th − ti)


Or, on a

2∑
i=1

t−1
i∏

h,i
(th − ti)

=
t−1
1 − t−1

2

t1 − t2
= −(t1t2)−1

Ainsi, on a :

ΘΠ′(t̃) =

2∑
i=1

t−1−λ1
i∏

h,i
(th − ti)

= −
t−1−λ1
1 − t−1−λ1

2

t1 − t2
(3.36)

Or, l’équation (3.35) au point t̃−1 donne :

t−2−λ1
1 t−1

2 − t−1
1 t−2−λ1

2

t−1
1 − t−1

2

=
t−2−λ1
1 t−1

2 − t−1
1 t−2−λ1

2

t−1
1 t−1

2 (t2 − t1)
= −

t−1−λ1
1 − t−1−λ1

2

t1 − t2

Ainsi, la formule de l’équation (3.36) nous donne le caractère de la représentation contragrédiente

de Π′.
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2. En utilisant [26], si m ≥ p + q, alors Π′ est dans la série discrète de U(p, q,C). Considérons alors

le cas (G = U(2,C),G′ = U(1, 1,C)) et soit λ défini par λ1 > 0 et λ2 = 0. D’après l’annexe C, cas

4, on obtient, pour tout t̃ ∈ T̃ ′

ΘΠ′(t̃′) =
t1t2t−1−λ1

2

t2 − t1
=

t1t−λ1
2

t2 − t1

A présent, vérifions cela à l’aide la formule de l’équation (2.17). En utilisant [34], le poids λ′ de la

représentation Π′ est donné par λ′ = −e1 + (1 + λ1)e2. D’après l’équation (2.13), on a :

ΘΠ′(t̃) =
t−

1
2

1 t
1
2 +λ1

2

t
1
2
1 t−

1
2

2 − t−
1
2

1 t
1
2
2

=
t1+λ1
2

t1 − t2

ce qui donne, en appliquant cette dernière au point t̃−1 :

ΘΠ′(t̃−1) =
t−1−λ1
2

t−1
1 − t−1

2

=
t1t−λ1

2

t2 − t1
.

On trouve donc le caractère de la représentation contragrédiente de Π′, comme dans l’exemple

précédent.

3. Considérons le cas (G = U(2,C),G′ = U(2, 2,C)). Considérons le poids λ = λ1e1 + λ2e2, avec

λ1, λ2 > 2. D’après C, le caractère ΘΠ′ est donné par :

ΘΠ′(t̃′) = −t1t2t3t4

t−λ1
3 t1−λ2

4 − t1−λ2
3 t−λ1

4∏
1≤h<k≤4
(h,k),(1,2)

(th − tk)
(t̃ ∈ T̃ ′ reg) (3.37)

En reprenant les notations de la section 2.4.2, on a∏
α∈Φ+(g,t)\Φ+(k,t)

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 ) = (t1t2t3t4)−1(t1 − t3)(t1 − t4)(t2 − t3)(t2 − t4)

On a alors : ∏
α∈Φ+(g,t)\Φ+(k,t)

(e
α(x)

2 − e−
α(x)

2 )ΘΠ′(ẽxp(x)) =
t−λ1
3 t1−λ2

4 − t1−λ2
3 t−λ1

4

t4 − t3
(3.38)

Comparons à présent avec la formule donnée dans l’équation (2.17). D’après [34], λ′ = −e1 − e2 +

(1 + λ1)e3 + (1 + λ2)e4. En particulier, on a :

λ′ + ρ =
1
2

e1 −
1
2

e2 + (
1
2

+ λ1)e3 + (−
1
2

+ λ2)e4

On a Wλ′+ρ = {Id}. Ainsi, le deuxième membre de (2.17) se réduit à Θk(λ′ + ρ − ρ(k)).

Puisque

λ′ + ρ − ρ(k) = λ′ + ρ −

(
1
2

e1 −
1
2

e2 +
1
2

e3 −
1
2

e4

)
= λ1e3 + λ2e4
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Θk(λ′ + ρ − ρ(k)) est le caractère du produit tensoriel de la représentation triviale de U(2,C) (cor-

respondant aux deux premiers indices 1 et 2) et de la représentation de U(2,C) (correspondant aux

derniers indices 3 et 4) de plus haut poids λU(2) = λ1e3 + λ2e4. On obtient

Θk(λ′ + ρ − ρ(k)) = ΘU(2)(λU(2)) =

∑
w∈S2

sgn(w)ew(λU(2)+ρ(U(2)))

t
1
2
3 t−

1
2

4 − t−
1
2

3 t
1
2
4

=
tλ1+ 1

2
3 tλ2−

1
2

4 − tλ2−
1
2

3 tλ1+ 1
2

4

(t3t4)−
1
2 (t3 − t4)

=
tλ1+1
3 tλ2

4 − tλ2
3 tλ1+1

4

t3 − t4
(3.39)

Si on applique (3.38) en t̃−1 au lieu de t̃, on trouve

tλ1
3 t−1+λ2

4 − t−1+λ2
3 tλ1

4

t−1
3 − t−1

4

=
t1+λ1
3 tλ2

4 − tλ2
3 tλ1+1

4

t4 − t3

Notre formule coïncide donc avec celle de Enright si on remplace Π′ par sa contragrédiente.

Remarque 3.5.10. Comme on l’a observé dans tous les exemples, la représentation Π′ obtenue par la

méthode développée dans ce chapitre est la contragrédiente de la représentation à laquelle on s’attend

dans la correspondance des plus haut poids dans la dualité de Howe. Ceci peut être expliqué par la façon

avec laquelle G′ a été plongé dans Sp(W).
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Chapitre 4

Une formule du caractère via la distribution
d’entrelacement

4.1 La distribution d’entrelacement

Commençons tout d’abord par définir la distribution d’entrelacement introduite dans [33]. Pour cela,

fixons (G,G′) une paire duale réductive dans Sp(W), et soient Π et Π′ deux éléments de Rω(G̃) et

Rω(G̃′) respectivement. D’après le théorème 2.5.2, il existe un sous-espace fermé N de S(X) tel que

Π ⊗ Π′ ≈ S(X)/N . Notons Π∗ la représentation contragrédiente de Π. On a alors

(Π ⊗ Π′)∗ ≈ (S(X)/N )∗ ≈ Ann(N ) =
{
f ∈ S∗(X) ; f (v) = 0, (∀v ∈ N )

}
⊆ S∗(X)

Quitte à prendre Π∗ à la place de Π initialement, on peut réaliser Π ⊗ Π′ dans S∗(X). Ainsi, d’après le

théorème 2.5.2, à une constante près, il existe un unique élément Γ ∈ Hom(S(X),S∗(X)) tel que

Γ ◦ ω(g̃g̃′) = Π(g̃) ⊗ Π′(g̃′) ◦ Γ (g̃ ∈ G̃, g̃′ ∈ G̃′)

En utilisant les équations 2.20 et 2.21, il existe un unique élément fΠ⊗Π′ ∈ S∗(W) tel que Γ = Op ◦K ( fΠ⊗Π′).

La distribution fΠ⊗Π′ est appelée distribution d’entrelacement dans [33].

Comme démontré dans [33], lemme 5.4, page 71, dans le cas où G est compact, la distribution d’entre-

lacement fΠ⊗Π′ est donnée par la formule suivante :

fΠ⊗Π′ =

∫
G̃

ΘΠ(g̃)T (g̃)dµG̃(g̃) (4.1)

Supposons à présent G compact. On définit τg′ l’application de W dans g′∗ par

τg′(w)(x′) =
1
4
< x′(w),w >, (w ∈ W, x′ ∈ g′).

Le pullback de τg′ , de S(g′∗) dans S(W), et donné par ψ → ψ ◦ τg′ , est bien défini et continu. On obtient

alors par dualisation l’application (τg′)∗, de S∗(W) dans S∗(g′∗), définie comme suit :

(τg′)∗( f )(ψ) = f (ψ ◦ τg′), ( f ∈ S∗(W), ψ ∈ S(g′∗)).
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De nouveau, soit c̃ : sp(W) → S̃p(W) un relèvement fixé de c : sp(W) → Sp(W). Comme défini dans

[33], équation (3.10), notons jg : g→ R la fonction définie par :∫
G̃

Ψ(g̃)dµG̃(g̃) =

∫
g

Ψ(c̃(x)) jg(x)dx

pour toute fonction Ψ ∈ C∞c (G̃) dont le support est contenu dans l’image de c̃. Notons c̃− : sp(W) →

S̃p(W) l’application définie par :

c̃−(x) = c̃(x)c̃(0)−1 (x ∈ sp(W)).

Donc, c̃−(0) = 1.

Rappel 4.1.1 ([16], théorème 6.1.2). Soit f une application de X1 dans X2 (deux ouverts de Rn et Rm res-

pectivement) C∞ telle que f ′(x) est surjective pour tout x dans X1. Alors, il existe une unique application

f ∗ de D
′

(X2)→ D
′

(X1) telle que f ∗u = u ◦ f pour tout u ∈ C0(X2).

Notons de nouveau ΘΠ′ ∈ D
′

(G̃′) le caractère de Π′ ∈ Rω(G̃′). Notons F : S(g′∗)→ S(g′) la transformée

de Fourier définie par :

F (ψ)(x) =

∫
g′∗
ψ(ξ)χ(ξ(x)) (ψ ∈ S(g′∗), x ∈ g′)

et soit F ∗ : S∗(g′) → S∗(g′∗) l’application duale. Soit c̃∗− : D
′

( ˜Spc(W)) → D
′

(spc(W)) le pullback de c̃−.

Ainsi, c̃∗−ΘΠ′ ∈ D
′

(spc(W)).

Théorème 4.1.2 ([33], théorème 6.7, page 81). Pour toute fonction ϕ dans S(g′c), on a :

1
chg′

c̃∗−ΘΠ′(ϕ) = KF ∗((τg′)∗( fΠ⊗Π′))(ϕ)

où chg′(x′) = | detR(1 − x′)|
d′
2 , avec d′ = dimD(V ′), x′ ∈ g′, et K une constante.

Comme vu dans le lemme (3.3.1), on a

ΘΠ′(Ψ) = tr(ω(ΘΠ)ω(Ψ))

pour tout Ψ ∈ C∞c (G̃′). Donc,

ΘΠ′(Ψ) = tr(ω(ΘΠ)ω(Ψ)) = tr(Op ◦K (T (ΘΠ)) ◦ Op ◦K (T (Ψ)))

= T (ΘΠ)\T (Ψ)(0) =

∫
W

T (ΘΠ)(w)T (Ψ)(−w)dw

=

∫
W

T (ΘΠ)(w)T (Ψ)(w)dw (4.2)

où la dernière égalité est justifiée car les gaussiennes sont paires. On remarque que les deux dernières

équations sont formelles, étant donnée que T (Θπ) est une distribution, et pas nécessairement une fonc-

tion. Toutefois, on a bien que T (Ψ) ∈ S(W). La formule (4.2) est le point clé pour démontrer le théorème

4.1.2. D’après (4.1), on obtient :

ΘΠ′(Ψ) =

∫
W

T (ΘΠ)(w)T (Ψ)(w)dw = fΠ⊗Π′(T (Ψ)) (4.3)
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4.2 Une formule de Rossman et Duflo-Vergne

Nous rappelons ici un résultat de Duflo-Vergne ([8] concernant la transformée de Fourier d’une orbite co-

adjointe Gλ, amélioration d’un résultat de Rossmann ([37]), car λ ici n’est pas nécessairement régulier.

Considérons G un groupe de Lie semi-simple connexe réel et K un sous-groupe maximal compact de G

tel que rk(K) = rk(G). Soit T ⊆ K ⊆ G un tore maximal de G. Notons Ad∗ la représentation co-adjointe

de G, c’est-à-dire Ad∗ : G → GL(g∗) donnée par :

Ad∗(g)( f )(x) = f (Ad(g)(x)) ( f ∈ g∗, x ∈ g, g ∈ G)

où Ad est la représentation définie dans l’équation (2.8).

Notons < ., . > une forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et G-invariante sur g. Via la forme

< ., . >, on peut identifier h avec h∗. Plus précisement, pour tout λ, X ∈ t, notons

λ(X) =< λ, X >

Pour toute forme linéaire λ ∈ g∗, notons Gλ = Ad∗(G)(λ) l’orbite associée à λ via Ad∗. Pour plus de

détails concernant les orbites co-adjointes, et en particulier leurs structures de variétés sympléctiques,

on pourra consulter [6]. De plus, notons dβλ la mesure de Liouville sur Gλ. Comme dans [3], chapitre 7,

section 5, on définit la transformée de Fourier de l’orbite Gλ, notée FGλ
, par

FGλ
(X) =

∫
Gλ

ei〈 f ,X〉dβλ (X ∈ g). (4.4)

Notons g = k ⊕ p la décomposition de Cartan de g avec t ⊆ k l’algèbre de Lie du tore T (voir [21]) et

soit Φ = Φ(gC, tC) le système de racine associé à t. Considérons Φλ = {α ∈ Φ(gC, tC) ; (gC)α ⊆ pC} et soit

Pλ = {α ∈ Φ ; < λ, iHα >> 0}.

D’après [4], page 170, la mesure de Liouville est donnée à une constante près par

FGλ
(X) =

∏
α∈Pλ

< iα, λ >
∫

G/Gλ

ei<gλ,X>d(gGλ) (4.5)

où Gλ est le stabilisateur de λ sous l’action de G, c’est-à-dire

Gλ = {g ∈ G ; Ad∗(g)(λ) = λ}

En utilisant l’équation (4.5) et [8], chapitre 7, section 5, théorème 7.29, page 232, on obtient :

Théorème 4.2.1 (Formule de Duflo-Vergne).

∏
α∈Pλ

〈iα, λ〉
∫

G/Gλ

ei〈gλ,X〉dḡ = (−1)n(λ)
∑

w∈W (k,t)/W (k,t)λ

ei〈wλ,X〉∏
α∈Pλ
〈wα, X〉

(4.6)

où n(λ) correspond au nombre de racines non compactes de Pλ et W (k, t)λ le stabilisateur de λ sous

l’action du groupe de Weyl compact, c’est-à-dire

W (k, t)λ = {σ ∈ W (k, t) ; σ(λ) = λ}.
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Fixons (., .) une forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et invariante sur g. On identifie tC et t∗C via

la forme (., .). L’équation (4.6) se réecrit alors comme suit :

∏
α∈Pλ

iα(t)
∫

G/Gt
ei(gt,s)dḡ = (−1)n(λ)

∑
w∈W (k,t)/W (k,t)t

e(s,wt)∏
α∈Pt

wα(s)
(4.7)

où s ∈ treg, t ∈ t et Pt = {α ∈ Φ | iα(t) > 0}.

4.3 Le cas (G = U(n,C),G′ = U(p, q,C)), où 1 ≤ n ≤ p + q

Intéressons-nous à la paire duale (G,G′) = (U(n,C),G′ = U(p, q,C)). Posons V0̄ = Cn muni de la forme

(., .)0 définie par :

(u0, v0)0 = v̄0
tu0

et soit V1̄ = Cp+q muni de la forme suivante :

(u1, v1)1 = v̄1
tiIp,qu1.

Posons V = V0̄ ⊕ V1̄ muni de

(

u0

u1

 , v0

v1

) = v̄0
tu0 + v̄1

tiIp,qu1.

Notons (S , s) le supergroupe associé à la paire duale (U(n,C),G′ = U(p, q,C)) (voir la section 2.6). On

a :

s1̄ =
{
X =

0 B

C 0

 ; (Xu, v) = (u, sXv) (∀u, v ∈ V)
}

où s ∈ End(V)0̄ est défini par s(v0 + v1) = v0 − v1.

Lemme 4.3.1.

X =

0 B

C 0

 ∈ s1̄ ⇔ C = −iIp,qB̄t.

Démonstration. Pour tous u0, v0 ∈ V0̄, u1, v1 ∈ V1̄, on a :

(X

u0

u1

 , v0

v1

) = v̄0
tBu1 + v̄1

tiIp,qCu0

et

(

u0

u1

 , sX

v0

v1

) = v̄1
tB̄tu0 − v̄0

tC̄tiIp,qu1.

En prenant v0 = 0, on obtient l’égalité

v̄1
tiIp,qCu0 = v̄1

tB̄tu0.

Ainsi, C = −iIp,qB̄t.

�
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Comme démontré dans [28], section 4, et rappelé dans [32], section 4, il existe dans ce cas min(p, n) −

max(n − q, 0) + 1 sous-espaces de Cartan dans s1̄ (voir la définition 2.6.9). Nous allons les caractériser

ici. Soit m ∈ N tel que max(n − q, 0) ≤ m ≤ min(p, n) et fixons

u = e−i π4 .

Pour tout w1, . . . ,wn ∈ R, on définit :

B(m) = diag(uw1, . . . , uwm) ∈ M(m,C)

B[n−m] = diag(ūwm+1, . . . , ūwn) ∈ M(n − m,C)

et soit B la matrice de M(n × (p + q),C) définie par :

B =

B(m) 0 0

0 0 B[n−m]


On définit la matrice X de s1̄ comme suit

X(w1, . . . ,wn) =

 0 B

−iIp,qB̄t 0


Notons alors h1̄,m l’ensemble formé par les matrices X(w1, . . . ,wn), (w1, . . . ,wn) ∈ Rn. Plus précisement,

notons

u j,m =



diag(0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0) 0 0

0 0 0

 si j = 1, . . . ,m0 0 0

0 0 diag(0, . . . , 0, ū, 0, . . . , 0)

 si j = m + 1, . . . , n

En d’autres termes, on a :

h1̄,m =

n∑
j=1

Ru j,m

Pour tout B ∈ M(n× (p + q),C), notons B∗ la matrice de M((p + q)× n,C) définie par B∗ = −iIp,qB̄t. Pour

tout X =

 0 B

B∗ 0

 ∈ s1̄, notons τ(X) = X2
|V0̄
∈ g et τ′

|V1̄
(X) = X2 ∈ g′. En particulier,

τ

 0 B

B∗ 0

 = BB∗ τ′
 0 B

B∗ 0

 = B∗B.

En particulier, pour tout w =
n∑

j=1
w ju j,m, on obtient :

τ(w) = −i diag(w2
1, . . . ,w

2
m,−w2

m+1, . . . ,−w2
n)
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et

τ′(w) = −i


diag(w2

1, . . . ,w
2
m) 0 0

0 0 0

0 0 diag(−w2
m+1, . . . ,−w2

n)

 .
Notons J j la matrice définie par :

J j = diag(0, . . . , 0,−i, 0, . . . , 0)

où −i appartient à la j-ème ligne. En notant h et h′ les algèbres de Cartan diagonales de g et g′ respecti-

vement, on obtient l’injection suivante :

h 3

n∑
i=1

yiJi →

m∑
i=1

yiJi +

p+q∑
i=m+1

yiJp+q−n+i ∈ h
′ (4.8)

Notons

h
′(m) =

m∑
i=1

RJi +

n∑
i=m+1

RJp+q−n+i ⊆ h
′

Lemme 4.3.2. Notons z′(m) le centralisateur de h′(m) dans g′, c’est-à-dire :

z
′(m) = {x ∈ g′ ; [x, y] = 0 (∀y ∈ h′(m))}

et soit Z′(m) le centralisateur de h′(m) dans G′. On a :

Z′(m) =
{
g′ ∈ G′ ; g′ =


diag(d1, . . . , dm) 0 0

0 X′ 0

0 0 diag(dm+1, . . . , dn)

 , di ∈ C, X′ ∈ GL(p + q − n,C)
}

A présent, on va fixer quelques notations. Pour tout y =
n∑

i=1
yiJi ∈ h, notons W (G, h) le groupe qui

permute les yi, 1 ≤ i ≤ n. Pour tout y′ =
p+q∑
i=1

y′i Ji ∈ h
′, notons W (G′C, h

′) le groupe qui permute les

y′i , 1 ≤ i ≤ p + q et soit W (K′, h′) le groupe permutant séparément y′i , 1 ≤ i ≤ p et y′i , p + 1 ≤ i ≤ p + q.

Pour tout m ∈ [|max(n − q, 0),min(p, n)|] et y =
n∑

i=1
yiJi ∈ h, notons W (G, h)m le sous-groupe de W (G, h)

qui permute séparément yi, 1 ≤ i ≤ m et yi,m + 1 ≤ i ≤ n, et pour tout y′ ∈ h′, notons W (K′, h′)m le

sous-groupe de W (K′, h′) qui permute séparément y′i , 1 ≤ i ≤ m et y′p+q+m−n+i, 1 ≤ i ≤ n − m.

Notons :

πg′/z′(m) =
∏
α>0

α|h′(m)
,0

α (4.9)

et

πz′(m)/h′ =
∏
α>0

α|h′(m)
=0

α (4.10)
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Pour conclure, pour tout x, y ∈ g ou g′, notons B la forme bilinéaire définie par

B(x, y) = Re tr(xy) (4.11)

Notons que la forme B est G (resp. G′-invariante) et non-dégénérée sur g et g′. D’après [32], équation

(181), on a :

B(x, y) = −
π

2

∑
j

x jy j

En gardant les notations de [32], notons G] le revêtement de G̃ défini dans la section 2. Notons H] l’image

réciproque de H̃ via ce revêtement, et soit H]
0 la composante connexe en l’élément neutre de H]. Comme

mentionné dans [32], pour tout α ∈ Φ(g, h), il existe un caractère multiplicatif ξ]α
2

: H]
0 → C tel que sa

différentielle soit exactement la forme linéaire α
2 , c’est-à-dire que la forme linéaire α

2 est analytiquement

intégrale pour H]. Notons c]− : h → H]
0 un relèvement de c̃− : h → H̃ associé au revêtement G] → G̃.

Pour tout x ∈ h et toute forme µ ∈ h analytiquement intégrale pour G], définissons c−(x)µ la quantité

suivante :

c−(x)µ = ξ]µ(c
]
−(x)) (4.12)

D’après [32], corollaire 38, page 47, T (Θπ)(φ) est dans ce cas donné par :

T (Θπ)(φ) =

∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫
h∩τ(W)

eiπB(x,y) fφ(y)dydx (φ ∈ S(W)) (4.13)

où µ = ν + ρ, avec ν le plus haut poids de π, µ′ la forme linéaire définie par µ′j = µn+1− j, 1 ≤ j ≤ n (on

pourra consulter [36]), et fφ est la fonction définie dans [32], définition 10, page 19, dont on va rappeler

la construction à présent.

Pour tout w ∈ hreg
1̄,m

, on définit fφ au point τ(w) comme suit :

fφ(τ(w)) = Ch1̄,mπg′/z′(m)(τ′(w))
∫

G′/Z′(m)
φ(g′w)d(g′Z′(m)) (4.14)

où Ch1̄,m est une constante de valeur absolue 1 définie dans [32], lemme 8, page 17. Plus précisement, la

constante Ch1̄,m est définie de manière à ce que l’on ait, pour tout w ∈ hreg
1̄,m

l’inégalité suivante :

Ch1̄,mπg′/h′(τ
′(w))πg/z′(m)(τ(w)) > 0

A priori, la constante dépend de m. Or, pour w =
n∑

k=1
wkuk,m, on montre, en utilisant [32], lemme 6, que

l’on a

πg/h(τ(w))πg′/z′(m)(τ′(w)) = πg/h(τ(w))2
m∏

j=1

(iw2
j)

p+q−n
n∏

j=m+1

(−iw2
j)

p+q−n

Finalement, on obtient :

Ch1̄,m = (−1)
(n−1)n

2 in(p+q−n)

et donc cette constante est indépendante de m.
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En vue de sa définition (4.14), fφ a son support dans h ∩ τ(W). On peut donc réecrire (4.13) comme

T (Θπ)(φ) =

∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫
h

eiπB(x,y) fφ(y)dydx (4.15)

On va maintenant appliquer (4.14) à une fonction φ spécifique, qui nous permettra d’utiliser le résultat

de Duflo-Vergne, équation (4.6).

Le lemme suivant est facile à montrer.

Lemme 4.3.3. Pour tout régulier y′ ∈ h′(m) ⊆ h′, on a :

Z′(m) = {g′ ∈ G′ ; Ad(g′)y′ = y′}

De la même manière, on a :

W (K′, h′)y′ = W (K′, h′)h
′(m)

Théorème 4.3.4. Pour tout y ∈ h′(m)reg régulier et y′ ∈ h′ reg, on a :

πg′/z′(m)(y)
∫

G′/Z′(m)
eiB(y′,g′y)d(g′Z′(m)) = (−i)

1
2 dim(g′/z′(m))(−1)n(h′(m))

∑
σ∈W (K′,h′)/W (K′,h′)h′(m)

eiB(y′,σy)

πg′/z′(m)(σ−1y′)

(4.16)

où n(h′(m)) est le nombre de racine positives non compactes qui ne s’annulent pas sur h′(m).

Démonstration. De nouveau, notons Py = {α ∈ Φ(g′, t′) ; iα(y) > 0}, et soit n(y) le nombre de racines

non compactes de Py. D’après la formule (4.6), et en utilisant le lemme 4.3.3

∏
α∈Py

iα(y)
∫

G′/Z′(m)
eiB(y′,g′y)d(g′Z′(m)) = (−1)n(y′)

∑
σ∈W (K′,h′)/W (K′,h′)h′(m)

eiB(y′,σy)∏
α∈Py

α(σ−1(y′))

On veut réecrire cette formule en termes du système de racines que l’on a fixé.

Pour tout η ∈ W (G, h), on note de nouveau η l’élément de W (G′C, h
′) que l’on obtient lorsque l’on

identifie h avec h′(m) ⊆ h′ selon (4.8). Il agit donc trivialement sur le complément orthogonal de h′(m)

dans h′. Fixons alors η tel que

(ηy)1 > . . . > (ηy)n

Ainsi, on a ∏
α∈Pηy

α(y) = πg′/z′(m)(y)

Or, on a

Pηy = ηPy
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et ∏
α∈Pηy

α(y) = sgn(η)
∏
α∈Py

α(y)

Ainsi, ∏
α∈Py

iα(y) = sgn(η)
∏
α∈Pηy

iα(y) = i
1
2 dim(g′/z′(m))πg′/z′(m)(y)

On obtient alors

πg′/z′(m)(y)
∫

G′/Z′(m)
eiB(y′,g′y)d(g′Z′(m)) = (−i)

1
2 dim(g′/z′(m))(−1)n(y)

∑
σ∈W (K′,h′)/W (K′,h′)h′(m)

eiB(y′,σy)

πg′/z′(m)(σ−1y′)

Comme y ∈ h′(m)reg, on a

{α ∈ Φ(g′, h′) ; α(y) , 0} = {α ∈ Φ(g′, h′) ; α|h′(m) , 0}.

De même, si α est tel que α(y) , 0, alors −α(y′) , 0. Ainsi

n(y) = ]
(
Py ∩

(
Φ(g′, h′) \ Φ(k′, h′)

))
=

1
2
]
(
{α ∈ Φ(g′, h′) ; α(y′) , 0} ∩

(
Φ(g′, h′) \ Φ(k′, h′)

))
= ]

(
{α ∈ Φ+(g′, h′) ; α|h′(m) , 0} ∩

(
Φ(g′, h′) \ Φ(k′, h′)

))
= n(h′(m))

Donc, (−1)n(y) = (−1)n(h′(m)), d’où le résultat annoncé.

�

Remarque 4.3.5. Ici, on a :

n(h′(m))

= ]{ei − e j ; 1 ≤ i ≤ p, p + 1 ≤ j ≤ p + q} − ]{ei − e j ; m + 1 ≤ i ≤ p, p + 1 ≤ j ≤ p + q − n + m}

= pq − (p − m)(q + m − n)

On va maintenant choisir la fonction φ dans (4.14). Pour ψ ∈ C∞c (G′.h′ reg), on définit

φ(w) =

∫
g′

χx′(w)ψ(x′)dx′ (w ∈ W). (4.17)

Pour tout y ∈ τ(h1̄,m), on obtient, d’après la formule d’intégration de Weyl,

πg′/z′(m)(y)
∫

G′/Z′(m)

∫
g′

eiB(y′,g′y)ψ(y′)dy′d(g′Z′(m))

=
1

|W (K′, h′)|

∫
h′

(
πg′/z′(m)(y)

∫
G′/Z′(m)

eiB(y′,g′y)d(g′Z′(m))
)
ψG′/H′(y′)|πg′/h′(y′)|2dy′

où ψG′/H′ : h′ reg → C est définie par :

ψG′/H′(y′) =

∫
G′/H′

ψ(Ad(g′)(y′))d(g′H′). (4.18)
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D’après l’équation (4.16), on obtient :

πg′/z′(m)(y)
∫

G′/Z′(m)

∫
g′

eiB(y′,g′y)ψ(y′)dy′d(g′Z′(m))

=
(−i)

1
2 dim(g′/z′(m))(−1)n(h′(m))

|W (K′, h′)|

∑
σ∈W (K′,h′)/W (K′,h′)h′(m)

∫
h′

eiB(y′,σy)

πg′/z′(m)(σ−1y′)
ψG′/H′(y′)|πg′/h′(y′)|2dy′

Or,

πg′/z′(m)(σ(y)) = sgn(σ)πg′/z′(m)(y) (σ ∈ W (G, h))

Par invariance de ψG′/H′ et de la forme (., .) sous l’action de W (K′, h′), on obtient l’égalité suivante :

∑
σ∈W (K′,h′)/W (K′,h′)h′(m)

∫
h′

eiB(y′,σy)

πg′/z′(m)(σ−1y′)
ψG′/H′(y′)|πg′/h′(y′)|2dy′ =

|W (K′, h′)|

|W (K′, h′)h′(m)|

∫
h′

eiB(y′,y)

πg′/z′(m)(y′)
ψG′/H′(y′)|πg′/h′(y′)|2dy′

En utilisant

|πg′/h′(y′)|2 = πg′/h′(y′)πg′/h′(y′) = πg′/z′(m)(y′)πz′(m)/h′(y′)πg′/h′(y′)

on obtient finalement :

fφ(y) = Cm(−1)n(h′(m))
∫
h′

e−iπB(y′,y)πz′(m)/h′(y′)πg′/h′(y′)ψG′/H′(y′)dy′ (4.19)

avec

Cm =
(−1)n(n−1)in(p+q−n)(−i)(p+q)2−(p+q−n)2−n

(p − m)!(q − n + m)!
Notons Aψ la fonction sur h′ reg définie par :

Aψ(y) = πg′/h′(y)ψG′/H′(y) (y ∈ h′ reg)

Remarque 4.3.6. La fonction fφ est la restriction à h′(m) de la transformée de Fourier de la fonction

Cm(−1)n(h′(m))πz′(m)/h′Aψ

Lemme 4.3.7. Pour tout σ ∈ W (G′, h′)m et y ∈ τ′(hreg
1̄,m

), on a

fφ(ηy) = sgng′/h′(η) fφ(y)

Avant d’établir une formule explicite du caractère, considérons la distribution∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1eiB(x,y)dx

qui apparaît dans (4.13). D’après [32], lemme 33, équation (161), page 42, on a :

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1 =

n∏
j=1

(1 + ix j)−a j(1 − ix j)−b j
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où a j = µ
′

j −
p+q−n−1

2 et b j = −µ
′

j −
p+q−n−1

2 .

Ainsi, ∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x′)p+q−n−1eiB(x,y)dx =

n∏
j=1

∫
R

(1 + ix j)−a j(1 − ix j)−b je−ix jy jdx j

La deuxième membre de (4.15) est une intégrale multiple et chacune des intégrales simples est de la

forme : ∫
R

(1 + ix j)−a j(1 − ix j)−b j

∫
R

e−iπx jy jdx j f (y j)dy j (4.20)

où f (y j) = fφ(y1, . . . , y j, . . . , yn).

Rappelons alors les idées [32], Appendice C, concernant le calcul de cette intégrale. Commençons par

quelques notations. Pour tout a, b ∈ Z, considérons les polynômes de la variable réelle Pa,b,2 et Pa,b,−2

définis par :

Pa,b,2(ξ) =


b−1∑
k=0

a(a + 1) . . . (a + k − 1)

k!(b − 1 − k)!
2−a−kξb−1−k si b ≥ 1

0 si b ≤ 0

Pa,b,−2(ξ) =


(−1)a+b−1

a−1∑
k=0

b(b + 1) . . . (b + k − 1)

k!(a − 1 − k)!
2−b−kξa−1−k si a ≥ 1

0 si a ≤ 0.

Par convention, fixons a(a + 1) . . . (a + k − 1) = 1 pour k = 0. Clairement, pour tout ξ ∈ R, on a :

Pa,b,−2(ξ) = Pa,b,2(−ξ).

Posons alors Pa,b le polynôme de la variable réel défini par :

Pa,b(ξ) = 2π(Pa,b,2(ξ)1R+(ξ) + Pa,b,−2(ξ)1R−(ξ)),

où R+ est la droite réelle positive, R− = −R+ et 1A dénote la fonction indicatrice de l’ensemble A. De

même, on définit le polynôme Qa,b par :

Qa,b(iy) = 2π



0 si a + b ≥ 1

−a∑
k=b

a(a + 1) . . . (a + k − 1)

k!
2−a−k(1 − iy)k−b si − a > b − 1 ≥ 0

−b∑
k=a

b(b + 1) . . . (b + k − 1)

k!
2−b−k(1 − iy)k−a si − b > a − 1 ≥ 0

(1 + iy)−a(1 − iy)−b si a ≤ 0 et b ≤ 0.

En utilisant [32], appendice C, proposition C.1, page 82, on obtient que pour tout j ∈ [|1, n|],∫
R

(1 + ix j)−a j(1 − ix j)−b je−ix jξdx j = Pa j,b j(ξ)e
−|ξ| + Qa j,b j(−

d
dξ

)δ0(ξ). (4.21)
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Avant d’énoncer le théorème principal de ce chapitre, intéressons-nous au support des polynômes Pa j,b j , 1 ≤

j ≤ n. On a

a j = µ′j −
p + q − n − 1

2
= λn+1− j + j − p

et

b j = −µ′j −
p + q − n − 1

2
= −λn+1− j − j − q + n + 1.

On a a j + b j = −p − q + n + 1. Or, n ≤ p + q, c’est-à-dire a j + b j ≤ 1, et donc, pour tout j ∈ [|1, n|], la

condition a j ≥ 1 et b j ≥ 1 est impossible. En particulier, pour 1 ≤ j ≤ n, on a les trois cas suivants :

supp Pa j,b j =


R≥0 si et seulement si µ′j ≤ −

p+q−n+1
2

R≤0 si et seulement si µ′j ≥
p+q−n+1

2

∅ sinon .

(4.22)

Plus généralement, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3.8. Notons

mmin =

max{ j ≥ 1 ; j ≤ −λn+1− j − q + n} si − λn ≥ q + 1 − n

0 sinon

et

mmax =

min{ j ≥ 1 ; j ≥ −λn+1− j + p + 1} − 1 si − λn ≤ −p

n sinon .

On obtient alors :

supp
∫
h

c−(x)−µ ch(x)p+q−n−1eiB(x,y)dx =

mmax⋂
m′=mmin

τ(h1̄,m′ ) (4.23)

Remarque 4.3.9 (Remarque avant preuve). De manière équivalente, on peut définir mmin et mmax comme

suit :

mmin =

max{ j ≥ 1 ; µ′j ≤ −
1
2 (p + q − n + 1)} si µ′1 ≤ −

1
2 (p + q − n + 1)

0 sinon

mmax =

min{ j ≥ 1 ; µ′j ≥
1
2 (p + q − n + 1)} − 1 si µ′n ≥

1
2 (p + q − n + 1)

0 sinon

Démonstration. Soit i > j, on a

µ′i − µ
′
j = (λn+1−i − λn+1− j) + (i − j) > 0
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Ainsi, (µ′i)i est croissante. D’après l’équation (4.22), pour tout j < mmin, on a supp(Pa j,b j) = R≥0. De

même, pour tout j > mmax, supp(Pa j,b j) = R≤0 et si j ∈ [|mmin,mmax|], alors supp(Pa j,b j) = {∅}. Or, d’après

[32], lemme 9 (et aussi équation (69)), on obtient
mmax⋂

m′=mmin

τ(h1̄,m′ ) = {

n∑
i=1

yiJi ; y1, . . . , ymmin−1 ≥ 0 = ymmin = . . . = ymax = 0 ≥ ymax +1 . . . , yn}

D’où l’égalité annoncée. �

Fixons à présent mmin ≤ m ≤ mmax et considérons la décomposition de h′ suivante

h
′ = h′(m) ⊕ h′(m)⊥ (4.24)

où h′(m)⊥ est l’orthogonal de h′(m) par rapport à la forme bilinéaire (., .). Considérons pr la projection

de h′ sur h′(m), c’est-à-dire

prm(y′ + y′′) = y′ (y′ ∈ h′(m), y′′ ∈ h′(m)⊥) (4.25)

De plus, considérons ρz′(m) la forme linéaire de h′∗ définie par

ρz′(m) =
1
2

∑
α>0

α|h′(m)
=0

α (4.26)

Pour finir, considérons W (G, h,m) le sous-groupe de W (G, h) défini par

W (G, h,m) = {η ∈ W (G, h) ;
mmax⋂

m′=mmin

τ(h1̄,m) ⊆ ητ(h1̄,m)} (4.27)

Lemme 4.3.10. Le groupe W (G, h)m est le sous-groupe de W (G, h) formé par les éléments qui laissent

τ(h1̄,m) invariant.Par conséquent, W (G, h)m est un sous-groupe de W (G, h,m).

Remarque 4.3.11. D’après (4.22), le support de la distribution∫
R

(1 + ix j)−a j(1 − x j)−b je−iπx jy jdx j (y j ∈ R)

est toujours contenu dans une demi-droite [0,∞[ ou ] − ∞, 0]. Ainsi, l’équation (4.21) peut s’écrire

comme suit ∫ ∞

0
Pa j,b j(y j)e−πy j f (y j)dy j + Qa j,b j(π

d
dy j

) f (y j)

∣∣∣∣∣∣
y j=0

ou bien comme ∫ 0

−∞

Pa j,b j(y j)e−πy j f (y j)dy j + Qa j,b j(π
d

dy j
) f (y j)

∣∣∣∣∣∣
y j=0

Les polynômes Pa j,b j et Qa j,b j peuvent être nuls, mais pas simultanément (le caractère étant non nul).

Intéressons-nous maintenant au cas où Pa j,b j = 0. D’après [32], lemme 16, on a

lim
y j→0+

Qa j,b j(π
d

dy j
) f (y j) = lim

y j→0−
Qa j,b j(π

d
dy j

) f (y j)

81



Enonçons à présent le théorème central de cette section.

Théorème 4.3.12. Le caractère ΘΠ′ de Π′ ∈ Rω(G̃′) est donné, à une constante près, par la formule

suivante :

ΘΠ′(h′) =
∑

η∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (K′,h′)

sgn(η) prm(σh)−η
−1µ′∏

β>0
β|h(m),0

((σh)
β
2 − (σh)−

β
2 )

(4.28)

Démonstration. D’après les équations (4.15) et (4.23) , on a pour tout m ∈ [|mmin,mmax|] l’égalité

T (ΘΠ)(φ) =

∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫

W (G,h)τ(h1̄,m)
eiπB(x,y) fφ(y)dydx (4.29)

En effet, pour tout m ∈ [|mmin,mmax|], on a :

mmax⋂
m′=mmin

τ(h1̄,m′) ⊆ τ(h1̄,m) ⊆ W (G, h)τ(h1̄,m)

On a alors : ∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫

W (G,h)τ(h1̄,m)
eiπB(x,y) fφ(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫
τ(h1̄,m)

eiπB(x,η0(y)) fφ(η0(y))dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h

c−(x)−µ
′

ch(x)p+q−n−1
∫
τ(h1̄,m)

eiπB(η−1
0 (x),y) fφ(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h

c−(η0(x))−µ
′

ch(η0(x))p+q−n−1
∫
τ(h1̄,m)

eiπB(x,y) fφ(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h

c−(x)−η
−1
0 µ′ ch(x)p+q−n−1

∫
τ(h1̄,m)

eiπB(x,y) fφ(y)dydx (4.30)

Au vu du support de fφ, on a ∫
τ(h1̄,m)

eiπB(x,y) fφ(y)dy =

∫
h

eiπB(x,y) fφ(y)dy

On remarque aussi que h est identifiée avec son image h′(m) dans h′. Par conséquent, l’équation (4.30)

devient : ∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′(m)

c−(x)−η
−1
0 µ′ ch(x)p+q−n−1

∫
h′(m)

eiπB(x,y) fφ(y)dydx (4.31)
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En utilisant la remarque 4.3.6, on obtient donc que (4.31) se réecrit comme suit∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h

c−(x)−η
−1
0 µ′ ch(x)p+q−n−1

∫
τ(h1̄,m)

eiπB(x,y)Fh′(πz′(m)/h′Aψ)(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′(m)

c−(x)−η
−1
0 µ′ ch(x)p+q−n−1

∫
h′(m)

eiπB(x,y) Fh′(πz′(m)/h′Aψ)
∣∣∣
h′(m)

(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′(m)

c−(x)−η
−1
0 µ′ ch(x)p+q−n−1F −1

h′(m) Fh′(πz′(m)/h′Aψ)
∣∣∣
h′(m)

(y)dydx

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′(m)

c−(x′)−η
−1
0 µ′ ch(x′)p+q−n−1

∫
h′(m)⊥

(πz′(m)/h′Aψ)(x′ + y′)dy′dx′

=
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′(m)

c−(x′)−η
−1
0 µ′ ch(x′)p+q−n−1

∫
h′(m)⊥

πz′(m)/h′(y′)Aψ(x′ + y′)dy′dx′ (4.32)

On va maintenant choisir la fonction Ψ ∈ C∞c (G′.h′ reg) à partir de laquelle on construit φ selon (4.17).

On rappelle que G′c ⊆ G′ est le domaine de la transformée de Cayley. Soit Ψ ∈ C∞c (G̃′) avec support

dans G̃′c ⊆ G̃′ et soit jg′ le Jacobien de c : g′c → G′c. On rappelle que pour c̃ : g′c → G̃′c, on a posé

c̃−(x′) = c̃(x′)c̃(0)−1. On définit alors :

ψ(x′) = Θ(c̃(x′)) jg′(x′)Ψ(c̃(x′)) (x′ ∈ g′c) (4.33)

Avec ce choix de Ψ, l’intégrale (4.32) devient∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′

c−(prm(x))−η
−1
0 µ′ ch(prm(x))p+q−n−1πz′(m)/h′(x)πg′/h′(x)ΨG′/H′(x)dx, (4.34)

où prm est comme dans (4.25). On doit maintenant réecrire cette intégrale en tant qu’intégrale sur H̃′. On

procède alors comme suit. Pour tout x =
p+q∑
j=1

x jJ j =
p+q∑
i=1

z jE j, j, avec z j = −ix j, on a :∏
α>0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 ) =

∏
1≤i< j≤p+q

(c−(zi)
1
2 c−(z j)−

1
2 − c−(zi)−

1
2 c−(z j)

1
2 )

Or,

c(zi) =
zi + 1
zi − 1

=
(zi + 1)2

(zi + 1)(zi − 1)
=

(zi + 1)2

z2
i − 1

Ainsi, on a :∏
1≤i< j≤p+q

(c−(zi)
1
2 c−(z j)−

1
2 − c−(zi)−

1
2 c−(z j)

1
2 ) =

∏
1≤i< j≤p+q

 zi + 1

(z2
i − 1)

1
2

z j − 1

(z2
j − 1)

1
2

−
zi − 1

(z2
i − 1)

1
2

z j + 1

(z2
j − 1)

1
2


=

∏
1≤i< j≤p+q

2(z j − zi)

(1 − z2
i )

1
2 (1 − z2

j)
1
2

=

∏
1≤i< j≤p+q

2(z j − zi)

p+q∏
k=1

(1 − z2
i )

p+q−1
2
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Ainsi, on a :

∏
α>0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 ) = 2

(p+q−1)(p+q)
2

∏
1≤i< j≤p+q

(z j − zi)

p+q∏
k=1

(x2
k + 1)

p+q−1
2

= (2i)
(p+q−1)(p+q)

2
πg′/h′(x)

p+q∏
k=1

(x2
k + 1)

p+q−1
2

De même, on a :

πg′/z′(m)(x)

ch(prm(x))p+q−n−1Θ(c̃(x))
= (2i)

(p+q−n−1)(p+q−n)
2 −

(p+q−1)(p+q)
2

∏
α>0

α|h′(m)
,0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )

En effet, on a :

∏
α>0

α|h′(m)
,0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 ) =

∏
α>0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )∏

α>0
α|h′(m)

=0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )

=
(2i)

(p+q−1)(p+q)
2

(2i)
(p+q−n−1)(p+q−n)

2

πg′/h′(x)
p+q∏
k=1

(x2
k + 1)

p+q−1
2

p+q−n+m∏
k=m+1

(1 + x2
k)p+q−n−1

πz′(m)/h′(x)

=
(2i)

(p+q−1)(p+q)
2

(2i)
(p+q−n−1)(p+q−n)

2

πg′/z′(m)(x)
p+q−n+m∏

k=m+1
(x2

k + 1)−
n
2

m∏
k=1

(x2
k + 1)

p+q−1
2

p+q∏
k=p+q−n+m+1

(1 + x2
k)

p+q−1
2

Or,

ch(x) = | detR(x − 1)|
1
2 =

p+q∏
i=1

det

xi

 0 1

−1 0

 − 1 0

0 1


1
2

=

p+q∏
i+1

det

 1 xi

−xi 1


1
2

=

p+q∏
i=1

(1 + x2
i )

1
2

et Θ(c̃(x)) = ch(x)n. Ainsi,

ch(prm(x))p+q−n−1Θ(c̃(x)) =

m∏
i=1

(1 + x2
i )

p+q−n−1
2

p+q∏
i=p+q−n+m+1

(1 + x2
i )

p+q−n−1
2

p+q∏
i=1

(1 + x2
i )

n
2

=

m∏
i=1

(1 + x2
i )

p+q−1
2

p+q∏
i=p+q−n+m+1

(1 + x2
i )

p+q−1
2

p+q−n+m∏
i=m+1

(1 + x2
i )−

n
2
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En utilisant cela, on obtient avec des constantes C,C′ qui ne dépendant pas de m,

ch(prm(x))p+q−n−1πz′(m)/h′(x)πg′/h′(x)Θ(c̃(x))

= C
πg′/h′(x)2

πg′/z′(m)(x)
ch(prm(x))p+q−n−1Θ(c̃(x))

= C′

∣∣∣∣∣∏
α>0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )
∣∣∣∣∣2∏

α>0
α|h′(m)

,0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )

p+q∏
k=1

(1 + x2
k)p+q−1

En utilisant le fait que jg(x) = ch(x)−2(p+q) et jh(x) = ch(x)−2, on obtient
p+q∏
k=1

(1 + x2
k)p+q−1 = (jg)−1 jh(x).

Ainsi, l’équation (4.34) devient :

T (ΘΠ)(φ)

= Cm

∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′

c−(prm(x))−η
−1
0 µ′ ch(prm(x))p+q−n−1πz′(m)/h′(x)πg′/h′(x)ΨG′/H′(c̃−(x))dx

= C′(m)
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0)
∫
h′

c−(prm(x))−η
−1
0 µ′

∣∣∣∣∣∏
α>0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )
∣∣∣∣∣2∏

α>0
α|h′(m)

,0

(c−(x)
α
2 − c−(x)−

α
2 )

( jg)−1 jh(x)ΨG′/H′(c̃−(x))dx

avec

C′(m) = CmC′

On obtient finalement :

T (ΘΠ)(φ) =

∫
H̃′

C′(m)
∑

η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

sgn(η0) prm(h)−η
−1
0 µ′∏

α>0
α|h′(m)

,0

(h
α
2 − h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣
2

ΨG′/H′(h)dh (4.35)

En utilisant l’invariance de
∣∣∣∣∣∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )
∣∣∣∣∣2 ΨG′/H′(h) sous l’action de W (K′, h′), on a :∣∣∣∣∣∣∣∏

α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣
2

ΨG′/H′(h) =
1

|W (K′, h′)|

∑
σ∈W (K′,h′)

∣∣∣∣∣∣∣∏
α>0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣
2

ΨG′/H′(h)

ce qui nous donne :

T (ΘΠ)(φ)

=
C′(m)

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (K′,h′)

sgn(η0) prm(h)−η
−1
0 µ′∏

α>0
α|h′(m)

,0

(h
α
2 − h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣∏
α>0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣
2

ΨG′/H′(σh)dh

=
C′(m)

|W (K′, h′)|

∫
H

∑
η0∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (K′,h′)

sgn(η0) prm(σ−1h)−η
−1
0 µ′∏

α>0
α|h′(m)

,0

((σ−1h)
α
2 − (σ−1h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )

∣∣∣∣∣∣∣
2

ΨG′/H′(h)dh
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On obtient alors, à partir de la formule d’intégration de Weyl et grâce au théorème de Harish-Chandra

que le caractère ΘΠ′(h) est donné, à une constante près, par la formule suivante

∑
η∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (K′,h′)

sgn(η) prm(σh)−η
−1µ′∏

α>0
α|h(m),0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

�

Corollaire 4.3.13. Le caractère ΘΠ′ de Π′ est donné par la formule suivante :∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) = C

∑
η∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (Z′(m),h′

∑
τ∈W (K′,h′)

sgn(ηστ) prm(τh)−η
−1µ′(τh)σρz′(m) (4.36)

Démonstration. D’après [24], chapitre V, section 6, page 319, on a∏
α>0

α|h(m),0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 ) =

∑
σ∈W (Z′(m),h′)

sgn(σ)hσ(ρz′(m))

�

A présent, on va s’intéresser à la constante C qui apparaît dans la formule (4.36). Pour cela, utilisons

les résultats et notations de [14], chapitre III, section 41, page 97. On fixe a ∈ C∞c (G̃′) K̃′−invariante à

droite telle que ∫
G̃′

a = 1

Par suite, pour simplifier, on notera W = W (K′, h′). Notons

∆0(h) =
∏

α∈Φ+(k′,h′)

(h
α
2 − h−

α
2 ) (4.37)

∆+(h) =
∏

α∈Φ+(g′,h′)\Φ+(k′,h′)

(h
α
2 − h−

α
2 ) (4.38)

En particulier,

∆(h) = ∆0(h)∆+(h) =
∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 ) (4.39)

Pour toute fonction β ∈ C∞c (H̃′ reg), on définit fβ ∈ C∞c (G̃′
H̃′

) comme suit

fβ(hx) = a(x)∆0(h)−1
∑
σ∈W

sgn(σ)β(hσ) (h ∈ H̃′ reg, x ∈ G̃′)

(ici, G̃′
H̃′

correspond à l’ensemble des G̃′-orbites de H̃′ reg et hx = xhx−1. De même, on définit la fonction

gβ ∈ C∞(K̃′) par

gβ(hk) = ∆+(h)∆0(h)−1
∑
σ∈W

sgn(σ)β(hσ) (k ∈ K̃′)
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Notons m = 1
2 dim G′/H′ et m0 = 1

2 dim K′/H′, et soit q = m − m0. Par la suite, on identifiera une

représentation Πγ ∈
ˆ̃K′ avec son plus haut poids γ. D’après [2], page 97, on a

ΘΠ′( fβ) = (−1)q
∑
γ∈ ˆ̃K′

m(γ)
∫

K̃′
gβ(k)Θγ(k)dk

où m(γ) dénote la multiplicité de γ dans ΘΠ′ . Cette dernière se réecrit comme suit

ΘΠ′( fβ) = (−1)q
∑
γ∈ ˆ̃K′

m(γ)
∫

K̃′
gβ(k)Θγ(k)dk

= (−1)q
∑
γ∈ ˆ̃K′

m(γ)

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

gβ(h)Θγ(h) |∆0(h)|2 dh

= (−1)q
∑
γ∈ ˆ̃K′

∑
σ∈W

sgn(σ)
m(γ)

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

∆+(h)∆0(h)−1β(hσ)Θγ(h) |∆0(h)|2 dh

= (−1)m
∑
γ∈ ˆ̃K′

∑
σ∈W

sgn(σ)
m(γ)

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

∆+(h)β(hσ)Θγ(h)∆0(h)dh

L’équation (4.36) se réecrit comme suit

ΘΠ′(h) =
CP(h)

∆(h)

avec P(h) =
∑

η∈W (G,h,m)/W (G,h)m

∑
σ∈W (Z′(m),h′

∑
τ∈W (K′,h′)

sgn(ηστ) prm(τh)−η
−1µ′(τh)σρz′(m) .

Or, on a : ∫
G̃′

fβ(g)ΘΠ′(g)dg =
1

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

fβ(h)ΘΠ′(h)|∆(h)|2dg

=
C

|W (K′, h′)|

∫
H̃′

fβ(h)
P(h)

∆(h)
|∆(h)|2dg

=
C

|W (K′, h′)|

∑
σ∈W

sgn(σ)
∫

H̃′
∆(h)−1β(hσ)P(h)

|∆(h)|2

∆(h)
dh

=
C(−1)m

|W (K′, h′)|

∑
σ∈W

sgn(σ)
∫

H̃′
P(h)β(hσ)dh.

Ainsi, on obtient l’égalité suivante :

C(−1)m
∑
σ∈W

sgn(σ)
∫

H̃′
P(h)β(hσ)dh = (−1)m

∑
γ∈ ˆ̃K′

∑
σ∈W

sgn(γ)m(γ)
∫

H̃′
∆+(h)β(hσ)Θγ(h)∆0(h)dh. (4.40)
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Cette égalité est valable pour toute fonction β ∈ C∞c (H̃′ reg). Ainsi, considérons β(h) =
h−(λ+ρ)

∆+(h)
, où λ est le

plus haut poids de Π′. Or, pour ce β en particulier, on a∑
γ∈ ˆ̃K′

∑
σ∈W

sgn(σ)m(γ)
∫

H̃′
∆+(h)β(hσ)Θγ(h)∆0(h)dh =

∑
γ∈ ˆ̃K′

∑
σ∈W

sgn(σ)m(γ)
∫

H̃′
h−(λ+ρ)Θγ(h)∆0(h)dh

=
∑
γ∈ ˆ̃K′

m(γ)
∫

H̃′

∑
σ∈W

sgn(σ)h−(λ+ρ)

 Θγ(h)∆0(h)dh

=
∑
γ∈ ˆ̃K′

m(γ)
∫

H̃′
Θλ(h)Θγ(h) |∆0(h)|2 dh (4.41)

Or, d’après [24], chapitre IV, section 2, corollaire 4.10, page 241, on a

∫
K

Θλ(k)Θγ(k)dk =

1 si λ = η

0 sinon

En utilisant la formule d’intégration de Weyl, on obtient

∫
H̃′

Θλ(h)Θγ(h) |∆0(h)|2 dk =

|W | si λ = η

0 sinon
(4.42)

D’après [19], théorème 9, (iii), page 555, il existe un unique K̃′-type de multiplicité 1 et de plus haut

poids λ. Ainsi, on obtient :

|W | = C
∫

H̃′
P(h)

∑
σ∈W

sgn(σ)h−σ(λ+ρ)

 dh

∆+(h)

Finalement, on a :

C−1 =
1

|W |

∫
H̃′

∑
σ∈W

sgn(σ)h−σ(λ+ρ)

 P(h)

∆+(h)
dh (4.43)

Remarque 4.3.14. Supposons à présent que Π′ est dans la série discrète.
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Dans ce cas, on a P(h) =
∑
σ∈W

sgn(σ)hσ(λ+ρ). On obtient alors

C−1 =
1

|W |

∫
H̃′

∑
σ∈W

sgn(σ)h−σ(λ+ρ)

 P(h)

∆+(h)
dh

=
1

|W |

∫
H̃′

∑
σ∈W

sgn(σ)h−σ(λ+ρ)

 ∑
τ∈W

sgn(τ)hτ(λ+ρ)

 1

∆+(h)
dh

=
1

|W |

∫
H̃′

∑
σ∈W

sgn(σ)
h−σ(λ+ρ)

∆0(h)


∑
τ∈W

sgn(τ)
hτ(λ+ρ)

∆(h)

 ∆0(h)∆(h)

∆+(h)
dh

=
1

|W |

∫
H̃′

Θλ(h)
(
(−1)

1
2 dim(G′/K′)ΘΠ′(h′)

)
|∆0(h)|2 dh (4.44)

= (−1)
q
2

∫
K̃′

Θλ(k)ΘΠ′(k)dk

= (−1)
q
2

où dans (4.44) on a utilisé la formule du caractère (2.13). Ainsi, on obtient C = (−1)
q
2 , comme l’on devait

obtenir.

4.4 Quelques exemples et cas particuliers

4.4.1 Le cas (G = U(1,C),G′ = U(p, q,C)), 1 ≤ p ≤ q

Regardons à présent quelques exemples. Regardons tout d’abord le cas (G = U(1,C),G′ = U(p, q,C)), 1 ≤

p ≤ q. Dans ce cas, on a

mmin =

1 si λ1 ≤ −q

0 si λ1 > −q

mmax =

1 si λ1 ≥ p

2 si λ1 < p

Ainsi, pour choix de m, on obtient les trois cas suivants :

m =


1 si λ1 ≤ −q

0 ou 1 si − q < λ1 < p

0 si λ1 ≥ p

(4.45)

D’après l’équation (4.28), on obtient que le caractère ΘΠ′ est donné par la formule suivante

ΘΠ′(h) = C
∑

σ∈W (K′,h′)

prm(σh)−µ
′∏

α>0
α|h′(m),0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )
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où C est une constante.

Commençons par le cas m = 1. Pour tout h = diag(h1, . . . , hp+q), on a pr1(h) = h1. De même, on obtient :

{α ∈ Φ+(g′, h′) ; α|h′(1) , 0} = {e1 − e j ; 2 ≤ j ≤ p + q}

Ainsi, on a : ∏
α>0

α|h′(1)
,0

(h
α
2 − h−

α
2 ) =

p+q∏
k=2

(h
1
2
1 h−

1
2

k − h−
1
2

1 h
1
2
k ) =

p+q∏
k=2

h−
1
2

1 h−
1
2

k (h1 − hk)

= h−
p+q−1

2
1

p+q∏
k=2

h−
1
2

k

p+q∏
k=2

(h1 − hk) = h−
p+q−2

2
1

p+q∏
k=2

h−
1
2

k

p+q∏
k=2

(h1 − hk)

On a alors d’après (4.28)

ΘΠ′(h) = C
∑

σ∈W (K′,h′)

h
p+q

2 −µ
′−1

σ(1)

p+q∏
k=1

h
1
2
k

p+q∏
k=2

(hσ(1) − hσ(k))

Lemme 4.4.1. On a l’égalité suivante

∑
σ∈W (K′,h′)

h
p+q

2 −µ
′−1

σ(1)
p+q∏
k=2

(tα(1) − tα(k))
= (p − 1)!q!

p∑
b=1

h
p+q

2 −µ
′−1

b

b∏
a=1
a,b

(hb − ha)
(4.46)

Démonstration. On a : ∑
σ∈W (K′,h′)

h
p+q

2 −µ
′−1

σ(1)
p+q∏
k=2

(hσ(1) − hσ(k))
=

p∑
k=1

∑
α∈W (K′,h′)

σ(1)=k

h
p+q

2 −µ
′−1

k
p+q∏
j=2

(hk − hσ( j))

Ainsi, pour tout k ∈ [|1, p|] et σ ∈ W (K′, h′) tel que σ(1) = k, on a σ ({2, . . . , p + q}) = {1, . . . , p+q}\{k},

et donc
p+q∏
j=2

(hk − hσ( j)) =

p+q∏
a=1
a,k

(hk − ha)

et donc :
p∑

k=1

∑
σ∈W (K′,h′)

σ(1)=k

h
p+q

2 −µ
′−1

k
p+q∏
j=2

(hk − hσ( j))
= (p − 1)!q!

p∑
b=1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)

�

Finalement, à une constante près, on obtient que le caractère ΘΠ′(h) est donné par la formule suivante :

ΘΠ′(h) =

p+q∏
k=1

h
1
2
k

p∑
b=1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)
(4.47)
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Considérons à présent le cas m = 0. Dans ce cas, on a pr0(h) = hp+q et

{α ∈ Φ+(g′, h′) ; α|h′(0),0} = {ek − ep+q ; 1 ≤ k ≤ p + q − 1}

On a alors∏
α>0

α|h′(0)
,0

(h
α
2 − h−

α
2 ) =

p+q−1∏
k=1

(h
1
2
k h−

1
2

p+q − h−
1
2

k h
1
2
p+q) =

p+q−1∏
k=1

h−
1
2

p+qh−
1
2

k (hk − hp+q)

= h−
p+q−1

2
p+q

p+q−1∏
k=1

h−
1
2

k

p+q−1∏
k=1

(hk − hp+q) = h−
p+q−2

2
p+q

p+q−1∏
k=1

h−
1
2

k

p+q−1∏
k=1

(hk − hp+q)

c’est-à-dire

ΘΠ′(h) = C
∑

α∈W (K′,h′)

h
p+q

2 −µ
′−1

σ(p+q)

p+q∏
k=1

h
1
2
j

p+q−1∏
k=1

(hσ(k) − hσ(p+q))
(4.48)

Lemme 4.4.2. ∑
σ∈W (K′,h′)

h
p+q

2 −µ
′−1

σ(p+q)

p+q−1∏
k=1

(tσ(k) − tσ(p+q))
= p!(q − 1)!

p+q∑
b=p+1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)

Finalement, le caractère ΘΠ′(h), est donné, à une constante près, par la formule :

ΘΠ′(h) = Cp!(q − 1)!
p+q∏
k=1

h
1
2
j

p+q∑
b=p+1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)
(4.49)

Proposition 4.4.3. Pour tout λ1 ∈ [| − q + 1, p − 1|], on a :

p+q∑
b=p+1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)
= −

p∑
b=1

h
p+q

2 −µ
′−1

b
p+q∏
a=1
a,b

(hb − ha)
(4.50)

Remarque 4.4.4 (Avant preuve). La proposition précédente se reformule comme suit : pour tout k ∈

[|0, p + q − 2|], on a l’égalité

p+q∑
b=p+1

hk
b∏

a,b
(hb − ha)

= −

p∑
b=1

hk
b∏

a,b
(hb − ha)

(4.51)

Démonstration. Multiplions l’équation (4.51) par
∏

1≤i< j≤p+q
(hi − h j). Ainsi, (4.51) se réecrit comme suit :

p+q∑
b=p+1

(−1)b−1hk
b

∏
1≤a<c≤p+q

b,a,b,c

(ha − hc) = −

p∑
b=1

(−1)b−1hk
b

∏
1≤a<c≤p+q

b,a,b,c

(ha − hc)
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ce qui est équivalent à
p+q∑
b=1

(−1)b−1hk
b

∏
1≤a<c≤p+q

b,a,b,c

(ha − hc) = 0

Pour tout k ∈ [|0, p + q − 2|], considérons Mk la matrice définie par

— Mk
i, j = h j−1

i si j ≤ k

— Mk
i,k+1 = Mi,k+2 = tk

i

— Mk
i, j = t j−2

i si j > k + 2

c’est-à-dire 
1 h1 . . . hk−1

1 hk
1 hk

1 hk+1
1 . . . hp+q−2

1
...

...
...

1 hp+q . . . hk−1
p+q hk

p+q hk
p+q hk+1

p+q . . . hp+q−2
p+q


Les (k + 1)e et (k + 2)e colonnes étant identiques, on a det(Mk) = 0 pour tout kin[|0, p + q − 2|]. Or, en

développant ce déterminant par rapport à la (k + 1)e-colonne, on obtient

0 = det(Mk) = (−1)k
p+q∑
b=1

(−1)b−1hk
b

∏
1≤a<c≤p+q

b,a,b,c

(ha − hc)

�

Cet exemple montre que, même si on peut calculer le caractère en choisissant un sous-espace de Cartan,

les formules que l’on obtient pour des Cartans différents sont en fait les mêmes. Ceci est une vérification

directe sur un exemple particulier de ce que le théorème 4.3.12 affirme en général.

4.4.2 Le cas (G = U(n,C),G′ = U(q,C)), n ≤ q

Dans ce cas, on a m = 0. De plus, W (G, h, 0) = W (G, h)0 = W (G, h). Ainsi, on a :

ΘΠ′(h) =
∑

σ∈W (G′,h′)

pr0(σh)−µ
′∏

α>0
α|h′(0),0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

=
∑

σ∈W (G′,h′)

pr0(σh)−µ
′∏

α>0
((σh)

α
2 − (σh)−

α
2 )

∏
α>0

α|h′(0)=0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

Or, pour tout σ ∈ W (K′, h′), on a∏
α>0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 ) = sgn(σ)

∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )

De même, on a

{α ∈ Φ+(g′, h′) |α|h′(0) = 0} = {ei − e j | 1 ≤ i < j ≤ q − n}

Ainsi, ∏
α>0

α|h′(0)=0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 ) =

∏
1≤i< j≤q−n

(h
1
2
σ(i)h

− 1
2

σ( j) − h−
1
2

σ(i)h
1
2
σ( j)) =

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

∏
1≤i< j≤q−n

(hσ(i) − hσ( j))
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et

pr0(h)−µ
′

=

q∏
a=q−n+1

h
−µ′a−q+n
a

Finalement, à une constante près, on obtient∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) =

∑
σ∈W (G′,h′)

sgn(σ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

σ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

∏
1≤i< j≤q−n

(hσ(i) − hσ( j)) (4.52)

Or, on a ∏
1≤i< j≤q−n

(hσ(i) − hσ( j)) =
∑

τ∈S{1,...,q−n}

sgn(σ)
q−n∏
a=1

ha−1
στ(a)

où S{1,...,q−n} est le sous-groupe de W (K′, h′) qui stabilise les points {q − n + 1, . . . , q}. Ainsi, pour tout

τ ∈ S{1,...,q−n}, on a :
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

σ(a) =

q∏
a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

στ(a)

et
q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k) =

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
στ(k)

Donc,∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )Θπ′(h) =

∑
σ∈W (G′,h′)

sgn(σ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

σ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

∏
1≤i< j≤q−n

(hσ(i) − hσ( j))

=
∑

σ∈W (G′,h′)

∑
τ∈S{1,...,q−n}

sgn(στ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

στ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
στ(k)

q−n∏
a=1

ha−1
στ(a)

=
∑

τ∈S{1,...,q−n}

∑
σ∈W (G′,h′)

sgn(στ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

στ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
στ(k)

q−n∏
a=1

ha−1
στ(a)

=
∑

τ∈S{1,...,q−n}

∑
σ∈W (G′,h′)

sgn(σ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

σ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

q−n∏
a=1

ha−1
σ(a)

= (q − n)!
∑

σ∈W (G′,h′)

sgn(σ)
q∏

a=q−n+1

h
−µ′a−q+n

σ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

q−n∏
a=1

ha−1
σ(a)

= (q − n)!
∑

σ∈W (G′,h′)

sgn(σ)
q∏

a=q−n+1

h−
q−n+1

2 +a+λ−a+q+1

σ(a)

q−n∏
k=1

h−
q−n−1

2
σ(k)

q−n∏
a=1

ha−1
σ(a)

Ainsi, à une constante près, on obtient la formule suivante :∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )Θπ′(h) =

∑
ω∈W (G′,h′)

(ωh)ζ (4.53)

avec ζ =
q∑

a=1

(
−

q−n+1
2 + a

)
ea +

q∑
a=q−n+1

λ−a+q+1ea =
q∑

a=1

(
−

q−n+1
2 + a

)
ea +

q∑
a=1

λ−a+q+1ea, en posant λn+1 =

. . . = λq = 0.
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Notons ζ′a = ζq+1−a. On a alors :

ζ′(a) =

q∑
a=1

(
−

q − n + 1
2

+ q + 1 − a
)

ea +

q∑
a=1

= λaea =

q∑
a=1

q + n + 1

2
− a + λa

 ea

ainsi, en notons ν′ le plus haut poids de Π′, on obtient d’après [34] que ζ′ = ν′ + ρ(q).

4.4.3 Le cas (G = U(n,C),G′ = U(p, q,C)), n = p + q, pq , 0

Dans ce cas, on a m = p. Il vient alors que

W (G, h, p) = {η ∈ W (G, h) ; τ(h1̄,p) ⊆ ητ(h1̄,p)} = W (G, h)p

d’où W (G, h,m)/W (G, h)m est trivial et la première somme dans (4.28) ne donne aucune contribution.

Ainsi, on obtient :

ΘΠ′(h) =
∑

σ∈W (K′,h′)

prp(σh)−µ
′∏

α>0
α|h′(p)

,0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

Or, h′(p) = h′ et donc prp = Id. Ainsi,

ΘΠ′(h) =
∑

σ∈W (K′,h′)

sgn(σ)
(σh)−µ

′∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )

On a µ = ν + ρ, où ν est le plus haut poids de Π. D’après [34]

µ j =

q − p

2
+ λ j

 +

n + 1

2
− j


Ainsi,

µ′j = µn+1− j =

q − p

2
+ λn+1− j +

p + q + 1

2
− (p + q + 1 − j)

 = −p −
1

2
+ j + λn+1− j

Le plus haut poids ν′ de Π′ est donné par :

ν′ = −

p∑
a=1

n

2
ea +

p+q∑
a=p+1

n

2
ea +

q∑
a=1

λaep+a +

p∑
a=1

λq+aea

et donc

ν′ + ρ =

p∑
a=1

−a +
1

2
+ λa+q

 ea +

p+q∑
a=p+1

n − a +
1

2
+ λa−p

 ea
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Notons η ∈ W (K′, h′) défini par η( j) = p + 1 − j pour tout j ∈ [|1, p|] et η(p + j) = n + 1 − j pour tout

j ∈ [|1, q|]. Pour tout 1 ≤ j ≤ p, on a :

(ηµ′) j = µp+1− j = −p −
1

2
+ (p + 1 − j) + λn+1−(p+1− j) =

1

2
− j + λq+ j

et pour tout p + 1 ≤ j ≤ p + q, on a :

(ηµ′) j = µ′n+p+1− j = −p −
1

2
+ (n + p + 1 − j) + λn+1−(n+p+1− j) = n +

1

2
− j + λ j−p

et donc ηµ′ = ν′ + ρ(p + q). On retrouve bien la formule du caractère de Harish-Chandra dans le cas

d’une série discrète.

4.4.4 Le cas (G = U(2,C),G′ = U(2, 2,C))

Dans cette section, considérons λ2 ≥ 1. Dans ce cas, on a mmin = 0 et mmax = 1. Fixons m = 0. Le

caractère ΘΠ′ est alors donné par la formule suivante à une constante près

ΘΠ′(h) =
∑

η∈W (G,h,0)/W (G,h)0

∑
σ∈S2×S2

sgn(η)
pr−η

−1µ′

0 (σh)∏
α>0

α|h′(0)
,0

((σh)
α
2 − (σh)−

α
2 )

On a alors

W (G, h, 0) = {η ∈ W (G, h) ;
1⋂

m′=0

τ(h1̄,m′) ⊆ ητ(h1̄,0)}

Or, on a

τ(h1̄,0) ∩ τ(h1̄,1) = {−y1J1 − y2J2 | y1, y2 ≥ 0} ∩ {y1J1 − y2J2 | y1, y2 ≥ 0} = {−y2J2 | y2 ≥ 0}

Ainsi, W (G, h, 0) = W (G, h) = S2. De plus, W (G, h)0 = S2.

De même, pour tout h = (h1, h2, h3, h4), on a

pr0(h)−µ
′

= h−µ
′
1

3 h−µ
′
2

4

Ainsi, on obtient :∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) =

∑
σ∈S2×S2

sgn(σ)h−µ
′
1

σ(3)h
−µ′2
σ(4)((σh)

e1−e2
2 − (σh)

e2−e1
2 )

=
∑

σ∈S2×S2

sgn(σ)h−µ
′
1

σ(3)h
−µ′2
σ(4)(h

1
2
σ(1)h

− 1
2

σ(2) − h−
1
2

σ(1)h
1
2
σ(2))

= 2
4∏

i=1

h−
1
2

i

(
h1h

1
2−µ

′
1

3 h
1
2−µ

′
2

4 − h2h
1
2−µ

′
1

3 h
1
2−µ

′
2

4 − h1h
1
2−µ

′
2

3 h
1
2−µ

′
1

4 + h2h
1
2−µ

′
2

3 h
1
2−µ

′
1

4

)
= 2

4∏
i=1

h−
1
2

i

(
(h1 − h2)

(
h

1
2−µ

′
1

3 h
1
2−µ

′
2

4 − h
1
2−µ

′
2

3 h
1
2−µ

′
1

4

))
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avec (µ′1, µ
′
2) = (µ2, µ1). En utilisant la proposition C.0.1, on obtient :

∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h = ˜exp(x)) =

4∏
i=1

h−
1
2

i

∑
µ∈A3,4

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x)

avec λ = e2 − λ1e3 + (1 − λ2)e4. Ici, on a A3,4 = {Id, (1, 2)} et W (k) = S2 ×S2. Ainsi, on a :

∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) =

4∏
i=1

h−
1
2

i

(
h2h−λ1

3 h1−λ2
4 − h1h−λ1

3 h1−λ2
4 − h2h−λ1

4 h1−λ2
3 + h1h−λ1

4 h1−λ2
3

)
= −

4∏
i=1

h−
1
2

i

(
(h1 − h2)

(
h−λ1

3 h1−λ2
4 − h1−λ2

3 h−λ1
4

))
Ceci montre que les formules pour ΘΠ′(h) que l’on trouve avec la méthode des résidus dans le chapitre

3, équation (3.32) et celle du chapitre 4, équation (4.28) coïncident.

96



Chapitre 5

Ouvertures

5.1 Une formule du caractère sur un sous-groupe de Cartan non-
compact

Dans les chapitres 4 et 3, on a déterminé la formule du caractère ΘΠ′ des représentations Π′ ∈ Rω( ˜U(p, q,C))

sur le sous-groupe de Cartan compact de ˜U(p, q,C).

Pour garder les notations et conventions de [15], on va supposer que p ≥ q ≥ 1. Il existe alors q + 1

sous-groupes de Cartan H0,H1, . . . ,Hq de U(p, q,C) qui ne sont pas conjugués dans U(p, q,C) (dans le

sens qu’il n’existe pas d’automorphismes intérieurs φ de U(p, q,C) tel que φ(Hi) = H j, 0 ≤ i , j ≤ q).

Pour tout 0 ≤ k ≤ q, considérons

H+
k (t1, . . . , tk) :



Idp−k 0

ch(tk) sh(tk)

ch(tk−1) sh(tk−1)
. . .

...

ch(t1) sh(t1)

sh(t1) ch(t1)
...

. . .

sh(tk−1) ch(tk−1)

sh(tk) ch(tk)

0 Idq−k


et

H−k (ϕ1, . . . , ϕk, θ1, . . . , θk, φ1, . . . , φk) = diag(eiϕ1 , eiϕ2 , . . . , eiϕp−k , eiθk , . . . , eiθ1 , eiθ1 , . . . , eiθk , eiφq−k , . . . , eiφ1)

où ti, φi, ϕi ∈ R, 1 ≤ i ≤ k, ch(t) = et+e−t

2 et sh(t) = et−e−t

2 .

Notons H+
k = {H+

k (t1, . . . , tk) ; ti ∈ R} et H−k = {H−k (ϕ1, . . . , ϕk, θ1, . . . , θk, φ1, . . . , φk) ; φi, ϕi ∈ R}. Alors,

H+
k et H−k sont des sous-groupes de G et Hk = H−k H+

k est un sous-groupe de Cartan maximal.
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Probleme 5.1.1. Peut-on déterminer explicitement la restriction de ΘΠ′ à chacun des sous-groupes de

Cartan maximaux de U(p, q,C)?

5.2 Une formule du caractère pour les autres paires duales com-
pactes

Dans cette thèse, on s’est principalement intéressé à la paire (G = U(n,C),G′ = U(p, q,C)), bien que de

nombreux résultats énoncés restent valides dans le cas général.

Dans le chapitre 3, on a exprimé le caractère ΘΠ′ par une formule intégrale (voir le théorème 3.3.2). Par

suite, en utilisant la formule d’intégration de Weyl, on a ramené cette intégrale sur un tore maximal de

G, et en donnant une formule explicite du caractère Θ sur un sous-groupe maximal compact, on a obtenu

une formule explicite de ΘΠ′(t̃′), avec t̃′ ∈ T̃ ′, où T ′ est le sous-groupe de Cartan compact de G′.

Nous allons à présent donner une formule explicite de la restriction du caractère Θ à des sous-groupes

de Cartan compacts dans le cas (G = O(m,R),G′ = Sp(2n,R)). Pour cela, on va distinguer deux cas, à

savoir m pair et m impair.

Premièrement, prenons (G = O(2m,R),G′ = Sp(2n,R)). Dans ce cas, considérons

W = M(2n × 2m,R)

le R-espace vectoriel muni de la forme bilinéaire suivante :

< w,w′ >= w′t(−J)w

où J = diag( j, . . . , j) ∈ M(2n,R) et j est la matrice de M(2,R) définie par j =

 0 1

−1 0

. Notons

Ψ1 : Sp(2n,R) 3 g→ Ψ1(g) ∈ GL(W), Ψ1(g)(w) = gw,w ∈ W

et

Ψ2 : O(2m,R) 3 g→ Ψ2(g) ∈ GL(W), Ψ2(g)(w) = wg−1,w ∈ W.

On montre facilement que Ψ1 et Ψ2 sont des morphismes de groupes injectifs. De plus, l’endomorphisme

J ∈ GL(W) défini par

J(w) = Jw (w ∈ W)

est une structure complexe définie positive sur W. Notons

T = {diag(exp(θ1 j), . . . , exp(θm j)) ; θa ∈ R, 1 ≤ a ≤ m}

T ′ = {diag(exp(θ′1 j), . . . , exp(θ′n j)) ; θ′a ∈ R, 1 ≤ a ≤ n}
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les sous-groupes de Cartan compacts de G et G′ respectivement. Or, pour tout θ ∈ R, on a

exp(θ j) =

 cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)


On identifie alors T et T ′ avec

T = {diag(t1, . . . , tm) ; ta = eiθa , θa ∈ R, 1 ≤ a ≤ m}

T ′ = {diag(t′1, . . . , t
′
m) ; t′a = eiθ′a , θ′a ∈ R, 1 ≤ a ≤ n}

De la même manière que dans la section 3.5, on obtient que les valeurs propres de tt′, t ∈ T, t′ ∈ T ′ sont

de la forme

{tat′b ; 1 ≤ a ≤ m, 1 ≤ b ≤ n} ∪ {t−1
a t′b ; 1 ≤ a ≤ m, 1 ≤ b ≤ n}

Ainsi, d’après l’équation (3.18), on obtient

Θ(t̃t′) =

(
m∏

a=1

n∏
b=1

tat′bt−1
a t′b

) 1
2

m∏
a=1

n∏
b=1

((1 − tat′b)(1 − t−1
a t′b))

=

n∏
b=1

tm
b

m∏
a=1

n∏
b=1

((1 − tat′b)(1 − t−1
a t′b))

où t′b = lim
r→1
0<r<1

rt′b.

De la même manière, on montre que si G = O(2m + 1,R), on a :

Θ(t̃t′) =

(
n∏

b=1
tb

∏ m∏
a=1

n∏
b=1

tat′bt−1
a t′b

) 1
2

n∏
b=1

(1 − tb)
m∏

a=1

n∏
b=1

((1 − tat′b)(1 − t−1
a t′b))

=

n∏
b=1

tm
b

(
n∏

b=1
tb

) 1
2

n∏
b=1

(1 − tb)
m∏

a=1

n∏
b=1

((1 − tat′b)(1 − t−1
a t′b))

De même, les arguments utilisés dans le chapitre 4 peuvent s’appliquer pour les autres paires duales

réductives irréductibles compactes. En effet, T (ΘΠ)(φ) a été calculé explicitement pour ces paires duales

dans [32], et la formule de Rossmann-Duflo-Vergne s’écrit pour les autres paires duales compactes.
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Annexe A

Les groupes de Lie classiques

A.1 Les groupes orthogonaux

Ici, F = R ou C. Pour tout n ∈ N∗, on définit le groupe orthogonal O(n,F) comme suit :

O(n,F) = {g ∈ GL(n,F) ; ggt = In}.

Plus généralement, pour tous p, q ∈ N, on définit le groupe O(p, q,F) comme suit :

O(p, q,F) = {g ∈ GL(p + q,F) ; gtIp,qg = Ip,q}

où Ip,q est la matrice de GL(p + q,F) définie par Ip,q =

Ip 0

0 −Iq

.
Considérons à présent E un espace vectoriel sur F de dimension n muni d’une forme bilinéaire, symé-

trique et non dégénérée, notée B. On définit O(E), sous-groupe de GL(E), comme suit :

O(E) = {g ∈ GL(E) ; b(g(x)), g(y)) = b(x, y), (∀x, y ∈ E)}

D’après [10], chapitre 1, lemme 1.1.2, page 4, on a les deux cas suivants :

1. Si F = C, alors il existe une base B = {e1, . . . , en} de E telle que b(ei, e j) = δi, j. En particulier,

d’après [10], proposition 1.1.4, page 6, O(E) est isomorphe à O(n,C).

2. Si F = R, il existe des entiers p, q > 0 tels que n = p + q et une base B = {e1, . . . , en} de E tel que

b(ei, e j) = εiδi, j où εi = 1 si i 6 p et εi = −1 si i > p + 1. En particulier, d’après [10], proposition

1.1.4, page 6, O(E) est isomorphe à O(p, q,R).

On pourra aussi consulter [7] pour une construction détaillée des groupes orthogonaux (chapitre V).

A.2 Les groupes unitaires

Pour n ∈ N∗, on définit le groupe unitaire U(n,C) comme suit

U(n,C) = {g ∈ GL(n,C) ; g∗g = In}
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Plus généralement, pour p, q ∈ N tels que p + q = n, on définit le groupe U(p, q,C) par :

U(p, q,C) = {g ∈ GL(p + q,C) ; g∗Ip,qg = Ip,q}

On utilise ici la définition de [7], chapitre VI, section 4. Soit E un espace vectoriel complexe. Une

forme sesquilinéaire B sur E est une application B : E × E → C qui satisfait pour tous λ, µ ∈ C et

x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ E les propriétés suivantes :

1. B(x1 + x2, y) = B(x1, y) + B(x2, y)

2. B(x, y1 + y2) = B(x, y1) + B(x, y2)

3. B(λx, y) = λB(x, y)

4. B(x, µy) = µ̄B(x, y)

Pour toute forme sesquilinéaire B, notons B∗ la forme définie par B∗(x, y) = B(y, x), x, y ∈ E. La forme

sesquilinéaire B est dite hermitienne (resp. anti-hermitienne) si B∗ = B (resp. B∗ = −B).

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n muni d’une forme hermitienne B. On définit U(E),

sous-groupe de GL(E), par :

U(E) = {g ∈ GL(E) ; B(g(x), g(y)) = B(x, y), (∀x, y ∈ E)}

D’après [10], il existe deux entiers positifs p et q tels que n = p + q et une base B = {e1, . . . , en} de E

qui vérifie B(ei, e j) = εiδi, j, avec εi = 1 si i 6 p et εi = −1 si i > p + 1. En particulier, en utilisant [10],

chapitre I, proposition 1.1.8, page 8, le groupe U(E) est isomorphe à U(p, q,C).

D’après [29], les groupes unitaires sont connexes (chapitre 5, section 3).

A.3 Les groupes sympléctiques

Tout d’abord, posons F = R ou C. Pour tout entier n ∈ N∗, on définit le groupe sympléctique Sp(2n,F)

comme suit :

Sp(2n,F) = {X ∈ GL(2n,F) ; XtJX = J}

où J est la matrice de M(n,R) définie par :

J =

 0 In

−In 0


Un espace vectoriel sympléctique est la donnée d’un couple (E, < ., . >) où E est un F-espace vectoriel

et < ., . > une forme bilinéaire, anti-symétrique et non-dégénérée, appelé produit scalaire sympléctique.

Notons Sp(E) l’ensemble des automorphismes de E qui laissent invariants la forme < ., . >, c’est-à-dire :

Sp(E) = {g ∈ GL(E) ; < g(x), g(y) >=< x, y >, (∀x, y ∈ E)}
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D’après [7], théorème III.3 (base sympléctique), l’espace vectoriel est de dimension paire sur F. Posons

2n = dimF(E).

De plus, de nouveau d’après le théorème III.3, il existe une base B = {e1, . . . , en, en+1, . . . , e2n} qui vérifie

les relations suivantes :

— < ei, en+i >= 1, i ∈ {1, . . . , n}

— < ei+n, ei >= −1, i ∈ {1, . . . , n}

— < e j, ek >= 0 sinon

En particulier, d’après [10], chapitre I, proposition 1.1.6, page 7, Sp(E) est isomorphe à Sp(2n,F).

Définissons à présent le groupe sympléctique quaternionique. La construction est différente que celle

faite pour le cas réel ou complexe, l’une des raisons est qu’une forme bilinéaire anti-symétrique sur H

est nécessairement nulle.

Pour tout n ∈ N∗, on définit SpU(n) le groupe sympléctique unitaire comme suit :

SpU(n) = {g ∈ GL(n,H) ; g∗g = In}

Plus généralement, pour tout entiers positifs p et q tels que n = p + q, on définit le SpU(p, q) par

SpU(p, q) = {g ∈ GL(p + q,H) ; g∗Ip,qg = Ip,q}

Soit E un espace vectoriel (à droite) sur H. Une forme sesquilinéaire sur E est une application B :

E × E → H telle que pour tout x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ E et q ∈ H, on ait :

— B(x, yq) = B(x, y)q

— B(xq, y) = q∗B(x, y)

— B(x1 + x2, y) = B(x1, y) + B(x2, y)

— B(x, y1 + y2) = B(x, y1) + B(x, y2)

— B(x, y) = B(y, x)

On appelle produit scalaire quaternionien sur espace vectoriel à droite E sur H une forme sesquilinéaire,

notée B telle que B(x, x) soit strictement positif pour tout vecteur x non nul de E.

Pour tout espace vectoriel E de dimension n muni d’un produit scalaire quaternionien {., .}, on définit

SpU(E) le groupe des automorphismes de la forme B par :

SpU(E) = {g ∈ GL(E) ; B(g(x), g(y)) = B(x, y) (∀x, y ∈ E)}

Dans ce cas, il existe une base B = {e1, . . . , en} de E tel que {ei, e j} = εiδi, j, où εi = 1 si i 6 p et −1

sinon. En particulier, le groupe SpU(E) est isomorphe à SpU(p, q).
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Annexe B

Le cas (G = U(1,C),G′ = U(p, q,C))

Commençons cette annexe par une proposition.

Proposition B.0.1. En utilisant la formule 3.32 et le lemme 3.5.7 le caractère ΘΠ′k
de la représentation

Π′k de U(p, q,C) est donné, pour tout t̃′ ∈ T̃ ′ , par :

ΘΠ′k
(t̃′) =



p+q∏
i=1

t
1
2
i

p∑
h=1

tp−(k+1)
h∏

h, j
(th − t j)

si p > k + 1

−
p+q∏
i=1

t
1
2
i

p+q∑
h=p+1

tp−(k+1)
h∏

h, j
(th − t j)

sinon

Remarque B.0.2. Ici, on change volontairement les notations. Le groupe U(1,C) n’est rien autre que le

groupe S1, qui est abélien. En particulier, on a Ŝ1 ≈ Z. Ici, k correspond donc à λ1.

Comme dans [37], pour tout x ∈ g, on définit l’application p comme suit :

p(x) = det
1
2

 sinh(ad(x/2))

ad(x/2)


Lemme B.0.3. Pour tout x ∈ t′ reg, on a :

p(x) =
∏
α∈Φ+

eα(x/2) − e−α(x/2)

α(x/2)
=

2|Φ
+ |∏

α∈Φ+

α(x)

∏
α∈Φ+

(eα(x/2) − e−α(x/2))

où Φ+ = Φ+(g′, t′).

Démonstration. Soit Ψ l’application de C∗ → C∗ définie par Ψ(x) =
sinh(x)

x . Cette fonction se prolonge

en une application de C à valeurs dans C, de nouveau notée Ψ. Plus particulièrement, on a :

Ψ(x) =

∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k + 1)!
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Pour X ∈ End(Cp+q), notons

E(X) =

∞∑
k=0

(−1)kX2k

(2k + 1)!

Ainsi, pour tout X ∈ GL(Cp+q), on a E(X) =
sinh(X)

X .

Pour tout x ∈ t et v ∈ gα, α ∈ Φ+, on a :

Ψ(α(x/2))v =

∞∑
k=0

(−1)kα(x/2)2k

(2k + 1)!
(v)

=

∞∑
k=0

(−1)k ad(x/2)2k(v)

(2k + 1)!

= E(ad(x/2))(v)

De même, pour tout w ∈ gα, α ∈ Φ− et y ∈ t, on a :

sinh(ad(x/2))

ad(x/2)
(w) = Ψ(−α(x/2))w

On obtient alors le résultat en utilisant la parité de Ψ.

�

Corollaire B.0.4. Pour tout k ∈ Z et x ∈ t′ reg
0 , on a :

p(x)ΘΠ′k
(ẽxp(x)) =



2
(p+q−1)(p+q)

2

p+q∏
i=1

t−
p+q−2

2
i∏

α>0
α(x)

p∑
h=1

(−1)h+1tp−(k+1)
h

∏
16i< j6p+q

i,h, j,h

(ti − t j) si p > k + 1

−

2
(p+q−1)(p+q)

2

p+q∏
i=1

t−
p+q−2

2
i∏

α>0
α(x)

p+q∑
h=p+1

(−1)h+1tp−(k+1)
h

∏
16i< j6p+q

i,h, j,h

(ti − t j) si p < k + 1

Démonstration. En reprenant l’équation 3.28, on obtient

p(x) =

p+q∏
i=1

t−
p+q−1

2
i

∏
1≤i< j≤p+q

(ti − t j)∏
α>0

α(x)

De même, pour tout h ∈ [|1, p + q|], on a :∏
1≤i< j≤p+q

(ti − t j)∏
k,h

(th − tk)
= (−1)h−1

∏
1≤i< j≤p+q

i, j,h

(ti − t j)

On conclue alors en utilisant la proposition B.0.1.

�
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Remarque B.0.5. Simplifiions le terme
∏

16a<b6p+q
a,i,b,i

(ta − tb). Pour tout k ∈ [|1, p + q − 1|], posons

t̃k =

tk si k < i

tk+1 sinon

On obtient alors
∏

16a<b6p+q
a,i,b,i

(ta − tb) =
∏

16a<b6p+q−1
(t̃a − t̃b). Or, en utilisant la formule de Vandermonde, on

obtient : ∏
16a<b6p+q−1

(t̃b − t̃a) = det(M̃),

où M̃ = (M̃i, j)16i, j6p+q−1 et M̃i, j = t̃ j−1
i . Ainsi, en utilisant la formule du déterminant, on obtient :

det(M̃) =
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
p+q−1∏

a=1

M̃σ(a),a =
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
p+q−1∏

a=1

t̃a−1
σ(a)

=
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
p+q−1∏

a=1

t̃σ
−1(a)−1

a =
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
i−1∏
a=1

t̃σ
−1(a)−1

a

p+q−1∏
a=i

t̃σ
−1(a)−1

a

=
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
i−1∏
a=1

tσ
−1(a)−1

a

p+q−1∏
a=i

tσ
−1(a)−1

a+1 =
∑

σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
i−1∏
a=1

tσ
−1(a)−1

a

p+q∏
a=i+1

tσ
−1(a−1)−1

a

Lemme B.0.6. Pour tout i ∈ [|1, p + q|], on a :

∑
σ∈Sp+q−1

sgn(σ)
i−1∏
a=1

tσ
−1(a)−1

a

p+q∏
a=i+1

tσ
−1(a−1)−1

a =
∑

µ∈S i
p+q

sgn(µ)
i−1∏
a=1

ta−1
µ(a)

p+q∏
a=i+1

ta−2
µ(a) (B.1)

Etant donné que∏
16a<b6p+q

a,i,b,i

(ta − tb) = (−1)
(p+q−1)(p+q−2)

2

∏
16a<b6p+q

a,i,b,i

(tb − ta) = (−1)p+q−1(−1)
(p+q−1)(p+q)

2

∏
16a<b6p+q

a,i,b,i

(tb − ta)

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.0.7. Pour tout x ∈ t′ reg
0 , on obtient :

p(x)ΘΠ′k
(ẽxp(x)) =



(−1)p+q−1(−2)
(p+q−1)(p+q)

2

p+q∏
i=1

t−
p+q−2

2
i∏

α>0
α(x)

p∑
h=1

∑
σ∈S h

p+q

sgn(σ)(−1)h+1tp−(k+1)
h

h−1∏
a=1

ta−1
σ(a)

p+q∏
a=h+1

ta−2
σ(a) si p > k + 1

(−1)p+q(−2)
(p+q−1)(p+q)

2

p+q∏
i=1

t−
p+q−2

2
i∏

α>0
α(x)

p+q∑
h=p+1

∑
σ∈S h

p+q

sgn(σ)(−1)h+1tp−(k+1)
h

h−1∏
a=1

ta−1
σ(a)

p+q∏
a=h+1

ta−2
σ(a) sinon

où S h
p+q est le stabilisateur du point h sous l’action naturelle de Sp+q sur {1, . . . , p + q}.
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Proposition B.0.8. Supposons ici p < k + 1. Fixons Ap+1 = {µk, 1 ≤ k ≤ [S p+1
p+q : (Sp × Sq)p+1]} un

système de représentants des classes à droite. On obtient alors

p+q∑
h=p+1

∑
σ∈S h

p+q

sgn(σ)(−1)h+1tp−(k+1)
h

h−1∏
a=1

ta−1
σ(a)

p+q∏
a=h+1

ta−2
σ(a) = (−1)p

∑
µ∈Ap+1

sgn(µ)
∑

ω∈Sp×Sq

sgn(ω)eiω(µλ)(x) (B.2)

avec λ =
p∑

i=1
(i − 1)ei + (p − (k + 1))ep+1 +

p+q∑
i=p+2

(i − 2)ei.

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition C.0.1.

�

Notons ξ = −
p+q∑
i=1

p + q − 2

2
ei. Ainsi,

Corollaire B.0.9. Pour tout x ∈ t′ reg
0 , on a

p(x)ΘΠ′k
( ˜exp(x)) =

(−1)q−1(−2)
(p+q−1)(p+q)

2∏
α>0

α(x)

∑
µ∈Ap+1

sgn(µ)
∑

ω∈Sp×Sq

sgn(ω)eiω(µλ)(x)

où λ est défini comme dans la proposition B.0.8

Remarque B.0.10. 1. λ est Sp+q-régulier,

2. (∀µ ∈ Ap+1), µλ + ξ est Sp+q-régulier,

En utilisant les équations (4.4) et (4.6), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.0.11. Pour tout x ∈ t′ reg
0 , on a, à une constante près,

p(x)ΘΠ′k
( ˜exp(x)) = K

∑
µ∈Ap+1

sgn(µ)FGµλ
(x)

où FGµλ
est défini dans la section 4.2 et où λ est défini comme dans la proposition B.0.8.

Proposition B.0.12. Considérons le cas p ≥ k + 1 et soit A1 = {µk, 1 ≤ k ≤ [S 1
p+q : (Sp ×Sq)1]} un

système de représentants des classes à droite. On a :

p∑
h=1

∑
σ∈W h

sgn(σ)(−1)h+1tp−(k+1)
h

h−1∏
a=1

ta−1
σ(a)

p+q∏
a=h+1

ta−2
σ(a) =

∑
µ∈A1

sgn(µ)
∑

w∈Sp×Sq

sgn(w)eiw(µλ)(x) (B.3)

avec λ = (p − (k + 1))e1 +
p+q∑
a=2

(a − 2)ea.

Démonstration. De nouveau, la preuve de cette proposition est similaire à celle de la proposition C.0.1.

�

On distingue alors deux cas.
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Le cas k < −q + 1

Remarque B.0.13. Dans ce cas, on a :

1. λ est Sp+q-régulier,

2. (∀µ ∈ A1), µλ + ξ est Sp+q-régulier.

De nouveau, on obtient :

Corollaire B.0.14. Pour tout x ∈ t′ reg
0 , on obtient, à une constante près,

p(x)ΘΠ′k
( ˜exp(x)) = K′

∑
µ∈A1

sgn(µ)FGµλ
(x).

Le cas k ∈ [| − q + 1, p − 1|]

Le stabilisateur de λ dans Sp+q, noté S λ
p+q, est donné par :

S λ
p+q = {Id, (1, p − k + 1)}.

Pour tout µ ∈ S 1
p+q, on a :

S µλ
p+q = {Id, (µ(1), µ(p − k + 1))} = {Id, (1, µ(p − k + 1))}.

Notons A1
k le sous-ensemble de A1 défini par :

A1
k = {µ ∈ A1 | µ(p − k + 1) ∈ {2, . . . , p}}.

D’après le corollaire D.0.10, on obtient le lemme suivant :

Lemme B.0.15. Pour tout µ ∈ A1, on a :∑
ω∈Sp×Sq

sgn(ω)eiω(µλ+ξ)(x) = 0⇔ µ ∈ A1
k

Corollaire B.0.16. Pour k ∈ [| − q + 1, p − 1|], on a :

p(x)ΘΠ′k
( ˜exp(x)) =

(−1)p+q−1(−2)
(p+q−1)(p+q)

2∏
α>0

α(x)

∑
µ∈A1\A1

k

sgn(µ)
∑

ω∈Sp×Sq

sgn(ω)eiω(µλ+ξ)(x)
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Annexe C

Le cas (G = U(2,C),G′ = U(p, q,C))

Comme montré dans l’équation (3.32), pour tout t̃′ ∈ T̃ ′
reg

le caractère ΘΠ′ de Π′ ∈ Rω(G̃′) est donné

par :

ΘΠ′(t̃′) =

(−1)mq+
(m−1)m

2

(
p+q∏
a=1

t′a

)m
2

(2iπ)mm!
lim
r→1
r<1

∑
w∈W

∑
β∈Sm

sgn(w) sgn(β)
m∏

b=1

∫
S1

t
p−m−2+w−1(b)−λw−1(b)+β

−1(b)

b
p∏

a=1
(tb − rt′a)

p+q∏
a=p+1

(
tb −

1
rt′a

)dtb.

Considérons à présent m = 2, et notons I la quantité suivante :

I = lim
r→1
r<1

∑
w∈S2

∑
β∈S2

sgn(w) sgn(β)


∫

S1

t
p−4+w−1(1)−λw−1(1)+β

−1(1)
1

p∏
a=1

(t1 − rt′a)
p+q∏

a=p+1

(
t1 −

1
rt′a

)dt1



∫

S1

t
p−4+w−1(2)−λw−1(2)+β

−1(2)
2

p∏
a=1

(t2 − rt′a)
p+q∏

a=p+1

(
t2 −

1
rt′a

)dt2


On obtient :

I = 2 lim
r→1
0<r<1

∫
S1

tp−2−λ1
1

X(t1)
dt1

∫
S1

tp−λ2
2

X(t2)
dt2 −

∫
S1

tp−1−λ2
1

X(t1)
dt1

∫
S1

tp−1−λ1
2

X(t2)
dt2


avec X(t) =

p∏
a=1

(t − rt′a)
p+q∏

a=p+1

(
t − 1

rt′a

)
.

On utilise à présent le lemme 3.5.7 pour déterminer explicitement les intégrales en question. On va donc

distinguer plusieurs cas (dans lesquels l’écriture h , i signifie h ∈ {1, . . . , p + q} et h , i) :

1. p − 2 − λ1 > 0 et p − 1 − λ2 > 0

I = 2(2iπ)2
p∑

i=1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1t′j

p−λ2 − t′i
p−1−λ2t′j

p−1−λ1∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

= 2(2iπ)2
p∑

i=1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1t′j

p−1−λ2(t′j − t′i )∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)
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2. p − 1 − λ1 < 0 et p − λ2 < 0

I = 2(2iπ)2
p+q∑

i=p+1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−2−λ1t′j

p−λ2 − t′i
p−1−λ2t′j

p−1−λ1∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

= 2(2iπ)2
p+q∑

i=p+1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−2−λ1t′j

p−1−λ2(t′j − t′i )∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

3. p − 2 − λ1 > 0 et p − λ2 < 0

I = −2(2iπ)2
p∑

i=1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−2−λ1t′j

p−λ2 − t′i
p−1−λ1t′j

p−1−λ2∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

= −2(2iπ)2
p∑

i=1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−2−λ1t′j

p−1−λ2(t′j − t′i )∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

4. p − 1 − λ1 < 0 et p − 1 − λ2 > 0

I = −2(2iπ)2
p+q∑

i=p+1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1t′j

p−λ2 − t′i
p−1−λ1t′j

p−1−λ2∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

= 2(2iπ)2
p+q∑

i=p+1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1t′j

p−1−λ2(t′j − t′i )∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)

5. p − 1 − λ1 = 0 (donc p − 2 − λ1 = −1)

(a) p − 1 − λ2 > 0

I = 2(2iπ)2

−
p+q∑

i=p+1

p∑
j=1

t′i
−1t′j

p−λ2∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)
−

p∑
i=1

p∑
j=1

t′j
p−1−λ2∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)


(b) p − λ2 < 0

I = 2(2iπ)2


p+q∑

i=p+1

p+q∑
j=p+1

t′i
−1t′j

p−λ2∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)
+

p∑
i=1

p+q∑
j=p+1

t′j
p−1−λ2∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)


(c) p − λ2 = 0 (donc (p − 1 − λ2) = −1)

I = 2(2iπ)2

−
p+q∑

i=p+1

p∑
j=1

t′i
−1∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)
+

p∑
i=1

p+q∑
j=p+1

t′j
−1∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)


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6. p − λ2 = 0 (donc p − 1 − λ2 = −1)

(a) p − 2 − λ1 > 0

I = 2(2iπ)2


p∑

i=1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)
+

p∑
i=1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−1−λ1t′j

−1∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)


(b) p − 1 − λ1 < 0

I = 2(2iπ)2

−
p+q∑

i=p+1

p∑
j=1

t′i
p−2−λ1∏

h,i
(t′i − t′h)

∏
h, j

(t′j − t′h)
−

p+q∑
i=p+1

p+q∑
j=p+1

t′i
p−1−λ1t′j

−1∏
h,i

(t′i − t′h)
∏
h, j

(t′j − t′h)


Dans le cadre de U(p, q,C), pour garder les notations du chapitre 4, on a :∏

α>0

(h
α
2 − h−

α
2 ) =

∏
1≤i< j≤p+q

(h
1
2
i h−

1
2

j − h−
1
2

i h
1
2
j ) =

p+q∏
k=1

h−
p+q−1

2
k

∏
1≤i< j≤p+q

(hi − h j)

Fixons alors λ1 ≥ λ2 ≥ 3. Ainsi, pour tout h = ˜exp(x), on a :

∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) = −

p+q∏
i=1

hi

∑
i, j=p+1

i, j

p+q

hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j (hi − h j)∏
a,i

(hi − ha)
∏
b, j

(h j − hb)

= −

p+q∏
i=1

hi


p+q∑

i, j=p+1
i< j

hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j (hi − h j)∏
a,i

(hi − ha)
∏
b, j

(h j − hb)
+

p+q∑
i, j=p+1

j<i

hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j (hi − h j)∏
a,i

(hi − ha)
∏
b, j

(h j − hb)


i.e.

∏
α>0

(h
α
2 − h−

α
2 )ΘΠ′(h) est donné par la formule suivante :

p(x)ΘΠ′( ˜exp(x)) = K(x)


p+q∑

i, j=p+1
i< j

(−1)i+ jhp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb) +

p+q∑
i, j=p+1

j<i

(−1)i+ j−1hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb)


avec K(x) =

2
(p+q−1)(p+q)

2∏
α>0

α(x)

p+q∏
i=1

h
p+q−3

2
i .

Proposition C.0.1. On a :
p+q∑

i, j=p+1
i< j

(−1)i+ jhp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb) +

p+q∑
i, j=p+1

j<i

(−1)i+ j−1hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb)

= (−1)q−1
∑

µ∈Ap+1,p+q

sgn(µ)
∑

ω∈Sp×Sq

sgn(ω)eiω(µλ)(x).

avec λ =
p∑

i=1
(i − 1)ei + (p − 2 − λ1)ep+1 +

p+q−1∑
i=p+2

(i − 2)ei + (p − 1 − λ2)ep+q et où Ap+1,p+q est un système de

représentations des classes à droites de S p+1,p+q
p+q /(Sp ×Sq)p+1,p+q.
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Remarque C.0.2. Remarquons tout d’abord que, pour i < j, on a :∏
1≤a<b≤p+q

h(a−hb)∏
a,i

(hi − ha)
∏
b, j

(h j − hb)
=

(−1)i+ j

h j − hi

∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb)

De plus, en utilisant la formule de Vandermonde, que pour p + 1 ≤ i < j ≤ p + q, on a∏
1≤a<b≤p+q

a,i, j,b,i, j

(ha − hb) =
∑

σ∈S i, j
p+q

sgn(σ)
i−1∏
a=1

ha−1
σ(a)

j−1∏
a=i+1

ha−2
σ(a)

p+q∏
a= j+1

ha−3
σ(a)

où S i, j
p+q est le stabilisateur des points i, j sous l’action naturelle de Sp+q. Ainsi, pour p+1 ≤ i < j ≤ p+q

et σ ∈ S i, j
p+q, définissons Ai, j,σ par

Ai, j,σ = (−1)i+ j sgn(σ)hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

i−1∏
a=1

ha−1
σ(a)

j−1∏
a=i+1

ha−2
σ(a)

p+q∏
a= j+1

ha−3
σ(a)

De la même manière, si j < i, notons

Ai, j,σ = (−1)i+ j−1 sgn(σ)hp−2−λ1
i hp−1−λ2

j

j−1∏
a=1

ha−1
σ(a)

i−1∏
a= j+1

ha−2
σ(a)

p+q∏
a=i+1

ha−3
σ(a)

Démonstration. On divise la preuve en plusieurs étapes :

1. On montre que pour tout p + 1 ≤ i , j ≤ p + q et σ ∈ S i, j
p+q, il existe ω ∈ Sp ×Sq et µ ∈ S p+1,p+q

p+q

tels que

Ai, j,σ = sgn(µ) sgn(ω)eiω(µλ)(x) = sgn(µ) sgn(ω)
p+q∏
a=1

hλa
ωµ(a)

= sgn(µ) sgn(ω)
p∏

a=1

ha−1
ωµ(a)h

p−2−λ1
ωµ(p+1)

p+q−1∏
a=p+2

ha−2
ωµ(a)h

p−1−λ2
ωµ(p+q)

Supposons sans perte de généralité i < j. On obtient alors le système suivant :

ωµ(k) = σ(k), k ≤ p

ωµ(p + 1) = σ(i) = i

ωµ(b) = σ(b − 1), p + 2 ≤ b ≤ i

ωµ(c) = σ(c), i + 1 ≤ c ≤ j − 1

ωµ(d) = σ(d + 1), j ≤ d ≤ p + q − 1

ωµ(p + q) = σ( j) = j

Posons α = (p+1, p+2, . . . , i)( j, j+1, . . . , p+q)−1. Ainsi, pour i, j, σ fixés, on chercheω ∈ Sp×Sq

et µ ∈ S p+1,p+q
p+q tels que

ωµα = σ
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c’est-à-dire

ω = σα−1µ−1

Pour cela, soit {a1, . . . ap} tels que σα−1
(
{a1, . . . ap}

)
= {1, . . . p}. On définit µ−1 sur [|1, p|] par

µ−1(i) = ai

De même, µ−1(p + 1) = p + 1 et µ−1(p + q) = p + q. Pour finir, fixons {bp+2, . . . , bp+q−1} tels

que σα−1
(
{bp+2, . . . , bp+q−1}

)
= {p + 2, . . . , p + q − 1} et on définit µ−1 sur [|p + 2, p + q − 1|] par

µ−1(i) = bi. On a alors µ ∈ S p+1,p+q
p+q et ω définit par σα−1µ−1 ∈ W (k) par construction. De même,

on a :

sgn(ω) = sgn(σ) sgn(µ) sgn(α) = sgn(σ) sgn(µ)(−1)i−p−1(−1)p+q− j = (−1)q−1(−1)i+ j sgn(σ) sgn(µ)

On procède de la même manière dans le cas i > j.

2. On montre que l’on peut choisir µ ∈ Ap+1,p+q. On a initialement fixé un système de représentant

initialement {µi} pour Ap+1,p+q. Soit (ω, µ) le couple obtenu précédement. Il existe un unique µi tel

que [µi] = [µ]. Ainsi, il existe σi ∈ (Sp ×Sq)p+1,p+q tel que µ = σiµi. Ainsi, on a

σ = ωµα = ω(σiµi)α = (ωσi)µiα

et ωσi ∈ Sp ×Sq.

3. Le nombre d’éléments dans la somme de gauche est égale à

|{p + 1 ≤ i , j ≤ p + q}|
∣∣∣Sp+q−2

∣∣∣ = q(q − 1)(p + q − 2)!

et pour le membre de droite, on obtient :∣∣∣S p+1,p+2
p+q

∣∣∣∣∣∣(Sp ×Sq)p+1,p+2
∣∣∣ ∣∣∣Sp ×Sq

∣∣∣ =
(p + q − 2)!

p!(q − 2)!
p!q! = q(q − 1)(p + q − 2)!

4. Pour finir, on montre facilement que si l’on a deux triplets (i, j, σ) , (i′, j′, σ′) tels que Ai, j,σ =

Ai′, j′,σ′ , alors, il existe (ω, µ) , (ω′, µ′) ∈ (Sp × Sq) × Ap+1,p+q tels que sgn(ω) sgn(µ)eiω(µλ)(x) ,

sgn(ω′) sgn(µ′)eiω′(µ′λ)(x)

Ce qui conclue la preuve. �
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Annexe D

Quelques calculs

Soit G un groupe de Lie réel réductif, K un sous-groupe maximal compact avec rk(G) = rk(K) et soit

T un tore maximal tel que T ⊆ K ⊆ G. Considérons W = W (gC, tC) le groupe de Weyl de G et soit

W (k) = W (kC, tC) le groupe de Weyl compact associé à K.

Proposition D.0.1. Soient µ et µ′ dans W tel qu’il existe σ ∈ W (k) tel que µ = σµ′. Alors,

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x) = sgn(µ′)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µ′λ)(x)

Démonstration.

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x) = sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(σµ′λ)(x)

= sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)ei(wσ)(µ′λ)(x)

= sgn(µ)
∑
τ∈W (k)

sgn(τσ−1)eiτ(µ′λ)(x) (τ = wσ)

= sgn(µ) sgn(σ)
∑
τ∈W (k)

sgn(τ)eiτ(µ′λ)(x)

= sgn(µ′)
∑
τ∈W (k)

sgn(τ)eiτ(µ′λ)(x)

�

Proposition D.0.2. Soit σ ∈ W (k). Alors :∑
w∈W (k)

sgn(w)eiwλ(x) = sgn(σ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(σλ)(x)
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Démonstration. Soit σ ∈ W (k). On a :

sgn(σ)
∑

ω∈W (k)

sgn(ω)eiω(σλ)(x) = sgn(σ)
∑

ω∈W (k)

sgn(ω)ei(ωσ)λ(x)

= sgn(σ)
∑
α∈W (k)

sgn(ασ−1)eiαλ(x) (α = ωσ)

=
∑
α∈W (k)

sgn(α)eiαλ(x)

�

Corollaire D.0.3. Soit σ ∈ W (k) tel que sgn(σ) = −1 et σ(λ) = λ. Alors, pour tout x ∈ t, on a :∑
w∈W (k)

sgn(w)eiwλ(x) = 0.

Lemme D.0.4. Soient A et A′ deux systèmes de représentants des classes à droite de W /W (k). Alors :∑
µ∈A

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x) =
∑
µ∈A′

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x).

Démonstration. Soit A = {µi} et A′ = {µ′i}. Pour tout i, il existe σi ∈ W (k) tel que µ′i = σiµi. En utilisant

la proposition D.0.2, on obtient :∑
µi∈A

sgn(µi)
∑

ω∈W (k)

sgn(ω)eiω(µiλ)(x) =
∑
µi∈A

sgn(µi) sgn(σi)
∑

ω∈W (k)

sgn(ω)eiω(σiµiλ)(x)

=
∑
µ
′

i ∈A′
sgn(µ

′

i)
∑

ω∈W (k)

sgn(ω)eiω(µ
′

i λ)(x)

�

De la proposition D.0.1, on obtient :

Corollaire D.0.5. Soit A un système de représentant des classes à droite de W /W (k). Alors :∑
µ∈W

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x) = [W : W (k)]
∑
µ∈A

sgn(µ)
∑

w∈W (k)

sgn(w)eiw(µλ)(x).

Définition D.0.6. Soit λ une forme linéaire dans t.

1. La forme linéaire λ sera dite W -régulière s’il n’existe pas d’élément σ ∈ W (σ , Id) tel que

σ(λ) = λ.

2. La forme linéaire λ sera dite W (k)-régulière s’il n’existe pas d’élément σ ∈ W (k) (σ , Id) tel que

σ(λ) = λ.
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Remarque D.0.7. Toute forme linéaire W -régulière est W (k)-régulière. La réciproque est fausse. Prenons

G = U(2, 2,C) et soit λ = e1 + 2e2 + e3 + 3e4. Alors, pour σ ∈ S4, on a σ(λ) = λ si et seulement si

σ ∈ {Id, (1, 3)}. Ainsi, λ n’est pas S4-régulière mais (1, 3) < S2 ×S2. Ainsi, λ est S2 ×S2-régulière.

Théorème D.0.8. Soit λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Nn. Alors :∑
σ∈Sn

sgn(σ)Xλ1
σ(1) . . . X

λn
σ(n) = 0 (∀X = (X1, . . . , Xn) ∈ Cn)⇔ (∃i , j ∈ [|1, n|]) | λi = λ j.

Notation D.0.9. Par la suite, pour X = (X1, . . . , Xn), on notera V(X) la matrice (de Vandermonde) carrée

d’ordre n suivante :

V(X) =


1 X1 X2

1 . . . Xn−1
1

1 X2 X2
2 . . . Xn−1

2
...

...
...

. . .
...

1 Xn X2
n . . . Xn−1

n


de déterminant

det(V(X)) =
∏

1≤i< j≤n

(X j − Xi).

Démonstration. Commençons par remarquer, en utilisant la définition standard du déterminant, que∑
ω∈Sn

sgn(ω)Xλ1
σ(1) . . . X

λn
σ(n) = det(Q(X))

avec

Q(X) = det


Xλ1

1 Xλ2
1 . . . Xλn

1

Xλ1
2 Xλ2

2 . . . Xλn
2

...
...

. . .
...

Xλ1
n Xλ2

n . . . Xλn
n


Si il existe i , j tel que λi = λ j, alors, on a deux colonnes identiques dans Q(X), donc le déterminant est

nul pour tout X.

Réciproquement, supposons que Q est le polynôme nul.

Posons alors X1 = 1, X2 = X, X3 = X2, . . . , Xn = Xn−1, X ∈ R. On obtient alors :

0 = Q(1, X, X2, . . . , Xn−1) = det(V(Xλ1 , Xλ2 , . . . , Xλn)
)

=
∏

1≤i< j≤n

(Xλ j − Xλi)

Notons Pi, j(X) = Xλ j − Xλi . Comme Q a une infinité de racine, il existe i, j ∈ [|1, n|] tel que Pi, j ait une

infinité de racines, i.e. Xλ j − Xλi . Finalement, λi = λ j.

�

A présent, regardons un résultat que l’on utilisera pour U(p, q,C).
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Pour tout X = (X1, . . . , Xp, Xp+1, . . . , Xp+q) ∈ Cp+q, et λ = (λ1, . . . , λp+q) ∈ Np+q, on obtient :

∑
σ∈Sp×Sq

sgn(σ)Xλ1
σ(1) . . . X

λp+q

σ(p+q) =

 ∑
σ∈Sp

sgn(σ)Xλ1
σ(1) . . . X

λp

σ(p)


∑
τ∈Sq

sgn(τ)Xλp+1

τ(p+1) . . . X
λp+q

τ(p+q)

 .
Ainsi, d’après le théorème précédent, on obtient :

Corollaire D.0.10.∑
σ∈Sp×Sq

sgn(σ)Xλ1
σ(1) . . . X

λp+q

σ(p+q) = 0 (∀X = (X1, . . . , Xp+q) ∈ Cp+q)⇔ λ est Sp ×Sq − singulier (D.1)
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