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Résumé

Le sujet de cette these est le caractere d’une représentation unitaire irréductible de plus haut poids (UI-
PHP) du groupe U(p,q,C).

Comme montré par Harish-Chandra, une représentation unitaire irréductible d’un groupe réductif réel
possede un caractere, qui est une fonction localement intégrable sur le groupe. L’intégration de cette
fonction avec une fonction test donne la trace de 1’opérateur obtenu en appliquant la représentation a
la fonction test. En outre, il existe une correspondance bijective entre les classes d’équivalences des
représentations unitaires irréductibles et leurs caracteres.

Si le groupe est compact, la représentation est de dimension finie et le caractere est €gal a la trace de la
représentation. Weyl a classifié les représentations unitaires irréductibles des groupes de Lie compacts
connexes et a décrit leurs caracteres. Par différentiation on obtient une représentation de 1’algebre de Lie
complexifiée. Une sous-algebre de Borel possede un sous-espace propre de dimension un. Le caractere
propre correspondant est le plus haut poids de la représentation. Ainsi, il existe une bijection entre les
classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles et les plus haut poids.

Les classes d’équivalences des représentations unitaires irréductibles d’un groupe réductif réel sont loin
d’etre comprises. Harish-Chandra a introduit la notion d’une représentation irréductible admissible de
plus haut poids qui n’est pas nécessairement unitaire. Chacune d’elles est déterminée par un carac-
tere d’une sous-algebre de Borel, également appelé le plus haut poids. Grace aux travaux de Jacobsen
et Enright-Howe-Wallach, on connait aujourd’hui quels plus haut poids de la construction de Harish-
Chandra correspondent a des représentations unitaires.

Si une représentation UIPHP d’un groupe réductif réel se réalise comme sous-représentation de 1’espace
des fonctions a carré intégrable sur le groupe, une formule de Harish-Chandra décrit la restriction du
caractere au sous-ensemble des éléments elliptiques réguliers, ¢’est-a-dire 1’union des classes de conju-
gaison passant par les points réguliers d’un sous-groupe de Cartan compact maximal.

Plus récemment, Enright a donné une formule pour la restriction du caractére au sous-ensemble des
éléments elliptiques réguliers d’une représentation UIPHP arbitraire d’un groupe classique. La formule
d’Enright est explicite, mais contient de nombreuses simplifications cachées. En outre, sa preuve est ba-
sée sur I’algebre homologique plutdt que sur une méthode analytique directe comme dans la construction
de Harish-Chandra.

Dans cette these, nous calculons la restriction du caractere d’une représentation UIPHP au sous-ensemble
des éléments elliptiques réguliers de U(p,q,C). Le résultat est plus explicite que celui d’Enright et nous
vérifions dans quelques cas que les deux formules sont équivalentes. Vérifier I’équivalence en général

n’est pas facile et nous ne le faisons pas.



Nous utilisons deux méthodes indépendantes. La premicre consiste a calculer une intégrale impliquant le
caractere de la représentation de Weil via le théoréeme des résidus. C’est simple, mais le résultat manque
d’une structure agréable. La deuxieme méthode est de réaliser la représentation dans la correspondance
de Howe, c’est-a-dire comme sous-représentation de la représentation de Weil restreinte a une paire
duale avec un membre compact. Ensuite, nous combinons la description explicite de la représentation
de Weil, adoptée dans ce contexte dans un article de McKee-Pasquale-Przebinda, avec une formule de
Rossmann-Duflo-Vergne (également basée sur 1’étude de la représentation de Weil) pour la transformée
de Fourier d’une intégrale orbitale elliptique. La formule résultante est compatible avec la correspon-

dance des orbites et ressemble a la formule de Harish-Chandra.



Summary

The topic of this thesis is the character of an irreducible unitary highest weight ITUHW) representation
of the group U(p,q,C).

As shown by Harish-Chandra, an irreducible unitary representation of a real reductive group has a cha-
racter, which is a locally integrable function on the group. Integrating that function against a test function
gives the trace of the operator obtained by applying the representation to the test function. Also, there
is a bijective correspondence between the equivalence classes of irreducible unitary representations and
their characters.

If the group is compact then the representation is finite dimensional and the the character is equal to the
trace of the representation. Weyl classified all irreducible unitary representations of compact connected
Lie groups and described their characters. By taking derivatives, one obtains a representation of the
complexified Lie algebra. A Borel subalgebra has a one-dimensional eigenspace. The corresponding
eigencharacter is the highest weight of the representation. So, there is a bijection between equivalence
classes of irreducible unitary representations and some highest weights.

The equivalence classes of irreducible unitary representations of a real reductive group are far from being
understood. However Harish-Chandra introduced the notion of an irreducible admissible highest weight
representation, which is not necessarily unitary. Each of them is determined by an eigencharacter of a
Borel subalgebra, also called the highest weight. By the works of Jacobsen, Enright-Howe-Wallach it is
clear now which highest weights in Harish-Chandra’s construction correspond to unitary representations.
If an [IUHW representation of a real reductive group occurs as a subrepresentation of the space of the
square integrable functions on the group, then a formula of Harish-Chandra describes the restriction of
the character to the subset of the regular elliptic elements, i.e. the union of conjugacy classes passing
through the regular points of a maximal compact Cartan subgroup.

Later Enright gave a formula for the restriction of the character to the subset of the regular elliptic
elements of an arbitrary IUHW representation of a classical group. Enright’s formula is explicit, but
contains many hidden cancellations. Also, the proof is based on homological algebra rather than a direct
analytic method as in Harish-Chandra’s construction.

In this thesis we compute the restriction of the character of an [UHW representation to the subset of the
regular elliptic elements of U(p,q,C). The result is more explicit than Enright’s and we check in a few
cases that the two formulas are equivalent. Checking the equivalence in general is not easy and we do
not do it.

We use two independent methods. The first one is to compute an integral involving the character of

Weil representation via the Residue Theorem. It is straightforward, but the result lacks any pleasing



structure. The second method is to realize the representation in Howe’s correspondence, i.e. as a su-
brepresentation of the Weil representation restricted to a dual pair with one member compact. Then we
combine the known explicit description of the Weil representation, adopted to this context in a work of
McKee-Pasquale-Przebinda, with a formula of Rossmann-Duflo-Vergne (also based on a study of the
Weil representation) for the Fourier transform of an elliptic orbital integral. The resulting formula is

compatible with the orbit correspondence and has close resemblance to Harish-Chandra’s formula.
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Chapitre 1
Introduction

Considérons (W, (., .)) un R-espace vectoriel sympléctique de dimension finie et notons Sp(W) le groupe
de Lie sympléctique associé. Soit sp(W) I’algebre de Lie de Sp(W) et fixons J une structure complexe
positive compatible sur W, i.e. J € sp(W) vérifie J*> = —Id et la forme bilinéaire (J., .) est définie positive.
Pour tout g € Sp(W), fixons J, = J ~!(g = 1). Comme rappelé dans la section det(Jg)};W est bien
défini, et posons

SPW) = (g = (3.€) € SP(W) x C: € = det(—iJ,); )}

L’ensemble SW) est un groupe muni de la multiplication suivante

(8,6)-(h,n) = (gh,&nC(g, h))

ou C : Sp(W) x Sp(W) — C est le cocycle défini dans [2]. Le groupe SW) est appelé groupe métapléc-
tique : ¢’est un revétement double du groupe sympléctique. La représentation centrale de cette these est la
représentation de Weil (ou métapléctique, ou oscillatoire), construite par Shale, Segal et Weil. Dans cette
these, nous utilisons la construction présentée dans [2], que 1’on rappelle rapidement ici. Soit y : R — C

le caractere de R donné par y(r) = €**". Pour tout g € Sp(W), on définit Xeg) - (§—1DW — C par

1
Xc(g)(u) = X(é_l (c(g)u, M))

et soit p,—1yw la mesure de Lebesgue sur (g — 1)W normalisée de maniére a ce que le volume du cube

unité associé a (J.,.) soit égal a 1. Considérons la distribution 7'(g) € S*(W) définie par

T(8) = O@)Xc(glig-1yw

ol O(2) = &, pour g = (g,&)). Soit W = X @ Y une pdlarisation complete de W et notons % : S*(W) —
S*(X x X) et Op : S*(X x X) = Hom(S(X),S*(X)) les isomorphismes qui étendent les applications
suivantes

1
A (V)(x,x') = fy v(x — X"+ y) (5 v, x + X'>) duy(y)  (veS(W))

11



Op(K)(v)(x) = fK(x, xXyw(xdx' (KeS(XxX),xeX)

X
Comme montré dans [2] et rappelé dans la section , I’application w = Opo# o T : S/[—)(\W) -

Hom(S(X), S(X)) est une application continue et injective et s’étend en une application
w : Sp(W) — U(L*(X))

ol U(L?*(X)) est le groupe des opérateurs unitaires sur L>(X). Le couple (w, L*(X)) est la représentation
de Weil de Sp(W).

Pour toute paire duale réductive irréductible (G, G’) (section 2.5.2)), le théoréme de dualité de Howe
assure une correspondance bi-univoque entre certaines représentations de G et G’ (voir [20] ou théo-
reme [2.5.2 dans cette these). Cette dualité a été étudiée par de nombreux auteurs au cours des quarante
dernieres années, et certains résultats seront rappelés dans la section [2.5.3]

Le cadre de cette these est le suivant : on considere une paire duale réductive irréductible (G, G") avec
G compact. Le but est ici de donner une formule pour le caractére des représentations I1' de G’ qui
apparaissent dans la dualité. Avant de décrire les deux méthodes utilisées dans cette these, rappelons
rapidement la notion de caractere d’une représentation admissible d’un groupe de Lie réductif (section
2.1).

Pour une représentation (I1, 7#’) admissible arbitraire d’un groupe de Lie réductif G, il apparait clair que
I’application G — C, g — tr(Il(g)) n’est pas bien définie. Dans ce cas la définition de caractere a été
introduite par Harish-Chandra dans [11]. Ce dernier, noté Oy, est défini comme une distribution sur G.

Plus précisement, pour toute fonction ¥ € €:°(G), on définit

On(¥) =tr f Y(I(g)duc(g)
G

ou g est une mesure de Haar sur G. Dans [13]], Harish-Chandra a montré que cette distribution est
donnée par une fonction sur un sous-espace partout dense de G, a savoir I’ensemble des points réguliers,
noté G™¢.

La classification de Langlands-Knapp-Zuckermann donne une formule pour toute représentation admis-
sible irréductible de G, mais cette formule n’est pas transparente car elle contient beaucoup de termes
a simplifier. Il existe certains cas dans lesquels la fonction @ : G™ — C est assez explicite. Dans le
cas ou G est compact, toute représentation irréductible de G est de dimension finie et de plus haut poids
A € t*, ol t est une sous-algebre de Cartan de I’algebre de Lie g de G. Dans ce cas, le caractere @p; est

donné par la formule suivante (démontrée par Hermann Weyl) :

sgn(w) e A+p)(x)

at) o)

T —e 2)

On(exp(0) = )

we/ (F) [T (e
acd(g,t)
(@,A+p)>0

ou "¢ est I’ensemble des éléments réguliers de t, ®(g,t) un systeme de racines positives de g et # le

groupe de Weyl associé (pour plus de détails, on se réferera a la section [2.4)).

12



Une formule similaire a été prouvée dans le cas d’une représentation de la série discrete d’un groupe de
Lie réductif G par Harish-Chandra. Rappelons que de telles représentations existent si et seulement si
rk(K) = rk(G). Soit K un sous-groupe maximal compact de G et soit f 1’algebre de Lie de K. Supposons,
de plus, que (I1, 7)) est une représentation de la série discrete de G de plus haut poids 4 € t* ou t est

une sous-algebre de Cartan de g qui vérifie t C f C g. Le caractere @y est alors donné par la formule

suivante :
» sgn(w)ew(“p)(x)
On(exp(x)) = (-1 4mK H° T (xet™®) (1.1
werm 11 (67 —e7)
acd(g,t)

(@,A+p)>0
ou # (%) est le groupe de Weyl associé a (i, t).
Dans son article [9], Enright donne la formule du caractere d’une représentation irréductible unitaire I1

de plus haut poids A — p. Plus précisement en gardant les notations de la section [2.4.2] on obtient

[T @ - eontexp) = > (~D"051 m(exp(x) (12)
aed*(Lh) wer/!
ol x € t et Oy, est le caractere de la représentation de K de plus haut poids wA — p(%).
Regardons plus en détails les résultats de cette these. Bien que certains théorémes des chapitres [3] et 4]
soient valables pour tout (G, G") avec G compact et connexe, on se restreint au cas ou (G = U(n,C),G" =
U(p, q,C)), avec p < q.
Le contenu du chapitre 3| est le suivant. Soient G, G’ les images réciproques de G et G’ respectivement
dans le groupe métapléctique S’I-)TW). Fixons IT une représentation de G qui apparait dans la correspon-
dance et soit [1" I'unique représentation de G’ associée.
On considere le semi-groupe oscillatoire, introduit par Howe dans [18]]. Rapidement, notons W¢ la com-
plexification de W et notons de nouveau (., .) la forme complexifiée. Notons Sp(W¢) le groupe sympléc-
tique complexe associé a I’espace sympléctique (Wg, (., .)) et soit Sp(W)** le sous-ensemble de Sp(W¢)
défini par
SP(We)*™* = {g € Sp(We): i (w, ) > i {g(w), g(w))}.

On définit C : Sp(We)™* X Sp(We)** — C comme

1
C(g1,82) = det™2 (Z(C(gl) + C(gz)))

Le sous-ensemble
—~—  ++ . -
Sp(We) ™ = {(8,€) € Sp(We)™ x C; &% = det(i(g — 1)) ')
est un semi-groupe avec la loi suivante

(&, E(h,n) = (gh,énC(g, h))

et ce dernier est appelé semi-groupe oscillatoire (voir [18] et section [3.2).

[ avantage, pour nous, de considérer ce groupe est donné dans le théoreme suivant :

13



Théoreme 1.0.1. La fonction © : SW@H — C est holomorphe. De plus, pour toute fonction ¥ €
©=>(Sp(W)), ona:

[ e@v@az= im [ eepv@as
p(W) ﬁes%)++ Sp(W)

on © : S/I—)(\V-l7)+Jr — C défini par O(g = (g,&)) = & est l'extension a S/f)(\VV)JrJr du caractere de la
représentation métapléctique (w, 7 = L*(X)).

Ce résultat est démontré dans la section [3.2] théoreme On donne une formule explicite du ca-
ractere © sur un sous-groupe maximal compact de Sp(W), ce qui nous permet au final de donner une
formule explicite du caractere O sur T’, 00 T’ estun sous-groupe de Cartan diagonal de G'.

Plus précisement, on a :

p n—2+w= 1 (b)— z 1(b)+0' L(p)

(—1)4 (Pra 2
O (7') = Q! [H t;] lim Z sgn(w) sgn(o) ]—[ f o dty
"\a=1 <l w,0eS, H(t rt’) H (tb _ r_)

a=p+1 la

On calcule alors ces intégrales explicitement dans le cas (U(1,C), U(p, g, C)) (annexe et (U2,C),
U(p, ¢,C)) (annexe [C). Ces intégrales peuvent étre calculées en général mais il est difficile de mettre
le résultat dans une formule agréable. On procede donc avec une méthode différente dans le chapitre
M] ou le caractére @y est calculé en utilisant la distribution d’entrelacement définie dans [33]]. Fixons a
nouveau une représentation IT de G qui apparait dans la correspondance et soit IT' I’'unique représentation
de G’ associée.

Comme rappelé dans la section pour toute fonction ¥ € %""(U(%C)), ona:
dn®n (¥) = t(Pngmr © w(¥))

oll Zg : L*(X) — L*(X) est la projection sur la composante I1® IT'-isotypique et dy est la dimension de

la représentation I1. Comme démontré dans [2]], chapitre 4, pour toute fonction @ € %“(SI)TW)), ona:
| o@e@udugm@ =t | 0@ @
Sp(W) Sp(W)
En utilisant la forme explicite de Ppgrr, a savoir
Pran = [ B @duc @)

on obtient que le caractere O est donné, en tant que distribution sur G, par la formule suivante :

fé On(2)0(E8 )dus(?)
Il existe une unique distribution frgry telle que

Pnerr = Op o (frsmr)

14



La distribution frer est appelée distribution d’entrelacement dans [33]]. Explicitement,

friom = fG O DT (@) (®) (13)

On pourra pour cela consulter la section 4.1} La formule (1.3) a été calculée explicitement dans [32] (voir
aussi section [4.3). A I’aide d’une formule de Rossmann et de Duflo-Vergne, on obtient a une constante

pres une formule explicite pour le caractere @ comme suit :

sgn(y) pr,,(ch) ™ ¥

O (h) = (1.4)

HEW (o)) (G B)m <X K" 1) ﬁl;lo (o h)g - (o h)_g)
Plomy#0
Ce théoreme se trouve dans la section[4.3] théoreme§.3.12] La constante multiplicative qui apparait peut
étre calculée explicitement. On vérifie cette formule dans trois cas : le cas (G = U(1,C), G’ = U(p, g, C)),
(G = Un,C),G" = U(g,C)) et (G = Un,C),G" = U(p,q,C)), avec n = p + g (on pourra pour cela
consulter la section [4.4).
Remarquons au passage que dans cette partie, nous avons considéré n < p + g. Ce cas est le plus intéres-
sant. En effet, Kashiwara et Vergne ([23]]) ont montré que si n > p + g, alors, toutes les représentations
IT" de U(]f;,\q-,/C) qui apparaissent dans la dualité sont dans la série discrete de U(E,\q-,/C). Dans le cas
n = p + g, nous avons vérifié que notre formule coincide avec celle de Harish-Chandra dans (I.T)).
Remarquons au passage que lors de tous ces calculs, on utilise le plus haut poids des représentations I1
de U(n,C) (pour les poids de la correspondance, on peut consulter [34]]) mais jamais les poids associés
des représentations de U(};,\q-,/C), qui sont eux aussi connus. Dans ces trois cas, notre formule coincide
aussi avec celle déterminée par Enright. On ne vérifie pas la correspondance de notre formule (1.4)) et
celle de Enright (voir (I.2))). En fait, si on divise le membre de droite de (I.2) par la partie non-compacte
du dénominateur de Weyl qui apparait dans le membre de gauche, de nombreuses simplifications ap-
paraissent. Une des motivations de cette these est que la méme méthode donne le front d’onde de la
représentation I1” (voir [33]) et le caractere II” en tant que fonction sur le groupe, comme fait ici.
Dans le chapitre [5| on donne quatre nouvelles perspectives de recherche :

— Dans un premier temps, remarquons que dans les parties précédentes, on a toujours déterminer
la formule du caractere O pour tout élément du Cartan compact de U(/pg,\q-,/C). On ouvre alors
sur la possibilité d’étude du caractere sur les différents sous-groupes de Cartan de U(p, g, C).

— Dans un second point, on donne quelques idées pour généraliser ce qui a été fait pour la paire
(U(@m, C), U(p, g,C)) au cas des autres paires duales réductives compactes. Pour cela, on donne
dans le cas (O(n, R), Sp(2m, R)) la restriction du caractere sur un sous-groupe maximal compact
du groupe sympléctique, et plus explicitement sur un tore maximal, ce qui permet d’appliquer les
méthodes données dans le chapitre 3] De méme, on montre rapidement que les idées du chapitre

H]s’appliquent aussi aux deux autres paires duales compactes.

15



16



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Groupes de Lie réductifs et leurs représentations

Tout au long de ce manuscrit, nous allons nous restreindre aux groupes de Lie dits réductifs. Nous allons
pour cela utiliser la définition de [25] (page 140). Considérons GL(n,R) = {A € M(n, R); det(A) # 0},
ou M(n, R) correspond a I’ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients réels. L’involution de
Cartan de GL(n, R) est I’automorphisme involutif 6 : GL(n, R) — GL(n, R) défini par 6(g) = (g”!)", ot .!

dénote la transposition.
Définition 2.1.1. 1. Un groupe de Lie G est dit linéaire réductif si il est isomorphe a un sous-groupe
fermé de GL(n, R) et satisfait les deux propriétés suivantes :
(@) 6(G) =G,
(b) G aun nombre fini de composantes connexes.
2. Un groupe de Lie G sera dit réductif si ce dernier est obtenu par un revétement fini d’un groupe de

Lie linéaire réductif.

Parmi les groupes de Lie réductifs, on trouve en particulier I’ensemble des groupes de Lie compacts et
les groupes de matrices classiques.
Par la suite, 77 désigne un espace de Hilbert complexe. On note par End(s#°) I’anneau des endomor-

phismes continus de .77 et par GL(7) le sous-groupe formé par les éléments inversibles de End(.77).

Définition 2.1.2. Soient G et 7 comme précédement et 7 : G — GL(.7) un homomorphisme de

groupes. On dit que (7, J7) est une représentation si
GCxXH - A, (gv)—>nr(gy (2.1)

est continue.
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La représentation est dite irréductible s’il n’existe pas de sous-espaces propres fermés de .77 qui soient
G-invariants. La représentation sera dite unitaire si pour tout g € G, n(g) est un opérateur unitaire. On
notera U(7¢°) I’espace des opérateurs unitaires sur .77 .

Si (7, 74) et (m,, .76) sont deux représentations de G, on note Homg (7, m,) I’espace des opérateurs
linéaires bornés A : 77 — 54 tels que Aomr (g) = m(g)oA pour tout g € G. Les représentations sont dites
équivalentes s’il existe A € Homg (7, m;) qui est inversible. Pour des représentations unitaires, on sait
que deux représentations équivalentes sont aussi unitairement équivalentes, c’est-a-dire Homg (7, ;)
contient une bijection isométrique. On note G I’ensemble des classes d’équivalence des représentations
unitaires irréductibles de G.

Considérons (g, [.,.]) une algebre de Lie sur K = R ou C, c’est-a-dire un K-espace vectoriel muni d’une

application [.,.] : g X ¢ — g qui est bilinéaire, anti-symétrique et qui vérifie ’identité de Jacobi
(X, [LZI+ [LIZ XTI+ [Z[X.Y]]=0 (X,Y,Zey) (2.2)

Une représentation de g est la donnée d’un couple (¢, V) ou V est un espace vectoriel et ¢ : ¢ — End(V)

est un morphisme d’algebres de Lie, c’est-a-dire une application linéaire qui satisfait
(X, Y]) = [¢(X), (Y)] = ¢(X)$(Y) — p(Y)p(X), (X,Y €9) (2.3)
Pour toute algebre de Lie g, on définit I’application ad : ¢ — End(g) par :
ad(X)(Y) = [X, Y], (X,Y €9) (2.4)

C’est une représentation de g dans g, appelée représentation adjointe de g. Par la suite, sauf mention
contraire, les représentations d’une algebres de Lie (sur R ou C) seront sur des espaces vectoriels com-
plexes.

Par la suite, nous considérerons une représentation (rr, 7’) d’un groupe de Lie réductif G sur un espace
de Hilbert 77. Un vecteur v € ¢ est dit € si I’application G 3 g — n(g)v € J est €. Notons S
I’ensemble des vecteurs ¢’ de ¢ : c’est un sous-espace dense de .77 ([43]], chapitre I, section 6.2). Soit
g I’algebre de Lie de G et soit exp : ¢ — G ’application exponentielle de G. Alors, pour tout X € g et
ve >,

d
dn(X)v = —
T(( )v dt =0

existe et dn(X)v € F. De plus, (r, 7*) est une représentation de g ([43]], chapitre I, section 6.3).

n(exp(tX))v (2.5

Soit K un sous-groupe maximal compact de G. La représentation (1, .7) de G est dite admissible si pour
tout (1, V) € K, I’espace Homg (4, ), ) est de dimension finie. Toute représentation irréductible unitaire
est admissible (on pourra par exemple consulter [43], chapitre I, théoreme 3.4.10).

Rappelons la définition de représentations de la série discrete. Fixons une mesure de Haar sur G notée
Ug- On définit

L (Gutig) = | G = € pig -mesurables s [ 1700 dice) < o). 2.6)
G
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ou comme d’habitude, on identifie deux fonctions qui sont égales s presque partout. Rappelons que

L*(G, ug) posséde une structure d’espace de Hilbert pour le produit scalaire défini par

(= [ SehEiduo(o).
G
La représentation réguliere gauche de G est la représentation unitaire A : G — U(L*(G, ug)) définie par

(@ N)x) = f(g'x)  (f € LAG, 1), g x € G).

Définition 2.1.3. Une représentation (rr, 77”) de G est dans la série discréete de G s’il existe un sous-
espace fermé 77’ de L*(G, ug) qui est invariant et irréductible sous I’action de A(G) tel que (7, ) et

(Ag, ") sont équivalentes.

2.2 Structure des algebres de Lie complexes et représentations de

plus haut poids

La forme de Killing d’une algebre de Lie sur C est la forme bilinéaire symétrique B : g X g — C définie
par
B(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)). (2.7)

Une algebre de Lie g est dite semi-simple si sa forme de Killing est non-dégénérée.

Considérons ici une algebre de Lie semi-simple complexe et soit f) une sous-algebre de Cartan de g.
Dans ce cas, b est une sous-algebre de Lie abélienne (c’est-a-dire [b, h] = {0}) qui est maximale. Les
éléments ad(h),h € b étant diagonalisables et commutant deux-a-deux, on peut donc les diagonaliser

simultanément. Notons b* le dual de b). Pour a € h*, on note :
3o = {x € g; [h, x] = a(h)x (Yh € h)}.

Notons ®(g,h) = {@ € b*; g, # {0}}. On indiquera par ®*(g,h) un systeéme de racines positives de g et
¥ un systeme de racines simples de g associés a ®*(g, h). On obtient donc la décomposition triangulaire

g=@ga®b@@ga

aed~ aedt

suivante :

ou @ (g,h) = —®*(g,b). Pour les définitions des sous-algebres de Cartan et les systemes de racines, on
peut consulter [24], chapitre II, section 2 et 4, ou [22], chapitre II, section 8 et chapitre III, sections 9 et
10.

Exemple 2.2.1. Pour tout n > 2, considérons g = sl(n,C) = {A € M(n,R); tr(A) = 0}. Pour tout
1 sii=a

a,b € [|1,n]], notons E,;, € M(n,C) la matrice définie par (E,); ; = 04,0p,; OU 04; = { .Ona
0 sinon
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alors :

n—1
sl(n,C) = @ C(Eii — Eit1,41) @ @ CE, ;.
i=1

I<i#j<n

n—1

Ici, § = @ C(E;; — Eit1,+1) est une sous-algebre de Cartan de g. Notons h; = E;; — Ejy1441, 1 <i<n—1
i=1

et soit ey, k € [|1,n|], I’élément de h* défini par :

A 0

e = A.

Pourtoutie[|l,n—-1|],1 <l#k<n,ona:
(i, Exy] = (ex — e)(h)Ey,.

Ainsi,on a :
D(g,h) ={e;—e;; 1 <i# j<n}

Un systeme de racine positive est donné par :
O*(g,h) =fei—ej; 1 <i<j<n}

et une base est donnée par :
Z(g,h) =fei—ens I <i<n-1}

Soit (V, ) une représentation de g. Pour tout @ € h*, on définit les espaces V, comme suit :
Vo ={veV;nh)(v) =ah)v,(Vh € bh)}.

D’apres [22], un vecteur maximal (de poids 1) pour (V, ) est un vecteur non nul v € V, tel que n(n*)(v) =

"= P o

aed*(g,h)

0, ou

Notons 7 (g) 1’algebre enveloppante de g (pour la construction de cette derniere, on pourra consulter
[24], chapitre III, page 214). En particulier, toute représentation de g s’étend en une représentation de
 (g) ([241], chapitre 111, proposition 3.3, page 215).

Définition 2.2.2. On dit que (7, V) est une représentation de plus haut poids s’il existe 1 € h* et v € V,
un vecteur maximal non nul tel que V = (% (g))v. On dit dans ce cas que 7 est de plus haut poids 4, et

on note souvent 7, a la place de x.

Notation 2.2.3. Notons & () = {a@ € b*; V,, # {0}} : c’est ’ensemble des poids de la représentation.
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Remarque 2.2.4. Dans le cas d’une représentation (s, V) de plus haut poids 4 € bh*, on obtient que la

V= @ v,

a€ P (r)
et dim(V,) = 1. Pour la preuve de ces résultats, on pourra consulter [22], chapitre VI, section 20.2, page

108.

décomposition suivante pour V :

La forme de Killing B étant non-dégénérée sur b, on identifie I’algebre b et son dual h*. Pour tout ¢ € h*,
notons 74 I'unique élément de ) tel que ¢(h) = B(t,, h) pour tout & € b. Pour tout @ € ®(g,h), notons
h, = B(Z‘;a). En particulier, d’apres [22], section 8.3, page 37, on a h, = —h_,. Notons (.,.) la forme
bilinéaire symétrique et non-dégénérée définie sur h* par :

(@,B) = B(ha, hg) (@, €D).

Pour tout « € ®(g, b), on définit la réfléction s, : b* — h* comme suit :

(B, @)
(0

(@)

Sa(ﬁ) :ﬁ_z

On définit alors le groupe de Weyl # comme le sous-groupe de GL(H*) engendré par les réflexions
Sar @ € O(g, D).

Exemple 2.2.5. Dans le cas de sl(n, C), le groupe de Weyl # est isomorphe a .%,. Ici I’action de # sur
b est donnée par :

w.(e; —€;) = ey — e (1<i#j<nwe.S).

Définition 2.2.6. Une forme linéaire 1 € b* est dite algébriquement intégrale si A(h,) € Z pour tout

a € ©(g,h). De plus, si A(h,) € N pour tout @ € ®*(g), la forme linéaire sera dite dominante.

Pour toute forme A € b, il existe une représentation irréductible de plus haut poids A que 1’on peut
réaliser explicitement. En outre, 4 € h* est algébriquement intégrale et dominante si et seulement si
I’unique représentation irréductible de plus haut poids A est de dimension finie. Pour les preuves de ces
résultats, on pourra consulter [22], chapitre VI, section 20.3, pages 109 - 110, et section 21.1, page 112.
On considere la notion d’algebre de Lie réductive donnée dans [24]]. En particulier, on a g = [g, §]®Z;, ou
[g, g] est semi-simple et 2, = {X € g; [X, Y] =0, (VY € g)} désigne le centre de g. Pour la démonstration
de ce résultat, on pourra consulter [24], corollaire 1.56, page 56.

Soient g une algebre de Lie réductive complexe et )’ une sous-algebre de Cartan de [g, g]. D’apres

I’équation (2.2)), on obtient la décomposition suivante :

gal=ve P Ilsa
a€®([g,61.h")

Notons ) = Z; @ Iy’. L’algebre f) est maximale abélienne dans g. En prolongeant les formes linéaires

a € O([g, g], b’) par zéro sur Z;, on obtient des formes linéaires sur b et la décomposition suivante :

g=h& EB Sa

aed(g.h)
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avec g, = {v € g; [h,v] = a(h)v (Vh € b)} défini comme dans le cas semi-simple. L ensemble ®(g, h) est
de nouveau appelé ensemble des racines de g. On étend alors naturellement la notion de représentation

de plus haut poids au cas réductif.

Exemple 2.2.7. L’algebre de Lie de U(n, C), notée u(n, C), est donnée par :
{iEi; 1 <k<nfUi(Ex+Ep); 1 <k<I<nfU{E,—E;; 1<k<l<n}.
Notons u(n, C)c 1’algebre de Lie complexifiée. Une base de u(n, C)c est donnée par :
{Exp; 1 <k<nyU{E —E; 1 <k<I<nfU{E +E;;1<k<l<n)}.

Ainsi,on a :
u(l’l, C)C = gl(na C) = Cln 2] [u(l’l, C)C’ 11(]’1, C)C] = Cln ® 51(”9 C)

Une sous-algebre de Cartan de u(n, C)c est donnée par ) = @1 <icn_y C(Eii — Eir1441). En particulier,
b= @?:1 CE;;. Ainsi, les racines sont celles décrites dans I’exemple

2.3 Le cas des groupes de Lie compacts

La théorie des groupes de Lie compacts est a ce jour bien connue. Les représentations de ces derniers
ont tout d’abord été étudiés par Hermann Weyl.

Considérons (r, 77°) une représentation continue de G dans un espace de Hilbert .7#°. Notons g la mesure
de Haar normalisée sur G. D’apres [43]], page 28, toute représentation de G est unitarisable, ¢’ est-a-dire
qu’il existe un produit scalaire (.,.) sur # pour lequel tous les opérateurs m(g) soient unitaires. De
plus, toute représentation irréductible (m, 77) de G est de dimension finie ([43], chapitre I, page 26).
Un autre théoreme important dans le cas des groupes compacts est le théoreme de Peter-Weyl : celui-ci
affirme que toute représentation irréductible d’un groupe compact G apparait dans la décomposition de

la représentation réguliere gauche un nombre de fois égal a sa dimension. Plus précisement, on a :

XG.po) = P dVs
(V)G

avec d, = dim¢(V,,). Pour une preuve de ce résultat, on pourra consulter [24], chapitre IV, théoreme
4.20, page 245.

Considérons a présent G un groupe de Lie compact et connexe, et soit 7 un tore (maximal) dans G,
c’est-a-dire un sous-groupe compact, connexe et abélien (maximal dans le sens ou il n’existe pas de
sous-groupe compact, connexe et abélien contenant strictement 7). Notons gy et t, les algebres de Lie G
et T respectivement et soient g et t leurs complexifications. D’apres [24], corollaire 4.25, page 249, g, est
réductive. De plus, d’apres [24]], proposition 4.30, page 252, t est une sous-algebre de Cartan maximale

de g.
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Supposons que (7, ) est une représentation irréductible de G. La différentielle de 7, notée drr (définie
dans I’équation (2.3))), est donc une représentation de go qui s’étend par complexification a une représen-
tation de g. Cette représentation étant irréductible, on obtient une représentation de plus haut poids.
Une forme linéaire A € b* est dite analytiquement intégrale si pour tout H € t, tel que exp(H) = 1, on a
A(H) € 2inZ.

Toute forme linéaire A € h* analytiquement intégrale est algébriquement intégrale. Au vu de la définition

[2.2.6] on définit alors naturellement la notion de forme analytiquement intégrale dominante.

Remarque 2.3.1. Pour tout g € G, soit C, € Aut(G) donné par C,(h) = ghg™"'. On définit alors I’applica-
tion
Ad: G — GL(g0), Ad(g) = (dCy)e (2.8)

On obtient une représentation de G dans gy, appelée représentation adjointe. Cette derniere s’étend en une
représentation de G dans g. La différentielle de cette application, notée ad, définie de g, a valeurs dans
End(g), est donnée par ad(X)(Y) = [X, Y], X € g¢, Y € g. Cette derniere s’étend, par complexification, en
une représentation de g (définie dans I’équation (2.4))).

D’apres [24]], chapitre IV, page 254, pour tout a € d(g, 1), il existe des caracteres &, : T — S' tels que
Ad()(X) = &,(DX, X € g, teT. 2.9)

Ici, S' = {z € C; |z| = 1}. Par différentiation de (2.9), on obtient que la différentielle du caracteres &, est
|, - En particulier, on a @, € iR.

Comme démontré dans [24]], proposition 4.58, page 264, la définition [2.3] est équivalente a la suivante :
A € t* est analytiquement intégrale si et seulement si il existe un caractere multiplicatif £, : T — C
tel que &y(exp(H)) = '™, L’ensemble des classes d’équivalences de représentations unitaires de G est

décrit par le théoreme suivant (voir par exemple [24], théoreme 5.5, page 279).

Théoreme 2.3.2 (Théoréeme du plus haut poids). Soit G un groupe de Lie compact connexe, T un tore
maximal dans G, g et t les algebres de Lie complexifiées de G et T respectivement. Il y a une corres-
pondance bijective entre les classes d’équivalences de représentations irréductibles (nr, 7€) de G et les
formes linéaires analytiqguement intégrales dominantes A, la correspondance étant que A est le plus haut

poids de .

2.4 Théorie des caracteres

Nous allons ici rappeler la notion de caractere d’une représentation d’un groupe de Lie G. Soit (V, )
une représentation de G de dimension finie. Le caractere de m, noté ®,, est une fonction de G a valeurs
complexes définie par :

0,(g) = tr(n(g)), (g € G).
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Une des propriétés des caracteres est que ce sont des fonctions centrales, ¢’est-a-dire @,(gag™") = O,(a)
pour tout a, g € G.

Il est clair que la notion de caractere définie comme précédement ne s’étend pas au cas des représenta-
tions de dimension infinie. Pour rappeler la définition de caractere donnée par Harish-Chandra (on pourra
par exemple consulter [[11]), on a besoin d’introduire la notion de représentation quasi-simple. Soient G
un groupe de Lie semisimple connexe, Z le centre de G, et 2 le centre de 1’algebre enveloppante de
I’algebre de Lie g de G.

Définition 2.4.1. Une représentation (r, 7Z’) de G est dite quasi-simple s’il existe des homomorphismes
n et y de Z et Z respectivement, a valeurs complexes, telle que 7(£)(v) = n(€)v et n(z)(x) = x(z)x pour
toutéeZ,ze X ve Hetxe .

En particulier, toute représentation irréductible admissible est quasi-simple ([41], proposition 0.3.19,
page 21).

Considérons €.°(G) I’ensemble des fonctions de G a valeurs dans C, infiniement différentiables et dont
le support est contenu dans un sous-ensemble compact de G. Fixons (7, ) une représentation de G. On

définit I’opérateur m(¢) comme suit :

() := fG P(&)n()duc(8), ¢ €¢6.°(G)

Dans [11], chapitre 5, il est prouvé que pour tout ¢ € €.°(G), n(¢) est un opérateur a trace. Dans [11]],

chapitre 5, Harish-Chandra a prouvé que
C>(G)> ¢ - tra(p) eC (2.10)

est une distribution (au sens de Laurent Schwartz).
Pour ¢ € €°(G) et a € G, définissons ¢* € €°(G) par ¢*(x) = ¢(axa™"), x € G. Comme démontré dans
[11], chapitre 5, page 11,

n(¢") = n(a "n(p)n(a)

En particulier, on obtient que tr 7(¢?) = tr 7(¢).
Soit G’ ’ensemble des points réguliers de G (voir [13]). L’ensemble G’ est un sous-ensemble ouvert et

partout dense de G.

Théoreme 2.4.2. Soit (nr, 7) une représentation irréductible quasi-simple de G et soit son caractére. Il

existe alors une fonction ©, sur G’ telle que pour tout ¢ € €.°(G), on a

fG #()O()duc(g) = tr fG d(n(g)duc(g).

On pourra consulter [13]], théoreme 2, page 477.
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2.4.1 Caractere d’une série discrete

Avant de rappeler la formule d’Harish-Chandra pour les représentations de la série discrete, rappelons
rapidement la formule de Weyl pour le caractere d’une représentation irréductible d’un groupe de Lie
compact connexe.

Fixons G un groupe de Lie compact et connexe et soit 7 un tore maximal de G. Fixons ®* = ®*(g,1)
un systeme de racines positives et soit (m, V;) une représentation irréductible de G de plus haut poids
A € t*. D’apres [24], chapitre V, théoreme 5.113, page 338, le caractere de  est donné sur le tore 7" par

la formule suivante :
Z Sgn(w)é‘:w(/Hp)—p(t)

weW
0,() = = (2.11)
[T A =&4(0)
aed*
oup = % > a, # estle groupe de Weyl associé a (g, @) et sgn(w) est la signature de w. L’ équation

acdt .
(2.11) se réecrit comme suit

2 sgn(w)e P (x)

On(exp(n) = L
[T (% - e %)

aed*

(2.12)

Passons a présent au cas connexe non compact. D’apres [14], page 90, théoreme 13, le groupe G possede
des séries discretes si et seulement si rk(G) = rk(K) ou K est un sous-groupe maximal compact de G (ou
bien G possede un sous-groupe de Cartan compact) et ou rk(G) est la dimension d’une sous-algebre de
Cartan de G.

Exemple 2.4.3. Considérons G = U(p, ¢,C) et soit K = U(p,C) X U(g, C) le sous-groupe maximal
compact de G (voir annexe[A)). On a :

t= ;tl,...,l'p+q€R

Ainsi, le groupe G possede une série discrete.

Considérons G un groupe de Lie semi-simple connexe qui possede des séries discretes. Soit 7 C K un
sous-groupe de Cartan pour K (et donc pour G). Soit 7 une série discrete de G. Soit t, T et g les algebres
de Lie complexifiées de 7', K et G respectivement. D’apres [12], théoreme 3, page 289 et [14]], théoreme

16, page 96, il existe A € t* tel que le caractere ®, de x soit donné par :

L sgn(w)e" 1™
On(exp(x)) = (~1)24mOK " mrR— (2.13)
werm 1l (67 —e 7))
@ed(g,t)

(a,)>0
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2.4.2 Une formule de Enright

Dans cette partie, nous allons rappeler I’un des résultats de [9], a savoir une formule du caractere d’une
représentation irréductible unitaire de plus haut poids (dans cette partie, G est un groupe de Lie simple
et K est tel que (G, K) soit une paire hermitienne symétrique).

Pour se faire, nous allons adapter les résultats au cas G = U(p, ¢,C) et K = U(p, C) X U(g, C). Posons
n = p + g. De nouveau, notons gy et f, les algebres de Lie respectives de G et K. Soient t;, une sous-
algebre de Cartan de f,. En particulier, t, est une sous-algebre de Cartan de gy. Soit t, f, g les algebres de

Lie complexifiées de ty, fy, 9. Ici, on va considérer t définie comme suit :

—don
i=1

ou Hl' = Ei,i-

Dans notre cas, on a g = gl(n, C). D’apres I’exemple(2.2.7, on a :
D(g,1) ={x(e;—ej); 1 <i< j<n}
De méme, on a
O, t) ={x(ei—ej)); 1<i<j<plU{x(ei—ej); p+1<i<j<n} (2.14)

Soit @*(g,t) = {e; —e;; 1 <i < j < p}’ensemble des racines positives et ®*(f, 1) = O(f,t) N D (g, 1).
Les éléments de ®(%, t) sont appelées racines compactes de g.

Notons # = # (g, 1) le groupe de Weyl associé a g, c’est-a-dire le sous-groupe de GL(t*) engendré par
les réflexions s,, @ € ®(g,t). De méme, notons # (f) = # (%, 1) le groupe de Weyl compact, c’est-a-dire
le sous-groupe de Weyl # engendré par les s,,a € ®(%,t). D’apres [22], chapitre III, section 12.2, page

66,ona ¥ =~ .%,.,. L'action de .#,,, sur t* est donnée par :

pPtq pPtq
o[ Sma] = S
i=1 i=1

Les éléments de ®*(g,t) \ D" (£, 1) = {e; —¢;; 1 <i < p,p+ 1 < j < n}sont les racines positives non

compactes de g.

Soit p = % ( > a/) et soit p(f) = % ( > a). Dans notre cas, on a :
aed*(g,t) )

" n—2a+1

p=) gt o=, et ) (2.15)

a=1 a=1 a=1

Notons par #' I’ensemble suivant :
W= {we W ; wpest ®*(f t) — dominant}
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Plus précisement, on a :
W' ={weW;wp)>...>Wp), et (Wp)p1 > ... > (Wp)n}
D’apres [9], section 2, page 28, on a la décomposition suivante :
W =WEHN (2.16)

avec W () N #' = {Id}. Pour tout w € #, notons w la projection de w sur #" correspondant a la
décomposition (2.16) de 7.

Exemple 2.4.4. Fixons G = U(2,2,C) et K = U(2,C) x U(2,C).
Dans ce cas, # = ., et # (Y) = {Id, (12),(34), (12)(34)}. Dans ce cas, on obtient :

W' = {1d,(23), (132),(234), (13)(24), (1342)}
De plus, on a (123) € # et (123) = (12)(23), avec (12) € #/(¥) et (23) € #". Ainsi, (123) = (23).

A présent, pour une forme linéaire 1 € t*, on définit #), sous-groupe de # ', comme le sous-groupe
engendré par I'identité et les réflexions s, satisfaisant aux conditions suivantes :

1. @ € d(g,1) \ D*(f, 1) et (A, @) € N*,

2. Sig e d*(g,t)\ D*(t,t) et (1,8) = 0, alors {a,B) = 0.

Posons a présent @,(g, ) le sous-ensemble de (g, t) constitué des éléments S tels que sz € #,, et soit

D,(1) = Dy(g,t) N O(%, 1). De méme, on définit naturellement @} (F) = @, (g, 1) N O (%, 1).

Exemple 2.4.5. 1. Considérons A = piq Aqeq, avec A; € N* pour tout i € {1,...,n}et 4; > A;,i > j.
Pourtout 1 < a < petp+1 <al:?1 < p+g,ona{d,e,—e,) = A, — A, € N*. De plus, pour
tout B € ®(g,1), on a (1,8) # 0. Ainsi, #, = <s/3 . B e DF(g, 1)\ DF(E, t)>. Remarquons dans
ce cas que #, = W . En effet, pour tout a < b € [|1, p|], on a (ab) = (ac)(bc)(ac) pour tout
c € [[p+1, p+4l]. Ainsi, #, contient toutes les transpositions de .7, et ces dernieres engendrent
le groupe symétrique ... De la méme maniére, si 4 = piq Adie;avec 0 < A < ... < A4y, alors
Wy = (1d). -

2. Prenons G = U4,C) et K = U2,2,C), etsoit 4 = e; —ey + e3 —ey. Alors, on a (A, e —e3) =
(AQea—eq) = Oet (A,e; —ey) = 2.0r,0on a{d,e; —e3) = 0et(eg—e3,e;—ey) = 1. Ainsi,
Wy = {1d}.

Avant d’énoncer le théoréeme, notons #,(f) = #, N # (¥) et soit 7/; défini par :
W = 1w e #,; wp est ®(f) — dominant}
Alors, d’apres [9], chapitre 2, page 29, on a :
W= W® XA,
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Théoreme 2.4.6 (Enright, [9]). Soit © une représentation de G de plus haut poids A. Pour tout x € t*%,

ona:
a(x) a(x)

(e —e 2 )O.(exp(x)) = Z (=D (wA - p()) (2.17)
aed*(g.H)\0* (1) we/!
ot O:(wA — p(¥)) est le caractere de la représentation de K de plus haut poids wA — p(¥) et [,(w) dénote
la fonction longueur sur % définie par @ (¥).

p+q
Quelques commentaires concernant cette formule. Tout d’abord, pour tout w = } w;e; € CP™, notons
i=1

14 ptq
p1(w) le vecteur de CP*? défini par p;(w) = Y, w;e; et soit p, : CP*1 — C? définie par p,(w) = ), wie;.
i=1 i=p+1

Or, toute représentation irréductible de K est donnée par le produit tensoriel de représentations irréduc-
tibles de K; = U(p,C) et K, = U(g,C). Ainsi,on a :

O:(wA — p(H) = O (p1(WA = p(1))O, (p2(WA - p()))

ou Oy (p1(wA — p(1))) (resp. O (p2(wA — p(1))) est le caractere de la représentation de K; (resp. K;) de
plus haut poids p;(waA — p(¥)) (resp. wd — p()).
En utilisant la formule du caractere de Weyl (équation (2.11])), on obtient :

eS1(P1(wA=p®)+p(t1)

O, (1WA — pPON(PLX)(= X1, ... x,) = Y sgn(sy) —
s1EW (1)) (e 2 —e€ 2
aed*(t,t))
Ainsi, (2.17)) se réecrit comme suit :
oW _ow
[] % = e )Outexp)
acd*(g,b)
- Z (—1)a) Z Sgn(sl)en(pl(M—p(t>)+p(f1>>][ Z sgn(wz)e”"’ZW‘P“))W“Z”]
we} si€V (8) $26W (8)
= Z (= 1)l Z Z sgn(s;) sgn( Sz)emm(M—p(f))w(ﬂ>>+sz<pz(M—p(f»w(fz»]
weH/! s1€W/ (1) s26¥/ ()
— Z (_l)l,l(w) Z sgn(s)es(v_v/l)
wel/} s

2.5 Théoreme de dualité de Howe

2.5.1 Lareprésentation de Weil

Fixons (W, < .,. >) un R-espace vectoriel sympléctique de dimension finie. On supposera toujours par la

suite qu’une forme sympléctique < .,. > est non-dégénérée.
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Nous allons a présent rappeler la construction d’une représentation centrale dans cette these : la représen-
tation de Weil, aussi appelée représentation métapléctique, représentation oscillatoire ou représentation
de Segal - Shale - Weil. Le groupe métapléctique, noté SW), est un revétement a deux feuillets non
trivial du groupe sympléctique. Ce dernier peut €tre vu comme 1’unique extension centrale non triviale
de Sp(W) par Z/2Z (voir [2]], corollaire 4.21). Dans cette section, nous allons rappeler la construction de
la représentation de Weil donnée dans [2] (on pourra aussi consulter [33]]). Une construction plus "clas-
sique" mais moins explicite, utilisant le théoreme de Stone Von-Neumann, peut par exemple se trouver
dans les articles [44]], [17] ou [27].

Soit J une structure complexe positive compatible sur W. Plus précisement, J € sp(W), on a J?> =
—1Id et la forme bilinéaire symétrique f =< J.,. > est définie positive. Pour tout g € Sp(W), on note
J, = J'(g = 1). Notons J; I'adjoint de J, par rapport a la forme < J.,. >. Plus précisement, on a

* -1 .
Jg = Jg (1 — g). En effet, pour tout u,v € W,on a:

BJu,v) = < J(Ju),v>=<(g—- Du,v>=<u, g'-1yw>
= <u, JJ_l(g_1 —1yy>=—-<Ju, J_l(g_1 -1 >=<Ju, J(g_1 —1ywy>
Blu, Jg~ (1= g)v).

Ainsi, on a clairement que Im(J,)* = Ker(J;), et donc Im(J) = Ker(J;)* = Ker(Jy)*, avec L I’orthogo-
nal par rapport a la forme 5. On peut alors regarder la restriction de J, a J,W, ce qui définit une applica-
tion inversible. Cela nous permet donc de considérer le déterminant de la restriction J, : Jo,(W) — J,(W),

que I’on dénotera par la suite det(J. g);gl(W)- On définit alors le groupe de Weil, comme suit :
SP(W) = {& = (8.€) € Sp(W) x C; & = det(—iJ,); )}
La multiplication dans le groupe de Weil est donnée comme suit :

(&, 6).(h,m) = (gh,énC(g, h)).

ou C : Sp(W)xSp(W) — C est le cocycle défini dans [2]], proposition 4.13, page 1546. Plus précisement,

en utilisant de nouveau [2]], on obtient, d’apres le lemme 4.17, page 1550, pour tous g, g2 € Sp(W)

det(ng )]81 w det(ng)ngw

ICe1, )] = '
81,82 det(nggz)nggzw |

Notation 2.5.1. Pour tout R-espace vectoriel V de dimension finie, notons S(V) I’espace de Schwarz

associé€ a V, muni de la topologie usuelle, et soit S*(V) I’espaces des distributions tempérées sur V.

Considérons a présent une polarisation complete de notre espace W, a savoir W = X @ Y, avec X et Y
deux sous-espaces isotropes maximaux, et soit y le caractére non trivial de R défini par y(r) = e**.

Considérons la mesure de Lebesgue sur W, que I’on normalise de maniére a ce que la mesure du cube
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unité par rapport a la forme S soit 1. De méme, on normalisera la mesure de Lebesgue sur tout sous-
espace vectoriel W de fagon a ce que la mesure unité par rapport a 8 soit 1. Pour tout élément g € Sp(W),

on associe I’élément #(g) € S*(W) défini par :

t(g) = Xc(@Mg-1)w
Ol Yg) : (g — W — C est défini par y,)(u) = x (% < c(gu,u >). De méme, pour tout g € S/p(\V/V), on
définit 7(g) € S*(W) par

T(g) = 0(3)1(g)

avec O la fonction de SW) dans C définie par

0(8) = ¢, (& = (8.6 (2.18)

Rappelons rapidement la définition et quelques propriétés de la convolution twistée § ([2]], partie 4.5,

page 59). Pour deux fonctions @, € S(W), on définit ®fn comme suit :

1
On(w) = f O@n(w — u))c(i <u,w >)duw(u), (weWw).
w

On obtient directement que @ € S(W). On peut étendre cette convolution a certaines classes de distri-
butions. Pour toute fonction ® € S(W) et tout g € Sp(W), la convolution twistée #(g)j® donnée par

H)hD(w) = f

1
)(c(g)(u)q)(w - M)X(E <u,w >) d,u(g—l)w(u),
(g-Hw

est une fonction continue. En outre, d’apres [2l], proposition 44, page 51, I’application S(W) > ® —
t(g)h® € S(W) est bien définie et continue.
Comme démontré dans [2]], lemme 58, page 60, I’application T : SW) — S*(W) est injective et

continue. En utilisant [2[], lemme 57, page 59, on obtient que pour tout g1, ¢, € SW),

T(§182) = T(§DET ($2) (2.19)

A présent, on introduit la transformée de Weyl. Notons %" 1’application de S(W) dans S(X X X) définie
par :
/ / 1 /
H()x,x') = ff(x— x +y))((§ <Y X+x >)duy(y)
Y
Cette application est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques, qui s’étend en un isomor-

phisme
H ST (W) - ST (X x X) (2.20)

Pour finir, on définit I’application Op, de S(X X X) dans Hom(S(X), S(X)) par :

Op(K)v(x) = f K(x, x )v(x")dpx(x)

X
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De nouveau, cette application s’étend en une application
Op : S"(X x X) = Hom(S(X), S*(X)) (2.21)

qui, de plus, est un isomrphisme d’espaces vectoriels topologiques (pour plus de détails, on pourra

consulter [2]], partie 4.8, page 56). Considérons alors w = Op 0. o T. Plus précisement, on a :
w : Sp(W) - Hom(S(X), $*(X))

Pour tout g € SW) et ® € S(W), on aT(@hd € S(W). Ce qui implique donc que w(2)(S(X)) C
S(X). On obtient alors w : S/pTW) — Hom(S(X), S(X)). De plus, d’apres (2.19)), I’application w vérifie
w(g182) : w(g)w(g) pour tous 1,8, € SW). Comme expliqué dans [2], section 4.7, I’application
S(W) > ® — 1(g)h® € S(W) s’étend en une isométrie de 1.>(W), et on obtient alors par extension
une représentation w : SE)(\W) — U(L*(X)) (voir [2], théoreme 60, page 62). La représentation unitaire
(w, L*(X)) est la représentation de Weil.

On peut montrer que le caractere de w est ®, d’ou pour toute fonction ¥ € Cé?“(S/f)(\W)), ona:
| 0@ @@ =t [ @@ @ (2.22)
Sp(W) Sp(W)

Pour ce résultat, on pourra consulter [2], théoreme 4.27, page 1555.

2.5.2 Paires duales réductives

Rappelons ici la notion de paires duales réductives et leur classification. Dans cette partie, nous utili-
serons globalement les références suivantes : [20] (section 5), [27] (Lecture 5) et [1] (section 5). Une
classification plus générale des paires duales dans les groupes de Lie classiques peut se trouver dans
[39].

Soit (W, < .,. >) un espace vectoriel sympléctique réel de dimension finie et soit Sp(W) le groupe
sympléctique associé. Une paire duale réductive dans Sp(W) est la donnée d’un couple de sous-groupes
(G,G") de Sp(W) tels que :

1. G (resp. G’) est le centralisateur de G’ (resp. G) dans Sp(W),

2. I’action de G et G’ sur W est completement réductive.

Soit (G, G") une paire duale réductive dans Sp(W). S’il existe deux sous-espaces non nuls W; et W, de
W tels que W = W, @ W,, orthogonaux par rapport a la forme sympléctique et invariants sous 1’action de
G.G’, alors la paire duale sera dite réductible. Dans ce cas, la restriction de la forme sympléctique a W,
(resp. W,) est sympléctique, et (G, G'l) forme une paire duale dans Sp(W)), avec G = Gy, . On dit dans
ce cas que (G, G") est somme directe des (G;, G;.),i = 1, 2. Si cette décomposition n’existe pas, la paire
duale sera dite irréductible.

Toute paire duale est somme directe de sous-paires duales irréductibles, et ces dernieres peuvent étre

décrites comme suit. Il existe deux types de paires duales réductives irréductibles : le type I correspond
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aux paires duales dont I’action de G.G’ sur I’espace sympléctique W est irréductible, les autres paires
sont dites de type II.

Pour les paires duales réductives irréductibles de type 1, il existe une algebre de division D sur R munie
d’une involution ¢, deux D-modules V et V’, munis respectivement d’une forme ¢-hermitienne (., .) et
d’une forme ¢-anti-hermitienne (.,.)" tels que W =~ V®p V’. De plus, G et G’ s’identifient respectivement

aux groupes d’isométrie des formes (.,.) et (.,.)’, eton a
<up ®@ Uy, v ® vy >= trpr((ur, up).(vi, 12)"), u,uy € V,vi,vm € V',

Pour les paires duales de type II, la situation est légerement différente : il existe deux sous-espaces
isotropes maximaux X et Y invariants sous 1’action de G.G’ tels que W = X @ Y, une algebre de division
D sur R munie d’une involution ¢, un D-module a droite X; et un D-module a gauche X, tels que X ~
X, ®p X, de maniere a ce que G s’identifie a GLp(X) et G" a GLp(X3).
Une classification explicite pour les paires de type I est donnée par :

— (O(p, ¢, R), Sp(2n, R)) € Sp2n(p + ¢), R)

— (U(p,¢,C), U(r, 5,C)) € Sp2(p + ¢)(r + 5),R)

— (0O(@m,C), Sp(2n,C)) C Sp(4nm,R)

— (Sp(p, g, H), 0*(2n, H)) C Sp(4n(p + q),R)
et pour les paires de type 11 :

— (GL(n,R), GL(m,R)) € Sp(2nm,R)

— (GL(n,C),GL(m,C)) < Sp(4nm,R)

— (GL(n,H), GL(m, H)) € Sp(8nm,R).

2.5.3 Correspondance de Howe

Soit (W, < .,. >) un espace vectoriel sympléctique réel, SW) le groupe métapléctique et (w, 7 =
L%(X)) la représentation métapléctique. De plus, notons .77 (= S(X)) I’ensemble des vecteurs € de w.
Pour tout sous-groupe H de Sp(W), notons H I’image réciproque de H dans S/pTV[//). Notons alors Z(H)
I’espace des classes infinitésimalement équivalentes (voir [41], page 16) de représentations continues,
irréductibles et admissibles de H dans un espace vectoriel localement convexe, et soit Z(H, w™) ’en-
semble des représentations de Z(H) qui se réalisent comme un quotient de /#*.

Soit (G,G’) une paire duale réductive irréductible dans Sp(W) et soient G,G les images réciproques
dans SW) de G et G’ respectivement. Fixons IT € Z(G, w). Ainsi, I1 peut se réaliser comme un quotient
de 7%, mais ce de plusieurs manieres. Ainsi, il existe des espaces fermés .4} tels que I ~ J°/.4;.

Considérons .4~ = () A;. Alors, > est un G-module. Mais, cet espace posséde également une structure

de G’-module. Ainsi, .7#* /.4 estun G.G’-module (et donc un GxG’-module); il existe donc IT' € Z(G")
tel que 7/ N ~IQII'.
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Théoréme 2.5.2 (R. Howe). L’espace %(G.G’) est le graphe d’une bijection entre Z(G, w) et #(G’, w).

2.6 Supergroupes de Lie et paires duales réductives

Afin de comprendre les orbites de 1’action de G.G’ sur I’espace vectoriel sympléctique W, il est pratique
d’utiliser la réalisation d’une paire duale réductive en tant que supergroupe de Lie. On utilisera cela dans
la section

Commencgons cette section par quelques définitions assez générales. Plus de détails peuvent se trouver

dans [30], [38], [S] ou [40]. Considérons ici un corps commutatif K de caractéristique nulle.

Définition 2.6.1. Un K-espace vectoriel V est dit Z,-gradué s’il existe deux sous-espaces vectoriels Vj
etVideVtelsque V=V;® Vj.

Une algebre (A4, .) est dite Z,-graduée si A est Z,-graduée en tant qu’espace vectoriel sur K et si de plus,
pour tout @, 8 € Z,, Ay.Ag C Aqp. Une telle algebre est appelée superalgebre.

Une superalgebre de Lie est une superalgebre (g = g5 © g1, [, .]) qui vérifie, pour tout A € g,, B € g5,C €

8y, @, B,y € Z», les relations suivantes :
1. [A,B] = —(-1)*[B, A],
2. (-1D)¥[A,[B,C]] + (-D)?[B,[C,A]l + (-=1P"[C, [A, B]] = 0.

Exemple 2.6.2. Soit V = V5 & Vi un espace vectoriel Z,-gradué. Pour tout @ € Z,, on définit :
End(V); = {X € End(V); X(V,) C V,, @ € Zy} (2.23)
End(V); = {X € End(V); X(V,) C Vi1, € Z5} (2.24)
Alors, End(V) = End(V)5 @ End(V); muni du crochet [.,.] défini par
[A,B] = AB - (-1)*BA (A € End(V)g, B € End(V)z)
est une superalgebre de Lie.

Définition 2.6.3. Une représentation d’une superalgebre de Lie (g, [.,.]) est la donnée d’un couple (V, x),

ou V est un espace vectoriel Z,-gradué et 7 : ¢ — End(V) tel que n(g,) € End(V),, @ € Z,, et qui vérifie :
n([X, Y]) = [7(X), n(Y)] X,Y €g)

Exemple 2.6.4. Soit (g,[.,.]) une superlagebre de Lie. L’application ad : ¢ — End(g), ad(X)(Y) =

[X, Y], X,Y € g est une représentation de g, appelée représentation adjointe.

Rappelons la définition de supergroupe de Lie (ou paire de Harish-Chandra). Pour plus de détails, on

pourra consulter [30]], section 3.3.
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Définition 2.6.5. Une paire de Harish-Chandra est la donnée d’un couple (G, g = g5 ® g7) ou G est un

groupe de Lie et g une superalgebre tel que :
1. gg est I’algebre de Lie de G,

2. On a une action lisse de G sur g tel que la différentielle de cette représentation coincide avec la

représentation adjointe de g restreinte a gg.

Rappelons a présent les idées de [35]], section 2. Soit D une algebre a division sur R et soient Vj et Vj

deux espaces vectoriels sur D. Posons V = V5 @ Vj et soit s I’élément de End(V) défini comme suit :
s(vo+v)=vo—vi (Vo € Vg,vi € Vp)
Les équations (2.23) et (2.24)) se réecrivent comme suit :
End(V)s = {X € End(V); sX = Xs} (2.25)
End(V); = {X € End(V); sX = —Xs} (2.26)
Posons GL(V)y, = GL(V) N End(V)z. On obtient le lemme suivant :
Lemme 2.6.6. Le couple (GL(V)o, End(V)) muni de ’action lisse Ad : GL(V)y — End(V) définie par
Ad(®)(X) = gXg™' (g €G,X € End(V)),
est une paire de Harish-Chandra.
Notons {.,.} : End(V); X End(V); — End(V); la forme définie par :
{x,y}=xy+yx (2.27)
Lemme 2.6.7. Pour tout X,Y € End(V)j et g € GL(V)y, on a
{Ad(g)X, Ad(g)Y} = Ad(g){X, Y}
Considérons sur End(V) la forme < .,. > définie par :
<X,Y >=trpri{sX, Y} (X,Y € End(V)) (2.28)

D’apres la section [2.5.2] pour toute paire duale irréductible (G, G”) de type 1, il existe une algebre a divi-
sion D sur R, une involution ¢ sur D, un espace hermitien (V, (., .)) et un espace anti-hermitien (V’, (.,.)")
tel que G s’identifie au groupe d’isométrie de la forme (V, (., .)), noté G(V, (.,.)),et G aG(V’,(.,.)"). Pour
conserver les notations de [33]], notons Vi = V, 7y = (.,.) la forme ¢-hermitienne sur Vg, Vi = V' et
soit Ty = (.,.)" la forme ¢-anti-hermitienne sur V;i. Considérons 7 la forme définie sur V par 7 = 7 @ 74,
c’est-a-dire

T(ug + ur, vo + vi) = 7o(uo, vo) + 71(u1, v1)
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On a alors :
T(u,v) = «(r(v, su)) (u,vev)

Posons :
a(V,1)5 ={X € End(V)5; 7(Xu,v) = 7(u, —Xv),u,v € V}
a(V,1); = {X € End(V)7; 7(Xu,v) = 7(u, sXv),u,v € V}
G(V, 1) = {g € GL(V)o; 7(g(w), g(v)) = 7(u,v), u,v € V}
Théoreme 2.6.8. G(V, 1) est un sous-groupe de GL(V), dont ’algebre de Lie est g(V, 7);.
De plus, {3(V,7)i,a(V,7)i} € a(V, 1) out {.,.} est la forme définie dans I’équation (2.27), et le groupe

G(V, 1) préserve les sous-espaces §(V, T)5 et a(V, 7)5.

En outre, la restriction a §(V, 7)1 de la forme < .,. > définie dans I’équation (2.28)) est sympléctique, et
Ad: G(V, 7)o = Sp(a(V, D)1, < ... >)
envoie les groupes
Go={geG(V.1): g, =1}
G ={ge GV, 1); 8lv, = 1}
injectivement sur une paire duale réductive irréductible de type I dans Sp(a(V, 7)1, < .,. >). En particu-
lier, G s’identifie a Gy, G' a Gy et W a o(V, 7)5.

Fixons (G = G(V), G’ = G’(V’)) une paire duale réductive irréductible de type I dans Sp(W), et soit (S, s)
le supergroupe de Lie associé. Par construction, s est une sous-superalgebre de Lie de End(V @ V).

Pour tout x € s, notons S.x I’orbite de x via I’action adjointe de S sur s :
S.x={Ad(s)x; s € 5}

Définition 2.6.9 ([28], chapitre 4). Un élément x € s est dit semi-simple si ce dernier est semi-simple en
tant qu’élément de End(V & V’).

Un élément semi-simple x € s; est dit régulier si dim(S.x) > dim(S.y) pour tout élément y semi-simple
de 51.

Pour tout élément x € s7, notons *s7 I’anticommutant de x dans s; défini comme suit :
X — . —
si={yesi;{xy) =0

. L, Xeo L
Le double anticommutant de x dans s7, noté *si, est donné par :
Xeo f
yesg

Une sous-algebre de Cartan b de s7 est définie comme le double anticommutant d’un élément semi-

simple régulier x € sj.
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Chapitre 3

Une formule du caractere via le semi-groupe

oscillatoire de Howe

3.1 La transformation de Cayley

Soit (W, < .,. >) un espace vectoriel sympléctique réel et soit Sp(W) le groupe sympléctique défini
comme suit :
Sp(W) = {g € GL(W); < g(u), gw) >=<u,w > (Yu,w € W)}

L’algebre de Lie sympléctique, notée sp(W), est donnée par :
sp(W) ={X e End(W); < Xu,v>+ <u,Xv>=0Wu,ve W)}
Pour tout X € End(W) tel que det(X — 1) # 0, on définit la transformation de Cayley, notée c(X), par :
c(X)=X+DHX-D"!
Notons sp(W) et Sp“(W) les sous-ensembles de sp(W) et Sp(W) respectivement définis par :
sp (W) ={X € sp(W); det(X — 1) # 0} et Sp‘(W) = {g € Sp(W); det(g — 1) # 0}.
Lemme 3.1.1. Pour tout X € sp(W), on a c(X) € Sp°(W). De plus, c*(X) = X.

Démonstration. Pour tout X € sp‘(W)etu,ve W,ona:

<X+DX-D'u, X+ DX vs=—-<X-D'u,X- DX+ DX =D >
—<X-D'u,X+1y>s=<X-DX-Dluv>

< c(Xu, c(X)v >

<u,v>
et
det(cX)— D =det(X+ DX -D'=D=det(X+ DX -D'-X-DX-DH =det@X-1)"H #0
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Ainsi, c¢(X) € Sp°(W). On peut alors définir c¢(c(X)). Plus précisement, on a :

A(X)

X))+ DX -D'=(X+DX-D'+ DX+ DX -D'-D!
(X+DX-D'+X-DX-DHNX+DHX-D"'-X-DHx-DH"!
2X(X-D'ex-DHt=x

O

A présent, considérons SW) le groupe métapléctique et soit pr : SE)TW) — Sp(W) I’application associée
au revétement. D’apres [33], chapitre 3, lemme 3.5, page 63, il existe une application analytique ¢ :

sp’(W) — Sp“(W) pour laquelle le schéma suivant est commutatif :

Sp’(W)

e
sp“(W) —— Sp°(W)
On remarque que pr(¢(0)) = —1. Soit (G,G') une paire duale réductive dans Sp(W) et soit (G,G’) la
paire duale associée dans SE)TW). Comme mentionné dans [33], section 3, page 65, on a c(g) € G°.
Ici, G est un sous-espace de Endp(V), ou D est une algebre a division sur R et V un D-espace, et
G ={geG;det(g—1)#0}.
De plus, si G est compact, alors, le domaine de la transformée de Cayley contient g ([33], lemme 3.5,

page 65).

3.2 Le semi-groupe oscillatoire

Nous allons ici rappeler la définition du semi-groupe oscillatoire défini par Howe dans [18]]. Fixons
(W, < .,. >) un espace vectoriel sympléctique réel de dimension finie. Notons W¢ la complexification
de W. Pour tout w € W, onaw = a + ib, avec a,b € W. Notons w le conjugué de w par rapport a W,

c’est-a-dire w = a — ib. Notons de nouveau < .,. > I’extension de la forme sympléctique a We.
Lemme 3.2.1. Sur We, on définit la forme H : We X We — C par :

Hw,w)=i<w,w > 3.1)
Alors, H est hermitienne.

Démonstration. Soient w,w € We. Alors, il existe x, x , v, y' e sp(W)telsque w = x+iyet wo=x + iy'.
Ona:

<w,w >=<x,x >+ <y,y >+i(<y,xX >-<xy >)

et

<w,w>=—(<x, X >+<y,y >+i(<y,xX >=-<xy >))
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Ainsi,

Hw,w)y=i<w,w>=—i(<x, X' >+ <y,y >+i(<y,x' >—-<x,y >)=Hw,w)

De plus, pour 2 € C, Hw, Aw') =i < w, AW’ >= AH(w, w").

On définit le sous-ensemble Sp(W¢)"* de Sp(W¢) comme suit :
Sp(We)™ = {g € Sp(We) ; H(w,w) > H(g(w), gw)),Yw € Wc \ {0}
Notons sp(Wc)** le sous-ensemble de End(W;) défini par :
sp(We)™ ={z=x+1iy; x,y € sp(W),det(z— 1) # 0, yw,w) > 0,w € W \ {0}}
Lemme 3.2.2. Soit z = x + iy avec x,y € sp(W) et tel que det(z — 1) # 0. Alors,
H(w,w) > H(c(z)w, c(z)w) (Yw e We \ {0})

si et seulement si
w,w) >0 Mw e W\ {0D.

(3.2)

Par conséquent, c(sp(We)*™) = Sp(We)**. En particulier, Sp(Wc)*™ est le domaine de la transformée

de Cayley.

Démonstration. Fixons z = x + iy, avec x,y € sp(W). On a H(c(2)w, c(z2)w) = H (@_lc(z)w, w) et donc

Hw,w) > H(c(2)w, c(z2)w) < H((1 — @_lc(z))w, w)>0.0r,ona:

1-c@ @)

1= (@+DE-17") @+ -1
= 1-CE-DE+D7'z+ Dz-1)"
= 1-C+D7'@- D+ DiE-1)"

= E+D'E+DE-DE-D' =G+ D= D+ De- 1)

= E+DTE+DE-D-E-DEe+1)E-1D7"

Or, 2+ Dz —-1)— (@ - 1(z+1) = 4iy. Ainsi, 1 — @ @) = 4i + 1)~'y(z = 1)~!. Ainsi, pour tout

w e W\ {0}

H((1 = ¢ c@)w,w) > 0
4iHGE+ D) 'y -D'w,w) >0

Hw,w) > H(c(2)w, c(2)w)

4 <Z+DYz-Dw,w>>0

4 <yz-D"'w,(=z+ D)W >>0

¢t ¢ ¢ ¢ O

4<yw,w >>0
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avec w = (z — 1)"'w. Using the fact that < yw',w’ >€ R, by writting w' = w/, + iw,, we get :
<YWW >=< y(w)), wy > + < y(w,), wy > .
O

Proposition 3.2.3. L’ensemble Sp(Wc)™" est un sous-semi-groupe de Sp(Wc), ne contenant pas l’iden-

tité, mais stable par I’opération g — g~'. De plus, on a :
Sp(We)™ Sp(W) = Sp(W) Sp(We)™ € Sp(We)™ (3.3)
et I’ensemble Sp(Wc)** U Sp(W) est un sous-semi-groupe de Sp(We).
Démonstration. Soient g, g’ € Sp(W¢)**. Clairement, gg’ € Sp(W¢). De plus, pour tout w € W, on a :
H(gg'w, g8'w) < H(g'w, g'w) < H(w,w)

Ainsi, gg’ € Sp(We)™, d’ou la structure de semi-groupe.

Clairement, sp(Wc)** est fermé par rapport a z — —Z et @_1 = ¢(-7). Donc, si g € Sp(Wc)*™, on a
g € Sp(Wo)*.

Soient g € Sp(We)* et h € Sp(W). Pour tout w € We, on a h(w) = h(Ww) et :

H(gh(w), gh(w)) < H(h(w), h(w)) = i < h(w), h(w) >= i < h(w), h(W) >= H(w, w).

D’ou I’égalité (3:3).

Corollaire 3.2.4. Le groupe Sp(W) est contenu dans la fermeture de Sp(Wc)**.

Démonstration. Pour tout g € Sp(W), on a:
g=-c0)g= lim —c(iy)g
© y=0,(y,)>0 ()

et d’apres le lemme[3.2.2] on a c(iy) € Sp(We)*™, et donc c(iy)g € Sp(We)** d’apres la proposition[3.2.3]
O

Remarque 3.2.5. Considérons une matrice A € M(n, R) symétrique et définie positive. On a alors A =
O'DO, avec O € O(n,R) et D = diag(d,, . ..,d,),d; > 0. On a alors :

f e—nXTAXdX — f e—nXTOTDOXdX: f e—n(OX)TDOXdX
n Rn R"
- 5 a;Y?
fe_”YTDYdY:fe A ay
Rn n
s d;Y? s 1 Z;
= fe_”"iin:n—fe_”’dZi
1

i i=1
2 1

= — = det_i(D)
1 Vi
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Pour B = B?, considérons I’intégrale suivante :

f e—ﬂXT(A+iB)X dX (3_4)
Rn

—nx’ (A+iB)X| — |,—nXxTAx

Etant donné que |e |e , il vient alors que I'intégrale (3.4) est convergente d’apres la

remarque précédente. Remarquons d’ailleurs que 1’application

A+iB — e X (A+iBX gy
R’l

est holomorphe, et donc on étend 1’ application det™? sur les éléments de la forme A + iB, A symétrique

et définie positive et B symétrique par

det™*(A +iB) = f X AHBX gy
R

n

I
Soit < .,. > la forme sympléctique sur W. On a < wy, w, >= w) Jw; avec J = ( 0]. Remarquons que

Y € sp(2n,R) & JY € Sym(n,R). Ainsi, pour tout Z = X +iY € sp(We)*",etwe W,ona:

_ iZ<X+iVww> _ Wl IX+iw _  —Iwl (JY=iIX)w
Xx+iy(w) = €' =e? =e:’

et donc : |
f Yxsiy(W)dw = f eIV gy = det™3 (= (JY — iJX))
w w 2

ce déterminant est bien défini étant donné que < Y.,. >> 0 car X + iY € sp(We)™ ). En utilisant le fait
q

que det(J) = 1,ona
1
f Xsir(W) = det™> (<(X +iY))
W 2i

Notons pour la suite

che(X +iY) = det—%(zli(x +iY)) (3.5)

Remarquons que chc(X + iY) est I'unique racine carrée du déterminant de %(X + 1Y) qui est positif pour
X =0.

On définit a présent le revétement de Sp(W)™", noté SWV/C)++, comme suit :

Sp(We) = 1{(g,£); g € Sp(We)**, &% = det(i(g — 1))

et soit C : Sp(We)** X Sp(We)™ — C donné par :
i1
C(g1,82) = det™ (E(C(gl) + C(gz)))

Lemme 3.2.6. Sp(Wc)*™ est connexe.
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Démonstration. D’apres [[18]], page 115, tout élément g € Sp(Wc)** est de la forme

g=up  (ueSp(W),peSp(We)™)

ol p vérifie p = p~! et possede des valeurs propres positives. Remarquons au passage que p = c(z)
avec 7 = x + iy € sp(We)™. De 1’égalité p = p~!, on obtient que c(z) = c¢(-Z), c’est-a-dire x = 0. Plus
précisement, on a d’apres [18], page 81, équation (14.4), que pour tout ¥ € sp(W) tel que < Y.,. > est
définie positive sur W, il existe g € Sp(W) tel que

0 -D|
8 D 0 8
avec D = diag(d,, . .., d,) un matrice diagonale aux entrées strictement positives. Ainsi,
(iY) ( 0 -iD -1y 0 -iD)| _,
=c@iY)=rc = gc .
P 8 iD 0 § 8 iD 0 8
) .. —iD .. .
Puisque p a des valeurs propres positives, ¢ [[ D a des valeurs propres positives, ce qui signifie
i
jjj >O0pour j=1,...,n Ainsi,d; > 1 pourtous j = 1,...,n. Or, {D = diag(d,,...,d,); d; > 1} est

connexe. De méme, Sp(W) est connexe. Ainsi, le semi-groupe Sp(Wc)** est connexe.

Lemme 3.2.7. L’ensemble SI/D(\I/V/@)JFJr muni de la multiplication suivante

(81,61).(82,&2) = (8182, 616:C(g1, 82))

est un semi-groupe.

Démonstration. Soient (g1,&1),(g2,&) € SW@)++. On a

g+ D@ -D"+(@+Dg-D"
G -D"(g+Dg-D+ -Dg+1)(E-D"

c(g1) + c(g2)

Or, (g1 +D(g2— 1)+ (g1 — (g2 +1) =2(g182 — 1), ainsi :

det(i(g; — 1)) det(i(g, — 1)) det™" (—i(g: — )" (g1g2 — D(g2 — D7)
det(i(g182 — 1))

£65C(81,8)°

Ainsi, le produit (g, &).(g2, &) € SWC)++. Montrons a présent I’associativité. Cela revient a montrer

que C est un cocycle, ¢’est-a-dire que pour tout gy, g2, 23 € Sp(We)**,ona:

C(g1,82)C(8182,83) = C(g2,83)C(g1, 8283)
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Or,ona:

(C(81,82)C(g182,83) "

1 1
det ?(gl - 1) (gi1g2 — (g2 - 1)_1]det[7(g1g2 - 1) ' (g18285 - (g3 — 1)

det(=(g1 = 1) (g2 = 1) (g5 = 1) (818285 = 1))
De méme,

(C(82, 83)C (81, 283)) > = det (—(g1 = 1)) ' (g2 = 1) (g3 — 1)) (18285 — 1))
et donc (C(g1,82)C(8182.83)) " = (C(82. 83)C(g1, 8283)) . Ainsi,

C(g1,82)C(8182,83)
C(g2,83)C(g1,&283)

(81,82.83) —

est holomorphe et de carré égal a 1. Comme Sp(Wc)** est connexe, cette derniere est constante. Or, pour

tout g; = c(iy;), < yj.,. >>0,0na

1 1
C(g1,8) = det_f(z—i(c(c(iy])) + c(c(iy2)))) = det_f(i(y] +y2))>0

De méme, dans ce cas C(g1g2, g3), C(g2,g3) et C(g1, g283) sont positifs. On en déduit alors que

C(g1,82)C (8182, 83) = C(g2,83)C(g1,8283)

Notons Sp(We)*™ = Sp(We)™ U Sp(W) et soit Sf)(\W@)Jr le sous-ensemble de Sp(Wc)* x C défini par :
Sp(We) = Sp(We) " U Sp(W)

Lemme 3.2.8. Les deux cocycles définis sur Sp(W) et Sp(We)*™™ s’étendent en une fonction continue
C: SP(W@)+ X Sp(Wc)+ — C.

Démonstration. Notons C’ : Sp(W)xSp(W) — C le cocycle défini dans [2], proposition 4.13, page 1546,
et soit C : Sp(We)™™ X Sp(We)™ — C. Montrons que ces deux fonctions coincident sur un sous-espace

dense, a savoir pour des éléments (g1, g2) € Sp(We)™ X Sp(We)* qui vérifient
det(g; — 1)det(g, — 1)det(g;g, — 1) # 0. (3.6)

Pour tout (g;, g2) € Sp(We)* X Sp(We)™* vérifiant (3.6)), on a | det(L)| = 1. De méme, d’apres [2], notation
2.6, page 1507, 0na gg, 4, : W X W — C est donné par :

- , 1 , )
G5 (W: W) = 5 (< clgw,w' > + < c(gw,w >)
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et donc, comme rappelé dans les sections 4.2 et 4.3 de [2], et en notant B, ,, la matrice de g, 4,, On

obtient :

1 in
’y(qgl’gz) _ fX (E < C(gl)W, WS>+ < C(gZ)W, w >) dw = f eTWTBglygzwdw
" R2n
i 1
— f e_ZWTBgM’ZWdW — det_%(_.Bg],gz)
R2n 21
= che(e(gr) + c(g2))

Ainsi, C(g1, &) = C'(g1, 82).

Corollaire 3.2.9. La multiplication sur Sp(Wg)* définie par :

(8,6)-(h, ) = (gh,énC(g, h))

défini une structure de semi-groupe sur Sp(We)*. De plus, ’application

Sp(We)* 3 (8.6) = (571, &) € Sp(We)*
est une involution sur Sp(We)™.

Théoreme 3.2.10. La fonction © SW@H > (g,&) — & € C est holomorphe, qui s’étend en une

fonction © : Sﬁ(\W/@)+ — C qui satisfait a la relation

OB _ Cergy (@i e SHT)) 3.7)
N e~ s H € .
0(3)0(8) 81,82 81,82 ptWe
De plus, pour g1, g> € Sp(We)* tels que det(g; — 1)det(g, — 1) # 0, ona :
i1
C(g1,82) = det ™2 (Z(C(gl) + C(gz))) = che(e(gr) + ¢(g2)) (3.8)
Pour finir, pour toute fonction ¥ € (KCW(SE)TW)), ona:
| e@r@dugm@= tm [ 02 ¥@dugm@ (3.9)
Sp(W) ﬁesi%’:c - Sp(W)

Démonstration. La premiere partie de 1’énoncé est claire. Montrons I’équation (3.9). Montrons tout
d’abord que la limite existe. Pour cela, supposons que le support de ¥ est contenu dans I’image de ¢(0)¢.
Ona:

f O(pg)¥(g)dg f O(pc(0)8)'¥(c(0)8)dg
Sp(W) Sp(W)

—~— —~

f OE0)R)P(E0)2)dg
supp ¥

f ( )@([75(0)5‘(X))‘P(5‘(0)5(X))j(X)dx
sp(W

f ( )@(5(iy)E(X))‘I’(E(O)E(X))j(X)dx
sp(W
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ou p&(0) = ¢(iy) avec y € sp(W) et < y.,. >> 0. Donc, y — 0 lorsque p — 1. Or, d’apres 1’équation (3.7)

O(c(iy)c(x)) = O(c(iy))O(c(x)) che(x + iy).
Notons ici ¥(x) = O(¢(x))¥(¢(x))j(x), x € sp(W). Notons au passage que ¢ € €.°(sp(W)). On a :
f f X ey W (x)dwd x
sp(W) JW

f f XWx (W (x)d xdw
W Jsp(w)

f Xiy(w) X W (x)dxdw
w sp(W)

f che(x + iy (x)dx
sp(W)

En notant 7 : W — sp(W)* I’application définie par
TW)(x) =< x(w), w > (we W, xesp(W))

on obtient que

f X W (x)dx = Y(x)e* ™M dx = l/A/(lT (w))
sp(W) 4

sp(W)

ol ¢ ets la transformée de Fourier de y sur sp(W). Ainsi,

~ 1
f che(x + iy (x)dx = f Xiy(W)lﬁ(ZT(W))dw
sp(W) w

Or, pour toutw € W, on a

2in _; !
SE<iy(w),w> _ e—%<yw,w> <1

X iy(W) =e€ =
car < yw,w >> 0 pour tout w € W non nul. Finalement, on obtient :
~ 1
lim che(x + iy)y(x)dx = f Y(=1(w))dw
720 Jspew) w4

En utilisant le fait que lin(} O(c(iy)) = O(¢(0)) existe, on obtient :
y—

lim ®(c(iy)) che(x + iy (x)dx = f &(%T(w))dw
W

Y20 Jspw)

Donc la limite existe. Calculons a présent cette limite. Pour cela, pour tout x € sp(W), notons B la matrice
de la forme bilinéaire < x.,. >. Remarquons au passage que la matrice de la forme bilinéaire < J.,. > est
la matrice identité. Pour tout ¢ > 0, on a

che(x + itJ) f YriyW)dw = f o B <Cerithww> 1.
w 14

i i im ot i
f e? <(x+1t])w,w>dw — f e? w (B+1t1)wdw
w w

f o TV B g, det_%(Z(—iB + 1))
W
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Or, les valeurs propres de x sont réelles, ainsi, on a pour tout ¢ > 0
| det(—iB + tI)| > | det(iB)|

c’est-a-dire
1

|det(—iB + tI)|"? < |det(iB)|"2

Ainsi,
| che(x + itJ)| < | che(x)|

La fonction chc étant localement intégrable, on a :

lim che(x + it Y(x)dx = f che(x)y(x)dx

1207 Jspw) sp(W)

On obtient alors bien que la limite est égale au membre de gauche de 1’équation (3.9)

3.3 Une formule du caractere dans le cas d’une paire duale réduc-

tive compacte

Soit (W, < .,. >) un espace vectoriel sympléctique réel et (G, G") une paire duale dans Sp(W). Fixons us

et ug des mesures de Haar sur G et G’ respectivement tels que us(G) = 1.

Lemme 3.3.1. Pour tout¥ € €(G’), ona :

O (W) = tr f f On@w(d) (@ e @) duc @)
G JG

Démonstration. La projection orthogonale de I’espace de Hilbert de la représentation de Weil dans sa
composante I1-isotypique
L*(X) = L(X)n

peut se réaliser comme

0, @) = [ drBr@@)duc @)
G
Comme la composante isotypique est isomorphe a Vi; ® Vi en tant que G x G’-module, on a
tr(w(dn®n)w(P)) = tr(ldy, ® I (P)) = dnOn (V).

Donc,
O (F) = tr(w(@mw(¥P)).
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Théoréme 3.3.2. Pour toute fonction ¥ € €=(G"),

p—)
pespWe)t

O (¥) = lim fG , fG On(3)O@g PV (& )duc(@)duc ().

Ainsi, en terme de distributions, on a :

On(@) = lim [ Ba@OEH Pic(d

O
pespe)’”

Démonstration. Fixons p € Sf)(\W/@)H. Alors,

fc , fG On(@)w(8g PY (@ )dus(®)due (&) (3.10)

= ( fG , fG ®n(§)w(§§')‘1’(§')dﬂd(é’)dﬂc;v(é')) w(p)

En utilisant le méme argument que pour montrer 1’équation (150) dans [2]], ajouté au lemme (6.1) de

[33], on montre qu’il existe ¥ € S(W) tel que

( fG , fG ®n(§)T(§§')‘P(§')d/lc~(§)dﬂér(é’)) (¢) = fW ywpwdw (¢ € S(W)).

De la méme maniere, il existe 5 € S(W) telle que

( f f ®n<g>T(gg'ﬁmg')duc(g)du@(g'>) 9) = f YWGsdw (6 € S(W)).
G JG w

Or, d’apres [2], équation (148), la trace de (3.10) est donnée par

U5(0) =t (O(P)x.(5)) (0) = f YWO(P ez (W,
w
De nouveau, d’apres [2], lemme 4.25, on a
lim 7(5) = T(1) = 6 € S"(W).
,3es{:’(iv“c)++

Ainsi, on obtient
lim yy(0) = w(0).

pespwe)t

Mais,on a :

¥5(0)

tr f f On(@)w (88 PI¥(8)dus(®)duc (&)

G’

G JG
- fG BN @O PP @ duc(@duc @).

Ainsi, d’apres le lemme ona:

O (P) = tr f f O @w(EE (@ duc@due &) = ¥(0)
' JG

G
ce qui montre le résultat annoncé. mi

47



A présent, considérons G connexe. Notons au passage que G n’est pas nécessairement connexe.

Pour tout g € G, notons {g;, 8>} = pr-'({g}). En particulier, &, est I’élément neutre de G et é, est un
élément centrale d’ordre 2. De plus, pour tout g € G, on a g, = é,8>.

Pour tout p € Sf)(\WJC)JrJr etg’ € G’, on définit Fs3 : G — Cpar:

Fj57(8) = On(3)0(gpg’) (& €0).
Lemme 3.3.3. Pour tout g € G, ona:
On(g1) = —On(g>)

Démonstration. On sait que g; = é,8,. Or, é, appartient au centre de G. En particulier, m(é,) est un
opérateur d’entrelacement pour la représentation x. En particulier, d’apres Schur, n(é;) = cld, ¢ € C.
Or, 6% = é,, ainsi, ¢ = 1. Or, d’apres [31],  est une représentation genuine, et donc ¢ = —1. Ainsi,

n(é>) = —Id. D’ou le résultat.
Corollaire 3.3.4. Pourtout g € G,ona:
Fj3(81) = Fp3(8>)
Ainsi, la fonction 755 : G — C donnée par :
Tz (Pr(R) = F52(8)  (E€G)
est bien définie

Notons ug et ug les mesures de Haar normalisées sur G et G respectivement.

Proposition 3.3.5. Pour tout p € SW@H etg € G, ona:

LFﬁ,g"(g)dﬂG‘(g) = szTﬁ,gf(g)du(;(g)

Remarque 3.3.6 (Remarque avant preuve). Rappelons tout d’abord un résultat de [42]], appendice 4,
lemme A.4.2.11, page 328. Soit M, M, deux variétés différentielles €' connexes. Soit w une forme

volume sur M, et ¢ : M| — M, un revétement a n-feuillets. Alors, pour toute fonction f € %.(M,), on

nf fw=f<fo¢>¢*w G.11)
M, M

a:

ou ¢*w est le pull-back de w par ¢.
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Ce théoreme se généralise au cas des variétés ayant un nombre fini de composantes connexes. Par

exemple, supposons M, connexe et M| = Mﬁl) U...u Mik) ayant k-composantes connexes. Alors, pour
: k
tout j=1,....k, ¢ ,: Mﬁ") — M, est un revétement a n-feuillets, avec  n; = n.
My j=1

Ainsi, en appliquant I’équation (3.11)) a chacune des composantes M ij )1 < j <k, on obtient :

k
njf fw
1 M,

J

k
2| Geppw= f (f o 9w
j:] Ml./) M]

Pour voir le lien entre I’intégrale par rapport a une forme volume et la mesure de Haar, on pourra consul-

n fw =
M,

ter [42], section 2.5 et appendice 4.

Démonstration. On applique I’équation (3-11) avec My = G, M; = G, f = 754
O

Fixons T un tore maximale dans G. On rappelle que dans la section [3.3] on a fixé la normalisation de la
mesure de Haar de G comme ,ug;(g) = 1. On choisit aussi la normalisation de la mesure MT(T) = 1. Ceci
fixe les normalisations des mesures de Haar de G et T comme ug(G) = ur(T) = %

Etant donné que les groupes G et T' sont compacts, ils sont unimodulaires et donc, d’apres [24], chapitre
VIII, théoreme 8.36, page 538, il existe une mesure borélienne G-invariante sur 1I’espace homogene G /T,

notée (g, tel que pour toute fonction f € €.°(G), on ait :

f f(©@)duc(g) = f ( f f(gt)dur(t))duc/r(gT)
G G/T T

De plus, la mesure ug,r est unique a une constante pres. Selon les normalisations choisies, on a ug,7(G/T) =
1.
Notons G"*" = Sp(Wc)™ N G, et soit G I’image réciproque de G'** dans Sf)(\W/c)H.

~ ++ ~ .
Lemme 3.3.7. Pour tout p € G’ et g € G/, la fonction 7y est centrale.

Démonstration. Pour touta,g € G,ona:

Tp(aga™) = 155 (pr(@) pr(@) pr(@ ")) = 15 (pr(@ga "))

Frg(@ga™") = On(aga HO(paga 'y)
On(@)0@p3g'a”") = On@)O(pZE)
Fﬁ,g’(g’) = Tﬁ,g'(g)

O

Lemme 3.3.8. Le caractére O est alors donné, pour tout élément régulier g € G’ par la formule

suivante :

1
~IN 1 - o 2
O (g) = }gcr} W G.T) fT 755 (OIDO dur (1) (3.12)
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Démonstration. D’apres la formule d’intégration de Weyl (on pourra consulter [24], chapitre VIII, théo-
reme 8.60, page 550), on a :

1
fG O Ohio(s) = e fT ( fG i rﬁ,g,(gtg-‘)dum(gn) D@ Pdyar (1)

En utilisant le lemme [3.3.7] on obtient

f(j(;/ Tﬁ,g’(gtg—l)d/lc/r(gT)) |D(@®)|*dur (1) :'UG/T(G/T)fTﬁ,g'(l)|D(t)|2duT(t),
T T .

On conclue alors en utilisant le théoreme [3.3.2]

O

Remarque 3.3.9. Supposons que G soit connexe. Soit 7 un tore maximal de G et soit T = pr (7).
Notons de nouveau ug et u7 les mesures de Haar normalisées de G et T respectivement. Soit M7

1’unique mesure sur G/ T tel que, pour tout f € 4=°(G), on ait :

f F@duc(@) = f ( f f(gf)duf(f)) dyugyr(&T)
G G/T T

De nouveau, pour tout p € G, etg € G’,ona:

1
f(; Fp3(@)dus(g) = TC.T fT F 5 (Dduz (1)

Et de nouveau, en utilisant la proposition[3.3.5|en remplacant G par T, on obtient :

fFﬁ,g'(ﬂdHT(ﬂ:ZfTﬁ,g'(f)d#T(t)
7 T

et on retrouve bien la formule du caractere de 1’équation (3.12)).

On va alors regarder la restriction de ce caractére sur les points réguliers de 7°, c’est la raison pour
laquelle on va a présent s’intéresser a la restriction du caractere de la représentation de Weil a un sous-

groupe maximal compact.

3.4 Restriction de ©® a un sous-groupe maximal compact

Fixons J une structure complexe postive sur W, ¢’est-a-dire un élément de End(W) qui vérifie J? = —Id
et tel que la forme (J.,.) > 0. On note alors W¢ I’espace vectoriel complexifié via J, et considérons la
décomposition associée :

We =W Ws

ot W (resp. W) est I’espace propre associ€ a la valeur propre i (resp. —i) de J.
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Lemme 3.4.1. La forme H (définie dans I’équation (3.1)) restreinte a W, (resp. WZ) est définie positive

(resp. définie négative).
Démonstration. Fixons w € W. On a alors :

Hw,w) = i<w,w>=<JWw),w >

< J(Re(w)),Re(w) > + < J(Im(w)), Im(w) > —i < J(Re(w)), Im(w) > +i < J(Im(w)), Re(w) >

Or, on a
< JaAm(w)), Re(w) >=< J*(Im(w)), J(Re(w)) >= — < Im(w), J(Re(w)) >=< J(Re(w)), Im(w) >
Ainsi, étant donné que Re(w), Im(w) €e Wet < J.,. >>0,on a

Hw,w) =< J(Re(w)),Re(w) > + < J(Im(w)), Im(w) >> 0

Considérons GL(W() le groupe lin€aire associ€ a I’espace W/ et soit GL(W)™ défini par :
GL(WE)™ ={h € GL(W{) | H(w,w) > H(hw,hw),0 # w € WS}
De plus, notons (Sp(Wc)™)’ I’ensemble des éléments de Sp(We)** qui commutent avec J.
Lemme 3.4.2. L’application :
v (Sp(We)™)' 3 ¢ > g, € GLWY)
est bien définie et bijective.

Démonstration. Soit g € (Sp(We)™)’ et soitw € WZ. Onag(w) € We, c’est-a-dire g(w) = g(w)"+g(w)~,
avec gw)" € Wletg(w)" € Wz. Ona:

Jgw) = J(gw)" + gw)") = ig(w)™ — ig(w)”

et
gJ(w) = g(iw) = ig(w) = igw)" +ig(w)”
c’est-a-dire g(w)~ = 0, et donc g(W() € g(W() (resp. g(Wg) € g(Wp)).

Ainsi, I’application i est bien définie. En utilisant la non-dégénérescence de la forme < .,. > sur Wl X

W¢, pour tout & € GL(W(), il existe un unique élément de GL(W,), noté h*, défini par
< hwt,w >=<w, ifw > w" e Wi,w e Wp)
Montrons I’injectivité de . Fixons g € Sp(W¢)” et notons h = 8l - Pour tout w* € Wl etw™ € W, ona
<gwtw >=<wh g lw >=<wt, W 'w >
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etdonc g, = (h*)™'. D’oli I'injectivité.
C
A présent, fixons h € GL(W)™ et soit g € GL(W¢) défini par

gt +w) =hwt + (BN wm (Wt e Wiw e W)
Pour tout wi,wy € Wi, wi,w; € Wz, ona

<gwh+w)),gwi +wy) > = <hwh + (D) 'wi, hwi + (W) twy >
= <hwh, (W) 'wy > + < (W)Wl hwl > + < hwt, hwi >
+ < (W wi, (B wy >
= <wh Y 'wy > + < BEH Wi wl >+ <whiwd >+ <wiwy >
= <w,w, >+ <WL,Wwy >+ <w,w, >+ < w,w, >

= <wi+w,w; +w; >
Ainsi, g € Sp(Wc)’. Reste 2 montrer que g € (Sp(We)*t")’, c’est-a-dire
Hw™,w™) > H(gw ,gw") (w™ e Wp).
Etant donné que I’application W > w — w € W est un isomorphisme, il est équivalent de montrer
Hw*,w*) > H(gw*, gw") (w* e WY).
Soit I"application GL(W;) > h — he GL(W{) définie par
h(W) = hw (we Wp)

et notons, pour tout 2 € GL(WY),
e = ht.

+ 4,7t + .

Pour tout wy,w; € Wi, ona:
I N YT + ol e o + Pt o — gkt
H(hwi,wy) =i < hwi,w; >=i <wi,h'w] >=i <wi, h*wy >= H(w|,h'wy).

Ainsi, d’apres le théoréme de décomposition polaire pour GL(W() par rapport a la forme H, on a h = kq,

avec k* = k™! et ¢* = g avec g positif. Puisque h € GL(W) et k* = k', on a
H(gw",gw") < Hw",w") (w" e WA\ {0}).
ou de maniere équivalente, en utilisant g = ¢~,

H(g'w*, ¢g7'w) > Hw", w") (w* e Wi\ {0}
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En remarquant que (4¥)~! = (h~")*, on obtient pour que pour tout élément non nul w™ € Wz, ona

H((W ™ 'w, (W 'w™) = H((RF)'w, ()~ 1w-)

= —H(W) 'w, (B)~'w) = —H((h~ Yhw, (h"w")
= —H(W"Yw,(hYw) = -H(kg”'w=, kq™'w~)
= —H(g"'w.q"'w) < =H(w",w") = Hw", w")

= Hw ,w)

H(gw™,gw™)

Ainsi, g € (Sp(We)**)’, d’o la surjectivité de .

O

Lemme 3.4.3. Pour tout g € Sp(We)’, on a
det(g — Dw- = det(g™' = D
(ou det(g — DWE correspond au déterminant de I’endomorphisme (g — 1) restreint a W(,).
Démonstration. Notons {ey,...,e,} une base de W et {f,..., f,} une base de W de maniere a ce que
I'onait<e;, f; >=06;;.Ona:
8(f) = Z <epg(f)>fi et gl = Z <g (e, fi>e
=1 i=1
Puisque < ¢}, g(f;) >=< g~'(e;), f; >, on conclut que
det(g — Dw; = det(< (g = 1)(f)), ¢; >) = det(< (g7' = 1)(e)), f; >) = det(g™' = D
O

Lemme 3.4.4. Pour tout gy, g, € (Sp(We)™), ona :

C(g1,82) = det(l — g1)w; det(1 - glgz)ﬁ/lg det(1 — g2)w;

Démonstration. Pour tout g € Sp(Wc)’, on a

det(g — 1)

det(g — Dy det(g — Dy = det(g — Dw: det(g™ — Dy
det(g — 1w det(g™")w: det(1 — )
= (=DU"" det(g - 1)j,, det(g™ w:
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Ainsi, pour tous g, g» € (Sp(We)**)’, on a

C(g1,8)’

1 1
det™! (z?(c(go ¥ C(gz))) = det”! (=(g1 = ) (g1g2 = D(g2 = D)

(=) = 1T det(gy — 1)}, det(gi> — Dy det(gs — D3

. + . + 2
(—i)>mVe) (—)dimWe) (det(l - gl)ng det(1 - 8182)_le det(1 - 82)w5)

2
(det(1 = goow: det(1 = gig2)y det(l = g2 )

Ainsi, on obtient
C(g1,82) = £det(l — g1)w; det(l — glgz)ﬁ% det(1 — g2)w;
Etant donné que (Sp(W¢)**)”, il suffit alors de regarder cela en un point particulier. Pour tout ¢ > 1, on
a:
C(c(itd), c(it))) = det(%(c(c(it])) + c(c(itJ)))) = det(tJ) > 0

Pour tout w € WZ, on a itJ(w) = —tw. Ainsi, (itJ — 1)w = (=1 — )w. Ainsi, on a :

1-1¢
—l—tW

cithw = (1 + itH(@itd = D) '(w) =

etdoncona:

(1= c(ithyw =1 - —11_—ttw - tf P (—cw= jtl)zw
Finalement, on obtient
det(1 — c(it))w: >0 et det(l — c(it))w: > 0
Ainsi, pour g, = g, = c(itJ), on a
C(g1, 82) = det(l — g1)w; det(1 - 8182);;5 det(l - g2)w
D’ou le résultat annoncé. O

Notons
GL(W?) = {(h.£); h € GL(W}), & = det(h))

)++

GLW) ™ = {(h,&); h e GL(W}), H(hw, hw) < H(w,w),w € Wc \ {0}}

Lemme 3.4.5. L’ensemble GI/:(\W/E ) est un groupe muni de la multiplication suivante

(h,&).(g,m) = (hg,€m)  ((h,€),(g,m) € GL(W}))

De plus, GI:(\W/E )++ est un sous-semi-groupe de Gi(\W/g). Finalement, I’application

U (SPWR)™) 3 (8.6) = (g, £ det(l = @) € GLw:H" (3.13)

est un isomorphisme de semi-groupes.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que

(€det(1 - g)ws)* = & det(l - gy, = det(i(g — 1)) det(l - gy,

= (=)™ det(g — 1), det(g™" — 1), det(1 — g)%.
. . + c € ¢
= (=)= DI der(1 - @)l det(g™! — 1)k det(l - g).
= det(g”" - Dy, det(1 — g)w:
= det(g)w: det(1 — g);;- det(l — g)w+
C C C
= det(g)w;

c’est-a-dire
(€ det(1 — gys)* = det(g)y: (3.14)

Ainsi, I’application y est bien définie.
Fixons (g, &), (h,1n) € (Sp(We)™)’. D’un coté, on a :

¥((g, &).(h,m) = ¢(gh,&nC(g, h)) = (gMw:, {nC(g, h) det(1 — gh)w:

et d’autre part,
(8 W) = (gwshws, Endet(l — @)y det(l — h)y.)

On obtient I’égalité en utilisant le lemme [3.4.4]
mi

Le sous-ensemble Sp(W)’ C Sp(W) est un sous-groupe maximal compact de Sp(W). En considérant

Sp(W)’ comme un sous-groupe de Sp(Wc), notons
U; = (Sp(W)),. € GL(WY)

Remarquons au passage que U, coincide avec le groupe d’isométrie de la forme hermitienne H,. .
C

De nouveau, le sous-groupe U, est contenu dans la fermeture de GL(W)™. Notons
Uy ={(h&); he Uy & = det(h))
Lemme 3.4.6. L’ensemble U; U G]:—(\W/&?)H est un semi-groupe avec la multiplication définie par

(& &).(hm) = (gh,én)  (8:6),(h,y) € U, UGLWH)

De plus, ’application
—~ _++ —~~——J —~—  ++ —
(Sp(WZ) ) USp(W)" > (g,6) — (8- ¢ det(l — gwz) € GL(Wz) VU, (3.15)

est bien définie et est un isomorphisme de semi-groupe.
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Théoréme 3.4.7. En utilisant I’isomorphisme donné par I’équation (3.15)), la restriction du caractére ©
T T J
a (Sp(W2) ) U Sp(W)” est donnée par

_ ~ £ .
Ok)= lim O(h)= lim ——— h = (h,
) it ) ot det(1 — h) (=)
LeGﬁE)++ EeGW&)++

Remarque 3.4.8. 1’ égalité du théoreme (3.4.7|en terme de distributions est une conséquence du théoreme

332

Démonstration. Par définition, on a ©((g, £)) = &. Or, d’apres 1’équation (3.14), on a :

(& det(1 — g)w:)* = det(g)w:

det@w:

c’est-a-dire, par abus de notation,

3

" det(1 - g
O
Remarque 3.4.9. L’application
1
Wow— 5(1 —iywe WZ (3.16)
est bien définie, et est, de plus, un R-isomorphisme entre W et WE . En effet, on a
1 ) 1 . 1 . (1 .
J=(1=iJw)==(JIw-=JEJw))) = =(Jw+iw) =i|=(1 -i))w
2 2 2 2
De méme, on a
H 1(1 1J) 1(1 Iw'| = i< 1(1 1J) 1(1 1w’ >
2zw,21w—121w,21w
i 1 1 I
= 4_1<W’W> ~1 <w,J(w) > +4—l <Jw),w > +4_1< Jw, Jw >
c’est-a-dire . | |
H(§(1 —i)w, 5(1 - iJ)w’) = §(< Jw),w > +i <w,w>) (3.17)

Ainsi, considérons W comme un C-espace vectoriel ou la multiplication par i est définie par 1’action de

J. Notons H, la forme définie sur W dans I’équation (3.17)), c’est-a-dire

P O o
HJ(W,W)—H(2(1 lJ)w,2(1 lJ)w)
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Cette forme est hermitienne et définie positive. De plus, via I’équation (3.16)), le sous-groupe GL(W[)
s’identifie a GL(W). Notons

GL:(W)*™ = {ke GLc(W); H;(kw,kw) < H;(w,w),w € W\ {0}}
U = {keGLc(W); H;(kw,kw) = H;(w,w),w € W}
GL:W)™ = {(k&): ke GLe(W)™, & = det(k))
U = {(ké); ke UE = det(k))

Ainsi, on obtient 1’identification suivante
~— _++ ~ T~  ++ ~
GL(W{) uU;=GLc(W) uU

ou de nouveau, la structure de semi-groupe du membre de droite est donnée par la multiplication point

par point. De plus, en utilisant cette identification et le corollaire[3.4.7] on obtient

é: —~ -
O((k, &) = 1 —h) ((k,&) € GLc(W) L U) (3.18)

Exemple 3.4.10. Considérons W = C" le R-espace vectoriel de dimension 2n muni de la forme sym-
pléctique suivante

<w,w >=2Im(w'w)

Notons J € GL(W) défini par J(w) = iw. De nouveau, W est vu comme un C-espace vectoriel de

dimension n ot la multiplication par i est donné par I’action de J. Ainsi, on a :
’ 1 ’ . ’ 1 =, . =,
H;(w,w') = §(< Jw),w > +i<w,w >) = E(ZIm(w’ Jw) + 2i Im(w”'w))
1 - - - _ _
= 5 Im(iw''w) + 2i Im(w’'w)) = Re(w’'w) + i Im(w''w) = w''w
Dans ce cas,on a:

GLc(W) = GL(n,C)

GL:(W)™ = {keGL(1n,C); kK'k < 1} (3.19)
U = U@nC)
U = {(k,&); keUm,C),E = detk))

De méme, on a GLc(W)** = {(k, &) ; k € GLc(W)*™, &% = det(k)).
Ainsi, pour tout (k, vdet(k)) € GLc(W)**, on a

Vdet(k)
O((k, vdet(k))) = m
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De méme, en tant que distribution sur U, on a :

vVdet(rk)

@((k, \/det(k)) = }’3:1’;11 m

Regardons a présent la valeur de ce caractere sur le sous-groupe de Cartan diagonal 7" de U
T = {t = diag(ty,....t,); t;€ S, 1 <i<n)

et soit
T={T=(t,&)|teT,& = det(r))

Ainsi, en tant que distribution sur 7', on a la formule suivante

_ i \/det(diag(rtl, e, 1)
O = (.0 =M Get(1 — diagrrr, .. 71)

Or, on a det(diag(rty, . . ., rt,)) = [1(rt;) et det(1 — diag(rty, - . ., r,)) = [](1 = rt;). Finalement, on a
i=1 i=1

[0t

i=1

O(7) = lim — F=@8&¢eT) (3.20)

=10 - )
i=1

35 LecasG =U(m,C),G' =U(p,q,C), p <q

Appliquons les résultats de la section précédente a la paire duale G = U(m,C), G’ = U(p,q,C), p < ¢q

1 0
I,=|7"
e (0 _IqJ

ou /, est la matrice identité dans M(p, C). Notons W = M((p + gq) X m, C) le R-espace vectoriel muni de

(voir I’annexe[A). Notons

la forme suivante :

=,
<w,w >=ImWw"I,,w)

Cette forme est bilinéaire, anti-symétrique et non-dégénérée. Ainsi, notons Sp(W) le groupe d’isométries

de (W, < .,. >). On va alors plonger G et G’ dans Sp(W). Pour cela, notons
¥, :G 3¢ — Yi(g) e GL(W), Pi(ghw) =gw,weW

Lemme 3.5.1. L’application ¥, est un morphisme de groupes injectif. De plus, pour tout g’ € G’ et
w,w e W, ona:

<Wi (g Vi@ >=<w,w >
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Démonstration. L’application W, est clairement un morphisme injectif. Pour tout g’ € G' et w,w’ € W,

on a

< Pi(gw, Bi(g W >=Im(gW I,48'w) = Im(w' "I, 48'W) = I I, W) =< w, W' >

De la méme maniére, notons
¥, : G 3 g — ¥(g) € GL(W), Po(g)w) =wg ', we W

On définit la forme J € GL(W) par
Jw) =il, ,w

On peut vérifier que J est une structure complexe définie positive sur W.

Lemme 3.5.2. Soit B un sous-groupe de Cartan de Sp(W)’ et soit Eg = B¢ ﬂ/S_E(JW@)H. Soient t,t' €
BL' ayant comme valeurs propres t; et 1’ respectivement sur I’espace W(.. D’apres I’équation (3.19), on

altjl < 1,1}l < 1 pour tous j. Notons fett des éléments fixés dans Eg. D’apres I’équation (3.18))

L ]
j=1 j=1

() = ——— o) = —
[ -1 [1a-7)
J=1 j=1
Alors, 1 1
[fis) (f12)
Qi) = ———"
[T(1 —1;1)
j=1

Démonstration. D’apres 1’équation (3.8), on a :

O@r) = O(NHO(T) che(ce(t) + (1))

(i) (A9
j=1 j=1

n n

[1(1 - t_,-)_l—ll(l — 1)
i

J=!

Or,

=

O(H)O(7") che(e(r) + ¢(t')) = che(c(r) + c(r))

Ainsi, il faut montrer que

ﬁ(1 —1)(1 = 1)
che(e(t) + c(t)) = =

n

[1(1 - 1;t)
j=1
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Or, pourz,7' € t{", ona

fie?
O(exp(R)) = —
[1(1 = eizr)
j=1
[Te?
O(exp)) = —
[1(1 - €)
Jj=1
n t(z/-+z})
[Te >
j=1

@(exp(x)exp()) = O(exp(z + 7)) = —————
H(l _ ei(z.,'+Z;~))
j=1

Alinsi,

i(z j+z’/)

OEPRIAPE)) e Td=em TId=em)

che(c(exp(z)) + c(exp(z))) — = _ _ n
O(exp(z))O(exp(z’)) 111 - ei(zj+z;.)) 0l o . o2
J=1 j=1

Jj=1
[1(1 = e)(1 - %)
p— ]:l
T1(1 = eiie™)
j=1
O
On considere :

T = {diag(t;,...,t,); t: € S'} C U(m, C) (3.21)
T’ = {diag(t;, ..., ty:q); t: € S'} S U(p, ¢,C) (3.22)
(TL)™ = {diag(ty, ..., tpsg); Il < L pour 1 <i< p,|f;] > 1 pour p <i<p+gq} (3.23)

Pour alléger les notations, notons ##' 1’action de W,(#)'¥,(¢’) sur W. Plus précisement, pour tout E,;, € W,
ona:
(t')Eqp = 11, Eqp

Par définition de J,on a :

iEa,b sil<acx< P
J(Eqp) = ,
-iE,, sia>p
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Ainsi, on obtient que les valeurs propres de 77’ sont {#,r,' ; 1 <a < p, 1 <b<mjuftt,'; p+1<a<

p + ¢, 1 < b < m}. Finalement, en utilisant I’équation @D ona
1

o) = — - p+ —

[111A4 —25") H [1a-ug"

a=1b=1 a=p+1 b=1

(ﬁl(t yr H(t e T @l e, 1)‘!)

_ a= a=p+
Mia-eeh T [1a-n50
a=1b=1 a=p+1 b=1
(f[l(t )m H l(t/)m ﬁ t‘l‘l’)
S (3.24)

= p m m
HHl—t’ ") H [T -6
a=1b=1 a=p+1 b=1

En particulier, on a pour tout 7 € 7’7, on a

~ a=1 ¢ a=p+1
0F) = —
HH 1-1) H H(l—l’
a=1b=1 a=p+1 b=1
Corollaire 3.5.3. Pourtoutic T et? € (T ™, ona:
)4 7 m gq-p
(H l )m I‘[ (l')m) (H tq I’) ( l)mq H tP(H [) (H 2 )
A~y =1 a= 1 a :
o) = ——" =— L (3.25)
1 fia-ee) T fla-ug 7 ffiw-n T f(n-t
a=1 b=1 a=p+1 b=1 a=1 b=1 a=p+1 b=1 la
Démonstration. D’apres (3.24) et le lemme[3.5.2) on a
P g _\2 (m _% Pt _\2(m e
(Ht; Il t;) (HtZ ") (Ht; Il t;) (Hfzf)
-~ a=1 a=p+1 b=1 a=1 a=p+1 b=1
o) = - prv— —
[T11da-#4h I1 T1d —f;fgl) H H(l -6, H (1=
a=1b=1 a=p+1 b=1 a=1b=1 a=p+1 b=1

ptq m

Or
ﬁﬁ(l—t;r;‘> ﬁ ﬁ(l — ) ﬁ o' w-1) [ | ] ]a@ -
a=1 b=1 a=p+1 b=1 a=1 b=1 a=p+1 b=1
m p+q ptq m
o] s [ ] @ ﬂ]‘[(rb—m [11]e-- =)
b=1 a=p+1 b=1

a=p+1 a=1 b=1

d’ou le résultat.



En utilisant [23]] (voir aussi I’appendice de [34]), les plus haut poids des représentations de U(m, C) qui

apparaissent dans la correspondance de Howe sont les A de la forme :

A= Zml i ; pea - Zr: Valpil-a + Euaea, (3.26)

a=1 a=1 a=1
ou0<r<p 0<s<gq,r+s<metdesentiers vy,...,v, U,..., U qui vérifient vy > ... > v, > 0et
M1 = ... = ug > 0. Le poids A peut se noter aussi comme suit :

q—-p
> + /la] e, (3.27)

avec 4; € Z, 4y > ... > A, avec au plus g des nombres A; positifs et p négatifs.

Comme dans 1’équation (2.15), on a :

" om— 2a+1

AP

Pour toutw € #,ona:

m q_p+m—2a+1 " lq- p+m 2a + 1
W(/l +p) = W[Z[ > ] ] Z[ + /la €y(a)

a=1 a=1

Pour tout (x4,...,x,) € [0, 2x[™,

z g—p+m—2a+1 .
~~~~~

= — . . . ( 2 err(a))('xl iXm) oo pen 2atl g
Ewep(€Xp(x = diag(ixi, . .., ix,))) = e\« _ 1—[ >

ol #;, = ¢"™. De méme, on a :

D=t = [ @i -ci)= [] @05 0)

a>0 I<i<j<m
m
%_% _%% _m;l
= [ @z-i2n=]]s7 || @-0 (3.28)
1<i<j<m i=1 1<i<j<m

Dans notre cas T correspond a I’ensemble des matrices diagonales d’ordre m a coeffcients dans S'. On

identifie ainsi T avec (S')™. Via cette identification on a :

Lemme 3.5.4.
1 m
dur(ty, ... tw) = 5 @ dpgi (1;).

La mesure de Haar normalisée de S' est donnée par :

dt
d,usl (r) = %

ou dt dénote la différentielle complexe.
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Proposition 3.5.5. Pour toutt € T" ", ona:

+(m Dm ptq , z
(=)™ 14
O (F) =

1 -4
H tp " ti(a) H (ti -

1)

) 2
a=1 1<i<j<m
Qiry'm! lim ) Sgn(w)f f prg m

A (1@ - T 11 (n-

a=1b=1 a=p+1 b=1

Démonstration. D’apres la formule (3.12)), on a

®nf(t)—11m ', T)lffpg(t)lD(t)lzdﬂr(t)

k=1
ta

ol 757 (t = n(n(f)) = Op(H)O(7pf’). En utilisant la formule du caractere de Weyl, on obtient :

1 -
On(r') = 11711}11 m‘f;[;ﬁ E(r(/l+p)(f)] O@pt)D(t)dur(1)

Or,on a

_ g—ptm=2a+1 p+m 2a+1 A

fa’(/l+p) (i) l—[ tw(a)

En utilisant la formule du caractere (3.23)), on obtient :

On(®) = lim = f {Z [T “}®(fﬁ7)D(t)dur(t)

0<r<l we// i=1

p+q m m m a-1,
(—1>mq(nt; [11 Ijltw(j) [ -

1<i<j<m

tj ) m

l—[ drt.

(3.29)

]_[ dug (1)

1 S S P m ptq m
et (1T =) 11 (o~ L)
a=1 b=1 a=p+1 b=1
m prq z p—m—1
-1y (T1 7, e Htw(a) [ G=1) W
a=1 . b=1 1<i<j<m k
= . lrl_I)Tll Z Sgn(W) fl | otq m E‘(
LA S TG -mp TT (- 2)
a=1 b=1 a=p+1 b=1 i
O
Pour référence pour la suite, on rappelle la formule du déterminant de Vandermonde
m
i—1
[]@-0="> se@]| |- (3.30)
I<i<j<m BESm i=1
Ona:
(m—D)m
[ @-w=c0"" ] G-
1<i<j<m 1<i<j<m
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Corollaire 3.5.6. Pour toutf €T’ ", ona:

m
p—m—1 1
I11, H e H oy — m

O (7) = K(z’)]ri_r)rllz Z sgn(w) sgn(ﬁ)f f > :1: prva— l_ldtk (3.31)
A e (1@ - T {1 (- L)

a=1 b=1 a=p+1 b=1

mq+(m Dm prq , z
(=D [[]fa

avec K(t') = in) '_ , qui se réecrit comme suit :
ir)"m!
p m=2+wL(b)-1 *l(h)"'ﬂ Lb)
On(F) = K(¢ )1r1£111 Z Z sgn(w) sgn(B) l_[f 7 dt, (3.32)
<l weW BeSy H(tb — rt’) H (tb — T
a=p+1 M

Lemme 3.5.7. Considérons a,...,a, € C tels que |a;| < 1 pour tout i € [|1, p|l. De méme, considérons

Apits ... 0prq € Ctels quelaj| > 1 pour tout i € [|p + 1, p + ql|]. Supposons de plus a; # a;,i # j. Alors,

ona:
P ak .
| . > =) sik>0
- —dt = h=1 e .
2i7T S] rrq A ai o
H(f —a) - Ty Sinon
h=p+1 jy,

Démonstration. Commencgons par le cas ou k > 0. Il existe alors ai, ..., @p, Bpsi, - - -, Bp+q te€ls que

ptq

Py

H(t_a) i=1 i i=p+1

P ptq
= S [ g 3
g1 PHa par st t—a; sl t—a,

H(t i=p+1
Or, pourtouti € [[p+1,p+g¢l|l,ona:
&
f dt = 0.
S] t_al'

&
f dt = 2ina’.
sli t—a;

j; " dt—2z7rZaj

lna—a> =

_al

Ainsi, on a :

S

De méme, pour tout i € [|1, p|], on a:

Ainsi, on obtient :
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Comme a;, # a,, h # u, alors, on obtient directement que pour tout i € [|1, p|],ona:

1

a; =
ptq

[1(a;i —a;)

J#

Ainsi, pour k£ > 0, on obtient :

f i dt—2mZ 7

H(l—a) =TT (ai—

j=1.j#i

Considérons a présent k < 0 et soit u = —k > 0. On cherche alors a calculer :

dt
‘fS ptq

t”H(r—a)

Il existe des constantes yi, ..., Vu, @1, ..., &p,LPp+is- -, Pp+q t€ls que :

1 u Yi )4 Q; p*q 131.
D I Wl M (3-33)
rI(E-a) = = -
i=1
Ainsi, on obtient :
f dt u ptq
- = , + ﬁ
w [ T D ] 2 [=
gl t“H(t—a) P g1 B 11— a; 1 t—a;

Ainsi, on obtient :

dt . &
IST—le(’}/]+2m’Z(Ij.

t”H(t—a) J=1

En multipliant 1’égalité [3.33| par ¢ et en falsant tendre ¢ vers I’infini, on obtient :

ptq

0= y1+Zal Zﬁz

i=p+1

dt ptq
f, ——— =21 ) B
ST - ay) Jj=p+1

i=1

On obtient alors :

Comme précédement, vu que a;, # a,, h # u, alors,on obtient directement que pour touti € [|[p+1, p+4l],

ona:



D’ou le résultat annoncé.

O

Remarque 3.5.8. En utilisant les notations de 1’équation (3.26) pour A, 1’équation (3.29) se réecrit comme

suit :

p—m—1 M —Ha
t H ta(a) H tw(m+l a) H tw(a) H (ti - tj) m

~ a=1 1<i<j<m
On (7)) = K(¢ )hm Z sgn(w) f f prm— ! 1_[ dt,
k=1

e (i1 -y T 11 (- L)

a=1b=1 a=p+1 b=1 g

(3.34)

Exemple 3.5.9. 1. Commencons par le cas ou les deux membres sont compacts (G = U(2,C),G" =
U(0, 2,C)). Soit O le caractere de la représentation 11" de U/(Z\,@) associée a Il € %w(U/Q\,@)).
On va calculer ce caractére de deux manieres différentes dans le cas 4; > 0, 1, = 0. Tout d’abord,

d’apres la formule de Weyl (équation (2.11))), on a:

— T B O W
on(® sgn(W)E4p(7) AR
() = ~ ~ = 1 1 11
; [1 &@D-&:® 122
WA W) | o itincy 3 i L
ce qui se réecrit comme suit :
t2+/11 t2 _ t1t2+/11
1 2
Op(H)= ——— (3.35)
hh—th
A présent, d’apres I’annexe [C| on obtient que dans ce cas, le caractere est donné par la formule
suivante :
) £ .
on0 = | 3 s 15
[1(tn — 1) H(fh—f)
T h#
Or,on a
! gl
Z = (1)
M-t -t
T h#i
Ainsi,on a:
—1 -4 —1-2 —-1-A;
O (7) = Z N (3.36)
[1(tn — 1) h—1n
T h#
Or, I’équation (3.33) au point 7! donne :
tl—z—/llt—l _ tl_lt;2_/h tl—z—/llt—l _ tl—ltgz—/l] tl—l—ﬂl _ t;l—/ll
-1 7' (6 — 1) th—t

Ainsi, la formule de 1’équation (3.36) nous donne le caractere de la représentation contragrédiente
de IT'.
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2. En utilisant [26], si m > p + g, alors I1’ est dans la série discrete de U(p, g, C). Considérons alors
le cas (G = U(2,C),G’ = U(1, 1,C)) et soit A défini par 4; > 0 et A, = 0. D’apres ’annexe [C] cas
4, on obtient, pour tout 7 € T’

-1-2 -1
6 (~/) hht, ! 1, !
() =

hHh—1h B h—1
A présent, vérifions cela a ’aide la formule de 1’équation (2.17). En utilisant [34], le poids A’ de la

représentation IT est donné par A’ = —e; + (1 + A;)e,. D’apres I’équation (2.13), on a :

ce qui donne, en appliquant cette derniere au point 7' :

—-1-1
ZZ
=1
On()=—F—7= ~
0 - h—1

e,

On trouve donc le caractere de la représentation contragrédiente de I1’, comme dans 1’exemple
précédent.
3. Considérons le cas (G = U(2,C),G" = U(2,2,C)). Considérons le poids 4 = A,e; + Aye;, avec

Ay, A, > 2. D’apres|C] le caractere O est donné par :

ST B PR B B I
O (F) = —ty1atat hla 7h h (Fe T'™®) (3.37)
jvg = —lhhl3ly .

[T =1
1<h<k<4
(hk)£(1.2)

En reprenant les notations de la section|2.4.2} on a

a(x) _a®) -1
(67 —e 7)) = (hintty) (t — ) — 1)t — B) (2 — 14)
aed*(g,H\D* (1)
On a alors :

A ,1-1 1-A 2

@ _w - t3 1t4 2 t3 2t4 1
(e —e 2)O(exp(x)) = (3.38)
aed*(g,H)\d* () la =13

Comparons a présent avec la formule donnée dans I’équation (2.17). D’apres [34], A’ = —e; —e; +
(1 + A1)es + (1 + Ay)eq. En particulier, on a :

, 11 1
A +p= 561 - 562 + (5 + ).1)63 + (—5 + /12)64

On a #y ., = {Id}. Ainsi, le deuxieme membre de (2.17) se réduit a @¢(1’" + p — p(¥)).
Puisque
1 1 1

’ ’ 1
A +p—p(f):/l +p - 561—5624‘563—564):/1163-}'/1264
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O:(A" + p — p(f)) est le caractere du produit tensoriel de la représentation triviale de U(2, C) (cor-
respondant aux deux premiers indices 1 et 2) et de la représentation de U(2, C) (correspondant aux

derniers indices 3 et 4) de plus haut poids Ayp) = A;e3 + A2e4. On obtient

Z sgn(w)eW“U@ +o(U(2)))
W€,72

O +p—p@) = Oy (dye) =

L _1 _11
2 2 242
ot -1t
/11+%t/12—% _ l‘/lz—l /11+%
3 4 3

(t314) "2 (t3 — 1)

A+1 4 _ A A1+1
A

= P— (3.39)

t

Si on applique (3:38) en 7! au lieu de 7, on trouve

Ay

-1+
3l

4

-1+ A 1+4; A _ Ay A1+1
A P e At 2

£ 4

-1

- 14— 13

Notre formule coincide donc avec celle de Enright si on remplace I1” par sa contragrédiente.

Remarque 3.5.10. Comme on 1’a observé dans tous les exemples, la représentation IT" obtenue par la
méthode développée dans ce chapitre est la contragrédiente de la représentation a laquelle on s’attend
dans la correspondance des plus haut poids dans la dualité de Howe. Ceci peut étre expliqué par la fagcon

avec laquelle G a été plongé dans Sp(W).
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Chapitre 4

Une formule du caractere via la distribution

d’entrelacement

4.1 La distribution d’entrelacement

Commencgons tout d’abord par définir la distribution d’entrelacement introduite dans [33]]. Pour cela,
fixons (G, G’) une paire duale réductive dans Sp(W), et soient Il et II' deux éléments de Z,,(G) et
#,,(G") respectivement. D’apres le théoréme il existe un sous-espace fermé .4 de S(X) tel que
[M®Il" =~ S(X)/.4". Notons IT* la représentation contragrédiente de I1. On a alors

Q) ~ (SX)/A) ~ Ann(AN) = {f € S'(X): f(v) = 0, (Vv € A)} € S*(X)

Quitte a prendre IT* a la place de II initialement, on peut réaliser I1 ® IT" dans S*(X). Ainsi, d’apres le

théoreme [2.5.2] a une constante pres, il existe un unique élément I' € Hom(S(X), S*(X)) tel que
Fow@g) =M@ ®Il'g)ol (2e€G,geq)

En utilisant les équations et[2.21] il existe un unique élément frgrr € S*(W) tel que I' = Op o % (friem)-
La distribution frigrr est appelée distribution d’entrelacement dans [33]].
Comme démontré dans [33], lemme 5.4, page 71, dans le cas ou G est compact, la distribution d’entre-

lacement frg est donnée par la formule suivante :
fron = [ BUT @do(@ @)
Supposons a présent G compact. On définit 7, 1’application de W dans g’ par
Ty (W)(X') = % <x'(w),w >, (weW,x eq).

Le pullback de 7, de S(¢’*) dans S(W), et donné par ¢y — i o 7, est bien défini et continu. On obtient

alors par dualisation I’application (7)., de S*(W) dans S*(g"*), définie comme suit :
@) (W) = fWory),  (f €S W),y eSE™).
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De nouveau, soit ¢ : sp(W) — S/[_)(\W) un relevement fixé de ¢ : sp(W) — Sp(W). Comme défini dans
[33]], équation (3.10), notons j, : g — R la fonction définie par :

fG W(@)duc(@) = f W(E) o (x)dx
q

pour toute fonction ¥ € 4°(G) dont le support est contenu dans 1’image de & Notons &_ : sp(W) —
Sp(W) I’ application définie par :
&_(x) = &x)e0)™! (x € sp(W)).
Donc, ¢_(0) = 1.
Rappel 4.1.1 ([16]], théoreme 6.1.2). Soit f une application de X; dans X, (deux ouverts de R" et R™ res-

pectivement) ¢’ telle que f’(x) est surjective pour tout x dans X;. Alors, il existe une unique application
f*de 2'(X,) — 2'(X,) telle que f*u = u o f pour tout u € 6o(X).

Notons de nouveau O € Z'(G’) le caractere de I’ € Z,,(G’). Notons .Z : S(g”*) — S(g’) la transformée
de Fourier définie par :

FW)(x) = f YN (E(xX)) (Y €S(g7), x€g)
o
et soit #* : §*(¢’) — S*(g”) I’application duale. Soit ¢* : .@’(SE‘TVV}) — Z'(sp°(W)) le pullback de &_.
Ainsi, & 0O € 7' (sp°(W)).

Théoreme 4.1.2 ([33], théoréeme 6.7, page 81). Pour toute fonction ¢ dans S(¢’°), on a :

1
—5{@1‘1'(@) = Kﬁ*((Tg’)*(fH®H’))(QD)
Chg/

ou chy (x") = |detg(1 — x’)l%, avec d’ = dimp(V’), x’ € ¢, et K une constante.
Comme vu dans le lemme (3.3.1), on a
O (¥) = tr(w(Omw(¥))
pour tout ¥ € €*(G’). Donc,
O (¥) = t(wOnw(¥)) = tr(Op o (T(On)) o Op o (T(¥)))

T(OmhT(¥)(0) = f T(@m)(w)T (¥)(—w)dw
w

f T(@n)(w)T (¥)(w)dw (4.2)
w

ou la derniere égalité est justifiée car les gaussiennes sont paires. On remarque que les deux dernieres
équations sont formelles, étant donnée que 7(0®,) est une distribution, et pas nécessairement une fonc-

tion. Toutefois, on a bien que 7(¥) € S(W). La formule (4.2) est le point clé pour démontrer le théoréme

|.1.2] D’apres (@.1)), on obtient :

O (Y) = f TO@mW)T ) W)dw = fren (T(¥)) (4.3)
w
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4.2 Une formule de Rossman et Duflo-Vergne

Nous rappelons ici un résultat de Duflo-Vergne ([8] concernant la transformée de Fourier d’une orbite co-
adjointe G,, amélioration d’un résultat de Rossmann ([37]), car 4 ici n’est pas nécessairement régulier.
Considérons G un groupe de Lie semi-simple connexe réel et K un sous-groupe maximal compact de G
tel que rk(K) = rk(G). Soit T € K C G un tore maximal de G. Notons Ad" la représentation co-adjointe
de G, c’est-a-dire Ad" : G — GL(g*) donnée par :

Ad(®)(NH(x) = f(Ad(®)(x))  (feg,xeg,8€0)

ou Ad est la représentation définie dans 1’équation (2.§).
Notons < .,. > une forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et G-invariante sur g. Via la forme

< .,.>, on peut identifier fy avec h*. Plus précisement, pour tout A, X € t, notons
AX) =<1, X >

Pour toute forme linéaire 1 € g*, notons G, = Ad*(G)(1) I’orbite associée a A via Ad*. Pour plus de
détails concernant les orbites co-adjointes, et en particulier leurs structures de variétés sympléctiques,
on pourra consulter [6]. De plus, notons df, la mesure de Liouville sur G,. Comme dans [3]], chapitre 7,

section 5, on définit la transformée de Fourier de 1’orbite G,, notée F,, par
Fg,(X) = f e"dp, (X €9). 4.4)
G,

Notons g = @ p la décomposition de Cartan de g avec t C T I’algebre de Lie du tore T (voir [21]) et
soit @ = O(gc, tc) le systeme de racine associé a t. Considérons @, = {@ € O(gc, tc); (8c)e € Pc} et soit
Pi={ae®; <A,iH, >> 0}.
D’apres [4], page 170, la mesure de Liouville est donnée a une constante pres par

Fo(X) =[] <ia,a> f "% d(gG") (4.5)

aeps G/G!

ol G* est le stabilisateur de A sous I’action de G, c’est-a-dire
G'={geG; Ad (@)W = )
En utilisant 1’équation (4.5)) et [8]], chapitre 7, section 5, théoréme 7.29, page 232, on obtient :

Théoreme 4.2.1 (Formule de Duflo-Vergne).

ei(W/l,X)

. ’/1 i(g/l,X)d— =(—1 n(d) - 4.6
[Joon [, em=com 5, “

a€P) we (1) # () agu (we, X)

oit n(A) correspond au nombre de racines non compactes de P, et W (%, 1) le stabilisateur de A sous

I’action du groupe de Weyl compact, c’est-a-dire

W ED = {oce #({E1); o) = A).
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Fixons (., .) une forme bilinéaire, symétrique, non-dégénérée et invariante sur g. On identifie tc et t7, via

la forme (., .). L’équation (4.6) se réecrit alors comme suit :

e( S,Wt)

[1iau) 89 = (1YW }: et 4.7)

aeP, G/G! wel L/ ep,

ousecte retetP, ={aec ®lia(r) > 0}.

43 Lecas(G=UnC),G =U(p,q,C),oul<n<p+gq

Intéressons-nous a la paire duale (G,G") = (U(n,C),G’" = U(p, g,C)). Posons V5 = C" muni de la forme
(.,.)o définie par :
(40, Vo)o = Vo'Uo

et soit V; = CP*¥ muni de la forme suivante :

(ur, vi)1 = W'il, quy.

Uo| Vo _ .
( , ) = Vo'ug + Vi il 4u;.
uj Vi

Notons (S, s) le supergroupe associé a la paire duale (U(n, C), G’ = U(p, ¢, C)) (voir la section [2.6). On

Posons V = V5 @ Vi muni de

a:

57 = {X = [g g} ; (Xu,v) = (u, sXv) Vu,v € V)}

ou s € End(V); est défini par s(vy + vi) = vy — vy.
Lemme 4.3.1.

0 B N
X = c o €si© C=-il,,B.

Démonstration. Pour tous ugy, vy € Vg, u;,vi € Vi,ona:

Up| Vo _¢ —t.
(X ],( ]) = vy Buy +vy'il, ,Cuy
Ui V1

et

u % _ -
{OJXp}:ﬂW%—WU%WL
V1

En prenant vy = 0, on obtient I’égalité

v_ltilp,qCuo = V_ltBtl/t().

Ainsi, C = —il, ,B".
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Comme démontré dans [28]], section 4, et rappelé dans [32]], section 4, il existe dans ce cas min(p, n) —
max(n — ¢,0) + 1 sous-espaces de Cartan dans s; (voir la définition [2.6.9). Nous allons les caractériser

ici. Soit m € N tel que max(n — ¢,0) < m < min(p, n) et fixons
u=e'i.
Pour tout wy, ..., w, € R, on définit :
By = diag(uwy, ..., uw,) € M(m,C)

Bp—m = diag(uw,1, . .., aw,) € M(n —m, C)

et soit B la matrice de M(n X (p + g), C) définie par :

Bw 0 0
B =
0 0 Bpum

On définit la matrice X de s; comme suit

s 1)
Xwi,...,wy) =

—il,,B" 0
Notons alors by, I’ensemble formé par les matrices X(wy, ..., w,), (wi,...,w,) € R". Plus précisement,
notons
diag(0,...,0,u4,0,...,0) 0 O o
sij=1,...,m
0 0 0
uj,m =
00 0 )
sij=m+1,...,n
0 O diag(o,...,0,i,0,...,0)

En d’autres termes, on a :
b = ) Rt
=1
Pour tout B € M(n X (p + q), C), notons B* la matrice de M((p + ¢) X n, C) définie par B* = —il,, ,B'. Pour

(O R

n
En particulier, pour tout w = } w;u;,,, on obtient :
j=1

0 B
tout X = [B 0] € s1, notons 7(X) = X7 € get 7 (X) = X? € ¢'. En particulier,
* 0 i

2 2 2
)

. . 2
T(w) = —idiag(Wy, ..., Wy, =Wy iqs-- s =W,
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et

diag(w?,...,w2) O 0
T'(w) = —i 0 0 0
0 0 diag(-w2_,,...,—w?)

Notons J; la matrice définie par :
J; = diag(0,...,0,-i,0,...,0)

ou —i appartient a la j-eéme ligne. En notant f) et i’ les algebres de Cartan diagonales de g et g" respecti-

vement, on obtient I’injection suivante :

n m ptrq
h> Z;)’iji - ZI:)’iJi + .Zlyijp+q—n+i ey (4.8)
i= i= i=m+

Notons

b (m) = iRJ,- + Z RJpgonsi C
i=1

i=m+1
Lemme 4.3.2. Notons 3'(m) le centralisateur de Y (m) dans o', c’est-a-dire :

3(m)={xe€q; [x,y] =0(Yy € b(m))}

et soit Z'(m) le centralisateur de Yy (m) dans G’. On a :

diag(dy,...,d,) O 0
Z(m={geG ¢ = 0 X’ 0 .d; € C,X' € GL(p + q - n.0)}
0 0 diag(dysi, ..., dy)

A présent, on va fixer quelques notations. Pour tout y = 3, y;J; € b, notons #'(G, ) le groupe qui
i=1

ptq
permute les y;, 1 < i < n. Pour tout y’ = 3 y'J; € I/, notons #(G,b’) le groupe qui permute les
i=1

yi,1 <i< p+gqgetsoit #(K', ) le groupe permutant séparément y;,1 <i < pety,p+1<i<p+gq.
Pour tout m € [|max(n — ¢,0), min(p, n)|] ety = > y;J; € b, notons #(G, D),, le sous-groupe de #(G, D)
i=1

qui permute séparément y;,1 < i < mety,m+ 1 < i < n, et pour tout y’ € b, notons #(K’,b’),, le

sous-groupe de %/ (K’, ) qui permute séparément y/, 1 <i < m et Yopigimensis L STS n—m.

Notons :
rewm= | | @ (4.9)
a>0
all),(m)#o
et
T m)fy = l_l a (4.10)
a>0

al[)/ (m) =0
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Pour conclure, pour tout x,y € g ou ¢’, notons B la forme bilinéaire définie par
B(x,y) = Retr(xy) 4.11)

Notons que la forme B est G (resp. G’-invariante) et non-dégénérée sur g et g¢’. D’apres [32]], équation
(181),ona:

n
B(x.y) =3 Z Xy

J
En gardant les notations de [32]], notons G¥ le revétement de G défini dans la section 2. Notons H* I’image
réciproque de H via ce revétement, et soit Hg la composante connexe en 1’élément neutre de H*. Comme
mentionné dans [32], pour tout @ € ®(g, D), il existe un caractere multiplicatif fﬁg : Hg — C tel que sa
différentielle soit exactement la forme linéaire % ;
intégrale pour H*. Notons ¢ h— Hg un relévement de ¢_ : h — H associé au revétement G¥ — G.

c’est-a-dire que la forme lin€aire § est analytiquement

Pour tout x € b et toute forme x4 € b analytiquement intégrale pour G, définissons c_(x)* la quantité

suivante :
() = £t () (4.12)

D’apres [32], corollaire 38, page 47, T(G)_,r)(qﬁ) est dans ce cas donné par :

T(®,)(¢) = f c_(x) ch(x)f’“f-"-‘f ™V fi(ydydx (¢ € S(W)) (4.13)

h bNT(W)

ou u = v+ p, avec v le plus haut poids de 7, i’ la forme lin€aire définie par 4, = ty41-5,1 < j < n (on
pourra consulter [36]), et f, est la fonction définie dans [32], définition 10, page 19, dont on va rappeler
la construction a présent.

Pour tout w € b7* , on définit f; au point 7(w) comme suit :

Jo(@w)) = Cy, Ty ym (T’ W) fG lgwd(g'Z (m) (4.14)

12 (m)

ou Cbm est une constante de valeur absolue 1 définie dans [32]], lemme 8, page 17. Plus précisement, la

constante Cy, est définie de maniére a ce que 1’on ait, pour tout w € ;" 1'inégalité suivante :
Cy,,, g 1y (T (W) 3 oy (T(W)) > O

n

A priori, la constante dépend de m. Or, pour w = 3 wyly,,, On montre, en utilisant [32], lemme 6, que
k=1

I’'ona

m n
2 . 2 - ) -
o) (TN (T W) = gy (Tw))? [ [y o | (=imyreor
j=1 j=m+1
Finalement, on obtient :

(n—Dn

Cbi,m =Dz

in(p+q—n)
et donc cette constante est indépendante de m.
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En vue de sa définition (.14)), f, a son support dans h N 7(W). On peut donc réecrire (4.13])) comme

T@)(@) = f e (0 ch(x)H! f ¢ £ () dydx @.15)

b b

On va maintenant appliquer (4.14)) a une fonction ¢ spécifique, qui nous permettra d’utiliser le résultat
de Duflo-Vergne, équation (4.6)).

Le lemme suivant est facile a montrer.

Lemme 4.3.3. Pour tout régulier y € )/(m) C b, ona :
Z'(m)={g € G'; Ad(g)y =)'}

De la méme maniére, on a :
WKLY =K )

Théoreme 4.3.4. Pour tout y € Yy (m)™® régulier ety’ € )) ™, ona :

o eiB(y’,O'y)
Ty i ) P Vd(g'Z! () = (=i Dy @y

—14y
G'/Z(m) aeW (K ) (K b)Y Ty f3m) (T Y

(4.16)

ou n(h/(m)) est le nombre de racine positives non compactes qui ne s’ annulent pas sur by’ (m).

Démonstration. De nouveau, notons P, = {a € ®(¢’,1); ia(y) > 0}, et soit n(y) le nombre de racines

non compactes de P,. D’apres la formule (4.6), et en utilisant le lemme {4.3.3]
eiB(y’,O'y)

. BY &'V (o' 7' = (=1)"0) -
rl la/(y) L’/Z/(m)e (g (m)) ( ) I_!) Q(O'_](y'))

a€Py oW (K W)W (K W o

On veut réecrire cette formule en termes du systeme de racines que I’on a fixé.
Pour tout € #(G,}), on note de nouveau n 1’élément de #'(G/.,bH’) que 1’on obtient lorsque 1’on
identifie h avec i'(m) C I selon (#.8). Il agit donc trivialement sur le complément orthogonal de b’ (m)

dans b’. Fixons alors 7 tel que

My > ...> @y

Ainsi, on a

[ 1e0)=7ywm®)

a€Pyy
Or,on a
Py, =nP,
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et

[ ] =senen ] [ et

a€Pyy a€Py
Ainsi,
[Tia0) = sentp [ ] i) = #9550, 0)
a€Py a€Pyy
On obtient alors
B0

. ’ ’ , ’ . l d , , ’
Ty 13 m) () f BV (g 7/ (m)) = (—i)2 M@ )y Z
G’ /7' (m)

—1+y
e KW K B Ty 13m0 ~'Y')

Comme y € '(m)™, on a
{a € (g,1); a(y) # 0} = {a € D, H); a,, # O}

De méme, si @ est tel que a(y) # 0, alors —a(y’) # 0. Ainsi

1
4(Py 0 (@) \ O, 1)) = Sh (o € DY) a(y) # 0) N (D', )\ DY, )
= #(le e @, 1); ), # 0} N (DE,H) \ OF, 1)) = n(h/ (m))

n(y)

Donc, (—1)"® = (=1 d’on le résultat annoncé.

Remarque 4.3.5. Ici,on a :

n(b’(m))

= He—e; 1<i<pp+1<j<p+qgl—-Hflei—e;;m+1<i<pp+1<j<p+qg-—n+m)

pq — (p—m)(g+m—n)

On va maintenant choisir la fonction ¢ dans (4.14). Pour ¢ € €°(G’.H’ ™), on définit
p(w) = f XeWP(x)dx" (weW). (4.17)
g/

Pour tout y € 7(by,,), on obtient, d’apres la formule d’intégration de Weyl,

Ty 157 m) (Y) f f P EDY(y )y d(g'Z (m))

G'/Z'(m) Vo
! f ( iB(Y'.¢') G'/|H' 2
= o | Ty (Y)f e 'd(g'Z'(m))) YOl iy OOy

7 (K0 Jy v G’ /2 (m) v

ou Yy . p'ee — C est définie par :

pITON = | wAd)HO DA H). (4.18)

5

[H
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D’apres I’équation (4.16), on obtient :

WmMﬁj‘ ‘fﬂ“”ww@ﬂwzw»
G'|Z'(m) V¢

(—i)2 dim(@'/3'(m) (1 oy (m) B0 o)
fb

K] OOy )Py’

—14y
P G
TV (K'0)/ W (K'Y ROIC

Or,
Ty 1y my) (0 (V) = sgn(o) 7y 13(m) (V) (o€ #(G,b))

Par invariance de ¢/’ et de 1a forme (., .) sous I’action de #/(K’, 1)), on obtient 1’égalité suivante :

eiB(y/,D')') |W(K’, b/)| eiB(y’,)') G N2 g
f Yo O gy OO dy
y

————— gy )Py = N ,
ver ey I T 3 (@Y) ) [P/ (K, 5] Jy 7ty 15am ()
En utilisant

, - -

7 iy OO = g iy O 15y V) = T 136m) O )Ty e O ) 0 (0
on obtient finalement :
Mw=@emwmffﬂm%mwwmwwwmﬂw@' (4.19)
bl

avece
(=1)nn=Djn(p+q-m)(— l')(p+q)2—(p+q—n)2—n

m:

(p—m)l(qg—n+m)!
Notons .27, la fonction sur '™ définie par :

) = mgy W) (e
Remarque 4.3.6. La fonction f; est la restriction a h'(:m) de la transformée de Fourier de la fonction
Cn (=" 7y 7
Lemme 4.3.7. Pour tout o € W (G',H), ety € T'(brie”gn ), ona

Jo(ny) = sgng 0 () f5(v)

Avant d’établir une formule explicite du caractere, considérons la distribution

f c_(x) ch(xy " POV d
b

qui apparait dans (4.13). D’apres [32], lemme 33, équation (161), page 42, on a :

c_(x)* ch(x)Pra! = 1_[(1 +ix,) (1 = ix;) b

J=1
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ptq

N _ —n—1 _ ’ p+q—n—1
ola; =p;— =5—ethj=—p; = —5—.
Ainsi,

f c_(x)* ch(x)Pra1eBo) gy = ]_[ f (1 +ix;))™ (1 — ix;) Pie™idx;
b j=1 YR

La deuxieéme membre de (4.15) est une intégrale multiple et chacune des intégrales simples est de la

forme :

f (1 +ix)™ (1 = ix;)™ f e ™ idx; f(y)dy; (4.20)

R R
ol f(y)) = fs(V1s- s Voo In)-
Rappelons alors les idées [32], Appendice C, concernant le calcul de cette intégrale. Commencons par
quelques notations. Pour tout a,b € Z, considérons les polyndmes de la variable réelle P, et P, >
définis par :
p-1ala+1)...(a+k-1)

2—a—k b—1-k : b > 1
Pypr(&) = kgo k(b —1-k)! & SO =

0 sib<0
1yl ai bb+1)...b+k- 1)2—b—k§a—l—k o
- sia >
Pup2(&) = k=0 k'(a—1-k)!
0 sia <0.

Par convention, fixons a(a + 1)...(a+ k— 1) = 1 pour k = 0. Clairement, pour tout £ € R, on a :

Pop2(&) = Pupr(=6).

Posons alors P, le polyndme de la variable réel défini par :

Py p(&) = 2n(Pop2(E) g+ (&) + Pup2(E)1r-(£)),

ou R* est la droite réelle positive, R~ = —R* et 1, dénote la fonction indicatrice de I’ensemble A. De

méme, on définit le polyndme Q,; par :

0 sia+b>1
—aala+1)...(a+k—-1)
2

o(iy) = 2 b k!
Qap(iy) = 2n _fb(b+1)_..(b+k—1)

k=a k!
(1 +iy) (1 —iy)™ sia<0eth<0.

270k — i)kt si—a>b-1>0

27K -yt si—b>a-1>0

En utilisant [32]], appendice C, proposition C.1, page 82, on obtient que pour tout j € [|1, nl],

f (1 + i) (1 = ix)) e ¥ = Py (€)™ + Qu_,.,b,(—%)(so(f). (421)
R
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Avant d’énoncer le théoreme principal de ce chapitre, intéressons-nous au support des polyndémes P, ., 1 <

j<n.Ona
aj:y}—wqf_n_lzﬂnn—j‘*]’—l’
et
bj:—y;—“qf_"_l:—A,,+1_j—j—q+n+1.

Onaaj+bj=-p—qg+n+1.0r,n < p+gq,c’est-a-dire a; + b; < 1, et donc, pour tout j € [|1,n]], la

condition a; > 1 et b; > 1 est impossible. En particulier, pour 1 < j < n, on a les trois cas suivants :

p+q—n+1

Ryo  sietseulement siy); < ——5

supp P, = YR<o  si et seulement si y/; > qu—nH (4.22)

0 sinon .
Plus généralement, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.3.8. Notons

max{j>1; j<-A-j—qg+n} si—-A,>2qg+1-n

Mmin =
0 sinon
et
min{j >1; j>-A,-j+p+1}-1 si -2, <-p
Mmax =
n sinon .
On obtient alors : .
supp f c_(x) ™ ch(x)P* 1B gy = ﬂ 7(O1,0) (4.23)
b m’ =i

Remarque 4.3.9 (Remarque avant preuve). De maniere équivalente, on peut définir m,y;, et my,x comme

suit :
maX{jZl;u}S—%(p+q—n+l)} sig) <—2(p+q-n+1)
Mmin =
0 sinon
min{j > 1; ;2 3(p+g-n+ D)= 1 sig, 25(p+qg-n+1)
Mpax =

0 sinon

Démonstration. Soiti > j,on a

/«ll, _IJ; = (/ln+l—i - /ln+1—j) + (l - ]) > O
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Ainsi, (u;); est croissante. D’apres 1’équation (#.22), pour tout j < My, on a supp(P,, ) = Ryo. De
méme’ pour tOlltj > Mmax, Supp(Paj,bj) = RSO et si ] € [lmmin’ mmaxl]a alors Supp(Pa/‘,bj) = {0} Or’ d’aprés
[32]], lemme 9 (et aussi équation (69)), on obtient

Mmax

ﬂ T(bi,m') = {Zyzjz > V1o e oo s Ympmin—1 >0 = Yigin = +++ = Ymax = 0> Ymax +1 - - - ’yn}

m, =Mmin
D’ou I’égalité annoncée. mi
Fixons a présent my,;, < m < my,,x et considérons la décomposition de by’ suivante
b =0 (m) &b (m* (4.24)

ou b’(m)* est I’orthogonal de Iy’ (m) par rapport a la forme bilinéaire (., .). Considérons pr la projection

de by sur b/ (m), c’est-a-dire
pr,, 0" +y7) =) O €y (m),y” ey (m)") (4.25)

De plus, considérons py,, la forme linéaire de )" définie par

1
Pym = 5 Z @ (4.26)

a>0
U oy =0
b’ (m)

Pour finir, considérons # (G, b, m) le sous-groupe de # (G, h) défini par

Mmax

W (G,b,m) ={neW(G,b); ﬂ 7(b1,m) S 77(b1,)} (4.27)

Lemme 4.3.10. Le groupe W (G, D), est le sous-groupe de W (G,V) formé par les éléments qui laissent
7(h1,,) invariant.Par conséquent, # (G, 1),, est un sous-groupe de # (G, V), m).

Remarque 4.3.11. D’apres (4.22)), le support de la distribution
fR (1 +ix;)™ (1 = x;) e ™idx;  (y; €R)

est toujours contenu dans une demi-droite [0, co[ ou ] — co,0]. Ainsi, I’équation (4.21]) peut s’écrire

comme suit .
f Payn, 0™ )y, + Quy i )
0 ¥;=0
ou bien comme 0
f b 0)€ ™ [y + Qs 0
o 4,20

Les polyndmes P, ;,; et Q,; 5, peuvent €tre nuls, mais pas simultanément (le caractere étant non nul).

Intéressons-nous maintenant au cas ou P, = 0. D’apres [32], lemme 16, on a
lm L Ouy b, (7T )f(y]) = 1 m Qu;p; (7T )f(yj
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Enongons a présent le théoreme central de cette section.

Théoréme 4.3.12. Le caractére Oy de I € %,(G’) est donné, a une constante pres, par la formule

suivante :

sgn(ny) pr,,(ch) ™
O (i) =

2 = (4.28)
neW (Gh,m)/ W (Gh)m o€ (K'.) ﬁHo ((ch)2 = (ch)™2)

Py 20

Démonstration. D’apres les équations (.15) et (4.23)) , on a pour tout m € [|myin, Mmax|] ’égalité

T(On)(¢) = f c_(x)™* ch(x)rta! f €™ £ (y)dydx (4.29)
b W (G.h)1(by,,)

En effet, pour tout m € [|mpyin, Mmaxl], On a :

Mimax

T(bi,m’) c T(bi,m) c W(G’ b)T(bI,m)

/— .
m" =Mmin

On a alors :

f c_(x)™ ch(x)+a! f e £ (y)dyd x
b W (Gh)r(by )

c-(x)* ch(x)"r! f e PO £ (7o (y))dyd x

eV (G m) | # (Gh)m P 707

sgn(1o) jb‘ c_(x)™* ch(x)P+a! f( b )emB(WOI(x)’y) f()dydx
TO1m

€W (G.h,m)/ W (G,))m

sen() f e (o)™ chiny(x)P ! f £B6 £, (y)dydx
I) T(I)T,m)

€W (G.h,m)[ W (G,H))m

sgn(no) f c_(x)70'# ch(xyP*a! f "D o (y)dyd x (4.30)
NEW (G m)| W (G D) b (07 )

Au vu du support de f,, on a

f einB(x,y) f¢(y)dy = f einB(x,y) f¢(y)dy
T(bi,m) f

On remarque aussi que [ est identifiée avec son image Iy’ (m) dans Iy’. Par conséquent, 1’équation (¢.30)

devient :

sgn(7o) c_(x)70# ch(x)P*a! f ™ fu(y)dydx (4.31)
o€ (G b,m) [ W (G D) b’ (m) b (m)
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En utilisant la remarque [4.3.6] on obtient donc que (4.31)) se réecrit comme suit

sgn(1o) f c_(x)0'H ch(x)r+an! f PN F (7 y Ty ) () dyd x
b 7(O1,)

€W (G.h,m)[ W (G D)m

-ty —n—-1 inB(x,
= Z Sgn(ﬂo) C_()C) To # Ch(x)p+q " f e () yb’(”s’(m)/b’%ﬂb/(m) (y)dydx
MW (G.hm) | (G ) b(m) b'(m)

-y -n—1 gr-1
= Z sgn (7o) C- ()0 K ch()P Tl Py oy )|y O)lydx
MW (G.hm) [ (G b)y, b (m)

) —n—1 ’ /
= D senlu) | e ()Y ch(xye f Xy omy L)X+ Y)dy dx
MW (Ghm) | W (G b)m b (m) b (m)*

= Z sgn(1o) C_(xX') M ch(x)rra! f Ty y )y (X + ¥ )dy' dx’ (4.32)
MW G| W (G.hm b m) bm?*

On va maintenant choisir la fonction ¥ € €.°(G".ly"#) a partir de laquelle on construit ¢ selon (4.17).

On rappelle que G’ C G’ est le domaine de la transformée de Cayley. Soit ¥ € ‘é‘”(@’) avec support

dans G’ C G’ et soit Jo le Jacobien de ¢ : ¢ — G’°. On rappelle que pour ¢ : g’“ — G, on a posé

¢_(x") = &(x")é0)~!. On définit alors :

Y(x') = O(E(x)) jo (x)P(E(x)) (x" €g") (4.33)
Avec ce choix de P, I’intégrale (4.32) devient

sgn(10) f C_(Pr, ()0 ch(pr,, () T oy ()7 1y COREH (0)dx,  (4.34)
ig

UOGW(G,b,m)/W(G,f))W
ou pr,, est comme dans (#.25)). On doit maintenant réecrire cette intégrale en tant qu’intégrale sur H’. On
ptq ptq
procede alors comme suit. Pour tout x =  x;J; = >, z;E;;, avec z; = —ixj,ona:
=1 i=1

[Je@i-cohH= [] @ice)?-c@ i@

a>0 1<i<j<p+q
Or,
oy Gl @ty (zi+ 1)
zi—1 (zi+ 1)z =D Zl-z— 1
Ainsi,on a:
z+1 z;-1 zi—1 z;+1
[T €ceieeyt-cicemh = [] |—Fr—- 7
I<i<j<p+q tsi<igprg\ (&G — D@ - D2 (G - D2z - D)3
2(Zj -z
1<i<j<p+q (1- Z,-z)%(l - Z?)%
[T 2@z -z
_ 1<i<j<p+q
Ta -2
k=1 '
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Ainsi,on a:

[T -z
a _a proDpre) 1<i<jsprq gy Ty (X)
l—l(c_(x)2 — C_(X) 2) =2 2 ia ) = (2l) 2 e l
ars e
a>0 U (Xk ) 1—[ ()Ck + 1)
De méme, on a :
Ty 13 my (X) (Prg=n=1)(p+g-n) _ (p+g=D(p+q) o o
=) T T i -
—n—1 ~
Ch(prt71(x))p+q " ®(C(X)) a>0
a|b,(m)¢0
En effet, on a :
HO(C-(X)f —c-(0)72)
a _a >
1—[ (c-(X)? —c_(x)72) = — T 2
250 [T (c-(0)2 —c-(x)72)
Ny ™0 >0
Uy my
p+q—n+m
@ra-Dpra) [T (1+x)prran]
_ (2 ) ﬂg’/b’(x) k=m+1 k
- (p+g=n— l)(p+q n p+q | Tl (x
(21) H(xk + l)p q- 3'(m)/b ( )
p+q—n+m
(2 )(p+q D(p+q) ﬂ'g’/g/(m)(x) H (.xk + 1)_7
_ k=m+1
- (p+g-n-1)(p+q-n) l)(p+q n m ptq

GO 0T T (et

k=p+q—n+m+1

Or,

ptq 2
ch(x) |detR(x—1)|%:ﬂdet IS B L
] -1 0/ lo1
1
ptq 2 p+q
1 X; 1
1= 1+ x%)2
(—x,- 1] rl( l)

i=1

I

—]
o
&

et ®(¢(x)) = ch(x)". Ainsi,

m ptq ptq
ch(pr, () OE() = [[a+D™T [ A+ [ Ja+ad?
i=1 i=p+q—n+m+1 i=1
+
1a +x2) "5 M «a +x2) "
i=1 i=p+q—n+m+1
= p+q n+m
[T A+x2)3

i=m+1
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En utilisant cela, on obtient avec des constantes C, C’ qui ne dépendant pas de m,
ch(pr,, ()" 4" 7y gy ()7 iy (X)O(E(x))
7y ()
= C————ch(pr,, ()" O(E(x))
Ty 13 (m)(X)

2
HO(C—(X)% — () D)| pig
, la> 2\p+q-1
¢ [T (c-(0)? —c_(x) )H(1 + %)

k=1

a>0
a,  #0
b/ (m)

ptq
En utilisant le fait que j,(x) = ch(x)"27*? et jy(x) = ch(x)™%, on obtient [](1 + x)P**1 = (j)~! jy(x).
k=1

Ainsi, I’équation (4.34)) devient :

T(@n)(9)
= C, > sgn (o) fb e (pr,, (X)) 0 ch(pr,, (0) " gy ()t (P (@ ()
o€ (G h,m)/ W (G, H)m
2
Z 1 Ho(c_(x)%—c_(X)‘%)
_ ) sgn(no) f e (pr, (1)) 0 2 ) Y ()
MEW (Ghm)/ # (G B v }:[o (c-(x)? —c_(%)72)
alb’(m)#)
avec
C'(m) = C,C’
On obtient finalement :
2

sgn(10) pr,, (h)
[1 (h? —h%)
a>0

#0
ly (m)

n(h%—h-%) YO (dh  (4.35)

a>0

T(On)(¢) = ﬁ C’(m)
=

o€ (G.hm)[ W (G,))m

2
PO IH () sous 1’action de #/(K’, ), on a :

En utilisant I’invariance de |[](h2 — h™?)
a>0
2 1 2
R — )| YO () = ———— n)?* — (ch)™ )| W' (h
1:([)< ) (h) lW(K"b'N(,ey;u;gb,) (];!«a) (oh) ) (h)
ce qui nous donne :
T(®n)(®)
2
C'(m) sgn(no) pr,, (h) Ty e -
= TRy 2 ) I l—[<<ffh>2—<ffh> Dy ¥ (odh
(K7, H poe (G om) | W (G h)m oW (K' 1) (Eo (h2 - >0
all)’(m)#)
2
C'(m) f sgn(170) pr,, (o ) o ¥ N
= - — — (h> = h™2)| YO'™ (h)dh
|7 (K", )| UW(G,D,ZM;W(G,D)M Ue,;(,;,,b,) QHO (c7h)z = (o th™2) !,—([)
a|h/(m)¢()
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On obtient alors, a partir de la formule d’intégration de Weyl et grace au théoreme de Harish-Chandra

que le caractere Oy (h) est donné, a une constante pres, par la formule suivante

sgn(n) pr,,(ch) ™

W Gomiw G oen Ky L (@12 = (Th)™=)

“lyom) #0

Corollaire 4.3.13. Le caractere Oy de 11’ est donné par la formule suivante :

[Tot-roenm=c Y ST S sentren prehy T ey

a>0 neW (G, h,m)| W (GH)y oW (Z'(m),ly e (K',))

Démonstration. D’apres [24]], chapitre V, section 6, page 319, on a

[Twoni-@mnH="3  sen@yom

a>0 oeW (Z'(m),y’)
”lb(m)#)

(4.36)

O

A présent, on va s’intéresser a la constante C qui apparait dans la formule (4.36). Pour cela, utilisons

les résultats et notations de [[14]], chapitre III, section 41, page 97. On fixe a € <ff"((?’) K’—invariante

droite telle que

fazl
5/

Par suite, pour simplifier, on notera %# = # (K’,1)’). Notons

A= [ @f-n)

aed* ()

am= | wt-nh

e (g H)\O*(F',h)
En particulier,

A = oAy = | |(f ~nH)

a>0

Pour toute fonction 8 € (fc‘x’(ﬁ '), on définit f € €.° (é’ﬁ/) comme suit

o) = aAo() ™" > sgn(@)B)  (he H'™,xeG)
oW

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(ici, G’ " correspond a I’ensemble des G’-orbites de H'™2 et h* = xhx~'. De méme, on définit la fonction

H —~—
gs € €=(K') par

gs(h) = AA) ™" Y sen(@)Bh”) (ke K))
oW
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Notons m = 1dimG’'/H" et my = 1dimK’/H’, et soit ¢ = m — my. Par la suite, on identifiera une

représentation I, € K’ avec son plus haut poids y. D’apres [2], page 97, on a

O (fy) = (<1 3 my) f 2500, (R)dk

yEK

ou m(y) dénote la multiplicité de y dans Oy . Cette dernicre se réecrit comme suit

O (fp)

00 Y me) f 2500, (K)dk

yEK/

(-1 )"Z WK b)lf 8O, (h) [Ao(h)* dh

yEK

(- l)qz > sen (‘T)W(K' o f A+ (Ao BT)O, (W) 1AW dh

yeK oW

(1" )} D, sen ((r)W(K, - f AL (BUHO, () Ag()dh

yeK’ oW

L’équation (#.36)) se réecrit comme suit

CP(h)
O (h) = m
avec P(h) = b) ) > sgn(not) pr, (thy™ ¥ (thy s,

neW (G.h,m)[ W (G D) oW/ (Z'(m).y ve# (K'.b)
Or,ona:

1
S h)® (h)|Ah)|*d
|W(K,wf/fﬁ() w(WIAh)|"dg

= h P(h)A h)*d
= mjl;fﬁ( )MI (WI-dg
__c A(h h‘fPhlA(h)l2
= W(Kf,w;jgn(“) (5P

f_ 15(2)Om(g)dg
&

dh

e P )dh
= e ) [ pasna

Ainsi, on obtient I’égalité suivante :

C(=1)" ) sgn(@) ﬁ PO = (=1)" ) D sgn(yym(y) f A(MBH)O,(MAg(h)dh. (4.40)
H,

oW yeK oW
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J~ (o)

—— oudestle
A, (h)

Cette égalité est valable pour toute fonction 5 € %”C""(ﬁ 'T8). Ainsi, considérons B(h) =

plus haut poids de II". Or, pour ce § en particulier, on a

Z}}@@mwﬁamwmawmmﬁzzZ}}@@mwﬁwwwMMWM
H H

yek' TV yek' T
_ Zm()/) ﬁ (Z sgn(a)h‘“*")]G)y(h)Ao(h)dh
Yk H \gew
= Zm(y) _ 0,(W0,(h) 1A dh (4.41)
= H
yeK’

Or, d’apres [24], chapitre 1V, section 2, corollaire 4.10, page 241, on a

- 1 sid=ng
| &xme,wa -
K 0 sinon

En utilisant la formule d’intégration de Weyl, on obtient

_ ) [#| sid=n
ﬂ ©,(h)O,(h) |[Ay(h)|” dk = (4.42)
H' 0 sinon
D’apres [[19], théoreme 9, (iii), page 555, il existe un unique E’-type de multiplicité 1 et de plus haut

poids A. Ainsi, on obtient :

| =C f P(h) Z sgn(o)h T A
it . A, (h)

gV

Finalement, on a :

1 P(h
c! =7 f_ [E sgn(o')h_“(“”)) A(—(h))dh (4.43)
H +

oW
Remarque 4.3.14. Supposons a présent que I1” est dans la série discrete.
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Dans ce cas, on a P(h) = Y, sgn(c)h"“*?). On obtient alors

o
c! = ll% f,; | (;/sgn(a)h_"(“p)) %dh

- % f,; | ésgn(a)h_“(“p))[;ﬂ sgn(‘r)hT(’”p)) f(h)dh

= |17| fﬁ 0,1 (=12 ™0 () [Bo(h) (4.44)

= (-1)? f~ 0,(k)®r (k)dk
= (=)}

ol dans (#44) on a utilisé la formule du caractere (2-13)). Ainsi, on obtient C = (=1)?, comme I’on devait

obtenir.

4.4 Quelques exemples et cas particuliers

44.1 Lecas(G=U{,C),G =U(p,q,C),1<p<gq

Regardons a présent quelques exemples. Regardons tout d’abord le cas (G = U(1,C),G" = U(p, ¢,C)), 1 <

1 sid < —-q
Mpyin =

p < q. Dans ce cas, on a

0 Si/11>—q

1 sid > p
Mmax =

2 Si/l] <p

Ainsi, pour choix de m, on obtient les trois cas suivants :

1 Si/l]ﬁ—q
m=40oul si-g<Ad;<p (4.45)
0 si/th

D’apres 1’équation (4.28)), on obtient que le caractere O est donné par la formule suivante
pr, (ch)™*
ceryy LI ()2 —(oh)™2)
a>0

a/lbl (m) #0

Ow(h) =C
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ou C est une constante.

Commengons par le cas m = 1. Pour tout & = diag(hy, ..., h,.,), on apr;(h) = h;. De méme, on obtient :

{Q€®+(g,,b,); all)’(l) 7&O} = {61 —€j, 2S]Sp+q}

Ainsi,on a :
@ a rrd _1 11 prq 1 1
[ @i -n% = | |ainz -nin =] |nn (hy - hy)
>0 k=2 k=2
(ylh'(l)#)
peg PY4 | PHa by ) ptq
= [ [ne] | -mo=n rh Hw )
k=2 k=2
On a alors d’apres (4.28))
p+q o _1P%q 1
o-(l) H hz

O =C >

pt+
oW (K'.Y) H (hg(l) - hcr(k))
k=2

Lemme 4.4.1. On a [’égalité suivante

ptq ’ /7+(1
e 11
ho-(l)
D S
oV KW) [Tty = L) b=1 H(hb - hy,)
k=2 =]
a#
Démonstration. On a :
Prrq ’ ptq ’
7 —H-1 p T—u -1
I I
pHq - <

1 ae¥ (K.b) H(hk ho(j))

oV K0 [T (heay = how)) (D)=
k=2

Ainsi, pour tout k € [|1, p|leto € #(K',}’)telque (1) = k,onaoc ({2,...,p+q}) ={1,...
et donc
ptq ptq
[ [0 = o) = | [0 = o)
j:2 a;k
et donc : e e
p hT—# -1 PR -1
b
2 D =Dl
k=1 o (K'.}) H(hk = hy(j) b=1 TT(hp — hy)

o()=k
a#b

(4.46)

,P+qi\{k},

Finalement, a une constante pres, on obtient que le caractere Oy (h) est donné par la formule suivante :

P*q -1

pHq =

1]’

Q
._.

a#b
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Considérons a présent le cas m = 0. Dans ce cas, on a pry(h) = h, et

la e @0, 0); a0 =fec—eprgs 1 <k<p+q—1}

On a alors
p+g-1 pq-1
r]mi_hﬁ) = [IU%pw_hzh;ﬁ_ r]thl%m Rp+q)
a>0
le’(O)#:O
_17+q*1 pa-l _1 hi i P+q 2 gl _1 pral
= hp l—[ 2 n (hy — p+q) = l—[ : rl (i — p+q)
k=1 k=1 k=
c’est-a-dire
h[JT*-q_/l/ 1p+qh%
o(p+q) kl;[l J
O (h) = C Z e (4.48)
acl/ (K'.Y) klj[] (howy = ho(prq)
Lemme 4.4.2. e, g
hT_ﬂ -1 ptq hT_H -1
o (p+q) _ b
Z g1 =pllg-D! Z ptq
oW (K'Y) H (ot = Lo(prq) b=p+1 Ul(hb - h,)

a#b

Finalement, le caractere Oy (h), est donné, a une constante pres, par la formule :
s h?‘”l‘l
On(h) = Cplig- D! [ n2 T —

k=1 b=p+l H(hb_h )

a;th

(4.49)

Proposition 4.4.3. Pour tout A, € [|—g+1,p—1[],ona:

prq

’ l7+q
p+q h R -l

-y -

14
Z p - (4.50)
bwlnu%—h> v=1 1y = ho)

Q
,_

a#cb a#b

Remarque 4.4.4 (Avant preuve). La proposition précédente se reformule comme suit : pour tout k €

[10, p + g — 2], on a I’égalité

ptrq
4.51
;erh> anwm @D
a#b a+b

Démonstration. Multiplions I’équation @.5T) par [ (h; — h;). Ainsi, (.51) se réecrit comme suit :

1<i<j<p+q
rtq
b—17k b—17k
D[] = ji]( ek [ =)
b=p+1 1<a<c<p+q 1<a<c<p+q
b#a,b#c b#ab#c
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ce qui est équivalent a

ptq
Y [ =k =0
b=1 1<a<c<p+q

brabic

Pour tout k € [|0, p + g — 2|], considérons M* la matrice définie par
— M =h i<k

- M£k+1 = Migs2 = 1

— Mffj:t{_2 sij>k+2

c’est-a-dire

k-1 k k k+1 p+q-2
1 hy oo KU RS R R

k-1 k k k+1 p+q-2
I hpy ... hp+q hp+q hp+q hp+q hp+q

Les (k + 1)¢ et (k + 2)° colonnes étant identiques, on a det(M*) = 0 pour tout kin[|0, p + g — 2|]. Or, en
développant ce déterminant par rapport a la (k + 1)°-colonne, on obtient

ptq

0= det(My) = (-1} Z( D[] Ga=ho

1<a<c<p+q
b#a,b#c

O

Cet exemple montre que, méme si on peut calculer le caractere en choisissant un sous-espace de Cartan,
les formules que I’on obtient pour des Cartans différents sont en fait les mémes. Ceci est une vérification

directe sur un exemple particulier de ce que le théoreme {.3.12] affirme en général.

442 Lecas(G=Un,C),G =U(,C),n<gqg

Dans ce cas, on am = 0. De plus, #(G,),0) = #(G,b)y = # (G, ). Ainsi, on a :

prO(O-h)_#/ prO (O-h)_'u/ a a
O (h) = — = ——— | | (oni @
' ,;(G;) 1 (@R = @™ %I) (@h)* ~(h) )1_([

ah)/(())i()
Or, pour tout o € #(K’,b’), on a
[ [«om? - @hy %) = seni@) | [t - %)

a>0 >0
De méme, on a

la e @ (¢, 0) |y, =0t ={e;—e;|1 <i< j<q-—n)
Ainsi,

l_[ ((O-h)2 - (O-h)_z) - l_[ (ho-(,) o'(]) a-(zl)hz(J)) n hg—(k) 1_[ (hO'(t) 0'(]))

a>0 I<i<j<q—-n 1<i<j<q—n
“ly 00
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et

q
proy™ = [ | nl

a=q-n+1

Finalement, a une constante pres, on obtient

[t -noonm= Y sene [ ase [ [ [ too-te) @52

a>0 aeW (G'h) a=q—n+1 k=1 1<i<j<q—n

Or,on a

H (howy = hogp) = Z sgn(o) rl ho"r(a)

1<i<j<q—n -re&”“w_,q -

} est le sous-groupe de #'(K’, 1) qui stabilise les points {g —n + 1,...,g}. Ainsi, pour tout

q ’ q ’
_ﬂaqu&n _ _Naqurn
l—[ ha'(a) - l_l htTT(a)

.....

.....

a=q—n+1 a=q—n+1
et
q—n _g-n-1 g—n _g-n-1
2 — 2
hO’(k) - l_l hO'T(k)
k=1 =1
Donc,

d , g-n
S seno) [ mite ]_[ho_(k)l [T o=t

| % =150, h)

a>0 oW (GY) a=q—n+1 1<i<j<q-n
_ll/ q—n— g—n
_ a—q+n )
= Z Z sgn(oT) 1—[ horta l—[ Moeit l_l i@
oW (G'Y) e A,..qn a=q-n+1 k=1 a=1
g-n . q-n
- senen) [l T Tnod [ ]!
- gnlot ot1(a) or(k) ot(a)
T€A],...g-n) CEX(G'1) a=q-n+1 k=1 a=1
9 ’ 7n 1 q-n
= sgn(or) h_”“"’*” h he!
= g (@) o Ho @
€A, ..q-n) TEX (G, a=q—-n+1 a=1
q
— ‘ .ua —q+n h o n ! ha 1
= (g-n): sgn(c) Mo o) o(a)
aeW (G'l) a=q—-n+1 a=1
9 q—n+|+ +1 g—n g—-n—1 g—n
_ - a+A—gig+1 - -1
= (@-m! ) se@) || h A I o B o
oW (GY) a=q—n+1 k=1 a=1
Ainsi, a une constante pres, on obtient la formule suivante :
ﬂ(h% — )0, (h) = Z (wh)* (4.53)

a>0 wWeW (G'l)

q q q q
—n+1 —n+1
avec £ = ) (—q o+ a) et Y Aargrils = 3, (—q o+ a) eq + O Agrgs1€qs €N pOSANL A,y =
a=1 a=g-n+1 a=1 a=1

=2,=0.
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Notons ), = {,+1—,. On a alors :

q q q
—n+1 g+n+1
{’(a):Z(—%+q+l—a)ea+Z:/laea:Z[T—a+ﬂaJea

a=1 a=1 a=1

ainsi, en notons v’ le plus haut poids de I1’, on obtient d’apres [34] que ' = V' + p(q).

443 Lecas(G=UnC),G =U(p,q.C),n=p+q,pq+0

Dans ce cas, on a m = p. Il vient alors que
W (G,b,p)={ne#(G,D); t(b,) € nr(bi,)} = #(G,h),

d’ou #(G,b,m)/# (G,b),, est trivial et la premieére somme dans (4.28)) ne donne aucune contribution.
Ainsi, on obtient :

Z prp(o-h)_'ul
vty 11 (@) =~ (k)

Q) , #0
b’ (p)

O (h) =

Or, (p) = et donc pr, = Id. Ainsi,

(@)
ks —h%)

a>0

O =, sen(@)

geW (K'Y)

On au = v+ p, ot vest le plus haut poids de I1. D apres [34]
q-p n+l
Hj= 5 +/1j + 3 -]

q-p ptqg+1
D) +/er—l—j+ )

Ainsi,

1
—(p+q+l—j)]=—p——+j+/ln+1_j

K = Hnri-j = 7

Le plus haut poids v' de I1" est donné par :

P n P p
— E —e, + E —e, + E Aalpia + E Ag+a€a
2 2
a=1 a=p+1

et donc

a=1 a=p+1

P ptq 1
v+p:Z—a+ + Autg ea+Z n-— a+2+/lapea
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Notons € #(K’,’) défini par n(j) = p+ 1 — j pour tout j € [|1, p]l et n(p + j) = n+ 1 — j pour tout
j€[ll,q|]. Pourtout 1 < j< p,ona:

1 1
(M')j = fps1-j = —p — 5 +(p+ 1=+ di—pr1-j) = 5~ J+ Agej

etpourtoutp+ 1< j<p+g,ona:

1 1
(nﬂ,)j = :u;,+p+1_j =-p- E +(n+p+1-)+ /ln+1—(n+p+1—j) =n+ 5 —-j+ /lj—P
et donc nu’ = v' + p(p + q). On retrouve bien la formule du caractere de Harish-Chandra dans le cas

d’une série discrete.

444 Lecas (G =U®2,C),G =U2,2,C))

Dans cette section, considérons 4, > 1. Dans ce cas, on a my;, = 0 et my.x = 1. Fixons m = 0. Le

caractere Oy est alors donné par la formule suivante a une constante pres
-y
pry” ¥ ()
[T ((ch)s = (oh)™%)

Ony= > > sen()
neW (G,H,0)/# (G.h)y 0€S2XS

a>0
a‘h/«))#O
On a alors 1
W(G,5,0) = {n € #(G,b); [ ] (i) S (b))
m’=0
Or,on a

T(b1o) N 7(biy) = {(=y1Ji = y2 2|y, y2 2 0} N {y1Ji = y2Ja | y1,y2 2 0} = {=y2 /2| y2 > 0}

Ainsi, #(G,H,0) = #(G,b) = .%. De plus, #(G,b)y = 7.

De méme, pour tout & = (hy, hy, hs, hy), on a
pro(h)™ = )"

Ainsi, on obtient :

er—eq
2

| |#f -mHenm = > sen@h g h s (o) = @) )
a>0 TES XS
_ h—ll/1 h—lv‘/z h% h_% ]’l_% h%
= Z (O30 By o) = Moyl )
TESSXSS
4

1 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’ 1 ’
— 2 1TH g THY 1R THY 27H 2 7H 27H 2 H
= 2 ] (T = by R = o)
1

1

= 2

.

1l
—_

h;_% ((hl _ hz) (h:%_#ihf_ﬂ’z _ hf_ﬂéhj_”/‘ ))

1
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avec (u}, 45) = (2, 1) En utilisant la proposition [C.0.1} on obtient :

[ [r2 =150 h = explx) = ﬁ By senGo Y sgnlne s
a>0

i=1 UEASH wew/ (f)

avec 1 = e, — djes + (1 — A)eq. Ici,ona A3 = {Id, (1,2)} et # () = % x .. Ainsi,on a :
[ |2 = h$)0n )

a>0

4
l_[ hl—§ (hzh;/llhi—/lz _ hlh«;/llhi_/lz _ hzh;ﬂlhé—ﬂz + hlh;/llh:lg_/lz)
i=1

4

i=1

- ]_[ By (= o) (W59 R = R R )

Ceci montre que les formules pour O (h) que I’on trouve avec la méthode des résidus dans le chapitre
Bl équation (3.32) et celle du chapitre 4] équation (.28)) coincident.
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Chapitre 5

Ouvertures

5.1 Une formule du caractere sur un sous-groupe de Cartan non-

compact

Dans les chapitres@et on a déterminé la formule du caractere @ des représentations IT" € %’G,(U(;;,\qu))
sur le sous-groupe de Cartan compact de U(%C).

Pour garder les notations et conventions de [15], on va supposer que p > g > 1. Il existe alors g + 1
sous-groupes de Cartan Hy, Hy, ..., H, de U(p, g, C) qui ne sont pas conjugués dans U(p, g, C) (dans le
sens qu’il n’existe pas d’automorphismes intérieurs ¢ de U(p, ¢, C) tel que ¢(H;) = H;,0 <i # j < q).

Pour tout 0 < k < ¢, considérons

1d, 0
ch(#,) sh(z)
ch(t,_)) sh(#-1)

ch(z;) sh(z))
H(t,... :
0 ) shit)) ch(n)
sh(ti_1) ch(z-1)
sh(t) ch(z)
0 qu—k

et

- a3 il i iop s 6 0 i 00 iy i
H (@1, @101y O, @1, .. ) = diag(e'”', e, ... e"rr, e, . e e, .. e k efak L e

oll 1, ¢i,; € R, 1 < i <k, ch(t) = <2 et sh(r) = 5.
Notons H; = {H[(t;,...,t); t; € R et H, = {H, (¢1,...,¢01,61,....0601,...,01); ¢i, i € R}. Alors,

H et H_ sont des sous-groupes de G et H, = H_H," est un sous-groupe de Cartan maximal.
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Probleme 5.1.1. Peut-on déterminer explicitement la restriction de O, a chacun des sous-groupes de

Cartan maximaux de U(p, q,C) ?

5.2 Une formule du caractere pour les autres paires duales com-

pactes

Dans cette these, on s’est principalement intéressé a la paire (G = U(n, C), G' = U(p, g, C)), bien que de
nombreux résultats énoncés restent valides dans le cas général.

Dans le chapitre [3 on a exprimé le caractére O par une formule intégrale (voir le théoreme [3.3.2)). Par
suite, en utilisant la formule d’intégration de Weyl, on a ramené cette intégrale sur un tore maximal de
G, et en donnant une formule explicite du caractére ® sur un sous-groupe maximal compact, on a obtenu
une formule explicite de @ (7'), avec 7 € T’, ot T’ est le sous-groupe de Cartan compact de G’.

Nous allons a présent donner une formule explicite de la restriction du caractere ® a des sous-groupes
de Cartan compacts dans le cas (G = O(m,R), G’ = Sp(2n,R)). Pour cela, on va distinguer deux cas, a
savoir m pair et m impair.

Premierement, prenons (G = O(2m,R), G’ = Sp(2n, R)). Dans ce cas, considérons
W =MQ2n x 2m,R)
le R-espace vectoriel muni de la forme bilinéaire suivante :

<w,w >=w'(=Dw
. o . . . e . (0 1
ou J = diag(j,...,j) € M(2n,R) et j est la matrice de M(2, R) définie par j = Lol Notons

Y, : Sp(2n,R) > g — Yi(g) € GL(W), Yi(gw) =gw,weW

et
¥, : 02m,R) 3> g - Wa(g) e GL(W),  Wa(e)(w) =wg ', we W.

On montre facilement que ¥, et ¥, sont des morphismes de groupes injectifs. De plus, I’endomorphisme
J € GL(W) défini par
Jw) =Jw (weWw)

est une structure complexe définie positive sur W. Notons
T = {diag(exp(61)),...,exp(0,,)); 6, € R, 1 <a < m}

T’ = {diag(exp(6,)),...,exp(@,))); 6, € R,1 < a < n}
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les sous-groupes de Cartan compacts de G et G’ respectivement. Or, pour tout 6 € R, on a

exp(0)) = cos(6) sin(6)
P = —sin(6) cos(6)

On identifie alors T et 7’ avec

T = {diag(ty, ..., tn); la = €, 0, €R,1 < a < m}

T’ = {diag(t},....t,); t, = e’93,9; eR,1<a<n}

De la méme maniere que dans la section [3.5] on obtient que les valeurs propres de 17, t € T,¢ € T’ sont

de la forme
{tfys1<a<ml<b<nU{'f;1<a<m1<b<n

Ainsi, d’apres I’équation (3.18), on obtient
[T T1( = tay)(1 = 15117)

(A =)A= 1, tb))
1 a=1b=1

: n
Htm

tat;tglt;)

s
=

1b=1

Qi) =

::

Il

a=1b

out, =limrt.
b r—1 b
O<r<1

De la méme maniere, on montre que si G = O(2m + 1,R), on a
1 1
n m n )l 2 n n 2
(H Iy H H H tatbta tb) H (H tb)
b=1 a=1b=1 b=1

o) = - — =5 T
H 1-1) H 1 —t,1))(1 = 111))) b]j[l(l—tb [[ 1j (1 —t,1))(1 = 1711)))

De méme, les arguments utilisés dans le chapitre [ peuvent s’appliquer pour les autres paires duales
réductives irréductibles compactes. En effet, T(®_H)(¢) a été calculé explicitement pour ces paires duales

dans [32]], et la formule de Rossmann-Duflo-Vergne s’écrit pour les autres paires duales compactes
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Annexe A

Les groupes de Lie classiques

A.1 Les groupes orthogonaux

Ici, F = R ou C. Pour tout n € N*, on définit le groupe orthogonal O(n, F) comme suit :
O(n,F) = {g € GL(n,F); g¢g' = 1,}.
Plus généralement, pour tous p, g € N, on définit le groupe O(p, ¢, F) comme suit :

O(p.q.F)={geGL(p+q.F); g'l,,8 =1,,)

I, O
ou I, est la matrice de GL(p + g, F) définie par I,,, = ( (;’ ; )
g

Considérons a présent E un espace vectoriel sur F de dimension » muni d’une forme bilinéaire, symé-

trique et non dégénérée, notée B. On définit O(E), sous-groupe de GL(E), comme suit :

O(E) = {g € GL(E) ; b(g(x)), g(v)) = b(x,y), (Vx,y € E)}

D’apres [10], chapitre 1, lemme 1.1.2, page 4, on a les deux cas suivants :

1. Si F = C, alors il existe une base 4 = {ey,...,e,} de E telle que b(e;, e;) = 9; ;. En particulier,
d’apres [10], proposition 1.1.4, page 6, O(E) est isomorphe a O(n, C).

2. SiF =R, il existe des entiers p,q > 0 tels que n = p + g et une base # = {ey,...,e,} de E tel que
b(ej,ej) = gd;joue; =1sii< petg; =—1sii> p+ 1. En particulier, d’apres [10], proposition

1.1.4, page 6, O(E) est isomorphe a O(p, g, R).

On pourra aussi consulter [7] pour une construction détaillée des groupes orthogonaux (chapitre V).

A.2 Les groupes unitaires

Pour n € N*, on définit le groupe unitaire U(n, C) comme suit
U(n,C) ={g e GL(n,C); g'g=1,}
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Plus généralement, pour p, g € N tels que p + g = n, on définit le groupe U(p, g, C) par :

U(p,q.C) ={g e GL(p+4,C); 'L, ,8 = 1,,,}

On utilise ici la définition de [7], chapitre VI, section 4. Soit E un espace vectoriel complexe. Une
forme sesquilinéaire B sur E est une application B : E X E — C qui satisfait pour tous 4,u € C et
X, X1, X2, ¥, V1, V2 € E les propriétés suivantes :

L. B(x; + x2,y) = B(x1,y) + B(x2,y)

2. B(x,y1 +y2) = B(x,y1) + B(x,y2)

3. B(4x,y) = AB(x,y)

4. B(x,uy) = pB(x,y)
Pour toute forme sesquilinéaire B, notons B* la forme définie par B*(x,y) = B(y, x), x,y € E. La forme
sesquilinéaire B est dite hermitienne (resp. anti-hermitienne) si B* = B (resp. B* = —B).
Soit E un espace vectoriel complexe de dimension #» muni d’une forme hermitienne B. On définit U(E),

sous-groupe de GL(E), par :

U(E) = {g € GL(E) ; B(g(x), g(»)) = B(x,y), (Vx,y € E)}

D’apres [10], il existe deux entiers positifs p et g tels que n = p + g et une base # = {ey,...,e,} de E
qui vérifie B(e;, e;) = €9, ;, avecg; = 1 sii < petg; = —1sii > p+ 1. En particulier, en utilisant [10],
chapitre I, proposition 1.1.8, page 8, le groupe U(E) est isomorphe a U(p, g, C).

D’apres [29]], les groupes unitaires sont connexes (chapitre 5, section 3).

A.3 Les groupes sympléctiques

Tout d’abord, posons F = R ou C. Pour tout entier n € N*, on définit le groupe sympléctique Sp(2n, FF)
comme suit :
Sp(2n,F) = {X € GL(2n,F); X'JX = J}

0 I,
J =

Un espace vectoriel sympléctique est la donnée d’un couple (E, < .,. >) ou E est un F-espace vectoriel

ou J est la matrice de M(n, R) définie par :

et < .,. > une forme bilinéaire, anti-symétrique et non-dégénérée, appelé produit scalaire sympléctique.

Notons Sp(E) I’ensemble des automorphismes de E qui laissent invariants la forme < ., . >, c’est-a-dire :

Sp(E) = {g € GL(E); < g(x),g(y) >=< x,y >, (¥x,y € E)}
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D’apres [7], théoreme II1.3 (base sympléctique), I’espace vectoriel est de dimension paire sur F. Posons
2n = dimg(E).
De plus, de nouveau d’apres le théoreme I11.3, il existe une base & = {ey, ..., e,, €411, . - ., €2,} qui Vérifie
les relations suivantes :

— <epne;>=1,i€{l,...,n}

— < epme>=-1,ief{l,...,n}

— < ej, e, >=0sinon
En particulier, d’apres [10], chapitre I, proposition 1.1.6, page 7, Sp(E) est isomorphe a Sp(2n, FF).
Définissons a présent le groupe sympléctique quaternionique. La construction est différente que celle
faite pour le cas réel ou complexe, I’'une des raisons est qu’une forme bilinéaire anti-symétrique sur H
est nécessairement nulle.

Pour tout n € N*, on définit SpU(n) le groupe sympléctique unitaire comme suit :
SpU(n) = {g € GL(n,H); g"g = I}
Plus généralement, pour tout entiers positifs p et g tels que n = p + g, on définit le SpU(p, q) par

SpU(p,q) = {g € GL(p + ¢, H); g1, 48 = 1,4}

Soit E un espace vectoriel (2 droite) sur H. Une forme sesquilinéaire sur E est une application B :
E x E — H telle que pour tout x, xj, x2,y,y1,y2 € E et g € H, on ait :

— B(x,y9) = B(x,y)q

— B(xq,y) = ¢"B(x,y)

— B(x + x2,¥) = B(x1,y) + B(x2,y)

— B(x,y1 +y2) = B(x, y1) + B(x, y2)

— B(x,y) = B(y, %)
On appelle produit scalaire quaternionien sur espace vectoriel a droite E sur H une forme sesquilinéaire,
notée B telle que B(x, x) soit strictement positif pour tout vecteur x non nul de E.
Pour tout espace vectoriel E de dimension n muni d’un produit scalaire quaternionien {.,.}, on définit

SpU(E) le groupe des automorphismes de la forme B par :

SpU(E) = {g € GL(E) ; B(g(x),g(y)) = B(x,y) (Vx,y € E)}

Dans ce cas, il existe une base # = {ey,...,e,} de E tel que {e;,e;} = €0;j,0ou g = 1sii < pet—1

sinon. En particulier, le groupe SpU(E) est isomorphe a SpU(p, q).
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Annexe B

Le cas (G = U(1,C),G’ = U(p,q,0))

Commengons cette annexe par une proposition.

Proposition B.0.1. En utilisant la formule et le lemme le caractere Oy de la représentation
IT, de U(p, q,C) est donné, pour tout fe f, par:

p—(k+1)
Td & b ipsk+l
t SIp2z2K+
i=t =t [1( = 1))
AN h#j
O, (1) = p=(kt1)
pra 1 pra T )
-1 ——— sinon
i=1 " h=p+1 [1(th — 1))
h#j

Remarque B.0.2. Ici, on change volontairement les notations. Le groupe U(1, C) n’est rien autre que le
groupe S', qui est abélien. En particulier, on a S' ~ Z. Ici, k correspond donc a 4.

Comme dans [37], pour tout x € g, on définit I’application p comme suit :

ot sinh(ad(x/2))
=det?| ———
plx) = de ad(x/2)
Lemme B.0.3. Pour tout x € t'**¢, ona :

o012 _ pma(x/2) Sl o -
p(x): — | |(eax — e )
aed* CV(X/Z) 1;[) CY()C) aced*
acdt

ou O = OF(g/, t').

Démonstration. Soit ¥ I’application de C* — C* définie par ¥(x) = ﬂx(x) Cette fonction se prolonge

en une application de C a valeurs dans C, de nouveau notée ‘¥'. Plus particulicrement, on a :



Pour X € End(CP*9), notons
EX) =
k=0
Ainsi, pour tout X € GL(CP*), on a E(X) = 30,

Pourtout xetetveg,,a € ®*,ona:

2y (= Dfa(x/2)*

)3 ks Y

k=0

Y(a(x/2))v

2, (1) ad(x/2)*(v)

Z 2k + 1)!

k=0

E(ad(x/2))(v)

De méme, pour toutw € g,,a € d" ety ct,ona:

sinh(ad(x/2))

2d(/2) (w) = ¥(—a(x/2)w

On obtient alors le résultat en utilisant la parité de ‘P

reg

Corollaire B.0.4. Pour toutk € Z et x € t;) ,ona:

(prg-D(prg) PTA _rra=2
2

2 o2
=1 P —(k+1)
(=D 1 &-1)
- R
p(x)Ory (exp(x)) =

(ra-D(p+q) PT4 _p+a2
2

2 2
; ! ptq
i=1 —(k+1)
- > (=D I -1
H a(x) h=p+1 I<i<j<p+q
a>0 i#h, j+h

Démonstration. En reprenant 1’équation [3.28] on obtient

ptq _ ptg-1
[Tz ° [I G-t
p(x) _ i=1 1<i<j<p+q
[T a(x)
a>0
De méme, pour tout 1 € [|1, p +g|], ona:
1 [I G-t
<i<j<p+q -1
=(-D (& —t))
[T — 1) H /

1<i<j<p+q

k#h i,j#h

On conclue alors en utilisant la proposition
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Remarque B.0.5. Simplifiions le terme  [[ (¢, — t,). Pour tout k € [|1, p + g — 1|], posons

1<a<b<p+q
a#i,b#i
» thsik<i
Tk
tr+1 SInon
On obtient alors  [] (t,—1,) = I (f, — ). Or, en utilisant la formule de Vandermonde, on
1<a<b<p+q 1<a<b<p+q-1

a#i,b#i
obtient :

(fb - fa) = det(M),

I1<a<b<p+g-1

ou M = (M,-, )i<i jeprq—1 €t Mi, = flj - Ainsi, en utilisant la formule du déterminant, on obtient :

p+q—-1 p+q—1
det(M) = Z Sgn(O') l_[ o(a),a = Z SgIl(O') l_[ 3(;)
€S pig-1 a=1 0ES pig-1 a=1
p+q-1 i-1 prq—1
= Z sgn(o) l_[ @l 2 Z sgn(cr)l_[fﬁffl(“)_l l_[ i@t
€S pig-1 a=1 €S pig-1 a=1 a=i
pra-l ptq
= Z sgn(a)Ht(’ @-1 ]—[ (@O = Z sgn(a)l—[t" @-1 1_[ 17 @Dl
€S prg-1 €S pig-1 a=i+1

Lemme B.0.6. Pour toutie[|l,p+gqll,ona:

i-1 prq ptq
@)1 “La-1-1
2 se@ [t [ [ament= ) Sgnwl—[ o | | 0 B.)
€S pig-1 a=1 a=i+1 #eypi a=i+1

Etant donné que

[T w-m=c0"2 [ t-w=c0m' =2 ] 6-w

1<a<b<p+q 1<a<b<p+q I<a<b<p+q
a#i,b#i a#i,b#i a#i,b#i

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.0.7. Pour tout x € t;%, on obtient :

o=t Prq _pre2

GV A ) e |
— Z Y sgn(o) (=11 1) H H 12 sipsk+l
[] a(x) h=1 h U(a) a(a)
exp a> oeyjl’“i
p(x)Or (exp(x)) = <p+?, g P20 g2
(Dra2y = 1y °
i pHq pet p-Ger ) LALNPY .
[1 a(x) h= 22 seno)(=D) by H Cr(a) [1 tg.(a) sinon
p+l rre/h a=h+1
a>0
ol Ylﬁq est le stabilisateur du point h sous I’action naturelle de /)., sur {1,...,p + q}.
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Proposition B.0.8. Supposons ici p < k + 1. Fixons AP*" = {i, 1 < k < [}, :ql (S X PP} un

systeme de représentants des classes a droite. On obtient alors

ptq ptq

D, 2, sen@)1 “*”]—[to-@ [[ad=c0r )] s >, sen@e ™™ B.2)

h=p+1 ge. yfphﬂi a=h+1 UEAPH] WES pXSy

avec A = Z(z —Dei+(p—(k+1))e, + Z (i—2)e;.

i=p+2

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition [C.0.1]

|

prap+q—2 o
Notons & = — 2, — Ainsi,

i=1
Corollaire B.0.9. Pour tout x € t,"*, on a

(p+q=D(p+q) 1)(p+q)
— DTy |
p(x)Or (exp(x)) = Tot Z sen(u) Z sgn(w)e O
a>0 @ peArt! weSyxS,

ou A est défini comme dans la proposition|B.0.§|
Remarque B.0.10. 1. Aest.”), -régulier,
2. (Yu € AP*Y), pud + € est ), régulier,

En utilisant les équations (4.4)) et (4.6), on obtient le corollaire suivant :

Corollaire B.0.11. Pour tout x € t,"%, on a, a une constante pres,

p(x)O (exp(x) = K > sen()F,, (x)

,uEAP”

ou Fg,, est défini dans la section[d.2] et oii A est défini comme dans la proposition[B.0.8|

Proposition B.0.12. Considérons le cas p > k + 1 et soit A' = {i,1 < k < [.¥ D (S X %)1]} un

P'HI
systeme de représentants des classes a droite. On a :
ptq
h+1 p—(k+1) iw(ud
ST sento- g ]—[ o | | 5= D sentn D senwie v (B3)
h=1 geyh a=h+1 UEA! WeS XSy

ptq
avec A= (p—(k+ 1))e; + > (a—2)e,.
a=2

Démonstration. De nouveau, la preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition[C.0.1}

O

On distingue alors deux cas.
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Lecask < —g+1
Remarque B.0.13. Dans ce cas,on a :
1. Aest .S, ,-régulier,
2. (Yu € AY), ud + £ est .7, -régulier.

De nouveau, on obtient :

Corollaire B.0.14. Pour tout x € t)%, on obtient, & une constante pres,

PO (exp() = K' ) sgn(u)F,, (¥).

HEA!

Lecaske[|—g+1,p—1]|]

Le stabilisateur de A dans .., noté ., 4 est donné par :

ptq’

L =(Id,(1,p—k+ 1)}

ptq

1 .
Pour tout u € pr, ona:

= 1d, (1), u(p =k + 1)) = (Id, (1, u(p — k + 1)),

Notons A; le sous-ensemble de A' défini par :

Ay ={ueAlu(p-k+1e(2,...phh
D’apres le corollaire [D.0.10} on obtient le lemme suivant :

Lemme B.0.15. Pour toutp € A', ona:
Z sgn(w)e W = 0 o ue A}
WES XSy
Corollaire B.0.16. Pourke[|—-g+1,p—1|l, ona:

(P+q=D(p+q)

(=1)pral(=2)" 2
[T ax)

a>0

P(x)®ry; (exp(x)) =

Z sgn(u) Z sgn(w)e o

ueA\A] WeS XSy
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Annexe C

Le cas (G = U_2,C),G’ =U(p,q,0))

Comme montré dans 1’équation (3:32), pour tout 7 € T’ le caractere O de I € Z,(G’) est donné

par :
%
(- 1)mq+<m Lm (H t ) p m=2+wl(b)-4, 1y tB” L)
Op(f) = iy lrgrll Z Z sgn(w) sgn(B) l_[ f dty,.
<t weW BeES ]_[(tb—r ) H (b—T)
a=p+1 r

Considérons a présent m = 2, et notons / la quantité suivante :

O<r<l1

tp—4+w*1(1 )= A1y 871D tp—4+w4 (D)=2,-10 87 (2)
1= lirrll Z Z sgn(w) sgn(B) f 1 dt f 2 dt,
" wes ey s H(tl—rt’) il (h—%) S H(t — rt}) il (tz—_)
a=p+1 "a a=p+1 iy
On obtient :
tl’ 2-4 tﬁ 75 tP—l—/lz tp—l—/ll
1 2
[ =2lim f —dt f f dt f —dt
P e X e X" Jo X ™ Jo X

avec X(1) = H(t—rt) ]"[ (t——)

a=p+1 e
On utilise a present le lemme [3.5.7] pour déterminer explicitement les intégrales en question. On va donc

distinguer plusieurs cas (dans lesquels I’écriture h # i signifie h € {1,...,p+qg}eth #i):
1. p—2—/11 >0€tp—1—/12>0

p /p 2— /lll,/p A _ ﬂp—l—/lzt/.p—l—/ll

i j
2(2in)? ZZ AN
hii h#j

i=1 j=1

~
Il

p pp2=ligp-l-docy _
t v .-t

)4
. \2 i i
2(2ir) ZZ 1 - z]’l)};[‘(z;—z;l)
J

=1 j=1 h#i
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2. p—1-A,<0etp—1A <0

p+q  pHq fp 2- ﬂltrp A _ t{p—l—/lzl./.p—l—/ll
I = 2Qin)? Z Z :

i=p+1 j=p+1 H(t h)}!;lj(t

ptq ptq t/p 2- ﬂltrp 1- /b(t tf)

= 20" ) ), 6= [16-16)
h#i

i=p+1 j=p+1

3.p—-2-4>20etp—-A, <0

p+q l./p 2— /llt/p A

I = —2(2m)22p: Z

i

t/p—l—/ll t/p—l—/lz

= 5 H(t h%}}}f - 1)
p+q /p 2— l]t/p 1- /12(t t/)
= —2(Q2in)?
lzljzp;l H(t h) H(t - th)
4. p—1-2, <0etp—1-2,3>0
p+q p /p 2— /l]l_/p A t{p—l—/llt/'p—l—/lg
I = -2Qin)? ’
[;1 jZl H_(t,' h) H(l - lh)
h#j
p+q /p 2— /htp 1- /12(1, [‘)
= 2(2in)?
;]ZJ [ —t,,)H(t — 1)
5. p—1-24;=0(donc p—-2-2; =-1)
@ p-1-1>0
p+q p t ll_/p Ao p p l,/p 1-1,
I =2Qin)* |- - ,
;JZI 16 =) I = 6) ZIJZI N6 - 6= 16)
(b) p—A2<0
ptq ptq - ]t/l’ A2 p  ptq t;p 1-2;
[ = 2Q2in)*
;1 ]Zp;l e "h),}]j(’ 1) ZIJ_ZI 16 - [16-1)
(c) p—A=0(donc(p—-1-21)=-1)
ptq p ¢! P ptq t/—l

[ =2Qin)*|- Z Z [ - t;l)}_[(t, - 1) Z Z h
#j ”

i=ptl =1 g




6. p—A=0(doncp—-1—-1,=-1)
(@ p-2-420

L P P /17 2-4 P ptq t;p—l—/llt}—l
I =2Q2in) ; ; y ,(t; ) H(t —-1) ;j;l /E,-(t" —1) H(t - 1)
b p-1-2,<0
p+q /p 2-1 p+q  p+q /p 1- /llt/ 1
I =2Q2iny’ 121; l—[(f -1) H(f - 1) z;l ,;1 H(t 1) E,(’ —1,)

Dans le cadre de U(p, g, C), pour garder les notations du chapitre 4] on a :

[Tt -r=" T[] @in?—n7n= ]—[hmgl [T iy

a>0 1<i<j<p+q I<i<j<p+q

Fixons alors 4; > A, > 3. Ainsi, pour tout & = eQE(}), ona:

« pta h}n_z_ﬂ'hé R~ hy)
ﬂ(hz - h™ )OO (h) —l—[h Z H(hi —%Za) [1(h; = hy)
i b#j

a>0 i,j=p+1P*d
i#j

n iﬁ: 2R (g — hy) ”Z:”’ W2 R (g — hy)
1 = ho) 10, “hy [1Ghs = ho) 1 = )
a#i *J

i,j= p+l

i<j J<i

i.e. [[(h? — h~2)@® (h) est donné par la formule suivante :
a>0

ptq p+q

PEOR(EXp) = K| D (DR ] (a=hp)+ Y, DR T (e =)
i,j=p+1 1<a<b<p+q i,j=p+1 1<a<b<p+q
i<j a#i,j,b#i,j j<i a#i,jb#i,j
(p+q=D(p+q)
K() [INE
avec X)= —/]— .
[Ta(x) =1 '
a>0

Proposition C.0.1. On a :

ptq ptq

DD T (= k) + Y DR ] (- )
i,j=p+1 1<a<b<p+q i,j=p+1 1<a<b<p+q
i<j a#i,jb#i,j j<i a#i, jb#i,j
=D Y s Y sen(@)e I,
HEAPHLPHY WES XSy
prq-1
avec A = l—le,+ 2—A1)e,q + i—2e;+(p—1-A)e,,, et oi AP*1PH est un systeme de
pP- P p p+q y
i=p+2

1
representanons des classes a droites de ylf’ :q Y (S X Fprirta,
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Remarque C.0.2. Remarquons tout d’abord que, pouri < j,ona:

H h(a_hb) (_1)i+j

1<a<b<p+q

[1(hi - h)H(h —hy)  h;—h

a#i

(ha = hy)

Y 1<a<b<p+q
a#i, jb#i,j

De plus, en utilisant la formule de Vandermonde, que pour p+1 <i< j<p+g¢g,ona

+
l—[ (hy — hp) = Z Sgn(o_) l_[ ho-(a) rl ho-(a) ﬁ ha’(a)
1<a<b<p+q ge. a=i+1 a=j+1

a#i,jb#i,j rtq

ou ,7; +’q est le stabilisateur des points 7, j sous I’action naturelle de .%),,,. Ainsi, pour p+1 <i < j < p+gq
i,j PP
eto € &, définissons A; ;- par
ptq
2-11 1 p-1-2
l](T - ( 1)l+] sgn(o-)hp ]hp ? n ho-(a) n ho-(a) n ho-(a)
a=i+1 a=j+1
De la méme maniere, si j < i, notons
ptq
1 2-1 1-1
110' - ( 1)l+] sgn(o-)hp Ihp ’ n ho-(a) n ho-(a) 1_[ ha'(a)
a=j+1 a=i+1

Démonstration. On divise la preuve en plusieurs étapes :

1. On montre que pourtout p+1<i# j< p+geto e .S’ 1lexistea)eyprqetpeyp““q

p+rq’ ptq
tels que
ptq
Aijo = sgn(u)sgn(@)e™ Y = sgnu) sgn(w) [ |,
a=1
prq-1
_ a-1 7 p—2-4 a-2 1p-1-1
- Sgn(,u) Sgn(w)l—[hw/t(a)hwp(pH) rl hwﬂ(a)hwy(p+q)
= a=p+2

Supposons sans perte de généralité i < j. On obtient alors le systéme suivant :

wp(k) =o(k),k<p

wup+1) =oc@)=i

wu(b) =ob-1),p+2<b<i
wu(c) =o0(c),i+1<c<j—-1
wu(d) =o(d+1),j<d<p+q-1

wu(p+q) =0o(j)=J

Posons @ = (p+1,p+2,...,0)(j, j+1,..., p+g)~". Ainsi, pour i, j, o fixés, on cherche w € SpX Sy

pPrlprq

etue sy,

tels que

wua = o
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c’est-a-dire

w = O'a_lﬂ_l

Pour cela, soit {ay, .. .a,} tels que ca™ ({al, . .ap}) ={1,...p}. On définit =" sur [|1, p|] par
p () = a;

De méme, u”'(p+1) = p+1letu'(p+q) = p+ q. Pour finir, fixons {bs2,..., 0,1} tels

que oa™! ({bp+2,...,bp+q_]}) ={p+2,...,p+q— 1} eton définit u~! sur [|p + 2, p + g — 1|] par

pPrlptq -1,,-1

u (@) = b;.On aalors u € - et w définit par ca~'u~' € # (%) par construction. De méme,

ona:

sgn(w) = sgn(o) sgn(p) sgn(a) = sgn(o) sgn() (=1~ (=17 = (="' (=)™ sgn(0) sgn(u)

On procede de la méme maniere dans le cas i > j.

2. On montre que ’on peut choisir 4 € AP*1?*4_ On a initialement fixé un systéme de représentant
initialement {y;} pour AP*1-P*9, Soit (w, u) le couple obtenu précédement. Il existe un unique y; tel

que [;] = [p]. Ainsi, il existe o; € (S, X .77 tel que u = oy;. Ainsi, on a
0 = wua = w(op)a = (Wopa

et wo; € S, X S,

3. Le nombre d’éléments dans la somme de gauche est égale a
{p+1<i# j<p+all|Fpa| =alg-Dp+q-2)

et pour le membre de droite, on obtient :

| p+1,p+2
p+q

|(<5ﬂp X yq)p+1,p+2|

(p+q-2)!
|7, x 7| =

mlﬂq! =q(q—-1D(p+q-2)

4. Pour finir, on montre facilement que si I’on a deux triplets (i, j, o) # (i, j’,0’) tels que A; j, =

Ay j o, alors, il existe (w,p) # (W', 1) € (S, X F) X AP*IP¥ tels que sgn(w) sgn(u)e @tV
sgn(w’) sgn(u’)e' # DX
Ce qui conclue la preuve. O
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Annexe D

Quelques calculs

Soit G un groupe de Lie réel réductif, K un sous-groupe maximal compact avec rk(G) = rk(K) et soit
T un tore maximal tel que 7 € K C G. Considérons # = # (gc, tc) le groupe de Weyl de G et soit
W (¥) = W (c, tc) le groupe de Weyl compact associé a K.

Proposition D.0.1. Soient u et u’ dans W tel qu’il existe o € W () tel que u = op’. Alors,

sgn(u) Z sgn(w)e™ V™ = son(u’) Z sgn(w)eH A

weW () weW ()

Démonstration.

sgn(u) Z sgn(w)e™ VN = son(u) Z sgn(w)e V)

we¥/ (t) we¥/ ()

= Sgn(/J) Z Sgn(w)ei(wo')(lv‘,/l)(x)

we/ (%)

= sgn(u) Z sgn(ro e HAD (1 = o)
TeW/ (¥)

= sgn(u)sgn(o) ) sgn(r)e™ VY
TeW/ ()

= Sgl’l(].l,) Z Sgn(T)ei‘r(y’/l)(x)

TeW (1)

Proposition D.0.2. Soit o € # (%). Alors :

Z Sgn(W)eiW/l(x) — Sgn(o-) Z Sgn(w)eiW(O'/l)(x)

we/ (1) we (1)
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Démonstration. Soito € #(f).Ona:

Sgn(o') Z Sgn(w)eia)(o'/l)(x) = Sgn(o-) Z Sgn(w)ei(wO')/l(x)
weW (¥) weW ()

sgn(o) Z sgn(ao He™™ (o = wo)
acW (Y)

Z sgn(a)e"‘”(")

acl (¥)

Corollaire D.0.3. Soit o € W (¥) tel que sgn(o) = —1 et 0(2) = A. Alors, pour tout x € t, ona :

Z sgn(w)eim(x) =0.

we/ ()

Lemme D.0.4. Soient A et A’ deux systemes de représentants des classes a droite de W | W (¥). Alors :

ngn(,u) Z sgn(w)e™ I = ngn(y) Z sgn(w)e™ I

UEA we¥ (%) ueA’ wew (%)

Démonstration. Soit A = {u;} et A” = {u}. Pour tout i, il existe o; € #/(¥) tel que u; = ojp;. En utilisant
la proposition [D.0.2] on obtient :

Z sgn(u;) Z Sgn(w)eiw(lli/l)(x) — Z sgn(u;) sgn(o;) Z Sgn(w)eiw(mp,-/l)(x)

HiEA weW (¥) HUi€A weW/ (¥)
=Y sy Y sentwpessn
,u; cA’ weW (¥)

De la proposition[D.0.1] on obtient :

Corollaire D.0.5. Soit A un systéme de représentant des classes a droite de W | W (Y). Alors :

Z sgn(u) Z sgn(w)e™ VS = [/ - W/ ()] Z sgn(u) Z sgn(w)e V.

uewy we¥ (%) HEA we¥ (¥)

Définition D.0.6. Soit 1 une forme linéaire dans t.

1. La forme linéaire A sera dite % -réguliere s’il n’existe pas d’élément o € # (o # Id) tel que
o) = A

2. La forme linéaire A sera dite % (¥)-réguliere s’il n’existe pas d’élément o € # (¥) (o # Id) tel que
o) = A
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Remarque D.0.7. Toute forme linéaire # -réguliere est # ()-réguliere. La réciproque est fausse. Prenons
G = U(Q2,2,C) etsoit A = ey + 2e; + e3 + 3e4. Alors, pour o € ¥, on a (1) = A si et seulement si
o € {ld,(1,3)}. Ainsi, A n’est pas .74-réguliere mais (1,3) ¢ .75 X .%5. Ainsi, A est ./ X .%-réguliere.

Théoréme D.0.8. Soit 1 = (1,...,4,) € N". Alors :

D sen(@)X, . Xh = 0(YX = (X,,...,X,) €CY o @i # je (Ll |4 = 4,

geSy,

Notation D.0.9. Par la suite, pour X = (X1, ..., X)), on notera V(X) la matrice (de Vandermonde) carrée

d’ordre n suivante :

1 X X7 ... X!
X, X2 ... x!

V(X): . .2 2
1 X, x> ... x!

de déterminant

det(vx) = || &x;-x.

1<i<j<n

Démonstration. Commengons par remarquer, en utilisant la définition standard du déterminant, que

Z sgn()X, ... XY = det(Q(X))

we.¥,
avec
A A An
b NN ¢
/11 X/lz X/ln
OX)=det| 2 "2 72
X, X7 ... Xy

Siil existe i # j tel que A; = A;, alors, on a deux colonnes identiques dans Q(X), donc le déterminant est
nul pour tout X.

Réciproquement, supposons que Q est le polyndme nul.

Posons alors X; = 1, X, = X, X3 = X2,...,X, = X"', X € R. On obtient alors :

0=0(1,X,X%....X"") = det(V(X", X*,...,X") = H (XY — X%

1<i<j<n
Notons P; j(X) = X4 — X%, Comme Q a une infinité de racine, il existe i, j € [|1,n|] tel que P; j ait une

infinité de racines, i.e. X/ — X*. Finalement, A; = A;.

A présent, regardons un résultat que 1’on utilisera pour U(p, ¢, C).

119



Pour tout X = (Xi,..., X, Xpi1,. .., Xpig) €CPT et A = (A4, ..., A,1,) € NPT on obtient :

Al Ap+ _ A1 Ap Ap+1 Ap+q
sgn(@)X L X0 = Z sgn(O')XU(l)...X(T(p)]{Z sen(mX0 X
oeS XSy o€ €S,

Ainsi, d’apres le théoreme précédent, on obtient :
Corollaire D.0.10.

sgn(O')Xfr‘(l) .. .Xiﬁ;iq) =0(VX = (X1,...,Xpsg) € CP™) & dest S, x S, — singulier (D.1)
oES XSy
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