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R É S U M É

Une première contribution de cette thèse concerne une combinaison d’une loi de
commande en temps fini (pour l’efficacité) avec la passivité (pour garantir la robustesse,
par exemple, face à une mauvaise identification des paramètres du modèle), dans le
cas d’un système EDO du deuxième ordre. Cette loi de commande est utilisée pour le
contrôle d’un haut-parleur dans une application d’absorbeur électroacoustique. Ensuite,
une méthode numérique passive résolvant un problème de raideur intrinsèque chez
des systèmes EDO stabilisés en temps fini est proposée. Finalement, une deuxième
application au contrôle d’une corde non linéaire par suivi de trajectoire en temps fini
est proposée.

Une deuxième contribution concerne le contrôle en temps fini de systèmes hybrides
sous la forme d’une EDP hyperbolique couplée à une EDO. Deux cas de systèmes
vibratoires concrets sont développés : un tom (instrument de percussion augmenté
par rétroaction sur un haut-parleur), et un chariot avec câble pesant (modèle pour le
mouvement 2D dans une grue de construction ou un pont roulant). Un observateur-
régulateur pour cas du tom est construit par une approche modale et est implémenté
sur un prototype pour une évaluation expérimentale. Une stabilisation en temps fini
du modèle 2D de la grue a été obtenue en mettant à profit un théorème existant sur le
contrôle en temps fini à la frontière d’une EDP hyperbolique.

A B S T R A C T

Finite-time control of hybrid vibratory systems coupling PDEs to ODEs: the cases of the
tom-tom drum and the overhead crane

The first contribution of this PhD thesis consists of the combination of a finite-time
control law (for efficiency) with passivity (in order to guarantee robustness against,
for example, a bad identification of the model parameters), for the case of a second
order ODE. This control law is used to control a loudspeaker in order to achieve an
electroacoustic absorber. Next, a passive numerical method is proposed that is able
to cope with the intrinsic stiffness present in ODEs controlled in finite-time. Finally,
a second application concerning the control of a nonlinear string using finite-time
tracking control is proposed.

The second contribution is concerned with the finite-time control of hybrid systems
coupling a hyperbolic PDE to an ODE. Two specific cases of vibratory systems are
developed: a tom-tom drum (percussion instrument that has been augmented by a
feedback on a loudspeaker) and a moving platform to which a heavy cable is attached
(a model for the 2D movement present in a construction or overhead crane). An
observer-regulator is designed for the tom-tom drum using a modal approach, that is
implemented on a prototype for an experimental assessment. A finite-time stabilization
of the 2D crane model is achieved based on an existing theorem for the finite-time
boundary control of a hyperbolic PDE.
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— Chewbacca dans Le réveil de la force (La guerre des étoiles) de George Lucas (2015)

Ech héiren eppes

— D’Maus Ketti dans D’Maus Ketti d’Auguste Liesch (1936)

Noe valle d’ch toch d’n sjeun oet, este dat huurs

— dans Nuits du recueil Zal iech uuch ins get vertèlle... de Pol Brounts (1986)

Ma qué ? ... Ma qué sé passe-t-il maintenant ? ... Cette brouit bizarre ! ... Diavolo ! ...
Jé mé demande ... Ouné pistoné ? ... Ouné soupapé ? ...

— Arturo Cartoffoli dans L’affaire Tournesol (Tintin) d’Hergé (1956)

Wie erklären wir das ?

— Priorin Jadwiga dans Der Teufel vom Chiemsee d’Ina May (2017)

Meten is weten
(Mesurer, c’est savoir)



Ein Buchfink und ein Bücherwurm

bestiegen einen Aussichtsturm

und hofften, nich zu scheitern,

durch freien Blick ins weite Land

den angelesenen Wissensstand

erheblich zu erweitern.

Nach dem gelungenen Versuch

verfassten sie ein schlaues Buch,

das von dem Thema handelt,

wie sich aus ganz verschied’ner Sicht,

nach Standort, Perspektive, Licht,

der Horizont verwandelt.

Da staunten alle Leseratten,

die davon keine Ahnung hatten.

— Günter Nehm
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Première partie

I N T R O D U C T I O N





1S I T UAT I O N D U S U J E T

Cette thèse s’inscrit dans des recherches menées dans un projet ANR sur le contrôle
en temps fini et a eu lieu dans le Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique
et du Son (Section 1.1).

Le contenu de cette thèse s’articule en deux parties (Section 1.2). Elle apporte d’abord
une contribution concernant une combinaison d’une loi de commande en temps fini
(pour l’efficacité) avec la passivité (pour garantir la robustesse face à, par exemple, une
mauvaise estimation des paramètres du modèle), dans le cas d’un système EDO du
deuxième ordre. Cette loi de commande est utilisée pour le contrôle d’un haut-parleur
dans une application d’absorbeur électroacoustique. Ensuite, une méthode numérique
passive résolvant un problème de raideur intrinsèque chez des systèmes EDO stabilisés
en temps fini est proposée et une deuxième application au contrôle actif d’une corde
non linéaire par suivi de trajectoire en temps fini est proposée.

Dans un deuxième temps, cette thèse s’intéresse au développement de lois de
commande en temps fini pour le cas de deux systèmes hybrides (EDP–EDO) vibratoires
concrets, le tom et le câble pesant, où le contrôleur du tom sera également implémenté
sur un prototype pour une évaluation expérimentale.

TABLE DES MATIÈRES
1.1 Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1.1 Projet ANR sur le contrôle en temps fini . . . . . . . . . . . . . . 3
1.1.2 Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique et du Son 4

1.2 Contributions de cette thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2.1 Vers un contrôle passif en temps fini d’un système EDO dans le

formalisme des Systèmes Hamiltoniens à Ports . . . . . . . . . . 4
1.2.2 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP–EDO . . . . . 4

1.1 contexte

1.1.1 Projet ANR sur le contrôle en temps fini

Cette thèse a été financée par le projet ANR Finite4SoS (« Finite time control and
estimation for systems of systems » 1). Le programme de ce projet ANR s’inspire du
fait que notre société contient de plus en plus de systèmes interconnectés (systems of
systems) qui communiquent entre eux et qui ont besoin d’être contrôlés en garantissant
de la robustesse et la prise en compte de contraintes de temps, pour des raisons de
sécurité ou de productivité. Des exemples comme des systèmes embarqués dans des
outils de ménage, d’industrie ou de transport et des robots de service ou médicaux
sont mentionnés.

Les systèmes interconnectés peuvent être de natures différentes et contenir des
modèles dynamiques et logiques. Dans le projet ANR, on se focalise sur quatre types
de modèles dynamiques spécifiques :

— des équations aux dérivées ordinaires (EDO, dynamiques à variables localisées)

— des équations aux dérivées partielles (EDP, dynamiques à variables spatialement
distribuées)

1. Projet sur la commande et estimation en temps fini pour les systèmes de systèmes, porté par Wilfrid
Perruquetti de l’École Centrale de Lille, https://anr.fr/Projet-ANR-15-CE23-0007.
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— des inclusions différentielles (permettant des dynamiques non uniques, corres-
pondant à des sauts dans la dynamique)

— des systèmes à retard (prenant en compte des latences de communication).

1.1.2 Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique et du Son

Le Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique (UMR STMS 2) est hébergé
à l’Ircam (Institut de recherche et de coordination acoustique/musique 3) à Paris.
Cette thèse a été effectuée au sein de l’équipe S3AM (Systèmes et signaux sonores :
Audio/acoustique, instruments 4), qui s’intéresse à l’étude de systèmes multiphysiques
comme les instruments de musique, et développe des modèles physiques, des méthodes
de simulation numérique et des algorithmes de contrôle.

1.2 contributions de cette thèse

Après une introduction du sujet de cette thèse et de son contexte dans la Partie I et
des rappels concernant les outils utilisés dans la Partie II, les contributions de cette
thèse sont les suivantes.

1.2.1 Vers un contrôle passif en temps fini d’un système EDO dans le formalisme des Systèmes
Hamiltoniens à Ports

Dans un premier temps, cette thèse s’intéresse à une réinterprétation de lois de
commande en temps fini existantes pour des EDOs dans le formalisme des Systèmes
Hamiltoniens à Ports (SHP), dans le but d’ajouter la propriété de passivité. Si la
commande en temps fini permet d’atteindre une cible de manière efficace, la passivité
garantira en plus une robustesse dans le cas, par exemple, d’une mauvaise identification
des paramètres du modèle. La passivité d’une loi de commande en temps fini pour
un système EDO du deuxième ordre est obtenue, qui est appliquée au contrôle d’un
haut-parleur électrodynamique fonctionnant comme absorbeur.

Ensuite, une méthode numérique passive est proposée, qui réalise une linéarisation
locale autour du point cible, où le système EDO contrôlé en temps fini est infiniment
raide (lois non linéaires qui sont non Lipschitz continues à l’origine). Cette méthode
numérique offrira en effet une solution au problème de chattering (oscillations numé-
riques) rencontré lors d’une implémentation expérimentale de la loi passive en temps
fini pour l’EDO du deuxième dans le cadre du contrôle de tom mentionné ci-dessous.

Finalement, une application au contrôle d’une corde non linéaire par suivi de
trajectoire par une loi de commande en temps fini (non passif) est étudiée.

Une perspective de ce travail serait de généraliser ce résultat au cas du contrôle
passif en temps fini d’une EDO d’ordre n quelconque, permettant de contrôler des
systèmes appartenant à la classe des systèmes physiques plats.

Cette contribution est détaillée dans la Partie III.

1.2.2 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP–EDO

Dans un deuxième temps, on s’intéresse au contrôle en temps fini de systèmes
hybrides constitués d’une partie EDP couplée à une partie EDO. Deux applications
à des systèmes vibratoires concrets sont traitées (Fig. 1.1) : un tom (instrument de
percussion augmenté par rétroaction sur un haut-parleur), et un chariot avec câble
pesant (modèle pour le mouvement 2D dans une grue de construction ou un pont

2. https://www.stms-lab.fr
3. https://www.ircam.fr
4. https://www.stms-lab.fr/team/systemes-et-signaux-sonores-audioacoustique-instruments

https://www.stms-lab.fr
https://www.ircam.fr
https://www.stms-lab.fr/team/systemes-et-signaux-sonores-audioacoustique-instruments
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roulant). Ces deux systèmes vibratoires sont traités avec des approches spécifiques
distinctes, décrites ci-dessous.

EDP : membrane

EDO : haut-parleur

approche modale
& implémentation expérimentale

(a) Le tom

×

EDP : câble

EDO : plateforme

↔ approche EDP
coucou salut toi

(b) Le câble pesant

Figure 1.1 – Deux systèmes hybrides EDP–EDO considérés

1.2.2.1 Le tom

modélisation Dans cette application acoustique, le système est un instrument de
percussion qui consiste d’une membrane (EDP) couplée à un haut-parleur (EDO) à
travers d’une cavité. D’abord, une projection modale avec troncature est appliquée à
cette dynamique hybride afin d’obtenir une dynamique à N modes (EDO pure), qui
est considérée par la suite.

contrôle On veut construire une loi de commande en temps fini pour le courant
du haut-parleur qui a pour but de modifier le comportement vibratoire de la membrane
supérieure du tom.

Dans un premier temps, la loi de commande est nourrie par une mesure de la
pression dans la cavité et d’une mesure du mouvement de la membrane supérieure. À
partir de ces quantités, la loi de commande réalise un suivi de trajectoire qui est censé
rapprocher le comportement vibratoire de (quelques modes de) la membrane vers un
comportement cible. Ainsi, des fréquences et/ou amortissements de certains modes
pourront être modifiés et, avec eux, le son produit par l’instrument lorsqu’il est frappé
par un musicien.

Dans un deuxième temps, un observateur temps-fini est ajouté dans la boucle de
contrôle, ce qui permet de supprimer le capteur de déplacement de la membrane, une
mesure qui serait difficilement réalisable en pratique.

Certains aspects pratiques de la loi de commande proposée sont mentionnés : le
phénomène de spillover introduit par la troncature modale du modèle de membrane,
et des effets numériques (chattering) attendus dus à la raideur de la loi en temps fini.
Le problème de chattering sera traité par la suite par la méthode numérique avec une
linéarisation locale déraidissante mentionnée dans la première partie.

identification En vue d’une implémentation expérimentale de la loi de com-
mande, une identification des paramètres physiques du système considéré est effectuée.
Il s’agit de la mise en pratique de méthodes standard pour l’estimation de paramètres
supposés constants dans le temps et dans l’espace.

évaluation expérimentale du contrôleur Un dispositif expérimental est
développé, incorporant un microcontrôleur adapté au contrôle actif d’instruments de
musique (le Coala, qui sera introduit plus bas), et un système de frappe reproductible.
D’abord, des problèmes de raideur numérique dans le calcul du microcontrôleur sont
résolus. Ensuite, on montre que l’on est capable de modifier des fréquences dans
la vibration de la membrane supérieure, mais qu’il reste un écart significatif avec le
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modèle, ce qui souligne la nécessité d’affiner le modèle utilisé dans le contrôleur.

Cette contribution est détaillée dans la Partie IV.

1.2.2.2 Le câble pesant

Dans cette application, un câble flexible (EDP) portant une masse est attaché à une
plateforme qui exécute une translation horizontale (EDO) et qui est contrôlée en force.
Cette dynamique peut être trouvée dans une grue de construction ou un pont roulant.

On souhaite stabiliser la dynamique du système hybride EDP–EDO en temps fini,
cette fois-ci sans procéder à une projection modale. On met à profit un théorème
existant (sur le contrôle en temps fini à la frontière d’une EDP hyperbolique) pour
concevoir la loi de commande qui produit la force à appliquer à la plateforme pour
stabiliser le système hybride complet.

Le calcul de la loi de commande et la simulation de la dynamique en boucle fermée
sont effectués en appliquant des méthodes de simulation récentes.

Pour une implémentation plus réaliste de la loi de commande, il serait nécessaire
d’ajouter un observateur en temps fini qui se base sur une mesure à l’extrémité supé-
rieure du câble. De plus, un mouvement 3D au lieu de 2D pourrait être considéré.

Cette contribution est détaillée dans la Partie V.



2C O N T R Ô L E A C T I F D ’ I N S T R U M E N T S D E M U S I Q U E

Une partie de cette thèse se situe dans le domaine du contrôle actif d’instruments de
musique, qui consiste à ajouter une boucle de contrôle artificielle à un instrument de
musique acoustique, dans le but d’en influencer la vibration.

Dans le présent chapitre, nous donnons des informations générales concernant la
topologie considérée, le but du contrôle, et les composants typiquement utilisés pour
son implémentation. De la bibliographie plus spécifique pour les cas considérés sera
mentionnée dans les chapitres correspondants (Section 8.1 pour la corde et Sous-section
9.1.2 pour la membrane).
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2.2.3 Étude de la physique d’un instrument de musique . . . . . . . . 13

2.3 Architecture de la boucle de contrôle et composants utilisés . . . . . . . 13
2.3.1 Capteurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2.3.3 Actionneurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1 topologie

Nous énumérons ici plusieurs cas où un instrument de musique acoustique est
joué. On peut discerner plusieurs topologies selon la présence d’un être humain et
d’un contrôle. Finalement, la topologie hybride qui est considérée dans cette thèse, est
présentée.

2.1.1 Topologie 1 : musicien humain non contrôlé

Avant tout, un instrument de musique peut être considéré comme un système
dynamique (Fig. 2.1). Le musicien applique une action sur l’instrument, qui est l’entrée
au système. Suite à cette entrée, l’état interne de l’instrument (le système) change selon
les lois physiques qui le régissent. Ensuite, le son résultant que génère l’instrument
peut être vu comme un signal de sortie quittant le système.

Dans la Figure 2.1(a), on évoque l’exemple d’un pianiste qui appuie sur une touche
du piano. La force qu’il exerce se traduit par la mécanique interne en un mouvement
d’un marteau qui vient frapper une corde. La corde se met à vibrer, une vibration
qui se transmet sur la table d’harmonie et se propage ensuite dans l’air. Le musicien
fait abstraction de la physique interne de l’instrument et se l’approprie véritablement
comme un système entrée-sortie. Sans réfléchir à ce qui se passe physiquement à

7
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l’intérieur de l’instrument, il observe qu’une certaine force appliquée sur une touche se
traduit en un certain son. S’il appuie ensuite plus ou moins fort sur une autre touche,
le son produit sera différent en conséquence.

Z

[ 15 avril 2021 at 14:08 – classicthesis v4.6 ]

(a) Exemple concret : le piano

système :
instrument

entrée :
action du musicien

sortie :
son

(b) Schéma-bloc

Figure 2.1 – Topologie 1 : Musicien humain non contrôlé

2.1.2 Topologie 2 : musicien humain contrôlé

Dans la Topologie 1, nous avons négligé le fait qu’un musicien expérimenté incorpore
de manière naturelle une certaine forme de contrôle dans son jeu (2.2). Un exemple
est un violoniste qui frotte une corde avec l’archet qu’il tient dans sa main droite, et
raccourcit la corde en question avec la main gauche, ce qui influence la fréquence
du son obtenu. Pendant qu’il joue, il écoute le son. Si le son ne correspond pas à
l’intention sonore du musicien, il peut l’influencer : déplacer la main gauche pour
rectifier l’intonation, ajouter du vibrato, modifier la pression ou la position de l’archet,
etc.

Cette boucle de contrôle de type rétroaction est représentée dans la Figure 2.2(b).
On y voit que l’oreille du musicien agit comme un capteur avec lequel le musicien
s’informe du signal de sortie du système. Dans son cerveau, il compare le son écouté
avec son attente sonore (correspondant à son intention, potentiellement en fonction
d’une partition écrite qu’il exécute). En fonction de l’écart entre ces deux signaux, le
musicien va adapter l’action qu’il applique sur l’instrument en temps réel dans le but
d’approcher le son obtenu de la cible sonore.

2.1.3 Topologie 3 : musicien non humain non contrôlé

On peut imaginer des dispositifs où l’on se passe complètement du musicien. Des
instruments autonomes (ne contenant pas de contrôle mais fonctionnant en boucle
ouverte) existent depuis longtemps, appelés parfois des automates musicaux. Pensons
p.ex. à la boîte à musique, l’horloge musicale, le piano mécanique reproducteur, l’orgue
de barbarie ou l’orgue de foire.

Dans la Figure 2.3(a), le cas d’un carillon autonome est schématisé. Un tambour
métallique exécute une rotation grâce à un moteur électrique. Le tambour contient un
maillage de trous dans lesquels des petites barres métalliques (« picots ») peuvent être
placées, représentant la musique à jouer. Pendant la rotation, les barres passent sous un
mécanisme qui est relié aux cloches dans la tour et les actionne selon les instructions
reçues.
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(a) Exemple concret : le violon

contrôleur :
musicien

système :
instrument

capteur :
oreille

référence :
attente sonore

déviation entrée :
action du musicien

sortie :
son−

+ système :
instrument

entrée :
action du musicien

sortie :
son

(b) Schéma-bloc

Figure 2.2 – Topologie 2 : Musicien humain contrôlé

Cette topologie, montrée Figure 2.3(b), correspond tout à fait à celle de la Figure
2.1(b) sans boucle de rétro-action, à la seule différence que le musicien a été remplacé
par un actionneur mécanique.

M

S3AM

(a) Exemple concret : le carillon autonome

système :
instrument

entrée :
actionneur

sortie :
son

(b) Schéma-bloc

Figure 2.3 – Topologie 3 : Musicien non humain non contrôlé

On remarque qu’une telle topologie n’a qu’une expressivité limitée. Il s’agit sou-
vent de machines exécutant de manière automatique une représentation limitée de
la musique, même si l’on a développé des manières d’incorporer un certain degré
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d’expressivité 1. De plus, il n’est pas possible de rectifier l’influence de facteurs externes
comme la température sur le son, ce qui sera le cas pour la Topologie 4.

2.1.4 Topologie 4 : musicien non humain contrôlé

Il est également possible d’ajouter une boucle de contrôle artificielle dans un dispositif
jouant automatiquement d’un instrument de musique. De ce fait, il sera possible de
rectifier le résultat sonore vers une cible prédéfinie, ce qui n’est pas le cas pour la
Topologie 3 en boucle ouverte.

L’exemple du contrôle de la fréquence d’une flûte à coulisse est illustré Figure 2.4(a).
Chez cet instrument, la position de la coulisse détermine la fréquence du son produit.
Ici, un microphone mesure le son produit. Si la fréquence de jeu ne correspond pas
exactement à la fréquence souhaitée, le contrôleur donne une instruction au moteur
pour rectifier la position de la coulisse en temps réel.

La topologie correspondante est représentée dans le schéma-bloc 2.4(b). Il est pareil
au schéma-bloc 2.2, à la différence que toutes les fonctions du musicien humain ont été
remplacées par une machine.

Il existe plusieurs exemples d’instruments robotisés 2 comme le piano automatique
avec contrôle du volume [106] et la flûte à coulisse robotisée [278, 279, 283] (dispositif
très similaire au cas traité ci-dessus). Des robots humanoïdes jouant d’un instrument
de musique à corde, à vent, de percussion, ou le piano ont aussi été développés (MPR
pour Musical Performance Robot, [50, 127, 232]).

2.1.5 Topologie hybride : deux boucles de rétroaction

Dans le cas du contrôle actif du tom développé dans cette thèse, nous considérons
une topologie hybride avec un musicien et un contrôleur artificiel agissant sur un
même instrument de musique. L’exemple de la Figure 2.5(a) reprend le violoniste qui
joue maintenant d’un violon augmenté : un contrôleur agit sur la table d’harmonie à
l’aide d’un capteur et un actionneur piézoélectriques (voir Section 2.3) dans le but d’en
influencer les vibrations. On remarque qu’il s’agit donc d’une combinaison de deux
boucles de rétroaction : on combine une première boucle de rétroaction humaine et
une deuxième boucle de rétroaction artificielle, agissant toutes les deux sur un même
instrument de musique (Fig. 2.5(b)).

On peut s’intéresser à plusieurs aspects de cette topologie. Nous nous focalisons
dans le présent travail sur le tom explicitement sur le développement de la boucle
de contrôle artificielle en fonction de l’acoustique de l’instrument sous considération
et le but du contrôle recherché. Des questions portant par exemple sur l’expressivité

1. D’une part, on a cherché à augmenter les capacités de la représentation de la musique. Pour le cas
de carillons et orgues autonomes dont la musique est représentée sur un cylindre, on peut citer le travail
de « tonotechnie » de Joseph Engramelle datant du 18ème siècle, où il est déjà question d’articulation et
d’ornementations [80, 248].

D’autre part, on peut quand même ajouter une action d’un musicien pour influencer le jeu, même si la
majorité de la production du son reste confiée à une machine. Une personne pourrait faire varier la vitesse
à laquelle une carte perforée passe dans une orgue de barbarie manuelle et influencer ainsi le tempo, par
exemple. Un piano mécanique reproducteur utilise également une carte perforée pour reproduire une pièce
par un actionnement mécanique ou pneumatique des touches. Plusieurs variantes de ce principe ont vu le
jour dès le 19ème siècle (dont le célèbre Pianola aux États-Unis et le Pleyela développé par Gustave Lyon da la
maison Pleyel à Paris [158] pour lequel ils ont entre autres enregistré Igor Stravinsky, avant que ce dernier
ne se soit intéressé aux gramophones [32]). Chez ces instruments, il était possible d’influencer la vitesse et
la dynamique manuellement pendant l’exécution automatique d’une pièce. Un autre exemple est le piano
mécanique reproducteur allemand Welte Mignon utilisé entre autres par Maurice Ravel et qui permettait
déjà une reproduction plus fidèle des caractéristiques de jeu du musicien comme le tempo, la dynamique
et l’articulation grâce à un mécanisme plus complexe [148]. On note qu’il existe des systèmes plus récents
comme le Disklavier de la marque Yamaha utilisant des bobines, capables de réaliser une reproduction fidèle
du jeu expressif du musicien [96].

2. Si le robot joue d’un instrument de musique sans avoir besoin d’un musicien humain, il existe
cependant des cas d’interaction entre un musicien humain jouant d’un instrument de musique et un robot
autonome jouant d’un autre ou du même instrument de musique, comme p.ex. [18, 189, 255-258].



2.2 but du contrôle actif d’instruments de musique 11

soufflerie

moteur

contrôleur

m
icr

ophone

(a) Exemple concret : la flûte à coulisse automatisée
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Figure 2.4 – Topologie 4 : Musicien non humain contrôlé

du musicien lors d’une interaction homme-machine [150, 151, 246, 256] ou une étude
perceptive des sons produits ne sont pas abordées ici.

2.2 but du contrôle actif d’instruments de musique

Nous discutons maintenant plus en détail l’utilité de la topologie hybride introduite
dans la section précédente. Le fait d’ajouter une boucle de contrôle (souvent électro-
nique) à un instrument de musique acoustique avait été imaginé à la fin du dernier
millénaire [34-36]. Pour insister sur le fait qu’une boucle de contrôle artificielle soit
ajoutée, permettant d’influencer le son produit par l’instrument pendant qu’il est joué
[27], on parle souvent de « contrôle actif d’instruments de musique » 3. On parle parfois
aussi d’« instruments de musique augmentés » ou encore « hybrides ». De plus, dans
certains cas, une communication entre l’instrument de musique et d’autres appareils
est prévu et on parle d’« instruments de musique intelligents (smart instruments) » [245].

Le contrôle actif d’instruments de musique est un cas spécifique du contrôle actif de
vibration [78, 90]. Contrairement à beaucoup de cas d’étude en industrie ou en transport
ou encore le casque anti-bruit, où l’on cherche souvent à réduire des vibrations qui
sont sources de perte de temps ou provoquent des nuisances sonores et dégradations
mécaniques, dans le cas du contrôle actif de vibration d’instruments de musique, on
ne cherche souvent pas à atténuer le son, mais plutôt à changer ses caractéristiques.

En regardant les cas d’étude du contrôle actif de vibration d’instrument de musique,
on peut discerner trois types d’applications, mentionnés ci-dessous.

2.2.1 Modification du son d’un instrument de musique

La plupart des applications de contrôle actif d’instruments de musique visent à
influencer le son produit à des fins artistiques. On peut par exemple changer des
fréquences et amortissements respectifs du son produit (« contrôle modal », [92, 201]) :
par exemple pour des cordes couplées à une table d’harmonie [22] ou pour un tube
de clarinette [164]. Un exemple plus développé serait le fait de faire sonner un violon
comme s’il était produit en un autre type de bois (qui coûte éventuellement plus

3. On souligne que cette terminologie n’a pas de lien avec le concept de contrôle passif qui sera discuté
dans la Sous-section 6.2.3 dans le cadre de la théorie de contrôle. Il s’agit de deux notions séparées, et non
pas de deux cas contraires d’une même notion.
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Figure 2.5 – Topologie 5 : Topologie hybride avec deux boucles de rétroaction agissant sur le
même instrument de musique

cher, [104]), voire une transition continue entre deux types de bois pendant le jeu du
musicien. D’autres applications ajoutent des effets comme la réverbération ou une
modulation d’amplitude (p.ex. [190] dans le cas de la cymbale).

On trouve des applications dans toutes les familles d’instruments : les bois (p.ex.
le tube de clarinette [163, 164]), les cuivres (p.ex. des sourdines actives de trompette
et trombone [11, 55, 56, 163]), les cordes (p.ex. la corde de guitare [28], le chevalet
du violon [44, 45], le violoncelle [95]), les percussions (p.ex. la grosse caisse [149], la
conga [249], la lame de xylophone [44, 46], la cymbale [190], la plaque métallique
d’un gong d’opéra chinois [121-123]), et autres (p.ex. le piano [160]). Des prototypes
expérimentaux de mesure sont parfois utilisés en concert (p.ex. [149] 4 et [206]). Il existe
aussi quelques produits commercialisés comme le Sensus Smart Guitar (MIND Music
Labs) [245] et le Smart Acoustic Guitar (HyVibe 5).

Le contrôle actif d’instruments de musique permet ainsi d’élargir la palette sonore
de l’instrument, et ceci en préservant l’ergonomie de l’instrument et l’expressivité du

4. « Gran Cassa and the interactive instrument Feed-Drum », Centro Ricerche Musicali, Rome, https:
//www.youtube.com/watch?v=chhxK_RhZIk, https://www.youtube.com/watch?v=G41JGAYsgsg.

5. Smart Acoustic Guitar, HyVibe, Paris, https://www.hyvibeguitar.com/.

https://www.youtube.com/watch?v=chhxK_RhZIk
https://www.youtube.com/watch?v=chhxK_RhZIk
https://www.youtube.com/watch?v=G41JGAYsgsg
https://www.hyvibeguitar.com/
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musicien. D’autres formes de musique utilisant de l’électronique nécessitent souvent
d’autres ergonomies (codage sur ordinateur, interfaces graphiques, capteurs tactiles,
capteurs de mouvement, etc. [94, 199, 238]) et connaissent d’autres formes d’expressivité.
On peut aussi mentionner l’existence de la musique mixte (remontant aux années ’60,
[19]), où des haut-parleurs diffusent des sons en temps différé ou réel autour de
l’instrument acoustique. Dans cette configuration, il y a une certaine séparation spatiale
entre l’instrument acoustique et les haut-parleurs, tandis que dans le cas du contrôle
actif d’un instrument de musique comme décrit ci-dessus, on agit directement sur la
vibration de l’instrument de musique, donc il y a une source sonore unique.

2.2.2 Suppression d’un phénomène indésirable dans un instrument de musique

Quelques cas ont été décrits, où l’on cherche à supprimer des phénomènes indési-
rables. Dans [95, 177], on se sert d’un contrôle actif pour atténuer la « note du loup »
(« wolf tone ») du violoncelle, qui est une résonance par sympathie parasitaire de la
table d’harmonie. Dans [163], on arrive à pallier un problème de mauvaise jouabilité
de certaines notes sur le trombone quand on utilise une sourdine droite insérée dans le
pavillon (straight mute).

2.2.3 Étude de la physique d’un instrument de musique

Dans le cas décrit dans [23], on propose le contrôle actif comme méthode expérimen-
tale pour étudier des phénomènes physiques vibratoires en détail. On s’intéresse en
particulier à l’étude de l’interaction entre les cordes de la guitare et la table d’harmonie.

2.3 architecture de la boucle de contrôle et composants utilisés

L’architecture typique d’une boucle de contrôle rencontrée dans le contrôle actif d’un
instrument de musique est schématisée dans la Figure 2.6. Avec un capteur, l’état actuel
de l’instrument de musique est mesuré. Cette mesure s’exprime comme une tension
électrique analogique qui entre dans le contrôleur en passant par un convertisseur
analogique-numérique (CAN). Un microcontrôleur (µC) effectue ensuite des calculs
selon un algorithme de contrôle préalablement développé et programmé dessus. Le
résultat numérique de ces calculs passe par un convertisseur numérique-analogique
(CNA) de sorte qu’une instruction sous forme d’une tension électrique analogique est
délivrée à l’actionneur qui agira sur l’instrument de musique.

contrôleur

µCCAN CNA

instrument
de musique

capteur actionneur

m
es

ur
e

instruction

Figure 2.6 – Représentation schématique des composants utilisés dans l’implémentation d’une
boucle de contrôle. (CAN : convertisseur analogique–numérique ; µC : microcontrô-
leur ; CNA : convertisseur numérique–analogique.)

Dans la présente section, des informations générales concernant les capteurs, contrô-
leurs et actionneurs sont données. Le choix détaillé des composants à utiliser dépendra
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de l’application spécifique considérée, comme p.ex. le cas du tom qui sera implémenté
dans le Chapitre 10.

2.3.1 Capteurs

Le contrôleur a besoin de capteurs pour être informé de l’état du système à contrôler.
Ces capteurs se fondent sur des principes physiques permettant de traduire une
quantité comme une pression ou un déplacement en une tension électrique : on les
appelle des « transducteurs ». Un nombre de capteurs que l’on peut utiliser en contrôle
actif d’instruments de musique sont mentionnés ci-dessus (Fig. 2.7).

[ 15 mai 2021 at 0:20 – classicthesis v4.6 ]

V
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(a) Microphone (b) Capteur piézoélectrique

piézo

masse de test
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(c) Accéléromètre (d’après [219]) (d) Capteur laser

Figure 2.7 – Quelques capteurs typiques utilisés en contrôle actif d’instruments de musique

(a) Microphone – Un microphone transforme une pression acoustique en une tension
électrique. Il existe plusieurs types de microphones [219, §§10.1–10.8], dont le microphone
dynamique qui fonctionne selon le principe inverse du haut-parleur (détaillé ci-dessous),
le microphone piézoélectrique, le microphone à électret, ou le microphone à condensateur où
l’onde sonore incidente fait varier la distance entre deux armatures d’un condensateur.
Le choix du type de microphone dépend de l’application visée : il faut entre autres
considérer sa taille et sa directivité.

(b) Capteur piézoélectrique – Un capteur piézoélectrique est doté d’un matériau cris-
tallin présentant le phénomène piézoélectrique direct : lorsqu’il est déformé (suite
aux vibrations de l’objet auquel il est attaché), il génère une tension électrique pro-
portionnelle. On retrouve ce phénomène par exemple chez le quartz, et chez des
piézocéramiques (PZT pour titano-zirconates de plomb, d’après LZT pour lead zirconate
titanate) ou encore des polymères (PVDF pour polyfluorure de vinylidène). Pour plus de
détails, voir [44, §1.3.2 et les références s’y trouvant].

(c) Accéléromètre – L’accéléromètre [219, §10.14] est un petit objet à coller sur la surface
d’une structure vibrante. À l’intérieur se trouve une masse de test sur un support
piézoélectrique. L’accéléromètre vibre avec la structure vibrante, et grâce à l’élément
piézoélectrique, on peut mesurer la force (et donc l’accélération) subie. Par intégration
temporelle, on obtient la vitesse puis le déplacement en le point de la structure vibrante
considéré. Il faut être conscient que le fait d’ajouter une masse sur une structure puisse
en influencer le mode de vibration.
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(d) Capteur laser – Un laser (originellement de Light Amplification by Stimulated Emission
of Radiation) génère un faisceau de lumière monochromatique et directionnelle. Il est
reflété sur la surface en mouvement et permet d’en déduire la hauteur dans le temps
en un point. L’avantage de ce système est qu’il n’y a pas de contact entre le capteur et
l’instrument de musique.

Il existe aussi des techniques plus avancées de vibrométrie laser basées sur l’effet
Doppler. On peut ainsi mesurer la vibration d’un objet sur un maillage spatial de
points, permettant de visualiser les modes de vibration (voir [75], appliqué p.ex. à
des mesures de vibration du violon dans [101]). Cependant, il s’agit ici surtout d’une
méthode de mesure expérimentale, plutôt qu’un capteur à utiliser dans une application
pratique de contrôle actif d’instrument de musique.

2.3.2 Contrôleur

2.3.2.1 Algorithme de contrôle

Dans une grande partie des applications décrites, on a implémenté un régula-
teur linéaire tel que le régulateur Proportionnel (p.ex. [149]), ou le régulateur PID
(Proportionnel-Intégral-Dérivé) (p.ex. [27, 35]), éventuellement avec l’ajout d’un terme
anticipateur (feedforward) (p.ex. [213]). Si nécessaire, il est également possible d’utiliser
un contrôleur non linéaire (p.ex. [25]).

Certaines applications intègrent également un observateur pour reconstruire des
grandeurs physiques non mesurées, comme un observateur linéaire de Luenberger
(p.ex. [23, 123]). Parfois, il est nécessaire d’utiliser un observateur non linéaire (p.ex.
[282]).

Dans le cas du tom présenté dans les Chapitres 9-10, un contrôle composé d’un
observateur en temps fini (non linéaire) et un contrôleur en temps fini (non linéaire)
sera développé.

2.3.2.2 Microcontrôleur

L’algorithme de contrôle est implémenté sur un microcontrôleur, qui peut être vu
comme un ordinateur embarqué avec des entrées et sorties, de la mémoire et un
processeur, permettant des calculs en temps réel. Pour atteindre ce but, une petite
latence de calcul est nécessaire [159], mais aussi une cadence régulière entre deux
temps d’échantillonnage.

En outre de l’importance d’une fréquence d’échantillonnage élevée pour la stabilité
numérique des algorithmes de contrôle discrétisés, le retard numérique a une influence
sur la perception du son. Des tests sur le retour de musique dans les oreilles de l’au-
diteur ont notamment montré une détection de délais de 42ms, pouvant déscendre à
1.4ms, par l’homme [145]. Ces tests suggèrent le besoin d’avoir une période d’échan-
tillonnage inférieure à la milliseconde [161]. Quelques exemples de microcontrôleurs
de petite latence utilisés dans des applications audio sont donnés dans [159, 161, 170].

le coala Dans le cas du tom implémenté Chapitre 10, nous utiliserons le Coala 6

(Fig. 2.8), un microcontrôleur conçu à l’Ircam [191] pour le contrôle modal d’instruments
de musique avec une très petite latence, de l’ordre de 50-100 µs selon la complexité du
calcul, mais pouvant déscendre à environ 20 µs dans certains cas décrits dans [21].

Ce contrôleur a été utilisé en recherche pour contrôler une table d’harmonie couplée
à des cordes [21, 22], un tube de clarinette [164], le gong d’opéra chinois xiaoluo
[121-123] et une plaque métallique rectangulaire [65]. Il a également été utilisé dans
des compositions comme 7 Waiting – 4 rêveries de Nicolas Mondon (2015) pour violon

6. Le nom est inspiré du fait que le contrôleur s’attache à un instrument de musique comme un coala à
un arbre.

7. Base de documentation sur la musique contemporaine, Ircam, Paris, http://brahms.ircam.fr/.

http://brahms.ircam.fr/
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Figure 2.8 – Le Coala, un contrôleur temps-réel

augmenté 8, Notturno sulle corde vuote de Francesco Filidei (2016) pour quatuor à
cordes augmenté avec 4 Coalas 9, Hauteurs de Tomás Bordalejo (2016) pour guitare
augmentée avec un Coala bleu (version 2) 10, Inside-out de Carmine-Emanuele Cella
(2017) pour piano et 3 percussionnistes où 3 Coalas agissent sur une grosse caisse, un
gong et une plaque tonnerre 11. Actuellement, un successeur de ce microcontrôleur est
commercialisé par HyVibe 12.

Plus de détails techniques concernant l’utilisation du Coala seront donnés dans le
Chapitre 10.

2.3.3 Actionneurs

Les actionneurs servent à transmettre des instructions du contrôleur au système consi-
déré. À cet effet, ils traduisent une tension électrique en une autre quantité physique
comme une pression ou une force. Comme les capteurs, il s’agit donc de transducteurs,
mais cette fois-ci fonctionnant selon des principes inverses. Deux actionneurs typiques
que l’on peut utiliser en contrôle actif d’instruments de musique sont mentionnés
ci-dessous (Fig. 2.9).

[ 15 mai 2021 at 0:23 – classicthesis v4.6 ]

V

[ 15 mai 2021 at 0:23 – classicthesis v4.6 ]

(a) Haut-parleur (b) Actionneur piézoélectrique

Figure 2.9 – Quelques actionneurs typiques utilisés en contrôle actif d’instruments de musique

(a) Haut-parleur – Le type de haut-parleur le plus commun est le haut-parleur dy-
namique. Il comporte une bobine plongée dans un champ magnétique d’un aimant.
Lorsque la bobine est parcourue par un courant électrique, une force de Laplace
est générée qui cause un mouvement de la membrane attachée à une suspension

8. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xf34410.
9. Vidéo : Images d’une œuvre n◦ 20, Philippe Langlois & Véronique Caye, Ircam, Paris, https://medias.

ircam.fr/x589030.
10. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xe959cf.
11. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xc6dcde.
12. HyVibe, Paris, https://www.hyvibe.audio/.

https://medias.ircam.fr/xf34410
https://medias.ircam.fr/x589030
https://medias.ircam.fr/x589030
https://medias.ircam.fr/xe959cf
https://medias.ircam.fr/xc6dcde
https://www.hyvibe.audio/
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mobile. Il s’agit donc d’un transducteur électro-magnéto-mécano-acoustique dont le
fonctionnement sera détaillé dans les Chapitres 9-10.

Un haut-parleur peut être utilisé pour générer du son qui interagira avec du son
généré par l’instrument de musique (cf. casque anti-bruit). Il est aussi possible de
démunir le HP de sa membrane et de coller l’équipage mobile restant sur une structure
(p.ex., une table d’harmonie d’un violon) qui sera par conséquent mise en vibration,
faisant office de membrane.

(b) Actionneur piézoélectrique – Il s’agit ici du phénomène piézoélectrique indirect,
l’inverse de ce qui se passe pour le capteur piézoélectrique : ici, le fait d’appliquer une
tension variable engendre une déformation du cristal et par la suite de la structure
de l’instrument de musique à laquelle l’actionneur est collé. Un avantage de ce type
d’actionneur est sa possibilité d’appliquer une action répartie sur la structure vibrante
[44, §1.3.2]. Des informations sur la localisation optimale de cet actionneur peuvent
être trouvées dans [70].

À travers l’exemple de ces deux actionneurs, on remarque que le contrôleur peut agir
de deux façons sur un instrument de musique [44]. Dans le cas du contrôle acoustique, le
contrôle agit sur un fluide. Un exemple est l’utilisation d’un haut-parleur afin de créer
de l’interférence destructive dans l’air pour annuler du son. Dans le cas de contrôle
structurel, le contrôle agit directement sur un solide, par exemple en utilisant des
actionneurs piézoélectriques collés sur un instrument, ou encore le haut-parleur sans
membrane.
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3R A P P E L E N T H É O R I E D U C O N T R Ô L E

Dans ce chapitre, des notions élémentaires de la théorie du contrôle sont rappelées.
Ces notions sont préliminaires pour la compréhension du formalisme des Systèmes
Hamiltoniens à Ports (Chapitre 4) et des lois de commande en temps fini (Chapitre 5),
et seront utilisées dans la suite de la thèse.
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3.1 introduction

La théorie du contrôle étudie comment on peut développer un contrôleur qui influence
l’évolution d’un système dynamique donné afin d’obtenir un comportement cible. Un
exemple simplificateur est montré dans la Figure 3.1. On y a affaire à un avion qui est
un système dynamique : son état (ici : position) peut varier dans le temps. Avant tout,
on peut développer un modèle mathématique qui prédit le comportement de l’avion
suite à une entrée de commande donnée par le pilote humain. Dans un deuxième
temps, on peut développer un pilote automatique qui agit comme un contrôleur sur le
système : il a des capteurs pour se renseigner de l’état actuel du système, il effectue
des calculs selon une loi de commande préalablement conçue dans le but de rapprocher
le système contrôlé d’un comportement cible, et à cette fin, il donne des instructions
à des actionneurs agissant sur le système contrôlé. Dans l’exemple, des capteurs dans
l’avion détectent la position de l’avion dans le ciel. Admettons que l’on ait demandé au
pilote automatique de piloter l’avion tout droit. Dès qu’il détecte que l’avion dévie de
sa trajectoire de référence (p.ex. à cause d’un vent variable), il donne automatiquement
une instruction à des actionneurs hydrauliques dans les ailes qui adapteront la position
des volets afin de rectifier la position de l’avion.

On retrouve de telles boucles de commande partout : d’une régulation basique
de température dans l’industrie alimentaire ou un bras robotique de soudage de
carrosserie de voiture, à des systèmes de contrôle plus haut-niveau comme chez des
robots et transports autonomes.

Certains notions élémentaires de la théorie du contrôle sont mentionnées dans le
présent chapitre.

— Modélisation – Un modèle est une représentation mathématique du comporte-
ment du système sous considération. En fonction de la complexité du système,
on peut avoir affaire à un modèle linéaire, non linéaire, contenant des délais,
de dimension possiblement très large, à constantes localisées ou distribuées, etc.

21
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système : avion

contrôleur :
pilote automatique

capteur : position

actionneur : volets

Figure 3.1 – Un avion contrôlé par le pilote automatique

Ayant construit un modèle, on peut prédire le comportement du système suite à
l’application d’une entrée.

— Simulation – Souvent, le calcul analytique de l’évolution du modèle n’est pas
possible. On a alors besoin de méthodes de simulation pour pouvoir la calculer
numériquement.

— Contrôle – Étant donné la complexité du modèle (représentant le système
considéré) et d’une cible définie par l’application (stabilisation vers un point
d’équilibre constant, suivi d’une trajectoire, ...), il existe plusieurs méthodes
de conception d’une loi de commande. On regarde avant tout la notion de la
stabilité du système contrôlé, mais aussi des potentielles propriétés additionnelles
comme la passivité et des différentes formes de robustesse. De plus, il existe des
observateurs qui permettent de reconstruire des informations que l’on ne peut
mesurer directement.

— Identification – Si la loi de commande utilise explicitement un modèle du sys-
tème contrôlé, on a besoin de méthodes d’identification qui permettent d’estimer
les valeurs des paramètres physiques y figurant.

À défaut d’une citation spécifique, les principes élémentaires mentionnés ci-dessous
sont empruntés d’ouvrages de référence tels que [124, 128, 178, 277]. Le lecteur est
invité à s’y rendre pour plus de détails formels et plus d’exemples.

3.2 modélisation

3.2.1 Classes de systèmes dynamiques

Il existe plusieurs classes de systèmes dynamiques. Dans le présent chapitre, on
considère le cas des systèmes à constantes localisées, c’est-à-dire, des systèmes repré-
sentés par des équations aux dérivées ordinaires (EDOs). Un système peut être linéaire
ou non linéaire. On modélise des systèmes à temps continu, mais il existe aussi des
systèmes à temps discret (intrinsèquement, ou après discrétisation temporelle d’un
modèle à temps continu).

En outre de l’entrée et de la sortie du système, on peut définir son état (Fig. 3.2).

système
(état x)

entrée u sortie y

Figure 3.2 – Système entrée-sortie avec état interne

Définition 3.1 (État d’un système dynamique). L’état x(T) d’un système dynamique à un
instant T est l’information dont il faut disposer, en outre des entrées u(t ≥ T), afin de pouvoir
déterminer de manière unique sa future trajectoire.
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L’état représente en quelque sorte des effets de mémoire du système. Dans le cas
d’un système mécanique, les positions et vitesses de ses composantes constituent l’état :
il faut les connaître afin de déterminer la réaction du système à une force d’entrée.

Il est possible de formuler le modèle d’un système dans l’espace des états. On parlera
alors d’une représentation d’état, que nous explicitons maintenant.

3.2.1.1 Système linéaire

temps continu

Définition 3.2 (Représentation d’état d’un système linéaire à temps continu). Un
système linéaire à temps continu peut s’écrire sous la forme

{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

avec

• l’état x(t) ∈ X ⊆ Rn (l’espace d’état)

• l’entrée u(t) ∈ U ⊆ Rp (l’espace des commandes)

• la sortie y(t) ∈ Y ⊆ Rq (l’espace des sorties)

• la matrice d’état A ∈ Rn×n

• la matrice de commande B ∈ Rn×p

• la matrice d’observation C ∈ Rq×n

• la matrice d’action directe D ∈ Rq×p.

Ici, les matrices de système (A, B, C, D) sont constantes mais plus généralement,
elles pourraient dépendre du temps ou d’un autre paramètre (système linéaire non
invariant dans le temps ou LPV (linear parameter-varying)).

exemple : le système masse-amortisseur-ressort linéaire On considère
le système mécanique représenté Figure 3.3. Si l’on dénote la position verticale de la
masse par x, on peut écrire le bilan des forces

mẍ(t) + cẋ(t) + kx(t) = fext(t)

avec la masse m, l’amortissement c, la raideur k, et la force extérieure fext(t) appliquée
sur la masse.

m

k c

fext

x

[ 16 mai 2021 at 1:22 – classicthesis v4.6 ]

Figure 3.3 – Système masse-amortisseur-ressort linéaire

Choisissant position et vitesse de la masse comme état :

x(t) =

[
x1(t)

x2(t)

]
,
[

x(t)

ẋ(t)

]
,
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on obtient la représentation d’état de la Définition 3.2 :
[

ẋ1(t)

ẋ2(t)

]
=

[
0 1

− k
m − c

m

] [
x1(t)

x2(t)

]
+

[
0
1
m

]
u(t),

ou l’entrée u(t) , fext(t).
Si l’on a par exemple un capteur de position de la masse, la deuxième équation

devient

y(t) =
[
1 0

] [x1(t)

x2(t)

]
.

temps discret Chez un système à temps discret, on n’a plus affaire à une dyna-
mique décrite par une EDO comme dans la Définition 3.2, mais à une dynamique
décrite par une équation de récurrence entre le temps k et le temps k + 1, espacés de la
période (ici constante) T [s].

Définition 3.3 (Représentation d’état d’un système linéaire à temps discret). Un système
linéaire à temps discret peut s’écrire sous la forme

{
xk+1 = Axk + Buk

yk = Cxk + Duk

avec

• l’état xk ∈ X ⊆ Rn (l’espace d’état)

• l’entrée uk ∈ U ⊆ Rp (l’espace des commandes)

• la sortie yk ∈ Y ⊆ Rq (l’espace des sorties)

• la matrice d’état A ∈ Rn×n

• la matrice de commande B ∈ Rn×p

• la matrice d’observation C ∈ Rq×n

• la matrice d’action directe D ∈ Rq×p.

Ici, les matrices de système (A, B, C, D) sont à nouveau supposées constantes.

3.2.1.2 Système non linéaire

temps continu

Définition 3.4 (Système non linéaire à temps continu). Un système non linéaire à temps
continu peut s’écrire sous la forme

{
ẋ(t) = f (x(t), u(t))
y(t) = g (x(t), u(t))

avec

• l’état x(t) ∈ X ⊆ Rn (l’espace d’état)

• l’entrée u(t) ∈ U ⊆ Rp (l’espace des commandes)

• la sortie y(t) ∈ Y ⊆ Rq (l’espace des sorties)

• f (·, ·) et g(·, ·) deux fonctions non linéaires (mais ne dépendant ici pas du temps
ou d’un autre paramètre externe).
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temps discret

Définition 3.5 (Système non linéaire à temps discret). Un système non linéaire à temps
discret peut s’écrire sous la forme

{
xk+1 = f (xk, uk)

yk = g (xk, uk)

avec

• l’état xk ∈ X ⊆ Rn (l’espace d’état)

• l’entrée uk ∈ U ⊆ Rp (l’espace des commandes)

• la sortie yk ∈ Y ⊆ Rq (l’espace des sorties)

• f (·, ·) et g(·, ·) deux fonctions non linéaires (mais ne dépendant ici pas du temps
ou d’un autre paramètre externe).

3.2.2 Stabilité d’un point d’équilibre

3.2.2.1 Définition

Étant donné un modèle de système, on peut étudier sa stabilité à un point d’équilibre
appelé souvent 0 (après un changement de coordonnées, si besoin).

On note le système dynamique

ẋ = F(x) (3.1)

pouvant représenter soit

ẋ = f (x, 0)

dans le cas du système non contrôlé, soit

ẋ = f (x, u)

dans le cas du système contrôlé par une loi de commande u (à concevoir). Le flot
Φt(x(0)) représente la trajectoire que suit le système dynamique (3.1) à partir d’un état
initial x(0). On peut définir les propriétés de stabilité suivantes.

Définition 3.6 (Notions de stabilité d’un système non linéaire [276]). Le point d’équilibre
0 d’un système dynamique (3.1) sur un ouvert M ⊆ Rn est

• stable si pour tout voisinage U de 0 il existe un voisinage U0 de 0 t.q. pour tout x dans
U0, Φt(x) est défini et appartient à U pour tout t ≥ 0 (l’état reste proche du point
d’équilibre, Fig. 3.4(a)) ;

• asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe un voisinage U de 0 ayant la
propriété suivante : pour tout x dans U, Φt(x) tend vers 0, lorsque t → +∞ (l’état
converge vers le point d’équilibre qui est un point attractif, Fig. 3.4(b)) ;

• instable s’il n’est pas stable.

Ces propriétés de stabilité peuvent être valables localement (dans une zone autour du
point d’équilibre) ou globalement (dans tout l’espace d’état X ).

3.2.2.2 Lemmes de stabilité

On mentionne quelques lemmes pouvant être utilisés pour prouver la stabilité d’un
point d’équilibre pour un système donné.
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0

x(0)

U0

U
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(a) Point d’équilibre stable

0

x(0)

U

[ 16 mai 2021 at 1:22 – classicthesis v4.6 ]

(b) Point d’équilibre attractif

Figure 3.4 – Point d’équilibre stable et point d’équilibre attractif (dessins d’après [276])

système linéaire On considère le cas d’un système linéaire

ẋ = F(x) = Ax. (3.2)

Lemme 3.1 (Stabilité asymptotique d’un système linéaire [276]). Soit A dans (3.2) une
matrice réelle carrée de taille n avec des valeurs propres distinctes λ1, . . . , λr.

Si toutes les valeurs propres sont à partie réelle strictement négative,

Re(λj) < 0 ∀j,

le système dynamique (3.2) est asymptotiquement stable.

système non linéaire On prend

ẋ = F(x) = f (x, 0) (3.3)

et suppose que le champ de vecteurs f (·, ·) ∈ C1.

Définition 3.7 (Fonction de Lyapunov [276]). On définit une fonction de Lyapunov comme
une fonction V de M ⊆ Rn → R, V ∈ C1, si

• V est définie positive (V(x) > 0 sauf en x = 0 où V(0) = 0)

• la dérivée directionnelle V dans la direction du champ f est semi-définie positive :

V̇ = ∇V(x) · f (x) ≤ 0.

Lemme 3.2 (Stabilité asymptotique d’un système non linéaire [276]). S’il existe une
fonction de Lyapunov V pour le champ de vecteurs f au voisinage du point d’équilibre 0, alors
0 est stable.

Si en plus, V̇ < 0, il s’agit d’une stabilité asymptotique.

Pour un système donné, il n’est pas toujours facile de trouver une fonction de
Lyapunov, mais dans le cas de systèmes physiques, on peut souvent s’inspirer de la
fonction d’énergie du système (cf. aussi le Hamiltonien dans le Chapitre 4.)

Lemme 3.3 (Stabilité asymptotique d’un système non linéaire : Théorème de LaSalle
[276]). Soient F le champ de vecteurs de (3.3) sur un ouvert M ⊆ Rn et V une fonction
différentiable C1 à dérivées continues d’un ouvert U de M dans [0,+∞[ telle que

• V est propre ({x ∈ U | V(x) ≤ R} est compact pour tout R > 0, ce qui est le cas lorsque
V est définie sur Rn et que V(x)→ +∞ quand ||x|| → +∞)
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• la dérivée directionnelle de V dans la direction du champ F est négative :

V̇(x) ≤ 0.

Si I est le plus grand sous-ensemble de {x, V̇(x) = 0} qui soit invariant par le flot de (3.3),
alors toute trajectoire du système (3.3) est bornée et attirée par I au sens où, pour tout x dans
M, on a

Φt(x) −−−−→
t→+∞

I

(c’est-à-dire

dist(ϕt(x),I) −−−−→
t→+∞

0).

Ce lemme peut être utilisé pour obtenir la stabilité asymptotique dans certains cas
où l’on a que V̇ ≤ 0, ce qui ne permet pas d’utiliser le Lemme 3.2.

Dans le cas d’un système linéaire, une fonction de Lyapunov quadratique peut être
définie, qui est de la forme [276]

V(x) = xᵀPx,

avec la matrice P = Pᵀ � 0 étant la solution de l’équation de Lyapunov

AᵀP + PA + Q = 0,

avec Q = Qᵀ � 0 une matrice au choix.

3.3 simulation

Dans certains cas simples, une solution analytique de la trajectoire Φt(x0) peut être
obtenue, comme, pour le système linéaire,

x(t) = eAtx0 +
∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ) dτ.

En général, pour une loi de commande u(x(t)) non linéaire ou un système non
linéaire, la trajectoire du système doit être calculée numériquement.

3.4 contrôle

On peut utiliser les lemmes mentionnés ci-dessus pour concevoir des contrôleurs
stabilisant un point d’équilibre d’un système (non) linéaire donné asymptotiquement.
Dans ce cas, on considère le champ de vecteurs

ẋ = F(x) = f (x, u(x(t))),

où u(x(t)) est la loi de commande obtenue.
Dans la présente section, on spécifie seulement les concepts de commandabilité

et observabilité d’un système linéaire, après avoir mentionné la transformation de
similarité dont on a besoin.

3.4.1 Transformation de similarité

Étant donné un système linéaire

Σ1 ,
{

ẋ = A1x + B1u

y = C1x,
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on peut obtenir une équivalence avec un deuxième système linéaire d’état ξ = Px,
la matrice P correspondant à un changement de coordonnées inversible, et de sortie
ζ = y,

Σ2 ,
{

ξ̇ = A2ξ + B2u

ζ = C2ξ,

si les matrices des systèmes satisfont





A2 = PA1P−1

B2 = PB1

C2 = C1P−1.

On parle d’une transformation de similarité entre les systèmes Σ1 et Σ2.

3.4.2 Commandabilité

3.4.2.1 Définition

Définition 3.8 (Commandabilité d’un système linéaire [276]). Un système linéaire est
commandable si pour tout couple de vecteurs (xd, xa) de Rn, il existe un temps T fini et une
commande u définie sur [0, T] tels que, lorsque l’on applique la commande u, la solution x(t)
du système partant de x(0) = xd vérifie x(T) = xa.

3.4.2.2 Critère de Kalman de commandabilité

Lemme 3.4 (Critère de Kalman de commandabilité). Si la matrice de commandabilité

C ,
[

B AB . . . An−1B
]

est de rang n alors le système (« le pair (A, B) ») est commandable.

3.4.2.3 Forme canonique commandable

Si un pair (A, B) est commandable, il existe une transformation de similarité avec la
matrice de transformation P t.q.

Ac = PAP−1, Bc = PB,

avec Ac et Bc de la forme

Ac =




0 1 0 . 0 0

0 0 1 . 0 0

. . . . . .

. . . . . .

. . . . 1 0

0 0 . . 0 1

−an −an−1 . . −a2 −a1




, Bc =




0

0

.

.

0

1




,

où les coefficients ai correspondent au polynôme caractéristique de A,

χA(s) = det(sI − A) = sn + a1sn−1 + . . . + an.

On appelle cette forme la forme canonique commandable, ou la forme compagnon
commandable.
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Plus spécifiquement [276],

P ,




L

LA
...

LAn−1




avec

L ,
[
0 0 . . . 0 1

]
C−1.

3.4.2.4 Régulateur par placement de pôles

Pour un système linéaire commandable, on peut définir un bouclage d’état linéaire

u(t) = −Kx(t), (3.4)

où la matrice K peut être définie de sorte à placer les modes propres de la matrice
A− BK de la boucle fermée,

ẋ = (A− BK)x,

arbitrairement, influençant les fréquences et amortissements de la dynamique du
système [3].

3.4.3 Observabilité

Selon l’application envisagée, il peut être cher ou difficile d’utiliser des capteurs
pour chaque variable d’état qui est utilisée dans la loi de commande conçue. Pour cette
raison, on peut parfois remplacer un certain capteur par un observateur d’état qui
reconstitue la partie de l’état non mesurée à partir de la mesure, si l’on a la propriété
d’observabilité.

3.4.3.1 Définition

Définition 3.9 (Observabilité d’un système linéaire [276]). Un système linéaire est obser-
vable si pour tout vecteur xd de Rn, il existe un temps T fini et une commande u définie sur
[0, T] tels que, si x(0) = xd et que l’on applique u, alors la connaissance de la trajectoire de y
sur l’intervalle de temps [0, T] permet de déterminer xd

3.4.3.2 Critère de Kalman d’observabilité

Lemme 3.5 (Critère de Kalman d’observabilité). Si la matrice d’observabilité

O ,




C

CA
...

CAn−1




est de rang n alors le système (« le pair (A, C) ») est observable.

3.4.3.3 Forme canonique observable

Si un pair (A, C) est observable, il existe une transformation de similarité avec la
matrice de transformation P t.q.

A0 = P−1 AP, C0 = CP,
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avec A0 et C0 de la forme

A0 =




0 0 . . 0 −an

1 0 . . 0 −an−1

0 1 . . . .

. . . . . .

0 0 . 1 0 −a2

0 0 . 0 1 −a1




, C0 =
[
0 0 . . 0 1

]

où les coefficients ai correspondent au polynôme caractéristique de A,

χA(s) = det(sI − A) = sn + a1sn−1 + . . . + an.

On appelle cette forme la forme canonique observable, ou la forme compagnon
observable.

Plus spécifiquement [276],

P ,
[

H AH . . . An−1H
]

avec

H = O−1




0
...

0

1




.

3.4.3.4 Observateur par placement de pôles

Si le système est observable, il est possible de construire un observateur asymptotique
linéaire appelé observateur de Luenberger, qui sera mentionné dans la Sous-section
9.4.2 (Éq. (9.33)). Ici, comme pour le régulateur (3.4), on peut aussi utiliser un placement
de pôles pour imposer la dynamique de l’observateur.

Il se trouve que les notions de commandabilité et d’observabilité sont duales. De
plus, pour un système linéaire et une loi de commande linéaire, on peut concevoir le
contrôleur et l’observateur séparément puisque l’on a une propriété de superposition.
Dans le cas général d’un système non linéaire, ceci n’est plus le cas.

3.4.4 Remarques

• À partir de la stabilité asymptotique (Déf. 3.6) d’un point d’équilibre (stationnaire)
0, on peut définir des lois de commande stabilisant un système donné vers un
point d’équilibre. Il est aussi possible de définir la stabilité autour d’une trajectoire
de référence, et des lois de commande sont conçues dans le but de stabiliser un
système donné vers une telle trajectoire de référence. On parle dans ce cas d’un
suivi de trajectoire (tracking).

• Dans le Chapitre 5, une notion de stabilité plus forte que la stabilité asymptotique
sera considérée : la stabilité en temps fini.

• Si des lois de commande peuvent être développées à partir de modèles pour un
système physique donné, elles ont pour but d’être appliquées au vrai système
physique. En outre de la stabilité du modèle contrôlé, on peut étudier des
propriétés de robustesse du contrôleur pour améliorer son comportement en
pratique.
Il existe plusieurs types de robustesse, dont la robustesse en présence de perturba-
tions extérieures dans le système et de bruits de mesure dans les capteurs utilisés,
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la présence potentielle de régimes ou comportements du système pas (suffisam-
ment) pris en compte par le modèle, une mauvaise identification des paramètres
physiques du système dont on a besoin pour calculer la loi de commande, etc.





4S Y S T È M E S H A M I LT O N I E N S À P O RT S

Dans ce chapitre, le formalisme des Systèmes Hamiltoniens à Ports (SHP) est in-
troduit. C’est une manière de modéliser un système physique basé sur ses échanges
énergétiques (Section 4.1). Dans ce formalisme, à partir du modèle, on peut définir
des méthodes de simulation stables (Section 4.2) et des méthodes de contrôle robustes
(Section 4.3).
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4.1 modèle

Le formalisme des Systèmes Hamiltoniens à Ports (SHP) a été développé à partir
des années ’90 [155] et connaît à ce jour une bibliographie riche. Dans ce chapitre,
seulement les éléments utilisés dans la thèse sont mentionnés. Pour plus d’informations
concernant entre autres les fondamentaux mathématiques rigoureux et les applications
diverses, se référer à [204, 284] et les références y figurant.

Dans ce formalisme, la modélisation se fonde sur une vision énergétique du système
physique. Dans un système physique, trois types de transfert d’énergie peuvent avoir
lieu : des composants internes du système peuvent stocker de l’énergie, dissiper de
l’énergie, et participer à des échanges d’énergie avec des composants extérieurs au sys-
tème considéré, à travers des ports. Le modèle prend ce bilan d’énergie explicitement en
compte dans sa structure. Aussi, il est possible de coupler plusieurs systèmes physiques,
pouvant appartenir à des domaines physiques différents (systèmes multiphysiques :
mécanique, électr(on)ique, thermique, chimique, etc.) 1.

Une formulation classique d’un modèle SHP est introduite ci-dessous, pour le cas
d’un état de dimension finie puis de dimension infinie. On remarquera dans les
définitions ci-dessus que l’on obtient une sorte de représentation d’état comme dans la
Section 3.2, mais qui est plus structurée (structure physique). La formulation permet
également d’utiliser une écriture similaire pour les cas d’un système (non) linéaire et
de dimension (in)finie.

4.1.1 Modèle de dimension finie

Définition 4.1 (SHP de dimension finie). Une formulation classique d’un Système Hamilto-
nien à Ports (SHP) en dimension finie n ≥ 1, d’état x ∈ Rn, est

{
ẋ = (J − R)∇H(x) + Gu

y = Gᵀ∇H(x),
(4.1)

1. Cf. aussi les bond graphs [93], un formalisme plus ancien se basant également sur les transferts d’énergie
d’un système physique

33
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pour laquelle :
(i) u ∈ Rq est l’entrée de dimension q ≥ 1,

(ii) y ∈ Rq est la sortie associée à l’entrée (différente de la sortie mesurée ym),

(iii) H(x) � 0 est la fonction hamiltonienne qui fournit l’énergie totale E stockée dans le
système en fonction de son état,

(iv) J = −Jᵀ est une matrice antisymétrique (n × n) exprimant les échanges entre les
composants stockants,

(v) R = Rᵀ � 0 est une matrice symétrique (n× n) dont la positivité traduit la dissipation,

(vi) G est une matrice (n× q).
Les matrices peuvent dépendre de l’état x, de l’entrée u ou de paramètres constants ou variant
dans le temps.

remarque 1 La propriété fondamentale d’un SHP est de vérifier un bilan de
puissance : la nullité de

B , dE
dt

+ Pdissip − Pext

où la variation d’énergie est

dE
dt

= ∇H(x)ᵀ ẋ,

la puissance dissipée

Pdissip = ∇H(x)ᵀR∇H(x) ≥ 0

est positive d’après (v) et la puissance extérieure est

Pext = yᵀu.

En effet, d’après (4.1),

B = ∇H(x)ᵀ J∇H(x)︸ ︷︷ ︸
= 0 d’après (iv)

+∇H(x)ᵀGu︸ ︷︷ ︸
yᵀu

−yᵀu = 0.

remarque 2 Dans la Définition 4.1, il s’agit de la formulation classique (input-state-
output) d’un SHP [285]. Des variantes de cette formulation, et une formulation plus
générale (algébro-différentielle) sont définies dans [285].

exemple d’un système linéaire Nous considérons le modèle d’un système
masse-ressort-amortisseur linéaire (Figure 4.1) dont la dynamique obéit l’EDO

mẍ + cẋ + kx = fext,

avec
x la position verticale de la masse [m]

m la masse [kg]

c le coefficient d’amortissement
[

Ns
m =

kg
s

]

k la constante de raideur
[

N
m =

kg
s2

]

fext la force extérieure
[
N = kg m

s2

]
,

avec des conditions initiales en position et vitesse. (Dans ce modèle, l’influence de la
pesanteur n’est pas considérée.)

Dans ce système, la masse et le ressort échangent de l’énergie ; l’amortisseur en
dissipe. La force extérieure apporte de l’énergie au système è travers le port "(force sur
la masse, vitesse de la masse)".
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m

k c

fext

x

Figure 4.1 – Système masse-ressort-amortisseur

Pour l’écriture du modèle SHP, on définit l’état comme

x =

[
x1

x2

]
,
[

x

p

]
,

où p est la quantité de mouvement : p = mẋ
[
kg m

s
]
.

Le système étant linéaire, on a un Hamiltonien quadratique

H(x) =
1
2

kx2 +
1

2m
p2, (4.2)

qui représente l’énergie du système en fonction de son état x(t). Il est constitué de
l’énergie potentielle du ressort qui est allongé et comprimé, et l’énergie cinétique de la
masse qui est en mouvement.

On calcule que le gradient du Hamiltonien vaut

∇H(x) =

[
∂x H(x)

∂p H(x)

]
=

[
kx
p
m

]
.

Le modèle SHP s’écrit finalement comme





ẋ1

ẋ2


 =




 0 1

−1 0


−


0 0

0 c






 kx1

1
m x2


+


0

1


 u

y =
[
0 1

]

 kx1

1
m x2


 .

(4.3)

Dans la première équation matricielle, la première équation représente l’égalité des
vitesses et la deuxième équation représente l’égalité des forces. L’écriture satisfait
les conditions de la Définition 4.1 avec notamment la matrice R qui est semi-définie
positive puisque ses valeurs propres sont {0, c > 0}.

Nous observons que si nous contrôlons la masse en force (u , fext), la sortie
y = 1

m x2 = ẋ est la vitesse de la masse, la variable conjuguée dans le sens que leur
produit

uy = fext ẋ
[

kg ·m2

s3 = W
]

représente la puissance externe apportée au système. Cette sortie a un autre sens que la
sortie ymes qui correspond à la mesure, en fonction des capteurs utilisés (cf. l’exemple
du masse-ressort-amortisseur dans la Sous-section 3.2.1.1, où l’on a en plus pris un
autre état).
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exemple d’un système non linéaire Un cas d’un système non linéaire sera
considéré dans la Section 6.1.2. Il s’agit d’un système masse-ressort-amortisseur avec
un ressort raidissant. La forme SHP du modèle sera la même que le modèle (4.3),
mais dans lequel l’expression pour l’énergie potentielle du ressort qui apparaît dans le
Hamiltonien ne sera plus quadratique.

4.1.2 Modèle de dimension infinie

Définition 4.2 (SHP de dimension infinie). Une formulation classique d’un Système Ha-
miltonien à Ports (SHP) d’état x de dimension infinie est [71, 108]

{
∂tx = (J −R)δxH(x) + Gu

y = G∗δxH(x)
(4.4)

pour laquelle

— X est l’espace des états énergétiques,

— u et y sont l’entrée et sa sortie associée,

— un produit scalaire 〈·, ·〉X et norme ‖·‖X sont définis,

— la fonction Hamiltonienne est définie comme

H(x) , 1
2
‖x‖2

X,

— l’opérateur δx est la dérivée variationnelle [251],

— l’opérateur J est formellement anti-auto-adjoint (skew-symmetric) et l’opérateur R est
non-négatif symétrique, par rapport au produit scalaire,

— G est un opérateur et G∗ son opérateur adjoint.

Définition 4.3 (Opérateur anti-auto-adjoint (skew-symmetric) [251]). Un opérateur J est
anti-auto-adjoint si

〈J v1, v2〉 = −〈v1,J v2〉.

avec 〈·, ·〉 le produit scalaire défini sur la géométrie du système considéré.

exemple d’un système linéaire Un modèle linéaire pour la vibration transverse
w(z, t) d’une corde est considérée (Fig. 4.2) [110, 111]. Il s’agit de l’EDP

∂ttw(z, t) + µ∂tw(z, t)− ∂zzw(z, t) = u(z, t).

Ici, u(z, t) représente une force linéique distribuée définie sur (z, t) ∈ Ω×R+, Ω =
[0, 1] et µ est un coefficient représentant de l’amortissement visqueux. La corde est fixée
aux extrémités (condition de Dirichlet) et a une position et vitesse données comme
conditions initiales.

z

w(z, t)

0 1

u(z, t)

Figure 4.2 – Corde
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Pour l’écriture du SHP, on définit l’état comme

x =

[
q(z, t)

p(z, t)

]
,
[

∂zw(z, t)

∂tw(z, t)

]
.

Le système étant linéaire, le Hamiltonien a un intégrande quadratique, qui est intégré
sur le domaine spatial Ω de la corde :

H(x(z, t)) =
1
2

∫

Ω

[
p2(z, t) + q2(z, t)

]
dz.

Les densités d’énergie quadratiques correspondent aux densités d’énergie potentielle
et cinétique d’un point élémentaire de la corde. Dans ce cas, la dérivée variationnelle
correspond à [251]

δxH(x(z, t)) =

[
δqH
δpH

]
=

[
q

p

]
.

Le modèle SHP s’écrit comme





∂tq

∂t p


 =




 0 ∂z

∂z 0


−


0 0

0 µ






q

p


+


0

1


 u

y =
[
0 1

]

q

p


 .

(4.5)

Cette écriture satisfait les conditions de la Définition 4.2. Nous démontrons ici que
l’opérateur

J =

[
0 ∂z

∂z 0

]

est formellement anti-auto-adjoint. Soient deux vecteurs d’état

xI(z, t) ,
[

q1

p1

]
(z, t)

xII(z, t) ,
[

q2

p2

]
(z, t),

zéro aux bords. Il faut prouver que

〈J xI, xII〉 = −〈xI,J xII〉 (4.6)

avec

〈xI, xII〉 =
∫ 1

0

[
q1 p1

] [q2

p2

]
dz.

Le membre gauche de (4.6) vaut

〈J xI, xII〉 =
∫ 1

0

[
∂z p1 ∂zq1

] [q2

p2

]
dz =

∫ 1

0
[∂z p1 · q2 + ∂zq1 · p2] dz

et le membre droit

〈xI,J xII〉 =
∫ 1

0
[q1 · ∂z p2 + p1 · ∂zq2] dz.
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Par une intégration par parties, on a que

∫ 1

0
∂z p1 · q2 dz =

∫ z=1

z=0
q2 dp1 =��

�p1q2|10 −
∫ z=1

z=0
p1 dq2 = −

∫ 1

0
p1 · ∂zq2 dz

et, pareillement, que

∫ 1

0
∂zq1 · p2 dz = −

∫ 1

0
∂zq1 · p2 dz,

ce qui prouve l’Équation (4.6).
Finalement, puisque le SHP (4.5) est contrôlé par une force u(z, t), la sortie duale

est y = p(z, t) = ∂tw(z, t), la vitesse, de sorte que
∫

Ω uy dz =
∫

Ω u(z, t)∂tw(z, t)dz
représente la puissance externe apportée au système.

exemple d’un système non linéaire L’exemple d’une corde avec une non-
linéarité due à une modulation de tension sera traité dans le Chapitre 8.

4.2 méthode de simulation

Étant donné un modèle SHP, contrôlé ou non, on peut calculer son évolution tem-
porelle par une méthode numérique. Dans le cas d’un SHP de dimension infinie, on
applique d’abord une discrétisation spatiale [204, Section 5] afin d’obtenir un SHP de
dimension finie pour la simulation.

La méthode numérique sert à simuler la trajectoire du système en temps discret : il
s’agit de calculer l’état x(k + 1) étant donné l’état x(k). En fonction du modèle et de la
commande, on a affaire à un calcul explicite ou implicite.

Pour une méthode de simulation passive (stable), on veut discrétiser les équations
du système en préservant le bilan de puissance : on remplace la dérivée temporelle ẋ
par δx

δt , et le gradient ∇H(x) par le gradient discret ∇dH(x, δx) [82, 119, 241]. Dans
le cas d’un Hamiltonien à variables séparées (H(x) = ∑n

i Hi(xi)), le gradient discret
∇d H(x, δx) est défini par les composants

[∇d H(x, δx)]i =





Hi(xi+δxi)−Hi(xi)
δxi

si δxi 6= 0

H′i (xi) si δxi = 0.

calcul explicite Dans le cas d’un système bouclé linéaire, il existe une méthode
explicite [241] pour le calcul de la différence d’état δx(k) , x(k + 1) − x(k). On
peut écrire le Hamiltonien comme la forme quadratique H(x) = 1/2xᵀWx, avec
W = Wᵀ � 0. Avec le gradient discret ∇dH(x(k), δx(k)) = W(x(k) + δx(k)/2), et la
notation M , (J − R)W , on peut retrouver l’expression suivante pour δx :

δx = (In − δt/2 ·M)−1 (Mxk + Gkuk)δt.

calcul implicite Dans le cas plus général, on obtient un système implicite (non
linéaire) en x(k + 1) après discrétisation, qu’il faut résoudre itérativement, par exemple
par la méthode de Newton-Raphson [266].

4.3 méthodes de contrôle

Il existe plusieurs méthodes de contrôle à partir d’une structure SHP, à la fois pour
des SHP de dimension finie [181] et infinie [204, Sections 4.1-4.3]. Ici, nous mentionnons
deux méthodes pour le cas des SHP de dimension finie [179, 180, 182].
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4.3.1 Remodelage d’énergie

Le Hamiltonien H(x) du système non contrôlé est une fonction de Lyapunov qui a
un minimum à un point d’équilibre. La méthode de contrôle par remodelage d’énergie
[179] consiste à construire un nouveau Hamiltonien Hd(x) qui a un minimum à un
autre point d’équilibre vers lequel on veut contrôler le système (comme illustré dans la
Figure 4.3).

Théorème 4.1 (Condition de correspondance pour le contrôle par remodelage d’énergie
[179]). Considérons un SHP en boucle ouverte de forme (4.1) avec un Hamiltonien H(x) � 0.
Pour obtenir un SHP en boucle fermée avec un Hamiltonien Hd(x) � 0, la commande utilisée
doit satisfaire la condition de correspondance

∇Ha(x)ᵀ ẋ = −yᵀu, (4.7)

où Ha(x) , Hd(x)− H(x) � 0, sous l’hypothèse que

R∇Ha(x) = 0.

La preuve est basée sur les bilans de puissance du système en boucle ouverte et en boucle
fermée [179].

x1

x2

H(x) Hd(x)

0 x∗1

Figure 4.3 – Principe de la méthode de contrôle par remodelage d’énergie

4.3.2 IDA-PBC

La méthode IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control,
[182]) consiste à associer le remodelage d’énergie (Hd(x)) à un changement des matrices
d’interconnexion (Jd) et de dissipation (Rd). Le système (4.1) est ainsi remplacé par le
système cible

ẋ = (Jd − Rd)∇Hd(x) (4.8)

par l’action du contrôle.
La méthode IDA-PBC répond à deux besoins :

— certains systèmes ne peuvent être contrôlés avec un remodelage d’énergie seul, par
exemple lorsqu’il y a un transfert infini d’énergie au point d’équilibre (dissipation
obstacle, cf. [269]),

— on veut améliorer la performance du contrôle.
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Nous définissons les différences Ha(x) comme avant, et Ja , Jd − J, Ra , Rd − R.
L’entrée qui effectue ceci peut être obtenue par la condition de correspondance suivante.

Théorème 4.2 (Condition de correspondance pour l’IDA-PBC [182]). Considérons un
SHP en boucle ouverte de forme (4.1) avec un Hamiltonien H(x) � 0 et matrices J et R. Par
l’action du contrôle, nous voulons obtenir un SHP (4.8) avec un Hamiltonien Hd(x) � 0 et
matrices Jd et Rd. Les Hamiltoniens et matrices doivent satisfaire la condition de correspondance

−g⊥(Ja − Ra)∇H(x) = g⊥ [(J + Ja)− (R + Ja)]∇Ha(x),

où g⊥ est un annihilateur à gauche au choix (qui satisfait g⊥g = 0). La commande correspon-
dante est

u = (gᵀg)−1gᵀ [(Jd − Rd)∇Hd(x)− (J − R)∇H(x)] .

Cette condition de correspondance suit de l’égalité entre les équations dynamiques du système
en boucle ouverte et en boucle fermée.

En fonction des éléments imposés dans cette équation, on a affaire à une méthode de
résolution différente. La référence [182] offre plus d’informations à ce sujet et propose
une version plus générale de la condition de correspondance.



5C O N T R Ô L E E N T E M P S F I N I

Dans ce chapitre, le contrôle en temps fini est introduit. Dans la Section 5.1, on définit
la stabilité en temps fini et explique pourquoi cette propriété peut être utile. La Section
5.2 est consacrée aux lois de commande (non linéaires) pour la stabilisation en temps
fini d’EDOs, tandis que le cas des EDPs est mentionné dans la Section 5.3. Finalement,
en Section 5.4, on mentionne des informations supplémentaires concernant le contrôle
non asymptotique dont le contrôle en temps fini fait partie.
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5.1 introduction

Le contrôle en temps fini concerne le fait d’atteindre un état d’équilibre en un temps
fini, et non pas asymptotiquement, comme c’est souvent le cas avec des méthodes de
contrôle plus standard. La question du contrôle en temps fini d’une EDO a été posée
pour la première fois en 1966 par Roxin [221] puis en 1986 par Haimo [103], mais la
recherche sur le temps fini s’intensifie dès les années 2000 [39]. Dans la présente section,
on commence par un exemple introductif pour illustrer la stabilité en temps fini, avant
d’en donner la définition mathématique et l’utilité.

5.1.1 Exemple introductif

On considère le système ẋ(t) = u(t) avec un état initial x0 > 0. On veut concevoir la
loi de commande u pour que l’état x(t) atteigne 0 en un temps fini T. Nous comparons
trois différentes lois de commande dont les trajectoires résultantes respectives sont
montrées dans la Figure 5.1 et dont les détails sont listés dans le Tableau 5.1.

Il s’agit des trois lois de commande suivantes.

1) régulateur p Une commande « P » (proportionnelle, [10]) génère une trajectoire
exponentiellement décroissante, qui n’atteint 0 jamais exactement mais s’en approche
éternellement (stabilité asymptotique).

2) contrôle « tout ou rien » (« bang-bang ») La commande appliquée égale
une constante Ucst multipliée par le signe de l’état. La trajectoire est alors une droite
décroissante. En x(t) = 0, on applique l’entrée u(t) = 0. En réalité, à cause de la pente
(vitesse) non nulle au moment où x(t) = 0, l’état deviendra légèrement négatif. Le
contrôle repoussera l’état vers zéro mais il dépassera à nouveau dans le domaine positif,
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t

x

T0

x0

0

Figure 5.1 – Trajectoires du système ẋ(t) = u(t) pour différentes lois de contrôle

Tableau 5.1 – Détails des trois lois de commande. Calculs pour le cas x(t) > 0.

contrôle commande trajectoire T

régulateur P u(t) = −Kx(t) x(t) = x0e−Kt +∞

bang-bang u(t) = −sign(x(t))Ucst x(t) = x0 −Ucstt x0
Ucst

temps fini u(t) = −sign(x(t))|x(t)|α, α ∈ ]0, 1[ x(t) = x0 (1−α)

√
1− 1−α

x1−α
0

t x1−α
0

1−α

et ainsi de suite... Ceci résulte en un mouvement de zig-zag (chattering, [147]) qui est
indésiré dans une application réelle.

3) contrôle en temps fini Nous voulons donc obtenir une trajectoire qui arrive
en 0 avec une pente nulle. Il se trouve que c’est par exemple le cas avec la loi

u(t) = −sign(x(t))|x(t)|α , −bx(t)eα, α ∈ ]0, 1[.

Nous observons que cette loi est non linéaire, contient une puissance fractionnaire
et est non Lipschitz continue à l’origine [103]. On verra dans la suite que la condition
α ∈ ]0, 1[ correspond à une condition d’homogénéité, qui garantit la stabilité en temps
fini. Pour le cas α = 0, on retrouve une loi de commande discontinue de type bang-bang,
et pour le cas α = 1, une trajectoire asymptotique.

Dans la suite de la présente section, après la définition formelle de la stabilité en
temps fini, nous montrons comment de telles commandes peuvent être construites.
Nous mentionnons ici déjà qu’il n’y a pas unicité de la loi en temps fini.

5.1.2 Définition

Définition 5.1 (Stabilité en temps fini de l’origine [39]). Soit un système ẋ = f (x). Soit
Φt(x0) l’évolution de l’état dans le temps étant donné un état initial x0 à (t = 0).

L’origine dudit système est stable en temps fini sur un voisinage ouvert U ⊂ Rn si

1. (Convergence en temps fini) Il existe une fonction T : U \ {0} → R+ telle que pour tout
x0 ∈ U \ {0}, l’évolution Φt(x0) est définie et unique sur [0, T(x0)[ et

lim
t→T(x0)

Φt(x0) = 0.

On appelle T(·) la fonction de temps d’établissement (settling time) du système.
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2. (Stabilité au sens de Lyapunov) Il existe une fonction δ ∈ K telle que pour tout x0 ∈ U,
‖Φt(x0)‖ ≤ δ(‖x0‖) pour tout t ≥ 0.

Si U = Rn, on appelle le système globalement stable en temps fini. Si seulement la
propriété (1) est satisfaite, l’origine est dite attractive en temps fini.

On voit que la propriété de stabilité en temps fini est plus stricte que la stabilité
asymptotique au sens de Lyapunov (cf. la Définition 3.6).

5.1.3 Avantages et inconvénients du contrôle en temps fini

Voici quelques remarques sur le contrôle en temps fini, avec lequel une cible (point
d’équilibre ou trajectoire de référence) peut être atteinte dans un temps fini.

5.1.3.1 Avantages

— Le contrôle en temps fini est utile pour des applications avec des contraints de
temps.

— Il y a certains résultats qui montrent que le contrôle en temps fini a des propriétés
de robustesse supérieures par rapport à d’autres types de contrôle comme le
contrôle asymptotique et exponentielle (p.ex. dans [39] concernant le rejet de
perturbations).

5.1.3.2 Inconvénients

— Il n’y a souvent pas d’expression analytique pour le temps d’établissement T
(mais parfois on a une borne supérieure). De ce fait, la méthode de conception
d’un contrôleur pour un T donné par une application n’est pas toujours évidente.

— Le système contrôlé en temps fini n’est pas Lipschitz continu à l’état cible. De ce
fait, le système devient de plus en plus raide lorsque l’état se rapproche du point
d’équilibre. Cette propriété peut mener à des difficultés numériques lors d’une
simulation ou implémentation sur un microcontrôleur (voir plus bas).

5.2 contrôle en temps fini d’équations aux dérivées ordinaires

Dans la présente section, on énonce des méthodes de construction de lois de com-
mande en temps fini pour des EDOs (Sous-section 5.2.1), et on donne quelques exemples
de lois de commande ainsi obtenues (Sous-section 5.2.2).

5.2.1 Méthodes de construction de lois de commande

Étant donné la définition de la stabilité en temps fini, nous plusieurs méthodes de
conception de lois en temps fini pour un système EDO donné ont été développées.

5.2.1.1 Fonctions de Lyapunov strictes

Si l’on peut trouver une commande u(x, t) et une fonction de Lyapunov de contrôle
V(x(t), u(t)) associée, qui satisfasse

V̇(x(t), u(t)) ≤ −k [V(x(t), u(t))]α , (5.1)

avec k > 0, α ∈ ]0, 1[, alors cette loi stabilise le système en temps fini [12, 39, 40]. La
difficulté est qu’il n’est pas toujours facile de trouver une telle fonction de Lyapunov.
Des exemples de lois construites avec cette méthode sont [117, 120, 267, 270].

Il existe aussi un théorème inverse : chaque système stabilisé en temps fini admet
une fonction de Lyapunov stricte.
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5.2.1.2 Homogénéité

On définit d’abord la notion d’homogénéité dont on a besoin.

Définition 5.2 (Homogénéité d’une fonction et d’un champ de vecteurs [112]). Soient
λ > 0 un nombre réel strictement positif et r un vecteur de n poids ri > 0 strictement positifs.
Soit l’opérateur de dilatation Λr tel que

Λrx ,
[
. . . λri xi . . .

]ᵀ
.

— Une fonction f (x) : Rn → R est homogène si l’on peut l’écrire comme

f (Λrx) = λν f (x).

— Un champ de vecteurs f (x) : Rn → Rn est homogène si l’on peut l’écrire comme

f (Λrx) = λνΛr f (x). (5.2)

L’exposant ν ∈ R s’appelle le degré d’homogénéité.

Remarque 1 – Le degré d’homogénéité ν est fixé à un facteur multiplicatif strictement
positif près, puisque l’on peut multiplier les composants du vecteur de poids r par un
même facteur multiplicatif.

Remarque 2 – Dans [196, Section 3.1], on utilise une définition alternative d’homo-
généité « généralisée », qui est équivalente à la Définition 5.2 et sera utilisée dans la
Sous-sous-section 11.6.2.1. Cette définition est la suivante.

Définition 5.3 (Homogénéité généralisée d’une fonction et d’un champ de vecteurs
[196, Déf. 3.6]).

— Une fonction f (x) : Rn → R est d-homogène si l’on peut l’écrire comme

f (d(s)x) = eνs f (x), ∀x ∈ Rn\{0}, ∀s ∈ R.

— Un champ de vecteurs f (x) : Rn → Rn est homogène si l’on peut l’écrire comme

f (d(s)x) = eνsd(s) f (x), ∀x ∈ Rn\{0}, ∀s ∈ R.

Ici, d(s) est une dilatation [196, Déf. 3.1] comme la dilatation uniforme

d1(s) , es In

ou la dilatation pondérée

d2(s) , diag (er1s, er2s, . . . , erns) , ri > 0.

Remarque 3 – Si un système non linéaire est homogène, certaines propriétés locales
peuvent devenir globales [12, 196].

La propriété d’homogénéité est utilisée pour la construction de lois de commande
selon le lemme suivant.

Lemme 5.1 (Stabilité en temps fini d’un système homogène à degré d’homogénéité
strictement négatif [12, 216]). Si un système EDO est asymptotiquement stable, et homogène
à degré d’homogénéité strictement négatif, alors le système est aussi stable en temps fini.

Si l’on peut construire une commande u(t) qui rend le champ de vecteurs

ẋ(t) = f (x(t), u(t))

homogène d’un degré d’homogénéité ν strictement négatif, la stabilité asymptotique
est donc une condition suffisante pour la stabilité en temps fini. (On note que l’on peut
parfois aussi construire une approximation homogène autour du point de l’équilibre
pour obtenir une stabilisation en temps fini locale [8].)
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5.2.1.3 Fonctions de Lyapunov implicites

Cette méthode n’est pas précisée ici. Se référer à [197, 198].

5.2.2 Quelques lois de commande pour des EDOs

5.2.2.1 Loi additive pour un intégrateur d’ordre n

intégrateur simple Considérons l’intégrateur simple

ẋ(t) = u(t) (5.3)

avec l’état x ∈ R. La stabilité en temps fini de l’origine peut être obtenue avec la loi de
commande décrite dans le lemme suivant.

Lemme 5.2 (Contrôle en temps fini de l’intégrateur simple). L’origine 0 est un point
d’équilibre stable en temps fini pour l’intégrateur simple (5.3) contrôlé par la loi de commande

u(t) = −kbx(t)eα (5.4)

avec α ∈ ]0, 1[, k > 0 et

bx(t)eα , sign(x(t))|x(t)|α.

La loi de commande définie par (5.4) est illustrée dans la Figure 5.2 pour différentes
valeurs du paramètre α. On note à nouveau que pour la limite α→ 1, on retrouve un
contrôleur linéaire u(t) = −kx(t), et pour la limite α→ 0, on retrouve un contrôleur
discontinu u(t) = −ksign (x(t)).

Dans l’Annexe B, des règles de calcul pour les crochets figurant dans cette loi sont
énoncées.

Démonstration. L’intégrateur simple (5.3) contrôlé par la loi de commande (5.4) corres-
pond au système en boucle fermée

ẋ(t) = −kbx(t)eα. (5.5)

On définit la fonction de Lyapunov 1

V(x(t)) , x2

2
� 0.

On calcule que

V̇(x(t)) = ∂x(t)V(x(t))ẋ(t) = x(t) · (−kb(x(t))eα)
= −kbxe1b(x(t))eα = −k|x(t)|α+1 ≺ 0,

puisque k > 0. D’après la 1ère méthode de Lyapunov (cf. Lemme 3.2), l’origine est un
point d’équilibre asymptotiquement stable du système (5.5).

On montre que le champ de vecteurs f (x) du système en boucle fermée (5.5) est
homogène. La condition (5.2) se traduit en

−kbλr1 x(t)eα = −λνλr1 kbx(t)eα avec λ > 0, r1 > 0

−kλr1αbx(t)eα = −kλν+r1bx(t)eα
ν = (α− 1)r1.

Pour un choix du vecteur de poids

r =
[

1
α

]
,

1. On pourrait aussi utiliser la fonction de Lyapunov V(x) = |x|.
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on obtient un degré d’homogénéité

ν =
α− 1

α
.

Ce degré d’homogénéité est strictement négatif pour des valeurs du paramètre α ∈
]0, 1[.

En utilisant le Lemme 5.1, on conclut que l’origine est un point d’équilibre stable en
temps fini du système (5.5).
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u(
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Figure 5.2 – Loi de commande (5.4) avec paramètres k = 1 et différentes valeurs de α

Expression analytique pour la trajectoire et le temps d’établissement Dans le
cas de l’intégrateur simple (5.3) contrôlé par la loi de commande (5.4), il est possible
d’obtenir une expression analytique pour la trajectoire du système bouclé (5.5), ainsi
qu’une expression analytique pour le temps d’établissement T(x0).

Calcul de la trajectoire à partir d’une condition initiale x0 = x(0).
– Pour x0 > 0, x(t) > 0, on a que bx(t)eα = x(t)α et on obtient

ẋ(t) = −kx(t)α

∫ x(t)

x0

x(t)−α dx(t) = −
∫ t

0
k dt

x(t)1−α

1− α

∣∣∣∣
x(t)

x0

= (−kt)|t0

x(t) = 1−α

√
x1−α

0 − (1− α)kt.

La trajectoire atteint zéro quand le radical vaut zéro, c’est-à-dire, pour un temps

t =
x1−α

0
k(1− α)

.

On l’appelle le temps d’établissement T(x0) (ici dans le cas x0 > 0).
– Pour x0 = 0, on a x(t) = 0 avec un temps d’établissement T(x0) = 0.
– Pour x0 < 0, x(t) < 0, on a que bx(t)eα = − |x(t)|α et on obtient
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ẋ(t) = +k |x(t)|α
∫ x(t)

x0

|x(t)|−α dx(t) =
∫ t

0
k dt

sign(x(t)) |x(t)|1−α

1− α

∣∣∣∣∣

x(t)

x0

= (kt)|t0

|x(t)| = 1−α
√
|x0|1−α − (1− α)kt

x(t) = − 1−α
√
|x0|1−α − (1− α)kt.

Dans ce cas, le temps d’établissement vaut T(x0) =
|x0|1−α

k(1−α)
.

– En conclusion, on obtient la trajectoire

x(t) =





sign (x0)
1−α
√
|x0|1−α − (1− α)kt si t < T(x0)

0 si t ≥ T(x0),
(5.6)

avec le temps d’établissement

T(x0) =
|x0|1−α

k(1− α)
. (5.7)

L’évolution temporelle des trajectoires de la boucle fermée (5.5) selon l’Équation (5.6)
est affichée dans la Figure 5.3, pour deux conditions initiales et différentes paires de
paramètres de contrôle (k, α). Les temps d’établissement correspondants calculés avec
l’Eq. (5.7) sont montrées dans le Tableau 5.2.
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Figure 5.3 – Trajectoires de la boucle fermée (5.5) d’après l’Équation (5.6) pour conditions
initiales x0 ∈ {3,−2} et différentes paires de paramètres de contrôle (k, α) indiquées
sur la Figure. Les points indiquent les états initiaux et les moments où un état
atteint zéro.

L’influence de l’état initial x0 et des paramètres de contrôle (k, α) sur le temps
d’établissement T(x0) selon l’Éq. (5.7) est montrée graphiquement dans la Figure 5.4.
Dans le cas de l’intégrateur simple, pour une application avec un état initial x0 connu
et un temps d’établissement désiré, on est capable de concevoir les paramètres de la
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Tableau 5.2 – Temps d’établissement correspondant aux trajectoires de la Figure 5.3.

x0 k α T(x0)

3 1 1
2 3.464

3 1 2
5 3.222

−2 1 1
2 2.828

−2 2 1
2 1.414

loi de commande (k, α). Dans le cas d’autres lois de commande en temps fini, on ne
dispose pas d’une relation analytique entre les paramètres de contrôle et le temps
d’établissement, donc il faut utiliser des méthodes de simulation pour choisir leurs
valeurs.
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Figure 5.4 – Influence de l’état initial x0 et des paramètres de contrôle (k, α) sur le temps
d’établissement T(x0)

intégrateur double Après l’intégrateur simple, considérons maintenant l’inté-
grateur double

{
ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = u(t),
(5.8)

avec l’état x(t) =
[

x1(t) x2(t)
]ᵀ
∈ R2. La stabilité en temps fini de l’origine peut être

obtenue avec la loi de commande décrite dans le lemme suivant.
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Lemme 5.3 (Contrôle en temps fini de l’intégrateur double [39]). L’origine 0 est un point
d’équilibre stable en temps fini pour l’intégrateur double (5.8) contrôlé par la loi de commande

u(t) = −k1bx1(t)e
α

2−α − k2bx2(t)eα (5.9)

avec α ∈ ]0, 1[ et k1, k2 > 0.

Démonstration. La preuve repose sur la fonction de Lyapunov [31]

V(x) = k1
2− α

2
|x1|

2
2−α +

x2
2

2
� 0. (5.10)

On calcule que

V̇(x) = ∇xV(x)ᵀ ẋ

= k1 bx1e
α

2−α x2 + x2

(
−k1bx1e

α
2−α − k2bx2eα

)

= −k2|x2|α+1 � 0.

Cette expression vaut 0 pour tout x =
[

x1 0
]ᵀ

donc elle est semi-définie négative. La
stabilité asymptotique du double intégrateur contrôlé par la loi de commande (5.9) est

obtenue d’après le Lemme de LaSalle (3.3) : V̇(x) = 0 =⇒ x2 = 0 =⇒ ẋ2 = 0
(5.8)
=⇒

x1 = 0.
Par construction, la loi de commande (5.9) rend le double intégrateur en boucle

fermée (5.8) homogène. La condition (5.2) se traduit en

[
λr2

−k1bλr1 x1e
α

2−α − k2bλr2 x2eα

]
= λν


 λr1 x2

λr2
(
−k1bx1e

α
2−α − k2bx2eα

)

 ,

donc




r2 = ν + r1

r1
α

2− α
= ν + r2

r2α = ν + r2.

Ce système est sous-déterminé. Pour un choix du vecteur de poids

r =
[

1
α

2−α
2

]
,

on obtient un degré d’homogénéité

ν =
α− 1

α
.

Ce degré d’homogénéité est strictement négatif pour des valeurs du paramètre α ∈
]0, 1[.

Dans le cas d’un degré d’homogénéité strictement négatif, le système en boucle
fermée asymptotiquement stable est aussi stable en temps fini (Lemme 5.1).

Remarques

– Une version alternative de la loi de commande avait été proposée dans [103] :

u(t) = −k1bx1(t)eβ − k2bx2(t)eα,

avec β > α
2−α , tandis que dans la loi de commande ci-dessus [39], β = α

2−α .
– La loi de commande (5.9) est un cas spécifique de la loi de Bhat & Bernstein (5.13)

pour le cas n général mentionnée ci-dessous.
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– Il existe d’autres fonctions de Lyapunov pour le double intégrateur (5.8)-(5.8).
On peut citer la fonction de Lyapunov stricte [275, Théorème 3.4]

V(x) = k1
2− α

2
|x1|

2
2−α +

x2
2

2
+ εbx1e

1
2−α .

Il existe un ε0 > 0 tel que ∀ε ∈ ]0, ε0[,

V̇ ≤ −c(ε)V
α+1

2 ,

avec c(ε) > 0.
Dans [183], on introduit une fonction de Lyapunov locale ad hoc de la forme

V(x) = k1
2− α

2
|x1|

2
2−α +

x2
2

2
+ κ1x1x2|x2|+ κ1κ2|x1|

4−α
2(2−α) sign(x1)x2|x2|α

+ 2κ1κ2κ3x3
1x2|x2|

α
2 + κ1κ2κ3κ4x5

1x2, (5.11)

avec κi des constantes positives satisfaisant certaines inégalités.
– Une autre loi de commande pour le double intégrateur a été présentée par Bhat &

Bernstein dans [38]. Elle a été développée en utilisant la théorie des modes glissants.
Loi :

u(x) = −bx2eα −
⌊

x1 +
1

2− α
bx2e2−α

⌉ α
2−α

.

Fonction de Lyapunov candidate :

V(x) =
2− α

3− α

∣∣∣∣x1 +
1

2− α
bx2e2−α

∣∣∣∣
3−α
2−α

+ s
(

x1 +
1

2− α
bx2e2−α

)
x2 +

r
3− α

|x2|3−α,

avec r et s positifs.

intégrateur d’ordre n

Les lois de commande additifs pour le simple et double intégrateur peuvent être
généralisées de la manière suivante.

• Une approche par continuité [40]

Théorème 5.1 (Contrôle en temps fini d’un intégrateur d’ordre n (Bhat & Bernstein
[40]). Soient k1, . . . , kn tels que le polynôme sn + knsn−1 + . . . + k2s + k1 est Hurwitz, et soit
le système





ẋ1 = x2

...

ẋn−1 = xn

ẋn = u.

(5.12)

Il existe un ε ∈ ]0, 1[ tel que, pour tout α ∈ ]1− ε, 1[, l’origine est globalement stabilisée en
temps fini pour le système (5.12) contrôlé par

u = χα(x1, . . . , xn) = −k1bx1eα1 − . . .− knbxneαn (5.13)

où les α1, . . . , αn satisfont

αi−1 =
αiαi+1

2αi+1 − αi
, i = 2, . . . , n,

avec αn+1 = 1 et αn = α.
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L’inconvénient de ce résultat est, contrairement au cas du simple et double intégrateur
étudiés ci-dessus, que l’on ne connaît pas de fonction de Lyapunov et que l’on ne
connaît pas la borne inférieure de l’intervalle pour α. Dans la thèse d’Emmanuel
Moulay [173], on conjecture que la plus petite valeur pour α serait 1

n , mais ce n’est pas
prouvé 2.

5.2.2.2 D’autres lois de commande

Pour un intégrateur d’ordre n, on a aussi d’autres approches, différentes de la loi de
commande additive mentionnée ci-dessus.

• Une approche géométrique de Praly [200]

• Des méthodes récursives de Hong [116] et d’Andréa-Novel, Coron & Perruquetti
[275] qui permettent d’obtenir des lois de commande et des fonctions de Lyapunov
pour un système d’ordre n de façon itérative supposant qu’un sous-système d’ordre
n− 1 est contrôlé en temps fini avec une loi de commande et une fonction de Lyapunov
connues.

• Une méthode utilisant des inégalités matricielles de Zimenko, Polyakov, Efimov
& Perruquetti [271].

5.3 contrôle en temps fini d’équations aux dérivées partielles

Le contrôle en temps fini d’EDPs est un sujet de recherche actif. On peut mentionner
des résultats comme [6, 81, 162, 195] et le cas de [69] qui sera utilisé dans le Chapitre
11.

5.4 autres types de commande non-asymptotique

La stabilité en temps fini (finite-time stability) décrite dans ce chapitre est une forme
de stabilité non asymptotique, où le temps d’établissement dépend de l’état initial. Il
existe d’autres variantes de stabilité non asymptotique, comme la stabilité en temps fixe
(fixed-time stability, [193]), où il existe une borne supérieure sur le temps d’établissement,
pour n’importe quel état initial, et la stabilité en temps préscrit (prescribed-time stability,
[234]), une stabilité à temps fixe où la borne supérieure sur le temps d’établissement
peut être imposée par construction.

On mentionne aussi qu’en temps discret, il existe le dead beat control, qui réalise une
stabilisation en temps fini quand la matrice d’état en boucle fermée est nilpotente :
pour le cas d’un système linéaire xk+1 = Axk + Buk avec uk = −Kxk, si

∃k∗ : (A− BK)k∗ = 0 =⇒ xk∗ = (A− BK)k∗x0 = 0.

2. Je remercie Emmanuel Bernuau pour une discussion concernant ces lois de commande en temps fini.
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Ce chapitre est concerné avec l’interprétation d’un double intégrateur contrôlé en
temps fini comme un Système Hamiltonien à Ports (SHP) dans le but d’obtenir une
version passive de la loi de commande, permettant de garantir de la robustesse contre
une mauvaise estimation des paramètres physiques du modèle. Dans la Section 6.1,
le modèle SHP d’un système masse-ressort-amortisseur (non) linéaire est donné. À
partir de cet exemple d’un système EDO du deuxième ordre qui sera contrôlé en
temps fini, on montre comment obtenir une version passive de cette loi de commande
(Section 6.2). Dans la Section 6.3, la loi passive sera utilisée pour contrôler la position
d’un haut-parleur dans une application d’absorbeur électroacoustique. Une perspective
serait d’essayer de généraliser la loi de commande passive en temps fini au cas d’un
système d’ordre n quelconque (Section 6.4).

Ce chapitre reprend les informations des articles [W4] et [W5].
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6.1 modèle shp d’un système masse-ressort-amortisseur

6.1.1 Modèle linéaire

6.1.1.1 EDO et représentation d’état

Considérons un oscillateur mécanique linéaire amorti (masse-amortisseur-ressort) de
masse m, d’amortissement c et de raideur k, excité par une force extérieure fext (Figure
6.1). Cet oscillateur est décrit par l’équation différentielle ordinaire

mẍ + cẋ + kx = fext

où la position de la masse est repérée par rapport à l’équilibre (x = 0 au repos).
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Ce système d’entrée u = fext admet la représentation d’état suivante :
[

ẋ1

ẋ2

]
=

[
0 1

m

−k − c
m

] [
x1

x2

]
+

[
0

1

]
u, (6.1)

dans laquelle l’état x ,
[

x1 x2

]ᵀ
est défini par x1 , x (position), x2 , p = mẋ

(quantité de mouvement) et initialisé par x(0) = x0 ∈ R2.

m

k c

fext

x

Figure 6.1 – Système masse-ressort-amortisseur

En fonction des capteurs à disposition, nous définissons la sortie mesurée

ymes = Cx. (6.2)

6.1.1.2 Modèle SHP

Dans l’oscillateur considéré ici, on a une échange d’énergie entre la masse et le
ressort, une dissipation d’énergie à travers l’amortissement, et l’apport d’une énergie
externe à travers le port formé par la force extérieure qui travaille selon la vitesse
produite par le système.

Son énergie est composée de l’énergie potentielle du ressort (kx2/2) et de l’énergie
inertielle de la masse (p2/(2m)). Le Hamiltonien est donc donné par

H(x) =
1
2

kx2
1 +

1
2m

x2
2. (6.3)

Comme montrée dans la Sous-section 4.1.1, à partir de l’équation dynamique (6.1) et
suivant la Définition 4.1, nous obtenons le modèle sous forme SHP :






ẋ1

ẋ2


 =




 0 1

−1 0


−


0 0

0 c






 kx1

1
m x2


+


0

1


 u

y =
[
0 1

]

 kx1

1
m x2


 .

(6.4)

On peut remarquer que ∇H(x) isole les lois constitutives des composants stockants,
que la première ligne décrit l’égalité des vitesses pour la masse et du ressort, et que la
seconde exprime un bilan de forces : ces deux lignes expriment en fait une connexion
rigide entre les composants.

La matrice J représente l’échange d’énergie entre le ressort et la masse, et la matrice
R représente la dissipation d’énergie par l’amortisseur.

On remarque également que l’on ne peut choisir la signification physique de la
sortie du modèle SHP : elle est impliquée par le choix de l’entrée. L’entrée étant
la force extérieure, la sortie doit être la vitesse de son point de contact pour que
leur produit exprime la puissance apportée au système par ce point de contact (port
d’interconnexion).
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6.1.2 Modèle non linéaire

Le formalisme des SHP nous permet de faire une extension immédiate du contrôle à
un système non linéaire. Nous considérons le cas d’un ressort raidissant, avec la loi
constitutive

Fr = kL sinh
( x1

L

)
,

avec L l’élongation critique.
Cet oscillateur peut être modélisé comme un SHP de forme (6.4), avec les mêmes

matrices J et R que dans le cas du ressort linéaire, mais avec le Hamiltonien

H(x) = kL2
[
cosh

( x1

L

)
− 1
]
+

1
2m

x2
2.

6.2 loi de commande passive en temps fini

Dans la présente section, on applique deux méthodes de commande différentes dans
le but de stabiliser l’oscillateur passif linéaire sur un état d’équilibre cible qui sont
examinées, comparées, puis associées.

La première approche repose sur le formalisme des Systèmes Hamiltoniens à Ports
(systèmes passifs admettant un bilan de puissance équilibré) et une méthode de contrôle
s’appuyant sur la passivité, par remodelage d’énergie et réallocation d’amortissement
(méthode dite IDA-PBC, Sous-section 6.2.1). Cette méthode s’appuie sur une fonction
de Lyapunov, qui correspond à une énergie physique naturelle du système.

La seconde approche repose sur une représentation d’état standard du système et
une méthode de contrôle non linéaire, permettant d’atteindre un point d’équilibre
en un temps fini (Sous-section 6.2.2), propriété utile pour des applications avec des
contraintes de temps. Cette méthode s’appuie sur une analyse par fonction de Lyapunov
homogène.

Dans la Sous-section 6.2.3 on montre alors que cette méthode de contrôle en temps
fini admet une reformulation passive de type SHP, à partir de la fonction de Lyapunov
et une interprétation comme un contrôle IDA-PBC.

Enfin, dans la Sous-section 6.2.4 on effectue une simulation du système original
((non) linéaire) et du système bouclé (non linéaire).

6.2.1 Commande asymptotique par remodelage d’énergie et réallocation d’amortissement
(IDA-PBC)

Le formalisme des SHP nous permet de construire des lois de commande basées sur
l’énergie. Dans cet article, le but est de contrôler le système vers l’origine et vers un
autre point d’équilibre non nul

x∗ ,
[

x∗1 0
]ᵀ

.

Nous appliquons deux méthodes : le remodelage d’énergie (Sous-sous-section 6.2.1.1)
et l’IDA-PBC (Sous-sous-section 6.2.1.2).

6.2.1.1 Remodelage d’énergie

Le Hamiltonien H(x) (Éq. 6.1) a un minimum au point d’équilibre
[
0 0

]ᵀ
. C’est

une fonction de Lyapunov du système sans contrôle, pour lequel l’état évolue vers ce
point d’équilibre.

La méthode par remodelage d’énergie consiste à construire un nouveau Hamiltonien
Hd(x) qui a un minimum à un autre point d’équilibre vers lequel on veut contrôler le
système.
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Ici, nous définissons un Hamiltonien cible d’équilibre x∗ =
[

x∗1 0
]ᵀ

:

Hd(x) =
1
2
(k + K)(x1 − x∗1)

2 +
1

2m
x2

2 + κ, (6.5)

avec K > 0 une raideur positive au choix. La constante κ est choisie pour assurer la
positivité de Ha. Les calculs conduisent à

κ = x∗21
k(k + K)

2K
.

La condition de correspondance de la Sous-section 4.3.1 et le modèle en SHP (6.4)
conduisent à la loi de commande

u = −K(x1 − x∗1) + kx∗1 .

Ainsi, cette méthode génère des lois à partir d’une énergie cible, qui conduit ici à un
simple régulateur proportionnel.

6.2.1.2 IDA-PBC

La méthode IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control,
[182]) consiste à associer le remodelage d’énergie (Hd(x)) à un changement des matrices
d’interconnexion (Jd) et de dissipation (Rd). Le système d’origine ẋ = (J − R)∇H(x)
est remplacé par le système cible

ẋ = (Jd − Rd)∇Hd(x) (6.6)

par l’action du contrôle. L’entrée qui effectue ceci peut être obtenue par la condition de
correspondance de la Sous-section 6.2.1.2.

Nous imposons le Hamiltonien Hd(x) (Éq. 6.5) et calculons les conditions sur les
matrices Ja et Ra (supposées constantes), issues de la condition de correspondance et
du fait que Ja = −Jᵀa et Ra = Rᵀ

a � 0.
Nous obtenons les matrices

Ja =

[
0 0

0 0

]
, Ra =

[
0 0

0 D

]
,

avec D ≥ 0, et la commande

u = −Kx1 + (k + K)x∗1 − D
x2

m
.

On a affaire à la commande obtenue précédemment par le remodelage d’énergie
à laquelle est ajoutée une injection d’amortissement D ; ou encore à un régulateur
proportionnel-différentiel.

6.2.2 Commande en temps fini

Dans la sous-section précédente, nous avons introduit un contrôle linéaire (de type
PID), pour lequel le système connaît une évolution exponentielle dans le temps. L’état
se rapproche donc en permanence de l’état cible. Dans la présente section, nous voulons
appliquer un contrôle en temps fini, où l’état atteint l’état cible dans un temps fini.

On utilisera la loi de commande en temps fini pour le double intégrateur suivante
(cf. la Sous-sous-section 5.2.2.1).

Lemme 6.1 (Contrôle en temps fini du double intégrateur [39]). La commande

v = −k1bz1e
α

2−α − k2bz2eα
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avec k1 > 0, k2 > 0 et α ∈ ]0, 1[ rend l’origine du double intégrateur
{

ż1 = z2

ż2 = v

globalement stable en temps fini. Nous avons utilisé la notation bxeα , sign(x)|x|α.

Afin de pouvoir utiliser cette commande, nous transformons le système masse-
ressort-amortisseur (6.1) en un double intégrateur, à l’aide du lemme de Brunovský.

Lemme 6.2 (Forme normale de Brunovský [52, 124, 208]). Soit un système linéaire en
représentation d’état

ẋ = Ax + Bu,

avec A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×q, qui est commandable, c’est-à-dire qui a une matrice de commanda-
bilité

C ,
[

B AB . . . An−1B
]

de rang n.
Il existe un changement d’état z = Tx (T inversible) et une entrée v satisfaisant le change-

ment u = Ez + Fv (F inversible) tels que les équations du système dans les nouvelles variables
(z, v) s’écrivent sous la forme de q chaînes d’intégrateurs d’ordre ρi ≥ 1, ∑

q
i=1 ρi = n de la

forme suivante :

z =
[
z1,1 z1,2 . . . z1,ρ1 . . . zq,ρq

]ᵀ
,

avec

zi,j = zi,j+1 pour 1 ≤ j ≤ ρi − 1,

zi,ρi = vi pour 1 ≤ i ≤ q.

Le système (6.1) est commandable. Le lemme de Brunovský nous permet de trouver
le changement d’état entre z et x :

[
z1

z2

]
= Tx =

[
1 0

0 1
m

] [
x1

x2

]

et le bouclage

u = Ez + Fv =
[
k c

] [z1

z2

]
+ m · v.

Après le changement d’état inverse, on trouve la commande

u = kx1 +
c
m

x2 −m
(

k1 bx1e
α

2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
. (6.7)

Le système (6.1), contrôlé en temps fini vers l’origine par (6.7), s’écrit comme




ẋ1 =
x2

m
ẋ2 = −m

(
k1 bx1e

α
2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
.

(6.8)

Après un changement d’état, on obtient la commande suivante pour la régulation en

un point stationnaire non nul x∗ =
[

x∗1 0
]ᵀ

:

u = kx1 +
c
m

x2 −m
(

k1 bx1 − x∗1e
α

2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
.
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6.2.3 Obtention d’une loi passive en temps fini

6.2.3.1 Interprétation comme SHP

Afin d’obtenir une version passive de la loi de commande en temps fini, le système
bouclé est réinterprété comme un SHP.

Avec un Hamiltonien défini comme suit :

Hd(x) , mk1
2− α

2
|x1|

2
2−α +

1
2m

x2
2 � 0,

par analogie avec la fonction de Lyapunov (5.10), le système contrôlé (6.8) peut être
réécrit comme un SHP

ẋ = (Jd − Rd)∇Hd(x)

=

([
0 1

−1 0

]
−
[

0 0

0 mk2
∣∣ x2

m

∣∣α−1

]) [
mk1bx1e

α
2−α

x2
m

]
.

(6.9)

La matrice Rd dépend de l’état x et est singulière en x2 = 0. Elle est semi-définie
positive car ses valeurs propres 0 et mk2

∣∣ x2
m

∣∣α−1 sont positives.

6.2.3.2 Lien avec la méthode IDA-PBC

Nous souhaitons réinterpréter le contrôle en temps fini sous la forme d’un asser-
vissement de type IDA-PBC. D’après le calcul de ses quantités caractéristiques (cf. la
Sous-section 4.3.2), le système d’asservissement n’est pas passif : Ra n’est pas semi-
définie positive et Ha(x) n’est pas borné inférieurement. Nous proposons de modifier
le système d’asservissement de sorte qu’il réalise toujours un contrôle en temps fini et
soit passif (SHP). Ce système est obtenu pour le système cible suivant :

Rd ,
[

0 0

0 mk2
∣∣ x2

m

∣∣α−1
+ γ

]
, γ > c,

Hd(x) , mk1
2− α

2
|x1 − x∗1 |

2
2−α +

β

2
(x1 − x∗1)

2 +
1

2m
x2

2, β > k.

La commande pour ce contrôle passif en temps fini est

u = kx1 − β(x1 − x∗1) +
c− γ

m
x2 −m

(
k1 bx1 − x∗1e

α
2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
.

L’intérêt de cette version passive de la loi de commande en temps fini réside dans
sa robustesse dans le cas d’une mauvaise estimation de paramètres. Dans le cas de la
loi non passive, les termes ±kx1 et ±cx2/m ne s’annuleraient pas exactement, menant
à la présence des différences (kphysiquex1 − kidentifiéx1) etc., ce qui pourrait causer une
perte de performance du contrôleur voire une instabilité. En ajoutant les termes βx1 et
γx2/m, avec β > k et γ > c, on réalise une marge de robustesse.

remarque On rappelle que le double intégrateur contrôlé en temps fini par la loi
du Lemme 6.1 s’écrit





ẋ1 =
x2

m

ẋ2 = −m
(

k1bx1e
α

2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
.

(6.10)

La stabilité en temps fini avait été prouvée dans le Chapitre 5 en utilisant le Lemme 5.1 :
la loi rend le système asymptotiquement stable et (par construction) homogène d’un
degré d’homogénéité strictement négatif, donc le système est aussi stable en temps fini.
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Dans le cas du double intégrateur contrôlé par la loi de commande passive en temps
fini,





ẋ1 =
x2

m

ẋ2 = −βx1 −
γ

m
x2 −m

(
k1bx1e

α
2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
,

(6.11)

l’homogénéité est brisée à cause de la présence des termes −βx1 et −γ/mx2 dans le
champ de vecteurs. Toutefois, la stabilité en temps fini est préservée puisque ces termes
aident à converger plus vite vers zéro que dans le cas du système non passif (6.10) qui
était déjà stable en temps fini, donc (6.11) est aussi stable en temps fini.

6.2.4 Simulation

6.2.4.1 Méthode numérique

La simulation du système bouclée est effectuée par la méthode du gradient discret
mentionnée dans la Section 4.2.

Après la discrétisation en substituant δx
δt et ∇d H(x, δx) dans les équations du sys-

tème, nous obtenons un système de deux équations soit explicites soit implicites (non
linéaires) en x1(k + 1) et x2(k + 1). Dans ce deuxième cas, à chaque pas temporel, ce
système est résolu itérativement par la méthode de Newton-Raphson (tolérance 10−10,
max. 106 itérations).

6.2.4.2 Système linéaire

Nous simulons le système masse-amortisseur-ressort avec m = 1kg, c = 1 kg
s , k = 3 N

m .
Pour une lecture facile, nous omettrons les unités ici. Nous calculons l’évolution de
l’état initial

[
−1 −1

]ᵀ
vers l’origine sans contrôle, avec injection d’amortissement

(u = −Dx2/m, D = 3), avec un contrôle en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6) et avec
un contrôle passif en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6, β = 6, γ = 2). Ensuite le

même état initial est contrôlé vers l’état
[
3 0

]ᵀ
par remodelage d’énergie (K = 2), le

contrôle IDA-PBC (K = 2, D = 4), le contrôle en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6) et
le contrôle passif en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6, β = 6, γ = 2).

Les simulations pour le contrôle (passif) en temps fini sont effectuées par calcul
implicite (δt = 10−3). Les autres simulations sont effectuées par calcul explicite.

L’évolution de l’état est montrée dans les Figures 6.2-6.3. Pour le cas du contrôle vers

le point
[
3 0

]ᵀ
, l’évolution de l’erreur logarithmique de la position par rapport à la

position cible est montrée dans la Figure 6.4. Sans contrôle, le système est en régime
pseudo-périodique, ce qui se traduit par un comportement oscillatoire. Avec une injec-
tion d’amortissement, l’état évolue selon une exponentielle, donc l’erreur logarithmique
est une droite décroissante. Le contrôle (passif) en temps fini est caractérisé par une
décroissance de l’erreur qui tend théoriquement vers −∞, mais qui est bornée par la
précision numérique dans ces simulations.

6.2.4.3 Système non linéaire

On répète la conception des différentes lois de commande pour le cas du système
masse-ressort-amortisseur avec un ressort raidissant.

remodelage d’énergie Nous définissons le Hamiltonien

Hd = (K + k)L2 cosh
x1 − x∗1

L
+ κ +

1
2m

x2
2. (6.12)

Les valeurs de κ et K sont choisies telles que le Hamiltonien du contrôleur Ha soit
définie positive.
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Figure 6.2 – Contrôle du système linéaire : évolution de la position dans le temps. Trajectoires
vers l’origine sans contrôle ( ), avec injection d’amortissement ( ), en temps
fini ( ) et avec la méthode passive en temps fini ( ). Trajectoires vers [3 0]
avec le contrôle par remodelage d’énergie ( ), l’IDA-PBC ( ), le contrôle
en temps fini ( ) et avec le contrôle passif en temps fini ( ).
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Figure 6.3 – Contrôle du système linéaire : évolution dans l’espace des états. Même légende que
la Figure 6.2.
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Figure 6.4 – Contrôle du système linéaire : évolution de l’erreur de position dans le temps,
correspondant au contrôle vers 3 par remodelage d’énergie ( ), l’IDA-PBC
( ), le contrôle en temps fini ( ) et le contrôle passif en temps fini ( ).
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De la condition de compatibilité (Théorème 4.1), nous obtenons

u = −(K + k)L sinh
x1 − x∗1

L
+ kL sinh

x1

L
.

ida-pbc Nous imposons le Hamiltonien Hd (Éq. 6.12) dans le Théorème 4.2 et
obtenons les mêmes matrices Ja et Ra que dans le cas linéaire, ce qui correspond
à la superposition d’une injection d’amortissement et de la commande obtenue par
remodelage d’énergie :

u = −(K + k)L sinh
x1 − x∗1

L
+ kL sinh

x1

L
− D

x2

m
.

contrôle en temps fini D’après les mêmes calculs que dans le cas linéaire, la
commande pour le contrôle en temps fini est

u = kL sinh
x1

L
+

c
m

x2 −m
(

k1 bx1e
α

2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
.

Le système bouclé est égal au système (6.8).

contrôle passif en temps fini De façon analogue au cas du système linéaire
(Sous-section 6.2.3), nous construisons la commande

u = kL sinh
x1

L
− βL sinh

x1 − x∗1
L

+
c− γ

m
x2

−m
(

k1 bx1 − x∗1e
α

2−α + k2

⌊ x2

m

⌉α)
, avec γ > c, β > k.

simulation Nous simulons le système masse-ressort-amortisseur avec m = 1kg,
c = 1 kg

s , et un ressort raidissant avec k = 3 N
m et L = 1m. Nous calculons l’évolution

de l’état initial
[
−1 −1

]ᵀ
vers l’origine sans contrôle, avec injection d’amortissement

(D = 3), avec le contrôle en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6) et avec le contrôle passif
en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6, β = 6, γ = 2). Ensuite le même état initial est

contrôlé vers l’état
[
3 0

]ᵀ
avec le remodelage d’énergie (K = 58), l’IDA-PBC (K = 58,

D = 20), le contrôle en temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6) et le contrôle passif en
temps fini (k1 = 1, k2 = 2, α = 0,6, β = 6, γ = 2).

Toutes les simulations sont effectuées par calcul implicite (δt = 10−3).
L’évolution de l’état est montrée dans les Figures 6.5-6.6. Pour le cas du contrôle vers

l’état cible
[
3 0

]ᵀ
, l’évolution de l’erreur logarithmique de la position est montrée

dans la Figure 6.7. De nouveau, dans le cas du contrôle (passif) en temps fini, l’erreur
tend théoriquement vers −∞ mais elle est bornée par la précision numérique dans ces
simulations.

6.3 application au contrôle d’un haut-parleur comme absorbeur élec-
troacoustique

Dans la présente section, une collaboration avec Tristan Lebrun est décrite. Il
s’agit d’appliquer la loi de commande passive en temps fini pour un système masse-
amortisseur-ressort à un haut-parleur qui sera commandé dans une application d’ab-
sorption actif du son. Le contrôle du haut-parleur est basé sur une mesure de la vitesse
et de la pression acoustique à la membrane et permettrait d’après une simulation une
absorption du son efficace en basse-fréquence.

Le texte est repris de [W5].
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Figure 6.5 – Contrôle du système non linéaire : évolution de la position dans le temps. Même
légende que la Figure 6.2.
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Figure 6.6 – Contrôle du système non linéaire : évolution dans l’espace des états. Même légende
que la Figure 6.2.
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Figure 6.7 – Contrôle du système linéaire : évolution de l’erreur de position dans le temps, corres-
pondant au contrôle vers 3. Même légende que la Figure 6.4. La ligne décroissante
sature pour des raisons numériques.
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6.3.1 Contexte

Des absorbeurs acoustiques passives ne sont pas efficaces pour des fréquences
basses en raison de la largeur de matériau nécessaire à ces longueurs d’onde. C’est la
raison pour laquelle des haut-parleurs commandés ont été utilisée comme absorbeurs
acoustiques en pour des basses fréquences.

Une approche possible consiste en la commande des caractéristiques du haut-parleur
dans le but de les faire correspondre à l’impédance acoustique caractéristique de l’air
dans le tube. Dans ce cas, le système se comporte comme une ligne de transmission
acoustique [42] et absorbe le son.

Plus spécifiquement, un absorbeur actif utilisant un haut-parleur commandé en
courant, se basant sur un retour d’état à partir de la pression ou la vitesse a été proposé
dans [212]. Il était capable de fournir une absorption sur une large plage fréquentielle.

Dans la présente contribution, le même modèle et principe de correspondance
d’impédance que dans [212] sont utilisés. Une loi de commande non linéaire (passive
en temps fini, Sous-section 6.2.3) est appliqué au modèle, et son efficacité est évaluée
par une simulation numérique.

6.3.2 Modèle électroacoustique

Le modèle consiste d’un tube dans lequel des ondes planes se propagent (Sous-
sous-section 6.3.2.1) couplé à un haut-parleur électrodynamique contrôlé en courant
(Sous-sous-section 6.3.2.2).

6.3.2.1 Modèle de propagation d’ondes planes dans un tube

On considère un tube semi-infini avec un haut-parleur monté à z = 0, dont la
membrane est modélisé comme un piston plan (Fig. 6.8, cf. le modèle de Thiele & Small
qui sera introduit dans la Sous-sous-section 9.3.1.3 et dans la Sous-section 10.1.3). Une
propagation en ondes planes est supposée, de sorte que le champ de pression peut être
décomposé en des ondes progressives p+(t− z/c) et p−(t + z/c), où c est la vitesse du
son. À z = 0, la vitesse des particules de l’air égale celle du piston plan, ce qui donne
la relation suivante entre le champ de pression pac(t) à z = 0 et la vélocité du piston
plan ξ̇(t) :

pac(t) = 2p+(t)− ρc ξ̇(t), (6.13)

où ρ est la densité massique volumétrique de l’air.

ξ(t)
p+(t − z/c)

p−(t + z/c)

0 z

∞

Figure 6.8 – Propagation d’ondes planes dans un tube semi-infini. Un piston plan à z = 0
représente le modèle de haut-parleur. [Figure de Tristan Lebrun]

6.3.2.2 Modèle de haut-parleur commandé en courant

modèle physique Le haut-parleur est monté dans une enceinte. Selon le modèle
de Thiele & Small, sa membrane est représentée comme un piston plan qui est un
oscillateur mécanique de déplacement ξ(t) et de quantité de mouvement p(t) =
Mmξ̇(t), où Mm est la masse en mouvement. L’oscillateur est excité par la force de
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Lorentz Bl i(t) et la force due à la pression acoustique Sd pac(t), de sorte que sa
dynamique est représentée par la balance des forces :

Km ξ(t) + Rm ξ̇(t) + ṗ(t) + Bl i(t) = Sd pac(t), (6.14)

où Km [N/m]) est la raideur associée avec la suspension et l’enceinte, Rm [Ns/m]) est
le coefficient d’amortissement mécanique, Bl [N/A]) le facteur de couplage électro-
mécanique, et i le courant électrique (entrée du système). Puisque le haut-parleur est
commandé en courant, le comportement électrique du haut-parleur (résistance Re [Ω]
et induction Le [H] de la bobine) ne doit pas être pris en compte.

modèle shp Le modèle de haut-parleur de l’Éq. (6.14) peut être reformulé comme
un SHP avec la fonction Hamiltonienne

H(ξ, p) =
Kmξ2

2
+

p2

2Mm
, (6.15)

représentant la somme des énergies potentielle et cinétique. Définissant l’état et l’entrée
du système par

x(t) ,
[

ξ(t) : déplacement

p(t) : qté. de mvt.

]
, u(t) ,

[
i(t) : courant électrique

pac(t) : pression acoustique

]
,

le SHP s’écrit

{S} :





ẋ =

([
0 1

−1 0

]

︸ ︷︷ ︸
J

−
[

0 0

0 Rm

]

︸ ︷︷ ︸
R

)
∇H(x) +

[
Gi Gp

]

︸ ︷︷ ︸
G

u,

y =

[
Gᵀ

i

Gᵀ
p

]

︸ ︷︷ ︸
Gᵀ

∇H(x),

(6.16)

avec J antisymétrique, R semi-défini positive, Gi =
[
0 −Bl

]ᵀ
et Gp =

[
0 Sd

]ᵀ
. Les

sorties sont définies comme les quantités énergétiques duales

y(t) =

[
e(t) : tension de la force contre-électromotrice

vac(t) : vitesse acoustique

]
.

6.3.3 Conception de la loi de commande

Dans la présente sous-section, un contrôleur est conçu qui fournit le courant d’entrée
i?(t) étant donné

1. un mouvement de membrane cible
(
ξ?(t), ξ̇?(t)

)
et

2. la mesure de la pression acoustique pac(t) et la vitesse ξ̇(t) à la membrane du
haut-parleur.

La vitesse cible de la membrane peut être déduite de la mesure de la pression selon

ξ̇?(t) =
pac(t)

ρc
(6.17)

de sorte que l’impédance acoustique à la membrane égale l’impédance acoustique
caractéristique ρc.
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6.3.3.1 Loi de commande en temps fini

Le modèle du haut-parleur est un système du deuxième ordre de la forme d’un
masse-ressort-amortisseur linéaire. Par identification avec la loi de commande en temps
fini du double intégrateur (Lemme 6.1), on trouve la loi de commande en temps fini

i?(t) =
Sd pac(t)− Kmξ(t)− Rm ξ̇(t) + Mm

(
k1 bξ(t)− ξ?(t)e α

2−α + k2
⌊
ξ̇(t)− ξ̇?(t)

⌉α
)

Bl
. (6.18)

6.3.3.2 Loi de commande passive en temps fini

principe Le but de l’utilisation de la loi de commande passive en temps fini est de
garantir

1. la convergence vers la dynamique cible ξ?(t) et

2. la stabilité dans le cas d’une mauvaise estimation des paramètres physiques du
système.

Dans ce but, on exige que le contrôleur ait la structure SHP suivante :

{C} :
{

ẋc = (Jc − Rc)∇Hc(xc) + Gcuc

yc = Gᵀ
c ∇H(xc),

(6.19)

avec Jc anti-symétrique et Rc semi-positive définie. Une interconnexion préservant la
puissance (power-preserving interconnection, cf. [180]) de {C} avec {S} est obtenue par
(cf. Fig. 6.9)

[
i(t)

uc(t)

]
=

[
0 −1

1 0

] [
e(t)

yc(t)

]
, (6.20)

permettant d’écrire le système en boucle fermée comme le SHP

{S + C} :





[
ẋ

ẋc

]
=

([
J −Gi G

ᵀ
c

GcGᵀ
i Jc

]
−
[

R O2×2

O2×2 Rc

]) [
∇H(x)

∇Hc(xc)

]
+

[
Gp

O2×1

]
pac

vac =
[

Gᵀ
p O1×2

] [ ∇H(x)

∇Hc(xc)

]
.

(6.21)

Dans la suite, on utilise les mêmes états pour le système et le contrôleur : x = xc.

{S}

+1
−1

{C}

pac(t)

i(t)

vac(t)

e(t)

uc(t)yc(t)

Figure 6.9 – Schéma-bloc de l’architecture de contrôle proposée. [Figure de Tristan Lebrun]

Ensuite, on modifie l’énergie totale Hs+c(x) du système bouclé ainsi que les matrices
d’interconnexion dans (6.21), ce qui correspond à la méthode de commande IDA-PBC
([182], cf. la Sous-section 6.2.1).

Le contrôleur {C} est alors conçu suivant les étapes suivantes.

1. On choisit une énergie Hs+c(x) ≥ 0 par le système en boucle fermé qui ait un
minimum à un état cible x?, pour que l’état converge vers cet état cible x?.
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2. On en déduit l’énergie du contrôleur selon

Hc(x) = Hs+c(x)−H(x) ≥ 0.

3. La loi de commande est fournie par la deuxième ligne de l’Éq. (6.19) :

yc = Gᵀ
c ∇Hc(x).

application à la loi de commande proposée L’énergie de la boucle fermée
est choisie comme

Hs+c(q, p) = Mmk1
2− α

2
|ξ − ξ?| 2

2−α +
Mmk2

Rm

1
α + 1

∣∣∣∣
p− p?

Mm

∣∣∣∣
α+1

+
β

2
(ξ − ξ?)2 +

γ

2Mm
(p− p?)2.

(6.22)

Cette énergie a un minimum à ξ = ξ? et p = p?, donc on peut l’utiliser pour concevoir
le contrôleur permettant de contrôler l’état du système bouclé {S + C} vers les cibles
(ξ?, p?). L’énergie du contrôleur est déduite en soustrayant (6.15) de (6.22), ce qui
donne

Hc(q, p) = Mmk1
2− α

2
|ξ − ξ?| 2

2−α +
Mmk2

Rm

1
α + 1

∣∣∣∣
p− p?

Mm

∣∣∣∣
α+1

+
β

2
(ξ − ξ?)2 +

γ

2Mm
(p− p?)2 − 1

2Mm
p2 − Km

2
ξ2,

(6.23)

où β > Km et γ > 1 garantissent que Hc(ξ, p) est inférieurement bornée. Finalement,
en imposant la structure SHP

{C} :





ẋ =

([
0 0

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
Jc

−
[

0 0

0 0

]

︸ ︷︷ ︸
Rc

)
∇Hc(x) +

[
1
Bl
Rm
Bl

]

︸ ︷︷ ︸
Gc

uc

yc =
[

1
Bl

Rm
Bl

]

︸ ︷︷ ︸
Gᵀ

c

∇H(xc),

(6.24)

la sortie du contrôleur s’écrit

yc =
1
Bl

[
Mmk1 bξ − ξ?e α

2−α + Mm k2

⌊
p− p?

Mm

⌉α

− Km ξ − Rm
p

Mm

+ γRm

(
p− p?

Mm

)
+ β(ξ − ξ?)

]
.

(6.25)

Cette loi de commande (6.25) est une version passive de la loi (6.18), quelles que soient
les valeurs des paramètres de contrôle β > Km et γ > 1.

6.3.4 Simulation numérique

Cette simulation a été effectuée par Tristan Lebrun.
Deux lois de commande différentes sont utilisées dans le but d’atténuer une excitation

en pression pac(t) en forme de chirp allant de 20Hz à 300Hz à des niveaux sonores de
94dB et 106dB.

Loi 1 : la loi de commande passive en temps fini proposée (6 .25) . La loi est
évaluée en simulant le système en boucle fermée {S + C} en utilisant la méthode
numérique du gradient discret [82, 241].
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Loi 2 : proposée dans [212]. Cette loi se base sur la modification des propriétés
électromécaniques du haut-parleur, et prend la forme d’une fonction de transfert
entre la pression acoustique mesurée et le courant électrique :

I?(s) =
Sd ρc− sMm(1− µ)− Rm − Km

s (1− µ)

Bl
(

µs Mm
Sd

+ ρc + µ Km
sSd

) P(s), (6.26)

où P(s) et I?(s) sont les transformées de Laplace de respectivement pac(t) et
i?(t), et µ ∈ [0, 1] est un paramètre de contrôle qui modifie la largeur de bande
de l’absorption.

Des simulations sont effectuées prenant la pression acoustique totale pac(t) comme
entrée et donnant le courant électrique généré par une loi de commande donnée
ainsi que la vélocité de la membrane comme sorties. Ensuite, la pression reflétée à la
membrane est calculée comme

p−(t) =
pac(t)− ρc ξ̇(t)

2
. (6.27)

On a utilisé les paramètres de contrôle k1 = 750000, k2 = 50, α = 0.8, β = 1.1Km,
γ = 1.1, µ = 0.15 et les mêmes paramètres du modèle de haut-parleur que ceux dans
[212]. La fréquence d’échantillonnage de la simulation est fs = 44100Hz.

La simulation dans le domaine temporel de la pression reflétée p−(t) à la membrane
du haut-parleur pour une entrée pac(t) à 94dB est montrée Figure 6.10. L’amplitude
réduite de la pression reflétée p−(t) comparée à la pression totale pac(t) montre une
absorption du son efficace pour les deux lois de commande.
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Figure 6.10 – Simulations dans le domaine temporel de la pression reflétée p−(t) à la membrane
du haut-parleur pour une entrée pac(t) à 94dB, pour les deux lois de commande.

L’efficacité d’absorption est aussi évaluée dans le domaine fréquentiel en calculant le
coefficient d’absorption comme une fonction de la fréquence, qui est définie comme

α( f ) = 1−
∣∣∣∣
Z( f )− ρc
Z( f ) + ρc

∣∣∣∣
2

, (6.28)

où Z( f ) = P( f )/V( f ), et P( f ) et V( f ) sont respectivement les transformées de Fourier
du signal de pression pac(t) et du signal de vitesse ξ̇(t).

Le coefficient α( f ) est montré Figure 6.11. On note que la Loi 2 obtient sa meilleure
absorption du son (α très proche de 1) autour de la fréquence de résonance du haut-
parleur (84Hz). La Loi 1 proposée est particulièrement efficace à des fréquences plus
basses que la fréquence de résonance, et a une largeur de bande un peu plus grande.
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Figure 6.11 – Coefficient d’absorption en fonction de la fréquence pour les deux lois de com-
mande et pour des pressions d’entrée à 94dB et 106dB. La Loi 1 (non linéaire)
a été appliquée à deux nivaux sonores de pression d’entrée, tandis que la Loi 2
(linéaire) ne dépend pas de l’amplitude de la pression d’entrée.

On note au passage que la boucle fermée consistant du modèle linéaire du haut-
parleur (6.16) et du contrôleur non linéaire (6.25) est non linéaire. Pour cette raison,
son comportement varie avec l’amplitude de la pression d’entrée, comme c’est visible
sur la Figure 6.11 pour pac(t) aux niveaux sonores de 94dB et 106dB.

6.4 perspectives

Dans ce chapitre, on a montré comment établir une loi de commande passive en
temps fini pour un système physique du deuxième ordre, où la passivité sert à obtenir
une robustesse contre une mauvaise estimation des paramètres.

On pourrait essayer de généraliser cette approche au contrôle passif en temps fini
d’EDOs d’ordre n quelconque. Ce résultat pourrait être combiné avec une approche
par platitude afin de pouvoir contrôler la classe des systèmes physiques plats en temps
fini.

La difficulté pour le cas des ordres supérieurs à 2 consiste en le fait qu’il faut
être capable de réécrire le système contrôlé en temps fini (p.ex. avec l’une des lois
mentionnés dans la Sous-section 5.2.2) comme un SHP.

De plus, si l’on arrive à réécrire un système d’ordre n comme un SHP, on peut aussi
généraliser la méthode numérique par le gradient discret avec une linéarisation locale
déraidissante qui a été mentionnée pour l’ordre 1 en Sous-section 7.2.2.
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Ce chapitre mentionne les méthodes existantes pour la simulation numérique d’une
EDO stabilisée en temps fini, qui est nécessairement infiniment raide à l’origine (Section
7.1). Ensuite, on propose une méthode de simulation avec une linéarisation locale autour
de l’origine pour des buts d’implémentation sur un microcontrôleur, et qui peut aussi
être incorporée dans la méthode de simulation d’un Système Hamiltonien à Ports par
le gradient discret (Section 7.2).
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7.1 méthodes existantes

Comme illustrée dans le Chapitre 5, un système EDO stabilisé en temps fini est
nécessairement non Lipschitz continue au point d’équilibre (l’origine) [103, 174]. Le
champ de vecteurs y devient infiniment raide, ce qui peut poser des problèmes nu-
mériques lors d’une simulation ou implémentation sur de la loi de commande sur un
microcontrôleur.

La question de la simulation numérique d’un système EDO stabilisé en temps fini
n’a pas obtenu beaucoup d’attention jusqu’à récemment. Après l’étude de l’utilisation
des méthodes d’Euler explicite et implicite (Sous-section 7.1.1), une méthode de dis-
crétisation a été développé pour des systèmes homogènes, qui préserve la stabilité en
temps fini en utilisant une transformation basée sur l’homogénéité (Sous-section 7.1.2).

7.1.1 Méthode de simulation d’Euler explicite/implicite

En 2016-2017, Efimov, Polyakov, Levant et Perruquetti [76, 77] ont étudié l’utilisation
des méthodes de discrétisation d’Euler explicite/implicite pour la simulation d’un sys-
tème EDO stabilisé en temps fini. Ils ont montrés que des approximations acceptables
de la solution vers une petite région autour de l’origine peuvent être obtenues par
la méthode d’Euler explicite, qui s’améliorent si le pas temporel devient plus petit.
La méthode d’Euler implicite permet d’atteindre l’origine, mais nécessite un calcul
implicite (itératif).

exemple À titre illustratif, le double intégrateur contrôlé en temps fini,
{

ẋ1 = x2

ẋ2 = −k1bx1e
α

2−α − k2bx2eα,

71
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avec α = 0,6 et k1 = k2 = 1, est simulé par la méthode d’Euler explicite, ce qui donne
la relation explicite





x1(k + 1)− x1(k)
δt

= x2(k)

x2(k + 1)− x2(k)
δt

= −k1bx1(k)e
α

2−α − k2bx2(k)eα,

et par la méthode d’Euler implicite, ce qui donne la relation implicite




x1(k + 1)− x1(k)
δt

= x2(k + 1)

x2(k + 1)− x2(k)
δt

= −k1bx1(k + 1)e α
2−α − k2bx2(k + 1)eα.

Le résultat pour δt = 10−3s est montré Figure 7.1, où la relation implicite de la
méthode d’Euler implicite a été résolue par la méthode de Newton-Raphson (erreur
d’itération de 10−6).
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Figure 7.1 – Simulation d’un double intégrateur contrôlé en temps fini par les méthodes d’Euler
explicite et implicite (à titre indicatif, on voit aussi une solution par la méthode du
gradient discret standard).

7.1.2 Méthode de simulation préservant la stabilité en temps fini

En 2019, Polyakov, Efimov et Brogliato [196] ont établi une méthode de simulation
dédiée pour un système bouclé homogène, permettant de préserver la stabilité en
temps fini lors de la discrétisation.

Plus précisément, ils utilisent l’homogénéité du système considéré pour définir une
transformation d’état non linéaire vers un nouvel état dans lequel ils peuvent garantir
que la discrétisation par la méthode d’Euler implicite (calcul itératif) préserve la stabilité
en temps fini. Par la transformation d’état inverse, on obtient ainsi la simulation de la
trajectoire dans les coordonnées d’origine.

exemple Plus de détails concernant l’utilisation de cette méthode seront donnés
dans la Sous-sous-section 11.6.2.1, où elle est appliquée à la simulation du double
intégrateur, dont le résultat de la simulation est montrée Figure 7.2 pour le cas α = 1/2
et δt = 10−4. Contrairement à la figure précédente, ici, on obtient en effet une simulation
qui atteint zéro en un temps fini.

7.2 méthode avec une linéarisation locale

Le fait que les lois de commande en temps fini soient très raides autour de l’origine,
l’expression non linéaire bxeα, α ∈ ]0, 1[, n’étant pas Lipschitz continue à x = 0, peut
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Figure 7.2 – Simulation d’un double intégrateur contrôlé en temps fini par la méthode préservant
la stabilité en temps fini (à titre indicatif, on voit aussi une solution par un solveur
numérique standard odeint)

poser des problèmes lors d’une implémentation numérique. Dans la Sous-section 7.2.1,
on propose de remplacer l’expression non linéaire par une loi linéaire dans une petite
zone arbitraire autour de l’origine. Dans la Sous-section 7.2.2, on mentionne que l’on
peut incorporer cette méthode dans la méthode du gradient discret dans le formalisme
des SHPs.

7.2.1 Linéarisation locale et la méthode d’Euler explicite

On se place dans l’exemple du système masse-ressort-amortisseur (6.1), contrôlée
par la loi de commande

u = m


k1 bx1e

α
2−α

︸ ︷︷ ︸
(NL1)

+k2

⌊ x2

m

⌉α

︸ ︷︷ ︸
(NL2)


+ kx1 +

c
m

x2, (7.1)

qui contient deux contributions non linéaires (non Lipschitz continues), (NL1) et (NL2).
On propose de définir des zones autour de l’origine,

x1 ∈ D1 = ]−σ1, σ1[

x2

m
∈ D2 = ]−σ2, σ2[ ,

de taille 2σi arbitraire (petite), dans lesquelles les expressions non linéaires sont rem-
placées par des interpolations linéaires, comme indiqué dans la Figure 7.3, enlevant la
partie la plus raide du champ de vecteurs du système (voire infiniment raide à 0).

Cette méthode de simulation « déraidissante » ne préserve pas la propriété de stabilité
en temps fini. Elle remplace une loi de commande en temps fini, comme (7.1), par une
loi de commande « quasi temps-fini » : le système convergera en temps fini vers une
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Figure 7.3 – Approximation linéaire des non-linéarités autour de l’origine dans la loi de com-
mande en temps fini (7.1).

(petite) zone autour de l’origine, puis continuera à converger asymptotiquement vers
l’origine.

exemple Le système masse-ressort-amortisseur (6.1) avec m = 1, c = 1, k = 3,
contrôlé par la loi (7.1) avec α = 0,6, k1 = 1, k2 = 2 est simulée pour plusieurs tailles
d’intervalle σ , σ1 , σ2 (Fig. 7.4). On remarque que l’erreur logarithmique suit une
courbe de stabilisation en temps fini (qui terminerait par une pente infinie en théorie
lorsque l’origine est atteinte), et s’en détache à un moment d’autant plus tard que σ est
petit.

Figure 7.4 – Simulation d’un système masse-ressort-amortisseur contrôlé en temps fini par
la méthode avec linéarisation locale autour de l’origine pour plusieurs tailles
d’intervalle σ

implémentation expérimentale Dans la Sous-section 10.3.1, lors d’une implé-
mentation sur un microcontrôleur d’une loi de commande en temps fini pareille avec
un calcul par la méthode d’Euler explicite dans le contexte du contrôle actif du tom,
la méthode numérique avec linéarisation locale autour de l’origine a été utilisée avec
succès pour enlever un phénomène numérique de chattering.
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7.2.2 Perspective : linéarisation locale et la méthode du gradient discret

La méthode de simulation utilisant une linéarisation locale pour enlever la zone
problématique raide, introduite dans la sous-section précédente, peut être interprétée
dans le formalisme des SHPs. On montre ici pour le cas d’un simple intégrateur contrôlé
en temps fini que l’on peut incorporer la linéarisation locale dans la méthode de
simulation numérique par le gradient discret en agissant sur la fonction hamiltonienne.

Une perspective 1 serait d’étendre cet exemple à une méthode de simulation par
gradient discret déraidissante pour le cas général d’une loi de commande d’un système
EDO d’ordre n quelconque.

exemple Système : intégrateur simple contrôlé en temps fini

ẋ = u = −bxeα, α ∈ ]0, 1[.

Forme SHP du modèle :

ẋ = (0− 1)∇H(x)

avec

H(x) =
1

α + 1
|x|α+1

H′(x) = bxeα

H′′(x) = α |x|α−1 .

Il faut limiter H′′(x) qui atteint une valeur +∞ en x = 0. On propose de saturer
H′′(x) à l’intersection avec la fonction constante K (dont la valeur est à choisir). Les
points d’intersection sont

x∗K ,
( α

K

) 1
1−α

donc

H′′K(x) ,





K si |x| ≤ x∗K
α|x|α−1 sinon.

Cette fonction est dessinée Figure 7.5.
Pour H′(x), ça donne

H′K(x) ,





Kx si |x| ≤ x∗K
Kx∗K + xα − x∗αK si x > x∗K
−Kx∗K − |x|α + x∗αK si x < −x∗K

=





Kx si |x| ≤ x∗K
bxeα + (Kx∗K − x∗αK )sgn(x) sinon.

Cette fonction est dessinée Figure 7.6.
Pour H(x), ça donne

HK(x) =





K
2 x2 si |x| ≤ x∗K
(Kx∗K − x∗αK )x + xα+1

α+1 − K
2 x∗2K + α

α+1 (x∗K)
α+1 sinon.

Cette fonction est dessinée Figure 7.7.
1. L’extension au cas 2D se fait immédiatement avec la loi de commande du double intégrateur (5.9)

pour laquelle on a une fonction de Lyapunov qui peut être utilisée comme fonction hamiltonienne, comme
montré dans la Sous-section 6.2.3, mais pour des dimensions plus larges, il n’est pas clair si une écriture d’un
système contrôlé sous forme SHP est possible (cf. les lois de commande en haute dimension mentionnées
dans la Sous-section 5.2.2).
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Figure 7.5 – Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de l’intégrateur
simple : H′′K(x) avec α → 0 (ligne pointillée), α = 0,5 (ligne pleine), α → 1 (ligne
tiretée)
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Figure 7.6 – Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de l’intégrateur
simple : H′K(x) avec α → 0 (ligne pointillée), α = 0,5 (ligne pleine), α → 1 (ligne
tiretée)
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Figure 7.7 – Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de l’intégrateur
simple : HK(x) avec α → 0 (ligne pointillée), α = 0,5 (ligne pleine), α → 1 (ligne
tiretée)
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Dans ce chapitre, on s’intéresse à une application de contrôle actif d’une corde (Sec-
tion 8.1). Dans la Section 8.2, le modèle de la corde non linéaire considéré est introduit,
qui présente un glissement fréquentiel. Dans la section 8.3, on montre comment on
peut commander ce système en temps fini vers une trajectoire cible, correspondant à
un système hypothétique ayant d’autres paramètres physiques (amortissement µ ou
facteur ε de l’importance de la contribution non linéaire). Une simulation du cas où
le glissement fréquentiel est supprimé dans un mode de la corde est montrée dans la
Section 8.4. La perspective de ce travail serait une étude de la passivité du contrôleur
de suivi de trajectoire en temps fini (Section 8.5).

Ce chapitre vise à énoncer de manière sommaire les étapes de la démarche suivie. Une version
plus complète de cette contribution sera publiée sous la forme de l’article [W8].
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8.1 contexte

On s’intéresse au développement d’un contrôleur de la corde non linéaire dans le
contexte du contrôle actif d’instruments de musique.

8.1.1 Contrôle actif d’une corde

Il existe une quantité considérable de résultats concernant la suppression de vibration
de la corde, utilisant des modèles linéaires ou des modèles pouvant inclure plusieurs
types de non-linéarités. La corde peut être actionnée aux limites ou dans son domaine,
parfois en prenant en compte des interactions avec des systèmes dynamiques de type
EDO couplés à la corde. Une grande variété de méthodes de conception de contrôle a
été appliquée, et les résultats ont été validés en simulation et expérimentalement.

En particulier, le contrôle par suivi de trajectoire a été utilisé dans [175, 224] où une
commande à la frontière d’une corde a été conçue pouvant faire suivre une position
de référence par une masse attachée à la corde. Dans des applications concernant des
cordes se déplaçant horizontalement, un suivi de vélocité a aussi été utilisé [268].

77



78 contrôle actif d’une corde non linéaire par un suivi de trajectoire en temps fini

8.1.2 Contrôle actif d’une corde musicale

Dans un contexte musical, le but du contrôle actif et d’influencer la vibration de
cordes présentes dans des instruments tels le violon, le piano, la guitare, etc. qui sont
produites d’une variété de matériaux comme le nylon et le métal. Des capteurs de
déplacement de corde peuvent être électromagnétiques [184], piézoélectriques [88] ou
optiques (par exemple [144, 259]). Pour actionner une corde, on peut utiliser un principe
électromagnétique (par exemple avec l’EBow [107] qui est produit commercialement, ou
l’alternative [26], dans le cas d’une corde métallique, ou l’utilisation d’un aimant attaché
à une corde non magnétique [259]), ou encore un actionneur piézoélectrique[74].

Concernant le contrôle d’une corde isolée, les résultats suivants ont été rapportés.
Dans [29], les principes d’un contrôle PID d’une corde ont été discutées, utilisant
un capteur et un actionneur colocalisés, et permettant de modifier la fréquence de
résonance et l’amortissement. Plusieurs dispositifs expérimentaux pour le contrôle
de la corde ont été développés. Dans [28], une corde de guitare métallique d’une
longueur de 24cm accordée à 248Hz a été amortie utilisant un capteur optique et un
actionneur électromécanique [26]. Dans [62], les cinq premiers modes d’une corde de
guitare ont été amorties utilisant un retour d’état à partir d’une mesure du déplacement
de la corde par un laser, et avec un actionneur électromagnétique. Finalement, dans
[74], le dispositif consistait d’une corde de guitare métallique de 50cm accordée à
220Hz, un capteur de déplacement optique et un actionneur piézoélectrique à une
extrémité de la corde. Basé sur des concepts de commande d’ondes progressives, un
amortissement actif est obtenu, et des non-linéarités peuvent être injectées, menant à
des effets timbraux.

Le contrôle actif d’autres parties d’instruments couplées à la corde vibrante est aussi
possible, comme le chevalet d’un violon [44] ou la table d’harmonie d’un monochorde,
guitare acoustique ou violoncelle [20]. Dans [160], la construction d’un piano avec
contrôle actif est décrite, avec un capteur piézoélectrique sur la table d’harmonie, et
des électro-aimants au-dessus des 88 unités d’actionneurs de corde. Il est possible
d’obtenir un son perpétuel (infinite sustain), un crescendo sur une note, et plusieurs
effets timbraux. Finalement, un système de contrôle embarqué utilisant plusieurs
capteurs et actionneurs peut être trouvé dans quelques instruments commercialement
disponibles comme le Sensus Smart Guitar (MIND Music Labs) [245] et le Smart Acoustic
Guitar (HyVibe 1).

8.2 modèle

Le modèle EDP de la corde non linéaire (Sous-section 8.2.1) est réécrite comme
un SHP (Sous-section 8.2.2), et projeté sur une base modale (Sous-section 8.2.3). En
imposant ici une forme spécifique à l’entrée u du système, une réduction d’ordre exacte
est obtenue.

8.2.1 Modèle EDP

Un modèle de Kirchoff adimensionné pour la vibration transverse d’une corde non
linéaire est considéré ([130, 223], Fig. 8.1) :

∂ttw(z,t) + µ∂tw(z, t)−
(

1 + ε

[∫

Ω
(∂zw(z, t))2 dz

])
∂zzw(z, t) = u(z, t), (8.1)

avec u la force distribuée définie sur (z,t) ∈ Ω×R+, Ω = [0, 1], µ un coefficient positif
représentant l’amortissement visqueux et ε représentant l’importance relative de la
non-linéarité due à la variation de tension exprimée par l’intégrale

∫
Ω (∂zw(z, t))2 dz.

1. Smart Acoustic Guitar, HyVibe, Paris, https://www.hyvibeguitar.com/.

https://www.hyvibeguitar.com/
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z

w(z, t)

0 1

u(z, t)

Figure 8.1 – Modèle de corde non linéaire

La corde est fixée aux deux extrémités et initialement au repos (conditions à la frontière
de Dirichlet) :

u(z = 0, t) = 0 u(z = 1, t) = 0 ∀t ∈ R+

u(z, t = 0) = 0 ∂tu(z, t = 0) = 0 ∀z ∈ Ω.

8.2.2 Reformulation comme un SHP

Comme montré dans [111], la corde non linéaire (8.1) peut être réécrite sous la forme
d’un SHP de dimension infinie d’état

x(z,t) ,
[

q(z,t)

p(z,t)

]
=

[
∂zw(z,t)

∂tw(z,t)

]
,

et avec une fonction hamiltonienne non quadratique

H(x(z, t)) =
1
2

∫

Ω

[
p2(z,t) + T(q(z,t))q2(z,t)

]
dz, (8.2)

où

T(q) = 1 + ε

[∫

Ω
(q(z,t))2 dz

]
.

On retrouve le SHP suivant :




[
∂tq

∂t p

]
=

([
0 ∂z

∂z 0

]
−
[

0 0

0 µ

]) [
δqH
δpH

]
+

[
0

1

]
u

y =
[
0 1

] [δqH
δpH

]
.

(8.3)

L’entrée u(z, t) étant la force distribuée appliquée à la corde, on obtient que la sortie
associée y(z, t) = ∂tw(z, t) est sa vitesse transverse. L’expression

∫
Ω u(z, t)y(z, t) dz

représente ainsi la puissance externe instantanée transférée à la corde.

8.2.3 Projection modale et réduction d’ordre

Ce modèle SHP est projeté sur les modes propres de la corde fixée aux deux extrémi-
tés :

em(z) =
√

2 sin(mπz), m > 0

et une réduction d’ordre exacte à K modes est effectuée :

w(z, t) ≈
K

∑
m=1

em(z)Wm(t).
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D’après un calcul précisé dans [111], on obtient l’état

x(z,t) ≈
[

∂ze1(z) . . . ∂zeK(z) O1×K

O1×K e1(z) . . . eK(z)

] [
W(t)

∂tW(t)

]
, Φᵀ(z)X(t),

et le Hamiltonien

H(X(t)) =
1
2

Xᵀ(t)LKX(t),

avec

LK =

[
D2

K (1 + εXᵀ(t)NX(t)) OK×K

OK×K IK×K

]
, N =

[
D2

K OK×K

OK×K OK×K

]
,

D2
K = π2diag(1, 22, . . . , K2).

Le modèle SHP du système projeté (de dimension finie) s’écrit




d
dt

X =

([
OK×K IK×K

−IK×K OK×K

]
−
[

OK×K OK×K

OK×K µIK×K

])
∇H(X) + GU

Y = Gᵀ∇H(X),

(8.4)

avec G =
[
O1×K I1×K

]ᵀ
.

hypothèse sur l’entrée Nous considérons ici le cas où la loi de commande
u(z, t) du système de dimension finie ne contient seulement des contributions selon les
K premiers modes em(z), par exemple de la forme

u(z, t) =
K

∑
m=1

em(z)U(t). (8.5)

réduction d’ordre exacte Sous cette hypothèse sur l’entrée, une réduction
d’ordre exacte est obtenue dans le modèle (8.4).

8.3 commande en temps fini vers un comportement cible

8.3.1 But du contrôle

L’architecture de contrôle considéré est schématisé dans la Figure 8.2.
On définit une dynamique cible {S∗} d’une corde non linéaire avec des paramètres

cibles (µ∗, ε∗). Si l’on applique une entrée donnée v à ce système cible, une trajectoire
de référence cible est générée.

On veut contrôleur un système physique {S} ayant des paramètres (µ, ε) de sorte
qu’il suit la trajectoire de référence cible pour une même entrée v, comme s’il avait les
paramètres physiques (µ∗, ε∗) du système cible {S∗}.

À ce but, un contrôleur {C} est conçue, effectuant un suivi de trajectoire en temps
fini.

hypothèse sur les capteurs On suppose ici que l’état entier de la corde non
linéaire {S} est connu.

8.3.2 Obtention de la loi de commande

Le modèle SHP projeté (8.4) du système considéré {S} contient K oscillateurs non
linéaires couplés, ayant chacun un état

[
Wm(t)

Ẇm(t)

]
, 1 ≤ m ≤ K.
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et le Hamiltonien

H(X(t)) =
1
2
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#
, N =

"
D2
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#
,

D2
K = p2diag(1, 22, . . . , K2).

Le modèle SHP du système projeté (de dimension finie) s’écrit
8
>><
>>:

d
dt

X =

 "
OK⇥K IK⇥K

�IK⇥K OK⇥K

#
�
"

OK⇥K OK⇥K

OK⇥K µIK⇥K

#!
rH(X) + GU

Y = G|rH(X),

(1.4)

avec G =
h
O1⇥K I1⇥K

i|
.

hypothèse sur l’entrée Nous considérons ici le cas où la loi de commande
u(z, t) du système de dimension finie ne contient seulement des contributions selon les
K premiers modes em(z), par exemple de la forme

u(z, t) =
K

Â
m=1

em(z)U(t). (1.5)

réduction d’ordre exacte Sous cette hypothèse sur l’entrée, une réduction
d’ordre exacte est obtenue dans le modèle (1.4).

1.3 commande en temps fini vers un comportement cible

1.3.1 But du contrôle

L’architecture de contrôle considéré est schématisé dans la Figure 1.2.
On définit une dynamique cible {S⇤} d’une corde non linéaire avec des paramètres

cibles (µ⇤, #⇤). Si l’on applique une entrée donnée v à ce système cible, une trajectoire
de référence cible est générée.

On veut contrôleur un système physique {S} ayant des paramètres (µ, #) de sorte
qu’il suit la trajectoire de référence cible pour une même entrée v, comme s’il avait les
paramètres physiques (µ⇤, #⇤) du système cible {S⇤}.

À ce but, un contrôleur {C} est conçue, effectuant un suivi de trajectoire en temps
fini.

S

C

v u
�

w S⇤v

(a) Système en boucle fermée {S&C} (b) Dynamique cible {S⇤}

Figure 1.2 – Architecture du contrôleur de suivi de trajectoireFigure 8.2 – Architecture du contrôleur de suivi de trajectoire

Pareillement, le système cible {S∗} peut être représenté par le modèle SHP projeté
(8.4) et contient K oscillateurs non linéaires couplés, ayant chacun un état

[
W∗m(t)

Ẇ∗m(t)

]
, 1 ≤ m ≤ K.

Ici, l’évolution des oscillateurs (W∗m, Ẇ∗m) peut être calculée numériquement pour une
entrée donnée v.

On définit une erreur

eL(t) , WL(t)−W∗L(t),

pour le Lème mode (au choix). Si l’on est capable d’imposer une dynamique en temps
fini pour cette erreur :

d
dt

[
eL(t)

ėL(t)

]
=

[
ėL(t)

−l1 beL(t)e
α

2−α − l2 bėL(t)eα

]
, (8.6)

avec α ∈ ]0, 1[ et l1, l2 > 0, on aura que le Lème mode du système considéré {S} est
contrôlé en temps fini vers le Lème mode du système cible {S∗} :

WL(t)
en temps fini−→ W∗L(t)

ẆL(t)
en temps fini−→ Ẇ∗L(t).

En utilisant l’architecture de la Figure 8.2 et le modèle SHP projeté pour le système
contrôlé {S} et le système cible {S∗}, on peut calculer la loi de commande modale
U(t) réalisant la dynamique de l’erreur 8.6.

Ensuite, d’après (8.5), on peut remonter à la loi de commande u(z, t). Pour l’hypo-
thèse sur l’éntrée (8.5) utilisée ici, il se trouve que l’on peut seulement contrôler un
mode à la fois.

8.4 simulation d’une suppression du glissement fréquentiel dans un
mode

système non contrôlé Le cas d’une corde non linéaire (8.5) à deux modes est
simulé. Le système {S} est caractérisé par les paramètres (µ = 1, ε = 9,74), et le
système cible {S∗} par les paramètres (µ∗ = 1, ε∗ = 0). Une simulation de l’évolution
des deux systèmes à partir d’une condition initiale

W(∗)
1 (0) = 1, Ẇ(∗)

1 (0) = 0, W(∗)
2 (0) = 1, Ẇ(∗)

2 (0) = −1,

obtenue avec la méthode d’Euler explicite à un pas temporel de δt = 10−3 est montrée
Figure 8.3. On observe un glissement fréquentiel très prononcé : au début de la
simulation, la fréquence des deux modes est nettement plus élevée que sa valeur du
régime linéaire qu’elle atteindra à des amplitudes plus petites.
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Figure 8.3 – Simulation du système {S} non contrôlé et du système cible {S∗}

système contrôlé La loi de commande en temps fini basée sur l’erreur e1(t) est
calculée et appliquée au système {S}. Puisque l’on simule la trajectoire de référence
d’un système cible {S∗} avec ε∗ = 0, l’application de la loi de commande au système
{S} devrait faire disparaître le glissement fréquentiel dans le premier mode.

La simulation de l’évolution temporelle est montrée Figure 8.4, pour des paramètres
de contrôle α = 0.6, k1 = 8, k2 = 1,5, où l’on voit le suivi de trajectoire pour le
premier mode. En représentation fréquentielle (Fig. 8.5), on voit qu’il n’y a plus de
glissement fréquentiel dans le premier mode pour le cas contrôlé. Les simulations
montrent également l’effet de la commande sur le deuxième mode, une influence que
l’on ne peut éviter (système couplé et hypothèse sur la loi de commande (8.5)).

8.5 perspective : vers une commande passive en temps fini par suivi de
trajectoire

À travers l’exemple montré ci-dessus, nous avons illustré que l’on peut utiliser une
loi de commande en temps fini pour contrôler un système dynamique vibratoire vers
une dynamique cible.

Comme dans la Sous-section 6.2.3, on peut s’intéresser à une étude de la passivité
de telles lois de commande, en les réinterprétant comme un contrôle IDA-PBC.

Le lien entre un suivi de trajectoire et l’IDA-PBC a été considéré dans le passé [89,
134]. La trajectoire cible y est une fonction temporelle f (t) prescrite, p.ex. une lévitation
magnétique qui laisse une masse métallique suivre un sinus dans le temps, et non pas
une trajectoire produite par un système physique cible (simulé).
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Figure 8.4 – Simulation du système {S} contrôlé et du système cible {S∗}. Un suivi de trajectoire
est réalisé pour le mode W1(t).

Figure 8.5 – Comparaison des spectres des deux modes du système {S} pour le cas sans et
avec contrôle. Le glissement fréquentiel est enlevé dans le mode 1 par l’action du
contrôle.
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Ce chapitre est consacré au développement du contrôle actif d’un tom, qui est pourvu
d’un haut-parleur. Le contrôle a pour but de modifier des fréquences des modes de
vibration de la membrane supérieure de l’instrument lorsqu’elle est frappée par le
musicien.

Dans un premier temps, l’acoustique des membranophones avec un couplage
membrane–cavité est récapitulée, avec une attention particulière à l’influence de la pré-
sence de la cavité sur les fréquences des modes propres axisymétriques de la membrane
circulaire.

Ensuite, un modèle physique pour le tom est établi, incorporant le couplage membrane–
cavité–haut-parleur. Ce modèle hybride couplant une EDP à une EDO est réinterprété
comme un Système Hamiltonien à Ports (SHP), adimensionné, et une projection modale
et réduction d’ordre sont effectuées, menant à un modèle EDO pur.

Finalement, un observateur–régulateur est développé, fournissant une loi de com-
mande en courant pour le haut-parleur. D’abord, le régulateur en temps-fini est déve-
loppé sous l’hypothèse de disposer d’une mesure de la pression dans la cavité et d’une
mesure de la vibration de la membrane supérieure. Ensuite, un observateur temps-fini
est construit afin d’estimer la vibration de la membrane supérieure pour laquelle nous
ne disposons pas de capteur direct. Le fonctionnement de l’observateur–régulateur
est illustré en simulation, et des remarques envers une implémentation pratique sont
données.

Des parties de ce chapitre reprennent les informations des articles [W6] et [W7].
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9.1 contexte

Le travail décrit concerne le contrôle actif d’un tom, un exemple d’un instrument
de percussion de type membranophone caractérisé par un couplage membrane–cavité.
Dans la présente section, le tom est introduit comme membre de la famille des mem-
branophones (Sous-section 9.1.1). Ensuite, des résultats existants sur le contrôle actif
de membranophones sont énoncés dans la Sous-section 9.1.2, avant de préciser dans la
Sous-section 9.1.3 la cible du contrôle de tom visé dans le présent chapitre.

9.1.1 Membranophones

Il existe une grande variété d’instruments de percussion, dont une partie peut
être qualifiée de « membranophones », c’est-à-dire, des instruments dont le son est
essentiellement produit par une membrane. Quelques exemples sont montrés dans
la Figure 9.1. Parmi les membranophones, on s’intéresse ici particulièrement aux
instruments ayant une membrane, frappée par le musicien, qui est couplée à un fût ou
une cavité contant un volume d’air. La présence de cette cavité améliore le rendement
de rayonnement de l’instrument [60, Chapitre 14], et influence l’harmonicité des modes
de vibration de la membrane, comme précisé dans la Sous-section 9.2.2 ci-dessous.

Les membranophones peuvent être catégorisés [143, 252, 253] selon la façon de
laquelle la membrane est excitée : en frappant la membrane directement par une
mailloche ou la main (p.ex. le tom), en tirant une corde 1 attachée à la membrane (p.ex.
le gubguba indien), en frottant la peau (p.ex. le bodhrán irlandais), par sympathie au
chant (p.ex. le kazoo), etc. De plus, on peut distinguer une variété de formes de fût,
comme un fût cylindrique (p.ex. le tom), conique (p.ex. le timbal brésilien), en forme de
chaudron (p.ex. les timbales d’orchestre), en forme de sablier (le tama ou « tambour
parlant » africain).

le tom Le tom (tom-tom drum) (Fig. 9.1(a)) est un instrument à membrane directe-
ment frappée. Il est constitué d’une paroi cylindrique avec une membrane supérieure
(batter head) qui est excitée par le musicien et une membrane inférieure (resonant head)
qui résonne par sympathie.

Le son du tom est caractérisé comme étant « sans hauteur déterminée » ou encore
ayant « une hauteur moins bien définie » [233]. Il se trouve dans une position ambiguë
entre des instruments à hauteur bien définie comme la timbale (Fig. 9.1(e)) et des
instruments sans hauteur comme la grosse caisse (Fig. 9.1(b)).

Il existe différentes tailles de tom. Dans un dispositif standard de batterie, on retrouve
typiquement un tom basse (floor tom ou low tom) qui est plus grand, accordé plus bas
et a des pattes, ainsi que deux toms plus petits, souvent montés sur la grosse caisse.
Il existe également un dispositif comportant plusieurs toms de tailles différentes qui
peuvent être portés par un musicien de fanfare les jouant en défilant. Finalement, on
peut mentionner l’existence du rototom, un tom sans cavité.

9.1.2 Contrôle actif de membranophones

Plusieurs cas de contrôle actif d’instruments de percussion avec un couplage membrane–
cavité ont été reporté. Dans [213], on a contrôlé quatre modes d’une peau de tambour
utilisant quatre accéléromètres sur la membrane comme capteurs et quatre haut-
parleurs agissant sur la cavité comme actionneurs. Un contrôleur PID s’est avéré
instable en pratique, et il a été remplacé par un contrôleur anticipateur (feedforward).
Une grosse caisse [149] a été contrôlée par un retour d’état négatif, utilisant un capteur
piézocéramique attaché au bord pour mesurer la déflexion de la membrane, et un
seul haut-parleur comme actionneur. On a attaché un microphone de contact à une

1. On peut argumenter qu’il s’agit ici plutôt d’un chordophone, comme le cas du banjo.
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(f) Tabla

Figure 9.1 – Quelques exemples d’instruments de percussion de type membranophone couplant
une membrane à une cavité. [Dessins reproduits d’après [30, 165]]

membrane de conga [249] en guise de capteur et mis un haut-parleur dans la cavité
comme actionneur, permettant d’altérer la réponse en fréquence de l’instrument. Un
retour d’état à partir d’un capteur piézoélectrique placé sur la membrane supérieure
d’un tom [100] a été appliqué à la membrane inférieure en utilisant un actionneur
électromagnétique. Un microphone dynamique agissant comme capteur a été placé à
l’intérieur d’un actionneur électromagnétique attaché à la membrane inférieure d’une
grosse caisse dans [206]. Récemment, une caisse claire [261] a été contrôlé par un cap-
teur optique sur la membrane supérieure, et en utilisant plusieurs actionneurs : deux
transducteurs tactiles sur la membrane supérieure, et un haut-parleur supplémentaire
monté sur un support à l’intérieur de la cavité.

9.1.3 Contrôle actif de tom visé

Le projet décrit consiste à appliquer un contrôle à un tom, dont la membrane
inférieure est remplacée par une planche en bois dans laquelle un haut-parleur est
monté, cf. la Fig. 9.2). Une boucle de contrôle est conçue, qui mesure la pression à
l’intérieur de la cavité et calcule une loi de commande pour le courant 2 du haut-parleur.

2. Dans le chapitre 10 suivant, une loi de commande pour la tension électrique sera implémentée.
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Le but est de modifier la pression qui agit sur l’EDP de la membrane supérieure sur
laquelle frappe le musicien, en influençant ainsi ses modes axisymétriques de vibration,
en en changeant par exemple une (des) fréquence(s) ou amortissement(s).

Figure 9.2 – Système constitué d’un tom avec un haut-parleur

9.2 acoustique des membranophones

Dans cette section, on rappelle la théorie de la vibration d’une membrane circulaire
seule attachée au bord (Sous-section 9.2.1) et montre l’influence du couplage de cette
membrane à une cavité (Sous-section 9.2.1), en vue de la modélisation du dispositif
de tom considéré (Fig. 9.2) dans la Section 9.3. Finalement, quelques déviations de
la théorie sont mentionnées dans la Sous-section 9.2.3, en vue de l’identification des
paramètres physiques du dispositif qui sera précisée dans le chapitre suivant.

9.2.1 Vibration d’une membrane circulaire

dérivation de l’edp On commence par l’étude de la vibration transverse d’une
membrane circulaire dans le vide attachée au bord (reprise d’après [129, §4.2]-[99]). On
suppose une membrane mince de densité massique surfacique σ [kg/m2], qui subit
une tension uniforme (force linéique T [N/m]), et effectue de petits déplacements
transverses y(x, z, t), x et z étant les deux coordonnées cartésiennes.

On considère une aire élémentaire dS = dxdz (Fig. 9.3). La force linéique T agit sur
les bords de l’aire, ce qui se traduit selon une approximation de premier ordre en une
force transverse composée des contributions : celle de la force Tdz,

Tdz
[

∂y
∂x

∣∣∣∣
x+dx

− ∂y
∂x

∣∣∣∣
x

]
≈ T

∂2y
∂x2 dxdz, (9.1)

et celle de la force Tdx,

Tdx
[

∂y
∂z

∣∣∣∣
z+dz
− ∂y

∂z

∣∣∣∣
z

]
≈ T

∂2y
∂z2 dxdz. (9.2)

L’aire a une masse σdS et une accélération transverse ∂2y
∂t2 , de sorte que le bilan des

forces dans la direction transverse peut être écrit comme

T
(

∂2y
∂x2 +

∂2y
∂z2

)
dxdz = σ

∂2y
∂t2 dxdz.
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Figure 9.3 – Aire élémentaire de la membrane exécutant un déplacement transverse [figure
d’après [129, §4.2]]

Avec la vitesse des ondes dans la membrane

c =

√
T
σ

et l’opérateur Laplacien ∆ = ∂2

∂x2 +
∂2

∂z2 , on retrouve l’équation des ondes 2D :

∆y =
1
c2

∂2y
∂t2 . (9.3)

solution de l’edp Pour simuler la vibration d’une membrane circulaire de rayon
a (Fig. 9.4), on considère l’EDP (9.3), exprimée en coordonnées polaires, avec

∆ =
∂2

∂r2 +
1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2 . (9.4)

La membrane est attachée au bord, ce qui se traduit par la condition

y(r = a, θ, t) = 0. (9.5)

ra0

y(r, θ, t)

S θ

Figure 9.4 – Membrane circulaire attachée au bord

L’EDP est résolue par la méthode de séparation des variables. On pose

y(r, θ, t) , R(r)Θ(θ)T(t),

dont la substitution dans l’EDP (9.3) donne

R′′

R
+

1
r

R′

R
+

1
r2

Θ′′

Θ
=

1
c2

T′′

T
, C, (9.6)

où R′ = dR(r)/dr etc. La partie gauche de l’Éq. (9.6) dépend de r et θ, et la partie
droite de t. C’est la raison pour laquelle on peut les mettre égales à une constante C,
dont il s’avère qu’une valeur négative

C , −λ2
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mène à une fonction temporelle périodique

T(t) = C1 cos λct + C2 sin λct, (9.7)

d’après la partie droite de (9.6).
De la même manière, la partie gauche peut aussi se séparer en une partie dépendant

de r et une partie dépendant de θ :

r2 R′′

R
+ r

R′

R
+ r2λ2 = −Θ′′

Θ
, D.

Supposant à nouveau une fonction périodique pour Θ, puisque y(r, θ = 2π, t) =
y(r, θ = 0, t), on obtient que

D , n2

correspond à

Θ(θ) = C3 cos nθ + C4 sin nθ. (9.8)

Finalement, il reste encore

r2R′′ + rR′ +
(

λ2r2 − n2
)

R = 0

⇐⇒ (λr)2 d2R
d(λr)2 + λr

dR
d(λr)

+
(

λ2r2 − n2
)

R = 0,

appelée l’équation différentielle de Bessel [2, Chapitre 9]. Cette ODE du deuxième ordre
admet deux solutions : la fonction de Bessel 3 de première espèce d’ordre n, Jn(λnmr),
et la fonction de Neumann (appelée encore la fonction de Bessel de deuxième espèce)
d’ordre n, Yn(λnmr). La fonction de Neumann atteint une valeur infinie en r = 0. Cette
singularité n’ayant pas de sens dans une membrane circulaire 4, seules les contributions
des fonctions de Bessel de première espèce sont retenues dans la solution :

Rnm(r) = Jn(λnmr), (9.9)

où la condition à la frontière (9.5) détermine la valeur des λnm qui peuvent être calculés
en fonction des zéros λnm de la fonction de Bessel en question,

Jn(λnma) = 0,

numérotés m = 1, . . . ,+∞, et que l’on peut calculer numériquement ou retrouver dans
des tableaux (cf. le Tableau C.1 de l’Annexe C).

En somme, combinant les contributions (9.7)-(9.8)-(9.9), la solution de (9.3)-(9.5)
s’écrit comme une décomposition modale

y(r, θ, t) =
+∞

∑
n=0

+∞

∑
m=1

Jn(λnmr) [C3 cos nθ + C4 sin nθ] [C1 cos λct + C2 sin λct] ,

où les coefficients Ci dépendent des conditions initiales considérées.
On peut aussi grouper les modes propres par deux en écrivant [60, Chapitre 3]

y(r, θ, t) =
+∞

∑
m=1



+∞

∑
n=0

Jn(λnmr) cos nθ︸ ︷︷ ︸
,Ψnm(r,θ)

(Anm cos ωnmt + Bnm sin ωnmt)

+
+∞

∑
n=1

Jn(λnmr) sin nθ︸ ︷︷ ︸
,Ψ̃nm(r,θ)

(
Ãnm cos ωnmt + B̃nm sin ωnmt

)

 .

3. Voir la Sous-section C.1.1 de l’Annexe C pour plus d’informations.
4. Par contre, les fonctions de Neumann sont présentes dans le cas d’une membrane annulaire, comme

p.ex. chez le tambour annulaire [97].
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Ici, on a nommé les modes propres spatiaux
{

Ψnm(r, θ) , Jn(λnmr) cos nθ

Ψ̂nm(r, θ) , Jn(λnmr) sin nθ,

et on dénote ψnm(r) , Jn(λnmr).

forme des modes propres Un nombre de modes propres Ψnm(r, θ) sont dessinés
dans la Figure 9.5. On voit que les modes avec n = 0 sont axisymétriques (par rapport
à l’axe perpendiculaire au plan de la membrane au repos y = 0, à r = 0), et que les
modes avec n > 0 (entier) ne le sont pas. TABLE DES MATIÈRES 2

n = 0 n = 1 n = 2

m
=

1

01 11 21

m
=

2

02 12 22

Figure 1 – Quelques modes propres Ynm(r, q) de la membrane circulaire attachée au bord. On
les dénote par nm, comme indiqué sous les figures.

[ 3 mai 2021 at 3:32 – classicthesis v4.6 ]

Figure 9.5 – Quelques modes propres Ψnm(r, θ) de la membrane circulaire attachée au bord. On
les dénote par nm, comme indiqué sous les figures.

En regardant l’intersection des modes propres Ψnm(r, θ) avec le plan y = 0, on
retrouve ce que l’on appelle des cercles nodaux et lignes nodales (Fig. 9.6). Ce sont des
lieux géométriques immobiles : leur position transverse reste à y = 0 au cours de la
vibration de la membrane selon le mode concerné.

01 11 21 31

02 12 22 32

Figure 9.6 – Cercles nodaux et lignes nodales pour quelques modes propres nm de la membrane
circulaire attachée au bord. À comparer avec la Figure 9.5.
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Tableau 9.1 – Ratio des fréquences propres de quelques modes propres de la membrane circulaire
attachée au bord

f01 f11 = 1.59 f01 f21 = 2.14 f01

f02 = 2.30 f01 f12 = 2.92 f01 f22 = 3.50 f01

f03 = 3.60 f01 f13 = 4.23 f01 f23 = 4.83 f01

Il s’avère qu’un mode propre Ψnm(r, θ) a m cercles nodales et n lignes nodaux, où
m ne peut être zéro puisqu’il y a toujours au moins le cercle nodal à r = a, où la
membrane est attachée.

– fréquences des modes propres Comme montré ci-dessus, la forme spatiale
des composantes de la vibration de la membrane circulaire est décrite par des fonctions
de Bessel Jn(λnmr). Par identification, on a que les pulsations ωnm = λnmc, ou les
fréquences [129, Chapitre 4] :

fnm =
λnmc
2π

. (9.10)

Un calcul direct nous montre que le rapport des fréquences propres (Tableau 9.1)
est indépendant du rayon a de la membrane circulaire. Cependant, contrairement à la
corde linéaire p.ex., ici, les fréquences partielles ne forment pas de série harmonique,
où les fréquences seraient des multiples entiers de la fréquence fondamentale f01. On
étudiera dans la Sous-section 9.2.2 l’influence de la charge d’air et d’un couplage avec
une cavité sur les fréquences propres.

En faisant varier la tension T (Fig. 9.7) ou le rayon a (Fig. 9.8), on peut faire évoluer
les fréquences propres de la membrane circulaire (calculées avec (9.10)), maintenant
toujours les rapports indiqués dans le Tableau 9.1.

200 400 600 800 1000 1200 1400
0

200

400

600

800

T [N/m]

f n
m
[H

z]

Ψ0m
Ψ1m
Ψ2m
Ψ3m
Ψ4m
Ψ5m
Ψ6m
Ψ7m

[ 5 mai 2021 at 0:14 – classicthesis v4.6 ]

Figure 9.7 – Évolution des premières fréquences propres de la membrane circulaire en fonction
de la tension de membrane T. (Constantes physiques utilisées : a = 0.162m, σ =
0.267kg/m2.)

– remarques 1. Modes axisymétriques – Les modes axisymétriques, c’est-à-dire
symétriques par rapport à l’axe passant par le milieu de la membrane et perpendiculaire
au champ au repos de la membrane (Fig. 9.4), correspondent au cas où la position
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Figure 9.8 – Évolution des premières fréquences propres de la membrane circulaire en fonction
du rayon de la membrane a. (Constantes physiques utilisées : T = 420N/m, σ =
0.267kg/m2.)

transverse y n’a pas de dépendance en θ. Dans ce cas, le Laplacien (9.4) s’écrit sans
le terme en ∂2/∂θ2 et on ne retrouve pas de contribution Θ(θ) dans la solution. Les
modes axisymétriques sont nommés 0m (cf. les Figs. 9.5-9.6).

2. Charge d’air – Dans les dérivations ci-dessus, on a considéré une membrane dans le
vide. Un modèle pour l’influence d’une charge d’air, exerçant une pression distribuée
sur la membrane, est développé dans [87, Chapitre 18]. L’effet de la charge d’air varie
avec la fréquence. En basse-fréquence, elle a pour effet d’augmenter les fréquences,
et dès ca. 500Hz, son influence est négligeable. (Des références d’études concernant
l’influence du rayonnement sur l’harmonicité chez des instruments concrets comme la
timbale ou le tabla seront données plus bas.)

En basse-fréquence, on peut approximer la charge d’air comme si elle correspondait
à la masse d’un disque d’air du rayon de la membrane et d’une épaisseur de [87,
Chapitre 18]

8a
3π
≈ 0,85a.

C’est la raison pour laquelle, dans le modèle présenté en Section 9.3, nous utiliserons
l’approximation grossière consistant à considérer une influence de la charge d’air
indépendamment de la fréquence sous la forme d’un terme s’ajoutant à la densité
massique de la membrane σ (dans le vide) :

σm , σ + 0,85aρair (charge d’un côté de la membrane)

σm , σ + 2 · 0,85aρair (charge des deux côtés de la membrane),

avec ρair la densité massique volumétrique de l’air.
3. Amortissement – On peut ajouter un amortissement fluide dans l’EDP (9.3), qui

devient

∆y =
∂2y
∂t2 + µ

∂y
∂t

,

avec µ [kg/m2s] un coefficient de frottement fluide. Procédant de la même manière
que ci-dessus, on obtient l’équation

T′′ + µT′ + λ2c2T = 0.
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La présence du terme µT′ a deux effets.

1. T(t) est maintenant exponentiellement amorti par e−
µ
2 t.

2. La fréquence ω = λc devient ωd =
√

ω−
( µ

2
)2.

On remarque dans [129, Chapitre 4] qu’en réalité, les coefficients µ/2 sont fonction
de la fréquence. Il y a des pertes associées avec la déflexion de la membrane qui
augmentent avec la fréquence, et des pertes associées avec la radiation du son qui
décroissent avec la fréquence. Souvent, l’effet net est que les modes haute-fréquence
sont amortis plus vite que les modes basse-fréquence.

Dans ce chapitre, l’influence de ce type d’amortissement sur les fréquences propres
de la membrane a été négligée. On considère seulement l’influence sur les fréquences
due au couplage avec une cavité, comme étudiée dans la sous-section suivante.

9.2.2 Vibration d’une membrane circulaire couplée à une cavité

dérivation de l’edp La membrane circulaire attachée au bord est couplée à une
cavité de volume V0 au repos comme montré Figure 9.9.

ra0

y(r, θ, t)

S θ

V0

Figure 9.9 – Membrane circulaire attachée au bord, couplée à une cavité

À cause du couplage entre la membrane et la cavité, une pression nette non nulle
peut agir sur la membrane pendant sa vibration. Selon la loi des gaz parfaits et en
supposant que le gaz dans la cavité n’a pas de dynamique (discuté plus en détail dans
la Section 9.3), cette pression nette ∆p(t) est le résultat instantané du changement net
du volume ∆V(t) de la cavité. On peut distinguer deux cas, selon le fait si un mode
(non) axisymétrique est excité (Fig. 9.10).

Pour le cas d’un mode non axisymétrique, le changement de volume net est toujours
nul. De ce fait, la pression nette appliquée sur la membrane par la cavité est aussi
nulle. On retrouve donc l’EDP de la membrane seule (9.3), et les modes propres non
axisymétriques du cas avec cavité, nommés Φnm(r, θ), n > 0, sont égaux aux modes
propres non axisymétriques du cas sans cavité, nommés Ψnm(r, θ), n > 0 :

{
Φnm(r, θ) = Ψnm(r, θ) = Jn(λnmr) cos nθ, n > 0,

Φ̂nm(r, θ) = Ψ̂nm(r, θ) = Jn(λnmr) sin nθ, n > 0,

avec les conditions au bord

ϕnm(a) , ψnm(a) = Jn(λnma) = 0.

Pour le cas des modes axisymétriques, où le changement de volume net n’est pas nul,
on peut procéder de la manière suivante. D’après [99] et en suivant un développement
comme ci-dessus, on peut formuler l’équation des ondes avec une source de pression
∆p(t) comme

T∆y(r, t) + ∆p(t) = σ
∂2

∂t2 y(r, t).
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∆V 6= 0

[ 5 mai 2021 at 0:15 – classicthesis v4.6 ]

(a) Mode axisymétrique

∆V = 0

[ 5 mai 2021 at 0:15 – classicthesis v4.6 ]

(b) Mode non axisymétrique

Figure 9.10 – Changement de volume de cavité suite à la vibration de la membrane

Selon la loi des gaz parfaits (cf. (9.14) ci-dessous), on peut calculer la pression nette
∆p(t) comme

∆p(t) = −γ
p0

V0
∆V(t),

où p0 est la pression atmosphérique, γ l’indice adiabatique, et ∆V(t) le changement de
volume, hachuré dans la Fig. 9.10(a), qui peut être calculé comme

∆V(t) =
∫

S
y(r, t) dS(r).

En somme, on obtient l’EDP suivante :

c2∆y(r, t)− ∂2

∂t2 y(r, t) =
γp0

σV0

∫

S
y(r, t)dS(r). (9.11)

On rappelle que σ peut être remplacé par σm si l’on veut prendre en compte l’influence
de la charge d’air, comme indiqué ci-dessus.

– solution de l’edp Dans [171], il est démontré que l’Équation (9.11), admet des
solutions axisymétriques

Φ0m(r, θ) , ϕ0m(r) , [J0(λmr)− J0(λma)] .

Par construction, la condition aux limites en r = a est satisfaite. En substituant ces
fonctions propres dans l’EDP (9.11), on obtient que les λm satisfont la condition
implicite 5 [171]

λ2
ma2 J0(λma) = − πa4γp0

TV0︸ ︷︷ ︸
,B

J2(λma), (9.12)

dans laquelle la grandeur sans dimension B peut être interprétée comme le rapport
entre la force de rappel appliquée par l’air dans la cavité et la tension de la membrane
[129].

remarque On souligne que dans ce modèle, la vibration du bord du fût 6 et la
vibration de l’air dans le fût ne sont pas prises en compte (Fig. 9.11).

5. Dans les simulations ci-dessous, les solutions de cette équation implicite sont obtenues par un
algorithme numérique utilisant un développement en série de Chebyshev [48].

6. Une mesure des modes du fût est effectuée dans [220] pour le cas d’une caisse claire, par interférométrie
holographique.
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modes de membrane

modes de fût

modes de cavité

[ 5 mai 2021 at 0:15 – classicthesis v4.6 ]

Figure 9.11 – Vibration prise en compte dans le modèle de la membrane couplée à une cavité
[Dessin d’après [207]]

– forme des modes propres Les trois premiers modes propres Φ0m(r, θ) de
la membrane circulaire couplée à une cavité sont dessinés dans la Figure 9.12. On
remarque que leur forme est similaire aux modes propres Ψ0m(r, θ) de la membrane
sans cavité, et que l’influence de la cavité est la plus grande pour la fréquence la plus
basse.

1.2 acoustique des membranophones 13
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Figure 1.12 – Comparaison des formes spatiales des premiers modes axisymétrique de la
membrane circulaire avec et sans couplage à un volume V0. (Valeurs physiques utilisées : ...
B = 11 ?.)

[ 28 avril 2021 at 16:37 – classicthesis v4.6 ]

Figure 9.12 – Comparaison des formes spatiales des premiers modes axisymétrique de la mem-
brane circulaire avec et sans couplage à un volume V0. (Valeurs physiques utilisées :
a = 1m, B = 11.)
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– fréquences des modes propres Sur la Figure 9.13, on montre l’évolution
des fréquences des modes axisymétriques de la membrane circulaire couplée à une
cavité en fonction du volume V0. On observe que les fréquences montent pour un petit
volume, et que la plage d’influence est la plus grande en basse-fréquence. En regardant
la condition (9.12), on peut quantifier ce comportement.

— Pour un volume V0 → +∞, la condition devient J0(λma) = 0, donc on retrouve
les modes propres axisymétriques du cas de la membrane sans cavité. Si le
volume est grand devant le changement de volume induit par le mouvement de
la membrane, la pression nette agissant sur la membrane sera petite.

— Pour un volume V0 → 0 (dans la limite que c’est géométriquement possible), la
condition devient J2(λma) = 0, donc les fréquences des modes axisymétriques
ϕ0m(r) se rapprochent des fréquences des modes non axisymétriques ϕ2m =
ψ2m = J2(λmr).
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Figure 9.13 – Évolution des fréquences des modes axisymétriques d’une membrane circulaire
couplée à une cavité de volume V0 variable. (Constantes physiques utilisées :
a = 0.162m, σ = 0.267kg/m2, T = 420N/m.)

Pour un volume V0 bien choisi, on peut rendre les modes Φn1, n > 0, harmoniques,
ce qui est fait chez la timbale (timpani ou kettledrum) 7 pour obtenir une sensation de
hauteur tonale [60, 129]. De plus, sur la Figure 9.14, on voit que l’on peut faire varier
les fréquences des modes axisymétriques Φ0m tellement, qu’ils croisent les fréquences
des modes non axisymétriques Φnm, n > 0 (non influencées par le volume), changeant
ainsi l’ordre fréquentiel des modes.

L’évolution des fréquences des modes en fonction du rayon a de la membrane est
montrée Figure 9.15.

— Pour un rayon a→ 0, la condition (9.12) devient J0(λma) = 0.

7. On ne détaille pas ici d’autres phénomènes physiques intervenant lors de ce couplage entre l’air de la
cavité, la membrane en vibration, et l’air autour de l’instrument lors du rayonnement, qui peuvent contribuer
à rapprocher cette série de fréquences d’un rapport 2 f : 3 f : 4 f : 5 f par rapport à une fondamentale f
absente [24, 60, 129]. En plus, on mentionne dans [60, Chapitre 14] que la note perçue a la fréquence 2 f , et
non pas celle de la fondamentale f absente (ambiguïté d’octave).

Pour une étude plus détaillée de la timbale, regarder [66, 91] utilisant des fonctions de Green, et [209]
utilisant des éléments finis.
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Figure 9.14 – Évolution des fréquences des modes axisymétriques d’une membrane circulaire
couplée à une cavité de volume V0 variable. Superposition des fréquences des
modes non axisymétriques. (Constantes physiques utilisées : a = 0.162m, σ =
0.267kg/m2, T = 420N/m.)

— Pour un rayon a → +∞, la condition devient J2(λma) = 0. Les fréquences des
modes axisymétriques ϕ0m(r) se rapprochent des fréquences des modes non
axisymétriques ϕ2m(r) = ψ2m(r) = J2(λmr).

Plus la surface S = πa2 de la membrane est grande pour un même volume V0, plus
le changement relatif de volume (et donc de pression) suite au mouvement de la
membrane peut être grand. Ici, des croisements de fréquence sont également possibles.

En revanche, si l’on modifie a et V0 en même temps de sorte que le rapport a4/V0
reste constant, B reste constant dans la condition (9.12) et on ne modifie pas les
fréquences des modes axisymétriques ϕ0m, tandis que les fréquences des modes non
axisymétriques ϕnm, n > 0 varient avec a (et ne sont pas influencées par V0) [129,
Chapitre 4].

Dans la Figure 9.16, on voit l’influence d’un changement de tension de la membrane
sur les fréquences propres. Comme pour un changement de volume V0 ou de rayon a, la
condition (9.12) peut se rapprocher de J0(λma) = 0 ou J2(λma) = 0, et des croisements
de fréquence sont possibles.

9.2.3 Déviations du modèle pour la vibration transverse d’une membrane circulaire attachée
au bord couplée à une cavité

On peut identifier plusieurs déviations du modèle pour la vibration transverse d’une
membrane circulaire attachée au bord couplée à une cavité spécifié ci-dessus, que
l’on peut rencontrer chez un vrai instrument de percussion : l’influence d’une densité
massique surfacique inhomogène, d’une tension inhomogène, et d’une modulation de
tension suite à une excitation forte.

– densité massique surfacique inhomogène Si un nombre d’instruments
utilise une membrane à densité massique surfacique homogène, comme le tom et
la caisse claire, la densité massique surfacique peut varier considérablement d’un
point de la membrane à un autre chez des instruments comme le tabla (Fig. 9.1(f)) et
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Figure 9.15 – Évolution des fréquences des modes (non) axisymétriques d’une membrane cir-
culaire couplée à une cavité, pour un changement du rayon de la membrane.
(Constantes physiques utilisées : σ = 0.267kg/m2, T = 420N/m, V0 = 0.0195m3.)
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Figure 9.16 – Évolution des fréquences des modes (non) axisymétriques d’une membrane cir-
culaire couplée à une cavité, pour un changement de la tension. (Constantes
physiques utilisées : a = 0.162m, σ = 0.267kg/m2, V0 = 0.0195m3.)
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mridanga indiens, ou encore chez le pat wain birman, suite à la méthode de production
(application de pâte). On peut s’en servir pour accorder 8 les modes basse-fréquence
selon une série harmonique [15, 157, 226, 227].

– tension inhomogène Un cercle est la forme géométrique se prêtant le mieux
à obtenir une tension homogène dans le domaine de la membrane, contrairement à
d’autres formes comme un carré ou rectangle.

Toutefois, certains mécanismes d’accordage des instruments de musique impliquent
une tension qui sera intrinsèquement légèrement non homogène. Pour le cas du tom
(schématisé dans la Fig. 10.15), on utilise 6 vis d’accordage. Même si l’on accorde ces
vis de sorte à ce qu’elles fournissent toutes une même tension dans leur environne-
ment direct, une baisse de tension s’installe naturellement entre deux vis. Un modèle
mathématique ad hoc pour ce phénomène [226] est illustré Figure 9.17.

[m]

−0.2 −0.1
0.0
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0.2

[m
]
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]
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2500 Distribution de tension :

T(r̃, θ̃) = d0T0 + [d(r̃)− d0] b(θ̃)T0,

avec rayon r̃ ∈ [0, 1], angle θ̃ ∈ [0, 2π], T0 =
2700N/m, d0 = 1, d1 = 1/3, q = π/16,N =
6,B0 = B6 = 1,B2 = B3 = B4 = 1/2,B1 =
B5 = 0 et

d(r̃) = d0

[
d1

d0

]r̃

b(θ̃) =
N

∑
n=0

Bne
− (θ̃−2πn/N)2

2q2 .

Figure 9.17 – Modèle mathématique ad hoc pour une distribution de tension dans une mem-
brane de tom circulaire de rayon a = 0.1778 : cas d’étude avec un désaccordage
extrême [226]

La tension inhomogène se manifeste sous la forme de dédoublements de pics (peak
doublings ou mode splitting) : un pair de modes non axisymétriques

{
Ψnm(r, θ) = Jn(λnmr) cos nθ

Ψ̂nm(r, θ) = Jn(λnmr) sin nθ,

ayant théoriquement la même fréquence, obtiennent des fréquences légèrement diffé-
rentes, ce qui mène à des battements [263]-[60, Chapitre 14].

Avec le modèle de tom décrit de la Figure 9.17, on obtient des écarts allant jusqu’à
21,4Hz en simulation [226], et on observe en effet des écarts de 2 à 28Hz dans la mesure
expérimentale chez un tom décrite dans [263].

En outre de l’influence sur la fréquence, l’inhomogénéité de la tension peut déformer
les lignes et cercles nodaux (p.ex. [7], et observé utilisant un type d’interférométrie
dans [263]). Deux cas sont montrés Fig. 9.18.

– modulation de tension (glissement fréquentiel) Lorsqu’une membrane
est frappée considérablement fort de sorte à obtenir des déplacements transverses plus
importants, on peut obtenir un glissement fréquentiel (pitch glide) [217]-[210, §2.2.7]-
[243]. Chez ce phénomène non linéaire, la tension est augmentée, ce qui résulte en des
fréquences modales plus élevées en début de vibration, qui décroissent ensuite jusqu’à
retrouver leurs valeurs constantes correspondantes au régime linéaire (que l’on pourrait
obtenir directement sans glissement fréquentiel dans le cas avec une excitation moins

8. Comme déjà mentionné, il y a une influence aditionnelle du rayonnement sur l’harmonicité de la
vibration de la membrane, par exemple chez le tabla [242] et le mridanga [37].
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Figure 9.18 – Possibles déformations de cercles et lignes modaux sous l’influence d’une tension
inhomogène

forte). Ce phénomène serait plus facilement réalisable dans le cas d’une membrane
accordée à une faible tension, où l’on a besoin de relativement moins de force pour
augmenter la tension de la membrane [210, §2.2.7].

Pour le cas d’un tom de 32− 33cm de diamètre, une augmentation de fréquence de
8− 10% (plus qu’un demi-ton) a été mentionnée dans [43, 214]. Dans [73], on mentionne
même un glissement fréquentiel de 20Hz (presque 4 demi-tons) en basse-fréquence
en frappant fort sur un tom. On mentionne que pour cet instrument, perceptivement,
ce phénomène pourrait être partiellement masqué par la présence de beaucoup de
composants haute-fréquence (à fort impact) dont la fréquence est beaucoup moins
influencée par un changement de tension. Dans [53, 86], le cas d’une grosse caisse est
considéré, où l’on mentionne des changements de fréquence de 6− 10% en la frappant
fort (ca. 3,5Hz ou un ton, dans le cas d’un déplacement transverse typique de 6mm).

9.3 modèle

Dans cette section, un modèle physique pour le dispositif montré dans la Figure
9.2 est développé (Sous-section 9.3.1) à partir du modèle de membrane couplée à une
cavité mentionné dans la Section précédente. Le modèle physique obtenu sera ensuite
réécrit sous la forme d’un Système Hamiltonien à Ports (Sous-section 9.3.2). Après un
adimensionnement (Sous-section 9.3.3), l’ordre du modèle à dimension infinie est réduit
à N modes de vibration grâce à une projection modale (Sous-section 9.3.4). Finalement,
une représentation alternative en espace d’état est donnée dans la Sous-section 9.3.5
ainsi qu’une simulation de la dynamique non contrôlé du modèle.

9.3.1 Modèle physique

9.3.1.1 Configuration

Le modèle est schématisé dans la Figure 9.19 dont les variables seront introduites
ci-dessous. Nous observons le couplage membrane–cavité–haut-parleur.

9.3.1.2 Hypothèses

Lors de l’établissement des équations du modèle physique, un certain nombre
d’hypothèses simplificatrices sont faites. Bien que ces hypothèses limitent la capacité
du modèle d’être représentatif du comportement physique détaillé du système, le
modèle résultant est considéré en premier lieu comme « modèle de contrôle » utilisée
pour la conception d’une loi de commande 9.

9. Après une évaluation de l’implémentation expérimentale de la loi de commande basée sur le présent
modèle physique, ce qui sera fait dans le Chapitre 10, on pourrait décider d’adapter le modèle physique
ainsi que le la loi de commande et de refaire un test expérimental.
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Figure 9.19 – Modèle du système

Les hypothèses prises dans l’établissement du modèle physique sont les suivantes.

1 – membrane

(H1a) La membrane exécute de petites déplacements transverses et sa tension est
uniforme.
(H1b) La vibration transverse de la membrane ne contient que des modes axisymé-
triques 10.
(H1c) Le rayonnement du son produit par la membrane dans l’air de la pièce dans
laquelle se trouve l’instrument est modélisé approximativement en ajoutant 0,85aρair à
la densité massique surfacique de la membrane [129], a étant le rayon de la membrane
et ρair la densité massique volumétrique de l’air.

2 – cavité

(H2a) La pression à l’intérieur de la cavité est uniforme (modèle à paramètres concentrés
sans propagation).
(H2b) L’air à l’intérieur de la cavité se comporte comme un gaz idéal subissant une
compression adiabatique.
(H2c) Au repos, la pression à l’intérieur de la cavité égale la pression atmosphérique à
l’extérieur. Ceci est réalisé automatiquement par des petits trous présents dans la paroi
cylindrique 11.

3 – haut-parleur

(H3a) Le haut-parleur est modélisé comme un piston plan.
(H3b) Le haut-parleur fonctionne au-dessus de sa fréquence de résonance.

10. Des modes avec des lignes nodales ne sont pas considérées dans le modèle parce qu’il n’y a pas
d’influence nette de la cavité comme mentionné ci-dessus : de par leur symétrie par rapport au plan au repos
de la membrane, à tout moment, un même volume monte et descend du plan au repos. Cette hypothèse
signifie en pratique que le musicien frappe la membrane au milieu, n’excitant que les modes axisymétriques.

11. Ce trou fonctionne comme la trompe d’Eustache dans l’oreille humaine [84, Chapitre 3]. On argumente
dans [60, Chapitre 14] chez l’exemple de la timbale qu’un tel trou (vent hole) n’a pas d’effet sur l’acoustique de
l’instrument vu sa petite dimension devant les longueurs d’onde des fréquences d’intérêt, la timbale n’ayant
peu d’énergie au-dessus de 1kHz (34cm). On peut supposer que c’est aussi le cas pour le tom. Toujours chez
la timbale, des expériences comparant les cas avec trou ouvert et bouché par du caoutchouc ont démontré
que le trou n’a très peu voire pas d’influence acoustique [218].
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9.3.1.3 Modèle physique

Le modèle physique du système sous les hypothèses énoncées ci-dessus est mainte-
nant établi. Il consistera de trois parties : la membrane (EDP) et le haut-parleur (EDO),
qui sont couplés à travers la cavité (relation statique), comme illustré Figure 9.19.

1 . membrane Sous les hypothèses (H1a)-(H1b), on peut formuler l’équation des
ondes avec une source de pression comme [99]

T∆ym(r, t) + pc(t) = σm
∂2

∂t2 ym(r, t) + µ
∂

∂t
ym(r, t), (9.13)

où ∆ = ∂2

∂r2 +
1
r

∂
∂r en coordonnées polaires, ym(r, t) est le déplacement transverse de

la membrane [m], T est la tension [N/m], σm = σ + 0,85aρair est la densité massique
surfacique équivalente [kg/m2] correspondant à (H1c), µ est un coefficient de frotte-
ment fluide 12 [kg/m2s

]
et pc est la pression nette [Pa] appliquée sur la membrane. La

vitesse d’onde dans la membrane est c =
√

T/σm.
La condition à la frontière de l’EDP (9.13) correspondant à une membrane attachée

au bord r = a est

ym(a, t) = 0.

La condition initiale représentant un coup avec une baguette 13 est

∂y
∂t

(r, 0) = −V0Iεδ0,

d’amplitude V0
[m

s
]
, Iε(r) étant une fonction lisse variant entre une valeur 1 à r = 0 et

0 à r ≥ ε, et δ0 la fonction δ de Dirac à t = 0.

2 . cavité Les hypothèses (H2a)-(H2b) correspondent à une valeur constante de
pVγ, avec p la pression totale, V le volume total et γ l’indice adiabatique de l’air 14. En
dérivant cette relation,

d(pVγ) = Vγ dp + γVγ−1 p dV = 0,

⇐⇒ dp
p

= −γ
dV
V

,

et, en approximant les différentielles par des différences et en utilisant les quantités
acoustiques pc et Vc, qui sont les déviations de la pression et le volume par rapport
aux valeurs p0 et V0 au repos,

{
pc , p− p0

Vc , V −V0,

on obtient la relation approximative (d’ordre 1)

pc

p0
= −γ

Vc

V0
. (9.14)

Il y a deux contributions au changement de volume Vc, qui sont hachurées dans
la Figure 9.19. Le volume change à cause du mouvement transverse de la membrane

12. Dissipation qui ne dépend pas de la fréquence. Une dissipation qui dépend de la fréquence est
η ∂3

∂2
r ∂t

ym(r, t) qui est p.ex. prise en compte dans le modèle de timbale de [91, 209] etc.
13. Pour une discussion plus précise sur le contact entre mailloche et membrane dans le cas de la timbale,

regarder [61, 209].
14. L’indice adiabatique du gaz parfait, ou coefficient de Laplace, est définie comme le rapport γ = CP/CV

entre les capacités thermiques isobare et isochore. Pour l’air, qui contient surtout les gaz diatomiques diazote
N2 et dioxygène O2, on utilise une valeur de 1,4 à une température de 20◦C.
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supérieure et à cause de la position de la membrane du haut-parleur, qui est modélisé
par un piston plan de position verticale `l et de surface effective Sl. Ainsi,

Vc(t) =
∫

S
ym(r, t) dS(r)− Sl`l(t), (9.15)

avec dS(r) = 2πr dr, r ∈ [0, a]. Après substitution de (9.15) dans (9.14), on obtient

pc(t) = −γ
p0

V0

[∫

S
ym(r, t)dS(r)− Sl`l(t)

]
. (9.16)

3 . haut-parleur D’après l’Hypothèse du piston plan (H3a), le haut-parleur est
modélisé comme un disque rigide de surface effective Sl. La balance des forces sur ce
disque correspond à

ml
῭

l(t) + cl
˙̀
l(t) + kl`l(t) = −Sl pc(t) + Blil(t). (9.17)

Le membre gauche de cette expression représente les forces d’un système masse-
amortisseur-ressort standard avec une masse ml, un amortissement cl et une raideur kl
équivalents. La pression dans la cavité applique une force −Sl pc(t) sur le haut-parleur
(force de réaction correspondant à pc qui est la pression des parois sur le gaz). Le
courant il(t) est commandé. Elle induit une force de Laplace Blil(t), avec B le champ
magnétique [T] et l [m] la longueur de la bobine du haut-parleur à l’intérieur du champ
magnétique. Plus d’informations concernant ce modèle 15 à paramètres concentrées de
Thiele & Small [230, 231, 239, 240] seront données dans la Section 10.1.3 du chapitre
prochain.

9.3.2 Modèle SHP : modèle hybride

modèle hybride (edp–edo) En combinaisant les Équations (9.13)-(9.16)-(9.17),
on obtient un modèle hybride (EDP–EDO) :





T∆ym(r, t) + pc(t) = σm
∂2

∂t2 ym(r, t) + µ
∂

∂t
ym(r, t)

pc(t) = −γ
p0

V0

[∫

S
ym(r, t)dS(r)− Sl`l(t)

]

ml
῭

l(t) + cl
˙̀
l(t) + kl`l(t) = −Sl pc(t) + Blil(t),

dont les variables et constantes physiques sont récapitulées dans le Tableau 9.2.
On propose de réécrire ce modèle sous la forme d’un Système Hamiltonien à

Ports (SHP) hybride, combinant des états de dimension infinie (EDP) et des états de
dimension finie (EDO). À cette fin, les éléments de la Définition 4.2 (Sous-section 4.1.2)
sont énoncés, avant de formuler le modèle SHP.

9.3.2.1 État

Soit Ω , (0, a). On définit l’état comme

x ,




πm(r, t)

εm(r, t)

Vc(t)

πl(t)

`l(t)




,

contenant les variables définies dans le Tableau 9.3

15. Pour plus d’informations sur les différents phénomènes non linéaires présents dans les haut-parleurs
et comment les inclure dans un modèle à paramètres localisés de type Thiele & Small, voir [125, 131, 141,
205]-[83, et les références y figurant]. Il existe aussi des modèles de haut-parleur EDP prenant en compte la
dépendance spatiale du mouvement de la membrane (p.ex. [202] pour le cas d’un modèle non linéaire).
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Tableau 9.2 – Liste des variables et constantes physiques du modèle de tom
Variables indépendantes

r [m] coordonnée radiale de la membrane supérieure

t [s] temps

Variables dépendantes

ym(r, t) [m] déplacement transversal de la membrane

pc(t)
[

N
m2

]
pression incrémentale dans la cavité

`l(t) [m] position verticale du haut-parleur

il(t) [A] courant du haut-parleur

Constantes

T
[

N
m

]
tension dans la membrane supérieure

σm

[
kg
m2

]
densité surfacique de la membrane supérieure équi-
valente

σm = σ + 0,85aρair

c
[m

s
]

vitesse d’onde dans la membrane supérieure c =
√

T
σm

a [m] rayon de la membrane supérieure

S [m2] surface de la membrane supérieure S = πa2

γ [−] indice adiabatique de l’air

p0

[
N

m2

]
pression initiale dans la cavité

V0 [m3] volume initiale de la cavité

Sl [m2] surface du haut-parleur (piston plan)

ml [kg] masse du haut-parleur

cl

[
kg
s

]
amortissement du haut-parleur

kl

[
N
m

]
raideur du haut-parleur

Bl
[

N
A

]
facteur de la force de Laplace

Tableau 9.3 – Liste des états du modèle de tom
Variables d’état

πm(r, t)
[

kg
m·s
]

quantité de mouvement surfacique de la membrane
supérieure

πm = σm
∂ym
∂t

εm(r, t) [−] déformation de la membrane supérieure εm = ∇ym = ∂ym
∂r

Vc(t) [m3] volume incrémental de la cavité

πl(t)
[
kg m

s
]

quantité de mouvement de la membrane du haut-
parleur

πl = ml
˙̀
l

`l(t) [m] position verticale de la membrane du haut-parleur

L’espace d’état est l’espace de Hilbert

X , H1
0(Ω, R; 2πr dr)× H1(Ω, R; 2πr dr)×R3,

muni du produit scalaire 〈x, y〉X qui est défini à partir du Hamiltonien, comme introduit
ci-dessous.

9.3.2.2 Énergie

La fonction hamiltonienne H(x(t)) du système représente son énergie en fonction
de l’état x(t). Cette énergie est la somme des 5 contributions suivantes.
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— L’énergie cinétique de la membrane :

Em,c =
1
2

∫

S
π2

m
σm

dS(r).

— L’énergie élastique de la membrane :

Em,e =
1
2

∫

S
Tε2

mdS(r).

— L’énergie de compression adiabatique de l’air dans la cavité : à partir de Ec =∫ Vc
0 (−pc) dVc et en utilisant la relation (9.14), on obtient

Ec =
γp0V0

2

(
Vc

V0

)2
=

E0

2

(
Vc

V0

)2
, (9.18)

avec E0 , γp0V0.
Remarque – Interprétation de l’énergie de compression comme un Hamiltonien « décalé »
(en fonction d’un variable de déviation) L’énergie de compression du gaz dans la
cavité peut être interprétée d’une autre manière. L’énergie de compression d’un
gaz à volume V peut aussi être obtenue comme

Egaz = Egaz,0

(
V
V0

)1−γ

,

par rapport à l’énergie au repos Egaz,0 = Cv
R p0V0. Prenant cette énergie comme

hamiltonien H̃(V) en fonction du volume V = V0 + Vc, on peut définir un
hamiltonien « décalé » 16 H(Vc) en fonction de la déviation de volume Vc par
rapport au volume au repos V0 comme

H(Vc) = H̃(V)−
[

H̃(V0) +
dH̃
dV

∣∣∣∣
V=V0

·Vc

]

= Egaz,0

(
1 +

Vc

V0

)1−γ

−
[

Egaz,0 + Egaz,0(1− γ)
Vc

V0

]

= Egaz,0

[(
1 +

Vc

V0

)1−γ

− 1− (1− γ)
Vc

V0

]

Son approximation quadratique, de laquelle la loi linéarisée gouvernant la pres-
sion découle, est donnée par le développement limité en série binomiale à l’ordre
2 :

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α− 1)

2
x2 +O(x3).

On obtient

H(Vc) ≈ Egaz,0

[
�1 +
�
��

��
(1− γ)

Vc

V0
+

γ(1− γ)

2

(
Vc

V0

)2
− �1−

�
��

��
(1− γ)

Vc

V0

]

= Egaz,0
γ(γ− 1)

2

(
Vc

V0

)2
.

Substituant Egaz,0, et sachant que γ =
Cp
CV

et R = Cp − Cv, on obtient

H(Vc) =
γp0V0

2

(
Vc

V0

)2
,

16. Shifted Hamiltonian, [167, Éq. 7].



9.3 modèle 109

comme l’expression de l’Éq. (9.18).
La dérivée de l’énergie Ec par rapport au variable d’état Vc, dont on aura besoin
plus bas, est

dEc

dVc
= γ

p0

V0
Vc

(9.14)
= −pc.

— L’énergie cinétique du haut-parleur :

El,c =
1
2

π2
l

ml
.

— L’énergie élastique du ressort du haut-parleur :

El,e =
1
2

kl`
2
l .

9.3.2.3 Produit scalaire et fonction hamiltonienne

On définit le produit scalaire

〈x, y〉X ,

∫

S

[
x1(r) x2(r)

]
Lm

[
y1(r)

y2(r)

]
dS(r) +

[
x3 x4 x5

]
Lc&l




y3

y4

y5


 (9.19)

avec

Lm = diag
(

1
σm

, T
)
� 0, Lc&l = diag

(
E0

V2
0

,
1

ml
, kl

)
� 0.

Avec ce produit scalaire, la fonction hamiltonienne

H(x) =
1
2
〈x, x〉X = Em,c + Em,e + Ec + El,c + El,e

correspond à l’énergie totale du système.

9.3.2.4 Dérivée de la fonction hamiltonienne

Nous avons affaire à un PHS mixte qui combine une partie de dimension finie et une
partie de dimension infinie. De ce fait, on peut définir la dérivée DxH(x) qui contient
à la fois des dérivées variationnelles, pour les variables d’état de dimension infinie, et
des gradients, pour les variables d’état de dimension finie :

DxH(x) =

[
δxmH(x)

∇xc&lH(x)

]
= Lx.

On remarque que

Lx =
[

πm
σm

Tε E0
V2

0
Vc(= −pc)

πl
ml

kl`l

]ᵀ
,

qui représente respectivement la vitesse de la membrane, la projection radiale de la
force de tension de la membrane (pour des petits déplacements), la densité d’énergie
de la cavité (= − la pression dans la cavité), la vitesse du haut-parleur et la force
élastique sur le haut-parleur.
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9.3.2.5 Modèle SHP

On obtient le modèle SHP
{

∂tx = (J −R)DxH(x) + Gu

y = G?δxH(x)

où la première équation correspond à

∂

∂t




πm

εm

Vc

πl

`l


 =







0 div −1 0 0

grad 0 0 0 0
∫
S ·dS 0 0 −Sl 0

0 0 Sl 0 −1

0 0 0 1 0


−




µ 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 cl 0

0 0 0 0 0










πm
σm

Tε
E0
V2

0
Vc

πl
ml

kl`l



+




0

0

0

Bl

0


 il

(9.20)

et la deuxième à

y = Bl ˙̀
l. (9.21)

Dans la première équation, 1 représente l’opérateur unitaire. L’opérateur (matrice)
R = diag(µ≥0, 0,0,cl≥0, 0) est semi-définie positive. L’opérateur J a comme domaine

D(J ) = H0(grad)× H(div)×R3,

où grad = ∂
∂r et div =

(
∂
∂r +

1
r

)
dans des coordonnées polaires, en prenant en compte

la Hypothèse (H1b) qui implique qu’il n’y a pas de variation dans la direction angulaire.
Par une intégration par parties, on prouve que l’opérateur J est formellement anti-
auto-adjoint (Lemme C.1 de l’Annexe C).

La deuxième équation du modèle SHP, (9.21), représente la force électromotrice. Ainsi,
le produit entre entrée il et sortie ul représente la puissance électrique apportée au
haut-parleur du système. Cette deuxième équation ne sera pas considérée explicitement
dans la suite des développements.

9.3.3 Modèle SHP : adimensionnement du modèle hybride

Nous procédons ensuite à une mise à l’échelle du modèle SHP (9.20)-(9.21). Ce
procédé consiste à remplacer chaque variable (in)dépendante v par sa version adimen-
sionnée ṽ selon

ṽ , v− v0

vref
. (9.22)

Ici, v0 est une valeur qui sert à déplacer le zéro (v0 = 0 dans la suite) et vref est une
valeur de référence à préciser. Puisque les grandeurs v, v0 et vref ont la même unité
physique, ṽ est une grandeur sans dimension.

On commence par substituer les variables par (9.22) dans le modèle (9.20)-(9.21) et par
appliquer la règle de dérivation en chaîne. Ensuite, on obtient des relations algébriques
entre les valeurs de référence vref. Finalement, on peut choisir un certain nombre de
valeurs de référence au choix et les autres valeurs de référence en découlent 17. Pour
les valeurs de références au choix, on prend souvent des grandeurs caractéristiques du
problème physique sous considération (p.ex. une distance [m] d’un objet, etc.) 18.

Ici, la mise à l’échelle du modèle SHP est effectuée afin de réduire le nombre de
constantes physiques présentes dans la suite des calculs 19. Des groupes adimensionnées

17. Pour plus d’infos sur l’analyse dimensionnelle et le nombre de groupes adimensionnées, voir le
Théorème de Buckingham-Pi ([41, 265, 272] avec de nombreux exemples).

18. Dans [138], la procédure de mise à l’échelle est appliquée à plusieurs EDOs et EDPs typiques.
19. Dans d’autres contextes, une remise à l’échelle peut aussi remédier à des problèmes numériques

présents quand les différentes variables du modèle ont des ordres de grandeurs très différents. Après une
mise à l’échelle, on peut les faire varier toutes dans l’intervalle [0, 1] par exemple [138].
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apparaîtront, que l’on peut soit donner la valeur 1 par un choix judicieux des valeurs
de référence, soit renommer par une lettre.

Après un calcul qui est explicité dans la Section C.2.2 en Annexe, on obtient le
modèle SHP adimensionné suivant :

∂

∂t̃




π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l

˜̀ l


 =







0
(

∂
∂r̃ +

1
r̃

)
−α1 0 0

∂
∂r̃ 0 0 0 0

α
∫
S̃ ·dS̃ 0 0 −β1 0

0 0 β1 0 −β2

0 0 0 β2 0


−




ξ 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 ζ 0

0 0 0 0 0










π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l

˜̀ l


+




0

0

0

1

0


 ĩl ,

(9.23)

où dS̃ = 2πr̃ dr̃, r̃ ∈ Ω̃ = [0, 1] et les formules d’adimensionnement sont données dans
le Tableau 9.4.

Tableau 9.4 – Adimensionnement des variables et constantes

r̃= r
a t̃= c

a t S̃= Sa2

π̃m= πm
a−1
√

σmγp0V0
ε̃m= εm

a−1
√

γp0V0T−1
Ṽc=

Vc
V0

π̃l=
πl√

mlγp0V0

˜̀
l=

`l√
k−1

l γp0V0

H̃= H
γp0V0

ĩl=
il

c(aBl)−1
√

mlγp0V0
ζ= acl

cml
ξ= µa

cσm

α= a2

c

√
γp0

σmV0
β1=

aSl
c

√
γp0

mlV0
β2=

a
c

√
kl
ml

p̃c=
pc
p0

ỹm= ym
a ϕ̃n=ϕn

z̃n=
zn
a λ̃n=aλn f̃= a

c f

9.3.4 Modèle SHP de dimension finie : projection modale et réduction d’ordre

9.3.4.1 Choix de la base modale

Nous procédons à une projection modale du modèle SHP sur une base modale
orthonormale au choix. Le résultat sera tronqué à N modes et ainsi, une réduction
d’ordre approximative est obtenue, remplaçant le modèle hybride EDP–EDO par un
modèle purement EDO, qui sera utilisé plus tard pour la conception de la loi de
commande.

Pour effectuer la projection modale d’une variable ṽ(r̃, t̃) sur une fonction de la base
˜̄w(r̃), le produit scalaire suivant est défini, en version adimensionnée comme

〈ṽ(r̃, t̃), ˜̄w(r̃)〉P ,
∫

S̃
ṽ(r̃, t̃) ˜̄w(r̃)dS̃ = 2π

∫ 1

0
ṽ(r̃, t̃) ˜̄w(r̃)r̃ dr̃,

où en version redimensionnée comme

〈v(r, t), w̄(r)〉P , 1
a2

∫

S
v(r, t)w̄(r)dS =

2π

a2

∫ a

0
v(r, t)w̄(r)r dr.

(Ici, w̄(r) indique une fonction de la base modale (encore à définir), et ˜̄w sa version
adimensionnée.)

Une possibilité serait de construire une base modale composée des modes propres
axisymétriques de la membrane circulaire encastrée au bord (cf. la Sous-section 9.2.1),
grâce au lemme suivant.
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Lemme 9.1. Les fonctions
{

ψ̄n(r) ,
1√

π J1(λna)
J0(λnr)

}
,

avec λn t.q. J0(λna) = 0, forment une base orthonormale.

Démonstration. En Sous-section C.2.3 de l’Annexe C.

Nous choisissons d’utiliser une base modale composée des modes propres axisy-
métriques de la membrane circulaire encastrée au bord couplée à une cavité (cf. la
Sous-section 9.2.2), selon le lemme suivant.

Lemme 9.2. Les fonctions
{

ϕ̄n(r) ,
1

wn
[J0(λnr)− J0(λna)]

}
,

avec λn qui satisfait (9.12) et les poids

wn = λna |J0(λna)|
√

2π

(
a4λ4

n
8B2 −

a2λ2
n

4B
+

1
B
+

1
8

)
,

forment une base orthonormale.

Démonstration. En Sous-section C.2.3 de l’Annexe C.

On souligne que pour les λn satisfaisant la condition (9.12) qui sont utilisés dans le
Lemme 9.2, on a que J0(λna) 6= 0, contrairement au cas de la membrane seule (Lemme
9.1).

adimensionnement de la base modale On prend ϕ̄ref
n , 1, de sorte que

˜̄ϕ(r̃) = ϕ̄(r̃). La base modale s’écrit alors
{

˜̄ϕn(r) =
1

wn

[
J0(λ̃n r̃)− J0(λ̃n)

]}
,

et la condition implicite des fréquences (9.12) devient

λ̃2
n J0(λ̃n) = −BJ2(λ̃n). (9.24)

9.3.4.2 Projection modale du SHP et troncation à N modes

procédure La projection modale correspond à

ym(r, t) =
+∞

∑
n=1

ϕ̄n(r)zn(t),

où les fonctions spatiales ϕ̄n(r) de la base modale sont définies dans le Lemme 9.2 et où
les évolutions temporelles zn(t) sont inconnues et seront obtenues par une simulation
du modèle.

Une troncature à N modes est effectuée :

ym(r, t) ≈
N

∑
n=1

ϕ̄n(r)zn(t).

On note que les modes des ordres les plus bas sont les plus importants pour le son
produit [129]. De plus, ce sont ces modes qui sont le plus influencés par la cavité [171],
comme illustré dans la Figure 9.12.

Alternativement, en variables adimensionnées, on note

ỹm(r̃, t̃) ≈
N

∑
n=1

˜̄ϕn(r̃)z̃n(t̃).
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shp projeté et tronqué Après les calculs détaillés en Sous-section C.2.3, un SHP
de dimension finie (EDO pure) est obtenu. Pour N = 2 modes, par exemple, il s’écrit
de la façon suivante :

d
dt̃




z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

Ṽc

π̃l

˜̀ l




=







0 0 1
κ2 0 0 0 0

0 0 0 1
κ2 0 0 0

− 1
κ2 0 0 0

√
πα

κBχI,1
λ̃1sign1 0 0

0 − 1
κ2 0 0

√
πα

κBχI,2
λ̃2sign2 0 0

0 0 −
√

πα
κBχI,1

λ̃1sign1−
√

πα
κBχI,2

λ̃2sign2 0 −β1 0

0 0 0 0 β1 0 −β2

0 0 0 0 0 β2 0




−




0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 ξ

κ2 0 0 0 0

0 0 0 ξ

κ2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ζ 0

0 0 0 0 0 0 0







×

×




κ2λ̃2
1

χ2
I I,1

χ2
I,1

− κ2
B

λ̃1 λ̃2
χI,1χI,2

sign1sign2 0 0 0 0 0

− κ2
B

λ̃1 λ̃2
χI,1χI,2

sign1sign2 κ2λ̃2
2

χ2
I I,2

χ2
I,2

0 0 0 0 0

0 0 κ2 0 0 0 0

0 0 0 κ2 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1







z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

Ṽc

π̃l

˜̀ l




+




0

0

0

0

0

1

0




ĩl, (9.25)

où signi , sign
(

J0(λ̃i)
)

et





κ , a
√

T(γp0V0)−1

χI,i ,
√

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 2
B

χI I,i ,

√
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B
+

1
4
+

1
B

.

Ce SHP tronqué contient 2N + 3 équations, pour un nombre de modes axisymétriques
de la membrane N au choix : 2N équations pour les N modes de la membrane, une
équation pour la cavité, et 2 équations pour le haut-parleur.

Les SHP projetés pour les cas N = 1 et N = 3 sont également explicités dans la
Sous-section C.2.3.

9.3.5 Représentation d’état

La (2N + 1)me ligne du modèle SHP tronqué (9.25) représente la version projetée

−Ṽc =
1
γ

p̃c(t̃) =
N

∑
i=1

√
πακ

BχI,i
λ̃isign

(
J0(λ̃i)

)
z̃i(t̃) +

β1

β2
˜̀

l(t̃) (9.26)

de l’équation statique de la cavité (9.16). Cette relation algébrique est instantanée, et,
du point de vue de l’automatique, redondante. Elle peut être enlevée du SHP (9.25)
qui peut alors être réécrit comme une représentation en espace d’état classique

{
ẋ = Ax + Bu

y = Cx.
(9.27)
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Dans cette écriture, l’état x ∈ R2N+2 correspond à l’état utilisé dans (9.25) mais dont la
variable du volume Ṽc (reliée à la pression p̃c) a été enlevée. Cet état ne contient alors
plus que des véritables degrés de liberté. L’entrée du système u(t̃) est le courant du
haut-parleur ĩ(t̃), et la sortie du système y(t̃) est la mesure physique de la pression
dans la cavité p̃c(t̃).

Pour le cas N = 2, la forme (9.27) correspond à

d
dt̃




z̃1
z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

π̃l
˜̀
l




=




0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

−λ̃2
1

χ2
I I,1

χ2
I,1
− πα2

B2χ2
I,1

λ̃2
1

λ̃1 λ̃2
B

sign1sign2
χI,1χI,2

− πα2

B2χI,1χI,2
λ̃1 λ̃2sign1sign2 −ξ 0 0 − β1

β2

√
πα

κBχI,1
λ̃1sign1

λ̃1 λ̃2
B

sign1sign2
χI,1χI,2

− πα2

B2χI,1χI,2
λ̃1 λ̃2sign1sign2 −λ̃2

2
χ2

I I,2
χ2

I,2
− πα2

B2χ2
I,2

λ̃2
2 0 −ξ 0 − β1

β2

√
πα

κBχI,2
λ̃2sign2

−β1
κ
√

πα
BχI,1

λ̃1sign1 −β1
κ
√

πα
BχI,2

λ̃2sign2 0 0 −ζ −β2 −
β2

1
β2

0 0 0 0 β2 0







z̃1
z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

π̃l
˜̀
l




+




0

0

0

0

1

0




ĩl

y =
[
γ κ
√

πα
BχI,1

λ̃1sign1 γ κ
√

πα
BχI,2

λ̃2sign2 0 0 0 γ
β1
β2

]




z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

π̃l
˜̀

l




,

où l’abréviation signi , sign
(

J0
(
λ̃i
))

est utilisée. Les cas N = 1 et N = 3 sont
explicités dans la Sous-section C.2.4.

Par la suite, la représentation (9.27) sera utilisée pour la conception de la loi de
commande.

simulation 1 Dans le présent chapitre, la simulation du modèle de tom (9.27) est
revisitée à plusieurs reprises, avec un état initial zéro à l’exception des vitesses modales
∂t̃ z̃i = −0.001, et avec B = 5.54, κ = 0.171, γ = 1.4, α = 1.33, β1 = 0.768, β2 = 0.353,
ζ = 0.0923, ξ = 0.1 comme paramètres physiques du modèle. L’évolution temporelle
du modèle est simulée en utilisant une méthode numérique standard (Adams/BDF
avec détection automatique de raideur numérique et commutation [113], avec un pas
temporel ∆t̃ = 0.001).

Une première simulation concerne le cas du modèle à N = 2 modes sans contrôle
(Fig. 9.20). On remarque que la simulation du déplacement de la membrane à son
milieu,

ỹ(r̃ = 0, t̃) = J0(0)z̃1(t̃) + J0(0)z̃2(t̃),

contient trois fréquences : les deux fréquences correspondant aux deux modes de
membrane axisymétriques modélisés, et une petite contribution basse-fréquence qui
est la fréquence de résonance du haut-parleur, qui oscille librement par sympathie à
travers le couplage membrane–cavité–haut-parleur.

L’évolution de l’état entier du SHP est montrée Figure 9.21. Ici, la variable Ṽc, ne
faisant pas partie de la reformulation (9.27) qui a été simulée, est calculée avec la
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Figure 9.20 – Simulation du système non contrôlé, avec N = 2 modes : évolution du déplacement
au milieu de la membrane ỹ(0, t̃) et son contenu fréquentiel.

relation statique (9.26). Dans la même figure, on voit aussi l’évolution temporelle du
Hamiltonien du système discrétisé, calculé comme

H̃ (x̃ (t̃)) =
[
z̃1 z2 ∂t̃ z̃1 ∂t̃ z̃2 Ṽc π̃l

˜̀
l

]




W̃

1

1







z̃1

z2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

Ṽc

π̃l
˜̀

l




,

où la matrice W̃ est définie par l’Équation (C.25) en Annexe C. Au début de la
simulation, une énergie initiale est apportée au système sous la forme des conditions
initiales représentant un coup de mailloche. Ensuite, au cours de la vibration de
l’instrument, cette énergie est dissipée dans la membrane supérieure (µ) et dans
l’amortisseur (équivalent) du haut-parleur (cl), ce qui correspond à un Hamiltonien
décroissant.

9.4 contrôle modal

Un observateur–régulateur est développé qui a pour but de changer des fréquences
(et/ou amortissements) des premiers N modes axisymétriques de la membrane (z̃i),
utilisant le modèle tronqué à N modes (9.25). D’abord, le régulateur temps-fini est
conçu sous l’hypothèse que tout l’état est connu (Sous-section 9.4.1), et ensuite, l’obser-
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Figure 9.21 – Simulation du système non contrôlé, avec N = 2 modes : évolution de l’état entier
et du Hamiltonien.
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vateur temps fini est ajouté (Sous-section 9.4.2). Finalement, dans la Sous-section 9.4.3,
quelques remarques envers une implémentation pratique sont données.

9.4.1 Régulateur en temps fini

Dans cette sous-section, une loi de commande pour le courant du haut-parleur
ĩl est développée, supposant la connaissance de la pression p̃c dans la cavité et les
évolutions temporelles z̃i des N premiers modes. En changeant la position verticale du
haut-parleur, le volume et donc la pression de la cavité sont changés. Cette pression agit
sur la membrane supérieure du tom, influençant ainsi son comportement vibratoire.
Ce dispositif est schématisé dans la Figure 9.22.

zi(t)

pc(t)

il(t)

contrôleur

Figure 9.22 – Disposition du contrôleur : mesure de la pression dans la cavité pc(t) et évolutions
temporelles des modes de la membrane zi(t) comme entrée, et courant du haut-
parleur il(t) comme sortie.

La conception de la loi de commande basée sur le modèle projeté à N modes (9.27)
consiste en trois étapes : un placement de pôles sur la membrane, l’utilisation du
couplage entre les trois sous-systèmes, et un contrôle de position du haut-parleur en
temps fini.

9.4.1.1 Étape 1 : Contrôle de la membrane par un placement de pôles

Les premières 2N équations du modèle (9.25) représentent le sous-système de la
membrane : N modes axisymétriques soumis à une pression uniforme p̃c que l’on
considère ici comme une entrée intermédiaire (même si on ne la contrôle pas directe-
ment). On peut réécrire ce sous-système comme un système linéaire contrôlé par la
pression

d
dt̃




...

z̃i(t̃)
...
...

d
dt̃ z̃i(t̃)

...




= Am




...

z̃i(t̃)
...
...

d
dt̃ z̃i(t̃)

...




+ Bm p̃c(t̃), (9.28)
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où les matrices Am et Bm sont spécifiées dans dans la Section C.3.1 de l’Annexe C pour
les cas N = 1, 2, 3. Pour le cas N = 2, ce système s’écrit

d
dt̃




z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2



=




0 0 1 0

0 0 0 1

−λ̃2
1

χ2
I I,1

χ2
I,1

1
B

λ̃1λ̃2
χI,1χI,2

sign1sign2 −ξ 0

1
B

λ̃1λ̃2
χI,1χI,2

sign1sign2 −λ̃2
2

χ2
I I,2

χ2
I,2

0 −ξ







z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2




+




0

0

−
√

πα
γκBχI,1

λ̃1sign1

−
√

πα
γκBχI,2

λ̃2sign2




p̃c (9.29)

On montre également dans la Sous-section C.3.1 que le système (9.28) est comman-
dable. Il est alors possible de définir une loi de commande

p̃?c (t̃) = −
K

∑
i=1

[
ki,a z̃i(t̃) + ki,b

d
dt̃

z̃i(t̃)
]
= −K




...

z̃i(t̃)
...
...

d
dt̃ z̃i(t̃)

...




, (9.30)

qui réalise un placement de pôles, de sorte à obtenir le système bouclé

d
dt̃




...

z̃i(t̃)
...
...

d
dt̃ z̃i(t̃)

...




= (Am − BmK)




...

z̃i(t̃)
...
...

d
dt̃ z̃i(t̃)

...




, (9.31)

où le vecteur K contient les constantes ki,a et ki,b qui sont choisies de telle manière à
obtenir des fréquences et amortissements désirés pour la dynamique des N modes en
boucle fermée.

Notons que dans le vrai système du tom, on n’est pas capable de piloter la pression
p̃c directement. On utilisera la « commande » (9.30) comme valeur désirée dans la suite
(indiquée avec un astérisque) : le but est maintenant de faire en sorte que la pression
dans la cavité p̃c est contrôlée vers la pression cible p̃?c (9.30).

9.4.1.2 Étape 2 : Couplage statique entre les sous-systèmes

La (2N + 1)me ligne du modèle (9.25) nous donne une relation statique entre les
évolutions temporelles z̃i(t̃) des premiers N modes de la membrane, la pression p̃c(t̃)
dans la cavité et la position `l(t̃) du haut-parleur (Éq. (9.26)) :

1
γ

p̃c(t̃) =
N

∑
i=1

√
πακ

BχI,i
λ̃isign

(
J0(λ̃i)

)
z̃i(t̃) +

β1

β2
˜̀

l(t̃).
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— Si l’on substitue des mesures des z̃m
i (t̃) ("m" pour "mesuré") et de la pression

p̃m
c (t̃) dans cette relation statique, on obtient une mesure (implicite) de la position

du haut-parleur :

˜̀
l(t̃) , ˜̀m

l (t̃).

(Une mesure directe de la position du haut-parleur par un capteur de position
dans l’instrument serait difficile à implémenter.)

— Si l’on substitue des mesures des z̃m
i (t̃) et la pression cible p?c (t̃) (9.30), on obtient

une référence pour la position du haut-parleur :

˜̀
l(t̃) , ˜̀?

l (t̃).

De cette manière, une erreur de pression

p̃m
c (t̃)− p̃?c (t̃)

est réécrite comme une erreur de position

˜̀m
l (t̃)− ˜̀?

l (t̃),

qui sera utilisée pour la conception d’un contrôle de position de la membrane du
haut-parleur en temps fini dans l’étape suivante.

9.4.1.3 Étape 3 : Contrôle en temps fini du haut-parleur vers une dynamique cible

Il a été montré dans la Sous-section 6.2.3 comment une loi de commande en temps
fini pour un double intégrateur peut être utilisée pour formuler une loi de commande
passive pour le courant d’un haut-parleur dans le but de contrôler sa position `m

l (t̃)
vers une position cible `?l (t̃) dans un temps fini.

L’avant-dernière équation du modèle (9.25) représente l’ODE du haut-parleur (9.17)
(adimensionnée) et peut être réécrite comme

1
β2

d2

dt̃2
˜̀

l +
ζ

β2

d
dt̃

˜̀
l + β2 ˜̀

l = −
β1

γ
p̃c + ĩl.

Par identification, on trouve que la loi de commande passive en temps fini correspon-
dante est la suivante :

ĩl =
β1
γ p̃m

c + β2 ˜̀m
l + ζ

β2

d
dt̃

˜̀m
l − k̄3

( ˜̀m
l − ˜̀?

l
)
− k̄4

(
d
dt̃

˜̀m
l −

d
dt̃

˜̀?
l

)

− 1
β2

(
k̄1
⌊ ˜̀m

l − ˜̀?
l
⌉ ᾱ

2−ᾱ + k̄2

⌊
d
dt̃

˜̀m
l −

d
dt̃

˜̀?
l

⌉ᾱ
)

, (9.32)

avec des paramètres de contrôle k̄1, k̄2 > 0, ᾱ ∈ ]0, 1[, k̄3 > β2, k̄4 > ζ
β2

. Les signaux

`m
l (t̃) et `?l (t̃) définis dans l’Étape 2 sont substitués dans cette loi de commande. (Une

dérivation numérique est nécessaire pour calculer les dérivées temporelles de ces
signaux.)

stabilité de la structure en cascade En appliquant la loi de commande
(9.32), la pression cible p̃?c (t̃) dans la cavité peut être obtenue, réalisant le contrôle
par placement de pôles de la membrane supérieure. Cette structure du régulateur est
montrée dans la Figure 9.23.

Le système global peut être considéré au sens d’une perturbation singulière. La
membrane contrôlée par la pression (9.31) peut être interprétée comme un sous-système
lent, stabilisé exponentiellement, tandis que le haut-parleur peut être interprété comme
un sous-système vite, contrôlé en temps fini par le courant électrique du haut-parleur.
Le système global est alors stabilisé exponentiellement selon le Théorème de Tikhonov
(cf. par exemple [262, Théorème A.11]).
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Figure 9.23 – Structure du régulateur. Les équations correspondantes sont indiquées.

simulation 1 (continuée) La loi de commande (9.32) avec les paramètres
k̄1 = k̄2 = 10, k̄3 = 2β2, k̄4 = 2ζ/β2, ᾱ = 0.9 est appliquée au système avec N = 2
modes. Il est supposé que l’état entier est connu. Le but du contrôle était d’obtenir un
ratio de fréquences de f̃2 : f̃1 = 2 : 1 pour les deux modes de membrane, correspondant
aux paramètres de contrôle k1a = 0.3, k2a = −0.7, k1b = k2b = 0. Les changements de
fréquence sont observés dans la simulation (Fig. 9.24).
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Figure 9.24 – Simulation du système à N = 2 modes contrôlé. Le spectre pour le cas sans
contrôle (cf. Fig. 9.20) est indiqué en gris pour comparaison.

simulation 2 Un deuxième cas est simulé, avec activation de la loi de commande
après un temps t̃ = 15. Ici, seulement un mode a été considéré. Contrairement aux
autres simulations dans ce chapitre, la méthode numérique du gradient discret (cf.
Section 4.2) a été utilisée, avec un pas temporel δt̃ = 0.01.
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Paramètres du modèle : état initial zéro sauf ∂t̃ z̃1 = −1, B = 5.54, λ̃1 = 3.08,
κ = 0.171, γ = 1.4, α = 1.33, β1 = 0.768, β2 = 0.353, ζ = 0.0923, ξ = 0.1. Paramètres
de contrôle : k1 = 0.1, k2 = 0.0005, ᾱ = 0.8, k̄1 = 10, k̄2 = 10, k̄3 = 2β2, k̄4 = 2ζ/β2.

L’évolution temporelle correspondante de l’état est montrée Figure 9.25 ainsi que
le périodogramme de z̃1 pour les cas (non) contrôlé. La simulation confirme que le
contrôleur est capable de modifier la fréquence du mode z̃1. On observe à nouveau
que le pic basse-fréquence de résonance du haut-parleur est présent dans le cas non
contrôlé.
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Figure 1.25 – Simulation du modèle à N = 1 mode avec activation du contrôleur à t̃ = 15. (DSP :
densité spectrale de puissance)
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Figure 1.26 – Disposition du contrôleur : mesure de la pression dans la cavité pc(t) comme
entrée et courant du haut-parleur il(t) comme sortie.

[ 6 mai 2021 at 3:30 – classicthesis v4.6 ]

Figure 9.25 – Simulation du modèle à N = 1 mode avec activation du contrôleur à t̃ = 15. (DSP :
densité spectrale de puissance)

9.4.2 Observateur en temps fini

principe La loi de commande (9.32) utilise les mesures de la pression dans la
cavité p̃c et des déplacements modaux z̃i de la membrane. La mesure de la pression
p̃c dans la cavité est facile à obtenir avec un microphone. Une mesure de la partie
temporelle z̃i de la vibration transversale de la membrane, en utilisant un capteur
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optique, piézoélectrique ou autre semble être plus difficile 20. C’est la raison pour
laquelle nous proposons de développer un observateur qui reconstruit les z̃i à partir
de l’unique mesure de la pression p̃c et en utilisant le modèle tronqué à N modes
(9.25), qui est observable (cf. la Sous-section C.3.2 de l’Annexe C). Cette disposition est
schématisée dans la Figure 9.26, et précisée dans la Figure 9.27.

zi(t)

pc(t)

il(t)

contrôleur

Figure 9.26 – Disposition du contrôleur : mesure de la pression dans la cavité pc(t) comme
entrée et courant du haut-parleur il(t) comme sortie.
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Figure 9.27 – Structure de l’observateur–régulateur. Les équations correspondantes sont indi-
quées.

9.4.2.1 L’observateur en temps fini

Pour un système linéaire comme 9.27, un observateur linéaire standard est l’observa-
teur de Luenberger [276] :

˙̂x = Ax̂ + Bu + L(y− Cx̂), (9.33)

où l’estimation de l’état x̂ converge vers le vrai état x (inconnu) en copiant la dynamique
du système de base et en corrigeant l’erreur entre la sortie mesurée du système y et la
sortie estimée Cx̂. La matrice de poids L est choisie en effectuant un compromis entre
la vitesse de convergence et la robustesse de l’observateur contre du bruit de mesure.

Dans la présente contribution, nous avons opté pour l’utilisation d’un observateur en
temps fini (non linéaire), qui est présenté dans le lemme suivant.

Lemme 9.3 (Observateur temps-fini [188]). Soit un système non linéaire
{

ẋ = η(x, u)

y = h(x)
(9.34)

20. Il faudrait vérifier si la présence d’un capteur de contact ne perturbe pas trop la vibration de
la membrane, et en plus, on souhaite exciter et mesurer au milieu de la membrane. Une imagerie par
vibrométrie laser 3D [33, 236] pourrait nous fournir les z̃i , mais est difficile à mettre en pratique sur ce
prototype.
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avec x ∈ Rn, u ∈ Rm, qui est localement observable et suppose l’existence d’une transformation
de coordonnées locale qui transforme le système en sa forme canonique observable





ż = A◦z + f
(

y, u, u̇, . . . , u(r)
)

y = C◦z

avec

A◦ =




a1 1 0 . . . 0

a2 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

an−1 0 0 . . . 1

an 0 0 . . . 0




, C◦ =
[
1 0 . . . 0

]
,

et un nouvel état z ∈ Rn. Alors, il existe un nombre ε ∈
[
1− 1

n−1 , 1
[

tel que le système

˙̂z = A◦ ẑ + f (y, u, u̇, . . . , ur) +




h1 by− C◦ ẑeθ1

...

hn by− C◦ ẑeθn


 (9.35)

avec les paramètres θi = iθ − (i− 1), θ ∈ ]1− ε, 1[ et gains hi tels que la matrice




−h1 1 0 . . . 0

−h2 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

−hn−1 0 0 . . . 1

−hn 0 0 . . . 0




est Hurwitz 21, est un observateur en temps fini du système (9.34).

Dans le cas du système linéaire (9.27), on a que f (y, u, u̇, . . . , ur) = Bu. On exprime
maintenant l’observateur temps-fini (9.35) dans les coordonnées d’origine du système
linéaire (9.27).

Lemme 9.4 (Transformation vers les coordonnées d’origine). L’observateur temps-fini
(9.35) défini dans le Lemme 9.3 est exprimé dans les coordonnées d’origine comme

˙̂x = Ax̂ + Bu + PQ




h1 by− Cx̂eθ1

...

hn by− Cx̂eθn


 . (9.36)

Cette formule contient deux matrices de transformation d’état :

P =
[

H AH . . . An−1H
]

,

où

H = O−1




0
...

0

1




21. Une matrice dont les valeurs propres ont toutes une partie réelle strictement négative.
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est la dernière colonne de l’inverse de la matrice d’observabilité

O =




C

CA
...

CAn−1




du système linéaire (9.27), et

Q =




0 0 1
0 . . .

0

1 0 0


 .

Démonstration. On peut transformer le système d’origine (9.27) d’état x en un système
d’état z utilisé dans le Lemme 9.3 par deux transformations de similarité 22 :

{
ẋ = Ax + Bu

y = Cx
(1)−→
P

{
ξ̇ = A1ξ + B1u

y = C1ξ

(2)−→
Q

{
ż = A◦z + B◦u

y = C◦z.

(1) La transformation de similarité exprimée par la matrice P définie dans l’énoncé
du lemme permet d’effectuer un changement d’état x = Pξ menant à une écriture sous
la forme canonique observable suivante [276] :

{
ξ̇ = A1ξ + B1u

y = C1ξ,
(9.37)

avec

A1 = P−1 AP =




0 0 . . 0 −an

1 0 . . 0 −an−1

0 1 . . . .

. . . . . .

0 0 . 1 0 −a2

0 0 . 0 1 −a1




,

où le polynôme caractéristique de A est

χA(s) = det(sI − A) = sn + a1sn−1 + . . . + an

et

B1 = P−1B,

C1 = CP =
[
0 0 . . 0 1

]
.

(2) Le système (9.37) d’état ξ est sous une forme canonique observable, différente de
la forme canonique observable alternative utilisée dans le Lemme 9.3 à une permutation
près, exprimée par une deuxième transformation de similarité ξ = Qz, où Q est la
matrice de permutation définie dans l’énoncé du lemme.

22. (cf. la Sous-section 3.4.1)
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On peut appliquer les transformations inverses Q−1 puis P−1 sur l’observateur
temps-fini (9.35) du Lemme 9.3 d’état z afin de pouvoir l’exprimer dans l’état d’origine
x :

˙̂z = A◦ẑ + B◦u +




...

hi by− C◦ẑeθi

...




(
Q−1 ˙̂ξ

)
=
(

Q−1 A1Q
) (

Q−1ξ̂
)
+
(

Q−1B1
)

u +




...

hi

⌊
y−

(
C1Q

) (
Q−1ξ̂

)⌉θi

...




˙̂ξ = A1ξ̂ + B1u + Q




...

hi

⌊
y− C1ξ̂

⌉θi

...




(
P−1 ˙̂x

)
=
(

P−1 AP
) (

P−1 x̂
)
+
(

P−1B
)

u + Q




...

hi
⌊
y− (CP)

(
P−1 x̂

)⌉θi

...




˙̂x = Ax̂ + Bu + PQ




...

hi by− Cx̂eθi

...


 ,

ce qui correspond à l’Éq. (9.36).

On peut remarquer que l’application de l’observateur temps-fini à un système linéaire
(9.27) revient à une structure similaire à l’observateur linéaire classique de Luenberger
(9.33), mais où le terme de correction L(y−Cx̂) a été remplacé par une expression non
linéaire. C’est cette expression non linéaire qui garantit la convergence en temps fini de
l’observateur, au lieu d’une convergence asymptotique.

simulation 1 (continuée) Le contrôleur de la simulation précédente est reconsi-
déré, où l’état présent dans la loi de commande est maintenant observé à partir de la
mesure de pression dans la cavité p̃m

c . Les paramètres de l’observateur sont θ = 0.95 et
[

h1 . . . h6

]
=
[
13.5 73.75 208.125 319 250.875 78.75

]
.

Comme montré dans la Fig. 9.28, après une transitoire initiale à cause de la convergence
de l’observateur, on obtient les mêmes fréquences f̃1 et f̃2 que dans la simulation de la
Figure 9.24 (sans observateur).

9.4.3 Vers une implémentation pratique

La présentation du contrôleur combinant un observateur temps-fini et un régulateur
temps-fini est conclue par deux réflexions en vue de l’implémentation dans le chapitre
prochain : le chattering et le spillover.

9.4.3.1 Chattering

Comme mentionné dans le Chapitre 5, les lois de commande non linéaires sont
nécessairement non Lipschitz continues quand la cible est atteinte. Cette raideur peut
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Figure 9.28 – Simulation du système à N = 2 modes contrôlé par l’observateur–régulateur.
L’observation de ỹ(0,t̃) est dessinée en gris.

poser des problèmes numériques lors d’un calcul sur un micro-contrôleur, ce qui sera
en effet observé dans l’implémentation rapportée dans le Chapitre 10. Une possible
solution pratique est d’utiliser la méthode localement déraidissante introduite en Sous-
section 7.2.1 : il s’agit de remplacer à la fois l’observateur temps-fini et le régulateur
temps fini par des expressions linéaires dans une petite zone autour de la cible, évitant
la zone la plus raide qui pose des problèmes numériques.

Cette méthode numérique sera utilisée avec succès chez l’implémentation expérimen-
tale du contrôleur-régulateur du tom dans le chapitre suivant.

9.4.3.2 Spillover

Dans notre approche modale, un observateur–régulateur a été développé basé sur
un modèle à N modes (au choix). La loi de commande résultante sera appliquée au
système physique contenant théoriquement une infinité de modes. De ce fait, deux
types de spillover peuvent avoir lieu.

— Spillover de commande : la loi de commande peut exciter des modes d’ordre
supérieur, ce qui pourrait mener à une instabilité.

— Spillover d’observation : la mesure de la sortie du système contient des contri-
butions de modes d’ordre supérieur, ce qui influence le fonctionnement de
l’observateur.

On mentionne deux réponses que l’on peut apporter à ces phénomènes, basées sur
une approche linéaire locale.

– Spillover de commande : il faut prouver que l’énergie des modes non-contrôlés
(d’ordres élevés) est bornée [17].

– Spillover d’observation : on peut ajouter un filtre passe-bas après la mesure (indiqué
dans la Figure 9.29) [16]. De cette manière, seulement les basses fréquences correspon-
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dant aux N premiers modes considérés dans l’observateur–régulateur seront prises en
compte et réinjectées dans le système.

Une étude plus détaillée des effets de spillover (dont aussi des phénomènes non
linéaires) et de leur influence sur l’aspect temps-fini du système en boucle fermée n’est
pas effectuée ici.
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Figure 9.29 – Structure de l’observateur–régulateur avec filtre passe-bas (FPB) pour réduire le
spillover d’observation. Les équations correspondantes sont indiquées.

simulation 1 (continuée) L’observateur–régulateur, précédemment simulé en
se basant sur les N = 2 premiers modes, est maintenant appliquée au modèle (9.27)
avec les 7 premiers modes, introduisant alors des effets de spillover à cause de la
présence de plusieurs modes haute-fréquence. Le modèle a des conditions initiales
nulles sauf ∂t̃ z̃i = −0.001 pour tous les 7 modes.

Le résultat est comparé au cas sans contrôle dans la Figure 9.30. Dans cet exemple,
les effets de spillover n’ont pas provoqué d’instabilité du système en boucle fermée.
Néanmoins, le filtre passe-bas mentionné pourrait toujours être ajouté à la boucle
de commande afin de réduire une détérioration de l’action de contrôle à cause de la
présence de modes haute-fréquence non modélisés. Dans ce cas, il faut faire attention
au retard de groupe du filtre, qui pourrait aussi causer une instabilité du système
bouclé.

9.5 conclusion

Après une récapitulation de l’influence d’une cavité couplée à une membrane circu-
laire encastrée au bord sur les modes propres de vibration de cette dernière, un modèle
physique pour un tom muni d’un haut-parleur a été développé. Il s’agit d’un modèle
hybride (EDP–EDO) qui a été réinterprété comme un Système Hamiltonien à Ports
(SHP).

Le modèle à dimension infinie a été adimensionné et projeté sur une base modale
constituée des modes propres de la membrane circulaire encastrée au bord couplée à
une membrane, dans le but d’effectuer une réduction d’ordre, menant à un modèle
purement EDO.

Basé sur ce modèle, un contrôleur contenant un observateur temps-fini et un régula-
teur temps-fini a été développé, dont le but est de modifier les fréquences de N modes
de vibration axisymétriques de la membrane de tom, utilisant seulement une mesure
de la pression dans la cavité. Quelques aspects concernant l’implémentation pratique
ont été évoqués.
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Figure 9.30 – Simulation du système à 7 modes sans contrôle (gris) et contrôle par l’observateur–
régulateur considérant seulement les premiers 2 modes.
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Le contrôleur développé dans le chapitre précédent est implémenté sur un prototype
expérimental. D’abord, les paramètres physiques du modèle figurant dans la loi de
commande sont identifiés à partir de mesures sur le système physique dans la Section
10.1. Ensuite, le capteur et l’actionneur sont sélectionnés, le contrôleur est implémenté
sur un microcontrôleur, et un système de frappe reproductible est monté (Section 10.2).
Finalement, l’influence du contrôleur sur le système physique est mesurée dans la
Section 10.3 et une conclusion est donnée dans la Section 10.4.
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10.1 identification

Dans cette section, les paramètres physiques du système sous considération (Tableau
10.1) sont identifiés. Ces paramètres apparaissent dans l’expression de l’observateur-
régulateur, qui sera implémenté plus tard.

10.1.1 Montage

Le tom 1, montré Figure 9.2 dans le chapitre précédent, est maintenant dépourvu de
ses deux membranes, de sorte à isoler la paroi cylindrique. Le cylindre est monté sur
un support en bois dans lequel un haut-parleur basse-fréquence est placé à la position
de la face inférieure du cylindre. Le support en bois est fermé de tous les côtés, faisant
office d’enceinte du haut-parleur. Ce montage est montré dans la Figure 10.1.

La membrane du tom ne sera ajoutée qu’en Sous-Section 10.1.4, après avoir identifié
les paramètres géométriques de la cavité et du haut-parleur.

1. Modèle : tom 1309T, Pearl drums, Japon, https://pearldrum.com.
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(c) Schéma de la vue de face

Figure 10.1 – Montage du tom et du haut-parleur dans une enceinte
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Tableau 10.1 – Liste des paramètres physiques à identifier

membrane a rayon [m]

σ densité massique
[
kg/m3]

T tension [N/m]

µ coefficient de frottement [1/s]

cavité V0 volume au repos
[
m3]

haut-parleur ml masse équivalente [kg]

cl amortissement équivalent [kg/s]

kl raideur équivalente [N/m]

Bl facteur de la force de Laplace [T ·m = N/A]

R résistance électrique [Ω]

L inductance électrique [H]

Sl surface équivalente
[
m2]

10.1.2 Cavité

10.1.2.1 Volume V0

Le volume V0 de la cavité au repos est composé d’une contribution cylindrique
du tom et un petit volume supplémentaire en haut de la membrane du haut-parleur
(Fig. 10.2). Avec un mètre-ruban, on mesure que l’intérieur du cylindre a un diamètre
dcyl = 31,3cm et une hauteur hcyl = 22,7cm. La forme de la contribution de volume
du haut-parleur peut être approximée par un cône de diamètre dcône = 31,3cm et de
hauteur hcône = 8cm. On calcule que

V0 = Vcyl + Vcône = π

(dcyl

2

)2

hcyl +
π

3

(
dcône

2

)2
hcône

= 0,0175m3 + 0,00205m3,

donc

V0 = 0,0195m3 .

10.1.3 Haut-parleur

Un haut-parleur 2 de type caisson de basses (subwoofer) d’un diamètre nominal
extérieur de 320mm est utilisé. Nous procédons à l’identification expérimentale des
paramètres du modèle Thiele & Small linéaire, qui peuvent différer des données
constructeur en fonction de la production, du montage spécifique, et d’effets de
vieillissement.

10.1.3.1 Modèle de Thiele & Small linéaire

Une représentation schématique de la structure d’un haut-parleur électrodynamique
est donnée dans la Figure 10.3. Comme mentionné avant, il s’agit d’un convertisseur
électro-magnéto-mécano-acoustique. Une tension électrique alternée est appliquée

2. Modèle : AXX 1212, Raveland, États-Unis. Les données constructeur sont données en Section D.4 de
l’Annexe D.
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Figure 10.2 – Volume de la cavité : contributions cylindrique et conique

aux bornes du haut-parleur, suite à quoi un courant parcourt le circuit électrique
contenant une bobine placée sur un équipage mobile. La bobine se trouve dans le champ
magnétique d’un aimant permanent, ce qui induit une force de Laplace agissant sur
l’équipage mobile. L’équipage mobile étant attaché à un système mécanique contenant
une suspension (spider) et la membrane, le tout est mis en vibration. Finalement,
une onde sonore est créée, qui se propage dans l’air. En modulant l’amplitude et la
fréquence de la tension électrique appliquée, on peut ainsi générer du son de parole,
de la musique, etc.

aimant permanent

membrane

bobine

spider

dôme

Figure 10.3 – Structure d’un haut-parleur électrodynamique

Comme mentionné dans la Sous-section 9.3.1, on considère le modèle linéaire de
Thiele & Small [230, 231, 239, 240], qui néglige notamment la dépendance spatiale
du mouvement de la membrane, en la remplaçant par un piston plan de position
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verticale notée (ici) xl(t). On peut écrire le bilan des forces sur la membrane, comme
dans l’Équation (9.17) (mais sans influence d’une cavité ici),

ml ẍl + cl ẋl + klxl = Blil, (10.1)

complété par le bilan des tensions dans le circuit électrique équivalent,

vl = Ril + L
d
dt

il + Blẋl, (10.2)

où vl est la tension appliquée aux bornes du haut-parleur, et R et L respectivement la
résistance et l’inductance du circuit électrique.

Il existe plusieurs méthodes d’identification du modèle de Thiele & Small. Pour le
modèle linéaire, comme ci-dessus, on a des méthodes dans le domaine temporel [133]
et dans le domaine fréquentiel [132]. Pour le cas de l’identification de paramètres non
linéaires, se référer à [47, 51, 142] et autres. De plus, des caractéristiques du haut-parleur
peuvent varier en fonction de la température [136], d’où l’intérêt de développer des
méthodes d’identification en ligne (online) [186] capables de suivre leur évolution, pour
une utilisation dans des algorithmes de contrôle de haut-parleur raffinés.

Ici, une méthode linéaire dans le domaine fréquentiel standard (offline) est appliquée.

10.1.3.2 Méthode fréquentielle d’identification des paramètres linéaires de Thiele & Small

Dénotant les transformations de Laplace comme




vl(t)↔ V(s)

il(t)↔ I(s)

xl(t)↔ X(s),

avec s = jω = j(2π f ) la variable de Laplace, à la fréquence f , la transformation des
Équations (10.1)-(10.2) s’écrit comme

(
mls2 + cls + kl

)
X(s) = BlI(s)

V(s) = (R + Ls)I(s) + BLsX(s).

On peut donc définir les fonctions de transfert suivantes :

HX/I(s) =
X(s)
I(s)

=
Bl

mls2 + cls + kl

HV/I(s) =
V(s)
I(s)

=
B2l2s

mls2 + cls + kl
+ Ls + R

HX/V(s) =
X(s)
V(s)

=
Bl

B2l2s + (Ls + R)(mls2 + cls + kl)
.

On peut effectuer une mesure où l’on applique au haut-parleur une tension sinusoï-
dale dont la fréquence augmente dans le temps (chirp ou sweep) :

vl(t) = A cos(2π f (t) · t),

où A [V] est une amplitude choisie et f (t) [Hz] une fréquence augmentant p.ex.
linéairement ou logarithmiquement dans la plage fréquentielle d’intérêt. Ainsi, on
excite le système à ces fréquences, en mesurant le courant il(t) et le déplacement xl(t)
correspondants.

À partir de ces mesures, on peut estimer les paramètres linéaires du modèle de
Thiele & Small par un ajustement de courbe des fonctions de transfert HX/I , HV/I
et HX/V théoriques aux versions calculées à partir des mesures, selon une procédure
spécifiée ci-dessous.
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Figure 10.4 – Dispositif d’identification du haut-parleur : schéma

10.1.3.3 Dispositif de mesure

On utilise un banc de mesure qui avait été développé dans [142] par Tristan Lebrun
(Figures 10.4-10.5, Tableau 10.2). Un fichier son contenant un sweep logarithmique
entre 0,1Hz et 2000Hz pendant 10s (avec fade in et fade out), fournit, après amplification,
le signal de tension appliquée. Le courant est mesuré avec un capteur de courant, et le
déplacement du milieu de la membrane avec un capteur laser. On mentionne que le
script d’acquisition de données fourni [142] compense un délai connu du capteur laser,
afin d’aligner les mesures correctement dans le temps.

Tableau 10.2 – Dispositif d’identification du haut-parleur : liste des instruments

Amplificateur de puissance Newtons4th Ltd LPA05

Capteur de courant Newtons4th Ltd HF003

Capteur laser Keyence LK-H050

Carte d’acquisition National Instruments 9234

Les mesures pour (vl, il, xl) ainsi obtenues sont montrés dans la Figure 10.6. On y
observe l’effet passe-bas de la carte son en basse-fréquence, où l’amplitude est plus
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Figure 10.5 – Dispositif d’identification du haut-parleur : le capteur laser monté au-dessus de la
membrane du haut-parleur

petite, et la résonance électrique au moment que le courant devient temporairement
plus petit.

10.1.3.4 Identification des paramètres de Thiele & Small (ml, cl, kl, Bl, R, L)

Les fonctions de transfert des mesures sont calculés avec la FFT et montrées Figures
10.7-10.8.

On applique ensuite la procédure d’estimation des paramètres par d’ajustement de
courbe utilisée dans la thèse de Tristan Lebrun [142].

1 . fréquence de résonance mécanique À la fréquence de résonance méca-
nique f0, la fonction de transfert HX/I est maximale, et la phase passe par 0. On trouve
une fréquence de f0 = 35,425Hz (Fig. 10.9). La pulsation correspondante est

ω0 = 2π f0 =

√
kl
ml

.

2 . ajustement de courbe à la fonction de transfert HX / I On réécrit les
fonctions de transfert comme

HX/I(s) =
X(s)
I(s)

=
Bl

mls2 + cls + kl
, A

s2 + 2ζω0s + ω2
0

HV/I(s) =
V(s)
I(s)

=
B2l2s

mls2 + cls + kl
+ Ls + R , R

(
1 +

τe

2π
s +

CAs
s2 + 2ζω0s + ω2

0

)
,
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Figure 10.6 – Mesures pour l’identification des paramètres du haut-parleur
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(a) HV/I
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(b) HX/V

Figure 10.7 – Fonctions de transfert calculées à partir des signaux mesurés : HV/I et HX/V
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(a) HX/I

Figure 10.8 – Fonctions de transfert calculées à partir des signaux mesurés : HX/I
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Figure 10.9 – Détermination de la fréquence de résonance f0 du haut-parleur

où l’on a défini les variables réduites




A =
Bl
ml

ζ =
cl

2
√

klml

R = R

τe = 2π
L
R

D =
Bl
R

.

On effectue maintenant un ajustement de courbe à la fonction de transfert HX/I sur la
plage fréquentielle [0, 500]Hz, par une méthode numérique des moindres carrés non
linéaire 3 4 et en précisant que les paramètres recherchés (A, ζ) sont positifs. On obtient
ainsi une première estimation

(
Â(1), ζ̂(1)

)
.

3 . ajustement de courbe à la fonction de transfert HU/I De la même
façon, on effectue un ajustement de courbe à la fonction de transfert HU/I , en utilisant
les estimations préalables

(
Â(1), ζ̂(1)

)
.

3. « Trust Region Reflective » [49]
4. On note que dans [142], on a utilisé un algorithme de minimisation d’une fonction de coût, pondérant

les fréquences de manière logarithmique.
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Des estimations
(

R̂(1), τ̂
(1)
e , D̂(1)

)

sont obtenues.

4 . ajustement de courbe conjoint aux fonctions de transfert HX / I et
HU / I On procède à un ajustement de courbe conjoint aux deux fonctions de transfert
HX/I et HU/I , en utilisant les premières estimations des Étapes 2-3,

(
Â(1), ζ̂(1), R̂(1), τ̂

(1)
e , D̂(1)

)
,

comme valeurs initiales de l’algorithme. Le résultat de ce dernier ajustement de courbe
est montré Fig. 10.10.
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Figure 10.10 – Ajustement de courbe obtenu : le cas de HV/I(s)

Dans l’Étape 4, on obtient une mise à jour des estimations des paramètres, ce qui
donne les valeurs suivantes :





R = 5,52Ω

L = Rτe = 4,37mH

Bl = CR = 17,4T ·m

ml = R
C
A

= 157g

cl = 2ζω0R
C
A

= 4,87
kg
s

kl = 7,80kN.

vérification En Sous-section D.1.1, une comparaison de ces valeurs avec les
données constructeur est donnée.

10.1.3.5 Surface équivalente

La surface équivalente Sl du haut-parleur peut être définie à partir d’un rayon al
entre le point milieu et la moitié de la suspension au bord (Fig. 10.11).

On mesure avec un mètre-ruban que le diamètre effectif du haut-parleur vaut
dl = 2al = 25,6cm, ce qui correspond à une surface équivalente de

Sl = 0,0515m2 .
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Figure 10.11 – Définition de la surface équivalente Sl du haut-parleur décrit comme un piston
plan

vérification Cette valeur correspond à la valeur de 0,05147m2 indiquée dans les
données constructeur (cf. Section D.4).

10.1.4 Membrane

À présent, la membrane est montée sur la paroi cylindrique tu tom. Il s’agit d’une
membrane de la marque Remo 5 de diamètre nominal de 13", ou un rayon nominal de
16,51cm.

10.1.4.1 Rayon effectif a

Le détail de la configuration au bord est montrée dans la Figure 10.12. Un bord
métallique est baissée à l’aide de 6 vis d’accordage (dont les écrous sont attachés à la
paroi extérieure du fût, comme on peut le voir dans la vue de dessus dans la Figure
10.1a). De ce fait, l’intérieur de la paroi cylindrique en bois détermine le rayon effectif
de la partie vibrante de la membrane. On mesure avec un mètre-ruban que ce diamètre
effectif vaut 32,4cm, ce qui correspond à un rayon effectif de

a = 16,2cm .

10.1.4.2 Densité massique σ

Jadis, des peaux d’animaux étaient utilisées pour fabriquer des membranes, comme
des peaux de chèvre [33] et de veau ou d’autres animaux 6 chez la timbale. Aujourd’hui,
beaucoup de membranes sont fabriquées en Mylar® 7, qui offre des caractéristiques
plus homogènes, est moins sensible aux changements d’humidité et de température, et
a une plus grande résistance en traction [33, 60]. Dans [60], on indique que sa densité
massique surfacique est dans l’ordre de grandeur de 0,1kg/m2.

5. Remo Inc., États-Unis, www.remo.com
6. Dans [105], on mentionne aussi des références à l’utilisation de peaux d’âne, cheval, chien, mouton et

loup. De plus, une référence du 17ème siècle [235] propose d’étaler de l’ail et de l’eau-de-vie sur la peau,
que l’on laisse ensuite sécher au soleil ou à côté d’un feu, ce qui améliorerait le son (mais pas l’odeur [105]).

7. Le polyester polythéréphtalate d’éthylène, (C10H8O4)n

www.remo.com
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Figure 10.12 – Détail de la condition aux limites de la membrane. La membrane circulaire est
posée sur le bord en bois du fût. Un anneau en métal (1) est attaché à la membrane,
qui est descendu par l’action d’un deuxième anneau (2) dont la position verticale
est imposée par les 6 vis d’accordage (3).
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La membrane utilisée, à diamètre nominal 13” = 33,0cm, a une épaisseur « 10-mil »,
c’est-à-dire 10 · 1/1000 · 1” = 0,254mm( 8). Plus de données constructeur ne sont pas
disponibles.

Figure 10.13 – Membrane du tom

Nous observons que la membrane plastique est attachée à un bord en métal. De
plus, même s’il n’y avait pas de bord en métal, le rayon effectif a de la membrane
encastrée est plus petite, comme expliqué ci-dessus. Afin de déterminer la densité
massique surfacique σ de la membrane, on est donc obligé de d’en découper une partie
(rectangulaire, Fig. 10.14a). Cette partie mesure 19,5cm× 25,0cm et pèse 13,00g (Fig.
10.14b). Ceci correspond à une densité massique surfacique de

σ = 0,267
kg
m2 .

vérification Dans [209], la même procédure est appliquée à une membrane de
timbale et une densité massique surfacique de 0,262kg/m2 est obtenue.

10.1.4.3 Tension T

La tension que subit la membrane dépend de la position des six vis d’accordage
(dont on en peut voir une sur la Figure 10.12(a)). Dans la littérature, on mentionne p.ex.
les cas de valeurs entre 1000 et 2800N/m pour le cas d’un tom [226] et entre 3100 et
3770N/m pour le cas d’une timbale [209]. On rappelle également que la non-uniformité
spatiale de la tension de la membrane aura un dédoublement des fréquences des modes
non axisymétriques comme conséquence (cf. Sous-section 9.2.3).

On commence par l’accordage de la membrane, avant d’appliquer deux méthodes
d’identification de tension.

accordage de la membrane Nous proposons d’utiliser ici un accordage de
membrane à faible tension, supposant que les fréquences de premiers modes seront
plus facilement à influencer par le contrôleur dans ce cas que dans le cas d’une
membrane avec une plus haute tension. Afin d’obtenir une tension la plus homogène

8. Avec un pied à coulisse, nous mesurons une épaisseur de 0,78mm pour 4 membranes, soit 0,195mm
pour une membrane.
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(a) Mesure de la pièce (b) Pesage de la pièce

Figure 10.14 – Pièce de membrane rectangulaire

possible, pour correspondre le mieux au modèle développé dans le chapitre précédent,
la méthode d’accordage suivante est proposée (indiquée dans les Figures 10.15-10.16 et
le Tableau 10.3, similaire à [211]).

1. Accord – Une des six vis est ajustée.

2. Impact – On frappe la membrane dans l’environnement de la vis ajustée à une
distance d’environ r = a/2, avec un marteau d’impact (mesurant la force F(t) [N]),
et on mesure le son (pression extérieure pe(t) [Pa]).

3. Analyse – La partie du son en oscillation libre est isolée (dès que le signal de force
F(t) est redevenu zéro). Deux exemples d’un paire de mesures 9 (F(t), pe(t))
sont montrés dans la Figure 10.17, où l’on remarque dans le cas de la Figure
10.17(a) des battements dans le son, causés par des modes dédoublés. Ensuite,
une analyse fréquentielle de cette partie est effectuée par la méthode FFT. On
regarde dans le spectre (p.ex. Fig. 10.18 plus bas), où l’on observe notamment
plusieurs pics proches aux alentours de 100Hz d’un premier mode 10. On décide
de se baser sur ces pics et d’essayer de les rapprocher le plus possible les uns des
autres, sachant que l’annulation des dédoublements de pics est en effet utilisé en
pratique pour accorder une peau (clearing the drumhead, [60, Chapitre 14]-[211]).
Dans ce but, la procédure est répétée pour la même vis. Ensuite, on passe à une
autre vis, et ceci non pas dans l’ordre circulaire (vis 1-2-3-4-5-6), mais selon un
ordre « en étoile » (vis 1-4-2-5-3-6, par exemple).

Après quelques essais, on voit que l’on est en effet capable de rapprocher les pics de
ce premier mode (dans la limite de la résolution de la FFT 11). Toutefois, il s’avère que
ce n’est pas une tâche facile pour une personne inexpérimentée en la question : il n’est

9. Dans ces mesures, l’amplitude de la pression pe(t) n’est pas importante puisqu’on s’intéresse seulement
à son contenu fréquentiel. Cette amplitude sera différente selon l’amplitude de la force de frappe appliquée
et selon la distance entre le microphone et le point d’impact pour la mesure donnée. Pour cette raison, la
mesure peut être multipliée par une constante au choix (voire normalisée). Quand une mesure n’est pas
représentée dans son unité physique, mais qu’un facteur multiplicatif arbitraire a été omis, on l’indique par
∼ sur l’axe verticale dans le présent chapitre.

10. On verra plus bas qu’il ne s’agit pas du premier mode 01 de membrane, mais du mode 11 !
11. Il existe des méthodes haute-résolution, nous permettant d’obtenir une meilleure résolution que la

FFT. On peut par exemple mentionner des méthodes fréquentielles par interpolation et ajustement de courbe
(p.ex. [237] appliquée au cas de la timbale), des méthodes temporelles basées sur des propriétés d’invariance
de sous-espaces (telles ESPRIT [13, 222], qui sera utilisée plus bas) ou encore le Snail [109], complétant la FFT
par une interpolation et une démodulation de phase.
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Figure 10.15 – Dispositif d’accordage de la membrane : schéma et principe
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Figure 10.16 – Dispositif d’accordage de la membrane : marteau d’impact et microphone

Tableau 10.3 – Dispositif d’accordage de la membrane : liste des instruments

Microphone Bruel & Kjær 4190

Conditionneur de microphone Nexus 2690

Marteau d’impact Dytran 5800SL

Amplificateur de marteau d’impact MMF M32

Carte d’acquisition National Instruments 9234

pas clair a priori sur quel mode se baser, et également quelle vis utiliser pour rectifier le
contenu fréquentiel. En plus, on a aussi essayé de caler des pics à une autre fréquence,
ce qui a désaccordé le premier pic. C’est la raison pour laquelle on a choisi de raccorder
le premier pic le mieux possible avec la FFT, ce qui n’a pas pu enlever les battements
à tous les endroits de la membrane, et de garder cet accordage pour l’ensemble des
mesures à suivre. Une étude plus approfondie de méthodes d’accordage [210, Chapitre
3], et un échange avec un musicien professionnel pourraient permettre d’obtenir un
meilleur accordage, avec une pression plus uniforme.

Pour l’accordage final, les spectres obtenus pour des frappes au milieu et à plusieurs
endroits à une distance r ≈ a/2 sont montrés Figure 10.18, dans le but de discerner
quels modes sont axisymétriques et lesquels ne le sont pas. Dans la Figure (a), on
observe notamment une petite contribution de la fréquence de résonance du haut-
parleur à 42Hz. En ce qui concerne la membrane, même s’il y a des différences claires
entre les Figures (a) et (b), il est difficile de formuler une conclusion sur ce point. Est-ce
que le pic à 100Hz lors de la frappe au milieu de la membrane est le mode 01 ? 12

Quel autre pic correspond véritablement à un mode, et lequel ? On visualisera pour
la deuxième méthode d’estimation les figures de Chladni, pour clarifier ce contenu
fréquentiel.

Étant donné cet accordage, il faut appliquer une méthode d’estimation de tension de
la membrane. En regardant dans la littérature, on apprend qu’il n’est pas facile de la
déterminer expérimentalement. Dans [58, 60], on propose deux méthodes 13 classiques
pour l’identification de la tension T [N/m] supposée uniforme d’une membrane

À ce point, on s’est contenté d’utiliser la méthode FFT. Pour une étude plus détaillée de l’accordage,
dans le but d’obtenir une distribution de tension plus homogène dans la membrane, une telle méthode
d’analyse devrait être utilisée.

12. Non : on verra que c’est le mode 11, plus prononcé dans la Figure (b), mais qui est aussi excité en
frappant au milieu, à cause de la non-uniformité/non-symétrie de la tension dans la membrane.

13. On peut noter qu’une troisième méthode est proposée dans [7], où la tension est estimée d’après les
contributions des moments exercés par les vis d’accordage, mesurés par une clé dynamométrique. Toutefois,
on y remarque que cette méthode est encore moins précise que la méthode mécanique avec le poids ajouté,
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(a) Battement prononcé
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(b) Pas de battement prononcé

Figure 10.17 – Dispositif d’accordage de la membrane : mesures de force et son obtenues à deux
endroits de la membrane pendant la procédure d’accordage
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(a) Spectre de 5 coups au milieu de la membrane
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(b) Spectre de 5 coups à des endroits différents à une distance de la moitié du rayon
(
r = a

2

)
du centre de la

membrane

Figure 10.18 – Dispositif d’accordage de la membrane : spectres de mesures de la pression
au-dessus de plusieurs endroits de la membrane (représentées dans des couleurs
différentes), pour la membrane à son accordage final
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circulaire : une méthode mécanique se basant sur la déflexion statique d’un poids
mis sur la membrane, qui est moins précise, et une méthode basée sur le contenu
fréquentiel du son, qui est plus précise. Ces deux méthodes sont maintenant appliquées
au tom.

1 . méthode mécanique : déplacement transverse statique de la mem-
brane soumise à une masse Cette méthode d’identification de la tension T se
base sur le déplacement transverse statique de la membrane lorsqu’un poids est mis
dessus. Dans [58, 172], on explique que ce déplacement transverse η de la membrane
circulaire de rayon a soumise à une force de gravité F = Mg causé par un cylindre de
base de rayon b et de poids M en son centre peut être approximé comme

η(b) ≈ Mg
2πT

ln
a
b

. (10.3)

Ici, on suppose que b � a pour se rapprocher d’une force ponctuelle, et un régime
linéaire, ce qui implique un déplacement η limité, et qui selon [58] correspond à

1
2

(
Mg

2πTb

)2
� 1,

ce qui limite le poids de M que l’on peut utiliser. (Dans le cas non linéaire, la tension
dépendrait du déplacement : la tension linéaire serait multipliée par un facteur

[
1 +

1
2

(
∂η

∂r

)2
]

d’après [58]).
Il y est encore mentionné qu’en outre de la limite sur le poids de M, une précision

sur la mesure du déplacement transverse d’au moins égale à 0,1mm est nécessaire pour
le un cas concret d’une timbale, ce qui est possible mais long et coûteux à réaliser.

Dans [220], cette méthode est appliquée à une caisse claire. Pour plus de précision,
on y répète la mesure pour plusieurs masses incrémentant de 20g, et on effectue une
extrapolation pour en déduire la tension à une déflexion nulle.

Pour mesurer le déplacement η, on peut procéder de la manière suivante. On connaît
la hauteur du poids qui est un solide indéformable. Si l’on mesure consécutivement la
position verticale de la membrane au repos et ensuite la position verticale du dessus
du poids une fois posé au milieu de la membrane, on peut en déduire le déplacement
vertical net de la membrane suite à l’action du poids. Toutefois, la petite plage dans
laquelle le capteur laser peut mesurer une position verticale ne permet pas de faire ces
deux mesures de position verticale sans devoir déplacer le laser. C’est la raison pour
laquelle nous proposons une procédure alternative, moins précise, qui est la suivante
(Figures 10.19-10.20 et Tableau 10.4).

1. Le poids se trouve initialement en dehors de la plage du capteur laser avant
d’être descendu vers la membrane.

2. Le poids est tenu dans les mains de sorte à toucher la membrane sans pour autant
la baisser.

3. Le poids est lâché et la position verticale au milieu de la membrane se stabilise à
une certaine hauteur.

L’évolution de la position verticale du dessus du poids dans le temps est affichée
Figure 10.21, dans laquelle ces trois phases sont indiquées. On peut en déduire gra-
phiquement que le milieu de la membrane a subi un déplacement vertical η d’environ
2,71mm.

dont on verra qu’elle n’est pas très précise. C’est la raison pour laquelle cette dernière méthode ne sera pas
implémentée.
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Figure 10.19 – Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :
schéma

Figure 10.20 – Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :
le laser et le poids sur la membrane

Tableau 10.4 – Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :
liste des instruments

Capteur laser Keyence LK-H050

Carte d’acquisition National Instruments 9234

De l’Équation (10.3), avec une masse M = 0,94847kg, g = 9,81m/s2, a = 0,162m,
b = 0,0265m (rayon d’un cercle ayant le même aire que le rectangle du poids utilisé),
on calcule une tension

T = 932,6N/m.
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Figure 10.21 – Mesure de la hauteur du dessus du poids dans le temps

Toutefois, vu la précision limitée de la méthode et de notre implémentation, on ne
retiendra pas cette valeur, dont on verra chez la 2me Méthode (acoustique) qu’il s’agit
d’une surestimation.

2 . méthode acoustique : analyse du signal de pression Une deuxième
méthode d’estimation de la tension de la membrane, décrite dans [58], effectue un
ajustement des fréquences théoriques de la membrane circulaire de tension inconnue
(sans cavité et avec une charge d’air) à un enregistrement du son produit par la
membrane. Cette méthode devrait être plus précise que la 1re Méthode (mécanique).

Pour pouvoir appliquer cette méthode, il faut d’abord être capable d’identifier
clairement les fréquences des premiers modes de vibration de la membrane, ce qui
n’est pas évident (cf. la discussion de la Figure 10.18). Pour cette raison, nous proposons
de réaliser des figures de Chladni, afin de compléter cette information 14.

Des figures de Chladni 15 sont obtenus quand on met une substance granulaire
comme du sel ou du sable sur une structure vibrante que l’on met en vibration à une
fréquence précise. Quand la fréquence d’excitation correspond à une fréquence d’un
mode propre de la structure, la structure vibre selon ce mode, et les grains s’accumulent
sur les courbes nodales correspondantes (cercles et lignes pour le cas de la membrane
circulaire) qui restent stationnaires pendant la vibration. Ainsi, en excitant la structure
aux fréquences des pics du spectre précédemment obtenu, on peut visualiser la forme
modale correspondante et être sûr de quel mode il s’agit.

Des figures de Chladni ont été obtenu avec succès chez la timbale [85, 218], le tabla
[203], le tambour sur cadre [264], et le tom (membrane supérieure d’un tom à deux
membranes dans [210, Annexe B]).

Dans l’expérience décrite ici, du sel mélangé avec des paillettes bleues a été utilisé.
La poudre est distribuée de manière uniforme sur la membrane. Ensuite, la membrane
est mise en vibration à l’aide du haut-parleur interne (Figure 10.22 et Tableau 10.5)
ou d’un pot vibrant monté au-dessus de la membrane (Figures 10.23-10.24 et Tableau
10.6).

Comme le haut-parleur, le pot vibrant (shaker) contient une bobine dans le champ
magnétique d’un aimant permanent. En y appliquant une tension sinusoïdale, un

14. Des méthodes alternatives sont p.ex. l’utilisation d’un microphone pour scanner la surface et l’affichage
des figures de Lissajous composées par cette mesure en fonction de l’excitation de la membrane [7], ou
encore l’interférométrie [263].

15. Dans son livre de 1787 [63, 64], des figures « de Chladni » de plaques, barres et membranes sont
dessinées.
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Figure 10.22 – Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par le haut-parleur interne) :
schéma.

courant sinusoïdal parcoure la bobine, créant une force de Laplace sinusoïdale, causant
le mouvement périodique d’un bâton, qui peut être utilisé pour mettre en vibration la
membrane, cf. la Figure 10.25.

On suppose que le contact avec le bâton du pot vibrant et la présence des graines
n’ont pas une grande influence sur les modes de vibration de la membrane à l’étude.
On a aussi vérifié que la membrane du tom soit à l’horizontale. De plus, on aurait
pu avoir ajouté un amortissement artificiel 16 contre la paroi extérieure du tom, pour
minimiser une éventuelle influence de ses modes de vibration sur ceux de la membrane
supérieure (Cf. Fig. 9.11).

Les figures de Chladni en basse-fréquence ainsi obtenues sont montrés dans les
Figures 10.26 (mode 11), 10.27 (mode 21) et 10.28 (mode 20). Quelques modes à des
fréquences plus élevées sont montrés en Sous-section D.1.2.

16. Dans [220], on utilise des sacs avec du sable chez une caisse claire pendant des mesures sur sa
membrane supérieure.

Tableau 10.5 – Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par le haut-parleur interne) :
liste des instruments

Générateur basse-fréquence TTi TG2000

Amplificateur Newtons4th Ltd LPA05

Haut-parleur Raveland AXX 1212
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Figure 10.23 – Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) :
schéma.
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Tableau 10.6 – Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) :
liste des instruments

Générateur basse-fréquence TTi TG2000

Amplificateur ILP Electronics US1 Power slave

Pot vibrant Bruel & Kjær 4810

Figure 10.24 – Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) : le
pot vibrant et la membrane vibrant selon le mode 21.

A.P.

[ 15 mai 2021 at 0:33 – classicthesis v4.6 ]

Figure 10.25 – Fonctionnement du pot vibrant. (A.P. : aimant permanent).

Premièrement, si l’on a observé clairement les modes 11, 21 et 02, on n’a pas retrouvé
la figure de Chladni du mode 01, qui consisterait seulement en le cercle nodal extérieur,
qui est présent chez tous les modes 17.

17. On calculera plus bas dans la Figure 10.29 qu’ici, à cause du choix de la tension de la membrane suite
à son accordage, un croisement des fréquences des modes 01 et 11 a eu lieu, le mode 01 étant à une fréquence
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[ 15 mai 2021 at 1:10 – classicthesis v4.6 ]

(a) Forme théorique (b) f = 105Hz

(c) f = 116Hz (d) f = 129Hz

(e) f = 132Hz (f) f = 132Hz (bis)

Figure 10.26 – Figures de Chladni du mode 11. La fréquence d’excitation est indiquée.
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[ 15 mai 2021 at 1:11 – classicthesis v4.6 ]

(a) Forme théorique (b) f = 146Hz

(c) f = 158Hz

Figure 10.27 – Figures de Chladni du mode 21. La fréquence d’excitation est indiquée.



10.1 identification 157

[ 15 mai 2021 at 1:12 – classicthesis v4.6 ]

(a) Forme théorique (b) f = 201Hz

(c) f = 210Hz (d) f = 219Hz

Figure 10.28 – Figures de Chladni du mode 02. La fréquence d’excitation est indiquée.
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Deuxièmement, on constate que les figures de Chladni obtenues dévient de la forme
théorique 18 à cause de la non-uniformité de la tension de la membrane. On pourrait
en fait essayer de modifier la position des vis d’accordage dans le but d’obtenir des
figures de Chladni plus symétriques, mais on décide de ne pas le faire ici.

estimation de la tension Une fois les fréquences des premiers modes connues,
on peut suivre la méthode d’estimation décrite dans [58], qui néglige l’influence sur
la fréquence de la cavité (qui est pourtant importante en basse-fréquence, donc on ne
considère pas les modes f0m pour l’identification dans la suite) et du couplage de la
membrane avec l’air extérieur. La procédure se décline comme suivant.

— On considère un mode propre à fréquence fnm, dans l’intervalle [0, 1]kHz.

— On estime la célérité des ondes de flexion comme

cF(ωnm) =
ωnm

λnm
,

où λnm satisfait Jn(λnma) = 0.

— On obtient une estimation de la tension T d’après l’équation de dispersion
(couplage entre onde élastique et acoustique [209], supposant une célérité des
ondes de flexion cF inférieure à la célérité des ondes acoustiques dans l’air ca) :

T = c2
F(ω)


σ +

2ρair

ω
√

1
c2

F(ω)
− 1

c2
a


 ,

avec ρair la densité de l’air et σ la densité massique surfacique de la membrane.
(On note que pour des hautes fréquences, la célérité des ondes de flexion cF(ω)
se rapproche de la célérité des ondes de flexion transverses dans le vide, c f =√

T/σ.)

Finalement, on prend la moyenne des estimations de tension pour les modes considérés,
sauf ceux qui sont axisymétriques ( f0m). Dans [58], cette méthode est appliquée au cas
d’une timbale et par comparaison à un modèle numérique [209], on voit que l’erreur
sur l’estimation est de 4%.

En appliquant la méthode aux plages fréquentielles des modes 11 et 21 obtenues
par les figures de Chladni, on obtient les estimations listées dans le Tableau 10.7. En
moyennant leurs estimations, on obtient une estimation de la tension de

335,6N/m. (10.4)

vérification La tension de la membrane vient d’être estimée avec la 2me mé-
thode (acoustique), qui utilise une modélisation plus raffinée pour le rayonnement,
contrairement à la relation constante dans notre modèle :

σm = σ + 0,85aρa. (10.5)

En même temps, l’influence de la cavité sur les fréquences axisymétriques f0m n’a pas
été prise en compte, qui correspondent aux solutions de la condition implicite (9.12).

Pour cette raison, même si l’estimation (10.4) vise à se rapprocher au mieux de la
réalité physique, nous proposons de remplacer cette estimation par un ajustement ad
hoc des fréquences de notre modèle aux fréquences des figures de Chladni, sachant
que la valeur de la tension estimée sera utilisée dans l’implémentation du contrôleur
basé sur ce modèle (simplifié).

plus élevée et le mode 11 devenant la fréquence fondamentale. De plus, il semble que dans nos observations,
le mode 01 était masqué par le mode 21 qui a une fréquence proche et que l’on a observé clairement.

18. Les figures de Chladni en basse-fréquence obtenues en [210, Annexe B] pour le tom sont plus
symétriques, donc un meilleur accord à tension plus uniforme y a été obtenu. De plus, il se trouve que le
mode 01 y a la fréquence la plus basse, ce qui n’est pas le cas chez nous ici (à détailler plus bas).
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Tableau 10.7 – Estimation de la tension avec la 2ème méthode d’après les fréquences des figures
de Chladni

nm fnm [Hz] λnma [−] cF( fnm) [m/s] T [N/m]

11 101 3,832 26,8 265,4

132 35,1 453,6

21 146 5,136 28,9 287,1

158 31,3 336,3

02 201 5,520 37,1 464,1

219 40,4 551,1

Comme dans le chapitre précédent, on peut tracer l’évolution des modes 01, 02, 11 et
21 en fonction de la tension T (utilisant ici l’expression pour σm (10.5), Fig. 10.29) et on
compare ces fréquences aux plages de fréquences des figures de Chladni. La meilleure
correspondance est obtenue pour la valeur

T = 420
N
m

.

Cette valeur est retenue comme estimation de la tension T supposée constante de la
membrane.

On voit dans la Figure 10.29 qu’à cette faible tension, un croisement de fréquences a
eu lieu, et la fréquence du mode 01 (premier mode axisymétrique) est devenue plus
élevée que celle du mode 11. De plus, la fréquence du mode 01 est proche de la plage
du mode 21, donc le mode 01 peut avoir été masqué par ce dernier mode, d’où le fait
que nous l’avons pas observé expérimentalement.

De ce dernier fait, on propose d’étudier pour l’implémentation de la loi de commande
ci-dessous sa capacité de déplacer la fréquence du deuxième mode axisymétrique 02,
qui, quant à lui, a été observé clairement expérimentalement.

10.1.4.4 Coefficient de frottement µ

méthode hr esprit Dans notre modèle, le coefficient de frottement µ [1/s] corres-
pond à la décroissance exponentielle du signal ym(r,t) dans le temps, qui ne dépend
pas de la fréquence. Ce coefficient a été identifié de plusieurs manières dans le passé.
Dans [59] par exemple, pour le cas d’une barre de xylophone, on excite la structure,
coupe l’excitation, et étudie le temps de décroissance du son 19.

Ici, nous proposons d’utiliser la méthode d’analyse haute résolution (HR) ESPRIT
(Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques, [13, 222]). Dans
ce contexte, le signal à analyser y(t) est modélisé comme un mélange de sinusoïdes ex-
ponentiellement amorties (EDS pour Exponentially Damped Sinusoids). Dans un premier
temps, on l’écrit comme

y(t) =
N

∑
p=1

αpzt
p,

19. (avec la méthode matrix pencil [139], qui est liée à la méthode haute-résolution que nous utiliserons
ci-dessous)
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Figure 10.29 – Identification de la tension de la membrane T : ajustement des fréquences du
modèle (affichées en gris en fonction de la tension inconnue T) aux plages de
fréquences des figures de Chladni (zones jaunes).

où αp = apejϕp est une amplitude complexe sous forme polaire contenant l’amplitude ap

et la phase ϕp et zp = eδp ej2π fp un pôle complexe contenant le facteur d’amortissement
δp et la fréquence fp. La transformation inverse est





δp = ln(
∣∣zp
∣∣)

fp =
1

2π
∠(zk)

ap =
∣∣αp
∣∣

ϕp = ∠(αp).

Après substitution, on obtient alors

y(t) =
N

∑
p=1

apeδptej(2π fpt+ϕp).

Dans le cas d’un signal réel y(t), on a un nombre pair de pôles avec à chaque fois




ap = ap+1 , a
2

δp = δp+1 , δ

fp = − fp+1 , f

ϕp = −ϕp+1 , ϕ,

de sorte à pouvoir recombiner les contributions complexes deux à deux :

apeδptej(2π fpt+ϕp) + ap+1eδp+1tej(2π fp+1t+ϕp+1)

= aeδt ej(2π f t+ϕ) + e−j(2π f t+ϕ)

2
= aeδt cos(2π f t + ϕ),
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ce qui est une contribution réelle. Le modèle de signal EDS peut donc se réécrire
comme

y(t) =

N
2

∑
q=1

aqeδqt cos(2π fqt + ϕq).

Pour un nombre (pair) de pôles N donné, la méthode ESPRIT permet d’estimer les
paramètres (aq, δq, fq, ϕq), en séparant des contributions désirées et perturbatrices dans
le signal y(t), et en utilisant des propriétés d’invariance de rotation dans ces sous-
espaces (pour plus de détails, voir [13, 140]). On peut choisir le nombre de pôles N
manuellement, mais il existe aussi des méthodes d’estimation du nombre de pôles
optimal pour représenter le signal donné y(t) par un modèle EDS, [13, Sec. IV.3-IV.4],
comme la méthode ESTER (ESTimation ERror, [14]).

Afin d’avoir une estimation correcte pour le coefficient µ (qui ait un sens physique)
en utilisant la méthode ESPRIT 20, il faut que le signal y(t) couvre le régime linéaire
de vibration. C’est la raison pour laquelle nous isolons ce régime dans les signaux de
mesure, avant de procéder à l’estimation même du paramètre.

1 . isolation du régime linéaire Lorsque l’on frappe sur la membrane du tom,
on peut distinguer plusieurs régimes, comme schématisé dans la Figure 10.30. Pendant
la frappe, la force F(t) est non nulle, et la membrane (pression pe(t)) se trouve en
régime forcé. Dès que la frappe est terminée, la force est nulle, et la membrane est en
régime d’oscillation libre. Dans l’analyse décrite dans les Figures 10.15 et suivantes pour
l’accordage, seulement le régime d’oscillation libre avait été considéré pour calculer le
spectre du son obtenu.

Toutefois, le régime libre se décompose en une potentielle partie en régime non
linéaire (glissement fréquentiel, lorsque l’on a frappé suffisamment fort) suivi par le
régime linéaire. On souhaite ici isoler seulement ce régime linéaire dans les sons que
l’on utilisera pour l’estimation du paramètre µ. On commence par prendre cinq sons de
frappe de l’expérience précédemment décrite (Fig. 10.31). On regarde les représentations
fréquentielles (« HR-ogramme » s [137], calculés avec la méthode ESPRIT–ESTER, dont
un exemple est montré Fig. 10.32). En regardant les contributions fréquentielles entre
100 et 250Hz, on observe un glissement fréquentiel : les fréquences sont plus élevées
au début, et baissent vers leurs valeurs du régime linéaire. On mesure l’amplitude à la
fin du glissement fréquentiel sur le signal temporel. Cette procédure est répétée pour
les 5 sons, et l’amplitude minimale des 5 est prise comme amplitude après laquelle on
est en régime linéaire (sélection indiquée en rouge dans la Figure 10.31).

2 . estimation du paramètre µ On peut maintenant appliquer la méthode
ESPRIT aux 5 mesures du son pe(t) en régime linéaire. On propose de se focaliser sur
la contribution du mode 02. On augmente manuellement le nombre de pôles N du
modèle EDS, jusqu’à l’apparition d’un mode à une fréquence au-dessus de 200Hz.

Pour l’exemple montré dans la Figure 10.33, on monte jusqu’à 8 pôles, et on obtient
quatre contributions dans le modèle EDS dont les fréquences et amortissements sont
listées dans le Tableau 10.8. On voit sur le graphe qu’il y a une bonne correspondance
entre le signal d’origine et son approximation par un modèle EDS à 8 pôles.

En appliquant la procédure aux 5 sons, on obtient les estimations

(−1,6680935;−1,5783776;−1,493121;−1,375677;−1,238403) [1/s]

pour le coefficient d’amortissement δ du mode 02. En prenant la moyenne, on obtient
une valeur de δ = −1,4707 1

s , donc on utilisera dans le modèle du tom un coefficient

µ = 1,4707
1
s

.

20. Dans la suite, on utilise une implémentation des algorithmes ESPRIT et ESTER de la boîte à outils
DESAM (Décomposition en Éléments Sonores et Applications Musicales, [137]).
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Figure 10.30 – Représentation schématique des régimes dans le son d’un coup sur la membrane
du tom
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Figure 10.31 – Sélection du régime linéaire dans cinq sons de frappe : signaux temporels (le
régime linéaire étant indiqué en rouge)
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Figure 10.32 – Sélection du régime linéaire dans cinq sons de frappe : HR-ogramme d’un des
cinq signaux
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Figure 10.33 – Approximation d’un signal pe(t) par un modèle EDS à 4 paires de pôles par la
méthode ESPRIT
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Tableau 10.8 – Approximation par un modèle EDS à 4 paires de pôles du signal de la Figure
10.33 : fréquences et amortissements

fq [Hz] δq [1/s]

101,0621 -0,48282

101,3171 -2,702996

154,9807 -2,946332

202,4544 -1,375677

10.1.5 Conclusion

En résumé, les paramètres physiques du modèle identifiés dans la présente section
sont listés dans le Tableau 10.9.

Tableau 10.9 – Liste des paramètres physiques identifiés

membrane a rayon 0,162 m

σ densité massique 0,267 kg/m3

T tension 420 N/m

µ coefficient de frottement 1,4707 1/s

cavité V0 volume au repos 0,0195 m3

haut-parleur ml masse équivalente 0,157 kg

cl amortissement équivalent 4,87 kg/s

kl raideur équivalente 7,80 kN/m

Bl facteur de la force de Laplace 17,4 T ·m
R résistance électrique 5,52 Ω

L inductance électrique 4,37 mH

Sl surface équivalente 0,0515 m2
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10.2 dispositif de contrôle

Dans la présente section, le dispositif de contrôle est préparé, qui implémentera
l’observateur régulateur (9.36)-(9.32). Dans la Sous-section 10.2.1, on spécifie les compo-
sants utilisés et précise comment le Coala a été programmé. Le dispositif expérimental
complet, incorporant une acquisition de données, est précisé dans la Sous-section 10.2.2.
Dans la Sous-section 10.2.3, un système de frappe reproductible est développé et testé.

10.2.1 Composants

Le dispositif de contrôle est montré dans la Figure 10.34. Il suit l’architecture typique
spécifiée dans la Figure 2.6. On détaille les composants utilisés : le capteur (microphone),
le microcontrôleur (Coala) et l’actionneur (haut-parleur).

10.2.1.1 Capteur : microphone

La loi de commande a besoin d’une mesure de la pression dans la cavité. À cet effet,
un microphone Bruel & Kjær 4939 est utilisé, ayant des caractéristiques adaptées aux
forts niveaux sonores pouvant apparaître à l’intérieur du tom.

Le microphone est introduit dans la cavité à travers l’un des deux trous latéraux
dans la paroi (Fig. 10.35).

10.2.1.2 Actionneur : haut-parleur

Le haut-parleur interne décrit ci-dessus est utilisé comme actionneur du système. Il
est commandé en tension (et non pas en courant). La loi de commande sortant du Coala
passe par un amplificateur de puissance qui multiplie l’amplitude de la tension par un
gain 10, avant de l’appliquer aux bornes du haut-parleur (cf. Fig. 10.35).

La loi de commande (9.32) a été développée pour un haut-parleur contrôlé en courant.
Or, dans le dispositif décrit, il est contrôlé en tension. D’après l’Équation (10.2) du
modèle de Thiele & Small, on a une relation

vl = Ril + L
dil
dt

+ Bl ˙̀
l

entre le courant il et la tension vl. Le courant désiré d’après la loi de commande
pourrait être vu comme une valeur cible, pour un asservissement par la tension, ce
qui ajouterait une troisième boucle dans la topologie du contrôleur (cf. schéma-bloc
9.27). Toutefois, puisque le Coala permet seulement un calcul à une entrée et une sortie
(SISO pour Single Input – Single Output), on propose de négliger le terme Ldil/dt :

vl(t) ≈ Ril(t) + Bl ˙̀
l(t). (10.6)

Cette approximation peut être faite en basse-fréquence puisque le temps caractéristique
de la partie électrique du haut-parleur (l’inductance L étant petite) est plus petit
que celui de la partie mécanique. On suppose alors que la dynamique électrique est
immédiate, et on néglige la pente Ls à la droite de la fréquence de résonance dans la
fonction de transfert HV/I(s) (Fig. 10.7(a)).

10.2.1.3 Microcontrôleur : le Coala

Le contrôleur (observateur (9.36) – régulateur (9.32), avec les constantes physiques
identifiées dans la section précédente) est implémenté dans le Coala [191], qui a déjà
été introduit dans la Section 2.3.2. Les deux premiers modes axisymétriques (z̃1, z̃2)
seront pris en compte dans le contrôleur.
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Figure 10.34 – Dispositif de contrôle utilisant un microphone comme capteur, le Coala pour
implémenter l’algorithme de contrôle, et le haut-parleur comme actionneur
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Figure 10.35 – Dispositif de contrôle : microphone dans la cavité comme capteur de pression.
(Dans cette photo, un autre modèle de microphone est monté à titre indicatif.)

architecture L’intérieur du Coala était montrée Fig. 2.8. Il contient un ordinateur
à carte unique, le BeagleBone 21, sur lequel tourne un système d’opération Linux avec
des extensions temps-réel Xenomai 22 (comme c’est aussi le cas chez le microcontrôleur
pour le traitement audio présenté dans [161]).

programmation Le Coala peut être programmé en utilisant le logiciel Max MSP,
ou par du code C++. Nous utilisons la deuxième option. Le programme exécuté par le
Coala est structuré dans un nombre de fichiers contenant des fonctions à une entrée et
une sortie, qui pourront être activées séparément ou superposées pendant que le Coala
est actif.

On implémente l’observateur-régulateur comme une fonction

out = control(in),

où in représente la mesure venant du convertisseur analogique-numérique (la mesure
de la pression venant du microphone), et out le résultat numérique allant à convertis-
seur numérique-analogique (l’instruction qui est envoyée au haut-parleur). À chaque
temps d’échantillonnage, une mesure in est obtenue, un calcul de la loi de commande
est effectué, et l’instruction résultante out sort du Coala.

L’Équation (9.36) de l’observateur est discrétisée temporellement par la méthode
d’Euler explicite :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + PQ




h1 by(t)− Cx̂(t)eθ1

...

hn by(t)− Cx̂(t)eθn




devient

x̂(t + Ts) = x̂(t) + Ts ·


Ax̂(t) + Bu(t) + PQ




h1 by(t)− Cx̂(t)eθ1

...

hn by(t)− Cx̂(t)eθn





 , (10.7)

où Ts est la période d’échantillonnage, y(t) est la mesure (in) et les variables x̂(t)
et u(t) (représentant la commande en courant il(t)) ont été sauvegardées au temps
d’échantillonnage précédent.

Ensuite, la loi de commande en courant il(t + Ts) (9.32) est calculée. (Elle nécessite
la connaissance de la vitesse instantanée de la membrane du haut-parleur ˙̀

l. Cette

21. https://beagleboard.org/
22. http://xenomai.org/

https://beagleboard.org/
http://xenomai.org/
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vitesse n’est pas mesurée mais provient de l’observateur temps-fini (10.7).) Finalement,
la commande en tension ul(t + Ts) (out) est calculée d’après l’Éq. (10.6).

On précise que les formules de l’observateur-régulateur (9.36)-(9.32) avaient été ex-
primées dans le Chapitre 9 pour des variables adimensionnées. Pour l’implémentation
pratique, un redimensionnement des amplitudes des signaux et du temps a été effectué.

Les paramètres de l’observateur utilisés sont θ = 0,86 et
[

h1 . . . h6

]
=
[
6 17.5 30 33.0625 22.125 8.125

]

(obtenus après des tests dans le but de concilier rapidité de convergence et robustesse
au bruit). Les paramètres du régulateur sont ᾱ = 0,9, k̄1 = k̄2 = 0,3, k̄3 = 2β2, k̄4 = 2 ζ

β2
.

Pendant la programmation de la fonction control, il faut apporter une attention
particulière au fait d’allouer de la mémoire pour stocker des variables intermédiaires 23,
ce qui ne peut se faire en temps réel. De plus, les calculs non linéaires présents dans
les expressions de l’observateur-régulateur (9.36)-(9.32) étant un peu plus lents que
les calculs linéaires précédemment implémentés sur le Coala (cf. [22] et d’autres cas
mentionnés dans la Sous-section 2.3.2), une période d’échantillonnage de Ts = 100µs
(plus grande que d’habitude) sera utilisée partout. Ceci correspond à une fréquence
d’échantillonnage de fs = 10kHz (plus grand d’un facteur dix [79] par rapport aux
fréquences d’intérêt du contrôleur, notamment le mode 02 vers 200Hz).

La fonction control est programmée sur un ordinateur qui communique avec le
Coala à travers une connexion sans fil depuis un terminal. Après compilation, le Coala
est prêt à effectuer le calcul défini en temps réel.

utilisation Une fois la programmation et la compilation terminées, l’utilisation
du Coala en temps réel se fait depuis une page web de l’ordinateur (Fig. 10.36). Nous
nous en servons pour démarrer ou arrêter la boucle de contrôle temps-réel, pour faire
varier un gain multiplicatif à la sortie (pour des raisons de débogage), et pour activer
si besoin la sauvegarde des variables internes du Coala (après l’arrêt de la boucle
temps-réel, pour des raisons de monitorage ou débogage 24).

10.2.2 Dispositif expérimental complet

À partir du dispositif de contrôle précisé dans la sous-section précédente (Fig.
10.34), on construit le dispositif expérimental complet qui incorpore des possibilités
d’acquisition de données (schématisé dans la Figure 10.37)

Comme mentionné, le Coala permet d’exporter des variables internes comme un
fichier text : l’évolution de ses variables d’entrée in (mesure de la pression pc(t)) et de
sortie out (loi de commande vl(t) divisé par 10), ainsi que l’évolution de l’observateur
d’état x̃(t).

En plus, un microphone a été placé proche du milieu de la membrane (Fig. 10.38),
qui sera utilisé pour évaluer l’effet du contrôle sur le son du tom. La mesure de la
pression de ce microphone, pe(t), ainsi que celle du microphone dans la cavité utilisé
comme capteur de la boucle de contrôle, pc(t) et la tension électrique vl(t) appliquée
au haut-parleur sont acquises.

Dans la section prochaine, le développement d’un système de frappe reproductible
est détaillé. Ensuite, le dispositif expérimental complet est installé dans la chambre
anéchoïque de l’Ircam (Figure 10.39 - Tableau 10.10) pour effectuer les tests décrits dans
la Section 10.3. La chambre anéchoïque a la forme d’un pavé droit de volume utilisable
de 5.7× 4.3× 4.2m3 avec les parois couvertes de prismes triangulaires de néoprène et
fournit un niveau sonore de fond d’environ 18.5 dB SPL (A) [54].

23. Ou la sauvegarde de variables pour les exporter après l’exécution de la boucle temps-réel pour des
raisons de monitorage ou débogage.

24. Un fichier text est créé, qui peut être lu et affiché par un script Python.
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Figure 10.36 – Commande à distance de la boucle temps-réel du Coala depuis une page web

Tableau 10.10 – Dispositif expérimental complet en chambre anéchoïque : liste des instruments

Carte d’acquisition National Instruments 9234

Microphone au-dessus de la cavité Bruel & Kjær 4191

Microphone dans la cavité Bruel & Kjær 4393

Conditionneur des microphones Nexus 2690

Microcontrôleur Coala (v1) « Alto »

Amplificateur du haut-parleur Newtons4th Ltd LPA05

Haut-parleur Raveland AXX 1212

10.2.3 Système de frappe reproductible

Le tom sera excité par un coup de baguette au milieu de la membrane. Afin de
pouvoir comparer le cas sans contrôle avec le cas avec contrôle, il est indispensable de
maîtriser la force et le point d’impact le mieux possible afin de garantir la reproductibi-
lité. En effet, si l’on frappe manuellement à plusieurs reprises, il y a des variations de
force et de point d’impact, ce qui influencera le degré d’excitation des différents modes
de la membrane et le degré de présence d’éventuels phénomènes non linéaires.

Afin de pouvoir mieux contrôler les conditions initiales, nous proposons une excita-
tion par un support de baguette 25 montré Figure 10.40. Ce support a été adapté du
support de mailloche développé dans la thèse de Marguerite Jossic [121, Fig. 2.15] pour
exciter un gong. Pour pouvoir l’utiliser avec la baguette 26, une pièce d’ajustement de
diamètre a été fabriquée en impression 3D (cf. la Sous-section D.2.2 en annexe).

25. On peut mentionner un actionneur piézoélectrique ou un marteau de piano (p.ex. [192] pour le cas
d’un banjo) comme manières alternatives d’excitation.

26. La baguette pèse un peu plus lourd que la mailloche, mais son centre de gravité est plus loin de son
extrémité touchant la membrane.
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Figure 10.37 – Dispositif expérimental complet : schéma
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Figure 10.38 – Microphone au-dessus de la membrane qui sera utilisé pour évaluer l’effet du
contrôle au point milieu de la membrane, en outre du microphone dans la cavité
utilisé comme capteur dans la boucle de contrôle.

mécanisme de frappe

tom

microphone dessus

microphone dedans

amplificateur du haut-parleur

Coala

conditionneur
des microphones

communication
avec le Coala

acquisition

affichage

Figure 10.39 – Dispositif expérimental complet : installation en chambre anéchoïque
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Figure 10.40 – Support-baguette monté dans le dispositif expérimental dans le but d’obtenir une
frappe reproductible au milieu de la membrane
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(a) Lâchage

[ 6 mai 2021 at 19:16 – classicthesis v4.6 ]

(b) Impact ZZ

[ 6 mai 2021 at 19:16 – classicthesis v4.6 ]

(c) Rattrapage

Figure 10.41 – Système de frappe reproductible

La manière de frappe utilisée est schématisée dans la Figure 10.41 et consiste des
étapes suivantes. Tout d’abord, le pied de support du système de frappe est positionné
de telle manière à ce que la baguette se trouve au repos au milieu de la membrane.

1. Lâchage – La baguette est tenue par un doigt de la main contre une butée
préalablement fixée à un angle au choix et a donc une certaine énergie potentielle
due à la gravité. En retirant très vite le doigt, la baguette tombe.

2. Impact – La baguette réalise un impact sur le milieu de la membrane, l’excitant,
et rebondit.

3. Rattrapage – On rattrape la baguette montante avec le même doigt pour éviter
qu’elle ne redescende une deuxième fois.

En cas d’échec, on obtient deux ou plus de rebonds, et on est obligé de réessayer.
L’efficacité de ce système est évaluée en donnant 5 coups de la manière décrite

ci-dessus, puis en donnant 5 coups avec une baguette tenue dans la main, en essayant
de viser le milieu de la membrane et de frapper avec une même force à chaque fois.
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Sur la Figure 10.42, on voit les débuts des mesures de la pression dans la cavité pe du
tom, où le temps commence au début de la frappe. On voit que les signaux temporels
successifs pour le cas avec le support-baguette sont à peine distinguables, ce qui
indique une bonne reproductibilité des conditions initiales. En revanche, les signaux
temporels successifs pour le cas manuel connaissent une plus grande variabilité. Sur
la même Figure, la densité spectrale de puissance [260] de ces signaux (de durée 1,8s)
est indiquée, à titre indicatif. On y voit aussi qu’il y a moins de différences entre les 5
signaux pour le cas du support-baguette.
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10.3 évaluation du contrôle

On utilise le dispositif expérimental complet décrit dans la section précédente, excité
avec le système de frappe reproductible. Deux tests sont effectués : une évaluation du
calcul numérique du contrôleur non linéaire (Sous-section 10.3.1) et une évaluation de
la possibilité de changer la fréquence des premiers deux modes axisymétriques de la
membrane par le contrôleur (Sous-section 10.3.2).

10.3.1 Méthode numérique régularisant

Le contrôleur-observateur avec un calcul par la méthode d’Euler explicite est activé
et un coup est donné avec le support-baguette. L’évolution des variables internes du
Coala est montrée Figure 10.43.

On observe (et entend) un bruit haute-fréquence qui persiste, même quand la pression
dans la cavité a été atténuée beaucoup. On suppose que c’est dû à cause de la raideur
des lois non linéaires en temps fini. C’est la raison pour laquelle on implémente une
linéarisation locale autour de 0 des expressions non linéaires (cf. la Sous-section 7.2.1)
pour un intervalle de l’argument de [−10−5, 10−5] pour l’observateur et [−10−3, 10−3]
pour le régulateur. Avec cette adaptation, le bruit haut-fréquence est enlevé (Fig. 10.44,
et une comparaison Fig. 10.45 où l’on voit le chattering pour le cas sans linéarisation
locale).
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Figure 10.44 – Évaluation de la méthode numérique : variables internes du Coala (mesure de
pression en vert, état de l’observateur en bleu, loi de commande en courant puis
en tension en rouge) pour un calcul par la méthode d’Euler explicite avec une
linéarisation locale autour de l’origine. Condition non anéchoïque.



178 le tom : implémentation expérimentale

2.00 2.02 2.04 2.06 2.08 2.10
−0.004

−0.002

0.000

0.002

0.004

z̃ 1
[−

]
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10.3.2 Changement de fréquence

Finalement, on évalue si le contrôleur proposé permet en effet de modifier des
fréquences de vibration de la membrane supérieure. Les deux premiers modes axi-
symétriques (z̃1 et z̃2, correspondant aux modes 01 et 02) sont pris en compte dans
l’implémentation sur le Coala.

10.3.2.1 Influence de la propagation dans le fût sur la stabilité

Dans un premier temps, plusieurs placements de pôles visant à modifier légère-
ment la fréquence du deuxième mode avaient été calculés, mais il s’est avéré que
l’implémentation sur le Coala menait dans certains cas à une instabilité du contrôle. En
même temps, il a été possible d’obtenir un contrôle stable avec le Coala pour certains
paramètres de placement de pôles, pour lesquels le modèle numérique était instable.
Inspiré par cette observation, on a supposé que la non-prise en compte (dans le modèle
utilisé dans le contrôleur) de la propagation dans le fût entre le haut-parleur et la
membrane supérieure en était la cause principale. En effet, un petit test mentionné
en Sous-section D.3.1 illustre qu’il existe un déphasage entre le haut-parleur et la
membrane supérieure qui dépend de la fréquence (longueur d’onde).

À cause de cette observation que le modèle est insuffisamment détaillé pour per-
mettre une utilisation correcte des paramètres du placement de pôles, on a choisi de
procéder à une série de mesures variant dans le Coala ces paramètres, sans pour autant
vérifier par le modèle du tom à quelle cible fréquentielle pour les modes 01 et 02 ils
correspondraient.

10.3.2.2 Changement de fréquence observé

Pour les cas de paramètres de placement de pôles donnant lieu à un contrôle stable
suite à une frappe au milieu de la membrane par le système de frappe reproductible,
on a mesuré la pression pe au dessus du point milieu dans le but de comparer le son
obtenu au son obtenu sans contrôle, dont les analyses sont discutées ici.

signal temporel Dans la Figure 10.46, on voit le début de l’évolution temporelle
de signaux de pression extérieure pe pour deux ensembles de paramètres de placement
de pôles, et pour le cas sans contrôle. Comme montré précédemment, le système de
frappe reproductible permet d’obtenir des résultats très similaires quand on répète
une même expérience. En comparant les trois cas affichés, on peut conclure que
le contrôleur a une influence nette sur l’évolution temporelle de la vibration de la
membrane supérieure.

densité spectrale de puissance En comparant la densité spectrale de puis-
sance pour un nombre de mesures de la pression pe avec des paramètres de placement
de pôles différents, on peut voir si le contenu fréquentiel des signaux est influencé (Fig.
10.47). Le cas sans contrôle est affiché en bleu marin, et il connaît un pic en dessous
de 50Hz, correspondant à la fréquence de résonance du haut-parleur. En comparant
les cas avec contrôle avec le cas sans contrôle, on voit que des pics comme celui à
100Hz (mode non axisymétrique 11) ne sont pas du tout impactés par le contrôle. À
d’autres endroits, comme dans les régions des modes axisymétriques 01 et 02 visés par
le contrôle, mais aussi ailleurs, des décalages de fréquences sont observés (cf. la Figure
10.48 qui se focalise sur la plage fréquentielle visée par le contrôleur).

hr-ogramme À partir des Figures 10.47-10.48, on peut sélectionner des mesures
pour lesquelles un changement de fréquence net a été observé, et calculer leur HR-
ogramme (spectrogramme à haute résolution, cf. ci-dessus) pour évaluer l’évolution
temporelle des fréquences.
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∼

Figure 10.46 – Comparaison des signaux de pression extérieure pe pour deux ensembles de
paramètres de placement de pôles, et le cas sans contrôle. Chaque mesure est
répétée 3 fois. Condition non anéchoïque.

Un exemple est montré Figure 10.49, où l’on regarde la densité spectrale de puissance
et le HR-ogramme en détail autour de 150Hz (mode 01). La méthode HR y a identifié
deux modes à fréquences proches. Dans le cas sans contrôle, ces fréquences ne sont pas
stables et les modes sont atténués assez vite. Dans le cas des deux contrôleurs montrés,
les contributions des modes durent plus longtemps. Chez le premier contrôleur, une
baisse des deux fréquences de ca. 1Hz est obtenue, et les nouvelles fréquences restent
stables dans le temps. Chez le deuxième contrôleur, une hausse de ca. 1Hz par rapport
au cas sans contrôle est obtenue, et les nouvelles fréquences varient dans le temps.
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Figure 10.47 – Densité spectrale de puissance pour un nombre de mesures de pe avec des
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chambre anéchoïque Ces mesures sont répétées en chambre anéchoïque. Sur
les densités spectrales de puissance (Figures 10.50-10.51), on obtient un résultat pareil.
Toutefois, ici, il semble que des pics comme celui à 100Hz, qui ne changeait pas dans
les Figures 10.47-10.48, semblent aussi pouvoir être déplacés.

Les HR-ogrammes de deux cas contrôlés sont montrés Figures 10.52-10.53.
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(a) sans contrôle (b) contrôle 1

(c) sans contrôle [Figure répétée pour la comparai-
son]

(d) contrôle 2

Figure 10.53 – Détails des HR-ogrammes correspondants à la Fig. 10.52
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10.4 conclusion et perspectives

Après une identification des paramètres physiques du tom augmenté et une im-
plémentation de la loi de commande en temps fini sur le Coala (avec la méthode
numérique déraidissante), des tests ont été effectués pour évaluer la performance quant
à un changement ciblé des deux premiers modes axisymétriques de la membrane
supérieure de l’instrument.

Il s’est avéré que le modèle utilisé par le contrôleur ne correspond pas très bien avec
la réalité. Nous supposons que c’est en premier lieu dû à la non-prise en compte de la
propagation du son dans la cavité, entre le haut-parleur et la membrane supérieure,
qui a une influence importante sur la performance et la stabilité du système contrôlé.

Pour cette raison, il faudrait affiner le modèle utilisé par le contrôleur afin de mieux
prendre en compte la réalité physique.

— En premier lieu, il faut prendre en compte la propagation des ondes sonores dans
la cavité (Fig. 10.54), voire d’autres effets comme des réflexions internes ou des
modes de cavité ou de parois, si une analyse acoustique plus détaillée montre
que ces contributions sont importantes pour le contrôleur.

Figure 10.54 – Propagation des ondes sonores à l’intérieur de la cavité

— On pourrait aussi regarder l’accordage de la membrane plus en détail, dans le
but d’obtenir une distribution de tension plus homogène, faisant correspondre
le système mieux avec son modèle à tension supposée constante. En plus, on
pourrait accorder le tom à une tension plus élevée, pour laquelle les modes de la
membrane seraient plus espacés en fréquence et le mode 01 serait à la fréquence
la plus basse (pas de croisement de mode comme c’était le cas ci-dessus) ; mais il
est possible que un changement des fréquences à une haute tension de membrane
soit plus difficilement réalisable par le contrôleur.

— Finalement, on pourrait affiner le modèle encore plus en prenant aussi en compte
l’influence du rayonnement sur les fréquences de la membrane, en outre de celle
de la cavité que nous avons prise en compte dans le modèle actuel.
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Dans ce chapitre, le mouvement 2D d’un câble pesant flexible est considéré, que
l’on peut retrouver dans un pont roulant ou une grue de construction. Il est modélisé
par un système hybride EDP–EDO, dont la partie EDO décrit le mouvement d’une
plateforme et l’EDP décrit le mouvement d’un câble attaché à la plateforme. Il s’agit
d’une équation des ondes avec une tension variable en fonction de l’abscisse curviligne
le long du câble.

Ce système hybride EDP–EDO est stabilisé en temps fini par une loi de commande
non linéaire obtenue à partir d’un résultat pour la stabilisation de systèmes hyperbo-
liques quasi linéaires 2× 2 [69]. Son application au problème décrit nécessite plusieurs
changements de variables, une transformation d’intégrale de Voltera de type backstep-
ping, et la stabilisation en temps-fini d’un système ODE du deuxième ordre décrivant la
dynamique d’une variable bien choisie. Ainsi, ce résultat généralise la stabilisation du
cas avec une tension constante le long du câble qui est considéré dans [280] au cas d’une
tension affine dans l’abscisse curviligne le long du câble. La simulation du système
contrôlé nécessite la solution numérique d’équations de noyaux de transformation
et de la dynamique temps-fini, ce qui est fait en utilisant des méthodes numériques
récentes [9, 196].

Une grande partie de ce chapitre a été reprise de [W9].
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11.1 contexte : stabilisation de systèmes hybrides edp–edo

La stabilisation de systèmes hybrides EDP–EDO a attiré l’attention de la communauté
du contrôle depuis plusieurs décennies. On peut mentionner des applications comme
le contrôle d’un disque rotatif auquel est attachée une poutre, sans amortissement
naturel [68] ainsi que le cas d’une poutre rotative attachée à une inertie en translation
[156], une flûte à coulisse [278], des systèmes électriques comme un convertisseur de
puissance commuté avec une ligne de transmission [72] ou un convertisseur statique
de puissance de type Modulateur de Largeur d’Impulsion courant continu – courant
continu de type buck (hacheur série), couplé à une barre avec diffusion de chaleur [4,
5], le mouvement turbulent d’un fluide et le flux de trafic [244], et la grue en prenant
en compte la flexibilité du câble, comme développé ci-dessous.

11.2 introduction

11.2.1 Mouvement 2D

Nous nous intéressons au mouvement planaire d’une plateforme motorisée pouvant
exécuter une translation horizontale, à laquelle est attaché un câble tenant une masse.
On peut supposer que ce mouvement a lieu dans une grue de construction (tower crane)
ou un pont roulant (overhead crane) quand le rail sur lequel se déplace la plateforme
n’exécute pas de rotation ou translation, respectivement, comme illustré dans la Figure
11.1. De plus, dans la suite, nous supposons que le câble a une longueur fixe. Ceci
implique que des variations de la hauteur de la masse transportée sont uniquement
dues à des variations de courbure du câble, et non pas à des éventuelles actions d’une
poulie.

×

(a) Grue de construction

×

(b) Pont roulant

Figure 11.1 – Mouvement planaire considéré

11.2.2 Modèle hybride 2D du câble pesant

Dans [281], les auteurs ont dérivé et étudié un modèle pour la dynamique d’une
plateforme motorisée de masse M pouvant exécuter une translation horizontale le
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long d’un rail horizontal (schématisé Fig. 11.2). Un câble flexible et non extensible
de longueur ` = 1 m est attaché à la plateforme à son extrémité supérieure et à une
masse de charge m à son extrémité inférieure. En supposant de petits déplacements
transversaux et angulaires et en négligeant l’accélération de la masse de charge, ils
obtiennent le système suivant :

ytt(s, t)− (d(s)ys(s, t))s = 0, (11.1)

ys(0, t) = 0 (11.2)

y(1, t) = Xp(t) (11.3)

Ẍp(t) = λ [d(s)ys(s, t)](s=1) +
V(t)

M
, (11.4)

avec

d(s) , gs +
gm
ρ

(11.5)

λ , (m + ρ)g
Md(1)

· (11.6)

0 e1

e2

1
0

M

Xp
V

m

y s

θ

Figure 11.2 – Schéma du modèle de grue

Les conditions initiales sont



y(s,0) = y0(s)

yt(s,0) = y1(s)

Xp(0) = X0
p

Ẋp(0) = X1
p.

(11.7)

Dans ce modèle, s dénote l’abscisse curviligne (longueur d’arc) le long du câble, avec
s = 0 à son extrémité inférieure et s = 1 à son extrémité supérieure, y = y(s, t) est le
déplacement horizontal d’un point du câble à l’abscisse curviligne s au moment t, Xp
est l’abscisse de la plateforme, ρ la densité linéique de masse du câble et V la force
appliquée à la plateforme. Les dérivées partielles sont notées comme ytt = ∂2y/∂t2,
yss = ∂2y/∂s2, etc., et Ẍp = d2Xp/dt2.

La corde subit une tension affine d(s) (Éq. 11.5) composée d’une contribution
constante gm

ρ due à la masse de charge m et une contribution linéaire gs due à la masse
du corde. On mentionne que dans [280], les auteurs ont supposé que m� ρ · `, et donc
gm/ρ� gs pour s ∈ ]0, 1[ ce qui implique que la fonction d(s) ≈ gm

ρ , d est constante.
Dans la présente contribution, nous retournons au problème originel sans cette approxi-
mation, de sorte que la tension d(s) est donnée par son expression affine (11.5). En parti-
culier, on simulera dans la Section 11.6 le cas avec m = 2kg, ρ = 2kg/m, g = 9.81m/s2,
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c’est-à-dire un câble qui est lourd devant le poids déplacé, ce qui correspond à une
contribution linéaire importante dans l’expression d(s), comme montré Figure 11.3.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5

10

15

20

s [m]

[ m
2 /

s2]

d = gm
ρ

d(s) = gm
ρ + gs

Figure 11.3 – Contribution linéaire importante dans d(s) pour le cas avec m = 2kg, ρ =
2kg/m2, g = 9.81m/s2.

En appliquant la loi de commande intermédiaire suivante :

V(t) = M ·U(t)− (m + ρ)gθ(t), avec θ(t) , ys(1, t), (11.8)

où la déviation angulaire θ(t) du câble par rapport à l’axe verticale, au point s = 1
(c’est-à-dire, au point de connexion avec la plateforme), est supposée mesurée (cf. Fig.
11.2), le système suivant est obtenu :

ytt − (d(s)ys)s = 0 (s, t) ∈ ]0, 1[×]0, + ∞[ (11.9)

ys(0, t) = 0 t ∈ ]0, + ∞[ (11.10)

y(1, t) = Xp(t) t ∈ ]0, + ∞[ (11.11)

Ẍp(t) = U(t), t ∈ ]0, + ∞[. (11.12)

avec les conditions initiales (11.7).

remarque 1 – système hybride (edp–edo) On voit que le modèle (11.9)–(11.12)
est un système hybride (EDP–EDO) : la dynamique de la corde est décrite par une EDP
couplée à une EDO décrivant la dynamique de la plateforme. Le système global est
contrôlé par l’entrée U, l’accélération imposée à la plateforme.

On mentionne que le contrôleur en temps fini pour ce système sera développé selon
une autre approche que celle suivie pour le système hybride du tom dans le Chapitre 9.
En effet, dans le présent chapitre, une stabilisation du système sera obtenue en agissant
directement sur l’EDP, sans la projeter sur une base modale comme c’était le cas chez
le tom.

remarque 2 – câble ou corde ? Pour la modélisation de la grue de construction,
du pont roulant et d’autres appareils similaires, on utilise souvent une approche à
constantes localisées où le câble est représenté par un pendule rigide [1, 115]. Au
contraire, dans une approche à constantes distribuées, on prend en compte la flexibilité
du câble en le modélisant par une EDP.
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Dans le modèle adopté ci-dessus, nous avons choisi de modéliser le câble par une
EDP de corde 1. La raison de ce choix est que le modèle EDP de la corde contient
seulement une dérivée spatiale d’ordre 2, tandis que le modèle EDP d’un câble, p.ex.

ρytt − gmyss + EIyssss = 0,

avec des conditions aux limites et initiales, et où E [Pa] est le module de Young et
I [m4] le moment d’inertie quadratique [118, 247], contient une dérivée spatiale d’ordre
4. À notre connaissance, il n’existe à ce jour pas de résultat sur la stabilisation en temps
fini d’une telle EDP du 4ème ordre, qui serait similaire au théorème sur la stabilisation
en temps fini d’une EDP du 2ème ordre [69], que nous appliquerons dans la suite (cf. le
Théorème 11.1 ci-dessous).

11.2.3 But du contrôle

On souhaite construire une loi de commande pour U(t) qui déplace le système
plateforme–câble (11.9)–(11.12) d’une position au repos

(
Xp(0) = cst. 6= 0, Ẋp(0) = 0, y(s, 0) = 0, yt(s, 0) = 0

)

à une autre position au repos
(
Xp(tF) = 0, Ẋp(tF) = 0, y(s, tF) = 0, yt(s, tF) = 0

)
,

et ceci dans un temps fini tF. (Par convention, on définit que l’origine de l’abscisse de
XP se trouve à la position cible désirée : XP(tF) = cst.2 , 0.)

Ce but de contrôle est schématisé dans la Figure 11.4(a)-(b). On ne veut pas avoir un
état final où la plateforme s’arrête, possiblement en temps fini, à un endroit différent
de la position 0 (Fig. 11.4(c)), avec un câble qui se stabilise soit en temps fini, soit
asymptotiquement. Un autre état final non désiré est le cas de la Fig. 11.4(d), où la
plateforme se stabilise bien en temps fini à la position 0, mais le câble n’est stabilisé
qu’asymptotiquement.

(a) État initial (b) État final désiré

(c) État final non désiré (d) État final non désiré

Figure 11.4 – But du contrôle

1. Cf. aussi les Chapitres 4-8 dans lequels l’EDP de corde linéaire ou avec une tension non linéaire est
considérée.
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résultats de contrôle existants pour le modèle 2d du câble pesant
Une stabilisation asymptotique (mais non pas exponentielle) du système (11.1)-(11.4) a
été établie dans [281], tandis qu’une stabilisation exponentielle a ensuite été obtenue
dans [274] en utilisant la structure en cascade du système et une approche par backs-
tepping (cf. [135] concernant cette approche). Un résultat similaire a été obtenu pour
le système (11.9)-(11.12) avec une tension constante et des conditions limites de type
Dirichlet dans [169]. La dynamique de la masse de charge a été prise en compte dans
[166].

L’approche par backstepping est un outil puissant pour la conception de contrôleurs
stabilisants dans le contexte de systèmes de dimension finie (cf. p.ex. [228]), mais la
structure en cascade de systèmes mécaniques flexibles couplant un EDO et EDP est
aussi une propriété utile, comme c’est la cas du modèle 2D de la grue avec un câble
flexible. On peut aussi mentionner [68], où les auteurs proposent une classe de lois de
commande non linéaires à la frontière stabilisant asymptotiquement un disque rotatif
auquel est attachée une poutre, sans amortissement naturel. Notons également que
dans [273], la stabilisation asymptotique du modèle 2D de la grue avec une longueur
de câble variable a été considérée.

Dans [274], le système (11.9)-(11.12) a été considéré, avec une tension constante
(redimensionnée à 1). On y propose le retour d’état linéaire

U(t) = −K−1 [yst(1, t) + kyt(1, t)]− µ
[

Ẋp(t) + K−1 [ys(1, t) + ky(1, t))
]

, (11.13)

avec k, K > 0 et µ > K/2 des constantes arbitraires, et prouve que le system (11.9)-
(11.13) est exponentiellement stable.

Dans [280], le même système à tension constante a été stabilisé en temps fini par le
retour d’état non linéaire

U(t) = −yst(1, t)− byt(1, t) + ys(1, t)eν2 −
⌊

y(1, t) +
∫ 1

0
yt(ξ, t) dξ

⌉ν1

, (11.14)

avec 0 < ν2 < 1, ν1 > ν2
2−ν2

et bxeν1 , sign(x)|x|ν1 .

remarque Pour plus de résultats concernant le contrôle de la grue de construction,
du pont roulant et d’autres appareils similaires, consulter [1, 115] et les références s’y
trouvant.

11.2.4 Stabilisation en temps fini de systèmes hyperboliques 2× 2

Certains systèmes hyperboliques avec des conditions aux limites transparentes (non
reflétantes, cf. la Sous-section 11.4.1 plus bas) admettent des solutions qui atteignent
l’état d’équilibre en temps fini. Une telle propriété, appelée stabilité en temps fini dans
[6, 187] ou super-stabilité dans [229] a été discutée pour la première fois dans [152]
pour le cas de l’équation des ondes. L’extension d’une telle propriété à l’équation des
ondes sur un réseau a été étudiée dans [6, 229]. Il s’avère que la stabilité en temps
fini est aussi valable pour des systèmes hyperboliques quasi linéaires du premier
ordre unidimensionnels diagonaux et sans termes source [146, 187]. L’incorporation
de termes source dans de tels systèmes mène à une perte de la propriété de stabilité
en temps fini si les conditions aux limites sont transparentes, mais la stabilisation
reste toujours rapide [102]. Cependant, dans le cas linéaire, l’utilisation d’une loi de
rétroaction à la frontière basée sur une transformation de type backstepping permet de
retrouver la stabilité en temps fini pour des systèmes hyperboliques avec des termes
source [69].
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11.2.5 Stabilité en temps fini d’un système d’évolution abstrait

11.2.5.1 Système EDO

La stabilité en temps fini d’un système d’évolution EDO

ẋ(t) = f (x(t))

est définie comme suit.

Définition 11.1 (Stabilité en temps fini d’un système d’évolution EDO [39]). Soit
Φ = Φ(x, t), x ∈ V, t ∈ R+, le flot associé à un système d’évolution EDO dans une espace de
dimension finie V ⊆ Rn, avec x = 0 un ponit d’équilibre, c’est-à-dire, Φ(0, t) = 0 pour tout
t ∈ R+.

On dit que le flot
(
Φ(x, t)

)
(x,t)∈V×R+

est globalement stable en temps fini

— s’il existe une fonction non décroissante T : (0,+∞) → (0,+∞) appelée la fonction
de temps d’établissement telle que Φ(x, t) = 0 pour tout x ∈ V \ {0} et tout
t ≥ T(‖x‖V) (convergence en temps fini) ;

— et si le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov 2, c’est-à-dire, pour tout
ε > 0, il existe un δ > 0 tel que

‖x‖V < δ⇒ ‖Φ(x, t)‖V < ε, ∀t ≥ 0.

remarque – stabilité en temps fini du double intégrateur

Lemme 11.1 (Stabilité en temps fini du double intégrateur). L’EDO du 2me ordre

ẍ = −bẋeν2 − bxeν1 ,

équivalente au système du premier ordre
{

ẋ1 = x2

ẋ2 = −bx2eν2 − bx1eν1 ,

(x1 , x, x2 , ẋ), est stable en temps fini pour 0 < ν2 < 1 et ν1 ≥ ν2
2−ν2

.
(Le cas ν1 > ν2

2−ν2
a été prouvé par Haimo [103] et le cas ν1 = ν2

2−ν2
par Bhat & Bernstein

[12, 39].)

11.2.5.2 Système hybride EDP–EDO

La stabilité en temps fini d’un système d’évolution hybride EDP–EDO dépendant
d’une variable spatiale z ∈ [0, 1] et une variable temporelle t ∈ R+ peut être définie
comme suit.

Définition 11.2 (Stabilité en temps fini d’un système d’évolution hybride EDP–EDO).
Soit Φ = Φ(x, z, t), x ∈ H, z ∈ [0, 1], t ∈ R+, le flot associé à un système d’évolution dans
une espace de Hilbert H. On suppose que Φ satisfait la propriété de semi-groupe [57, 71, 185] :
Φ(Φ(x, z, s), z, t) = Φ(x, z, t + s) pour tout x ∈ H, tout z ∈ [0, 1], et tout t, s ∈ R+ ; et que
x = 0 est un point d’équilibre, c’est-à-dire, Φ(0, z, t) = 0 pour tout z ∈ [0, 1] et t ∈ R+.

On dit que le flot
(
Φ(x, z, t)

)
(x,z,t)∈H×[0,1]×R+

est globalement stable en temps fini

— s’il existe une fonction non décroissante T : (0,+∞) → (0,+∞) appelée la fonction
de temps d’établissement telle que Φ(x, z, t) = 0 pour tout x ∈ H \ {0}, pour tout
z ∈ [0, 1] et tout t ≥ T(‖x‖H) (convergence en temps fini) ;

— et si le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov, c’est-à-dire, pour tout
ε > 0, il existe un δ > 0 tel que

‖x‖H < δ⇒ ‖Φ(x, z, t)‖H < ε, ∀z ∈ [0, 1], t ≥ 0.
2. (cf. Déf. 3.6)
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11.2.6 Structure du présent chapitre

La conception de la loi de commande U(t) à la frontière stabilisant le système
hybride EDP–EDO (11.9)-(11.12) avec une tension affine en temps fini se déroulera de
la façon suivante.

Afin de pouvoir utiliser l’approche développée dans [69, Proposition 3.1] pour des
systèmes hyperboliques quasi linéaires 2× 2 découplés, deux changements de variables
doivent être effectués permettant de réécrire le système d’origine (11.9)-(11.12) sous la
forme appropriée (Section 11.3).

Dans un premier temps (Section 11.4), la stabilisation en temps fini de l’EDP seule
sera considérée. Les notions de système cible, transformation de type backstepping et le
calcul de noyaux de transformation sont détaillées, permettant finalement l’expression
de la loi de commande à la frontière de [69].

Ensuite, dans la Section 11.5, la stabilisation du système hybride entier (EDP–EDO,
c’est-à-dire câble à tension affine & plateforme) est considérée. Basée sur les résultats
de la section précédente pour l’EDP, une loi de commande pour l’accélération U(t)
imposée à la plateforme est construite dont on prouve qu’elle stabilise le système
hybride entier en temps fini.

Une simulation illustrant la stabilisation en temps fini d’un câble pesant est montrée
dans la Section 11.6, utilisant des méthodes numériques récentes [9, 196] pour la
résolution numérique des noyaux de transformation et pour la simulation d’une
dynamique ODE en temps fini, avant de conclure dans la Section 11.7.

11.3 obtention de la forme d’un système quasi hyperbolique 2× 2

Deux transformations sont définies, qui permettent de réécrire l’équation hyperbo-
lique du deuxième ordre (11.9) avec conditions aux limites (11.10)-(11.11) et conditions
initiales (11.7) comme un système hyperbolique quasi linéaire découplé 2× 2, la forme
nécessaire pour pouvoir appliquer le Théorème 11.1, comme montré dans la Section
11.4.

11.3.1 Première transformation

Suivant [154], une première transformation z(x, t) , y(s, t) est définie, où

x(s) =
1
J

∫ s

0
d−1(σ) dσ =

1
gJ

ln
(

1 +
ρ

m
s
)
> 0 (11.15)

et

J =
∫ 1

0
d−1(σ) dσ =

1
g

ln
(

1 +
ρ

m

)
> 0,

de sorte que x(0) = 0 et x(1) = 1. Avec cette transformation, l’EDP (11.9) peut être
réécrite comme

ztt(x, t)− λ2(x)zxx(x, t) = 0, (11.16)

où

λ(x) =
1

J
√

d̃(x)
, d̃(x) , d(s(x)) =

gm
ρ

egJx (11.17)

avec les conditions aux limites




zx(0, t) = 0

z(1, t) = Xp(t)

Ẍp(t) = U(t),

(11.18)
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Xp(t) étant la position de la plateforme et Ẍp(t) = U(t) son accélération, et les
conditions initiales

z(x, 0) = z0(x) = y0(s)

zt(x, 0) = z1(x) = y1(s).
(11.19)

11.3.2 Deuxième transformation

L’Équation (11.16) est ensuite réécrite comme un système de deux EDPs du premier
ordre. En notant que (∂t − λ∂x)(∂t + λ∂x)z = −λλ′zx = (∂t + λ∂x)(∂t − λ∂x)z, il peut
être démontré que les fonctions

{
S(x, t) , zt(x, t) + λ(x)zx(x, t)

D(x, t) , zt(x, t)− λ(x)zx(x, t)

(invariants de Riemann) satisfont le système

St(x, t)− λ(x)Sx(x, t) = − λ′(x)
2 (S(x, t)− D(x, t)) (11.20)

Dt(x, t) + λ(x)Dx(x, t) = − λ′(x)
2 (S(x, t)− D(x, t)). (11.21)

En mettant

w(x, t) =

[
u(x, t)

v(x, t)

]
,
[

e−
1
2 ln(λ(x))D(x, t)

e−
1
2 ln(λ(x))S(x, t)

]
=

1√
λ(x)

[
D(x, t)

S(x, t)

]
, (11.22)

on obtient le système

wt(x, t) =

[
−λ(x) 0

0 λ(x)

]
wx(x, t) +

[
0 − λ′(x)

2
λ′(x)

2 0

]
w(x, t) (11.23)

avec les conditions aux limites

u(0, t) = v(0, t), (11.24)

équivalente à la condition aux limites originelle ys(0, t) = 0, et

v(1, t) = W(t), (11.25)

W(t) étant une loi de commande qui est reliée à la commande physique originelle
U(t) = Ẍp(t) et l’angle θ(t) = ys(1, t) selon

W(t) =
√

L 4
√

d(1)
(

Ẋp(t) +
√

d(1)θ(t)
)

(avec Ẋp(t) =
∫ t

0 Ẍp(τ) dτ).
Ce système est sous la forme requise pour l’application de la transformation de type

backstepping qui sera définie plus bas (avec q = 1).

11.4 stabilisation en temps fini de l’edp

Dans la présente section, nous ne considérons temporairement que la partie EDP
(câble) du modèle hybride, qui a été réécrite sous la forme (11.22), comme schématisé
dans la Figure 11.5. Nous étudions l’application d’un résultat de stabilisation en temps
fini de ce type d’EDP utilisant une loi de commande à la frontière [69], même si, dans
l’application décrite, nous ne pouvons pas agir directement à ce point de suspension du
câble à la plateforme. Dans la section suivante, on exposera comment utiliser ce résultat
pour construire une loi de commande U(t) agissant sur la plateforme, stabilisant le
système hybride complet (plateforme & câble).
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U(t)

EDO (plateforme)

EDP (câble)

�

Figure 11.5 – Représentation schématique de l’EDP comme sous-système du système hybride
EDP–EDO

11.4.1 Système cible

Dans [69], la stabilisation en temps fini du système hyperbolique quasi linéaire
découplé 2× 2 suivant est considéré :

wt(x, t) = Σ(x)wx(x, t) + C(x)w(x, t)

=

[
−ε1(x) 0

0 ε2(x)

]
wx(x, t) +

[
0 c1(x)

c2(x) 0

]
w(x, t)

(11.26)

u(0, t) = qv(0, t) (11.27)

v(1, t) = W(t), (11.28)

où

w(x,t) =

[
u(x, t)

v(x, t)

]
,

x ∈ [0, 1], t ≥ 0, c1(x) et c2(x) sont des fonctions C0([0, 1]), ε1(x) et ε2(x) sont des
fonctions C1([0, 1]) strictement positives, et q 6= 0 (ici 3).

Le système (11.23) avec conditions aux limites (11.24)-(11.25) est de la forme du
système (11.26) avec conditions aux limites (11.27)-(11.28) si l’on prend

ε1(x) = ε2(x) = λ(x) ∀x ∈ [0, 1]

c2(x) =
λ′(x)

2
= −c1(x) ∀x ∈ [0, 1]

q = 1.

Dans la Sous-section suivante 11.4.2, une transformation d’état de type backstepping
sera définie, entre les variables d’état d’origine

w(x, t) =

[
u(x, t)

v(x, t)

]

3. Le cas q = 0 est également traité dans [69, §3.5].
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et des variables d’état cibles

γ(x, t) =

[
α(x, t)

β(x, t)

]

satisfaisant la dynamique cible

γt(x, t) = Σ(x)γx(x, t) (11.29)

avec les conditions aux limites
{

α(0, t) = qβ(0, t)

β(1, t) = 0,
(11.30)

q 6= 0, et une condition initiale γ(x, 0) = γ0 ∈ L2([0, 1]).

remarque – stabilité en temps fini de ce système de type advection
Cette dynamique cible est stabilisée en temps fini grâce à la condition aux limites
transparente β(1, t) = 0, comme cela a déjà été mentionné dans la Sous-section 11.2.4.
En effet, l’Équation (11.29) représente un système de deux EDPs de type advection :

αt(x, t) = −λ(x)αx(x, t) (11.31)

βt(x, t) = λ(x)βx(x, t). (11.32)

Chacune de ces EDPs peut représenter la translation 1D à une vitesse ∓λ(x) d’un
produit dans un canal d’eau (ou d’une information dans un canal de communication,
comme schématisée dans la Figure 11.6). En particulier, ici, une information entre le
système sous la forme β(1, t). L’information est translatée dans la coordonnée β pour x
de 1→ 0. Ensuite, on a la deuxième condition aux limites α(0, t) = qβ(0, t), à la suite
de quoi l’information est translatée dans la coordonnée α pour x de 0→ 1. Finalement,
l’information quitte le domaine x ∈ [0, 1] à α(1, t). De ce fait, si à partir d’un moment
donné, on peut maintenir β(1, t) à 0, après un temps fini qui vaut

T = 2
∫ 1

0

1
λ(x)

dx,

le temps d’effectuer un retour puis un aller, α et β auront atteint 0.

β(1, t) β(0, t) = α(0, t) α(1, t)

c.f.
transparente

translation
dans un canal

Figure 11.6 – Schéma du système de deux EDPs de type advection

Ce comportement est visible dans la Figure 11.7, où l’on voit l’évolution temporelle
du système (11.29) pour les conditions initiales

{
α(x, 0) = 1 + x

β(x, 0) = 1− x,

les conditions aux limites
{

α(0, t) = β(0, t)

β(1, t) = 0,
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et avec la vitesse λ(x) qui a été définie dans la Sous-section 11.3.1.
(Cette simulation a été obtenue par le schéma numérique amont-aval, que l’on

utilisera dans la Section 11.6.2, au lieu de la méthode analytique des caractéristiques.)

t
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α(x, t)

β(x, t)

Figure 11.7 – Évolution temporelle d’un système de type advection avec condition aux limites
transparente : tout devient zéro

11.4.2 Transformation de coordonnées de type backstepping

Dans la présente sous-section, la transformation de type backstepping entre le système
(11.23) de base et le système cible (11.29) est définie.

Définition 11.3 (Transformation de type backstepping [69]). Une transformation de type
backstepping est définie entre les variables d’état d’origine w(x, t) et des variables d’état cibles
γ(x, t) comme l’équation intégrale de Volterra

γ(x, t) = w(x, t)−
∫ x

0
K(x, ξ)w(ξ, t) dξ (11.33)

et la transformation inverse comme

w(x, t) = γ(x, t) +
∫ x

0
L(x, ξ)γ(ξ, t) dξ, (11.34)

avec des noyaux directs

K(x, ξ) =

[
Kuu Kuv

Kvu Kvv

]
(x, ξ)

et des noyaux inverses

L(x, ξ) =

[
Lαα Lαβ

Lβα Lββ

]
(x, ξ).
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Lemme 11.2 (Condition sur les noyaux [69]). Par calcul direct, on démontre que les noyaux
directs K satisfont un système de type Goursat 4 constitué de deux systèmes EDP 2 × 2
hyperboliques du premier ordre :





ε1(x)Kuu
x + ε1(ξ)Kuu

ξ = −ε′1(ξ)K
uu − c2(ξ)Kuv

ε1(x)Kuv
x − ε2(ξ)Kuv

ξ = ε′2(ξ)K
uv − c1(ξ)Kuu

ε2(x)Kvu
x − ε1(ξ)Kvu

ξ = ε′1(ξ)K
vu + c2(ξ)Kvv

ε2(x)Kvv
x + ε2(ξ)Kvv

ξ = −ε′2(ξ)K
vv + c1(ξ)Kvu

(11.35)

avec des conditions aux limites




Kuu(x, 0) =
ε2(0)
qε1(0)

Kuv(x, 0)

Kuv(x, x) =
c1(x)

ε1(x) + ε2(x)

Kvu(x, x) = − c2(x)
ε1(x) + ε2(x)

Kvv(x, 0) =
qε1(0)
ε2(0)

Kvu(x, 0)

sur le domaine triangulaire T = {(x, ξ) | 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1} (dessiné Fig. 11.8).
On démontre que les noyaux indirects L satisfont un système de type Goursat similaire de

4× 4 EDPs hyperboliques du premier ordre :




ε1(x)Lαα
x + ε1(ξ)Lαα

ξ = −ε′1(ξ)Lαα + c1(x)Lβα

ε1(x)Lαβ
x − ε2(ξ)Lαβ

ξ = ε′2(ξ)Lαβ + c1(x)Lββ

ε2(x)Lβα
x − ε1(ξ)Lβα

ξ = ε′1(ξ)Lβα − c2(x)Lαα

ε2(x)Lββ
x + ε2(ξ)Lββ

ξ = −ε′2(ξ)Lββ − c2(x)Lαβ

(11.36)

avec des conditions aux limites




Lαα(x, 0) =
ε2(0)
qε1(0)

Lαβ(x, 0)

Lαβ(x, x) =
c1(x)

ε1(x) + ε2(x)

Lβα(x, x) = − c2(x)
ε1(x) + ε2(x)

Lββ(x, 0) =
qε1(0)
ε2(0)

Lβα(x, 0)

sur le même domaine triangulaire.

Notons qu’il est aussi possible de déterminer les noyaux inverses L à partir de la
connaissance des noyaux directs K [9] :

L(x, ξ) = K(x, ξ) +
∫ x

ξ
K(x, σ)L(σ, ξ) dσ. (11.37)

11.4.3 Calcul des noyaux de transformation

Pour le cas des coefficients εi(x) et ci(x) présents dans les systèmes de type Goursat
((11.35), (11.36)) constants, donc indépendants des coordonnées x et ξ, une solution

4. Comme mentionné dans [69], on propose le terme « problème de Goursat généralisé » p.ex. dans [114].
Le problème de Goursat remonte à ses travaux sur des EDPs il y a plus d’un siècle [98].
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x

ξ

0

1

1

T

Figure 11.8 – Domaine triangulaire T

analytique des noyaux a été obtenue dans [250]. Cette solution contient des fonctions
de Bessel modifiées de première espèce ainsi que la fonction de Marcum Q généralisée
du premier ordre 5.

Pour le cas général à coefficients εi(x) et ci(x) non constants 6, des méthodes numé-
riques pour la résolution des systèmes de Goursat ont été développées [9]. On définit
une grille de discrétisation uniforme dans le domaine triangulaire T pour des pas
∆x et ∆ξ donnés (comme illustré dans la Fig. 11.9). Ensuite, les parties gauches des
équations de Goursat (11.35) et (11.36), qui contiennent des dérivées par rapport à x et
ξ des noyaux inconnus, sont approximées par des dérivées directionnelles. On a par
exemple [9, d’après l’Appendice F.2] :

ε1(x)Kuu
x + ε1(ξ)Kuu

ξ

≈

√
ε2

1(x) + ε2
1(ξ)

σ(x, ξ)
[Kuu(x, ξ)− Kuu (x− σ(x, ξ)υ1(x, ξ), ξ − σ(x, ξ)υ2(x, ξ))] ,

où σ(x, ξ) > 0 est une longueur de pas choisie et

υ(x, ξ) =

[
υ1(x, ξ)

υ2(x, ξ)

]
=

1√
ε2

1(x) + ε2
1(ξ)

[
ε1(x)

ε1(ξ)

]
,

c’est-à-dire, les composants d’un vecteur d’unité selon la direction de la courbe carac-
téristique. Ces approximations sont ensuite exprimées en interpolant des valeurs des
noyaux inconnus des points de la grille voisins. On obtient ainsi un système linéaire
d’équations à résoudre pour retrouver les valeurs des noyaux dans tous les points de
la grille de discrétisation.

5. La fonction de Marcum Q généralisée du premier ordre est définie comme

Q1(
√

x,
√

y) = 1− yex
∫ 1

0
e−sy I0(2

√
sxy) ds = e−(x+y)

+∞

∑
n=0

+∞

∑
m=0

xnyn+m

n!(n + m)!

avec I0(·) la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre 0. Elle a été définie par J.I. Marcum
dans le cadre de ses recherches sur la communication radar et est aussi utilisée en statistique [153, 250, et les
références qui s’y trouvent].

6. Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes « quasi-analytiques » qui sont utilisées pour résoudre
des systèmes (non linéaires) d’EDPs (p.ex. [126]). Les solutions recherchées sont décomposées d’une certaine
manière et substituées dans les équations, ce que mène à des conditions sur les composantes de la décom-
position. Dans certains cas, on peut reconnaître une structure dans les composantes de la décomposition
(développement en série des fonctions sin, cos, exp, etc.) et obtenir une forme analytique de la solution. Des
essais ont été faits pour le système de Goursat (11.35), mais sa complexité semble ne pas permettre d’obtenir
une solution analytique.
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Figure 11.9 – Domaine triangulaire T avec grille de discrétisation uniforme

11.4.4 Loi de commande à la frontière de l’EDP

Utilisant la transformation de type backstepping développée ci-dessus, on peut expri-
mer une loi de commande à la frontière de l’EDP permettant de la stabiliser en temps
fini.

Théorème 11.1 (Contrôle en temps fini d’un système (11.26) [69]). Le système d’origine
(11.26), avec ses conditions aux limites et conditions initiales, est transformé en le système cible
(11.29) à dynamique stable en temps fini, avec ses conditions aux limites et conditions initiales,
par la transformation de type backstepping (11.33) avec des noyaux satisfaisant le système
(11.35) et en appliquant la loi de commande à la frontière

W(t) =
∫ 1

0
Kvu(1, ξ)u(ξ, t) dξ +

∫ 1

0
Kvv(1, ξ)v(ξ, t) dξ. (11.38)

Une stabilisation de l’EDP (11.26) en temps fini est alors obtenue, avec un temps d’établisse-
ment

TF =
∫ 1

0

[
1

ε1(ξ)
+

1
ε2(ξ)

]
dξ. (11.39)

Ici, ε1(x) et ε2(x) sont les vitesses de translation respectives dans le système d’ad-
vection dans les coordonnées (α, β) (cf. l’exemple en simulation dans la Sous-section
11.4.1).

11.5 stabilisation en temps fini du système hybride edp–edo

Retournant à la Figure 11.5, on conclut de la Sous-section 11.4.4 que l’on est capable
de stabiliser l’EDP (le câble) sous l’hypothèse de pouvoir contrôler le câble au bord
par la loi de commande W(t) exprimée par l’Équation (11.38). Or, dans le système
complet hybride (EDP–EDO) décrit par les Équations (11.9)-(11.12), complétées par les
conditions aux limites et initiales, et schématisé dans la Fig. 11.10, on ne contrôle pas
la condition aux limites v(1, t) = W(t) de l’EDP, mais l’accélération Ẍp = U(t) de la
plateforme. De plus, dans ce cas, la condition à la frontière transparente β(1, t) = 0,
nécessaire dans le système cible (11.30) pour garantir la stabilité en temps fini de la
partie EDP, n’est pas nécessairement satisfaite.

Dans la présente section, notre but est de concevoir une loi de commande pour
l’accélération U(t) de la plateforme de telle manière à garantir qu’à la fois β(1, t) = 0 et
une variable auxiliaire ϕ(t) deviennent zero après un temps fini dont la valeur dépend
des conditions initiales. Ensuite, du fait de la condition à la frontière transparente
β(1, t) = 0 et par construction de la variable auxiliaire ϕ(t), à la fois le système cible
γ(x, t) (câble) et la position de la plateforme Xp(t) deviennent zéro après un temps
fini additionnel. En somme, le système hybride global (11.9)-(11.12) avec les conditions
aux limites et initiales sera ainsi stabilisé en un temps fini.



208 le câble pesant

U(t)

EDO (plateforme)

EDP (câble)

A

Figure 11.10 – Représentation schématique du système hybride EDP–EDO

11.5.1 Conception de la loi de commande

Nous procédons à la conception d’une loi de commande U(t) stabilisant le système
hybride (plateforme & câble à tension affine). Elle sera exprimée dans les coordonnées

(
Xp(t), α(x, t), β(x, t)

)
.

Le but sera d’obtenir une condition à la frontière de l’EDP transparente

β(1, t) = 0

après un certain temps, grâce à l’utilisation d’une variable auxiliaire ϕ astucieusement
définie, comme nous développons ci-dessus.

11.5.1.1 Définition de la variable auxiliaire ϕ

On calcule que

2
Ẋp√
λ(1)

= 2
zt(1, t)√

λ(1)

=
[
1 1

]
w(1, t)

=
[
1 1

]
γ(1, t) +

∫ 1

0

[
1 1

]
L(1, ξ)γ(ξ, t)dξ

= α(1, t) + β(1, t) +
∫ 1

0

[(
Lαα(1, ξ) + Lβα(1, ξ)

)
α(ξ, t)

+
(

Lαβ(1, ξ) + Lββ(1, ξ)
)

β(ξ, t)
]

dξ. (11.40)

À ce point, nous définissons la quantité auxiliaire

ϕ(t) , 2√
λ(1)

Xp(t) +
∫ 1

0
[a(x)α(x, t) + b(x)β(x, t)] dx, (11.41)
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où les fonctions a(x) et b(x) sont à définir par la suite. Dans ce cas, on calcule que

ϕ̇(t) =
2√
λ(1)

Ẋp(t) +
∫ 1

0
[aαt + bβt]dx

=
2√
λ(1)

Ẋp(t) +
∫ 1

0
[−aλαx + bλβx]dx

=
2√
λ(1)

Ẋp(t) + [−a(x)λ(x)α(x, t) + b(x)λ(x)β(x, t)]1x=0

+
∫ 1

0
[(aλ)xα− (bλ)xβ]dx, (11.42)

utilisant une intégration par parties sur la dernière ligne. Remplaçant Ẋp dans (11.42)
par son expression de l’Équation (11.40), on obtient

ϕ̇(t) = α(1, t) + β(1, t) + [−aλα + bλβ]1x=0

+
∫ 1

0

[
(Lαα(1,x) + Lβα(1,x) + (aλ)x)α

+(Lαβ(1,x) + Lββ(1,x)− (bλ)x)β
]

dx. (11.43)

Maintenant, on définit les fonctions a(x) et b(x) comme

a(x) , 1
λ(x)

(
a0 −

∫ x

0

(
Lαα(1, ξ) + Lβα(1, ξ)

)
dξ

)
(11.44)

b(x) , 1
λ(x)

(
b0 +

∫ x

0

(
Lαβ(1, ξ) + Lββ(1, ξ)

)
dξ

)
, (11.45)

avec les constantes a0, b0 qui sont toujours à définir. Ainsi, on a que

Lαα(1,x) + Lβα(1,x) + (aλ)x = 0 = Lαβ(1,x) + Lββ(1,x)− (bλ)x,

ce qui implique que (11.43) devient

ϕ̇ = [1− (aλ)(1)]α(1, t) + [1 + (bλ)(1)]β(1, t) + (a0 − b0)α(0, t)

pour α(0, t) = β(0, t), (q = 1). On fixe encore

a0 = b0 , 1 +
∫ 1

0

(
Lαα(1, ξ) + Lβα(1, ξ)

)
dξ, (11.46)

et donc

1− (aλ)(1) = 0 = a0 − b0.

Finalement, on obtient que

ϕ̇(t) = [1 + (bλ)(1)]β(1, t)

=

[
1 + b0 +

∫ 1

0
[Lαβ(1,x) + Lββ(1,x)]dx

]
β(1, t)

= µβ(1, t) (11.47)

avec

µ , 2 +
∫ 1

0

(
Lαα(1,x) + Lβα(1,x) + Lαβ(1,x) + Lββ(1,x)

)
dx. (11.48)

L’Équation (11.47) fournit une relation directe entre la vitesse ϕ̇(t) de la variable
auxiliaire et la condition à la frontière de l’EDP β(1, t). Pour les développements
ultérieurs, il est important d’avoir que le facteur µ 6= 0 : on aura alors que

ϕ̇(t) = 0 =⇒ β(1, t) = 0. (11.49)

La non-nullité du facteur multiplicatif µ est garantie par le lemme suivant.
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Lemme 11.3. Les noyaux inverses L(x, ξ) satisfont

Lαα(x, ξ) = Lββ(x, ξ) ≥ 0 ∀(x, ξ) ∈ T
Lαβ(x, ξ) = Lβα(x, ξ) ≥ 0 ∀(x, ξ) ∈ T ,

ce qui implique par (11.48) que µ ≥ 2 et ne peut donc être 0.

Démonstration. La preuve est donnée en Sous-section E.1.1 de l’Annexe E.

11.5.1.2 Obtention de la loi de commande U(t)

La loi de commande de la plateforme Ẍp = U(t) peut être conçue de manière à
imposer la dynamique en temps fini du Lemme 11.1 à la variable auxiliaire ϕ(t) :

ϕ̈(t) + bϕ̇(t)eν2 + bϕ(t)eν1 = 0, (11.50)

0 < ν2 < 1, ν1 > ν2
2−ν2

, ce qui suivant la Définition pour ϕ(t) (11.41) correspond à une
loi de commande

U(t) = Ẍp(t) = −
√

λ(1)
2

[∫ 1

0
(a(x)αtt(x, t) + b(x)βtt(x, t)) dx

+

⌊
2√
λ(1)

Ẋp(t) +
∫ 1

0
(a(x)αt(x, t) + b(x)βt(x, t)) dx

⌉ν2

+

⌊
2√
λ(1)

Xp(t) +
∫ 1

0
(a(x)α(x, t) + b(x)β(x, t)) dx

⌉ν1
]

. (11.51)

Nous prouvons dans la sous-section suivante que le système hybride (plateforme &
câble à tension affine) sera stabilisé en temps fini en appliquant cette loi de commande
de type rétroaction sur la plateforme. Nous procédons d’abord dans les variables

(ϕ(t), γ(x, t)) ,

et retournons ensuite aux variables d’origine
(
Xp(t), y(s, t)

)
.

11.5.2 Preuve de stabilité en temps fini du système hybride

Nous prouvons ici la stabilité en temps fini du système hybride (11.9)-(11.12) contrôlé
par la loi de commande (11.51). La preuve repose sur le fait que la loi stabilise ϕ(t)
et ϕ̇(t) à 0 dans un temps fini T0. Dès ce moment, la condition β(1, t) = 0 (11.49),
et le système cible d’EDPs de type advection (11.29) se stabilise dans un temps fini
supplémentaire T1, comme mentionné dans les Sous-sections 11.2.4 et 11.4.1. À ce
moment, puisque ϕ(t), α(x, t) et β(x, t) sont à zéro, de la définition de ϕ(t) (Éq. 11.41)
suit que Xp(t) est aussi stabilisé à 0.

En conclusion, après un temps fini T , T0 + T1, on a que

Xp(t ≥ T) = 0, α(x, t ≥ T) = 0, β(x, t ≥ T = 0),

ou, en exécutant les transformations inverses vers l’écriture originale du modèle,

Xp(t ≥ T) = 0, y(s, t ≥ T) = 0.

Théorème 11.2. Le système (11.9)-(11.12) contrôlé par la loi de commande (11.51) est stabilisé
en temps fini : ∃T | Xp(t ≥ T) = 0 ∧ y(s ∈ [0, 1], t ≥ T) = 0.
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Démonstration. Par construction (11.50), ϕ(t) est zéro dans un temps fini T0. Pour
t ≥ T0 on a aussi ϕ̇(t) = 0, et par (11.49), β(1, t) = 0.

Pour t ≥ T0, γ(x, t) satisfait le système d’EDPs cible (11.29) avec α(0, t) = β(0, t)
et β(0, t) = 0. Regardant les caractéristiques [152] pour une condition aux limites
transparente, on en déduit que γ(x, t) = 0 pour tout x ∈ [0, 1] et t ≥ T1 + T0.

Ainsi, puisque ϕ(t), α(x, t) et β(x, t) sont à zéro pour t ≥ T1 + T0, de la définition
pour ϕ(t) (Éq. (11.41)) suit que Xp(t) = 0 également.

Finalement, de

w(x, t) =
1√
λ(x)

[
zt(x, t)− λ(x)zx(x, t)

zt(x, t) + λ(x)zx(x, t)

]
,

(11.22), où w(x, t) = 0 a cause de la transformation (11.34), on conclut que zt(x, t) =
zx(x, t) = 0 pour t ≥ T1 + T0. Combiné avec le fait que

z(1, t)
(11.15)
= y(1, t)

(11.11)
= Xp(t) = 0,

on a que z(x, t) = 0 pour tout x ∈ [0, 1] et t ≥ T1 + T0.
En conclusion, après avoir appliqué la transformation inverse de (11.15) afin de

retourner dans la variable originale y(s, t), la stabilité en temps fini du système d’origine
(11.9)-(11.12) est obtenue pour le temps d’établissement

T , T0 + T1. (11.52)

remarque 1 – remarque technique Une preuve plus formelle de la stabilité
du système hybride contrôlé par la loi de commande (11.51) intégrant la régularité et
le caractère bien posé du problème est fournie en Sous-section E.1.2 de l’Annexe E.

remarque 2 – temps d’établissement Il n’existe pas d’expression analytique
pour le temps d’établissement T (11.52). Si l’on peut calculer T1 de la formule (11.39)
avec ε1(x) = ε2(x) = λ(x), il n’existe à notre connaissance pas de formule analytique
pour le temps T0 de la dynamique de ϕ(t) du Lemme 11.1.

remarque 3 – pas de stabilité en temps fixe La fonction de temps d’établis-
sement (comme introduite dans la Définition 11.2) correspondante à la stabilitation
en temps fini du système (11.16)-(11.18) commandée par la loi (11.51) obtenue par le
Théorème E.2 est composée de deux contributions : une première contribution corres-
pondant à la stabilisation en temps fini de la variable ϕ (décrite par (11.50), avec un
temps d’établissement dont la valeur dépend des paramètres de commande ν1 et ν2), et
une deuxième contribution correspondant à la stabilisation en temps fini des variables
β et α (décrites par (11.29)-(11.30), avec un temps d’établissement de 2

∫ 1
0 λ−1(x) dx

d’après (11.39)). La valeur de cette deuxième contribution ne dépend seulement des
paramètres physiques du système (c.f. (11.17)). C’est la raison pour laquelle nous ne
pouvons pas obtenir de stabilisation en temps fixe [193] du système hybride EDP–EDO.

11.6 simulation

En guise d’illustration numérique, le système (11.9)-(11.12) contrôlé par la loi de
commande (11.51) est simulé. Les paramètres physiques suivants sont utilisés :

m = 2kg, ρ = 2kg/m, g = 9.81m/s2,

ce qui correspond au cas d’une contribution linéaire importante dans la tension du
câble (cf. Fig. 11.3).

On commence par le calcul numérique des noyaux de transformation (Sous-section
11.6.1), avant de pouvoir simuler l’évolution temporelle du système contrôlé (Sous-
section 11.6.2).
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11.6.1 Calcul numérique des noyaux de transformation

Les noyaux directs K sont calculés en résolvant le système (11.35) numériquement
[9] 7, où le domaine T est discrétisé avec ∆x = ∆ξ = 0.005. Connaissant les noyaux
directs K, les noyaux inverses L sont calculés d’après l’équation (11.37) 8.

Les noyaux ainsi obtenus sont montrés Figures 11.11-11.12, où les conditions aux
limites et les gains de contrôleur sont indiqués. En particulier, les gains de contrôle
utilisés dans la loi de commande (11.51) provenant de l’évaluation des noyaux L à la
frontière (x = 1, ξ), sont montrés en détail sur la Figure 11.13.
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[ 22 avril 2021 at 1:58 – classicthesis v4.6 ]

Figure 11.11 – Noyaux directs K. Les bords dessinés en rouge indiquent les conditions aux
limites à (x, 0) et (x, x) du système de Goursat (11.35). Les bords dessinés en vert
correspondent à des gains de contrôle évalués à (1, ξ) et utilisés dans la loi de
commande (11.38).

11.6.2 Simulation de l’évolution temporelle du système contrôlé

Une fois les noyaux de transformation connus, l’évolution temporelle du système
(11.9)-(11.12) contrôlé par la loi de commande (11.51) peut être simulée. Afin de
simplifier le calcul 9, nous effectuerons la simulation dans un premier temps dans les
coordonnées

(
Xp(t), α(x, t), β(x, t)

)
.

Ensuite, les transformations de coordonnées inverses seront appliquées, de sorte à
obtenir l’évolution temporelle du système dans les coordonnées d’origine

(
Xp(t), y(s)

)
.

7. Un code Matlab de l’algorithme est fourni avec le livre.
8. Une implémentation Matlab a gentiment été mise à disposition par Henrik Anfinsen.
9. Il se trouve que l’EDP (11.29) de type advection permet une résolution numérique par la méthode

amont-aval, comme montré ci-dessous. Au contraire, une simulation de l’EDP dans les coordonnées d’origine
nécessiterait une projection (et troncature) sur une base modale. Pour le cas d’une tension constante, les
modes propres pour y(s, t) sont de la forme ψi(s) = Ai sin(ωis) + Bi cos(ωis) [280] et pour le cas de la
tension affine, il s’agit des modes propres ψi(σ(s)) = Ai J0(σ(s)) + BiY0(σ(s)) avec J0(·) la fonction de Bessel
de premier espèce d’ordre 0 et Y0(·) la fonction de Neumann-Bessel de deuxième espèce d’ordre 0 [281].
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Figure 11.12 – Noyaux inverses L. Les bords dessinés en rouge indiquent les conditions aux
limites à (x, 0) et (x, x) du système de Goursat (11.36). Les bords dessinés en vert
correspondent à des gains de contrôle évalués à (1, ξ) et utilisés dans la loi de
commande (11.51) ainsi que dans les Équations (11.41) et (11.48).
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Figure 11.13 – Gains de contrôle L(1, ξ) utilisés dans la loi de commande (11.51) et dans les
Équations (11.41) et (11.48).
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conditions initiales On considère le cas de conditions initiales nulles, sauf
Xp(0) = 0.5 m, c’est-à-dire que le système est initialement au repos avec la plateforme
qui se trouve à une position non nulle, comme représenté sur la Figure 11.4(a).

11.6.2.1 Évolution temporelle de la variable auxiliaire ϕ(t)

L’évolution temporelle de la variable ϕ(t) qui suit une dynamique stable en temps
fini (11.50) est simulée par une méthode numérique proposée dans [196] qui préserve
la stabilité en temps fini après discrétisation temporelle. La méthode suppose que le
champ de vecteurs F du système à simuler est d-homogène [196, Déf. 3.6] 10, ce qui
correspond à prendre ν1 = ν2

2−ν2
dans (11.50). Une transformation de coordonnées

non linéaire est donnée, qui permet d’obtenir une représentation alternative en temps
continu

ż = F̃(z),

qui admet un schéma de discrétisation implicite préservant la stabilité en temps
fini en temps discret. Après la transformation de coordonnées inverse, le schéma de
discrétisation implicite préservant la stabilité en temps fini peut être exprimé dans les
coordonnées d’origine.

La dynamique (11.50) est réécrite comme

d
dt

[
ϕ

ϕ̇

]
=

[
ϕ̇

−bϕe
ν1

2−ν1 − bϕ̇eν1

]
, F

([
ϕ

ϕ̇

])
. (11.53)

Nous vérifions que les conditions de [196, Theorème 4.1] sont satisfaites. On a que le
champ de vecteurs F(x), avec

x ,
[

x1

x2

]
,

est uniformément continu sur la sphère d’unité, d-homogène de degré d’homogénéité
νd = −1 pour la dilatation pondérée

d(s) =

[
er1s 0

0 er2s

]

où
[

r1

r2

]
=




2−ν1
1−ν1

1
1−ν1


 ,

et F(−x) = −F(x). Soit Gd = diag(r1, r2) le générateur de la dilatation d(s) et soit la
matrice P , I2 satisfaisant PGd + Gᵀ

dP � 0.
Finalement, il est exigé que la condition

zᵀΞᵀ(z)PΞ(z)
[
(I2 −Gd)zzᵀP

zᵀPGdz
+ I2

]
F
(

z
‖z‖

)
< 0 (11.54)

soit satisfaite pour tout z ∈ R2\{0}, où Ξ = I2 et ‖z‖ =
√

zᵀPz, ce qui selon [196,
Thm. 3.8]-[194, Thm. 4] garantit l’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique
V(z) = zᵀPz = ‖z‖ pour le système défini comme

ż =

(
(I2 −Gd) zzᵀP

zᵀPGdz
+ I2

)
F
(

z
‖z‖

)
, F̃(z), (11.55)

10. (reprise dans la Définition 5.3 dans le Chapitre 5)
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ce qui est la version transformée du système d’origine ẋ = F̃(x) en utilisant la transfor-
mation de coordonnées non linéaire qui sera explicitée ci-dessous dans les Équations
(11.58)-(11.59).

La condition (11.54) se simplifie à

‖z‖3

r1z2
1 + r2z2

2

[
z1z2

‖z‖2 −
z2

‖z‖

⌊
z1

‖z‖

⌉ν1

− z2

‖z‖

⌊
z2

‖z‖

⌉ν2
]
< 0. (11.56)

On observe que l’inégalité stricte (11.56) n’est pas satisfaite pour z2 = 0, puisque
l’expression du côté gauche vaut alors 0. On remarque que pour z2 = 0 = ż2, (11.55) se
réduit à

[
ż1

0

]
=

[
0

− bsign(z1)e
ν2

2−ν2

]
,

ce qui implique que z1 = ż1 = 0. Alors, la stabilité asymptotique de l’origine de
(11.55) est obtenue par le théorème d’invariance de LaSalle 11 si l’on prouve l’inégalité
stricte (11.56) pour le cas z2 6= 0. De plus, il suffit de considérer la négativité stricte de
l’expression entre crochets, ce qui est fait dans le lemme suivant.

Lemme 11.4. Soient ν2 ∈ ]0, 1[ et ν1 = ν2
2−ν2

∈ ]0, 1[. Alors on a pour tout

x =

[
x1

x2

]

avec x1 ∈ R et x2 ∈ R∗, que

x2

‖x‖

[
x1

‖x‖ −
⌊

x1

‖x‖

⌉ν1

−
⌊

x2

‖x‖

⌉ν2
]
< 0.

Démonstration. Soit

f (z) , z2

‖z‖

[
z1

‖z‖ −
⌊

z1

‖z‖

⌉ν1

−
⌊

z2

‖z‖

⌉ν2
]

, z ∈ R×R∗.

On commence par noter que

f (0, z2) = −
∣∣∣∣

z2

‖z‖

∣∣∣∣
1+ν2

< 0

pour z2 6= 0. On peut donc supposer que l’on a également que z1 6= 0. Soit

y =

[
y1

y2

]
, z
‖z‖ .

Alors y1,y2 ∈] − 1,0[∪]0, 1[, ‖y‖ = 1 et f (z) = g(y) = y2
(
y1 − by1eν1 − by2eν2

)
. De

‖y‖ = 1, on déduit que

y2 = ±
√

1− y2
1.

Il faut considérer quatre cas :

(i) y1 ∈ ]0, 1[ et y2 =
√

1− y2
1 ;

(ii) y1 ∈ ]0, 1[ et y2 = −
√

1− y2
1 ;

(iii) y1 ∈ ]− 1,0[ et y2 =
√

1− y2
1 ;

11. (cf. Lemme 3.3)
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(iv) y1 ∈ ]− 1,0[ et y2 = −
√

1− y2
1.

Dans le cas (i), on a que g(y) < 0, pour y1 − by1eν1 < 0. Dans le cas (iv), on a aussi
que g(y) < 0, pour

y1 − by1eν1 − by2eν2 = −(|y1| − |y1|ν1) + |y2|ν2 > 0.

On définit h(s) , −s + sν1 − (1− s2)
ν2
2 pour s ∈ ]0, 1[. Alors dans le cas (ii), on a que

g(y) =
√

1− y2
1h(y1),

pendant que dans le cas (iii), on a que

g(y) =
√

1− y2
1

(
−|y1|+ |y1|ν1 −

(
1− y2

1

) ν2
2

)
=
√

1− y2
1 h(|y1|).

Donc, il reste à prouver que h(s) < 0 pour s ∈]0, 1[. Définissant σ , sν1 ∈]0, 1[, on note
que

h(s) < 0 ⇐⇒ −σ
1

ν1 + σ <

(
1− σ

2
ν1

) ν2
2

⇐⇒ σ

(
1− σ

1
ν1
−1
)
<

(
1 + σ

1
ν1

) ν2
2
(

1− σ
1

ν1

) ν2
2

⇐⇒ σ
2

ν2

(
1− σ

1
ν1
−1
) 2

ν2
<

(
1 + σ

1
ν1

)(
1− σ

1
ν1

)
. (11.57)

Mais pour σ ∈]0, 1[, on a que

(
1− σ

1
ν1
−1
) 2

ν2
< 1− σ

1
ν1
−1

< 1− σ
1

ν1

(puisque 2/ν2 > 2 et 1/ν1 > 1) et

σ
2

ν2 < 1 < 1 + σ
1

ν1 ,

ce qui implique que l’inégalité (11.57) est satisfaite.

On peut maintenant appliquer [196, Théorème 4.1] au champ de vecteurs bidimen-
sionnelle (11.53), et définir une transformation de coordonnées non linéaire entre l’état
d’origine

x =

[
x1

x2

]
,
[

ϕ

ϕ̇

]

et un nouvel état

z =

[
z1

z2

]
:

z = Φ(x) = ‖x‖dd (− ln‖x‖d) x, (11.58)

avec transformation inverse

x = Φ−1(z) = d (ln‖z‖) z
‖z‖ . (11.59)
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Ici, la « norme » canonique homogène [196, Eq. 3.4] est définie comme

‖x‖d = esx

où sx ∈ R satisfait

‖d(−sx)x‖ = 1. (11.60)

Plus explicitement, (11.58) correspond à

[
z1

z2

]
=






 e

−sx
1−ν2 x1

e
−ν2sx
1−ν2 x2


 si (x1, x2) 6= (0, 0)


0

0


 sinon,

où sx est la solution de la condition implicite (11.60)
√

e−
2(2−ν2)sx

1−ν2 x2
1 + e−

2sx
1−ν2 x2

2 = 1

qui est résolue numériquement [168] à chaque instant temporel de la simulation.
Finalement, le schéma numérique implicite s’écrit comme

z(t + ∆t)− z(t)
∆t

= F̃(z(t + ∆t)),

dans les coordonnées transformées z, avec

F̃(z) =
(
(I2 −Gd) zzᵀ

zᵀGdz
+ I2

)
F
(

z√
zᵀz

)
.

En utilisant cette méthode, l’évolution temporelle de la variable auxiliaire ϕ(t) avec
des paramètres de contrôle ν2 = 1

2 , ν1 = 1
3 est simulée pour un pas temporel ∆t = 0.01

(Fig. 11.14). En regardant l’erreur logarithmique, on observe qu’elle est stabilisée en un
temps fini de T0 ≈ 4.23 s.

11.6.2.2 Simulation temporelle de α(x, t) et β(x, t)

Les deux EDPs du premier ordre pour β(x, t), (11.32), et pour α(x, t), (11.31) sont
résolues numériquement par un schéma du premier ordre amont-aval [225]. Des
discrétisations spatiale (∆x = 0.05) et temporelle (∆t = 0.01) équidistantes sont
choisies, respectant la condition CFL de stabilité max(λ(x)) ∆t

∆x ≤ 1.
À chaque instant t de la simulation, les étapes suivantes sont exécutées. D’abord,

la condition à la frontière β(1, t) est évaluée de l’Éq. (11.47) connaissant la valeur de
ϕ̇(t), et avec µ = 2.379 qui a été calculé numériquement de (11.48) par la méthode des
trapèzes sur le maillage spatial. Ensuite, le schéma numérique du premier ordre aval

β(x, t) = β(x, t− ∆t) + λ(x)
∆t
∆x

(β(x + ∆x, t− ∆t)− β(x, t− ∆t))

translate l’information dans la coordonnée β pour x allant de 1 à 0 sur le maillage
spatial. Ensuite, la condition à la frontière α(0, t) = β(0, t) est évaluée. Finalement, le
schéma numérique du premier ordre amont

α(x, t) = α(x, t− ∆t)− λ(x)
∆t
∆x

(α(x, t− ∆t)− α(x− ∆x, t− ∆t))

translate l’information dans la coordonnée α pour x allant de 0 à 1 sur le maillage
spatial.

L’évolution temporelle de β(x, t) et α(x, t) obtenue est montrée Figures 11.15-11.16.
On observe que ces variables sont stabilisées en un temps fini dont la valeur peut être
vérifiée par l’expression (c.f. (11.39))

T1 = T0 + 2
∫ 1

0

1
λ(x)

dx = T0 + 2
√

m
ρg

(
e

gJ
2 − 1

)
≈ 4.76 s.
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Figure 11.14 – Simulation de l’évolution temporelle de la variable auxiliaire ϕ(t) et ϕ̇(t).
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Figure 11.15 – Simulation de l’évolution temporelle de β(x, t) et α(x, t), affichée pour x = 0 et
x = 1.
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Figure 11.16 – Simulation de l’évolution temporelle de β(x, t) et α(x, t), affichée pour tout x
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11.6.2.3 Simulation de l’évolution temporelle de la position de la plateforme Xp(t)

À chaque temps discret t, ϕ(t), α(x, t) et β(x, t) sont connues sur le maillage de la
variable x. La valeur numérique correspondante de la position de la plateforme Xp(t)
est calculée de la définition pour ϕ(t), (11.41), où l’intégrale est calculé numériquement
par la méthode des trapèzes sur le maillage spatial. L’évolution temporelle de Xp(t)
ainsi obtenue est montrée Figure 11.17.
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Figure 11.17 – Simulation de l’évolution temporelle de la position de la plateforme Xp(t) et la
position du câble y(s, t) à s = 0 et s = 1.
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11.6.2.4 Simulation de l’évolution temporelle de la position du câble y(s, t)

Étant donné les valeurs des variables (α(x, t), β(x, t)), on peut effectuer les trans-
formations inverses afin d’exprimer le mouvement du câble dans les coordonnées
d’origine y(s, t) :

[
α

β

]
(x, t)

(11.34)−−−→
[

u

v

]
(x, t)

(11.22)−−−→ 1√
λ(x)

[
D(x, t)

S(x, t)

]

combinaison−−−−−−−→
linéaire

zx(x, t)
∫
·dx−−−→ z(x, t)

(11.15)−−−→ y(s, t).

Pour l’intégration numérique de zx(x, t) à un temps donné t, on prend la valeur
z(1, t) = Xp(t) afin de garantir la condition de compatibilité (11.11). L’intégration
spatiale est ensuite évaluée numériquement par la méthode des trapèzes pour x allant
de 1 à 0 sur le maillage spatial.

L’évolution temporelle de la position du câble y(s, t) = z(x, t) obtenue est montrée
Figures 11.17-11.18.
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Figure 11.18 – Simulation de l’évolution temporelle de la position du câble z(x, t) = y(s, t).
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En conclusion, le système hybride consistant de la plateforme (Xp(t)) et du câble
(y(s, t)) a été stabilisé à l’origine dans un temps fini, dans ce cas d’une valeur de
T1 ≈ 4.76 s. Un aperçu de la simulation du mouvement du système hybride dans
l’espace est affiché Figure 11.19.
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Figure 11.19 – Aperçu du mouvement du système dans l’espace. Le maillage spatial dans la
coordonnée s(x) curviligne le long du câble est représenté par des points. La
position du câble est affichée pour un nombre de temps équidistant et sa couleur
varie du rouge au pourpre puis au bleu pendant le mouvement.

11.7 conclusions et perspectives

11.7.1 Conclusions

Une loi de commande stabilisant un modèle planaire hybride décrivant un câble à
tension affine attaché à une plateforme a été développée. Cette loi de commande se
base sur un résultat existant sur le contrôle en temps fini de systèmes 2× 2 d’EDPs
hyperboliques quasi linéaires, qui nécessite le calcul de noyaux définis par un système
d’EDPs de type Goursat. Des méthodes numériques de résolution récentes sont utilisées
pour le calcul des noyaux et pour la simulation de la stabilisation du modèle 2D de
câble pesant en un temps fini.
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11.7.2 Perspectives

Le calcul de la loi de commande U(t) (11.51) proposée nécessite la connaissance
de la position y(s, t) sur toute la longueur du câble. Pour une implémentation plus
réaliste, on aurait besoin d’un observateur d’état [9] qui se base sur une mesure de la
position y(1, t) et de l’angle θ(t) en haut du câble.

De plus, on pourrait étendre les résultats au cas d’une longueur de câble variable (cf.
[273]) ou à un modèle 3D représentant une grue de construction ou un pont roulant,
incorporant une rotation ou translation du rail sur lequel se translate la plateforme
(comme indiqué dans la Sous-section 11.2.1).
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12.1 conclusion

12.1.1 Vers un contrôle passif en temps fini d’un système EDO dans le formalisme des
Systèmes Hamiltoniens à Ports

Le cas du contrôle en temps fini d’un double intégrateur a été étudié dans le
formalisme des Systèmes Hamiltoniens à Ports. À partir d’une réinterprétation du
système bouclé comme une commande dite IDA-PBC (qui change l’énergie et la
dynamique du système), il est possible d’obtenir une reformulation passive de la loi
de commande en temps fini. Cette passivité peut apporter de la robustesse, face à,
par exemple, une mauvaise identification des paramètres physiques du système. La
démarche suivie repose sur le fait que la loi de commande en temps fini utilisée a une
fonction de Lyapunov qui peut servir de fonction hamiltonienne dans le formalisme
des SHP.

La loi de commande passive en temps fini a été appliquée à la commande d’un
haut-parleur comme absorbeur électroacoustique, et à la commande d’une corde non
linéaire. Toutefois, dans le cas d’un suivi de trajectoire en temps fini, la propriété de
passivité n’a pas encore été obtenue.

Finalement, une méthode numérique implémentant une linéarisation localement
déraidissante à l’origine, où les lois de commande sont intrinsèquement non Lipschitz
continues, a été proposée. Si cette méthode ne préserve pas la propriété de la stabi-
lisation en temps fini, elle permet de résoudre des problèmes comme le chattering
pouvant se manifester lors d’une implémentation numérique, ce qui a été montré
expérimentalement. Il serait aussi possible d’incorporer cette méthode numérique dans
la méthode de simulation par le gradient discret, mais ceci nécessiterait, comme pour
le cas de la généralisation de la loi de commande passive en temps fini, d’être capable
de formuler le système en boucle fermée comme un SHP.
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12.1.2 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP-EDO : le cas du tom

Un contrôleur-observateur a été développé, capable de piloter un haut-parleur dans
un tom dans le but de modifier des fréquences dans la vibration de la membrane
supérieure de l’instrument. Le contrôleur se base sur une projection modale d’un
modèle physique négligeant notamment la propagation du son dans la cavité, entre le
haut-parleur et la membrane supérieure du tom.

Une implémentation sur un prototype expérimentale a montré que le contrôleur est
en effet capable de modifier des fréquences de la vibration de la membrane supérieure,
mais qu’il existe un écart significatif entre le modèle et les mesures. L’utilisation de la
méthode de simulation localement déraidissante a permise d’enlever dans la pratique
un problème de chattering à cause de la raideur des lois de commande utilisées.

La préservation de la stabilité en associant un contrôleur en temps fini et un observa-
teur en temps fini avec un modèle modal tronqué n’a pas été étudiée, ni la passivité de
l’observateur.

12.1.3 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP-EDO : le cas du câble pesant

Basé sur un théorème portant sur la commande à la frontière d’une EDP hyperbolique
en temps fini, une loi de commande pour la force appliquée à une plateforme à laquelle
est attachée un câble a été développée. L’expression de la loi de commande nécessite une
intégration numérique d’une expression contenant des noyaux d’une transformation
de type backstepping préalablement calculés numériquement. Aussi, il est supposé que
l’état entier est connu, et seulement le mouvement 2D du système a été considéré.

12.2 perspectives

12.2.1 Vers un contrôle passif en temps fini d’un système EDO dans le formalisme des
Systèmes Hamiltoniens à Ports

Une généralisation de cette contribution consisterait en (i) l’obtention de la propriété
de passivité pour un système EDO du deuxième ordre contrôlé par un suivi de trajectoire
en temps fini, et (ii) une généralisation de la méthode de commande passive en temps
fini (vers un point d’équilibre stable ou une trajectoire) au cas d’un système physique
plat d’ordre n. Si l’on est capable d’obtenir la stabilisation passive en temps fini pour
ces systèmes EDO, on peut aussi généraliser la méthode de simulation localement
déraidissante incorporée dans la méthode du gradient discret, dont la forme dépendrait
de la forme de la loi de commande passive obtenue.

Le problème pratique pour obtenir ces généralisations par l’approche suivie dans le
formalisme des SHP est que l’on doit être capable de reformuler un système donné en
boucle fermée commandé par une loi de commande en temps fini comme un SHP. Des
essais de réécriture de systèmes commandés par les lois en temps fini pour des ordres
supérieurs à 2 (p.ex. de Bhat & Bernstein, de Hong, ou de d’Andréa-Novel–Coron–
Perruquetti) en essayant d’utiliser des fonctions de Lyapunov données comme fonction
hamiltonienne ou en essayant de construire une fonction hamiltonienne soi-même
n’ont pas abouti à une structure SHP.

S’il s’avère qu’il n’est pas possible de retrouver une structure SHP, il faudrait appro-
cher la généralisation d’une autre manière.

12.2.2 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP-EDO : le cas du tom

Si l’on veut améliorer la performance du contrôleur pour la loi de commande
proposée (observateur-régulateur en temps fini, capteur de pression dans la cavité et
haut-parleur comme actionneur), il semble être primordial de prendre en compte la
propagation dans le fût dans le modèle utilisé dans le contrôleur.
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De plus, il faudrait regarder plus en détail l’accordage du tom afin d’obtenir une
distribution de tension plus homogène dans la membrane supérieure.

Finalement, si l’on veut aussi être capable d’influencer des modes de vibration de
la membrane supérieure non axisymétriques, il faudrait considérer d’ajouter d’autres
actionneurs comme une capsule piézoélectrique sur la membrane, éloignée de son
centre.

Une étude de la propriété de stabilité en temps fini du système avec l’architecture
de commande proposée basée sur une approche modale peut être faite. À cause des
expressions non linéaires dans l’observateur-régulateur, on ne peut utiliser la propriété
de superposition dans l’analyse, qui serait valide dans le cas d’un système bouclé
linéaire. De plus, du fait de l’approche modale, l’influence de spillover doit être prise
en compte dans l’analyse. Concernant l’étude de la passivité, si l’on utilise l’approche
dans le formalisme des SHP, il faut commencer par une reformulation passive de
l’observateur, ce qui n’a pas été faite ici.

12.2.3 Contrôle en temps fini d’un système hybride EDP-EDO : le cas du câble pesant

Pour approcher cette contribution plus d’une implémentation expérimentale, il
faudrait ajouter un observateur d’état en temps fini au modèle, basé sur p.ex. la mesure
de l’angle en haut du câble.

De plus, le résultat pourrait être généralisé au cas d’un mouvement 3D (une ro-
tation supplémentaire dans le cas d’une grue de construction, ou une translation
supplémentaire dans le cas d’un pont roulant).
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AB A S E S D E M AT H É M AT I Q U E S

Cette annexe regroupe quelques not(at)ions basiques mathématiques.

TABLE DES MATIÈRES
a.1 Algèbre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
a.2 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
a.3 Équations aux dérivées partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

a.1 algèbre

R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs (0 inclus).
R\{0} ensemble des nombres réels sans 0.
R+\{0} : ensemble des nombres réels sans 0.
C : ensemble des nombres complexes.
Une matrice antisymétrique A satisfait Aᵀ = −A. Sa diagonale est zéro.
Une matrice symétrique A ∈ Rn×n est définie positive (A � 0) si la forme quadratique

xᵀAx > 0 pour tout vecteur x ∈ Rn
0 .

Une matrice symétrique A ∈ Rn×n est semi-définie positive (A � 0) si la forme
quadratique xᵀAx ≥ 0 pour tout vecteur x ∈ Rn.

Une fonction réelle f (x) ∈ C1(D) est (semi-)définie positive sur un domaine D ⊆ Rn

contenant l’origine si f (0) = 0 et f (x) > 0 ( f (x) ≥ 0) pour tout x ∈ D \ {0}.
Une fonction réelle f (x) ∈ C1(D) est (semi-)définie négative sur un domaine D ⊆ Rn

contenant l’origine si − f (x) y est (semi-)définie positive.
Matrice zéro de dimension n :

On =




0 0 0

0
. . . 0

0 0 0




Matrice d’unité de dimension n :

In =




1 0 0

0
. . . 0

0 0 1




Matrice diagonale :

diag(a, b, c) =




a 0 0

0 b 0

0 0 c




a.2 analyse

fonctions remarquables
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Fonction de Heaviside (échelon, Fig. A.1) :

H(t) =





0 if t < 0

1 if t ≥ 0.

t

H(t)

Figure A.1 – Fonction de Heaviside

Une fonction continue α : [0, a[ → [0,+∞[ appartient à la classe de fonctions de
comparaison K [128] si elle est strictement croissante et α(0) = 0. Si a = +∞ et
α(r)→ +∞ pour r → +∞, elle appartient à la classe K∞.

distributions

La distribution de Dirac δ(t) (ou, par abus de langage, la fonction δ de Dirac) peut
être vue comme une fonction nulle dans tout R sauf une valeur infinie en 0. Elle
satisfait la condition

∫ +∞

−∞
δ(t) dt = 1.

classes de régularité

Une fonction réelle f (x) appartient à la classe des fonctions de carré sommable L2(D)
sur un domaine D ⊆ R si l’intégrale

‖ f ‖2 ,
√∫

D
| f (x)|2 dx

existe et vaut un nombre fini. Cette condition permet un nombre fini de discontinuités
dans la fonction f (x).

Une fonction réelle f (x) appartient à la classe des fonctions C(D) sur un domaine
D ⊆ R si elle y est continue.

Une fonction réelle f (x) appartient à la classe des fonctions C1(D) sur un domaine
D ⊆ R si elle y est continue, une fois dérivable, et sa dérivée d f (x)/dx est continue.

Une fonction réelle f (x) : D(⊆ R)→ R est Lipschitz continue s’il existe une constante
réelle et positive L, telle que, pour tout x1, x2 ∈ D,

| f (x2)− f (x1)| ≤ L|x2 − x1|.

Cette notion forte signifie qu’il existe un maximum (fini) pour la pente que peut avoir
la fonction f dans son domaine D.

a.3 équations aux dérivées partielles

ordre d’une edp

L’ordre d’une EDP est l’ordre de la dérivée partielle la plus élevée présente dans
l’EDP.



A.3 équations aux dérivées partielles 235

quelques edps
Il existe beaucoup de types d’EDPs, dont quelques exemples standard sont mentionnés
ici [135], où t est la variable de temps et x la variable d’espace. On note que, contraire-
ment aux EDOs, il n’existe pas de méthodes d’analyse ou de commande générales ; il
faut les étudier au cas par cas.

EDPs du premier ordre
Un EDP contenant une ∂t et une ∂x représente un modèle de transport ou une ligne à
retard.

EDPs du second ordre

— Une EDP contenant une ∂t et une ∂xx est une EDP parabolique, modélisant p.ex.
un système de réaction-advection-diffusion.

— Une EDP contenant une ∂tt et une ∂xx est une EDP hyperbolique, modélisant
p.ex. la propagation des ondes.

— Une EDP contenant une ∂tt et une ∂xxxx peut représenter le modèle d’une poutre.

— Une EDP contenant une ∂xx et ne contenant pas de dérivée temporelle est une EDP
elliptique, pouvant représenter p.ex. la solution à l’état d’équilibre de l’équation
de chaleur.





BC R O C H E T S

Des règles de calcul pour les crochets bxeα , sign(x)|x|α sont obtenues directement
de la définition. Nous en mentionnons quelques-unes ici.

bxe1 = x

b−xeα = −bxeα

1
bxeα = bxe−α

bxe2n−1 = x2n−1, n ∈N\{0}
bxe2n = sign(x) · x2n

bkxeα = bkeαbxeα
⌊
bxeα

⌉β
= bxeαβ

bkbxeαeβ = sign(kx)|k|β|x|αβ = bkeβbxeαβ

|kbxeα|β = |k|β|x|αβ

bk|x|αeβ = bkeβ|x|αβ

|k|x|α|β = |k|β|x|αβ

|x|α|x|β = |x|α+β

|x|αbxeβ = bxeα+β

bxeαbxeβ = |x|α+β

d
dx
|x|α = αbxeα−1

d
dx
bxeα = α|x|α−1

∫
|x|α dx =

1
1− α

bxe1+α + C

∫
bxeα dx =

1
1− α

|x|1+α + C
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Ce chapitre contient les détails des calculs correspondant au Chapitre 9.
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c.1 acoustique des membranophones

c.1.1 Fonctions de Bessel et propriétés

c.1.1.1 Définition

Comme mentionné dans le Chapitre 9, les fonctions de Bessel de première espèce
d’ordre m ∈N,

Jm(z),

sont une solution de l’EDO de Bessel [2]

z2 d2y
dz2 + z

dy
dz

+ (z2 −m2)y = 0.

On peut les exprimer comme la série [2]

Jm(z) =
(

1
2

z
)m +∞

∑
k=0

(
− 1

4 z2
)k

k!Γ(m + k + 1)
,

ou comme l’intégrale [2]

Jm(z) =

(
1
2 z
)m

√
πΓ
(

m + 1
2

)
∫ π

0
cos(z cos θ) sin2m θ dθ.

Quelques fonctions de Bessel de première espèce sont montrées Figure C.1. Elles ont
une infinité de zéros [2], dont les premières valeurs numériques sont répertoriées dans
le Tableau C.1.

c.1.1.2 Propriétés

Les propriétés suivantes sont répertoriées dans [2, 171, 215].
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Figure C.1 – Graphe des premières fonctions de Bessel de première espèce

Tableau C.1 – Premiers zéros des premières fonctions de Bessel de première espèce [254]

fonction zéros

J0(z) 2.405 5.520 8.654 11.792 14.931

J1(z) 3.832 7.016 10.174 13.324 16.471

J2(z) 5.136 8.417 11.620 14.796 17.960

J3(z) 6.380 9.761 13.015 16.224 19.409

J4(z) 7.588 11.065 14.373 17.616 20.827

valeur en 0 En z = 0, on a que J0(0) = 1 et Jk(0) = 0 pour tout k entier > 0 (cf.
Fig. C.1).

relation entre trois fonctions de bessel consécutives

Jm−1(z) + Jm+1(z) =
2m
z

Jm(z) (C.1)

avec en particulier :

J0(z) + J2(z) =
2
z

J1(z) (C.2)

(On remarque que dans le cas d’une membrane couplée à une cavité, développé
dans le Chapitre 9, on a aussi la relation (9.12) entre J0(z) et J2(z).)

dérivées

d
dz

J0(z) = −J1(z) (C.3)

d
dz

Jm(z) =
1
2
[Jm−1(z)− Jm+1(z)]

donc

d
dz

J1(z) =
1
2
[J0(z)− J2(z)] (C.4)

intégrales (La constante d’intégration est représentée par C.)

∫
zJ0(z) dz = zJ1(z) + C (C.5)
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∫
zJ1(z) dz =

πz
2

[J1(z)H0(z)− J0(x)H1(z)] + C (C.6)

où Hν(z) est la fonction de Struve [215, p. 7] définie comme [2, Chapitre 12]

Hν(z) =
(

1
2

z
)ν+1 ∞

∑
k=0

(−1)k
(

1
2 z
)2k

Γ
(
k + 3

2
)

Γ
(
k + ν + 3

2
)

Propriété [2, p. 497] :

H0(z) =
4
π

∞

∑
k=0

J2k+1(z)
2k + 1

(C.7)

∫
zJ2

0 (z) dz =
z2

2

[
J2
0 (z) + J2

1 (z)
]
+ C (C.8)

∫
zJ2

m(z) dz =
z2

2

[
J2
m(z)− Jm−1(z)Jm+1(z)

]
+ C

donc

∫
zJ2

1 (z) dz =
z2

2

[
J2
1 (z)− J0(z)J2(z)

]
+ C (C.9)

ou encore, après substitution de J2(z) selon l’Éq. (C.2),

∫
zJ2

1 (z) dz =
z
2

[
zJ2

0 (z) + zJ2
1 (z)− 2J0(z)J1(z)

]
+ C (C.10)

∫
zJ0(αz)J0(βz) dz =

z
α2 − β2 [αJ1(αz)J0(βz)− βJ0(αz)J1(βz)] + C (C.11)

∫
zJ1(αz)J1(βz) dz =

z
α2 − β2 [βJ1(αz)J0(βz)− αJ0(αz)J1(βz)] + C (C.12)

∫
z2 J1(z) dz = z [2J1(z)− zJ0(z)] + C (C.13)

c.2 modèle

c.2.1 Modèle SHP : modèle hybride

Lemme C.1. L’opérateur J du modèle SHP (9.20) est formellement anti-auto-adjoint.

Démonstration. D’après la définition [251], il faut prouver que

〈a,J b〉 = −〈J a, b〉, (C.14)

avec le produit scalaire

〈a, b〉 ,
∫

S

[
a1 a2

] [b1

b2

]
dS +

[
a3 a4 a5

]



b3

b4

b5
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et des vecteurs d’état

a(r,t) =




a1(r, t)

a2(r, t)

a3(t)

a4(t)

a5(t)




, b(r,t) =




b1(r, t)

b2(r, t)

b3(t)

b4(t)

b5(t)




,

où

a1(r = a, t) = 0, b2(r = a, t) = 0, b1(r = a, t) = 0, b2(r = a, t) = 0

et

J =




0 div −1 0 0

grad 0 0 0 0∫
S ·dS 0 0 −Sl 0

0 0 Sl 0 −1

0 0 0 1 0




.

On calcule que

J b =




div(b2)− b3

grad(b1)∫
S b1 dS − Slb4

Slb3 − b5

b4




,

avec grad = ∂
∂r et div = ∂

∂r +
1
r . On a alors que

〈a,J b〉

=
∫

S

[
a1 a2

]


(

∂
∂r +

1
r

)
b2 − b3

∂
∂r b1


 dS +

[
a3 a4 a5

]



∫
S b1 dS − Slb4

Slb3 − b5

b4




= 2π
∫ 1

0
a1

[(
∂

∂r
+

1
r

)
b2 − b3

]
rdr + 2π

∫ 1

0
a2

∂

∂r
b1 rdr

+ a3

[
2π
∫ 1

0
b1 rdr− Slb4

]
+ a4 [Slb3 − b5] + a5b4,

et

− 〈J a, b〉

= −2π
∫ 1

0
b1

[(
∂

∂r
+

1
r

)
a2 − a3

]
rdr− 2π

∫ 1

0
b2

∂

∂r
a1 rdr

− b3

[
2π
∫ 1

0
a1 rdr− Sla4

]
− b4 [Sla3 − a5]− b5a4.

Par une intégration par parties (I.P.), on calcule que

∫ 1

0
a2

∂

∂r
b1 dr =

∫ r=1

r=0
a2r d(b1)

I.P.
=��

��a2b1r|10 −
∫ r=1

r=0
b1d(a2r)

= −
∫ 1

0
b1

[
r

∂a2

∂r
+ a2

]
dr = −

∫ 1

0

[
b1

∂a2

∂r
+

a2b1

r

]
rdr
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et
∫ 1

0
b2

∂

∂r
a1 rdr = −

∫ 1

0

[
a1

∂b2

∂r
+

a1b2

r

]
rdr.

On peut sortir a3 et b3 des intégrales, puisqu’ils ne dépendent pas de r. En identifiant
les termes respectifs, on obtient (C.14).

c.2.2 Modèle SHP : adimensionnement du modèle hybride

Nous divisons toutes les variables par des références et dénotons les variables
adimensionnées par un tilde :

ṽ , v
vref

,

où les variables de références vref seront choisis ci-dessus dans un but de remplacer un
maximum de groupes adimensionnées par la valeur 1, facilitant l’écriture du modèle
dans les calculs subséquents.

c.2.2.1 Choix préliminaire de quelques références

Á ce point, on définit déjà les références

r̃ =
r
a
∈ Ω̃ = [0, 1]

et

t̃ =
c
a

t.

remarque On a que S = πa2 et S̃ = π, ou encore S = a2S̃ . De ce fait, l’intégration
sur le domaine de la membrane s’écrira

∫
S · dS = a2

∫
S̃ · dS̃ , ou encore

∫ a
0 · (2πr)dr =

a2
∫ 1

0 · (2πr̃)dr̃.

c.2.2.2 Adimensionnement formel

Ici, nous adimensionnons tout par des références arbitraires et calculons ce que
devient le SHP. Après, un choix judicieux pour les références pourra être fait.

• adimensionnement de l’état Soit

x̃i =
xi

xref
i

avec xi un composant de l’état x et xref
i une référence à déterminer ultérieurement. Le

vecteur de variables de références est

xref =
[
πref

m εref
m Vref

c πref
l lref

l

]ᵀ
.

dérivée de l’état

dx̃
dt̃

=
a
c

[
1

πref
m

1
εref

m

1
Vref

c

1
πref

l

1
lref
l

]
dx
dt

• adimensionnement du hamiltonien On définit un Hamiltonien H̃(x̃) qui
correspond à H(x) adimensionné en le divisant par une référence (à déterminer) Eref

0 [J]
et en substituant les variables d’état adimensionnées x̃ :

H(x) [J] état adimensionné−−−−−−−−−−−→ H(x̃) [J]
diviser par Eref

0−−−−−−−−−→ H̃(x̃) [−]
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On obtient

H(x) =
1
2

∫

S
π2

m
σm

dS +
1
2

∫

S
Tε2

mdS +
1
2

γp0

V0
V2

c +
1
2

π2
l

ml
+

1
2

kl`
2
l

H(x̃) =
1
2

a2 (π
ref
m )2

σm

∫

S̃
π̃2

mdS̃ +
1
2

a2T(εref
m )2

∫

S̃
ε̃2

mdS̃

+
1
2

γp0

V0
(Vref

c )2(Ṽc)
2 +

1
2
(πref

l )2

ml
π̃2

l +
1
2

kl(`
ref
l )2 ˜̀2

l

H̃(x̃) =
H(x̃)
Eref

0
=

1
2

Eref
1

Eref
0

∫

S̃
π̃2

mdS̃ +
1
2

Eref
2

Eref
0

∫

S̃
ε̃2

mdS̃

+
1
2

Eref
3

Eref
0

Ṽ2
c +

1
2

Eref
4

Eref
0

π̃2
l +

1
2

Eref
5

Eref
0

˜̀2
l ,

où




Eref
1 , a2 (π

ref
m )2

σm

Eref
2 , a2T(εref

m )2

Eref
3 , γp0

V0
(Vref

c )2

Eref
4 , 1

ml
(πref

l )2

Eref
5 , kl(`

ref
l )2,

le tout en [J].

dérivée variationnelle du hamiltonien Avec ce Hamiltonien H̃(x̃) corres-
pond une dérivée variationnelle (cf. [251])

Dx̃H̃(x̃) =




D1(π̃m)H̃

D2(ε̃m)H̃

D3(Ṽc)
H̃

D4(π̃l)
H̃

D5( ˜̀
l)

H̃




=




a2(πref
m )2

σmEref
0

π̃m

a2T(εref
m )2

Eref
0

ε̃m

γp0(Vref
c )2

V0Eref
0

Ṽc

(πref
l )2

mlEref
0

π̃l

kl(`
ref
l )2

Eref
0

˜̀
l




.

• shp adimensionné On substitue les références dans les 5 équations du SHP
9.21.

(1)

dπm

dt
= div(Tεm) + pc = T

(
∂

∂r
+

1
r

)
εm + pc − µ

πm

σm

dπ̃m

dt̃
=

T
c

εref
m

πref
m

(
∂

∂r̃
+

1
r̃

)
ε̃m +

a
c

1
πref

m
pc −

aµ

cσm
π̃m

dπ̃m

dt̃
=

1
a2c

Eref
0

πref
m εref

m

(
∂

∂r̃
+

1
r̃

)
D2H̃ − a

c
Eref

0
πref

m Vref
c

D3H̃ − µ

ac
Eref

0
(πref

m )2 D1H̃
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(2)

dεm

dt
=

∂

∂r

(
1

σm
πm

)

dε̃m

dt̃
=

1
a2c

Eref
0

εref
m πref

m

∂

∂r̃
D1H̃

(3)

dVc

dt
=
∫

S

dym

dt
dS− Sl

d`l
dt

dṼc

dt̃
=
∫

S̃
a3

cσm

πref
m

Vref
c

π̃mdS̃ − aSl
cml

πref
l

Vref
c

π̃l

dṼc

dt̃
=
∫

S̃
a
c

Eref
0

Vref
c πref

m
D1H̃dS̃ − aSl

c
Eref

0

Vref
c πref

l

D4H̃

(4)

dπl
dt

= −Sl pc −
cl
ml

πl − kl`l + Blil

dπ̃l

dt̃
=

aSl
c

Eref
0

πref
l Vref

c
D3H̃ − acl

c
Eref

0

(πref
l )2

D4H̃ − a
c

Eref
0

πref
l `ref

l

D5H̃ +
aBl

c
iref
l

πref
l

ĩl

(5)

d`l
dt

=
d`l
dt

d˜̀
l

dt̃
=

a
c

Eref
0

`ref
l πref

l

D4H̃

Ainsi, on obtient un SHP formellement adimensionné :

d
dt̃




π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l

˜̀
l



=




− µ
ac

Eref
0

(πref
m )2

1
a2c

Eref
0

πref
m εref

m

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
− a

c
Eref

0
πref

m Vref
c

0 0

1
a2c

Eref
0

εref
m πref

m

∂
∂r̃ 0 0 0 0

a
c

Eref
0

Vref
c πref

m

∫
S̃ · dS̃ 0 0 − aSl

c
Eref

0
Vref

c πref
l

0

0 0 aSl
c

Eref
0

πref
l Vref

c
− acl

c
Eref

0
(πref

l )2 − a
c

Eref
0

πref
l `ref

l

0 0 0 a
c

Eref
0

`ref
l πref

l
0







a2(πref
m )2

σmEref
0

π̃m

a2T(εref
m )2

Eref
0

ε̃m

γp0(Vref
c )2

V0Eref
0

Ṽc

(πref
l )2

mlEref
0

π̃l

kl(`
ref
l )2

Eref
0

˜̀
l




+




0

0

0
aBl

c
iref
l

πref
l

0




ĩl. (C.15)

On remarque la symétrie dans l’opérateur J −R (écrit ici comme une seule matrice).
On vérifie que chaque composant non nul dans ce SHP est sans dimension physique

([−]).
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c.2.2.3 Choix des références

but On peut proposer deux buts pour l’adimensionnement :

— mettre un maximum de coefficients à 1 dans le gradient du Hamiltonien

— mettre un maximum de coefficients à 1 dans les opérateurs J et R.

Après dénombrement du nombre de degrés de liberté et comparaison au nombre de
variables de référence (5 pour l’état, Eref

0 et iref
l ), on constate que l’on ne peut obtenir

les deux buts à la fois. Nous choisissons de mettre tous les coefficients dans Dx̃ H̃(x̃) à
1, et donc

Dx̃H̃(x̃) =
[
π̃m ε̃m Ṽc π̃l

˜̀
l

]ᵀ
. (C.16)

On obtient ainsi 5 conditions. Une 6me consiste à mettre un 1 devant ĩl, et il reste
encore une 7me condition à choisir.

choix retenu Après quelques essais, nous proposons la démarche suivante.
Il se trouve que le fait de choisir J (1, 3) = 1 (ou un autre coefficient des opérateurs
J ou R) mène à un système d’équations surdéterminé sans solution. Pour cette
raison, nous choisissons Vref

c , V0 et alors Eref
0 , γp0V0 d’après la condition sur D3H̃.

Finalement, nous obtenons les références




Eref
0 , γp0V0

Vref
c , V0

πref
l ,

√
mlγp0V0

`ref
l ,

√
γp0V0

kl

πref
m , 1

a
√

σmγp0V0

εref
m , 1

a

√
γp0V0

T

iref
l , c

aBl
πref

l =
c

aBl
√

mlγp0V0.

On remarque que le Hamiltonien s’écrit alors comme

H̃(x̃) =
1
2

∫

S̃
π̃2

mdS̃ +
1
2

∫

S̃
ε̃2

mdS̃ +
1
2

Ṽ2
c +

1
2

π̃2
l +

1
2

˜̀2
l . (C.17)
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c.2.2.4 SHP adimensionné

En substituant les définitions des variables de références dans le SHP (C.15), on
obtient le SHP

d
dt̃




π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l
˜̀

l



=




− µa
cσm

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
− a2

c

√
γp0

σmV0
0 0

∂
∂r̃ 0 0 0 0

a2

c

√
γp0

σmV0

∫
S̃ · dS̃ 0 0 − aSl

c

√
γp0
mlV0

0

0 0 aSl
c

√
γp0
mlV0

− acl
cml

− a
c

√
kl
ml

0 0 0 a
c

√
kl
ml

0







π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l

˜̀
l




+




0

0

0

1

0




ĩl.

Introduisant des noms pour les groupes adimensionnels qui restent dans le SHP, on
a finalement

d
dt̃




π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l
˜̀

l



=




−ξ
(

∂
∂r̃ +

1
r̃

)
−α1 0 0

∂
∂r̃ 0 0 0 0

α
∫
S̃ · dS̃ 0 0 −β1 0

0 0 β1 −ζ −β2

0 0 0 β2 0







π̃m

ε̃m

Ṽc

π̃l

˜̀
l




+




0

0

0

1

0




ĩl

avec




α , a2

c

√
γp0

σmV0

β1 , aSl
c

√
γp0

mlV0

β2 , a
c

√
kl
ml

ζ , acl
cml

ξ , µa
cσm

.

c.2.3 Modèle SHP de dimension finie : projection modale et réduction d’ordre

c.2.3.1 Choix de la base modale

Lemme C.2. Les fonctions
{

ψ̄n(r) =
1√

π J1(λna)
J0(λnr)

}
,
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avec λn t.q. J0(λna) = 0, forment une base orthonormale.

Démonstration. En utilisant le produit scalaire 〈·, ·〉P, on vérifie par un calcul que les
propriétés d’orthogonalité et normalisation sont satisfaites.

(1) Orthogonalité : 〈ψ̄p, ψ̄q〉P = 0, p 6= q
〈

1√
π J1(λpa)

J0(λpr),
1√

π J1(λqa)
J0(λqr)

〉

P

=
2π

πa2 J1(λpa)J1(λqa)

∫ a

0
J0(λpr)J0(λqr) r dr

(C.11)
=

2
a2 J1(λpa)J1(λqa)

[
λprJ1(λpr)J0(λqr)− λqrJ0(λpr)J1(λqr)

λ2
p − λ2

q

]r=a

r=0

= 0

puisque J0(λpa) = 0 = J0(λqa).

(2) Normalisation : 〈ψ̄n, ψ̄n〉P = ‖ψ̄n‖2 = 1
〈

1√
π J1(λna)

J0(λnr),
1√

π J1(λna)
J0(λnr)

〉

P

=
2π

πa2 J2
1 (λna)

∫ a

0
J2
0 (λnr) r dr

=
2π

πa2 J2
1 (λna)λ2

n

∫ r=a

r=0
J2
0 (λnr) (λnr) d(λnr)

(C.8)
=

2π

πa2 J2
1 (λna)λ2

n

[
(λnr)2

2

(
J2
0 (λnr) + J2

1 (λnr)
)]r=a

r=0

=
1

J2
1 (λna)

(
��

��J2
0 (λna) + J2

1 (λna)
)

= 1

Lemme C.3. Les fonctions
{

ϕ̄n(r) =
1

wn
[J0(λnr)− J0(λna)]

}
,

avec λn qui satisfait (9.12) et le poids

wn = λna |J0(λna)|
√

2π

(
a4λ4

n
8B2 −

a2λ2
n

4B
+

1
B
+

1
8

)
,

forment une base orthonormale.

Démonstration. En utilisant le produit scalaire 〈·, ·〉P, on vérifie par un calcul que les
propriétés d’orthogonalité et normalisation sont satisfaites.

(1) Orthogonalité

a2w2

2π
〈ϕ̄p, ϕ̄q〉P

=
∫ a

0

[
J0(λpr)− J0(λpa)

] [
J0(λqr)− J0(λqa)

]
r dr

=
∫ a

0
J0(λpr)

[
J0(λqr)− J0(λqa)

]
r dr

︸ ︷︷ ︸
,I1

−J0(λpa)
∫ a

0

[
J0(λqr)− J0(λqa)

]
r dr

︸ ︷︷ ︸
,I2
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avec

I1
(C.5)
=

1
λ2

p

∫ r=a

r=0

[
J0(λqr)− J0(λqa)

]
d
[
λprJ1(λpr)

]

I.P.
=

1
λ2

p

[

(((
((((

(((
((((

(([(
J0(λqr)− J0(λqa)

)
λprJ1(λpr)

]r=a
r=0 −

∫ r=a

r=0
λprJ1(λpr)d

[
J0(λqr)−����J0(λqa)

]
]

(C.3)
=

1
λ2

p
λpλq

∫ a

0
rJ1(λpr)J1(λqr) dr

(C.12)
=

λq

λp

[
r

λ2
p − λ2

q

(
λq J1(λpr)J0(λqr)− λp J1(λqr)J0(λpr)

)
]r=a

r=0

=
λq

λp(λ2
p − λ2

q)
a
[
λq J1(λpa)J0(λqa)− λp J1(λqa)J0(λpa)

]

(On se rappelle que J0(λia) 6= 0 ici.)
et

I2 = −J0(λpa)
∫ r=a

r=0

[
J0(λqr)− J0(λqa)

]
d
(

r2

2

)

= −J0(λpa)

[

��
���

���
���

��[(
J0(λqr)− J0(λqa)

) r2

2

]r=a

r=0
−
∫ r=a

r=0

r2

2
d
[

J0(λqr)−����J0(λqa)
]
]

(C.3)
= −J0(λpa)

∫ a

0

r2

2
J1(λqr)λqdr

= − J0(λpa)λq

2

∫ a

0
J1(λqr)r2dr

= − J0(λpa)
2λ2

q

∫ a

0
J1(λqr)(λqr)2d(λqr)

(C.13)
= − J0(λpa)

2λ2
q

[
(λqr)

[
2J1(λqr)− (λqr)J0(λqr)

]]r=a
r=0

= − a
λq

J0(λpa)J1(λqa) +
a2

2
J0(λpa)J0(λqa)

Nous substituons les propriétés

2
aλi

J1(λia)− J0(λia) = J2(λia) (cf. Eq. (C.2)) (C.18)

et

− a2λ2
i

B
J0(λia) = J2(λia) (condition sur les fréquences (9.12)) (C.19)

dans les expressions pour I1 et I2 pour ainsi transformer toutes les J1(·) en J0(·), que
l’on factorise ensuite. Plus précisément, en combinant (C.18) et (C.19), on a que

2
aλi

J1(λia) =

(
1− a2λ2

i
B

)
J0(λia). (C.20)
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I1 + I2

=
λ2

qa
λp(λ2

p − λ2
q)

J0(λqa)
aλp

2

[
J0(λpa)−

a2λ2
p

B
J0(λpa)

]

− λqa
λ2

p − λ2
q

J0(λpa)
aλq

2

[
J0(λq)−

a2λ2
q

B
J0(λqa)

]

+
a4λ2

q

2B
J0(λpa)J0(λqa)

= J0(λpa)J0(λqa)
((((

((((
(((

((((
((((

(((

λ2
qa2B− a4λ2

pλ2
q − λ2

qa2B + a4λ4
q + a4λ2

q(λ
2
p − λ2

q)

(λ2
p − λ2

q)2B

= 0

(2) Normalisation

〈ϕ̄n, ϕ̄n〉P =
2π

a2w2

∫ a

0
[J0(λnr)− J0(λna)]2 r dr

=
2π

a2w2




∫ a

0
J2
0 (λnr)rdr

︸ ︷︷ ︸
,K1

−2J0(λna)
∫ a

0
J0(λnr)rdr

︸ ︷︷ ︸
,K2

+ J2
0 (λna)

∫ a

0
rdr

︸ ︷︷ ︸
,K3




avec

K1 =
1

λ2
n

∫ r=a

r=0
J2
0 (λnr)(λnr)d(λnr)

(C.8)
=

1
λ2

n

[
(λnr)2

2

(
J2
0 (λnr) + J2

1 (λnr)
)]r=a

r=0

=
a2

2

(
J2
0 (λna) + J2

1 (λna)
)

K2 = −2J0(λna)
λ2

n

∫ r=a

r=0
J0(λnr)(λnr)d(λnr)

(C.5)
= −2J0(λna)

λ2
n

[(λnr)J1(λnr)]r=a
r=0

= − 2a
λn

J0(λna)J1(λna)

K3 =
a2

2
J2
0 (λna)
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Donc

〈ϕ̄n, ϕ̄n〉P =
2π

a2w2

[
a2

2
J2
1 (λna) + a2 J2

0 (λna)− 2a
λn

J0(λna)J1(λna)
]

=
2π

a2w2

[
a2

2
J2
1 (λna) + a2 J0(λna)

(
J0(λna)− 2

aλn
J1(λna)

)]

(C.18)
=

2π

a2w2

[
a2

2
J2
1 (λna)− a2 J0(λna)J2(λna)

]

(C.19)
=

2π

a2w2

[
a2

2
J2
1 (λna) +

a4λ2
n

B
J2
0 (λna)

]

=
2π

w2

[
1
2

J2
1 (λna) +

a2λ2
n

B
J2
0 (λna)

]

(C.20)
=

2π

w2 J2
0 (λna)

[
1
2

a2λ2
n

4

(
1− a2λ2

n
B

)2

+
a2λ2

n
B

]

=
2π

w2 J2
0 (λna)a2λ2

n

[
1
8

(
1− 2a2λ2

n
B

+
a4λ4

n
B2

)
+

1
B

]

=
2π

w2 J2
0 (λna)a2λ2

n

[
a4λ4

n
8B2 −

a2λ2
n

4B
+

1
B
+

1
8

]
.

Avec 〈ϕ̄n, ϕ̄n〉P = 1 correspond la valeur

wn , λna |J0(λna)|
√

2π

(
a4λ4

n
8B2 −

a2λ2
n

4B
+

1
B
+

1
8

)
. (C.21)

c.2.3.2 Projection modale du SHP et troncation à N modes

travaux préliminaires La partie de dimension infinie du SHP adimensionné
9.23 est isolée :

d
dt̃




π̃m

ε̃m

Ṽc


 =




0
(

∂
∂r̃ +

1
r̃

)
−α1

∂
∂r̃ 0 0

α
∫
S̃ · dS̃ 0 0







π̃m

ε̃m

Ṽc


 ,

que nous dénotons dans la présente sous-section comme

dx̃
dt̃

= J̃ x̃.

(Nous n’indiquons donc pas explicitement ici qu’il s’agit seulement de la sous-partie
(1 : 3)× (1 : 3) du SHP total 5× 5).

Afin de pouvoir projeter ỹm(r̃, t̃), nous le faisons apparaître dans l’état x̃. On peut
calculer que





π̃m =
cσm

a
yref

m
πref

m

dỹm

dt̃
= κ

dỹm

dt̃

ε̃m =
1

εref
m

∂ỹm

∂r̃

avec

κ , a

√
T

γp0V0
[−]
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et donc

x̃ =




π̃m

ε̃m

Ṽc


 =




κ
dỹm
dt̃

κ
∂ỹm
∂r̃

Ṽc


 .

projection de l’état La projection correspond à

ym(r, t) =
+∞

∑
n=1

ϕ̄n(r)zn(t) ≈
N

∑
n=1

ϕ̄n(r)zn(t)

avec ym(r, t)[m] la position de la membrane, ϕ̄n[−] les fonctions de la base modale (à
spécifier plus bas) et zn[m] les évolutions temporelles correspondantes.

On adimensionne la formule de la projection en définissant les références addition-
nelles





ỹm =
ym

yref
m

, ym

a

˜̄ϕn =
ϕ̄n

ϕref , ϕ̄n

1

z̃n =
zn

zref , zn

a

et obtient

ỹm(r̃, t̃) ≈
N

∑
n=1

˜̄ϕn(r̃)z̃n(t̃). (C.22)

Dénotons par F̃(t̃) un vecteur N × 1 contenant les évolutions temporelles z̃n(t̃), n ∈
J1, NK (à simuler) et par Ẽ(t̃) un vecteur N × 1 contenant les fonctions de la base
modale ˜̄ϕn(r̃), n ∈ J1, NK (connues). Nous pouvons alors écrire

x̃ = ˜̄Φ(r̃)ᵀZ̃(t̃)



κ
dỹm
dt̃

κ
∂ỹm
∂r̃

Ṽc


 =




0 κẼᵀ(r̃) 0

κ
∂Ẽᵀ(r̃)

∂r̃ 0 0

0 0 1







F̃(t̃)
dF̃(t̃)

dt̃

Ṽc(t̃)


 .

(Par abus de notation, x̃ représente ici l’approximation des composantes 1 : 3 de l’état
adimensionné x̃.) Par exemple, pour N = 2,

x̃ =




κ
dỹm
dt̃

κ
∂ỹm
∂r̃

Ṽc


 =




0 0 κ ˜̄ϕ1 κ ˜̄ϕ2 0

κ∂r̃ ˜̄ϕ1 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 0

0 0 0 0 1







z̃1

z̃2

∂t̃ z̃1

∂t̃ z̃2

Ṽc



=




κ ( ˜̄ϕ1∂t̃ z̃1 + ˜̄ϕ1∂t̃ z̃2)

κ (∂r̃ ˜̄ϕ1z̃1 + ∂r̃ ˜̄ϕ2z̃2)

Ṽc


 .

projection du hamiltonien Grâce à l’adimensionnement, le Hamiltonien
contient des formes quadratiques sans constantes physiques (facteurs ’1’) (C.17) :

H̃(x̃) =
1
2

∫

S̃
π̃2

mdS̃ +
1
2

∫

S̃
ε̃2

mdS̃ +
1
2

Ṽ2
c +

1
2

π̃2
l +

1
2

˜̀2
l

et on considère ici la partie 1 : 3, c’est-à-dire,

H̃1:3 =
1
2

∫

S̃
π̃2

mdS̃ +
1
2

∫

S̃
ε̃2

mdS̃ +
1
2

Ṽ2
c .
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On a que

H̃1:3 =
1
2

∫

S̃
x̃ᵀ1:2 x̃1:2 dS̃ +

1
2

x̃2
3

=
1
2

∫ 1

0
Z̃ᵀ

1:2(t̃)
˜̄Φ(1:2)×(1:2)(r̃) ˜̄Φ

ᵀ
(1:2)×(1:2)(r̃)Z̃1:2(t̃) (2πr̃dr̃) +

Z̃2
3

2

=
1
2

Z̃ᵀW̃Z̃

où

W̃ ,
[

W̃1:2 0

0 W̃3

]

avec

W̃1:2 =
∫ 1

0
˜̄Φ(1:2)×(1:2)

˜̄Φ
ᵀ
(1:2)×(1:2)(2πr̃dr̃)

W̃3 = 1
(
= ˜̄Φ

2
3,3

)
.

Ensuite, on calcule W̃1:2, en utilisant les propriétés des fonctions de Bessel listées
ci-dessus. On montre ici le cas N = 2.

W̃1:2 = 2π
∫ 1

0
˜̄Φ(1:2)×(1:2)

˜̄Φ
ᵀ
(1:2)×(1:2) r̃dr̃

= 2π

1∫

0




0 κ∂r̃ ˜̄ϕ1

0 κ∂r̃ ˜̄ϕ2

κ ˜̄ϕ1 0

κ ˜̄ϕ2 0




[
0 0 κ ˜̄ϕ1 κ ˜̄ϕ2

κ∂r̃ ˜̄ϕ1 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0

]
r̃dr̃

= 2πκ2

1∫

0




(∂r̃ ˜̄ϕ1)
2 ∂r̃ ˜̄ϕ1∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0

∂r̃ ˜̄ϕ1∂r̃ ˜̄ϕ2 (∂r̃ ˜̄ϕ2)
2 0 0

0 0 ( ˜̄ϕ1)
2 ˜̄ϕ1 ˜̄ϕ2

0 0 ˜̄ϕ1 ˜̄ϕ2 ( ˜̄ϕ2)
2




r̃dr̃

Nous calculons les éléments de la matrice étant donné que (Lemme 9.2) :

˜̄ϕi =
1
wi

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

]

wi = λ̃i
∣∣J0(λ̃i)

∣∣
√√√√2π

(
λ̃4

i
8B2 −

λ̃2
i

4B
+

1
B
+

1
8

)
= λ̃i

∣∣J0(λ̃i)
∣∣√πχI,i (cf. (C.21))

∂r̃ ˜̄ϕi = −
λ̃i
wi

J1(λ̃i r̃) (en utilisant la propriété (C.3)).

On calcule donc

• 2πκ2
∫ 1

0
˜̄ϕ2

i r̃dr̃ = κ2 2π

w2
n

∫ 1

0

[
J0(λ̃n r̃)− J0(λ̃n)

]2 r̃dr̃ = κ2.

La dernière étape suit de la normalisation (cf. Lemme 9.2) :

〈ϕ̄n, ϕ̄n〉P =
2π

a2w2
n

∫ a

0
[J0(λnr)− J0(λna)]2 rdr =

2π

w2
n

∫ 1

0

[
J0(λ̃n r̃)− J0(λ̃n)

]2 r̃dr̃ = 1.
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• 2πκ2
∫ 1

0
˜̄ϕi ˜̄ϕj r̃dr̃ =

2πκ2

wiwj

∫ 1

0

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

] [
J0(λ̃j r̃)− J0(λ̃j)

]
r̃dr̃ = 0

La dernière étape suit de l’orthogonalité (cf. Lemme 9.2).

• 2πκ2
∫ 1

0
(∂r̃ ˜̄ϕi)

2 r̃dr̃ =
2πκ2λ̃2

i
w2

i

∫ 1

0
J2
1 (λ̃i r̃) r̃dr̃

=
2πκ2

w2
i

∫ r̃=1

r̃=0
J2
1 (λ̃i r̃) (λ̃i r̃)d(λ̃i r̃)

(C.9)
=

2πκ2

w2
i

[
(λ̃i r̃)2

2

[
J2
1 (λ̃i r̃)− J0(λ̃i r̃)J2(λ̃i r̃)

]]r̃=1

r̃=0

=
πκ2λ̃2

i
w2

i

[
J2
1 (λ̃i)− J0(λ̃i)J2(λ̃i)

]

(C.20)
=

πκ2λ̃2
i

w2
i

[
λ̃6

i
4B2 −

λ̃4
i

2B
+

λ̃2
i

4
+

λ̃2
i

B

]
J2
0 (λ̃i)

=

πκ2λ̃2
i

[
λ̃6

i
4B2 −

λ̃4
i

2B +
λ̃2

i
4 +

λ̃2
i

B

]
J2
0 (λ̃i)

λ̃2
i J2

0 (λ̃i)2π

[
λ̃4

i
8B2 −

λ̃2
i

4B + 1
B + 1

8

]

= κ2λ̃2
i

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 1
B

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 2
B

= κ2λ̃2
i

χ2
I I,i

χ2
I,i

, (C.23)

où l’on propose la notation simplifiée avec





χI,i ,

√
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B
+

1
4
+

2
B

χI I,i ,

√
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B
+

1
4
+

1
B

.

On peut aussi écrire

2πκ2
∫ 1

0
(∂r̃ ˜̄ϕi)

2 r̃dr̃ = κ2λ̃2
i

(
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B + 1
4 + 2

B

)
− 1

B

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 2
B

= κ2λ̃2
i

(
1− 1

Bχ2
I,i

)
.
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• 2πκ2
∫ 1

0
∂r̃ ˜̄ϕi∂r̃ ˜̄ϕj r̃dr̃

=
2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

∫ 1

0
J1(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃) r̃dr̃

(C.12)
=

2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

[
r̃

λ̃2
i − λ̃2

j

[
λ̃j J1(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃)− λ̃i J0(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃)

]
]r̃=1

r̃=0

=
2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

1
λ̃2

i − λ̃2
j

[
λ̃j J1(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃)− λ̃i J0(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃)

]

(C.20)
=

2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

1
λ̃2

i − λ̃2
j

[
λ̃j

λ̃i
2

(
1− λ̃2

i
B

)
J0(λ̃i)J0(λ̃j)− λ̃i

λ̃j

2

(
1−

λ̃2
j

B

)
J0(λ̃j)J0(λ̃i)

]

= −
κ2πλ̃2

i λ̃2
j

Bwiwj
J0(λ̃i)J0(λ̃j)

= −
κ2πλ̃2

i λ̃2
j J0(λ̃i)J0(λ̃j)

Bλ̃i
∣∣J0(λ̃i)

∣∣
√

2π

(
λ̃4

i
8B2 −

λ̃2
i

4B + 1
B + 1

8

)
λ̃j
∣∣J0(λ̃j)

∣∣
√

2π

(
λ̃4

j
8B2 −

λ̃2
j

4B + 1
B + 1

8

)

= − κ2

2B
λ̃iλ̃j

sign
(

J0(λ̃i)
)

sign
(

J0(λ̃j)
)

√
λ̃4

i
8B2 −

λ̃2
i

4B + 1
B + 1

8

√
λ̃4

j
8B2 −

λ̃2
j

4B + 1
B + 1

8

= −κ2

B
λ̃iλ̃j

sign
(

J0(λ̃i)
)

sign
(

J0(λ̃j)
)

√
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B + 1
4 + 2

B

√
λ̃4

j
4B2 −

λ̃2
j

2B + 1
4 + 2

B

= −κ2

B
λ̃iλ̃j

sign
(

J0(λ̃i)
)

sign
(

J0(λ̃j)
)

χI,iχI,j
.

(C.24)

On souligne que dans ce cas (base modale { ˜̄ϕ(r̃)} pour la membrane encastrée au
bord couplée à une cavité), les termes non diagonaux

2πκ2
∫ 1

0
∂r̃ ˜̄ϕi∂r̃ ˜̄ϕj r̃dr̃

ne sont pas nuls, puisque J0(λ̃i) 6= 0, où les λ̃i sont les solutions de la condition
implicite (9.24). Au contraire, pour la base modale correspondant à la membrane seule,

{
˜̄ψ(r̃) =

1√
π J1(λ̃n)

J0(λ̃n r̃)
}

,

avec la condition J0(λ̃n) = 0, on aurait

2π
∫ 1

0
(∂r̃ ˜̄ψi)(∂r̃ ˜̄ψj)r̃dr̃ = 2πw2λ̃iλ̃j

∫ 1

0
J1(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃)r̃dr̃

= 2πw2λ̃iλ̃j
r̃

λ̃2
i − λ̃2

j

[
λ̃j J1(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃)− λ̃i J0(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃)

]r̃=1
r̃=0

= 2πw2 λ̃iλ̃j

λ̃2
i − λ̃2

j

[
λ̃j J1(λ̃i)J0(λ̃j)− λ̃i J0(λ̃i)J1(λ̃j)

]

= 0

Dans ce cas, il existe une relation d’orthogonalité entre les dérivées spatiales des
fonctions de la base modale. De ce fait, la matrice W̃ sera diagonale pour la base

modale
{

˜̄ψ(r̃)
}

, et seulement diagonale par blocs pour la base modale { ˜̄ϕ(r̃)}.
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gradient du hamiltonien On a que

D1:3H̃1:3(x̃1:3) = W̃Z̃(t̃).

inverse de W̃ Dans la suite, on aura besoin de l’inverse de la matrice W̃ , que nous
calculons analytiquement pour les cas N = 2. En substituant des valeurs typiques
pour les constantes physiques du tom, on vérifie numériquement que la matrice W̃
est définie positive, ce qui signifie que l’énergie est bien posée et que la matrice est
inversible.

Pour le cas N = 1, on obtient une matrice diagonale :

W̃ =




κ2λ̃2
1

χ2
I I,1

χ2
I,1

0 0

0 κ2 0

0 0 1




donc

W̃−1 =




1
κ2λ̃2

1

χ2
I,1

χ2
I I,1

0 0

0 1
κ2 0

0 0 1


 .

Pour les cas N > 1, on a affaire à une matrice diagonale par blocs de la forme

W̃ ,
[

A O

O D

]
,

que l’on inverse par bloc :

W̃−1 =

[
A O

O D

]−1

=

[
A−1 O

O D−1

]
.

En particulier, pour le cas N = 2, ceci correspond à

W̃ =




κ2λ̃2
1

χ2
I I,1

χ2
I,1

− κ2

B λ̃1λ̃2
sign(J0(λ̃1))sign(J0(λ̃2))

χI,1χI,2
0 0 0

− κ2

B λ̃1λ̃2
sign(J0(λ̃1))sign(J0(λ̃2))

χI,1χI,2
κ2λ̃2

2
χ2

I I,2
χ2

I,2
0 0 0

0 0 κ2 0 0

0 0 0 κ2 0

0 0 0 0 1




(C.25)

dont on calcule que l’inverse est

W̃−1 =




χ2
I,1χ2

I I,2

κ2λ̃2
1

(
χ2

I I,1χ2
I I,2− 1

B2

) χI,1χI,2
κ2B

sign(J0(λ̃1))sign(J0(λ̃2))
λ̃1λ̃2

(
χ2

I I,1χ2
I I,2− 1

B2

) 0 0 0

χI,1χI,2
κ2B

sign(J0(λ̃1))sign(J0(λ̃2))
λ̃1λ̃2

(
χ2

I I,1χ2
I I,2− 1

B2

) χ2
I,2χ2

I I,1

κ2λ̃2
2

(
χ2

I I,1χ2
I I,2− 1

B2

) 0 0 0

0 0 1
κ2 0 0

0 0 0 1
κ2 0

0 0 0 0 1




.
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projection des opérateurs J̃ , R̃ et G̃
Formule générale

dx̃
dt̃

=
(
J̃ − R̃

)
x̃ + G̃ ũ

w� x̃ = ˜̄Φ(r̃)ᵀZ̃(t̃)

˜̄Φ
ᵀ ∂Z̃

∂t̃
=
(
J̃ − R̃

) ˜̄Φ
ᵀ

Z̃ + G̃ ũ

˜̄Φ ˜̄Φ
ᵀ ∂Z̃

∂t̃
= ˜̄Φ

(
J̃ − R̃

) ˜̄Φ
ᵀ

Z̃ + ˜̄ΦG̃ ũ
w� Z̃ et ũ ne dépendent pas de r̃




∫ 1
0

[
˜̄Φ ˜̄Φ

ᵀ]
(1:(2N),:)

(2πr̃)dr̃
[

˜̄Φ ˜̄Φ
ᵀ]

(2N+1,:)




︸ ︷︷ ︸
,W̃

∂Z̃
∂t̃

=







∫ 1
0

[
˜̄ΦJ̃ ˜̄Φ

ᵀ]
(1:(2N),:)

(2πr̃)dr̃
[

˜̄ΦJ̃ ˜̄Φ
ᵀ]

(2N+1,:)




︸ ︷︷ ︸
,Ṽ

−




∫ 1
0

[
˜̄ΦR̃ ˜̄Φ

ᵀ]
(1:(2N),:)

(2πr̃)dr̃
[

˜̄ΦR̃ ˜̄Φ
ᵀ]

(2N+1,:)




︸ ︷︷ ︸
,Ṽ2




Z̃

+




∫ 1
0

[
˜̄Φ
]
(1:(2N),:)

(2πr̃)dr̃
[

˜̄Φ
]
(2N+1,:)




︸ ︷︷ ︸
,Ũ

G̃ ũ

w� Z̃ = W̃−1∇H̃

W̃
∂Z̃
∂t̃

=
(
Ṽ − Ṽ2

)
W̃−1∇H̃ + ŨG̃ ũ

∂Z̃
∂t̃

=


W̃−1ṼW̃−1
︸ ︷︷ ︸

, ˜̂J

− W̃−1Ṽ2W̃−1
︸ ︷︷ ︸

, ˜̂R


∇H̃ + W̃−1ŨG̃︸ ︷︷ ︸

, ˜̂G

ũ (C.26)

On rappelle qu’ici, x représente temporairement seulement la partie 1 : (2N + 1) de
l’état. De ce fait, G̃ est zéro, l’entrée ĩl agissant sur la partie EDO du SHP, qui n’est pas
concernée par la projection.

Projection de l’opérateur J̃

˜̄ΦJ̃ ˜̄Φ
ᵀ
=




0 κ∂r̃ ˜̄ϕ1 0

0 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0

κ ˜̄ϕ1 0 0

κ ˜̄ϕ2 0 0

0 0 1







0
(

∂
∂r̃ +

1
r̃

)
−α

∂
∂r̃ 0 0

α
∫
S̃ · dS̃ 0 0







0 0 κ ˜̄ϕ1 κ ˜̄ϕ2 0

κ∂r̃ ˜̄ϕ1 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 0

0 0 0 0 1




=




0 κ∂r̃ ˜̄ϕ1 0

0 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0

κ ˜̄ϕ1 0 0

κ ˜̄ϕ2 0 0

0 0 1







κ
(

∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ1 κ

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 −α

0 0 κ∂r̃ ˜̄ϕ1 κ∂r̃ ˜̄ϕ2 0

0 0 ακ
∫
S̃ ˜̄ϕ1dS̃ ακ

∫
S̃ ˜̄ϕ2dS̃ 0




=




0 0 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1)
2 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1 · ∂r̃ ˜̄ϕ2) 0

0 0 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1 · ∂r̃ ˜̄ϕ2) κ2(∂r̃ ˜̄ϕ2)
2 0

κ2 ˜̄ϕ1

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ1 κ2 ˜̄ϕ1

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 −ακ ˜̄ϕ1

κ2 ˜̄ϕ2

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ1 κ2 ˜̄ϕ2

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 −ακ ˜̄ϕ2

0 0 ακ
∫
S̃ ˜̄ϕ1dS̃ ακ

∫
S̃ ˜̄ϕ2dS̃ 0
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Ṽ =




∫ 1
0

[
˜̄ΦJ̃ ˜̄Φ

ᵀ]
(1:(2N),:)

(2πr̃)dr̃
[

˜̄ΦJ̃ ˜̄Φ
ᵀ]

(2N+1,:)




=




2π

∫ 1

0




0 0 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1)
2 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1 · ∂r̃ ˜̄ϕ2) 0

0 0 κ2(∂r̃ ˜̄ϕ1 · ∂r̃ ˜̄ϕ2) κ2(∂r̃ ˜̄ϕ2)
2 0

κ2 ˜̄ϕ1

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ1 κ2 ˜̄ϕ1

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 −ακ ˜̄ϕ1

κ2 ˜̄ϕ2

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ1 κ2 ˜̄ϕ2

(
∂
∂r̃ +

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕ2 0 0 −ακ ˜̄ϕ2




r̃dr̃

0 0 ακ
∫
S̃ ˜̄ϕ1dS̃ ακ

∫
S̃ ˜̄ϕ2dS̃ 0




On calcule les expressions 1 de la matrice Ṽ .

• ακ
∫

S̃
˜̄ϕidS̃ = 2π

ακ

wi

∫ 1

0

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

]
r̃dr̃

= 2π
ακ

wi

[
1

λ̃2
i

∫ r̃=1

r̃=0
J0(λ̃i r̃) (λ̃i r̃)d(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

∫ 1

0
r̃dr̃

]

(C.5)
= 2π

ακ

wi

[
1

λ̃2
i

[
(λ̃i r̃)J1(λ̃i r̃)

]r̃=1
r̃=0 −

[
r̃2

2

]r̃=1

r̃=0

]

= 2π
ακ

wi

[
1
λ̃i

J1(λ̃i)−
J0(λ̃i)

2

]

(C.20)
= 2π

ακ

wi

[
1
2

(
1− λ̃2

i
B

)
J0(λ̃i)−

J0(λ̃i)

2

]

= −πακλ̃2
i

Bwi
J0(λ̃i) (C.27)

ou encore

= − πακλ̃2
i J0(λ̃i)

Bλ̃i|J0(λ̃i)|
√

πχI,i
= −
√

πακ

BχI,i
λ̃isign

(
J0(λ̃i)

)

•
(

∂

∂r̃
+

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕi = −

λ̃i
wi

(
∂

∂r̃
+

1
r̃

)
J1(λ̃i r̃)

(C.4)
= − λ̃i

wi

[
λ̃i
2
[

J0(λ̃i r̃)− J2(λ̃i r̃)
]
+

J1(λ̃i r̃)
r̃

]

(C.2)
= − λ̃i

wi

[
λ̃i
2
[

J0(λ̃i r̃)− J2(λ̃i r̃)
]
+

λ̃i
2
[

J0(λ̃i r̃) + J2(λ̃i r̃)
]]

= − λ̃2
i

wi
J0(λ̃i r̃) (C.28)

• 2π
∫ 1

0
κ2 (∂r̃ ˜̄ϕi)

2 r̃dr̃ = 2πκ2 λ̃2
i

w2
i

∫ 1

0
J2
1 (λ̃i r̃) r̃dr̃

(C.23)
= κ2λ̃2

i

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 1
B

λ̃4
i

4B2 −
λ̃2

i
2B + 1

4 + 2
B

= κ2λ̃2
i

χ2
I I,i

χ2
I,i

1. Partout dans les calculs, une expression avec i et j (∈N) sous-entend que i 6= j. L’expression avec j = i
est calculée séparément ; on ne la retrouve pas (forcément) en prenant le cas j = i dans la formule pour j 6= i !
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• 2π
∫ 1

0
κ2 (∂r̃ ˜̄ϕi · ∂r̃ ϕj

)
r̃dr̃ = 2πκ2 λ̃iλ̃j

wiwj

∫ 1

0
J1(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃) r̃dr̃

(C.24)
= −κ2

B
λ̃iλ̃j

sign
(

J0(λ̃i)
)

sign
(

J0(λ̃j)
)

√
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B + 1
4 + 2

B

√
λ̃4

j
4B2 −

λ̃2
j

2B + 1
4 + 2

B

= −κ2

B
λ̃iλ̃j

sign
(

J0(λ̃i)
)

sign
(

J0(λ̃j)
)

χI,iχI,j

• 2π
∫ 1

0
ακ ˜̄ϕi r̃dr̃ =

2πακ

wi

∫ 1

0

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

]
r̃dr̃

(C.27)
= −πακλ̃2

i
Bwi

J0(λ̃i)

• 2π
∫ 1

0

(
ακ
∫

S̃
˜̄ϕi dS̃

)
r̃dr̃

(C.27)
= 2π

∫ 1

0

(
−πακλ̃2

i
Bwi

J0(λ̃i)

)
r̃dr̃

= −2π2ακλ̃2
i

Bwi
J0(λ̃i)

∫ 1

0
r̃dr̃

= −2π2ακλ̃2
i

Bwi
J0(λ̃i)

[
r̃2

2

]r̃=1

r̃=0

= −π2ακλ̃2
i

Bwi
J0(λ̃i)

• 2π
∫ 1

0
κ2 ˜̄ϕi

(
∂

∂r̃
+

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕi r̃dr̃

(C.28)
= −2πκ2 λ̃2

i
w2

i

∫ 1

0

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

]
J0(λ̃i r̃) r̃dr̃

= −2πκ2 λ̃2
i

w2
i

[∫ 1

0
J2
0 (λ̃i r̃) r̃dr̃− J0(λ̃i)

∫ 1

0
J0(λ̃i r̃) r̃dr̃

]

(C.8),(C.5)
= −2πκ2

w2
i

[∫ r̃=1

r̃=0
J2
0 (λ̃i r̃) (λ̃i r̃)d(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

∫ r̃=1

r̃=0
J0(λ̃i r̃) (λ̃i r̃)d(λ̃i r̃)

]

= −2πκ2

w2
i

[[
(λ̃i r̃)2

2

(
J2
0 (λ̃i r̃) + J2

1 (λ̃i r̃)
)]r̃=1

r̃=0
− J0(λ̃i)

[
(λ̃i r̃)J1(λ̃i r̃)

]r̃=1
r̃=0

]

= −2πκ2

w2
i

[
λ̃2

i
2

[
J2
0 (λ̃i) + J2

1 (λ̃i)
]
− J0(λ̃i)λ̃i J1(λ̃i)

]

(C.20)
= −2πκ2

w2
i

[
λ̃2

i
2

[
J2
0 (λ̃i) + λ̃2

i

(
1
4
− λ̃2

i
2B

+
λ̃4

i
4B2

)
J2
0 (λ̃i)

]
− λ̃2

i
2

J2
0 (λ̃i)

(
1− λ̃2

i
B

)]

= −πκ2 λ̃2
i

w2
i

J2
0 (λ̃i)

[
1 +

λ̃2
i

4
− λ̃4

i
2B

+
λ̃6

i
4B2 − 1 +

λ̃2
i

B

]

= −πκ2 λ̃4
i

w2
i

J2
0 (λ̃i)

[
λ̃4

i
4B2 −

λ̃2
i

2B
+

1
4
+

1
B

]

= −πκ2 λ̃4
i

w2
i

J2
0 (λ̃i)χ

2
I I,i

= −πκ2 λ̃4
i J2

0 (λ̃i)χ
2
I I,i

λ̃2
i J2

0 (λ̃i)πχI,i

= −κ2λ̃2
i

χ2
I I,i

χ2
I,i
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Ou encore (cf. Éq. (C.23))

= −κ2λ̃2
i

(
1− 1

Bχ2
I,i

)
.

• 2π
∫ 1

0
κ2 ˜̄ϕi

(
∂

∂r̃
+

1
r̃

)
∂r̃ ˜̄ϕj r̃dr̃

(C.28)
= −2πκ2

λ̃2
j

wiwj

∫ 1

0

[
J0(λ̃i r̃)− J0(λ̃i)

]
J0(λ̃j r̃) r̃dr̃

= −2πκ2
λ̃2

j

wiwj

[∫ 1

0
J0(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃) r̃dr̃− J0(λ̃i)

∫ 1

0
J0(λ̃j r̃) r̃dr̃

]

= −2πκ2
λ̃2

j

wiwj

[∫ 1

0
J0(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃) r̃dr̃− J0(λ̃i)

λ̃2
j

∫ r̃=1

r̃=0
J0(λ̃j r̃) (λ̃j r̃)d(λ̃j r̃)

]

(C.11),(C.5)
= −2πκ2

λ̃2
j

wiwj

[
r̃

λ̃2
i − λ̃2

j

(
λ̃i J1(λ̃i r̃)J0(λ̃j r̃)− λ̃j J0(λ̃i r̃)J1(λ̃j r̃)

)
− J0(λ̃i)

λ̃2
j

(λ̃j r̃)J1(λ̃j r̃)

]r̃=1

r̃=0

= −2πκ2
λ̃2

j

wiwj

[
1

λ̃2
i − λ̃2

j

(
λ̃i J1(λ̃i)J0(λ̃j)− λ̃j J0(λ̃i)J1(λ̃j)

)
− J0(λ̃i)

λ̃j
J1(λ̃j)

]

= −2πκ2
λ̃2

j

wiwj

[(
−λ̃j

λ̃2
i − λ̃2

j
− 1

λ̃j

)
J0(λ̃i)J1(λ̃j) +

λ̃i

λ̃2
i − λ̃2

j
J0(λ̃j)J1(λ̃i)

]

= −2πκ2
λ̃2

j

wiwj


 −λ̃2

i

λ̃j

(
λ̃2

i − λ̃2
j

) J0(λ̃i)J1(λ̃j) +
λ̃iλ̃j

λ̃j

(
λ̃2

i − λ̃2
j

) J0(λ̃j)J1(λ̃i)




= −2πκ2 λ̃iλ̃j

wiwj

(
λ̃2

i − λ̃2
j

) [−λ̃i J0(λ̃i)J1(λ̃j) + λ̃j J0(λ̃j)J1(λ̃i)
]

(C.20)
= −2πκ2 λ̃iλ̃j

wiwj

(
λ̃2

i − λ̃2
j

)
[
−λ̃i J0(λ̃i)

λ̃j

2

(
1−

λ̃2
j

B

)
J0(λ̃j) + λ̃j J0(λ̃j)

λ̃i
2

(
1− λ̃2

i
B

)
J0(λ̃i)

]

= − 2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

(
λ̃2

i − λ̃2
j

) J0(λ̃i)J0(λ̃j)

[
− λ̃iλ̃j

2

(
1−

λ̃2
j

B

)
+

λ̃iλ̃j

2

(
1− λ̃2

i
B

)]

= +
2πκ2λ̃iλ̃j

wiwj

(
λ̃2

i − λ̃2
j

) J0(λ̃i)J0(λ̃j)
λ̃iλ̃j

(
λ̃2

i − λ̃2
j

)

2B

=
πκ2λ̃2

i λ̃2
j

Bwiwj
J0(λ̃i)J0(λ̃j)

=
πκ2λ̃2

i λ̃2
j J0(λ̃i)J0(λ̃j)

Bλ̃i|J0(λ̃i)|
√

πχI,iλ̃j|J0(λ̃j)|
√

πχI,j

=
κ2λ̃iλ̃j

B
sign(J0(λ̃i))sign(J0(λ̃j))

χI,iχI,j
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Ṽ
=

           

0
0

2π
κ

2
∫ 1 0

(∂
r̃

˜̄ ϕ 1
)2

r̃d
r̃

2π
κ

2
∫ 1 0

(∂
r̃

˜̄ ϕ 1
·∂

r̃
˜̄ ϕ 2
)

r̃d
r̃

0

0
0

2π
κ

2
∫ 1 0

(∂
r̃

˜̄ ϕ 1
·∂

r̃
˜̄ ϕ 2
)

r̃d
r̃

2π
κ

2
∫ 1 0

(∂
r̃

˜̄ ϕ 2
)2

r̃d
r̃

0

2π
κ

2
∫ 1 0

˜̄ ϕ 1
(

∂ ∂r̃
+

1 r̃

)
∂ r̃

˜̄ ϕ 1
r̃d

r̃
2π

κ
2
∫ 1 0

˜̄ ϕ 1
(

∂ ∂r̃
+

1 r̃

)
∂ r̃

˜̄ ϕ 2
r̃d

r̃
0

0
−

2π
α

κ
∫ 1 0

˜̄ ϕ 1
r̃d

r̃

2π
κ

2
∫ 1 0

˜̄ ϕ 2
(

∂ ∂r̃
+

1 r̃

)
∂ r̃

˜̄ ϕ 1
r̃d

r̃
2π

κ
2
∫ 1 0

˜̄ ϕ 2
(

∂ ∂r̃
+

1 r̃

)
∂ r̃

˜̄ ϕ 2
r̃d

r̃
0

0
−

2π
α

κ
∫ 1 0

˜̄ ϕ 2
r̃d

r̃

0
0

2π
α

κ
∫ 1 0

˜̄ ϕ 1
r̃d

r̃
2π

α
κ
∫ 1 0

˜̄ ϕ 2
r̃d

r̃
0

           

=

             

0
0

κ
2 λ̃

2 1
χ

2 II
,1

χ
2 I,

1
−

κ
2 B
λ̃

1λ̃
2

si
gn
(J

0(
λ̃

1)
)s

ig
n (

J 0
(λ̃

2)
)

χ
I,

1χ
I,

2
0

0
0

−
κ

2 B
λ̃

1λ̃
2

si
gn
(J

0(
λ̃

1)
)s

ig
n (

J 0
(λ̃

2)
)

χ
I,

1χ
I,

2
κ

2 λ̃
2 2

χ
2 II

,2
χ

2 I,
2

0

−
κ

2 λ̃
2 1

χ
2 II

,1
χ

2 I,
1

κ
2 B
λ̃

1λ̃
2

si
gn
(J

0(
λ̃

1)
)s

ig
n (

J 0
(λ̃

2)
)

χ
I,

1χ
I,

2
0

0
√

π
α

κ
B

χ
I,

1
λ̃

1s
ig

n
( J 0

(λ̃
1)
)

κ
2 B
λ̃

1λ̃
2

si
gn
(J

0(
λ̃

1)
)s

ig
n (

J 0
(λ̃

2)
)

χ
I,

1χ
I,

2
−

κ
2 λ̃

2 2
χ

2 II
,2

χ
2 I,

2
0

0
√

π
α

κ
B

χ
I,

2
λ̃

2s
ig

n
( J 0

(λ̃
2)
)

0
0

−
√

π
α

κ
B

χ
I,

1
λ̃

1s
ig

n
( J 0

(λ̃
1)
)

−
√

π
α

κ
B

χ
I,

2
λ̃

2s
ig

n
( J 0

(λ̃
2)
)

0
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W̃
−

1 Ṽ
=

        

χ
2 I,

1χ
2 II

,2

κ
2 λ̃

2 1( χ
2 II

,1
χ

2 II
,2
−

1 B
2

)
χ

I,
1χ

I,
2

κ
2

B
si

gn
1s

ig
n 2

λ̃
1λ̃

2( χ
2 II

,1
χ

2 II
,2
−

1 B
2

)
0

0
0

χ
I,

1χ
I,

2
κ

2
B

si
gn

1s
ig

n 2

λ̃
1λ̃

2( χ
2 II

,1
χ

2 II
,2
−

1 B
2

)
χ

2 I,
2χ

2 II
,1

κ
2 λ̃

2 2( χ
2 II

,1
χ

2 II
,2
−

1 B
2

)
0

0
0

0
0

1 κ
2

0
0

0
0

0
1 κ
2

0

0
0

0
0

1        

         

0
0

κ
2
λ̃

2 1
χ

2 II
,1

χ
2 I,

1
−

κ
2 B

λ̃
1
λ̃

2
si

gn
1s

ig
n 2

χ
I,

1χ
I,

2
0

0
0

−
κ

2 B
λ̃

1
λ̃

2
si

gn
1s

ig
n 2

χ
I,

1χ
I,

2
κ

2
λ̃

2 2
χ

2 II
,2

χ
2 I,

2
0

−
κ

2
λ̃

2 1
χ

2 II
,1

χ
2 I,

1

κ
2 B

λ̃
1
λ̃

2
si

gn
1s

ig
n 2

χ
I,

1χ
I,

2
0

0
√

π
α

κ
B

χ
I,

1
λ̃

1s
ig

n
( J 0

(λ̃
1
))

κ
2 B

λ̃
1
λ̃

2
si

gn
1s

ig
n 2

χ
I,

1χ
I,

2
−

κ
2
λ̃

2 2
χ

2 II
,2

χ
2 I,

2
0

0
√

π
α

κ
B

χ
I,

2
λ̃

2s
ig

n
( J 0

(λ̃
2
))

0
0

−
√

π
α

κ
B

χ
I,

1
λ̃

1s
ig

n
( J 0

(λ̃
1
))

−
√

π
α

κ
B

χ
I,

2
λ̃

2s
ig

n
( J 0

(λ̃
2
))

0

         

=

              

0
0

χ
2 II

,1
χ

2 II
,2

χ
2 II

,1
χ

2 II
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−

1 B
2
−

1
B

2(
χ

2 II
,1
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−
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−

χ
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1χ
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χ
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1

si
gn
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( χ

2 II
,1

χ
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−
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+

χ
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,2
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2

λ̃
1

si
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( χ
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,1

χ
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−
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)
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0
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−
χ
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2χ
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,1
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χ

I,
1
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1

λ̃
2
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ig

n 2
( χ
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,1

χ
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Finalement, on obtient

˜̂J =
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√
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√
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.

On a que

˜̂J
ᵀ
= − ˜̂J.

Projection de l’opérateur R

˜̄ΦR̃ ˜̄Φ
ᵀ
=
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0 0 0 0 0



=




0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0
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W̃−1Ṽ2 =
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0 0 0 ξ 0

0 0 0 0 0




˜̂R = W̃−1Ṽ2W̃−1 =




0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 ξ
κ2 0 0

0 0 0 ξ
κ2 0

0 0 0 0 0




On a que ˜̂R = ˜̂Rᵀ � 0.

SHP projeté

En injectant les expressions obtenues pour ˜̂J , ˜̂R, ˜̂W dans la formule de projection
(C.26), et en considérant à nouveau l’état entier, on trouve après quelques multiplica-
tions la forme SHP projeté à N modes.

Dans la suite, sign
(

J0
(
λ̃i
))

sera noté comme signi.

SHP projeté pour N = 1

d
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ĩ l



268 contrôle actif du tom : modèle et contrôle modal

c.2.4 Représentation d’état

Pour réécrire le SHP sous la représentation d’état standard, on calcule d’abord le
produit ( ˜̂J − ˜̂R) ˜̂W de sorte à obtenir (pour N = 2)

d
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On substitue ensuite la relation statique de la cavité :

dṼc
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La représentation d’état ẋ = Ax + Bu ainsi obtenue est montrée pour les cas N =
1,2,3 ci-dessous.

La sortie (mesure) y est la pression dans la cavité (cas N = 2) :
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Représentation d’état pour N = 1
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c.3 contrôle modal

c.3.1 Régulateur en temps fini

c.3.1.1 Sous-système de la membrane contrôlée en pression

Nous isolons les 2N premières équations du SHP. La matrice W̃ est diagonale pour
le cas N = 1 ou diagonale par blocs pour N ≥ 2 et le seul couplage avec la partie
« cavité » est à travers l’élément ˜̂J2N,2N+1. Nous considérons Ṽc (ou encore p̃c) comme
une entrée (au lieu d’un état), ce qui donne, pour N = 1,

d
dt̃
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︸ ︷︷ ︸
B

p̃c.

De la même manière, le cas N = 2 est calculé comme suivant :
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Modèle pour N = 1
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Modèle pour N = 2
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Modèle pour N = 3
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c.3.1.2 Commandabilité

On prouve que le sous-système de la membrane contrôlée par la pression est com-
mandable. Pour cela, il faut prouver que la matrice de commandabilité C est de rang
pleine. On montre les cas N = 1 et 2.

Cas N = 1 (ici sans dissipation)
Matrice de commandabilité :
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On a que rang(C) = 2 donc le système est commandable.
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Dans la dernière expression, la première matrice est de rang 2 :
[
0 −1 . . . . . .

]
6= k ·

[
−1 ξ . . . . . .

]
.

Pareillement, la deuxième matrice est de rang 2 :
[
0 −1 . . . . . .

]
6= k ·

[
−1 ξ . . . . . .

]
.

La matrice entière est donc de rang 4 : les deux vecteurs des deux matrices ne peuvent
être les mêmes (pour tout ξ) vu que λ̃1 6= λ̃2.

On a que rang(C) = 4 donc le système est commandable.

c.3.2 Observateur en temps fini

c.3.2.1 Observabilité

On considère le cas N = 2 (Éq. (C.29)). Il faut prouver que la matrice d’observabilité
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est de rang plein :
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Pour le calcul, on note :
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Un calcul analytique mène à une forme longue dont les premiers termes sont montrés
sur la page suivante. Un logiciel analytique confirme que cette expression est de rang
6 (λ̃1 et λ̃2 étant différents), de même qu’un logiciel numérique lorsque les valeurs
physiques utilisées dans la Simulation 1 dans le Chapitre 9 sont substituées. On peut
donc conclure que le système est observable et que l’on peut concevoir un observateur.
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DL E T O M : I M P L É M E N TAT I O N E X P É R I M E N TA L E

Ce chapitre contient quelques informations supplémentaires concernant l’implémen-
tation expérimentale du contrôleur modal du tom dans le Chapitre 10.

TABLE DES MATIÈRES
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d.1 identification

d.1.1 Haut-parleur

vérification de l’identification des paramètres À titre indicatif, nous
souhaitons comparer les valeurs que nous avons identifiées (pour une configuration
du haut-parleur dans une enceinte de volume Ve = 70 · 50 · 46,3cm3 − ca. 2238cm3 =
0,160m3) avec les valeurs constructeur données (pour une autre enceinte de 0,038m3).
À cet effet, nous corrigeons l’influence de l’enceinte qui consiste en les deux points
suivants.

1. L’air déplacé agit comme une raideur supplémentaire [176]

ke =
Fe

∆x
.

La force Fe = ∆p · Sd (Sd étant la surface du piston plan, ∆p par rapport à la
pression atmosphérique p0) appliquée sur la membrane comprime l’air dans
l’enceinte et fait descendre la membrane d’une distance ∆x. Ce changement
de hauteur de membrane correspond à un changement de volume de ∆V par
rapport au volume Ve au repos de l’enceinte. Si nous supposons un processus
adiabatique, nous avons la relation

|∆p|
p0

= γ
|∆V|

Ve
,

où γ est l’indice adiabatique (1,4 pour l’air). Il en suit que

ke = γS2
d

p0

Ve
.

Avec Sd = 0.0515m2, p0 = 103525Pa et Ve = 0,160m3, ceci correspond à une
valeur ke = 2351N/m.

279
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2. L’ajout de la raideur ke, qui consiste à remplacer la raideur k par une raideur équi-
valente keq , k + ke dans les équations de Thiele & Small, induit un changement
de fréquence :

fe =

√
keq

m
=

√
k + ke

m
= f
√

1 + κ,

avec κ , ke/k le rapport des deux contributions de raideur.
Ainsi, une fréquence fe = 35,425Hz identifiée sur le haut-parleur monté dans une
enceinte correspondrait à une fréquence de f = 27,22Hz pour un haut-parleur
bafflé mais sans enceinte.

La comparaison est donnée dans le Tableau D.1, ou l’erreur relative est calculée
comme

erel =
|valeuridentif. − valeurref.|

valeurref.
.

Tableau D.1 – Comparaison entre les valeurs identifiées du haut-parleur et les valeurs construc-
teur.

identif . corr . ref . corr . erel [%]

f0 [Hz] 35,425 31,05 35
(monté ?)

R [Ω] 5,52 3,2 72,5

L [mH] 4,37
?

Bl [Tm] 17,4 18,653 6,7

m [g] 157 188 16,5

c [kg/s] 4,87 8,68 43,9

k [N/m] 7800 5449 9088
(monté ?) ?

Les valeurs de référence proviennent des données constructeur de la Section D.4.
Pour faire les conversions à partir des paramètres de Thiele & Small « petit signal » y
figurant, on utilise

m =

(
cSd

2π f 0

)2 ρ

Vas

avec les données de l’air ρ = 1,20kg/m3, c = 343m/s, Vas = 41,2 · 10−3m3

Bl =

√
2π f0mRe

Qes

c = Rms =
2π f0m

Qms

k =
1

Cms
=

ρc2S2
d

Vas
.

d.1.2 Membrane

Des figures de Chladni en haute-fréquence sont montrées Figure D.1.
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(a) f = 263Hz (b) f = 275Hz (c) f = 311Hz

(d) f = 334Hz (e) f = 375Hz (f) f = 385Hz

(g) f = 553Hz (h) f = 737Hz (i) f = 742Hz

(j) f = 792Hz (k) f = 798Hz

Figure D.1 – Figures de Chladni de quelques modes plus élevés. La fréquence d’excitation est
indiquée.



282 le tom : implémentation expérimentale

d.2 dispositif de contrôle

d.2.1 Composants

d.2.1.1 Microcontrôleur : le Coala

câblage Le câblage du Coala permettant d’utiliser les connecteurs Ext in et
Ext out est montré Figure D.2.

Figure D.2 – Câblage du Coala

d.2.2 Système de frappe reproductible

Le plan de la pièce d’ajustement de diamètre est montré Figure D.3 et son impression
3D Figure D.4. Le support-baguette monté (encore sans pied de support et butée) est
montré Figure D.5.
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Conçu par

Vérifié par Approuvé par

Date
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23,00

1
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4
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8
,
4
0
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Figure D.3 – Conception de la pièce d’ajustement de diamètre

Figure D.4 – Impression 3D de la pièce d’ajustement de diamètre

Figure D.5 – Montage du support-baguette
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d.3 évaluation du contrôle

d.3.1 Changement de fréquence

déphasage dans la cavité Pour avoir une indication du déphasage entre le
mouvement de la membrane du haut-parleur et le son propagé au niveau de la mem-
brane supérieure du tom, on applique une tension en forme de sweep logarithmique
d’une durée de 100s allant de 0,1Hz à 10kHz et mesure le son en un point à l’intérieur
de la cavité et en un point au-dessus du milieu de la membrane supérieure du tom
(Figures 10.38-D.6 et Tableau D.2).

Tableau D.2 – Dispositif concernant le déphasage dans la cavité : liste des instruments

Microphone dans la cavité Bruel & Kjær 4939

Microphone au-dessus de la membrane Bruel & Kjær 4191

Conditionneur des microphones Nexus 2690

Amplificateur du haut-parleur Newtons4th Ltd LPA05

Générateur basse-fréquence TTi TG2000

Carte d’acquisition National Instruments 9234

Les signaux mesurés sont affichés Figure D.7. Dénotant leurs transformées de Laplace
comme





vl(t)↔ V(s)

pc(t)↔ Pc(s)

pe(t)↔ Pe(s),

on définit les fonctions de transfert

Pc(s)
V(s)

et
Pe(s)
V(s)

,

qui sont montrées Figure D.8.
On voit que la phase de la fonction de transfert Pc(s)/V(s) varie beaucoup dans la

plage d’intérêt du contrôleur [0, 300]Hz. On peut donc s’attendre à des déphasages
entre la membrane du haut-parleur et la membrane supérieure du tom en fonction de
la fréquence, voire des influences de modes du volume et de la paroi du fût, le tout
n’étant pas pris en compte par le modèle utilisé pour le développement de la loi de
commande.
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Figure D.6 – Dispositif concernant le déphasage dans la cavité : schéma
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Figure D.7 – Mesures concernant le déphasage dans la cavité : signaux mesurés
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d.4 données constructeur

carte d’acquisition

National instruments 9234

DATASHEET

NI 9234
4 AI, ±5 V, 24 Bit, 51.2 kS/s/ch Simultaneous, AC/DC Coupling, IEPE
AC Coupling

• Software-selectable AC/DC coupling (AC coupled at
0.5 Hz)

• Software-selectable IEPE signal conditioning
with AC coupling (2 mA)

• -40 °C to 70 °C operating, 5 g vibration, 50 g shock
• 24-bit resolution
• Anti-aliasing filters
• 102 dB dynamic range
• Smart TEDS sensor compatibility

The NI 9234 is a four-channel dynamic signal acquisition module for making high-accuracy
measurements from IEPE sensors. The NI 9234 delivers 102 dB of dynamic range and
incorporates Integrated Electronics Piezoelectric (IEPE) signal conditioning at 2 mA constant
current for accelerometers and microphones. The four input channels simultaneously acquire
at rates up to 51.2 kS/s. In addition, the module includes built-in anti-aliasing filters that
automatically adjust to your sampling rate. Compatible with a single-module USB carrier and
NI CompactDAQ and CompactRIO hardware, the NI 9234 is ideal for a wide variety of
mobile or portable applications such as industrial machine condition monitoring and in-vehicle
noise, vibration, and harshness testing.

Kit Contents

Recommended
Accessories

• NI 9234
• NI 9234 Getting Started Guide 

• BNC Cable (x4) (779697-02)

DATASHEET

NI 9234
4 AI, ±5 V, 24 Bit, 51.2 kS/s/ch Simultaneous, AC/DC Coupling, IEPE
AC Coupling

• Software-selectable AC/DC coupling (AC coupled at
0.5 Hz)

• Software-selectable IEPE signal conditioning
with AC coupling (2 mA)

• -40 °C to 70 °C operating, 5 g vibration, 50 g shock
• 24-bit resolution
• Anti-aliasing filters
• 102 dB dynamic range
• Smart TEDS sensor compatibility

The NI 9234 is a four-channel dynamic signal acquisition module for making high-accuracy
measurements from IEPE sensors. The NI 9234 delivers 102 dB of dynamic range and
incorporates Integrated Electronics Piezoelectric (IEPE) signal conditioning at 2 mA constant
current for accelerometers and microphones. The four input channels simultaneously acquire
at rates up to 51.2 kS/s. In addition, the module includes built-in anti-aliasing filters that
automatically adjust to your sampling rate. Compatible with a single-module USB carrier and
NI CompactDAQ and CompactRIO hardware, the NI 9234 is ideal for a wide variety of
mobile or portable applications such as industrial machine condition monitoring and in-vehicle
noise, vibration, and harshness testing.

Kit Contents

Recommended
Accessories

• NI 9234
• NI 9234 Getting Started Guide 

• BNC Cable (x4) (779697-02)
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haut-parleur

Raveland AXX 1212 1

Technische Daten und Parameter /  technical data and parameter
Typ /  type: AXX 1010 AXX 1212 AXX 1515
Nom. Impedanz  Ohm /  nom. impedance  ohms: 4 4 4
Aussendurchmesser /  overall diameter  mm. 270 320 390
Einbaudurchmesser /  mounting diameter  mm: 236 286 354
Re  Ohm /  RDC  ohms: 3.2 3.2 3.2
Resnanzfrequenz /  resonce frequency   Fs Hz 36 35 34
Mech. Dämpfung /  mech. damping  Qms: 4.65 4.76 4.35
Elekt. Dämpfung /  elect. damping  Qes: 0.37 0.38 0.34
Gesamt Dämpfung /  total damping  Qts: 0.34 0.35 0.32
Äquivalentvolumen /  equivalent volume  VAS L: 21.8 41.2 88
Membranfläche /  cone area  cm²: 333 515 804
Schalldruck /  sound pressure level  SPL dB: 88 90 93
Belastbarkeit Watt R.M.S. /  power handling watts R.M.S. 200 220 300
Belastbarkeit Watt max. /  power handling watts max. 500 600 800

AXX 1010 / 1212 / 1515
Car-HiFi Subwoofer Chassis

Gehäusevorschläge /  recommended enclosures:

AXX 1212
Bassreflex: volume 38 l,

Port: 2 x BR 8136 X + BR 8136 XT

AXX 1515
Bassreflex: volume 65 l,

Port: 2 x BR 8146 X + BR 8146 XT

AXX 1010
Bassreflex: volume 20 l,

Port: 1 x BR 8136 X + BR 8136 XT
[        6 cm x 15 cm       ] [        9 cm x 15 cm       ][        6 cm x 15 cm       ]

- silver coated cone - silver die cast basket
- silver push terminals - kapton voice coil former
- double magnet - 30 mm high excursion foam
- double spider   surround
- lin. excursion + / - 9 mm - designed for small cabinets

Distribution: speaker trade, Neuenhofer Str. 42-44, 42657 Solingen, Germany, Tel: + 49 - 02 12 - 38226-0, Fax: + 49 - 02 12 - 38226-40, Internet: www.raveland.de

1. Ce modèle semble ne plus être produit. Les données constructeur ont été obtenues de l’entreprise
Speaker Trade, Solingen, Allemagne.
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amplificateur du haut-parleur

Newtons4th Ltd LPA05 Amplificateur de puissance

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Newtons4th Ltd 
1 Bede Island Road 

Leicester 
LE2 7EA, UK 

Tel +44 116 2301066 
Fax +44 116 2301061 

e-mail office@newtons4th.com 
Website www.newtons4th.com

Laboratory power amplifier LPA05 

 

LPA05A & LPA05B provide wide bandwidth signal amplification at up to 8A peak, 
extending the range of industrial and laboratory applications into which the LPA 
series can be used.  

 

LPA05: High frequency, high current testing of very low impedance loads, 
follow guidance in user manual if DUT impedance is below 5 ohms 
 

 -Also in the LPA range - 
  LPA01: High frequency, testing of low impedance loads at up to 1Apk 

e.g. wound components                 

  LPA400: High voltage, high frequency testing and calibration 
                 Driving high voltage actuators (e.g. piezo) up to 400V 
 

Features: 
 

• DC and AC wide bandwidth 
 

 

• Switch selectable coupling options: 
AC, AC+DC or AC with reduced DC 
 
 

• Fixed x10 Gain 
 

 

• Switch selectable bandwidth 
 

 

• High slew rate 
 

 

• Isolated BNC or 4mm output sockets 
 
 

•  40V peak 
3A rms / 5A peak 
(LPA05A resistive load) 

 
 

•  16V peak 
5A rms / 8A peak  
(LPA05B resistive load) 
 

 
 

• Isolated from ground to prevent earth 
loops 
 
 

• Robust metal enclosure 
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Specifications: 
 

Parameter LPA05A LPA05B 
Max Output Voltage 80V pk-pk (28Vrms) 32V pk-pk (12Vrms) 

Max ac output current 
(>100Hz) 

3A rms 
5A pk 

5A rms 
8A pk 

Max dc output current 2A 4A 
Input connector isolated BNC 
Input impedance 10kΩ 
Peak input voltage1 r4V r2V 
Input common mode range r40V 
Input offset voltage 5mV (max) 
  1mV (typ) 
Input coupling ac, ac+dc, ac+(dc) 
AC coupling filter –3dB 16Hz 
(dc) gain factor 0.1 
Low B/W filter attenuation 40 dB/decade 
Low B/W filter type linear phase 
Gain x10 
Slew rate 120 V/us 
Output connector isolated BNC + 4mm safety connectors 
Output power 90 VA 60 VA 
Operating temperature range 0 - 40 °C 
Size 30 x 15 x 25 cm 
Weight 6 kg (approx) All specifications at 23ºc +/- 5ºc 

Power source  90-265V  45-63Hz These specifications are quoted in good faith but 
Newtons4th Ltd reserves the right to amend any 
specification at any time without notice Power consumption 150 VA 

  
 1 The input voltages should be limited to ensure that the output does not exceed the permitted limits. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

The LPA range of power amplifiers from N4L are robust and reliable for use in a variety 
of industrial and laboratory applications. Designed originally for use with the PSM* range 
Phase Sensitive Multimeters, they can also be used anywhere where there is a need to 
boost a signal either in voltage or current.  
They combine dc accuracy with wide bandwidth to faithfully reproduce complex 
waveforms, driving loads that may be capacitive, inductive or resistive. 
Optionally, the dc component can be eliminated with ac coupling, or can be reduced with 
ac+(dc) coupling. To limit high frequency noise, the input bandwidth can be reduced 
with a linear phase, 2nd order, low pass filter for low frequency applications.  

* The PSM range includes the PSM1700, PSM1735, PSM2200 and PSM2201 that 
incorporate gain/phase analysis, LCR meter, phase angle voltmeter, wideband true rms 
meter, Power analyser, harmonic analyser and more. 
 
The LPA range is  designed & manufactured in  the UK by Newtons4th Ltd .  
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sonde de courant

Newtons4th Ltd HF003 Sonde de courant

Newtons4th Ltd 
office@newtons4th.com 

www.newtons4th.com 
 

 
   Newtons4th Ltd   30 Loughborough Rd   Mountsorrel    Loughborough   LE12 7AT  UK   Tel +44 (0)116 2301066 
 

 

 

 

The HF series shunts provide an accurate current sensing solution for many wideband power 
measurement applications up to 500Arms. 
Utilising an innovative design unique to N4L that exhibits exceptionally low parasitic inductance, 
each shunt will maintain its specified resistance over a frequency range from DC to 1MHz without 
exhibiting the phase shift that is normally associated with high current resistive shunts.  
While the HF series was primarily designed for use with the PPA series power analyzers from 
N4L that provide exceptional wideband accuracy, dynamic range and common mode rejection, 
the HF series can be used as a precise current sensing device for other equipment.  

 

 
 

Permitted Crest Factor: 10 (e.g. repetitive peak current for HF100 is 1000Apk) 
Maximum peak current: !"#$%& '&() *+,,&#- ."-/ 0 122+! 3+,(-"4# "5 6 7 8') 
    9&:$: 5"#$%& '&() *+,,&#- ;4, <=122 "5 62228') 0 122+!>  
Nominal inductance:  < 1nH   
Minimum current*:  ?(5&3 4# +5& ."-/ ( @@8 (#(%AB&, &7-: "#'+- (#3 C= 4; 0 D  
Output connector:   Safety BNC – Non isolated with non inverted polarity 

   (Output is at line potential therefore safety BNC to BNC 
   leads must be used for instrument connection) 

Protection rating:  600V Cat II 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

!"#$ %&'()'*+, -)&&'*. /$)*.0 12& .$' 334 /'&"'0
     HF003 to HF500

Model Nominal 
Resistance 

Phase Error Continuous 
Current 

PPA typical* 
min Current  

Input  
Connector 

HF500 2:6E! ± 0.1% 0.1º / kHz 500Arms 0.5Arms M16 bolt/lug 
<=622 0.5m! ± 0.1% 0.1º / kHz 6228,E5 2:68,E5 M10 bolt 
HF100    1m! ± 0.1% 0.05º / kHz 100Arms 0.1Arms HD binding post 
<=262 10m! ± 0.1% 0.01º / kHz 628,E5 10mArms 4mm socket 
HF006 100m! ± 0.1% 0.001º / kHz 6Arms 1mArms 4mm socket 
<=22D 470m! ± 0.1% 0.0001º / kHz D8,E5 2:6E8,E5 4mm socket 

 

 HF003 / HF006 / HF020 

HF100  

HF500 

HF200 
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capteur laser

Keyence LK-H050 Capteur laser
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marteau d’impact

Dytran 5800SL Impulse hammer

Model Number Doc No
5800SL PS5800SL

!"# $% "&' ()*()% (+,)(,(-

This family also includes:

./012 31456768679 :;#,<=> !?4@1:<=5A B/CD1> .?EAB/CD1 :<=5A B/CD1> FG1CA H1;G:!B>

• IMPULSE HAMMERS
• EXCELLENT LINEARITY

Supplied Accessories:
(> IDDC106710 D?26=C?76/4 D1C76J6D?71 :K3F (-+LM>
L> ./012 NL-* O1?0 1E71401CA P16@O7 Q )AM RC?;5A .?71C6?2 Q =C?55A

PHYSICAL
P16@O7 +A)S /T UA* @C?;5 Notes:
&/441D7/C .6DC/ (+Q)L (+Q)L V(W &XCC147 ;X57 =1 5XGG2610 =9 D/457?47 DXCC147 79G1 G/Y1C 5/XCD15 5XDO ?5 Z97C?4 <K#. G/Y1C X4675A
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    PERFORMANCE SPECIFICATION
DYNAPULSEtm IMPULSE HAMMERS
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conditionneur du marteau d’impact

Metra Mess- und Frequenztechnik M32 Conditioning module
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pot vibrant

Bruel & Kjær 4810 petit pot vibrant

P R O D U C T  D ATA

Mini-shaker Type 4810

Uses
• Accelerometer calibration
• Vibration testing of small objects
• Mechanical impedance and mobility measurements
• Experimental modal analysis

Features
• Force rating 10 N (2.25 lbf) sine peak
• Frequency range DC to 18 kHz
• First axial resonance above 18 kHz
• Max. displacement 4 mm (0.16 in) peak-to-peak
• Max. bare table acceleration 550 m/s2

• Rugged construction
• Optimized performance using Power Amplifier Type 2718

Description
Mini-shaker Type 4810 is of the electrodynamic type with a
permanent field magnet. It is well-suited as the force generator
in general vibration tests, mechanical impedance and mobility
measurements, and experimental modal analysis where only
smaller force levels are required. It can also be used in the
calibration of vibration transducers, both to determine their
sensitivity, by comparison with a standard accelerometer, as
well as their frequency response, up to 18 kHz.

The suspension system consists of radial flexure springs that
restrict the moving element to almost perfectly rectilinear
motion. Laminated flexure springs provide a high degree of
damping to minimise distortion due to flexure resonances.

The object to be vibrated is attached to the table by means of a
10–32 UNF screw, the thread size commonly used for mounting
accelerometers. Performance limits defined by the maximum
displacement (4 mm), maximum force (10 N or 7 N depending
on frequency), and the first axial resonance of the moving
element (above 18 kHz), are shown in Fig. 1.

Fig. 1 Sine performance curves for Type 4810 1000
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amplificateur du pot vibrant

ILP Electronics US1 Power slave

microphones

Bruel & Kjær 4939 microphone 1/4"

Bruel & Kjær 4190 microphone 1/2"

Bruel & Kjær 4191 microphone 1/2"
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conditionneur des microphones

NEXUS 2690 conditionneur

9

Chapter 2
Controls and Connections

2.1 Front Panel

Fig.2.1
Front panel of 
NEXUS 
Conditioning 
Amplifier showing 
the Amplifier Set-up 
menu

On/Off key. When switched off, nearly all circuits in the instrument, including the interface and the
charging circuit, are switched off.

Note: The battery will discharge if left in the instrument for a long period. Refer to Note 2 in section 3.1.2.

The six soft-keys on the front panel allow you to select menus and options and to specify parameter
values. The function of the keys depends on the selected menu. The current function will appear on the
display above each key.

See Chapter 3 for a detailed description of how these keys are used.

The four red LEDs to the left of the display are instantaneous overload indicators for the associated
channels. All types of overload are indicated by these LEDs.
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Chapter 6
Specifications

6.1 Specifications ñ Types 2690 to 2693

Charge Input

Connector: TNC (TNC to 10ñ32 UNF adaptor JP-0162 included)
Grounding: Single-ended or floating

MAX. INPUT
Differential Charge: 10 nC (peak); Type 2692-C/D: 100 nC (peak)
Common Mode Voltage: 4.2 V (peak)
At gain ≥ 0.316 mV/pC (ñ10 dB gain with 1 nF transducer capacitance)

INPUT PROTECTION
Differential Charge: ≤300 nC (peak)
Common Mode Voltage: ≤15 V (peak)
Common Mode Rejection Ratio: >50 dB (typical)
(50 to 60 Hz with 1 nF transducer capacitance)
Amplifier Gain: 0.1 mV/pC to 10 V/pC (ñ20 to +80 dB gain with 1 nF 
transducer capacity); Type 2692-C/D: 0.01 mV/pC to 10 V/pC (ñ40 
to +80 dB gain with 1 nF transducer capacity)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
10ñ19 to 10ñ6 C/MU
(MU = mechanical units: m/s2; g, N, lb., Pa)

CALIBRATED OUTPUT
Selectable in 10 dB steps. 100 dB attenuator range, 10ñ15 to 
107 V/MU; Type 2692-C/D: Selectable in 10 dB steps. 120 dB 
attenuator range, 10ñ16 to 107 V/MU
±1% for 0°C ≤ Ta ≤ +40°C and ±2% for ñ10°C ≤Ta ≤+55°C
Frequency range from 5 × fl  to 0.2 × fu
fl  = lower freq. limit: 0.1, 1.0 or 10 Hz
fu = upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 30 or 100 kHz

FREQUENCY RANGE (ñ10%)
Acceleration: 0.1 Hz to 100 kHz (transducer cable length <10 m) 
Velocity (optional): 1.0 Hz to 10 kHz
Displacement (optional): 1.0 Hz to 1 kHz

LOW-PASS FILTER (ñ10%)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz, attenuation slope 40 dB/decade

HIGH-PASS FILTER (ñ10%)
Acceleration: 0.1, 1.0 or 10 Hz; Type 2692-C/D: 0.1, 1 or 20 Hz
Velocity (optional): 1.0 or 10 Hz
Displacement (optional): 1.0 or 10 Hz 

INHERENT NOISE (2 Hz to 22.4 kHz)
<5 fC referred to input, ñ10°C ≤Ta ≤+40°C
<10 fC referred to input, 40°C ≤Ta ≤+55°C
(Amplifier sensitivity (>20 dB) with 1 nF transducer capacitance)

HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2 Hz to 22.4 kHz, Qin 
≤2 nC peak, Vout ≤3.16 V peak):
<0.003% for amplifier gain ≤0.1 V/pC
(<40 dB gain with 1 nF transducer capacitance)

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2 fC/(A/m)
Electromagnetic Field: <20 fC/(V/m) or <4 fC/V
Vibration (10 to 500 Hz): <30 fC/(m/s2)

MOUNTED RESONANCE TESTINGA

EP Patent 715.722, US Patent 5.753.793 
Mounted resonance testing of the accelerometer and cable 
interconnection, controllable from front panel and RSñ232 interface

TEST TONE OSCILLATOR
ω = 1000 rad/s (159.2 Hz), sinusoidal
Test Level: 1 mV to 10 V (±1%). Controllable from front panel and 
RSñ232 interface
Reference Tone: 1 V (RMS), (±1%), 159.2 Hz
Rise Time: >7.5 V/μs (100 kHz bandwidth)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH
2.1° ñ 0.1° × (f/fl) from fl to 20 × fl
0.1° from 20 × fl to 0.1 × fu
(f/fu)° from 0.1(fu) to fu
fl: lower freq. limit: 10 Hz
fu: upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 30 or 100 kHz

OPTIONAL FILTERS
Integration: Single and double
Type 2692-C: Single and double integration filters included
Type 2692-D: Single and double integration filters optional

Microphone Input

Connector: 7-pin LEMO
Grounding: Outer shield grounded to chassis
Input Impedance: 1 MΩ || 300 pF (AC coupled)
Max. Input: 31.6 V (peak)
Input Protection: ≤50 V (peak)

a. Br¸el & KjÊr patent
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Amplifier Gain: ñ20 to +60 dB (80 dB with reduced specs.)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
10ñ12 to 103 V/MU
(MU = mechanical units: Pa, mm)

CALIBRATED OUTPUT
Selectable in 10 dB steps. 100 dB attenuator range, 10ñ15 to 107 V/MU
(±0.1 dB for 0°C ≤ Ta ≤ +40°C and ±0.2 dB for ñ10°C ≤Ta ≤+55°C
Frequency range from 5 × fl  to 0.2 × fu
fl  = lower freq. limit: 0.1 or 20 Hz
fu = upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz)

POLARIZATION VOLTAGE (±0.5 V or ±0.25%)
0 or 200 V (all channels simultaneously selected, short-circuit 
protected)

PREAMPLIFIER SUPPLY 
Fixed ±14 V, ±40 V or controlled automatically in accordance with 
input range (short-circuit protected)

FREQUENCY RANGE (ñ1 dB)
0.1 Hz to 100 kHz (gain ≤60 dB) (complies with IEC 1260 Class 0 
and ANSI S1.11 Type 0ñAA for fl = 0.1 Hz and fu = 100 kHz)

HIGH-PASS FILTER (ñ1 dB)
0.1 Hz, attenuation slope 40 dB/decade or 20 Hz, attenuation slope 
80 dB/decade

LOW-PASS FILTER (ñ1 dB)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz, attenuation slope 40 dB/decade

A-WEIGHTING FILTER
Complies with IEC 651 Type 0

INHERENT NOISE (referred to input, gain >20 dB) 
<2 μV A-weighted

HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2 Hz to 22.4 kHz, Vin 
≤ 20 V peak, Vout ≤ 3.16 V peak)
<0.003% for amplifier gain ≤40 dB 

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2 μV/(A/m)
Electromagnetic Field: <10 μV/(V/m) or <10 μV/V
Vibration (10 to 500 Hz): <2 μV/(m/s2)

CHARGE INJECTION CALIBRATIONB:
Verification of the entire measurement set-up including the 
microphone, preamplifier and connecting cable. Controllable from 
front panel and RSñ232 interface
Reference Tone: 1 V (RMS) ±1%, 1 kHz

OVERLOAD DETECTION
Microphone preamplifier overload detection with respect to cable 
length (3 to 1000 meter)
Rise Time: >7.5 V/μs (100 kHz bandwidth)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH:
5.1° ñ 0.1° × (f/fl) from fl to 50 × fl  (fl = 0.1 Hz)
2.1° ñ 0.1° × (f/fl) from fl to 20 × fl  (fl = 20 Hz)
0.1° from 50 × fl to 0.1 × fu (fl = 0.1 Hz)
0.1° from 20 × fl to 0.1 × fu (fl = 20 Hz)
(f/fu)° from 0.1(fu) to fu

where:
fu = upper frequency limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz

OPTIONAL FILTERS
A-, B-, C- and D-weighting (one module)
(Complies with IEC 651 Type 0)

Intensity Input

Specifications as for microphone input, except when using the 
ìIntensityî filter
Connector: 7-pin LEMO (two connectors on two input modules ñ 
adaptor required)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH AND FREQUENCY 
RESPONSE (with ìIntensityî filter (20 Hz HP/22.4 kHz LP, 40 dB/
decade))
Complies with IEC 1043 standard Class 1 and ANSI S1.12ñ1995 
Class 1, with Br¸el & KjÊr sound intensity probes
(Conditions: output sensitivity for the two channels must be equal 
Transducer sensitivity must be equal within 0.5 dB)

DeltaTronÆ Input

Connector: BNT
Grounding: Single-ended or floating
Input Impedance: 1 MΩ || 100 pF (AC coupled)

MAX. INPUT
Differential Voltage: ≤31.6 V (peak)
Common Mode Voltage: 4.2 V (peak)

INPUT PROTECTION
Differential Voltage: ≤50 V (peak)
Common Mode Voltage: ≤15 V (peak)
Common Mode Rejection Ratio: 50 dB (50 to 60 Hz) (typical)
Amplifier Gain: ñ20 to +60 dB gain (80 dB with reduced specs.)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
10ñ12 to 103 V/MU
(MU = mechanical units: m/s2, m/s, g, N, lb., Pa)

CALIBRATED OUTPUT
Selectable in 10 dB steps. 100 dB attenuator range, 10ñ16 to 107 V/MU 
(±0.1 dB for 0°C ≤ Ta ≤ +40°C and ±0.2 dB for ñ10°C ≤Ta ≤+55°C 
Frequency range from 5 × fl  to 0.2 × fu
fl  = lower frequency limit: 0.1, 1.0 or 10 Hz
fu = upper frequency limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz)
Constant Current Supply (±15%): +4 mA or +10 mA with a +28 V 
voltage source
Tacho Probe Supply: +8 V DC at BNT inner shield (short-circuit 
protected)

FREQUENCY RANGE (ñ10%)
0.1 Hz to 100 kHz (gain <60 dB) attenuation slope 40 dB

HIGH-PASS FILTER (ñ10%)
0.1 Hz or 1.0 Hz (with attenuation slope 40 dB) or 10 Hz (with 
attenuation slope 60 dB/decade)

LOW-PASS FILTER (ñ10%)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz

INHERENT NOISE (referred to input, gain >20 dB): 
<2.4 μV A-weighted
<3.3 μV lin. 2 Hz to 22.4 kHz

b. Br¸el & KjÊr patent
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HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2 Hz to 22.4 kHz, Vin 
≤ 20 V peak, Vout ≤ 3.16 V peak)
<0.003% for amplifier gain ≤40 dB
Rise Time: >7.5 V/μs (100 kHz bandwidth)

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2 μV/(A/m)
Electromagnetic Field: <3 μV/(V/m) or <3 μV/V
Vibration (10 to 500 Hz): <2 μV/(m/s2)

OVERLOAD DETECTION
Preamplifier overload detection with respect to cable length (3 to 
1000 meter)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH
5.1° ñ 0.1° × (f/ fl) from fl to 50 × fl  (fl = 0.1 or 1 Hz)
2.1° ñ 0.1° × (f/ fl) from fl to 20 × fl  (fl = 10 Hz)
0.1° from 50 × fl to 0.1 × fu for fl = 0.1, 1 Hz
0.1° from 20 × fl to 0.1 × fu for fl = 10 Hz
(f/fu)° from 0.1(fu) to fu
where:
fu: upper freq. limit: 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz
Reference Tone: 1 V (RMS) ±1% (0.1 dB), 1 kHz

OPTIONAL FILTERS
A-, B-, C- and D-weighting (one module)
(complies with IEC 651 Type 0)
Integration: Single and double (one module)
Other filters available upon request

General Specifications

Power Supply

INTERNAL BATTERY (not included)
Nickel-Metal Hydride rechargeable battery supporting SMBus and 
on-battery charge level meter. Provides typically 15 hours of 
continuous use with a single channel and 4 hours with four channels 
without backlighting and without optional filters. With backlighting on, 
and with optional filters, battery provides typically 3 hours of 
continuous use. If NEXUS is not used for more than a month, please 
remove the battery to prevent discharging. Charging time is 
approximately 4 hours

EXTERNAL DC POWER INPUT 
Complies with ISO 7637ñ1 (12 V) and 7637ñ2 (24 V)
Input Range: 10 to 33 V DC

MAINS SUPPLY 
Supported via supplied Mains Adaptor ZG-0429 (included), 
90 ñ264 VAC, 40 ñ 65 Hz

Digital Control Interface

SERIAL INTERFACE
Conforms to EIA/TIA-574 (RSñ232)
Baud rate: 2400, 4800, 9600
Parity: None
Data Bits: 8
Stop Bits: 1
Handshake: X-on/X-off
ìPlug and playî interface coupling
Communication Speed for a Baud Rate of 9600: Transmission 
time for one command of 5 characters is ~ 4 ms
Transmission time for one command of 5 characters and to receive 
an echo after each character is ~ 8 ms

Execution time for one command is 100 ms to several seconds.
Time to configure a complete 4-channel NEXUS using short form 
set-up with approx. 600 characters requires transmission time of 2 
to 3 s (4 to 6 s with echo after each character)
Execution time in NEXUS is from 40 to 60 s
For set-ups with over 1000 characters, the transmission time will be 
increased by at least 30 s due to delay in emptying receiver buffer
Response time after requesting a status of one load: < 0.5 s
Response time after requesting a peak meter reading: < 0.5 s

Display Interface

DISPLAY
64 × 128 pixel graphical display with back-lighting on/off

OVERLOAD DETECTION
On both common-mode and differential signals applied before filters 
LED overload indication at the front panel and overload indication 
via RSñ232 control interface

Peak Meter

Dynamic Range: ñ30 to +10 dBV (peak)
Resolution: 1 dB

Analogue Output

Connector: BNC
Grounding: Single-ended or floating
Output Impedance: 50 Ω//500 pF
Max. Output (differential voltage): 3.16 V peak (6.32 V peak to 
peak); Type 2692-C/D: 10 V peak (20 V peak to peak)
Max. DC Offset: ± 25 mV, typically < 2 mV

OUTPUT PROTECTION
Differential Voltage: ≤50 V(peak)
Common Mode Voltage: ≤15 (peak)
Common Mode Rejection: >50 dB (50 to 60 Hz) for Common Mode 
Voltage ≤2 V peak (voltage injected into instrument)

OUTPUT DRIVE CAPACITY:
100 m of cable length (100 pF/m) to 20 kHz
1000 m of cable length (100 pF/m) to 2 kHz
Channel Separation: Better than ñ 100 dB at 1 kHz

Dimensions and Weight

Height: 90 mm (3.5″)
Width: 144 mm (5.7″)
Depth: 230 mm (9.1″)
Weight: Approx. 3 kg (6.6 lb.), for a 4-channel unit including battery

Note: All values are typical at 25°C (77°F), unless measurement 
uncertainty is specified. All uncertainty values are specified at 2σ 
(that is, expanded uncertainty using a coverage factor of 2)

Calibration

NEXUS amplifiers are supplied with a Manufacturerís Certificate of 
Conformance. An initial calibration can be supplied as an option. The 
calibration services in the table below are based on one channel. 
There is an extra charge for each additional channel:
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d.5 dans les coulisses

Figure D.9 – Détail de la figure de Chladni à 275Hz

Figure D.10 – Figure de Chladni à 792Hz
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Figure D.11 – Chambre anéchoïque
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Figure D.12 – Son et lumière



EL E C Â B L E P E S A N T

Dans cette annexe, des preuves techniques de l’article [W9] sont reprises.
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e.1 stabilisation en temps fini du système hybride edp–edo

e.1.1 Conception de la loi de commande

Lemme E.1. Les noyaux L satisfont

Lαα(x, ξ) = Lββ(x, ξ) ≥ 0 ∀(x, ξ) ∈ T ,

Lαβ(x, ξ) = Lβα(x, ξ) ≥ 0 ∀(x, ξ) ∈ T ,

et donc µ ≥ 2.

Démonstration. On rappelle que ε1(x) = ε2(x) = λ(x) et que c1(x) = −c2(x) = − λ′(x)
2 .

Soient C1 > 0 et C2 > 0 définis par

λ(x) =
1

J
√

gm
ρ egJx

=: C1e−C2x.

Alors, le système de Goursat satisfait par les noyaux L s’écrit (voir [69])

λ(x)Lαα
x + λ(ξ)Lαα

ξ = −λ′(ξ)Lαα − λ′(x)
2

Lβα, (x, ξ) ∈ T , (E.1)

λ(x)Lαβ
x − λ(ξ)Lαβ

ξ = λ′(ξ)Lαβ − λ′(x)
2

Lββ, (x, ξ) ∈ T , (E.2)

λ(x)Lβα
x − λ(ξ)Lβα

ξ = λ′(ξ)Lβα − λ′(x)
2

Lαα, (x, ξ) ∈ T , (E.3)

λ(x)Lββ
x + λ(ξ)Lββ

ξ = −λ′(ξ)Lββ − λ′(x)
2

Lαβ, (x, ξ) ∈ T , (E.4)

avec les conditions aux limites

Lαα(x, 0) = Lαβ(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1, (E.5)

Lαβ(x, x) = − λ′(x)
4λ(x)

=
C2

4
, 0 ≤ x ≤ 1, (E.6)

Lβα(x, x) =
C2

4
, 0 ≤ x ≤ 1, (E.7)

Lββ(x, 0) = Lβα(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1. (E.8)

L’existence et l’unicité de la solution (Lαα, Lαβ, Lβα, Lββ) ∈ [C0(T )]4 ont déjà été établies
dans [69, Théorème A.1]. Cependant, les affirmations du Lemme E.1 doivent encore
être justifiées.
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On introduit le système 2× 2 suivant :

λ(x) fx + λ(ξ) fξ = −λ′(ξ) f + µ(x)g, (x, ξ) ∈ T , (E.9)

λ(x)gx − λ(ξ)gξ = λ′(ξ) f + µ(x) f , (x, ξ) ∈ T , (E.10)

avec les conditions aux limites

f (x, 0) = g(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1, (E.11)

g(x, x) = C, 0 ≤ x ≤ 1, (E.12)

où C := C2/4 > 0 et µ(x) = −λ′(x)/2 > 0 pour x ∈ [0, 1]. Si l’on prouve l’existence
d’une solution ( f , g) de (E.9)-(E.12) dans [C0(T )]2, alors en mettant Lαα = Lββ := f ,
Lαβ = Lβα := g, on obtient une solution de (E.1)-(E.8) dans [C0(T )]4. L’unicité d’une
telle solution réduit l’étude du système (E.1)-(E.8) à celle du système (E.9)-(E.12). De
ce fait, le Lemme E.1 est une conséquence directe du Lemme suivant.

Lemme E.2. Soient C > 0, λ ∈ C1([0, 1]) et µ ∈ C0([0, 1]) avec λ(x) > 0 et µ(x) > 0 pour
tout x ∈ [0, 1]. Alors il existe une solution unique ( f , g) ∈ [C0(T , R+)]2 de (E.9)-(E.12), où
R+ = [0, + ∞).

Preuve du Lemme E.2. On exprime d’abord ( f , g) comme un point fixe d’une application
de [C0(T , R+)]2 vers soi-même. Ensuite, réduisant le domaine (x, ξ) à un « trapézoïde »,
on prouve que cette application est une contraction. Le domaine total T est couvert en
itérant la construction ci-dessus.

Le système caractéristique pour (E.9) s’écrit

dx
ds

= λ(x),

dξ

ds
= λ(ξ),

dz
ds

= −λ′(ξ)z + µ(x)g,

avec les conditions aux limites x(0) = x0, ξ(0) = 0, et z(0) = g(x0,0).
Soit Λ(x) :=

∫ x
0

ds
λ(s) . Alors on obtient facilement

x(s) = Λ−1(Λ(x0) + s), ξ(s) = Λ−1(s)

et

f (x(s), ξ(s)) = z(s)

= e−
∫ s

0 λ′(ξ(σ))dσ

(
g(x0,0) +

∫ s

0
e
∫ σ

0 λ′(ξ(τ))dτµ(x(σ)) g(x(σ), ξ(σ))dσ

)
.

Puisque s = Λ(ξ), x0 = Λ−1(Λ(x)−Λ(ξ)), on a que x(σ) = Λ−1(Λ(x)−Λ(ξ) + σ),
ξ(σ) = Λ−1(σ) et

f (x, ξ) = e−
∫ Λ(ξ)

0 λ′(Λ−1(σ))dσ
[

g(Λ−1(Λ(x)−Λ(ξ)), 0)

+
∫ Λ(ξ)

0
e
∫ σ

0 λ′(Λ−1(τ))dτµ(Λ−1(Λ(x)−Λ(ξ) + σ))g(Λ−1(Λ(x)−Λ(ξ) + σ), Λ−1(σ))dσ

]
.

(E.13)

Pareillement, le système caractéristique pour (E.10) s’écrit

dx
ds

= λ(x),

dξ

ds
= −λ(ξ),

dz
ds

= λ′(ξ)z + µ(x) f ,
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avec les conditions aux limites x(0) = x0, ξ(0) = x0, et z(0) = C.
On obtient facilement

x(s) = Λ−1(Λ(x0) + s), ξ(s) = Λ−1(Λ(x0)− s)

de sorte que

s =
Λ(x)−Λ(ξ)

2
, x0 = Λ−1

(
Λ(x) + Λ(ξ)

2

)
,

et

g(x(s),ξ(s)) = z(s)

= e
∫ s

0 λ′(ξ(σ))dσ

(
C +

∫ s

0
e−
∫ σ

0 λ′(ξ(τ))dτµ(x(σ)) f (x(σ), ξ(σ))dσ

)
.

Il en suit que

g(x, ξ) = e
∫ Λ(x)−Λ(ξ)

2
0 λ′

(
Λ−1

(
Λ(x)+Λ(ξ)

2 −σ
))

dσ

(
C+

∫ Λ(x)−Λ(ξ)
2

0
e−
∫ σ

0 λ′
(

Λ−1
(

Λ(x)+Λ(ξ)
2 −τ

))
dτ

µ

(
Λ−1

(
Λ(x) + Λ(ξ)

2
+ σ

))

× f
(

Λ−1
(

Λ(x) + Λ(ξ)

2
+ σ

)
, Λ−1

(
Λ(x) + Λ(ξ)

2
− σ

))
dσ

)
. (E.14)

Remplaçant dans (E.14) f par son expression dans (E.13), on arrive à g = Γ(g), où

Γ(g)(x, ξ) := e
∫ Λ(x)−Λ(ξ)

2
0 λ′

(
Λ−1

(
Λ(x)+Λ(ξ)

2 −σ
))

dσ

(
C+

∫ Λ(x)−Λ(ξ)
2

0
e−
∫ σ

0 λ′
(

Λ−1
(

Λ(x)+Λ(ξ)
2 −τ

))
dτ

µ

(
Λ−1

(
Λ(x) + Λ(ξ)

2
+ σ

))

×e−
∫ Λ(x)+Λ(ξ)

2 −σ

0 λ′(Λ−1(σ))dσ

{
g(Λ−1(2σ), 0)

+
∫ Λ(x)+Λ(ξ)

2 −σ

0
e
∫ κ

0 λ′(Λ−1(τ))dτµ(Λ−1(2σ + κ))

× g(Λ−1(2σ + κ), Λ−1(κ))dκ

}
dσ

)
. (E.15)

Pour 0 ≤ ε1 ≤ ε2 ≤ 1, soient

Tε1,ε2 := {(x, ξ) ∈ T ; Λ(ε1) ≤ Λ(x)−Λ(ξ) ≤ Λ(ε2)},
Eε1,ε2 := C0(Tε1,ε2 , R+).

Soit ε ∈]0, 1[. En notant que la restriction de Γ(g) à T0,ε dépend seulement de la
restriction de g à T0,ε, on peut définir une application g ∈ E0,ε → Γ(g) ∈ E0,ε et trouver
une constante K = K

(
‖µ‖L∞(0,1), ‖λ′‖L∞(0,1), ‖Λ‖L∞(0,1)

)
> 0 de sorte que

‖Γ(g1)− Γ(g2)‖L∞(T0,ε)
≤ K sup

(x,ξ)∈T0,ε

Λ(x)−Λ(ξ)

2
‖g1 − g2‖L∞(T0,ε)

≤ KΛ(ε)

2
‖g1 − g2‖L∞(T0,ε)

.

Pour ε > 0 assez petit, on a que KΛ(ε)/2 < 1, de sorte que l’application g ∈ E0,ε →
Γ(g) ∈ E0,ε est une contraction, et a donc un point fixe unique d’après le Théorème du
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point fixe pour une contraction. En utilisant (E.13), ceci mène à une solution unique
( f , g) ∈ E2

0,ε. En procédant de la même manière (en utilisant les valeurs de g sur la
courbe caractéristique Λ(x)−Λ(ξ) = Λ(ε) calculée dans l’étape précédente), on peut
étendre g et f sur les trapézoïdes Tε,2ε, T2ε,3ε, etc. Finalement, les fonctions g et f
sont définies sur le domaine entier T et elles prennent des valeurs non négatives. Les
preuves des Lemmes E.2 et E.1 sont complétées ainsi.

remarque En fait, il suit de (E.13) et (E.14) que f et g prennent des valeurs stricte-
ment positives T . La même chose est valable pour Lαα = Lββ et Lαβ = Lβα.

e.1.2 Preuve de stabilité en temps fini du système hybride

On prouve qu’avec la loi de commande (11.51), la plateforme et le câble avec une
tension affine sont stabilisés en un temps fini. On établit d’abord la stabilité temps-fini
du système dans les nouvelles variables (γ, ϕ), et ensuite, on retourne aux variables
d’origine (z, Xp). Soit H := [L2(0, 1)]2 ×R2 muni de la norme

‖(α, β, ϕ0, ϕ1)‖2
H :=

∫ 1

0
[α(x)2 + β(x)2]dx + |ϕ0|2 + |ϕ1|2.

Théorème E.1. Soient ν1, ν2 ∈ R avec 0 < ν2 < 1 et ν1 ≥ ν2
2−ν2

. Alors le système (11.29),
(11.50), avec les conditions aux frontières

α(0, t) = β(0, t), β(1, t) = µ−1 ϕ̇(t), (E.16)

est bien posé et globalement stable en temps fini dans l’espace de Hilbert H. Plus précisé-
ment, il existe une fonction non décroissante T1 : (0,+∞) → (0,+∞) telle que pour tous
(α0, β0, ϕ0, ϕ1) ∈ H, la solution de (11.29), (11.50), (E.16) et (α(·, 0), β(·, 0), ϕ(0), ϕ̇(0)) =
(α0, β0, ϕ0, ϕ1) satisfait

α(x, t) = β(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H), (E.17)

ϕ(t) = 0, ∀t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H). (E.18)

Démonstration. On utilise la structure en cascade du système EDP–EDO, en commen-
çant par la partie EDO. Le problème de Cauchy

ϕ̈(t) + bϕ̇(t)eν1 + bϕ(t)eν2 = 0, t ∈ [0, T], (E.19)

(ϕ(0), ϕ̇(0)) = (ϕ0, ϕ1), (E.20)

admet des solutions ϕ ∈ C2([0, T]) pour un certain temps T > 0 (possiblement petit)
d’après le Théorème de Peano. La solution est en fait unique en temps positifs, définie
sur [0, T] pour tout T > 0, et une stabilité globale en temps fini est obtenu pour le
système (11.50) (voir [12, 39, 103]). Soit T0 : (0,+∞) → (0,+∞) une fonction non
décroissante telle que

ϕ(t) = 0 si t ≥ T0(||(ϕ0, ϕ1)||)

où ||(ϕ0, ϕ1)|| = (|ϕ0|2 + |ϕ1|2) 1
2 .

Ensuite, on couple la partie EDO à la partie EDP. On considère le système

βt = λ(x)βx, x ∈]0, 1[, t > 0, (E.21)

β(1, t) = µ−1 ϕ̇(t), t > 0, (E.22)

β(x, 0) = β0(x), x ∈]0, 1[. (E.23)

Suivant [67, Définition 2.1 p. 25], pour des T > 0, β0 ∈ L2(0, 1) et ϕ ∈ H1(0, T)
donnés, on dit qu’une solution du problème de Cauchy (E.21)-(E.23) est une fonction
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β ∈ C0([0, T], L2(0, 1)) telle que, pour tout τ ∈ [0, T] et pour tout η ∈ C1([0, 1]× [0,τ])
tel que η(0, t) = 0 pour tout t ∈ [0, T], on a

−
∫ τ

0

∫ 1

0
(ηt − (λη)x)β dxdt− λ(1)

µ

∫ τ

0
η(1, t)ϕ̇(t)dt

+
∫ 1

0
[η(x,τ)β(x,τ)− η(x, 0)β0(x)]dx = 0.

Alors, suivant de près [67, Théorème 2.4 p. 27], il peut être prouvé qu’il existe une solu-
tion unique β ∈ C0([0, T], L2(0, 1)) du système de Cauchy (E.21)-(E.23). De plus, notant
λ(x) = C1e−C2x (c.f. (11.17)), on obtient facilement, par la méthode des caractéristiques,
que β est donné par

β(x, t) =





β0
(

1
C2

ln(eC2x + C1C2t)
)

si t < eC2−eC2x

C1C2
,

µ−1 ϕ̇
(

t + eC2x−eC2
C1C2

)
si t ≥ eC2−eC2x

C1C2
·

(E.24)

En particulier, puisque ϕ(t) = 0 pour t ≥ T0(‖(ϕ0, ϕ1)‖), on déduit que β(x, t) = 0
pour x ∈ [0, 1] et t ≥ T0(‖(ϕ0, ϕ1)‖) + eC2−eC2x

C1C2
.

On note aussi que β a une trace β(0,·) ∈ L2(0, T) pour tout T > 0, qui est donnée
par

β(0, t) =





β0
(

1
C2

ln(1 + C1C2t)
)

si t < eC2−1
C1C2

,

µ−1 ϕ̇
(

t + 1−eC2
C1C2

)
si t ≥ eC2−1

C1C2
·

Pareillement, il peut être prouvé que pour tout α0 ∈ L2(0, 1), il existe pour tout T > 0
une solution unique α ∈ C0([0, T], L2(0, 1)) du problème de Cauchy

αt = −λ(x)αx, x ∈]0, 1[, t > 0, (E.25)

α(0, t) = β(0, t), t > 0, (E.26)

α(x, 0) = α0(x), x ∈]0, 1[. (E.27)

De plus, elle est donnée par

α(x, t) =





α0
(

1
C2

ln(eC2x − C1C2t)
)

si t < eC2x−1
C1C2

,

β
(

0, t− eC2x−1
C1C2

)
si t ≥ eC2x−1

C1C2
·

(E.28)

Puisque α(0, t) = β(0, t) = 0 pour t ≥ T0(‖(ϕ0, ϕ1)‖)+ eC2−1
C1C2

, on déduit que α(x, t) = 0

pour x ∈ [0, 1] et t ≥ T0(‖(ϕ0, ϕ1)‖) + eC2+eC2x−2
C1C2

. Alors

ϕ(t) = 0, pour t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H)

:= T0(‖(ϕ0, ϕ1)‖) + 2eC2 − 2
C1C2

,

α(x, t) = β(x, t) = 0, pour t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H) et x ∈ [0, 1].

En utilisant la stabilité de l’origine en R2 pour (11.50) et les formules (E.24), (E.28),
on en déduit la stabilité de l’origine en H pour le système (11.29), (11.50) et (E.16), qui
est alors stable en temps fini (d’après la Définition 11.2).

Le Théorème E.1 prouve la stabilité en temps fini du système hybride EDP–EDO
dans les coordonnées

(
Xp(t), α(x, t), β(x, t)

)
. On retourne maintenant aux coordonnées

d’origine
(
Xp(t), z(x, t) = y(s, t)

)
.
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On introduit l’espace

H := {(z0, z1, Ω0, Ω1) ∈ H2(0, 1)× H1(0, 1)×R×R;

z0
x(0) = 0, z0(1) = Ω0,

µβ0(1) =
2√
λ(1)

Ω1 − a(1)λ(1)α0(1) + b(1)λ(1)β0(1)

+
∫ 1

0
[(aλ)xα0 − (bλ)xβ0]dx,

avec

[
α0

β0

]
(x) :=

[
u0

v0

]
(x)−

∫ x

0
K(x, ξ)

[
u0

v0

]
(ξ)dξ ∀x ∈ [0, 1]

et

[
u0

v0

]
(x) :=

1√
λ(x)


z1(x)− λ(x)z0

x(x)

z1(x) + λ(x)z0
x(x)


 ∀x ∈ [0, 1]}

muni de la norme ‖(z0, z1, Ω0, Ω1)‖2
H := ‖z0‖2

H2(0,1) + ‖z1‖2
H1(0,1) + |Ω0|2 + |Ω1|2.

On peut maintenant formuler le résultat de stabilité.

Théorème E.2. Le système (11.16)-(11.18) avec la loi de commande (11.51), contenant les
exposants ν1, ν2 ∈ R avec 0 < ν2 < 1 et ν1 ≥ ν2

2−ν2
, et a(x) et b(x) définies par (11.44)-

(11.45)-(11.46), est bien posé et globalement stable en temps fini dans l’espace de HilbertH. Plus
précisément, il existe une fonction non décroissante T : (0,+∞)→ (0,+∞) telle que pour tous
(z0, z1, Ω0, Ω1) ∈ H, la solution de (11.16)-(11.18), (11.51) et (z(·, 0), zt(·, 0), Xp(0), Ẋp(0)) =
(z0, z1, Ω0, Ω1) satisfait

z(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ≥ T(‖(z0, z1, Ω0, Ω1)‖H), (E.29)

Xp(t) = 0, ∀t ≥ T(‖(z0, z1, Ω0, Ω1)‖H). (E.30)

Démonstration. Soient u0, v0, α0, β0 ∈ H1(0, 1) comme dans la définition de l’espace H.
On note que α0(0) = β0(0), pour z0

x(0) = 0. Soient

ϕ0 :=
2√
λ(1)

Ω0 +
∫ 1

0

[
a(x)α0(x) + b(x)β0(x)

]
dx, (E.31)

ϕ1 := µβ0(1). (E.32)

On déduit du Théorème E.1 l’existence et l’unicité d’une solution (α, β, ϕ) sur R+ de
(11.29), (11.50), (E.16), et (α(·, 0), β(·, 0), ϕ, ϕ̇) = (α0, β0, ϕ0, ϕ1), et que cette solution
satisfait (E.17)-(E.18). On sait aussi du Théorème E.1 que α, β ∈ C0([0, T], L2(0, 1)) et
que ϕ ∈ C2([0, T]) pour tout T > 0.

Ici, les données initiales are plus régulières, et de ce fait, il est supposé que les
trajectoires sont plus régulières.

Hypothèse 1. α, β ∈ C0([0, T], H1(0, 1)) ∩ C0([0, 1], H1(0, T)) pour tout T > 0.

En effet, en utilisant les propriétés β0 ∈ H1(0, 1), ϕ̇ ∈ C1([0, T]) ⊂ H1(0, T), la condition
de compatibilité (E.32) et la formule (E.24), on déduit que β ∈ C0([0, T], H1(0, 1)) ∩
C0([0, 1], H1(0, T)). En particulier, β(0, ·) ∈ H1(0, T). De la même façon, en utilisant les
propriétés α0 ∈ H1(0, 1), β(0,·) ∈ H1(0, T), la condition de compatibilité α0(0) = β0(0)
et la formule (E.28), on conclut que α ∈ C0([0, T], H1(0, 1)) ∩ C0([0, 1], H1(0, T)).

Ensuite, on définit respectivement Xp(t) comme

Xp(t) :=

√
λ(1)
2

(
ϕ(t)−

∫ 1

0
[a(x)α(x, t) + b(x)β(x, t)]dx

)
, (E.33)

w(x, t) comme

w(x, t) =

[
u(x, t)

v(x, t)

]
:= γ(x, t) +

∫ x

0
L(x, ξ)γ(ξ, t)dξ (E.34)
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(avec γ(x, t) :=
[
α(x, t) β(x, t)

]ᵀ
), et

[
D(x, t) S(x, t)

]ᵀ
comme

[
D(x, t)

S(x, t)

]
:=
√

λ(x)w(x, t). (E.35)

Il est clair que l’on a aussi que

u, v, D, S ∈ C0([0, T], H1(0, 1)) ∩ C0([0, 1], H1(0, T)) ∀T > 0. (E.36)

De plus, puisque γ satisfait (11.29), on obtient que w satisfait (11.23) et que les fonctions
D, S satisfont le système (11.20)-(11.21). On peut maintenant définir la fonction z(x, t).

Hypothèse 2. Tour tout T > 0, il existe une fonction unique z ∈ C0([0, T], H2(0, 1)) ∩
C0([0, 1], H2(0, T)) du système

zt =
S + D

2
, (x, t) ∈]0, 1[×]0, T[, (E.37)

zx =
S− D

2λ
, (x, t) ∈]0, 1[×]0, T[, (E.38)

z(1, 0) = z0(1) = Xp(0). (E.39)

En effet, en mettant f := (S + D)/2 et g := (S− D)/(2λ), on note que la condition de
Schwarz fx = gt est satisfaite, puisque, d’après (11.20)-(11.21),

gt =
St − Dt

2λ
= λ

Sx + Dx

2λ
+ 0 = fx.

En même temps, la condition de compatibilité z0(1) = Xp(0) est satisfaite, pour

Xp(0) =

√
λ(1)
2

(
ϕ0 −

∫ 1

0
[a(x)α0(x) + b(x)β0(x)]dx

)
= Ω0 = z0(1),

où l’on a utilisé (E.33), (E.31) et la propriété z0(1) = Ω0 de la définition de H. Il en
suit qu’il existe une solution unique z = z(x, t) du système (E.37)-(E.39) qui est donnée
explicitement par

z(x, t) = Xp(0) +
∫ t

0
f (1, s)ds +

∫ x

1
g(s, t)ds

= z0(1) +
∫ x

1
g(s, 0)ds +

∫ t

0
f (x, s)ds. (E.40)

Combiné avec (E.36), ceci donne

z ∈ C0([0, T], H2(0, 1)) ∩ C1([0, T], H1(0, 1)) ∩ C0([0, 1], H2(0, T)). (E.41)

On suppose que z(x, 0) = z0(x) pour tout x ∈ [0, 1]. En effet, on a d’après (E.40),
(E.35), et quelques conditions de la définition de H que pour tout x ∈ [0, 1]

z(x, 0) = z0(1) +
∫ x

1
g(s, 0)ds

= z0(1) +
∫ x

1

S(s, 0)− D(s, 0)
2λ(s)

ds

= z0(1) +
∫ x

1

1
2
√

λ(s)
(v0(s)− u0(s))ds

= z0(1) +
∫ x

1
z0

x(s)ds

= z0(x).
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On suppose aussi que

z(1, t) = Xp(t) ∀t ≥ 0. (E.42)

En effet, on peut déduire de (E.40) et (E.35) que

z(1, t) =
∫ t

0
f (1, s)ds + Xp(0) =

∫ t

0

S(1, s) + D(1, s)
2

ds + Xp(0)

=

√
λ(1)
2

∫ t

0
(u(1, s) + v(1, s))ds + Xp(0)

de sorte que (E.34)

zt(1, t) =
√

λ(1)
2

(
u(1, t) + v(1, t)

)

=

√
λ(1)
2

(
α(1, t) + β(1, t) +

∫ 1

0

[
1 1

]
L(1, ξ)

[
α(ξ, t)

β(ξ, t)

]
dξ

)
.

En même temps, (E.33) donne (11.41) et donc (11.42). En utilisant (11.44)-(11.45), on
obtient

ϕ̇(t) =
2√
λ(1)

Ẋp(t)

+

(
−a0 +

∫ 1

0

(
Lαα(1, ξ) + Lβα(1, ξ)

)
dξ

)

︸ ︷︷ ︸
=−1

α(1, t)

+

(
b0 +

∫ 1

0

(
Lαβ(1, ξ) + Lββ(1, ξ)

)
dξ

)

︸ ︷︷ ︸
=µ−1

β(1, t)

−
∫ 1

0
[(Lαα(1, x) + Lβα(1, x))α(x, t) + (Lαβ(1, x) + Lββ(1, x))β(x, t)]dx.

Combiné avec (E.22), ceci donne

Ẋp(t) =

√
λ(1)
2

(
α(1, t) + β(1, t)

+
∫ 1

0
[(Lαα(1, x) + Lβα(1, x))α(x, t) + (Lαβ(1, x) + Lββ(1, x))β(x, t)]dx

)

= zt(1, t).

En intégrant par rapport à t et en utilisant Xp(0) = z0(1) = z(1, 0), on obtient (E.42).
Vérifions que z est une solution du système (11.16)-(11.19).
Remplaçant zt et zx par leur expression en fonction de S,D et utilisant (11.20)-(11.21),

on obtient

ztt − λ2zxx =
St + Dt

2
− λ2

(
Sx − Dx

2λ
− λ′

S− D
2λ2

)
= 0.

Pour les conditions aux limites (11.18), on a que z(1, t) = Xp(t) (par construction de
z), et que

zx(0, t) =
S(0, t)− D(0, t)

2λ(0)
=

√
λ(0)

2λ(0)
(v(0, t)− u(0, t))

=
1

2
√

λ(0)
(β(0, t)− α(0, t)) = 0.
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Pour les conditions initiales (11.19), on a que z(·, 0) = z0 (par construction de z) et que

zt(x, 0) =
S(x, 0) + D(x, 0)

2
=

√
λ(x)
2

(u(x, 0) + v(x, 0))

=

√
λ(x)
2

(u0(x) + v0(x)) = z1(x) ∀x ∈ [0, 1].

Étudions la dynamique de Xp. On écrit U(t) := Ẍp(t) pour t ∈ R+.

Hypothèse 3. U ∈ L2(0, T) pour tout T > 0.

On déduit de (11.50) et (E.33) que

U(t) = Ẍp(t)

=

√
λ(1)
2

(
ϕ̈(t)−

∫ 1

0
[aαtt + bβtt]dx

)

= −
√

λ(1)
2

(
bϕ̇(t)eν2 + bϕ(t)eν1 −

∫ 1

0
[aαtt + bβtt]dx

)
.

Puisque ϕ ∈ C2([0, T]), les deux premiers termes de la dernière équation appartiennent
à C0([0, T]), et donc à L2(0, T). Il reste à prouver que l’application t→

∫ 1
0 [aαtt + bβtt]dx

appartient à L2(0, T) pour tout T > 0. En utilisant (E.21) et (E.25) et ensuite une
intégration par parties, on obtient

∫ 1

0
[aαtt + bβtt]dx =

∫ 1

0
[a(−λαxt) + bλβxt]dx

=
∫ 1

0
[(aλ)xαt − (bλ)xβt]dx + [−aλαt + bλβt]

1
0.

En remplaçant dans la dernière intégrale les termes αt et βt par −λαx et λβx, respecti-
vement, et en intégrant par parties à nouveau, on obtient

∫ 1

0
[aαtt + bβtt]dx =

∫ 1

0
[((aλ)xλ)xα + ((bλ)xλ)xβ]dx

− [(aλ)xλα + (bλ)xλβ]10 + [−aλαt + bλβt]
1
0. (E.43)

(On note que (aλ)x = −Lαα(1, x)− Lβα(1, x) et (bλ)x = Lαβ(1, x) + Lββ(1, x).) Il est
clair que les premiers termes de la partie droite de (E.43) sont dans C0([0, T]) (et alors
dans L2(0, T)), pour α, β ∈ C0([0, T], H1(0, 1)). En même temps, en utilisant (11.50),
(E.22) et (E.26), on obtient que

[−aλαt + bλβt]
1
0 = −a(1)λ(1)αt(1, t) + b(1)λ(1)µ−1 ϕ̈(t)

= −a(1)λ(1)αt(1, t) + b(1)λ(1)µ−1(bϕ̇(t)eν1 + bϕ(t)eν2).

Puisque ϕ ∈ C2([0, T]) et α ∈ C0([0, 1], H1(0, T)) (et donc αt(1,·) ∈ L2(0, T)), on déduit
que l’application t → [−aλαt + bλβt]10 appartient aussi à L2(0, T) pour tout T > 0.
L’Hypothèse 3 est alors prouvée.

Regardons les conditions initiales pour Xp. D’après (E.20), (E.31) et (E.33), on a que

Xp(0) =

√
λ(1)
2

(
ϕ0 −

∫ 1

0
[a(x)α0(x) + b(x)β0(x)]dx

)
= Ω0.

En même temps, (E.33) donne (11.41) et (11.42). Prenant t = 0 et utilisant (E.22), on
obtient

µβ(1, 0) = ϕ̇(0) =
2√
λ(1)

Ẋp(0)− a(1)λ(1)α0(1) + b(1)λ(1)β0(1)

+
∫ 1

0
[(aλ)xα0 − (bλ)xβ0]dx.
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Par comparaison à la condition

µβ0(1) =
2√
λ(1)

Ω1− a(1)λ(1)α0(1) + b(1)λ(1)β0(1) +
∫ 1

0
[(aλ)xα0− (bλ)xβ0]dx,

présente dans la définition de H, on déduit que Ẋp(0) = Ω1.
En utilisant l’Hypothèse 2, on voit que l’unicité de (z, Xp) suit de celle de (α, β, ϕ).
On sait que α(x, t) = β(x, t) = ϕ(t) = 0 pour x ∈ [0, 1] et t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H).

On déduit de (E.33) que Xp(t) = 0 pour t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H).
Finalement, de (E.34) et (E.35), on déduit que

u(x, t) = v(x, t) = D(x, t) = S(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H).

Il en suit que

zt(x, t) = zx(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H).

Puisque z(1, t) = Xp(t) = 0 pour t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H), on peut conclure que

z(x, t) = 0, ∀x ∈ [0, 1], ∀t ≥ T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H).

On peut prendre

T(R) := sup{T1(‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H); ‖(z0, z1,Ω0, Ω1)‖H ≤ R}.

Il reste à prouver la stabilité de l’origine de H pour le système (11.16)-(11.18) et
(11.51). Suppose que ‖(z0, z1,Ω0, Ω1)‖H est petite, et (au moins) plus petite que 1.
Alors ‖(α0, β0, ϕ0, ϕ1)‖H est petite, est d’après le Théorème E.1, ϕ(t) et ϕ̇(t) restent
petites. On sait que z(·, t), Xp(t), α(·, t), β(·, t), et ϕ(t) disparaissant pour t ≥ T(1). En
utilisant (E.24) et (E.28), on voit que ‖β(·, t)‖H1(0,1) et ‖α(·, t)‖H1(0,1) restent petites. En
utilisant (E.33) et (11.42), on déduit que Xp(t) et Ẋp(t) restent petites aussi. Clairement,
‖D(·, t)‖H1(0,1) et ‖S(·, t)‖H1(0,1) restent petites aussi d’après (E.34)-(E.35). Pour cette
raison, ‖zt(·, t)‖H1(0,1) reste petite, d’après (E.37). En utilisant (E.38) et (E.42), on déduit
que ‖z(·, t)‖H2(0,1) reste petite.

Le système (11.16)-(11.18)-(11.51) est donc globalement stable en temps fini d’après
la Définition 11.2.
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