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Résumé

Cette thèse a pour but de proposer une méthode efficace de raffinement adaptatif de maillage
(AMR) permettant d’effectuer des calculs de mécanique quasi-statique non linéaire. Dans ce contexte
nous nous appuyons sur un algorithme générique AMR entièrement automatique grâce à l’utilisa-
tion d’un estimateur d’erreur a posteriori. Une attention particulière est portée sur la vérification
non seulement de l’erreur de discrétisation globale, mais également de celle locale (élémentaire) qui
est importante pour des applications réelles, mais très peu étudiée dans la littérature. Nous nous
focalisons sur le raffinement adaptatif de maillages uniquement composés d’éléments quadrilatéraux
(2D) ou hexaédriques (3D). Nous introduisons dans le cadre algorithmique AMR adopté les modules
de résolution et de raffinement hiérarchique spécifiques à chaque méthode de raffinement local de
pas de maillage considérée : méthodes de raffinement h-adaptatif, conformes et non-conformes, et
méthodes multigrilles locales ou multiniveaux de type Local Defect Correction (LDC). Une étude
numérique comparative poussée dans le cas élastostatique permet de mettre en évidence les grandes
potentialités de la méthode multigrille locale LDC en terme de temps de calcul pour une précision
donnée. L’atout majeur de la méthode LDC réside dans la résolution séparée de problèmes de taille
limitée sur l’ensemble des niveaux de maillages.

Nous nous sommes également intéressés dans cette thèse au cadre plus général du couplage
numérique multiéchelle. Dans ce cadre, nous avons introduit un formalisme unifié de résolution de
problèmes multiéchelles basée sur un couplage itératif multiniveau. Le formalisme proposé permet
de définir les liens algorithmiques et conceptuels forts entre les approches AMR multiniveaux et
les méthodes d’homogénéisation numérique (de type éléments finis au carré, EF2). Nous montrons
que la méthode LDC peut être vue comme une méthode de méso-homogénéisation applicable à des
problèmes à faible séparation d’échelles où les approches fondées sur la théorie d’homogénéisation
sont limitées.

Finalement, nous proposons une extension algorithmique de la méthode multiniveau LDC à des
problèmes de mécanique quasi-statique non linéaire. Nous mettons en évidence l’efficacité de la
méthode LDC dans ce contexte et montrons sa capacité naturelle à générer une hiérarchie de maillages
qui suit dynamiquement l’évolution en temps du phénomène étudié. Les questions génériques liées
au transfert des champs entre les pas de temps ainsi que la problématique du contrôle de l’erreur de
discrétisation sur l’ensemble de l’historique sont également abordées. La solution proposée reposant
sur la prise en compte du déséquilibre initial sous forme de résidu du problème permet d’efficacement
contrôler cette erreur et de ne raffiner le maillage que si nécessaire.



Abstract

The aim of this thesis is to propose an efficient adaptive mesh refinement (AMR) method aiming to
solve complex nonlinear mechanical quasi-static problems. In this context, we rely on a fully automatic
generic AMR algorithm based on the use of an a posteriori error estimator. A particular attention is
devoted to the fulfillment not only of the global discretization error, but also of the local (element-
wise) one which is important for real applications, but very little studied in the literature. We focus
on the adaptive refinement of meshes composed exclusively of quadrilateral (2D) or hexahedral (3D)
elements. We introduce into the adopted algorithmic AMR framework the modules related to the
problems resolution and hierarchical mesh refinement associated to each local mesh-step refinement
method considered here : h-adaptive methods, conforming and non-conforming, and local multigrid or
multilevel Local Defect Correction (LDC) method. A comparative numerical study in the elastostatic
context permits to highlight the great potentialities of the local multigrid LDC method in terms of
computational time for a given precision. The key advantage of the LDC method lies in the separate
resolution of problems of limited sizes on each mesh level.

In this thesis, we are also interested in a more general numerical multiscale framework. In this fra-
mework, we have introduced a unified multiscale formalism for methods based on multilevel iterative
coupling. The proposed formalism permits to define strong algorithmic and conceptual links between
multilevel AMR approaches and numerical homogenization methods (e.g. finite element square FE2

approach). We show that the LDC method can be seen as a meso-homogenization approach suitable
to low-scale separation problems where homogenization-based techniques are limited.

Finally, we propose an algorithmic extension of the LDC multilevel method to nonlinear quasi-
static mechanical problems. We highlight the efficiency of the LDC method in this context and show
its natural ability to generate a hierarchy of meshes that dynamically follows the evolution over time
of the studied phenomenon. Generic questions related to fields transfer between time steps as well
as to the discretization error control over time are also addressed. The proposed strategy lies on the
introduction of the initial non equilibrated residual as a source term of the problem which enables
us to efficiently control the error and adapt the mesh when needed.
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Introduction générale

Les dernières décennies ont été marquées par un progrès significatif du calcul scientifique qui a eu
un impact important sur l’ensemble des domaines scientifiques, de la recherche à l’industrie. Actuel-
lement, les scientifiques s’appuient de plus en plus dans leurs développements sur les modélisations et
simulations numériques qui sont devenues les deux étapes inhérentes à pratiquement tout domaine.

Un rôle crucial dans l’industrie contemporaine est joué par le développement d’algorithmes et
de méthodes numériques sophistiqués permettant de trouver des solutions rapides et fiables à des
problèmes de plus en plus complexes afin de modéliser et prédire au mieux les phénomènes réels.

En parallèle, l’évolution constante de la modélisation et la simulation numérique est accompagnée
par la croissance des capacités de calcul. Le Calcul Haute Performance (High Performance Compu-
ting ou HPC en anglais) est devenu un outil fondamental de la recherche scientifique, technologique
et industrielle. À l’échelle internationale, le CEA 1 fait figure de pionnier dans le domaine du HPC
et en est l’un des principaux acteurs. Le CEA héberge les deux supercalculateurs 2 les plus puissants
dédiés à la recherche en France.

Malgré les avancées des méthodes numériques et la croissance récente des capacités de calcul, de
nombreux problèmes restent exigeants en coût de calcul ou voire insolubles numériquement. Trouver
une solution numérique à un problème faisant intervenir de nombreux phénomènes localisés à diffé-
rentes échelles (microstructures hétérogènes, fissures, concentrations ou singularités de contraintes,
...), tout en intégrant plusieurs non-linéarités (matérielles, géométriques, d’interfaces, ...) en est un
excellent exemple.

Dans le domaine du nucléaire, la compréhension de l’ensemble des phénomènes se produisant lors
de l’irradiation, notamment avec le recours à leur simulation numérique précise, est une approche
qui prend de plus en plus d’importance vis-à-vis des démarches de sûreté et de conception. Ce
travail s’inscrit dans le cadre des études du comportement des combustibles nucléaires. Dans ce
contexte, un des phénomènes examinés est le contact localisé entre la pastille de combustible et la
gaine l’entourant, phénomène appelé Interaction mécanique Pastille-Gaine (IPG ou IMPG). Afin de
garantir l’intégrité de la gaine, première barrière de confinement des produits de fission, ce phénomène
doit être étudié et simulé avec la meilleure précision. Pour ce faire, un maillage avec des éléments de
taille d’un micromètre localement est nécessaire pour une pastille de l’ordre du centimètre, soit un
rapport de 10000. L’utilisation d’un maillage fin uniforme conduirait à des simulations très coûteuses,
voire même numériquement inabordables actuellement. De plus, l’un des défis majeurs est de pouvoir
simuler numériquement de façon précise et efficace l’évolution en temps du phénomène de l’IPG.

Par conséquent, il a été décidé de s’appuyer sur des méthodes de raffinement adaptatif de maillage

1. Commissariat à l’Énergie Atomique et aux Énergies Alternatives (CEA), www.cea.fr
2. Supercalculateurs Tera-1000-2 et Joliot-Curie, cf. TOP500 (www.top500.org) – liste de 500 systèmes informa-

tiques les plus puissants disponibles sur le marché
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(AMR), permettant de réduire l’effort de calcul en adaptant automatiquement le maillage dans des
régions localisées autour des zones d’intérêt (ici les zones de concentration de contraintes). L’uti-
lisation de ces approches permettrait de suivre l’évolution du contact entre la pastille et la gaine
au cours du temps en s’appuyant sur un maillage dynamique raffiné localement. L’objectif de cette
thèse est alors de proposer un outil numérique performant qui permettrait d’effectuer des calculs
mécaniques non linéaires précis localement et ainsi dépasser des limitations auxquelles la simulation
du comportement des combustibles nucléaires est confrontée actuellement.

Cette thèse se place à l’interface de deux mondes : le monde académique à travers des dévelop-
pements théoriques et méthodologiques et le monde industriel via l’applicabilité de l’outil développé
à la problématique nucléaire. Le caractère générique et transverse de l’ensemble de contributions
théoriques, algorithmiques et pratiques construit durant cette thèse dépasse largement le domaine
du combustible nucléaire. En effet, les méthodes de raffinement adaptatif trouvent leur intérêt dans
de nombreux domaines, comme l’aéronautique, l’automobile, le génie civil, etc.

Ces travaux sont réalisés dans le cadre du projet SICOM (SImulation COMbustible) dédié au déve-
loppement de la plateforme PLEIADES 3 – la plateforme de simulation multiphysique et multiéchelle
du comportement des combustibles nucléaires (de différentes filières de réacteurs) sous irradiation,
en situation normale, incidentelle et accidentelle.

Cette thèse s’inscrit dans le cadre des liens étroits existants entre le CEA Cadarache et le La-
boratoire de Mécanique et d’Acoustique du CNRS, en particulier à travers le laboratoire sans mur
MISTRAL (Modelling Inspection and characterization of materials and STRuctures for Advanced
Low carbon energies), commun entre le CEA, le LMA, Aix-Marseille Université et l’École Centrale
Marseille.

3. Plateforme Logicielle pour les Éléments Irradiés dans les Assemblages en Démonstration, en Expérimentation
ou en Service, co-développée depuis 2003 par CEA, EDF (Électricité de France, www.edf.fr) et FRAMATOME (ex-
AREVA, www.framatome.com)



Chapitre 1

Objectifs de la thèse et état de l’art

Ce chapitre consiste à positionner les travaux de la thèse dans un contexte industriel lié à la
simulation du comportement des combustibles nucléaires mais aussi à donner des éléments bibliogra-
phiques quant aux méthodes qui seront utilisées par la suite. L’objectif de ce chapitre est alors de
fournir des pistes pour répondre à la problématique industrielle qui s’articule autour de l’Interaction
mécanique Pastille-Gaine – un des phénomènes se produisant lors de l’irradiation du combustible
d’un Réacteur à Eau Pressurisée.
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1.1 Contexte industriel
Selon les données de l’International Energy Agency 1, la part du nucléaire en France constitue

71% de l’électricité produite (chiffres 2019), comme illustré sur la Figure 1.1, ce qui en fait un pays
fortement axé autour de l’énergie nucléaire. L’énergie nucléaire est très attractive non seulement grâce
à un fonctionnement sans émission de CO2, mais aussi grâce au fait qu’elle possède une exceptionnelle
densité d’énergie. Pour donner un ordre de grandeur, 1 gramme d’uranium produit la même quantité
d’électricité que 2 tonnes de fioul ou 3 tonnes de charbon.

Production d’électricité en France en 2019

63%10%

16%

11%
Comustible fossile

Énergies renouvelables

(hors hydraulique)

Hydraulique

Nucléaire

Production d’électricité mondiale en 2019

8%

10%

11%

71%

Comustible fossile

Énergies renouvelables 

(hors hydraulique)

Hydraulique

Nucléaire

Combustible fossileCombustible fossile

Figure 1.1: Production d’électricité en 2019,
source : IEA

L’industrie nucléaire, néanmoins, fait l’objet
de nombreux débats notamment suite à l’acci-
dent de Tchernobyl en 1986 et de Fukushima
en 2011. La maîtrise de sa sûreté est très exi-
geante et implique un renforcement des normes
vis-à-vis de la conception et gestion des centrales
nucléaires, le traitement des déchets considérés
comme dangereux, etc.

Dans cette optique, la compréhension de l’en-
semble des phénomènes se produisant à l’inté-
rieur d’un réacteur nucléaire en service ou lors de
stockage de déchets, est un enjeu majeur. L’im-
possibilité d’expérimenter certains phénomènes
physiques due à la non faisabilité technique (par
exemple le comportement des installations nu-
cléaires en situation accidentelle) ou le coût financier exige le recours à leur modélisation et simulation
numérique. La modélisation/simulation est alors un outil indispensable pour guider la conception, le
dimensionnement, la prévision ou encore l’optimisation des réacteurs ou des centres de stockage.

1.1.1 Réacteur à eau pressurisée

À l’échelle mondiale, plus de 80% du parc électro-nucléaire en fonctionnement est constitué des
réacteurs de la filière où l’eau joue le rôle de fluide caloporteur et de modérateur, avec une part des
Réacteurs à Eau Pressurisée (abrégé REP) de 69%. Quant à la France, la totalité du parc électro-
nucléaire français est composé de REP, avec 56 réacteurs en service, répartis sur 18 sites. Nous nous
focaliserons dans ce document sur la filière des Réacteurs à Eau Pressurisée dont le fonctionnement
est brièvement rappelé ici. Nous exposons également quelques généralités sur le crayon combustible
qui sera au cœur des problématiques de cette thèse. Ces travaux sont cependant directement appli-
cables aux combustibles des réacteurs bouillants ou encore RNR-Na.

Le schéma de principe du fonctionnement d’une centrale nucléaire de type REP est illustré sur
la Figure 1.2. Un REP est composé de 3 circuits :

1. International Energy Agency (IEA), www.iea.org
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Le circuit primaire. Les réactions de fission en chaîne, source d’énergie, se produisent dans les
assemblages de combustibles au cœur du réacteur. La fission consiste à casser des noyaux lourds
sous l’effet d’une collision avec un neutron. Cela conduit à la division en deux atomes plus petits,
l’émission de neutrons, et s’accompagne de la libération d’énergie. Cette énergie est récupérée sous
forme de chaleur par l’eau, qui atteint plus de 300◦C, maintenue sous forme liquide grâce à une forte
pression de 155 bars.
Le circuit secondaire. La transmission de la chaleur de l’eau du circuit primaire à l’eau du circuit
secondaire est effectuée à l’aide d’un échangeur de chaleur – le générateur vapeur. Étant soumise à
une plus faible pression (70 bars), l’eau secondaire va entrer en ébullition. La vapeur ainsi produite
entraîne la rotation d’une turbine qui est à son tour couplée au turboalternateur qui convertit l’énergie
mécanique en énergie électrique.
Le circuit de refroidissement. La vapeur est ensuite retransformée en eau à l’aide d’un conden-
seur, refroidi par de l’eau de mer ou de rivière.

Figure 1.2: Principe de fonctionnement d’un Réacteur à Eau Pressurisé, source : Connaissance des
Énergies

Les trois barrières de confinement des produits de fission sont contenues dans le bâtiment du
réacteur. La premier est la gaine enveloppant les crayons combustibles qui a pour le but de retenir
les produits radioactifs créés lors de la réaction de fission. La seconde est une enveloppe métallique
autour du circuit primaire. La troisième est une enceinte de confinement du réacteur en béton de
forte épaisseur.
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1.1.2 Crayon combustible

Gaine et pastille combustible

À titre d’exemple, le cœur d’un REP d’une puissance de 900 MWe est constitué de 157 assemblages
de combustibles, ce qui correspond à environ 41000 crayons chacun contenant environ 300 pastilles
de combustible (environ 11 millions de pastilles au total). Un cœur de la dernière génération EPR,
le réacteur pressurisé européen, contient 241 assemblages correspondant à environ 19 millions de
pastilles.

Les crayons combustibles (cf. Figure 1.3) sont constitués de tubes appelés aussi gaines d’une
hauteur approximative de 4 mètres, de 9.5 mm de diamètre extérieur et d’environ 0.6 mm d’épaisseur.

17,45mm 3660mm 17,45mm

3852mm

Bouchon
supérieur Ressort de maintien Pastilles 

Bouchon
inférieur

Figure 1.3: Schéma d’un crayon combustible

La gaine, constituant la première barrière d’étanchéité aux matières radioactives, doit être résis-
tante à la corrosion de l’eau, avoir une grande transparence aux neutrons, une grande conductivité
thermique et disposer d’un bon comportement mécanique en particulier sous irradiation. Ces raisons
ont conduit au choix du zirconium ou de ses alliages (zircaloy), comme matériau de gaine. La durée
de vie d’un assemblage en cœur REP est de 4 à 5 ans en moyenne.

8.2 mm

6 mm

13.5 mm Plan médian-pastille

Plan inter-pastille

Plan inter-pastille

Axe de révolutionChanfrein

Évidement 

Figure 1.4: Dimensions d’une pastille de
combustible d’un REP 900 MWe

Les pastilles de combustible, composées de dioxyde
d’uranium (UO2) enrichi en noyaux fissiles (uranium
235) ou d’un mélange d’uranium et de plutonium
appelé MOX (Mixed Oxide), sont empilées dans les
crayons.

Afin d’alimenter la réaction de fission, la proportion
de noyaux fissiles (uranium 235) dans le combustible
UO2 est généralement enrichie entre 3% et 5% (contre
0.7% dans l’uranium naturel). Le MOX est un mélange
de 5% à 7% de plutonium (issu de retraitement de
combustible usé) mélangé au dioxyde d’uranium non
enrichi.

Le combustible se présente sous forme de pastilles
cylindriques d’une hauteur de 13.5 mm et de 8.2 mm
de diamètre. Les caractéristiques géométriques d’une
pastille sont présentées sur la Figure 1.4. Une pastille
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présente un évidement hémisphérique à ses deux extrémités dont l’objectif est de compenser l’excès
de dilatation thermique du centre de la pastille. Un chanfrein permet de faciliter l’introduction de
celle-ci à l’intérieur de la gaine et est destiné à accommoder une partie de la déformation en forme
de diabolo induite par un fort gradient thermique.

Interaction Pastille-Gaine

Lors de l’irradiation, on assiste à deux phénomènes caractérisant l’Interaction mécanique Pastille-
Gaine, voir Figure 1.5 :

— Dès le début de l’irradiation, les pastilles combustibles se fissurent et subissent le gonflement
dû à la rétention des gaz de fission. D’autre part, la gaine flue sous la pression du fluide
caloporteur. Cela provoque la fermeture du jeu pastille/gaine (initialement de l’ordre de 80 µm)
et ainsi conduit progressivement au contact entre la pastille et la gaine au bout de quelques
mois de fonctionnement (typiquement une vingtaine de mois).

— Le fort gradient de température entre le cœur de la pastille et sa périphérie conduit à un
phénomène de déformation sous forme de diabolo. Dû à cette forme de diabolo le contact
entre la pastille et la gaine apparaît d’abord en face du plan inter-pastille.

L’ensemble de ces phénomènes induit une concentration des contraintes importante dans la gaine
au niveau des plans inter-pastilles, en particulier en face des fractures radiales de la pastille. Cette
zone de la gaine, appelée point triple, se retrouve exposée à l’initiation et au développement de
fissures. La présence des contraintes et des déformations maximales au niveau du point triple a été
confirmée par les études expérimentales [1] et numériques [2, 3].

Figure 1.5: Illustration de la fracturation des pastilles, de la déformation en diabolo et de l’évolution
du jeu entre les pastilles et la gaine au cours de l’irradiation

Durant le fonctionnement normal, l’IPG ne provoque pas la défaillance de la gaine. Néanmoins,
la maîtrise de l’IPG pour tous les transitoires d’exploitation (classe 1) et pour tous les transitoires
incidentels (classe 2, probabilité d’occurrence supérieure à 1% par réacteur et par an) est cruciale
vis-à-vis de la démarche de sûreté de l’élément combustible des REP. La connaissance encore plus
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fine des mécanismes conduisant à l’IPG permettrait de prédire plus précisément le comportement du
crayon en différentes situations, d’optimiser la robustesse du combustible et du cœur d’un réacteur.

1.1.3 Modélisation et simulation de l’Interaction mécanique Pastille-
Gaine

Dans le domaine de la modélisation du combustible nucléaire, le CEA figure au premier plan à
l’échelle internationale. L’application ALCYONE [4, 5], destinée à la simulation du comportement
des combustibles de la filière REP, est développée par le CEA et ses partenaires à l’intérieur de la
plateforme logicielle PLEIADES [6, 7]. Ce logiciel a été établi à base des développements mis au
point dans les antérieurs METEOR [8] et TOUTATIS [9], et permet d’intégrer un ensemble des phé-
nomènes complexes de nature très variée (neutronique, thermique, mécanique, physico-chimie, etc.)
se produisant lors de l’irradiation des combustibles de REP.

Pastille

Pastille

Gaine

Jeu

Plan de symétrie

Plan de fracture

8 fragments identiques

Gaine

Plan de symétrie

Jeu

z

r

r

θ

2Drz 2Drθ

Figure 1.6: Modélisations 2D d’une pastille de combustible nucléaire et de la partie de gaine cor-
respondante dans ALCYONE

Dans ALCYONE, deux modélisations 2D sont généralement utilisées pour étudier le comporte-
ment du combustible, cf. [2, 4]. Deux phénomènes (la déformation en diabolo et la fragmentation des
pastilles) caractérisant l’IPG, sont représentés séparément, voir Figure 1.6 :

— Une configuration 2D axisymétrique, ou 2D(r, z), consiste à modéliser la déformation en
diabolo de la pastille, cf. partie gauche de la Figure 1.6. Pour des raisons de symétrie, seule
la moitié de la hauteur de la pastille est représentée.

— Une configuration 2D sous l’hypothèse des déformations planes, ou 2D(r, θ), représente l’effet
de la fissuration de la pastille sur le chargement de la gaine, cf. la partie droite de la Figure 1.6.
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Plan de symétrie

Plan de fracture

Fragments de pastille

Plan de symétrie Pastille
GaineJeu

Figure 1.7: Modélisation 3D d’une pastille de combustible nucléaire et de la partie de gaine corres-
pondante dans ALCYONE

Seul 1/16-ème du plan inter-fragment est modélisé, car la pastille est supposée se fissurer de
manière régulière, cf. [10].

La modélisation 3D regroupe ces deux phénomènes, voir Figure 1.7. Cette modélisation s’appuie
sur les mêmes hypothèses géométriques que les deux modélisations 2D. Ainsi, on modélise une re-
présentation géométrique d’1/32ème de la pastille et de la partie de la gaine l’entourant.

1.2 Motivations de l’étude
La problématique industrielle à adresser consiste à améliorer l’approche utilisée actuellement pour

la simulation de l’IPG. En effet, il a été montré dans de nombreuses études qu’un maillage fin avec
des éléments de l’ordre d’un micromètre dans chaque direction est nécessaire afin de capturer avec
précision la concentration de contraintes au point triple dans le cas tridimensionnel (cf. Figure 1.7).
L’approche actuellement utilisée dans ALCYONE consiste à s’appuyer sur un maillage conforme gé-
néré a priori avec des éléments plus fins concentrés autour du point triple, cf. un exemple du maillage
sur la Figure 1.7. Un tel maillage est alors non-uniforme avec une distribution d’éléments effectuée
de façon à concentrer les éléments au mieux dans la zone critique. Cependant, la taille d’éléments
atteinte localement n’est pas suffisamment fine. De plus, comme ce maillage est construit de façon
manuelle a priori, il ne tient potentiellement pas compte de la zone critique réelle et ne permet pas
de suivre l’évolution du contact pastille-gaine en temps. Un autre défaut important est qu’un tel
maillage implique des éléments dégénérés, très étirés et aplatis, ce qui détériore le conditionnement
des systèmes et conduit à une convergence très lente voire à des erreurs d’approximation.
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L’objectif de cette thèse est de se doter d’un algorithme de raffinement adaptatif de maillage
dépassant les limitations auxquelles la simulation mécanique du comportement du combustible nu-
cléaire est actuellement confrontée. L’approche proposée doit permettre d’utiliser un maillage évolutif
(suit l’évolution de phénomène étudié en temps) et raffiné localement permettant d’atteindre la pré-
cision voulue, tout en limitant le coût de calcul.

Ce travail s’inscrit dans une réflexion générale autour de la mise en place de stratégies de raffi-
nement adaptatif de type multiniveau initiée dans les travaux [11, 12] menés au sein du Laboratoire
de Simulation du Comportement des Combustibles du CEA Cadarache. Motivés par l’applicabilité
des méthodes multigrilles locales sur des comportements élastiques linéaires [11] et des non linéarités
de type contact-frottement [12], nous nous focalisons sur la justification de leur intérêt industriel en
mécanique quasi-statique, mais également sur l’extension de ces méthodes pour des comportements
non linéaires des matériaux.

La simulation de phénomènes localisés aux échelles macroscopique ou mésoscopique nécessitant
souvent des calculs locaux plus fins est une problématique qui dépasse largement le domaine du
combustible nucléaire et concerne de nombreux domaines d’applications (aéronautique, automobile,
naval, etc.). Par conséquent, un grand soin a été apporté dans cette thèse pour rendre les algorithmes
proposés génériques et applicables à une large classe de problèmes.

1.3 Raffinement adaptatif de maillage (AMR)

1.3.1 Généralités sur les méthodes de raffinement adaptatif
Dans de nombreux domaines, la modélisation et la simulation numériques des problèmes fai-

sant intervenir des phénomènes complexes localisés à différentes échelles restent toujours des enjeux.
Pour ces problèmes, une solution locale précise est souvent indispensable afin de bien capturer le
phénomène étudié. Il est illusoire de penser pouvoir simuler ces problèmes en utilisant un maillage
uniforme de taille de mailles fine nécessaire pour capturer tous les phénomènes les plus fins. Une
approche alternative est de s’appuyer sur une méthode de couplage multiéchelle. Le choix de l’ap-
proche numérique à appliquer est généralement régi par le paramètre de séparation d’échelles entre
la dimension de la structure et le phénomène que l’on cherche à représenter.

Dans le cas de notre étude, nous nous intéressons à des problèmes à faible séparation d’échelles.
Ces problèmes intègrent des phénomènes localisés à l’échelle proche de celle de la structure, comme
notamment des comportements des matériaux non linéaires, des géométries complexes, des conditions
aux limites discontinues, ou des fissures.

Parmi de nombreuses imprécisions et erreurs accompagnant inévitablement la modélisation et la
simulation numérique (par exemple, l’erreur de modélisation, l’erreur de discrétisation ou encore l’er-
reur numérique) [13], dans cette étude nous cherchons à maîtriser l’erreur de discrétisation. L’erreur
de discrétisation se produit en raison de l’approximation de la solution en utilisant une technique de
discrétisation (différences finies, éléments finis, volumes finis, etc.). Nous nous focalisons dans cette
thèse sur l’erreur de discrétisation spatiale. La discrétisation spatiale (ou le maillage), support des
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calculs, joue un rôle important et conditionne le rapport qualité de la solution/coût de calculs. Par
conséquent, un maillage bien choisi permet d’atteindre la précision souhaitée tout en limitant le coût
de calcul.

Afin de bien représenter les phénomènes localisés étudiés, un maillage avec des éléments suffi-
samment fins doit être utilisé. Les méthodes de raffinement adaptatif de maillage (AMR) permettent
d’ajuster automatiquement le maillage lors de calculs en l’enrichissant localement dans des régions
critiques où la solution est moins régulière et l’erreur de discrétisation est élevée. Ces approches per-
mettent alors d’atteindre une précision souhaitée à un coût numérique généralement attractif. Une
méthode AMR se base sur deux aspects clés : génération de maillage raffiné et résolution du problème
donné sur ce maillage. L’idée des approches AMR consiste à générer un maillage raffiné localement
afin de réduire l’erreur de discrétisation en O(hp). Le raffinement est effectué soit par la réduction
locale du pas de maillage h, soit via l’augmentation de degré des fonctions d’interpolation p, soit les
deux combinées. Les spécificités du maillage raffiné généré avec une méthode AMR conditionnent la
procédure de résolution.

Parmi de nombreuses méthodes AMR développées, deux groupes principaux peuvent être distin-
gués : les méthodes adaptatives et les méthodes multigrilles locales.

1.3.2 Maillages quadrilatéraux/hexaédriques
Actuellement, les maillages dits conformes aux frontières (boddy-fitted mesh en anglais) restent

majoritaires dans l’industrie. Ces maillages s’appuient sur le domaine physique d’étude et donc
prennent en compte la géométrie du domaine. Les maillages structurés ou non-structurés, composés
par exemple des triangles/rectangles en 2D, des tétraèdres/hexaèdres en 3D, ou de leur mélange,
sont générés en fonction de la géométrie du domaine.

Les maillages composés d’éléments quadrilatéraux/hexaédriques (également couramment appe-
lés les maillages quad/hexa) sont souvent utilisés en pratique pour simuler différents phénomènes
physiques (mécanique des solides, dynamique des fluides, ...). La génération robuste et efficace des
maillages quad/hexa pour de vraies géométries industrielles reste toujours une question ouverte.
Cependant, les maillages quad/hexa sont intéressants pour leur structure de type produit tensoriel
(matrices à faible taille de bande, efficacité, flexibilité de raffinement [14, 15, 16]) et offrent des pro-
priétés de modélisation remarquables [17, 18, 19], pas de difficulté particulière pour gérer les relations
de contact unilatéral [20, 2] ou la plasticité [21]. Les éléments quad/hexa bénéficient en plus d’une
approximation d’ordre plus élevé permettant de mieux saisir les variations d’ordre supérieur, et de
plus, d’éviter les phénomènes de verrouillage rencontrés avec les triangles/tétraèdres [22].

Motivé par un intérêt croissant pour les maillages quad/hexa et par leurs avantages, il a été décidé
dans cette étude de traiter exclusivement ce type d’éléments.

Le panorama des méthodes AMR issues de deux classes mentionnées précédemment est explicités
par la suite pour les maillages quad/hexa considérés dans cette thèse.
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1.3.3 Méthodes adaptatives
Le but des techniques adaptatives est de fournir un maillage global (couvrant l’ensemble du

domaine de calcul) raffiné localement. Nous allons introduire dans cette partie certaines méthodes
adaptatives les plus connues, se différenciant par la façon dont le maillage est raffiné.

Méthode h-adaptative

Les stratégies basées sur l’ajustement de la taille h des éléments, ou méthodes h-adaptatives
[23, 24, 25], semblent être les méthodes adaptatives les plus connues. Elles consistent à ajouter des
éléments plus fins dans des zones d’intérêt, tout en conservant le type d’interpolation. La popularité
des méthodes h-adaptatives provient de leur simplicité et leur efficacité. Ces méthodes permettent
d’obtenir des taux de convergence optimaux, en particulier lorsque des singularités sont présentes [26].

Modèles de 

type Schneiders

Modèles hybrides

(d)(b) (c)(a)

Figure 1.8: Maillages raffinés générés avec différentes stratégies h-adaptatives

Dans le cadre du raffinement de type h-adaptatif, deux procédures pour générer un maillage raffiné
sont généralement considérées [27, 28]. La première procédure repose sur le remaillage complet du
domaine. Ce schéma de raffinement prend en entrée une distribution estimée de pas de maillage et
produit un maillage raffiné (généralement conforme) à l’aide d’un générateur de maillage (mailleur),
cf. Figure 1.8a. Le maillage raffiné obtenu est, cependant, difficilement contrôlable par l’utilisateur
et peut être loin de la distribution prescrite [28].

La deuxième procédure, également appelée le raffinement hiérarchique, consiste à enrichir le
maillage existant se basant sur la division des éléments qui nécessitent le raffinement en plusieurs
éléments. Contrairement à la stratégie de remaillage complet, l’approche hiérarchique est générique et
permet de mieux contrôler le raffinement/déraffinement grâce à une structure de données hiérarchique
explicite.

On peut distinguer quelques techniques de raffinement hiérarchique. La stratégie la plus simple
consiste à ne subdiviser que les éléments nécessitant le raffinement (voir Figure 1.8b). Cette ap-
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proche conduit généralement (surtout pour des maillages quad/hexa) à des maillages non-conformes
(avec des nœuds non-conformes ou hanging nodes en anglais). Ces approches requièrent certaines
modifications algorithmiques permettant de maintenir la continuité de la solution. Il existe plusieurs
approches pour gérer les relations de non-conformité (par exemple [29, 30, 31, 32, 33]).

D’autre part, la génération de maillages quad/hexa conformes raffinés de façon hiérarchique peut
être une tâche complexe. Plusieurs techniques ont été proposées dans la littérature. On peut nommer
une classe d’approches basée sur des sheet operations (voir l’article de synthèse de [34]). Ces techniques
consistent à substituer certaines couches (dites feuilles, ou sheets en anglais) d’éléments par des
couches constitués d’éléments plus raffinés. Parmi ces stratégies on peut nommer les algorithmes dits
dicing [35], pillowing [36] ou matching [37]. Un exemple d’un maillage conforme hiérarchique associé
est illustré sur la Figure 1.8c. Ces approches peuvent être facilement implémentées dans un code de
calcul existant et permettent de conserver la structure (topologie géométrique) du maillage d’origine.
Cependant, les zones raffinées sont naturellement étendues.
Une autre classe de techniques est basée sur des modèles (ou templates) de raffinement, comme
l’approche de Schneiders [38] pour les maillages structurés et son extension à des maillages non-
structurés [39]. Un exemple de ce type de modèles est donné sur la Figure 1.8d bas. Ces stratégies
n’intègrent que les éléments quad/hexa et permettent de conserver le caractère local du raffinement.
Cependant, elles sont assez loin d’être triviales à mettre en œuvre et donc nécessitent un générateur
de maillage dédié. Une autre stratégie consiste à utiliser des maillages hybrides (mélange des éléments,
triangles et quadrangles par exemple) pour rendre le maillage conforme [40], cf. Figure 1.8d haut.
Cette technique nécessite un solveur pouvant traiter les différents types d’éléments.

Méthode p-adaptative

L’idée de la stratégie p-adaptative [41, 42] est de garder le maillage initial fixe et d’augmenter
localement le degré d’interpolation des fonctions de forme, cf. Figure 1.9.

Figure 1.9: Maillages raffinés générés avec la stratégie p-adaptative

Souvent, des fonctions de formes hiérarchiques sont utilisées lors de la mise en œuvre du raffi-
nement p-adaptatif [43, 44], cf. Figure 1.10. Cela consiste à ajouter des fonctions de forme d’ordre
supérieur aux fonctions de formes existantes afin d’obtenir le degré d’approximation souhaité. Évi-
demment, toute fonction représentable par la base standard peut également être représentée par
l’ensemble des fonctions de base hiérarchiques.
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𝑝 = 1

𝑝 = 2

𝑝 = 3

Fonctions de formes standard Fonctions de formes hiérarchiques

Figure 1.10: Fonctions de formes unidimensionnelles standard et hiérarchiques

Il a été montré dans les années 1980 que la version p des méthodes adaptatives converge ex-
ponentiellement dans la norme énergie pour des problèmes linéaires elliptiques avec une solution
suffisamment régulière [45]. Malgré ces propriétés de convergence très attractives, son applicabilité à
des problèmes complexes rencontrés en mécanique des solides a été mise en doute depuis longtemps,
car le raffinement p-adaptatif ne semblait pas réalisable dans certains cas [46] : structures minces
(coques), ou encore problèmes non linéaires élastoplastiques, par exemple. En effet, les éléments
d’ordre élevé sont assez rarement employés en pratique au sein de la communauté de la mécanique
des solides en raison du manque de régularité de la solution sous-jacente et de l’effet de verrouillage
potentiel [47]. Par conséquent, la plupart des solveurs d’éléments finis industriels actuels impliquent
généralement des formulations avec des éléments d’ordre p = 2 maximum.

Méthode r-adaptative

La méthode r-adaptative [48, 49] se base sur la relocalisation des nœuds vers les zones d’intérêt,
cf. Figure 1.11. La position des nœuds est ainsi optimisée de façon à minimiser l’erreur. L’application
de cette approche conduit à la résolution d’un problème d’optimisation où les coordonnées des nœuds
sont les variables. La connectivité, la topologie du maillage, le type d’interpolation et le nombre de
nœuds restent inchangés.

Figure 1.11: Maillages raffinés générés avec la stratégie r-adaptative

La méthode r-adaptative est peu coûteuse du fait du nombre fixé d’éléments utilisés ainsi que
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de la connectivité inchangée. Étant relativement simple à mettre en œuvre, le principal inconvénient
de l’approche r-adaptative est la limitation du nombre de nœuds conditionnée par la discrétisation
initiale. Dans le cas où le maillage initial est assez grossier, la précision qui peut être atteinte par
la méthode r-adaptative est vite limitée. De plus, le déplacement des nœuds conduit souvent à une
distorsion des éléments, ce qui peut également limiter la précision. Cette approche est alors assez
peu utilisée en pratique.

Méthode s-adaptative

La méthode s-adaptative consiste à ajouter un ensemble de niveaux de maillages de plus en plus
raffinés dans les zones critiques [50, 51], cf. Figure 1.12. Un problème composite complet défini sur
tous les niveaux est assemblé et ensuite résolu. Le traitement spécifique des relation d’interface (type
accrochage) entre les niveaux de maillage est évidement nécessaire. Le couplage des degrés de liberté
de tous les niveaux dans un seul problème composite conduit à résoudre un système d’équations
d’une grande dimension.

⨁

Figure 1.12: Maillages raffinés générés avec la stratégie s-adaptative

Méthodes combinées

Le taux de convergence et l’efficacité des techniques AMR peuvent être augmentés de manière
significative en couplant différentes méthodes mentionnées précédemment.

Parmi les méthodes combinées, la méthode hp-adaptative est la plus connue [52, 53, 30, 54, 55].
Cette approche vise à combiner la version p de raffinement au raffinement local du pas de maillage
de type h-adaptatif, permettant d’atteindre des taux de convergence exponentiels pour certains
problèmes. Ces méthodes nécessitent par ailleurs des critères indiquant le type de raffinement à
appliquer sur les éléments.

On peut également mentionner des méthodes hr-adaptatives [56, 57, 58], rp-adaptatives [59, 60]
ou encore rs-adaptatives [61]. Ces différentes versions ont été développées avec l’objectif évident
d’atteindre une plus grande précision avec un coût de calcul limité.
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Méthode CHARMS

Une approche alternative à la version p des méthodes adaptatives est celle basée sur une division
hiérarchique des fonctions de base [62, 63, 64]. Ces techniques sont connues sous le nom de CHARMS
– Conforming Hierarchical Adaptive Refinement MethodS en anglais. La méthode CHARMS consiste
à raffiner les fonctions de base de manière hiérarchique conforme à travers une combinaison linéaire
de fonctions de base du même ordre (p inchangé) déterminée sur les éléments raffinés. Le maillage
raffiné généré est conforme par construction quelle que soit la dimension de l’espace ou l’ordre des
fonctions de base [64], mais cette technique nécessite de développer un solveur dédié, dont la mise
en œuvre vis-à-vis des codes de calculs industriels existants peut être intrusive.

1.3.4 Méthodes multigrilles locales
Une classe de méthodes alternatives à des approches de type h-adaptatives ou encore à des straté-

gies multiniveaux s-adaptatives sont les méthodes multigrilles locales [65, 66, 67, 68]. Ces méthodes
sont également appelées en anglais Multi-Level Adaptive Techniques (cf. les travaux de Brandt [65])
ou Locally adaptive multigrid methods (cf. l’étude [69]).

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

(a) méthode multigrille standard

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

(b) méthode multigrille locale

Figure 1.13: Hiérarchie de grilles : (a) méthode multigrille standard ; (b) méthode multigrille locale

Ces approches sont inspirées des méthodes multigrilles standards qui consistent à accélérer la
convergence d’un calcul sur un maillage très fin en utilisant une hiérarchie des maillages globaux
déraffinés, cf. Figure 1.13a. Les solutions sur ces différents niveaux couvrant l’ensemble du domaine
de calcul sont successivement lissées, jusqu’à atteindre la convergence sur la grille initiale la plus fine.
Ces approches exploitent une résolution itérative basée sur les opérateurs de transfert : l’opérateur
de restriction permet de transmettre un résidu d’un niveau fin vers un niveau grossier, tandis que
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l’opérateur de prolongement consiste à transmettre une correction d’un niveau grossier vers un niveau
fin.

Les méthodes multigrilles locales exploitent une hiérarchie de grilles inverse, cf. Figure 1.13b.
Introduites dans un contexte de raffinement de maillage multiniveau, l’idée des méthodes multigrilles
locales est de fournir une possibilité pour “zoomer” le domaine de calcul dans les régions d’intérêt
et ainsi d’améliorer localement la précision de la solution tout en corrigeant la solution grossière.
Partant d’un maillage grossier initial couvrant tout le domaine Ω, ces techniques consistent à ajouter
des niveaux de maillages avec des éléments de plus en plus fins uniquement dans les régions où une
précision plus élevée est requise, voir Figure 1.13b. Étant générique et flexible, les méthodes AMR
multiniveaux permettent de changer le ratio de raffinement, le modèle, le solveur, le maillage (les
niveaux de maillages pas forcément hiérarchiques), etc. entre chaque niveau (voir par exemple [70,
71]).

1ère itération Itération finale

⋯

Étape de prolongement (transfert d’information du niveau grossier au niveau fin) 

Étape de restriction (transfert d’information du niveau fin au niveau grossier) 

Lissage ou résolution

Initialisation Solution

convergée 

Itérations intermédiaires 

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Figure 1.14: Algorithme itératif multigrille local basé sur sur ∧-cycles avec trois sous-niveaux de
maillages et les opérateurs de transfert

Ces techniques se basent sur une combinaison du raffinement adaptatif et de la résolution itéra-
tive de type multigrille sur plusieurs niveaux. Contrairement à des méthodes h ou s-adaptatives, la
résolution multigrille locale consiste à résoudre les problèmes locaux définis sur chaque niveau sépa-
rément et de relier les solutions avec un processus itératif de type multigrille [67], voir Figure 1.14. Ce
processus implique des opérateurs de transfert n’agissant que comme pré- et post-traitements rendant
la mise en œuvre des méthodes multigrilles locales non-intrusive vis-à-vis des solveurs existants. A
l’instar des méthodes multigrilles standard, deux types d’opérateurs de transfert sont utilisés. L’opé-
rateur dit de prolongement sert à définir les conditions aux limites (généralement de type Dirichlet)
du problème fin à partir du problème grossier. L’opérateur dit de restriction a pour but de calculer
un résidu du problème grossier à partir de la solution fine restreinte. De nombreuses méthodes de
raffinement multigrilles locales, différant par l’étape de restriction [68], ont été proposées. Nous en
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présentons ici les plus connues.

Fast Adaptive Composite

La méthode Fast Adaptive Composite (FAC) [72, 73] introduit un problème composite intermé-
diaire entre deux niveaux de grille. Cette grille composite contient à la fois l’ensemble des nœuds de la
grille fine complétée par des nœuds de la grille grossière. L’opération de restriction consiste à calculer
un résidu composite sur ce problème intermédiaire, qui est utilisé pour corriger simultanément les
solutions fine et grossière. La méthode FAC se prête bien à la parallélisation, comme le confirment
les études [74, 75, 76]. Le principal inconvénient de la méthode réside dans le fait de devoir traiter
un problème composite.

Flux Interface Correction

La méthode Flux Interface Correction (FIC) [77] s’appuie sur la conservation des flux entre les
niveaux de raffinement. Cette approche permet de corriger la solution de chaque niveau par un résidu
en flux. Ce résidu est obtenu sur chaque face des volumes de contrôle du niveau grossier à partir de
la différence de flux sur ces faces entre le niveau immédiatement plus fin et le niveau grossier.

Étant généralement utilisée dans le cadre de schémas de discrétisation conservatifs (méthode des
volumes finis, par exemple), cette approche a été quasi exclusivement utilisée pour des problèmes de
mécanique des fluides [78, 79, 80].

Local Defect Correction

La méthode Local Defect Correction a été proposée dans [70]. Pour la méthode LDC, l’étape de
restriction consiste à corriger la solution du niveau grossier via un résidu (également appelé défaut)
obtenu à partir de la solution immédiatement plus fine restreinte sur le niveau grossier sur la zone
de recouvrement. Il a été montré dans [70] que contrairement à la méthode multigrille standard,
l’opérateur de restriction local n’a pas besoin d’être le transposé de l’opérateur de prolongement
pour assurer la convergence. L’analyse théorique de la méthode LDC a été faite dans [81].

L’algorithme LDC étant très générique, il a été appliqué avec succès sur diverses méthodes de
discrétisation pour résoudre un large spectre de problèmes. Par exemple, en utilisant la discrétisation
par différences finies, la méthode LDC a été appliqué à la combustion en [82], ou à des problèmes
de convection-diffusion dans [83]. L’utilisation de l’approche LDC dans le cadre de la méthode des
volumes finis est adressée dans [84, 85], et son applicabilité à la méthode d’élément de frontière
est montrée dans [86]. Dans le cadre de la méthode des éléments finis, elle a été utilisée pour des
problèmes de mécanique des fluides, voir par exemple [87, 14], et récemment pour des problèmes de
mécanique des solides dans [88, 89, 20].

Local Full MultiGrid

La méthode Local Full MultiGrid (FMG) [90, 91, 21] consiste à relier les niveaux locaux de
raffinement générés avec un processus itératif de type Full MultiGrid [67]. Chaque nouveau sous-
niveau est ajouté après convergence du processus itératif sur des sous-niveaux établis précédemment
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(cf. Figure 2.3 dans le chapitre suivant). Ainsi, les niveaux plus fins ne sont ajoutés que si la solution
déjà convergée n’est pas suffisamment précise. Ce processus itératif est basé sur une suite de M -
cycles. La méthode FMG locale est assez proche de l’approche LDC. La principale différence réside
dans l’opérateur de prolongement, qui, pour la méthode FMG, vise à définir une estimation initiale
de la solution fine à partir de l’interpolation de la solution grossière. L’opérateur de restriction est
identique à celui de la méthode LDC.

Contexte multimodèle

Il faut noter que les méthodes multigrilles locales peuvent être facilement exploitées dans un
contexte multimodèle. Le concept multiniveau des méthodes multigrilles locales permet d’utiliser des
modèles différents sur différents niveaux : des modèles locaux appropriés sont utilisés dans les zones
critiques où le modèle global n’est plus représentatif.

L’extension dans un contexte multimodèle s’avère intéressante dans le cas où le problème présente
des zones localisées particulières. Une série de techniques, appelées méthodes globales/locales non
intrusives (ou non intrusive global/local coupling methods en anglais) ont été développées pour traiter
des problèmes avec des phénomènes localisées, tels que les non-linéarités géométriques [92], régions
de plasticité locale [93], fissures [94], etc. Ces techniques se rapprochent des méthodes de décompo-
sition de domaine [95] généralement avec recouvrement, et exploitent différents outils de transfert
d’informations entre les niveaux : par exemple entre des niveaux de modèles de différentes dimensions
[96], maillages incompatibles via l’approche de [97] ou de type zoom structural [98]. Généralement,
le couplage entre les niveaux est effectué de façon itérative avec des conditions aux limites imposées
sur les interfaces entre les niveaux. Une autre stratégie dont la philosophie est assez proche est la
méthode de type s-adaptative appelée Arlequin [99, 100, 101]. La formulation Arlequin consiste à
obtenir sur la zone de recouvrement une solution qui peut s’exprimer comme une combinaison linéaire
des solutions obtenues sur chaque niveau.

1.3.5 Choix d’une méthode de raffinement
Afin de répondre à la problématique industrielle posée dans cette thèse, la méthode de raffinement

adoptée doit offrir la meilleure précision pour des problèmes dont la solution manque de régularité
dans des régions très localisées à l’échelle de la structure (singularités locales, zones de plasticité
localisées, etc.). Une autre contrainte de ce travail consiste à utiliser le solveur industriel en “boîte
noire”, ce qui impose à la méthode retenue de permettre une implémentation la moins intrusive pos-
sible. Cela concerne les deux aspects, le raffinement de maillage ainsi que la résolution du problème
sur le maillage généré.

Les méthodes basées sur le raffinement local du pas de maillage (par exemple méthodes h-, r-,
s-adaptatives, CHARMS et multigrilles locales) semblent être les plus adaptées dans notre contexte.
L’applicabilité des approches p-adaptatives en présence des singularités et leur mise en œuvre dans
des solveurs industriels (généralement conçus pour traiter des éléments d’ordre deux maximum) sont
limités. Le principal inconvénient de l’approche r-adaptative est la limitation du nombre de nœuds
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régie par la discrétisation initiale. Dans la méthode s-adaptative, tous les degrés de liberté des niveaux
de maillages générés sont résolus simultanément, ce qui rend cette technique similaire à une technique
de type h-adaptatif mais plus coûteuse vis-à-vis des résolutions implicites considérées dans ce travail.
A son tour, la technique CHARMS nécessite de développer un solveur dédié, dont la mise en œuvre
peut être intrusive.

Il faut également noter que nous adoptons dans cette étude la stratégie de raffinement hiérar-
chique, où le maillage initial (qui peut être issus du modèle CAD, effectué avec un générateur de
maillage, ...) est raffiné en divisant les éléments nécessaires. Cette approche semble être plus géné-
rique et robuste comparée à la stratégie basée sur le remaillage complet. Par ailleurs, comme il a été
décidé de traiter les maillages composés exclusivement d’éléments quad/hexa, les approches faisant
intervenir les éléments d’autres types (maillages hybrides) ne seront pas considérées par la suite.

Par conséquent, dans ce travail nous choisissons de nous appuyer sur les deux classes de méthodes
AMR visant le raffinement local du pas de maillage h mais qui exploitent des processus de résolution
conceptuellement différents : stratégies h-adaptatives et méthodes multigrilles locales.

Parmi les techniques de type h-adaptatif, les deux approches suivantes sont considérées : technique
h-adaptative hiérarchique non-conforme (cf. Figure 1.8b) et technique h-adaptative hiérarchique
conforme (cf. Figure 1.8c). Le raffinement avec la méthode h-adaptative non-conforme conduit à des
maillages non-conformes qui nécessitent des contraintes supplémentaires pour maintenir la continuité
de la solution. Les technique conforme adoptée ici vise à conserver la conformité du maillage grâce
au raffinement basé sur des opérations sur des couches [34].

Parmi les méthodes multigrilles locales, la méthode Local Defect Correction (LDC), appliquée
précédemment avec succès à des problèmes de mécanique avec singularité locales [88, 89, 20, 102],
semble être la technique de raffinement multiniveau la plus appropriée. La méthode LDC peut être
vue comme une méthode h-adaptative non-conforme où chaque sous-niveau est résolu séparément de
façon conforme (grâce au processus itératif).

1.4 Automatisation du processus de raffinement : estima-
tion d’erreur

Indépendamment de la méthode AMR choisie, il est nécessaire de pouvoir détecter les zones à
raffiner. Lorsque le problème et le phénomène étudiés sont bien connus, les zones à raffiner peuvent
être déterminées a priori grâce aux connaissances de l’utilisateur. Une approche alternative plus
automatique consiste à utiliser un estimateur d’erreur – un outil permettant d’évaluer la qualité de
la solution numérique et ainsi détecter de façon plus précise les zones critiques où le raffinement est
nécessaire (régions où l’erreur de discrétisation est importante).

Nous introduisons ici un problème modèle élastostatique linéaire à partir duquel la majorité des
estimateurs disponibles pour la mécanique des solides a été développée. Ce problème nous servira
alors de référence pour présenter la notion d’estimation d’erreur.
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1.4.1 Problème modèle et notations

Problème élastostatique linéaire

Nous introduisons ici un problème classique de mécanique élastostatique. Soit D la dimension de
l’espace physique. Un solide élastique occupe dans sa configuration de référence un domaine borné
Ω ⊂ RD de frontière ∂Ω suffisamment régulière. Les bords ΓD et ΓN forment la frontière ∂Ω de Ω et
vérifient ΓD ∪ ΓN = ∂Ω et ΓD ∩ ΓN = ∅.

Soient u le champ de déplacements, σ et ε les champs des contraintes et de déformations, res-
pectivement, f la densité volumique d’efforts définis sur Ω, et C le tenseur des modules d’élasticité
d’ordre 4. Le problème à résoudre s’écrit :

(P) :



div σ + f = 0 dans Ω
σ = C : ε dans Ω
ε(u) = 1

2(grad u+ gradT u) dans Ω
u = uD sur ΓD

σ · n = FN sur ΓN

(1.1)

Les conditions aux limites de type Dirichlet (un déplacement donné uD) sont imposées sur ΓD 6= ∅,
tandis que les conditions aux limites de Neumann sont appliquées sur ΓN, avec n vecteur unitaire
normal dirigé vers l’extérieur de Ω et FN la force exercée. Le problème est alors bien posé au sens
où l’existence et l’unicité de la solution en déplacements et en contraintes sont garanties.

La solution exacte (u,σ) du problème donné est le couple de champ de déplacement cinémati-
quement admissible satisfaisant les relations de compatibilité de (1.1) et défini comme

uCA = {v; v continu et régulier dans Ω et v = uD sur ΓD} (1.2)

et de champ des contraintes statiquement admissible satisfaisant

σSA = {τ ; −div τ = f dans Ω et τn = FN sur ΓN} (1.3)

Formulation variationnelle

Soit H1(Ω) l’espace de Sobolev défini par :

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω); ∂iv ∈ L2(Ω), i = 1, ..., D} (1.4)

où L2(Ω) est l’ensemble des fonctions de carré intégrable.
Soit V0 l’espace vectoriel des champs de déplacements admissibles à 0 défini tel que :

V0 = {v ∈ (H1(Ω))D; v = 0 sur ΓD} (1.5)

ainsi que l’ensemble associé V des champs cinématiquement admissibles :

V = {v ∈ (H1(Ω))D; v = uD sur ΓD} (1.6)
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La formulation variationnelle est obtenue en multipliant l’équation d’équilibre, première expres-
sion de (1.1), par une fonction test v ∈ V0, en l’intégrant sur le domaine Ω et en utilisant le théorème
de Green-Ostrogradski. Elle peut s’écrire sous la forme :

(PV) :
Trouver u ∈ V tel que
a(u,v) = `(v) ∀v ∈ V0 (1.7)

avec les définitions suivantes de la forme bilinéaire a(·, ·) et linéaire `(·) :

a(u,v) =
∫

Ω
(Cε(u)) : ε(v) dΩ

`(v) =
∫

Ω
f · v dΩ +

∫
ΓN
FN · v dΓN

(1.8)

Le problème (1.7) admet une solution unique selon le théorème de Lax-Milgram – l’un des fon-
dements de la méthode des éléments finis.

Approximation par la méthode des éléments finis

Afin de résoudre numériquement le problème présenté, dont la formulation variationnelle (1.7) est
de dimension infinie, il est nécessaire de se ramener à un problème de dimension finie. La méthode
la plus employée dans le cadre de la mécanique des structures, et celle adoptée dans ce document,
est la méthode des éléments finis (EF) [103, 104, 43]. Dans ce document, on considérera la méthode
des EF de Lagrange en déplacements.

On cherche alors une approximation uh ∈ Vh de la solution u ∈ V , avec Vh ⊂ V étant de
dimension finie. L’espace V0

h, V0
h ⊂ V0, est également de dimension finie. Le problème (1.7) approché

s’écrit :

(PVh) :
Trouver uh ∈ Vh tel que
a(uh,vh) = `(vh) ∀vh ∈ V0

h

(1.9)

En se basant sur la méthode des éléments finis en déplacements, le champ uh est cinématiquement
admissible (satisfait donc l’expression (1.2)). En ce qui concerne le champ de contraintes σh, il
est obtenu à partir des déplacements uh en utilisant la relation de comportement (la deuxième
équation de (1.1)) et vérifie alors la relation de comportement. Cependant, σh n’est généralement
pas statiquement admissible localement (ne satisfait pas (1.3)).

1.4.2 Estimation d’erreur
Nous allons présenter les techniques utilisées afin de quantifier l’erreur de discrétisation. L’erreur

de discrétisation peut être définie comme eu = u − uh en terme de déplacements, ou de façon
similaire, comme eσ = σ − σh, en terme de contraintes. On s’appuie généralement sur les normes
Hilbertiennes (norme L2, norme H1, semi-norme H1 ou encore la norme énergie) afin de mesurer ces
erreurs.
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Estimateurs d’erreur a priori

Les analyses fonctionnelles de la méthode des éléments finis [103, 104] s’apparentent à des pre-
mières estimations de l’erreur de discrétisation. Ces premiers estimateurs ne nécessitent pas le cal-
cul de la solution approchée du problème et sont donc qualifiés d’estimateurs d’erreur a priori. Ils
consistent, sous certaines hypothèses, à évaluer l’erreur et à prédire le taux de convergence de l’erreur
commise par le calcul par éléments finis.

On montre l’existence d’un nombre réel α > 0 tel que

‖u− uh‖ ≤ Chα (1.10)

avec ‖ · ‖ une norme sur les champs de déplacements, et les constantes C et α regroupant plusieurs
paramètres.

Ces estimateurs apportent des informations importantes sur le taux de convergence, cependant,
ils ne sont pas suffisants pour estimer avec précision l’erreur de discrétisation. Cela s’explique par le
fait qu’en pratique les valeurs de C et de α sont souvent difficiles à évaluer. La constante C dépend
du problème (solution exacte, propriétés de la solution exacte, conditions aux limites, etc.), alors que
le paramètre α = min(q, p) où p est l’ordre des fonctions d’interpolation utilisées et q dépend de la
nature du problème à résoudre. Ainsi, pour des problèmes présentant des singularités, la valeur de q
correspond à l’ordre de ces singularités (par exemple, en présence d’une fissure q = 1

2).
Il faut également noter que ces estimations sont globales et ne donnent pas la possibilité d’ac-

céder à des contributions locales (par zones ou éléments). Cela rend ces estimateurs difficilement
exploitables dans le contexte de raffinement adaptatif du maillage. Néanmoins, l’utilisation de ces
informations s’avère utile afin de déterminer une distribution de la taille d’éléments (du pas de
maillage) lors du raffinement de maillage.

Estimateurs d’erreur a posteriori

Par l’opposition à l’estimation a priori, les estimateurs d’erreur a posteriori bénéficient de la
solution approchée calculée pour estimer l’erreur de discrétisation. Leur application succède alors la
résolution d’un problème par une méthode de discrétisation choisie.

Une fonction ζ(uh, h, d) faisant intervenir la solution approchée du problème uh, la discrétisation
h et les données du problème d, est qualifiée d’une estimation d’erreur a posteriori globale si

‖u− uh‖ ≤ ζ(uh, h, d) (1.11)

où ζ(uh, h, d) est une quantité calculable.
On peut également représenter cette fonction globale (définie sur tout le maillage G) avec des

contributions locales (par élément T ∈ G) :

ζ(uh, h, d) =
( ∑
T∈G

ζ2
T (uh, d)

)1/2
(1.12)

Dans le cadre de l’adaptation de maillage, cette distribution élémentaire de l’erreur de discréti-
sation est exploitée afin d’automatiser le raffinement de maillage.
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Le principe des estimateurs a posteriori est d’associer au couple de solutions calculées (uh,σh)
un couple, noté (u∗h,σ∗h), qui est considéré comme étant une meilleure approximation de la solution
réelle. Les différentes stratégies proposées pour estimer l’erreur se ramènent à la construction de ce
nouveau couple de solutions.

Estimateurs basés sur les bases hiérarchiques.

La technique d’estimation d’erreur basée sur les bases hiérarchiques [105, 106, 21] semble être
la technique la plus simple. Son principe consiste à comparer deux solutions du même problème
obtenues en utilisant deux schémas de discrétisation de précisions différentes.

La solution “améliorée” u∗h est obtenue en résolvant un même problème sur un maillage avec des
éléments plus raffinés ou des fonctions de forme d’ordre plus élevé. L’erreur de discrétisation est ainsi
évaluée comme la différence entre la solution enrichie u∗h et l’originelle uh.

Cette approche est très attractive grâce à son applicabilité à une large classe de problèmes et sa
simplicité. Il est cependant évident que son inconvénient majeur est le sur-coût de calcul induit par
la résolution d’un problème de dimension ou de complexité supérieure.

Estimateurs basés sur l’analyse duale.

L’analyse duale [107] est considérée comme étant la première solution à la problématique de
l’évaluation d’erreur. L’idée de s’appuyer sur des principes de l’analyse duale pour évaluer l’erreur
de discrétisation a été proposée initialement dans [108, 109].

Cette approche repose sur la comparaison de deux solutions issues de différentes analyses éléments
finis du même problème : l’une obtenue en se basant sur la formulation en déplacement (solution
cinématiquement admissible) et l’autre sur la formulation en contraintes (solution statiquement ad-
missible).

En sus de l’analyse complémentaire du même problème engendrant un coût de calcul additionnel,
la difficulté de cette approche est liée au calcul du champ des contraintes statiquement admissible
via une formulation en effort. Ces estimateurs sont assez peu répandus et n’existent quasiment pas
dans des codes de calculs industriels.

Il faut noter que dans les cas linéaires, cette approche s’appuie sur la même base théorique que
celle des estimateurs en relation de comportement. Les mesures d’erreur obtenues avec ces deux types
d’estimateurs sont donc équivalentes. Cette approche peut être vue comme un cas particulier des es-
timateurs impliquant la loi de comportement où le champ des contraintes statiquement admissible
est obtenu d’une façon différente.

Estimateurs basés sur la relation de comportement.

Ces estimateurs d’erreur ont été initiés par Ladevèze [110, 13]. Cette classe d’estimateurs se base
sur le fait que le couple de solutions (uh,σh) issu de la résolution éléments finis en déplacement
est cinématiquement admissible, mais qu’il n’est pas statiquement admissible localement. De façon
similaire aux estimateurs basés sur l’analyse duale, l’idée de ce type d’estimateurs est de construire un
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couple déplacement-contrainte où le champ de contraintes est statiquement admissible. Contrairement
à l’utilisation de la formulation duale pour calculer la contrainte statiquement admissible, l’estimateur
d’erreur basé sur la loi de comportement consiste plutôt à post-traiter la solution éléments finis en
déplacement obtenue.

La démarche adoptée est donc basée sur la séparation des équations du problème donné en deux
classes : relations d’admissibilité – le groupe des équations plus fiables qui doivent être vérifiées exac-
tement ; et relation de comportement. Un couple (u∗h,σ∗h) vérifiant les conditions d’admissibilité, avec
u∗h = uh cinématiquement admissible et σ∗h statiquement admissible, est alors construit. Cependant,
ce couple de solutions ne vérifie pas forcement la relation de comportement réelle du matériau. Ainsi,
l’erreur est mesurée en comparant les deux champs de contraintes : σh et σ∗h. Plusieurs techniques
ont été proposées afin de construire le champ de contraintes σ∗h, cf. [110, 111, 13, 112, 113].

Ce type d’estimateur fournit une estimation asymptotiquement exacte de l’erreur réelle. De plus,
ces estimateurs sont génériques et attractifs pour des comportements non linéaires, car ils s’appliquent
à tout type de comportement. Néanmoins, ces estimateurs exigent la construction d’un champ de
contraintes admissible qui est difficile et coûteuse à mettre en œuvre en pratique.

Estimateurs basés sur le résidu d’équilibre.

Ce type d’estimateurs a été introduit dans des travaux pionniers de Babuška et Rheinboldt [114].
Ces techniques se basent sur le fait de la non-vérification de l’équation d’équilibre intérieure. L’erreur
commise sur le champ de contraintes est estimée à partir des résidus d’équilibre sur chaque élément.

Deux types d’estimateurs basés sur les résidus d’équilibre peuvent être distingués : les techniques
explicites et implicites. Les estimateurs qualifiés d’explicites – Global Explicit Residual Based Error
Estimator [114] – se basent directement sur la solution calculée du problème pour obtenir une es-
timation globale d’erreur dans une certaine norme. Les estimateurs de ce type ont de fortes bases
mathématiques [115, 116], et sont relativement simples de mettre en œuvre. Ils sont néanmoins peu
implémentés dans des codes de calculs. Cela s’explique par la complexité d’évaluer avec précision des
constantes impliquées dans les expressions de l’estimateur d’erreur [117].

Afin d’éviter le calcul de constantes nécessaires pour les versions explicites de l’estimateur, les
approches implicites ont été proposées. L’idée sous-jacente des estimateurs implicites est de rechercher
une estimation à travers la résolution de problèmes de petites tailles formulés sur les éléments,
méthode appelée Element Residual Method [118, 119], ou des patchs d’éléments, appelées Subdomain
Residual Method [120, 121, 122]. Ces estimateurs permettent l’évaluation plus précise de l’erreur
comparé à des estimateurs explicites, mais ils souffrent également de plusieurs inconvénients liés
notamment à la formulation de problèmes locaux.

Les principes des estimateurs implicites ont été revisités plus récemment avec le but de contour-
ner leurs défauts. Cette nouvelle technique, appelée Flux-free error estimate [123, 124, 125], permet
d’éviter le calcul des flux à imposer au bord des patches et conduit à résoudre une série de problèmes
auto-équilibrés.
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Estimateurs basés sur la reconstruction des flux équilibrés.

L’idée de la technique d’estimation d’erreur basée sur les flux équilibrés est de résoudre un pro-
blème local dans chaque patch formulé en termes de flux reconstruit localement conservatif (équilibré)
[126, 127, 128, 129]. À l’instar des estimateurs basés sur le résidu d’équilibre, dans le cadre de pro-
blèmes élastiques linéaires ces estimateurs exploitent le fait que le tenseur de contraintes discret
résultant de la méthode des éléments finis n’est pas continu à travers les interfaces des éléments, et
que sa divergence n’est pas localement en équilibre avec le terme source sur les éléments de maillage
(non-vérification de l’équation d’équilibre). Les techniques d’équilibrage du flux sur les patch en
se basant sur une approximation par éléments finis de type Raviart-Thomas ont été introduites
dans [126, 127]. Des reconstructions utilisant l’espace des éléments finis mixtes de type Arnold-Falk-
Winther ou de type Arnold-Winther ont été proposées dans [130, 131]. Cet estimateur s’applique
à toute discrétisation numérique (éléments finis, volumes finis, Galerkin discontinue, ...) et à de
nombreux problèmes.

Cette approche peut être assez coûteuse mais elle conduit à des estimations de bonne qualité.
Cette stratégie a l’avantage de pouvoir distinguer les différentes composantes d’erreur correspon-
dant à la résolution du problème telles que : discrétisation en espace et en temps, linéarisation d’un
problème non linéaire, erreur associée au solveur algébrique, etc. Ces informations peuvent être ex-
ploitées pour le raffinement adaptatif de maillage en espace/temps, pour la définition de critères
d’arrêt adaptatifs pour des solveurs itératifs afin de réduire l’erreur numérique et le coût de calcul.

Estimateurs basés sur le défaut de régularité.

Ces estimateurs sont fondés sur le fait que le gradient de la solution approximée avec une méthode
de discrétisation est discontinu sur les interfaces entre les éléments, d’où le défaut de régularité. Cette
classe d’estimateurs, proposée par Zienkiewicz et Zhu [132, 133, 134], consiste alors à reconstruire le
gradient (ici le champ de contraintes) plus régulier qui constituerait une meilleure approximation du
gradient réel.

On appelle la démarche de reconstruction du champ de contraintes le lissage de contraintes.
Plusieurs techniques de lissages ont été proposées dans la littérature : approche basée sur la projection,
Superconvergent Patch Recovery (SPR) ou encore Recovery by Equilibrium in Patches (REP) . Quelle
que soit la stratégie de lissage, l’erreur est estimée comme la différence entre la contrainte lissée σ∗h
et celle calculée par EF σh.

Les estimateurs basés sur le défaut de régularité sont en général peu coûteux et offrent un rap-
port qualité/coût remarquable. Ils possèdent de nombreux avantages, comme la simplicité de mise en
œuvre, le coût de calcul limité et l’applicabilité à tout type de problème. Ils sont ainsi très populaires
et répandus dans l’ingénierie et largement utilisés dans le cadre de raffinement adaptatif de maillage,
cf. par exemple [135, 136, 137].

Estimateurs d’erreur en quantité d’intérêt.

Souvent, lors du dimensionnement des structures en particulier, il est nécessaire d’évaluer l’erreur
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associée à une quantité d’intérêt : quantités ayant un sens physique comme par exemple l’état de
déformation ou de contrainte en un point ou une zone, moyenne du déplacement dans une région
précise, ou fréquence propre pour l’analyse modale. Cette quantité est définie par une fonctionnelle
appliquée à la solution (uh,σh), cf. l’approche par extracteurs. Les techniques en quantité d’inté-
rêt, ou Goal-oriented error estimates en anglais, introduits dans [138, 139, 140, 141], peuvent être
couplées à des estimateurs en relation de comportement présentés précédemment, des techniques
multi-objectives [142, 143], etc..

Il semble que l’utilisation de tels estimateurs soit spécifique à des quantités qu’on cherche à estimer
et donc à des problèmes traités. Le manque de généralité de ces approches limite leur utilisation
actuelle dans le cadre de l’adaptation de maillage.

1.4.3 Choix d’un estimateur d’erreur
On dispose de nombreux critères permettant de juger des performances et de l’efficacité des esti-

mateurs d’erreur. Afin de choisir un estimateur adapté dans le cadre de l’adaptation de maillage, on
doit s’interroger sur des caractéristiques suivantes :

Fiabilité. Un estimateur d’erreur est considéré comme étant fiable si l’erreur estimée suit l’erreur
réelle lorsque h tend vers zéro. Ce comportement se traduit par l’existence de deux constantes C1 et
C2 vérifiant la relation suivante [13] :

C1eest ≤ eex ≤ C2eest (1.13)

avec l’erreur estimée notée eest et celle réelle eex. Ces deux constantes dépendent généralement des
données du problème, mais pas des caractéristiques du maillage. D’un point de vue fiabilité, il est
évidemment avantageux que ces constantes soient proches de 1.

Indice d’efficacité. L’estimation d’erreur doit être asymptotiquement exacte dans le sens où avec
l’augmentation de la densité de maillage, l’erreur estimée doit tendre vers zéro au même taux que
l’erreur réelle. On s’appuie sur l’indice d’efficacité permettant de mesurer le comportement asymp-
totique d’un estimateur d’erreur [43]. Un estimateur d’erreur est dit asymptotiquement exact (ou
consistant) si son indice d’efficacité, noté θ, tend vers un alors que le pas de maillage h tend vers
zéro :

lim
h→0

θ = 1 (1.14)

L’indice d’efficacité est défini comme le rapport entre deux erreurs globales relatives : l’erreur estimée
et celle réelle en une norme choisie :

θ = eest

eex (1.15)

Il faut noter qu’en pratique, il est souhaitable que l’estimateur d’erreur utilisé surestime l’erreur
réelle, ce qui se traduit par la condition θ ≥ 1.
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Estimation locale. Pour une adaptation du maillage, un estimateur d’erreur utilisé doit fournir
une distribution (précise) élémentaire de l’erreur de discrétisation.

Généricité. Afin d’être le plus générique possible, un estimateur d’erreur devrait être étendu à de
nombreux domaines d’application.

Critères économiques. En général, on entend par ce critère la simplicité de la mise en œuvre d’un
estimateur d’erreur et son coût numérique. Ces critères s’avèrent important lors de la mise en œuvre
afin de limiter l’effort d’implémentation, ainsi que lors de l’exécution afin de ne pas polluer le temps
de calcul.

De nombreuses études portant sur l’analyse et la comparaison de différents estimateurs d’erreurs
ont été menées [144, 145, 146, 117, 147]. On peut en tirer plusieurs conclusions :

— dépendance de la qualité d’un estimateur à la topologie du maillage et aux propriétés de la
solution exacte (régularité, ...),

— possibilité de récupérer la convergence asymptotique (se traduisant par θ → 1, cf. expres-
sion (1.15)) seulement pour certains types de maillages (conformes, uniformes, éléments non-
aplatis, ...).

Ces éléments impliquent une complexité associée au choix d’un estimateur qui soit générique et
efficace pour de nombreux problèmes, discrétisations choisies, etc.. Il faut noter qu’un estimateur
d’erreur idéal qui répond à tous les exigences mentionnées ci-dessus n’existe toujours pas [117]. Le
problème crucial associé au choix d’un estimateur d’erreur est de trouver un compromis entre coût
et précision, avec ces deux aspects dépendant clairement de l’objectif du calcul.

Dans le cadre d’adaptation de maillage, l’estimation d’erreur doit être effectuée plusieurs fois
afin de générer un maillage satisfaisant des exigences fixées sur l’erreur. Par conséquent, l’estimateur
d’erreur doit être le moins coûteux possible. Parmi les estimateurs disponibles dans la littérature,
celui basé sur le défaut de régularité semble être le plus utilisé dans le contexte du raffinement de
maillage grâce à sa simplicité de mise en œuvre, son rapport qualité/coût et ses bonnes performances.
Il est, par ailleurs, implémenté dans de nombreux logiciels de simulation. C’est pourquoi dans cette
thèse nous adopterons ce type d’estimateur d’erreur.

Grâce à l’étude comparative, détaillée dans la Section A des Annexes, qui vise à choisir une
procédure de lissage de contraintes, dans cette thèse, la stratégie de reconstruction basée sur la
projection [132] sera considérée.

1.5 Contributions de la thèse
Dans le chapitre 2 l’objectif est de proposer un cadre algorithmique générique pour la mise en

place de méthodes AMR. Les aspects théoriques et algorithmiques de la mise en œuvre de l’ensemble
de modules intégrés dans le processus de raffinement adaptatif est exposé façon détaillée.

L’algorithme AMR considéré est complètement automatique (grâce notamment à l’utilisation d’un
estimateur d’erreur a posteriori) et vise à satisfaire une précision définie par l’utilisateur en vérifiant
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les tolérances fixées sur l’erreur. Grâce à l’algorithme proposé, nous pouvons contrôler non seulement
l’erreur de discrétisation globale, mais aussi celle locale qui est importante pour des applications
industrielles, mais très peu étudiée dans la littérature. Suite à l’étude bibliographique effectuée dans
le chapitre 1, nous avons intégré dans le cadre AMR générique trois méthodes de raffinement qui visent
le raffinement du pas de maillage h mais se basent sur des processus de résolutions conceptuellement
différents : les deux méthodes h-adaptatives (techniques conforme et non-conforme) et la méthode
multiniveau de type Local Defect Correction. Un des points clés de ce chapitre consiste en l’intégration
de la méthode itérative AMR multiniveau dans le cadre algorithmique adopté, ce qui n’a jamais été
formalisé auparavant.

Un apport important de ce travail consiste en l’établissement des algorithmes détaillés associés à
chacune des méthodes AMR. Il faut noter que la construction ergonomique, robuste et performante
de maillages raffinés reste toujours un domaine de recherche ouvert. Cela explique une difficulté (voire
impossibilité) de trouver dans la littérature les aspects techniques liés à la génération de maillages
raffinés avec différentes méthodes AMR. Nous introduisons dans ce chapitre 2 les algorithmes de
raffinement hiérarchique de maillages quadrilatéraux/hexaédriques (non-conforme, conforme ou mul-
tiniveau). Un grand soin a été apporté pour proposer des algorithmes génériques (applicables aux
différentes géométries, dimensions, etc.) et facilement implémentables dans les codes de calculs in-
dustriels.

Nous explicitons, par ailleurs, les stratégies de raffinement associées à la détection des éléments
à raffiner ainsi que des ratios de raffinement à appliquer.

Le chapitre 3 est consacré à la mise en œuvre pratique et à l’étude comparative numérique des
méthodes de raffinement adaptatif de maillage choisies via le formalisme algorithmique introduit au
chapitre 2. L’ensemble des développements a été implémenté sous Cast3m, – le solveur éléments finis
développé par le CEA. Le cadre théorique du chapitre 2 ainsi que la mise en œuvre informatique
permettent une comparaison numérique la plus rigoureuse, objective et pertinente possible des perfor-
mances des différentes méthodes AMR. Elle facilite également la reproductibilité et l’interprétation
des résultats. Les méthodes considérées (stratégies h-adaptatives et multigrille locale) sont assez
proches au niveau théorique, mais n’ont jamais été comparées auparavant, ce qui souligne l’intérêt
de l’étude effectuée.

Pour cette comparaison nous nous sommes placés dans un contexte élastostatique linéaire et avons
choisi des applications 2D et 3D avec des complexités différentes : benchmarks académiques, ainsi que
cas tests issus de la problématique nucléaire représentant l’IPG. Cette étude nous permet de mettre
en évidence les grandes potentialités de la méthode multigrille locale LDC qui apparaît clairement
comme la stratégie la plus puissante en termes de mesures de précision et d’efficacité considérées
(erreurs atteintes, dimension des systèmes à résoudre, besoins de stockage, temps CPU, ...). Lors de
cette étude nous déterminons également la stratégie combinant critère d’optimalité du maillage et
ratio de raffinement la plus efficace numériquement pour des maillages quadrangulaires/hexaédriques.

L’ensemble des développements théoriques et algorithmiques, ainsi que l’étude numérique présen-
tés dans les chapitres 2 et 3 ont fait l’objet de la publication [148] intitulée “A unified framework
for the computational comparison of adaptive mesh refinement strategies for all-quadrilateral and
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all-hexahedral meshes : Locally adaptive multigrid methods versus h-adaptive methods” publiée dans
le Journal of Computational Physics.

Dans le chapitre 4 nous proposons un formalisme unifié de résolution de problèmes multiéchelles
basée sur un couplage itératif multiniveau. Nous proposons une extension de la méthode multigrille
Local Defect Correction pour la mécanique quasi-statique non linéaire et effectuons une étude théo-
rique permettant de définir les liens algorithmiques et conceptuels entre la méthode LDC et les
méthodes d’homogénéisation numérique (de type EF2). Le cadre générique proposé permet de repré-
senter plusieurs méthodes numériques dédiées à la résolution multiniveau de problèmes multiéchelles
(avec différents facteurs de séparation d’échelles) disponibles dans la littérature. Il est clairement mon-
tré que malgré leur vocation initiale différente, les approches LDC et EF2 révèlent de nombreuses
caractéristiques communes. La principale différence conceptuelle reposant sur la condition de sépa-
ration d’échelles a finalement une influence limitée sur les aspects algorithmiques. Cette étude ana-
lytique montre que la méthode LDC peut être vue comme une stratégie de “méso-homogénéisation”
applicable à des problèmes à faible séparation d’échelles où les approches fondées sur la théorie d’ho-
mogénéisation sont limitées.

L’étude effectuée dans le chapitre 4 a donné lieu à l’article [149] intitulé “Analytical comparison
of two multiscale coupling methods for nonlinear solid mechanics” publié dans le Journal of Applied
Mechanics.

Le chapitre 5 est dédié à l’adaptation dynamique temporelle de la méthode LDC pour traiter des
problèmes quasi-statiques avec lois de comportement non linéaires et chargements évolutifs. Nous
discutons ici des aspects pratiques de l’implémentation de l’algorithme LDC tel que introduit au
chapitre 4, et proposons sa validation sur des benchmarks académiques et industriels, en 2D et 3D,
avec différents types de comportements (loi de comportement plastique et loi de fluage de Norton).
Les résultats obtenus permettent de mettre en évidence l’efficacité de la méthode LDC dans ce
contexte ainsi que sa capacité naturelle à générer une hiérarchie de maillage qui suit dynamiquement
l’évolution en temps du phénomène étudié.

Nous nous intéressons également à des problématiques génériques associées au raffinement adap-
tatif et dynamique de maillage, notamment les questions liées au transfert des variables entre les pas
de temps, étape très délicate surtout pour celles calculées aux points d’intégration, et au contrôle de
l’erreur de discrétisation sur l’ensemble de l’historique. Nous proposons alors une stratégie reposant
sur la prise en compte du déséquilibre initial sous forme de résidu du problème non linéaire qui
permet de s’assurer de la non-accumulation de l’erreur due au transfert des champs et donc contrô-
ler de façon efficace la précision sur l’ensemble des pas de temps. Un autre apport de ce chapitre
est de proposer une optimisation du processus de raffinement permettant de limiter le nombre de
remaillages en temps, tout en garantissant la vérification des tolérances prescrites sur les erreurs
globales et locales. Nous introduisons un indicateur de remaillage basé notamment sur la vérification
de l’erreur locale permettant de s’assurer que les zones critiques sont bien capturées.





Chapitre 2

Algorithme générique AMR intégrant les
méthodes de raffinement local de pas de
maillage

Dans ce chapitre nous présentons un algorithme générique de raffinement adaptatif de maillage
(AMR). Nous intégrons différentes méthodes AMR, stratégies pour détecter les éléments à raffiner
et ratios de raffinement dans ce cadre algorithmique unifié. L’algorithme AMR est entièrement auto-
matique grâce à l’utilisation d’un estimateur d’erreur a posteriori et permet de générer des maillages
raffinés respectant la précision prescrite par l’utilisateur. Nous exposons en détails les aspects clés,
théoriques et techniques, impliqués dans l’algorithme considéré pour différentes méthodes basées sur
le raffinement local du pas de maillage pour des éléments quadrangulaires/hexaédriques.

La majorité de ce travail a été publiée dans [148].
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2.1 Introduction : algorithme générique AMR
L’objectif de ce chapitre est de proposer un cadre algorithmique unifié permettant de mettre en

œuvre et comparer différentes méthodes de raffinement adaptatif de maillage. Même si les méthodes
considérées, à savoir les stratégies h-adaptatives, conforme et non-conforme, et la méthode multi-
grille de type LDC, ne sont pas nouvelles, elles n’ont jamais été rigoureusement comparées surtout
dans le cadre de maillages quad/hexa. Par ailleurs, nous proposons formellement des algorithmes de
raffinement de pas de maillage respectant plusieurs contraintes (conformité du maillage ou nombre
limité de nœuds non-conformes) liées à l’utilisation de maillages quad/héxa. Le formalisme AMR
adopté est celui déjà classiquement utilisé dans la littérature, cf. par exemple [150, 151]. Il représente
un processus itératif dont une itération, i = 0, ..., k, est composée de l’ensemble de modules illustré
sur la Figure 2.1.

SOLVE ESTIMATE MARK STOP REFINE

POST-PROCESSING

YES

NO

Figure 2.1: Illustration d’une itération de l’algorithme générique AMR

Ainsi, à partir d’une discrétisation initiale G0 d’un domaine Ω ⊂ RD, une série de maillages
globaux {Gi}ki=1 de plus en plus raffinés localement est produite. Les sous-maillages notés Ĝi, 1 ≤ i ≤
k, (Ĝi ⊂ Gi) rassemblent les éléments raffinés à l’itération de raffinement i. On note T i un élément
du maillage Gi, 0 ≤ i ≤ k. Le processus de raffinement consiste à générer une suite de solutions
approchées {ui}ki=0 qui vise à converger vers une solution acceptable uk approximée sur la dernière
grille Gk visant à satisfaire les exigences de précision.

L’algorithme de raffinement générique proposé ici, cf. Algorithme 1, s’appuie sur les étapes com-
munes illustrées en Figure 2.1.

Nous détaillons dans ce chapitre l’ensemble de modules permettant de mettre en œuvre les dif-
férentes méthodes de raffinement, les estimateurs d’erreur, stratégies de détection des éléments à
raffiner, etc..

Une méthode AMR intègre deux modules SOLVE et REFINE. Les spécificités des méthodes
AMR liées à la résolution du problème donné sont prises en compte dans le module SOLVEMETHOD,
cf. section 2.2. Les algorithmes de la génération des maillages raffinés quad/hexa associés à chaque
méthode AMR considéré (module REFINEMETHOD) sont proposés dans la section 2.6.

Le module ESTIMATE est utilisé afin de rendre la procédure de raffinement automatique grâce
à un estimateur d’erreur a posteriori, cf. section 2.3. Le module MARK consiste à détecter les
éléments à raffiner, cf. section 2.4. Le module STOP vise à vérifier à chaque itération de raffinement
la satisfaction des précisions définies par l’utilisateur, cf. section 2.5. Ces modules sont communs et
indépendants de méthode AMR appliquée.
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Algorithm 1 Algorithme générique de raffinement adaptatif de maillage
Entrée : Tolérance sur l’erreur globale fixée par l’utilisateur εΩ, paramètre de contrôle
de l’erreur locale δ, grille initiale G0
Sortie : Solution convergée
Initialisation : i = 0, Ĝ0 ← G0, booléen stop = faux
tant que stop = faux faire
• ui = SOLVEMETHOD(Gi ou {Ĝg}ig=0)
• {ξT i}T i∈Gi

= ESTIMATE(ui,Gi)
• M0

i = MARK(ui, {ξT i}T i∈Gi
,Gi)

• stop = STOP({ξT i}T i∈Gi
,M0

i , εΩ, δ)
si stop = vrai alors quitter fin si

• Gi+1, Ĝi+1 = REFINEMETHOD(M0
i , {βT i}T i∈Mi

,Gi, Ĝi)
• i← i+ 1

fin tant que

2.2 Résolution du problème : module SOLVE
L’algorithme 1 n’est pas spécifique à un type de physique. Considérons alors un problème géné-

rique (2.1) écrit sous la forme :

(P) :
L(u) = f dans Ω
Conditions aux limites sur ∂Ω

(2.1)

avec L un opérateur différentiel (non linéaire a priori) et f un second membre. Tout type de condi-
tions aux limites est considéré sur ∂Ω tant que le problème (P) est bien posé.

Après discrétisation, le problème suivant doit être résolu sur un maillage noté Gi :

(Pi) :
Li(ui) = f i dans Gi
Conditions aux limites sur ∂Gi

(2.2)

La résolution numérique du problème discret (2.2) avec le module SOLVEMETHOD est effectuée
soit sur une grille globale raffinée localement Gi pour les méthodes h-adaptatives, soit sur un ensemble
de grilles locales {Ĝg}ig=0 pour les méthodes multigrilles locales :

ui = SOLVEMETHOD(Gi ou {Ĝg}ig=0) (2.3)

2.2.1 Méthodes h-adaptatives
Les méthodes h-adaptatives consistent à générer des maillages globaux (couvrant tout le domaine)

raffinés localement dans des zones d’intérêt. Les éléments plus raffinés sont ainsi concentrés dans des
zones où une plus grande précision est nécessaire. La section 2.6.3 est dédiée à la génération de
maillages raffinés. Dans cette partie nous introduisons les modules SOLVE consacrés à la résolution
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d’un problème donné sur un maillage raffiné généré par une méthode h-adaptative.

Méthode h-adaptative hiérarchique non-conforme : module SOLVENCHAM

Le module SOLVENCHAM dédié à la méthode h-adaptative hiérarchique non-conforme (non-
conforming hierarchical h-adaptive method, abrégé NCHAM en anglais), décrit dans l’Algorithme 2.
Comme l’apparition de nœuds non-conformes est inévitable avec des maillages quad/hexa, cette mé-
thode nécessite l’utilisation d’un solveur dédié aux maillages non-conformes. Elle consiste à introduire
tout d’abord les relations de non-conformité afin de maintenir la continuité de la solution, et ensuite
de résoudre le problème (Pi) défini sur le maillage Gi.

Algorithm 2 Module SOLVENCHAM

Entrée : Grille Gi, données du problème
Sortie : Solution ui dans Gi
• Introduction des relations de non-conformité dans (Pi) avec une méthode choisie
• Résolution du problème modifié (Pi) dans Gi pour obtenir ui

Méthode h-adaptative hiérarchique conforme : module SOLVECHAM

La méthode h-adaptative hiérarchique conforme (conforming hierarchical h-adaptive method,
abrégé CHAM, en anglais) vise à générer un maillage conforme raffiné localement à chaque itération
de raffinement i. Le module SOLVECHAM (cf. Algorithme 3) repose sur la résolution standard d’un
problème discret sur le maillage conforme raffiné Gi.

Algorithm 3 Module SOLVECHAM

Entrée : Grille Gi, données du problème
Sortie : Solution ui dans Gi
• Résolution du problème (Pi) dans Gi pour obtenir ui

2.2.2 Méthode Local Defect Correction
La méthode Local Defect Correction est une méthode de raffinement local multiniveau basée

sur une résolution itérative de type multigrille. Partant d’une discrétisation initiale (grossière) du
domaine Ω, des sous-niveaux avec des maillages fins sont ajoutés uniquement localement dans les
zones où la solution n’est pas suffisamment précise. Les problèmes discrets 2.2 définis sur une séquence
de sous-niveaux sont résolus de façon récursive jusqu’à ce que la solution sur le maillage grossier ait
convergée. La résolution de type multigrille se base sur des opérateurs de transfert – opérateurs de
prolongement et de restriction, entre les grilles.

Dans sa version initiale [70, 88, 20], le processus itératif de la méthode LDC est celui tradition-
nellement représenté par une suite de ∧-cycles, cf. Figure 1.14. Cela consiste premièrement à générer
l’ensemble de sous-niveaux, sur lequel, par la suite, le processus itératif multigrille est appliqué.
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Projection of coarse

problem solution

Continuous problem

boundary conditions

(a) (b) (c)

Figure 2.2: Méthode Local Defect Correction avec deux niveaux de maillages : (a) Conditions aux
limites ; (b) Ensemble de nœuds de restriction Ai ; (c) Ensemble de nœuds de correction Åi

Intégrée dans le processus AMR générique (Algorithme 1), la résolution itérative multiniveau
LDC est effectuée sur une séquence de sous-maillages locaux {Ĝg}ig=0 à chaque étape de raffine-
ment i. Le module SOLVELDC est détaillé dans Algorithme 4. On peut noter que l’exécution de
l’algorithme LDC basé sur les ∧-cycles tel que représenté sur la Figure 1.14 à chaque itération i de
l’Algorithme 1, conduit à une version de la méthode LDC basée sur les M -cycles, comme proposé
dans [90], cf. Figure 2.3.

1ère

itération

⋯

Étape de prolongement (transfert d’information du niveau grossier au niveau fin) 

Étape de restriction (transfert d’information du niveau fin au niveau grossier) 

Lissage ou résolution

Initialisation

Itérations 

intermédiaires 

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

⋯

Solution

convergée 

Itérations sur les deux niveaux consécutifs

1ère

itération
Itérations 

intermédiaires 

Itération

finale

Itération

finale

Itérations sur les trois niveaux consécutifs

Figure 2.3: Algorithme itératif multigrilles locales basé sur des M -cycles avec trois sous-niveaux de
maillages {Ĝi}2

i=0 et les opérateurs de transfert

Dans Algorithme 4, nous notons f 0
g la discrétisation du terme source du problème continu f |Ωg

sur Ĝg. La solution grossière initiale u0
0 est obtenue en résolvant (P0) sur Ĝ0 (≡ G0). Nous notons j

l’itération du processus itératif multigrille.
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Algorithm 4 Module SOLVELDC

Entrée : Sous-grilles {Ĝg}ig=0, données du problème, paramètre de convergence τ
Sortie : Solutions {ug}ig=0 sur {Ĝg}ig=0

si i = 0, Ĝ0 ← G0
Résolution du problème (P0) sur Ĝ0 avec le second membre f 0

0 pour obtenir u0
si non
Itération LDC j = 1, booléen convergence = faux
tant que convergence = faux faire
uj0 = uj−1

0 avec u0
0 = u0

pour g = 1, ..., i
si (j = 1 et g < i) alors f 1

g = f g si non f jg = f j−1
g fin si

fin pour
• Étape de prolongement. Résolution sur les sous-grilles fines Ĝg
pour g = 1, ..., i
◦ Application des conditions aux limites sur le bord de sous-grilles ∂Ĝg :
– conditions aux limites du problème continu sur ∂Ĝg ∩ ∂Ω ;
– et conditions aux limites de Dirichlet imposées sur le bord interne fictif
Γfg = ∂Ĝg\(∂Ĝg ∩ ∂Ω). Valeurs de Dirichlet sont dérivées à partir de solutions
directement plus grossières :

ujg,Γf
= Pgg−1(ujg−1)|Γf

g
(2.4)

avec Pgg−1 l’opérateur de prolongement
◦ Résolution du problème (Pg) sur Ĝg avec le second membre f jg pour obtenir ujg
• Étape de restriction. Correction sur les grilles grossières Ĝg
pour g = i− 1, ..., 0
◦ Calcul du déplacement fin restreint ujg+1 dans Ag :

ũjg(x) =
(
Rg
g+1(ujg+1)

)
(x) ∀x ∈ Ag (2.5)

avec Rg
g+1 (6= (Pg+1

g )T) l’opérateur de restriction
◦ Calcul du résidu dans Åg :

rjg(u)(x) =
(
Lgũjg − f 0

g

)
(x) ∀x ∈ Åg (2.6)

◦ Correction du second membre f jg du problème dans Ĝg :

f jg = f 0
g + χÅg

rjg(u) (2.7)

avec χÅg
la fonction caractéristique de Åg : χÅg

=
1 si x ∈ Åg

0 si x /∈ Åg

◦ Résolution du problème (Pg) sur Ĝg avec le second membre corrigé f jg pour mettre
à jour ujg
• Vérification de convergence : si ‖uj

0−u
j−1
0 ‖

‖uj
0‖

≤ τ alors convergence = vrai
j ← j + 1
fin tant que

fin si
ug ← ujg et f g ← f jg ∀g = 0, ..., i
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L’opérateur de prolongement LDC consiste à prescrire les conditions aux limites de type
Dirichlet sur la frontière fictive du niveau fin Ĝg, 1 ≤ g ≤ i, défini comme ∂Ĝg\∂Ω (voir Figure 2.2a).
Les valeurs de Dirichlet sont obtenues à partir de la solution immédiatement plus grossière sur Ĝg−1.

L’opérateur de restriction LDC permet d’obtenir une restriction de la solution fine sur le
maillage immédiatement plus grossier. En pratique, la solution fine est restreinte sur un ensemble
de nœuds Ag ∈ Ĝg, avec Ag constitué de l’ensemble des nœuds de Ĝg strictement inclus dans le
domaine discrétisé par la grille fine Ĝg+1 (cf. Figure 2.2b). Cette solution restreinte sert à obtenir un
résidu (également appelé défaut) agissant comme un second membre supplémentaire sur le problème
grossier permettant de corriger la solution grossière.

L’idée fondamentale de la méthode LDC est de faire tendre le déplacement du problème grossier
vers le déplacement restreint du problème immédiatement plus fin (ujg → ũjg) au sens faible via
le résidu défini sur la zone de recouvrement. La méthode LDC est basée sur la notion d’erreur de
troncature, en supposant que la solution fine peut être vue comme une solution de référence. Afin
de ne pas être pollué par les conditions de Dirichlet fictives imposées sur Γfg , le résidu est calculé sur
un sous-ensemble Åg de Ag

⋃(∂Ĝg ∩ ∂Ω) (cf. Figure 2.2c). L’ensemble Åg est l’ensemble des nœuds
intérieurs de la zone de restriction au sens du schéma de discrétisation : x ∈ Ag

⋃(∂Ĝg ∩ ∂Ω) est
appelé intérieur si Lg(ug(x)) n’implique que ug(y) avec y ∈ Ag

⋃(∂Ĝg ∩ ∂Ω).

Remarque 2.2.1. L’expression (2.7) se base sur l’hypothèse que le résidu du problème fin r̂jg+1 =
R̂g
g+1(Lg+1(uji+1)−f jg+1), avec R̂g

g+1 un opérateur de restriction assurant la conservation des efforts,
est négligeable devant rji :

‖r̂jg+1‖ � ‖rjg‖ (2.8)
Cela implique que la résolution au niveau fin est suffisamment précise, cf. [68].

Remarque 2.2.2. En général, même pour des applications assez complexes, il est observé par de
nombreux auteurs, voir par exemple [82, 81, 71, 88, 102], que quelques itérations sont généralement
suffisantes pour atteindre la convergence.

Notez que les opérateurs de transfert (l’opérateur de prolongement et de restriction) de la mé-
thode LDC affectent uniquement le second membre ce qui permet de conserver les factorisations des
matrices lors du processus itératif. Ainsi, le processus multigrille local est numériquement efficace et
peut être implémenté sans difficulté et de manière non-intrusive dans n’importe quel solveur exis-
tant. De plus, des sous-grilles régulières et (quasi)-uniformes peuvent être utilisées à chaque niveau
conduisant à des problèmes locaux bien conditionnés.

2.3 Estimation d’erreur : module ESTIMATE
Dans Algorithme 1, l’outil permettant de piloter automatiquement l’adaptation du maillage est

l’estimateur d’erreur a posteriori. Le module ESTIMATE, dédié à l’estimation d’erreur, permet à
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partir de la solution discrète ui sur le maillage Gi d’obtenir une distribution élémentaire de l’erreur
estimée :

{ξT i}T i∈Gi
= ESTIMATE(ui,Gi) (2.9)

Comme argumenté au chapitre 1, dans cette thèse nous adoptons l’estimateur d’erreur a posteriori
de Zienkiewicz et Zhu [132, 133], appelé souvent l’estimateur d’erreur ZZ.

Avec cet estimateur, la distribution élémentaire de l’erreur estimée {ξT i}T i∈Gi
est évaluée en

fonction de la différence entre un gradient lissé (ici, le champ de contraintes) σ∗i et le champ discret
σi (obtenu à partir du calcul).

Pour la reconstruction du gradient lissé, nous considérons la procédure introduite dans [132], cf.
argumentation dans l’Annexe A. Le champ de contraintes lissé σ∗i est obtenu par projection sur les
fonctions de base primales (celles des déplacements ici). La distribution d’erreur élément par élément
dans la norme d’énergie est estimée comme :

ξT i = ‖e‖T i '
( ∫

T i
(σ∗i − σi) : (ε∗i − εi) dT i

) 1
2 pour T i ∈ Gi (2.10)

avec ε∗i le champ de déformation associé au champ de contraintes lissé ε∗i = C−1σ∗i . Cette distribution
de l’erreur par éléments est exploitée par la suite afin de détecter des éléments à raffiner.

L’erreur estimée absolue globale est alors obtenue en additionnant les contributions élémentaires :

ξGi
=
( ∑
T i∈Gi

ξ2
T i

) 1
2

(2.11)

2.4 Détection des éléments à raffiner : module MARK
La stratégie de détection des éléments à raffiner (étape de marquage ou marking stage en anglais)

se base soit sur une utilisation qualitative ou quantitative de la distribution élémentaire de l’erreur
estimée.

Approche qualitative. L’approche qualitative repose sur une détection paramétrique des éléments
à raffiner, voir [55, 152, 153, 154] par exemple. Le choix optimal de paramètres n’est pas évident car
il n’est pas directement lié à la précision souhaitée et peut dépendre du problème [89]. Des valeurs
empiriques sont souvent utilisées, ce qui nécessite souvent un processus de raffinement non-imbriqué
afin d’atteindre la précision prescrite par l’utilisateur. Dans ce cas, le maillage final raffiné n’est gé-
néralement pas optimal en terme de degrés de liberté.

Approche quantitative. Dans cette étude, nous nous concentrons sur une procédure de marquage
quantitative reposant sur l’utilisation des critères d’optimalité du maillage. Cette approche consiste
à définir une erreur élémentaire maximale permise en fonction de différentes considérations sur la
distribution de l’erreur dans un maillage optimal, voir [102, 111, 132, 155, 132] par exemple.
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Généralement dans la littérature (voir par exemple [111, 155, 156]), le maillage est supposé ac-
ceptable lorsque la condition suivante est satisfaite :

ξGi

εΩωGi

= 1 (2.12)

avec εΩ la tolérance prescrite sur l’erreur globale et ξGi
l’erreur estimée définie avec (2.11).

Pour l’estimateur d’erreur ZZ [132], l’erreur absolue estimée est pondérée par l’énergie de défor-
mation globale ωGi

obtenue en sommant les contributions élémentaires ωT i :

ωGi
=
( ∑
T i∈Gi

ω2
T i

) 1
2

(2.13)

avec

ωT i = ‖w‖T i '
( ∫

T i
σi : εi dT i +

∫
T i

(σ∗i − σi) : (ε∗i − εi) dT i
) 1

2 pour T i ∈ Gi (2.14)

Dans de nombreuses situations (régions de plasticité localisées, zones de contact, ...) un contrôle
particulier de la précision de calcul est nécessaire. Une solution suffisamment précise dans ces régions
est généralement requise et doit être vérifiée afin de bien quantifier ces phénomènes locaux. Par
conséquent, dans notre étude nous accordons une attention spéciale au contrôle de l’erreur locale et
de la zone critique associée où cette erreur peut être élevée. Donc, une vérification de la précision
imposée localement (par élément) est effectuée. Ainsi, nous souhaitons construire un maillage visant
également à atteindre la précision prescrite par l’utilisateur εΩ sur chaque élément T i ∈ Gi :

ξT i

εΩωT i

= 1 (2.15)

2.4.1 Sous-module OPTIMALITY
Le sous-module OPTIMALITY consiste alors à définir l’erreur maximale élémentaire permise

{ξmaxT i }T i∈Gi
pour un critère d’optimalité du maillage considéré. Cette erreur maximale permise est,

en outre, fonction de la tolérance fixée par l’utilisateur εΩ.
Dans cette étude, nous considérons les critères d’optimalité du maillage introduits par Zienkie-

wicz et Zhu dans [132] (appelé critère ZZ ), Oñate et Bugeda dans [157] (appelé critère OB), et par
Ramière at al. dans [102] (appelé critère LOC ).

Critère ZZ : Distribution égale de l’erreur global.

Suivant l’idée des auteurs, dans le maillage optimal l’erreur doit être répartie de manière égale
entre les éléments (ξmaxT i = const. ∀T i ∈ Gi), voir [132]. L’erreur absolue globale ξmaxGi

est alors définie
comme :

ξmaxGi
=
( ∑
T i∈Gi

(ξmaxT i )2
) 1

2
= (#Gi)

1
2ξmaxT i (2.16)
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Comme dans un maillage optimal, la condition imposée sur l’erreur globale ξmaxGi
= εΩωGi

(dérivée
de la condition (2.12)) doit être satisfaite, l’erreur maximale permise {ξmax,ZZT i }T i∈Gi

fournie par le
sous-module OPTIMALITYZZ s’écrit :

ξmax,ZZT i = εΩωGi

(#Gi)
1
2
∀T i ∈ Gi (2.17)

Le critère d’optimalité de maillage ZZ, reposant sur sur le principe d’équidistribution de l’erreur,
est probablement le critère le plus connu dans la littérature. Cependant, il vise à satisfaire uniquement
la précision globale (2.12). Comme nous nous intéressons en particulier à la satisfaction de l’erreur
locale, ce critère n’est pas d’intérêt pour nos besoins. De plus, comme déjà discuté dans [157], ce
critère peut conduire à un processus de raffinement oscillatoire incohérent de certaines régions du
maillage (pour les méthodes h-adaptatives). Ce critère a été testé sur l’ensemble des exemples nu-
mériques traités dans le chapitre 3 et un tel comportement a également été observé. Par conséquent,
les résultats obtenus avec ce critère ne seront pas présentés par la suite.

Contrairement au critère ZZ, les critères OB et LOC, ciblent à satisfaire à la fois la précision
globale (2.12) ainsi que locale (2.15). Les performances de ces critères sont comparés numériquement
dans le chapitre 3.

Critère OB : Distribution égale de l’erreur spécifique.

Dans [157, 158], les auteurs postulent que la distribution optimale de l’erreur élémentaire devrait
être régie par les mesures des éléments. Le rapport entre le carré de l’erreur élémentaire et la mesure
de l’élément doit être constant sur tout le maillage et égal au rapport antre le carré de l’erreur globale
et la mesure du domaine :

(ξmaxT i )2

µ(T i) =
(ξmaxGi

)2

µ(Ω) ∀Ti ∈ Gi (2.18)

avec µ(T i) la mesure de l’élément T i et µ(Ω) la mesure totale du domaine. En posant la condition
d’optimalité globale de maillage ξmaxGi

= εΩωGi
(Eq. (2.12)), l’erreur maximale élémentaire permise

{ξmax,OBT i }T i∈Gi
fournie par le sous-module OPTIMALITYOB s’écrit :

ξmax,OBT i = εΩωGi

(µ(T i)
µ(Ω)

) 1
2 pour T i ∈ Gi (2.19)

Critère LOC : Erreur locale respectant le seuil.

Un critère local alternatif a été brièvement mentionné dans [157] mais effectivement introduit
et exploité dans [102, 20] dans le contexte des problèmes de mécanique des structures. Il consiste
à prescrire la précision souhaitée directement sur l’erreur élémentaire (Eq. (2.15)), donc l’erreur
maximale permise {ξmax,LOCT i }T i∈Gi

fournie par le sous-module OPTIMALITYLOC s’écrit :

ξmax,LOCT i = εΩωT i pour T i ∈ Gi (2.20)
Comme prouvé dans [102], cela implique automatiquement le respect de la précision globale prescrite
( ξGi

εΩωGi
≤ 1).
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2.4.2 Sous-module DETECT
Le sous-moduleDETECT prend en entrée la distribution d’erreur estimée par élément {ξT i}T i∈Gi

ainsi que l’erreur maximale tolérée {ξmaxT i }T i∈Gi
définie par le sous-module présenté précédemment

OPTIMALITY. Il délivre l’ensemble des éléments marquésM0
i :

M0
i = {T i ∈ Gi; ξT i > ξmaxT i } (2.21)

Il faut noter que pour l’approche LDC ou toute stratégie de raffinement impliquant des zones de
raffinement imbriquées, les éléments à raffiner sont sélectionnés dans la sous-grille Ĝi, de la manière
suivante :

M0
i ⊂ Ĝi ∀i (2.22)

Notons que les quantités impliquant Gi pour la définition de ξmaxT i (ωGi
, #Gi, etc.) sont évaluées sur

le maillage global (éventuellement composite) Gi.

Remarque 2.4.1. L’utilisation d’une stratégie de marquage quantitatif conduit le plus souvent na-
turellement à des régions raffinées imbriquées, construites pour une tolérance d’erreur donnée εΩ,
sans pénaliser les performances des méthodes h-adaptatives.

2.5 Critères d’arrêt : module STOP
Le module STOP retourne un booléen stop qui indique si les critères d’arrêt choisis ont été

satisfaits ou non.
Dans le scénario idéal, un processus de raffinement devrait atteindre :

M0
i = ∅ (2.23)

Cependant, comme la solution peut converger très lentement près d’une singularité, le respect de
la condition (2.23) peut conduire à un raffinement coûteux. Ainsi, une pratique courante consiste à
imposer d’autres critères d’arrêt qui permettent d’arrêter le processus de raffinement une fois que le
maillage est considéré acceptable.

Dans la littérature, on trouve souvent des critères d’arrêt du processus de raffinement indépen-
dants de la précision souhaitée. Ces critères sont imposés a priori et permettent d’arrêter le raffine-
ment quand le nombre d’itérations de raffinement i atteint une valeur définie, cf. [55, 89, 159, 160],
ou le nombre d’éléments à raffiner (#M0

i ) est égal à un nombre minimal prédéfini, cf. [88].

Dans cette étude, nous nous intéressons à la vérification de la précision globale et locale. Les deux
critères d’arrêt suivants doivent donc être satisfaits pour arrêter le processus de raffinement :

Critère global. Le respect de la précision globale est vérifié avec la condition suivante :

ξGi

εΩωGi

≤ 1 (2.24)
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Critère local. Le respect de la précision locale est vérifié en se basant sur le critère d’arrêt local, ini-
tialement proposé dans [102]. Il consiste à contrôler la zone où la précision locale n’est pas respectée :

µ(ΩM0
i
)

µ(Ω) ≤ δ (2.25)

avec µ(ΩM0
i
) la mesure de la zone détectée ΩM0

i
= {⋃ T̄ i; T i ∈ M0

i } et δ le paramètre de contrôle
de l’erreur locale prescrit par l’utilisateur (δ ≤ 1).

L’application du critère d’arrêt (2.25) permet de respecter le critère d’optimalité du maillage
considéré sur (1−δ)×100% du domaine. Ce critère d’arrêt est intéressant car il permet de déterminer
automatiquement une approximation discrète de la région critique (zone de singularité), voir [102]
pour plus de détails.

Remarque 2.5.1. En imposant δ = 1, uniquement le respect du critère d’arrêt global (2.12) est
garanti, alors qu’en choisissant δ = 0, la condition (2.23) pourrait être atteinte.

Si les deux critères d’arrêt sont satisfaits, nous attribuons au booléen stop la variable vrai, ce qui
permet d’arrêter le processus de raffinement.

2.6 Raffinement du maillage : module REFINE

2.6.1 Ratio de raffinement : sous-module RATIO
Le sous-module RATIO est utilisé pour calculer le ratio de raffinement β0

T i ∈ N+ pour T i ∈M0
i .

Ce ratio est appliqué aux éléments détectés afin de générer le maillage raffiné. Dans ce travail, l’in-
fluence de différents choix de ratios de raffinement est étudiée. Nous considérons ici trois façons
possibles d’obtenir le ratio de raffinement β0

T i .

Ratio de raffinement uniforme fixé.

La stratégie la plus simple consiste à raffiner les éléments marqués avec un ratio de raffinement
uniforme fixé :

β0,fix
T i = const ∀T i ∈M0

i , ∀i (2.26)
Cette approche permet de raffiner progressivement le maillage.

Dans cette étude, la valeur suivante est choisie :

β0,fix
T i = 2 (2.27)

C’est un choix naturel dans les simulations industrielles (voir par exemple [88, 20, 40, 161]).

Ratio de raffinement ajusté.

La seconde approche vise à minimiser le nombre d’étapes de raffinement (nombre maximal de i
dans l’Algorithme 1) en utilisant un ratio de raffinement ajusté.
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Pour calculer le ratio de raffinement ajusté β0,adj
T i , un ansatz de l’estimation d’erreur locale a priori

[132] obtenu en se basant sur l’estimation d’erreur globale a priori [103], cf. l’expression (1.10), est
généralement utilisé :

ξT i = O(CT ihαT i) (2.28)
avec CT i une constante dépendante du pas de maillage et α = min(q, p) avec q le paramètre dépendant
du problème et p le dégré des fonctions d’interpolation éléments finis, cf. Eq. (1.10). Cependant,
comme le paramètre q est difficile à évaluer et est propre à un problème traité, il est commun de
choisir α = p avec p connu a priori. De plus, afin de déterminer facilement β0,adj

T i , dans la littérature
la constante CT i est supposée indépendante de l’élément T i : CT i ' C.

Le ratio de raffinement ajusté est défini comme suit :

β0,adj
T i = hT i

hT i+1
pour T i ∈M0

i (2.29)

avec hT i+1 et hT i étant respectivement le pas du maillage raffiné souhaité et le pas du maillage courant.

Par définition, l’erreur élémentaire ξT i requise pour le maillage Gi+1 est égale à l’erreur maximale
permise ξmaxT i obtenue avec le sous-module OPTIMALITY. En considérant les expressions (2.28)
et (2.29), nous obtenons le résultat suivant :

β0,adj
T i =


(
ξT i

ξmaxT i

) 1
p

 pour T i ∈M0
i (2.30)

où d·e consiste à arrondir la valeur obtenue vers l’entier supérieur la plus proche.

En utilisant l’expression de ξmaxT i donnée par les équations (2.17), (2.19) et (2.20) pour les critères
ZZ, OB et LOC, respectivement, les ratios de raffinement ajustés sont respectivement :

β0,ZZ
T i =

⌈(
ξT i

εΩωGi

(#Gi)
1
2

) 1
p

⌉
pour T i ∈M0,ZZ

i (2.31)

β0,OB
T i =

⌈(
ξT i

εΩωGi

( µ(Ω)
µ(T i)

) 1
2
) 1

p

⌉
pour T i ∈M0,OB

i (2.32)

β0,LOC
T i =

⌈(
ξT i

εΩωT i

) 1
p

⌉
pour T i ∈M0,LOC

i (2.33)

Remarque 2.6.1. Dans cette thèse des éléments finis bi- ou trilinéaires sont utilisés pour discrétiser
les problèmes. L’ordre polynomial des fonctions d’interpolation est alors p = 1.

Remarque 2.6.2. La stratégie du ratio de raffinement ajusté ne correspond pas à la philosophie
de la méthode LDC (génération de sous-grilles (quasi)-uniformes) et reviendrait à appliquer une
approche h-adaptative sur chaque sous-grille, ce qui n’est pas le but de cette étude. Afin de maintenir
la stratégie LDC inchangée, le ratio ajusté ne sera pas couplé à la méthode LDC.
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Ratio de raffinement moyen ajusté.

Le but de cette troisième approche est de conserver un raffinement progressif du maillage, mais en
appliquant un ratio de raffinement automatiquement réajusté à chaque étape de raffinement. Le ratio
de raffinement moyen ajusté est obtenu par pondération des valeurs des ratios ajustés par rapport
aux mesures des éléments :

β̄0
T i =


1

µ(ΩM0
i
)
∑

T i∈M0
i

β0,adj
T i · µ(T i)

 pour T i ∈M0
i (2.34)

où β0,adj
T i représente un ratio de raffinement ajusté (cf. équations (2.31), (2.32) et (2.33)), µ(T i) la

mesure d’élément T i et µ(ΩM0
i
) la mesure totale de la zone détectée.

2.6.2 Introduction de zone de sécurité : sous-module SAFE_ZONE
Afin de nous assurer que les zones de raffinement capturent correctement les phénomènes d’intérêt,

nous introduisons une zone dite de sécurité. Ce processus consiste à agrandir la zone marquéeM0
i en

ajoutant des couches supplémentaires d’éléments, quelle que soit la stratégie de raffinement. Cette
pratique est courante dans la littérature (cf. [162, 102]).

ℓ = 1 ℓ = 1, e = 1 ℓ = 1, e = 1 ℓ = 1, e = 2 ℓ = 1, e = 2
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ℳ𝑖
∗

ℳ𝑖
0

𝒵0
𝐿2

𝒵0
𝐿1 𝒵

𝐿1 𝒵
𝐿1

𝒵
∗𝐿1

𝒵
𝐿1 𝒵

𝐿1

𝒵
∗𝐿1

𝒵
𝐿1

𝒵
𝐿1

𝒵
𝐿2

𝒵
𝐿1

𝒵
𝐿2

𝒵
∗𝐿2 𝒵

𝐿2

𝒵
𝐿1 𝒵

𝐿1

𝒵
𝐿2

𝒵
∗𝐿2

𝒵
𝐿2

𝒵
𝐿1

Figure 2.4: Illustration du sous-module SAFE_ZONE. Maillage Gi et zone marquée M0
i =

ZL1
0
⋃ZL2

0 avec β0
T i∈ZL1

0
= L1 et β0

T i∈ZL2
0

= L2 avec L1 > L2. Alors, L = {L1, L2} et ` = 1, ...,#L
se réfèrent à `ème zone de raffinement (avec β0 = L`). L’index e = 1, ..., nbsafe indique la couche
d’éléments ajoutée (ici nbsafe = 2). Génération de la zone de sécurité Z∗L1 et Z∗L2 . Maillage Gi et
zone marquée élargieM∗

i

En appliquant un ratio de raffinement uniforme (β0,fix
T i ou β̄0

T i), des couches d’éléments avec
le même ratio de raffinement sont simplement ajoutées à l’ensemble M0

i . En appliquant le ratio
ajusté β0,adj

T i , chaque sous-ensemble d’éléments deM0
i ayant le même ratio de raffinement est élargi

individuellement (voir Figure 2.4).
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Le sous-module SAFE_ZONE, détaillé dans Algorithme 5, donne en sortie la zone marquée
élargieM∗

i ainsi que les ratios de raffinement correspondants {β∗T i}T i∈M∗i . On note que si nbsafe = 0
est choisi, on définitM∗

i :=M0
i et {β∗T i}T i∈M∗i := {β0

T i}T i∈M0
i
.

Définition 2.6.3. Voisin par sommet. Dans les Algorithmes 5 et 6, un élément est appelé voisin
par sommet à T i s’il partage au moins un sommet avec T i.

Algorithm 5 Sous-module SAFE_ZONE
Entrée : Nombre des couches d’éléments à ajouter dans la zone de sécurité nbsafe,
zone marquée M0

i , ratio de raffinement {β0
T i}T i∈M0

i
, grille G̃i = Gi pour les méthodes

h-adaptatives ou G̃i = Ĝi pour la méthode LDC
Sortie : Zone marquée élargie M∗

i et l’ensemble de ratios de raffinement {β∗T i}T i∈M∗i
Initialisation :
Stockage des valeurs uniques des éléments de {β0

T i}T i∈M0
i
dans une liste L

M∗
i =M0

i

β∗T i = β0
T i ∀T i ∈M∗

i

pour ` = 1, ...,#L faire
L` la `ème valeur de la liste L
ZL` = {T i ∈M∗

i ; β∗T i = L`}
Z−L` = {T i ∈M∗

i ; β∗T i < L`}
⋃{G̃i\M∗

i }
pour e = 1...nbsafe faire
Z∗L`
i = {T i ∈ Z−L` ; T i est le voisin par sommet à au moins un élément de ZL`}

β∗T i = L` ∀T i ∈ Z∗L`

Mise à jour :
ZL` ← ZL`

⋃Z∗L`

Z−L` ← Z−L`\Z∗L`

M∗ ←M∗
i

⋃Z∗L`

fin pour
fin pour

2.6.3 Correction du ratio de raffinement : sous-module UPDATE_RATIO
Durant cette thèse un effort particulier a été consacré afin de proposer des algorithmes de généra-

tion de maillages génériques afin qu’ils soient applicables à différentes géométries (problèmes bi- ou
tridimensionnels), maillages de départ, etc.. Dans le module de raffinementREFINE, le sous-module
appelé ici UPDATE_RATIO, joue un rôle crucial.

En effet, dans de nombreuses situations, dues aux caractéristiques méthodologiques d’une mé-
thode AMR donnée, certains éléments du maillage peuvent être affectés par le raffinement des élé-
ments voisins. Autrement dit, le raffinement d’éléments non-marqués initialement, ou la modification
du ratio de raffinement de certains éléments peuvent être nécessaires. Cela se produit notamment
lorsqu’il faut rendre le maillage conforme (h-adaptivité conforme), ou lors de la restriction du degré
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d’irrégularité du maillage (h-adaptivité non-conforme).

Naturellement, le raffinement hiérarchique de maillage repose sur une division isotrope des élé-
ments, visant à diviser uniformément un élément T i en βDT i éléments. Pour ce faire, chaque arête de
l’élément T i est uniformément divisé en βT i segments. Cependant, la stratégie h-adaptative conforme
impose un raffinement anisotrope dans certains régions conduisant à imposer des ratios de raffinement
non-uniformes aux bords de l’élément T i.

Définition 2.6.4. Groupe d’arêtes. Nous considérons une partition des bords d’un élément T i en
D groupes d’arêtes noté EdT i, d = 1, ..., D. Chaque groupe d’arêtes est composé de 2D−1 arêtes qui ne
partagent aucun sommet (également appelés bords topologiquement parallèles dans la littérature [37,
163]), voir Figures 2.6 et 2.7.

Ainsi, par souci de généralité, nous supposons une formulation générique du ratio de raffinement
associé à un élément T i. Soit β

T i un ensemble de D ratios de raffinement :

β
T i = {βdT i}Dd=1 (2.35)

où le rapport de raffinement βdT i est assigné au dème groupe d’arêtes EdT i .

Les sous-modulesUPDATE_RATIOMETHOD dédiés à chaque technique AMR considérée four-
nissent les zones finales à raffiner Mi et les ratios de raffinement associés. Nous présentons par la
suite ces sous-modules pour chaque méthode AMR considérée.

Sous-module UPDATE_RATIOLDC

La philosophie de la méthode LDC consiste à générer des sous-grilles locales (quasi)-uniformes
à chaque étape de raffinement. Ainsi, seul les ratios de raffinement uniformes seront appliqués à
tous les éléments marqués (cf. ratio de raffinement uniforme fixé ou moyen ajusté). Le sous-module
UPDATE_RATIOLDC ne fournit donc aucune modification de la zone marquée ni du ratio de
raffinement définis précédemment. Nous avons :

Mi =M∗
i (2.36)

et
β
T i = {βdT i}Dd=1, avec βdT i = β∗,fixT i ou β̄∗T i ∀d = 1, ..., D et ∀T i ∈Mi (2.37)

Sous-module UPDATE_RATIONCHAM

Pour la méthode h-adaptative hiérarchique non-conforme (NCHAM), nous adoptons la one-
irregularity rule (également appelé one-hanging node rule) argumenté dans [119, 151], qui est lar-
gement utilisée dans la littérature. Il en résulte une restriction du nombre de nœuds irréguliers sur
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chaque bord. Une telle restriction présente de nombreux avantages : elle permet d’assurer un raffi-
nement progressif (avec des éléments voisins n’ayant pas de tailles très différentes), de garantir que
chaque élément est le support d’un nombre limité de fonctions de base, ainsi que d’assurer la précision
de la solution.

Pour sa mise en œuvre, nous imposons uniquement les valeurs du ratio de raffinement βT i = 2m,
m ∈ N. Pour ce faire, les valeurs de ratio de raffinement calculées sont d’abord corrigées :

βcorrT i = 2min(argmin|2m−β∗
T i |) pour T i ∈M∗

i (2.38)

Nous définissons ensuite le niveau de raffinement total, noté BT i , pour chaque élément de maillage
comme :

BT i = BT i−1βcorrT i (2.39)
avec BT−1 := 1 et βcorrT i = 1 pour T i ∈ Gi\M∗

i . La règle one-irregularity rule est garantie si le rapport
entre le niveau total de raffinement de deux éléments voisins (plus grande valeur deBT i sur plus petite
valeur) est égale à 2. La correction des ratios de raffinement des éléments n’obéissant pas à cette
exigence est effectuée. Cela peut potentiellement entraîner l’élargissement de l’ensemble des éléments
marquésM∗

i , comme illustré sur la Figure 2.5.
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Figure 2.5: Illustration du sous-module UPDATE_RATIONCHAM. Maillage initial G0. Zone
marquée sur la grille G0 :M∗

0 = ZL1
0
⋃ZL2

0 avec B
T 0∈ZL1

0
= L1 et B

T 0∈ZL2
0

= L2 avec L1 > L2. Alors,
L = {L1, L2}. Maillage G0 avec la zone à raffinerM0 incluant la zone de transition. Maillage global
raffiné G1 et sous-maillage Ĝ1

L’algorithme 6 fournit les détails d’implémentation de la méthode h-adaptative non-conforme
tenant compte de la règle one-irregularity rule décrite précédemment.
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Algorithm 6 Sous-module UPDATE_RATIONCHAM

Entrée : Zone marquée M∗
i , ratios de raffinement {β∗T i}T i∈M∗i , grille Gi

Sortie : Zone à raffiner Mi et ratios de raffinement associés {β
T i}T i∈Mi

si i = 0 alors BT−1 = 1 fin si
si il existe une valeur unique de {β∗T i}T i∈M∗i et Gi\M∗

i = ∅
Mi =M∗

i

βcorrT i = β∗T i

si non
Initialisation :
β∗T i = 1 ∀T i ∈ Gi\M∗

i

Correction du ratio de raffinement :

βcorrT i = 2min(argmin|2m−β∗
T i |) (2.40)

Calcul du niveau total de raffinement BT i ∀T i ∈ Gi :

BT i = BT i−1βcorrT i avec T i ⊂ T i−1 et T i−1 ∈ Gi−1 (2.41)

Stockage des valeurs uniques des éléments de {BT i}T i∈Gi
dans une liste L

` = 1
tant que ` 6= #L faire
ZL` = {T i ∈ Gi; BT i = L`}
Z−L` = {T i ∈ Gi; BT i < L`}
Z∗L`
i = {T i ∈ Z−L` ; T i est le voisin par sommet à au moins un élément de ZL`}

pour tout T i ∈ Z∗L`
i tel que BT i 6= L`/2 faire

BT i = L`/2 et βcorrT i = [BT i/BT i−1 ] pour T i ⊂ T i−1 et T i−1 ∈ Gi−1
si BT i /∈ L alors introduire BT i dans la liste L et mettre à jour #L fin si
`← `+ 1

fin pour
fin tant que
M = { T i ∈ Gi; βcorrT i > 1}

fin si
β
T i = {βdT i}Dd=1, avec βdT i = βcorrT i ∀d = 1, ..., D et ∀T i ∈Mi
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Sous-module UPDATE_RATIOCHAM

La méthode h-adaptative hiérarchique conforme (CHAM) consiste à conserver la conformité du
maillage pendant tout le processus de raffinement. Lors du raffinement hiérarchique de maillage ne
faisant intervenir que des éléments quadrangulaires ou hexaédriques, les nœuds non-conformes sont
éliminés en propageant la subdivision des éléments au-delà de l’ensemble des éléments marquésM∗

i .
Comme mentionné précédemment, nous nous appuyons ici sur le raffinement h-adaptatif hiérar-

chique conforme inspiré par des techniques basées sur sheets operations [34, 35]. Plus précisément,
nous adoptons une approche de type dicing visant à restaurer la conformité du maillage grâce au
raffinement par couches.

Le sous-module UPDATE_RATIOCHAM est détaillé dans l’Algorithme 7.

Algorithm 7 Sous-module UPDATE_RATIOCHAM

Entrée : Zone marquée M∗
i , ratios de raffinement {β∗T i}T i∈M∗i , grille Gi

Sortie : Zone à raffiner Mi et ratios de raffinement associés {β
T i}T i∈Mi

Initialisation :
Mi =M∗

i

Rangement des éléments T i deM∗
i dans un ensemble S triés par β∗T i dans l’ordre

décroissant
βdT i = 1, ∀d = 1, ..., D et ∀T i ∈ Gi\M∗

i

F ← ∅
pour j = 1, ...,#S
T ∗i = jème élément de S
pour d = 1, ..., D
si EdT ∗i /∈ F alors
βdT ∗i = β∗T ∗i
Ldj = T ∗i

Fdj = EdT ∗i
N = {EkT i ; k ∈ {1, .., D}, T i ∈ Gi\T ∗i, EkT i

⋂ EdT ∗i 6= ∅}
tant que N 6= ∅ faire
βkT i = β∗T ∗i ∀{k, T i} tel que EkT i ∈ N
Fdj ← Fdj

⋃N
Ldj ← Ldj

⋃{T i ∈ Gi\Ldj ; EkT i ∈ N}
N = {EkT i ; k ∈ {1, .., D}, EkT i /∈ Fdj , EkT i

⋂Fdj 6= ∅}
fin tant que
Mi ←Mi

⋃Ldj
F ← F ⋃Fdj

fin si
fin pour

fin pour
β
T i = {βdT i}Dd=1, ∀d = 1, ..., D et ∀T i ∈Mi
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Figure 2.6: Illustration du sous-module UPDATE_RATIOCHAM. Maillage initial G0. Zone mar-
quée sur la grille G0 :M∗

0 avec β∗T i . Construction des couches d’éléments Ldj et correction de ratios
de raffinement assignés aux groupes des arêtes EdT i des éléments ∀T i ∈ Ldj . Maillage avec la zone à
raffinerM0 incluant la zone de transition et maillage raffiné G1

Dans ce qui suit on décrit le principe général du l’Algorithme 7. On construit récursivement des
couches (ou feuilles) Ldj d’éléments associés au groupe d’arêtes EdT ∗i du jème élément marqué T ∗i dans
M∗

i . D’abord tous les éléments partageant au moins une arête de EdT ∗i sont ajoutés dans la couche.
On identifie alors les groupes d’arêtes associés aux éléments de la couche. Ces nouveaux groupes
d’arêtes sont ensuite utilisés pour étendre la couche d’éléments jusqu’à ce qu’aucun nouvel élément
partageant les arêtes identifiés soit trouvé. La construction de telles couches est représentée sur la
Figure 2.6 pour un cas bidimensionnel et en Figure 2.7 pour un cas tridimensionnel.

Sur les groupes d’arêtes identifiés associés à la couche, nous attribuons le rapport maximal de
raffinement des éléments T i ∈ Ldj . Par souci d’optimalité, dans l’algorithme 7 (et illustré dans la
Figure 2.6) l’ensemble des éléments marqués M∗

i est donc initialement trié par β∗T i dans l’ordre
décroissant.

L’algorithme 7 peut être facilement implémenté dans n’importe quel code de calcul existant et
permet de conserver la structure d’origine (topologie géométrique) du maillage. Cet algorithme est
générique, en particulier il peut traiter des maillages non-structurés et des couches qui se croisent.
Cependant, cette stratégie est surtout intéressante pour des maillages cartésiens structurés, car l’al-
gorithme peut alors être simplifié puisque l’indice k est dans ce cas égal à l’indice d représentant la
direction du maillage (cf. produit tensoriel sous-jacent des maillages cartésiens), voir Figures 2.6 et
2.7. Notons qu’en utilisant un tel algorithme, le déraffinement du maillage est simplifié.

2.6.4 Division d’éléments : sous-module DIVIDE
Le raffinement des éléments est effectué avec le sous-moduleDIVIDE(T i, β

T i) qui prend en entrée
un élément T i avec le l’ensemble des ratios de raffinement correspondant β

T i et produit l’ensemble
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Figure 2.7: Illustration des couches des éléments Ldj et de groupes des arêtes EdT i pour un cas 3D

des éléments raffinés. Ce sous-module vise à diviser uniformément chaque arête des groupes d’arêtes
{EdT i}Dd=1 d’un élément T i en βdT i (d = 1, ..., D) segments égaux. L’ensemble des éléments raffinés est
ensuite généré en rejoignant les nœuds opposés obtenus, faisant un pavage en éléments quadrilatères
(2D) ou hexaédriques (3D) de l’élément d’origine T i. Le sous-module DIVIDE est représenté sur la
Figure 2.8a pour le cas bidimensionnel et sur la Figure 2.8b pour le cas tridimensionnel.
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Figure 2.8: Exemple du sous-module DIVIDE(T i, β
T i) pour un éléments T i et l’ensemble des

éléments raffinés résultant ⋃T i+1 ⊂ T i ; (a) DIVIDE2D et (b) DIVIDE3D

Le sous-module DIVIDE appliqué sur une zone s’écrit de manière suivante :

DIVIDE(Mi, {βT i}T i∈Mi
) =

⋃
T i∈Mi

DIVIDE(T i, β
T i) (2.42)
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2.6.5 Nouveau maillage : sous-module NEW_MESH

Le sous-module NEW_MESH génère une sous-grille locale notée Ĝi+1 correspondant au raffine-
ment deMi, et un maillage global raffiné localement noté Gi+1 couvrant tout le domaine de calcul Ω.
Ce dernier correspond au nouveau maillage pour les méthodes h-adaptative et à la grille composite
pour la méthode LDC.

Gi+1, Ĝi+1 = NEW_MESH(Mi, {βT i}T i∈Mi
,Gi, Ĝi) (2.43)

avec la sous-grille raffinée Ĝi+1 :

Ĝi+1 = DIVIDE(Mi, {βT i}T i∈Mi
) (2.44)

et la grille globale (composite) Gi+1 :

Gi+1 = {Gi\Mi}
⋃
{Ĝi+1} (2.45)

Remarque 2.6.5. Dans le cas de zones raffinées imbriquées, la grille Gi+1 peut être également définie
comme :

Gi+1 = {
⋃

l=0,...,i
Ĝl \Ml}

⋃
{Ĝi+1} (2.46)

2.7 Remarques sur la parallélisation
Dans le contexte actuel de déploiement du calcul haute performance, une des questions impor-

tantes à aborder concerne le fonctionnement en environnement parallèle de l’ensemble des modules
présentés précédemment.

Certaines stratégies étudiées ne sont pas triviales vis-à-vis de la parallélisation (méthode h-
adaptative conforme, ratio ajusté pour l’approche h-adaptative non-conforme). Pour ces approches
la question de la parallélisation est toujours ouverte. D’un autre côté, l’approche h-adaptative non-
conforme avec le ratio fixé et la méthode LDC semblent être bien adaptées pour fonctionner dans un
environnement parallèle. De plus, ces derniers semblent être les plus attrayants en terme d’efficacité.

Pour l’approche h-adaptative conforme, tout type de ratio de raffinement appliqué conduit au
raffinement non-local. Les parties éloignées du maillage doivent être traitées ensemble (voir sous-
module UPDATE_RATIOCHAM). Cela induit un nombre important de communications ainsi
que de méta-données créées pour générer le maillage raffiné. Cette méthode impliquerait sûrement
de construire un algorithme parallèle dédié pour pallier ce problème de communication.

Des ratios de raffinement ajustés peuvent avoir un impact sur la mise en œuvre parallèle de
l’approche h-adaptative non-conforme uniquement si la règle one-irregularity rule doit être respectée,
voir module UPDATE_RATIONCHAM. Cela s’explique par le fait que les ratios de raffinement de
certains éléments doivent être modifiés en fonction des ratios de raffinement assignés aux éléments
voisins. Dans le cas où la règle one-irregularity rule ne doit pas être respectée, les différentes parties
de maillages peuvent être traitées séparément. Toutefois, si le ratio maximal autorisé est limité (à 8
par exemple), le nombre de pas de synchronisation sera également limité.
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La méthode LDC ne pose pas de problème de parallélisation du côté de la génération de maillage
car UPDATE_RATIOLDC n’implique pas de modification des ratios de raffinement.

Quelle que soit l’approche AMR et le ratio de raffinement, le sous-module DIVIDE est entiè-
rement parallélisable. Il peut être appliqué par éléments ou par groupes d’éléments une fois que les
ratios de raffinement sont assignés à tous les éléments du maillage. Seul l’assemblage final du maillage
est à effectuer sur le processeur maître. La possibilité de s’appuyer sur le (re)maillage parallèle est
très bénéfique dans le sens où il est souvent impossible stocker et de manipuler les maillages en
utilisant la mémoire d’un ordinateur seulement.

2.8 Bilan du chapitre
Dans ce chapitre nous avons mis sous un même formalisme AMR des méthodes de raffinement

local de pas de maillage basées sur des algorithmes de résolution et de raffinement conceptuellement
différents. Nous avons alors proposé des algorithmes associés à la mise en œuvre des techniques h-
adaptatives et de la méthode multigrille locale LDC. Les spécificités des processus de génération de
maillages quadrilatéraux/hexaédriques raffinés hiérarchiquement sont détaillées pour chaque méthode
AMR. Malgré le fait que ces méthodes AMR exploitent le raffinement du pas de maillage h, le
raffinement des maillages est soumis à de nombreuses contraintes : soit de conserver la conformité,
soit de restreindre le degré de la non-conformité, soit de générer les maillages sur plusieurs niveaux.
Les spécificités des maillages générés conditionnent les processus de résolution qui ont été également
explicités dans ce chapitre.

Au-delà des méthodes AMR, nous avons présenté de façon détaillée les modules auxiliaires per-
mettant d’exécuter l’algorithme de raffinement adaptatif de maillage. Le raffinement est effectué
automatiquement de façon à satisfaire les précisions (erreurs globales et locales) prescrites par l’uti-
lisateur. Le formalisme adopté permet d’intégrer et d’étudier plusieurs options : estimateur d’erreur,
critères de raffinement (détection des éléments à raffiner et ratios de raffinement) et critères d’arrêt.

Le chapitre suivant est dédié à la mise en oeuvre pratique des algorithmes exposés dans ce chapitre,
permettant une comparaison numérique objective des performances des différentes méthodes AMR.



Chapitre 3

Comparaison numérique des méthodes de
raffinement de pas de maillage

L’objectif de ce chapitre est de mettre en œuvre informatiquement l’algorithme de raffinement
proposé dans le chapitre 3 intégrant plusieurs options (méthodes AMR, stratégies de détection des
éléments à raffiner, ratios de raffinement, etc.). Nous nous focalisons ici sur une étude comparative
des performances des méthodes de raffinement de pas de maillage sur un problème élastostatique.

Pour cette comparaison nous avons choisi des applications 2D et 3D avec des complexités diffé-
rentes : benchmark académique, ainsi que cas test issus de la problématique nucléaire représentant
l’IPG.

La majorité des résultats présentés dans ce chapitre a été publiée dans dans [148].
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3.1 Introduction
Ce chapitre est consacré à une étude comparative de la méthode multiniveau Local Defect Cor-

rection avec les méthodes AMR les plus utilisées dans la littérature – les méthodes h-adaptatives.
D’un point de vue théorique, la méthode LDC peut être vue comme une stratégie h-adaptative non-
conforme où chaque sous-niveau est résolu séparément de façon conforme (processus itératif) [81].
Ces approches ont alors le même estimateur d’erreur a priori : elles convergent avec le même ordre en
pas de maillage grossier et fin. Malgré ces caractéristiques théoriques très proches la méthode LDC
n’a jamais été comparée à des méthodes h-adaptatives auparavant.

Dans ce chapitre, nous nous appuyons sur un algorithme de raffinement de maillage (introduit
au chapitre 2) entièrement automatique visant à satisfaire les exigences de précision fixées. La mise
en scène des trois méthodes AMR sous un même formalisme algorithmique permet une comparaison
la plus objective possible.

Motivés par l’intérêt et les potentialités offertes par les maillages quad/hexa (cf. section 1.3.2),
nous effectuons l’étude comparative avec des éléments finis Q1 (donc interpolation bi ou trilinéaire
est utilisée).

Une étude auxiliaire portant sur le choix des différentes stratégies de détection des éléments à
raffiner, ainsi que des ratios de raffinement est également menée. Les stratégies les plus performantes
numériquement sont alors déterminées pour des maillages quad/hexa.

Nous avons intentionnellement choisi d’effectuer cette étude sur le benchmark académique connu
de la plaque trouée souvent utilisé dans la littérature pour tester les performances de méthodes numé-
riques. Les applications issues de la problématique industrielle du nucléaire, à savoir le phénomène de
l’Interaction mécanique Pastille-Gaine, cf. section 1.1.2 sont également considérées. L’ensemble des
cas test représentant l’IPG sont des défis réalistes qui nécessitent l’application d’outils numériques
efficaces afin de pouvoir les résoudre. Il est donc intéressant de tester les approches AMR dans ce
contexte.

3.2 Généralités
Le processus générique de raffinement adaptatif de maillage intégrant l’ensemble de modules

introduits au chapitre 2 a été implémenté via le logiciel Cast3M [164] – solveur par éléments finis
développé par le CEA. L’implémentation est effectuée de façon séquentielle. Les calculs ont été
effectués sur un cluster de 240 Go de RAM afin de permettre d’avoir le plus de résultats possibles
sur des maillages fins, notamment pour la méthode h-adaptative conforme.
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3.2.1 Problème considéré
Pour cette étude, on se place dans un cadre élastostatique linéaire. Nous rappelons ici le problème

considéré présenté dans la section 1.4.1 :

div σ(u) = 0 dans Ω

σ(u) = E

1 + ν

(
ε(u) + ν

1− 2ν tr(ε(u))I
)

dans Ω

ε(u) = 1
2(grad u+ gradT u) dans Ω

Conditions aux limites sur ∂Ω

(3.1)

avec E le module de Young, ν le coefficient de Poisson, “tr” l’opérateur de trace et I la matrice identité.

Pour cette étude comparative, chaque problème linéaire discret associé défini soit sur le maillage
global Gi ou sur chaque sous-maillage Ĝi est résolu avec le même solveur linéaire direct (basé ici
sur une factorisation de Crout). Un solveur direct est utilisé, notamment dans le but de pouvoir à
terme traiter plus facilement des problèmes de contact. L’utilisation du même solveur linéaire pour
les systèmes issus des trois méthodes AMR permet à la comparaison d’être la plus juste possible.

3.2.2 Détails pratiques de la mise en œuvre des méthodes AMR
La résolution du problème avec l’approche h-adaptative conforme, cf. module SOLVECHAM

et l’Algorithme 3 associé, n’implique pas de difficultés particulières comme les maillages conformes
sont générés.

Les aspects liés à la résolution du problème avec l’approche h-adaptative non-conforme sont
pris en compte dans le module SOLVENCHAM, cf. l’Algorithme 2. Pratiquement, nous imposons
aux déplacements sur les hanging nodes à suivre une combinaison linéaire des déplacements de la
face de l’élément grossier sur laquelle il se situe. Une raideur associée à ces relations est construite.
Cette raideur est ensuite prise en compte via des multiplicateurs de Lagrange [29] au moment de
l’assemblage des matrices de rigidité. Une condensation statique des multiplicateurs de Lagrange et
des inconnues non-conformes associées est effectuée pour éviter la résolution d’un problème de point-
selle. Nous illustrons sur la Figure 3.1 les relations de compatibilité pour les cas bi- et tridimensionnels.

Concernant la méthode Local Defect Correction, la résolution itérative de type multigrille
est effectuée avec le module SOLVELDC, cf. l’Algorithme 4. Cette résolution itérative repose sur
les opérateurs de restriction et de prolongement, donc le choix de ces opérateurs doit être effectué
avec soin. Comme montré dans [81], à condition que les opérateurs de transfert soient bien choisis
et l’erreur de pollution soit limitée (bonne détection des zones à raffiner), l’erreur composite de la
méthode LDC converge comme l’erreur de discrétisation liée au pas de maillage le plus fin. L’ordre
des opérateurs doit alors être cohérent avec l’ordre d’approximation éléments finis choisis.

Dans nos applications, nous choisissons pour l’opérateur de prolongement P ii−1 une interpolation
basée sur les fonctions de forme (bi- ou trilinéaire), cf. Figure 3.2. La restriction canonique Ri

i+1,
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Figure 3.1: Imposition de la compatibilité aux nœuds non-conformes

cf. Figure 3.2, est utilisée car nous nous appuyons sur un raffinement hiérarchique. Ce choix des
opérateurs est en accord avec la précision au premier ordre attendue pour la méthode LDC, ce qui a
été confirmé dans [89]. Le paramètre de convergence est fixé à τ = 10−7 et la norme euclidienne est
utilisée.

Nœuds du maillage grossier

Nœuds du maillage fin

Opérateur de prolongement 

basé sur interpolation  
Opérateur de restriction canonique  

Figure 3.2: Opérateurs de transfert pour la méthodes LDC basée sur un raffinement hiérarchique

3.2.3 Post-traitement des résultats
Pour tous les exemples numériques, les résultats obtenus sont post-traités de la même manière.

Nous vérifions le respect des précisions globale et locale fixées pour toutes les méthodes AMR consi-
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dérées, les critères d’optimalité du maillage et les ratios de raffinement. Afin d’illustrer la distribution
de l’erreur locale (3.4) et d’identifier les zones critiques, les cartes d’erreur locales sont données pour
chaque méthode AMR, critères d’optimalité du maillage et certains ratios de raffinement. Pour la
méthode LDC, les cartes de l’erreur locale obtenue après convergence du processus itératif sont pré-
sentées sur chaque sous-grille {Ĝi}ki=0 séparément et sur la grille composite Gk. À titre comparatif,
dans certains cas les résultats obtenus avec un raffinement uniforme hiérarchique sont également
fournis.

Les performances des méthodes AMR, critères d’optimalité du maillage et de ratios de raffinement
vis-à-vis des mesures présentées par la suite sont discutées.

Mesures de précision. Les précisions globales et locales obtenues sont vérifiées à l’aide des mesures
suivantes :

— Nombre d’itérations de raffinement effectuées k (nombre maximal d’itérations i dans l’Algo-
rithme 1).

— Erreur globale relative en norme énergie :

eex
Gk

=
ξex
Gk

ωex
Gk

(3.2)

avec ξex
Gk

et ωex
Gk

calculés avec les équations (2.11) et (2.13) respectivement, en utilisant la
solution analytique ou de référence (sur un maillage très fin uniformément raffiné) : σsk = σex

k

et εsk = εex
k .

Le maillage satisfaisant eex
Gk
≤ εΩ est considéré comme acceptable vis-à-vis de la précision

globale. Le maillage optimal globalement est celui qui remplit cette condition avec le nombre
minimum de nœuds.

— Erreur locale relative, évaluée quantitativement avec la mesure suivante :

η = µ(ΩDk
)

µ(Ω) (3.3)

où µ(ΩDk
) est la mesure de la zone ΩDk

= {⋃ T̄ k; T k ∈ Dk} avec Dk l’ensemble des éléments
où l’erreur locale eex

Tk dépasse la tolérance prescrite : Dk = {T k ∈ Gk; eex
Tk > εΩ}. L’erreur

relative locale est définie comme
eex
Tk = ξex

Tk

ωex
Tk

(3.4)

où ξex
Tk (Eq. (2.10)) et ωex

Tk (Eq. (2.14)) sont calculés avec σsk = σex
k et εsk = εex

k .
La valeur η indique que l’erreur locale eex

Tk (Eq. (3.4)) respecte la précision fixée sur (1− η)×
100% du domaine de calcul.
La mesure η doit être comparée à la valeur du paramètre de contrôle de l’erreur locale défini
par l’utilisateur pour le critère d’arrêt et noté δ (cf. expression (2.25)). Le maillage est dit
acceptable vis-à-vis de la précision locale s’il satisfait η ≤ δ. Le maillage optimal localement
est celui qui remplit cette condition avec le nombre minimum de nœuds.
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Les seuils d’erreur globaux suivants sont étudiés dans cette étude : εΩ = 4%, 2%, 1%, 0.5%.
Le paramètre de contrôle de l’erreur locale δ (Eq. (2.25)) est exprimé en pourcent et est choisi
égal à δ = 3% pour tous les exemples numériques de ce chapitre.

Mesures d’efficacité Les mesures suivantes sont utilisées pour comparer l’efficacité des méthodes
AMR considérées :

— Nombre de nœuds : le nombre total de nœuds Ntot est défini comme Ntot = NGk
pour les

méthodes h-adaptative et Ntot = ∑k
i=0NĜi

pour la méthode LDC, où N∗ représente le nombre
de nœuds de sous-grille correspondante. Pour la méthode LDC, le nombre de nœuds NGk

correspond à celui de la grille (fictive) composite Gk. Le nombre de degrés de liberté (DDL)
est directement proportionnel au nombre de nœuds : #DDL = D × N∗, avec D étant la
dimension du problème.

— Système linéaire : taille maximale du système linéaire à résoudre ((D×Nmax)× (D×Nmax))
avec Nmax = max

i
NGi

pour les méthodes h-adaptatives et Nmax = max
i

NĜi
pour l’approche

LDC. Le déraffinement n’étant pas autorisé pendant les itérations de la boucle AMR, on a
donc Nmax = NGk

pour les techniques h-adaptatives. Le nombre de nœuds non-conformes est
explicitement indiqué pour la méthode h-adaptative non-conforme.

— Temps CPU : temps CPU total incluant la construction de nouveaux maillages globaux pour
les approches h-adaptatives ou de sous-grilles locales pour la méthode LDC, la définition et
la résolution des problèmes sur les maillages raffinés générés. Consommation de temps pour
la résolution de problèmes (module SOLVE), estimation d’erreur et étape de marquage (les
modules ESTIMATE et MARK), ainsi que le raffinement du maillage (module REFINE)
sont explicitement données pour chaque technique AMR.

3.3 Benchmark académique : plaque trouée

3.3.1 Définition du problème
Le premier exemple numérique est le benchmark bien connu d’une plaque infinie avec un trou

circulaire soumis à un chargement prescrit σ∞ = 1 Pa dans la direction e1 (cf. Figure 3.3).
Le matériau est supposé être élastique linéaire avec le module de Young E = 103 Pa et le coefficient

de Poisson ν = 0.3. Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la plaque avec a = 10 m et rayon
R = 1 m est considéré. Des conditions aux limites de Dirichlet exprimant la symétrie (u = 0) sont
prescrites sur les bords I et IV , tandis que les tractions calculées à partir de la solution exacte (σ ·n),
cf. expression (3.5), sont imposées aux bords II et III, voir Figure 3.3.

La solution analytique de ce problème a été fournie en coordonnées polaires (r, ϕ) dans [156] et
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Figure 3.3: Plaque infinie avec trou circulaire central, domaine de calcul et conditions aux limites

s’écrit :
σ11(r, ϕ) = σ∞

(
1− R2

r2

(3
2 cos 2ϕ+ cos 4ϕ

)
+ 3

2
R4

r4 cos 4ϕ
)

σ12(r, ϕ) = σ21(r, ϕ) = σ∞

(
− R2

r2

(1
2 sin 2ϕ+ sin 4ϕ

)
+ 3

2
R4

r4 sin 4ϕ
)

σ22(r, ϕ) = σ∞

(
− R2

r2

(1
2 cos 2ϕ− cos 4ϕ

)
− 3

2
R4

r4 cos 4ϕ
) (3.5)

Cette solution analytique est utilisée dans cet exemple numérique pour post-traiter les résultats ob-
tenus, cf. section 3.2.3.

3.3.2 Illustrations numériques

Détails pratiques liés à la génération des maillages raffinés

Nous illustrons sur ce cas test les procédures de raffinement de maillages (modules REFINE, cf.
section 2.6) avec les trois méthodes AMR considérées.

Pour cette illustration nous avons considéré le raffinement avec ratio ajusté pour les méthodes
h-adaptatives et avec le ratio moyen ajusté pour la méthode LDC. Le critère d’optimalité de maillage
OB a été choisi, cf. Eq. (2.32).

Méthode h-adaptative non-conforme
La Figure 3.4 présente le raffinement h-adaptatif hiérarchique non-conforme effectué avec la pro-

cédure développée. La distribution élémentaire des ratios de raffinement ajustés {β0
T 0}T 0∈G0 calculée

avec le sous-module RATIO est donnée sur la Figure 3.4a. Cette distribution est donnée sur le
maillage de départ G0.
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Figure 3.4: Raffinement de maillage avec la procédure h-adaptative non-conforme développée

Le sous-module UPDATE_RATIONCHAM est illustré sur les Figures 3.4b et 3.4c. La Figure
3.4b représente la distribution de ratios de raffinement corrigés permettant de satisfaire la condition
βT i = 2m, m ∈ N, cf. Eq. (2.38). À son tour, la Figure 3.4c présente la distribution de ratios de raffi-
nement obtenue afin de respecter la one-irregularity rule. Nous pouvons observer que pour certains
éléments le ratio de raffinement, initialement égal à un, est augmenté. Finalement, le maillage raffiné
non-conforme G1 obtenu est illustré sur la Figure 3.4d.

Méthode h-adaptative conforme
Le processus de raffinement h-adaptatif conforme est illustré sur la Figure 3.5. À partir de la

distribution élémentaire des ratios de raffinement ajustés {β0
T i}T i∈G0 présentée sur la Figure 3.5a

(identique à la Figure 3.4a), les couches d’éléments dans chaque direction (ici d = 1, 2) sont construites
avec le sous-module UPDATE_RATIOCHAM.
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Figure 3.5: Raffinement de maillage avec la procédure h-adaptative conforme développée

Les Figures 3.5b et 3.5c présentent les ratios de raffinement corrigés obtenus dans chaque direc-
tion, {β

T i}T i∈G0 = {β1
T i , β2

T i}T i∈G0 , respectivement. Le maillage raffiné généré G1 est illustré sur la
Figure 3.4d. On peut observer que les ratios de raffinement les plus élevés sont concentrés à proximité
du trou central, et ensuite propagés sur tout le maillage afin de rendre le maillage conforme.
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Méthode Local Defect Correction
Comme précisé auparavant, la méthode LDC n’est pas combinée au ratio de raffinement ajusté.

Une approche alternative associée à l’application du ratio de raffinement moyen ajusté est alors
adoptée pour la méthode LDC. La génération de maillage raffiné est présentée sur la Figure 3.6.
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Figure 3.6: Raffinement de maillage avec la procédure LDC développée

De façon similaire aux deux méthodes h-adaptatives, la Figure 3.6a présente la distribution élé-
mentaire des ratios de raffinement ajustés {β0

T i}T i∈Gi
. Sur la Figure 3.6b nous pouvons observer la

distribution du ratios de raffinement moyen ajusté calculé avec Eq. (2.34). Les Figures 3.6c et 3.6d
présentent, respectivement, le sous-niveau de maillage généré Ĝ1 et le maillage composite G1.

Modification des zones raffinés en fonctions des seuils de tolérance fixés

Nous illustrons sur la Figure 3.7 les sous-maillages générés avec la méthode LDC pour différentes
tolérances d’erreur globale εΩ avec le ratio fixé et le critère d’optimalité LOC. La stratégie de détec-
tion des éléments à raffiner de type quantitative conduit naturellement à des zones de raffinement
imbriquées. On peut remarquer sur la Figure 3.7 que la séquence de maillages générée varie avec
la tolérance prescrite. Pour l’exemple choisi, on voit qu’en demandant εΩ = 4%, une erreur réelle
eex
Gk

= 2.63% est atteinte avec 2 sous-niveaux. Pour satisfaire εΩ = 2%, des zones de raffinement plus
grandes ainsi qu’un sous-niveau supplémentaire sont automatiquement générés ce qui conduit à une
erreur réelle eex

Gk
= 1.35%.
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Figure 3.7: Plaque trouée – critère d’optimalité de maillage LOC – séquence de maillages {Ĝi}ki=0
et grille composite Gk générés avec la méthode LDC pour différentes tolérances fixées sur l’erreur
globale εΩ et paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3%

Contrôle d’erreurs locales

La génération d’une série de maillages raffinés {Gi}ki=1 part du même maillage grossier (le plus
uniforme possible) G0 pour toutes les méthodes AMR. Les cartes d’erreurs locales relatives (distribu-
tion de l’erreur locale eex

Tk) obtenues pour la tolérance fixée εΩ = 2%, avec les critères d’optimalité OB
et LOC, sont présentées sur les Figures 3.8a et 3.8b, respectivement. Différents ratios de raffinement
sont considérés.
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Figure 3.8: Plaque trouée – cartes d’erreurs locales – tolérance fixée sur l’erreur globale – para-
mètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% ; (a) critère d’optimalité de maillage OB et (b) critère
d’optimalité de maillage LOC
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On voit que les maillages générés automatiquement avec les trois méthodes AMR sont similaires,
avec des éléments raffinés concentrés autour du trou central, comme attendu. De plus, les ensembles
d’éléments Di où l’erreur locale n’est pas satisfaite sont également de plus en plus localisés autour du
trou. Pour chaque cas, les valeurs de l’erreur globale relative eex

Gk
(Eq. (3.2)) ainsi que la mesure de

l’erreur locale η (Eq. (3.3)) sont explicitement fournies. Quelle que soit la technique AMR considérée,
l’utilisation des ratios de raffinement considérés (ratios fixes, ajustés et moyens ajustés) conduit à des
résultats similaires en termes de valeurs eex

Gk
et η. On peut noter que les deux critères d’optimalité

de maillage, OB et LOC, permettent d’atteindre les précisions prescrites.

La comparaison des deux critères d’optimalité du maillage est effectuée vis-à-vis de l’erreur locale.
Les valeurs de la mesure de l’erreur locale η sont illustrées dans la Figure 3.9 pour les différents critères
d’optimalité, ratios de raffinement et méthodes AMR. On voit que les critères OB et LOC fournissent
tous deux des maillages localement acceptables satisfaisant la condition η ≤ δ, indépendamment de
la technique AMR et de ratio de raffinement appliqué.
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Figure 3.9: Plaque trouée – mesure de l’erreur locale η vs tolérance fixé sur l’erreur globale εΩ

Ratio de raffinement fixé

Les Figures 3.10a et 3.10b rapportent l’évolution de l’erreur relative globale eex
Gk

en norme énergie
par rapport au nombre de nœuds NGk

pour les critères d’optimalité OB et LOC, respectivement.
On voit que toutes les techniques de raffinement considérées, y compris le raffinement uniforme

hiérarchique, ont les mêmes taux de convergence proches de l’optimum en O(N−1/2
Gk

). De plus, les
convergences optimales sont déjà atteintes pour un nombre relativement limité de nœuds. On peut
noter que les méthodes h-adaptative non-conformes et LDC permettent d’avoir une amélioration de
la convergence en régime pré-asymptotique (pour NGk

≤ 1 · 103). Notons que le raffinement uniforme
hiérarchique conduit aussi à une convergence (presque) optimale (O(h) ≈ O(N−1/2

Gk
)). Cela s’explique

par manque de singularités dans l’exemple numérique.
La dégradation modérée de la pente pour les plus petites tolérances (εΩ < 0.3%) est due à

l’approximation grossière du trou central (sur le maillage initial).
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Figure 3.10: Plaque trouée – ratio de raffinement fixé – erreur globale relative eex
Gk

en norme énergie
vs nombre de nœuds NGk

: (a) raffinement hiérarchique, critère OB, (b) raffinement hiérarchique,
critère LOC et (c) raffinement quasi-hiérarchique, critère LOC

Remarque 3.3.1. Le raffinement hiérarchique qui consiste à diviser les éléments (cf. section 2.6.4,
module DIVIDE) ne prévoit pas l’amélioration de l’approximation initiale de la géométrie lors du
processus du raffinement. La discrétisation initiale du domaine peut donc impacter la précision de la
solution finale obtenue, en particulier lorsque la géométrie du domaine est complexe et présente des
surfaces courbes. Afin de pallier ce défaut du raffinement hiérarchique, une stratégie de raffinement
“quasi-hiérarchique“ qui consiste à déplacer les nœuds ajoutés de façon hiérarchique vers la frontière
réelle du domaine (cf. Figure 3.11), peut être utilisée.

On constate sur la Figure 3.10c qu’en appliquant la stratégie de raffinement quasi-hiérarchique,
des pentes optimales sont obtenues pour toutes les méthodes AMR et ce même pour de faibles erreurs.
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Nodes of the coarse mesh

Hierarchical refinement Quasi-hierarchical refinement

Figure 3.11: Illustration de stratégies de raffinement de maillage hiérarchiques et quasi-hiérarchiques

Par la suite, ce raffinement ”quasi-hiérarchique” n’est plus considéré car il n’affecte vraiment que les
très faibles erreurs.

La Figure 3.12 représente l’erreur relative globale eex
Gk

en norme d’énergie en fonction du temps de
calcul total pour toutes les tolérances εΩ. Globalement, pour toutes les tolérances d’erreur prescrites
εΩ, les critères OB et LOC conduisent à des résultats similaires en terme de temps CPU total. On
peut observer que toutes les méthodes AMR permettent de satisfaire la précision fixée sur l’erreur
globale avec les temps CPU inférieurs comparés à un raffinement uniforme hiérarchique. De plus,
l’approche LDC semble clairement être la stratégie de raffinement la plus efficace.
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(b) critère d’optimalité de maillage LOC

Figure 3.12: Plaque trouée – ratio de raffinement fixé ; erreur globale relative eex
Gk

en norme énergie
vs temps CPU total : critère d’optimalité de maillage (a) OB et (b) LOC

Dans la Table 3.1, nous présentons d’une manière plus détaillée les résultats de comparaison des
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méthodes de raffinement pour la tolérance εΩ = 0.5%. Premièrement, nous pouvons voir que toutes
les méthodes AMR permettent d’atteindre des erreurs globales et locales similaires à celles obtenues
avec un raffinement uniforme hiérarchique mais de manière plus efficace en temps de calcul et nombre
de nœuds. Les différences suivantes entre les techniques AMR peuvent être remarquées. Pour une
tolérance donnée, l’approche LDC est plus efficace en temps CPU que les techniques h-adaptatives et
conduit à des nombres similaires de nœuds totaux NGk

que la stratégie h-adaptative non-conforme.
Cependant, le nombre total de nœuds stockés Ntot est entre les nombres de nœuds Ntot des deux
méthodes h-adaptatives, non-conforme et conforme. La taille maximale du système d’équations à
résoudre avec l’approche LDC est plus limitée comparée à celles des méthodes h-adaptatives, ce qui
explique le gain important en terme de temps de calcul, en particulier lorsqu’un solveur direct est
utilisé.

Table 3.1: Plaque trouée – ratio de raffinement fixé

εΩ = 0.5%, δ = 3% Raffinement h-adaptatif h-adaptatif Local Defect
uniforme conforme non-conforme Correction

OB LOC OB LOC OB LOC
k 5 5 5 5 5 5 5

eex
Gk
,% 0.40 0.41 0.41 0.46 0.46 0.46 0.46

η, % 2.4 2.6 2.4 2.7 2.5 2.7 2.5
NGk

66049 24415 26471 13134 13257
13421 13555

Ntot 17712 17880
Nmax 10429 10543

Nhanging_nodes 285 296
CPU total 11.6s 8.2s 8.7s 4.4s 4.4s 2.1s 2.1s

CPU (SOLVE) 4.7s 1.8s 2.1s 3.2s 3.2s 0.9s 0.9s
CPU (EST.+MARK) - 1.0s 1.0s 0.5s 0.5s 0.6s 0.6s

CPU (REFINE) 6.9s 5.4s 5.6s 0.7s 0.7s 0.5s 0.5s

Ratios de raffinement ajusté et moyen ajusté

La Figure 3.13 présente l’erreur globale relative eex
Gk

en fonction du temps CPU total obtenu avec le
ratio de raffinement ajusté appliqué aux deux méthodes h-adaptatives. On observe que l’application
du ratio de raffinement ajusté pour les méthodes h-adaptatives conduit à un temps CPU similaire
(technique non-conforme) ou plus limité (technique conforme) comparé à la stratégie avec ratio de
raffinement fixé.

En fait, si une seule itération de raffinement suffit pour atteindre les précisions prescrites, l’uti-
lisation du ratio de raffinement ajusté peut être bénéfique en termes de temps CPU, même si des
maillages plus raffinés sont générés. En effet, le principal avantage du ratio de raffinement ajusté est
la possibilité de réduire le nombre d’itérations de raffinement. On peut remarquer que la technique h-
adaptative non-conforme nécessite plus de temps que la stratégie conforme, en raison soit du nombre
élevé de nœuds non-conformes à gérer, soit de la correction des ratios due à la one-irregularity rule.
Nous observons également que le critère d’optimalité LOC conduit à des temps totaux légèrement
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Figure 3.13: Plaque trouée – ratio de raffinement ajusté ; erreur globale relative eex
Gk

en norme
énergie vs temps CPU total : (a) critère OB, (b) critère LOC

plus élevés, tout en permettant naturellement d’atteindre des erreurs (globales et locales) plus faibles,
par rapport au critère OB.

Afin de rendre cette étude la plus objective possible, le ratio de raffinement moyen ajusté a
également été testé sur des techniques h-adaptatives. La Figure 3.14 présente l’erreur globale relative
eex
Gk

en fonction du temps CPU total pour les trois méthodes AMR couplées avec le ratio moyen. Pour
cet exemple numérique, l’application du ratio de raffinement moyen ajusté plus progressif conduit à
des calculs plus coûteux par rapport aux stratégies de ratio de raffinement fixé et ajusté (appliqué
aux deux méthodes h-adaptatives). Cela peut s’expliquer par le fait que les valeurs du ratio de
raffinement ajusté, à partir desquelles les ratios moyens sont calculés, peuvent être excessivement
élevées et parfois inappropriées pour satisfaire la précision requise.

La Table 3.2 détaille les résultats pour εΩ = 0.5% obtenus avec les ratios ajusté et moyen ajusté.
On peut voir que par rapport au ratio fixé, l’utilisation du ratio ajusté conduit dans presque tous
les cas à des maillages plus raffinés sans amélioration significative des erreurs globales et locales. En
effet, pour εΩ = 0.5%, les maillages finaux sont presque deux fois plus raffinés que ceux obtenus avec
le ratio de raffinement fixé.

Dans le cas du ratio moyen ajusté, la méthode h-adaptative non-conforme conduit à des temps de
calculs très importants, dépassant même le temps d’un raffinement uniforme. En effet, une itération
de raffinement en plus a été effectuée par rapport aux méthodes h-conforme et LDC. Cela est dû à
la correction des ratios de raffinement pour satisfaire la one-irregularity rule. On peut observer que
la technique LDC reste toujours la stratégie AMR la plus efficace.

Dans cet exemple numérique, le raffinement avec un ratio moyen ajusté est apparu moins efficace
qu’avec un ratio ajusté pour les méthodes h-adaptatives. C’est pourquoi la Figure 3.15 présente les
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Figure 3.14: Plaque trouée – ratio de raffinement moyen ajusté ; erreur globale relative eex
Gk

en norme
énergie vs temps CPU total : (a) critère OB, (b) critère LOC

Table 3.2: Plaque trouée – ratios de raffinement ajusté et moyen ajusté

Ratio ajusté Ratio moyen ajusté

εΩ = 0.5%, δ = 3% Raffinement h-adaptatif h-adaptatif h-adaptatif h-adaptatif Local Defect
uniforme conforme non-conforme conforme non-conforme Correction

OB LOC OB LOC OB LOC OB LOC OB LOC
k 1 (βT i = 32) 1 1 1 1 2 2 3 3 2 2

eex
Gk
,% 0.40 0.43 0.35 0.51 0.49 0.42 0.38 0.35 0.35 0.41 0.40

η, % 2.4 2.6 1.9 3.0 2.6 2.5 2.3 1.7 1.5 2.6 2.3
NGk

66049 22990 42504 20549 23013 30125 44506 46493 47042
20041 28350

Ntot 20850 29165
Nmax 18476 26791

Nhanging nodes 301 263 563 584
CPU total 3.8s 1.7s 3.2s 2.7s 3.0s 3.4s 4.4s 13.2s 13.8s 1.7s 2.6s

CPU (SOLVE) 3.5s 1.1s 2.2s 2.1s 2.4s 1.8s 2.4s 10.6s 11.2s 1.1s 1.7s
CPU (EST.+MARK) - 0.4s 0.8s 0.4s 0.4s 0.6s 0.9s 1.2s 1.2s 0.4s 0.6s

CPU (REFINE) 0.3s 0.2s 0.2s 0.2s 0.2s 1.0s 1.1s 1.4s 1.4s 0.2s 0.3s

résultats d’application du ratio ajusté aux méthodes h-adaptatives et du ratio moyen à la méthode
LDC. Les Figures 3.15a et 3.15b présentent l’erreur globale relative eex

Gk
en fonction du nombre de

nœuds eex
Gk

pour les critères d’optimalité de maillage OB et LOC, respectivement. Globalement, les
taux de convergence atteints sont proches de ceux obtenus avec le ratio de raffinement progressif fixe.
Des taux (quasi) optimaux sont obtenus avec toutes les méthodes AMR, indépendamment du critère
d’optimalité de maillage appliqué.
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Figure 3.15: Plaque trouée – ratios de raffinement ajusté (méthodes h-adaptatives) et moyen ajusté
(méthode LDC) ; erreur globale relative eex

Gk
en norme énergie vs vs nombre de nœuds NGk

: (a) critère
OB, (b) critère LOC

Conclusions sur le benchmark académique de la plaque trouée

— La méthode LDC apparaît comme la technique AMR la plus efficace numériquement. Cela
s’explique par le fait que cette approche est basée sur la résolution de systèmes d’équations
plus petits tout en limitant les besoins de stockage (similaires à la méthode h-adaptative
non-conforme). Pour ce cas de test, la méthode LDC permet d’économiser de 50 à 80% du
temps CPU total par rapport à approche h-adaptative conforme, et de 40 à 60% par rapport
à l’approche h-adaptative non conforme pour une précision de solution similaire.

— Concernant la stratégie de raffinement, on observe que les deux critères d’optimalité de
maillage OB et LOC permettent de construire des maillages acceptables localement et globa-
lement pour chaque tolérance prescrite.
Nous concluons également que les maillages finaux générés avec le ratio de raffinement fixé
(βfixT i = 2) sont optimaux en termes de nombre de nœuds.

3.4 Cas test industriel : Interaction mécanique Pastille-Gaine

3.4.1 Définition du problème
Nous nous intéressons dans cette partie à comparer les méthodes AMR sur des cas tests représen-

tant l’Interaction mécanique Pastille-Gaine dans le contexte des REP. Le contact entre la pastille et
la gaine est modélisé comme une pression discontinue appliquée sur la paroi interne de la gaine : le pic
de pression vertical s’étend jusqu’à une hauteur Lh = 0.6 mm alors que la discontinuité de pression
circonférentielle (due à l’ouverture des fragments de combustible) est placée à θf = arctan( f

Rint
). Les
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deux cas test 2D et 3D sont illustrés sur les Figures 3.16a et 5.10a, respectivement.
Le comportement de la gaine est supposé linéaire élastique de module d’Young E = 1011 Pa et

de coefficient de Poisson ν = 0.3.
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Figure 3.16: Cas test industriel : Interaction mécanique Pastille-Gaine ; définitions des problèmes
(a) cas test 2D(r, z) avec la singularité de pression et (b) cas test 3D multisingularité

Des conditions de symétrie permettant une modélisation partielle de la gaine sont prescrites :

u · n = 0 sur les surfaces θ = 0, θ = π/8 et z = 0 (3.6)

et un déplacement normal uniforme

u · n = const. sur z = L/2, ∀θ et ∀r (3.7)

Une pression interne discontinue représentant le contact avec la pastille fissurée est imposée sur
r = Rint = 4.1 mm :

σn = 0 MPa sur 0 ≤ θ ≤ θf ,∀z
σn = −150 MPa sur θf < θ ≤ π/8 et z ≤ Lh

σn = −80 MPa sur θf < θ ≤ π/8 et z > Lh

(3.8)

La pression externe imposée sur r = Rext = 4.7 mm vaut :

σn = −15.5 MPa ∀θ, ∀z (3.9)
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3.4.2 Exemple bidimensionnel
Le cas 2D étudié ici, schématiquement présenté sur la Figure 3.16a, consiste à modéliser la réponse

de la gaine à la déformation en diabolo de la pastille. Cet exemple numérique révèle une singularité
locale en contrainte (d’ordre 0.5) proche la zone de discontinuité de pression, voir [102].

Puisque la solution analytique de ce problème est inconnue, nous considérons comme référence
une solution obtenue avec une discrétisation uniforme très fine adaptée à la discontinuité de pression
avec un pas de maillage d’environ 2.8 µm (' 1 · 106 nœuds).

Ce cas peut être considéré comme une étude préalable au cas test tridimensionnel plus réaliste.
Nous nous concentrons ici sur la détermination de la stratégie de raffinement la plus efficace en termes
de critère d’optimalité du maillage et du ratio de raffinement en présence de singularité locale.

Contrôle de l’erreur locale

Les cartes de l’erreur locales relatives obtenues avec les critères d’optimalité de maillage OB et
LOC pour εΩ = 2% sont présentées sur la Figure 3.17.
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Figure 3.17: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D – cartes de l’erreur locale – tolé-
rance fixée sur l’erreur globale εΩ = 2% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% ; critère
d’optimalité de maillage (a) OB et (b) LOC

On peut observer que quelle que soit la méthode AMR, des régions similaires sont raffinées au-
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tomatiquement. On constate qu’indépendamment de la méthode AMR, du critère d’optimalité du
maillage et du ratio de raffinement, la précision locale souhaitée (η ≤ δ) est atteinte pour ce seuil
d’erreur globale εΩ. Dans cet exemple numérique, le critère d’optimalité du maillage LOC conduit à
des simulations localement plus précises (valeurs de η plus limitées) par rapport au critère OB. On
peut observer que pour les méthodes de raffinement h-adaptative non-conforme et LDC, la précision
locale peut ne pas être satisfaite sur certains éléments qui n’ont pas été marqués dans les itérations
de raffinement précédentes. Cela se produit principalement en raison de la sous-estimation de l’erreur
réelle par l’estimateur d’erreur de Zienkiewicz and Zhu. Un tel problème est compensé par l’utilisa-
tion d’un critère d’optimalité du maillage LOC plus local, conduisant à l’amélioration de la mesure
de l’erreur locale η.
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Figure 3.18: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D – mesure de l’erreur locale η vs
tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ

La mesure de l’erreur locale η est rapportée sur la Figure 3.18 pour tous les ratios de raffinement.
Pour ce cas test, seul le critère LOC garantit le contrôle de la zone critique dans le maillage final
(η ≤ δ) pour toutes les seuils globaux εΩ imposés, indépendamment du ratio de raffinement et de
la méthode AMR. En présence d’une singularité locale, le critère OB ne permet pas de satisfaire
la condition η ≤ δ, en particulier pour les faibles tolérances fixées sur l’erreur εΩ. Ainsi, le critère
d’optimalité LOC semble être le critère le plus générique et va donc être utilisé dans la suite de notre
étude. Comme attendu, le raffinement h-adaptatif conforme conduit à des maillages sur-raffinés et
donc à des valeurs de η très petites. Les méthodes h-adaptative non-conforme et LDC conduisent
naturellement au même niveau de précision locale finale.

Ratios de raffinement

La Table 3.3 détaille les résultats pour le seuil global εΩ = 0.5% obtenus avec le critère LOC.
On voit que l’application du ratio de raffinement ajusté aux méthodes h-adaptatives aboutit

à des maillages plus raffinés et non-optimaux en termes de nombre de nœuds. De plus, le ratio
de raffinement ajusté demande un temps de calcul plus élevé, en particulier pour la stratégie h-
adaptative conforme. Cela est dû à une mauvaise estimation des valeurs du ratio de raffinement
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Table 3.3: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D – critère d’optimalité de maillage
LOC

εΩ = 0.5%, δ = 3% Ratio fixé Ratio ajusté Ratio moyen ajusté
h conf. h non-conf. LDC h conf. h non-conf. h conf. h non-conf. LDC

k 4 4 4 2 2 2 2 2
eex
Gk
,% 0.27 0.35 0.35 0.19 0.34 0.27 0.35 0.36

η, % 0.28 0.31 0.37 0.02 0.07 0.28 0.30 0.37
NGk

14586 11965
12075

23267 12349 14586 11965
12075

Ntot 16237 14613
Nmax 9728 9728

Nhanging nodes 109 141 109
CPU total 3.8s 2.2s 1.6s 5.9s 2.5s 3.3s 2.0s 1.3s

CPU (SOLVE) 0.7s 1.2s 0.7s 1.2s 1.5s 0.7s 1.2s 0.6s
CPU (EST. + MARK) 0.5s 0.4s 0.4s 0.8s 0.4s 0.4s 0.4s 0.4s

CPU (REFINE) 2.6s 0.6s 0.5s 3.9 0.6s 2.3s 0.4s 0.3s

ajusté βadjT i . Dans cet exemple numérique, ces valeurs ne sont pas suffisamment élevées pour atteindre
la précision prescrite par l’utilisateur en une itération de raffinement. Puisque le raffinement doit
être répété, le temps CPU nécessaire à l’adaptation hiérarchique du maillage augmente. Ainsi, la
technique de raffinement h-adaptative conforme devient dans ce cas vraiment inefficace, en termes
à la fois d’espace mémoire et de temps CPU. Le ratio de raffinement ajusté appliqué à la méthode
h-adaptative non-conforme conduit à des maillages raffinés similaires à ceux obtenus avec le ratio de
raffinement moyen ajusté.

Il faut noter que pour cet exemple numérique, l’application du ratio moyen ajusté donne des
résultats similaires, en termes de nombre de nœuds ainsi que de temps CPU, à ceux obtenus avec le
ratio fixé à 2. En effet, pour la tolérance d’erreur εΩ = 0.5%, le pas de maillage minimal est égal à
hT 2 = 1

16hT 0 (avec β̄T i=1,2 = {8, 2}), qui est le pas de maillage minimal obtenu pour le raffinement
avec ratio fixé (avec k = 4 itérations de raffinement). La seule différence visible entre les ratios fixé
et moyen ajusté réside dans le nombre d’étapes de raffinement générées.

On peut également voir Table 3.3 qu’indépendamment de la méthode AMR et ratio de raffinement,
les précisions globales et locales sont respectées grâce au critère d’optimalité de maillage local LOC.

La méthode LDC confirme être l’approche la plus efficace en terme de temps de calcul total, quel
que soit le ratio de raffinement appliqué. On gagne environ 30% en temps CPU total par rapport
au h-raffinement non-conforme (relations de non-conformité à gérer) et environ 60% par rapport à
la technique conforme (maillages globaux conformes à construire). Concernant le nombre de nœuds,
toutes les techniques AMR conduisent à des résultats similaires dans le cas d’application du ratio de
raffinement fixé et moyen ajusté.

Conclusion sur les stratégies de raffinement

En se basant sur l’ensemble des exemples numériques 2D, les points clés suivants concernant les
critères d’optimalité de maillage et les ratios de raffinement peuvent être tirés :

— Le ratio de raffinement fixe βfixT i = 2 semble être la stratégie de raffinement la plus robuste. Cela
nous permet d’améliorer progressivement le maillage et de générer à l’itération de raffinement
finale le maillage optimal satisfaisant précisément la précision prescrite.
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— En présence de singularités locales, seul le critère d’optimalité de maillage LOC permet de
contrôler précisément l’erreur locale.

Remarque 3.4.1. Il est à noter que le ratio de raffinement ajusté est très prometteur car il permet,
dans certains cas, d’atteindre les seuils imposés en moins d’itérations de raffinement. Cependant, son
utilisation directe doit être faite avec précaution, en particulier lorsqu’il s’agit de problèmes ayant des
effets localisés. Cela est dû au fait que les valeurs du ratio ajusté peuvent être excessivement grandes,
conduisant à des maillages sur-raffinés et des calculs coûteux. Afin de pallier ce problème, il est
possible d’imposer une limite sur la valeur maximale du ratio ajusté calculé, comme proposé dans
[160]. Par ailleurs, il s’avère très intéressant d’explorer de façon plus approfondie des estimateurs
d’erreur a priori locaux afin d’améliorer le calcul du ratio de raffinement ajusté βadjT i . L’utilisation de
règle de convergence (Eq. (2.28)) avec deux hypothèses importantes (i.e., indépendance de la constante
CT i du pas de maillage et équivalence entre les ordres de convergence local et global) peut être remise
en question. Il semble naturel que la constante CT i puisse dépendre de la taille du maillage comme la
constante de l’estimateur a priori global dépend de la mesure du domaine [103], comme déjà suggéré
dans [157]. De plus, il est probable que l’ordre de convergence local puisse être modifié, par exemple
près des bords du domaine ou des singularités.

3.4.3 Exemple tridimensionnel
Le cas test tridimensionnel réunit les deux phénomènes 2D de l’IPG, cf. Section 1.1.3 et la Figure

5.10a. Pour des raisons de symétrie, seul 1/32 de la partie de la gaine en face du pastille est représenté
(0 ≤ θ ≤ π/8, 0 ≤ z ≤ L/2). Cet exemple plus réaliste de l’IPG révèle plusieurs singularités croisées
des longueurs caractéristiques différentes.

Du point de vue numérique, trouver une solution précise à un tel problème tridimensionnel est
une tâche difficile car cela peut nécessiter la résolution des systèmes d’équations à grande dimension
(potentiellement mal conditionnés). Ainsi, ce problème représente un benchmark industriel intéres-
sant pour étudier les méthodes AMR.

La solution de référence étant inaccessible pour ce cas test, le post-traitement est basé sur des
erreurs estimées : eest

Gk
= ξGk

ωGk

et ηest =
µ(ΩM0

k
)

µ(Ω) . Ces mesures d’erreurs correspondent donc directement
à celles utilisées pour le module STOP, cf. section 2.5.

Ici, la combinaison du critère d’optimalité LOC et du ratio de raffinement fixé βfixT i = 2 est choisie
en raison de ses bonnes performances dans les exemples numériques précédents. La génération des
maillages raffinés {Gi}ki=0 commence par un maillage initial G0 avec NG0 = 1596 qui n’est pas adapté
aux singularités de pression.

Exemple des sous-niveaux de grilles générés avec la méthode LDC

A titre d’exemple, la Figure 3.19 permet de visualiser les niveaux de maillages obtenus avec l’ap-
proche LDC et une tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 1%. On observe que les zones marquées
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sont progressivement localisées à proximité des singularités croisées. Les singularités deviennent par-
ticulièrement bien captées dès l’étape de raffinement i = 4, ce qui valide la robustesse de l’estimateur
d’erreur de Zienkiewicz et Zhu et du critère LOC pour cet exemple numérique.

MARKED ZONE MARKED ZONE MARKED ZONE MARKED ZONE MARKED ZONE

1

Figure 3.19: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – critère d’optimalité de maillage
LOC – tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 1% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% ;
exemple de sous-maillages générés avec la méthode LDC avec l’ensemble d’éléments marquésM0

i en
rouge

Champs de déplacement obtenus avec chaque méthode AMR

Les champs de déplacement dans la direction x (tracés sur la configuration déformée) obtenus
avec chaque méthode AMR pour une tolérance de l’erreur globale εΩ = 4% sont présentés sur la
Figure 3.20.

On constate que les mêmes régions sont automatiquement détectées et raffinées avec chaque
méthode AMR. On peut également observer que l’erreur globale estimée finale eest

Gk
est deux fois plus

basse que la tolérance prescrite de εΩ = 4%. De plus, le critère LOC permet d’atteindre des valeurs
nulles de la mesure de l’erreur locale estimée ηest (c’est-à-dire Mk = ∅), ce qui est un résultat très
satisfaisant. De plus, les sous-maillages générés avec l’approche LDC ont clairement beaucoup moins
d’éléments par rapport aux maillages globaux générés avec les deux méthodes h-adaptatives. Enfin, il
faut noter que dans cet exemple numérique, l’utilisation des techniques h-adaptatives (en particulier
de l’approche conforme) peut être très coûteuse en raison du positionnement perpendiculaire des
deux singularités (voir Table 3.4 pour plus de détails).
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Figure 3.20: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – critère d’optimalité de maillage
LOC – champ de déplacement ux sur la configuration déformée – tolérance fixée sur l’erreur globale
εΩ = 4% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3%
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Contrôle des précisions globale et locale

La Figure 3.21 montre l’évolution de l’erreur globale estimée eest
Gk

et de la mesure de l’erreur locale
ηest par rapport au nombre d’itérations de raffinement pour la tolérance εΩ = 2%.
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Figure 3.21: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – seuil fixé sur l’erreur globale
εΩ = 2% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% ; erreur globale estimée eest

Gk
en norme

énergie vs itération de raffinement ; mesure de l’erreur locale estimée ηest vs itération de raffinement

Tout d’abord, on peut voir que le nombre d’itérations de raffinement effectuées est k = 3, quelle
que soit la méthode AMR appliquée. On peut noter qu’une itération de raffinement en moins pourrait
être effectuée si seule la précision globale était d’intérêt. Pour chaque tolérance fixée εΩ, la dernière
itération est effectuée pour satisfaire la tolérance locale, c’est-à-dire le paramètre de contrôle local
prescrit δ = 3%.

La Figure 3.22 fournit l’erreur globale estimée eest
Gk

en fonction du nombre de nœuds NGk
pour

toutes les tolérances fixées sur l’erreur globale (εΩ = 4, 2, 1%). Le taux de convergence optimal
O(N−1/3

Gk
) est observé pour toutes les méthodes AMR. Notez que dans ce cas, le raffinement uniforme

conduirait à une erreur O(N−1/6
Gk

) due à la présence d’une singularité de contraintes, voir [88]. Par
conséquent, les techniques AMR permettent d’obtenir des taux de convergence optimaux vis-à-vis du
nombre de nœuds. Il faut noter que pour NGk

< 1 · 105 un ordre de convergence légèrement meilleur
peur être obtenu avec. avec les méthodes h-adaptative non-conforme et LDC.
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Figure 3.22: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – erreur globale estimée eest
Gk

en
norme énergie vs nombre de nœuds NGk

Comparaison des méthodes AMR

La Table 3.4 détaille les résultats obtenus pour les seuils d’erreur εΩ = 4%, 2%, 1%, respectivement,
pour toutes les méthodes AMR étudiées. Pour chaque tolérance prescrite et chaque méthode AMR,
la Figure 3.23a illustre le nombre de nœuds du maillage final généré vs erreur globale finale et la
Figure 3.23b donne le temps CPU total vs erreur globale finale.

On peut voir dans la Table 3.4 qu’essentiellement les mêmes précisions globale et locale estimées
sont atteintes avec chaque méthode AMR.

Table 3.4: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – critère d’optimalité de maillage LOC
– ratio de raffinement fixé βT i = 2 – tolérances fixée sur l’erreur globale εΩ = 4, 2, 1% – paramètre
de contrôle de l’erreur locale δ = 3%

εΩ = 4% εΩ = 2% εΩ = 1%
h conf. h non-conf. LDC h conf. h non-conf. LDC h conf. h non-conf. LDC

k 2 2 2 3 3 3 4 4 4
eest
Gk
,% 1.45 1.93 1.95 0.57 0.88 0.88 - 0.55 0.55

ηest,% 0 0 0 0.06 0.06 0.06 - 0.08 0.08
NGk

43875 18766
19269

632345 122799
125727

4961841 737789
746236

Ntot 21722 142991 848487
Nmax 12739 84943 495365

Nhanging nodes - 1387 - - 7059 - - 33767 -
CPU total 42.9s 14.1s 8.8s 3611s 239s 152s ≈ 2 · 105s 12600s 4692s

CPU (SOLVE) 18.6s 10.1s 4.6s 952s 212s 51s - 5426s 727s
CPU (EST. + MARK) 2.4s 1.1s 1.5s 50s 14s 14s - 365s 228s

CPU (REFINE) 21.9s 2.9s 2.7s 2609s 103s 87s - 6809s 3737s

Ce cas de test numérique 3D a permis de mettre en évidence les limites du raffinement h-adaptatif
hiérarchique conforme, qui conduit à des maillages finaux sur-raffinés et ainsi à des calculs très
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Figure 3.23: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D – critère d’optimalité de maillage
LOC – ratio de raffinement fixé – tolérances fixée sur l’erreur globale εΩ = 4, 2, 1% – paramètre de
contrôle de l’erreur locale δ = 3% ; (a) Nombre de nœuds ; (b) Temps CPU total

coûteux (voire même inabordables). En effet, le coût de calcul associé à la technique h-adaptative
conforme devient excessivement élevé pour les faibles tolérances d’erreur εΩ, car nécessite plusieurs
fois le raffinement complet de l’ensemble du domaine de calcul (par exemple pour atteindre les seuils
εΩ = 2% et 1%). Pour εΩ = 1%, le dernier maillage généré compte près de 5 millions de nœuds, ce
qui ne nous a pas permis de résoudre le problème associé.

Concernant la méthode h-adaptative non-conforme, le maillage final raffiné est généralement
optimal en termes de nombre de nœuds, mais sa principale difficulté réside dans la nécessité de gérer
un grand nombre de nœuds irréguliers qui, de plus, nécessite l’utilisation d’un solveur dédié ou des
développements intrusifs.

L’approche LDC conduit à des résultats très prometteurs : elle permet d’atteindre facilement
même les tolérances d’erreur les plus faibles, pour lesquelles les méthodes h-adaptatives impliquent
un coût de calcul beaucoup plus élevé. La méthode LDC induit un nombre de nœuds total similaire à
la méthode h-adaptative non-conforme, mais est beaucoup plus efficace car elle procède en résolvant
des systèmes d’équations de tailles limitées, voir le Nmax de la méthode LDC qui est presque de 30%
plus petit comparé à Ntot de la méthode h-adaptative non-conforme (et de quatre à dix fois plus
petit que Ntot de l’approche conforme). La méthode LDC permet également d’économiser le temps
de pré-traitement (raffinement hiérarchique du maillage), ce qui peut être très bénéfique pour des
problèmes réalistes complexes. De plus, le coût numérique associé au processus itératif multigrille
est négligeable par rapport au coût de traitement des relations de non-conformité pour la stratégie
h-adaptative non-conforme.

Enfin, en terme de temps CPU total, la méthode LDC est la plus intéressante : elle permet
d’économiser de 30% à 60% du temps de calcul total par rapport à la méthode h-adaptative non-
conforme, et plus de 85% comparé à la technique h-adaptative conforme.

La méthode adaptative multigrille locale LDC est vraiment séduisante malgré la consommation
de l’espace mémoire supplémentaire (nécessité de stocker tous les degrés de liberté des sous-maillages
générés (voir Ntot), factorisations des matrices de rigidité, etc.). La méthode LDC a ainsi démontré
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son efficacité et sa robustesse pour résoudre des problèmes complexes.

Il faut souligner que le raffinement du maillage hiérarchique (basé sur la subdivision des éléments)
affecte le temps de calcul total pour chaque méthode AMR. Le temps requis pour la construction de
maillages raffinés augmente avec le nombre d’éléments à raffiner. En effet, le temps de raffinement
constitue de 30 à 80% du temps CPU total. Il faut noter qu’il est possible de réduire ce temps en
optimisant le processus de raffinement hiérarchique en s’appuyant par exemple sur la parallélisation
du sous-module DIVIDE qui est évidemment possible (uniquement l’assemblage final du maillage
doit être effectué sur le processeur maître).

Remarque 3.4.2. Il faut préciser que les calculs ont été effectués sur un cluster de 240 Go de RAM.
Pour cet exemple numérique 3D, il était possible d’effectuer les calculs sur un ordinateur de 60 Go
de RAM avec la méthode LDC uniquement. En effet, la résolution de problèmes impliquant plus
de 700 · 103 nœuds n’est pas accessible avec ce type de machines. Cela implique que pour le seuil
d’erreur εΩ = 1%, les résultats n’auraient pu être obtenus uniquement avec la méthode LDC (calculs
inaccessibles avec les deux méthodes h-adaptatives).

3.5 Conclusions de l’étude comparative
Dans cette partie de la thèse, la méthode multigrille locale de type Local Defect Correction a

été comparée aux méthodes de raffinement h-adaptatives les plus connues dans la littérature. Cette
étude a été effectuée dans le cadre de l’élasticité linéaire pour des maillages éléments finis quadrilaté-
raux/hexaédriques. Des exemples numériques académiques et industriels révélant des concentrations
ou des singularités de contraintes ont été considérés pour effectuer cette comparaison d’une manière
la plus pertinente possible. Les principales conclusions peuvent en être tirées.

Méthode multigrille Local Defect Correction. La méthode multiniveau LDC est l’outil numé-
rique le plus attractif pour résoudre les problèmes elliptiques de complexité industrielle. Pour les cas
de test étudiés, la méthode LDC a prouvé son efficacité en termes de les temps CPU dû au fait que les
besoins en mémoire RAM pour la résolution de problèmes sont vraiment inférieurs car les problèmes
à traiter sont de taille limitée. Similairement à la technique h-adaptative non-conforme, la méthode
LDC est (quasi-)optimale en termes de besoins de stockage, mais elle permet de contourner les dif-
ficultés liées aux maillages non-conformes. Enfin, il faut noter que la mise en œuvre de l’algorithme
LDC est non-intrusive (uniquement les opérations de pré et post-traitement à effectuer).

Méthodes h-adaptatives. La principale difficulté de la stratégie h-adaptative hiérarchique conforme
réside dans la génération des maillages raffinés pour des éléments quadrangulaires ou hexaédriques,
ce qui reste toujours une question ouverte. Le raffinement basé sur les sheet operations testé ici est
loin d’être locale, ce qui entraîne naturellement des maillages finaux sur-raffinés et affecte le temps
de calcul. De son côté, la complexité de la technique h-adaptative hiérarchique non-conforme réside
dans la gestion des contraintes de continuité. Le système d’équations résultant à résoudre est souvent
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exigeant en terme de temps de calcul.

Critères d’optimalité de maillage et ratio de raffinement. Au-delà des méthodes AMR, cette
étude conduit intrinsèquement à une comparaison des stratégies de raffinement liées au critère d’op-
timalité du maillage et au ratio de raffinement. Nous suggérons d’utiliser le critère d’optimalité du
maillage LOC car il permet de contrôler précisément l’erreur locale, surtout en présence de singulari-
tés locales. Le critère OB est moins précis localement mais reste suffisant si seule la précision globale
est d’intérêt. Enfin, l’application d’un ratio de raffinement fixé égal à 2 sur les éléments détectés
semble être la stratégie la plus plus robuste.

Les résultats vraiment prometteurs obtenus avec la méthode multigrille locale LDC ouvrent la
voie à l’application de cette approche sur des problèmes de mécanique des solides non linéaire, qui
sera l’objet du Chapitre 5 de ce manuscrit. Le caractère générique de l’approche LDC permettra de
l’utiliser pour d’autres besoins de la plateforme numérique PLEIADES (points chauds, fissuration,...),
et hors domaine combustible.

De plus, cette technique offre d’autres potentialités intéressantes à explorer, notamment la possibi-
lité de changer le modèle (approche multimodèle) entre les niveaux de raffinement. Le positionnement
de la méthode LDC dans ce contexte fait l’objet du Chapitre 4 de cette thèse.





Chapitre 4

Positionnement de la méthode Local De-
fect Correction dans un contexte d’homo-
généisation

L’objectif de ce chapitre est d’introduire un cadre unifié pour la résolution de problèmes mul-
tiéchelles basée sur un couplage itératif multiniveau. Nous nous inspirons de méthodes multiéchelles
visant des problèmes à différents facteurs de séparation d’échelles : la méthode AMR de type Local
Defect Correction et la stratégie d’homogénéisation numérique de type EF2.

Cette étude étant effectuée dans le cadre de la mécanique des solides non linéaire, nous proposons
alors une extension de la méthode LDC à ce type de problèmes. Nous discutons de l’influence du
facteur de séparation d’échelles sur les aspects algorithmiques et conceptuels.

L’intégralité des résultats présentés dans cette section a fait l’objet de la publication [149].

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.2 Modélisation multiéchelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.3 Problème non linéaire de référence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
4.4 Méthodes Local Defect Correction et EF2-hybride . . . . . . . . . . . . 107

4.4.1 Méthode Local Defect Correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
4.4.2 Méthode d’homogénéisation numérique EF2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.5 Cadre unifié pour des méthodes multiniveaux . . . . . . . . . . . . . . . 113
4.6 Bilan du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116





Introduction 103

4.1 Introduction
Dans cette partie on s’intéresse à comparer l’approche multigrille locale LDC aux méthodes d’ho-

mogénéisation numérique dans un cadre de mécanique non linéaire. Ces deux approches numériques
multiniveaux sont issues de deux familles différentes de méthodes multiéchelles mais dont la philo-
sophie est assez proche. Elles consistent à résoudre un problème à différentes échelles ou à plusieurs
niveaux de détails : un modèle global vise à représenter le comportement global d’une structure,
alors que des modèles locaux offrent une compréhension plus précise des phénomènes fins. Le prin-
cipal avantage de la résolution par séparation d’échelles est la possibilité d’atteindre localement la
précision voulue tout en évitant de résoudre un problème complet à l’échelle fine.

Il sera clairement démontré dans ce chapitre que même en étant développées avec des voca-
tions différentes, ces approches révèlent plusieurs caractéristiques communes. La principale différence
conceptuelle reposant sur la condition de séparation de l’échelle a finalement une influence limitée sur
les aspects algorithmiques. Ainsi, cette comparaison permet de mettre en évidence un cadre unifié
pour les méthodes de couplage multiéchelle.

4.2 Modélisation multiéchelle
Dans de nombreuses situations d’ingénierie, il est crucial de comprendre et de modéliser précisé-

ment certains phénomènes complexes. Cela nécessite généralement de capturer plusieurs phénomènes
à des échelles multiples. Dans le domaine du nucléaire, le principal enjeu est de décrire de façon la
plus précise possible le comportement des combustibles à différentes échelles, cf. Figure 4.1, pour
être en mesure de concevoir des combustibles sûrs et performants, de prédire leur comportement en
réacteur et de contribuer au dimensionnement de ces réacteurs.

Même en tenant compte des perfectionnements des ordinateurs actuels, il est illusoire de penser
pouvoir simuler précisément l’intégralité de la structure à l’échelle microscopique. Pour remédier à
ce problème, une approche classique consiste à s’appuyer sur des méthodes multiéchelles permet-
tant d’atteindre localement une précision souhaitée en évitant la nécessité de résoudre un problème
complet à l’échelle fine.

Le choix de la stratégie de résolution à appliquer est régi par le rapport l/L entre la taille carac-
téristique associée aux phénomènes fins l et la taille caractéristique de la structure L. Généralement,
deux classes de problèmes multiéchelle peuvent être distinguées [165].

Dans le cas où les effets fins sont localisés à l’échelle de la structure (niveau global ou macrosco-
pique) ou se passent à une échelle intermédiaire (niveau mésoscopique), ce rapport (l/L) n’est pas
très petit (de l’ordre de 1/4 à 1/10 en général). Cette classe de problèmes (voir Figure 4.2a) contient
ceux caractérisés par des concentrations ou singularités locales, zones de plasticité localisées, fissures,
etc. Pour traiter ce genre de problèmes, des techniques AMR de raffinement adaptatif du maillage
[52, 50, 66], stratégies adaptatives et multigrilles locales (cf. Section 1.3), sont généralement bien
adaptées.

Pour la seconde classe de problèmes multiéchelles (voir Figure 4.2b), le rapport l/L est très petit
(l/L� 1/10) : les phénomènes locaux se produisent à l’échelle de la microstructure (matériaux hété-
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Effets localisés : 
non-linéarités, contact, forces 

concentrées, fissures, 
géométries complexes, etc.. 

Zone de contact

Données microstructurales :
microstructures hétérogènes, 
matériaux composites, etc.. 

Microstructure 

Figure 4.1: Philosophie des simulations multiéchelles pour le comportement du combustible : com-
portement global représenté avec un modèle à l’échelle macro ; phénomènes locaux décrits avec des
modèles fins (la zone de contact pastille-gaine et la microstructure de la pastille

L
l

l

(a) Problèmes avec des effets localisés
à l’échelle globale (l ≤ L)

Volume élémentaire
représentatif (VER)

lL

(b) Problèmes avec des effets à l’échelle
microscopique (l� L)

Figure 4.2: Deux classes de problèmes multiéchelles

rogènes, composites, etc.). Pour traiter efficacement ces problèmes, les méthodes d’homogénéisation
analytique et numérique ont été conçues. Les méthodes d’homogénéisation analytique [166, 167] se
basent sur des formulations théoriques (développement asymptotique, ...) pour obtenir le compor-
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tement microscopique, cf. par exemple les modèles Hashin-Shtrikman [168] ou Mori-Tanaka [169].
L’idée des approches d’homogénéisation numérique repose sur la possibilité d’obtenir le comporte-
ment microstructural des matériaux on-the-fly en résolvant numériquement les problèmes à deux
échelles. Les méthodes suivantes peuvent être nommées : méthode des éléments finis multiéchelles
(multi-scale finite elements method (MsFEM) en anglais) [170, 171], méthode des éléments finis
multiéchelles hétérogène (finite elements heterogeneous multi-scale method (FE-HMM) en anglais)
[172, 173, 174], approche éléments finis au carré (FE2) [175, 176, 177, 178], techniques d’homogénéi-
sation par ondelettes [179, 180], méthode d’analyse par champs de transformation (non-uniformes)
((non-uniform) transformation field analysis TFA/NTFA) [181, 182], etc.

La modélisation multiéchelle étant un sujet très riche, seules certaines approches ont donc été
mentionnées ici. Pour un aperçu bibliographique plus complet des méthodes développées, le lecteur
peut se référer à [165, 183] et aux références qui y figurent.

Nous nous concentrons ici sur des approches multiniveaux reposant sur la résolution d’un problème
sur différents niveaux de détails, couplés dans le même schéma de calcul. Généralement, un modèle
global vise à capturer le comportement global d’une structure, tandis qu’un (ou plusieurs) modèles
locaux offrent une simulation plus précise des phénomènes fins. L’intérêt de l’approche multiniveau est
de pouvoir appliquer la méthode numérique voulue (éléments finis, différences finies, FFT, etc.) pour
résoudre les problèmes définis à chaque échelle. L’aspect clé réside dans la formulation du transfert
entre les échelles (ou scale bridging en angalis) adapté, permettant de relier différentes échelles.

L’objectif de cette étude est de placer dans un cadre multiniveaux unifié deux méthodes multié-
chelles existantes, respectivement de chacune des deux classes mentionnées précédemment.

Pour la première classe de méthodes multiéchelles, la méthode de raffinement de maillage multini-
veaux de type Local Defect Correction déjà décrite au chapitre 2, est considérée ici. Pour la deuxième
classe de méthodes multiéchelles, on choisit l’approche EF2 [177, 175] d’homogénéisation numérique,
souvent considérée comme la référence numérique pour les méthodes d’homogénéisation analytique.

Comme historiquement l’approche EF2 était appliquée à des matériaux non linéaires, nous avons
décidé d’effectuer cette étude comparative dans le cadre non linéaire et donc étendre l’algorithme de
LDC dans ce contexte.

4.3 Problème non linéaire de référence
Nous nous plaçons pour cette étude dans un cadre général entièrement quasi-statique non linéaire.

On considère un problème mécanique de la forme suivante :

(PNL) :



divσ = 0 dans Ω
ε(u) = 1

2(grad u+ gradT u) dans Ω
σ = F(ε(u), ε̇(u), ...) dans Ω
u = uD sur ΓD

σ · n = FN sur ΓN

(4.1)
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Contrairement au problème traité dans les sections précédentes, la loi de comportement reliant le
tenseur des contraintes σ au tenseur des déformations ε, donnée par la troisième équation de (4.1),
est non linéaire.

La méthode des éléments finis s’appuie sur la formulation variationnelle du problème (4.1) qui
s’écrit :

(PVNL) :
Trouver u ∈ V tel que∫

ΩF(ε(u), ε̇(u), ...) : ε(v) dΩ =
∫

ΓN
FNv dΓN ∀v ∈ V0 (4.2)

Linéarisation du problème.

La relation constitutive de (4.1) étant non linéaire, le problème (4.1) est alors non linéaire en
terme de déformation, et donc en terme de déplacement. Pour résoudre le problème en déplacements,
on le linéarise à l’aide d’un algorithme itératif. Généralement, un schéma itératif de type Newton est
appliqué.

Cet algorithme consiste à résoudre de manière itérative une équation non linéaire de la forme
R(u) = 0, avec R non linéaire, à l’aide de l’expansion de Taylor tronquée au premier ordre :

R(un) ≈ R(un−1) + ∂R(un−1)
∂u

(un − un−1) (4.3)

où on cherche à annuler R(un). Un schéma itératif est ainsi obtenu :

un = un−1 −R(un−1)
(
∂R(un−1)

∂u

)−1
(4.4)

En notant σn−1 = F(ε(un−1), ε̇(un−1), ...) et σ∗n une prédiction (linéaire) de la contrainte à
l’itération n, on peut écrire :

σ∗n = σn−1 + Hn−1 : ε(un − un−1) (4.5)

avec H un opérateur de linéarisation. La méthode de Newton standard consiste à choisir H comme
étant la matrice Jacobienne appelée matrice tangente du comportement en mécanique des solides.
La méthode dite de quasi-Newton, consiste à approximer la matrice tangente par une matrice plus
simple à évaluer (matrice sécante, matrice constante,...). Le choix de la matrice H influence l’ordre
de convergence de la méthode.

Cela permet de réécrire la forme variationnelle (4.2) sous forme de résidu :∫
Ω
ε(v) : Hn−1 : ε(un − un−1) dΩ =

∫
ΓN

FN v dΓN −
∫

Ω
ε(v) : σn−1 dΩ (4.6)

Le processus itératif tend à minimiser le résidu, le second membre de (4.6), où σn−1 est réactualisé
à l’aide de la relation constitutive non linéaire à chaque itération. Par souci de simplicité, nous
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considérons ici une relation constitutive indépendante du taux de déformation de la forme suivante :

σn = F(ε(un)) (4.7)
Nous supposons que le problème considéré est résolu en utilisant la méthode des éléments finis

en déplacement. Le problème discret peut s’écrire :

Kn−1δUn = F ext − F int(σn−1) (4.8)

avec Rn−1 = F ext − F int(σn−1) et δUn = Un −Un−1. Numériquement, l’intégration de la relation
constitutive (4.7) n’est effectuée qu’aux points d’intégration. La convergence est atteinte lorsque le
résidu Rn est suffisamment petit (au sens d’une norme et d’un critère donnés).

L’algorithme de résolution du problème quasi-statique non linéaire est donné dans Algorithme 8.

Algorithm 8 Résolution éléments finis d’un problème quasi-statique non linéaire
Entrée : Données du problème, solution initiale pour n = 0, paramètre de conver-
gence τ
Sortie : Solution convergée
pour n = 1 jusqu’à convergence faire
• Calcul de l’équilibre en résolvant l’équation (4.8)
• Intégration de la loi de comportement (4.7) à chaque point d’intégration pour obtenir σn
• Réactualisation du résidu :

Rn = F ext − F int(σn) (4.9)
• Vérification de convergence sur Rn

fin pour

4.4 Méthodes Local Defect Correction et EF2-hybride
Dans ce qui suit, nous visons à réécrire les deux algorithmes multiniveaux dans un cadre unifié.

Pour cette étude, nous nous limitons à deux niveaux (appelés global et local), sachant qu’il est tout
à fait faisable pour les deux méthodes considérées d’augmenter le nombre de niveaux.

Sur le domaine de calcul global, nommé ΩM ≡ Ω, un modèle global homogénéisé est défini. Nous
supposons que dans la zone d’intérêt Ω̂M ⊂ ΩM , un niveau local Ωm visant à résoudre des problèmes
non linéaires locaux est ajouté. Nous notons ·M les quantités définies sur le niveau global, et ·m
celles définies sur le niveau local. La résolution non linéaire itérative à deux niveaux dérivée des deux
méthodes peut être représentée de manière générale, voir Figure 4.3.
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Schéma d'homogénéisation numérique EF

Résolution(s) complète(s) 
de(s) problèmes 

non-linéaire(s) locale(s)

Étape de localisation
Étape d'homogénéisation

Résolution complète sur le niveau global ✁ ✂ ✄ ☎ ✆ ✝ ✞ ✟

Niveau 
local✠

☛

Local Defect Correction

Étape de prolongement
Étape de restriction

✡

☞ ✌

✍

✎ ✏

Niveau 
global✠

✑

2

Première 
itération

Itération
finale

Figure 4.3: Processus itératif de résolution multiéchelle sur deux niveaux des problèmes non linéaires

Ω𝑀

Ω𝑚

Projection de la 

solution globale

Conditions aux limites

du problème continu

Zone d’intérêt 

(a)

Ω𝑀

Localisation de la 

solution globale

Ω𝑚

Ω𝑚

Zone d’intérêt 

(b)

Figure 4.4: Niveau global avec la zone d’intérêt en jaune et niveau local avec les conditions aux
limites pour (a) méthode LDC et (b) méthode EF2-hybride

4.4.1 Méthode Local Defect Correction
Initialement développées dans un contexte de raffinement adaptatif de maillage (cf. chapitre 1),

les approches multigrilles locales peuvent cependant être facilement exploitées dans un contexte mul-
timodèle. Elles consistent à ajouter des modèles locaux appropriés dans les zones critiques, où le
modèle global n’est plus représentatif. Ces modèles locaux visent à capturer précisément les phéno-
mènes locales, tels que les non linéarités géométriques [92], régions de plasticité locale [93], fissures
[94], etc. Dans [184, 185], les auteurs ont proposé d’adapter les méthodes multigrilles locales pour
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traiter des problèmes d’homogénéisation via l’utilisation d’opérateurs de transfert appropriés basés
sur l’homogénéisation. Ces opérateurs sont censés assurer la coïncidence de la matrice de rigidité
locale restreinte avec la matrice globale homogénéisée.

Nous proposons ici une extension de la méthode Local Defect Correction dans un contexte mul-
timodèle. Nous considérons dans cette étude l’approche Local Defect Correction avec un modèle
homogénéisé défini sur le niveau global et un modèle fin adapté au niveau local. Le niveau local
recouvre la partie critique du domaine global (Ωm = Ω̂M), voir Figure 4.4a.

Comme mentionnée dans l’introduction de ce chapitre, afin de positionner la méthode LDC vis-
à-vis des méthodes d’homogénéisation, historiquement développées pour des comportements non
linéaire, l’extension de l’algorithme LDC dans ce contexte est effectuée. À notre connaissance, seul
dans [89] l’application de la méthode LDC a été faite dans le cadre de la mécanique non linéaire.

La première question à se poser lors de l’extension de l’algorithme LDC dans le contexte non
linéaire, consiste à choisir la meilleure façon d’imbriquer les deux processus itératifs : la résolution
non linéaire de type Newton et la résolution multiniveaux LDC. La première possibilité consiste à
intégrer les itérations LDC dans l’algorithme de (quasi-)Newton. Cette approche implique la résolu-
tion de problèmes linéarisés à chaque niveau, permettant de garder les développements réalisés dans
le contexte élasto-statique mais consiste à ne résoudre le comportement non linéaire qu’au niveau
grossier. La deuxième possibilité est d’appeler le schéma de type Newton à l’intérieur de l’algorithme
LDC. Il en résulte la résolution de problèmes non linéaires à tous les niveaux, comme illustré sur la
Figure 4.3. Dans ce travail, nous nous concentrons sur ce deuxième schéma d’imbrication des proces-
sus itératifs. Cette stratégie permet de bénéficier de la résolution du problème non linéaire au niveau
fin pour corriger la solution globale dans les itérations de Newton. En outre, ce schéma se rapproche
des méthodes d’homogénéisation numérique.

Définition du résidu de la méthode LDC non linéaire

L’idée sous-jacente de la méthode LDC est de faire tendre le déplacement global vers le déplace-
ment local restreint (unM → ũnM) via le résidu sur Ω̂M qui s’ajoute au second membre du problème
global. Pour les problèmes de mécanique non linéaire du type (4.8), deux possibilités de définir le
résidu LDC, noté rnLDC , peuvent être considérées.

La première possibilité consiste à considérer le résidu du problème non linéaire global (4.2)
appliqué sur le champ de contraintes σ̃nM associé au déplacement restreint ũnM :

rnLDC = F int
M

(
σ̃nM

)
− F ext

M sur Ω̂M (4.10)

On retrouve ici la notion d’erreur de troncature comme dans la méthode LDC standard.
Cela revient à résoudre

F int
M (σn+1

M ) = F ext
M + χΩ̂M

rnLDC (4.11)
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ce qui dans la zone de recouvrement résulte à
F int
M (σn+1

M ) = F int
M

(
σ̃nM

)
(4.12)

Après linéarisation on a
Kn

MδU
n+1
M = Rn (4.13)

avec
Rn = F int

M

(
σ̃nM

)
− F int

M

(
σnM

)
(4.14)

La deuxième possibilité consiste à définir le résidu LDC en considérant le problème linéa-
risé (4.8) résolu sur le niveau global :

rnLDC = Kn
M(Ũn

M −Un
M)− F ext

M + F int
M (σnM) sur Ω̂M (4.15)

En utilisant l’expression de résidu (4.15), on obtient sur la zone de recouvrement :
Kn

MδU
n+1
M = F ext

M − F int
M (σnM) + rnLDC = Rn (4.16)

Le résidu actualisé s’écrit :
Rn = Kn

M(Ũn

M −Un
M) (4.17)

En remarquant que :

Kn
M(Ũn

M −Un
M) =

∫
ΩM

εM(vM) : Hn
M : εM(ũnM − unM) dΩM (4.18)

et en utilisant le même développement à l’ordre 1 qu’en (4.5), on retrouve que

Kn
M(Ũn

M −Un
M) '

∫
ΩM

εM(vM) : (σ̃nM − σnM) dΩM (4.19)

ce qui est donc équivalent à l’ordre 1 au résidu (4.14).

Nous allons donc considérer que le résidu LDC est défini par l’expression (4.10) ce qui conduit
au résidu réactualisé (4.14). Cela revient à une minimisation, dans la région d’intérêt Ω̂M , de la
différence entre les efforts internes calculés respectivement via σ̃nM et via σnM . Les forces internes à
équilibrer sont maintenant F int

M

(
σ̃nM

)
qui prennent implicitement en compte les forces externes via

les conditions aux limites du problème local. Nous notons que cette contrainte corrigée σ̃nM n’a pas de
signification physique mais permet juste de faire tendre le déplacement vers le déplacement restreint.

Nous introduisons donc dans l’Algorithme 9 une méthode LDC à deux échelles pour la mécanique
des solides non linéaire.
Remarque 4.4.1. Dans le cas de problèmes élastiques linéaires, nous avons considéré que les pro-
blèmes définis à chaque sous-niveau étaient résolus de façon suffisamment précise, et que le résidu
provenant du problème fin était négligeable, cf. Remarque 2.2.1. Contrairement aux problèmes élas-
tiques, dans le contexte non linéaire, l’hypothèse (2.8) n’est plus obligatoirement vérifiée. Néanmoins,
suite au schéma d’imbrication des deux processus itératifs adopté, avec la résolution complète (jus-
qu’à convergence) du problème au niveau local, le résidu issu de la résolution locale est considéré
négligeable.
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Algorithm 9 Méthode LDC bi-grille pour un problème quasi-statique non linéaire
Entrée : données du problème, solution initiale pour n = 0, paramètre de convergence
Sortie : Solutions à deux niveaux
pour n = 1 jusqu’à convergence
• Calcul de l’équilibre en résolvant l’équation (4.8) dans ΩM

• Dans la zone d’intérêt Ω̂M : appel à la méthode LDC
◦ Transfert d’information du niveau global au niveau local : étape de prolongation.

Application des conditions aux limites sur le bord du maillage local ∂Ωm (cf. Figure 4.4a) :
— conditions aux limites du problème continu sur ∂Ωm ∩ ∂ΩM

— déplacement imposé sur le bord interne fictif Γfm = ∂Ωm\(∂Ωm ∩ ∂Ω) obtenu en prolon-
geant le déplacement global :

uΓf
m

= PmM(unM) (4.20)
avec PmM l’opérateur de prolongement

◦ Problème au niveau local : résolution complète du problème non linéaire sur Ωm avec Al-
gorithme (8) utilisant le modèle constitutif local
◦ Transfert d’information du niveau local au niveau global : étape de restriction.

Calcul dans Ω̂M d’un déplacement fin restreint :

ũnM = RM
m (unm) (4.21)

avec RM
m l’opérateur de restriction et de la contrainte associée :

σ̃nM = FM(ε(ũnM)) (4.22)

• Dans ΩM : intégration de la loi de comportement globale (Eq. (4.7)) pour obtenir σnM
• Réactualisation du résidu global :

Rn =
F

int
M

(
σ̃nM

)
− F int

M

(
σnM

)
dans Ω̂M

F ext
M − F int

M

(
σnM

)
dans ΩM\Ω̂M

(4.23)

• Vérification de convergence sur Rn

fin pour
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4.4.2 Méthode d’homogénéisation numérique EF2

Historiquement, les méthodes d’homogénéisation ont été largement utilisées pour traiter des pro-
blèmes caractérisés par une grande séparation d’échelles et doivent donc vérifier deux hypothèses
fortes, cf. [165, 166]. La première réside dans la séparation d’échelles en termes de dimension (l� L)
qui permet de considérer le comportement moyen local représentatif au premier ordre du compor-
tement global au point considéré. La seconde hypothèse consiste à supposer l’homogénéité de dé-
formation autour d’un point matériel global (ce qui intervient dans les conditions aux limites sur le
niveau local). Cette seconde hypothèse peut rendre les méthodes d’homogénéisation non adaptées en
présence d’effets localisés (fissure, concentration de contraintes, grand gradient de température). Afin
de pallier ce problème des approches basées sur l’homogénéisation à l’ordre deux ont été proposées,
cf. par exemple [186, 187, 188].

Contrairement aux méthodes d’homogénéisation analytique [166, 168, 169], où le comportement
microscopique est obtenu en se basant sur des formulations analytiques, l’homogénéisation numé-
rique repose sur la possibilité d’obtenir les comportements microstructuraux locaux à la volée. Ces
méthodes permettent de remplacer l’intégration de la loi de comportement globale par des calculs
effectués à l’échelle microscopique. Elles sont particulièrement intéressantes lorsque le comportement
effectif est difficile à prédire a priori.

Les problèmes locaux à l’échelle microscopique sont formulés sur des volumes élémentaires repré-
sentatifs (VER) caractéristiques des microstructures [189, 190]. Il faut mentionner qu’en fonction des
propriétés microstructurales des matériaux, la distribution des hétérogénéités peut être périodique ou
aléatoire. Pour ce dernier cas, la construction des volumes représentatifs appropriés est abordée dans
[191, 192]. On peut noter que la taille caractéristique du VER est très petite par rapport à la taille de
la région d’intérêt. Les VER locaux sont attachés à des points d’intégration macroscopiques, voir Fi-
gure 4.4b. La transition entre les échelles (scale bridging) est donc construite sur la base point-volume.

Nous considérons dans cette étude la technique d’homogénéisation numérique EF2 [177, 175] où
les problèmes aux deux échelles sont résolus récursivement à l’aide de la méthode des éléments finis,
cf. Figure 4.3. Basée sur la théorie de l’homogénéisation, l’étape de localisation consiste à définir des
conditions aux limites sur les bords du VER. Après résolution du problème non linéaire hétérogène
sur le VER, l’étape d’homogénéisation consiste à définir la contrainte globale comme la moyenne de
la contrainte microscopique calculée sur le VER associé. Cette contrainte homogénéisée sert alors à
mettre à jour les efforts internes à l’échelle macroscopique. Le schéma EF2 permet ainsi de calculer
avec précision et à la volée la contrainte globale homogénéisée ainsi que le comportement microstruc-
tural local. Il a été montré dans [177] que l’algorithme EF2 converge quelles que soient les hypothèses
choisies pour le couple localisation/homogénéisation.

L’approche EF2 peut également être utilisée pour corriger l’opérateur de linéarisation globalHn−1

(via la matrice tangente effective obtenue à partir des calculs à l’échelle microscopique, cf. par exemple
[193, 194]). Cependant, l’évaluation de la matrice tangente effective nécessite d’effectuer des calculs
supplémentaires sur le VER. Cette option, coûteuse numériquement, n’est pas considérée ici. Il en
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résulte une limitation de l’ordre de convergence de l’algorithme de Newton : la convergence linéaire
est donc supposée, mais qui peut être accélérée par des méthodes d’accélération de point fixe [195].

Dans le cas d’applications industrielles réelles, les stratégies d’homogénéisation numériques, même
étant naturellement parallélisables, s’accompagnent d’un coût de calcul important (grand nombre de
problèmes locaux à résoudre). Nous nous appuyons ici sur la technique EF2-hybride [196] consistant
à effectuer des calculs à l’échelle micro uniquement dans des zones d’intérêt. D’autres stratégies vi-
sant à réduire le coût de calcul microscopique existent dans la littérature, comme par exemple les
techniques de préconditionnement multigrille (utilisant le modèle homogénéisé) [197, 198, 199] ou les
approches de type NTFA [182].

L’algorithme de la méthode EF2-hybride sur deux échelles pour un problème quasi-statique non
linéaire est présenté dans l’Algorithme 10.

Il faut noter que dans la zone d’intérêt Ω̂M le calcul de la contrainte globale σnM est évité. Elle est
remplacée par la contrainte locale moyenne σ̃nM dans l’expression des efforts internes F int

M

(
σ̃nM

)
. La

contrainte évaluée grâce au calcul local est en effet plus précise car elle tient compte du comportement
hétérogène réel de la microstructure. Ainsi, dans la zone d’intérêt, l’algorithme EF2 vise à minimiser
l’écart entre les efforts externes et les efforts internes calculés à partir de la contrainte homogénéisée.

4.5 Cadre unifié pour des méthodes multiniveaux
Au regard des similitudes des algorithmes 10 et 9 de résolution multiéchelles, nous proposons en

Algorithme 11, un algorithme de couplage numérique multiéchelle unifié.
Un tel algorithme de résolution multiniveau peut être vu comme un formalisme unifié qui pourrait

être utilisé pour interpréter un large éventail de méthodes multiéchelles (par exemple [172, 185]).
La principale différence algorithmique entre les approches EF2-hybride et LDC se résume au

transfert d’informations entre les niveaux, qui s’effectue en fonction de la variable primale (déplace-
ment) pour l’approche LDC, ou la variable duale (déformation/contrainte) pour la technique EF2.
Cela implique une évaluation légèrement différente des valeurs des conditions aux limites et du résidu
global. Pour ce dernier, dans la méthode LDC, les forces externes sont remplacées par une évaluation
des forces internes globales associées au déplacement local restreint à travers de contrainte globale
associée (qui n’a qu’une signification algorithmique). Pour l’approche EF2, les efforts internes sont
remplacés par ceux dérivés de la contrainte homogénéisée (contrainte locale moyenne).

La méthode LDC peut être donc vue comme une approche de méso-homogénéisation, car les phé-
nomènes qu’elle vise à représenter sont localisés au niveau global ou intermédiaire et donc le niveau
local recouvre généralement une partie de la structure.

Les principales différences entre les méthodes sont résumées ci-après :
• Méthode LDC :
◦ intégration de la loi de comportement globale sur tout le niveau global
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Algorithm 10 Méthode EF2-hybride bi-grille pour un problème quasi-statique non linéaire
Entrée : données du problème, solution initiale pour n = 0, paramètre de convergence
Sortie : Solutions à deux niveaux
pour n = 1 jusqu’à convergence faire
• Calcul de l’équilibre en résolvant l’équation (4.8) dans ΩM

• Si le point de Gauss dans la zone d’intérêt Ω̂M : appel à la méthode EF2

◦ Transfert d’information du niveau global au niveau local : étape de localisation.
Application des conditions aux limites sur le bord du maillage local ∂Ωm (cf. Figure 4.4b)
à partir du tenseur des déformations global homogène εnM :
— HSBC (homogeneous strain boundary conditions – conditions aux limites de déformation

homogène) : déplacement imposé (avec xm le point sur le bord du VER ∂Ωm) :

unm(xm) = εnMxm sur ∂Ωm (4.24)

— ou PBC (periodicity boundary condition – conditions de périodicité) sur le déplacement,
qui expriment une relation linéaire entre les déplacements des faces périodiques du VER
(avec wn

m un déplacement périodique sur ∂Ωm) :

unm(xm) = εnMxm +wn
m(xm) sur ∂Ωm (4.25)

◦ Problème au niveau local : résolution complète du problème non linéaire sur Ωm avec Al-
gorithme (8) utilisant le modèle constitutif hétérogène local
◦ Transfert d’information du niveau local au niveau global : étape d’homogénéisation.

Calcul du tenseur global de contraintes au point d’intégration considéré en faisant la
moyenne sur le VER Ωm de la contrainte locale calculée σnm :

σ̃nM = 〈σnm〉Ωm = 1
|µ(Ωm)|

∫
Ωm

σnm dΩm (4.26)

avec µ(Ωm) la mesure du VER
• Dans ΩM\Ω̂M : intégration de la loi de comportement globale (Eq. (4.7)) pour obtenir σnM
• Réactualisation du résidu global :

Rn =
F

ext
M − F int

M

(
σ̃nM

)
dans Ω̂M

F ext
M − F int

M

(
σnM

)
dans ΩM\Ω̂M

(4.27)

• Vérification de convergence sur Rn

fin pour
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Algorithm 11 Algorithme multiéchelle unifié pour un problème quasi-statique non linéaire
Entrée : données de problème, paramètre de convergence
Sortie : Solutions à deux niveaux
pour n = 1 jusqu’à convergence
• Calcul de l’équilibre en résolvant l’équation (4.8)
• Dans la zone d’intérêt Ω̂M : modèle local
◦ Transfert d’information du niveau global au niveau local. Sur le bord du maillage local
∂Ωm : application des conditions aux limites de type Dirichlet dont les valeurs sont dérivées
de la solution du problème global (déplacement ou déformation associée) ;
◦ Problème(s) au niveau local : résolution(s) complète(s) des problème(s) non linéaire(s) sur

Ωm avec Algorithme 8 (peut être fait avec n’importe quelle méthode de discrétisation) ;
◦ Transfert d’information du niveau local au niveau global.

• Intégration de la loi de comportement globale (Eq. (4.7)) où nécessaire
• Réactualisation du résidu global :
◦ à partir des calculs au niveau fin dans la zone d’intérêt ;
◦ via la procédure standard ailleurs (voir Algorithme 8)

• Vérification de convergence.
fin pour

◦ pas de contrainte globale corrigée : nécessité de garder le niveau local si on s’intéresse aux
contraintes
◦ conditions aux limites appropriées imposées au problème local en présence d’effets localisés
◦ faible séparation d’échelles : plusieurs niveaux afin d’atteindre l’échelle de la microstructure

• Méthode EF2 :
◦ limitée en cas d’effets localisés à cause de l’hypothèse de séparation d’échelles (cf. conditions

aux limites sur le VER)
◦ ne s’applique que dans le cadre de l’homogénéisation (grande séparation d’échelles)
◦ représente naturellement la microstructure

La limite en terme de séparation d’échelle entre les deux classes de méthodes multiéchelles consi-
dérées est floue. De plus, un choix parfois envisagé dans la littérature [200] est de fusionner tous les
problèmes EF2 locaux en un seul calcul, ce qui rendrait le niveau local de la méthode EF2 encore
plus proche de celui défini avec la méthode LDC. Par conséquent, il serait donc intéressant de se
positionner sur la limite ou l’intersection entre ces deux classes de méthodes multiéchelles : quelle est
la taille maximale pertinente de VER et quel est le niveau de détails accessible avec l’approche LDC?
Si le même niveau de détails pouvait être représenté avec les deux méthodes, obtiendrions-nous des
résultats identiques et à quel coût numérique ?
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4.6 Bilan du chapitre
L’étude effectuée dans ce chapitre nous a permis de placer dans un cadre unifié deux méthodes

multiéchelles basées sur une résolution multiniveau mais développées pour prendre en compte diffé-
rents types de facteurs d’échelles. Étant générique, le formalisme proposé ne se limite pas aux deux
méthodes comparées (LDC et EF2), mais peut être utilisé pour représenter plusieurs méthodes de
couplage multiéchelle. Il permet de révéler clairement de fortes similitudes conceptuelles et algorith-
miques.

Par conséquent, la méthode de raffinement adaptatif multiniveau LDC peut être vue comme une
méthode de méso-homogénéisation, qui travaille sur la variable primale (au lieu de la variable duale
utilisée pour des techniques d’homogénéisation classiques). Cette méthode semble adaptée lorsque
l’argument de la séparation d’échelles n’est plus valable.

Cette étude, ayant été menée dans un contexte non linéaire, nous a conduit à étendre l’algorithme
LDC dans ce contexte. Au niveau algorithmique, cette extension de l’approche LDC n’a pas posé
de difficultés. Cependant en pratique, il faudra pouvoir obtenir facilement la contrainte ”fictive”
restreinte (σ̃nM) associée au déplacement restreint. Dans le chapitre suivant, nous allons détailler la
mise en œuvre pratique de l’algorithme multigrille (et non seulement bi-grille) de la méthode LDC
dans un cadre de raffinement adaptatif de maillage pour des problèmes quasi-statiques non linéaires.



Chapitre 5

Extension de la méthode Local Defect Cor-
rection à des problèmes non linéaires

Ce chapitre est dédié à l’adaptation dynamique temporelle de la méthode LDC à des problèmes
de mécanique quasi-statiques non linéaires. Nous montrons l’efficacité de la méthode LDC dans
ce contexte et sa capacité naturelle à générer une hiérarchie de maillages qui suit dynamiquement
l’évolution en temps du phénomène étudié. Les problématiques génériques associées à l’adaptation
dynamique de maillage, telles que la question de transfert des champs entre les pas de temps ainsi
que la problématique de contrôle de l’erreur de discrétisation, sont abordées. Nous proposons une
stratégie permettant de rééquilibrer les champs transférés, stratégie qui s’avère importante afin d’évi-
ter l’accumulation des erreurs lors de remaillages dynamiques en temps. Par ailleurs, un processus
de raffinement optimisé visant à limiter le nombre de remaillages tout en vérifiant les tolérances
prescrites pas l’utilisateur, est proposé.
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5.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous vérifions l’applicabilité et les performances de la méthode LDC dans le

cas de problème de mécanique quasi-statiques non linéaires. Nous discutons ici les aspects pratiques
de l’implémentation de l’algorithme LDC tel qu’introduit au chapitre 4, et proposons sa vérification
sur plusieurs types de comportements (loi de comportement plastique et loi de fluage de Norton).

Nous abordons également la problématique du transfert des informations entre les différents
maillages et pas de temps, ainsi que la question du contrôle de l’erreur de discrétisation au cours du
temps. Ces deux questions sont génériques aux stratégies AMR avec remaillage dynamique, et non
spécifiques aux méthodes de raffinement multiniveau.

Grâce aux résultats de l’étude effectuée dans le chapitre 3, la stratégie adoptée ici consiste à
combiner la méthode LDC avec l’estimateur d’erreur a posteriori basé sur le lissage de contraintes,
le critère d’optimalité de maillage visant à vérifier à la fois l’erreur globale et locale, appelé LOC, et
un ratio de raffinement fixé à 2 sur l’ensemble des éléments détectés.

5.2 Aspects pratiques de l’application de la méthode LDC
à des problèmes quasi-statiques non linéaires

5.2.1 Algorithme de résolution en temps
Les problèmes quasi-statiques non linéaires de type (4.1) sont dépendants du temps notamment

au travers des chargements. La résolution se fait alors en divisant l’historique de chargement en pas
de temps. À chaque pas de temps, une procédure AMR peut être appliquée pour générer un maillage
approprié : on parle alors de maillage évolutif ou d’adaptation dynamique de maillage.

L’algorithme de résolution d’un problème mécanique quasi-statique non linéaire sur un pas de
temps avec la méthode LDC a été introduit dans la section 4.4.1, cf. Algorithme 9. Cet algorithme
est appelé à l’intérieur d’une boucle externe qui se charge de balayer l’ensemble des pas de temps.
L’Algorithme 12 présente alors la résolution d’un problème quasi-statique non linéaire sur l’ensemble
des pas de temps avec la méthode LDC multiniveau.

Puisque la solution du problème dépend de l’historique, afin de pouvoir continuer l’analyse à
partir de l’état actuel, une étape importante dans l’Algorithme 12 consiste en définition des conditions
initiales (CI). Ces CI sont définies à partir de la solution convergée au pas de temps précédent. En
cas de remaillage, au début du chaque pas de temps nous possédons alors des conditions initiales
obtenues en transférant les champs nécessaires (déplacements, variables internes, contraintes, etc.)
depuis le pas de temps précédent afin de définir l’état actuel du système sur le maillage considéré.
Les généralités liées au transfert des champs entre pas de temps font l’objet de la section 5.2.3.
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Algorithm 12 Méthode LDC multiniveau pour un problème quasi-statique non linéaire
Entrée : Données du problème, paramètre de convergence τ des itérations LDC, pa-
ramètre de convergence des itérations de Newton
Sortie : Solutions sur tous les niveaux des maillages pour l’ensemble des pas de temps
pour t = 1 à nombre de pas de temps
Obtention des CI sur tous les niveaux LDC à partir de l’état final convergé du pas de temps
précédent
Appel à l’Algorithme 9 pour la résolution du problème non linéaire avec la méthode LDC sur
un pas de temps

fin pour

Afin de rendre l’implémentation de la méthode LDC la moins intrusive possible, dans un premier
temps nous allons laisser le solveur non linéaire converger à chaque niveau de raffinement généré,
contrairement à l’Algorithme 9 présenté dans la section 4.4.1 où la correction des solutions grossières
se fait au cours de la résolution du problème non linéaire. Cela permet de nous assurer du bon
fonctionnement de la méthode LDC dans le cas de comportements non linéaires. L’algorithme tel
que décrit en Algorithme 9, ou mieux encore avec un contrôle des itérations de Newton à effectuer à
l’aide d’un estimateur basé sur l’erreur algébrique (cf. par exemple [152]), permettrait alors de gagner
en temps de calcul en évitant une sur-résolution de l’algorithme de Newton aux premières itérations
de l’algorithme LDC. Cette amélioration est une perspective intéressante du travail présenté ici.

5.2.2 Calcul pratique du résidu LDC non linéaire
Comme nous avons pu le remarquer, le calcul du résidu de la méthode LDC tel que présenté dans

l’Algorithme 9 diffère de celui utilisé dans le cadre d’un problème linéaire élastique. Il est nécessaire
alors d’appliquer la loi de comportement sur le déplacement fin restreint ũ, cf. expression 4.22, pour
calculer la contrainte corrigée notée σ̃.

En pratique, dans des codes en boite noire, il n’est pas toujours possible d’appeler la loi de com-
portement de manière externe au solveur non linéaire. Nous proposons donc d’effectuer une résolution
intermédiaire peu coûteuse et non intrusive pour obtenir cette contrainte ”fictive” restreinte.

Après obtention du déplacement fin restreint (via l’opérateur de restriction), nous imposons ce
déplacement sur la zone de restriction et résolvons le problème grossier ”fictif” associé. Sur la zone
de recouvrement, la résolution de ce problème se résume à l’intégration de la loi de comportement
(non linéaire) et permet d’obtenir la contrainte corrigée σ̃.

En utilisant cette contrainte corrigée, nous obtenons généralement facilement les forces internes
associées F int(σ̃) =

∫
Ω BTσ̃ dΩ via la matrice, généralement appelée B, qui relie les déformations aux

déplacements nodaux B = 1
2(grad N + gradT N )) où N sont des fonctions de forme des éléments

finis. Les efforts internes obtenus F int nous servent à réactualiser le résidu du problème non linéaire,
cf. expression (4.23).
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5.2.3 Transfert des champs
Nous nous intéressons dans cette section à la problématique du transfert des champs entre diffé-

rents maillages. Cette problématique résulte du fait d’utiliser un maillage évolutif au cours du temps
et est alors générique aux méthodes AMR basées sur l’adaptation dynamique de maillage et non
spécifique au raffinement multiniveau (méthode LDC).

Transfert entre niveaux de raffinement

Dans notre étude nous adoptons la stratégie de transfert utilisée dans [11, 201]. Nous illustrons
sur la Figure 5.1 la procédure de transfert d’informations entre deux pas de temps, notés t − 1
et t. Les trois niveaux de maillages, niveaux G0, G1 et G2, sont représentés schématiquement sur un
exemple 1D.

Dans le cadre multiniveau, sur un pas de temps donné t nous procédons généralement en trans-
férant les informations du même niveau (si elles sont disponibles), ou des niveaux plus grossiers.

Comme on observe sur la Figure 5.1, le transfert sur le niveau 0 est simple vu que les maillages
Gt0 et Gt−1

0 sont identiques. Sur le niveau 1, nous transférons les informations depuis le maillage Gt−1
1

(sur la partie Gt1
⋃Gt−1

1 ) et depuis le maillage plus grossier Gt−1
0 sur la partie de Gt1 inexistante au pas

précédent, cf. Gt1\(Gt1
⋃Gt−1

1 ). Pour le transfert sur le niveau 2 nous nous servons de l’ensemble des
niveaux de maillages du pas de temps précédent Gt−1

0 , Gt−1
1 et Gt−1

2 .

𝑡 − 1 𝑡 𝑡 − 1 𝑡 𝑡 − 1 𝑡

𝒢0
𝑡−1 𝒢1

𝑡−1 𝒢2
𝑡−1 𝒢0

𝑡 𝒢1
𝑡 𝒢2
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𝑡−1 𝒢1

𝑡−1 𝒢2
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𝑡

Figure 5.1: Illustration de procédure de transfert entre deux pas de temps t − 1 et t et différents
niveaux de maillage
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Stratégies de transfert

On peut distinguer deux types de champs à transférer [202, 203, 204] : les quantités définies aux
nœuds du maillage (comme le déplacement ou la température) et les quantités définies aux points
d’intégration (champs de contraintes ou de déformations, variables internes, gradient thermique,...).

Gestion des quantités nodales.

Pour les quantités nodales, les fonctions de forme du maillage de départ sont généralement uti-
lisées. C’est la technique la plus simple et la plus naturelle. Cette approche est adoptée dans cette
thèse.

D’autres choix sont également possibles. Par exemple, l’application de la procédure basée sur les
patches (SPR) [133, 205], la technique se basant sur la génération des maillages auxiliaires [202, 206],
les approches basées sur la méthode des moindres carrés [207, 208] ou encore des approches de type
Mortar [204].

Gestion des quantités définis aux points d’intégration.

Le transfert des variables connues aux points d’intégrations est généralement plus complexe et
nécessite l’utilisation d’opérateurs d’interpolation ou extrapolation dédiés.

Le choix d’un opérateur de transfert est délicat et très sensible principalement du fait que le trans-
fert des champs peut conduire à l’introduction d’erreurs numériques artificielles, cf. [209, 210, 211].
Le premier aspect à prendre en compte est lié au compromis précision/coût : l’opérateur choisi doit
être précis car ses performances déterminent la qualité de la solution projetée et avoir un coût numé-
rique raisonnable. Il est également nécessaire de tenir compte de la problématique liée à la diffusion
numérique qui peut conduire par exemple à l’étalement de la zone de plasticité ou de la bande
de concentration des déformations. Il est important alors de prendre soin de minimiser ce phéno-
mène [212]. Il faut noter que les stratégies de transfert locales (ou element-oriented) permettent de
minimiser cette diffusion.

Certaines stratégies de transfert peuvent être nommées :
— Transfert direct des champs (souvent appelé the closest point transfer en anglais) [211]. Cette

approche consiste à imposer aux points d’intégration du nouveau maillage la valeur du champ
du point d’intégration géométriquement le plus proche du maillage de départ. Comme ce trans-
fert est local, cette technique permet naturellement de limiter la diffusion numérique. Cette
technique est schématiquement illustrée sur la Figure 5.2 pour des maillages hiérarchiques.

— Transfert des champs en passant par les nœuds de l’élément, voir [203, 213]. Cette approche
est illustrée sur la Figure 5.2. Cette stratégie implique trois étapes. Tout d’abord, les champs
définis aux points d’intégration de l’ancien maillage sont extrapolés aux nœuds de l’ancien
maillage via les fonctions de formes EF, par la méthode des moindres carrés [214, 215], ou
encore par l’approche SPR. Lors de cette étape il est important de prendre soin de rester
à l’intérieur de l’élément de départ (pas d’imposition de continuité des valeurs élémentaires
nodales). Deuxièmement, les fonctions de forme des éléments finis sont utilisées pour inter-
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poler les champs des nœuds de l’ancien maillage aux nœuds du nouveau maillage. Enfin, une
interpolation avec les fonctions de forme du nouveau maillage est effectuée pour transférer les
champs des nœuds du nouveau maillage vers les points d’intégration du nouveau maillage.
Cette approche est illustrée sur la Figure 5.2.

— Transfert en utilisant des points d’intégration supplémentaires [210] dont l’idée consiste à
inclure les nœuds du maillage dans les points d’intégration où la loi de comportement est
évaluée (quadrature de Gauss-Lobatto). Cette approche conduit à des résultats précis mais
s’avère coûteuse numériquement [210].

— Transfert par moindres carrés ou moindres carrés mobiles, basé sur des techniques d’approxi-
mation diffuse (diffuse transfer operator en anglais), cf [216, 217] avec une amélioration proposé
dans [218] visant de limiter la diffusion numérique.

Nœuds du maillage grossier

Nœuds du maillage fin

Transfert de champ direct

Champ défini aux 

points d’intégration 

du maillage fin

Champ défini aux 

points d’intégration 

du maillage grossier

Transfert de champ en passant par les nœuds d’un éléments 

Nœuds du maillage grossier

Nœuds du maillage fin

Champ défini aux 

points d’intégration 

du maillage grossier

Champ défini aux 

nœuds du maillage 

grossier

Champ défini aux 

nœuds du maillage 

fin

Champ défini aux 

points d’intégration 

du maillage fin

Figure 5.2: Stratégies de projection des champs définis aux points d’intégration

Il faut noter que même si de nombreuses études ont été menées afin de proposer des opérateurs
de transfert génériques et efficaces, le transfert des variables entre différents maillages reste toujours
une question ouverte dans la littérature [218].

Rétablissement de l’équilibre

Indépendamment de la stratégie de transfert choisie, une fois les quantités transférées, il faut
assurer l’équilibre ainsi que la cohérence avec les relations constitutives, cf. [203, 210, 213].

Dans cette section nous proposons une stratégie simple pour répondre à la problématique impor-
tante associée à la remise en équilibre des champs transférés.

En supposant que le problème non linéaire est résolu de façon exacte, le premier résidu non
linéaire à un pas donné t, noté R0

t , devrait s’écrire :

R̃
0
t = ∆F ext

t = F ext
t − F ext

t−1 (5.1)
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avec
F ext
t−1 = F int(σt−1) (5.2)

Cependant en cas de transfert de champs, les contraintes considérées σ̂t−1 sont celles issues de
la projection de σt−1 sur le nouveau maillage. Ces contraintes ne sont donc pas à l’équilibre avec les
forces externes précédentes. Il existe donc un résidu de déséquilibre en début de pas de temps :

Rdes
t−1 = F ext

t−1 − F int(σ̂t−1) (5.3)

La stratégie proposée pour ne pas cumuler les résidus de déséquilibre consiste donc à ajouter ce
résidu au résidu initial :

R0
t = R̃

0
t +Rdes

t−1 (5.4)
ce qui revient en pratique à considérer le résidu initial

R0
t = F ext

t − F int(σ̂t−1) (5.5)

Connaissant ce premier résidu, on détermine un premier incrément de déplacement en résolvant
l’équation d’équilibre, cf. l’expression (4.8). Ce déplacement nous sert à définir la contrainte par
l’intégration de la loi de comportement qui va être utilisée par la suite dans le processus itératif pour
mettre à jour les efforts internes de façon standard, cf. Eq. (4.8).

Remarque 5.2.1. Dans le cas d’une résolution non exacte du problème non linéaire, étant donné
que (5.2) n’est pas vérifié, un résidu initial identique à (5.5) permet de tenir compte du déséquilibre
de résolution [219, 220].

Évaluation de la précision de différentes stratégies de transfert

Dans cette section nous nous intéressons à étudier la précision de deux stratégies de transfert des
champs définis aux points d’intégration : la stratégie de transfert direct et la stratégie en passant par
les nœuds d’un élément, cf. Figure 5.2. Ces deux stratégies semblent être les plus simples à mettre
en œuvre et ont montré leur efficacité dans de nombreuses études (cf. par exemple [11, 211, 212]).
De plus, étant locales, ces stratégies limitent la diffusion numérique. Il faut noter qu’en pratique,
l’étape 3 de la Figure 5.2 de droite est évitée, car il est possible d’interpoler les valeurs directement
des nœuds du maillage grossier aux points d’intégration du maillage fin.

Nous nous focalisons sur le transfert de champ des contraintes. Cette étude nous servira de ré-
férence pour définir la stratégie à adopter par la suite dans le cadre non linéaire où nous serons
emmenés à transférer, en outre, les variables internes.

Afin d’effectuer cette étude de façon la plus rigoureuse possible, le benchmark académique de la
plaque trouée pour lequel nous possédons la solution analytique est utilisé. Nous nous référons à la
section 3.3 pour le positionnement du problème ainsi que la solution analytique.

Nous évaluons alors l’erreur commise lors du transfert depuis un maillage grossier, noté G0 vers
des maillages raffinés avec les ratios de raffinement βT 0 = 2 et βT 0 = 4 appliqués à l’ensemble des
éléments T 0 ∈ G0. Les maillages obtenus sont notés G1 et G2, respectivement.
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Le champ des contraintes est calculé de façon analytique sur le maillage G0 afin de ne pas tenir
compte de l’erreur de discrétisation. Les contraintes sont ensuite transférées du maillage G0 aux
maillages G1 et G2 et comparées aux contraintes évaluées également de façon analytique sur ces
maillages. L’erreur est mesurée en norme énergie.

Nous présentons dans la Table 5.1 les erreurs obtenues pour les deux stratégies de transfert
étudiées. Ces deux stratégies conduisent à des erreurs du même ordre de grandeur. Il peut être
observé que la stratégie de transfert en passant par les nœuds conduit à une erreur plus faible.

Table 5.1: Procédures de transfert des informations définies aux points d’intégration

G0 → G0 G0 → G1 G0 → G2
Procédure de transfert direct

Erreur en norme énergie 0.0 5.85 · 10−3 6.03 · 10−3

Procédure de transfert en passant par les nœuds des éléments
Erreur en norme énergie 0.0 2.01 · 10−3 2.42 · 10−3

Remarque 5.2.2. Dans notre cas, il faut noter que les bases algorithmiques de cette approche (à
savoir interpolation des champs définis aux points d’intégration aux nœuds des éléments en utilisant
les fonctions de forme éléments finis) sont implémentées sous Cast3M de façon optimale, ce qui en
fait la stratégie la plus efficace en terme de temps de calculs.

Dans la suite de ce document nous allons utiliser alors le transfert en passant par les nœuds
des éléments lors de transfert des champs définis aux points d’intégration (champs des contraintes,
variables internes, etc.).

5.3 Problème élastique quasi-statique avec un chargement
évolutif

Nous nous intéressons ici à la mise en œuvre de l’algorithme LDC pour un problème quasi-statique
avec un chargement de position et/ou intensité variable au cours du temps. Afin de se focaliser sur
l’importance de l’adaptation dynamique (i.e. en temps) du maillage et d’évaluer la stratégie de
rééquilibrage proposée dans la section 5.2.3, le comportement du matériau est supposé élastique.

Cette étude nous permet également de tester les performances des techniques de transfert de
champs choisies (cf. section 5.2.3). Le problème traité étant linéaire élastique, il suffirait de transfé-
rer les déplacements entre les pas de temps et ensuite calculer le champ de contraintes en utilisant
la loi de comportement (linéaire). Néanmoins, afin de valider la procédure de transfert choisie pour
les champs définis aux points d’intégration sur un exemple réel, nous allons transférer également le
champ des contraintes depuis le pas de temps précédent.

À titre d’illustration, nous considérons ici un problème représentant le phénomène d’IPG illustré
sur la Figure 3.16a. La position de la singularité de pression Lh = 0.6 mm reste inchangée, ainsi que
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la pression externe égale à 15.5 MPa. La pression interne suivante est imposée :

σn = −[80, ..., 250] MPa sur z ≤ Lh

σn = −80 MPa sur z > Lh
(5.6)

Sur la partie z ≤ Lh de la gaine modélisée la pression varie alors de 80 MPa à 250 MPa, ce qui
est représentatif d’un transitoire de puissance [221]. Dans l’exemple considéré, cette pression varie
linéairement sur 34 pseudo pas de temps par pas de 5 MPa.

La procédure AMR avec estimateur d’erreur telle que décrite dans le chapitre 2 est appliquée à
chaque pas de temps, donc les niveaux de maillages sont réactualisés à chaque pas.

Pour évaluer l’erreur commise, nous utilisons une solution de référence calculée pour chaque
chargement de façon non-incrémentale (car comportement élastique) sur un maillage très fin uniforme.
La tolérance fixée sur l’erreur globale est εΩ = 2%, sur l’erreur locale nous fixons un seuil δ = 3%
(le pourcentage des éléments dont l’erreur locale est supérieure à εΩ = 2% ne doit pas dépasser 3%).
L’erreur globale réelle relative en norme énergie eex

Gk
est calculée avec l’expression (3.2), celle locale

est évaluée avec la mesure ηex définie par l’expression (3.3).

5.3.1 Stratégie de rééquilibrage
Nous nous focalisons dans un premier temps sur l’évaluation de la stratégie de rééquilibrage

associée à la remise à l’équilibre suite au transfert des champs. Dans ce cas quasi-statique linéaire,
comme nous n’avons pas de forces non linéaires à équilibrer, le déséquilibre est uniquement dû au
transfert des champs entre les pas de temps.

Sur les Figures 5.3a et 5.3b nous présentons les évolutions des erreurs globales et locales, respec-
tivement, obtenues avec et sans le résidu initial de déséquilibre, cf. expression (5.5). La Figure 5.3c
présente le nombre k de niveaux générés avec la méthode LDC et le nombre de nœuds des maillages
finaux composites Gk obtenus.

Tout d’abord nous pouvons constater une accumulation des erreurs (surtout vis-à-vis de mesure de
l’erreur locale) dans le cas où le rééquilibrage n’est pas effectué, cf. courbe verte sur la Figures 5.3. Il
faut noter que même si la mesure de l’ensemble des éléments où l’erreur locale dépasse le seuil demandé
est assez large (ηex ≈ 22% à la fin de l’historique), cf. Figure 5.3b, ces valeurs restent entre εΩ = 2 et
3% comme on peut voir sur les cartes d’erreurs locales présentées sur la Figure 5.5e. La propagation
des erreurs depuis les pas de temps précédents a une influence importante sur l’adaptation de maillage.
Cela conduit à la génération de maillages surraffinés (cf. Figure 5.3c) comparés au cas où on tient
compte du déséquilibre initial. De plus, même si des maillages surraffinés sont générés, nous n’arrivons
pas à diminuer de façon significative les erreurs. Ceci est donc bien dû au transfert des champs.

Tenant compte de ce déséquilibre, nous arrivons à contrôler les erreurs globales et locales sur
tout l’historique du chargement, cf. courbe rouge sur la Figure 5.3. Nous pouvons remarquer que
la génération des sous-niveaux de maillages supplémentaires (cf. Figure 5.3c) permet de corriger les
erreurs de façon efficace (cf. les chutes des erreurs à la pression correspondante à 110 MPa quand le
premier sous-niveau est ajouté et à 230 MPa quand on ajoute encore un sous-niveau de maillage).
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Figure 5.3: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D avec intensité du chargement variable
– tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 2% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% –
évaluation de la stratégie de rééquilibrage – erreur globale et mesure de l’erreur locale et maillages
générés

Nous pouvons en conclure que la stratégie de rééquilibrage proposée dans la section 5.2.3 est très
efficace et permet de répondre à la problématique liée à la remise à l’équilibre des champs transférés.
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5.3.2 Adaptation dynamique du maillage
Dans cette section nous visons à montrer l’importance du remaillage dynamique en temps. Nous

comparons notre approche avec des sous-niveaux de maillages mobiles (cf. Figure 5.5d) à deux stra-
tégies où le maillage est généré a priori et n’est pas réactualisé au cours du temps. La première
stratégie consiste à utiliser un maillage uniforme (k = 0) choisi arbitrairement (le phénomène étudié
n’est pas très bien connu), cf. Figure 5.5b, tandis que la deuxième stratégie, proche de celle actuel-
lement utilisée lors de la simulation de l’IPG, cf. [5, 221], se base sur un maillage généré également
a priori mais avec les éléments plus raffinés concentrés dans des zones d’intérêt potentielles k = 2
(position du contact pastille-gaine connue a priori), cf. Figure 5.5c.

Les distributions des erreurs locales sur les maillages composites obtenues avec les trois stratégies
correspondantes aux maillages constants et évolutif, sont illustrées sur la Figure 5.5 pour certains
pas de temps. Sur les Figures 5.4a et 5.4b nous illustrons les évolutions de l’erreur globale relative
eex
Gk

et la mesure de l’erreur locale ηex, respectivement, obtenues sur l’ensemble de l’historique du
chargement.
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Figure 5.4: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D avec intensité du chargement variable
– tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 2% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 3% –
erreur globale et mesure de l’erreur locale

On peut observer qu’en s’appuyant uniquement sur le remaillage dynamique qui suit l’évolution
du chargement, cf. Figure 5.4, nous arrivons à contrôler les erreurs globales et locales sur tous les
pas de temps. Dans ce cas les sous-niveaux de maillages ajoutés de façon automatique permettent de
bien capturer les zones où l’erreur est importante et donc améliorer considérablement les précisions.

Dans les cas où les maillages a priori sont utilisés, les erreurs obtenues se cumulent et dépassent
assez vite les seuils fixés (surtout l’erreur locale). L’utilisation de maillages préraffinés a priori (Fi-
gure 5.5c) permet d’atteindre des erreurs plus basses au début de l’historique comparé au maillage
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MAILLAGE, rouge: discontinuite de pression
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(d) Maillage évolutif avec résidu de déséquilibre
(cf. nombre de nœuds sur la Figure 5.3c)
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(cf. nombre de nœuds sur la Figure 5.3c)

Figure 5.5: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 2D avec intensité du chargement variable
et comportement élastique – tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 2% – paramètre de contrôle de
l’erreur locale δ = 3% ; (a) maillage initial avec la singularité de pression en rouge, (b) - (e) cartes
d’erreurs locales
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évolutif, mais à un coût de calcul plus élevé (maillages trop raffinés). Néanmoins, avec l’évolution
du phénomène en temps, ce maillage n’est pas suffisamment raffiné aux bons endroits et ne permet
donc pas de bien suivre l’évolution du phénomène. Quant au maillage à un niveau ne tenant pas
compte du phénomène étudié (Figure 5.5b), nous pouvons constater qu’il devient très vite insuffisant
et conduit à des erreurs élevées.

Grâce à cette étude on peut conclure que même si l’adaptation dynamique de maillage n’est pas
triviale à mettre en œuvre et engendre des difficultés et éventuellement des coûts supplémentaires
associés au transfert des champs entre pas de temps, son apport est nécessaire pour des problèmes
fortement évolutifs.

5.4 Optimisation du processus de raffinement et contrôle de
la précision

Pour des problèmes non linéaires, la procédure de raffinement optimale en terme de précision (suivi
du phénomène étudié) consisterait à appliquer à chaque pas de temps l’algorithme de raffinement
adaptatif tel qu’introduit au chapitre 2, cf. Algorithme 1. Ainsi, en partant d’un maillage initial
grossier, les sous-grilles de la méthode LDC seraient automatiquement réactualisées à chaque pas de
temps.

Cependant, parfois entre les pas de temps les zones raffinées changent de façon négligeable, ce
qui n’a pas d’influence significative sur les erreurs finales obtenues. Dans ce cas, la régénération des
maillages à chaque pas de temps (avec les transferts de champs associés) peut vite rendre la méthode
AMR inefficace en terme de temps de calcul.

L’objectif ici est alors de proposer une approche permettant d’optimiser le processus de raffine-
ment dans le cas de la méthode multiniveau LDC. Une stratégie possible est d’imposer le remaillage
après un certain nombre de pas de temps comme effectué dans [11], mais cette approche ne permet
pas de bien capturer le phénomène étudié et ne garantit pas la vérification des précisions prescrites.

Nous visons ainsi à proposer une stratégie robuste de raffinement dynamique limitant le nombre
de remaillages au cours du temps, tout en garantissant la vérification des précisions prescrites par
l’utilisateur sur les erreurs globales et locales.

Nous résumons dans l’Algorithme 13 le processus de raffinement optimisé. Nous notons kmax le
nombre d’itérations AMR effectuées (= nombre de sous-niveaux LDC) au pas de temps précédent.
Notons qu’au début du premier pas de temps kmax = 0.

Dans l’Algorithme 13, nous introduisons tout d’abord un indicateur de remaillage, noté remesh.
Ce booléen prend la valeur vrai si le remaillage est nécessaire au pas de temps suivant, ou la valeur
faux si nous allons garder les sous-niveaux générés. Il est initialisé à vrai au début de l’historique, ce
qui permet de générer au premier pas de temps l’ensemble de sous-niveaux nécessaires à partir d’un
maillage initial grossier.
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L’indicateur de remaillage va s’appuyer sur le booléen de sortie du module STOP (cf. section
2.5) mais également sur la précision locale sur le maillage composite Gi évaluée via :

µ(ΩDt,est
i

)
µ(Ω) > δ (5.7)

avec µ(ΩDt,est
i

) la mesure de la zone ΩDt,est
i

= {⋃ T̄ i; T i ∈ Dt,est
i } avec Dt,est

i l’ensemble des éléments

du maillage composite où l’erreur locale estimée ξt
T i

ωt
T i

dépasse la tolérance prescrite : Dt,est
i = {T i ∈

Gti ;
ξt

T i

ωT i
> εΩ}.

Ce critère indique si le maillage utilisé au pas de temps courant est suffisamment localement
raffiné et permet de bien capturer les zones critiques (qui ont potentiellement évoluées par rapport
aux pas de temps d’avant).

Algorithm 13 Algorithme optimisé du processus de raffinement multiniveau en temps
Paramètres : tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ, paramètre de contrôle de l’erreur
locale δ
Initialisation de la boucle en temps : kmax = 0, booléen remesh = vrai
pour t = 1 à nombre de pas de temps

Initialisation de la boucle AMR : i = 0, maillage initial Ĝt0 ← Gt0, booléen stop = faux
tant que stop = faux faire
• uti = SOLVEMETHOD(Gti ou {Ĝtg}ig=0)
• {ξtT i}T i∈Gt

i
= ESTIMATE(uti,Gti )

• M0
i = MARK(ui, {ξtT i}T i∈Gt

i
,Gti )

• stop = STOP({ξtT i}T i∈Gt
i
,M0

i , εΩ, δ)
si stop = vrai ou (remesh = faux et i = kmax + 1) alors quitter boucle AMR fin si
• si remesh = vrai ou (remesh = faux et i = kmax)
Gti+1, Ĝti+1 = REFINEMETHOD(M0

i , {βT i}T i∈Mi
,Gti , Ĝti)

sinon
Gti+1 ← Gt−1

i+1 et Ĝti+1 ← Ĝt−1
i+1

fin si
• i← i+ 1

fin tant que
kmax ← i
Mise à jour de remesh : si (le critère (5.7) est vrai ou stop = faux) alors remesh = vrai

sinon remesh = faux fin si
t← t+ 1

fin pour

Remarque 5.4.1. En cas de non-remaillage (remesh = faux), nous avons donné la possibilité
d’ajouter un sous-niveau de maillage en plus à l’itération AMR i = kmax si nécessaire (si le booléen
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stop = faux). Dans le cas de maillages imbriqués, la précision peut être impactée par l’erreur de
pollution (erreur de discrétisation dans les zones pas suffisamment raffinées). Nous autorisons alors
à ajouter uniquement un sous-niveau pour éviter un raffinement excessif non nécessaire.

Il est important de noter que comme le module STOP est appelé à chaque itération de la boucle
AMR sur un pas de temps, cela permet de sortir du processus de raffinement une fois que les critères
sont satisfaits. Cette option nous permet d’utiliser uniquement les sous-niveaux LDC nécessaires
pour un pas de temps donné, ce qui peut conduire naturellement à un déraffinement par rapport au
pas de temps précédent.

Il faut également noter que grâce à son coté multiniveau, la méthode LDC conduit naturellement
à chaque remaillage (remesh = vrai) au déraffinement (allant jusqu’au maillage initial grossier)
des zones non nécessaires. En effet, en cas de remaillage, les nouveaux sous-niveaux sont générés en
partant du maillage grossier initial, ce qui implique possiblement le “déraffinement” des éléments
raffinés au pas précédent s’ils ne sont plus recouverts par des maillages plus fins.

Remarque 5.4.2. Comme déja précisé précédemment, dans l’Algorithme 13 le booléen remesh in-
dique si le remaillage est à effectuer au pas de temps suivant en se basant sur les erreurs obtenues au
pas de temps courant. Cela peut conduire au dépassement des précisions prescrites au pas de temps
donné. On pourrait envisager une amélioration de l’algorithme permettant de refaire le calcul sur le
même pas de temps. Pour ce faire, si remesh est mis à vrai à la fin d’un pas de temps donné, il
suffit de refaire la boucle AMR dès le début (et donc de régénérer l’ensemble de sous-niveaux) sur le
même pas. Cela permet de contrôler encore mieux les précisions, mais s’avère légèrement plus coûteux
en temps de calculs. Par ailleurs, il serait intéressant d’introduire un intervalle de sécurité sur les
erreurs prescrites. Dans ce cas, si les erreurs dépassent les seuils fixés mais restent “acceptables”,
le remaillage est évité. Cet intervalle devrait alors tenir compte de qualité de l’estimateur d’erreur
utilisé (surtout s’il a tendance à sous-estimer l’erreur réelle).

Remarque 5.4.3. Nous avons vu que la méthode LDC conduisait naturellement au déraffinement
de certaines zones en cas de remaillage. Cependant, comme effectué généralement dans la littérature,
cf. par exemple [222, 156], ce remaillage est effectué uniquement lorsque les tolérances prescrites
sur les erreurs ne sont plus satisfaites. Il pourrait être intéressant de se doter d’un indicateur de
déraffinement permettant de déraffiner les maillages également si l’erreur est “trop” bien respectée.
Cela éviterait de conserver sur certains problèmes des maillages trop raffinés. On pourrait facilement
introduire cette option dans l’Algorithme 13 afin d’optimiser le coût de calcul.
Il faut également noter que parmi les méthodes AMR étudiées dans cette thèse, uniquement pour
l’approche multiniveau LDC la procédure de déraffinement ne semble pas présenter de difficultés sup-
plémentaires (grâce à l’utilisation des niveaux de maillages séparés à partir d’un maillage grossier).
Pour les méthodes h-adaptatives le déraffinement peut s’avérer non trivial (grossissement des bandes
d’éléments pour la méthode h conforme, algorithme adapté afin de respecter la règle “one-irregularity”
pour h non-conforme).
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5.5 Contrôle de l’erreur sur l’historique : modèle élasto-
plastique

Dans un contexte non linéaire une question importante est liée au contrôle de l’erreur de dis-
crétisation sur l’historique. Nous avons montré que grâce à l’adaptation dynamique du maillage, il
est possible de bien suivre l’évolution des phénomènes en temps. Il est évident que l’efficacité du
remaillage dynamique s’appuie fortement sur les performances de l’estimateur d’erreur utilisé afin de
détecter les zones à raffiner.

Nous nous focalisons dans cette partie sur la comparaison des deux versions de l’estimateur
d’erreur de Zienkiewicz et Zhu : la version standard et la version incrémentale.

La première version de l’estimateur s’appuie sur la solution totale en contraintes (la solution
obtenue sur l’ensemble de l’historique jusqu’au pas de temps courant), cf. section 2.3.

La version incrémentale a été proposée dans [222]. Comme le postulent les auteurs, si l’erreur est
contrôlée jusqu’au pas de temps t−1, la procédure d’estimation d’erreur se réduit à contrôler l’erreur
uniquement du pas de temps suivant t. Cette version de l’estimateur fait alors intervenir la solution
incrémentale sur un pas de temps. L’erreur incrémentale estimée par élément s’écrit :

ξtT i = ‖e‖tT i '
( ∫

T i
|(σt,∗i − σti) : (∆εt,∗i −∆εti)| dT i

) 1
2 pour T i ∈ Gti (5.8)

L’erreur absolue estimée est pondérée par l’énergie de déformation ωt
Gt

i
:

ωt
Gt

i
= ‖w‖tGt

i
'
∫
Gt

i

|σti : ∆εti| dGti (5.9)

avec ∆εti = εti − εt−1
i l’incrément de déformation.

Dans notre étude, nous utilisons le critère d’optimalité de maillage LOC visant à contrôler les
erreurs globales et locales, cf. étude comparative au chapitre 3. Par conséquent, pour la version
incrémentale de l’estimateur ZZ, les éléments à raffiner sont détectés en utilisant l’expression (2.21)
avec l’erreur élémentaire maximale permise ξt,maxT i calculée avec (2.20) où ωt

T i est défini par élément :

ωt
T i = ‖w‖tT i '

∫
T i
|σti : ∆εti| dT i pour T i ∈ Gti (5.10)

Il faut noter que pour un cas non linéaire, nous allons appliquer la procédure de lissage séparé-
ment au champ de contraintes et au champ de déformations, car la loi de comportement non linéaire
ne permet pas d’obtenir le champ des déformations lissé incrémentale ∆εt,∗i facilement à partir du
champ des contraintes lissé ∆σt,∗i (cf. ∆εt,∗i = C−1∆σt,∗i pour la loi de comportement linéaire élas-
tique). Dans notre étude nous utilisons la procédure de lissage basée sur la projection pour les deux
champs, cf. l’Annexe A.

Pour effectuer l’étude des deux versions de l’estimateur, nous nous plaçons ici dans le cadre d’un
problème modèle élasto-plastique parfait. La rélation de comportement est exprimée comme :

σ = C : (ε− εnl) (5.11)
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avec ε = 1
2(grad u + gradT u) la déformation totale et εnl la déformation non linéaire (plastique),

définie dans le cas de élasto-plasticité parfaite comme

εnl = 0 si σVM < σy

εnl = λ̇σd si σVM = σy
(5.12)

avec λ̇ le multiplicateur plastique, σy la limite élastique, σVM =
(

3
2σijσij

)1/2
le champ des contraintes

de Von Mises et σd le tenseur déviatorique des contraintes

σd = σ − 1
D
tr(σ)ID (5.13)

où D est la dimension, ID la matrice unité et tr(σ) = ∑D
i=1 σii le trace du tenseur σ.
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Figure 5.6: Benchmark académique – plaque trouée avec déplacement imposé – plasticité parfaite ;
(a) définition du problème et (b) maillage grossier initial

Le cas test utilisé ici est le benchmark d’une plaque avec un trou circulaire soumis à un dépla-
cement imposé issu de [222]. Le problème considéré est illustré sur la Figure 5.6a. Nous considérons
un module de Young E = 9.8 · 109 Pa, un coefficient de Poisson ν = 0.3 et une limite élastique
σy = 9.8 · 107 Pa (critère de Von Mises). Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la plaque
illustrée sur la Figure 5.6a de droite est considéré. Les conditions aux limites sont également présen-
tées sur la Figure 5.6a. Les valeurs de déplacements imposés varient de 0.01 à 0.04 cm. Dans notre
étude, nous faisons varier le déplacement imposé linéairement sur 30 pas de temps par pas de 0.001
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cm. Afin de minimiser l’erreur d’approximation liée à la discrétisation du cercle, nous nous appuyons
sur le raffinement quasi-hiérarchique, cf. remarque 3.3.1.

Pour la suite pour quantifier l’erreur nous considérons comme solution de référence une solution
calculée sur un maillage très fin quasi-uniforme (d’environ 2.5 · 105 nœuds). Cette solution est ob-
tenue en utilisant les mêmes pas de chargement ce qui permet de négliger l’erreur de discrétisation
temporelle.

Nous appliquons la procédure de raffinement dynamique présentée dans la section 5.4 avec l’al-
gorithme non linéaire de la méthode LDC, cf. l’Algorithme 12.

Nous présentons ici les résultats obtenus avec les versions totale et incrémentale de l’estimateur ZZ.
Pour chaque version de l’estimateur utilisée, les erreurs réelles globales (cf. Figure 5.7) et les mesures
des erreurs réelles locales (cf. Figure 5.8) sont présentées. Ces erreurs sont calculées en utilisant les
mêmes expressions que pour les erreurs estimées mais avec la solution de référence. Pour les deux
cas, nous présentons les erreurs totales (obtenues à partir de la solution totale sur l’historique) et les
erreurs incrémentales (calculées sur un pas de temps) afin de comparer au mieux les performances
des deux versions de l’estimateur.

Les résultats présentés ici sont obtenus en fixant la tolérance εΩ = 5% sur l’erreur globale. Pour
l’erreur locale nous fixons tout d’abord un seuil à δ = 100%, cf. expression (2.25), ce qui nous permet
de contrôler uniquement l’erreur globale (comme dans la référence [222]). Nous vérifions également si
on peut contrôler l’erreur locale en fixant δ = 5% (contrôle de la zone critique traduit par la mesure
de l’ensemble d’éléments dont l’erreur locale dépasse εΩ = 5%).

Tout d’abord il faut noter que l’algorithme LDC s’applique bien au problème d’élasto-plasticité
parfaite considéré et conduit à des résultats très satisfaisants.

Nous pouvons observer sur les Figures 5.7a et 5.7b que les deux versions de l’estimateur permettent
de bien contrôler les erreurs globales (celles totale et incrémentale). Ces erreurs globales sont autour
du seuil εΩ = 5% demandé, avec des erreurs plus faibles atteintes en fixant un contrôle de l’erreur
locale (δ = 5%). Nous pouvons également constater des oscillations de l’erreur incrémentale (courbes
verte et jaune) au cours du temps. Ce comportement de l’erreur incrémentale a été également observé
dans [222]. Le comportement de la solution totale est plus lisse car l’influence de la solution obtenue
sur un incrément est limitée.

Concernant l’erreur locale, cf. Figures 5.8a et 5.8b, nous pouvons constater globalement le même
comportement indépendamment de la version de l’estimateur appliquée. L’erreur locale totale est
bien contrôlée : même en fixant δ = 100%, la mesure de l’erreur locale totale ne dépasse pas 25%
(courbe rouge), tandis qu’avec δ = 5% elle reste inférieure ou autour de 5% demandé (courbe bleue)
ce qui est très satisfaisant.

Par contre, pour les deux versions de l’estimateur utilisées, les mesures de l’erreur locale incré-
mentale (courbes verte et jaune) oscillent de façon plus significative surtout à la fin de l’historique.
Même en fixant un seuil δ = 5%, l’erreur locale incrémentale est difficilement contrôlable. Ce com-
portement est sûrement dû à l’utilisation du dénominateur local avec l’incrément de déformation, cf.
l’expression (5.10), qui peut être très faible ce qui conduit à les erreurs locales très grandes.
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Figure 5.7: Benchmark académique – plaque trouée avec déplacement imposé évolutif – plasticité
parfaite – erreurs globales relatives en norme énergie eex

Gk
– tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5%

et paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 100% et δ = 5%
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Figure 5.8: Benchmark académique – plaque trouée avec déplacement imposé évolutif – plasticité
parfaite – mesure de l’erreur locale ηex – tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5% et paramètres
de contrôle de l’erreur locale δ = 100% et δ = 5%
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Le nombre de sous-niveaux générés k ainsi que le nombre de nœuds des maillages finaux compo-
sites Gk sont donnés dans le Table 5.2. D’un point de vue du coût de calcul, la version incrémentale de
l’estimateur demande plus de remaillages et génère plus de sous-niveaux conduisant à des maillages
plus raffinés (cf. nombre de nœuds des maillages composites Gk dans la Table 5.2). En plus, l’esti-
mateur incrémental conduit à un raffinement oscillatoire, qui est sûrement dû à des variations de
l’incrément de déformations entre pas de temps. Avec la version totale de l’estimateur, cf. Table 5.2,
on peut limiter le nombre de remaillages effectués et générer des maillages moins raffinés qui res-
pectent les erreurs demandées.

Table 5.2: Benchmark académique – plaque trouée avec déplacement imposé évolutif – plasticité
parfaite – maillages générés

Version totale de l’estimateur d’erreur ZZ
Tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5% et paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 100%
Déplacement imposé 0.01→ 0.025 cm 0.026 cm 0.027→ 0.04 cm

Nombre de sous-niveaux k = 2 k = 3 k = 3
Nombre de nœuds Gk 926 2471 2819
Tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5% et paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 5%
Déplacement imposé 0.01→ 0.023 cm 0.024→ 0.026 cm 0.027 cm 0.028→ 0.04 cm

Nombre de sous-niveaux k = 3 k = 3 k = 4 k = 4
Nombre de nœuds Gk 2471 2784 4703 4984

Version incrémentale de l’estimateur d’erreur ZZ
Tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5% et paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 100%

Déplacement imposé 0.01→ 0.019 cm 0.020 cm 0.021 cm 0.022→ 0.039 cm 0.040 cm
Nombre de sous-niveaux k = 2 k = 3 k = 5 k = 3 k = 4
Nombre de nœuds Gk 926 2471 27379 2855 8618

Tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5% et paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 5%
Déplacement imposé 0.01→ 0.019 cm 0.020 cm 0.021→ 0.028 cm 0.029→ 0.030 cm 0.031→ 0.032 cm 0.033→ 0.040 cm

Nombre de sous-niveaux k = 3 k = 5 k = 4 k = 5 k = 4 k = 5
Nombre de nœuds Gk 2471 25485 8346 30775 9748 17276

Sur la Figure 5.9 nous présentons les champs des contraintes de Von Mises obtenus sur les maillages
composites pour certains pas de temps obtenus avec la version totale et incrémentale de l’estimateur
d’erreur.

Nous pouvons observer que les contraintes importantes se localisent au cours du temps vers la
partie droite de la plaque. On constate que contrairement à [222] les zones raffinées ne se concentrent
pas uniquement vers la région où la contrainte est la plus importante. Cela peut être expliqué par
l’utilisation de ratio de raffinement fixé qui permet un raffinement plus progressif, cf. section 2.6.1.
On peut voir que la stratégie appliquée permet de bien respecter les erreurs prescrites.
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Déplacement imposé 0.026 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2471
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= 3.9%, ηex = 8.6%
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Déplacement imposé 0.027 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2819
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Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2819
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= 4.5%, ηex = 10.4%

1

1

(a) Version totale de l’estimateur d’erreur ZZ – paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 100%
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Déplacement imposé 0.01 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2471
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= 2.7%, ηex = 4.4%
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 3.03E+07
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 4.29E+07

 4.71E+07
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Déplacement imposé 0.026 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2784
eex

Gk
= 3.1%, ηex = 5.6%
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Déplacement imposé 0.027 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 4
Nombre de nœuds Gk = 4703
eex

Gk
= 2.6%, ηex = 1.7%

1
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Déplacement imposé 0.040 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 4
Nombre de nœuds Gk = 4984
eex

Gk
= 3.6%, ηex = 4.5%

1

1

(b) Version totale de l’estimateur d’erreur ZZ – paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 5%
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Déplacement imposé 0.01 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 2
Nombre de nœuds Gk = 926
eex

Gk
= 4.2%, ηex = 19.3%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 8.53E+06

< 9.81E+07

 1.21E+07

 1.63E+07

 2.06E+07

 2.49E+07

 2.91E+07

 3.34E+07

 3.77E+07

 4.19E+07

 4.62E+07

 5.05E+07

 5.47E+07

 5.90E+07

 6.32E+07

 6.75E+07

 7.18E+07

 7.60E+07

 8.03E+07

 8.46E+07

 8.88E+07

 9.31E+07

 9.74E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 8.53E+06

< 9.81E+07

 1.21E+07

 1.63E+07

 2.06E+07

 2.49E+07

 2.91E+07

 3.34E+07

 3.77E+07

 4.19E+07

 4.62E+07
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Déplacement imposé 0.020 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2471
eex

Gk
= 3.2%, ηex = 5.5%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 2.64E+06

< 9.81E+07

 6.42E+06

 1.10E+07

 1.55E+07

 2.01E+07

 2.46E+07

 2.91E+07

 3.37E+07

 3.82E+07

 4.28E+07

 4.73E+07

 5.19E+07

 5.64E+07

 6.10E+07

 6.55E+07

 7.00E+07

 7.46E+07

 7.91E+07

 8.37E+07

 8.82E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 2.64E+06

< 9.81E+07

 6.42E+06

 1.10E+07

 1.55E+07

 2.01E+07

 2.46E+07

 2.91E+07

 3.37E+07

 3.82E+07

 4.28E+07

 4.73E+07

 5.19E+07
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Déplacement imposé 0.021 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 5
Nombre de nœuds Gk = 27379
eex

Gk
= 2.1%, ηex = 1.1%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 1.03E+07

< 9.81E+07
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 2.22E+07

 2.63E+07
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 3.47E+07

 3.89E+07

 4.31E+07

 4.72E+07

 5.14E+07

 5.56E+07

 5.98E+07

 6.39E+07

 6.81E+07

 7.23E+07

 7.65E+07

 8.07E+07

 8.48E+07

 8.90E+07

 9.32E+07

 9.74E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 1.03E+07

< 9.81E+07

 1.38E+07

 1.80E+07

 2.22E+07

 2.63E+07

 3.05E+07

 3.47E+07

 3.89E+07

 4.31E+07

 4.72E+07

 5.14E+07

 5.56E+07

 5.98E+07

 6.39E+07

 6.81E+07

 7.23E+07

 7.65E+07

 8.07E+07

 8.48E+07

 8.90E+07

 9.32E+07

 9.74E+07

Déplacement imposé 0.027 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 3
Nombre de nœuds Gk = 2855
eex

Gk
= 3.4%, ηex = 7.1%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 6.92E+06

< 9.81E+07

 1.05E+07

 1.49E+07

 1.92E+07

 2.36E+07

 2.79E+07

 3.22E+07

 3.66E+07

 4.09E+07

 4.53E+07

 4.96E+07

 5.39E+07

 5.83E+07

 6.26E+07

 6.70E+07

 7.13E+07

 7.56E+07

 8.00E+07

 8.43E+07

 8.87E+07

 9.30E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 6.92E+06

< 9.81E+07

 1.05E+07

 1.49E+07

 1.92E+07

 2.36E+07

 2.79E+07

 3.22E+07

 3.66E+07

 4.09E+07

 4.53E+07

 4.96E+07

 5.39E+07

 5.83E+07

 6.26E+07

 6.70E+07

 7.13E+07

 7.56E+07

 8.00E+07

 8.43E+07

 8.87E+07

 9.30E+07

 9.73E+07

Déplacement imposé 0.040 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 4
Nombre de nœuds Gk = 8618
eex

Gk
= 3.5%, ηex = 5.7%

1

1

(c) Version incrémentale de l’estimateur d’erreur ZZ – paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 100%

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 4.38E+06
< 6.85E+07

 6.93E+06

 9.98E+06

 1.30E+07

 1.61E+07

 1.91E+07

 2.22E+07

 2.53E+07

 2.83E+07

 3.14E+07

 3.44E+07

 3.75E+07

 4.05E+07

 4.36E+07

 4.66E+07

 4.97E+07

 5.28E+07

 5.58E+07

 5.89E+07

 6.19E+07

 6.50E+07

 6.80E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 4.38E+06
< 6.85E+07

 6.93E+06

 9.98E+06

 1.30E+07

 1.61E+07

 1.91E+07

 2.22E+07

 2.53E+07

 2.83E+07

 3.14E+07

 3.44E+07

 3.75E+07

 4.05E+07

 4.36E+07

 4.66E+07

 4.97E+07

 5.28E+07

 5.58E+07

 5.89E+07

 6.19E+07

 6.50E+07

 6.80E+07

Déplacement imposé 0.01 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 2
Nombre de nœuds Gk = 2471
eex

Gk
= 2.7%, ηex = 4.4%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 2.53E+06
< 9.81E+07

 6.32E+06

 1.09E+07

 1.54E+07

 2.00E+07

 2.45E+07

 2.91E+07

 3.36E+07

 3.82E+07

 4.27E+07

 4.73E+07

 5.18E+07

 5.64E+07

 6.09E+07

 6.55E+07

 7.00E+07

 7.46E+07

 7.91E+07

 8.37E+07

 8.82E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 2.53E+06
< 9.81E+07

 6.32E+06

 1.09E+07

 1.54E+07

 2.00E+07

 2.45E+07

 2.91E+07

 3.36E+07

 3.82E+07

 4.27E+07

 4.73E+07

 5.18E+07

 5.64E+07

 6.09E+07

 6.55E+07

 7.00E+07

 7.46E+07

 7.91E+07

 8.37E+07

 8.82E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

Déplacement imposé 0.020 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 5
Nombre de nœuds Gk = 25485
eex

Gk
= 2.1%, ηex = 0.7%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 6.25E+06
< 9.81E+07

 9.90E+06

 1.43E+07

 1.86E+07

 2.30E+07

 2.74E+07

 3.18E+07

 3.61E+07

 4.05E+07

 4.49E+07

 4.92E+07

 5.36E+07

 5.80E+07

 6.24E+07

 6.67E+07

 7.11E+07

 7.55E+07

 7.98E+07

 8.42E+07

 8.86E+07

 9.30E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 6.25E+06
< 9.81E+07

 9.90E+06

 1.43E+07

 1.86E+07

 2.30E+07

 2.74E+07

 3.18E+07

 3.61E+07

 4.05E+07

 4.49E+07

 4.92E+07

 5.36E+07

 5.80E+07

 6.24E+07

 6.67E+07

 7.11E+07

 7.55E+07

 7.98E+07

 8.42E+07

 8.86E+07

 9.30E+07

 9.73E+07

Déplacement imposé 0.027 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 4
Nombre de nœuds Gk = 8346
eex

Gk
= 2.7%, ηex = 3.2%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 3.47E+06
< 9.81E+07

 7.22E+06

 1.17E+07

 1.62E+07

 2.07E+07

 2.52E+07

 2.97E+07

 3.43E+07

 3.88E+07

 4.33E+07

 4.78E+07

 5.23E+07

 5.68E+07

 6.13E+07

 6.58E+07

 7.03E+07

 7.48E+07

 7.93E+07

 8.38E+07

 8.83E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 3.47E+06
< 9.81E+07

 7.22E+06

 1.17E+07

 1.62E+07

 2.07E+07

 2.52E+07

 2.97E+07

 3.43E+07

 3.88E+07

 4.33E+07

 4.78E+07

 5.23E+07

 5.68E+07

 6.13E+07

 6.58E+07

 7.03E+07

 7.48E+07

 7.93E+07

 8.38E+07

 8.83E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

Déplacement imposé 0.030 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 5
Nombre de nœuds Gk = 30775
eex

Gk
= 1.9%, ηex = 1.6%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 3.49E+06
< 9.81E+07

 7.25E+06

 1.17E+07

 1.63E+07

 2.08E+07

 2.53E+07

 2.98E+07

 3.43E+07

 3.88E+07

 4.33E+07

 4.78E+07

 5.23E+07

 5.68E+07

 6.13E+07

 6.58E+07

 7.03E+07

 7.48E+07

 7.93E+07

 8.38E+07

 8.83E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP

SCAL

> 3.49E+06
< 9.81E+07

 7.25E+06

 1.17E+07

 1.63E+07

 2.08E+07

 2.53E+07

 2.98E+07

 3.43E+07

 3.88E+07

 4.33E+07

 4.78E+07

 5.23E+07

 5.68E+07

 6.13E+07

 6.58E+07

 7.03E+07

 7.48E+07

 7.93E+07

 8.38E+07

 8.83E+07

 9.28E+07

 9.73E+07

Déplacement imposé 0.040 cm
Nombre de sous-niveaux générés k = 5
Nombre de nœuds Gk = 17276
eex

Gk
= 2, 8%, ηex = 3.6%

1

1

(d) Version incrémentale de l’estimateur d’erreur ZZ – paramètres de contrôle de l’erreur locale δ = 5%

Figure 5.9: Benchmark académique – plaque trouée avec déplacement imposé évolutif – plasticité
parfaite – champs des contraintes de Von Mises – tolérance fixée sur l’erreur globale εΩ = 5%
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Finalement, on peut conclure que la version totale de l’estimateur permet de contrôler plus pré-
cisément les erreurs totales (globale et locale) à un coût de calcul plus faible comparé à la version
incrémentale. Nous observons également qu’avec l’estimateur total le même comportement des er-
reurs incrémentales que celui constaté avec l’estimateur incrémental est obtenu. Par conséquent, dans
la suite de notre étude nous allons considérer la version totale de l’estimateur ZZ qui semble plus
robuste et efficace pour contrôler l’erreur et ainsi conduire le processus AMR.

Cet exemple numérique confirme l’efficacité de la stratégie de rééquilibrage du résidu initial,
cf. section 5.2.3, dans le cas du comportement élasto-plastique. De plus, couplé au processus de
remaillage optimisé proposé dans la section 5.4, nous pouvons effectuer le remaillage uniquement
si nécessaire (quand les erreurs estimées dépassent les seuils fixés) et donc limiter le nombre de
remaillages. Nous pouvons clairement voir les chutes significatives des erreurs quand les remaillages
sont effectués, cf. Figures 5.7 et 5.8.

5.6 Application de la méthode LDC au problème d’IPG
avec comportement visco-plastique

Nous nous intéressons à présent à appliquer la méthode LDC à des problèmes avec une loi de
comportement visco-plastique. La loi de comportement utilisée ici est une loi non linéaire à effet
d’histoire. La réponse de la structure modélisée à un temps donné dépend de l’historique de charge-
ment. Des variables internes sont alors à prendre en considération afin de caractériser l’état actuel
du système.

Nous considérons ici un problème 3D représentant le phénomène d’IPG illustré sur la Figure
5.10a. Nous modélisons le transitoire de puissance [221] avec l’évolution des pressions exercées sur
la partie interne de la gaine modélisée et illustrée sur la Figure 5.10. Les pressions sont supposées
varier linéairement en fonction du temps, mais avec deux pentes différentes, cf. Figure 5.10b. La
première pente correspond à un conditionnement de la pastille et la deuxième à un transitoire de
puissance. Dans l’exemple considéré, un conditionnement de la pastille de 5 secondes et un transitoire
de puissance de 30 secondes, sont considérés et simulés par pas de temps de 1 seconde.

Afin d’avoir le comportement non linéaire proche de celui de la loi de comportement de la gaine
utilisée dans PLEIADES [2], nous utilisons ici une loi de comportement de type fluage de Norton
sans écrouissage. La déformation non linéaire εnl, cf. relation de comportement (5.11), est reliée à la
contrainte par l’intermédiaire de sa vitesse et définie par :

ε̇nl = ( J
K

)n−1σd (5.14)

avec σd le tenseur déviatorique des contraintes, cf. expression (5.13), et J le second invariant de
σd (contrainte équivalente de Von Mises). Les paramètres matériau suivants sont choisis : n = 5 et
K = 2.6 · 1011 Pa 5

4 s 1
4 .
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Conditions de symétrie (relation d’ensemble)

Conditions 

de symétrie0.6mm
𝑥

𝑧

𝑦

𝑟𝜃

𝐿/2 = 6.4 mm

𝐿ℎ = 0.6 mm

𝑟 = 𝑅int

𝑟 = 𝑅ext

Pression externe

constante (15.5 MPa)

Pic de pression 

due à la déformation 

de diabolo 

Pression interne 

due à la pastille 

Pression 

discontinue

𝑓 = 0.8 𝜇m

(a)

Pr
es

si
on

s i
nt

er
ne

s, 
Pa

0,00E+00
1,00E+07
2,00E+07
3,00E+07
4,00E+07
5,00E+07
6,00E+07
7,00E+07
8,00E+07
9,00E+07
1,00E+08
1,10E+08
1,20E+08
1,30E+08
1,40E+08
1,50E+08

Temps, s
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

Pression sur   𝜃f < 𝜃 < 𝜋/8,   z ≤ Lh

Pression sur   𝜃f < 𝜃 < 𝜋/8,   z > Lh

Pression sur   0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃f,   ∀z

(b)

Figure 5.10: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D avec un modèle visco-plastique ;
(a) définitions du problème, (b) historique de chargement

Une solution de référence sur un maillage très fin étant inaccessible pour ce cas test, nous effec-
tuons le post-traitement en se basant des erreurs estimées : eest

Gk
= ξGk

ωGk

et ηest =
µ(ΩM0

k
)

µ(Ω) , cf. section 2.5.
Pour cet exemple numérique, nous fixons la tolérance sur l’erreur globale égale à εΩ = 10% et le pa-
ramètre de contrôle de l’erreur locale égal à δ = 10% également. Ces valeurs sont en cohérence avec
les incertitudes sur les paramètres physiques.

Du point de vue numérique, la résolution de ce problème de complexité industrielle est une tâche
difficile. En plus du comportement du matériau visco-plastique, nous introduisons un chargement va-
riable en temps. La complexité majeure vis-à-vis de l’adaptation de maillage est de pouvoir concentrer
des éléments raffinés suffisamment petits dans des zones critiques (ici les singularités de contraintes
apparaissant progressivement en temps) pour satisfaire les tolérances prescrites. Ainsi, ce problème
représente un benchmark industriel très intéressant pour vérifier l’efficacité de la méthode LDC dans
un cas non linéaire complexe. Il est à noter que jusqu’à présent un maillage 3D assez grossier est
utilisé [2, 5]. Un maillage grossier similaire (uniforme) est utilisé ici comme maillage de départ pour
appliquer la méthode LDC.

Nous présentons sur la Figure 5.11 les champs des contraintes de Von Mises obtenus pour certains
pas de temps sur les maillages LDC composites. Dans cet exemple numérique, au début de l’historique,
une pression constante initiale (égale à 8 MPa) est appliquée sur la paroi interne de la gaine, cf.
illustration sur la Figure 5.10b. Le raffinement n’est alors pas nécessaire pour satisfaire les seuils
prescrits sur les 2 premiers pas de temps de l’historique.
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CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     1 IRAF     0

SCAL

> 6.03E+07

< 6.83E+07

 6.06E+07

 6.10E+07

 6.14E+07

 6.18E+07

 6.22E+07

 6.26E+07

 6.29E+07

 6.33E+07

 6.37E+07

 6.41E+07

 6.45E+07

 6.48E+07

 6.52E+07

 6.56E+07

 6.60E+07

 6.64E+07

 6.67E+07

 6.71E+07

 6.75E+07

 6.79E+07

 6.83E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     1 IRAF     0

SCAL

> 6.03E+07

< 6.83E+07

 6.06E+07

 6.10E+07

 6.14E+07

 6.18E+07

 6.22E+07

 6.26E+07

 6.29E+07

 6.33E+07

 6.37E+07

 6.41E+07

 6.45E+07

 6.48E+07

 6.52E+07

 6.56E+07

 6.60E+07

 6.64E+07

 6.67E+07

 6.71E+07

 6.75E+07

 6.79E+07

 6.83E+07

Temps 0 s
Nombre de sous-niveaux k = 0
Nombre de nœuds Gk = 864
eest

Gk
= 1.38%, ηest = 0%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     3 IRAF     1

SCAL

> 5.75E+06

< 5.35E+07

 7.64E+06

 9.92E+06

 1.22E+07

 1.45E+07

 1.67E+07

 1.90E+07

 2.13E+07

 2.35E+07

 2.58E+07

 2.81E+07

 3.04E+07

 3.26E+07

 3.49E+07

 3.72E+07

 3.94E+07

 4.17E+07

 4.40E+07

 4.63E+07

 4.85E+07

 5.08E+07

 5.31E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     3 IRAF     1

SCAL

> 5.75E+06

< 5.35E+07

 7.64E+06

 9.92E+06

 1.22E+07

 1.45E+07

 1.67E+07

 1.90E+07

 2.13E+07

 2.35E+07

 2.58E+07

 2.81E+07

 3.04E+07

 3.26E+07

 3.49E+07

 3.72E+07

 3.94E+07

 4.17E+07

 4.40E+07

 4.63E+07

 4.85E+07

 5.08E+07

 5.31E+07

Temps 2 s
Nombre de sous-niveaux k = 1
Nombre de nœuds Gk = 3056
eest

Gk
= 4.51%, ηest = 11.9%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     4 IRAF     2

SCAL

> 6.15E+06

< 6.15E+07

 8.35E+06

 1.10E+07

 1.36E+07

 1.62E+07

 1.89E+07

 2.15E+07

 2.42E+07

 2.68E+07

 2.94E+07

 3.21E+07

 3.47E+07

 3.73E+07

 4.00E+07

 4.26E+07

 4.52E+07

 4.79E+07

 5.05E+07

 5.31E+07

 5.58E+07

 5.84E+07

 6.10E+07

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     4 IRAF     2

SCAL

> 6.15E+06

< 6.15E+07

 8.35E+06

 1.10E+07

 1.36E+07

 1.62E+07

 1.89E+07

 2.15E+07

 2.42E+07

 2.68E+07

 2.94E+07

 3.21E+07

 3.47E+07

 3.73E+07

 4.00E+07

 4.26E+07

 4.52E+07

 4.79E+07

 5.05E+07

 5.31E+07

 5.58E+07

 5.84E+07

 6.10E+07

Temps 3 s
Nombre de sous-niveaux k = 2
Nombre de nœuds Gk = 16338
eest

Gk
= 4.61%, ηest = 7.9%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     6 IRAF     2

SCAL

> 2.45E+06

< 1.24E+08

 7.28E+06

 1.31E+07

 1.89E+07

 2.47E+07

 3.05E+07

 3.63E+07

 4.21E+07

 4.79E+07

 5.37E+07

 5.95E+07

 6.53E+07

 7.11E+07

 7.69E+07

 8.27E+07

 8.85E+07

 9.43E+07

 1.00E+08

 1.06E+08

 1.12E+08

 1.17E+08

 1.23E+08

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP     6 IRAF     2

SCAL

> 2.45E+06

< 1.24E+08

 7.28E+06

 1.31E+07

 1.89E+07

 2.47E+07

 3.05E+07

 3.63E+07

 4.21E+07

 4.79E+07

 5.37E+07

 5.95E+07

 6.53E+07

 7.11E+07

 7.69E+07

 8.27E+07

 8.85E+07

 9.43E+07

 1.00E+08

 1.06E+08

 1.12E+08

 1.17E+08

 1.23E+08

Temps 5 s
Nombre de sous-niveaux k = 2
Nombre de nœuds Gk = 25295
eest

Gk
= 6.33%, ηest = 7.4%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP    26 IRAF     2

SCAL

> 5.95E+07

< 2.43E+08

 6.68E+07

 7.55E+07

 8.42E+07

 9.30E+07

 1.02E+08

 1.10E+08

 1.19E+08

 1.28E+08

 1.37E+08

 1.45E+08

 1.54E+08

 1.63E+08

 1.72E+08

 1.80E+08

 1.89E+08

 1.98E+08

 2.07E+08

 2.15E+08

 2.24E+08

 2.33E+08

 2.42E+08

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP    26 IRAF     2

SCAL

> 5.95E+07

< 2.43E+08

 6.68E+07

 7.55E+07

 8.42E+07

 9.30E+07

 1.02E+08

 1.10E+08

 1.19E+08

 1.28E+08

 1.37E+08

 1.45E+08

 1.54E+08

 1.63E+08

 1.72E+08

 1.80E+08

 1.89E+08

 1.98E+08

 2.07E+08

 2.15E+08

 2.24E+08

 2.33E+08

 2.42E+08

Temps 25 s
Nombre de sous-niveaux k = 2
Nombre de nœuds Gk = 33135
eest

Gk
= 6.59%, ηest = 0.4%

1

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP    33 IRAF     3

SCAL

> 8.24E+07

< 2.75E+08

 9.01E+07

 9.92E+07

 1.08E+08

 1.18E+08

 1.27E+08

 1.36E+08

 1.45E+08

 1.54E+08

 1.63E+08

 1.72E+08

 1.82E+08

 1.91E+08

 2.00E+08

 2.09E+08

 2.18E+08

 2.27E+08

 2.36E+08

 2.46E+08

 2.55E+08

 2.64E+08

 2.73E+08

CONTRAINTES VM MAILLAGE COMP    33 IRAF     3

SCAL

> 8.24E+07

< 2.75E+08

 9.01E+07

 9.92E+07

 1.08E+08

 1.18E+08

 1.27E+08

 1.36E+08

 1.45E+08

 1.54E+08

 1.63E+08

 1.72E+08

 1.82E+08

 1.91E+08

 2.00E+08

 2.09E+08

 2.18E+08

 2.27E+08

 2.36E+08

 2.46E+08

 2.55E+08

 2.64E+08

 2.73E+08

Temps 32 s
Nombre de sous-niveaux k = 3
Nombre de nœuds Gk = 121311
eest

Gk
= 5.68%, ηest = 0.5%

1

1
Figure 5.11: Cas test industriel 3D : Interaction mécanique Pastille-Gaine avec un modèle visco-
plastique ; champs des contraintes de Von Mises sur les maillages composites – tolérance fixée sur
l’erreur globale εΩ = 10% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 10%
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Les valeurs de pressions appliquées sur les différentes zones, cf. illustration de la Figure 5.10a,
augmentent avec différentes pentes, ce qui conduit à l’apparition progressive des singularités de
contraintes. Nous constatons donc qu’à partir du temps égal à 2 s, les zones raffinées commencent à
évoluer. Il faut noter que même en partant d’un maillage grossier initial, nous arrivons à générer auto-
matiquement les zones permettant de capturer l’évolution du phénomène (singularité de contraintes),
ce qui est très satisfaisant.

La figure 5.12 présente le champ des contraintes σrr au début du transitoire de puissance. Dans
notre exemple numérique cela correspond au temps égal 5 s. Le résultat du calcul originel issu de
[221], est illustré sur la Figure 5.12a. Premièrement nous pouvons noter que les allures des champs
de contraintes comparés sont en bon accord. On peut constater que le maillage utilisé dans le calcul
originel, cf. Figure 5.12a, est préraffiné en bas du domaine modélisé afin de capturer la singularité
des contraintes. Par contre, le maillage grossier utilisé dans l’étude originelle ne permet pas de tenir
compte de la singularité verticale. Dans notre cas, un maillage initial indépendant de la position de
la singularité est utilisé, qui va par la suite être automatiquement raffiné afin de tenir compte des
singularité de contraintes. On constate alors que la méthode LDC permet de bien capturer les deux
singularités des contraintes.

(a) (b)

Figure 5.12: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D avec un modèle visco-plastique ;
champ de contraintes σrr au début du transitoire ; (a) calcul originel de [221], (b) champ calculé avec
LDC

La Figure 5.13 présente les évolutions des erreurs globales et mesures des erreurs locales en temps.
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Dans la Table 5.3 nous résumons le nombre de sous-niveaux générés et nombre de nœuds des maillages
composites utilisés. Nous pouvons constater sur la Figure 5.13 que globalement les seuils prescrits
sur les erreurs locales et globales sont bien respectés. Nous observons que les remaillages sont réalisés
directement au pas de temps suivant au pas où l’indicateur de remaillage s’appuyant sur l’expression
5.7 est vrai (l’erreur locale dépasse le seuil). Les chutes des erreurs correspondent exactement au
remaillage effectué, cf. Table 5.3. Comme mentionné dans la remarque 5.4.2, une amélioration se
basant sur la possibilité de refaire les calculs sur le même pas de temps peut être envisagée afin de
ne pas dépasser les erreurs fixées. Néanmoins, il faut noter que le dépassement du seuil par l’erreur
locale est raisonnable ici, nous arrivons à ηest ≈ 12% pour δ = 10% demandé, ce qui reste acceptable.
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Figure 5.13: Interaction mécanique Pastille-Gaine : cas test 3D avec un modèle visco-plastique –
erreurs globales relatives en norme énergie eest

Gk
et mesure de l’erreur locale ηest – tolérance fixée sur

l’erreur globale εΩ = 10% – paramètre de contrôle de l’erreur locale δ = 10%

Table 5.3: Cas test industriel 3D : Interaction mécanique Pastille-Gaine avec un modèle visco-
plastique – maillages générés

Temps 0→ 1 s 2 s 3→ 4 s 5→ 24 s 25→ 31 s 32→ 35 s
Nombre de sous-niveaux k = 0 k = 1 k = 2 k = 2 k = 2 k = 3
Nombre de nœuds Gk 864 3056 16338 25295 33135 121311

Pour conclure, cet exemple numérique 3D représentant un problème industriel réaliste confirme
l’efficacité de la méthode LDC dans le cas d’un comportement non linéaire visco-plastique. Nous
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constatons l’évolution des niveaux de maillages qui permettent d’efficacement suivre le phénomène
étudié en temps. Même dans le cas des problèmes complexes non linéaires, la méthode LDC permet
de réaliser des calculs avec des tailles de mailles locales beaucoup plus fines comparées à celles
actuellement utilisées utilisées dans le logiciel PLEIADES, cf. exemple d’un maillage utilisé sur la
Figure 1.7 et 5.12a.

Notons que l’algorithme de raffinement optimisé (Algorithme 13) conduit à des résultats très
satisfaisants vis-à-vis du contrôle de la précision en temps avec un nombre de remaillages limité.

Nous pouvons également noter que la stratégie de transfert des champs définie aux points d’in-
tégration basée sur le passage par les nœuds des éléments s’applique sans difficulté au transfert des
variables internes.

Finalement, la stratégie de rééquilibrage des champs basée sur la prise en compte du déséquilibre
initial via le résidu du problème non linéaire confirme son efficacité dans cet exemple numérique
complexe. Nous pouvons à chaque fois constater que suite au remaillage, l’erreur diminue, ce qui
semble indiquer que les champs transférés sur les nouveaux éléments sont remis à l’équilibre de façon
efficace. Cette stratégie permet de poursuivre les calculs sans accumuler l’erreur.

5.7 Bilan du chapitre
Dans ce chapitre nous avons appliqué la méthode multiniveau LDC à des problèmes quasi-

statiques non linéaires. L’ensemble des développements associés à l’extension de la méthode LDC
dans ce contexte, notamment le calcul pratique du résidu LDC, a été défini de manière à être obtenu
numériquement de façon la moins intrusive possible. L’étude réalisée dans ce chapitre a permis de
mettre en évidence l’efficacité de l’approche LDC pour plusieurs comportements non linéaires, ainsi
que sa possibilité de générer des maillages évolutifs en temps.

La problématique associée à l’adaptation dynamique de maillage, à savoir le transfert des champs
entre différents maillages, a été traitée. Nous avons proposé une stratégie efficace de prise en compte
du déséquilibre initial dû au transfert de champs qui permet de contrôler l’erreur sur l’ensemble de
l’historique en cas de modification des zones de raffinement.

Nous avons également introduit un algorithme de raffinement/déraffinement optimisé permettant
de mettre à jour le maillage uniquement si nécessaire, tout en garantissant la vérification des préci-
sions.

D’un point vue des temps de calcul, des optimisations sont encore à faire dans le cas non linéaire
pour rendre la méthode LDC optimale. En effet, nous avons vu qu’au cours des itérations LDC,
seuls les seconds membres étaient remis à jour. Ainsi le temps de résolution des problèmes linéaires
(ou linéarisés) devient quasiment négligeable au cours des cycles LDC. Cependant, pour des com-
portements non linéaires, la majorité du temps de calcul est consommée par l’intégration de loi de
comportement. Or l’algorithme d’intégration de la loi de comportement ne permet pas actuellement
de tenir compte d’une estimation du champ de contraintes à la fin du pas de temps (provenant typi-
quement des itérations LDC précédentes). Cette amélioration permettrait à la méthode LDC d’être
nettement plus efficace en temps de calcul.
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La motivation principale de ce travail consistait à proposer un outil numérique permettant de
simuler de façon précise et efficace des problèmes quasi-statiques avec des phénomènes localisés à
une échelle proche de celle de la structure. Un des défis majeurs consistait à la possibilité de suivre
l’évolution du phénomène étudié en temps dans le cas de comportements non linéaires. Les objectifs
fixés ont été atteints : l’algorithme de raffinement adaptatif de maillage (AMR en anglais) basé
sur la méthode multiniveau Local Defect Correction (LDC) permet de répondre aux problématiques
industrielles posées. Plusieurs contributions majeures et souvent génériques sont associées à ce travail.

Tout d’abord, un cadre algorithmique générique AMR entièrement automatique régi par des to-
lérances prescrites par l’utilisateur sur les erreurs globales et locales (élémentaires) a été proposé.
Cet algorithme est dédié au raffinement hiérarchique du pas de maillage h des éléments quadrila-
téraux/hexaédriques. Les modules de raffinement/résolution associés aux méthodes h-adaptatives,
conforme et non-conforme, et aux méthodes multiniveaux de type LDC, ont été introduits. Ces mo-
dules tiennent compte des spécificités des méthodes AMR (conservation de conformité, restriction
du degré de non-conformité, ou encore raffinement sur plusieurs niveaux). Les algorithmes proposés
sont formulés de façon à être facilement implémentables dans les codes de calculs industriels, tout
en étant génériques et applicables aux différentes géométries, dimensions, etc..

Une étude numérique comparative poussée a permis de mettre en évidence les potentialités de la
méthode multigrille locale LDC pour des problèmes elliptiques de complexité industrielle. Sa capacité
à résoudre des problèmes sur une hiérarchie de maillages de tailles limitées en fait l’approche AMR
la plus performante en terme de temps de calcul pour atteindre des précisions souvent inaccessibles
avec les approches h-adaptatives.

L’extension de la méthode LDC à des problèmes de mécanique quasi-statiques avec des compor-
tements non linéaires et chargements évolutifs a également été effectuée. La méthode LDC a alors
la capacité naturelle à suivre l’évolution temporelle des phénomènes étudiés. Nous avons introduit
un algorithme de raffinement en temps optimisé permettant d’effectuer le remaillage uniquement si
nécessaire tout en garantissant la vérification des tolérances prescrites. Afin de répondre à la pro-
blématique générique AMR liée au transfert des champs entre les pas de temps et de s’assurer de
non-accumulation de l’erreur, nous avons proposé une stratégie simple et efficace reposant sur la prise
en compte du déséquilibre initial sous forme de résidu du problème.

Finalement, nous avons proposé un formalisme unifié pour les méthodes numériques multiéchelles
basées sur un couplage itératif multiniveau. Nous avons mis en évidence les liens algorithmiques et
conceptuels forts entre les approches AMR multiniveaux et les méthodes d’homogénéisation numé-
rique (de type éléments finis au carré, EF2). L’approche multiniveau peut alors être vue comme une
méthode de méso-homogénéisation adaptée aux problèmes à faible séparation d’échelles.



146 Conclusions et perspectives

L’une des perspectives à court terme de ce travail concerne l’optimisation des temps des calculs
associés à la résolution d’un problème non linéaire avec la méthode LDC. Il s’agit notamment de tenir
compte des estimations de la solution en contraintes lors de l’intégration de la loi de comportement.
Cette optimisation devrait permettre de rendre la méthode LDC aussi compétitive vis-à-vis des autres
stratégies AMR que pour des problèmes élastostatiques. Une étude comparative avec des méthodes
h-adaptatives dans un cadre non linéaire, sur le modèle du cas linéaire, pourrait ensuite être menée.

Une autre amélioration envisageable réside en l’optimisation de l’intégration de l’algorithme mul-
tigrille LDC à l’intérieur du processus itératif de type Newton. Cela permettrait de corriger les
solutions grossières au cours des itérations de résolution du problème non linéaire. La faisabilité
algorithmique ayant été étudiée dans ce travail, la mise en œuvre numérique reste à faire. Un algo-
rithme plus sophistiqué tenant compte de l’erreur algébrique pourrait être imaginé pour contrôler
la résolution itérative du problème non linéaire. Cela permettrait d’éviter une sur-résolution de l’al-
gorithme de Newton et donc potentiellement de gagner en temps de calcul tout en conservant une
solution précise.

Une étude théorique et numérique associée au raffinement spatio-temporel pourrait être ensuite
menée dans le but de pouvoir rendre la résolution d’un problème non linéaire encore plus performante.

À plus long terme, pour une modélisation complète du problème d’Interaction mécanique Pastille-
Gaine, il reste à fusionner ce travail avec la stratégie LDC développée pour le contact dans une thèse
précédente. Le solveur multigrille local pourrait alors être intégré dans la plateforme PLEIADES.
D’autres problématiques du domaine des combustibles (points chauds, fissuration,...) pourront alors
certainement être traitées.

Enfin, le grand soin porté dans cette thèse pour proposer des algorithmes génériques et transver-
saux, ouvre des voies d’applications à d’autres domaines scientifiques et technologiques que ceux du
combustible nucléaire.



Annexes

A Techniques de lissage de contraintes pour l’estimateur
d’erreur de Zienkiewicz et Zhu

L’aspect clé de l’estimateur d’erreur introduit par Zienkiewicz et Zhu est la façon d’obtenir des
contraintes aux nœuds. Deux méthodes principales ont été proposées : la méthode de projection [132]
et la méthode ’Superconvergent Patch Recovery’ (SPR) [133].

Ces deux stratégies permettent d’obtenir le champ de contraintes lissé aux nœuds σ̄∗h qui est
ensuite interpolé avec les fonctions de base primale N (celles des déplacements ici) afin d’obtenir des
contraintes continues sur tout le domaine. On a alors :

σ∗h = N σ̄∗h (A.1)

Méthode de projection.

Dans la méthode de projection proposée dans [132] les valeurs nodales de la contrainte σ̄∗h sont
déterminées par la minimisation de la fonctionnelle :

J(σ̄∗h) =
∫

Ω

(
N σ̄∗h − σh

)2
dΩ (A.2)

La minimisation donne : ∫
Ω

N T(N σ̄∗h − σh) dΩ = 0 (A.3)

Cela conduit à résoudre un système matriciel de la forme :

Mσ̄∗h = b (A.4)

avec M =
∫

Ω(N TN ) dΩ, b =
∫
Ω(N Tσh) dΩ. Le système global (A.4) est résolu pour chaque com-

posante du champ de contraintes, en conservant la matrice M inversée.

Méthode Superconvergent Patch Recovery.

La deuxième version, nommée Superconvergent Patch Recovery (SPR), a été proposée dans [133].
Elle est basée sur une approximation polynomiale sur des patchs (ensemble d’éléments ayant le même
sommet, cf. Figure A.1) :

σ̄∗h = Pa (A.5)
avec P la base de l’expansion polynomiale et a le vecteur contenant les coefficients du polynôme dans
le patch. Les coefficients a sont définis en résolvant le système

Aa = c (A.6)
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avec A = ∑Ng

ig=1 PT(xig)P(xig), c = ∑Ng

ig=1 PT(xig)σh(xig), Ng nombre total des points superconver-
gents contenus dans le patch considéré et xig leurs coordonnées. Le système (A.6) est résolu dans
chaque patch, une fois pour chaque composante du champ de contraintes. Il faut noter que le sys-
tème obtenu est souvent difficile à résoudre, car la matrice A est mal conditionnée, voire impossible
à inverser. Dans ce cas, une normalisation des coordonnées est utilisée.

Patch Frontière Patch Frontière

Quadrangles à 4 nœuds Quadrangles à 8 nœuds 

Point superconvergent

Nœud 

Nœud central du patch

Figure A.1: Patch de la méthode SPR

Selon le choix des points où le champ de contraintes est réévalué, l’approximation peut être assez
éloignée du champ réel ou quasi-exact. Il a été démontré que l’utilisation des points de Gauss-Legendre
conduit à une convergence d’ordre plus élevé (au même ordre que celui des variables primales), d’où
le nom – points superconvergents. Il faut mentionner que les propriétés de superconvergence n’ont été
prouvées que dans peu de cas [223].

Choix de la procédure de lissage.

La précision asymptotique des estimateurs d’erreur basés sur le défaut de régularité a été étudiée
dans [145, 224, 225]. Parmi les procédures de reconstruction testées, l’approche SPR [133] s’est avérée
la plus robuste. Cependant, il a également été remarqué que la précision de cette technique peut être
détériorée près des frontières. Ceci s’explique par le fait que le gradient lissé se calcule différemment
près des bords par manque d’éléments voisins à inclure dans un patch, comme illustré sur la Figure
A.1. La technique de reconstruction basée sur la projection n’entraîne pas un tel problème.

Afin de choisir la procédure de lissage pour nos applications, nous avons mené une étude compa-
rative de deux procédures de lissage présentées précédemment. Le comportement asymptotique de
ces deux stratégies a été testé sur le benchmark de la plaque trouée, introduit dans la Section 3.3.
Ce problème possède une solution analytique qui a été utilisée pour calculer l’indice d’efficacité θ, cf.
l’expression (1.15).

Les deux versions du lissage de contraintes considérées représentent un bon compromis entre la
fiabilité et le coût. Ils sont facilement implémentables et robustes pour un large éventail d’applications.
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Figure A.2: Étude du comportement asymptotique des deux versions de l’estimateur d’erreur basé
sur le défaut de régularité – indice d’efficacité θ vs pas de maillage h – cas test de la plaque trouée
– version 1 : procédure de lissage basée sur la projection, version 2 : technique SPR

De plus, l’exactitude asymptotique a été observé avec les deux versions de lissage. Il faut noter que cet
estimateur a généralement tendance à sous-estimer l’erreur réelle pour des maillages assez grossiers.
Ce comportement est constaté dans le cas de la plaque trouée avec concentration de contraintes, voir
Figure A.2. Néanmoins, il faut noter que dans le cas de la singularité de contraintes (problème de
l’Interaction mécanique Pastille-Gaine), la tendance à sous-estimer l’erreur réelle est beaucoup moins
prononcée.

Nous avons pu remarquer que la stratégie SPR ne fournit qu’une légère amélioration de l’indice
d’efficacité. Cependant, du point de vue numérique, la stratégie SPR s’est avérée plus coûteuse. Par
conséquent, dans cette thèse, la stratégie de reconstruction basée sur la projection [132] est utilisée.
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