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Chapitre 1

Problématique

1.1 Contexte et problématique

De nos jours, les demandes sociétales concernant la maitrise de 1’énergie sont nombreuses :
isolation thermique, controle de la température, optimisation énergétique, augmentation du
transfert de chaleur, refroidissement, domotique, refroidissement des systemes électroniques
de puissance, ... Au vu de ces demandes, les ingénieurs sont confrontés au besoin de raffiner
la description de leurs objets d’étude, physiquement et géométriquement, pour rendre compte
des transferts thermiques couplés dans des géométries décrites a partir de

e représentations numérisées de type CAO impliquant des centaines de milliers de facettes
(modeles géométriques de grande taille [1]) :
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(a) The Standford Models : Standford

(b) Exemple typique de maillage d’un moteur
Bunny 725000 triangles (source [1])

F1GURE 1.1 — Illustrations de représentations numérisées de type CAO.

e ou les rapports d’échelle tendent vers l'infini de tres grandes valeurs en termes de
puissance de 10, les dimensions allant du millimetre au kilometre,



FIGURE 1.2 — Illustration d'une géométrie complexe. La ville est entierement décrite a partir
d’un fichier de type CAO, les nuages sont décrits a partir de données volumiques (résultat
LES, Large Eddy Simulation). L’'image est reconstruite suivant le principe de I'image de
synthese avec une résolution supplémentaire du transfert radiatif dans les nuages. Cette image
a été produite avec htrdr v 0.5 (source : [2])

Comme bon nombre de chercheurs et/ou d’acteurs dans ce domaine, et peut-étre a tort, nous
résumons ce type de configurations par le terme "géométrie complexe".

Aujourd’hui, la question des approches possibles pour simuler les transferts de chaleur
couplés dans de telles géométries devient une question qui prend de plus en plus d’importance
au sein des laboratoires de recherche et des industries.

Pour simuler de tels transferts dans de tels contextes, la pratique du physicien ingénieur est
d’avoir recours a des méthodes numériques, appelées déterministes, telles que les Différences,
Volumes ou Eléments Finis. Malheureusement, ces méthodes s’effondrent du point de vue
pratique lorsque 'on augmente la complexité géométrique. Cette impasse est essentiellement
due a deux difficultés :

— le temps ingénieur et le temps de calcul associés a la phase de conception du maillage
en volume qui sera le support du calcul et qui doit donc étre raffiné localement en
fonction des caractéristiques géométriques,

— les cofits en temps de calcul associés a la résolution numérique, elle méme sur la base
d’un maillage volumique de tres grande taille.

Méme si notre réflexion reste essentiellement théorique, dans cette these nous avons en téte
des types de géométries pour lesquelles ces deux facteurs sont limitants et ménent & une
impraticabilité de la méthode (Fig. 1.2).



Dans le contexte de l'ingénierie énergétique, partant de ce type de constats, la seule
alternative généralement envisagée est d’affaiblir le probleme en élaborant des modeles
"effectifs" équivalents, c’est-a-dire des modeles beaucoup plus intégrés que ceux de la physique
des transferts thermiques usuels. On peut songer a ’exemple d’un modele de milieu homogene
équivalent permettant de remplacer la physique de petite échelle au sein d’un milieu poreux
par une physique intégrant, a ’échelle pertinente du point de vue énergétique (souvent
beaucoup plus grande que 1’échelle du pore), tous les couplages entre brins, entre pores,
par rayonnement, conduction et convection tridimensionnels instationnaires. On entend
souvent la dénomination "modele réduit" pour ce type d’approches, mais il ne faut pas
oublier que ce sont des travaux dans lesquels il s’agit au contraire d’intégrer finement toute la
complexité de la petite échelle. Bien siir, la question de la quantification des incertitudes, de
leur propagation d'une échelle de modélisation a une autre, devient parfois critique, mais au
dela de sa motivation calculatoire (utiliser des modeles effectifs car sinon le calcul numérique
de la solution du probléme de thermique serait infaisable), ce type de travail est aussi a voir
comme une brique essentielle de la pratique de I'ingénieur énergéticien car c’est a partir de
ces modeles effectifs qu’il parvient a une pensée du probléme dans son ensemble et construit
une confiance en ses choix de conception.
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FIGURE 1.3 — Illustration du principe de modele réduit : remplacer toute la complexité d'un
batiment par un schéma électrique "équivalent'.

Notre positionnement est, au moins en apparence, a l’opposé du précédent : il consiste a
proposer un outil de calcul numérique permettant de contourner cette étape de production et
d’évaluation de modeles réduits, et pour cela nous explorons l'idée d’employer un autre type
de méthode numérique, appelé statistique. Nous partirons donc d’une physique donnée et
nous nous poserons la question de simuler les transferts thermiques dans des systémes de

complexité géométrique élevée sans faire appel a ce savoir-faire de réduction des modeles.

Pour autant, méme si nous n’y reviendrons que tres peu dans le manuscrit, nous avons bien
en téte que le sens d’une telle simulation est aussi de fournir un moyen de nourrir et de
gagner de la confiance en les modeles effectifs de I'ingénieur : notre outil statistique peut
étre utilisé dans des phases de validations théoriques des outils de I'ingénieur et d’analyse des
comparaisons entre simulations et observations, via le calcul de la solution en un ensemble de
"points sonde" ponctuels, surfaciques ou volumiques, ainsi que le calcul de la sensibilité aux
parametres de conception.
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Les techniques de résolution statistique auxquelles nous allons nous intéresser sont bien
connues, notamment dans le domaine du transfert radiatif. Dans cette communauté de la
physique du rayonnement, les méthodes de type Monte-Carlo prennent une place impor-
tante, aussi bien au sein des laboratoires de recherche que dans les centres de recherche et
développement industriels, car elles permettent

— de garder un intuitif en accord avec le modele de rayonnement, via I’échantillonnage de
chemins radiatifs,

— et de produire des résultats en dimension trois tres facilement, comme par exemple le
calcul des facteurs de forme.

En revanche, concernant les transferts de chaleur par conduction et convection, cette approche
a été tres peu utilisée. Méme si certains chercheurs ont proposé des techniques astucieuses et
des mises en ceuvre efficaces, leurs généralisations et les répercussions dans notre communauté
sont minimes par rapport au reste des travaux et de la pratique établie.

I1 est d’ailleurs tres étonnant de constater que le physicien pense au quotidien la physique
du linéaire grace au principe de superposition et a la proposition de Green!, a I'origine des
méthodes de Monte-Carlo, et que pourtant ces méthodes soient si peu employées pour la
résolution des transferts thermiques linéaires, a ’exception du transfert radiatif.

Cette rupture entre le transfert radiatif et les autres transferts se comprend de par la
difficulté de mise en ceuvre des algorithmes de Monte-Carlo. Un des transferts thermiques les
plus étudiés est sans doute le transfert de chaleur par conduction auquel est associé 1’idée
que les temps de calcul nécessaires a 1’échantillonnage des chemins conductifs (mouvement
brownien) sont rapidement prohibitifs, méme dans des géométries tres simples.

Aujourd’hui ces préjugés sont remis en question, notamment du fait de 'augmentation
des puissances de calcul (la parallélisation étant par exemple devenue immédiate) mais
surtout grace a un énorme travail réalisé par la communauté de la synthese d’'image ! Dans
cette communauté, la question principale concerne la capacité a produire des images de
synthese en simulant la luminance en chaque pixel d'un cadre virtuel placé dans une scéne
extrémement complexe, entierement congue par des artistes. Le calcul de cette luminance,
décrite par I’équation de transfert radiatif, est réalisé aujourd’hui a partir d’une méthode
de Monte-Carlo en suivant un grand nombre de chemins radiatifs, partant de chaque pixel,
se déplagant dans la scéne jusqu’a atteindre les différentes sources. Outre ses performances
calculatoires, cette stratégie repose sur une volonté de séparer le travail de l'artiste, qui
peut ainsi concevoir des sceénes aussi compliquées qu'’il le souhaite (tant d’un point de vue
géométrique que physique) et celui de I'informaticien numéricien s’occupant de la partie
résolution numérique. La question de la génération des chemins dans de telles scenes a donné
lieu & une littérature abondante, dont le principal bénéfice (pour nous) est la production
d’outils informatiques capables d’évaluer efficacement I'intersection entre un rayon et une
géométrie composée de facettes appelé intersecteur rayon-triangle. L’intérét principal de cet
outil, est qu’il est "insensible" a la complexité géométrique, c¢’est-a-dire au nombre de facettes
et aux rapports d’échelle ! Cette propriété est qualifiée d’orthogonalité données/traitement
autour de ce qui est aujourd’hui devenu un concept : le "Teapot in a Stadium" qui fait
référence a la capacité a rendre compte de la petite échelle des reflets d’une théiere raffinée

1. La méthode des fonctions de Green permet de penser la physique linéaire comme la "propagation' de
I'information provenant de ’ensemble des sources



dans I'environnement immense d’un stade de foot. L’essentiel de I'approche repose sur I'idée
de structures accélératrices associées a un pré-traitement de la donnée géométrique dans
lequel 'information est triée de facon hiérarchique.

Image

Camera / 8 Light Source

View Ra .
y Shadow Ray

Scene Object

(a) Principe de construction d’une image de synthése (b) Exemple typique de grille accélératrice en transfert radiatif [3]

FIGURE 1.4 — Illustration de la notion de lancer de rayon et de grille accélératrice. A gauche,
une illustration du principe de lancer de rayon. A droite, une grille accélératrice non réguliere
obtenue a partir d'une sceéne nuageuse issue de simulation LES (source [3]).

Dans le cadre des travaux de these de Najda Villefranque en collaboration avec Météo-
France, un algorithme de Monte Carlo a été mis en place pour réaliser des calculs radiatifs
sur des scénes nuageuses issues de simulation LES [3]. En utilisant des outils de la synthese
d’image de type grille hiérarchique sur les données volumiques et surfaciques (voir figure
1.4b), des images de synthese de scénes nuageuses sur des orographies de terrain ont pu
étre obtenues, un exemple est donné en figure 1.5. Comme escompté, les figures 1.5 et 1.6
mettent en exergue l'insensibilité du temps de calcul requis pour réaliser ces simulations
au raffinement de la donnée d’entrée, que cette derniere soit surfacique dans le cas de la
géométrie, ou volumique dans le cas du champ d’épaisseur optique issu de la simulation LES.

Ces deux figures illustrent ce que la communauté de recherche sur la méthode de Monte
Carlo entend par traitement efficace des géométries complexes. Le temps de calcul ne change
pas lorsqu’on passe d'une surface opaque décrite avec 10* triangles & une surface contenant
107 triangles. De méme, un volume dont les hétérogénéités sont décrites sur une grille réguliére
1000 x 1000 x 1000 ne demande aucun temps de calcul supplémentaire par rapport a un
volume de propriétés similaires décrit sur une grille 50 x 50 x 50.

A la suite de ces travaux, la question de I’évaluation par Monte-Carlo des transferts de
chaleur couplés et la caractérisation de leurs performances a été entierement remise en question.
Il a été récemment montré que la formulation intégrale de Green du transfert thermique
couplé instationnaire pouvait étre reformulée en un algorithme de Monte-Carlo Linéaire
qui aborde la solution de maniere directe, c’est-a-dire en échantillonnant, via I’'intersecteur
rayon-triangle (ce qui a notamment demandé une adaptation des algorithmes conductifs) des
chemins de transfert de chaleur qui combinent la conduction, la convection et le rayonnement
au plus bas niveau de facon tres efficace. Rappelons que le principal avantage d’une telle
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a) Ground geometries representing orography
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FIGURE 1.5 — Dépendance du temps de calcul d’un rendu au raffinement de la donnée
géométrique surfacique. a) [lustration du sol a différents raffinements en nombre de triangles.
b) Evolution du temps de calcul du rendu relatif au temps de calcul obtenu pour le meilleur
raffinement en fonction du raffinement de la donnée surfacique en nombre de triangles.

approche, un avantage directement lié¢ a la linéarité, est que la température a un endroit
et a un instant donnés peut étre évaluée sans avoir besoin de construire 'intégralité du
champ de température, ce qui permet une praticabilité de la méthode dans des géométries
aussi complexes que celles de la Figure 1.7. On retrouve donc une forte similitude avec les
algorithmes de Monte-Carlo associés au transfert radiatif standard (voir Fig. 1.2 pour une
illustration de I'insensibilité a la complexité géométrique en rayonnement), cette similitude
ne s’arrétant pas la, car a chaque transfert sera associé un chemin de transfert de chaleur qui
se propagera dans I’espace en remontant le temps.
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FIGURE 1.6 — Dépendance du temps de calcul d’'un rendu au raffinement de la donnée
paramétrique volumique dans les nuages. a) Illustration du champ d’épaisseur optique a
différents raffinements en nombre de voxels. b) Evolution du temps de calcul du rendu relatif
au temps de calcul obtenu pour le meilleur raffinement en fonction du raffinement de la
donnée volumique en nombre de voxels. Seule la courbe en trait plein orange utilise une
structure accélératrice pour accéder a la donnée.

FIGURE 1.7 — [lustration d’'un chemin conducto-radiatif dans un moteur
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En revanche, toute cette démarche ne vaut que pour des physiques linéaires, telles que
celles décrites dans le Chapitre 3, la méthode de Green étant incompatible avec le non-
linéaire, la conception d’un algorithme de Monte-Carlo n’est plus aussi simple, le principe de
superposition étant "perdu'. La littérature propose néanmoins tout un ensemble de techniques
permettant de gérer les non-linéarités dans un cadre apparenté aux méthodes de Monte
Carlo usuelles. Dans le domaine de la thermique et de la mécanique des fluides, la plus
connue d’entre elles s’appelle simulation directe Monte-Carlo (DSMC). Elle est tres utilisée en
cinétique des gaz. Ces méthodes se rapprochent essentiellement des méthodes déterministes
via ’emploi d'une discrétisation temporelle, d’'un maillage en volume et d’un ensemble de
particules appelé essaim. Cet essaim, doit recouvrir le mieux possible la scene géométrique
de telle sorte que chaque maille contienne suffisamment de particules. Une fois cette étape
réalisée, pour chaque pas de temps, les particules se déplacent dans la scéne, restant dans la
méme maille ou passant d’une maille & une autre, les "collisions" (ou interactions, traduisant
la non-linéarité) sont prises en compte en évaluant la statistique des particules situées dans
la méme maille (ou dans quelques mailles du voisinage).

4 T e

| mpIPZ4

i

W = T
S mm———
(b)yt<1

(d)t>1

FIGURE 1.8 — Illustration d’une simulation réalisée a partir de la méthode DSMC (source
[4]). Les particules collisionnent non pas avec les particules les plus proches, mais avec une
statistique uniforme par morceau dans chaque maille. Cette statistique est reconstruite a
chaque pas de temps a partir de la répartition de ’essaim. Les mailles représentées ici sont
rajoutées par nous-mémes et sont seulement schématiques : elles ne refletent pas 1’échelle
réelle des distances d’interaction utilisée par les auteurs.

Malheureusement, avec ces technique, on perd tout le bénéfice propre a Monte-Carlo.
En effet, au lieu de suivre une seule particule, il devient nécessaire de suivre I’ensemble des
particules constituant I’essaim et cet essaim doit couvrir tout le champ, avec suffisamment de
particules dans chaque maille pour permettre les raisonnements statistiques. On observe alors

— une explosion du nombre de particules en géométrie complexe,
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— et il devient extrémement compliqué de propager 1’évaluation des incertitudes d’un pas
de temps sur 'autre.

Pour ces deux raisons, notre choix se porte vers une méthode de Monte-Carlo sans
essaim, sans discrétisation temporelle conservant toutes les bonnes propriétés de la théorie
de Monte-Carlo initiale, pour attaquer la résolution de transferts thermiques non-linéaires
couplés, et ceci malgré le fait qu’il a été identifié des les années 1950 que "l’extension de
MC' aux processus non linéaires peut étre impossible" [5] et que de nos jours encore il est
courant de considérer que "les MMC' ne sont généralement pas efficaces pour les problémes
non linéaires" [6], de sorte qu’ "un probléme non linéaire doit généralement étre linéarisé pour
que la technique de Monte Carlo puisse étre employée" [7].

Malgré ces affirmations, des travaux importants ont montré depuis la faisabilité d’approches
de Monte Carlo dans le non-linéaire, sans discrétisation temporelle et sans essaim [8, 9]. Mais
aujourd’hui, si cette piste de travail nous a semblé envisageable dans un contexte applicatif
comme celui de I'ingénierie énergétique, c’est grace a trois travaux récents[10, 11, 12] que nous
prendrons donc le temps d’énoncer avec précision dans le chapitre 4 et qui sont synthétisés dans
[13]. Chacun de ces trois travaux signifiera pour nous un concept clé, les trois concepts pouvant
étre agencés de fagon a produire un algorithme de Monte Carlo "branchant" pour chacun des
problemes de transfert thermique non-linéaire que nous avons étudiés. Nous mentionnons
ici trés brievement ces trois travaux en proposant un résumé rapide de I'ensemble de notre
démarche :

Notre travail a démarré avec une premiere idée, une premiere envie, qui est d’employer
la technique des algorithmes a collision nulle, une vieille idée de la physique du transport
rajouter des collisionneurs virtuels de sorte que le millieu paraisse homogene pour une
particule le traversant, mais "rejeter" les collisions supplémentaires en les traduisant par
des diffusions vers I'avant, c¢’est-a-dire des collisions qui ne changent rien a la trajectoire.
Cette idée a été revisitée en profondeur par Mathieu Galtier du point de vue du Monte
Carlo non-linéaire [14, 10] et cette revisite a eu des retombées trés grandes dans notre
communauté [15, 16, 17, 18, 19, 13]. L’emploi de cette technique nous oblige par contre
a penser I’ensemble des transferts thermiques comme des physiques du transport ! Pour
la physique du rayonnement c’était immédiat, mais il a fallu repenser la convection et la
conduction en termes de "collisions", ce qui est loin d’une approche en premieére lecture. De
fagon peut-étre étonnante, chaque transfert a pu rentrer dans ce cadre bien particulier
nous avons considéré quatre problemes de transferts thermiques non-linéaires et tous ont
finalement été similaires a une seule équation de transport entierement pilotée par un coefficient
d’extinction k fonction de la température recherchée. Cette dépendance a la température
entraine une hétérogénéité du coefficient d’extinction, qu’il devient possible de prendre en
compte, sans aucune difficulté ni approximation, via la technique des algorithmes a collision
nulle ! A ce stade, apparaissent deux difficultés :

— Premieérement, puisque le coefficient k£ = k(T") dépend de la température 7' qui est
I’observable que l'on cherche a évaluer, il devient nécessaire de connaitre 1" pour
reconstruire la statistique des collisions. Bien stir, 'acces a T' étant impossible, nous
utilisons la proposition de G. Terrée (deuxieme source de notre travail de formulation
[20]) qui consiste a remplacer T' (la température locale) par la température récupérée au
bout d’un chemin (conductif, radiatif ou convectif). Ainsi, a chaque fois que 'information
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de k est nécessaire, un chemin est généré. Ces chemins supplémentaires, sont appelés
des branches et I'algorithme de Monte-Carlo résultant est qualifié de branchant !

— Deuxiémement, le profil de la fonction 7'+ k(7T), qui dépend du transfert thermique
étudié, est potentiellement une fonction non-linéaire de 1. Pour gérer n’importe quels
profils, nous utilisons la proposition de J. Dauchet (troisiéme source [15]) qui est basée
sur I'idée de I'emploi d'un développement en série entiere de k. Cette technique a pour
conséquence qu’a chaque fois que 'information de k est nécessaire, plusieurs branches
sont générées.

L’inconvénient avec cette stratégie, est qu’elle n’est efficace qu’a grand nombre de Knudsen
c’est-a-dire lorsque le nombre de collisions moyen le long d’une trajectoire est faible. Nous
verrons que, dans nos situations, le Knudsen est petit, et il sera alors nécessaire de proposer
une technique supplémentaire dont ’objectif sera d’éviter I’explosion du nombre de branches !

1.2 Plan du document

Dans cette these, nous commencons par présenter une introduction treés générale de
la méthode de Monte-Carlo, en rappelant les concepts de base mais également tous les
fondamentaux : le lien entre formulation intégrale et algorithme de Monte-Carlo, omniprésent
dans ce manuscrit, le principe de double randomisation (section 2.1.4) capital lors de I’étude
des transferts thermiques, le principe du calcul des sensibilités par Monte-Carlo (section
2.1.6) ainsi que la différence entre Monte-Carlo Linéaire et Monte-Carlo Non-Linéaire dans
la section 2.2. Ce chapitre peut étre ne pas étre lu en premiere lecture pour les personnes
déja familiarisées avec ces différentes notions et engagées dans une pratique réguliere de la
méthode de Monte-Carlo.

Dans le Chapitre 3, nous nous intéressons a la résolution par Monte-Carlo de problemes
thermiques linéaires couplés. Dans ce cadre bien particulier (voir section 3.1), nous considérons
des systemes ot ’ensemble des parametres physiques peuvent étre hétérogenes, les différents
fluides contenus dans les cavités sont supposés parfaitement mélangés a chaque instant et le
rayonnement est linéarisé autour d’une température de référence. Ce choix est motivé par
le but d’obtenir un systeme différentiel linéaire pour ensuite, pouvoir appliquer la méthode
des fonctions de Green. Nous verrons alors, comment "reformuler' cette formulation en un
algorithme de Monte-Carlo efficace, tellement efficace, que selon cette approche il n’a méme
pas été nécessaire d’introduire I'idée de chemin (section 3.2). En contre-partie, cette stratégie
ne conduit a des algorithmes praticables que dans des configurations tres académiques. Pour
contourner cette difficulté nous définirons la notion de chemin en faisant appel a la proposition
de Feynman-Kac. Cette seconde approche permet d’exprimer la température comme une
espérance sur un processus menant a une vision en espace de chemins, chemins qui nous le
verrons, combinent les trois types de transferts (section 3.3). A ce stade, nous disposerons de
deux lectures (formulation de Green, espace de chemins) mais les algorithmes de Monte-Carlo
associés souffriront toujours d'une difficulté d’adaptation aux géométries complexes qui nous
intéressent, essentiellement a cause du transfert conductif. Nous ferons alors le choix de
considérer un modele conductif approché, décrit dans la section 3.4 qui hérite, au méme
titre que le rayonnement, de tout le bénéfice de l'intersecteur rayon-triangle. A 'issu de ce
travail, nous proposons un algorithme de Monte-Carlo efficace pour la résolution de problemes
thermiques linéaires couplés au sein d'une géométrie complexe. La structure de ce chapitre
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a été pensée dans le but de proposer une synthese théorique en accord avec la pratique de
résolution des problemes de thermique linéaire qui s’est développée ces dernieres années au
sein de la plateforme de recherche EDStar [21, 22] et a donné lieu au développement du code
de calcul Stardis [23]. Aucune non-linéarité n’y est prise en compte, mais le couplage entre
modes de transfert est entierement réalisé avec une méthode de Monte-Carlo sans essaim.

Dans le chapitre suivant, Chapitre 4, nous proposons une premiere tentative de résolution
de problemes de transfert thermique non-linéaires par Monte-Carlo sans essaim. Notre
proposition s’appuie sur les trois stratégies décrites dans [13]. Un des objectifs de ce chapitre
est de faire rentrer chacun des problémes de transfert thermique listés ci-apres dans un cadre
formel unifié (formulation intégrale justifiant un algorithme de Monte-Carlo Non-Linéaire

branché)

e la conduction avec une conductivité dépendant localement de la température, A(7T)
(section 4.2),

e le rayonnement entre surfaces opaques grises, o7 (section 4.3),

e la condition a la limite conducto-convective avec un coefficient d’échange convectif
dépendant de la température, hp(7") (section 4.4.1),

e la conduction avec une capacité calorifique dépendant de la température locale, C'(T)
(section 4.4.2).

Nous insisterons ensuite sur les caractéristiques communes aux algorithmes résultants. L’une
d’elle est malheureusement le caractere impraticable dii au trop grand nombre de branche-
ments. Nous cloturerons ce chapitre par un effort de synthese ou nous laisserons de coté la
spatialisation. Chaque équation intégrale associée a I'un des problemes de transfert que nous
avons étudiés deviendra alors similaire a une méme équation différentielle, dont la structure
bien particuliere sera a 'origine des développements proposés au prochain chapitre.

Dans le Chapitre 5, nous concentrons notre travail sur cette équation afin de proposer
une solution, qui puisse étre ensuite directement transposée a 1’ensemble des transferts non-
linéaires. Dans nos premiéres tentatives, nous avons bien siir tenté de préserver le caractere
"exact" de la méthode de MC, mais toutes ont abouti a des impasses : explosion du nombre de
branches, impraticabilité en géométrie complexe et impossibilité de couplage avec les différents
transferts. Nous avons finalement exploré une solution qui consiste a perdre cette exactitude
afin de limiter le nombre de branchements (i.e limiter la profondeur de 'arbre) en élaborant
une suite de fonctions (7;,) convergeant vers la solution 7. L’idée est alors d’estimer par MC
un élément T,,, choisi de telle sorte qu’il soit une approximation acceptable de la solution
recherchée T'. Cette suite (7),) sera élaborée a partir de la méthode de Picard dont le principe
est présenté dans la section 5.1. Cette méthode permet effectivement d’éviter 1’explosion
du nombre de branches au prix d’une approximation et nous verrons que pour chacun des
transferts thermiques que nous avons étudiés, cette approximation est tres raisonnable en
termes de branchements et conduit a des résultats numériques satisfaisants !

Dans le dernier Chapitre 6, nous commencons par une premiere conclusion concernant
nos algorithmes "branchés" et leur praticabilité en lien avec la méthode de Picard (succes
applicatifs et limites observées, section 6). Ensuite, dans la section 7, nous présentons
différentes pistes explorées durant la these, des explorations qui ont été motivées par les
mémes orientations de recherche que celles ayant conduit au coeur de notre proposition,
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mais n’en sont restées qu’au stade de perspectives et nécessiteront un approfondissement. Le
chapitre se termine sur une conclusion générale.
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Chapitre 2

Introduction a la méthode de
Monte-Carlo

Dans ce chapitre, nous présentons un rappel des éléments essentiels mais non exhaustif
de la méthode de Monte-Carlo. Nous rappelons le vocabulaire propre a notre pratique,
vocabulaire qui sera abondamment repris dans la suite de la these. Nous ne ferons qu’effieurer
ce que l'on qualifie de Monte-Carlo Non-Linéaire en fin de chapitre. Cette notion au coeur de
notre travail sera reprise et détaillée dans le Chapitre 4.

2.1 La méthode de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo (MMC) ont été développées dans les années 1940 par Ulam,
Von Neumann, (Fermi) et Metropolis [24], et consistent a échantillonner ! un estimateur M,
d’une grandeur m exprimée comme 'espérance d’une variable aléatoire (v.a.) X : m = Ex(X).
Cette méthode a été largement détaillée dans de nombreux ouvrages [25, 26].

Elles reposent sur deux grands théoremes, la loi des grands nombres et le théoréme
central limite [27, 28] : la loi des grands nombres permet de construire un estimateur M,
de la grandeur m et le théoreme central limite permet de construire un intervalle de confiance,
appelé également barre d’erreur, centrée autour de la valeur de ’estimateur.

La méthode de Monte Carlo permet de déterminer simultanément une estimation m,, de m
et un intervalle de confiance i, () contenant m a un risque « prescrit : P(m € i,(a)) = 1 —«,
cette propriété faisant d’elle une méthode de référence (les méthodes déterministes ne
fournissant aucune barre d’erreur).

Cette méthode statistique constitue une alternative aux méthodes déterministes dans la
résolution de problemes physiques de par sa capacité a étre tres peu sensible a la dimension et
a la géométrie ainsi que sa facilité de programmation, la parallélisation étant completement
naturelle. C’est d’ailleurs, bien souvent, I'une des seules méthodes numériques envisageables
pour résoudre de tels problemes en géométrie complexe.

1. produire numériquement une réalisation d’une variable aléatoire
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2.1.1 Principe de la méthode de Monte-Carlo

L’approche de Monte-Carlo consiste a estimer une observable m exprimée sous forme
d’une espérance,

m = Ex (¢(X)) (2.1)

ou X est une variable (ou vecteur) aléatoire et 1 une fonction quelconque. On dira que
I’'observable m est probabiliste et qu’elle est issue d'un probleme probabiliste.

2.1.1.1 Choix d’une formulation intégrale

En pratique pour les variable aléatoires continues (ou une somme discréte pour les v.a.
discretes), on préfere travailler avec I'expression intégrale de 'espérance, que 'on appelle
formulation intégrale,

m = /Dx px(z)dx @ (2.2)

poids de Monte-Carlo
échantillonnage de x suivant X

ou px est la densité de probabilité de la v.a. X, définie sur le domaine Dy. Le poids de
Monte-Carlo sera parfois noté entre crochets [¢)(x)] pour simplifier la lecture.

Ce choix est motivé par le fait de faire apparaitre explicitement les densités de probabilité.
L’acces a ces densités nous permet alors de reformuler le probléme souvent dans le but
d’optimiser le MC 2, comme par exemple en changeant de loi de tirage :

px (Y)Y (y)
m = /D i py(y)dy Tor(y)

échantillonnage de y suivant Y poids de Monte-Carlo

(2.3)

ou Y est une v.a. définie sur le domaine Dx dont la densité de probabilité py est strictement
positive. Changer la loi d’échantillonnage permet par exemple :

— de remplacer une loi compliquée par une loi connue et donc facilement échantillonnable,

— réduire la variance dans le but d’accélérer la vitesse de convergence de 1’algorithme,
comme expliqué dans la section 2.1.3.

Nous verrons également tout au long de cette these, que la grandeur peut étre exprimée
comme l'espérance d'un vecteur aléatoire (ou d’une variable aléatoire en dimension supérieure)
de taille infinie et que la formulation intégrale permet de réaliser une lecture statistique
rapide® de l’algorithme de Monte-Carlo associé.

2. par abus de langage, on dira le MC au lieu de dire 'algorithme de Monte-Carlo.
3. Prenons comme exemple une grandeur m exprimée comme I'espérance m = E (¢(X’ )) sur un un

vecteur aléatoire a deux composantes X = (X1, X>), alors la formulation intégrale permet la lecture statistique
suivante :

m = / px, (21)dxy / Px, (w2)dxo P(x1,22) (2.4)
Dx, Dx, ——

poids de Monte-Carlo
échantillonnage de x1 suivant X; échantillonnage de x5 suivant X
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2.1.1.2 L’algorithme de Monte-Carlo

L’algorithme de Monte-Carlo évaluant un estimation de la grandeur m est obtenu a
partir de la lecture statistique® de la formulation intégrale (2.2) ou de facon équivalente de
la formulation en espérance (2.1). Il consiste a construire un échantillon {z;,i € [1,..,n|}
constitué de n réalisations indépendantes de la variable aléatoire X, puis a évaluer la moyenne
arithmétique m,, des images par 1) de chaque réalisation pour obtenir une estimation de la
grandeur m,

M, >~ m

ou m, = % "L w; avec w; = Y(x;) appelé poids de Monte-Carlo. 1 algorithme de

Monte-Carlo tel que nous venons de le décrire de fagon générique est détaillé ci-dessous :

sum =0;

sum2 =10;

foreach i in 1 :N do
Echantillonner z suivant px ;
w=(x);
sum = sum + w: [ px(@ydr i) (22

sum2 = sum?2 + w?;

Q

B =R | B N R

sum .
N
_ 1

QUX’H_W(N —m,,

8 My, =

ou le calcul de o, est rendu nécessaire a 1’élaboration d’'un intervalle de confiance associé a
lestimation m,, (voir section 2.1.2).

Dans toute la suite du manuscrit, nous utiliserons implicitement 1’équivalence entre la
formulation intégrale 2.2 et I'algorithme de Monte-Carlo. Les lignes 1 — 3 et 6 — 9 étant
similaires a tous MC, nous ne détaillerons que les échantillonnages des densités de probabilité
et les poids de Monte-Carlo associés. Maintenant que nous venons de présenter la construction
tres générale du MC, nous allons nous intéresser a sa vitesse de convergence vers m.

2.1.1.3 Convergence et loi des grands nombres

La convergence de cet algorithme est garantie par la loi des grands nombres qui
assure la convergence, dite presque sfire® voir [27, 28], de I'estimateur non biaisé® M,, vers la
grandeur m :

M, % m (2.5)

n—-4o00

ou M, = % ? L ¥(X;) est une fonction de variables aléatoires, donc une variable aléatoire,
avec (Xj)ief1,2,....n} une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées

4. lecture statistique de (2.2) : on échantillonne x suivant X, on récupeére v (z) comme poids de Monte-Carlo,
la moyenne arithmétique de ces poids étant un estimateur de m.

5. Dans équation (2.5), m est vue comme la variable aléatoire constante prenant la valeur m (la
convergence presque siire ne pouvant étre définie qu’entre variables aléatoires)

6. le biais B(X) est défini comme ’écart entre la grandeur a estimer m et 'espérance de la v.a. Ex(X) :
B(X) = |Ex(X) —m|. Un estimateur est non biaisé si le biais est nulle.
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(par la suite on dira en abrégé i.i.d.”) suivant X.

( )

Exemple : Cas probabiliste

Considérons le probleme bien connu de l'aiguille de Buffon : Quelle est la probabi-
lité P qu’une aiguille de longueur a lachée "sans la moindre intention" sur un parquet

dont les lames ont une largeur b > a et une longueur infinie, coupe une rainure du parquet
o

Par construction, la probabilité m n’est rien d’autre que l’espérance de la variable
aléatoire Y qui modélise le phénomene aléatoire du laché, jusqu’a I'intersection ou non
de 'aiguille avec la rainure, la réalisation étant égale a 1 si il y a intersection et 0 sinon.

Pour modéliser ce phénomene, on considere que les lames de parquet sont toutes
identiques les unes aux autres. Ainsi, par symétrie, il nous suffit alors d’en considérer
qu’une seule. Ensuite, nous choisissons de modéliser un laché d’aiguille sans intention
particuliere par deux variables aléatoires X et O, telles que X représente la position
du centre de 'aiguille et © représente I'angle aigu formé entre la lame et la rainure du
parquet.

Voici les hypotheses de modélisation :

— La variable aléatoire X suit une loi uniforme dans la lame.
— La variable aléatoire © suit une loi uniforme sur [0, 7/2].

— Les variables aléatoires X et © sont indépendantes.

1 Ssin(0)

Sous ces hypotheses, la probabilité m est exprimée comme une espérance que 1'on écrit

7. i.i.d. signifie que se sont des variables aléatoires qui suivent toutes la méme loi de probabilité et sont
indépendantes
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sous une formulation intégrale,
a .
H (x < 23m(9)) 1
m = / fg(@)d@/ px(z)dr | +H <2sm 0) <z <b-— 23m(9)> 0 (2.6)
0 0
+H (.a: >b— gsin(9)> 1

ou H(C') vaut 1 si la condition C' est vérifiée et 0 sinon. La notation H fait référence a
la fonction de Heaviside H(z) qui vaut 1 si 2 > 0 et 0 sinon. Nous avons choisi de ne
pas employer cette fonction Heaviside H et conservons notre application H, dans le but
de simplifier les écritures et la lecture. Cette application H sera employée dans toute la
suite de la these.

Par un calcul élémentaire, on en déduit que m = %

Algorithme 1 : Fonction F},, d’échantillonnage de m. Le poids de Monte-Carlo w
est calculé par la fonction elle-méme w = 0 ou w = 1.

Echantillonner 6 suivant © ;

1

2 Echantillonner z suivant X :

3 if x < §sin6 then

4 ‘ w=1;

5 else if §sinf <z <b— gsind then
6 ‘ w=0;

7 else

8

szl;

. J

2.1.1.4 Reformulation d’une observable déterministe en une observable proba-
biliste

Les observables que nous appellerons déterministes issues de problemes déterministes
dont l'origine peut étre biologique, physique, financiere ou autre, peuvent étre exprimées sous
forme d’une somme, d’'une intégrale ou de la solution d’une équation différentielle, mais pas
spontanément sous forme d’une espérance. Ainsi, contrairement aux observables construites
sur un processus probabilistes, les observables déterministes ne sont pas immédiatement
traitable via Monte-Carlo.

Nous choisissons d’estimer ces observables, ce qui nécessite une étape de reformula-
ion supplémentaire qui consiste a transformer un probleme déterministe en un probléeme
tion 1 t teat f bl dét t bl
probabiliste. Prenons ’exemple d'une observable m exprimée comme une simple intégrale,

m = /abw(x)d:v

ou % est une fonction quelconque. Pour transformer m en une observable probabiliste, nous
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procédons a la reformulation suivante,

b
m = / px(z)dx
a
_ »(X)
=Ex (PX(X ))
ou X est une variable aléatoire arbitraire, de densité de probabilité px strictement positive,
définie sur le domaine [a, b].
La grandeur m étant a présent exprimée comme une espérance, il devient possible de

résoudre ce probléeme déterministe par une simulation de MC. Bien siir, px n’est pas unique
et le choix de cette variable aléatoire doit étre fait avec précaution.

( )

Exemple : Reformulation d’'un probleme déterministe en un probleme probabiliste

Considérons le probleme déterministe suivant : Supposons que 1’on souhaite estimer
l'aire d'une surface s qui est définie telle que A(S) := [ dzH (&€ € s).

Au lieu d’utiliser une méthode déterministe, qui consisterait a résoudre cette intégrale
de facon exacte par changement de variable, par intégration par parties, ... ou via
des techniques d’intégration approchées, nous choisissons de transformer ce probleme
déterministe en un probleme probabiliste dans le but de le résoudre statistiquement par
MC.

Pour cela, nous commencons par reformuler I’expression intégrale de l'aire en une
formulation statistique intégrale de la fagon suivante :

A(s) = /}R2 daH (T € s)

Tmax Ymazx

=/ dx/y | dyH ((x,y) € s) (2.7)
et Ymaz H((z,y) € s)

= [ @) [ py )y

ou l'on note [Tmin, Tmaz| X [Ymin, Ymaz) 1€ plus petit pavé orienté suivant les axes x et y
contenant la surface s et (X,Y) un couple de v.a arbitraires a valeurs dans [Zin, Tmaz] X
[Ymin, Ymaz], PUiS comme une espérance,

(2.8)

A(s) = Exy <H<<X, Y)e s))

px(X)py (Y)

L’algorithme de Monte-Carlo consiste donc a échantillonner un grand nombre de fois
de facons indépendantes x suivant X et y suivant Y, puis récupérer comme poids de
Monte-Carlo 1/(px(x)py(y)) si (x,y) € s et 0 sinon. L’estimation de l'aire de s est alors
donnée par la moyenne arithmétique de ces poids de Monte-Carlo.

Le probléme qui est initialement et naturellement explicité de fagon déterministe a
pu étre reformulé en un probléme probabiliste ce qui consiste a exprimer la grandeur

d’intérét comme une espérance.
. J

Dans le cas des transferts thermiques étudiés dans cette these : la température 1" a
partir de laquelle on construit les observables, est solution d'une équation ou d’un systéme
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d’équations aux dérivées partielles couplées (EDP). La démarche consiste alors a construire
une stratégie dans le but d’exprimer la température comme l'espérance d'une variable aléatoire.
Schématiquement, on a :

T solution d’un ensemble d’EDP couplées «— T = Ex(X)

Une fois la variable aléatoire X déterminée, on évalue une estimation de la température T’
grace a un MC. Un intérét fondamental de cette méthode numérique, outre sa simplicité de
mise en oeuvre et sa praticabilité en géométrie complexe, est sa capacité a produire une barre
d’erreur associée a l’estimation.

2.1.2 Estimation de l’erreur statistique

En plus d’estimer la grandeur, la méthode de Monte-Carlo fournit simultanément une barre
d’erreur de I'estimation que I'on appelle parfois intervalle de confiance. C’est cette capacité
inhérente de MC & fournir un intervalle de confiance, qui lui vaut parfois la dénomination de
méthode de référence.

2.1.2.1 Construction de l’intervalle de confiance

La construction de la barre d’erreur repose sur une conséquence du théoreme central limite
appelée théoreme central limite local :

Théoréme 1 (central limite local)

Soit (X")n>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et identiquement
distribuées suivant X de densité de probabilité px, d’espérance m et d’écart-type ox > 0.
Si I'on note pyy, la densité de probabilité de

X X4+ X,
n

M, :

alors la suite (pa,),>, converge uniformément vers la densité de probabilité de la loi
normale de moyenne m et d’écart-type o, := 0% /n :

D’apres ce théoreme, I'estimateur obtenu a partir de Monte-Carlo peut étre vu comme
une réalisation d’'une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance m et d’écart-type
on, & condition que n soit suffisamment grand.

Cette propriété est un résultat asymptotique et on peut se poser la question suivante :
Pour quelle valeur du nombre de réalisations n peut-on considérer que cette approximation
est acceptable 7

Une premiere réponse a cette question est due aux inégalités de Berry-Esseen qui per-
mettent de majorer non asymptotiquement la distance uniforme || Fy;, — Fjr||oo sous ’hypothése
supplémentaire de I'existence d’'un moment d’ordre trois : si 'on pose mz = E ((X — m)3>,

alors
Cns

oi\/n

[1E, = Fivlloo <
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ou F) est la fonction de répartition de M,, Fjy est la fonction de répartition de la loi
normale de moyenne m et d’écart-type o, et ¢ une constante qui est, actuellement, majorée
par 0.4748 (voir [29]). En réalité, la convergence est souvent bien plus rapide que celle die a
la proposition de Berry-Esseen.

Dans la pratique on ne s’intéresse pas a cette vitesse de convergence et on considére par
un choix arbritrairement admis par la communauté, que 'estimation est "valable" si la barre
d’erreur est de 'ordre du pour cent de la grandeur estimée :

Mp

On <
100

ou m,, est une réalisation de M,,.

Finalement, connaissant le profil de la densité de probabilité de la loi normale, on construit
un intervalle de confiance pour la grandeur m. Pour cela, on commence par fixer un risque «
(typiquement o = 0.05 ou a = 0.01) représentant la probabilité que m n’appartienne pas a

I’intervalle de confiance 8.

A partir de ce risque, on construit une variable aléatoire I,,(«) définie telle que,
I, = [M,, — €o,, M,, + €o0,,] (2.9)

ou € est le réel défini par P(|N| > €¢) = a et N est une variable aléatoire suivant une loi
normale centrée réduite NV(0,1) de densité de probabilité py. Ainsi, en vertu du théoréeme
central limite local, on en déduit que I, et m vérifient,

+e
P(m € I,) = P(M,, € [m — e0,,,m + €0,]) —> pn(z)dr =1 —« (2.10)

n—+o0o J_¢
La dénomination d’intervalle de confiance au risque a d’une réalisation 7, suivant I,, est
entierement justifiée par cette équation (2.10) qui signifie que la probabilité que m appartienne
a i, (échantillonné suivant I,,) est égal a 1 — a.

2.1.2.2 Echantillonnage de l’intervalle de confiance

Pour échantillonner 4,, suivant I,,, on commence par échantillonner m,, = (x1 + 22 + ... +
x,)/n suivant M, puis on construit ,, = [m,, — €0, m, + €0,,| ou 0, = ox//n. L'écart type
0x, associé a la variable aléatoire X, n’est en général pas connu ! Pour cette raison, on choisit
de le remplacer par ox,,

OXn =

)

2 2 2
\/x1+x2+...+wn —m,? (2.11)
n

ol z; est une réalisation de la v.a. X; pour i € [1,2,..,n]. Finalement U'intervalle de confiance
1, que nous retenons est,

. OXn 0Xn

I = My — €=, M, +€—2 2.12
A ce stade, on peut s’intéresser a la validité de I’approximation de ox par o, en s’intéressant
a la variance de U'estimateur non biaisé de la variance 0%, : (X7 4+ X5 +...+ X72)/n— (X1 +

8. Il y a toujours un risque que m ne soit pas inclus dans cet intervalle et ce risque est d’autant plus faible
que « est choisi petit !
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X5+ ...+ X,,)/n)?). Nous ne rentrerons pas dans ces détails et nous retiendrons simplement
que i, est considéré comme un intervalle de confiance "acceptable" a condition que ox,/v/n
soit de I'ordre du pour-cent de m,,.

La précision de cet intervalle de confiance 7,, dépend a la fois de la valeur théorique de
I’écart type ox et du nombre n de réalisations :

— plus ox est petit et plus la précision sera bonne,

— plus le nombre n de réalisations sera grand et plus i, sera précis.
Il est tout de méme intéressant de remarquer la dépendance en 1/4/n, ¢’est-a~dire que pour
gagner un ordre de grandeur sur la barre d’erreur, nous devons multiplier le nombre de
réalisations par cent ce qui peut avoir de lourdes conséquences d’un point de vue temps de
calcul.

Dans la pratique, les intervalles de confiance considérés standard sont les suivants :

— en prenant € = 1 au risque 68% (et donc o = 32%)

— en prenant ¢ = 2 au risque 95% (et donc o = 5%)

— en prenant € = 3 au risque 99, 7% (et donc o = 0.3%)
Contrairement a ce qui est suggéré par le Théoreme central limite local, 'intervalle de
confiance i, ainsi élaboré est centrée autour de I'estimation m,,.

13.5%

0.19 5% 4

B }
1 1
- QUWL —On

i
- 307L

FIGURE 2.1 - Profil de la densité de probabilité d’une loi normale N'(m., 0%,,) centrée autour
de m,, et d’écart-type ox , représentant la densité de présence de la grandeur recherchée m
établie par MC.

2.1.3 Technique de réduction de variance

Les méthodes de Monte-Carlo permettent le calcul simultané de la grandeur estimée et
d’un intervalle de confiance/barre d’erreur. Nous avons montré, que pour gagner un ordre de
grandeur (i.e. diviser la taille de 'intervalle de confiance par dix), nous devons réaliser cent
fois plus de réalisations. Ainsi, la stratégie qui consiste a augmenter le nombre de réalisations
afin de réduire la barre d’erreur, est une stratégie qui peut s’avérer perdante d’un point de
vue calculatoire.

Pour réduire l'intervalle de confiance, il existe plusieurs stratégies développées dans la
littérature : I’échantillonnage préférentiel, I’'approche par variance nulle ou les techniques de
reformulation intégrale.

Nous ne détaillerons pas ces différentes stratégies, elles sont tres bien décrites dans
[25, 26, 30], mais nous garderons en mémoire que pour optimiser un MC, il est préférable de
retravailler la formulation intégrale plutot que d’augmenter le nombre de tirages.
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2.1.4 Double randomisation

La double randomisation fait un usage intensif du principe suivant : [’espérance d’une
espérance est une espérance. Voyons ce que cela veut dire en pratique. Considérons une
grandeur m dont I'expression est donnée ci-dessous :

m = Ex (g (X,Evix (Y]X))) (2.13)

ot X et Y'|X sont des variables aléatoires réelles (v.a.r.) de densité de probabilité px et py|x
respectivement et g une fonction linéaire par rapport a sa deuxiéme variable, la notation
XY signifie que la variable aléatoire X dépend de Y, et se lit X sachant Y.

Pour estimer la grandeur m a partir de Monte-Carlo, la premiere stratégie intuitive
consisterait a évaluer une réalisation « de la v.a. X, estimer I'espérance e ~ Ey | x—, (Y| X = )
par Monte-Carlo, puis récupérer g(x,e) comme poids de Monte-Carlo. Avec cet algorithme,
ce type de stratégie pour calculer m consiste a échantillonner n, fois la v.a. X, puis pour
chaque réalisation z, échantillonner n,, fois la v.a. Y'|X = x (qui se lit Y sachant qu’on a
échantillonné z suivant X). Le nombre d’échantillonnages est donc de n,n, = n? si on choisi
ng = n, = n. L’'inconvénient de cette stratégie, sans parler de la perte de précision diie
a la propagation des erreurs (e # Ey|x—, (Y|X = x)), est qu’elle est inexploitable lorsque
le nombre d’espérances emboitées est grand. En effet, le nombre d’échantillonnages est de
I'ordre de n* ol n est le nombre d’échantillons et k le nombre d’espérances emboitées. Dans
grands nombres de problémes en physique (notamment en transfert thermique traité dans la
suite de ce manuscrit) le nombre d’espérances emboitées est infini.

La stratégie de double randomisation permet de contourner cette difficulté : elle
consiste a exprimer la grandeur m comme une unique espérance :

m = Ex (g (X, Eyx (Y]X)))

:/Rpx(x)dx {g (x,/anXx(?J)dy [?J])]
- /R px(z)dz /R pyix=:(y)dy [9(z,y)]

=Exyx (9 (X,Y]X))

la linéarité de g est essentielle car elle permet de permuter fonction et espérance (passage
de la ligne 2 a la ligne 3) ! On rappelle que les crochets signifient le poids de Monte-Carlo.
Lorsque g est non-linéaire, cette stratégie n’est plus praticable comme expliqué dans la section
2.2.2.

L’algorithme de Monte-Carlo obtenu a partir du principe de double randomisation évaluant
une estimation de la grandeur m est le suivant :

L’algorithme consiste a échantillonner une réalisation = de X, puis une réalisation y de
Y|X =z, le poids de Monte-Carlo ainsi échantillonné étant g(x,y). L’avantage fondamental
de la double randomisation par rapport a la premiere stratégie est que le nombre d’échan-
tillonnages du vecteur aléatoire pour cet algorithme est toujours de 'ordre de n quelque
soit le nombre d’espérances emboitées (c’est souvent U'intégrale la plus difficile a évaluer qui
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détermine le nombre d’échantillonnages). Un autre avantage important de cette technique est
que le calcul de la barre d’erreur se fait de fagon classique.

Par récurrence, le principe de double randomisation s’applique a une multitude d’espé-
rances emboitées de taille finie ou infinie.

2.1.5 Exemple de mise en oeuvre de la double randomisation

( )

Exemple : Mise en oeuvre du principe de Double Randomisation

Nous considérons la grandeur ¢ qui correspond physiquement a la transmitivité d’un mur
matériel purement diffusive d’épaisseur e notée [z, 2o + €] x R?, avec un coefficient de dif-
fusion uniforme noté k, une fonction de phase isotrope, I’atténuation étant exponentielle
suivant k& (loi de Beer). On fait ’hypothese que 1’éclairage incident est perpendiculaire
au mur. La transmitivité s’écrit

+oo
t:/ ke ™Mdl (H(zo + 1 > o + €)1 + H(zo + 1 < 2o + €)7(z0 + 1, y, 2))
0

| . H(zo < x4+ luy < o+ e)7(x + luy)
T(z) = /s2 Zdu/ ke ™ Mdl | +H(x + lu, < 70)0
7 Jo
+H(z + luy > xo+ 1)1

(2.14)

Formellement, on écrit ¢t comme une espérance :
t=E,(H(zo+L>z0+e)l+H(xo+ L <z9+e)Er(T(z0+ L))) (2.15)
ou
H(zg <z + LU, < xo+ )T (x + LU,)
T(xz) =EyEL | +H(z + LU, < 20)0 (2.16)
+H(x + LU, > xo + 1)1
ol L suit une loi exponenticlle de paramétre k et U = (U, Uy, U,) suit une loi

uniforme sur la sphére S2. Ces espérances sont emboitées de facon linéaire. On peut donc
utiliser le principe de double randomisation et élaborer un MC sans aucune difficulté.
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Algorithme 2 : Fonction d’échantillonnage de la transmitivité ¢ d’une couche de
longueur e notée [z, zo + €] x R2.

1 Echantillonner [ suivant L :

2 x=x9+1;

3 if x < zg + e then

4 w=1;

5 else

6 while z € [0, 29 + €] do

7 Echantillonner 4 suivant Ij;

8 Echantillonner [ suivant L ;

9 r=x+1;
10 if z < zp then
11 ‘ w=0;
12 else if x > zy + e then
13 ‘ w=1;
14 else

. J

2.1.6 Sensibilités et Monte-Carlo

En sciences de l'ingénieur, les modeéles mathématiques permettent bien sur d’aller jusqu’a
simuler des phénomenes physiques, mais sont également indispensables pour analyser les
mécanismes, faire du dimensionnement, repérer les processus dominants, ...

Ces modeles sont destinés a mimer le phénomeéne étudié en faisant correspondre a
un ensemble de parametres d’entrée (parameétres physiques du probleme) un résultat qui
correspond généralement a la valeur de I’observable du probleme étudié. L’analyse de sensibilité
(les sensibilités n’étant rien d’autre que des dérivées partielles de 'observable aux parametres),
consiste a déterminer, quantifier et analyser comment réagit le résultat du modele a des
perturbations sur les parametres d’entrée.

Les usages des sensibilités sont nombreux, on peut citer sans exhaustivité :

e Analyse, prise de décision : Quelles sont les parametres d’entrée qui contribuent
le plus a la réponse du modele 7 Cela permet par exemple a 'expérimentateur de
déterminer quels sont les parametres d’intéréts pour la mesure.

e Optimisation, méthode inverse : A partir des sensibilités on peut mettre en place
des stratégies de type descente de gradient pour procéder a la recherche d’optimum (ou
des parametres des problemes en méthode inverse).

Il est souvent rapide et pratique d’estimer les sensibilités via la méthode des Différences
Finies. L’évaluation de la sensibilité (0,m(m)) d'une grandeur m & un parametre = perturbé
par accroissement fini du ler ordre autour d’un parametre m, est approchée par un taux
d’accroissement centré

m(mo + 0m) — m(mg — o)
207

drm(mo) =~ (2.17)

ol 07 est une petite variation de w. Malheureusement, cette méthode des Différences Finies est

impraticable efficacement avec les MMC : En effet, si o7 est grand alors 'approximation de la
dérivée n’est pas forcément acceptable. Si d7 est petit alors les barres d’erreur associées aux
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estimations de m(my + d7) et m(my) sont plus grandes que la différence m(my + 0m) — m(m),
ce qui entraine une incapacité a estimer I'approximation 0,m.

Pour contourner cette difficulté, il est toujours possible d’augmenter le nombre de réalisa-
tions dans le but de réduire la barre d’erreur, mais cela peut avoir de lourdes conséquences
du point de vue temps de calcul. Rappelons que le Théoreme Central Limite, nous dit qu’il
est nécessaire de réaliser cent fois plus de réalisations pour gagner un ordre de grandeur sur
la précision, ce qui n’est pas toujours envisageable. Une autre solution serait d’utiliser une
technique de réduction de variance (voir 2.1.3) lorsque c’est possible. Dans notre pratique,
nous avons adopté une stratégie tout a fait différente. La stratégie adoptée est la suivante :
On exprime comme précédemment la grandeur a estimer m sous une formulation intégrale,

m(m) = /DX px(x, m)dx w(zx,T) (2.18)

ou px est la densité de probabilité de la variable aléatoire X, m un parametre et w le poids
de Monte-Carlo. L’algorithme évaluant la grandeur m est le suivant : on échantillonne x
suivant la densité de probabilité px, on récupere le poids w(z, ), on répete cette procédure
un grand nombre de fois puis on évalue la moyenne des poids ainsi obtenue, cette moyenne
étant l'estimation de la grandeur m. Pour évaluer la sensibilité de m par rapport a m, on
dérive 'expression intégrale Eq. (2.18) par rapport au parameétre 7, puis on fait un travail de
reformulation dans le but d’exprimer la sensibilité sous une structure intégrale identique a
celle de I'observable. Lorsque le parameétre apparait dans les densités de probabilité et/ou
dans le poids, alors ce travail de reformulation est plutot simple :

drm(r) = /D px (@, 7)dz @z, ) (2.19)

X

ou w(x,m) = %w(%ﬂ) + Or,w(x,m) (ici il est sous-entendu que le domaine Dx est

indépendant du parametre 7, dans le cas contraire, les choses se compliquent comme expliqué
ci-apres).

L’algorithme évaluant simultanément la sensibilité et la grandeur est le suivant : on
échantillonne x suivant la densité de probabilité py, on récupere les poids w(x, ) et w(z, 7),
on répete cette procédure un grand nombre de fois puis on évalue la moyenne des poids w et
W ainsi obtenus pour évaluer une estimation des grandeurs m et d,m respectivement, dans
le méme MC. Le calcul de sensibilité est donc simultané i.e. il suffit d’'un seul Monte-Carlo
pour évaluer a la fois la grandeur et la sensibilité. Ce principe étant vrai pour n’importe quel
parametre, il est alors possible d’élaborer un seul Monte-Carlo évaluant une estimation de la
grandeur et un gradient par rapport a un ensemble de parametres d’intérét simultanément.

Voici quelques références d’applications industrielles ot notre communauté a mis en oeuvre
cette facilité : dans le domaine des concentrateurs solaires [30], dans le domaine du génie des
procédés [15] et dans la communauté atmosphérique [3].

Il est tout de méme intéressant de remarquer que si la grandeur est évaluée sans probleme
de variance, ce n’est pas forcément le cas pour la sensibilité. En général, ces problemes de
variance sur 1’évaluation de la sensibilité sont diis au produit des dérivées logarithmiques
Oxp

TXX qui apparaissent dans le poids de Monte-Carlo de la sensibilité noté @ dans 'Eq. (2.19).

Actuellement, des travaux, réalisés par Léa Penazzi [31] au sein des laboratoires Laplace
et Mines d’Albi, sur la méthode de Monte-Carlo symbolique sont treés prometteurs et per-
mettraient une évaluation tres efficace des sensibilités. Le Monte-Carlo symbolique [32, 33] a
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pour objectif de construire statistiquement (comme un MC classique) une fonctionnelle de la
grandeur a estimer. Une fois la fonctionnelle évaluée, il suffit de la dériver pour avoir acces a
n’importe quelles sensibilités !

Dans cette these, nous ne parlerons pas du calcul des sensibilités géométrique [34, 35].
Ces sensibilités ont lieu lorsque le parametre 7 intervient dans la définition du domaine
géométrique Dx (7). Des travaux [36] concernant le calcul de telles sensibilités sont menés
par Paule Lapeyre au sein du laboratoire PROMES.

A ce stade, tous ce dont on a parlé rentre dans le cadre de ce que 'on appelle Monte-Carlo
Linéaire (MCL). Nous allons a présent nous intéresser aux Monte-Carlo Non-Lineaire (MCNL)
en commencant par définir plus précisément ce que ’on entend par MCL.

2.2 Monte-Carlo Non-Linéaire

2.2.1 Définition de Monte-Carlo Linéaire (MCL)

Les problemes probabiliste et déterministe rencontrés précédemment, rentrent dans le
cadre du Monte-Carlo Linéaire (en abrégé par la suite MCL). Qu’il soit déterministe ou
probabiliste, le probleme est finalement exprimé comme le calcul d’une seule espérance portant
sur une seule variable aléatoire, estimée via la moyenne arithmétique d’un grand nombre de
réalisations.

Mais MCL n’est pas restreint a ces deux types de problemes : le principe de double
randomisation permet d’étendre la méthode de Monte-Carlo Linéaire au calcul des grandeurs
exprimées comme une multitude d’espérances emboitées de facon linéaire : la linéarité
permettant de permuter 'ensemble des espérances et fonctions linéaires de telle sorte qu’on
puisse réécrire la grandeur comme une seule espérance portant sur un vecteur aléatoire (voir
I'exemple page 28). Dans cette these, nous définissons I’ensemble des problemes résolubles
par MCL de la facon suivante :

Définition 1 (Monte-Carlo Linéaire)

Une grandeur m est résoluble par un algorithme de Monte-Carlo Linéaire si et seulement
si elle peut étre exprimée de la facon suivante,

m = Ex, (gx (X, ex-1))
e =Exze (9: (XF i), Vie{l,2,...,k—1} (2.20)
0 =Byt (o0 (X5))

ou plus simplement comme une seule espérance portant sur le vecteur aléatoire X{f,

m=Eg (g (X)) (2.21)

ol
o ke NN {+oo},
L4 X_‘:c = (Xi7Xi+17"'an)7

® (9i)ic{o1,..ky sont k + 1 fonctions linéaires par rapport a e;_, i.e. g; (€,y) = a;(€) +
b;(Z)y ol a; et b; sont deux fonctions (b; non nulle),
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e g (X{f) = gk (Xk,gk_l ()2,’;_1, Y (X{“,go (X{f)) e )) est une fonction multili-
néaire,

ou la notation X|Y signifie que la variable aléatoire X dépend de Y, et se lit X sachant Y.

Si k est fini, le MC consiste simplement a échantillonner un grand nombre de réalisations
du vecteur aléatoire X§ puis réaliser la moyenne arithmétique de I'image par g de ces
réalisations. Cette moyenne étant un estimateur non biaisé de m.

Si k est infini, le MC peut étre mis en oeuvre sous certaines contraintes sur g, que nous
n’expliciterons pas ici : lors de I’échantillonnage de X, I’algorithme consiste

— soit a récupérer y avec la probabilité b; et a;/(1 — b;) avec la probabilité 1 — b;.
— soit a récupérer y + a; avec la probabilité b; et a; avec la probabilité 1 — b;.

Ainsi, méme si le nombre d’espérances emboitées est infini, 'algorithme trouve toujours
une issue en un nombre fini de tirages, comme illustré dans ’exemple : Mise en oeuvre du
principe de Double Randomisation page 28 et dans le chapitre 3, lors de I’étude des transferts
thermiques linéaires.

2.2.2 Définition de Monte-Carlo Non-linéaire (MCNL)

Monte-Carlo Linéaire nécessite la linéarité des fonctions g; par rapport a e;_; permettant
I’écriture du probleme comme une seule espérance (voir Eq. (2.21)). Dans le cas contraire,
lorsque au moins 'un des g; est non-linéaire, il devient impossible de permuter espérance et
fonction non-linéaire sans engendrer un biais.

Pour cette raison, il a été identifié des les années 1950 que "[’extension de MC aux processus
non linéaires peut étre impossible" [5] et de nos jours il est courant de considérer que "les
MMC ne sont généralement pas efficaces pour les problémes non linéaires" [6], de sorte qu’
"un probléeme non linéaire doit généralement étre linéarisé pour que la technique de Monte
Carlo puisse étre employée" [7].

Malgré I'ensemble de ces affirmations sur I'impuissance de MC face aux non-linéarités,
plusieurs travaux ont permis de mettre en défaut ces préjugés au travers de 1’élaboration de
MC (toujours sans essaim) suivant différents artifices, permettant la résolution de processus
non-linéaires [13]. Ces algorithmes que 'on qualifie de Monte-Carlo Non-Linéaire (MCNL),
seront pour nous a l’origine de 'ensemble des développements proposés dans cette these dont
un récapitulatif des objectifs est décliné suivant les trois points suivants,

1. Evaluer le résultat d’intégrales emboitées via une non-linéarité de type exponentielle
négative (algorithme a collisions nulles ACN voir section 4.1.1 page 100),

my = /0+°° k(1) exp (— /Ol k:(s)ds) di [1] (2.22)

ou [I] signifie le poids de Monte-Carlo.

2. Evaluer le résultat d’intégrales emboitées via une fonction non-linéaire développable en
série entiére (voir section 4.1.2 page 104),

my = Ex (f (X, Ey (Y))) (2.23)
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3. Evaluer la solution d’une équation différentielle non-linéaire ou d’une équation de
Fredholm non-linéaire (voir section 4.1.3 page 112),

msg =Ex (p(X)X + (1 — p(X))Ey(Y)) (2.24)

ou k est une fonction positive, X et Y sont deux variables aléatoires, et p une fonction a
valeurs dans [0, 1].

La premiere famille est essentiellement issue de la physique du transport linéaire (rayon-
nement, neutronique, plasmas). Ces travaux n’ont donc pas été initialement pergus comme
relevant de MC non-linéaire et pourtant lorsque MC est utilisé pour simuler de telles physiques
linéaires, on échantillonne des chemins le long desquels on doit évaluer des exponentielles
traduisant de potentielles hétérogénéités ou fluctuations temporelles des partenaires de colli-
sion, des exponentielles d’intégrales de la section efficace. Apparait alors le motif suivant :
intégrale sur les chemins d’une exponentielle négative d’une intégrale le long du chemin de la
section efficace. Le concept des collions nulles a permis de résoudre cette difficulté depuis les
années 1950. Voir cette idée non plus comme une astuce élégante mais comme une brique
essentielle de la littérature de MC non-linéaire est un de nos principaux points de départ
(voir section 4.1.1).

La seconde famille est inspirée de la premiere : il a été montré que les collisions nulles
permettent I’évaluation de I'intégrale d'une exponentielle d'une intégrale via un développement
en série entiere de ’exponentielle et des travaux ont alors montré que cette solution pouvait
étre étendue a d’autres fonctions que I'exponentielle (voir section4.1.2).

En termes applicatifs, la troisieme famille est plus embryonnaire : il s’agit pour 1’essentiel
de la physique du transport non-linéaire (équation de Boltzmann non-linéaire pour des gaz
raréfiés, notamment en chambre nucléaire) (voir section4.1.3).

Cette littérature est encore peu abondante, mais chacune des trois familles de travaux
que nous identifions a fait émerger des concepts et méthodes nouveaux. Nous prendrons donc
le temps de les énoncer avec précision dans le chapitre 4. Par contre, cette précision ne vaut
que pour la littérature de Physique. Autant que possible, nous essaierons de faire référence
a la littérature de la Mathématique lorsqu’elle aborde des questions voisines, mais notre
connaissance de cette littérature est plus parcellaire.

2.3 Conclusion

Ce chapitre introductif a débuté avec une description tres générale du principe méme de
la méthode de Monte-Carlo. Nous avons montré que cette méthode statistique nécessite une
expression en espérance de 1’observable m et que dans le cas contraire, il devient nécessaire
de réaliser un travail de reformulation approprié¢ afin d’écrire m comme une espérance. Cette
reformulation, est pour nous essentielle, elle est le point de départ pour attaquer la question
de la résolution de transfert thermique par MC.

Nous avons ensuite présenté le principe fondamental de Double-Randomisation, qui
permet d’étendre le domaine d’applicabilité de la méthode de MC a des observables non plus
exprimées comme une seule espérance, mais comme une infinité d’espérances emboitées !
Sans ce principe, la méthode de MC serait limité au calcul d’'une simple intégrale.

Nous avons ensuite proposé une définition de MCL et de MCNL, en précisant la rupture
entre ces deux types de MC et en rappelant les trois grandes idées, qui seront décrites plus

33



en détail dans le chapitre 4, qui ont permit la mise en oeuvre de MC pour la résolution de
problemes non-linéaires.

Dans le chapitre suivant nous concentrons nos efforts sur la méthode de MCL, en particulier
sur I’étude des transferts thermiques linéaires qui sera pour nous le point de départ du Chapitre
4 pour attaquer la question des non-linéarités en thermique.
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Chapitre 3

Thermique linéaire

La physique du transfert radiatif corpusculaire s’inscrit dans le cadre de la théorie linéaire
du transport de photons, décrite par des équations déterministes qui s’adaptent parfaitement
a une formulation en espace de chemins et donc a la résolution par une Méthode de Monte-
Carlo (MMC) dont une introduction est proposée au Chapitre précédent. Dans ce cadre
bien particulier, cette résolution statistique est naturelle et consiste simplement a balayer
I’espace des chemins afin d’identifier les conditions aux limites contribuant a la valeur de la
grandeur recherchée (comme lors de I’évaluation de la luminance). Cette méthode statistique
est la seule a étre exacte! et son insensibilité a la taille et au niveau de raffinement de la
CAOQO décrivant la géométrie fait d’elle une méthode de référence dans ce domaine.

Notre objectif dans le présent chapitre est de donner les fondements théoriques ayant permis
d’étendre cette méthode de MC aux transferts thermiques linéaires (nous limiterons
I'exposé a un cadre que nous préciserons au paragraphe 3.1 avec ’équation (3.7) en conservant
I'ensemble de ses bonnes propriétés (insensibilité a la complexité géométrique 2, facilité de mise
en ceuvre, ...). La principale difficulté est d’exprimer la température dans le champ comme
I’'espérance d’une variable aléatoire, une étape importante étant également de s’assurer
que l’échantillonnage de cette v.a. est praticable d’une fagon compatible avec 'emploi
des intersecteurs rayons-triangles. En contre-partie, et comme en transfert radiatif, nous
abandonnons 1'idée d’un calcul du champ total, et concentrons nos efforts sur des calculs
ponctuels, surfaciques et volumiques exacts (appelé points sondes), comme l'estimation de la
température en un point et un temps donné.

Nous verrons dans la section 3.2, comment élaborer cette espérance via la méthode des
fonctions de Green (FG) [37, 38, 39, 40]. Cette méthode permet d’exprimer ’observable
comme une intégrale des conditions aux limites® et des sources (appelées contributions)
via un propagateur?, que nous reformulons ensuite en une espérance afin de permettre
I’élaboration d’'un MC. Cette méthode, extrémement efficace, permet un calcul exact et rapide

de l’observable. En revanche, elle n’est praticable que dans des configurations académiques?®,

1. L’estimateur est non biaisé et sa variance est estimée.

2. Cette insensibilité est la conséquence de 'emploi des outils de la communauté de la synthése d’image :
intersecteur rayon-triangles et grilles accélératrices. Elle se traduit par une forme d’insensibilité du temps de
calcul au niveau de raffinement de la donnée géométrique.

3. en généralisant, on considere que les "conditions aux limites" sont les conditions de bord et la condition
initiale

4. le role du propagateur est de quantifier I'influence des conditions aux limites et des sources sur la
grandeur

5. Par configuration académique, nous désignons des configurations tres fréquemment référencées, bien
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la ou le propagateur est généralement connu [41, 42, 43, 39, 44, 45, 46, 47, 48]. Méme si
certains travaux proposent des solutions permettant d’étendre son domaine d’applicabilité
comme dans [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58], ’échantillonnage est en toute généralité
soit tres lourd soit impraticable.

Pour remédier a cette difficulté, nous allons faire appel a la théorie des Processus
Stochastiques (PS) [59] afin de construire un nouvel outil permettant 1’échantillonnage de
ces contributions. Cet outil est appelé processus et permet d’exprimer la grandeur comme
une espérance via la notion de chemins. Ces chemins (les réalisations du processus) ont
tous pour origine le point sonde et leurs trajectoires se terminent a I'une des potentielles
contributions (les mémes que celles qui auraient été échantillonnées par la méthode de Green).
L’algorithme de MC consiste alors a échantillonner un grand nombre de chemins afin de
calculer la moyenne arithmétique des contributions récupérées au bout de ces trajectoires.
Nous verrons une nouvelle fois que cet outil n’est malheureusement pas aussi insensible a la
complexité géométrique que souhaité concernant le transfert conductif.

Nous proposons alors de remplacer le modele de la conduction par un modele approché
continu dans la section 3.4 avec comme motivation 1’élaboration d’'un MC qui soit insensible
au niveau de raffinement de la géométrie et ceci en employant les mémes outils que ceux
utilisés en transfert radiatif ! Cet algorithme sera élaboré a partir de I'idée premiere a ’origine
de la méthode des fonctions de Green : la grandeur résulte de la propagation des conditions
aux limites et des sources, et de celle des Processus Stochastiques, qui est d’échantillonner
ces différentes contributions via des chemins.

Avant d’entamer le développement de la méthode, nous voulons lever une ambiguité
qui risque de brouiller les cartes pour le lecteur. Nous allons utiliser de facon systématique
dans les sections concernant la méthode des fonctions de Green, les termes de "propagation',
"propager’, ", transporter', "saut", pour indiquer le mode d’action par lequel les fonctions de
Green font en sorte que ["information "remonte" des sources, conditions aux limites, condition
initiale "vers" un point d’observation donné a un instant donné. Nous sommes conscients
qu’il s’agit d’'un abus de langage (commode) mais nous n’avons pas trouvé de remplagant
afin de I'exprimer simplement. Par ailleurs, les termes de propagateur, propagation figurent
aussi dans des ouvrages de référence sur ces méthodes. Quoi qu’il en soit, dans la méthode de
Green, rien ne transporte l'information d’'un point a un autre en suivant un chemin, aucun
vecteur, aucun mouvement, I'information qui va donner le résultat attendu est instantanément
"diffusée" dans tout le milieu.

Sans cet avertissement préalable, 'ambiguité pourrait rester tres forte, car précisément
lorsque dans la suite immédiate des méthodes de Green, on parlera de Processus Stochastiques,
il y aura la véritablement propagation, chemin ou trajectoire et transport.

3.1 Description des différents transferts de chaleur

Dans ce chapitre on ne considere que des transferts thermiques linéaires : les parametres
physiques tels que la conductivité A, la densité massique p, ... sont indépendants de la
température, les transferts conductif et convectif sont linéaires et le transfert radiatif est
linéarisé autour d’'une température de référence notée 7T,.s. Ce choix est motivé par le but de
proposer des formulations exactes de la température, ce qui n’est actuellement pas possible
lors de la prise en compte d’un transfert non-linéaire qui sera 1’objet des prochains chapitres.

étudiées, et donnant lieu a des résultats classiques exprimés le plus souvent sous forme analytique.
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Nous choisissons également de laisser de coté les conditions aux limites de type Neumann
(flux de chaleur imposé a la frontiére), ainsi que les puissances volumiques, dans le but de
simplifier la lecture de la démarche proposée ici (leur prise en compte n’étant pas source de
difficulté).

Dans un esprit de généralité, on décrit Figure 3.1 une configuration géométrique abstraite
illustrant les trois types de transfert avec des sous-systemes solides, des cavités fluides en
englobant ou non d’autres... Cette configuration nous permettra (section 3.1.4) de poser
des équations couplant les trois modes de transfert d’une facon restant représentative de
toute une diversité de situations de la réalité technologique. Il faut imaginer qu’on pourra
faire coincider cette configuration générique avec des problémes de thermique de 'ingénieur
tels que milieux poreux (Fig. 3.2), puce électronique (Fig. 3.3) et systémes électroniques de
puissance refroidis par des échangeurs a air ou diphasiques, récepteur thermique dans une
centrale solaire & concentration (Fig. 3.4), moteurs électriques, habitations ou villes, ...

Avant de présenter le systeme couplé, une description des trois transferts thermiques
linéaires considérés dans ce chapitre est proposée dans les trois paragraphes suivants, en
commencant par le rayonnement, la conduction puis la convection.

F1GURE 3.1 — Hlustration d’une configuration conducto-convecto-radiative. Dans cette illus-
tration, le domaine solide ()¢ est représenté en gris, m cavités fluides €2y, sont représentés en
bleu clair, et la cavité fluide englobante 2p«~ est représenté en bleu foncé. Le rayonnement
est présent dans toute la scene, le systeme est entierement semi-transparent, la conduction a
lieu uniquement dans les solides et la convection a lieu aux interfaces fluide / solide.
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FIGURE 3.2 — Illustration d’un milieu poreux de type cellule de Kelvin (sources [60, 61])
et d’une représentation schématique avec différentes cavités fluides notées Q25 et un milieu
solide noté Qg.

ept

F1GURE 3.3 — Hlustration d’une puce électronique développée par la start-up Deep Concept
hébergée a la plateforme Prime a Tarbes lors d'un projet de R&D (avec 'autorisation de Deep
Concept) et d'une représentation schématique composée d’un solide Qg limité par deux types
de frontieres : condition de Dirichlet sur 9p et condition de Robin sur Q2. = 0Qpe \OQp.
Le solide est entouré d’un fluide englobant Qg limité seulement par le solide.
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FIGURE 3.4 — Illustration d'une centrale solaire (source [62]) et d’une représentation schéma-
tique avec un solide Qg (le récepteur) entouré d’un fluide englobant Qg et d’une frontiere
00 ou la température radiative et/ou les propriétés de réflexion sont prescrites.
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3.1.1 Rayonnement

Le mécanisme de rayonnement est considéré comme se propageant soit sous forme d’ondes
électromagnétiques selon les équations de Maxwell, soit sous forme de photons selon Planck.
Dans cette these, nous choisissons de ne parler que de photons tout en considérant le transfert
radiatif comme instantané au vu de sa vitesse extrémement élevée par rapport aux autres
transferts de chaleurs.

Nous considérons le mode de transfert de chaleur par rayonnement présent a la fois dans
le solide et dans le fluide : le systéme est entierement semi-transparent. Nous retenons le
modele de I'équation de transfert radiatif (ETR) avec les deux restrictions suivantes :

— L’indice de réfraction est uniforme dans ’ensemble du systéme (pas de courbure des
rayons au sein des solides, pas de refraction/reflexion aux interfaces solides/fluides).
Cette hypothese n’est faite que pour des raisons didactiques. Les écritures sont allégées
mais aucunes de nos conclusions ne seraient remises en cause en levant cette hypothese.

— Nous utilisons une linéarisation de 'ETR autour de la luminance d’équilibre a une
température T,..; (voir Annexe D). Cette hypothese est fondamentale dans ce chapitre
dédié a la thermique linéaire. Pour simplifier les écritures, nous remplagons la luminance
(la grandeur usuelle de 'ETR qui caractérise le rayonnement localement, dans une
direction donnée, a une fréquence donnée, a un instant donné) par sa traduction
en termes de température : la température de radiance Ty_ (utilisée surtout dans le
domaine expérimental, aussi parfois appelée température de brillance (voir Annexe D)).

Th_(Z,t) caractérise le rayonnement monochromatique a I'emplacement &, dans la direction
i, & la fréquence v et instant ¢t. Alors que 'ETR est prise au stationnaire, la température
de radiance dépend du temps du fait du couplage avec les autres modes de transferts : elle
s’ajuste instantanément au champ de température T' (solide et fluide) et 7" évolue du fait
de la conduction et de la convection qui sont instationnaires. En choisissant une écriture
en température de radiance et grace a la linéarisation, la source par émission dans ’'ETR
devient simplement le produit du coefficient d’absorption k. et de la température T, soit
k¥T. Avec ce choix de notation et sous ces hypotheses, 'ETR s’écrit

BNy = —kTh + KT+ K /S p(ala)du'Ty, (3.1)

ou le coefficient d’absorption £}, le coefficient de diffusion £, le coefficient d’extinction
kY = kY + k¥ et la fonction de phase p% sont homogenes dans les cellules fluides (puisqu’elles
sont supposées parfaitement brassées), peuvent étre hétérogenes dans le solide, mais doivent
étre indépendants de la température (sinon le probléme couplé devient non-linéaire). On note
du I'angle solide autour de la direction @ et S? est la sphére en dimension 3. Dans le systéme
solide/fluide, la puissance radiative volumique ¢ = (&, t) (absorption moins émission) s’écrit

+oo 1
) = C/o pn(v)dy /S2 Edu (Tgﬂ — T) (3.2)
ot py(v) = wOpIS(Tre)/4K: 0TS, est une densité de probabilité fréquentielle et ¢ =
16k,0T? , le coefficient de transfert radiatif linéarisé avec k, = [ pn(v)dv kY. Dans

tout le chapitre (et d’ailleurs dans toute la these) nous supposons que le milieu est gris ce qui
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nous permet de supprimer les dépendances fréquentielles (notamment dans (3.1)) et retenir
Vv=C(Tr—-T)
1
Ti= [, t-duTha (3.3)
@ Th, = —kTr, + kT + ks / ps(@|@)du'Tr,
s2 “

La température Tx sera appelée la température radiative (l'intégrale angulaire de la tempéra-
ture de radiance).

Pour fermer le probleme, nous imposons la température de radiance incidente Tx ga, a
(sur P'hémispheére rentrant du systéme @ € S2) a une frontiére fictive appelée 9Qp qui englobe
la totalité du systeme. Cette frontiere peut étre en contact avec le domaine fluide g, avec
le domaine solide €2g ou avec une ou plusieurs cavités fluides Q5. Dans le cas ou 02y et en
contact avec le solide ou une cavité fluide, cette frontiere joue le réle d’une paroi noire de
température connue notée Tr sq, : la frontiere 92 joue le role d'une condition de Dirichlet
au contact du solide (2g, d'une condition de Robin au contact d’une cavité fluide et partout
ailleurs, cette frontiere est fictive et seul la température de radiance incidente y est imposée.

3.1.2 Conduction

La conduction est un mode de transfert de chaleur dans lequel les échanges d’énergie ont
lieu dans les solides et les fluides sans déplacement de matiere. Au sein d’un fluide, en présence
de mouvement macroscopique, on parlera de convection. Ici, nous parlerons uniquement de
conduction dans le milieu solide.

Le transfert par conduction se fait des qu’il existe un gradient de température au sein du
du milieu matériel, noté Qg , depuis les régions chaudes vers les régions plus froides. A ce
transfert diffusif est associé un vecteur densité surfacique de flux de chaleur 5, caractérisant
le sens de propagation de la chaleur, décrit par la loi de Fourier. Cette loi a été établie
expérimentalement et relie le vecteur ; et la température T's du corps matériel :

7= -A\VTjs (3.4)

ol A est la conductivité thermique du matériau. Ainsi plus la conductivité du matériau est
élevée, et plus la conduction tendra a uniformiser rapidement le champ de température.

Par un bilan d’énergie (issu du premier principe de la thermodynamique), nous établissons
I’équation de la chaleur dans un solide semi-transparent, en présence d’un terme source
radiatif,

pCOTs = —div (—AVTs) + ( (Tr — Ts) (3.5)

échange conductif échange radiatif

ol p et C sont la densité massique et la capacité calorifique du matériau, ¢ % le coefficient de

transfert de chaleur radiatif linéarisé et T la température radiative linéarisée. Les parametres
p, C, A\, et ( peuvent étre hétérogenes mais indépendants de la température.

6. le coefficient de transfert de chaleur radiatif linéarisé { = 1601@‘an8 f ol Ty.f est une température de
référence, k, est le coefficient d’absorption pouvant étre hétérogéne mais indépendant de la température et o
est la constante de Stefan-Boltzmann.
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Le milieu matériel considéré n’est pas forcément connexe et il est limité par une frontiere
notée 0€lg ou deux types de conditions aux limites peuvent étre imposées :

— Dirichlet, Ts = Tp sur le bord 0€2p ou 'on note T la température imposée,
— et Robin, MLV Ts = —)\88% = hp (Tp — Ts) sur le bord 905 = 005\0Qp ou 7t est
la normale entrante a la surface solide 0€)g et T la température du fluide.
La condition de Robin est considérée comme une condition de raccordement entre le solide et

le fluide et est établie a partir de 1’égalité des flux a l'interface solide-fluide. La condition
initiale & I'instant ¢; est notée T7.

3.1.3 Convection

Le mécanisme de transfert de chaleur par convection correspond au transport de la
chaleur par un fluide en mouvement. Nous considérons ici, dans un souci de généraliser les
situations possibles d'un point de vue géométrique, un domaine fluide composé de m cavités,
notées Qp,,i € {1,2,...,m}, et d'un domaine Qp~ englobant, partiellement ou en totalité, le
domaine solide 5. Le domaine fluide n’est rien d’autre que la réunion de ces m + 1 domaines
QFIUQF2U"'UQFmUQFoo.

Nous supposerons que dans chaque cavité Q,, de volume Vg, de surface 0€2,, la convection
est modélisée non pas sous forme d’écoulement, mais comme un fluide parfaitement mélangé
a chaque instant et échangeant avec les solides contigus par transfert convectif. Sous cette
hypothese, la température du fluide contenu dans la ieme cavité, notée T, est uniforme
spatialement, et la densité massique p;, la capacité calorifique C; et le coefficient de transfert
de chaleur radiatif linéarisé (; sont uniformes. La considération d’un champ de vitesse au sein
de la cavité fluide est une question délicate, dont une proposition réalisée par Loris Ibarrart
est décrite dans [60].

La température du fluide, contenu dans la cavité englobante Qp~ de surface 0Qpe, est
imposée, elle est notée Tr et peut dépendre du temps.

Dans cette configuration, le fluide est considéré semi-transparent et le modele de transfert
convectif, qui n’a lieu qu’a travers la paroi fluide-solide, est décrit par un modele de flux
linéaire caractérisé par un coefficient d’échange convectif hp pouvant étre hétérogene (c’est
a dire pouvant dépendre de la position et du temps). Un nouveau bilan d’énergie permet
d’établir I’équation d’évolution de la température du fluide a l'intérieur de la ieme cavité,

AT
7 Cl ' :
PiCVr =g,

(1) =G || (T(@n1) = Tr(O)d@p+ [ hiEe) (Ts(Fo.t)  Tr(1)dgec

échange radiatif échange convectif

(3.6)

3.1.4 Modeéele conducto-convecto-radiatif

A présent nous considérons un modele conducto-convecto-radiatif (tel que celui illustré Fig.
3.1), élaboré a partir des trois transferts de chaleurs décrits précédemment : la conduction, la
convection et le rayonnement. Il est constitué d'un systeme entierement semi-transparent, de
domaine €2 constitué

e d’un domaine solide Qg de frontiere 9Qg = 9Qp U | 90 UIQ P, de densité massique
p, de capacité calorifique C' et de conductivité A uniformes, avec une condition de
Dirichlet sur 9Qp et une condition de Robin sur dQp. UL, 9QF
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e de m cavités fluides notées ), de frontiere 0€)p,, de densité massique p;, de capacité
calorifique C;, de coefficient d’échange convectif h = h(¥),
e et d’'une cavité fluide englobante Q2w de frontiere 0Q0p~ ou la température Tp est
connue,
ou le coefficient de transfert radiatif linéarisé est noté ( et les trois transferts thermiques
linéaires sont couplés. On notera 1" le champ de température spatio-temporel solution du

systeme (3.7)

Solide T="Ts, €T < Qs,t 6]t1,+00[
Fluide |\ p_ 70 &€ Qpeot €|tr, +o0]
pCOTs = —div (=AVTs) + ¢ (Tp—Ts) , & € Qs,t €]y, +00]
Ts =17, @€ Qg t=1
TS:TD , ’le GQD,tE]t1,+oo[
Solide Ts =Trooy , Y € 0Qp,t €]ty, +00] (3.7b)
T,
—)\a—; = hp (Tr, —Ts) , 9§ € IOR, t €]ty, +o0
OT.
—)\8—; — hp (Tpee —Ts) , § € OBt €]ty, +00]
dTp, - _, RS-
pozVFl at :CZ/Q (TR(CBR,t) — TFi(t))d:z:R , xTr € QFN t E]t[, —f-OO[
F;
+/ he(Gs) (Ts (s, ) — Tr. ())dG
— F(¥s)(Ts(Ys,t) — Tk, (1))dys
Fluide +/ hie(Gs)(Tp (s, t) — Tr, (£))dif
— r(¥s)(To(Ys,t) — Tk (t))dys
+/ i (§) (T oo (Gs. 1) — Te (£))di
— F(Fs)(Tro0x(¥s: 1) — TF,(t))dys
TFZ.IT], j’e&pi,t:tl
(3.7¢)
— 1 — — °
Solide TR(.’B,t) = o EdUTRﬁ.(iB,t) , ret E]t], +OO[
& @ Th, = —kTr, + kT + ky / ps(@|@)du'Tr,, . &€ Q@ €S, telty, +ool
Fluide S
TRﬂ = TR’QQR’{L‘ , ’gE GQR,&,’ S Si_, t E]t[, +OO[
(3.7d)
ou lindice i € {1,2,...,m}, k. = k, + ks est le coefficient d’extinction et 0€2g est une

frontiere fictive contenant au moins 02 (en particulier on a 2z = §2). On note 'adhérence

Q = QUOQ, lintérieur Q = Q\J et la sphere en dimension trois S? (ot S2. est 'hémisphére
entrant au domaine). Rappelons que 9957 = 9Q,;\0Qp avec Q; un domaine quelconque.

A ce stade, il n’est pas naturel d’exprimer la température T'(Z,t) a une position & a
I'instant ¢, solution du systeme 3.7 comme une espérance ni méme d’imaginer voire élaborer
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un espace de chemins associé a T'. Nous présentons dans les deux prochaines sections deux
méthodes permettant de construire cette espérance : la méthode de Green basée sur 1'idée de
propagation d’une densité transportant I'information des conditions aux limites et des sources
qui contribuent a la valeur de la température et la théorie des Processus Stochastiques o la
notion de trajectoire sera introduite permettant la construction d’un espace de chemins.

3.2 Meéthode des fonctions de Green

Dans cette section, nous proposons une introduction a la méthode des fonctions de Green
(appelée parfois méthode de Green), en commengant par rappeler les fondements principaux
de la méthode, tout en essayant de donner des que possible des images physiques associées au
phénomene de propagation. Nous présentons ensuite comment employer cette méthode afin
d’exprimer la grandeur comme une intégrale élaborée a partir des conditions aux limites " et
des sources, cette intégrale pouvant étre ensuite reformulée en une espérance, et permettre
I’élaboration d'un Monte-Carlo. Dans la section 3.2.2, nous appliquerons cette stratégie de
résolution dans le but d’exprimer la température T' comme une espérance.

3.2.1 Introduction aux fonctions de Green
3.2.1.1 Description du systéme différentiel linéaire

Formellement, la méthode des fonctions de Green est un moyen systématique permettant
d’exprimer sous une forme intégrale la solution d’une équation aux dérivées partielles linéaire
associée a des conditions aux limites et initiale, s’écrivant,

L(f)(&,t) = fs(@, 1) € [tr,+ool, & € Q
Loo(f)(¥,1) = foa(y,t) 1t €]ts,+oo,y € 09 (3-8)
f(& 1) = fi(x) &€ Q
ou

e O est le domaine, de frontiere 99, d’adhérence Q et d’intérieur §02,

o L(f)(&,t) et Loa(f)(y,t) sont des opérateurs différentiels linéaires (agissant sur f),

e pour faciliter la lecture, la variable spatiale sera notée & a l'intérieur du domaine et 3y

sur la frontiere,

e t la variable temporelle,

e fs est une source volumique (de la méme dimension que f),

e fsq est une condition de bord,

e ct fr la condition initiale a I'instant ¢;.
Cette méthode repose sur les deux idées fondamentales suivantes
1. La valeur de la grandeur f a la position @& a 'instant ¢ résulte de la propagation des
conditions aux limites et des sources (i.e fg, faq et f1, appelées contributions) jusqu’au

point d’observation (&, t), cette propagation étant décrite par un objet mathématique
appelé fonctions de Green (FG), généralement noté G.

7. En généralisant, on considére que les "conditions aux limites" sont les conditions de bord et la condition
initiale
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2. La construction de G ne dépend que des opérateurs différentiels L et Lo et est
indépendante de la valeur des conditions aux limites et sources imposées.

Techniquement, cette méthode consiste a réécrire ’ensemble des conditions aux limites et
des sources a partir de la distribution de Dirac et de 'opérateur de convolution. La linéarité
de I’équation, induisant le principe de superposition, permet alors de penser ces impulsions
de Dirac comme se propageant ou se diffusant de facon indépendante les une des autres. Sa
proposition consiste ensuite a élaborer un outil permettant de propager une impulsion en un
point quelconque du domaine jusqu’au point d’observation, dans le but de reconstruire par
superposition la solution f (voir [37] pour de plus amples explications).

3.2.1.2 Fonction de Green

L’outil proposé par Green est appelé fonction de Green et est défini a 'aide de 'EDP
suivante :

L(G)(&,t|a' t) = 6(Z —&)o(t —t'), telty,+oo[,t eR, e a' €
Loa(G)(Z,t]7,t') =0, t €]ty, +ool,t €R,E € Q, ¢ € 0Q (3.9)
G(&, t|lz" ') = 0, t<t EecQa e

ou la source volumique a été remplacée par une impulsion de Dirac en temps et espace
et ou les conditions de bord ont été rendues homogenes, i.e. avec un second membre nul.
Dans cette équation, G(&, t|a?’ ,t') est interprétée comme propageant l'information du point
(&,t') € Q x R jusqu’au point (&,t). La derniére équation du systéme (3.9) est appelée
Causalité et permet de fermer le probleme en définissant une condition initiale (qui n’est
rien d’autre que G(&,t|z’,t) = §(& — &’)). Elle est imposée de facon intuitive et signifie
simplement que l'effet en (&, t) est engendré par la cause en (&’,t'), la propagation ne pouvant
avoir lieu que dans le sens positif du temps. Une illustration de cette propagation est proposée
dans la Figure 3.5 ot nous avons choisi de décrire seulement trois contributions ponctuelles :
la condition initiale au point &7, la condition de bord au point ¥ a l'instant t5q et la source
au point g a l'instant tg.
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foa(¥, tan)
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S .
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FIicure 3.5 — Illustration de la propagation de l'information, partant de I'ensemble des
conditions aux limites et sources (ici seulement trois contributions sont illustrées) jusqu’au
point d’observation noté (&, t). Les réalisations de F sont illustrées via des traits en pointillés.

3.2.1.3 Meéthode de Green et Monte-Carlo

Méthode des fonctions de Green

Une fois le propagateur déterminé, la grandeur f peut étre exprimée comme la solution
d’une équation intégrale élaborée a partir de G, des conditions aux limites et des sources.

F(&@,1) = /Q dr1G(Z, |1, 1) f1(Zr)
t
+ any/t dtoaGoa(Z, |G, ton) foa (Y, taa) (3.10)

t
+/le‘s/t dtsG(f,ﬂfs,ts)fS(fs,ts)
1

ol la fonction Gy est définie a partir de G selon les opérateurs L et Lgg. Comme il n’existe
pas d’expression générale de Gyq, cela sera traité au cas par cas dans la suite.

Lecture de I’expression intégrale

En accord avec I'idée premiere de Green, la lecture de cette équation est "directe' : la
grandeur f au point & & I'instant ¢ résulte de la propagation de

— la condition initiale f7, en tout point Z; €  a 'instant t;,
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— des condition de bord fsq en tout point § € 0N et a tout temps toq € [tr, ],
— et des sources fg en tout point &g € Q) et a tout temps tg € [tr,1],

jusqu’au point & a I'instant ¢ via la fonction de Green.
Reformulation intégrale probabiliste

Nous réalisons ensuite un travail de reformulation, avec comme objectif d’écrire f sous
une formulation intégrale induisant une lecture probabiliste,

f(& 1) = Pl(fat‘tl)/Qp)?,(fyﬂfbtl)dl’l f1(Z1)
t
+ poa (&, tltr) /Bﬂ/t P(ToaTo) (&> Yo, toa)dyoadtoa foo(Poa,too)  (3.11)
I
t
+PS(f,t’t1)/Q/t PR g.7e) (& T, Ls)drsdts fs(Ts,ts)
I

et enfin comme une espérance,

f=Ex(F) (3.12)
| B(pr) fI(XI)
F = +(1 = B(p)B(paa) fso(Yaa, Toq) (3.13)
+(1 - B(pr))(1 — B(poa))B(ps) fs(Xs,Ts)

e la somme p; + paq + ps est égale a 1, chaque élément pouvant donc étre considéré
comme une probabilité,

e 5(p) suit une loi de Bernoulli de parametre p,
® D = p[(f, t|t1) = fQ dCEIG(f,t’CEI,t[) et pX‘I(.’f,t‘J_fI,t[) = G(iﬁ, t|£1, t]>/p[(£,t’t[) est
la densité de probabilité associée,
t
® poo = poa(&,tltr) = /ag dyaQ/t dtonGoa(E, t|Joq, taa) €t Py, 7.0\ (&, tFoa, ton) =
I

Goa(&, t|Yaa, tan) /poa (X, t|tr) est la densité de probabilité associée,

t
o ps = ps(@, tlt;) = /Q dis /t dtsG(E, 1T, ts) et p g, 7 (& 1|Fs, ts) = Cs(&, 1|Ts, 15) [ps(&, t]t1)
I
est la densité de probabilité associée,

e X cst une v.a. de densité de probabilité Pg,

(i}ag, Taq) est un couple de v.a. de loi conjointe P(Foa To)"

()25, Ts) est un couple de v.a. de loi conjointe P(Xs.Te)"

La formulation intégrale (3.11) est définie & partir de trois probabilités : la probabilité p; de
transporter une condition initiale, la probabilité psq de transporter une condition de bord et
la probabilité pg de transporter une source volumique, auxquelles sont associées les densités

de probabilité pg . Py, 7.0) €0 P(Rg 1)

Algorithme de Monte-Carlo
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Finalement, avec cette écriture, 'algorithme d’échantillonnage de F se concoit sans
difficulté : on échantillonne le type de condition aux limites propagé suivant les probabilités
1, Poa et pg, puis on échantillonne une position et un temps suivant la densité de répartition,
et on retient comme poids de la contribution la condition a la limite ou la source a la position
et au temps correspondant. La grandeur f est alors estimée par la moyenne arithmétique d’un
grand nombre de ces poids. L’algorithme d’échantillonnage de F est décrit dans I’Algorithme
3.

Algorithme 3 : Echantillonnage de F a la position & a 'instant .

Echantillonner r suivant une loi uniforme sur [0, 1];

if » < pr then

Echantillonner &5 suivant la loi de X};

w = f(Zr);

Ise if pr < r < pr + paq then

Echantillonner (7aq, tan) suivant la loi conjointe de (1739,7:99) :
w = fao(Yan,toq)

else

Echantillonner (&g, tg) suivant la loi conjointe de (Xg, 73);

10 | w= fs(Ts,ts);

[¢]

1
2
3
4
5
6
7
8
9

3.2.1.4 Mise en ceuvre de la Méthode de Green

Une mise en ceuvre de cette démarche est proposée dans ’exemple académique suivant :

Exemple illustratif de mise en oeuvre de la méthode des fonctions de Green :

Considérons I’équation différentielle ordinaire suivante :

f;; =—a(y—=5), tet,+oo] (3.14)
y(tr) = yr

ol « est une constante et S = S(t) est une fonction du temps appelée source. La fonction
de Green G = G(t|ts) de I'Eq. (3.14), propageant une impulsion de I'instant tg jusqu’a
I'instant ¢ est solution de I’équation suivante :

dG

E(ﬂts) = —OéG(tltS) T 5(t = ts), t E]tl, +OO[, ts € R (315)
La méthode de Green permet d’exprimer la valeur de y a 'instant ¢ comme la résultante
de la propagation de ’ensemble des conditions aux limites et sources : la condition initiale
yr est propagée de t; jusqu’a t et la source oS est propagée a tous les instants tg €]ty t]
jusqu’a t. Formellement, on obtient ’expression de y suivante :

y(t) = G(t|tr)yr + / G(t]ts)orS (ts)dts (3.16)
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Il est intéressant de remarquer que la connaissance de G est suffisante a ’évaluation
de y quelles que soient les valeurs de la condition initiale y; et de la source S. Cette
propriété est générale, et fait de la FG un outil d’analyse performant lors de I’étude de
systemes et équations linéaires puisqu’elle permet, a elle seule, de caractériser entierement
la dynamique des solutions du probléme.

Via une reformulation, on obtient,

G(tlts)

y(t) = G(tltr)yr + (1 — G(t[tr)) /tlt ams(ts)dts (3.17)
que 'on réécrit,
y(t) = pr(t|tr)yr + ps(titr) /tj prs(tlts)S(ts)dts (3.18)

ou pr(tltr) = G(tltr), ps(tit;) = 1 — G(t|tr) et pr(t|ts) = aG(tlts)/(1 — G(t|tr)). 1L
devient naturel d’exprimer y comme une espérance,
y=Ey(Y) (3.19)

Y (t) = B(pr(tlt:)yr + (1 = B(pi(tlts))) S(Ts) (3.20)

avec B une v.a. de Bernoulli et g une v.a. de densité de probabilité pr,. L’algorithme
d’échantillonnage de Y est décrit dans I’Algorithme 4

Algorithme 4 : Mise en oeuvre de la méthode des fonctions de Green.

Echantillonner r uniformément sur [0, 1] ;
if r < p[(t|t1) then
‘ W =Yr,
else
Echantillonner tg suivant Tg;
L w = S(ts);

(<N B VU VR

Pour déterminer les valeurs de pr, pg et pry, il suffit de calculer G. Dans le cas présent
il suffit de remarquer d’apres 'Eq. (3.15), que pour t > tg il existe une constante ¢
telle que G(t|ts) = cexp (—at), en utilisant le principe de Causalité, (Vsy, s, € R?, si
s1 < s9 alors G(s1|s2) =0 et G(s1|s1) = 1), on en déduit que ¢ = exp (atg) et donc que
G(tlts) = H (t > tg) exp (—a(t — tg)).

3.2.2 Méthode de Green et Transfert Thermique Linéaire

Dans cette section, nous mettons en ceuvre la méthode des fonctions de Green dans le

but d’écrire la température T" solution de I’équation (3.7) comme une espérance.

La température 7" est exprimée comme une fonction des températures T et T, solutions

du modele (3.7), constitué de trois équations couplées décrivant les trois modes de transfert
de chaleur qui sont la conduction (3.7b), la convection (3.7¢) et le rayonnement (3.7d). Pour
simplifier le développement de la méthode, nous allons procéder par étapes, en commengant
par construire les fonctions de Green et les formulations en espérances associées aux trois
températures Tr,, Ts et T, puis nous verrons comment les combiner pour écrire 7' comme
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une seule espérance.

Dans les trois sous-sections suivantes, les températures dans les domaines (2p, notées
Tp, sont exprimées comme des espérances T = Eg,(Op), ou les variables aléatoires O p
sont définies & partir des probabilités p§ = p&(z,t|t;) qui dépendent d’un point & € Qp,
et des deux instants t € [t;,t[ et t;; Ces probabilités sont interprétées comme transportant
I'information de la température T)4. Le symbole B en indice supérieur peut prendre les valeurs
S pour le solide, F; pour les cavités fluides et R pour le domaine tout entier. Le symbole A
en indice peut prendre les valeurs

— [ pour la température initiale,

— R pour la température radiative,

— S pour la température du solide,

— D pour la température imposée a la frontiere 0Q2p,

— F; pour la température de la ieme cavité fluide,

— F* pour la température de la cavité englobante,

— et R, 0Qg pour la température radiative imposée a la frontiere 9€)g.

Il est important de remarquer, que les températures T et les lettres A et B ne sont pas des
variables aléatoires, malgré le fait qu’elles soient écrites en majuscules.

A chacune de ces probabilités pf, sera associée une fonction de Green notée Gy et si
nécessaire un couple de variable aléatoire noté (Z%, TP) de densité de probabilité (p 25 prE).

Ce couple de variables aléatoires permet d’échantillonner la position 25 et le temps t%
permettant d’identifier la valeur de la température T4 (2%, t5) contribuant au poids de Monte-
Carlo. La lettre Z prendra les valeurs X dans le cas d’une densité volumique, et Y dans le
cas d’une densité surfacique.

3.2.2.1 Fonction de Green pour la Convection dans le fluide Q2

Le modele de convection (3.7¢) se présente sous la forme d’une équation différentielle
ordinaire linéaire (une EDO de structure similaire a celle présentée dans I’exemple précédent,
Eq. (3.14)). Par conséquent, la température du fluide Tx a l'intérieur de la iéme cavité,
peut étre exprimée sous une formulation intégrale en utilisant la fonction de Green. Pour
simplifier la démarche, nous choisissons d’alléger les notations en considérant un parametre
hp uniforme, indépendant du temps (la dépendance temporelle ne pose aucune difficulté,
I’hétérogénéité spatiale du coefficient hp est prise en compte via un algorithme a collision
nulle).

Par définition, la fonction de Green Gg, = G, (t|t') propageant une impulsion de type

Dirac dans Qp, de I'instant ¢ jusqu’a Iinstant ¢, est solution de I’équation (3.21).

dGr,  (GVe + hSk) , ,
R A€ CGp + ot —t), t>t
dt p:CiVr, R0t =F) (3.21)

Gr, =0, t<t

La solution G, est bien connue quelque soit la cavité fluide Qg et vérifie : Gp,(t|t') =
exp(—v(t —t)H({t =t") ouv = ((;Vr, + hSE) /(piCiVE,).
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Pour exprimer la température T, a partir de G, il suffit de multiplier 1’équation (3.21)
par Tr,, de multiplier I’équation (3.7¢) par G, de calculer la différence de ces deux équations,
d’intégrer entre t; et t, et enfin d’utiliser la propriété de Causalité pour obtenir ’expression
suivante,

Tr,(t) = Gr,(ttr) Ty

G
+/ dtR GF t|tR / dazR ZCZVFiTR<JJR,tR) (322)
dts G (t|t / dij Ts(ds, t
+/t1 s Gr,(tlts) oar, IS e s(¥s. ts)

On retrouve alors la proposition de Green, qui consiste a exprimer la température du fluide a
b
partir des conditions aux limites, des sources et du propagateur Gp, :

- La température initiale 77 est propagée de l'instant ¢; jusqu’a 'instant t.

- La température radiative T est propagée de tous les instants tg €|tr, t[ jusqu’a 'instant
t, de tous points g du volume fluide.

- La température de bord Ty est propagée de tous les instants tg €|t;, t[ jusqu’a U'instant
t, de tous points s de l'interface fluide/solide.

Un travail de reformulation permet d’exprimer la température sous une formulation intégrale
induisant une lecture probabiliste,

Tr,(t) = Gg,(tlt;) 11

+ (1 = Gr(tltr))

VE, ¢ Ve +h t|t
GV / R Wr+ hSp,_Gr(f]in) / 7dwRTR (Zr,tR)
QF,

GVr, + hSF, piCiVr, 1 =GR (ttr)
hSr (Vi + hSp, Gr(t|ts) ]
1= G (tfty) ot d Aok T | 5diisTs(gs.t
+( F(tltr)) CVr + hSk ts piCVe, 1= Gr(tlty) Joar, Sp YsTs(Ys, ts)
(3.23)
que l'on réécrit,
pr(tltr) Tr
T (t) = +p7 (tltr) / / Px5, 75|iBR,151—2)d331~2dt1% Tr(ZR,tr) (3.24)
+ps (1) /mF . p(f};‘i,T;'i)(t|g’57tS)ngdtS Ts(Ys,ts)
puis comme une espérance,
Tk, = Ee,, (OF,) (3.25)
avec -
B(p;') Ti
Op (1) = +(1-B) Bog) Ta(XE.TH) (3.26)
+(1=B) (1-BpR)) Ts(Ys, T
ol
o pr' =i (tlt) = Gr(tltr)
o v =g (tltr) = (1 - (t|t1)) (CVr,/(GVE + hSE)),
o p§ = p§(titr) = (1 —pi* (1)) (hSk,/(GVE, + hSE)),
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Pty (. ta) = (G, VG () /(1 = pf (111) ),

P Ui, ts) = (G (t8)/(1 = pf (0110) ),
v = (GVr, + hSk)/piCiVE,

B(p) une loi de Bernoulli de parametre p,

X5’ suit une loi uniforme dans le volume (2,

S F. . . .
Y¢" suit une loi uniforme sur la surface 0€2p,

7}5" = 7;F * sont deux variables aléatoires de densité de probabilité PyFi = DyFi a valeurs
R S
dans [t,1].

Cette formulation est définie a partir des trois probabilités, la probabilité pf * de transporter
la température initiale, la probabilité pg" de transporter la température radiative et la
probabilité p? de transporter la température de bord (la température du solide). Pour
déterminer quelle contribution est transportée, est associée a chacune de ces probabilités une
densité de répartition p, zr; . r et p or, r, (sauf pour la condition initiale car la température
(Xg'TRr") (Ys'Ts")
dans le fluide étant uniforme, la condition initiale dans le fluide 1’est également).

Finalement, ’algorithme d’échantillonnage de ©p, s’écrit : on échantillonne le type de
condition aux limites transporté suivant les probabilités pfi, pg et pg", puis on échantillonne
une position &’ et un temps ¢’ suivant la densité de répartition, la contribution au poids de
MC étant la température au point (&’,t'). L’algorithme d’échantillonnage de O, est décrit
dans I’Algorithme 5.

Algorithme 5 : Fonction Fg, (£,t) d’échantillonnage de O, a la position & au temps
t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu
(w = T7), sinon son calcul est reporté dans la fonction Fg, au point (Zg,tg) ou de Fog
point (¥s,ts).

1 Echantillonner  suivant la loi uniforme sur U([0,1]);
2 if r< pf’ then

3 ‘ w = T] ;

4 else if r < pf’ +p§’ then

5 Echantillonner (Zg,tg) suivant (Xg’,’]}?);

6 w:FeR(fR,tR);

7 else

8 L Echantillonner (¥s,ts) suivant (Y’;’ﬂf’);

o | w=Foy(¥s,ts);

Les températures Tg et T sont a priori inconnues et nous les reportons (principe de
double randomisation) dans un appel aux fonctions Fg,, et Fg, associées aux v.a. O et Og
que nous définirons ci-apres. Dans la suite, nous schématiserons les différentes réalisations de
OF, de la fagon suivante :
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TS(y_:S? tS)

(a) Température initiale (b) Température radiative (c) Température solide

FIGURE 3.6 — [llustration de trois réalisations selon O, associées au transfert par convection,
représentant les trois contributions pouvant étre retournées : la température initiale 77, la
température radiative T et la température du solide Ty.

A ce stade, il est fondamental de remarquer que la fonction de Green G, est connue
analytiquement quelle que soit la complexité géométrique du domaine fluide Q2. et le profil de
température imposé au bord. Par conséquent, ’algorithme de Monte-Carlo 5 est fonctionnel
pour n'importe quelle cavité (car nous avons toujours acces a toutes les probabilités et densités
de probabilité définies a partir de Gp,). Il est également intéressant de remarquer que la prise
en compte d’un coefficient d’échange convectif hr hétérogene est géré via la technique des
ACN (voir 4.1.1). Finalement, la température du fluide peut étre résolue par MC sans aucune
approximation dans n’importe quelle cavité.

3.2.2.2 Fonction de Green pour la Conduction dans le solide (g

Le modele de conduction étant linéaire, la température du solide Tg peut étre exprimée
sous une formulation intégrale via la fonction de Green Gy = Gg(&, t|#,t') propageant
une impulsion de type Dirac du point (&’,t') au point (&, ), définie comme la solution de
I'équation (3.27),

0,Gs = —div (-DVGy) — pCCGS +6(Z —a)o(t —t') t €]ty +ool, & € Qg

Gs=0 ,tG]t[,—I—OO[,iI_fEaQD
oG h -

_ DTnS — _p% S (b Ety, +ool, & € IQF U 0QP

Gs=0 1< t

(3.27)

ou D = \/pC est la diffusivité thermique du matériau solide.

Pour exprimer la température en un point du solide a un certain temps, a partir des
conditions aux limites, des sources et du propagateur GGg, nous choisissons de laisser de coté la
technique de calcul formel dans le but de construire le plus fidelement possible les images de
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propagation telles que nous les manipulons au quotidien ®. Ces images sont issues du modele
physique, et résultent de sa compréhension profonde. Dans le cas de la conduction, c’est le
principe de conservation qui nous permet d’expliquer que les potentielles contributions sont
soit la température initiale, soit la température de bord, soit la température du fluide, soit la
température radiative (aucune disparition).

A ce stade, nous choisissons de construire une classification des densités par type d’infor-
mation transportée :

e La densité spatiale partant d’une impulsion de Dirac en (@7, %) transportant l'informa-
tion de la condition initiale jusqu’en (&, t) est :

a}_»[ — Gs(fE, t‘.’B_’I, t[)

e La densité de flux surfacique partant d’une impulsion de Dirac en (yp,tp) transportant

I'information de la condition de bord de type Dirichlet jusqu’en (&, ) est :
(Yb,tp) = Gaa, (%, tlYyp, tp)

e La densité de flux surfacique partant d’une impulsion de Dirac en (Y, tr) transportant
I'information de la condition de bord de type Robin jusqu’en (&,t) est :

(Yr.tr) = Goo, (T, tlyp, tr)

e La densité spatiale et temporelle partant d’une impulsion de Dirac en (g, tr) trans-
portant I'information de la source radiative jusqu’en (&,t) est :

(', ') — Gg(&, t|Zr, tr)

Ainsi, connaissant la densité spatiale, surfacique et temporelle de ces différentes classes de
densité et connaissant I'information qu’elles propagent, on écrit la température dans le solide
au point (&,t) € Qg x [t7, +0o[ comme la somme des contributions venant des conditions
aux limites et des sources.

| Gs(@ 1, 1T (@) das
S
t — — —
+/ Goap (&, t|yp,tp)Tp(yp, tp)dypdtp
tr JOQp

mo
Ts(&,t) = +i§/tl /m? Goar, (&, 1|y, tr)Tr, (YF, tr)dyrdtp (3.28)

t
+// G oo (X, t|YF, tF) T e (Yp, tr)dypdt g
tr 89?00

t
+ /t[ /QS GS(i’ t|m_}%7 tR)pCCYTR(m_}%a tR>dl'RdtR

8. c’est a dire utilisé a la fois tres régulierement et collectivement par notre communauté
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ou Goap = Goay, = Goape =

—DO0OLG, la dérivée partielle agissant sur le troisieme variable

i.e la position ¢ appartenant a une frontiere. La justification formelle de cette équation est
donnée dans [38, 40]. A partir de cette formulation et un travail de reformulation, on écrit la
température, toujours sous une formulation intégrale,

Ts(&,t) = +ZPF Z,tltr) // Pyg.7s) (%, tlyr, tr)dyrdtr [T, (tp))

PP@At) || s (@t tr)de, [Ti(a))
S

t
S /= . o R o
ﬂ?D(iBaﬂtI)/tl /89D Pws.7s) (& tlyp, tp)dypdtp [Tp(yb, tp)]

t
S - - -
+ppoo(m,t|t]) \/t] /BQIQOO p(ygoo@:qoo)(m,t|yp,tp)dypdtp [TFoo(tF)}

t
S ttr) / / Pigs 7o) (& Tk, tr)dz pdt g [Tr(@r, tr)
tr JQg R’'R

puis comime une espérance,

avec

Og =

Ts = Ee4(Os)

—_

m—

+(1=B0)) (1-Be3) TI (1-B®3) Bei,) T, (Ts,)

i=1

+(1-B@))) (1-B@)) ﬁ (1= B@3)) Bpiis) Tro (Ti)

(1= B9) (1 BE) TT (1~ Bf)) (- Bi)) Te(X5.T3)

i=1

.

ou l'on définit les probabilités,

° p}g de transporter la température initiale 77

PS (&, tltr) = /Q C(&, 1@, tr)das

S

e p? de transporter la température Tp

(.’L‘ t‘t] / / GaQD(w t|yD,tD)d’detD
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. p% de transporter la température du fluide T, de la ieme cavité
P (&, t]tr) = / / GQQF (&, g, L )dypdt (3.34)
e py. de transporter la température du fluide Tr de la cavité englobante
pFoo T tlt] /t /a GaQFoc T t|'yF,tF)ddetp (335)
I
e p3 de transporter la température radiative Tg
Sz ! - ¢
PE(&, tltr) = / / Co(&, @, tr)—=dopdi g (3.36)
tr JQs pC’

les densités de probabilité associées a

e la condition initiale

Py, (&t tr) = Gs(&, tlar, t) /p7 (&, t]tr) (3.37)

la condition de bord de type Dirichlet

Pws 75) (&b, 10) = Gon, (&t tp) /1 (. t]t1) (3.38)

la condition de bord de type Robin de la ieme cavité

Pws 75) (@ tyF, tr) = Goay, (€, tyF, tr)/pr, (&, ) (3.39)

la condition de bord de type Robin de la cavité englobante
D@5, 75.) (& HYi tr) = Gon,o (B, HYr, tr) [Pre (%, t]t1) (3.40)

et & la source radiative

g7 (@ TR, tr) = Gs(Z, t|2h, tr) /pR(E, ttr) (3.41)

et les variables aléatoires

B(p) suit une loi de Bernoulli de parametre p,

X 2 est la variable aléatoire de densité de probabilité p 25,
I
?DS ,T5) est un couple de variables aléatoires de densité de probabilité D@5 TS)

?FS , 7}5) est un couple de variables aléatoires de densité de probabilité P@s 15y

(
(

o _'Soo, T2.) est un couple de variables aléatoires de densité de probabilité P#s,, T8
(

X 2, T5) est un couple de variables aléatoires de densité de probabilité p, ¢s s,
(XZ.T%)
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La formulation intégrale (3.29) est définie a partir des probabilités : la probabilité p7 de
propager la température initiale, la probabilité p% de propager la température radiative, la
probabilité p?, de propager la température imposée au bord, des probabilités p% de propager
la température du fluide de la iéme cavité et la probabilité p7.. de propager la température
du fluide de la cavité englobante.

Pour déterminer quelle contribution est transportée, est associée a chacune de ces proba-
bilités une densité de répartition Pxs: P(xs78) P(RS,TS) p(?éﬂ—}«%) et P#5,, 750"

L’algorithme d’échantillonnage de Og est le suivant : on échantillonne le type de condition
aux limites transporté suivant les probabilités p?, p3, pp, (p% )ie{1,2,...m} €t Preo, PUiS ON
échantillonne une position Z’ et un temps ¢’ suivant la densité de répartition, la contribution
au poids de MC étant la température au point (&’,t'). Cet algorithme est décrit dans
I’Algorithme 6.

Algorithme 6 : Fonction Fg,(t) d’échantillonnage de ©g a la position & au temps t.
Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = T}
ou w = Tp), sinon son calcul est reporté dans la fonction Fg, au temps tp, Fo,. au
point (Yr,tr)ou de Fg, au point (Zg,tr). Z

1 Echantillonner r suivant la loi uniforme sur 4([0,1]);
2 if r< p}g then

3 Echantillonner :E’f suivant la loi uniforme sur X:}r”
4 w = T[(XI) ;

5 else if r < p}q —|—p% then

6 Echantillonner (gp,tp) suivant (Y5, T5);

7 w=Tp(¥p,tp);

8 else if r < p7 + pP —i—pj?;l then

9 Echantillonner (4, tr) suivant (?E,TFSI);
10 w:F@F1 (tr);
11 else if r < p}q +p% +pf;1 4—]9*1%12 then

12 Echantillonner (4, tr) suivant (571,152,7}52);

13 w:FGFQ(tF)?

14 else if r < p}q +p% + pfpl + pj?;2 + p%s then

15

m
16 else if r < p}q +p% + Zp% then
i=1

17 Echantillonner (%, tr) suivant (?ﬁgm,TEm);
18 w = Fo, (tr);

m
19 else if r < p7 +p} + > _ pF, + piec then

i=1
20 Echantillonner (§F, tx) suivant (Y3, Tp) ;
21 | w=Fop(YF,tr);
22 else
23 Echantillonner (Zg,tg) suivant (Xg,’fg);
24 | w:FeR(fR,tR);

Nous schématiserons les différentes réalisations de ©g comme illustré dans la Figure 3.7.
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F1cure 3.7 — Illustration de quatre réalisations selon ©g (d’origine le point (&,t)) associées
au transfert par conduction, représentant les quatre contributions pouvant étre retournées : la
condition initiale 77 au point &, la température radiative T au point (€ g, tg), la température
du fluide Tr au temps tr et la température imposée a la frontiere T, au point (§p,tp). Nous
représentons ici une seule cavité fluide.

3.2.2.3 Techniques d’échantillonnage des contributions conductives

Contrairement a ce que nous avons vu pour le transfert convectif, la fonction de Green
G associée au transfert conductif est indissociable de la géométrie et des conditions de
bord. Pour mieux comprendre cette dépendance, nous considérons un exemple le plus simple
possible, celui du milieu semi-infini, en dimension 1 avec une des trois conditions de bord
Dirichlet, Robin et Neumann. Dans ce cas particulier, les fonctions de Green sont connues
analytiquement (voir Figure 3.8).

Ces fonctions de Green peuvent étre obtenues via la méthode des images [44] selon le
raisonnement suivant :

— Pour la condition de Dirichlet, I'information est "tuée" a la frontiere (la densité est nulle
a la frontiere G = 0) : on raisonne comme si la propagation avait lieu en milieu infini,
puis on retranche a la densité a 'intérieur du domaine solide la densité a 'extérieur du
domaine par symétrie.

— Pour la condition de Neumann, I'information est réfléchie spéculairement a la frontiere
(le flux associé¢ & G est nul & la frontiére —DV G = 0) : on raisonne comme si la
propagation avait lieu en milieu infini, puis on ajoute a la densité a l'intérieur du
domaine solide la densité a 'extérieur du domaine.
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—— Milieu infini
—— Dirichlet
—— Neumann
Robin

Milieu Infini : Gg(x,t|a’,t') = gauss(z, o)

FIGURE 3.8 — Illustration de la densité de présence (non normalisée) d’un processus diffusif

7 o . . . -_— / 2
dans un milieu semi-infini. On note la gaussienne gauss(z,o) : =’ — ﬁ exp (—(x2f2) )
centré en x d’écart type o = /2D(t — t'). La frontiére est considérée en x = a et on note hp

le coefficient d’échange convectif.

— Pour la condition de Robin, c¢’est un peu plus compliqué, voir [44].

Malgré cette dépendance a la géométrie, la littérature propose une multitude d’autres
géométries ou la FG avec condition de Dirichlet sur la frontiére est connue, comme par
exemple dans le segment [39, 46, 48], dans une sphere [49] ou encore dans un parallélépipede
[63, 51, 52, 53, 54] dont une construction est proposée dans I’Annexe B.

L’approche la plus "populaire" concernant ’échantillonnage des contributions selon la
fonction de Green conductive, dans un domaine €2 fermé borné avec condition de Dirichlet,
reste la proposition de Walk-on-Sphere [49] qui consiste & se déplacer a I'aide de spheres de
tailles maximales avec pour centre le point sonde : connaissant la fonction de Green de la
sphere, on peut en déduire

1. une distribution des temps de sortie,

2. une distribution des positions de sortie sur la sphere (qui suit une loi uniforme si la
conductivité A est uniforme !),

3. une distribution des positions a 'intérieur de la sphere sachant que I'information est
restée confinée a l'intérieur durant le temps qui le sépare de la condition initiale.

La stratégie proposée consiste a générer la sphere dont le centre est le point sonde, de rayon
maximal contenu dans {2 puis a épaissir la frontiere suivant un parametre € dans le but de
produire une issue (le contact entre la sphére et €2 se résume la plus part du temps a un point
). Ensuite, selon ces trois distributions, il devient possible d’échantillonner une contribution
associée a la sphere. Dans ce cas, trois situations sont envisageables :

— soit on atteint la condition initiale a 'intérieur de la sphére et on récupere comme poids
de MC la température initiale au point correspondant,

— soit on atteint un point de la frontiere de la sphere qui est située a une distance inférieure
a € de la frontiere 02 et on récupere comme poids de MC la température de bord
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imposée,

— soit on atteint un point de la frontiere de la sphere située a une distance supérieure
a € de la frontiere 09 (& un temps qui s’est inévitablement rapproché de la condition
initiale) et dans ce cas on recommence de fagon récursive.

FI1GURE 3.9 — Walk-on-Sphere

On voit ainsi émerger une "marche" sur des spheres jusqu’a atteindre une condition aux limites.
Malheureusement, I'inconvénient de cette stratégie est double. Premierement, 1’épaississement
de la frontiere, réalisé a partir du parametre € est source d’approximation. Cette approximation
n’est pas vraiment génante car le nombre de sauts moyen pour atteindre la frontiére croit en
llog(€)|, il est donc possible d’envisager un parametre € trés petit. Deuxiémement, la mise en
ceuvre nécessite, a chaque saut, la résolution d’un probléme d’optimisation : déterminer la
sphere de rayon maximal avec pour centre le point sonde, contenue dans ). Ce probleme
d’optimisation est extrémement lourd en temps de calcul lors de la prise en compte d’une
géométrie complexe ! Notre incapacité a générer une telle sphere avec efficacité conduit a
une impraticabilité de cette stratégie en géométrie complexe !

Mais les recherches portant sur cette question (échantillonnage des contributions) sont
actuellement tres actives et les algorithmes deviennent de plus en plus performante infor-
matiquement, comme le démontre les récents travaux [52, 53, 54, 55] proposant un outil
efficace pour échantillonner les contributions dans un domaine polyedre quelconque avec une
condition de Dirichlet & la frontiére (la stratégie est similaire a celle de Walk-on-Sphere mais
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avec des rectangles) : Cette proposition consiste a calculer la fonction de Green dans un
rectangle de dimension arbitraire, pour en déduire

1. une distribution des temps de sortie (qui dépend de la position du point sonde),

2. une distribution des positions de sortie (qui dépend de la position du point sonde et du
temps de sortie),

3. une distribution des positions a I'intérieur du rectangle sachant que I'information est
restée confinée a 'intérieur du rectangle durant le temps qui le sépare de la condition
initiale (qui dépend de la position du point sonde et du temps d’observation)

La proposition consiste alors & générer de facon astucieuse un rectangle contenant le point

sonde et contenu dans le polyedre, tout en maximisant la surface de contact entre le rectangle et
la frontiere du polyedre. Ensuite, via les trois distributions, il devient possible d’échantillonner
une contribution associée au rectangle. Dans ce cas, trois situations sont envisageables :

— soit on atteint la condition initiale a I'intérieur du rectangle et on récupere comme
poids de MC la température initiale au point correspondant,

— soit on atteint un point de la frontiere du rectangle qui coincide avec la frontiere du
polyedre et on récupere comme poids de MC la température de bord imposée,

— soit on atteint un point de la frontiere du rectangle situé a nouveau a l'intérieur du
polyedre (a un temps qui s’est inévitablement rapproché de la condition initiale) et
dans ce cas on recommence de fagon récursive.

On voit ainsi émerger une "marche" sur des pavés jusqu’a atteindre une condition aux limites !
Contrairement a la marche Walk-on-Sphere, il n’y a aucun parametre d’épaississement, faisant
de cette approche une méthode de référence, les différentes contributions étant échantillonnées
de facon exacte! La question qu’il reste a éclaircir est notre capacité a générer un tel pavé
dans une géométrie complexe. Néanmoins, et méme si nous étions en capacité de produire de
tels pavés, la prise en compte du couplage et de parametres hétérogenes nécessite un travail
supplémentaire conséquent.

Des travaux ont abordé la question, notamment en s’intéressant a l’échantillonnage des
contributions dans un domaine ou la conductivité ne serait pas uniforme, par exemple dans
le cas d’une discontinuité & une interface [50, 56, 57, 58], ou encore avec des conditions de
bords de type Robin ou Neumann [64, 65, 66].

En pratique, I’échantillonnage des contributions suivant la fonction de Green Gg reste
soit tres lourd soit impraticable en géométrie complexe ! Nous verrons dans la section 3.3
comment contourner cette impasse.

9. c’est a dire en utilisant un procédé a la fois pratique et ingénieux
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FIGURE 3.10 — Walk-on-parallélépipede-rectangle

3.2.2.4 Fonction de Green pour le Rayonnement

La température radiative linéarisée Tk est exprimée comme la température moyenne sur
I’ensemble des directions de Ty, elle s’écrit naturellement comme une espérance.

Tr(E,t) = | —duTp,(%1) = Eg (Tr, (%,1)) (3.42)

ot U suit une loi uniforme sur la sphere. Il ne nous reste donc plus qu’a définir le propagateur
associé a la température de radiance Tg_ (qui est solution d’une équation de transport linéaire).
En appliquant la méthode des fonctions de Green, on définit le propagateur Gg(&, 4|Z’, ')
comme la solution de I"équation (3.43).

GVGn= —kGr+F— &)@ @), TcQdeS? te]t,+oof (3.43)
Gr=0, RS GQR,ﬁegz, tE]tI,—i—oo[
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Cette équation étant une simple équation de transport, on en déduit I'expression de Gpg,

—

Cr(Z, @&, @) = 6(@ — @)0s (Hf - ‘”/H ) o—kellE—a (3.44)

r—X

ou 03 doit étre compris comme un Dirac "linéique" en dimension trois. En choisissant k.
uniforme et en appliquant la méthode des fonctions de Green, on obtient,

/ dr' [ d'Gr(&, @&, @) (kaT(:i",t)+k8 / ps(—| —a)TR,ﬁ,(m*',t))
Q S2 S2

Tr, (Z,1) =
[ dy [ A GR(E AT @) Troo, (1)
or  Js2

(3.45)
puis en remplacant Gy par son expression,

l ka ks —| =
Tr,(%,t) = (ekﬁl@QRTR@QR(i — ooy, t) + / o k.e Feldl (k; T+ T /2 ps(u|ul)dU/TR,ﬁ'> )
0 S Lo
€ € [(Z—1d,t)

(3.46)
Finalement, en combinant les équations (3.42) et (3.46), on écrit,

/ 7d TR_. Cl! t)
sz 4

¢ ka kS —| —
Tr,(%,t) = (ekﬁl@QRTRﬁQR(:&’ — loap U, t) + / e k.e Feldl (k T+ T /2 pS(u|u/)dUITR,ﬁ’> )
0 S Lo
€ € [(Z—1d,t)

(3.47)
ou loa, = loa, (Z, @) est la distance du point & a la frontiere Qg dans la direction — et pg
la fonction de phase.

A ce stade, la température T, est exprimée comme la solution d’'une équation de Fredholm.
Une fagon d’obtenir son expression consiste a employer la méthode du noyau itéré [67, 68], que
nous ne développerons pas ici, le travail de formulation explicite étant difficile et trop laborieux
dans ce cadre. Une fois cette expression établie, en remplacant Tk, par son expression dans
(3.42), on obtient I’équation suivante,

P?(f,t)/g pxa(Z, t|&s, t)drsTs(Zs, t)
S

m -
Tr(Z,1) = +;pFi(m’t)TF"(t) (3.48)

+Dipee (&) T (t)

+pg,6QR (a_":? t) 90
R

R — — —
PYp o0, (%, t|¥r, t)dyrTr o0, (YR t)
que l'on réécrit comme une espérance,

Ty = Eeo,, (OF) (3.49)
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ou

i (3.50)

ou ’on note

e p? la probabilité de propager I'information de la température d’un point du solide
échantillonné suivant la densité de probabilités p XE>

e pi la probabilité de transporter la température de la iéme cavité fluide T,
e pf. la probabilité de transporter la température de la cavité englobante TH.,

e ¢t pﬁymR la probabilité de transporter la température d'un point du bord échantillonné
suivant la densité de probabilités pff .

Les probabilités p%, pﬁ_, R et pgm ., e sont rien d’autre que les facteurs de forme ponctuel,
du point (&, t) vers le solide Qg, les cavités Q. la cavité englobante Qp« et la surface 9Qg
respectivement. L’algorithme d’échantillonnage de O est décrit dans I’Algorithme 7.

64



Algorithme 7 : Fonction Fg,(&,t) d’échantillonnage de ©f a la position & au temps
t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu
(w = Traqa,(t) ou w = Tr=(t)), sinon son calcul est reporté dans la fonction Fp, au

temps (&g, t), Fo,. au tempst .

© 0 N O bk W N =

[ =
- o

ey
N

13

14
15
16
17

Echantillonner r suivant la loi uniforme sur ([0,1]);
if r < pg then
Echantillonner Zg suivant la loi uniforme sur Xg;
w = Fo,(Zg,1);
else if r < pg + pﬁ then
‘ w = F9F1 (t);
else if r < pg —i—lel?1 + pﬁ then
‘ w = F9F2 (t);
else if r < pg —i—pl}% + pl{% + pl{% then

m
else if r < pg + Zpl{% then
i=1

‘ w= Fo, (t);

m
else if r < pg + Zpﬁ. +p1@oo then
i=1
| w=Tpe(t);
else
L Echantillonner (gg) suivant YlgaQR ;

w = TR,E)QR(TJR; t) )

Nous schématiserons les différentes réalisations de ©» comme illustré dans la Figure 3.11.
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FIGURE 3.11 — Représentation de trois réalisations de O : la température radiative imposée
aux conditions a la limite Ty sq, au point ¥, la température du solide Ts au point g et la
température du fluide 7T%. Nous ne considérons ici, pour simplifier, qu'une seule cavité fluide.

3.2.2.5 Techniques d’échantillonnage des contributions radiatives

Comme pour la conduction, on constate que les probabilités et densités de probabilité
nécessaires a ’élaboration de 1'équation (3.48) sont accessibles seulement dans des configura-
tions académiques la ou la température radiative est connue analytiquement ! Pour cette
raison, la stratégie généralement adoptée revient a reformuler 1’équation de Fredholm (3.47)
en la formulation intégrale suivante (ou pour simplifier I’écriture, on considére un coefficient
d’extinction k. uniforme, dans le cas contraire, la reformulation nécessite la technique des
ACN voir 4.1.1),

. 1
Tr(Z,t) = /S2 Edu R, (T, 1)
" H(l <1 )(kaT%—kS/ ps(@|@)du'T )
Tra(Z, 1) = / kee™*ldl Pk ke Je ) iz
0
+H(l > laQR)TR78QR (f — laQRﬁ, Zf)
(3.51)

ou lpa, = loa, (T, @) est la distance du point & a la frontiere 0€2i dans la direction —.
L’algorithme associé a (3.51) consiste a échantillonner une direction uniformément sur la
sphere, générer une longueur [ suivant une loi exponentielle de parametre k.. Ensuite deux
situations sont envisageables,

— soit | < lpa, et dans ce cas on récupere la température 7' comme poids de MC avec
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la probabilité k,/k. (probabilité d’étre absorbé par le milieu), et la température de
radiance T g dans la direction 4’ échantillonnée suivant la fonction de phase ps comme
poids de MC avec la probabilité k,/k. (probabilité d’étre diffusé),

— soit | > lpq, et dans ce cas on récupere la température imposée a la frontiere T o0,
comme poids de MC.

Une description et une mise en ceuvre du MC sont proposées dans [14, 69]. Nous conti-
nuerons de noter O la variable aléatoire issue de 1'équation (3.51). Une illustration d'un tel
échantillonnage est proposée dans la Figure 3.12.

ISV

FIGURE 3.12 — Représentation de 1'échantillonnage d’une contribution selon (3.51), dans un
domaine purement diffusant ou est imposée la température radiative incidente a la frontiere
du domaine Ty s, partant de la position & dans la direction —4 diffusant dans le milieu
jusqu’a atteindre la frontiere en 4, le probléme étant stationnaire. Lors de cet échantillonnage,
nous avons tiré cing longueurs suivant la loi de Beer puis quatre directions suivant la fonction
de phase jusqu’a atteindre la frontiere.

Méme si le systeme d’équations intégrales (3.51) n’est pas similaire & 1’équation (3.11),
le MC reste extrémement efficace car il hérite (au méme sens que la luminance) des outils
de la communauté de la syntheése d’image, le rendant insensible au niveau de raffinement de
la géométrie : les contributions sont échantillonnées grace a un intersecteur rayon-triangle
extrémement performant des lors que la géométrie est décrite par un objet CAO. De plus, la
technique des algorithmes a collisions nulles permet de considérer des parametres optiques
hétérogenes. La température radiative peut ainsi étre estimée par MC de fagon exacte dans
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des configurations d’une grande complexité, sans aucune dégradation du modele physique et
de la géométrie.

3.2.3 Méthode de Green et Couplages

A ce stade, la méthode de Green nous a permis d’écrire (méme si nous n’avons pas
forcément acces aux probabilités et densités de probabilité) la température de chaque cavité
fluide 7%, la température dans le solide Ts et la température radiative T comme des
espérances. Dans ces trois cas, les poids de MC (les contributions) sont soit la température
initiale (connue), soit une température imposée a la frontiere (connue), soit I'une de ces trois
mémes températures (inconnues). Lorsque la température est inconnue, nous proposons de la
remplacer par I’échantillonnage de sa v.a. selon le principe de double randomisation . Ce
nouvel échantillonnage conduit nécessairement a une autre température connue ou inconnue.
On procede alors de maniere récursive jusqu’a atteindre une température connue.

Selon cette démarche, la température 7' solution de I’équation (3.7) est exprimée comme
une succession infinie d’intégrales emboitées,

10. les transferts thermiques considérés étant linéaires, chaque température est exprimée comme une
combinaison linéaire des autres températures
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pi(@ 1) [ pp(@. 11, tr)day [T1(@))
S
S (= ! o -
+pp(Z, tltr) /t; oy, vs 75 (@, t|yp, tp)dypdtp [Tp(yb, tp)]
T(%,t) = +Zp§i<£at‘tl>/ /agD £, (&, tlyr, tr)dyrdtr [T, (tF)] , {:1: € s
=1

t e [t[, +OO[

t
S — . — —
b (@tlt) [ [ Piwe o @ g )yt [T (1)

t
8@ ) [ [ pigs e (@ ek, tr)depdtn [To(@h, te)]
tr QS R''R

(3.29)
pr(tltr) T
T(@.0) = | +PR (L) / / Dt ) (1R tr)dZrdt e To(@r, 1) JESS
v t e [75[, —|—OO[
—|—p51(t|t[)/a / PyF r (ts, ts)dysdts Ts(Ys, ts)
(3.24)
p?(a_fa t) Q pX? (Q_f, t|fSa t)deTS(a_’:Sa t)
S
R\L,1) = i=1 )
- te|t;,+00
P (E T () i, +oel
+p5 90, (T, 1) /an pgR,agR (%, t|Yr, t)dyrTr o0, (Ur, 1)
R
(3.48)
que 'on écrit comme une espérance
T =Eg (O) (3.53)

ou
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B(pﬁ‘l @(_’F177}'1)
+(1-B0))) (1-Bw3)) (1-Br3,)) Bri,) OFr,, Tr,)
O(Z,t) = m—1 o ) {f:[?s_{_oo[
+(1=801) (1-80p) 1T (1 - B®R)) Bk,) 0@, Tr,) "
+ (1= BD) (1 B69) TT (1~ B2) Blef) Tew (T)
+ (1= B (1-B3) 1 (1 - BeL) (1 - Brie)) 0x(X5T5)
- (3.31)
B(p;) Ty o
O(&,t) = +(1=B() Bok) Or(Xg Ta) |, {w € Sl
+ (1= B (1-Bwk)) o, 78 L ltr, +ool
(3.26)
B(p§) 6(Xs,1)
+ (1= B(1S)) B(of,) O(&r, 1)
+(1-BeE) (1-BE)) BoL,) 0(&E, 1)
+
OR(Z,1) = i {ﬁ <0
EEUT +(-869) 1T (1 - BeE)) BwE,) 0@, 1) ’ t € [tr, +oo]
+ (1= B6H) 1 (1 - B0f) Bfte) T
(1= B6H) TT (1= BE) (1 - Brf~)) Tron(Fhony 0
. (3.50)

onVie {1,2,...,m}, &g, € Qp,, 'adhérence du domaine solide est noté Qg = Qg et

I'intérieur du domaine fluide est noté Qp = Qp\0Qp. L’algorithme d’échantillonnage de ©
est décrit dans 1’Algorithme 8.
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Algorithme 8 : Fonction Fg(&,t) d’échantillonnage de © a la position & au temps .
Le poids de Monte-Carlo w est reporté dans I'une des fonctions Fgg ou Fg, au point
(Z,1).
Echantillonner r suivant la loi uniforme sur ([0, 1]);
if € Qg then

‘ w = Foy(Z,1);

[e)

else if £ € (), then
‘ w = Fo, (&,1);

W N =

(SN

Au lieu d’évaluer analytiquement ou numériquement la valeur de la formulation intégrale
(3.52), ce qui peut étre extrémement difficile en toute généralité, I'idée est de la reconstruire
statistiquement par Monte-Carlo via un grand nombre d’échantillonnages de ©. Une réalisation
de © est pensée comme une combinaison de trois réalisations selon ©g, O, et O, et consiste
schématiquement a lier bout a bout chacune d’entre elles.

Prenons I'exemple de ’évaluation de la température du solide a une position et un temps
donné : dans le solide on commence par échantillonner une contribution selon le transfert
conductif qui peut étre soit la condition initiale (connue), soit une condition de Dirichlet
(connue), soit la température radiative (inconnue), soit la température du fluide de I'une des
cavités (inconnue). Si la contribution est inconnue, alors on la remplace par un échantillonnage
de la variable aléatoire associée au transfert correspondant et ainsi de suite. Une illustration
de cette combinaison est proposée dans la figure 3.13.

L’échantillonnage de © nécessite la connaissance des fonctions de Green liées aux transferts
convectif G, conductif Gg et radiatif Gr. Lorsqu’elles sont connues, 1’Algorithme 8 est
extrémement efficace car trés rapide (en temps de calcul), facile a implémenter et exact
! Malheureusement, comme nous venons de le montrer, son évaluation, triviale pour la
convection, astucieuse pour le rayonnement, est soit tres lourde soit impraticable pour la
conduction selon la géométrie considérée : les différentes probabilités et densités de probabilités
du transfert conductif ne sont accessibles que dans des configurations académiques, la ou la
solution analytique du probléme est généralement connue. Le fait de ne pas connaitre ces
densités, nous empéche d’échantillonner les différentes contributions.

Pour remédier a cette impasse, I'idée est d’élaborer un outil supplémentaire, qui consiste
a construire un espace de chemins associé au transfert de chaleur conductif (au méme sens
que celui associé a la luminance) dans le but d’échantillonner les différentes contributions
via des trajectoires. Autrement dit, I'idée est de remplacer la technique d’échantillonnage
d’une contribution selon la méthode de Green, par I’échantillonnage d’un chemin reliant le
point sonde a cette méme contribution. Nous allons voir que ces chemins sont définis selon la
théorie des Processus Stochastiques.
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FIGURE 3.13 — Tllustration d’une réalisation selon ©, d’origine le point (&,t), associé au
modele (3.7), représentant la contribution de la condition initiale 77 au point &g : la recherche
de l'information s’est d’abord propagée par conduction dans le domaine solide, jusqu’a
atteindre le domaine fluide. Une fois dans le fluide, elle s’est propagée par convection jusqu’a
atteindre la frontiere solide au point (¥s,ts). De nouveau dans le solide, elle s’est propagée
par conduction jusqu’a atteindre une source radiative en (Zg,tg), puis s’est propagée par
rayonnement jusqu’a étre absorbée au point (&g, ts) dans le solide, pour finalement atteindre
par conduction le point (Zy,¢;). La contribution a la température T'(Z,t) est la condition
initiale T7(&r).

3.3 Processus Stochastiques

Nous commengons par une introduction tres générale sur les processus stochastiques en
proposant une définition et en rappelant leurs motivations. Nous concentrons ensuite notre
étude autour du processus conductif.

3.3.1 Introduction aux Processus Stochastiques

De nombreux phénomenes physiques tels que la météo, une file d’attente, la température en
un point du systeéme, ... se décrivent par I’évolution d’une ou de plusieurs grandeurs au cours
du temps. A un instant donné ¢ € [0, ], ces grandeurs présentent un caractere imprévisible,
aléatoire, et il devient naturel de les représenter par une variable aléatoire )Z't. L’évolution
du phénomene au cours du temps est alors décrite par I'ensemble des variables aléatoires Xt
modélisant le phénomene a chaque instant ¢ € [0,¢;]. Cet ensemble de variables aléatoires
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forme un processus stochastique que I’on note (X})te[o,t ;1 que l'on définit formellement comme
ci-dessous :
Définition 2 (Processus Stochastique)

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires X s Indexées sur le temps
t €10,ty] avec ty €]0,+00]. On le note généralement (Xy)e(o,t,)-

Une réalisation (&):e(o,¢;) d'un processus (Xt)te[o,t ;1 est appelée trajectoire. Cette dénomina-
tion prend tout son sens lorsque ’on considere que &; représente la position de I’observable
a l'instant t. Dans ce cas particulier, la réalisation d’un processus permet de décrire une
trajectoire ayant pour origine le point £g a l'instant 0, se "baladant" dans la géométrie durant
[0,%f] et terminant sa trajectoire au point &, a I'instant ¢;. Bien sur, cette trajectoire est
entierement décrite par le modele physique auquel obéit 1’observable.

Nous présentons dans la prochaine section comment utiliser ces processus pour échan-
tillonner les contributions associées au transfert conductif (la température étant égale a la
moyenne de ces contributions).

3.3.2 Transfert conductif et processus stochastique
3.3.2.1 Conduction en milieu infini

L’une des applications les plus remarquables des Processus Stochastiques est la capacité a
exprimer la solution d’une équation aux dérivées partielles comme 'espérance d’'un processus.
Les premier travaux permettant de relier processus stochastique et équation aux dérivés
partielles datent de 1928, et ont été réalisés par Courant, Friedrichs et Lewy [70]. Il faudra
cependant attendre les travaux de Kac et Feynman [71, 59] dans les années 50 pour établir un
lien plus large dans le cas des équations différentielles paraboliques, dont fait partie I’équation
de la chaleur. Le processus clé dans le cadre des équations différentielles diffusives est appelé
le Mouvement Brownien '! (ou encore le processus de Wiener) dont une définition formelle
est proposée ci-dessous.

Définition 3 (Processus Gaussien)

Soit (X;)iefo,;) un processus stochastique. Il est dit gaussien si chacun des vecteurs extraits
est un vecteur gaussien i.e. pour tout d € N*, et tout d—uplet (1,1, ...,tq), le vecteur
(Xt,, Xty -y Xt,) est gaussien. Un vecteur est gaussien si toute combinaison linéaire de ses
composantes est une gaussienne. De plus, un processus gaussien (X;)ie(o,¢,] est caractérisé
en loi par ses fonctions espérance et covariance :

Vs, t € [0,tf], m(t) = Ex(X;) et K(s,t) = Cov(Xs, Xy) (3.55)

Définition 4 (Mouvement Brownien standard)

Un processus gaussien est appelé Mouvement Brownien standard (que I'on note (By):cjo,,)
si c¢’est un processus gaussien centré (Vt € [0,tf], m(t) = 0), de fonction de covariance
donnée par

Vs,t € [0,tf], K(s,t) = Cov(Bs, By) = min{s,t}

11. Nous utiliserons dans la suite la notation agrégée MB, pour plus de commodité.

73



Le Mouvement Brownien standard (B;):c(o, ;] n’est qu'une fonction du temps, dont la
densité de probabilité de la v.a. B; a n'importe quel temps ¢ est une gaussienne centrée
d’écart-type v/t (voir Figure 3.14). Il tire son origine de I’équation de la chaleur en milieu
infini avec une diffusivité thermique uniforme D = 1/2 et une condition initiale & I'instant 0,

ar 1
o~ AT (3.56)

T(&,0) = Ty(Z)

dont la solution 7' au point (&,t) est exprimée comme la convolution de la gaussienne
d’écart-type v/t centrée autour de & et de la condition initiale T7.

L’intérét du Mouvement Brownien réside dans la propriété 12 suivante :

Propriété 1

Pour échantillonner By, il est possible d’échantillonner une réalisation bs de B (avec
s €[0,t]), puis une réalisation bt ¢ de Bt s ol B est un MB standard indépendant de B,
la somme b, + bt s pouvant étre considérée comme une réalisation de B;. Autrement-dit,
B, ~ B, + By_, avec (s,t) € [0,t] x [0,t] voir Figure 3.14.

De cette propriété et en utilisant une discrétisation assez fine (t;)ic(1,2,...n} de l'intervalle de
temps [0, ¢s], on voit émerger une trajectoire {b,,7 € {1,2,...,n}} (bs, étant échantillonné
suivant By,) partant de l'origine by = 0 jusqu’a atteindre la réalisation b; de B; comme illustré
dans la Figure 3.14c.

12. Cette propriété permet d’établir la fonction de covariance du MB : Si s < t, alors,

Cov (By, B) = Ep (B:B;) — Ep (B;) Eg (By)
=Ep 5 ((Bs + Bi—s) Bs) = 0
=By (B?) +Ep 5 (BroBy) (3:57)
=s5—-0
=5

ol B est un Mouvement Brownien standard indépendant de B. Par symétrie, on retrouve Cov(Bs, B;) =
min{s,t}.
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3
(a) Hlustration de la densité de pré-  (b) Illustration d’une trajectoire (¢) Mlustration de 1’échantillonnage
sence d'un Mouvement Brownien stan- d’une trajectoire brownienne.

dard (autrement-dit la fonction de
Green) a différents temps s1 < s9 <
S3 < S4.

FIGURE 3.14 — Illustration d’'un MB

Nous allons chercher a utiliser ces trajectoires pour échantillonner les différentes contribu-
tions via les travaux de Feynman et Kac qui ont permis d’étendre cette notion de trajectoire,
en particulier dans le cas de 'EDP suivante

oT
O AT — kT
PO 5 5 (3.58)

T(Z,t;) =T (X)
ou
— la densité volumique p, la capacité calorifique C' et la conductivité thermique A sont
uniformes,

— le coefficient k = k(&,t) et la source S = S(&,t) pouvant étre hétérogenes,
— D = )\/pC est la diffusivité thermique
— et T la température initiale a 'instant ¢;.

La formule de Feynman-Kac permet d’écrire la température 7" comme une espérance :

exp <— /tk(fs,s)d8> Tr(X,))

tr

atténuation exponentielle sur [¢1, ]
t t .
+ [ exp (—/ k(st,s’)ds’) ds S (Xs,s)
tr S

atténuation exponentielle sur [s, t]

(3.59)

ol le MB non standard (X‘s)se[tbt} est défini tel que
Vs € [t;,t], X =@+ V2DB,_, (3.60)
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Ce processus (Xs)se[t .4 'est qu'une fonction du temps, dont la densité de probabilité
de X, a n’importe quel temps s < ¢ est une gaussienne centrée autour de & d’écart-type

J2D(t — s) (la densité de X est un Dirac en @). Cette espérance permet alors d’interpréter
la température T au point & a I'instant ¢ comme résultant :

— des températures initiales prises au bout de chaque trajectoire suivant th,
— et des sources rencontrées tout le long de la trajectoire,

toutes ces contributions étant atténuées exponentiellement en fonction du coefficient £
rencontré le long de la trajectoire et du temps qui les sépare de t.

Remarquons que si 'on remplace la source S par kTx et k par (/pC, alors I’équation
(3.58) devient similaire a I’équation conducto-radiative en milieu infini.

3.3.2.2 Lien entre Processus Stochastique et méthode de Green

Une illustration en milieu infini d’une telle trajectoire est présentée dans la Figure 3.15a.

(a) Conduction en milieu infini : Représentation d'une (b) Rayonnement en milieu infini : Représen-
trajectoire d’un Mouvement Brownien non standard tation d’un chemin optique partant du point
(Xs)se[t;,1) en milieu infini de dimension deux, partant d’émission & et terminant sa trajectoire au
de la position & a 'instant ¢ jusqu’a la position £y a point d’absorption Z,. Dans ce cas parti-
Iinstant ¢;. Nous avons représenté cing points le long de culier, la fonction de Green G est connue,
cette trajectoire au instant ¢t > s1 > so > s3 > t7. Dans et la réalisation associée est représentée en
ce cas particulier, la fonction de Green G g est connue, et pointillé rouge.

la réalisation associée est représentée en pointillé noir.

FI1GURE 3.15 — Lien entre processus stochastique et fonction de Green : en conduction et en
rayonnement.

Ces deux Figures nous permettent de mettre en évidence le lien entre fonction de Green
et processus stochastique : dans la figure 3.15a la FG permet d’échantillonner seulement le
point final (£7,¢;) de la trajectoire (en trait noir pointillé) alors que le processus stochastique
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permet de décrire la trajectoire toute entiere {¥s; s € [tr,t]} i.e. connaitre la position a tout
temps s € [t;,t] (en trait noir plein). La "similitude" avec le transfert radiatif est naturelle
figure 3.15b : la FG permet d’échantillonner le point d’absorption &., (en trait rouge pointillé)
et le processus définit la trajectoire (le chemin optique) du point de départ & au point &, en
décrivant le chemin tout entier (en trait rouge plein).

A ce stade, pour pouvoir échantillonner les contributions associées au processus conductif
du modele (3.27), il ne nous reste plus qu’a traiter le cas des conditions de bord : la condition
de Dirichlet et de Robin.

3.3.2.3 Prise en compte des frontieres et couplage conducto-convecto-radiatif

Dans notre cas d’étude, Eq. 3.27, le domaine est constitué d’un bord avec différentes
conditions comme Dirichlet ou Robin. Cette frontiere va impacter le comportement du
processus en fonction de la condition imposée au bord. Pour comprendre comment le processus
est impacté, nous reprenons la configuration milieu infini précédente et rajoutons une frontiere.
Les trajectoires obtenues précédemment n’ont plus de sens dans cette nouvelle configuration
(voir Figure 3.16).

(YD, ) = (&, T2)

(a) Conduction avec frontiere : Représentation de la (b) Rayonnement avec frontiere : Représen-
trajectoire d’un Mouvement Brownien non standard tation du chemin optique présenté dans la
(Xs)sept, 4 en dimension deux avec une frontiere avec Figure 3.15b ou nous avons ajouté une fron-
condition de Dirichlet, partant de la position Z a l'ins- tiere supplémentaire avec condition de Diri-
tant £. La trajectoire rencontre pour la premiere fois la chlet. La trajectoire partant du point & est
frontiére en §p a l'instant 7. Dans ce cas particulier, stoppée au point &~,,. La réalisation associée
la fonction de Green Gg est connue, et la réalisation est représentée en pointillé rouge.

associée est représentée en pointillé noir.

FIGURE 3.16 — Lien entre processus stochastique et fonction de Green : en conduction et en
rayonnement.

Dans la figure 3.16a, la trajectoire traverse pour la premiére fois la frontiére en (yp, 7;)
puis atteint le point (£7,t;) de autre coté de la frontiere (le temps tp est appelé temps de
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premier passage). De maniére similaire a notre pratique en rayonnement (voir fig.3.16b), on
"postule" que tant que la trajectoire n’a pas rencontré la frontiere, elle n’a aucune raison
d’étre différente de celle qu’on aurait obtenu en milieu infini (la "particule" est aveugle et sans
mémoire), et c’est seulement au contact de la frontiere qu’elle est déformée en fonction du
type de condition de bord imposé : Dirichlet, Robin, Neumann pour la conduction et miroir
spéculaire, BRDF, ... pour le rayonnement.

~
Nous continuons de noter (Xy)sep, . le processus en question, et écrivons la formule de
Feynman-Kac suivante :

¢
_ fTX k(Xs,s)ds

€ QS(XT)()TX)

i t PPN (361)
—l—/ k(Xs, s)e” S H(Xis)ds dsTr(Xs, s)

X
que 'on réécrit comme,

— _ t S _f: k(X},s")ds' s H(S < ’7')()(]5()(7_)(7 TX)))
T(&,t) =Ex </—oo k(X s)e d <+H(s > 73)Tr(Xs, ) (3.62)

ou
o Tx = Tx(&,t) est une variable aléatoire associée au processus (X;)scp, 4 et est défini
comme l'instant ou la trajectoire atteint la frontiere

(02 x [tr, 1) (QF Y [t;,t]) U (f’zFoo < [tr, t]) U (925 x {t:})

Autrement-dit, 7x correspond a l'instant ou la trajectoire rencontre pour la premlere
fois soit la condition de Dirichlet sur 9€Qp, soit I'un des domaines fluide dans Q U Q oo

soit le temps t; dans Qg.

o k=(/pC,
+TD(_’,t), S 8QD
_’,t - o
* w5(®1) VY TR(Z1), &€
+Tr (E,t), &€ Qps

L’algorithme de MC issu de ’équation (3.62) consiste & échantillonner une réalisation
du processus (fs)se[t 1.4, déterminer le temps 7, correspondant, échantillonner un temps s
suivant une loi exponentielle, puis si s < 7, alors on récupere la température gg a la position
z, au temps 7, comme poids de MC, sinon on récupere la température radiative Tx a la

x

position z, au temps s comme poids de MC.

3.3.2.4 Description de la procédure d’échantillonnage du processus conductif

Comme pour la méthode de Green, le processus conductif (X—’ s)seft; 1) 1'est généralement
pas connu car il dépend de la géométrie et du type de condition imposé aux bords. En
revanche, il devient possible d’échantillonner une trajectoire suivant ()_(’s)se[tm] de fagon
approchée (voir Figure 3.17) dont nous rappelons la construction : Traditionnellement,
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ce qui est fait dans la littérature consiste a échantillonner une trajectoire approchée via
la fonction de Green de la conduction Gg en milieu infini, nécessitant une discrétisation

-----

et une suite de positions («’Bn)ne{og,..., ~y telles que Zy = &, le point &, est échantillonné a
l'aide d’'une gaussienne centrée autour de &, d’écart-type /2D(t, — t,.1). Nous parlerons
d’un saut du point &, a Uinstant ¢, au point &, a l'instant ¢,,,1 (voir Figure 3.14c). Apres
chaque saut, trois issues sont possibles :

— soit on atteint la condition initiale et on retient la température initiale en &y,

— soit on atteint une source radiative et on retient la température radiative a la position
et 'instant correspondant,

— soit on atteint la frontiere 0€)g,

A cette frontiere 0€)g, la littérature propose différentes techniques pour prendre en compte
les conditions de bords [63, 72, 73]. Nous ne nous attardons pas sur cette question, car notre
choix va porter sur une autre technique d’échantillonnage du processus (X‘S)Se[tbﬂ que nous
décrirons dans la section 3.4. La différence majeure, est qu’au lieu de discrétiser le temps
et d’échantillonner la nouvelle position selon une gaussienne (la longueur des sauts étant
variable), nous choisissons de contraindre la longueur des sauts suivant un parametre noté ¢,
le temps étant quant-a lui non discrétisé.
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FIGURE 3.17 — Illustration de quatre trajectoires associées au processus conductif, représentant
les quatre contributions pouvant étre retournées : la condition initiale 77 au point Iy, la
température radiative Tr au point (Zg,tr), la température du fluide Tr au temps tr et la
température imposée a la frontiere T au point (yp,tp). Nous représentons ici, sans perte de
généralité, une seule cavité fluide.

3.3.2.5 Eléments de conclusion sur les processus

Finalement, I'avantage indéniable de la méthode de Feynman-Kac par rapport a celle
de Green, en dehors du fait qu’elle permet de formaliser la pensée en espace de chemins,
est qu'il devient possible de construire des trajectoires approchées (de la trajectoire réelle)
du processus conductif. En combinant ce processus conductif (fs)se[tl,t] et les v.a Of et
OF,, on est en mesure d’échantillonner parmi les contributions, celles que nous ne pouvions
pas échantillonner selon la méthode de Green (les processus associés a la convection et au
rayonnement n’ont pas été travaillés ici, la méthode des fonctions de Green fournissant une
technique d’échantillonnage tres efficace. Rappelons qu’il est tout a fait envisageable de décrire
les deux autres transferts en processus et ainsi obtenir un échantillonnage qui combinerait les
trois processus conductif, convectif et radiatif).

Malheureusement, la mise en ceuvre de cette trajectoire diffusive approchée, qui reste
simple dans des géométries académiques '3, sans frontiere décrite par I’équation (3.58), devient
rapidement impraticable lorsque la géométrie nécessite une description de type CAO. Pour
contourner cette impasse, nous choisissons d’employer un modele approché de la conduction

13. Par configuration académique, nous désignons des configurations tres fréquemment référencées, bien
étudiées, et donnant lieu & des résultats classiques exprimés le plus souvent sous forme analytique
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FIGURE 3.18 — Illustration d’une réalisation selon la méthode de Green (en pointillé) et
d’une trajectoire (en trait plein), avec comme origine le point (&, ), associé au modele (3.7)
dont la contribution est la condition initiale 77 au point &y : les deux réalisations se sont
d’abord propagées par conduction dans le domaine solide, jusqu’a atteindre le domaine fluide
(la trajectoire a atteint plusieurs fois la frontiere fluide, a été réinjectée dans le domaine
fluide & chaque fois jusqu’a d’étre absorbée par le fluide). Une fois dans le fluide, elles se sont
propagées par convection, selon G, jusqu’a atteindre la frontiere solide au point (¥s,ts).
De nouveau dans le solide, elles se sont propagées par conduction jusqu’a atteindre une
source radiative en (Zg,tr), puis se sont propagées par rayonnement jusqu’a étre absorbées
au point (Zs,ts) dans le solide, pour finalement atteindre par conduction le point (Zr, ;).
La contribution a la température T'(&,t) est la condition initiale 77 (&) (la trajectoire est
obtenue & partir de la trajectoire approchée en ayant choisi une discrétisation assez fine !).

(voir section 3.4.1) qui hériterait, au méme titre que le rayonnement, des outils issus de la
communauté de la synthese d’image.

3.4 Proposition alternative d’échantillonnage du pro-
cessus conductif

3.4.1 Introduction

Nous venons de montrer, contrairement aux transferts thermiques par rayonnement et
convection (linéarisés), qu’il est compliqué de construire la fonction de Green et le processus
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stochastique conductif en géométrie complexe. Ne pas connaitre le propagateur a de lourdes
conséquences du point de vue de la résolution numérique : sans ce propagateur, il est
impossible de construire une méthode de résolution exacte (i.e calculer numériquement ou
analytiquement la solution de I'EDP), et ceci, quelque soit la méthode numérique employée.

Pour contourner cette impasse, 1'idée est de remplacer le modele d’origine par un modele
approché continu élaboré a partir d’'un parametre que nous noterons §. Pour que ce modele
approché soit acceptable, il doit étre consistant i.e. que ’erreur commise entre la solution
approchée Ty et la solution exacte Ty, tende vers zéro lorsque le paramétre & tend vers zéro.

Une fois ce modele approché établi et validé, nous élaborons un algorithme de Monte-Carlo,
qui hérite, au méme titre que le rayonnement, des outils issus de la communauté de la synthese
d’image. Ensuite, nous nous intéressons aux différents types de conditions de bord, Dirichlet
et Robin dans le but d’établir un couplage entre les trois modes de transfert de chaleur :
conduction, convection et rayonnement. Ce couplage sera réalisé a partir de la continuité du
flux a l'interface.

3.4.2 Modele approché en milieu infini

Nous commengons par présenter la construction du modele approché en milieu infini, puis
nous proposons une premiere validation de ce modele, en évaluant les champs de température
Ts et Ts de facon analytique via emploi de la méthode de la transformée de Fourier. A
Iissue de ce travail théorique, nous pourrons démontrer la consistance mais également établir
la vitesse de convergence de T vers Tg en fonction du parameétre 9.

Nous présentons ensuite I'élaboration du MC associé & T et nous le validons en confrontant
les estimations a la solution analytique. A ce stade, il ne nous restera plus qu’a gérer les
conditions de bord de type Dirichlet et Robin. Pour cela, nous verrons que c’est la continuité
du flux a l'interface qui permet de gérer ces conditions.

3.4.2.1 Modele approché en milieu infini
Nous considérons le probleme conducto-radiatif en milieu infini suivant,
pCOTs = NATs + ((Tr — Ts) ,(t, @) €]tr, +oo[xR"
Ts(&,tr) =Ti(€,tr) & €R” (3.63)
To@ 1) = [ pr()dTs(@E1) (@) eltr, ool <R"

ou

p,C' et \ représentent respectivement la masse volumique, la capacité calorifique et la
conductivité thermique (que 'on considere uniformes pour simplifier la lecture),

¢ est le coefficient d’échange radiatif linéarisé,

Tr la température radiative linéarisée,

Ts la température au point & au temps t,

et Tt la condition initiale au temps ¢y,
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Nous commencons par remplacer I'opérateur laplacien par une version en accroissements finis
obtenue suivant la base orthonormée {é€;,i € {1,..,n}},

. n Td 4+ Tg — 2T, .
pCOTs = \ (Z 5i 552@ S) +((Tpr—Ts) ,(t, &) €]tr, +oo[xR"
i=1
To(&,t;) = Ty () Ferr (364
TR(Q_":) t) = ~/D pF(V)dVTS(i’W? t) ) <t7 :i') E]tla +OO[XRn
T

%
—

ol d est un pas de parametre spatial, Tg:(a_:’, t) = Tg(a_f +dej,t), Tg (Z,t) = TS(:I_:' —de;,t).

Il est clair que la solution TS est dépendante du choix de la base orthonormée qui est
définie de facon arbitraire. Pour cette raison, nous choisissons de nous affranchir de cette
dépendance, en remarquant qu’il est tout a fait envisageable d’échantillonner 'orientation de
la base de facon uniforme sur une sphere. Finalement, le modele approché que nous retenons
est le suivant,

~ 2n fSnfl %duTS,ﬁ - ZTLT .
pO@tTS =\ n_152 + C(TR — Ts) y (t, 33) E]t], +OO[><R”
T(Z,t;) = T1(F) gerr (3:69)
Tr(E,t) = /D pr(V)dyTs (&, t)  (t, @) €]t;, +00[xR"
T

ol S,y est la surface de la sphere S"~! en dimension n et Toa = Tou(@,t) = Ts(& + o, t).
Nous choisissons de noter T la température solution de 1’équation (3.65) pour spécifier qu’elle
dépend du parametre 6. On conservera cette notation dans les prochains chapitres.

3.4.2.2 Validation du modele approché

_ Pour montrer la consistance du modele approché et étudier la vitesse de convergence de
Ts vers Ts en fonction de 9, nous allons calculer ces deux champs de fagon analytique :

( )

Solutions analytiques de Ts et e

On considere le probleme conducto-radiatif en milieu infini suivant

pCOTs = MATs + ((Tr — Ts) , (t, &) €]tr, +oo[xR?

Te(®,1) = [ pr()d/Ts(@,t) (4,3) €ltr, +oo[ xR
Iy

Premierement, on commence par remplacer le modele de conduction par le modele
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approché, puis nous exprimons la température sous une formulation intégrale,

_ 6 fso =duTsz — 6T, 5 = .
pcatTS = A < fS2 525 S) + g(TR - TS) ) (tv il’,‘) G]t[, +OO[><R3
Tg(f, t]) = T](.’E) ,.’f € R3
-~ 1 +oo k- ki ~
Tr(Z,t) = | —du / kee Rl | 22T + ~2Ty , (t, &) €]tr, +oo[xR?
s2 41 0 ke ke (@il 1)
(3.67)

ou k,, kq et k., = k, + kg sont les coefficients d’absorption, de diffusion et d’extinction
respectivement, que nous considérons uniformes. La fonction de phase est choisie isotrope
pour que le champ de température puisse étre déterminé.

A ce stade, on applique la transformée de Fourier au modele de conduction approché
et on obtient,

1 2
LAY N / Ty (K, t)e'™ @0 g,
RS

02 Js2 4w
pCo, ( / TS(E,t)eiMdk) | = / Ts(R, t)eF2dk (3.68)
R3 02 Jgr3

+¢ ( /R Tr(k, t)e™*Fdk - L Ts(k, t)e““'“%lk)

que l'on réécrit de la fagon suivante,

/ pCOTs (R, t)eiFE ) = GFEqk (3.69)
]RS

0
K +¢ (TR = Ts)

Ensuite, en utilisant le fait que {z — ei’;'f}keRs est une base hilbertienne, on en
déduit :

27Tclgb/7r 2sm (6)dO cos(]|k]|| cos(8)) — 1)

5 sin(5]|&||) ) ¢ (2 e
0Ty = — ( -1 + = (TR — TS>
6 5| k|| pC

ou D = \/pC est la diffusivité thermique, k la variable de Fourier. De la méme facon en

’ﬂz)
+
|~
/N
:U’ﬂ»
|
O)’ﬂz
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appliquant la transformée de Fourier & I’équation sur Tg, on obtient,

R ki,arctan <| ”) R
T

Tr = =S (3.71)
||E|| — kqarctan (H ”)
En combinant les équations (3.70) et (3.71), on écrit :
2 6D [ sin(6]|k||) ¢ kaaretan (”,f) 5
0/ Ts = 52 ————~=—1 —i——C - — — 1] | Ts (3.72)
o] k|| P ||k|| — kqarctan <:e”)
L’équation (3.72) étant une simple équation différentielle, on en déduit que
Ts(R,t) = Tr(k, t)e /7 (3.73)
ou le temps caractéristique 7 associé a k vérifie
I B
- 7 kqarctan
D ||k @ ( ke )
ST o ——
o] k|| P ||k||+kdarctan<| “)
et donc, la solution analytique s’écrit
Ty(&,t) = / (R, el TR E (3.75)
e

En utilisant la consistance du modele approché, on en déduit que le temps caractéris-
tique 7 = (lsirr(l) T,
H

i il
k LR
o [_op sy ¢ [ Haowctan ()
7=lim | —— Il 1) - . .,
50 ) (5HkH P ||k|| _ pngien (H |>
& -1 (3.76)
_ | pIE < kqarctan ( s ) 1
= | DIRIP - = )
PE\ ||E|| — kgarctan (” ||>
et donc, la solution analytique s’écrit
Ts(i‘, t) = /3T1(kz t) (t—t1)/7¢ ik. ]l (3'77)
R
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Il est a ce stade intéressant de remarquer que 1’on retrouve bien le temps caractéristique
en conduction pure (lorsque ¢ =0) : 7= 1/D||k||*> et que 7 converge trés rapidement
Vers T :

r 1 6D||k| |4
—— = —— L g 3.78
~ -2 =22 osY) (3.79)
Maintenant que les deux champs de température sont connus, nous les représentons dans
la Figure 3.19 pour différentes valeurs du parametre 9.

0.6
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—0.2

—0.4

70‘60 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x/L z/L
(a) 6 = L2 (b) 6 = L/5

0.4

03}

02

01l

0.1}
—0.2]

—0.3]

—0.4 L L L L L i L L L L ] 3 L L | | | | | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x/L z/L

(c) 6 =L/10 (d) & = L/20

FIGURE 3.19 — Champs de température T solution de (3.66) avec une condition initiale
en cosinus Tj(&) = Tpep + Acos (&.%) (courbe en vert) et de Ts solution de (3.67) avec
la méme condition initiale (courbe en rouge) pour quatre valeurs de ¢ : L/2,L/5,L/10 et
L/20. Les résultats MC obtenus a partir de I’Algorithme 10 sont représentés sous forme de
points avec barres d’erreur en bleu. Dans ces quatre graphiques, les résultats sont donnés
a un instant égal au temps caractéristique 7, & la position z € [0,L] et y = z = 0 avec

= (2n/L, 27T/L 2m/L). Nous avons choisi la température de référence T,.s telle que
—DH(.UH2 (k; arctan (H ”) (HGJ’H kqarctan (HI‘:”>) - 1) avec kg = 0.

A travers cette figure, on constate qu’elle met en évidence deux points importants :
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e Premicrement, elle illustre parfaitement la consistance du modéle et montre que T est
une approximation raisonnable de Tg a condition que le parametre 9 soit de I'ordre du
vingtieme de la longueur caractéristique.

e Deuxiemement, en jouant sur les différents parametres physiques du probleme, nous
avons constaté que le parametre ¢ influence seulement la diffusion et que le rayonnement
est estimé de facon exacte ! Autrement-dit, si le rayonnement domine la conduction,
i.e —D||&|* << p% (kaarctan (%) / (||<I5H — kgarctan (H%I)) - 1), alors T est une
excellente approximation de T méme pour un choix de parametre § tres grand.

Il ne nous reste donc plus qu’a présenter la construction du Monte-Carlo issu de 1’équation

(3.65). Pour cela, nous allons procéder en deux étapes : nous commengons par considérer
seulement la conduction puis nous prendrons en compte le couplage avec le rayonnement.

3.4.2.3 Monte-Carlo et modele approché : marche sur j-sphere

L’Eq. (3.65), ot nous choisissons ¢ = 0, est une équation différentielle ordinaire (EDO) et
la formule de Duhamel permet d’exprimer Ts sous une formulation intégrale

e Hir > T (&)
Ts@0 = [ oy g <y [ po@duT (@ + bt — ) (3:79)
puis comime une eSpérance
o H(T — 0T (&)
Ts(@ t) = Er ( + Ut~ T)Eg (Ts(@+ U, t - T)) (3.80)

oll pr est la densité de probabilité de T~ qui suit une loi exponentielle de parametre o = 2nD /62,

D= p% est la diffusivité thermique du matériau et py la densité de probabilité de la variable

aléatoire U.

Puisque la température Tis au point @ a l'instant ¢ est exprimée comme ’espérance d’une
fonction linéaire d’une espérance, nous utilisons le principe de double randomisation pour
exprimer la température comme une unique espérance,

Ts(#,1) =g, (T1(Xn)) (3.81)
ou
o Xn :£+(5Zij\i0ﬁi,
° Ijo = 6,
e To=0,
o N=min{neN;YX" T, >t—t},
L4 (’ﬁ)ie{o,...,N}
o ct (lj'i),-e{07___7 ~} deux suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement,

distribuées (i.i.d.) suivant 7 et U respectivement.
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Algorithme 9 : Algorithme J/-sphere en milieu infini sans couplage

T = To;

t=+to;

while ¢t > t; do

Echantillonner 7 suivant 7T ;

t=t—r;

if t <t; then

‘ w=Tr(Z);

else
Echantillonner @ suivant U ;
¥==I+ou;

© 0 N O O hA W

=
o

Remarquons que nous venons de construire le propagateur associé au modele approché
(3.65) sans le couplage avec le rayonnement oll (Xs)sep, 4 est le processus stochastique
définissant les trajectoires avec X, =X, oui= = min{j € N;s < ¥5_, Te}. L'algorithme
d’é6chantillonnage de T;(Xn) est décrit dans I’Algorithme 9.

Cet algorithme consiste a

e échantillonner un temps 7 suivant la loi de 7 puis
e si t; >t — 7 alors on récupére comme poids de MC T} (&)
e sit; <t—r,alors
e on échantillonne @ suivant la loi de U
e et on récupere comme poids de MC la température Ts(& + 04, t — 7)

Lorsque la température Ts(& + 61, t — 7) n'est pas connue, on la remplace par une réalisation
récursive via le méme algorithme au point et temps correspondant, que 1’on justifie grace
au principe de la double randomisation (voir 2.1.4). Cette récursivité entraine 1’émergence
d’une marche spatiale et temporelle que 'on nomme marche sur j-sphere. On appellera
cet algorithme, 1’Algorithme J-sphere.

Finalement, échantillonner une réalisation de la marche sur d-sphere revient a échantillon-
ner une trajectoire du processus stochastique (X s)seftr] du modele (3.65) et I’Algorithme 9
se résume a récupérer la température au bout de cette trajectoire. On retrouve la démarche
proposée par Feynman et Kac, mais cette fois-ci appliquée a une équation différentielle
ordinaire ! Nous allons voir dans le prochain paragraphe comment gérer le couplage avec le
rayonnement.

3.4.2.4 Marche sur j)-sphere avec source radiative

Nous venons de proposer un algorithme de MC permettant de résoudre un probléeme
purement diffusif en milieu infini. Nous proposons dans cette section de complexifier le
modele en ajoutant un couplage avec le transfert radiatif linéarisé, le milieu étant supposé
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semi-transparent. Le modele de transfert de chaleur résultant est :

~ 2n fSn—l %dufg’g - QHT 5
pCOTs = A n_152 +C(Tr—Ts) ,(t,®) €]t;, +oo[xR"
T(@,t)) = Ti(@) gerr (365)
Trl(@.1) = [ pr(1)dr (@1 () €]tr, +oo[xR"
T

On exprime alors la température T & I'aide de la formule de Duhamel sous une formulation
intégrale,
H(T >t — tI)T](CI_’,:)

pe [, po(@)duls(@ + 5.t = 7)

+o0
Ts(@0) = [ prry g oy

+pr /D pr(v)dyTs(&,,t —7)
T

(3.82)
ou pr est la densité de probabilité de 7 qui suit une loi exponentielle de parametre o =
(2n\ + ¢6%)/(pCd2), pc = (2nX)/(2nX + (6?), pr = 1 — pc et py la densité de probabilité de
la variable aléatoire U. L’algorithme de Monte-Carlo qui en découle est donné ci-dessous :

Algorithme 10 : Algorithme J-sphere en milieu infini avec couplage radiatif

1 ¥=2xp;

2 t=1p;

3 w=0;

4 while t > t; do

5 Echantillonner 7 suivant la loi de 7 ~ &(a);

6 t=t—71;

7 if ¢t < t; then

8 ‘ w=w+T7(Z);

9 else
10 Echantillonner r suivant la loi uniforme sur 24([0,1]);
11 if » < pc then
12 Echantillonner @ suivant la loi de U ;
13 =%+ 0u;
14 else
15 Echantillonner + suivant la loi de I'(Z + 61) ;
16 L T=2x;

Finalement, la prise en compte du couplage radiatif ne pose aucune difficulté supplémen-
taire.

Rappelons tout de méme, que dans cette configuration milieu infini, la stratégie qui consiste

a utiliser le processus stochastique (Xj)sep,,q établi dans la section 3.3.2, est praticable,
extrémement efficace et sans aucune approximation !
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En revanche, alors que ce méme processus devient impraticable en géométrie complexe,
nous allons voir en quoi la marche sur d-sphere reste efficace dans de telles géométries. Pour
mettre cette propriété en évidence, nous continuons de complexifier le modele en ajoutant
une frontiere et considérons les deux types de conditions a la limite : Dirichlet et Robin.

3.4.3 Modele approché en géométrie confinée
3.4.3.1 Choix d’un pas de discrétisation affiné a la frontiére

Nous choisissons d’affiner le pas de la marche sur d-sphere lorsqu’elle se rapproche de la
frontiere. Ce choix est motivé par 1'idée de se ramener a une marche de type Walk-on-Sphere
[49]. Rappelons que la marche aléatoire, issue de Walk-on-Sphere, "saute" de la surface d’une
sphere de rayon maximal incluse dans {2g a une autre, ceci jusqu’a atteindre la frontiere.
Puisque chaque spheére de rayon maximal est tangente a 0€2g, la frontiére est épaissie d'un
parametre € afin de permettre a la marche de I'atteindre. Une illustration est proposée dans
la Figure 3.9. Malheureusement, nous n’avons pas d’outils informatiques qui permettraient
de déterminer la distance au bord du domaine de facon indépendante'* de la géométrie.
Pour cette raison, nous avons abandonné I'idée d’utiliser cette marche, et nous nous sommes
concentré sur la marche sur 6-sphere dont la mise en ceuvre permet I'emploi d’un intersecteur
rayon-triangle, le bénéfice étant 'insensibilité a la complexité géométrique. La procédure
d’échantillonnage est décrite ci-dessous :

1. échantillonner une direction uniformément sur la sphere notée w7,

2. construire une base orthonormée (i1, U, ..., U ),

3. évaluer la distance minimale dgq jusqu’a la frontiere dans les 2n directions suivantes
+(tiy, U, ..., U,) en utilisant 'intersecteur rayon/triangle,

4. supposer que la sphere de rayon d = min(d, dsq) est bien inscrite dans le domaine,

5. la particule se déplace alors de la distance d dans la direction iy,

6. apres le déplacement, la particule atteint ou non la frontiere du domaine,

7. la suite dépend du type de condition aux limites imposée.

Bien stir, cette sphere de rayon d n’est jamais vraiment inscrite dans le domaine, c¢’est pour
cette raison que contrairement a la marche Walk-on-Sphere, la taille de nos pas doit étre
assez petite pour que le point 4. soit acceptable : proche de la frontiére, nous commettrons
toujours une erreur qui reste raisonnable si § est assez petit.

La marche ainsi obtenue est toujours appelée marche sur d-sphere et I'algorithme est
décrit dans I’Algorithme 11. Cette marche vérifie la propriété suivante :

Cette marche assure que l’estimation par Monte-Carlo d’un probléeme de transfert thermique
par conduction stationnaire, avec condition de bord de type Dirichlet, un profil de température
linéaire, sur n’importe quelle géométrie complexe fermée, est sans biais i.e. evacte.

Cette propriété est fondamentale car elle nous permet de donner un critere d’acceptabilité du
parametre 0 : si le pas § est assez petit pour que 'hypothese de linéarité soit "acceptable'
en chaque sphere de rayon ¢ du domaine solide et puisque nous ne considérons pas de

14. le temps de calcul lié a ’échantillonnage d’un chemin est une fonction croissante de la complexité
géométrique, par exemple du nombre de facettes qui compose la frontiere du domaine.
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FI1GURE 3.20 — Marche sur d-sphere

discrétisation temporelle, alors la propriété fondamentale ci-dessus assure que la solution du
modele approché est solution du modele de conduction.
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Algorithme 11 : Algorithme J-sphere en géométrie confinée

1 F=xp;

2 t=1p;

3 Sortie = false;

4 while Not Sortie do

5 Echantillonner 2n directions uniformément sur la sphére notée +(iy, @z, ..., iy ) ;
6 Echantillonner la distance dfE jusqu'a la frontiére dans les direction +i; ;
7 | d=min(0, (d})jic(1,.n})
s | a=24P,
9 Echantillonner 7 suivant la loi de 7 ~ £(a) ;

10 t=t—71;

11 if t <t; then

12 w=T7(Z);

13 Sortie = true;

14 else

15 X = if-i- dlfl )

16 if & € 0Q) then

17 w = Ty(Z,t);

18 L Sortie = true;

3.4.3.2 Condition de bord et continuité du flux

Nous avons montré dans la section précédente qu'un échantillonnage du propagateur de
la conduction revient a récupérer la température au bout d'un chemin conductif. Ce chemin
conductif peut terminer sa trajectoire soit a la condition initiale, soit a une source radiative,
soit a une condition de bord. En général, la température de bord n’est pas connue, sauf dans
le cas particulier de la condition de Dirichlet ou la température y est imposée. Lorsqu’elle
n’est pas connue, nous utilisons une discrétisation de la loi de continuité du flux a l'interface
entre deux milieux dans le but de I’écrire comme une somme pondérée. La continuité du flux
s’écrit,

—A\VT, - @S =7 - 7S, (t,&) €]t;, +oo[xN (3.83)

ou 7 est la normale entrante dans le domaine solide et ; est un vecteur densité surfacique de
flux. Comme pour le modele d’origine, on considere une discrétisation spatiale de la continuité
du flux : T

: 5 D=j-i (&) €]ts, +00[x00 (3.84)
ou Ty est la température située a une distance § du bord suivant la normale entrante au
domaine.

—A

En pratique, cette stratégie ne fonctionne pas toujours car il est possible qu’en se déplacant
de 0 vers l'intérieur du domaine, on intercepte une nouvelle fois le bord. Dans ce cas la, on
choisit de se déplacer d'une distance égale a la moitié de la distance maximale pouvant étre
parcourue suivant la normale entrante au domaine.

Le vecteur densité surfacique de flux 3 est donné selon le type de condition de bord,
ce qui permet d’écrire T, comme une somme pondérée : pour la Condition de bord de type
Robin, le vecteur densité surfacique de flux est _; = hp(Tr — Ty)7 ot hp est le coefficient
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d’échange convectif et Tr la température du fluide (supposée uniforme). En remplagant ;
par son expression dans I’'Eq. (3.84), puis en isolant T}, on obtient :

Ty = psTs + prlr (3.85)

A
N — 3 — _hrp
OUPs = Fpp et pr = X thr
somme pondérée des températures Ty avec la probabilité ps et T avec la probabilité pr. Un

résultat pour le couplage conducto-convectif est présenté dans la Figure 3.21.

. La température de bord 1) est donc exprimée comme une

0.6 |-

0.4}

0.2
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A

—0.2

—04l |

Il

FIGURE 3.21 — Probléeme conducto-convectif dans un segment de longueur L avec des
conditions de bord de type Robin sur chaque coté du segment (en x = 0 et x = L). Le profil
de température a 'instant initial est en cosinus de période L, d’amplitude A et de moyenne
Ty : Tr(z,tr) = Trey + ACOS(Q’TT””). Les températures des fluides a gauche et a droite sont
Ty et 0 respectivement. On considere le parametre suivant % = 1. Les résultats présentés
sont évalués a I'instant 7. On appelle respectivement (MC*) Méthode de MC avec tirage en
exponentielle du temps de réinjection dans le solide et (MC) méthode sans tirage du temps
en exponentielle. Le pas de discrétisation est 6 = w/30

Nous avons choisi d’exprimer la température de bord a partir de la continuité du flux. La
continuité du flux étant instantanée, la température de bord T}, est fonction de la température
située a une distance 6 du bord T suivant la normale entrante au méme instant. C’est une
conséquence du fait que la continuité du flux, équation (3.84), est indépendante de la capacité
calorifique du probleme. Cette indépendance entraine forcément un biais important lorsque
I’on choisit un pas de discrétisation relatif d’'un vingtieme, voir méme d’un trentieme comme
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illustré dans la Figure 3.21. Une fagon de prendre en compte cette capacité calorifique est
de considérer que la réinjection n’est plus instantanée, mais que le temps de réinjection est
tiré suivant la loi exponentielle que 'on utilise dans le milieu solide : le bénéfice de cette
correction est reporté Figure 3.21 sous I'étiquette MC™. Il est également possible d’utiliser
une marche issue d’'une technique de type volumes finis, mais nous ne rentrerons pas dans la
description de cette technique.

3.5 Conclusion : Une insensibilité en thermique linéaire

Nous avons commencé ce chapitre avec comme objectif d’écrire la température comme
une espérance pour élaborer un algorithme de Monte-Carlo qui permettrait d’estimer la
température solution d’un probleme de transfert thermique linéaire couplé conducto-
convecto-radiatif (3.7).

Pour cela nous avons commencé par étudier puis employer la méthode des fonctions de
Green. Cette méthode d’échantillonnage est du point de vue théorique tres intéressante : elle
permet de réaliser un "saut de I'information" du point sonde directement a la contribution sans
utiliser de trajectoire (un saut a chaque changement de mode de transfert de chaleur). Cette
stratégie n’a pas pu étre concluante, le calcul explicite des fonctions de Green conductive
étant inaccessible en toute généralité | Cette difficulté ne pouvant pas étre contournée, nous
avons choisi d’employer un nouvel outil appelé processus.

L’idée principale, est de remplacer le "saut" par une marche d’origine le point sonde et
terminant sa trajectoire a 'une des potentielles contributions (voir Figure 3.15). La théorie
des processus stochastiques, permet ainsi d’exprimer la température comme une espérance
sur un processus : dans notre contexte, la température est exprimée comme la moyenne
des températures au bout de ces trajectoires. La formule de Feynman-Kac (3.59) en est un
exemple typique. Nous avons alors pu montrer qu’il devient possible d’échantillonner ces
trajectoires, mais qu’en revanche la mise en ceuvre est soit tres lourde, soit impraticable, les
temps de calcul pouvant étre exorbitants

Pour cette raison, nous avons finalement opté pour un modele approché de la conduction
obtenu en remplacant 'opérateur laplacien par un taux d’accroissement. Nous avons pu
déterminer le processus associé, a 'origine de la marche sur J-sphere. Cette marche reste
praticable en géométrie complexe car elle bénéficie, au méme titre que le rayonnement, des
outils issus de la communauté de la synthese d’image.

Nous récapitulons ces trois stratégies a la Figure 3.22.
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(a) Méthode des Fonctions de Green (b) Méthode des Processus Stochastiques

(¢) Méthode marche sur §-sphere

FI1GURE 3.22 — Illustration des trois points de vue d’une propagation partant du point origine
(&Z,t), associée aux modeles (3.7) dont la contribution est la condition initiale 77 au point
@1 : la recherche de l'information s’est d’abord propagée par conduction dans le domaine
solide, jusqu’a atteindre le domaine fluide. Une fois dans le fluide, elle s’est propagée par
convection jusqu’a atteindre la frontiére solide au point (¥s,ts). De nouveau dans le solide,
elle s’est propagée par conduction jusqu’a atteindre une source radiative en (Zg,tg), puis
s’est propagée par rayonnement jusqu’a étre absorbé au point (£g,ts) dans le solide, pour
finalement atteindre par conduction le point (&g, ;). Le poids de MC étant la condition
initiale T7(Zy).
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Les retombés applicatives issues de ce cadre théorique sont nombreuses, permettant
le calcul d'une température locale, d'une température moyenne surfacique ou volumique
(moyenne spatiale et temporelle) dans des contextes ingénieur tres larges : milieux poreux,
récepteurs solaires, moteurs électriques, électronique de puissance, thermique des villes et des
batiments,... Les figures 3.23, 3.24 et 3.25 donnent quelques illustrations.

FI1GURE 3.23 — Illustration d’un milieu poreux de type cellule de Kelvin et d’'un chemin
conductif généré suivant 1’Algorithme d-sphere permettant le calcul de la température au
sein du milieu poreux (sources [60, 61]).

FIGURE 3.24 — Illustration d’une puce électronique développée par la start-up Deep Concept
hébergée a la plateforme Prime & Tarbes lors d'un projet de R&D (avec 'autorisation de
Deep Concept), et d'un chemin conductif généré suivant I’Algorithme §-sphere permettant le
calcul d’une température de jonction au sein de la puce [21, 23].
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FIGURE 3.25 — Hlustration d’une centrale solaire (sources [62], [74]) et d'un ensemble de
chemins optiques permettant le calcul d’un flux solaire en considérant toute la complexité
géométrique et physique de la centrale, champ d’héliostats et récepteur thermique au sommet
de la tour.

Plus de détails concernant toute ’étendue de cette famille de travaux sont disponibles sur
les deux sites web [21, 23] et [22, 75].

Pour conclure ce chapitre, nous présentons un récent résultat réalisé par Loris Ibarrart
[60, 61]. Ce résultat a été obtenu dans une configuration constituée d'un échangeur poreux en
plaque constitué de cellules de Kelvin (4 cellules a la traversée). Cette plaque est parcourue
par un fluide initialement froid, et est éclairée par une tache solaire (qui conserve une taille
fixe lorsque 'on change les dimensions de la plaque poreuse). La grandeur calculée est la
température moyenne de l'air en sortie de I’échangeur par I’échantillonage de 10000 chemins
conducto-convecto-radiatifs représentant les couplages thermiques tridimensionnels au sein
du poreux. Dans cet exemple, le flux radiatif incident est représenté par une température
équivalent corps noir, et les écarts de température sont restreints afin de rester dans la gamme
de validité de la linéarisation du rayonnement. La figure 3.26 présente ces résultats de calcul
avec leurs incertitudes statistiques ainsi que les temps de calcul correspondants en fonction de
la complexité de la géométrie (extension de la plaque poreuse). Le temps de calcul reste alors
le méme quelle que soit I'extension de la plaque, donc quel que soit le nombre de cellules
poreuses prises en compte explicitement lors du calcul. On retrouve ici une insensibilité a la
complexité géométrique en transfert thermique, la méme insensibilité que celle observée par
Najda Villefranque figures 1.5 et 1.6 en transfert radiatif.
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(e) Evolution moyenne de la température et du temps de calcul pour un nombre croissant de cellules de Kelvin. Le temps de
résolution est le temps nécessaire pour échantillonner 104 chemins aléatoires couplés dans le systéme.

FIGURE 3.26 — Evolution de la température du fluide sortant, du temps de chargement de
la géométrie, et du temps de calcul en fonction de la complexité de la géométrie dans une
simulation d’échangeur solaire. La géométrie considérée est un milieu poreux constitué d’un
nombre croissant de cellules de Kelvin soumis au réchauffement d’une tache solaire et balayé
par un fluide froid. Au fur et & mesure que la géométrie est déployée, une proportion croissante
de la tache solaire participe au réchauffement du fluide, tandis que le débit d’entrée du fluide
augmente proportionnellement a la surface d’entrée (sources [60, 61]).
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Chapitre 4

Trois algorithmes de Monte-Carlo
Non-Linéaire existants : une tentative
de mise en oeuvre en transfert
thermique

Dans ce chapitre, I'objectif est d’étendre la méthode de Monte-Carlo aux transferts
thermiques non-linéaires tout en conservant I’ensemble des avantages observés dans le
cadre linéaire, notamment cette insensibilité a la taille et au niveau de raffinement de la
description par CAO (fig. 3.26) que nous avons décrite a la fin du chapitre précédent. Nous
avons expliqué pourquoi, dans le Chapitre 1, cette insensibilité serait perdue si la non-linéarité
était abordée a l'aide de "marcheurs" en essaim. Nous concentrons donc notre analyse de
I’état de I'art sur les algorithmes de MC Non-Linéaire sans essaim que nous regrouperons en
trois familles d’objectifs.

Avant de rentrer dans la lecture détaillée des algorithmes issus de ces trois familles, il
est essentiel de préciser qu’on entend par Monte-Carlo Non-Linéaire la présence dans les
algotithmes de deux types de non-linéarités : les non-linéarités propres a la théorie de Monte-
Carlo, donc relevant de 'estimation numérique d’intégrales, indépendamment de leurs origines
physiques, (emboitement d’espérances via des fonctions non-linéaires) et les non-linéarités
propres a la physique initiale (par exemple une équation de Boltzmann non-linéaire ou les
particules interagissent entre elles).

Selon cette distinction, les algorithmes a collisions nulles relevent du premier type de non-
linéarité : ils sont issus de la physique du transport linéaire, permettent de gérer I’hétérogénéité
du coefficient d’extinction et nous verrons que méme dans cette physique linéaire, I’extinction
le long d’'un faisceau fait apparaitre selon la loi de Beer une exponentielle d'une intégrale de
la section efficace. Lorsque 'on souhaitera intégrer un ensemble de faisceaux, on sera bien
confronté a une intégrale d’une fonction non-linéaire (exponentielle) d’une intégrale. Les deux
autres algorithmes quant-a eux, trouvent leurs origines dans la volonté de produire la solution
d’un probléme de physique non-linéaire (non-linéarité de la photosynthese et non-linéarité
de I’équation de Boltzmann a titre d’exemples). Cette distincion doit rester bien présente a
I’esprit, dans ce qui va suivre. Dans ce chapitre, nous nous focaliserons exclusivement sur le
second type, classique, des non-linéarités issues de la physique du probléeme.
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4.1 Description plus approfondie des propositions de
Galtier, Dauchet et Terrée

Nous allons faire une premiere tentative de résolution de problemes de transferts thermiques
non-linéaires par la méthode de Monte-Carlo. Nous commencons par un rappel détaillé de
trois groupes de travaux [13], introduisant des étapes conceptuelles qui seront au coeur de
notre proposition :

— Tlintroduction de "collisionneurs fictifs ou nuls" [76, 14, 77], via un paralléle avec le
transport de particules, ces collisions nulles permettant de reporter la non-linéarité
dans une probabilité de rejet (section 4.1.1) ;

— le développement en série entiére de la non-linéarité [78] et la gestion de chaque monéme
d’ordre n (la puissance n-iéme d’une espérance) via n réalisations indépendantes
(section 4.1.2) ;

— le remplacement de la probabilité de rejet (le lieu de la non-linéarité) par un seul
échantillon de sa variable aléatoire associée [20] (section 4.1.3).

Nous proposons ici une illustration des répercussions applicatives de ces trois concepts avant
de proposer une combinaison des trois idées (section 4.1.4) dans 'objectif d’aborder des
problemes de

— diffusion thermique (conduction de la chaleur) avec une conductivité dépendante de la
température, A\(7) (section 4.2),

— rayonnement entre surfaces opaques grises, oT* (section 4.3),

— condition a la limite conducto-convective avec un coefficient d’échange convectif dépen-
dant de la température, hp(T") (section 4.4.1),

— conduction avec une capacité calorifique dépendante de la température, C(T') (sec-
tion 4.4.2).

Un premier résultat de notre recherche sera que, malgré leurs différences d’un point de
vue thermique, ces quatre cas peuvent étre abordés en adoptant la méme démarche (un
appel successif aux trois concepts précédents). Nous insisterons donc sur les caractéristiques
communes aux quatre algorithmes résultant. L'une d’elle est malheureusement le caractere
impraticable dii au trop grand nombre de branchements.

Nous cléturerons donc ce chapitre par un effort de synthese ot nous laisserons de coté la
spatialisation. Chaque équation intégrale associée a I'un des quatre problemes de transfert
que nous avons étudiés deviendra alors similaire a une méme équation différentielle, dont la
structure bien particuliere sera a 'origine des développements proposés au prochain chapitre.

4.1.1 Les algorithmes a collisions nulles

Nous présentons le fondement des algorithmes a collisions nulles (ACN) a travers I’étude
de I’équation différentielle linéaire ordinaire suivante,

{ y'(t) = —k(t) (y(t) — S(t))

Yt = (4.1)

Les ACN ont été initialement développés dans le cadre de la physique du transport linéaire
[79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 14, 77, 76]. La question posée était de gérer les hétérogénéités
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spatiales de la densité de collisionneurs le long d’une trajectoire. Mais comme dans cette
famille de modeles la vitesse des particules est connue a tout instant, on peut choisir de
regarder cette hétérogénéité spatiale comme une évolution temporelle de la quantité de
collisionneurs vue par une particule le long de sa trajectoire. C’est cette vision temporelle
que nous retenons dans I’'Eq. 4.1 car nous verrons que l’essentiel de nos questions associées
aux non-linéarités peuvent se discuter en écartant les dimensions spatiales, qui n’introduisent
aucune difficulté spécifique. A ce stade, k ne dépend que du temps ¢ de facon explicite, et
non pas de la solution y du probléme. Il s’agit donc d’une équation différentielle linéaire
que 'on peut apparenter a une cinétique chimique d’ordre 1. k serait alors la constante de
vitesse, mais nous préférons ici 'appeler coefficient d’extinction, d’une part pour maintenir
une référence explicite a la physique du transport et d’autre part pour permettre 'utilisation
d’un vocabulaire unique méme lorsque nous quitterons le parallele avec la cinétique chimique
d’ordre 1 (k dépendant de y, voir la section 4.1.3). On peut retenir en tout cas que dans une
pensée cinétique, k est proportionnel a la densité des partenaires de collision.
La solution de 4.1 est

y(t) = exp (— /Ot_tl k(t — S')ds') yr + /Ot_tl k(t — s)exp (— /08 k(t — s/)ds/) ds S(t —s)
(4.2)

que l'on peut reformuler de la facon suivante,

H(t[ >t — S)y[

o) = [T k= syesp (= [Tkt - )as') ds (4.3)
+H(tr <t —s)S(t—s)

ot H(C) est égal a 1 si la condition C' est vérifiée et 0 sinon, cette application est issue de la
pensé informatique et peut étre représentée mathématiquement par une fonction Heaviside.

Pour que I'équation (4.3) soit mathématiquement correcte, la fonction k est prolongée par
une constante k pour des valeurs inférieures a t;, i.e. Vs €] — o0, ty], k(s) = k ot k est un
majorant positif de k, cette astuce technique est employée tout au long de ce manuscrit de
facon implicite. A ce stade, il est intéressant de remarquer que si la fonction k est constante,
alors il devient possible d’élaborer un algorithme de Monte-Carlo associé a y, puisque le terme
kE(t — s)exp (— [y k(t — s')ds") est égal a kexp (—ks) qui n’est rien d’autre que la densité
de probabilité d’'une loi exponentielle de parametre k, notée £. Ainsi, y s’écrit comme une
espérance

y = Evy (Yn) (4.4)

avec

Yu(t)=H({tr >t =Eyr+H(tr <t =E)S({t=E) (4.5)

L’algorithme d’échantillonnage de y suivant Yy est donné dans I’Algorithme 12. Nous
retrouvons la méme structure que celle que nous avons utilisée au paragraphe 3.4.2 lors de la
présentation des algorithmes de thermique linéaire instationnaire : on tire un temps de retour
en exponentielle et on retient la valeur de .S a l'instant correspondant, sauf si cet instant est
situé avant la condition initiale, auquel cas on retient la valeur initiale de y.
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Algorithme 12 : Fonction F(t) d’échantillonnage de Yy au temps t. Le poids de
Monte-Carlo w est S(t'), sauf si la condition initiale & été atteinte lors du retour temporel
et dans ce cas w = yj.

Echantillonner s suivant &;
t'=t—s;
if t; > t' then
‘ W =yYr,
else

L w=_S{t);

(= I NV N VN

Lorsque le coefficient d’extinction k n’est pas constant, le terme k(t—s) exp (— J; k(t — s')ds’)
est la densité de probabilité d’'une loi exponentielle intégrale qui n’est généralement pas facile
a échantillonner. C’est cette difficulté d’échantillonnage qui peut étre contournée via ’emploi
de la technique des algorithmes a collisions nulles. L’idée est d’ajouter en tout point des
sections efficaces de collisionneurs fictifs, qui ne changent pas la physique du probléeme mais
transforment I'exponentielle intégrale hétérogene en une simple exponentielle intégrale homo-
gene : ['idée principale est que les ACN transforment la non-linéarité de [’extinction de Beer
en un probleme linéaire récursif que Monte Carlo gére sans approximation. Ici on introduit
un coefficient d’extinction k,(t), fonction du temps, représentant des collisionneurs fictifs,
que Pon ajoute & k(t) de sorte que k(t) + k,(t) = k avec k un majorant de k qui ne dépend
pas du temps (la densité de collisionneurs fictifs est ajustée a la densité de collisionneurs réels
de sorte que 'extinction totale soit uniforme),

y'(t) = —k(t) (y(t) =S

(
= —k(t) (y(t) — S(t) +kn(O)y(t) — ka(t)y(t)

~
N— CQ
o
3
~—~
~
SN—

avec S*(t) = p(t)S(t) + (1 — p(t)) y(t) et p(t) = k(t)/k. Comme précédemment, la solution

est
t—tr .

y(t) = exp (—l%(t — t1)> yr + /o k exp (—l%s) ds S*(t —s) (4.7)
que l'on exprime sous une formulation intégrale

. H(ty >t —s)ys
y(t) = /0 k exp (—l%s) ds (4.8)
+H(tr <t —5)S*(t — s)

et ou 'on peut remplacer S* par son expression pour obtenir

%(t[ >t — S)y[

y(t) = /0+oo k: exp (—l%s) ds (4.9)

p(t —s) S(t—s)
+7—[(t1 <t— S) <+(1 _p(t _ 3))y(t — 8))
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ce qui se lit comme une espérance,
y=Ey (Y) (4.10)

avec

(4.11)

WﬂZHm>t—Qw+%W<t_@( Bp(t - &) S(t—&) ))

(1= Bp(t = €)Y (t ~

ot € est une loi exponentielle de parametre i de densité de probabilité s lAfexp (—l%s)
et B(p) suit une loi de Bernoulli de parametre p. L’Algorithme d’échantillonnage d’'une
réalisation y de Y est décrit dans I’Algorithme 13. Cet algorithme consiste a tirer un temps
de retour en exponentielle pour échantillonner le prochain évenement de collision ; si cet
instant est situé avant la condition initiale, alors on retient la valeur initiale de y, sinon on
sélectionne avec la probabilité p une collision vraie et on retient la valeur de S, et avec la
probabilité 1 — p une collision virtuelle, et on retient la valeur de y, tout ceci au moment de
la collision.

Puisque la valeur de y est inconnue, on la remplace par un échantillonnage récursif (de
Y’) que l'on justifie par le principe de double randomisation. La probabilité p que la collision
échantillonnée soit une vraie collision est une fonction du temps, elle intervient seulement au
moment de la collision et permet de déterminer la nature de la collision : vraie ou virtuelle.
Dans 'équation (4.11), la probabilité p est une fonction de ¢ et E:p= p(t — £ ) qui est donc
une v.a. définie comme fonction d’'une v.a.. Mais puisque 'espérance sur € intervient en
dehors de la fonction p, il n’y a aucun probleme de non-linéarité, le profil de p pouvant étre
aussi complexe que souhaité.

Algorithme 13 : Fonction F'(t) d’échantillonnage récursif de Y au temps ¢. Le poids
de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = y; ou
w = S(t')), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de F' au temps ¢'.

1 Echantillonner s suivant & :

2t =t—s;
3 if t; >t/ then
4 ‘ w=yr,

5 else

6 Echantillonner r suivant U([0, 1]);
7 if » < p(t') then

8 ‘ w=2_8(t);

9 else

10 | w=F(t)

Une illustration de cet algorithme est proposée Figure 4.1.
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FIGURE 4.1 — L’algorithme 13 estimant y() consiste a échantillonner une réalisation s de £ ;
si t — s est situé avant la condition initiale t; alors on retient la valeur initiale de y comme
poids de MC, sinon on échantillonne r uniformément sur [0, 1], si 7 < p(t — s) alors on retient
S(t — s) comme poids de MC, sinon on échantillonne une réalisation de Y (¢t — s) et on la
retient comme poids de MC. Dans cette figure, nous avons échantillonné s; suivant & , ce qui
a conduit a un rejet (la collision a 'instant ¢; correspondait a la partie de I'extinction associée
aux collisionneurs virtuels, entre k£ et /Af), puis suite a ce rejet nous avons échantillonné s,
ainsi qu’'un nouveau type de collision a t,, qui a encore été fictive, puis s3 et un type de
collision & t3, qui cette fois a été une collision réelle, et c’est finalement S(t3) qui a été retenu.

Nous discuterons dans la section 4.1.3 d’une classe de problemes non-linéaires dont la
non-linéarité se traduit par la dépendance du coefficient d’extinction k a la grandeur, les
ACN permettant de reporter la non-linéarité dans la probabilité p = k/ k. Cette probabilité p
dépendra alors non-linéairement de y, I’écriture en une seule espérance étant rendue possible
grace a la technique présentée dans la section suivante.

4.1.2 Estimation de ’espérance d’une fonction non-linéaire d’une
espérance

Le photobioréacteur étudié par J. Dauchet est une enceinte cylindrique fermée dans
laquelle des micro-organismes (micro-algues) se multiplient par photosyntheése dans un milieu
aqueux parfaitement mélangé a tout instant. De ce milieu est constamment extrait de la
biomasse, pendant qu’il est suffisamment alimenté en eau, en C'0y, en autres nutriments, et
en lumiere pour que cette biomasse se renouvelle au plus vite. Aujourd’hui, 'homogénéisation
et 'optimisation des conditions thermochimiques dans le réacteur (température, salinité,
concentration en nutriment, concentration de biomasse) en vue de maximiser la croissance
des micro-organismes n’est plus une difficulté : les technologies nécessaires sont totalement
maitrisées. En revanche, il n’en est pas de méme pour son éclairement. C’est ’objet de la these
de J. Dauchet. La lumiere est la source primaire et unique d’énergie des micro-organismes
dans le réacteur. La géométrie de ce dernier est prévue pour que, sachant les propriétés
optiques du milieu de croissance, I’absorption de la lumiere fournie et surtout le taux de
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croissance de biomasse soient maximales. Cette optimisation n’est pas une tache évidente, car
le rendement de la photosynthese est variable, et dépend en particulier de 1’éclairage local qui
lui méme dépend de la concentration en micro-organismes. Il n’y a donc pas proportionnalité
entre 'éclairage absorbé et la production finale de biomasse.

Dans cette étude, la grandeur d’intérét est le taux de croissance de biomasse global R(C'),
qui dépend de la concentration C. Ce taux global n’est rien d’autre que l'intégrale sur le
volume du réacteur du taux de croissance de biomasse local r(y, C'), qui lui dépend de la
position y au sein du réacteur et de la concentration C'. La géométrie du réacteur est tres
complexe : une cuve cylindrique traversée par 979 fibres optiques, perforées dans leur partie
immergée et qui amenent la lumiere depuis un concentrateur solaire et la dispersent dans le
volume de réaction. Cette géométrie a elle seule justifie I'utilisation d’une méthode de Monte
Carlo. Si r(y, C) était connu en tout point, on écrirait

ROV=[  r@Ody=[ Sy O =Ev(r(v.C)V)  (412)
reacteur reacteur V
ou V est le volume de réaction et Y une variable aléatoire position distribuée uniformément
dans le volume.

Cependant r(y, C') n’est connu que comme une fonction non-linéaire f du taux d’absorption
de photons local a(y, C'). C’est a ce stade qu’intervient la photosynthese naturelle, qui est
effectivement connue pour étre une conversion non-linéaire de la quantité de photons absorbés
par les algues. On retient

r(y,C) = fla(y,C)) (4.13)

Or le nombre de photons absorbés en y par unité de temps, a(y, C), est lui méme dépendant
du transfert des photons depuis les fibres jusqu’a la position y. Grace aux lectures statistiques
usuelles de I’équation de transfert radiatif, on peut écrire cette absorption comme une moyenne
sur I’ensemble des chemins optiques :

a(y, C) = /Optique priy(7)dvb(y, v, C€) = Eryy (b(y, Ty, C)) (4.14)
ou I'|y est une variable aléatoire traduisant les chemins optiques possibles, conduisant un
photon depuis un point sur la fibre (une perforation) jusqu’a une absorption en y, et b(y,~y, C)
est la contribution d’un tel chemin ~. Cette contribution dépend de la concentration en
biomasse C' car le coefficient d’absorption du fluide (qui est une fonction de C') détermine la
fraction du flux de lumiére incidente qui est transmise le long du chemin optique « (selon la
loi de Beer).

En combinant les équations 4.12, 4.13 et 4.14, on obtient la grandeur recherchée (le taux
de croissance global) & partir de deux espérances (la moyenne volumique et la moyenne sur
les chemins optiques) combinées via la fonction f (la conversion photosynthétique)

R(C) =By (f (Ery (o, TIY,C)V))) (4.15)

La question posée par J. Dauchet est donc la suivante : Comment évaluer par une MMC
la grandeur R(C) qui est exprimée comme [’espérance d’une fonction non-linéaire d’une
espérance ¢

La stratégie proposée par J. Dauchet consiste a projeter la fonction non-linéaire f sur
une base polynomiale (par exemple via un développement en série entiere), qu’il propose
de reformuler en une série pondérée de monomes, dans le but d’échantillonner I'un d’entre
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eux en employant n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, tout en
remarquant que Ex(X") = [T, Ex, (X;) nécessite n échantillonnages indépendants de X. La
logique profonde de l’algorithme proposé est donc de transformer un processus non linéaire en
un processus de dimension infinie linéaire équivalent, puis d’utiliser la capacité inhérente de
Monte Carlo a gérer la dimension infinie. Ainsi a condition que I’échantillonnage polynomial,
qui est le prix a payer pour s’attaquer aux non-linéarités, reste "traitable", il devient alors
possible de résoudre une multitude de problemes non-linéaires comme ceux illustrés dans la
Figure 4.2.

Dans chacune des quatre configurations décrites dans la Figure 4.2, la mise en ceuvre
algorithmique de la stratégie proposée par J. Dauchet est opérationnelle et a permis le
calcul de grandeurs d’intérét en géométrie complexe, sans aucune approximation, ce qui
n’avait jamais été réalisé auparavant (méme par le biais de méthodes déterministes). Dans le
contexte du photobioréacteur !, J. Dauchet a pu évaluer le taux de croissance de biomasse
local r(y, C') en tout point entre deux fibres. Il observe alors que les photons absorbés par les
micro-organismes ne sont pas convertis linéairement au sein des unités photosynthétiques
(voir Figure 4.2). Ce qui est remarquable dans ce premier résultat, c’est la capacité a produire
cette estimation, sans aucune dégradation des modeles physique et chimique, ni méme
de la géométrie complexe composée de 979 fibres. Cependant, ce résultat a été produit
indépendamment de la proposition de J. Dauchet, et n’est que la conséquence de la capacité
inhérente de Monte Carlo a gérer une dimension infinie. Le deuxiéme résultat quant-a lui,
n’aurait pu étre réalisé sans sa proposition, qui lui a permis d’évaluer le taux de croissance
de biomasse global R(C), intégré sur tout le réacteur, en fonction de la concentration en
micro-organismes (fonction non-linéaire du taux de croissance de biomasse local r(y, C)), lui
permettant de déterminer la concentration optimale maximisant le taux de production de
biomasse de I’ensemble de la cuve (voir Figure 4.2). Ce résultat est tres intéressant pour la
communauté du génie des procédés et peut étre employé a des fins industrielles comme pour
I'optimisation et le dimensionnement d’un réacteur.

Une autre force de sa proposition est la possibilité de combiner différentes physiques
linéaires en les couplant les unes aux autres (chacune linéaire vue séparément, le probléeme
devenant non-linéaire lorsqu’elles sont couplées). Rien ne limite en effet la méthode & un
seul niveau d’emboitement. Actuellement, les travaux menés par V. Gattepaille, toujours
motivés par des préoccupations industrielles relevant du génie des procédés, ont pour objectif
d’étendre I'algorithme proposé par J. Dauchet a la prise en compte des quatre physiques
illustrées dans la Figure 4.2 au sein d’un seul et méme algorithme de MC

— partir du soleil et suivre le rayonnement a la traversée de l’atmosphere jusqu’a la
centrale solaire (en pratique les chemins sont construits de fagon réciproque, depuis la
centrale vers le soleil),

— puis de la centrale solaire jusqu’au flux de lumiere sortant de chaque fibre, via les
réflexions sur chaque héliostat et la modélisation de la captation et du transport par
les fibres,

1. le photobioréacteur est une cuve agitée continue, de 16.5 cm de diametre, d’'une hauteur de 1 m, éclairée
intérieurement par 979 fibres optiques immergées dans la culture ; le diameétre de chaque fibre est de 1.2
mm, espacée de 4.8mm, le flux émis en surface de chaque fibre est homogene et égal & F = 25umol/kg/s. Le
développement des micro-organismes a l'intérieur de la cuve est entierement piloté par le taux d’absorption
des photons, ces photons étant émis depuis la surface de chaque fibre a travers des perforations, diffusant
dans le milieu suivant 'ETR, jusqu’a absorption par un micro-organisme.
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— depuis la surface de chaque fibre suivre le rayonnement dans le milieu, diffusé ou absorbé
par les micro-organismes,

— en évaluant les coefficients de diffusion et d’absorption des micro organismes via la
résolution de I’électromagnétisme au sein de chaque micro organisme (tenant compte
de sa forme et de sa composition, notamment pigmentaire),

et bien siir en conservant la capacité initiale de cette modélisation statistique d’intégrer la
non-linéarité de la conversion photosynthétique dans la géométrie d'une cuve industrielle. La
complexité des problemes de thermique que nous envisageons n’est pas liée, comme dans
cet exemple, a 'emboitement de physiques tres diverses a des échelles tres distinctes. En
effet, méme si des questions similaires se posent dans le contexte de la transition énergétique,
notamment en ce qui concerne la modélisation thermique des villes, nous verrons que ce
qui nous intéresse dans cette expérience pratique de plusieurs modélisations statistiques
emboitées non-linéairement est avant tout la perspective de procéder de méme, au sein d’une
seule physique, mais de fagon récursive.

Nous proposons de résumer les fondements de la technique de J. Dauchet et al. & travers
I'étude de la grandeur A = Ey (f (EX|Y (X]Y))) que l'on écrit,

A= /DY py(y)dyf </wa pxy(wly)d$> (4.16)

ol py et pxjy sont les densités de probabilité des v.a. Y et X|Y respectivement et f une
fonction non-linéaire ?. Le développement en série entiere de f autour d'un point de référence
noté x,.; € R (ou une projection sur une base polynomiale), nous permet d’écrire f comme

une série pondérée,
f@) =2 an(x — @ep)"

neN

SO

neN n

) (4.17)

ol (Pn)nen est une suite de nombres réels strictement positifs tels que >, cn p, = 1, choisie
arbitrairement. La grandeur A s’écrit,

A= /Dy py (y)dy an (Qn </DXY pX|y(x|y)d:13 (x — xref)">>

neN n

N (4.18)
Qn
= / py(y)dy Y pn H/ px.y (wily)dz; ( (i — xref))
Dy neN i=1 DX\Y Pn
que l'on exprime comme une seule espérance,
A=FE4(A) (4.19)
avec 4 .
A="2pPy(XN]Y) (4.20)
PN

olt N est une variable aléatoire prenant la valeur n € N avec la probabilité p,, et Py(Xn|Y) =
N (XY = 2pep) avee XN|Y = (XY, XolY, ..., Xn|Y) et X;|Y sont des v.a. indépendantes

2. Par rapport a 'exemple du photobioréacteur que nous venons de détailler, nous avons seulement
simplifié les notations en remplacant b(Y,T'|Y,C)V par X|Y
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et identiquement distribuées par rapport a X|Y. En utilisant le principe de double rando-
misation (sec. 5.17), l'algorithme de MC associé a I'Eq. (4.19) est décrit par ’Algorithme
14.

Algorithme 14 : Fonction F(t) d’échantillonnage de A au temps t. Le poids de
Monte-Carlo est w = F(t).

1 w=1;

2 Echantillonner y suivant Y ;

3 Echantillonner n suivant N :

4 foreach i in 1:n do

5 L Echantillonner z; suivant X;|(Y = y);
6 w=w(T; — Tref) ;

7T W= Z—Zw;

Le nombre n était typiquement de l'ordre de 40 dans I'exemple du photobioréacteur. Le
choix de N est essentiel. On fait ce choix en fonction des propriétés non-linéaires de f. Par
exemple si I’on considere un probléeme ot les trois premiers termes de la série sont une bonne
approximation de f, et que le résidu dii aux termes supérieurs est négligeable par rapport
aux trois premiers, alors nous choisirons la suite (p,)nen telle que la somme py + p1 + po soit
proche de 1 i.e. de telle sorte que la variable aléatoire N ne prenne que rarement des valeurs
plus grandes que 2.

Nous aborderons dans la prochaine section une classe de problemes non-linéaires dont la
non-linéarité se traduit par la dépendance du coefficient d’extinction a la grandeur physique,
les ACN permettant de reporter la non-linéarité dans la probabilité p, qui devient le lieu de
la dépendance a la solution du probleme. Cette probabilité p pourra étre remplacée par sa
série entiere et se traduira par I’échantillonnage d’un mondéme de degré n, a l'origine de n
branches.
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FIGURE 4.2 — Quatre exemples de systémes complexes non-linéaires (source [13])
109



FIGURE 4.1 — Quatre exemples de systémes complexes non-linéaires (source [13]) : La Fig.(1a)
représente 'intégration des fluctuations horaires de I'apport solaire sur 30 ans dans la
géométrie complete d’'un champ d’héliostats d’un kilometre de large afin d’optimiser le taux
de conversion chimique sur la durée de vie de la centrale. Les photons émis par le soleil sont
réfléchis sur les héliostats et concentrés a ’entrée du réacteur chimique. En fonction de leur
succes de transmission X, la puissance solaire EX|Y (X|Y’) absorbée par le récepteur a un
instant aléatoire Y détermine le taux de conversion chimique non linéaire de la réaction
7,0 — Z, 4+ 1/20. Dans la Fig. 1b, est représenté la diffusion d’une onde plane incidente de
direction e; diffusée par une cyanobactérie hélicoidale dont 'indice de réfraction est beaucoup
plus grand que la longueur d’onde (particule optiquement molle). L’amplitude de diffusion
complexe Exy (X|Y) est la somme des contributions des ondes secondaires X |Y (interférences)
provenant de la surface du diffuseur dont l'orientation est aléatoirement distribuée suivant Y.
L’estimation de la section efficace différentielle a diffusion unique S(es), dans la direction e
pour une suspension de particules, en supposant une diffusion indépendante, est évaluée en
faisant la moyenne du module au carré de Exy (X|Y) sur les statistiques des orientations
Y. La Fig. (1c) illustre la production de phytoplancton dans un photobioréacteur a cuve
agitée continue, éclairé intérieurement par 979 fibres optiques F immergées dans la culture.
Le taux local d’absorption des photons Exy(X|Y) a I'emplacement Y est la moyenne des
contributions X|Y" de chaque chemin optique des fibres a Y a travers la suspension de diffusion
et d’absorption. L’estimation du taux de croissance global R(C') dans l'ensemble du volume de
culture, en fonction de la concentration de biomasse C', est évaluée en faisant la moyenne du
taux local d’absorption sur les emplacements du volume. Enfin, dans la Fig. (1d) est illustré le
transfert radiatif atmosphérique : intensité spécifique du haut de 'atmosphere (TOA) (de la
Terre vers 'espace). Les photons émis par 'atmosphére aux fréquences infrarouges sont dus a
des transitions d’émission aléatoires Y, d'un état énergétique supérieur a un état énergétique
inférieur, principalement des molécules de C'O; et HoO de concentration Cy a l'altitude
Hy. La source correspondante Sy dépend de l'état thermodynamique de ’atmosphere,
principalement de la température Ty (définissant la population de I’état énergétique) et
de la pression Py . Cette source est ensuite exponentiellement atténuée par I’absorption
atmosphérique, c’est-a-dire par toutes les transitions d’absorption aléatoires X |Y, d’'un état
d’énergie inférieur a un état d’énergie supérieur, se produisant a l'altitude Hx|y entre Hy et
le haut de I'atmosphere.
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FIGURE 4.2 — Dans la figure (c), les photons absorbés par une cellule phytoplanctonique sont
convertis de fagon non linéaire au sein des unités photosynthétiques, conduisant a un profil
spatial bien particulier du taux de croissance de la biomasse f(a(Y,C)). Dans la figure (d),
le taux de croissance du réservoir plein dépend de la concentration de biomasse et indique la
concentration optimale permettant le plus grand taux de production de biomasse (source

[13]).
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4.1.3 Résolution d’une équation de Boltzmann non-linéaire

Pour illustrer le concept qui nous intéresse dans la proposition établie par G. Terrée et al.
[20], nous retenons son traitement d'un exemple émanent d’'une EDP non linéaire en physique
statistique, 1’équation de Boltzmann, qui régit la densité spatio-temporelle des particules en
interaction dans un gaz dilué. Pour simplifier cette étude, nous considérons un cas académique
décrit par une version simplifiée de ’équation de Boltzmann (4.21). Il s’agit de représenter
la cinétique d’un gaz mono-moléculaire et mono-atomique, dans une situation uniforme et
isotrope : f(&, €, t) = f(||€]|,t), ou f est la fonction de distribution des particules dans le
gaz. Par commodité, on notera toutefois f(&, ¢, t) = f(C,t). Dans ces conditions, les termes
de transport de I’équation de Boltzmann sont nuls. Ne restent que les termes collisionnels, la
physique correspondante étant facile a visualiser : une particule de vitesse € suit simplement
son vol "balistique" jusqu’a ce qu’elle entre en collision avec une autre particule de vitesse c_,’:
; a l'issue de cette collision instantanée, la vitesse de la particule passe de la vitesse € a la
vitesse €. L’équation de la variation de la densité des particules dans ’espace des phases
(position, vitesse) est non linéaire car le taux de collision (coefficient d’extinction) dépend de
la densité elle-méme.

0f(@1) =~ [ de. [ du (£ 0FE )~ [ 0f(E0)) (4.21)
C 4r
ou .. L.
c—;:c+c* ||C_C*||u7
2 2 (4.22)
J— C+3C ||c—c*|]u7
* 2 2

ou C est I'espace des vitesses possibles, la condition initiale étant donnée a l'instant ;. La
question posée par G. Terrée est alors la suivante : Comment résoudre par Monte-Carlo
I’équation de Boltzmann (4.21)-(4.22) sans faire appel a une approche en essaim ?

Pour répondre a cette question, G. Terrée commence par introduire deux densités de
probabilité pour gérer les deux intégrales, une pour 'espace des vitesses et une pour ’espace
des directions, ceci dans le but de faire apparaitre les différentes lois de tirage, puis il
propose une stratégie élégante qui part de l'idée des collisions nulles et d’une technique
d’échantillonnage des probabilités de rejet résultantes, qui sont ici inconnues :

e Premicrement, il observe que le coefficient d’extinction est hétérogene du fait qu’il
dépend de la densité f, le taux de collision étant proportionnel a la densité de particules.
Cette hétérogénéité aussi complexe soit-elle peut étre prise en compte via la technique
des algorithmes a collision nulle a condition de déterminer un majorant du coefficient
d’extinction qui sera construit en fonction des conditions aux limites imposées sur
f. En revanche, et contrairement au cas linéaire présenté section 5.17, la probabilité
issue de ’ACN, permettant d’identifier la nature de la collision, est une fonction de
la densité, i.e. p = p(f). Physiquement, cela signifie que la probabilité que la collision
échantillonnée soit une vraie collision dépend de la densité, ce qui est naturel au vu de
la physique que nous étudions ("f collisionne avec f").

e Pour gérer le fait que la probabilité p(f) est inconnue, G. Terrée s’est appuyé sur le fait
que p est linéaire : "f collisionne avec f" mais ne collisionne pas suivant un coefficient
d’extinction fonction non linéaire de f. Dans cette vision statistique, I’équation de
Boltzmann est donc un cas tres particulier qui a permis de premieres expérimentations
dans le contexte de Monte Carlo non linéaire.
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G. Terrée a ainsi pu remplacer p(f) par p(E(F')) = E(p(F)) ou F est une v.a. d’espérance
f (& déterminer), puis employer la technique proposée par J. Dauchet que nous avons
résumée a la section précédente, via I’emploi de deux v.a. F; et Fy indépendantes
et identiquement distribuées & F. Si f; est une réalisation de Fy, alors p(f1) est a
valeurs dans [0, 1] (par construction dans son cas puisque f; intervient & 'intérieur de
I'expression de la probabilité), et il I'utilise comme une probabilité pour I’échantillonnage
du type de collision.

Finalement, la méthode des ACN a permis de gérer 'hétérogénéité du coefficient d’extinction
en reportant la non-linéarité dans la probabilité p(f) dont le role est d’identifier la nature de
la collision : vraie ou virtuelle. Cette probabilité devient donc indéterminée. A défaut de
connaitre la valeur de f et donc de p(f), G. Terrée propose de remplacer p par la réalisation
d’une variable aléatoire d’espérance p(f) dont les réalisations sont comprises dans [0, 1]. I
choisit naturellement p(f;) ou f; est obtenu récursivement par un appel au méme algorithme
visant a évaluer f : l'algorithme est "branchant'.

La probabilité que la collision échantillonnée soit une vraie collision est donc une fonction
de f1, cette dépendance étant interprétée de la fagon suivante : plus la valeur de f; sera élevée
(proche du majorant f ) et plus la probabilité que la collision échantillonnée soit une vraie
collision le sera également. Au contraire, plus la valeur de f; sera faible et plus la collision
échantillonnée aura de chance d’étre une collision virtuelle, ce comportement algorithmique
étant en parfaite adéquation avec la physique étudiée : le coefficient d’extinction est d’autant
plus élevé que la densité 'est ,car les particules collisionnent entre elles. Mais par comparaison
avec les algorithmes a collision nulle en transport linéaire, l'objectif idéal d’avoir le moins
possible de collisions nulles n’est pas la seule contrainte lorsque 1’on cherche a minimiser les
cotits calculatoires : méme lors des collisions réelles, de nouvelles branches sont initiées et
I’algorithme s’effondre, du fait de sa récursivité, pour tous les problémes a faible nombre de
Knudsen (i.e. beaucoup de collisions a représenter entre le point étudié et une condition a la
limite connue, ou entre l'instant étudié et la condition initiale).

G. Terrée n’a donc pu aborder pratiquement que des probléemes a grand Knudsen (des
fluides tres raréfiés). Mais sa proposition est trés significative dans ce contexte applicatif
déja large (voir la Figure 4.6) car sa technique d’estimation ne nécessite pas la résolution
exhaustive de tout le champ aux instants précédents : comme dans les algorithmes MC reverse
standard pour résoudre le transport linéaire, les informations sur les états antérieurs du
champ sont reconstruites le long de chaque chemin uniquement "la" et "quand" elles sont
nécessaires (ici a chaque collision lorsque I'on remonte la trajectoire). Le contraste avec MC
linéaire est que la non-linéarité diie aux collisions se traduit par des chemins branchants, le
branchement étant la conséquence de la dépendance a f de la probabilité p : la probabilité
p = f/ f = Ep (Fy/ f) nécessite I’échantillonnage récursif d’une réalisation de F; ce qui
se traduit par l'apparition d’'une branche a chaque collision. Les retombées applicatives
de cette proposition sont significatives pour la communauté de la chimie nucléaire. Les
résultats présentés dans la Figure 4.5 illustrent deux bénéfices importants de cet algorithme
de résolution, tous deux liés a la capacité a concentrer ’étude sur une partie spécifique de
I'espace des phases (espace géométrique, espace des vitesses). Cette capacité est tout a fait
usuelle en transport linéaire, e.g. suivre les photons responsables d’une image, depuis la
caméra vers le soleil, et non pas décrire tout le champ de rayonnement. Mais elle est une
rupture dans le transport non-linéaire :
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fi=0

FIGURE 4.3 — Représentation de la trajectoire d’une particule dans un milieu hétérogene
(champ de particules f hétérogene), composé de deux types de zone, des zones Z; ou la densité
de particules est nulle et des zones Z; ou la densité de particules est uniforme égale a f . Dans
les zones Zjy, les particules ne subissent aucune diffusion, elles se déplacent balistiquement.
Dans les zones Z;, les particules collisionnent suivant une loi exponentielle de parametre f.
La difficulté liée a 1’échantillonnage de cette trajectoire est que nous ne connaissons pas le
champ de particules f (qui est 'observable que 'on cherche a évaluer) et donc les zones Z,
et Z; a I'avance.
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FIGURE 4.4 — Représentation d’une trajectoire réalisée par une particule, durant laquelle a eu
lieu huit collisions en (Z;)icq1,2,. s}, & Uorigine de huit branches (f;)ic(1,2,..8}, qui elles-mémes
seront a l'origine de nouvelles branches qui ne sont pas représentées ici.

— Le premier résultat présenté dans la Figure 4.5, est un cas académique pour lequel
des solutions analytiques ont été publiées. Il s’agit de I'analyse faite par Krook de
la dynamique de relaxation d’une distribution de vitesses initialement tres éloignée
de I’équilibre. L’analyse de Krook a permis de fournir une solution analytique a un
probleme qui semblait impossible a résoudre numériquement pour les méthodes en
essaim : les événements ayant les plus grandes conséquences, a savoir les collisions
impliquant des particules & haute énergie (ici des particules a grande vitesse), qui se
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trouvent loin dans la queue de la distribution des vitesses, ont une tres faible probabilité
d’occurrence (événements rares). Et ce sont pourtant ceux qui expliquent la cinétique
nucléaire dans cette condition. En utilisant la proposition de G. Terrée, les fractions
de particules ayant un module de vitesse aussi élevé que 6 fois la valeur moyenne, qui
correspondent & une fraction inférieure & 107! du nombre total de particules, peuvent
maintenant étre quantifiées numériquement aussi précisément que souhaité (voir Figure
4.5), ce qui permet de s’écarter des conditions académiques de 'étude de Krook. Avec
ce travail, G. Terrée montre donc qu’il est possible de construire utilement un espace de
chemins branchés qui partent d'un point tres particulier de ’espace des vitesses et qui
ne vont couvrir le reste de cet espace que dans la mesure de I'information nécessaire
a la dynamique d’un ensemble bien précis de particules. Comme dans ’exemple de
I'image ci-dessus, il n’est pas nécessaire de décrire explicitement toute la distribution.

Le deuxieme résultat conduit a une conclusion identique, mais dans ’espace géométrique
(et non plus dans l'espace des vitesses). Le gaz étudié est maintenant confiné par des
parois solides. G. Terrée a considéré deux géométries, un tube tortueux (Fig. 4.6b)
et un tube court avec une gorge (Fig. 4.6a). Il montre d’abord que ses algorithmes
conservent la propriété connue en rayonnement de permettre une mise en ceuvre efficace
en géométrie complexe grace aux outils de la synthese d’images. Mais avec ’exemple
de la gorge, il montre surtout qu’il est possible de faire partir les chemins depuis la
gorge pour étudier I’écoulement en son sein, c¢’est a dire depuis une toute petite partie
du systeme, sans avoir besoin de suivre un grand ensemble de marcheurs couvrant
I’ensemble du domaine, comme dans les approches en essaim.
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FIGURE 4.5 — Relaxation de la distribution de vitesse a 1’équilibre, source [20, 13] ((al)
distribution de queue des vitesses des particules (fraction de particules plus rapides que
S), (a2) fonction de densité de probabilité de la vitesse, (a3) variation de la fraction de
particules six fois plus rapides que la vitesse unité). Dans un gaz homogene, les collisions
entre particules redistribuent les vitesses de sorte que la distribution des vitesses tend a
s’équilibrer (distribution maxwellienne). En partant d’une distribution loin de 1’équilibre
(courbes noires), est évaluée la relaxation d’une distribution maxwellienne (courbes bleues)
en estimant la distribution de la queue a différents moments (par exemple, les courbes rouges
correspondent & I’état du systeéme a 1 unité de temps). Les lignes continues correspondent aux
solutions analytiques et chaque point correspond a une estimation MCNL indépendante. La
fraction de particules qui ont une vitesse six fois plus rapide que la vitesses unité (a3) illustre
comment MCNL explique 'augmentation de 1000 fois dans les particules a grande vitesse
les plus rares, sans discrétisation d’espace ou de temps. Fait remarquable, les événements
rares sont estimés avec la méme précision que les événements fréquents (104 échantillons pour
chaque estimation, les intervalles de confiance de toutes les estimations sont contenus dans
I'épaisseur de la pointe).
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(a) Tube court avec une gorge
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gorge du tube court, obtenu par une série tube tortueux, en fonction de la tempéra-
de calculs sondes sur les points d’une grille. ture de I'un des réservoirs, 'autre étant
Dans les calculs ayant donné ces résultats, supposé a 300K

il n’y a pas de collisions

FIGURE 4.6 — Dans les deux géométries, on se place en régime permanent. Le tube relie deux
réservoirs. De chaque réservoir sort une distribution de particules a 1’équilibre, avec une densité
et une température fixes, et une vitesse moyenne nulle. Les deux réservoirs sont a pressions
égales, mais a deux températures différentes. Hors des connexions avec les réservoirs, les
parois réfléchissent les particules en les thermalisant : la distribution des particules quittant
les parois est maxwellienne en tout point, a vitesse nulle et température de la paroi, avec
une densité réglée de sorte qu’aucun flux de matiére ne traverse la paroi. La température des
parois suit un profil affine selon la coordonnée z, continu avec les températures des réservoirs,
les connexions aux réservoirs suivent des plans d’équation z = cste (source [20, 13]).
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Nous proposons de résumer les fondements de la technique de G. Terrée et al. a travers
I'étude théorique de la grandeur A solution de I’équation (4.23), dont 'objectif est d’exprimer
A comme une espérance.

A =prAr+ (1 —pr) (p(A)A+ (1 —p(A)) ) (4.23)

ou A; une constante, p; une probabilité, S une source constante et p une fonction linéaire a
valeurs dans [0, 1]. Faisons I'hypothése que cette variable aléatoire existe et notons la X. Par
conséquent A = Ex(X) et nous pouvons écrire,

Ex(X) = prAr + (1 = pr) (p(Ex (X)) Ex (X) + (1 - p(Ex(X))) 5) (4.24)

Avant de tirer des conclusions trop héatives, rappelons que ’algorithme qui consisterait a
retenir avec la probabilité p; la valeur de Aj, avec la probabilité (1 — p;)p(z) la valeur de x
(échantillonnée suivant X) et avec la probabilité (1 — pr)(1 — p(x)) la valeur de S comme
poids de MC, est biaisé du fait que Ex(p(X))Ex(X) # Ex (p(X)X) (voir section 4.1.2).
Ainsi la variable aléatoire X définie telle que

X = B(pr)Ar+ (1= B(p1)) (B(p(X))X + (1 - B(p(X))) 5) (4.25)

n’est pas un candidat acceptable puisque E ¢ ()~( ) # A (sip;r <1, dans le cas ou py =1 le
probléme est trivialement résolu). Pour contourner cette difficulté, nous introduisons deux
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées X; et X5 par rapport a X,
afin d’écrire,

A= prAr + (1 = pr) (p(Ex, (X1))Ex, (X3) + (1 — p(Ex, (X1))) 5) (4.26)

la linéarité de ’espérance nous permettant de factoriser les espérances Ex, et Ex, : A =
Ex, x, (prAr + (1 —pr) (p(X1)Xo + (1 — p(X1)) S5)). 1l devient donc naturel de considérer les
réalisations p(x1) de p(X7) comme des probabilités, de les transformer en un test de Bernouilli
et enfin de réécrire A sous une formulation intégrale,

p(ﬂcl)/ pxg(ﬁz)db Ta
Dx,

A=p/Ar+ (1 —pj) /D px, (z1)dzy (4.27)
*1 +(1 — p(xy))S
puis comme une seule espérance,
A= Ex(X) (4.28)
X = B(pr)Ar + (1 = B(pr)) (B(p(X1)) X2 + (1 — B(p(X1))) 5) (4.29)

ou B(P) est une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre aléatoire P : 1’échantillonnage
d’une réalisation b, de B(P) consiste a échantillonner une réalisation p € [0, 1] de P puis a
échantillonner une réalisation b, suivant une loi de Bernoulli de parametre p.

L’algorithme d’échantillonnage de X est décrit dans I’algorithme 15. Cet algorithme
consiste soit & retenir avec la probabilité p; la valeur de A;, soit avec la probabilité 1 — p;
a échantillonner une réalisation z; suivant X; pour déterminer une valeur de la probabilité
p(z1), cet échantillonnage étant a l'origine de la génération d’une branche. Une fois que
la contribution x; associée a cette branche est évaluée (aussi compliquée soit-elle), on
échantillonne xo suivant X, avec la probabilité p(z;) et on retient xo comme poids de MC,
sinon avec la probabilité 1 — p(x;1) on retient S comme poids MC.
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Algorithme 15 : Fonction F(.) d’échantillonnage récursif de X. Le poids de Monte-
Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = A; ou w = 5), sinon
son calcul est reporté dans un appel récursif de F'.

Echantillonner r suivant U([0, 1]);
if r < p; then
‘ w=Ar;
else
x1 = F(.) (génération d’une branche);
Echantillonner r suivant U([0, 1]);
if » < p(z1) then
‘ w=F(.);
else

i Lw:S;

© 0 N O Uk WN =

[y
(=}

La variable aléatoire X définie par I’équation (4.29) semble étre un candidat parfait
comme réponse a notre question. Cependant, il peut arriver sous certaines conditions que
cet échantillonnage soit impraticable, pour la simple et bonne raison que cet algorithme est
branchant : chaque échantillonnage de X retourne soit la valeur de A; avec la probabilité py,
soit génere une branche avec la probabilité 1 — p; (échantillonnage de X;). Par conséquent,
si la probabilité p; est nulle, alors automatiquement 1’échantillonnage de X nécessite la
génération d’une branche qui a son tour en nécessitera une autre et ainsi de suite, le nombre
de branches moyen générées étant infini®. Dans ce cas (p; = 0), ’Algorithme 15 devient
impraticable et 1’échantillonnage de X n’est plus possible. Cette propriété intrinseque a
cette variable aléatoire a été complétement théorisée par I. Dimov [8, 9]. Finalement, cette
condition signifie pour nous que I’échantillonnage devient réalisable a condition que le nombre
moyen de branches générées lors d’une réalisation soit strictement inférieur a un.

Il est intéressant de remarquer lors de I’étude réalisée par G. Terrée Eq.(4.21)-(4.22),
que le probleme soulevé par I. Dimov ne peut pas avoir lieu car chaque échantillonnage
de la v.a. est suivie d'un saut temporel (échantillonné suivant une exponentielle) de sorte
que les branches générées se rapprochent inconditionnellement de la condition initiale. La
condition initiale peut ainsi étre vue comme une frontiere au dela de laquelle il n’y a plus
aucun branchement ! Bien stir, plus la condition initiale est éloignée du temps d’observation,
et plus le nombre de branches générées sera grand (mais ce nombre restera fini !).

Nous verrons lors de I’étude des différents transferts thermiques non-linéaires qu’il est
possible de reformuler le modele, quitte & enlever la spatialisation (qui est complétement
décorrélée de la non-linéarité), en une unique équation différentielle ordinaire d’ordre un,
non-linéaire, cette non-linéarité étant entierement pilotée par un coefficient d’extinction qui
dépendra de la température et qui pourra étre pris en compte via la technique présentée ci
dessus, établie par G. Terrée.

Avant d’attaquer I’étude des différents transferts thermiques non-linéaires, nous proposons
une combinaison de ces trois algorithmes de MC Non-Linéaires que nous présentons sous
forme d’une synthese, ceci dans le but de fixer une stratégie de résolution systématique.

3. Nous verrons que ce sera le cas lors de 1’étude des transferts thermiques par rayonnement oT* et
convection h(T)
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4.1.4 Syntheése : une combinaison des trois propositions

Nous proposons ici une combinaison de ces trois algorithmes de MC Non-Linéaire. Méme
si elle est tres académique, on retrouvera cette synthese au coeur de 1’étude des différentes non-
linéarités en transfert thermique, chacune d’entre elles pouvant étre vue (apres reformulation
et sans spatialisation) comme similaire a ’équation (4.30). Nous allons donc construire
un algorithme de Monte-Carlo associé a y solution de I’équation différentielle d’ordre 1

non-linéaire suivante,
{yuwrw@®wmw—am
y(tr) =y

ou k est une fonction non-linéaire, cet algorithme étant élaboré a partir des trois étapes
suivantes :

(4.30)

1. [Prise en compte de la variation temporelle (I’hétérogénéité) du coefficient
d’extinction k] La premiere étape consiste a remarquer que le coefficient d’extinction
k est dépendant du temps car dépendant de la grandeur y. Pour gérer cette dépendance
sans approximation, nous employons la méthode des ACN comme expliqué dans la
section 4.1.1 (la seule différence étant la dépendance de k a t via y, ce qui ne change en
rien la démarche jusqu’ici), afin d’exprimer y sous une forme intégrale,

%(t[ >t — S)y[

y(t) = /(:OO k exp (—fcs) ds

FH(t <t —s) < Ply(t = £))5(t — ) ) (4.31)

+ (1 =p(y(t —s))) y(t —s)

ol k est un majorant de k et la probabilité p(y) = k(y)/ k. La non-linéarité, qui au
départ empéchait I’échantillonnage de la position de collision s, a été reportée, via ACN,
dans la probabilité p(y) qui n’est pas connue, nous empéchant donc de déterminer la
nature de la collision : vraie ou virtuelle.

2. [Extension a des profils de k non-linéaires| L’idée est alors de remplacer cette
probabilité par une réalisation d’une variable aléatoire d’espérance p(y) qui reste a
définir. Pour cela on suppose qu’existe une variable aléatoire Y d’espérance y (i.e. que
le probléme que nous cherchons a résoudre est déja résolu) tout en rappelant que la
v.a. p(Y) = k(Y)/k n’est pas un candidat acceptable, la moyenne arithmétique des
réalisations de p(Y’) étant biaisée du fait de la non-linéarité de p. Pour remédier a cette
difficulté, on utilise un développement en série entiere de p autour d’un point de référence
Yref, PUis on exprime cette série entiere comme une série pondérée, chaque mondme
étant remplacé par un produit de v.a. indépendantes et identiquement distribuées
par rapport & Y dans le but d’écrire p(y) comme une espérance qui rentre dans le
cadre théorique de MC : p(y) = Eg_ (Py(Yn)) avec Yy = (Y1, Ya, ..., Yy ) et Py(Yy) =

o [T, (V; — grey) /k o

— (an)nen la suite des coefficients issus du développement en série de p,

N

— (Pn)nen une suite de nombres réels strictement positifs tels que Y-, cnpn = 1,
— N une variable aléatoire prenant la valeur n € N avec la probabilité p,,
— et Y; des v.a. indépendantes et identiquement distribuées par rapport a Y.

L algorithme d’échantillonnage de Py(Yy) consiste a échantillonner un mondme de
degré n suivant N, et n réalisations y; suivant Y de fagon indépendantes, la contribution
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étant a, /pn T171 (i — Yres). Ainsi, a condition que I’échantillonnage polynomial reste
traitable, il devient possible de considérer n’importe quel profil de k non-linéaire.

3. [Identification statistique de la nature de la collision : vraie ou virtuelle] A
ce stade, en admettant que le développement en série entiere de p est possible, nous nous
retrouvons avec une expression de cette probabilité (qui permet d’identifier la nature
de la collision) comme ’espérance d’une variable aléatoire : p(y) = EY’N (Py(Yn)). En

choisissant k assez grand, alors chaque réalisation de Py (Yn) = o H LY = yper)
est & valeurs dans [0, 1]* et peut étre interprété comme la probablhte avec laquelle on
choisit le type de collision (vraie ou virtuelle). En assemblant ces propositions, y est
exprimée comme une espérance dont la forme est tres voisine de celle du paragraphe 4.1.1,

y =Ey(Y) (4.32)

avec Y définie telle que,

Hit; >t —E)ys

Y (1) = [ B(Px(Fnlt— &) S(t - &) (4.33)

+H(t; <t—E) .
<+ (1~ B(Py(¥x(t = €))) Yt~ >)
ot £ suit une loi exponentielle de paramétre k et B(P) est une variable aléatoire
de Bernoulli de parametre aléatoire P. Toute la différence réside dans le fait que
Py (Yn(t — &)) est une variable aléatoire non pas seulement du fait qu'elle est évaluée
A linstant t — & et que le temps de retour & est aléatoire, mais aussi parce que sa
définition implique la variable aléatoire Y elle-méme. Une réalisation de Y a un temps
donné demandera éventuellement plusieurs autres réalisations de Y a un autre temps,
etc. Les algorithmes sont branchants.

L’algorithme d’échantillonnage de Y est décrit dans I’Algorithme 16. En résumé, cet
algorithme consiste a tirer un temps de retour en exponentielle pour échantillonner le
prochain évenement de collision, si cet instant est situé avant la condition initiale alors
on retient la valeur initiale de ¥, sinon on échantillonne un monome de degré n suivant
N, on échantillonne n réalisations indépendantes notées 1, yo, ..., y, de Y a l'instant
correspondant, ces n réalisations étant a l'origine de la génération de n branches au
moment de la collision, et on construit la probabilité p = a,/p, [Ti=; (¥i — Yrer). Ensuite,
avec la probabilité p on retient S a l'instant correspondant comme poids de MC, et
avec la probabilité 1 — p on retient y a l'instant correspondant. Si y est inconnue, on
la remplace par un échantillonnage récursif de ¥ (indépendant de Py (Y,,)) que 'on
justifie via le principe de double randomisation.

4. En effet, c’est toujours possible en reportant le signe de la probabilité dans le poids de MC, la conséquence
étant que les réalisations ne sont plus & valeurs dans [Ymin, Ymaz] mais & valeurs dans [—Ymaz, Ymaz) (0N
considere ¢,y > 0). Dans l'ensemble des configurations étudiés, nous verrons que le signe reste positif.
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Algorithme 16 : Fonction F'(t) d’échantillonnage récursif de Y au temps ¢. Le poids
de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = y; ou
w = S(t')), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de F' au temps t'.

1 Echantillonner s suivant & :

2t =t—s;

3 if t; >t/ then

4 w=yYr,

5 else

6 Echantillonner n suivant N :

7 Echantillonner y; = F (') pour i € {1,2,...,n} (génération de n branches);
n

8 :%H(yi_yref);
i=1

9 Echantillonner r suivant ([0, 1]);

10 if » < p then

11 | w=S(t);

12 else

13 Lw:F(t’);

Nous expliquons dans les sections suivantes comment nous avons pu employer cette démarche
pour élaborer des algorithmes de MC associés aux problemes de transferts thermiques non-
linéaires suivants : un probleme de conduction thermique avec une conductivité dépendante
de la température A\(7T"), un probléme de rayonnement thermique entre surfaces opaques grises
en oT*, un probléme avec une condition & la limite conducto-convective et un coefficient
d’échange convectif dépendant de la température h(T'), et enfin un probléme de conduction
thermique avec une capacité calorifique dépendant de la température C'(7). Pour chacun de ces
transferts non-linéaires, la grandeur y de ’équation (4.30) sera finalement la température T et
les poids de MC seront bornés, car retournant une température comprise entre la température
maximale et minimale du systéme, le majorant de k(7') sera facilement déterminé.

L’un des principaux objectifs sera de faire rentrer ces différents transferts thermiques
dans le cadre formel de MCNL décrit dans cette synthese, tout en gardant a l’esprit que
I’algorithme 16 n’est exploitable qu’a grand Knudsen, du fait que chaque collision est suivie
de la génération d’un certain nombre de branches selon le profil non-linéaire du coefficient
d’extinction.

4.2 Tentative pour A\(T) en conduction thermique

L’objectif est de construire un algorithme de Monte-Carlo évaluant une estimation de
la température T solution de I’équation de la chaleur non-linéaire avec une conductivité
dépendante de la température, dont le modele de transfert de chaleur est donné ci-dessous,

{pC@tT = —div (-\NT)VT) , &eR"t€ [t +oo| (4.34)

T(&t) =T, , #c R

ou p et C' représentent respectivement la masse volumique et la capacité calorifique supposées
uniformes, A la conductivité thermique qui dépend de la température 7" au point & au temps
t, Tt la condition initiale au temps t;. Pour simplifier le probléme, nous avons choisi de
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considérer dans un premier temps un domaine infini en laissant de coté les probleémes liés a
la prise en compte des conditions de bord.

Malgré I'existence des trois algorithmes de MCNL présentés précédemment (combinés
dans la section 4.1.4), nous n’avons pas réussi a élaborer un algorithme de MC praticable
face a ce probleme de transfert de chaleur non-linéaire (4.34). L’impasse que nous avons
rencontrée est essentiellement due a I'apparition d’un gradient spatial de température dans
le coefficient d’extinction hétérogene (dépendance au temps) de notre formulation intégrale
(voir Annexe E). De fagon analogue au travail réalisé dans la synthese 4.1.4, nous avons
essayé d’employer un ACN pour gérer I’hétérogénéité, la conséquence étant le report de la
non-linéarité dans la probabilité p de collision. Malheureusement, cette fois-ci, la probabilité
est une fonction du gradient de température qui une fois discrétisé est exprimé comme une
différence de températures, les réalisations des v.a. associées a p (que nous avons considérées)
n’étant pas & valeurs dans [0, 1], d’ott 'impasse”® .

Pour cette raison, nous avons choisi de remplacer le modéle macroscopique (4.34) par un
modele mésoscopique équivalent, mais dont la solution s’écrit sous une forme intégrale ne
faisant plus apparaitre que la valeur de la température locale et non son gradient. Le modele
mésoscopique est présenté dans la section suivante.

4.2.1 Similitude entre la température 7' et une densité de particule
n

Nous partons d'une équation de transport de type Boltzmann linéaire, I’Equation de
Transfert Radiatif (ETR) sans absorption et sans émission, i.e. une modélisation de type
mésoscopique, dont on sait qu’a forte épaisseur optique, elle est une bonne approximation de
la diffusion macroscopique [87].

{ Oy fa + c@.V fg = —kfac + Aﬂ kefaps(t'|u) da (4.35)

fa(@,tr) = f1(Z)

ou fz = fa(Z,t) est la fonction de distribution, avec & la position, @ la direction de
propagation et t le temps. La vitesse des particules est notée c, k est le coefficient de diffusion
(coefficient d’extinction), pg la fonction de phase, @’ une direction, f; la condition initiale
isotrope et t; le temps initial.

En se plagant sous les hypotheses d’approximation P1 et de diffusion, notées (H) (voir
Annexe F), la densité de particule n(&,t) = [, fa(&,t) du vérifie :

o = —div (—mvn) L3
{ n(&,tr) = (&) = 4n f1(E) (4.36)

ou n est la dimension spatiale du probleme et g le parametre d’asymétrie que I'on choisit nul
(fonction de phase isotrope). Nous établissons alors une similitude entre la température 7" et

5. De toute fagon, méme si nous avions réussi & ramener ces réalisations dans [0, 1], cette différence de
valeurs proches pour évaluer un gradient aurait posé des problemes de variance.
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la densité de particules 7.

0T + div (-X09T) =0
(4:54) { T(x, ;) :(TI( r) )
(4.37)
&m + div (—

ok
77(337 tf) - 771(33

V) =
)

(4:56) { i (@)

Cette similitude devient totale® en choisissant comme coefficient de diffusion k(T) =
cpC/nA(T), en supposant que la vitesse des particules ¢ est uniforme et que la condition
initiale vérifie n; = T7. Sous ces contraintes, 1 est égale a T sous 'hypotheése (H) et on note
n= T. En conclusion, nous choisissons comme modele a diffusion locale équivalent au modele

(4.34), le modele suivant,

T(Z,t) / —du A7 fa (€, 1)
O, fa + cil. Vfu = —k(T)cfz +/ cfaps(@|@) A (4.38)
fa(E,t1) = f1(Z)

ou fi(x) =T(&)/4m et k(T) = cpC/nA(T). Dans ce modele, la vitesse des particules ¢ est
fixée de fagon implicite de telle sorte que '’hypothese (H) soit vérifiée.

4.2.2 Modele approché, formulation intégrale et algorithme de
Monte-Carlo

Nous venons de montrer, sous I'hypothese (H), en choisissant astucieusement le coefficient
de diffusion et la condition initiale f;, que le modele mésoscopique (4.38) est équivalent au
modele macroscopique (4.34). Cette hypothese (H) est vérifiée a condition que le coefficient
de diffusion £ soit infiniment grand pour que 'approximation de diffusion soit valable. Vérifier
(H) revient donc a choisir théoriquement, une vitesse des particules infinie ce qui n’est pas
acceptable d’un point de vue numérique. Il devient donc nécessaire de dégrader le modele
en un modele approché ou 'on choisit de considérer comme parametre du modele le libre
parcours moyen majorant d,,, = k! que l'on ajuste en fixant la vitesse des particules c :
Ime = NAmin/cpC OU A est un minorant de A. La consistance nous assure la convergence
entre les solutions de ces deux modeles a la limite ou le parametre de discrétisation tend vers
zéro. Le modele approché que nous venons de décrire est donné formellement ci-dessous,

70 = [ 41d (1)

T 4T
3t]~‘a + cﬁ.ﬁf‘ﬁ = ]Nfuc + / Cﬁ;/ps ’|ﬁ) da’ (4.39)
fa(@,tr) = Tr(%)
ol fz = 47 fa, k(T) = cpC/n\(T) et ¢ = n\in/OmepC avec 6, le paramétre numérique. De
f f ) P p p q

facon a concentrer I’étude de la non-linéarité A(7") sur un exemple le plus simple possible,
nous choisissons de n’étudier que des matériaux pour lesquels il est possible de linéariser la

6. égalité entre la valeur de la température 7' et la valeur de la densité de particules
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dépendance a 1" de 1/ soit 1/A.ef 4+ B(T — Tyef) o0 Aoy est la conductivité de référence, f
un parametre pilotant 'importance de la non-linéarité et T,..; la température de référence.

A ce stade, la température T est exprimée comme la valeur moyenne de ]}ﬂ sur toutes les
directions 4 de la sphere, et peut donc étre formulée comme une espérance,

T(Z1) = Eg (f5(.1)) (4.40)

Cependant, la densité /}g n’est connue que comme la solution de I’équation de transport
non-linéaire. On peut alors remarquer que si on enléve la spatialisation, cette équation de
transport devient similaire a I’équation (4.30) présentée dans la synthese 4.1.4. En partant
de cette similitude, nous allons donc pouvoir mimer la démarche présentée dans la synthese
en commencant par identifier le lieu de la non-linéarité ”.

1. [Coefficient d’extinction k et ACN] : La grandeur recherchée est T'(, t) et elle sera
estimée via I’échantillonnage d'une variable aléatoire que nous noterons © et qui vérifie
Eo(O(Z,t)) = T(&£,t). En vue de la définition de cette variable aléatoire, nous avons
réussi a reformuler le probléme de sorte que la non-linéarité passe par un coefficient
d’extinction k(T) qui n’est rien d’autre que le coefficient de diffusion de I’équation
de transport non-linéaire 4.39. Cela nous permet d’appliquer la méthode des ACN
(voir section 4.1.1), qui conduit & la définition de la probabilité p(T) = k(T)/k qu’une
collision trouvée soit une collision réelle (et non pas virtuelle), ou k: est un majorant
constant de k. A ce stade, il n’est pas encore possible de choisir k. En effet, comme nous
Iavons vu dans la section 4.1.4, p(T) sera remplacé par une réalisation d’une variable
aléatoire et il faudra choisir k de telle sorte que toutes ces réalisations soient a valeurs
dans [0, 1]. Nous ne pourrons donc déterminer la valeur de k que seulement aprés avoir

défini la v.a. associée a p(T').

2. [Branchement pour définir la nature de la collision] : En suivant notre synthese,
la seconde étape serait de développer p(T), donc k(T), en série entiére, puis & chaque
collision, a une position Z' et un temps t/, tirer un ordre n dans le développement et
construire des réalisations 61, 05...0,, de variables aléatoires i.i.d. ©, 0,...0,, telles que
Fo,(0;(x',t')) = T(x/,t'). Mais dans le présent exemple (1/X linéarisé autour d’une
température de référence) la fonction k est linéaire. Cette étape de développement en
série entiere n’est donc pas nécessaire et a chaque collision il suffira de faire une seule
réalisation 0, de ©; pour définir p(6,) = k(6,)/ k qui sera utilisé pour choisir le type de
collision. A chaque collision, I'algorithme ne fera donc naitre qu'une seule branche.

3. [Le choix de k] : Pour que p(6;) soit utilisé comme une probabilité dans un test de
Bernoulli il faut s’assurer que ses valeurs sont dans [0, 1] quelque soit la valeur de la
réalisation ¢, de ©. C’est a ce stade qu’intervient le choix de k, a partir de I'expression

7. Cette non-linéarité peut étre interprétée physiquement de la facon suivante : si 8 est positif alors plus
la température est élevée et plus la conductivité est faible, ce qui se traduit dans notre modele mésoscopique
par le fait que le coefficient d’extinction et le nombre de collisions sont grands. C’est le contraire pour
négatif.
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de p(#) et de ce que nous savons de l'univers de ©; (les valeurs possibles de 6;) :

p(01) = k(l?)

(e )
=7\ 0 2 (4.41)

_ L fepC (1 _
& < n <)\ref 6 Tref)))

et nous savons que 6 résultera d’'une marche aléatoire qui ramenera soit une valeur de
température a la limite du domaine, soit une valeur de température correspondant a la
condition initiale. Ses valeurs appartiennent donc a une plage [Tynin, Tmaz] connue. En
fonction du signe de § la valeur maximum de k(6,) sera soit k(T,,i,) soit k(Tha.) et on
peut retenir & = max(k(Tyin), k(Timae)) qui assurera bien que p(6;) soit toujours dans

0,1].

L’expression intégrale de la température résultante est la suivante,

H(tr>t—1) T1(& - c(t — tr)d)

~ +oo <
7@ 0= [ ppl@du [ pel)d B ( p(f) T )
Aﬂ' /O + H (tI <t c) —|—(1 —p(T)) fq‘j |(£—lﬁ,t—%)
fa(&t)
(4.42)
soit ~
{?:E“@ (4.43)
ffi = Efa(fﬁ)
solution de I'Eq. (4.39) ou
H(tr >t —£)Ti(& — c(t — t1)0)
O(Z,t) = = B(p(©1)) O
+ H(tr<t—£) ( +(1—B(p(©y) T4 >|(i"—£ﬁ,t—f)
(4.44)

ou

H(t >t = 5)To(& — c(t — t1)id)

y i B(p(©1)) O
+ H(tr<t—%) ( +(1 = B(p(©1))) Fa >|<*—wvt—‘é>

T

T est la condition initiale a I'instant t;,

U une loi uniforme sur la sphere,

L une loi exponentielle de parametre 1/0,,c,

¢ = nAmin/ PCOme,

O, et O sont deux v.a. indépendantes et identiquement distribuées par rapport a ©,

la fonction p : T € [Tmintia.] — k(T)/k = Amin/A(T) prenant donc ses valeurs dans
[0, 1] et pouvant étre interprétée comme une probabilité,
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e B(p(©)) suit une loi de Bernoulli de parametre aléatoire p(©),

Les algorithmes d’échantillonnage de © et #; sont décrits dans les Algorithmes 17 et 18
respectivement.

Algorithme 17 : Fonction Fg(&,t) d’échantillonnage récursif de © a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = T7), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fg ou de Fy_ a
la position & au temps t'.

1 Echantillonner @ suivant U :
2 Echantillonner [ suivant £ ;
3t =t—1/c;

4 if t; >t then

5 ‘ w="Ti(& — c(t —tr)u);

6 else

| @ =a -l

8 6, = Fo(&',t") (génération d’une branche);

9 D = Amin (ﬁ""ﬁ(el_Tref));

10 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]) ;
11 if r < p then

12 | w=Fo(T,t);

13 else

14 L w=Fy (&),

Algorithme 18 : Fonction Fy_(&,t) d’échantillonnage récursif de © a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = T7), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fiy, ou de Fg a
la position & au temps t'. (identique a 1’Algorithme 17 sans I’échantillonnage de la
direction ).

1 Echantillonner [ suivant £ :
2t/ =t—1/c;
3 if t; >t/ then

4 ‘ w=T(& — c(t —t;)u);

5 else

6 | o'=a—lu;

7 01 = Fo(&',t") (génération d’une branche);

8 p:)\min (ﬁ"‘ﬁ(el_Tref));

9 Echantillonner r suivant une loi uniforme 2/([0, 1]);
10 if r < p then

11 | w=Fo(&,t);

12 else

13 L w=Fy (&),

Ces deux algorithmes sont identiques a un échantillonnage pres, un tirage directionnel
supplémentaire pour I’Algorithme 17 en début de procédure. A cet échantillonnage prés, les
deux algorithmes consistent a tirer en exponentielle la longueur jusqu’a la prochaine collision,
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si cette collision a lieu avant la condition initiale alors on retient la valeur initiale de T" a la
position correspondante, sinon on échantillonne une réalisation 6; suivant ©; a l'instant et
position correspondants via la génération d’une branche, et on construit la probabilité p(6;).
Ensuite, avec cette probabilité on retient 7' a I'instant et position correspondants comme
poids de MC, et avec la probabilité complémentaire on retient ]?ﬁ a l'instant et position
correspondants comme poids de MC. Si T ou ]7@ sont inconnues, on les remplace par un
échantillonnage récursif de 4 et Fz respectivement, via le principe de double randomisation.

condition initiale a la
position correspondante

H (tl >t — %)[T](f — (f(f = f])’l,_l:D

a(i,t) test sur le type de collision:\

i i poids récur
vraie ou virtuelle

Il est alors possible de donner une interprétation physique du transfert par conduction
non-linéaire telle qu’elle est définie par les Algorithmes 17 et 18 : la température locale

sif de MC

est exprimée comme la moyenne des températures au bout d’un grand nombre de chemins.

Ces chemins sont échantillonnés suivant le modele mésoscopique, la non-linéarité étant
reportée dans le coefficient d’extinction k(7). L'hétérogénéité de k(T') a pour conséquence
une longueur de collision variable : plus & est élevé (plus la conductivité est faible) et plus
les longueurs échantillonnées seront courtes. Autrement dit, plus le matériau est isolant et
plus les chemins auront tendance a rester confinés a l'intérieur du solide, ce qui se traduira
par une augmentation du nombre de collisions.

Pour reproduire I’hétérogénéité de k algorithmiquement, on utilise un ACN qui consiste a
générer trop de collisions (suivant l%), puis rectifie ce surplus de collisions via une probabilité
de rejet p(T) = k(T")/ k : plus p est faible (plus la conductivité est élevée) et plus il y a de
chances pour que la collision échantillonnée soit rejetée.

Cette probabilité de rejet dépend de la température qui est inconnue. On remplace alors
p(T) par une réalisation de p(©1) qui est a l'origine d’une branche. Ainsi, a chaque collision,
qu’elle soit réelle ou non, est générée une branche dont le réle est de fournir une information

aléatoire sur la température locale pour déterminer la nature de la collision vraie ou virtuelle.

Pour minimiser le nombre de collisions et donc de branches, I'idée est de considérer un
majorant k le plus ajusté possible au profil de k(T") (tout en prenant garde au fait que les
réalisations de p(©) doivent étre a valeurs dans [0,1]) : plus k sera ajusté et plus le nombre
de collisions sera faible. Le profil de k(T") n’est pas connu a I’avance, puisqu’il dépend du
champ de température. Il est donc difficile d’envisager un majorant k bien ajusté.

Dans la suite du manuscrit, nous avons choisi d’utiliser & uniforme dans le domaine quitte

a réaliser beaucoup trop de collisions, dont la plupart se traduisent finalement par des rejets.

Des techniques informatiques de type grille accélératrice pourraient étre envisagées a ce
stade, mais nous n’avons pas travaillé la question. Une illustration de ces différentes idées est
présentée Figure 4.7.
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FI1GURE 4.7 — Illustration d'un domaine constitué d’une zone chaude en rouge et d’'une
zone froide en bleu, a des températures T},,, et T),;, respectivement, la température étant
uniforme dans chaque zone. Dans le cas ou la conductivité est une fonction croissante de la
température i.e. 5 < 0, la trajectoire subit beaucoup de collisions dans les zones chaudes et
peu dans le zones froides. Inversement, lorsque la conductivité est une fonction décroissante
de la température i.e § < 0, la trajectoire subit beaucoup de collisions dans les zones froides
et peu dans le zones chaudes. Le nombre de rejets est d’autant plus élevé que la probabilité
P(T) = (1/Aves + B(T — Tyep))/k est faible. Les zones chaudes et froides ne sont pas connues
a I’avance.

En résumé, cette étude a débuté avec comme principal objectif d’élaborer un algorithme
de MCNL directement a partir du modele macroscopique (4.34), conduisant a une impasse
essentiellement due au gradient spatial de la température intervenant dans la formulation
intégrale résultante, qui une fois discrétisé est exprimé comme une différence de températures.
N’ayant pas trouvé de reformulation intégrale adéquate, nous avons choisi de remplacer
I’étude de ce modele macroscopique par I'étude d’un modele mésoscopique équivalent, et
avons ensuite considéré une version approchée de ce modele, pour envisager la résolution
numérique. Dans ce modele mésoscopique, la non-linéarité était entierement pilotée par le
coefficient d’extinction k, empéchant I’échantillonnage des collisions. Il a été finalement rendu
possible grace a 'emploi d'un ACN, d’ou le report de la non-linéarité dans la probabilité
p(T) dont le role principal est d’identifier si la collision est vraie ou virtuelle. Pour lever cette
indétermination, nous avons remplacé la probabilité p par une espérance dont les réalisations
de la v.a. associée sont comprises entre 0 et 1, chacune de ces réalisations pouvant étre
interprétée comme une probabilité. Chaque échantillonnage 1ié a 1’évaluation de p étant a
I'origine d’une branche : ici une branche est générée a chaque collision. Finalement, résoudre
la formulation intégrale que nous proposons, au sens de MCNL, est possible a condition
que le Knudsen ne soit pas trop petit, i.e. que le nombre de collisions moyen le long d'une
trajectoire ne soit pas trop grand .

A ce stade, le travail n’est fait qu’a moitié, car contrairement aux différentes études
réalisés par G. Terrée, I'estimation obtenue a partir des Algorithmes 17 et 18 n’a aucun sens
si le nombre moyen de collisions le long d’une trajectoire est faible, i.e. a Knudsen grand.
Une petite valeur de Knudsen est une condition nécessaire pour que notre modele approché
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soit une approximation acceptable du modele d’origine (Knudsen petit étant équivalent a
dme Detit), et donc que I'estimation de T soit une bonne approximation de la température 7.
Cette condition implique une augmentation du nombre de collisions et donc du nombre de
branches générées, entrainant une impraticabilité de 1’algorithme.

Nous verrons dans le prochain chapitre qu’il est possible de contourner cette difficulté en
employant une méthode itérative, quitte a perdre 'exactitude.

4.3 Tentative pour o7* en rayonnement thermique

Nous nous intéressons a présent a la résolution par Monte-Carlo de I’équation conducto-
convecto-radiative non-linéaire,

pCO,T = —div (—AﬁT) : T eOtelt,+oo
—AaﬁTb = —0 (Tb4 - /Drpp<"}/)d’7T$> + hF(TF - Tb) y :lj € 8Q,t € [t[, +OO[ (445)
T(£7t1):TI(£) ) ,’EEQ

ou la masse volumique p, la capacité calorifique C, la conductivité A et le coefficient de
convection hp peuvent étre hétérogenes, mais indépendants de la température.

On note T}, la température de bord, 77 la condition initiale au temps ¢;, T la température
du fluide, Q2 le domaine solide, 72 la normale entrante au point 4 € 0€2. Dans cette configuration,
les transferts de chaleur sont la conduction a l'intérieur du solide €2 supposé opaque, la
convection a l'interface entre le solide et le fluide a travers la couche limite et le rayonnement
entre les différentes parois considérées noires, o étant la constante de Boltzmann.

La variable aléatoire I' = I'(%) de densité de probabilité pr est définie sur 'espace Dr de
tous les chemins radiatifs, v correspondant a un photon émis au point ¥ et absorbé au point
Yy € 09, T, représentant la température de bord au point ¥,. Ce modele met en jeu trois
modes de transfert de chaleur : la conduction a 'intérieur du domaine solide, la convection a
Iinterface entre le solide et le fluide et le rayonnement entre les différentes surfaces constituant
le solide toutes assimilées a des corps noirs.

Dans le but d’attaquer la résolution numérique de I’équation (4.45), nous considérons
le modele approché (4.46) ou seul le transfert par conduction est dégradé (le transfert par
conduction en géométrie confinée ne pouvant étre résolu qu’avec approximation, voir section

5.17).

- E~ (T-) —2nT
pC@tT:)\( U( U5)2 ) , T e Qtet;,+0]
AT5_Tb— [ VT4 + hp(Tp — T, j € 00
AT =0 b—/mpr(v)v7 +he(Tp =Ty) , § €0t € [tr, 00|
T(a_‘;v t[) = Tl(f) ) T €

ol le pas de discrétisation 6 = (&, @) est défini dans la section 3.4.3.1, Ts(¢,t) = T(9 + 61, 1)
avec 7 la normale sortante de Q, Ty = Ty(&, t) = T(a‘:’ +01,t), S"! est la sphere en dimension
n et U ~U (5" 1) est une variable aléatoire de loi uniforme sur S™*.

Dans cette configuration, la non-linéarité n’intervient qu’a la frontiere du domaine : dans
le solide le transfert par conduction est linéaire, a la frontiere le transfert par convection est
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linéaire également, mais en revanche le transfert radiatif ne I’est pas, les échanges de chaleur
se faisant a la puissance quatre de la température entre les différentes surfaces constituant le
solide, toutes assimilées a des corps noirs.

Gréace a ce découpage, d'un coté la conduction et de I'autre la convection et le rayonnement,
il devient possible de réemployer le travail qui a déja été réalisé dans la section 3.4.2; ol nous
nous étions concentrés sur I’étude du transfert par conduction linéaire et avions proposé une
formulation en espérance de la température a l'intérieur du domaine solide, T = Eg(0). Le
travail restant consiste alors a réaliser le couplage (vu ici comme un raccordement) entre
la température & lintérieur du solide 7' et la température de bords T}, ce couplage étant
entierement défini par ’égalité du flux de part et d’autre de la frontiere entre les deux corps :
& 5 T -0 (TZ;1 - /DFPF(V)dWT74> +he(Tr —1Tp) (4.47)
Comme pour la conductivité non-linéaire, nous commencons par remarquer que cette équation
(notamment la reformulation suivante Eq. (4.48)) est similaire a la version (stationnaire) de
I’équation (4.30) de la synthese 4.1.4. Nous pouvons alors a nouveau mimer la démarche
présentée dans la synthese,

1. [Coefficient d’extinction k et ACN] : La grandeur recherchée est Tj(¥,t) et elle
sera estimée via 1’échantillonnage d’une variable aléatoire que nous noterons O, qui
vérifie Be, (04(¥, 1)) = Ty(¥, 1), la température Tj, étant solution de I'égalité du flux que
I’on reformule de la fagon suivante,

0= —/ pp(’y)dfyk(fb, Tw) (Tb — S)
Y I hp ha(Ty T) -
5= (i

—-A

Ts + Ty + 20 22
T, 7)) " kT, T,) " KT T)

) (4.48)
o Von note k(Ty, T,)) = \/6+hp+hp(Ty, T,) et hr(Ty, T,) = o (Tf’ + TT, + T,T2 + Tf;’)
Via cette reformulation, qui est strictement équivalente a I’'Eq. 4.47, nous faisons en
sorte que la non-linéarité passe par le coefficient d’extinction ® k(Tb, 5). Cela nous
permet d’appliquer la méthode des ACN (voir section 4.1.1), qui conduit a la définition
de la probabilité p(Ty, T,) = k(T, T,) /k qu'une collision trouvée soit une collision réelle
(et non pas virtuelle), ou k est un majorant constant de k. A ce stade, il n’est pas encore
possible de choisir k. En effet, comme nous ’avons vu dans la section 4.1.4, p(Tb, T ~)
sera remplacé par une réalisation d’une variable aléatoire et il faudra choisir & de telle
sorte que toutes ces réalisations soient a valeurs dans [0, 1]. Nous ne pourrons donc
déterminer la valeur de & que seulement apres avoir défini la v.a. associée a p(Tb, T 5)-
Nous rappelons les différentes étapes de la méthode des ACN, dont la mise en ceuvre

8. Les "collisions" échantillonnées suivant ce coefficient d’extinction ne sont ni spatiales, ni temporelles !
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est un peu particuliere dans cette configuration, car le probleme est stationnaire :
0=~ [ pe(ndyk(T,T,) (T, - )
o)y
/ pr(W)de(Tb, Tv)fb = / pr(v)dvk’(fb,ﬂ)S
DI DI
/D pr()dyk(Ty T )T+ kT, / pr()dyk(Ty, T,)S + kT

= (K(T, T,)S + k)

. (Ty, T, kn =
T:/ ( “>S+fn>
k k
T, = T, Ty, T,)) Ty
v= [ ey (T T)S + (1= p(Th ) Th)
(4.49)
puis en substituant S par son expression,
" NG - he(Ty, 1) 7 ks
Tb:/ pr( ) ( / Tg"‘ TF+IMTW+AT1)>
or k k k (4.50)

T, = /D pr(y)dy (PaTa + peTr + pr(Th, T)) T, + po(Th, Tw)Tb)
T

ol ky = ki (Th, Tv) est choisi tel que k = k+k, est un majorant constant de k, s = )\/(51%,
PR = hR/kJ, PF = hF//{Z et Pr = /{Zn/l{? =1 — PR — Ps — Pr-

2. [Branchement pour définir la nature de la collision] : En suivant la procédure
exposée dans notre synthese, la seconde étape serait de développer p(Tb, %), donc

k(Tb,T ), en série entiére, puis a chaque collision, tirer un couple (n,m) dans le
développement et construire des réalisations Oy, Op2...0pr, 041, 042...0,,, de variables
aléatoires i.i.d. Oy, , Op2...0p,, O1, O.2...0.,, telles que Eg,, (Op;) = T, et Eo . (0+) = Tv-
Mais dans le présent exemple la fonction k est polynomiale d’ordre trois en T} et en T~,Y.
Cette étape de développement en série entiere n’est donc pas nécessaire ici et a chaque
collision, il suffira d’échantillonner 07,;:, = (0p1, Op2, Op3) suivant Oz = (©p,, Opz, Op3),
puis si la température Tw est inconnue échantillonner 0_:73 = (041,6042,0,3) suivant
@73 = (041,042, 0,3) pour définir

{ PR<0b37 073> =0 (91)1 (91,29 -+ (91,1 91,2971 —+ (91)1 971@2 -+ 971(972(973) /]Af, Si T»y est inconnue

PR(gbg, (T77 Tﬂ,, T N) =0 (leebgé’bg + 9b1«9b2T + QbIT2 + T3) /12:, si TW est connue

(4.51)

qui sera utilisé pour choisir le type de collision.

Que T7 soit inconnue ou connue, on notera indifféremment PR(§b3, 573) avec 573 =

(041,0-2,0.,) dans le premier cas et 0_:,3 = (T,,T,,T,) dans le second. Pour précision,

les réalisations 6.,1,6,, et 6., sont trois réalisations indépendantes de O, (1,72 et 73

n’étant pas trois chemins optiques !). A chaque collision, 'algorithme fera donc naitre

six ou trois branches selon la nature de TW.

3. [Le choix de k] : Pour que Pg(Bys, 573) soit utilisé comme une probabilité dans un
test de Bernoulli il faut s’assurer que ses valeurs sont dans [0, 1] quelque soit les valeurs
des réalisations O3 de O3 et 0,3 de B43. C'est a ce stade qu’intervient le choix de
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/AC, a partir de I'expression de PR(§b3, 573) et de ce que nous savons des univers de 51;3
et 9_:,3 ; gbi et é:,i résulteront d’une marche aléatoire qui ramenera soit une valeur de
température a la limite du domaine, soit une valeur de température correspondant a
la condition initiale. Ses valeurs appartiennent donc a une plage [Tnin, Tmaz] connue.
On peut donc retenir k = A\/d 4+ h + 4T3, qui assurera bien que PR(gbg, 573) soit
toujours dans [0, 1].

L’expression intégrale de la température résultante est la suivante,

H(t[ >t — T)T](iﬁ)

- 400 o . r o
@0 = [ pol@du [ priv)ar W e )T 7 {"” €0
sn 0 + H(tr<t—r) t e [tr, +oof
TH@E € 00T) o,
. . - L - Yy € 0N
T, = /D pr(Mdy (p5Ts + prTe + pr(Th, T)T, + po(Th, T,)T5) € [t +oo]
(4.52)
soit .
T:E@(@), e telt,+oo (4.53)
Tb = E@b(@b), ’!76 8Q,t - [t[, +OO[
solution de I’équation (4.46) ou
H(X € O)o 8
OF,t) = H(t; >t — T)TH(&) + H(t; <t —T) R
=, t e [t], +OO[
+H(X' €00)01) 4, 1
B(ps)Os
o — +(1 — B(ps))B(pr)Tr {376 o0
" |+ = B(s)(1 = Blpr))B(Pa(Gs, Ors))Or ’ t € [tr, oo
+(1 = B(ps))(1 = B(pr))(1 = B(Pr(Gy3, Ors)))0;
(4.54)

ou
e 77 est la condition initiale a l'instant #;,
e U une loi uniforme sur la sphére S*—1,

e 7 suit une loi exponentielle de parametre /AC,

e X'=Z+0U,

o Ty(@.6) = (5 - 63,1,
¢ Tw(_’a t) =T(,,1),

e O;(Yy,t) = O(y — I, t),
e Op(¥,t) = Ou(yr, t),
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@ (y’Y7 )7

Oy, , Opz2, Op,) un vecteur aléatoire constitué de trois v.a.i.i.d. suivant Oy,

0,(¥.1) =
Gps = (

° @[‘3 = (Or1, Org, Or3) un vecteur aléatoire constitué de trois v.a.i.i.d. suivant Or,
(

©,1, 0,2, 0.,3) un vecteur aléatoire constitué de trois v.a.i.i.d. suivant ©,,

73—

Pr(©p3,0.,3) = 0 (05,0120 + 65,0150, + 6,,0.10.5 + 0,,0.,,0.5) /k,

[
e J3 suit une loi de Bernoulli de parametre constant ou aléatoire,
o Py (f,?) € [Trin> Trnaz)® X [Tonins Trnaz)® — PR(X,?) est a valeurs dans [0, 1].

Les algorithmes d’échantillonnage de © et ©, sont décrits dans les Algorithmes 24 et 25
respectivement.

Algorithme 19 : Fonction Fg(&,t) d’échantillonnage récursif de © a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = T7), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fg ou de Fg, a
la position & au temps .

Echantillonner @ suivant l_j;
Mettre a jour le pas de discrétisation 6 = 0(&, @) ;
Echantillonner 7 suivant T (&, ) ;
t=t—1;
if t; > t' then
w=T(Z);
else
¥ =T+ u;

® N O A W N -

(0]
9 if & € Q then

10 ‘ w = Fgo(&',t);
11 else
12 L w = Fg,(&,t');
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Algorithme 20 : Fonction Fg,(¥,t) d’échantillonnage récursif de ©, a la position ¢
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est systématiquement reporté dans un appel
récursif de Fg, ou de Fg a la position g au temps ¢. (Un algorithme optimisé est proposé
dans I’Annexe K)

1 ps = \/0k;

2 pr = hr/k;

3 Echantillonner r suivant une loi uniforme #([0, 1]) ;

4 if r < ps then

5 ‘ w = Fo(y + dni, t);

6 else if ps <7 < ps + pr then

7 ‘ w = TF ;

8 else

9 0; = Fo,(y,t), pour i € {1,2,3} (génération de 3 branches);

10 Echantillonner «y suivant T' au point (%, 1) ;

11 if Ty est connue then

12 ‘ 0., = Ty, pour i € {1,2,3} (0 branches générées);

13 else

14 L 0, = Fo,(Yy,t), pour i € {1,2,3} (génération de 3 branches);

~

15 PR = PR((‘gla 02,03), (9“/179%7 H’Ys)) = 0(010203 + 91929% + 010’)/1972 + 9“/10729’73)/k ;
16 if ps + pr <7 < ps + pr + pr then

17 ‘ w:F@b(g‘rat);
18 else
19 | w=Fo,(#,1);

[’Algorithme 24 a déja été étudié dans la section 3.4.2, il décrit simplement la marche
conductive dans le domaine solide, terminant sa trajectoire soit a la condition initiale 7} en
un point a l'intérieur du domaine solide Q\092, soit a la frontiére ou la température de bord
est remplacée par un échantillonnage de ©, décrit dans I’Algorithme 25.

Cet algorithme consiste & retenir la température Ty avec la probabilité ps, la température
du fluide T avec la probabilité pr. Si aucune de ces deux températures n’est retenue (avec
la probabilité 1 — (ps + pr)), alors il devient nécessaire d’échantillonner indépendamment
trois réalisations de O, (de fagon récursive), échantillonner un seul chemin optique 7,
échantillonner indépendamment trois réalisations de O, (ces trois échantillonnages étant
triviaux si 7. -, est connue) pour construire la probabilité pg.

Ensuite, est retenue la température Tv avec la probabilité pr et la température de bord
T, avec la probabilité py- Lorsque 'une des ces quatre températures est inconnue, elle est
remplacée par une réalisation de sa variable aléatoire associée via le principe de double
randomisation. Pour rappel, la somme ps + pr + pr + pp = 1.
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pr = hr(Ty, T,)/k

pé:A/él% 'aRe & 3 T2 ™ 2 3

) he(Ty, T.) = <T 2T + T, T T)
pF:hF/k? avec R( b 7) 7oty o 7+ v
Py =1—pr—ps —Pr k=X\6+h+ 04Ty,

FIGURE 4.8 — Illustration associée a I'algorithme 25. La température de bord T, est exprimée
comme une pondération des températures (T3, p5), (Tr, pr), (T, pr) €t (Th, pb).

Il est alors possible de donner une interprétation physique du transfert radiatif non-linéaire
tel qu’il est décrit dans I’Algorithme 25 :

— Premiérement, on constate que les probabilités ps et pr sont constantes (indépendantes
de la température). Cette propriété n’est pas surprenante car les transferts de chaleur
associés aux transferts par conduction et convection sont linéaires et il n’y a aucune
raison que le comportement algorithmique associé a ces deux transferts, en termes de
définition et d’échantillonnage d’un espace de chemins, soit influencé par un troisieme
transfert non-linéaire (voir I'algorithme optimisé dans I’Annexe 5.17).

— Deuxiémement, il apparait que la non-linéarité est entierement portée par le couple
(pr, p»), qui pilote la probabilité de retenir la température radiative et de retenir
la température de bord respectivement, ces deux probabilités étant fonction de la
température. Il est alors intéressant de s’attarder un moment sur leurs dépendances
a T. Pour cela et dans le but de se concentrer sur la non-linéarité, nous considérons
un matériau parfaitement isolant sans fluide i.e. un matériau ou les transferts par
conduction et convection peuvent étre négligés (ps = pr = 0). La température de bord
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T, n’est alors rien d’autre que la racine quatrieme de la moyenne des températures
radiatives a la puissance quatre :

T, = ( / F pr<v>dvT¢)‘l‘ (4.55)

Dans cette configuration (ps = pr = 0), nous constatons que si les échanges radiatifs
ont lieu entre deux zones de températures maximales, telles que les réalisations de ©, et
©, ne peuvent étre rien d’autre que 75,4, alors la probabilité pR(Tb, Tv) est remplacée
par Pr(0ps,0.3) = o(T3,, + T3, + T3, + T3..)/k = 1. Dans ce cas, algorithme
retiendra systématiquement une vraie collision, la température radiative est soit connue
et 'algorithme s’arréte, soit inconnue et ’algorithme continue via 1’échantillonnage

d’une réalisation de 6., suivant ©.,.
¥ ¥

Au contraire, si les échanges radiatifs ont lieu entre deux zones de températures
minimales, telles que les contributions de ©;, et ©, ne peuvent étre rien d’autre que
la température minimale T},;,, alors la probabilité pg(7},7) est remplacée par la

- — @~ 3
réalisation Pr(0ps,03) = (T2, + T3, + T2, +T3.V/k = (%) . Dans ce cas,

3
I’algorithme retiendra une collision virtuelle avec la probabilité 1 — (%) . Autrement-

dit I'algorithme (évaluant T, ») rejette tres souvent les collisions si T}, << Thnaz, chaque
rejet nécessitant une nouvelle évaluation de la température de bord Tj,.

Ainsi, a cette limite, I’algorithme devient rapidement inexploitable du fait que chaque
branche génere plus d’'une branche et que rien ne vient stopper cette génération. Les
transferts par conduction et convection pourront stopper cette génération s’ils ne sont
plus négligeables, mais on peut tout de méme retenir que si le rayonnement est dominant
et si la plage de température échantillonnée est étendue, alors les zones froides voyant
des zones froides seront problématiques en termes de multiplication des branches.

En résumé, a la frontiere, une fois le chemin optique échantillonné ~, le mode de transfert
de chaleur futur (conduction, convection ou rayonnement) de notre chemin est piloté par la
température de bord locale T} et la température radiative TW. Comme on l'attend, plus ces
températures sont élevées et plus le rayonnement I’emporte sur la conduction et la convection.
Mais du fait de la non-linéarité, on doit aussi penser les rejets, et ces rejets sont pilotés
par la valeur de ces températures au sein de U'intervalle [T}, Tnaz]. Notre fagon de gérer
la non-linéarité a comme conséquence que les zones proches de la température 7,,;, vont
se traduire par moins de chance de partir en rayonnement mais généreront beaucoup de
branches.
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FIGURE 4.9 — [llustration des deux situations décrites précédemment : une situation ou les
deux surfaces sont chaudes et le transfert radiatif est privilégié, et une autre situation ou les
deux surfaces sont froides et le coté récursif est privilégié.

Dans I'exemple conductif précédent, nous aboutissions a une impasse de fagon systématique
car l'utilisation du modele mésoscopique imposait un grand nombre de collisions et que
chaque collision faisait naitre une branche. Le trop grand nombre de branches rendait donc
I’algorithme impraticable.

Ici, la situation est plus difficile a caractériser. On peut concevoir des configurations pour
lesquelles I’algorithme serait praticable. Pour cela, il faut que chaque branche générée ne
génere pas a son tour plus d’une branche en moyenne. Cette condition sera d’autant plus
atteinte que

— la température Ty est connue,

— que 'écart de température T,,,, — Trnin est "petit",

— et que la probabilité ps + pr est grande®.
Dans la pratique, dans des géométries d’applications industrielles, ces criteres peuvent-étre
respectés dans quelques zones, sur quelques surfaces, mais généralement pas en tout point du
bord ! Les zones ne respectant pas cette condition (moins d’une branche générée par branche)
étant a l'origine de 'impraticabilité de I’algorithme. Ainsi, comme en conduction, il devient
nécessaire de chercher une solution approchée.

Nous verrons au chapitre 6, section 7.2, une reformulation intégrale de I’équation (4.50)
permettant d’élaborer un algorithme exact, qui sous certaines contraintes exposées le moment
venu, sera exploitable.

9. I’Algorithme 25 est exploitable sous la condition ps + pr > 3/4 si T, est connue et ps + pp > 6/7 sinon,
de telle sorte que chaque branche (générée a la frontiere) génére en moyenne moins d’une branche.
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4.4 Tentative pour hp(T) et C(T) en convection et conduc-

tion thermique

Dans cette section, nous présentons 1’étude de deux types de transferts de chaleur non-
linéaires, I'un avec une condition a la limite conducto-convective avec un coefficient d’échange
convectif dépendant de la température hp(7') et 'autre présentant un transfert par conduction
avec une capacité calorifique dépendante de la température C(7T').

De fagon a concentrer ’étude des non-linéarités hp(T) et C(T) sur des exemples les
plus simples possibles, nous choisissons de n’étudier que des matériaux pour lesquels il
est possible de linéariser la dépendance a T' de hp soit hy.r + B(T — Toes) et 1/C(T) soit
1/Cref+B(T —T,er) ot hyes est le coefficient d’échange convectif de référence, C.f la capacité
calorifique de référence, 8 un parametre pilotant I'importance de la non-linéarité et 7,y la
température de référence.

Nous avons montré, que ces transferts sont structurellement similaires aux deux précédents
(sections 4.2 et 4.3), et pour cette raison, nous choisissons de ne pas détailler I'ensemble des
deux études (pour éviter toute redondance) en ne rappelant que les résultats principaux i.e.
leurs formulations intégrales et variables aléatoires associées.

4.4.1 Tentative pour hp(7T) en convection thermique

Nous nous intéressons a la résolution par Monte-Carlo de I’équation conducto-convective
non-linéaire suivante,

pCO,T = —div (—WT) . T e tet, oo
—X0Ty, = hp(Ty)(Tp — Tp) , Y €0t e [t;,+oo] (4.56)
T(f, t[) = T](f) , T e

ol la masse volumique p, la capacité calorifique C| la conductivité A peuvent étre hétérogenes,
mais indépendants de la température. Le coefficient de convection hyr dépend de la température
de bord que 'on note Tj,, T7 est la condition initiale au temps t;, Tr la température du
fluide, € le domaine solide, 72 la normale sortante au point 4 € 9€2. Dans cette configuration,
les transferts de chaleur sont la conduction a l'intérieur du solide €2 supposé opaque et la
convection a l'interface entre le solide et le fluide a travers la couche limite. Comme expliqué
dans la section précédente, nous remplagons le modele de conduction par le modele approché
suivant, ou seul le transfert par conduction est dégradé,

. onEs (T7) — 2nT
pC@tT:)\( U(;) ) , T EeQtEIt;,+0]
7y -1 _ .
I @y §e 00t e [t +o0l
T(&t;) = Ty(T) , ZESRY

ou le pas 0 = §(Z, ) est défini dans la section 3.4.3.1, Ts(y,t) = T(g§ — o7, t) avec 7 la
normale sortante de Q, Ty = Tz(®,t) = T(Z€ + 1, t), S" ! est la sphere en dimension n et
U est une variable aléatoire de loi uniforme sur S™1.
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A ce stade, il est essentiel de constater que les modeles de convection non-linéaire (4.57) et
radiatif non-linéaire (4.46) sont structurellement semblables : les transferts par conduction a
I'intérieur du domaine solide de ces deux modeles sont strictement équivalents, et concernant
la condition de bord (i.e. 'égalité du flux), elle ne differe que du fait que le coefficient
d’échange convectif hp (du modele (4.57)) est lindaire en T}, alors que le coefficient d’échange
radiatif hr (du modele (4.46)) est polynomial d’ordre trois en (Tj,T), tous deux pilotant
entierement la non-linéarité de ces deux transferts de chaleur. Par conséquent, et méme si
ces deux types de transferts sont physiquement différents, le travail de résolution réalisé lors
de I’étude du transfert radiatif non-linéaire est directement transposable a ce cas d’étude et
nous choisissons donc de ne donner que le résultat essentiel, qui est ’expression intégrale de
la température de bord :

Tb = PF(Tb)TF + p5T5 + Pb(Tb)Tln gj € 8Q,t € [t[, +OO]
soit 3
T, = Eo, (O) (4.59)

solution de I’équation (4.57) ou

Oy = B(ps)Os + (1 — B(ps))B(pr(0:))Tr + (1 — B(ps)) (1 — B(pr(©s)))Os (4.60)

ou
o ps =\ Ok, pr = W(Ty)/k, p, = kn//’%~ sont trois probabilités avec k = A/6 + h(T}) + ky,
un majorant uniforme de A/ + h(T}),
o T5(g.t) = T(§ - 0%, 1),
e Os5(y,t) =O(y — 0, t),
e J3 suit une loi de Bernoulli de parametre constant ou aléatoire,

e la fonction pr : (T) € [Thins Tmaz] — h(T)/k prenant donc ses valeurs dans [0, 1] et
pouvant étre interprétée comme une probabilité.

L’algorithme d’échantillonnage de ©, est décrit dans 1’Algorithme 24-25. Nous aboutissons
une nouvelle fois a I'impasse rencontrée lors de 1’étude du transfert radiatif non-linéaire : la
probabilité pr n’est pas connue car elle dépend de la température de bord, I’Algorithme est
branchant, et chaque échantillonnage de ©;, générant une infinité de branches si

— D’écart de température T}, — Tinin €st grand,
— et que la probabilité ps est petite,

de telle sorte qu’'une branche génere en moyenne plus d’une branche ! En conclusion, ’algo-
rithme est inexploitable au méme sens que 1’Algorithme 25.

4.4.2 Tentative pour C(7T) en conduction thermique

Nous nous intéressons a la résolution par Monte-Carlo de I’équation conductive non-linéaire
suivante,

(4.61)

pC(T)OT = —div (=AVT) (¢, &) €Jts, +00[xR"
T(Zﬁ, t[) = T[(CE) , @& € R"

ou p est la densité volumique uniforme, C(T') la capacité calorifique dépendante de la
température, A la conductivité uniforme et 77 la condition initiale a 'instant ¢;. Comme
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expliqué dans la section précédente, nous remplacgons le modele de conduction par le modele
approché suivant,

~ QHE[j (Tﬁ—) — QHT . n
pC(T)o,T = A 52 (8, &) €tr, +oo[xR (4.62)
T(:Eatf) :TI<£) 7£€Rn

ot § le parametre de discrétisation, n la dimension du probleme, Ty = Ty(€,t) = T(& + 64, t)
et U est une variable aléatoire de loi uniforme sur la sphere S™~1. En factorisant le terme
(T - Eg (Tﬁ)) dans 'équation (4.62) on obtient,

oT = —k(T) (T - Eg (Ty)) (4.63)

ou k(T) = 2n\/§?pC(T), qui est de structure équivalente a 'équation (4.30) de la synthése.
Pour cette raison, nous choisissons de laisser le détail technique des calculs dans I’Annexe
5.17, pour ne donner que le résultat essentiel qui est ’expression intégrale de la température,

H(t; >t — 7)T1 (&)

v A @) | o

soit
T =Eo(O) (4.65)

solution de 'Eq. (4.62) ou

H(Zf[ >t — T)T](CE)

B B(p(©)O(&+6U,t—T) (4.66)
F ot T) (+<1—B<p<@>>>@<£,t—fr>)

O(Z,1) =

ou
e p(T) = k(T)/k avec k est un majorant constant de k,
e 7 une loi exponentielle de parametre /Af,
e 3(P) suit une loi de Bernoulli de parametre aléatoire P,

L’algorithme d’échantillonnage de © est décrit dans I’Algorithme 26. Nous aboutissons ici a
la méme impasse que celles rencontrées lors de I’étude du transfert par conduction avec une
conductivité dépendante de la température : la probabilité p n’est pas connue car elle dépend
de la température, I’Algorithme 26 est branchant, chaque collision générant une branche. En
conclusion, cet Algorithme 26 est exploitable au méme sens que les Algorithmes 17 et 18 i.e.
n’est praticable qu'a grand Knudsen (peu de collisions), 'approximation de T par T n’étant
valable qu’a petit Knudsen, la ou le nombre de branches générées explose, I’algorithme étant
inexploitable a cette limite.
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4.5 Conclusion : Vers une méthode approchée

A ce stade, pour chacun des problemes de transferts thermiques non-linéaire que nous
avons étudiés, nous avons réussi a les faire rentrer dans le cadre de MC Non-Linéaire : équation
(4.34) (section 4.2) pour la conduction avec une conductivité dépendante de la température,
équation (4.45) (section 4.3) pour le rayonnement entre surfaces opaques grises, équation
(4.56) (section 4.4.1) pour une condition a la limite conducto-convective avec un coefficient
d’échange convectif dépendant de la température et équation (4.61) (section 4.4.2) pour la
conduction avec une capacité calorifique dépendante de la température.

On retrouve alors la conclusion explicitée dans la synthése que I'on redit dans le cadre
spécifique a la thermique, cadre qui sera pour nous le point de départ des travaux présentés
dans le prochain chapitre : si dans chacune de ces équations on choisit de laisser de coté
la dépendance spatiale, alors chacune d’entre elles est similaire a I’équation (4.30) et elles
rentrent dans le cadre général propre a la thermique suivant,

H(t1>t—7‘)T]

) = /0 T pr(r)dr Ny <i—7) ( +(1 _pzz%; ; ) (4.67)
[t—T
soit
T =Eo(0) (4.68)
solution de T
a = M@ =8) (4.69)
T(t;) =Ty
o) — H(t; >t—T)T;
0 =1,y (tr <t —"T) (B(Py(On))S + (1 - B( pM((:jM)))@)It_T (4.70)

e T est la température initiale a 'instant ¢,

e S est une source supposée connue (elle sera construite de fagon récursive lorsque nous
réintroduirons la spatialisation),

e la fonction k£ : R — R, est une fonction bornée majorée par k, admettant le dé-
veloppement en série entiere autour d'une température de référence T r : k(T) =

SomZo (T = Tre)™,
e la fonction p : T € [Thin, Trnaz) — k(T)//;’,
® (Pm)men est une suite réelle a valeurs strictement positives vérifiant 31 p,,, = 1,
e M la variable aléatoire prenant la valeur m € N avec la probabilité p,,,

¢ O, = (01,0,,...,0,,) est un vecteur aléatoire constitué par m variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées suivant ©,

e VnmeN, P, : 0, € (Tonin, Tonaz|™ ¥ (@m/Pm) [T%o (0 — Trey) //% prenant ses valeurs

dans [0,1] (selon la valeur de k, de T,os et des coefficients (a,,) !) et pouvant étre
interprétée comme une probabilité,
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e 3(P) suit une loi de Bernoulli de parametre aléatoire P,
e 7 suit une loi exponentielle de parametre k.

L’algorithme d’échantillonnage de © est décrit dans I’Algorithme 21.

Algorithme 21 : Fonction Fg(t) d’échantillonnage récursif de © au temps ¢. Le poids
de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = y; ou
w = S(t')), sinon il est reporté dans un appel récursif de Fg au temps t'.

1 Echantillonner 7 suivant une loi exponentielle 7 de paramétre k;

2t =t—1T;

3 if t; >t/ then

4 w="17;

5 else

6 Echantillonner m suivant M ;

7 0; = Fo(t'), pour i € {1,2,...,m} (génération de m branches);
8 Pm = Prn(01,02, ..., 0m) ;

9 Echantillonner 7 suivant une loi uniforme ([0, 1]);

10 if » < py, then

11 | w=2S();
12 else

13 0= Fo(t);
14 w=40;

Nous avons identifié des difficultés associées aux branchements lors de la mise en ceuvre de
I’Algorithme 21 dans les différents problemes de transferts thermiques non-linéaire a petit
Knudsen : ces problemes se résument aux mémes problemes que ceux rencontrés par G. Terrée
(voir section 4.1.3).

Dans le chapitre suivant, nous allons partir de ce cadre général (Eq. (4.67)), en laissant
volontairement de coté la spatialisation, pour isoler, mieux comprendre et parvenir a appré-
hender concretement le comportement non-linéaire de nos systemes d’étude, avec comme idée
centrale de proposer une stratégie de contournement des difficultés associées aux branche-
ments, quitte a perdre I'exactitude. Nous verrons que cette stratégie sera ensuite directement
transposable aux problémes spatialisés : il n’y aura aucune étape théorique supplémentaire
nécessaire a la mise en ceuvre de cette stratégie dans des configurations industrielles telles que
celles présentées dans la section 3.1, allant de I’étude du transfert de chaleur dans un milieu
poreux (Fig. 3.2) au dimensionnement d’une centrale solaire (Fig. 3.4), chaque configuration
pouvant mettre en jeu des transferts de chaleur par conduction, convection et rayonnement
couplés, incluant les non-linéarités, sans aucune dégradation de la géométrie aussi complexe
soit-elle.
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Chapitre 5

Thermique Non-Linéaire : Algorithme
a Collision nulle et Picard

Nous avons montré au chapitre 4, que pour chacun de nos problemes de thermique non-
linéaire, il était possible de concevoir des algorithmes de MCNL, sans essaim , donc préservant
la possibilité d'une étude locale et de I’emploi des techniques récentes de l'informatique
graphique, de fagon a rendre les temps de calcul insensibles a la complexité géométrique.
Cependant, cette insensibilité n’est qu'une propriété purement théorique puisque les temps de
calcul et les besoins mémoire sont impraticables méme sur des géométries tres simples. Nos
algorithmes sont branchants, ce qui en tant que tel n’est pas un souci, mais ici qu’il s’agisse

e de la conduction, ol notre approche mésoscopique impose un grand nombre de collisions,
chaque collision créant une nouvelle branche,

e ou du rayonnement, ou chaque intersection d’un chemin avec une interface donne
nécessairement naissance a 6 nouveaux chemins,

le nombre de branches nécessaires devient rapidement tres élevé. Nous avons ensuite laissé
de coté la spatialisation dans le but de synthétiser ces difficultés dans une seule équation
différentielle ordinaire (4.69). Dans ce chapitre, nous concentrons notre travail sur cette
équation afin de proposer une solution, qui puisse étre ensuite directement transposée a
I’ensemble des transferts non-linéaires (notamment en reprenant en compte la spatialisation).

Nos premiéeres tentatives essayaient bien stir de préserver le caractere exact de MC, mais
toutes ont abouti a des impasses : explosion du nombre de branches, impraticabilité en
géométrie complexe et impossibilité de couplage avec les différents transferts (voir Chapitre
6). Nous avons finalement exploré une solution qui consiste a perdre cette exactitude afin de
limiter le nombre de branchements (i.e limiter la profondeur de 'arbre) en élaborant une suite
de fonctions (7,) convergeant vers la solution 7" : pour estimer 7,,, le nombre de branches
emboitées maximal sera de n — 1, ainsi

— le MC associé a T; est non branchant,

— le MC associé a T, génere des branches associées a 77, la profondeur maximale de
I’arbre est de 1,

— le MC associé a T,, génere des branches associées a T},_1, la profondeur maximale de
I’arbre est de n — 1.

L’idée est alors d’estimer par MC un élément T),, choisi de telle sorte qu’il soit une approxi-
mation acceptable de la solution recherchée T
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Cette suite (T},) est élaborée® a partir de la méthode de Picard dont le principe est
présenté dans la section 5.1 sur I’équation différentielle ordinaire (4.69). Nous établissons
ensuite un MC récursif associé a chaque élément de la suite 7;, (section 5.1.3). Une fois ces
deux étapes accomplies, nous reproduirons la spatialisation dans le but de s’attaquer a la
résolution des différents transferts thermiques non-linéaires sur lesquels nous avions concentré
notre étude. La mise en ccuvre sera immédiate et aucune difficulté supplémentaire ne sera
rencontrée. Les résultats obtenus sont présentés dans les deux sections 5.2.1 et 5.3.3.1.

5.1 La méthode de Picard

5.1.1 Présentation de la méthode de Picard

La méthode de Picard aussi appelée méthode des approximations successives peut étre
employée pour résoudre des équations différentielles ordinaires, des équations aux dérivées par-
tielles et méme des équations intégrales. Elle consiste a générer une suite itérative convergente
dont la limite est la solution du probléme.

Pour illustrer le principe de cette méthode, nous reprenons le cadre général établi a la fin
du chapitre précédent. Dans ce cadre la (ou nous laissons de c6té la dépendance spatiale),
chaque équation intégrale associée a un transfert thermique non-linéaire est similaire a
I'équation différentielle ordinaire du premier ordre (4.69),

dT
o~ HI(T=8) (4.69)
T(t;) =T,

ou T est une fonction de la variable t € R, k(T') est une fonction positive a valeurs réelles,
S une source supposée connue (par exemple une température radiative) et 77 la condition
initiale a l'instant ¢;. Rappelons a ce stade que ce probleme rentre dans le cadre d’étude
proposé par G. Terrée, dont une mise en ceuvre sur un exemple similaire, est proposée dans
[20]. Malheureusement, et comme mentionné au chapitre précédent, sa proposition n’est pas
suffisante pour répondre a notre question : elle consiste a générer une branche a chaque
collision et n’est efficace que dans des situations a faible épaisseur optique, ce qui n’est pas le
cas dans nos situations ou le nombre moyen de collisions par réalisation est tres élevé (voir
les quatre impasses présentées au chapitre précédent). C’est finalement pour éviter cette
explosion du nombre de branches que nous avons envisagé une méthode approchée dans le
but de controler les branchements.

La méthode de Picard consiste alors a itérer 'Eq. (4.69) afin de générer une suite
d’approximations (7},),en de T : Pour construire cette suite (7},), on commence par se donner

1. La suite, décrite dans le cadre de la méthode de Picard, repose sur les trois points suivants dont les

deux premiers ont déja été travaillés dans les chapitres précédents :

— Dlinterprétation du coefficient d’extinction k comme un terme collisionnel variable (dépendant de la
grandeur recherchée), ce caractére variable pouvant étre pris en compte, sans approximation, via la
technique des ACN,

— constater que la non-linéarité est entierement pilotée par ce coefficient d’extinction k : la linéarisation
du probléme autour de Ty revient simplement & remplacer la fonction k(T) par la constante k(Tcr),

— et finalement remplacer le terme collisionnel par un terme approché grace a une approche de type
Picard.
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un profil T, appelé initialisation, que 1'on choisit généralement aussi proche? que possible de
la solution T'. Ensuite, on définit 77 comme la solution de 'Eq. (4.69) ou I'on remplace T" par
Ty dans le second membre. De la méme fagon, on définit 75 comme la solution de I'Eq. (4.69)
ou 'on remplace T par T} dans le second membre et ainsi de suite. La suite d’approximations
(T)nen ainsi définie est solution du systeme d’équations différentielles couplées de taille
infinie suivant,

dT,
— " = k(T (T = S),  tEtr,

Vne N, { dt (Tn1) (Tn-1 = 5) € ltr +ool (5.1)
Tn:Tfa t:tl

N

ou Ty est choisi arbitrairement. Formellement, elle est définie comme 7},,1 = Fp(T},) ou

Fpl EF—F
drT “ g
T — T tel que %:_k(T) (T_S)’ t € [tr, +oo] (5.2)
T =T, _—

ou E est I'espace vectoriel des fonctions continues une fois dérivables muni d’une norme.
Rappelons que sous les bonnes hypothéses, cette suite est une suite convergente, dont la
limite est I'unique solution T' de I'Eq. (4.69). Cette propriété de convergence est établie par
le Théoreme de Cauchy-Lipschitz dont une démonstration repose sur le Théoreme de point
fixe de Banach/Picard [88].
Dans I'encadré suivant, nous proposons un premier exemple de mise en ceuvre de la
méthode de Picard :

( N\

Mise en ceuvre de la méthode de Picard pour k(7') = a(T+S) ce qui conduit a d7T'/dt =
—a(T? — S?) dont la solution analytique est T'(¢t) = S(T;+ S tanh(St))/(S + T; tanh(St))
avec T' = S au stationnaire.

Voici une illustration des six premieres itérations obtenues a partir de la méthode
de Picard,

2. Dans la pratique, lorsque le champ de T est complexe, le profil Ty est choisi uniforme égal a la
température de référence que 'on note T;..¢. Avec ce choix, nous verrons que l'ordre un T n’est rien d’autre
que la solution linéarisée autour de T..;.
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ou nous avons choisi S = T7/4 et Ty = 1. Sur cet exemple, on observe que la suite (75,)
converge rapidement vers la solution 7' de I'Eq. (4.69) & temps court, mais qu’a temps

long la vitesse de convergence est tres lente, la convergence n’étant méme pas garantie.
. J

Dans cet exemple on constate une mauvaise propriété de la suite (7;,) : la vitesse de convergence
vers la solution est tres lente en particulier a temps long. I devient donc nécessaire de mettre
en place une nouvelle stratégie.

5.1.2 ACN et Méthode de Picard

Pour remédier a ce mauvais comportement, nous allons élaborer une version modifiée de la
méthode de Picard. Cette version modifiée tire bénéfice de la forme particuliere de I’équation
différentielle que nous considérons, résultant du travail de formalisation du chapitre précédent
a partir de la méthode des algorithmes a collisions nulles (ACN), la fonction k& pouvant étre
interprétée comme un terme collisionnel ® et la non-linéarité se résumant au fait que k& dépend
de T'. Nous choisissons de partir de la stratégie de Picard, i.e. commencer par remplacer T’
dans le second membre par une valeur approchée Ty, mais nous n’effectuons ce remplacement
que dans le coefficient d’extinction k. Physiquement, cela revient a remplacer le coefficient
d’extinction k(T') par un coefficient d’extinction approché k(7p) connu. Il devient possible
d’échantillonner les collisions suivant ce coefficient d’extinction approché k(7j), comme dans
la physique du transport linéaire, mais en contre-partie les collisions ainsi échantillonnées ne
sont plus en adéquation avec la physique du modele, d’ou un premier niveau d’approximation.

A Tlissue de cette procédure, on obtient un champ de température 77 solution de
dTy/dt = —k(Ty)(T1 — S) qui, on l'espere, est une meilleure approximation de T' que Tj.
Il devient alors possible de réemployer cette méme stratégie en remplacant Ty par T} et
ainsi construire un autre champ de température Ty solution de dTy/dt = —k(T1)(T2 — S).
Finalement, en itérant cette procédure on obtient une variante de la méthode de Picard,
appelée ici méthode de Picard modifiée, décrite ci-dessous :

3. la situation étant similaire a celle rencontré par G. Terrée, voir sec. 4.1.3
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Méthode de Picard modifiée : La méthode de Picard modifiée consiste a reprendre la
meéthode de Picard, remplacer 'opérateur F'p par un nouvel opérateur noté F', puis construire
la suite d’approzimations (T),)nen telles que T, 1 = F(T),) ou F est défini tel que :

F: F—F
AL P)T—8), t€[tr,+oo] 5.3
T — T tel que { dt ’ 1,0 (5:3)
T:T[, t=1;

ou F est ’espace vectoriel des fonctions continues une fois dérivables muni d’une norme et Ty
est choisi arbitrairement. Autrement dit, la suite de fonctions (T),)nen est solution du systéme
différentiel couplé de taille infinie suivant,

dT,
— = —k(T,,1)(T, — S), te€ltr,
Vn € N¥, dt (T ) (br 0] (5.4)
Tn = TI) = t[
Nous reprenons la configuration présentée précédemment et appliquons la méthode de Picard
modifiée :

Mise en oeuvre de la méthode de Picard modifiée pour k(T) = a(T+S) ce qui conduit
a dT/dt = —a(T? — S?) dont la solution est T'(t) = S(Tt + S tanh(St))/(S + Ty tanh(St))
avec T' = S au stationnaire.

Voici une illustration des cing premieres itérations obtenues a partir de la méthode
de Picard modifiée,

ot nous avons choisi S = T7/4 et Ty = T;. On constate alors que la suite (7},) est
convergente, de limite la solution T' de 1’équation (4.69), et que méme pour des temps
longs, la vitesse de convergence est rapide.
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L’idée est alors d’évaluer par Monte-Carlo une estimation d’un élément de la suite
T, que I'on aura choisi de telle sorte qu’il soit une bonne approximation de la solution
recherchée T', par exemple ici T3 qui est déja une bonne approximation de T'.

Cette fois-ci, la vitesse de convergence de la suite générée a partir de la méthode de Picard
modifiée est rapide ('itération T3 étant une bonne approximation de T') et elle converge a
temps long. Nous n’avons pas justifié théoriquement cette convergence mais 1’avons constaté
sur I’ensemble des configurations étudiées, elle reste une tache importante a réaliser pour la
généralisation possible et les applications a d’autres domaines.

I1 devient alors intéressant d’envisager la possibilité d’élaborer un MC permettant d’estimer
un élément de la suite 7). Dans la suite du manuscrit, nous continuerons, pour plus de
commodité, a appeler méthode de Picard cette version modifiée de la méthode.

5.1.3 Monte-Carlo et Méthode de Picard : MCP

A ce stade, nous proposons un algorithme de Monte-Carlo associé a chaque élément de
la suite, appelé Monte-Carlo Picard (MCP). Cet algorithme est élaboré en s’inspirant de la
stratégie établie dans la section 4.5, en commencant par exprimer 7), sous une formulation
intégrale via la technique des algorithmes a collisions nulles (ACN) dont nous rappelons
rapidement les différentes étapes :

dl, (o)

E = k(T )T, - S
(L) (T, — 5) — (k= MTo )T + (b — K(TH )T,
= kT, + (k= k(T 1))T, + k(T,1)S

i (1 M), )

ol k est un majorant de k.
En résolvant cette équation différentielle d’ordre un ot 'on consideére le terme ((1 —k(T,—1)/ k) T, + (k:(
comme une source, on obtient I’expression de 7}, sous une formulation intégrale :

H(t1>t—T)T[

+00
T (t) :/0 pr(r)dr | H<t1<t_7)<+(1—plsz;zlg %)l (5.6)

—k )
— —k

soit
T, =Ee,(0,) (5.7)
solution de T
@ = ) (1= 9) (4.69)
T.(tr) =17
H(t; >t—T)T;
O,(t) = B(Par(Gn_1(t —T)))S(t —T) (5.8)

+H (t] <t— T)
+ (1= B(Py(On-am(t = T)))Oul(t = T)
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ou

Ty est connue,
T; est la condition initiale a l'instant t;,
T suit une loi exponentielle de parametre k.

S est une source supposée connue (elle sera construite de fagon récursive lorsque nous
réintroduirons la spatialisation),

la fonction k£ : R — R, est une fonction bornée majorée par l;', admettant le dé-
veloppement en série entiere autour d’'une température de référence T..r : k(1) =
+o0 T —-T m
m=0 @m( ref)™
la fonction p : T' € [Thin, Tinaz) — k(T)/l%,
(Pm)men est une suite réelle a valeurs strictement positives vérifiant 3 p,, = 1,
M la variable aléatoire prenant la valeur m € N avec la probabilité p,,,

Onm = (01,052, ..., Opm) est un vecteur aléatoire constitué de m variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées suivant ©,,,

vmeN, P, : gn,m € [Tins Timaz)™ = (@m/Pm) [Tiko Oni — Trer) / k prenant ses valeurs

dans [0,1] (selon la valeur de k, de T.s et des coefficients (a,,) !) et pouvant étre
interprétée comme une probabilité,

e 3(P) suit une loi de Bernoulli de parametre aléatoire P,

L’algorithme d’échantillonnage de la variable aléatoire ©,, associé a T,, (n un entier strictement
positif) est décrit dans 1’Algorithme 22.

Algorithme 22 : Fonction Fg, (t) d’échantillonnage récursif de ©,, au temps t. Le
poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu (w = T ou
w = S(t')), sinon il est reporté dans un appel récursif de Fg,_, au temps t'.

1 Echantillonner 7 suivant une loi exponentielle 7~ de paramétre k
2t/ =t—1T;
3 if t; >t/ then

'y

‘ w="1Ty,;
else
Echantillonner m suivant M :
0; = Fo, ,(t'), pouri € {1,2,...,m} (génération de m branches de I'ordre n —1);
]2m = Pm(ﬁl, 02, veuy Qm) y
Echantillonner 7 suivant une loi uniforme U([0, 1]);
if » < py, then
| w=S(t);
else
| w=Fo,(t);

ol Oy est défini a partir de l'initialisation 7j. Il est fondamental de remarquer a ce stade

que cet algorithme est similaire a celui établi dans la syntheése Algorithme 21 page 143 et
en particulier qu’ils sont strictement identiques si on choisit n = 400. A cette limite, on
retrouve strictement la proposition de G. Terrée qui consiste a "brancher" a chaque collision.
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(a) Résultats MCP pour Ty, T»,T3,Ty et T5 ol nous évaluons vingt estimations représentées sous forme
de points avec barres d’erreur.
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(b) Résultats MCP pour T3 & temps long sous forme de points avec barres d’erreur. Temps de calcul

pour T4,T5, T3, T4 et Ts pour quarante points de mesures et 100000 réalisations.

FIGURE 5.1 — Résultats obtenus a partir de I’ Algorithme 22, pour chaque itération 17, Ty, T3, T}
et T sous forme de points avec barres d’erreur. Les courbes en trait plein sont obtenues a
partir d’'une méthode des différences finies.
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Les résultats obtenus a partir de cet algorithme sont présentés dans la Figure 5.1 sous
forme de points avec barres d’erreur, oll nous avons repris la méme configuration que celle
présentée précédemment.

Cette illustration confirme le fait que I’Algorithme 22 évalue sans biais chaque élément de
la suite et qu’il est possible de réaliser des calculs a temps long ce qui n’était pas envisageable
avec la stratégie proposée par G. Terrée i.e a la limite n — oc.

A travers les différentes études réalisées durant la these, nous avons identifié les deux
propriétés fondamentales suivantes :

e Le choix de l’initialisation est d'une importance capitale. En pratique, plus l'initia-
lisation sera proche de la solution théorique et plus la méthode de Picard convergera
rapidement vers la solution (indépendamment du MC).

e Le temps de calcul est une fonction croissante de 'indice de I'itération. En pratique, il
sera difficile d’évaluer des itérations élevées, d’ou I'importance du choix de l'initialisation.

Nous verrons dans les sections 5.2 et 5.3 qu’ajouter la spatialisation n’entraine aucune
difficulté supplémentaire, 'emploi de la méthode de Picard pour la résolution de transferts
thermiques non-linéaires étant immédiat *.

5.2 Transfert thermique par rayonnement sans linéari-
sation et MCP

A présent nous mettons en oeuvre le MCP pour résoudre 1’équation conducto-convecto-
radiative non-linéaire (4.45)), décrite dans la section 4.3, la température solution étant
notée T'. La suite d’approximations de Picard (7},),en solutions du systeme (5.9) que nous
approchons via la suite (7}, ),en solution de Péquation (5.10).

Rappelons que chaque élément de la suite T, tend vers T, lorsque le paramétre § tend
vers 0, et que T;, tend vers T lorsque n est grand. Ainsi a condition de choisir § assez petit,

et n assez grand, la température 7T,, sera une bonne approximation de 7.

T, — 1T, — T

§—0 n——+00

L’algorithme d’échantillonnage de ©,, associé a T,, est décrit dans 1’Algorithme 23 (voir
Annexe K).

pCOT, = —div (-AVT,) | Ze Ot e [t +ool

_)\aﬁTb,n = —0 /DF pF(V)d’th(Tb,nfla T’y,nfl) (Tb,n - T’y,n) + hF(TF - Tb,n) ) '!7 € aQ?t € [tla _'_OO[

Tn(£7t1):T](£) ) fGQ
(5.9)

4. Pour le transfert par conduction, tout le travail a été réalisé pour un domaine infini et il sera donc
nécessaire ultérieurement d’ajouter des frontieres et donc un comportement a la limite, et nous verrons que
cette étape n’est pas triviale.
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H(t[ >t — T)T[(If)

. +o00 — o~ fi € 592
)= /Th1 pﬁ(u)du/ pr(T)dr H(Z € Q)T, ;
o 0 + H(t1<t—7') tE[t1,+OO]
+H(Z € 8Q)Tb7n (@ 1)
. . . ¥ € 00
/Drpr(v) Y (oo To + 25Ts0 + rTr + P T {te[t1,+00]
(5.10)

ou ps = M0k, pr = hp/k, prn1 = hr(Ton-1, Tyn-1)/k €t pon1 = 1 — pro1 — ps — pr
avec hp(Typ1,Tyn-1) =0 (Tin_l + 1 1 Tyt + Do T2, + Tf;”n_l) et la température

Ty est fixée arbitrairement.

Dans les trois sections suivantes, nous présentons trois résultats obtenus a partir de cet
algorithme, premierement dans une configuration académique appelée Cube, a géométrie
convexe, puis dans une configuration appelée double-slab, cette fois-ci a géométrie concave,
et enfin dans une géométrie complexe nécessitant une description de type CAO.

5.2.1 Mise en oeuvre sur une configuration académique
5.2.1.1 Description de la configuration académique, Cube

Nous considérons un probleme académique de transfert thermique instationnaire avec
un solide cubique € de frontiere 992, de coté e, de volume V = €3, de surface S = 6e? placé
entre deux parois planes paralleles infinies thermostatées isothermes, notées P, et F; que ’on
choisit paralleles a deux faces du cube S, et Sy, les quatre autres faces du cube étant notées
Sl, SQ, 83 et 84.

Le milieu entre le cube et les deux parois est un fluide transparent isotherme, les couches
limites n’étant pas décrites de fagon explicite (voir figure 5.2). On note T la température
du solide a I'instant initial ¢;, Tg, et Tg, les températures des deux parois infinies et Tp la
température du fluide.

Dans ce probleme, les transferts de chaleur sont

— la conduction thermique a 'intérieur du cube, dont la conductivité thermique A, la masse
volumique p, la capacité massique C' sont uniformes (indépendantes de la température),

— la convection a l'interface entre le cube et le fluide (a travers les couches limites), le
coefficient d’échange convectif hp étant uniforme sur la surface du cube (indépendant
de la température),

— le rayonnement entre les six faces du cube (le matériau constituant le cube étant supposé
optiquement opaque) et les deux parois infinies, chacune de ces surfaces étant supposées
noires.

Lors de I'analyse détaillée du comportement de 'algorithme, rien ne dépend de facon
essentielle® des parties conductive et convective.

5. dans I’Algorithme 23, les probabilités ps et pr sont des constantes, indépendantes des températures.
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FIGURE 5.2 — Représentation de la configuration Cube avec trois modes de transferts
thermiques : la conduction thermique a l'intérieur du cube, la convection a I'interface entre
le cube et le fluide (& travers les couches limites) et le rayonnement entre les six parois du
cube et les deux parois infinies.

Dans ce qui suit, nous nous plagons donc aux limites hp — 0 et A — 400 c’est-a-dire
un corps mince n’échangeant avec son extérieur que par rayonnement. A cette limite, la
température du cube T est uniforme, ne dépend que du temps et le modele de transfert de

Les branches générées le long d’une trajectoire sont seulement dues au transfert par rayonnement. Autrement
dit, le nombre de branches moyen généré le long d’une trajectoire est indépendant de la prise en compte des
transferts par conduction et convection, ce nombre est seulement piloté par le transfert radiatif qui lui seul
est non-linéaire
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chaleur résultant se réduit® a

dT
pCV - = —450 (7"~ Eo, (1))

T(t1> = T]

(5.11)

ot Op = B(1/2)Tg, + (1 — B(1/2)) Tr, et B(p) est une variable aléatoire suivant une loi de
Bernoulli de parametre p.

Dans la premiere équation, le membre de gauche représente les variations temporelles
de I’énergie contenue dans ’ensemble du cube et le membre de droite représente le flux
d’énergie associé a I’échange radiatif entre chaque élément de surface du cube et les deux
parois thermostatées.

Une mise en ceuvre de I’Algorithme 5.3 est présentée dans la Figure 5.3 ot nous avons
adimensionnalisé le probléme en considérant t/aT} avec o = o/pCe et en remarquant qu’au
stationnaire le probléme est entiérement piloté par un seul parametre ¢ = [(Tr,/Tstar)* —
(Tr,/ Tytat)]/2 ot Tyyes est la solution stationnaire.

A travers cette Figure, on constate tout I'intérét de la méthode de Picard : les températures
T, et T3 sont estimées par Monte-Carlo sans aucun biais, ces deux températures étant
(dans cette configuration) de trés bonnes approximations de la température recherchée
T, contrairement a la solution linéarisée Ty,. Rappelons que contrairement aux prochaines
configurations (ot nous calculerons 7,), nous pouvons calculer directement I’élément T}, par
MCP, car le transfert conductif (et donc le parametre §) n’est pas considéré ici.

La méthode proposée, qui reste fidele a notre facon de concevoir les algorithmes de MC
(sans essaim), est une premiere alternative a la linéarisation du transfert radiatif dans notre
communauté.

Dans I’Annexe J, nous proposons une étude plus approfondie de ces résultats en rappelant
le principe et les conséquences de la linéarisation puis en réalisant une série de résultats
concernant le MCP. A T'issue de cette étude, nous avons produit trois illustrations J.3, J.4 et
J.5, qui nous ont permis d’identifier les six propriétés suivantes :

e La suite (7;,) converge vers la solution 7" de 'Eq. (5.11) d’apres les figures J.3a, J.4a et
J.ba.

e Les estimations de T, obtenues a partir du MCP (Algorithme 23) sont non biaisées, les
courbes en trait plein étant incluses dans les barres d’erreur.

e Le temps de calcul est une fonction croissante de l'itération d’apres les tables J.3b,
J.4b et J.5b. La prise en compte des transferts par conduction et convection entrainera
une augmentation du temps de calcul (le chemin & échantillonner étant plus long),
mais en revanche les rapports entre les temps de calcul des différentes itérations seront
conserves.

6. Dans la premieére équation de (5.11), le premier terme représente les variations temporelles de ’énergie
contenue dans le cube et le deuxieéme terme représente les flux d’énergie associés aux six surfaces Sy, Sz, S3,
Sy, Sy et Sy (dont la somme est notée S).

Ces six flux d’énergie sont entierement déterminés par les températures des deux parois infinies thermo-
statées, la température du cube et les facteurs de forme entres ces deux parois infinies et les six faces du cube.
Pour déterminer ces facteurs de forme, il suffit de constater que les quatre faces orthogonales Sy, S5, S3 et Sy
échangent seulement avec les deux parois P, et Py dont les facteurs de forme sont de 1/2 et 1/2. La surface
Sy (resp. Sgq) échange seulement avec la paroi P, (resp. P;) dont le facteur de forme est égal a un, d’ou la
factorisation par S.

La deuxiéme équation représente la condition initiale que 'on impose a la température 17 a I'instant ¢;.
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(b) Tref = Tstar = 1263 K

FIGURE 5.3 — Résultats obtenus dans la configuration Fig. 5.2, sous I’hypothese
corps mince, avec Tg, = 400K, T, = 1500K, Ty = 400K, AT = Tg, — Tg,
ou nous considérons linitialisation T, = T,.; pour l'évaluation de T3 et Typ(t) =
o pr(T)dr (H (tr >t —7)Tr + H (t; <t —7) T,ef) pour I'évaluation de Tp.

Les courbes en trait plein (obtenues par différences finies) de couleurs respectivement noire,
orange et bleue représentent la température (& gauche) et les erreurs relatives (a droite) de
T, Ty et Ty par rapport a I’écart de température en fonction du temps adimensionnalisé
t/aT?. La température T est solution de I'Eq. (5.11), T}, est solution de I'Eq. (J.1) et les
températures Ty et T3 sont solution de 'Eq. (J.2), on note Tstar, Tr.,,, €t Th.,.. les tempéra-
tures stationnaires.

Pour chacune de ces courbes, nous avons employé 1I’Algorithme 5.17 pour ’évaluation des
estimations associées a T, et I’Algorithme 23 pour celles associées a Ty et T5.

Les temps de calcul pour N = 100000 réalisations et vingt points de mesure sont d’environ
0.4s pour la température linéarisée T, de 6.5s pour l'itération 75 et de 12.2s pour l'itération
T3 pour les deux choix de Ty.
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e L’itération T} est une meilleure approximation de 1" que T}, les deux étant des algo-
rithmes non branchants, car issus d’équations linéaires. On remarque que le temps de
calcul de T} est supérieur a celui de T}, cette différence est simplement due a ’emploi
des collisions nulles.

e Contrairement a la température linéarisée 17, les solutions stationnaires des itérations
(T,,) dépendent du choix de la température de référence (voir Figures J.3 et J.4).

o Les figures J.3a, J.4a et J.ba mettent en évidence que la vitesse de convergence de
I’algorithme est pilotée par le choix de I'initialisation.

En résumé, la suite (7},) est une suite convergente de limite 7" solution de I'Eq. (5.11),
I'itération T est une meilleure approximation de 7' que T}, ces deux températures étant
issues d’un algorithme de MC linéaire non branchant, la figure J.6 page 304 montre que cette
conclusion reste vraie (au stationnaire) quelque soit la valeur du parametre adimensionnel
¢. De plus, quelque soit le choix de l'initialisation, on constate que l'itération 75 est une
approximation de T" acceptable !

Dans le prochain paragraphe, nous travaillons toujours sur cette méme configuration, mais
cette fois-ci en prenant aussi en compte les transferts par conduction (linéaire) et convection
(linéaire) que nous avions laissé de coté dans cette premiere analyse.

5.2.1.2 Configuration académique, avec conduction et convection

Voici un résultat, Figure 5.4, obtenu dans la configuration Cube ot I'on considere les trois
transferts de chaleur couplés.

En jouant sur les différents parametres, on retrouve strictement le méme comportement
que celui présenté dans la section précédente ou seul le transfert radiatif était considéré. Ce
résultat n’est pas étonnant, car les transferts que nous avons ajoutés sont linéaires :

e La prise en compte de la conduction se traduit algorithmiquement par 1’échantillonnage
d’un chemin conductif se déplagant a I'intérieur du cube jusqu’a : soit étre absorbé par
le fluide, soit étre émis en rayonnement depuis la surface du cube. Il ne joue donc aucun
role particulier concernant la non-linéarité.

e La prise en compte de la convection, quant-a elle, influence la vitesse de convergence
de la méthode de Picard. En effet, plus le transfert convectif sera important (par
rapport au rayonnement) et plus la non-linéarité, conséquence du transfert radiatif, sera
négligeable. Autrement-dit, la prise en compte de la convection ne peut qu’améliorer le
comportement de MCP !

Nous avons également constaté que les temps de calcul sont du méme ordre de grandeur
quelque soit l'itération considérée. Cette propriété est due au choix de la géométrie Cube
qui est convexe. Nous verrons dans la prochaine section que ce ne sera plus le cas lorsque la
géométrie étudiée est concave.

A travers cet exemple nous avons pu mettre en évidence une propriété tres importante de
MCP : dans les configurations stationnaires ou la température de référence 7.5 peut étre
choisi "presque" uniforme, la méthode de MCP permet de déterminer la température solution
T seulement avec l'itération 1 qui est élaborée a partir du champ de température Ty que 'on
choisit généralement égal a T}..r. Il est alors intéressant de constater qu’au stationnaire 77 est
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FIGURE 5.4 — Résultats obtenus dans la configuration Cube, en prenant en compte les
trois transferts de chaleur conductif, convectif et radiatif. Nous avons choisi de considérer
les mémes parametres que ceux choisi dans la Figure 5.3 : Tr, = 400K, T, = 1500K,
Tt = 400K. Ensuite nous avons choisi une conductivité A = 100, une densité p = 2000, une
capacité calorifique C' = 1000, un coefficient d’échange convectif uniforme hr = 1000, une
température de fluide uniforme Ty = 600K et une température de référence T,y = 725K.
Le cube considéré ici est d’épaisseur 1 metre. Les barres d’erreur sont obtenues a partir de
’Algorithme 5.17 pour les estimations associées a Ty, et ’Algorithme 23 pour les estimations
associées & Ty et Ty. La solution T & été obtenue & partir du logiciel Fluent. Les itérations
supérieures & deux ne sont pas représentées ici car elles coincident avec Ty. Les temps de
caleul associées & TJ, et T, sont du méme ordre de grandeur quelque soit n (conséquence de
la convexité du cube).

égal & T,..r si et seulement si T,y = T" ! Il devient donc possible d’envisager une méthode de
type itérative, en jouant sur la valeur de la température de référence, jusqu’a déterminer 7,..r
tel que T = T,..s. Cette propriété de MCP est illustrée dans le tableau 5.5. Rappelons que
la température radiative linéarisée 17, est indépendante du choix de T} 7 et converge vers la
température moyenne (suivant les facteurs de forme).
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Trer | 950 | 1322 | 1242 | 1255
Ty || 1322 | 1242 | 1255 | 1255

| Tp | 1245 | 1272 | 1257 | 1257 |

FIGURE 5.5 — Résultats obtenus dans la configuration Cube au stationnaire, en prenant en
compte seulement les transferts de chaleur radiatif et conductif. Nous avons choisi T, = 400K,
Tr, = 1500K et une conductivité A = 1000 de telle sorte que la température de référence
puisse étre choisi uniforme. Les barres d’erreurs associées aux résultats sont d’environ o = 5K.
Remarquons que la température radiative linéarisée Ty, est indépendante du choix de T} set
converge vers la température moyenne i.e T = 950K.

5.2.2 Mise en ceuvre : prise en compte de la récursivité

A travers 1’étude de la configuration Cube (Fig. 5.2), nous avons montré que I’algorithme
de Monte-Carlo Picard 23 permet d’évaluer une estimation approchée de la solution recherchée,
cette estimation pouvant étre choisie aussi proche de la solution que souhaité, en jouant sur
lordre d’itération (7% étant généralement suffisante) et la qualité de 'initialisation ?

Nous verrons dans le chapitre 6, section 7.2, qu’il est possible d’éviter cette approximation,
en élaborant un algorithme de Monte-Carlo exact obtenu a partir d'une reformulation intégrale
astucieuse, qui est efficace dans la configuration Cube. Cependant, nous montrerons que cet
algorithme n’est praticable que pour des objets convexes : physiquement, la conséquence de
la concavité est que 'objet peut échanger de la chaleur par rayonnement avec lui méme, ce
qui se traduit algorithmiquement par un échange radiatif avec une température inconnue,
entrainant une explosion du nombre de branches. Des explications plus détaillées seront
données dans la section correspondante. C’est finalement pour contourner cette difficulté liée
a la concavité que la méthode de Picard se révele la plus pertinente, nous permettant alors
de controler le nombre de branches emboitées au prix d'une approximation.

Nous démontrons cette capacité a prendre en compte des géométries concaves a travers
I’étude de la configuration Double-Slab.

5.2.2.1 Configuration conducto-convecto-radiative, Double Slab

Nous considérons un probleme de transfert thermique instationnaire avec un solide, noté
Q, de frontiere 02, composé de deux murs plans infinis d’épaisseur e, face a face, et entouré
de deux parois planes paralleles infinies thermostatées isothermes notées P, et Py paralleles
aux deux murs. Les milieux entre les deux murs et entre les murs et les deux parois sont des
fluides transparents isothermes, les couches limites n’étant pas décrites de fagon explicite
(voir Figure 5.6). On note 77 la température du solide a I'instant initial ¢;, T, et Tg, les
températures des deux parois infinies et Tr la température du fluide (la méme pour les
trois parties fluides). La température T est imposée pendant 1'expérience (enceintes fluides
thermostatées). Dans ce probléme, les transferts de chaleur sont

— la conduction thermique a l'intérieur du solide (composé de deux murs), dont la
conductivité thermique A, la masse volumique p, la capacité massique C' sont uniformes
(indépendantes de la température),

— la convection a 'interface entre les murs et le fluide (a travers les couches limites), le
coefficient d’échange convectif hr étant uniforme sur toute la surface des deux murs
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(indépendant de la température),

— le rayonnement entre les quatre faces délimitant le solide (le matériau constituant les
murs étant supposé opaque) et les deux parois infinies, chacune de ces surfaces étant
supposées noires.

FIGURE 5.6 — Représentation de la configuration Double Slab avec trois modes de transferts
thermiques : la conduction thermique a l'intérieur des deux murs, la convection a I'interface
entre les murs et le fluide (a travers les couches limites) et le rayonnement entre les quatre
parois des deux murs et les deux parois infinies.

5.2.2.2 Etude théorique

Pour mieux comprendre les conséquences de la concavité, nous menons d’abord une étude
théorique inspirée de cette configuration de double slab, mais avec le rayonnement comme
seul transfert de chaleur, donc sans aucun couplage (les transferts linéaires par conduction et
convection ne jouant aucun rdle sur le plan de la non-linéarité). Cette situation (corps mince,
sans convection) est finalement équivalente a celle présentée section 5.2.1 équation (5.11), ou
la température du solide est uniforme et ne dépend que du temps.
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Pour représenter le rayonnement entre les parois d’un tel objet concave, et sans avoir
recours a une description explicite d’'une géométrie (voir Figure 5.7), nous choisissons d’ajouter
une récursivité et une variabilité (de la température radiative imposée aux limites) dans le
transfert radiatif de facon a mimer le comportement de ’algorithme dans une telle situation :
on introduit une source notée Eg . (©p*) telle que la v.a. Op prend la valeur T avec la probabilité
p, T avec la probabilité (1 — p)f. et T_ avec la probabilité (1 — p)f_ ou T4 = S(1 4 ¢)V/4.

Ainsi, la récursivité est pilotée par le parametre p et la variabilité par le parametre ¢. La
récursivité signifie que la grandeur T "échange" avec elle-méme. La variabilité signifie que
la grandeur 7' "échange" avec deux objets a des températures différentes T, et T_ avec les
probabilités (facteurs de forme) (1 — p)fy et (1 — p)f- respectivement (pour le reste elle
"échange" avec elle-méme). Le modele se réduit alors a

OT = —a (T" - Ee, (6}))
T(t;) =Ty
0 — T, avec la probabilité p (5.12)
7| S,, avec la probabilité (1 — p) '

g _ T, =S (1+¢)"*, avec la probabilité f,
T To =81 =9, avec la probabilité f-

ou 0. est une réalisation de Or , avec I'indice v une réalisation de la variable aléatoire I', «
et S des parametres constants, p et ¢ des probabilités. En utilisant la stratégie de Picard,

FIGURE 5.7 — lllustrations schématique de la configuration académique étudiée : plus p est
proche de 1 et plus le matériau échange par rayonnement avec lui-méme, plus ¢ est proche de
1 et plus I'écart de température T’y — T est important.

présentée dans la section précédente, on obtient une suite d’approximations (7},)nen, que 'on
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exprime sous une formulation intégrale de la facon suivante :
H (S > t) T

RISSEN f k(Tn—lvT’y,n—l)

Tnt:/ frexp (—ks) ds L

®) 0 P ( ) + H(s <t) Jprpr(y)dy llg(Tn,l,Tm,ll)

+ (1 - #) Tn s

TO = Tref
T‘Z(t[) =17, 1 € N*

(5.13)
ol k(y,z) = a(y® + y?x + yx* + 23), k est un majorant de k (par exemple 4073 avec Tyaz

un majorant de T') et T, est un profil arbitraire (en général choisi uniforme).

Pour adimensionnaliser le probleme (en choisissant ici fy = f_ = 1/2), on considére le
changement de variable t/aT}, en conséquence, les paramétres adimensionnels sont p, ¢ et
Y= T% Les résultats obtenus pour différentes valeurs des parametres (p, <, ) sont présentés
dans la Figure 5.8.

A travers cette figure, on identifie trois cas critiques : 5.8¢c, 5.8f et 5.8i.

— Dans le cas 5.8¢, on constate que la suite (7)) est convergente vers la solution T,
mais qu’en revanche le temps pour atteindre le régime stationnaire est une fonction
croissante de p. Ce comportement est facilement interprétable : plus p est grand et
plus les échanges radiatifs ont lieu du solide vers lui méme, I'inertie du solide augmente
(seul le transfert radiatif joue un role ici) et par conséquent la dynamique temporelle
du solide est plus lente (nous verrons que du point de vue algorithmique du MCP, plus
p sera grand et plus les chemins échantillonnés seront longs).

— Dans les deux cas 5.8f et 5.8i, on constate que les problemes de convergence sont dus
au fait que les échanges radiatifs (via la v.a. I') ont lieu avec des surfaces dont la valeur
de la température imposée est faible. On peut mettre ce phénomene en évidence en
jouant sur les facteurs de forme voir Figure 5.9.

— On remarque une derniere caractéristique de la suite dans le cas 5.8i : plus la température
radiative imposée aux limites est froide et plus la dynamique temporelle du solide est
lente.

Ces difficultés de convergence de la méthode de Picard étant identifiées, nous nous
intéressons a présent a I’Algorithme 23 du MCP lui-méme. Pour réaliser cette étude, nous
visualisons l'influence des différents parametres adimensionnels sur le temps de calcul, en
tragant ce temps en fonction des différents parametres, pour les trois premieres itérations de
Picard. Nous proposons également une validation de cet algorithme , ainsi que les temps de
calcul associés dans la Figure 5.10.

Voici en six points un résumé des résultats obtenus dans la Figure 5.10 :

e La premiere limite, triviale, mise en évidence par la Figure 5.10a est due a la récursivité :
si p est proche de 1, alors les échanges de chaleur par rayonnement (via la v.a. I') se
font entre surfaces ou la valeur de la température n’y est pas prescrite. D’un point de
vue algorithmique, cela se traduit par une récursivité, faisant augmenter le nombre de
branches générées le long d’un chemin. Rappelons que si la température est imposée,
alors l'algorithme s’arréte, retournant comme poids cette température, et que dans le
cas contraire (i.e. température non imposée), 'algorithme continue de maniere récursive
jusqu’a atteindre une condition aux limites imposée.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

v

(g)p:(),g:(),l/):ll

S 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T, || 600.00 | 614.47 | 627.98 | 640.67 | 652.65 | 664.00 | 674.81 | 685.12 | 694.97 | 704.43 | 713.52
T_ | 600.00 | 584.40 | 567.44 | 548.81 | 528.06 | 504.53 | 477.16 | 444.05 | 401.24 | 337.40 0

(j) Variation des températures T = S(1+¢)/* et T_ = S(1 —¢)*/* en fonction du parametre ¢ avec S = 600 (si 77 = 300
alors 1 = 2).

Y| 02104)06]08 1 1.2 14|16 | 18 2

S || 60 | 120 | 180 | 240 | 300 | 360 | 420 | 480 | 540 | 600
(k) Variation de la température S en fonction du parameétre ¢ = S/T; avec
Tr = 300.

FIGURE 5.8 — Résultat de I'influence des parametres p, ¢, ¥ pour T,..; = % et fr =0.5
le parametre p agit seulement sur la dynamique temporelle de la température, le parametre ¢
agit seulement sur la vitesse de convergence de la méthode de Picard et le parameétre 1 agit
sur les deux a la fois.

e Toujours sur cette méme Figure 5.10a, on observe que les variations des temps de
calcul associés aux températures T, et T7 en fonction de p sont identiques : c¢’est une
conséquence du fait que ce sont deux algorithmes non branchants. En revanche ce n’est
pas le cas pour T, qui est branchant et on observe une augmentation du temps de calcul
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FIGURE 5.9 — Comportement asymétrique en température : Dans cette figure, on montre
que plus les échanges radiatifs ont lieu avec des surfaces ou la valeur de la température
imposée est "faible", plus la méthode de Picard a du mal a converger, et au contraire, lorsque
les échanges radiatifs ont lieu avec des surfaces ou la valeur de la température imposée est
"élevée”, plus la méthode de Picard converge rapidement. . = S J;” ,p=0,¢=1etp =2.
Plus f, est proche de 1, plus la probabilité d’échanger avec T'; est grande, et plus f, est
proche de 0, plus la probabilité d’échanger avec T est grande. La figure 5.9d identifie un
comportement oscillant & temps long de la suite (7},) autour de la solution, la suite a cette

limite (température froide) diverge.

nette lorsque p tend vers 1. C’est une premiére limite (p — 1) de notre algorithme !

e Dans la Figure 5.10b on observe une insensibilité de T, au parameétre ¢, contrairement
aux températures T et T qui en dépendent de facon croissante. Cette dépendance est
la conséquence de I’emploi des collisions nulles : lorsque ¢ = 0 , le solide échange de
la chaleur avec une seule température S =T, =T_ = 600K qui est la température
maximale du systeme. Par conséquent, chacune des six branches envoyées ne peuvent
retourner que S comme poids de MC (c’est la seule température pouvant étre retenue
au stationnaire) et 'algorithme est stoppé. En revanche, a l'autre limite ¢ = 1, le solide
échange avec deux températures T, = 713.52 et T_ = 0. Dans ce cas une fois sur
deux (fy = 1/2) il échange avec T et une fois sur deux il échange avec T_. Lorsqu’il
échange avec T_ la probabilité de "brancher" est tres grande, ce qui est a 'origine
de l'augmentation du temps de calcul. C’est une deuxiéme limite (s — 1) de notre
algorithme, qui reste toutefois acceptable !
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(d) Evolution temporelle de la température T,, pour les parametres adimensionnels p = 0,¢ = 1,4 = 2, nous avons choisi pour
lillustration 77 = 300 et S = 600 (7' = 704, T_ = 337).

FIGURE 5.10 — Evolution du temps de calcul en fonction des parametres p (fig. 5.10a), ¢
(fig. 5.10b) et ¢ (fig. 5.10c) de I’Algorithme 5.17 au stationnaire. La figure 5.10d représente
I’évolution de la température 7, au cours du temps, les temps de calcul correspondants sont
donnés dans le tableau pour les vingt estimations. L’ensemble des résultats présentés dans

cette figure ont été obtenus en considérant T,..; = S J;TI , f+ =0.5.

e Dans la Figure 5.10c on commence par observer un optimum du temps de calcul en
1 = 1. Ce point correspond finalement au cas critique ot 77 = .9, le probleme est trivial,
sans aucune variation de température. Dans ce cas (¢ =1 et p = 0), il ne peut y avoir
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ni collisions nulles ni récursivité et par conséquent les temps de calcul associés a 17, 11,
et T, devraient étre identiques. Cependant, on observe une augmentation pour 7} et
T qui est simplement due au codage lui méme qui réalise des tests triviaux (a cette
limite) d’ou 'augmentation de ce temps de calcul.

e Ensuite, on observe que le temps de calcul est une fonction croissante de v sur I'intervalle
[1,400[. Cette augmentation est une nouvelle fois la conséquence de 'emploi des
collisions nulles : lorsque 1 augmente la température S augmente, S étant la seule
température pouvant étre retournée par notre algorithme (a la limite stationnaire). De
plus a la limite v tend vers l'infini, on observe une convergence de temps de calcul vers
des limites qui sont envisageables pour le calcul en configuration plus complexe.

e En revanche, toujours Figure 5.10c, on montre que le temps de calcul est une fonction
décroissante de ¢ sur l'intervalle [0, 1]. A la limite ot ¢ = 0, on observe une explosion
du temps de calcul qui peut se comprendre de la fagon suivante : a cette limite ¢» = 0,
la température S est nulle, cette température étant la seule pouvant étre retournée par
notre algorithme. La conséquence est que la probabilité échantillonnée pp est forcément
nulle et par conséquent le nombre de branches explose ainsi que le temps de calcul.
C’est une troisieéme limite (v — 0) de notre algorithme !

Il est intéressant de remarquer que les trois limites p — 1, ¢ — 1 et ¥ — 0 correspondent

exactement aux limites rencontrées lors de I’étude de la vitesse de convergence de la méthode
de Picard Fig. 5.8.

Il apparait donc que les configurations ou notre algorithme est difficilement praticable (es-
sentiellement par conséquence de I’explosion du nombre de branches générées), correspondent
exactement aux configurations ou la méthode de Picard converge lentement.

Finalement, deux limites sont vraiment problématiques : p — 1 qui n’est rien d’autre
qu'un phénomeéne de piégeage” bien identifié dans la littérature, et ¢» — 0 qui est due a la
structure de la formulation intégrale Eq. (5.13) : la probabilité d’obtenir une vraie collision
est k/ k, le poids associé étant T, et la probabilité d’obtenir une collision nulle est 1 — k/ k,
le poids associé étant T,,. Comme nous 1'avons mentionné précédemment, les probabilités ne
sont pas connues a l'avance, il devient donc nécessaire d’échantillonner six réalisations (dont
trois potentiellement triviales si T, ,, est connue) de la variable aléatoire ©, dont les valeurs
ne peuvent étre rien d’autre qu’'une des températures imposées aux conditions aux limites
(au stationnaire, les seules températures imposées aux limites sont 7'y et 7). Nous avons
montré que si la valeur des températures échantillonnées est faible (i.e. proche de T,;,), alors
la probabilité d’obtenir une collision nulle est élevée, ce qui entraine une augmentation du
nombre de branches générées. Ce comportement est mis en évidence par la figure 5.10c ou
I'on remarque qu’il y a une nette augmentation du temps de calcul lorsque ¢ < 1, ce qui
correspond a un refroidissement du systeme. On en déduit un comportement asymétrique
en température ou l'efficacité de I’Algorithme 5.17 dépend de la valeur des conditions aux
limites : l'algorithme fonctionne bien lorsque l’on chauffe le systeme et mal lorsqu’on le
refroidit.

7. ici, la longueur des chemins est d’autant plus grande que p est proche de 1 !
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5.2.2.3 Remarque sur la réduction de variance

Reprenons la configuration présentée dans la Figure 5.9 ou nous avions choisi un facteur
de forme f, = 0.1, les échanges radiatifs se faisant principalement entre surfaces froides,
impliquant une vitesse de convergence de la suite 7, vers la température T tres lente.
Pour remédier a ce mauvais comportement de la méthode de Picard, il devient intéressant
d’envisager une stratégie de type réduction de variance (voir section 5.17) : considérons un
exemple ou 1'on suppose connaitre la provenance des différentes sources, chaude et froide
(penser a la direction en Dirac du soleil), on peut alors jouer sur les densités de probabilité &
I'origine des facteurs de forme (dans notre exemple, cela revient a introduire une nouvelle
probabilité p, ), pour réduire la variance :

Bo. (0f) = pT"+(1=p) (f+ (T1)" + £ (1))
=t (o (8)) o (mE))) O

avec py + p_— = 1. Comme le montre la Figure 5.11, cette stratégie a de lourde conséquence
sur la vitesse de convergence de la méthode de Picard.
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FIGURE 5.11 — Evolution temporelle de I'erreur relative (7,, — 77)/AT et de la température
T, pour les parametres adimensionnels p = 0,¢ = 1 et ¢ = 2, en utilisant comme température
de référence T,.r = % Nous illustrons ici le comportement de ’algorithme sans réduction
de variance (i.e. avec p, = f,) dans la Figure (a) et (c), puis avec réduction de variance
(en choisissant py = 0.9) dans la Figure (b) et (d). Pour cette illustration nous avons choisi

Ty =300 et S = 600 (T, = 704, T_ = 337).

5.2.2.4 Résultats dans le cas conducto-convecto-radiatif

Voici une série de résultats obtenus dans la configuration double-slab (ot les trois transferts
de chaleur sont considérés), Figure 5.6, ou nous avons choisi de présenter des résultats
uniquement au stationnaire pour les deux raisons suivantes :

— & cette limite stationnaire la solution analytique est connue,

— et puisque le Knudsen est une fonction décroissante du temps, la non-linéarité la plus
compliquée a gérer est toujours située a cette limite.
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Trep || 407 | 371 | 370 || time Trep || 407 | 397 | 396 || time
Tr, || 371 | 370 | 370 || 22s Ty || 397 | 396 | 395 || 20s

T,.; | 407 [ 407 | 407 | time
T, | 407 | 407 | 407 || 141s

FIGURE 5.12 — Ty, = 300, Tk, = 515, hp = 0, A = 70, stationnaire, o ~ 1 pour tous les résultats
présentés, 6 = 1/20. Solution analytique T'= 407K au milieu du mur de gauche.

Tyer | 607 [ 486 [ 498 | time T,e; | 607 [ 600 | 602 | time
T, | 486 | 498 | 496 || 10s T, [[600 | 602|602 | 8s
Tyer [ 607 [ 664 [ 670 | time T,o; | 607 | 645 | 647 | time
T, | 664|670 | 668 | 180s T; |[ 645 | 647 | 647 | 3320s

FIGURE 5.13 — Ty, = 300, Tk, = 915, hp = 0, A = 70, stationnaire, o ~ 3 pour tous les résultats
présentés, 6 = 1/20. Solution analytique T'= 649K au milieu du mur de gauche.

Trer | 892 ] 631 659 || time Tyor || 892 [ 824 | 845 | time
T, | 631] 659 | 657 | b5s T, ||824 ] 845 | 844 | 4.2s
Trer || 892 | 1020 | 1060 || time Trer || 892 [ 874 [ 870 || time
T, | 1020 | 1060 | 1070 || 191s Ty | 874 [ 870 | 870 | 5705s

FIGURE 5.14 — T, = 303, Tr, = 1482, hp = 0, A = 70, stationnaire, o ~ 6 pour tous les résultats
présentés, 6 = 1/20. Solution analytique 7" = 935K au milieu du mur de gauche.

Ces trois résultats, présentés sous forme de tableau, nous permettent de montrer a nouveau
tout l'intérét et le bon comportement de I’algorithme de Monte-Carlo Picard 23 : la vitesse
de convergence est trés rapide et litération T} est une bien meilleure approximation que la
température linéarisée 7.

On retrouve également les limites de MCP : plus I'écart de température est important et
plus il devient nécessaire de considérer une itération élevée, et le fait que le temps de calcul
est une fonction croissante de l'itération.

Dans la Figure 5.14, on constate qu’il devient nécessaire de considérer une itération
supérieure a Ty pour que l'estimation soit valable : on observe un début d’oscillation de la suite
(T,) autour de la température recherchée T'. On se retrouve alors dans une situation similaire a
celle rencontrée dans la Figure 5.9d, ou la probabilité d’échanger avec les températures chaudes
(ici Tr,q) est faible. Pour éviter ce comportement, il suffit de considérer une initialisation un
peu plus "intelligente" en considérant non plus une initialisation uniforme, mais plutot une
initialisation hétérogene qui se rapprocherait de la solution recherchée.
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5.2.3 Passage a I’échelle

Les études précédentes nous ont permis de montrer que la prise en compte du couplage du
radiatif avec les transferts conductif et convectif ne posent aucune difficulté supplémentaire.
Nous montrons ici qu’il en est de méme pour la prise en compte d’une géométrie complexe.
Rappelons que cette praticabilité est la conséquence de ’emploi d’un intersecteur rayon-
triangle développé par la communauté de la synthese d’image.

Ici, les résultats présentés sont issus d’une stratégie équivalente a celle employée en
synthese d’image : I'idée consiste a estimer par Monte-Carlo la température de radiance en
chaque pixel d’un cadre virtuel placé dans la scéne, afin de générer une image thermique.
Pour évaluer la température de radiance en un pixel, on échantillonne un grand nombre de
chemins optique terminant leurs trajectoires : soit a U'infini de la scéne (aucune intersection)
et dans ce cas on récupere la température de radiance imposée comme poids de MC, soit
on atteint une frontiére ou la température de radiance est imposée et on la récupére comme
poids de MC, soit on atteint une frontiere ou la température de radiance est inconnue et
dans ce cas on I’échantillonne, selon le principe de double randomisation, via un chemin
conducto-convecto-radiatif (selon 1’Algorithme 23), que 'on récupére comme poids de MC.

(a) Ty, temps 6m15s (b) Ty, temps 5m45s (c) Ty, temps 7m32s

FI1GURE 5.15 — Résultats obtenus dans la géométrie Standford Bunny 1.1a, en prenant en
compte les trois transferts de chaleur conductif, convectif et radiatif en instationnaire. Nous
avons choisi de considérer une température initiale 77 = 400K et une température radiative
environnante uniforme prenant la valeur 400K avec le facteur de forme 1/2, et 1500K avec
le facteur de forme 1/2. Ensuite nous avons choisi une conductivité A = 100, une densité
p = 2000, une capacité calorifique C' = 1000, un temps d’observation ¢ = 1000s, un coefficient
d’échange convectif uniforme hr = 1000, une température de fluide uniforme 77 = 600K et
une température de référence T,.y = 725K. Ces résultats sont obtenus a partir de I’Algorithme
disponible dans [89], en considérant 4096 réalisations par pixels. Les barres d’erreur sont de
Pordre de 4K. Les itérations supérieures a deux ne sont pas présentées ici car elles coincident
avec T5.
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1 3 3

TL, temps 41m32s Tl, temps 39m29s Tg, temps 58m12s

FIGURE 5.16 — Méme configuration que dans la Figure 5.15 ot nous considérons seulement le
couplage conducto-radiatif (hp = 0) et un temps d’observation ¢ = 250s.

(a) Tp, ~ 950K, temps 69mb4s  (b) Ty ~ 1320K, temps 66m16s 1320 (¢) Ty ~ 1255K, temps 168m43s
K

FIGURE 5.17 — Méme configuration que dans la Figure 5.16 au stationnaire. La température
solution est connue analytiquement : 1263 K.

Ces trois Figures nous permettent de démontrer toute l'efficacité de I'algorithme, notam-
ment la praticabilité en géométrie complexe. On retrouve alors les mémes comportements
que ceux observés dans les figures 5.4 et J.3a que se soit en termes de convergence ou de
temps de calcul. Le passage a 1’échelle ne pose ici aucune difficulté.

5.3 Transfert thermique par conduction non-linéaire et
MCP

A présent, nous mettons en ceuvre le MCP pour résoudre I’équation conductive non-
linéaire (4.34), décrite dans la section 4.2, la température solution étant notée T'. La suite
d’approximations notée (T}, )nen est solution de 1’équation (5.16). Rappelons que chaque
élément de la suite T, tend vers T, lorsque le libre parcours moyen 0,,. tend vers 0, et que
T, tend vers T lorsque n est grand. Ainsi, a condition de choisir §,,. assez petit, et n assez
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grand, la température T,, sera une bonne approximation de 7.

T, — T, — T
Ome—0 n—+00
L’algorithme d’échantillonnage de ©,, associé a T,, est décrit dans ’Algorithme 27 (voir
Annexe K.4).

pCOT, = —div (=\(T,-1)VT,) (5.15)
To(. t7) =Ty '
To(&,t) = A pg (@) dufin (&)
H(tr >t —ty) Ti(€ — c(t —t;)u) (5.16)

p (Tn71> Tn

+o0
J[ﬁ,n(a_fa t) :/0 pg(l/)dl/ !
+(1=0(Ton)) fin) |

+H (t[ <t-— Zfl/)

ifl’ﬂ,tftl/)

ot initialisation Ty = Ty est choisie arbitrairement, £ suit une loi exponentielle de paramétre
k, p(T) = k(T)/k avec k(T) = cpC/d\(T) et k un majorant constant de k (d étant la
dimension spatiale).

Dans la section suivante, nous présentons un résultat obtenu a partir de cet algorithme
dans une configuration académique : milieu infini en instationnaire avec un profil de tem-
pérature initial cosinusoidal. La mise en ceuvre en géométrie fermée bornée nécessite un
travail supplémentaire, car rappelons-le, I’'Equation (4.34) est établie en milieu infini et la
considération de frontiéres n’est pas si simple (conséquence de la marche mésoscopique).

En effet, I’algorithme que nous avons élaboré nécessite ’emploi d’une marche méso-
scopique® tandis que les conditions de bord sont exprimées en fonction de la grandeur
macroscopique i.e la température ! Le travail que représente la mise en ceuvre de cette
marche en géométrie complexe, notamment la prise en compte des conditions de bord est un
travail que nous n’avons qu’effleuré : nous proposons une stratégie embryonnaire, basée sur la
proposition de Milnes, dans la section 5.3.2 qui n’a pas été mise en ceuvre en géométrie 3D.
Pour cette raison et par opposition au travail réalisé en rayonnement, nous concentrons notre
travail sur I’étude de la non-linéarité, en ne considérant que des configurations géométriques
simples : un mur en dimension un avec une condition de Dirichlet au stationnaire, puis un
cube en dimension deux avec une condition de Dirichlet en instationnaire.

5.3.1 Résultats en milieu infini

On considere un probleme de transfert thermique instationnaire purement conductif dans
un milieu infini de dimension deux. Le modele de transfert de chaleur est donné par :

{pC@tT = —div (-\NT)VT) , &Rt [t,+oo| (43)

T(Z,t;)=1T; , x c R?

8. Une des motivations concernant le choix de cette marche mésoscopique était de pouvoir employer les
outils issus de la communauté de la synthese d’image, avec comme vocation d’attaquer la résolution dans des
géométries nécessitant une description de type CAO.
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et la conductivité par
1 1
— = T—"T,. K.2
ou l'on considere le parametre adimensionnel o = SA,.fAT/2 = 0.8 (la conductivité varie du
simple au nonuple) et la condition initiale T (x,y) = Trey + A (cos (2mx/wy) cos (2my /wy)).

En choisissant ce profil de température initial, et en considérant comme initialisation le
champ de température Ty = T, on peut établir le champ de température T analytique,

Ti(z,y,t) =Thef + A (cos (27m> cos (27@)) exp (—t> (5.17)
Wy Wy T

ourt = pC/ (Aref ((277/0%)2 + (27r/wy)2)). Connaissant ce champ de température 717, il est
alors possible de I'utiliser pour évaluer l'itération 75,
{ pC’@tTQ = —div (—A(T1)6T2) s T e RQ,t S [tb +OO[

(5.18)
Tg(fi’,t[):T[ ) £6R2

en l'injectant directement dans la probabilité p de I’équation (5.16). On notera T 9.inj ce champ
de température, ainsi échantillonné (sans branchement, en utilisant directement p(77)). Cette
astuce nous permet de vérifier que remplacer p(7") par une réalisation de sa v.a. associée p(©)
a chaque collision n’entraine aucune différence en termes de variance et de convergence. Ce
résultat est présenté dans la Figure 5.18

On retrouve alors le fait qu’en injectant directement cette solution 77 dans p, les temps
de calcul sont du méme ordre de grandeur que dans le cas linéaire. On remarque méme qu’il
est plus rapide d’évaluer Tzl‘n]‘ que Ty ! Ceci est une caractéristique de la marche méso, elle
est plus rapide pour des calculs instationnaire® que la marche macro !

Dans cette configuration, I’écart de température entre la solution linéaire et non-linéaire
n’est pas trés importante, méme en choisissant comme parameétre o = 0.8 impliquant une
conductivité variant du simple au nonuple. Ceci est dii au fait que le transfert a lieu en milieu
infini, et que la conduction homogénéise tres rapidement le champ de température. Pour cette
raison, nous ne présentons pas de résultat supérieur a 27, et il n’est pas intéressant d’estimer
des itérations supérieures a 2, T est déja une tres bonne approximation de 7. Nous verrons
dans les prochaines configurations (section 5.3.3.1), que ce ne sera plus le cas lors de la prise
en compte de frontieres.

On constate également qu’il est nécessaire de discrétiser plus finement ’espace pour que
la marche méso soit acceptable, un centieme de la longueur caractéristique d’aprés notre
expérience. Pour rappel, il suffisait de choisir un pas numérique d’un vingtieme de la longueur
caractéristique, pour que la marche sur d-sphere soit valable. Ici, ce mauvais comportement
vient du fait que le probléme est instationnaire, et qu’a temps court, la marche méso ne se
propage pas assez vite. Autrement-dit, a temps court, le nombre de collisions n’est pas assez
important pour que I'hypothese H soit "valable" (voir Figure H.2). Cette caractéristique de la
marche méso est mise en évidence dans I’Annexe H.

Nous allons a présent nous intéresser a la prise en compte de frontieres !

9. Pour des problemes stationnaires, la marche macro est bien plus rapide que la marche méso : en effet,
au stationnaire, la marche macro ne nécessite pas de tirage en exponentielle alors que la marche méso en
nécessite toujours un !
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FIGURE 5.18 — Résultats du MCP pour un transfert thermique instationnaire purement
conductif dans un milieu infini de dimension deux, la condition initiale est notée T; a
I'instant ¢;. Le modele de transfert de chaleur est donnée par 'Eq. (4.34). Les courbes pleines
noire et verte sont les solutions des problemes linéarisé et non-linéaire respectivement. Ces
solutions sont obtenues a partir du logiciel Matlab (Toolbox). La courbe en trait orange
pointillé est 'itération 2 de la méthode de Picard. La barre d’erreur orange est 1’estimation
des températures obtenues a partir de I’Algorithme 28 pour des libres parcours moyen de
L/(100/2) ott nous avons choisi Ty = T}.; comme initialisation. La barre d’erreur bleue est
obtenue a partir du méme algorithme ot 'on a injecté le champ de température linéaire
Eq. (5.17) directement dans le test de probabilité. Les temps de calcul sont donnés pour
un nombre de tirages N = 100000, un parametre ov = 0.8 et un libre parcours moyen de
L/(100y/2) pour Iévaluation de "y inj €t Ty, et un pas de L/100 pour I’évaluation de Ty
(évalué avec la marche macro). Pour ’évaluation des itérations supérieures a 1, nous avons
utilisé une marche macro avec un pas de L/10_pour évaluer 'itération un. Les barres d’erreur
associées & Th inj €t T, sont "presque" superposees.



5.3.2 Prise en compte d’une frontiere

Rappelons que 'Equation (4.34) a été établie en milieu infini et que la considération d’une
géométrie fermée constituée de frontieres n’est pas si simple ! Pour élaborer le MC (Equation
4.42), nous avons utilisé une similitude entre I’équation de la chaleur et une équation de
transport non-linéaire : nous avons pu exprimer la température 7' comme la moyenne sur
I’ensemble des directions de la fonction de distribution f, cette expression étant valable a
condition que les propriétés du coefficient de diffusion k et les conditions aux limites de f
soient bien choisies.

En milieu infini, les conditions aux limites se résument a la condition initiale f; et le
choix des propriétés de k est naturel : le nombre de collisions doit étre suffisamment grand
pour que l'approximation de diffusion soit valable (Knudsen petit). En milieu confiné, ou
nous considérerons une condition de Dirichlet, la difficulté réside dans 1’élaboration des
conditions de bord puisque dans notre fagon de concevoir nos MC, les chemins terminent leurs
trajectoires soit a la condition initiale (ou 77 et f; sont connus), soit a la frontiere ou seule la
condition sur Tyq est connue. Il nous manque donc l'information fsq ! Nous proposons deux
stratégies pour contourner ce manque d’information.

5.3.2.1 Avec la stratégie naive

La premiere stratégie consiste a réduire suffisamment le libre parcours moyen 9,,. pour que
Ierreur commise a la frontiere soit négligeable. Algorithmiquement, cela signifie que la marche
est strictement la méme que celle employée en milieu infini, et c¢’est seulement au contact
de la frontiere qu’elle est stoppée, le poids de Monte-Carlo étant la température de bord.
Pour comprendre quelles sont les conditions de validité de cette stratégie, nous considérons
la configuration avec des frontieres les plus simples possibles : un mur en dimension 1 de
longueur L stationnaire, avec condition de Dirichlet : T},,;, en © = 0 et T}, en © = L (on note
AT = Thaz — Tiin)- Les résultats pour différentes valeurs du parametre d,,. sont présentés
dans la Figure 5.19.

Ces résultats confirment le fait qu’il est nécessaire de réduire le pas pour que 'approxima-
tion soit valable ! En effet, avec un pas inférieur ou égal a 1/50 de la longueur caractéristique,
on observe que l'erreur est encore trop grande, notamment a proximité de la frontiere. Il
devient alors nécessaire de réduire le pas a environ 1/100 de la longueur caractéristique pour
que ce biais devienne raisonnable.

Rappelons, que dans cette configuration, bien particuliere, la marche macro est exacte
quelque soit le pas choisi ! Un comportement qui est, suivant cette stratégie, perdu avec la
marche méso.

La réduction du libre parcours moyen n’est pas forcément problématique dans cette
configuration (mis a part 'augmentation du temps de calcul). En revanche, elle devient
catastrophique lorsque 'on considere la non-linéarité A(7") : comme expliqué précédemment,
la prise en compte de la non-linéarité nécessite la génération de branches a chaque pas,
entralnant une explosion de ce nombre a petit Knudsen. La nécessité de réduire le libre
parcours moyen d,,. entraine une impraticabilité de I'algorithme lors de la prise en compte
de la non-linéarité A(7) ! Il devient donc nécessaire d’élaborer une nouvelle stratégie.
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FIGURE 5.19 - [Avec la stratégie naive] Résultats du MCP pour un transfert thermique
stationnaire purement conductif dans un mur d’épaisseur L en dimension un, ou est imposée
Tonin en = 0 et Tpq, en x = L. Le modele de transfert de chaleur est donnée par I'Eq. (5.20).
La courbe en trait plein verte représente le champ de température T solution de 'Eq. (5.20).
Les résultats du MCP (itération 1) sont obtenus a partir de 1’Algorithme 16 ot nous retenons
la température de bords une fois que la trajectoire ait atteint la frontiere, le nombre de tirages
est N = 100000.

5.3.2.2 Avec la stratégie de Milnes

Pour remédier a cette difficulté (libre parcours moyen trop petit), nous proposons une
nouvelle stratégie qui consiste, non plus a réduire 9,,., mais au contraire construire une
condition de bord fsq en fonction de la température imposée a la frontiere Tyq. Cette
construction, basée sur la proposition de Milnes [90, 91], est détaillée dans I’Annexe G dont
nous proposons un rapide résumé dans ’encadré suivant.
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Condition de Milne :

Cette stratégie, fréquemment employée dans la littérature du transfert radiatif, est
d’habitude employée dans le sens contraire au notre : pour résoudre une équation de
transport, la similitude et la condition de Milnes sont employées pour se ramener a la
résolution d’une équation de diffusion. Dans beaucoup de contextes, il est souvent bien
plus simple de résoudre une équation de diffusion plutét qu’une équation de transport,
notamment lorsque les parametres optiques et la géométrie sont complexes. Dans ce
manuscrit, nous utilisons une démarche strictement opposée a celle-ci : nous avons
expliqué au Chap. 4 pourquoi nous avions besoin de remplacer une équation de diffusion
par une équation de transport (avec des arguments essentiellement liés a la volonté de
pouvoir faire appel aux outils issus de la communauté de la syntheése d’image). Nous
devons donc pousser la similitude jusqu’a la frontiére et par conséquent, méme si nous y
arrivons par un autre chemin, nous nous retrouvons face a la méme question théorique
que celle que Milnes a di aborder lors de la représentation des effets de bord dans les
atmospheres optiquement épaisses.

Apres un travail, que nous rappelons dans ’Annexe G, nous en déduisons que la
condition de bord fsq ne se situe pas strictement sur le bord du domaine 02, mais décalée
d’un libre parcours moyen a l'intérieur du domaine, dans la direction de propagation :
fa(F + -8) = Toa(9).

kaq

00

Partant de ce constat, la formulation intégrale (5.16) devient en milieu fermé borné et selon
cette stratégie,
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To(Z,1) = A P (@) dufin (.1

Fin(@ 1) = H (zm (&, ) < k;ﬁ) A&, 1) +H (zm (&, ) > ) B(&,1)

o ool [ePoal T (it + 1)
A(Z t) = I foo o kool
—kaql 90€ / kool (= N
+ (]. — € o0 ) /O mdl |:—e 0 Tn(w + (l — l )'U/, t + tl_l/):|
(5.19)
Lo T H > 1) O, )

C(Zl_f, Zf) =H (Zf[ >t — tl/) T[(iff — C(t — If[)l_l:) +H (t[ <t-— tl/) Tag(g, t— Ifl)

H(t; >t —ty) Ti(Z — c(t —t7)u)

o To) Ty
D(Z,t) = +H (tr <t —tr) _1_1)(5 ET ))f
—P\Ln-1)) fan

|(F—t—t,)

ou
— koq = k(Toq) = d/\c(pTgQ) avec d la dimension spatiale,
— p(T) = ®8 = dmin yne probabilité,

k AT)
— L une v.a. de loi exponentielle de parametre 1/0,,e,
— U une v.a. de loi uniforme sur la sphere S4=1 de dimension d,
.y’ € Vect™ (&, @) N 89} avec Vect™ (E, @) = {53’— sU; s € Ri},

- lag (:f, ﬁ) = min {H:f — ?J’

— | = |lgg (&, 4) — 1/kaq,

- y:£—lag<£,ﬁ)ﬁ,

— t; = L le temps pour parcourir une longueur [ & la vitesse ¢,

T e

_ a— NAmin
¢ pCome

L’algorithme décrit par la formulation intégrale (5.19) consiste tout d’abord a tirer une
direction @ uniformément sur la sphere. Une fois la direction tirée, deux possibilités se
présentent a nous :

ol n est ici la dimension spatiale,

1. soit la position & est déja située a moins d’un libre parcours moyen du bord (lopq (Z, @) <

%%) suivant la direction —1, et dans ce cas on récupere

e avec la probabilité e%29! a température Tho & la position & au temps ¢ +¢; comme

poids de MC,
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e ct avec la probabilité (1 — e~%o2!) la température T}, & la position & 4 (I — I')i au
temps t + t;_p multiplié par —e~*22! comme poids de MC o1 I’ est échantillonné
suivant la densité de probabilité I’ — kgge 2! /(1 — e~kool) Sj cette température
est inconnue, on la remplace par un échantillonnage récursif de ©,, via le principe
de double randomisation.

2. soit a plus d’un libre parcours moyen lyq (€, @) > k{%ﬂ. Dans ce cas, on échantillonne

une longueur [’ suivant une loi exponentielle de parametre k, puis deux situations sont
envisageables :

e soit on atteint la condition de Milnes (I’ > [) et

— soit on atteint la condition initiale avant, dans ce cas on récupere la tempéra-
ture initiale au point & — c(t — t;)d,

— soit on récupere la température de bord Ty au point ¢ a U'instant ¢ — ¢.
e soit on n’a pas atteint la condition de Milnes (I' <) et,

— soit on atteint la condition initiale, dans ce cas on récupere la température
initiale au point & — c(t — t;),

— soit on échantillonne une réalisation 6,,_; suivant ©,_; a l'instant et position
correspondants via la génération d’une branche, et on construit la probabilité
p(0,—1). Ensuite, avec cette probabilité on retient T,, & linstant et position
correspondants comme poids de MC, et avec la probabilité complémentaire
on retient fz, a l'instant et position correspondants comme poids de MC. Si
T, ou fan sont inconnues, on les remplace par un échantillonnage récursif de
©,, et Fzn respectivement, via le principe de double randomisation.

L’échantillonnage de la v.a. ©,, associée a T, est décrit dans 1’Annexe K, Algorithme 28.

Reprenons a présent ’exemple présenté dans la Figure 5.19 dont la température solution
correspond & T} que l'on approche via T} estimée selon I’Algorithme 28. Cet Algorithme, bien
plus complexe que le précédent (qui consistait simplement & réduire d,,.), est en revanche,
bien plus performant comme le démontrent les résultats présentés dans la Figure 5.20.

A travers cette Figure, on constate tout le bénéfice de la stratégie de Milnes. Dans cette
configuration bien particuliére (profil de température linéaire), les temps de calcul sont
similaires a ceux obtenus précédemment, mais en revanche, le libre parcours moyen peut étre
choisi aussi grand que souhaité ! On retrouve la propriété de la marche macro.

Il est également intéressant de constater une légere augmentation de la variance pres
des bords : au bord, a moins d’un libre parcours moyen, la température est nécessairement
multipliée par une exponentielle, de signe positif ou négatif, faisant augmenter la variance.

En contre partie, on constate une principale difficulté lors de la mise en ceuvre de cette
stratégie en géométrie complexe : le fait qu’il est possible de sortir de la géométrie ! En
effet, en dimension supérieure, il peut arriver qu’on arrive proche d’un coin, puis a l'issue
du changement de direction, et suivant la stratégie de Milnes, on se retrouve a 'extérieur
du domaine comme illustré dans la Figure 5.22. Un travail supplémentaire devient donc
nécessaire pour la mise en ceuvre en géométrie complexe. Nous n’avons pas fait ce travail et
nous nous sommes donc concentré essentiellement sur le comportement de la non-linéarité
en considérant seulement des géométries académiques, le slab en dimension 1 et le carré, ou
cette difficulté n’a pas été rencontrée.
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FIGURE 5.20 — [Avec la stratégie de Milnes.] Résultats du MCP pour un transfert
thermique stationnaire purement conductif dans un mur d’épaisseur L en dimension un, ou
est imposée T),;, en © = 0 et T},,, en x = L. Le modele de transfert de chaleur est donnée
par 'Eq. (5.20). La courbe en trait plein verte représente le champ de température T" solution
de I'Eq. (5.20). Les résultats du MCP (itération 1) sont obtenus a partir de 1’Algorithme 28,
élaboré selon la stratégie proposée par Milnes, le nombre de tirages étant de N = 100000.

Finalement, la stratégie de Milnes est pour nous d’une importance capitale, car elle nous
permet de considérer des libres parcours moyens 9,,. assez grands, ce qui est une nécessité
lors de la prise en compte de la non-linéarité A(7"). Dans le cas contraire, & Knudsen petit, le
nombre de branches générées explose rendant la mise en ceuvre impossible, comme expliqué
dans la section 4.2.

Une illustration en dimension 2 d’un chemin conductif associé a l'itération T élaboré
suivant la stratégie de Milnes est proposé dans la Figure 5.21.
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FIGURE 5.21 — Evaluation de la température stationnaire de Ty & la position &y. Premiére
étape : tirage d’une direction g uniforme sur 47. Deuxiéme étape : tirage d’'une longueur
suivant une exponentielle de parametre k puis avancée de cette longueur dans la direction
g en &;. Troisiéme étape : échantillonner une température suivant ©; a la position #; (&
l'itération 1, la conductivité est homogene), la température retournée est nécessairement une
température de bord que I'on note 0, ;. Quatriéme étape : Grace a la température ¢, ; on
en déduit la probabilité k(6;,1)/ k que la collision soit une vraie collision puis on accepte la
collision avec cette probabilité, sinon on la rejette. Cinquieme étape : Si la collision est
acceptée, on retourne a la premiere étape, sinon on retourne a la seconde étape, et on procede
de la sorte jusqu’a atteindre une condition de bord.
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FIGURE 5.22 — Etant donné une position & et une direction @, il est possible que la position
T = Y + 1/koqt soit située en dehors du domaine 2. Dans ce cas, la prochaine position
échantillonnée & = & + (I — I')4 peut étre située en dehors du domaine €2 également !
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5.3.3 Résultats en géométrie fermée bornée

5.3.3.1 Mise en ceuvre dans une configuration académique : Mur en dimension
1 en régime stationnaire

Dans cet exemple, nous proposons une résolution par Monte-Carlo "a la Picard" d’un
probleme académique de transfert thermique conductif non-linéaire stationnaire, en dimension
1, a la traversée d’un mur d’épaisseur L. La non-linéarité est due a la dépendance de la
conductivité a la température. Le modele de transfert de chaleur est donnée ci-dessous :

—0, (—)\(T)awT) =0 S [0, L]
T(O) = Trin (5.20)
T(L> = Tnax

ou A est la conductivité thermique dépendante de la température 7" telle que 1/A\(T) =
1/ Avey + B(T — Tey) avec Tep une température de référence prise égale a (Tap + Tinin)/2 et
B un parametre pilotant I'importance '° de la non-linéarité. Les températures Tyin €t Tinas
sont imposées en x =0 et en x = L.

En utilisant la stratégie de Picard établie dans la section 5.3, nous construisons premiere-
ment la suite (7,,),eny du champ de température :

O, (~MTy )T =0 xel0 L]
Vn € N, T,(0) = Ty (5.21)
Tn(L> = Tmaa}

ol nous choisissons comme initialisation un champ de température 7 uniforme égal a T}.y.
Deuxiemement, nous associons a chaque champ de température 7, un modele approché
consistant, de paramétre de discrétisation O, dont la température T), est solution de
I'équation (5.19), le MC associé étant I’Algorithme 28. Cet algorithme a été établi dans la
section K.4.3 dans le cas instationnaire. Pour ’adapter a notre situation, il suffit de considérer
la condition initiale a I'infini des temps de telle sorte qu’elle ne puisse pas étre atteinte par
nos chemins.

Rappelons que le champ de température T, converge vers le champ de température 7T,
lorsque le pas de discrétisation d,,. tend vers zéro et que la suite (T,),en est convergente de
limite la solution 7" de I'Eq. (5.21). Ainsi, a condition de choisir le pas de discrétisation &,,e
assez petit et entier n assez grand, le champ de température T}, sera une bonne approximation
de T'. Dans l'illustration 5.23, nous utilisons cet algorithme pour évaluer une estimation des
températures T}, Ty et Ty solution de 'Eq. (5.19).

10. Plus S est proche de zéro, et plus le probléme se comportera de facon linéaire
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FI1GURE 5.23 — Résultats du MCP pour un transfert thermique stationnaire purement conductif
dans un mur d’épaisseur L en dimension un, ou est imposée T},;, en x = 0 et T,,,,, en x = L.
Le modele de transfert de chaleur est donné par I'Eq. (5.20). Les quatre courbes en trait
plein représentent les champs de température des itérations 1 (noire), 2 (orange) et 3 (bleue)
de la suite de Picard, puis la derniere courbe en vert représente le champ de température T’
solution de I'Eq. (5.20). Les résultats du MCP sont obtenus a partir de 1’Algorithme 28 ou
nous avons choisi comme initialisation To = Tref = (Tinaz + Tmin)/2, le nombre de tirages
est N = 100000, le libre parcours moyen est d,,. = L/(501/2). Le paramétre adimensionnel
a vérifiant o = BNef(Tinaz — Tmin)/2 est fixé & 0.8 (voir section K.4.1), par conséquent
la conductivité varie du simple au nonuple (x9). Les temps de calcul sont de 76s, 352s et
de 1426505 pour les itérations T; (barre d’erreur noire), Ty (barre d’erreur orange) et Tj
(barre d’erreur bleue) respectivement ot nous avons choisi de fixer le libre parcours moyen de
I'itération un & L/(10v/2) pour le calcul par MCP des itérations deux et trois.

Nous montrons & travers cette illustration que les estimations de Tj, T et T3 par MC
sont de bonnes approximations de 17, T et T3 et que T3 est une bonne approximation de 7.
Pour réaliser cette figure, le libre parcours moyen est choisi de 'ordre du cinquantieme de
la longueur caractéristique, alors qu’il est généralement choisi de I'ordre du vingtieéme dans
le cas linéaire. Cette contrainte sur le libre parcours moyen est due a I’emploi des collisions
nulles, la conséquence étant qu’il n’y a pas forcément de changement de direction a chaque
saut : si la probabilité p = k/ ki d’obtenir une vraie collision est faible, alors la particule se
déplacera en ligne droite en moyenne de d,,./p. Pour que 'approximation soit valable, nous
avons en effet constaté qu’il est nécessaire de choisir d0,,. tel que d,,./p soit environ de l'ordre
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du vingtieme de la longueur caractéristique.
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FIGURE 5.24 — Influence de la probabilité de rejet p sur la longueur de collision : plus p est
petit, plus la probabilité de rejeter la collision est grande et plus la longueur échantillonnée
sera grande.

On montre également que le temps de calcul est fonction croissante de I'itération. Dans la
Figure 5.23, le rapport des temps de calcul entre I'itération 2 et 3 est de 400. Cette propriété
est la conséquence du branchement : a chaque collision de l'itération n, est générée avec la
probabilité 1 — Ain/Amaz une branche de 'itération n — 1, qui & son tour sera a 'origine de
branches de l'itération n — 2 et ainsi de suite. Ce rapport 400 est finalement égal au nombre
de branches moyen générées le long d’une trajectoire et il sera d’autant plus grand que le
libre parcours moyen 9,,. est petit.
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—— Chemin principal

------ Branches générées

FIGURE 5.25 — Influence du nombre de branches générées en fonction du libre parcours moyen
Ome : plus 0,,. est petit et plus le nombre de branches générées est grand.

Remarquons que ce rapport entre l'itération 1 et 2 est quant a lui de 5 et non de 400.
Ceci est dii au fait que nous avons choisi de fixer le libre parcours moyen a un dixieme de la
longueur caractéristique pour évaluer les réalisations de l'itération 1 lors des branchements
générés durant I'évaluation de l'itération deux. Sans cette astuce, le rapport aurait été de
I'ordre de 400 également. Nous constatons également que ce rapport est fonction de la
probabilité Apin/Amaz © Plus cette probabilité sera grande et plus la probabilité de générer une
branche le sera aussi, puisque une branche est générée a chaque collision avec la probabilité

1 - )‘min/Amax'
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FIGURE 5.26 — Influence du rapport Ayin/Amas (de fagon équivalente du choix du majorant /%)
sur le nombre de branches générées : plus ce rapport est petit est plus le nombre de branches
générées est grand.

En conclusion, plus la non-linéarité est importante (autrement-dit, plus A\pin/Amaz €st
petit) et

e plus le libre parcours moyen 6,,. doit étre choisi petit pour que la longueur des sauts

moyenne d,,./p soit de 'ordre du vingtieme de la longueur caractéristique (Figure 5.24).

e plus le nombre moyen de collisions et donc le nombre d’occasions de générer une nouvelle
branche le long d’une trajectoire sera grand (Figure 5.25).

e plus la probabilité de brancher a chaque collision sera grande (Figure 5.26), car une
branche est générée a chaque collision avec la probabilité 1 — A\in/Amae (plus la
non-linéarité est importante et plus Apin/Amaz €St petit).

ces trois propriétés contribuant a 'augmentation du temps de calcul global.

Toutes ces propriétés sont la conséquence de I'emploi des collisions nulles. En effet, plus
la variabilité de la conductivité est grande et plus la probabilité de faire une collision nulle '*
I’est aussi. Par conséquent, si ’'on note N, le nombre moyen de collisions nulles consécutives,
alors la particule parcourt en moyenne une longueur de 6,,.N,,,. Si cette longueur moyenne
est trop élevée, du fait que d,,. est choisi trop grand ou que le nombre moyen de collisions
nulles consécutives N, est trop grand, alors Iapproximation n’est pas valable.

Pour ces différentes raisons, nous nous limiterons dans la suite du manuscrit a une
variabilité de la conductivité allant environ du simple au double, ce qui nous permet de choisir

un libre parcours moyen de 'ordre du cinquantiéme (un vingtieme est également envisageable

11. la probabilité de faire une collision nulle est égale & 1 — Aypin /A(T)
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dans cette configuration a une dimension) de la longueur caractéristique avec des temps de
calcul raisonnables, comme présenté dans la Figure 5.27.

1
| — T
| — T =T
0.8 Iz
. - 7’7'3 )
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(a) 6me = L/(50v/2). Les temps de calcul sont de 38s, 330s et
de 59432s pour les itérations 73 (barre d’erreur noire), T, (barre
d’erreur orange) et T3 (barre d’erreur bleue) respectivement ot
nous avons choisi de fixer le libre parcours moyen de l'itération
un a L/10 pour le calcul par MC des itérations deux et trois.
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(b) dme = L/(201/2). Les temps de calcul sont de 3s, 15s et
de 212s pour les itérations Ty (barre d’erreur noire), Ty (barre
d’erreur orange) et Ty (barre d’erreur bleue) respectivement ot
nous avons choisi de fixer le libre parcours moyen de l'itération
un & L/10 pour le calcul par MC des itérations deux et trois.

FIGURE 5.27 — Résultats du MCP pour un probléme de transfert thermique stationnaire
purement conductif dans un mur d’épaisseur L en dimension un, ou est imposée T,,,;, en x = 0
et Tnae en @ = L. Le modele de transfert de chaleur est donné par I’'Eq. (5.20). Les quatre
courbes en trait plein représentent les champs de température des itérations 1 (noire), 2 (bleu)
et 3 (rouge) de la suite de Picard (5.21), puis la derniere courbe en vert représente le champ
de température solution de 'Eq. (5.20) notée T Les résultats MMC sont obtenus a partir de
I’Algorithme 28 ot nous avons choisi comme initialisation T = Tyer = (Tnas + Timin)/2, le
nombre de tirage est N = 100000, le libre parcours moyen est d,,. = L/ (50\/5) pour la figure
5.27a et de 8, = L/(204/2) pour la figure 5.27b. Le parametre adimensionnel o vérifiant
a = BAef(Tnaz — Timin)/2 est fixé a 1/3 (voir section K.4.1), par conséquent la conductivité
varie du simple au double.

On constate a travers cette figure, que T est une bonne approximation de 7. Le rapport
des temps de calcul entre T}, et T5 est de dix, pour un pas d’un cinquantieme de la longueur
caractéristique et de cing pour un pas d’'un vingtieme de la longueur caractéristique. Rappelons

que ces rapports dépendent du nombre moyen de collision rencontrées le long d’'une trajectoire.

De plus, nous pouvons considérer des pas d’un vingtieme de la longueur caractéristique car
nous avons employé la proposition de Milnes. Dans le cas contraire, nous serions contraints a
utiliser des pas d’un centieme de la longueur caractéristique faisant augmenter inévitablement
le temps de calcul !

Dans le prochain exemple, nous considérons le méme probleme conductif, cette fois-ci
dans un cube de dimension deux (un barreau de section carrée) en instationnaire.
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5.3.3.2 Mise en ceuvre dans une configuration académique : Carré au station-
naire

Nous considérons a nouveau le probleme de transfert thermique conductif défini par
I'Eq. (4.34), cette fois-ci dans un cube de coté L en dimension deux en instationnaire, ou les
conditions aux limites sont données ci-dessous :

Toae siz=0etyel0,L]
Toae siz=Letyel0,L]
TBQ(I,?J) = T .
min  Siy=0et z€l0,L] (5.22)
Toin siy=Letxel0,L] '
TI = (Tmax +Tmzn)/2

ol Thnin et Thuae sont les températures minimale et maximale du probleme, 77 est la condition
initiale donnée a l'instant t; et Ty la température de bord. La conductivité dépend de la
température de la fagon suivante 1/X\(T") = 1/Aef + B(T" — Trey) avec Ayey la conductivité du
matériau sans prendre en compte la non-linéarité, T,..; la température de référence considérée
uniforme égale & (Tynaz + Tinin)/2 et 5 un parametre permettant de piloter I'importance de la
non-linéarité.

. 1
(T-Tmin)/DT
1
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086 0.8
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1
04 06 08 0
o 02 °  x/L

FIGURE 5.28 — Profil de la température stationnaire de 7" solution des I’équations (4.34)-(5.22).

Les résultats du MCP sont présentés dans la Figure 5.29 suivant x = L/2 pour différents
temps d’observation.
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(c) t = 57. Les temps de calcul sont de 693s et 2957s pour les  (d) ¢t = 10007. Les temps de calcul sont de 875s et 7754s pour les
itérations 77 et T, respectivement. itérations T3 et Th respectivement.

FIGURE 5.29 — Résultats du MCP pour un probleme de transfert thermique stationnaire
purement conductif dans un carré de c6té L (dimension deux), ou est imposée T, sur les
bords y = 0 et y = L, et T}, sur les bords x = 0 et x = L. Le modele de transfert de chaleur
est donné par I'Eq. (5.22), la condition initiale est notée T; a 'instant ¢, elle est uniforme.
Les deux courbes en trait plein représentent les champs de température de l'itération 1 en
noir et du champ de température solution de I'Eq. (5.20) notée T' en vert. Les résultats du
MCP sont obtenus a partir de 1’Algorithme 28 ot nous avons choisi comme initialisation
To = Tref = (Taz + Tinin) /2, le nombre de tirages est N = 100000, le libre parcours moyen
est dme = L/(50v/2). Le parameétre adimensionnel o vérifiant & = B ef(Trnar — Tinin)/2 est
fixé & 0.4 (par conséquent A\ /Amee = 3/7. Le temps caractéristique 7 = pC'/\,.;872, il est
choisi via la prochaine étude en milieu infini.
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On retrouve ici, le méme comportement que dans le cas du slab étudié précédemment.
Dans cette configuration, en choisissant comme parameétre adimensionnel « = 0.4 (i.e
Amin/Amaz = 3/7), on constate que 'itération T, est acceptable comme approximation de 7T

5.4 Conclusion de la mise en ceuvre de ’algorithme
MCP

Dans ce chapitre, nous avons proposé une stratégie basée sur la méthode de Picard
(appelée Monte-Carlo Picard (MCP)) que nous avons mise en ceuvre en transfert radiatif o7
et en conductif \(7').

En transfert radiatif o074, le passage a I’échelle a été réalisé et I'équipe Mésostar envisage
actuellement d’intégrer notre proposition au code Stardis [23]. Nous avons également identifié
les limites potentielles de la méthode, qui sont dues soit a des écarts de température trop
importants, soit a des phénomenes de piégeage bien connus. Dans les autres situations, le
MCP reste tres efficace.

Nous avons également démontré son efficacité en transfert conductif A(7"). En revanche, il
reste encore un travail important a réaliser concernant la gestion des conditions de bord via
la marche mésoscopique. Tant que ce travail ne sera pas achevé, la mise en ceuvre de MCP
pour \(T') restera difficilement praticable en géométrie complexe mais nous restons confiants
sur cette perspective et ne voyons aucun point de blocage associé a la non-linéarité lors du
passage en dimension 3.

Finalement, et malgré le fait que la méthode de Picard est connue pour n’étre intéressante
que pour un nombre limité de problemes et avoir de mauvaises propriétés de convergence, elle
s’avere pertinente pour nos problemes de transferts de chaleur : elle converge "rapidement’ et
permet de contourner la difficulté associée aux branchements issus d’une combinaison des trois
algorithmes non-linéaires dont nous sommes partis au chapitre 3. Nous perdons 'exactitude,
I’arbre de troncature du développement doit étre testé comme un parametre de convergence,
mais les difficultés identifiées par G. Terrée, celles liées au nombre de branchements, sont
contournées d’une maniere qui n’entame aucune de qualités des algorithmes de thermique
linéaire face a la complexité géométrique.
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Chapitre 6

Synthese

Dans ce chapitre, nous allons récapituler la question de départ, et notre proposition
principale pour y répondre, en 1’état actuel des travaux. Au cours du travail, nous avons
par ailleurs exploré des stratégies alternatives pour contenir 1’explosion du nombre de
branchements, dont deux ouvrent des perspectives qui méritent d’étre exposées. Nous en
présentons seulement le principe dans ce chapitre de synthese, et nous les développons plus
en détail dans le chapitre suivant (7).

6.1 Notre question

Nous avons commencé cette these avec comme principal objectif de proposer un outil
supplémentaire pour accompagner le thermicien dans des phases d’approfondissement de sa
compréhension des mécanismes de transferts! en géométrie complexe. La question & laquelle
nous avons été confrontés est la suivante :

Quelles approches possibles pour simuler des transferts thermiques couplés dans des
géométries d’un trés haut niveau de complexité sachant que puisque nous devons contribuer a
leur validation, nous ne pouvons justement pas avoir recours a des modeles effectifs
équivalents (nous devons accepter toute la physique de départ malgré la complexité
géométrique) ¢

Pour répondre a cette question, nous avons choisi d’employer la méthode statistique
de Monte-Carlo, via le calcul de la température d’un ensemble de points sonde ponctuels,
surfaciques ou volumiques, méthode qui est bien connue pour étre trés peu sensible aux
grandes dimensions de la géométrie de I'objet d’étude.

La proposition présentée dans cette theése repose sur un travail collectif concernant
I’étude de la thermique linéaire par MC dont nous avons proposé une synthese théorique
dans le Chapitre 3. Notre objectif était ensuite, d’étendre cette approche a des thermiques
non-linéaires.

Pour cela, nous avons proposé de regarder les différents transferts thermiques non-linéaires
sous l'angle de la physique du transport, avec comme principales motivations de les unifier

1. Quand on parle de compréhension des mécanismes de transferts, on pense notamment a la visualisation
du propagateur dans la géométrie, via un ensemble de trajectoires telles que celles décrites tout au long de
ces différents chapitres.
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pour ensuite pouvoir employer les trois stratégies établies dans [13], que nous avons détaillées
dans 4.1.1, 4.1.2 et 4.1.3.

Nous savions, avant méme d’avoir commencé cette these, que nous serions confrontés a la
difficulté de prise en compte des branchements, les mémes branchements que ceux rencontrés
par G. Terrée et qui ont été qualifiés de bloquants ! Comme attendu, nous les avons observés
a petit Knudsen. Tout au long du travail, nous avons travaillé sur différentes stratégies de
contournement pour éviter ’explosion du nombre de branches, et deux d’entre elles ouvrent
des perspectives intéressantes : la transformation de Kirchoff et une reformulation intégrale
pour le rayonnement o7*. Les avancées sur ces deux stratégies sont présentées plus loin
(chapitre 7) en tant que perspectives parce qu’elles n’ont pu aboutir, & ce jour, a leurs
pleines conclusions en termes applicatifs pour des systemes couplés. A partir de ce constat,
nous avons fait un choix, lourd de conséquences : employer une troncature du nombre de
branches, dont les fondements théoriques sont basés sur le développement de Picard, afin
de rendre l'algorithme praticable au prix d’'une approximation (abandonner 'exactitude de
lestimateur). Cette stratégie s’est finalement avérée tres pertinente dans le contexte des
transferts thermiques couplés et elle est donc, ici, notre proposition principale.

6.2 Notre proposition : Monte-Carlo Picard

Nous résumerons la pertinence de cette approche en soulignant les points suivants :

e avec le T* du rayonnement, nous avons montré que le passage a I’échelle était effectif et
les résultats ont permis de confirmer tout I'intérét et la robustesse de cette stratégie.
L’équipe MésoStar envisage actuellement le codage de cette technique dans Stardis.

Une fois ce travail réalisé, il sera alors tout a fait envisageable de reproduire les mémes
résultats de simulation que ceux de la Figure 3.26 en prenant cette fois-ci en compte la
non-linéarité du rayonnement thermique 7. On s’attend a observer

— la méme insensibilité au nombre de cellules de kelvin, car ’exploration des che-
mins n’est pas affectée par la non-linéarité (rien ne nous amene a penser que la
complexification de la géométrie pourrait avoir des traductions différentes de celles
du linéaire),

— et une augmentation du temps de calcul qui serait fonction de l'itération considérée
mais également de 'importance du transfert radiatif par rapport aux deux autres
transferts : a la limite ou le rayonnement ne joue pas de role essentiel, notre
algorithme se comporte comme dans le cas linéaire. Une autre fagon de penser
cette augmentation du temps de calcul, est de voir qu’il est fonction du nombre
moyen de départs en rayonnement (le lieu des potentiels branchements).

Cette augmentation du temps de calcul (qui restera raisonnable pour des itérations en
petit nombre) peut théoriquement toujours étre controlée grace au choix de 'initialisa-
tion qui est d'une importance capitale. Lors de la mise en ceuvre, il sera intéressant
(pour gagner en convergence et en temps de calcul) d’envisager de réaliser un pré-calcul
via l'algorithme de Loris Ibarrart pour que l'initialisation soit la plus proche possible
du champ de température recherché : d’un point de vue théorique, a la limite ou I'on
choisit comme initialisation la "solution du probléeme", la non-linéarité ne pose plus
aucune difficulté.
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Le dernier point important a mentionner est le comportement asymétrique en tempéra-
ture que nous avons illustré dans la section 5.2.2. Il faudra donc garder en mémoire que
I’on peut rencontrer des problemes de ce type. Cette asymétrie est due a ’emploi des
collisions nulles et notamment a la non-linéarité qui se traduit par la dépendance du
coefficient d’extinction k(7") a la grandeur 7" : la probabilité que la collision échantillon-
née soit vraie est p(T) = k(T)/k et la probabilité qu’elle soit nulle est 1 — p(T). Par
conséquent, I’algorithme géneére d’autant plus de collisions nulles que p(7T') est faible,
impliquant une augmentation du nombre de collisions et donc de branches générées
et finalement du temps de calcul (contrairement & la conduction, les collisions sont
seulement temporelles, elles ne sont pas systématiquement suivies d’'un déplacement
spatial ; par conséquent, lorsque k(T") est faible, le nombre de collisions nulles nécessaires
pour que la trajectoire trouve une issue est grand, d’ou 'asymétrie en température).
Une nouvelle fois, cette asymétrie en température peut étre gommée en choisissant une
température de référence la plus proche possible de la solution recherchée (par exemple
via I'initialisation).

Concernant la conductivité variable A(7"), nous nous sommes concentrés sur le compor-
tement de l'algorithme de Picard face a la non-linéarité, guidé a chaque instant par la
volonté de le mettre en oeuvre en géométrie complexe. La question du passage a ’échelle
(dans un code type industriel, comme Stardis [23]) nécessite un approfondissement
concernant la gestion des conditions de bords en géométrie 3D, conséquence de la
"marche méso" que nous utilisons comme approximation du brownien. En dehors de
cette difficulté liée a la gestion des frontieres, on ne voit aucun blocage a la mise en
ceuvre 3D, et aucune autre difficulté liées au 3D que celles que nous avons identifiées
en 1D et 2D.

La premiere caractéristique importante de notre algorithme est une conséquence de
I'emploi des ACN pour gérer la non-linéarité A(T'). On a vu que selon cette stratégie,
la non-linéarité était reportée dans le coefficient d’extinction k(7") a 'origine de la
nature des collisions échantillonnées : soit la collision est vraie avec la probabilité
p(T) = k(T)/k, soit elle est virtuelle ou nulle avec la probabilité 1 — p(T"). Dans le cas
ot la collision échantillonnée est nulle, aucun changement de direction n’a lieu. Ainsi,
dans les zones ot les collisions nulles sont importantes, la longueur moyenne des sauts
est plus grande que prévue d’ou la nécessité de choisir un libre parcours moyen plus
petit. Mais puisqu’on ne connait pas a l'avance ces zones, il devient nécessaire de choisir
un libre parcours moyen plus petit dans tout le systeme quitte a générer beaucoup trop
de collisions (par endroits) pour rien (voir figure 4.7). Pour cette raison, nous nous
sommes limités a des conductivités variant du simple a un peu plus du double et n’avons
pas considéré des conductivités plus "violentes" comme dans certaines modélisations du
transfert thermique avec changement de phase ou les conductivités apparentes peuvent
varier de plusieurs ordres de grandeur.

La deuxiéme caractéristique vient du fait que le nombre de branches générées est
fonction croissante du nombre moyen de collisions rencontrées le long d’une trajectoire
et nous cherchons donc une nouvelle fois a pouvoir considérer un libre parcours moyen
le plus grand possible. Partant de ce constat, il est fondamental de travailler la gestion
des conditions de bord car la premiere stratégie qui consiste a réduire drastiquement le
libre parcours moyen, de telle sorte que I'erreur commise au bord soit négligeable n’est
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absolument pas envisageable (voir section 5.3.2). I devient donc nécessaire de proposer
une technique astucieuse a la frontiere. Nous nous sommes alors orientés vers la théorie
de Milnes qui permet de considérer un libre parcours moyen raisonnablement "grand"
pour approcher le brownien en géométrie fermée. En revanche nous avons observé
une difficulté bien particuliere : la trajectoire générée selon cette technique peut sortir
d’une géométrie fermée comme expliqué dans I’Annexe G. Cette situation est d’autant
plus probable dans des géométries ou les frontieres sont composées d’'une multitude de
recoins. Dans notre étude nous avons considéré un cube de coté 1 et n’avons observé
aucun probléme de ce type avec un libre parcours moyen de 1/(50v/2).

Une derniére caractéristique de notre proposition est la gestion du profil de la conducti-
vité variable A\(T"). En I’état, nous avons choisi de n’étudier que des matériaux pour
lesquels il est possible de linéariser la dépendance a T' de 1/\. Ce choix est initialement
motivé seulement par un objectif de simplification et rien ne nous empéche de considérer
une troncature supérieure dans le développement en série de Taylor de 1/\ quitte a
générer d’avantage de branches a chaque collision (selon la stratégie de J. Dauchet
4.1.2).

Actuellement nous n’envisageons le développement d’un code basé sur cette proposition
que dans une seconde phase, apres avoir traité la question de la gestion des frontieres avec
la "marche mésoscopique'. Cette question est encore trop récente, notre proposition reste
actuellement théorique et nécessite un approfondissement plus poussé : par exemple, en
commencant par évacuer les difficultés liées a la non-linéarité A(T') pour concentrer nos
efforts sur la marche mésoscopique (pour l'instant Stardis est pensé selon une "marche
macroscopique"). On envisage alors un travail similaire a celui réalisé en thermique
linéaire, avec la marche macro sur d-sphere : exploration systématique de la plage de
praticabilité industrielle, adaptation locale de la longueur du pas, gestion des différentes
conditions aux limites, ... Ce travail doit étre fait dans la lenteur, avec méthode afin
d’anticiper toutes les difficultés a venir. Une fois ce travail achevé, le codage de notre
stratégie dans Stardis sera immédiat et si tout se passe bien en thermique linéaire
(avec la marche mésoscopique), alors tout nous permet de penser que ce sera le cas en
thermique non-linéaire A(7').

e Concernant la capacité calorifique variable C(T), nous n’avons réalisé aucune mise
en oeuvre car on imagine mal réaliser un calcul en C(7) sans considérer du A(7") et
puisqu’il nous reste encore un travail important & réaliser en A\(T') ’étude de cette
non-linéarité C'(T') n’est pas la priorité. Elle le deviendra lorsque le travail sera plus
mir en \(T).

e En revanche pour le coefficient de convection variable h(T') rien n’a été testé non plus,
mais cette fois-ci ce n’est que par manque de temps. La prise en compte de cette
non-linéarité semble étre immédiate (via 'emploi d’'un ACN a la frontiére) et peut étre
implémentée en conservant la marche sur d-sphere. On n’entrevoit aucune difficulté liée
au passage a 1’échelle et le codage dans Stardis pourrait étre envisagé dans un futur
proche.

Contrairement aux deux perspectives annoncées précédemment (et détaillées ci-apres), la mé-
thode de Monte-Carlo Picard que nous proposons conserve toutes les propriétés intéressantes
de Monte-Carlo Linéaire :
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— possibilité de coupler différentes physiques : nous avons vu que le couplage se traite de
facon similaire a ce qui est proposé en thermique linéaire,

— insensibilité a la complexité géométrique : nous sommes convaincus que l'on retrouvera
le méme type d’insensibilité que celui observé par Najda Villefranque et Loris Ibarrart
dans les Figures 1.5, 1.6 et 3.26.

— structure algorithmique similaire au cadre linéaire : a quelques récursivités prés (a I'ori-
gine des branches), notre structure algorithmique est similaire a ce qui est actuellement,
codé en thermique linéaire.

Bien siir, la différence majeure entre ce qui est fait en thermique linéaire et ce que nous
proposons en thermique non-linéaire, réside dans le fait que nos chemins sont branchants et
la conséquence sera inévitablement une augmentation du temps de calcul.

En revanche, cette augmentation sera indépendante de la complexité géométrique : si
on multiplie par 100 le nombre de facettes nécessaire a la description de la géométrie CAO
du Standford Bunny (Figure 1.1a), alors les temps de calcul resteront inchangés. On peut
comprendre cette insensibilité de la facon suivante : si on fait abstraction des branches
générées le long de nos chemins, on constate qu’ils sont échantillonnés de fagon similaire a
ceux issus de la physique linéaire. De la méme fagon, ce raisonnement s’applique a chaque
branche générée. Finalement, a cette augmentation du temps de calcul prés, Monte-Carlo
Picard hérite d’une insensibilité a la complexité géométrique similaire a celle associée a
Monte-Carlo Linéaire.

6.3 Deux stratégies sans approximation qui ouvrent
des perspectives...

Le travail sur le développement des deux stratégies pour éviter ’explosion du nombre de
branches sans approximation, s’il n’est pas allé jusqu’au bout d'un algorithme applicatif a ce
jour, ouvre des pistes de travail pour le futur. Le lecteur intéressé par la mise en ceuvre de ces
stratégies trouvera les détails dans les sections 7.1 et 7.2. Nous en exposons ici le principe.

1. La transformation de Kirchhoff

Nous avons bien siir rencontré des exposés de travaux dans la littérature explorant la
possibilité de changer de variables pour transformer un probléme initial de thermique
non-linéaire en un probléme linéaire, face auquel on peut ensuite déployer les techniques
de Monte Carlo usuelles. Il ne fait aucun doute que ces pistes de travail méritent une
exploration continue, soit dans le but de parvenir effectivement a une traduction linéaire,
soit dans le but de proposer une traduction imparfaite (le probléme resterait non-linéaire)
mais posant moins de difficultés : un changement de variable nous "rapprochant" du
linéaire, réduisant par exemple le nombre de branchements. Nous avons alors rencontré
deux exemples qui nous semblent représentatifs des perspectives offertes par de telles
approches : un exemple radiatif tres simple qui illustre la démarche et un exemple
conductif, avec la transformation de Kirchhoff, auquel il nous semble important de
garder une place dans les directions de recherche a venir.

(a) Pour la transformation associée au rayonnement (section 7.1.1), il s’agit de rem-
placer la variable T' par une nouvelle variable y = T*. Le probléme devient alors
linéaire en y, la mise en ceuvre est immédiate, simple a coder et extrémement
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efficace. En revanche, elle est tres rapidement limitée lorsque 'on considére un pro-
bleme instationnaire, un couplage avec d’autres transferts ou encore des propriétés
spectrales.

(b) Pour la transformation de Kirchhoff en conduction stationnaire (section 7.1.2), on
retrouve le méme comportement et la méme conclusion qu’en rayonnement : il
existe un changement de variable qui rend le probléme linéaire, il est tres efficace
en conduction pure avec condition de Dirichlet et Neumann, mais encore une fois,
cette stratégie est tres rapidement limitée lorsque ’on considere des couplages : les
conditions de raccordement conducto-radiative et conducto-convective semblent
étre plus compliquées a gérer, le changement de variable étant adapté a la physique
de champ et pas a celle de frontiere.

Ce travail d’exploration est engagé, aucune piste applicative n’est envisageable au stade
actuel, mais il y a un réel espoir de parvenir a réduire le nombre de branchements,
voire de l'annuler. En effet, dans les deux cas (rayonnement et conduction) la difficulté
principale est celle du raccord avec une autre physique a la frontiere. En évacuant la
non-linéarité d’'un mode de transfert dans le champ, avec un changement de variable
adapté, on la reporte a la frontiere, au moment du couplage. C’est donc a ce stade
que les algorithmes deviendraient branchants. Le bénéfice n’est donc pas immédiat.
Par contre nous avons commencé par un premier exemple simple, au stationnaire,
ou la question se ramene a une non-linéarité de type polynomiale, et il nous semble
envisageable de la gérer sans branchement. Il s’agirait alors du premier exemple de
MCNL sans essaim et sans branchement. Nous ne sommes pas parvenus au bout de
cette démonstration, mais nous lui laissons une place dans nos perspectives car il s’agit
d’une piste que nous allons poursuivre activement.

Reformulation intégrale en rayonnement

Dans le méme esprit, nous avons toujours gardé en téte la perspective de produire
un algorithme de MC exact avec branchements si nécessaire pour la prise en compte
de la non-linéarité du rayonnement thermique. Dans la littérature nous n’avons rien
identifié de pertinent (en dehors de I'approche en essaim) et méme d’un point de vue
purement théorique, il n’y a que via un développement de Picard et en tronquant, donc
en perdant l'exactitude, que nous avons pu atteindre des algorithmes praticables en
toute circonstance. Mais la perspective reste ouverte.

En effet, partant du constat que ’algorithme exact exposé dans la section 4.3 génere
énormément de branches, menant a une impraticabilité méme dans des géométries tres
simples, nous avons observé qu’il était possible d’utiliser une technique de reformulation
intégrale menant a un algorithme, que nous appelons Branching Algorithm dans la
section 7.2, qui reste branchant, mais qui cette fois-ci "branche" beaucoup moins,
tellement moins que la mise en ceuvre devient envisageable méme en géométrie complexe.

A notre connaissance, c’est le premier algorithme de Monte-Carlo sans essaim, per-
mettant de résoudre un probléme de transfert thermique non-linéaire instationnaire
conducto-radiatif de facon exacte. Malheureusement, durant notre étude nous avons
pu constater de nombreuses configurations ou cet algorithme génere une infinité de
branches. C’est la raison pour laquelle nous ne présentons cet algorithme qu’en tant
que perspective, conservant Monte-Carlo Picard comme seule proposition envisageable
pour un passage a l’échelle a court ou moyen terme.
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En revanche, dans son domaine de validité, cet algorithme est directement utilisable en
géométrie complexe via ’emploi des outils de la communauté de la synthese d’image,
comme illustré dans la Figure 7.3. Ce travail, méme si il reste embryonnaire, permet
donc d’imaginer de nombreuses perspectives, notamment en y adaptant la stratégie
de MCP. L’algorithme ne serait plus exact, mais ses performances seraient peut-étre
supérieures a celle du Chapitre 4.3.

Pour conclure sur 'annonce de ces deux perspectives, rappelons que toutes les bonnes
propriétés propre a MCL seraient perdues si 'on envisageait 1'une ou l'autre en termes
applicatifs sans un travail supplémentaire. Les différents changements de variable que nous
avons explorés jusqu’ici gomment effectivement la non-linéarité dans le champ, mais en contre
partie, renvoient toute la difficulté a la frontiere, difficulté que nous ne savons pas traiter
actuellement méme si la proposition que nous ferons au paragraphe 7.1.3 nous semble étre
une piste tres sérieuse.

6.4 Une perspective complémentaire : MCP et le cal-
cul des sensibilités

Notre outil étant a destination des thermiciens, pour les accompagner dans des phases de
compréhension et de "dimensionnement" des mécanismes de transferts, une question devient
centrale dans notre travail : le calcul des sensibilités. Cet outil est capital en sciences de
I'ingénieur pour mieux comprendre et analyser le systeme physique.

Au coeur de notre proposition de MCP, les algorithmes a collisions nulles sont la brique
essentielle sur laquelle ’ensemble de nos travaux repose. Pour cette raison, nous avons
commencé par étudier le calcul des sensibilités en concentrant nos efforts sur les ACN et
en laissant de coté les non-linéarités physiques. Ce travail a été publié dans [69], et nous le
rappelons dans la section 7.3. Nous n’avons malheureusement pas travaillé la question de
I’adaptation des algorithmes correspondant a Monte-Carlo Picard, mais nous pouvons déja
préciser que la difficulté va passer par la prise en compte de la dépendance du coefficient
d’extinction k(T") a la grandeur comme ’a constaté G. Terrée dans [20].

En revanche, des travaux tres récents, menés par Victor Gattepaille au sein de I’'Université
de Clermont-Ferrand a I'Institut Pascal, motivés par des préoccupations industrielles relevant
du génie des procédés, ont abordé la méme question. Ils se sont intéressés a une physique
non-linéaire (quatre physiques linéaires couplées non-linéairement) qu’ils ont traitée via une
hiérarchie (qui émerge de la physique) similaire & la ndtre (dans notre cas, la hiérarchie
émerge de contraintes numériques selon la méthode de Picard). En s’appuyant sur notre
proposition 7.3 ils ont proposé une technique astucieuse permettant le calcul des sensibilités
qu’ils publieront trés prochainement (la these de V. Gattepaille est en cours d’écriture). Il
nous reste donc a comprendre leur proposition, et voir si on peut 1'utiliser pour répondre a
notre question.
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Chapitre 7

Perspectives

7.1 Changement de variable en thermique non-linéaire

Dans cette perspective, nous nous sommes intéressés aux techniques de changement
de variable en conduction A(T") (section 7.1.2) dans le but de linéariser le transfert sans
approximation.

Nous commencons par introduire le principe de cette technique via I’étude d’un changement
de variable bien connu en rayonnement, décrit dans [92], permettant de gommer la non-
linéarité en oT* dans le cas d’'un transfert radiatif pur (sans aucun couplage), dans une cavité
fermée, au stationnaire, avec des conditions de bord de type Dirichlet ou adiabatiques (section
7.1.1). Dans cette configuration, tout le probléme se dit en 7% et I'idée du changement de
variable est "directe' : on considére la grandeur y = T*. Le modéle associé & y est linéaire
et nous pouvons estimer y via un algorithme de Monte-Carlo. Il n’est ensuite pas tres
compliqué de remonter a ’estimateur de 1. Méme si cette méthode est limitée au transfert
radiatif stationnaire, sans couplage, elle reste tres intéressante sur le plan théorique car c’est
actuellement la seule facon de gérer la non-linéarité radiative ¢7* via un algorithme de
Monte-Carlo non branchant.

Nous nous sommes ensuite concentrés sur le transfert par conduction (section 7.1.2) et
avons introduit le changement de variable appelé "transformation de Kirchhoft" [93] qui
est connu pour étre limité aux conditions aux limites de type Dirichlet et Neumann au
stationnaire. Il consiste a considérer la grandeur v = A(T) ou A est une primitive de la
conductivité par rapport a la température. Le probleme en v devient linéaire et nous pouvons
estimer v via un algorithme de Monte-Carlo de fagon similaire a ce qui est fait en rayonnement.
La conséquence de ce changement de variable est le report de la non-linéarité du champ aux
frontieres, en combinant non-linéairement v et T'; et la difficulté principale réside dans la
question du couplage entre les différents transferts de chaleur.

Partant du constat que les grandeurs v et T sont combinées de facon non-linéaire a
la frontiere, nous proposons, dans la section 7.1.3, une stratégie qui nous semble étre une
piste tres sérieuse pour envisager ce couplage, en créant une facon de passer de la variable
v a la température T'. L’idée repose sur une technique de résolution par un algorithme de
Monte-Carlo d'une équation polynomiale non-linéaire décrite dans la Proposition 1. Nous
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utilisons cette structure polynomiale bien particuliere! pour la transformer en un systéme
d’équations linéaires de taille infinie, puis en une chaine de Markov. La résolution par Monte-
Carlo consiste alors a se déplacer sur le graphe associé (sans branchement) jusqu’a atteindre
une valeur prescrite. Le travail restant a réaliser consiste a faire rentrer ’équation en v et T'
dans ce cadre particulier.

7.1.1 Changement de variable en rayonnement

Il est connu qu’en transfert radiatif pur (sans aucun couplage), dans une cavité fermée,
stationnaire, avec des conditions de bord de type Dirichlet ou adiabatiques, avec des parois
noires, qu’il est possible d’estimer par un algorithme de Monte-Carlo Linéaire la température
en un point d’'une paroi via un changement de variable.

of)

point sonde

0Qp

FIGURE 7.1 — Cavité ou la température est imposée aux parois rouge a Tyq,,, les autres parois
sont adiabatiques.

Le modele associé a une telle cavité s’écrit,

0=0(T(&)"—Er (T(Z)")), &€\ 1)
T(Z) = Tya, (Z), Z € 0p
La premiere équation correspond a 1'égalité du flux (flux nul) et la seconde correspond a
une condition de Dirichlet (parois noires a la température Ty, connue). En considérant le
changement de variable y = T%, on écrit,

{ y(Z) =Er (y(Zr)), &€ 0N\
y(&) = Tha, (Z)*, 7 € 0Qp

1. ou la somme des modules des coefficients est majoré par 1, chaque coefficient pouvant étre considérés
comme une probabilité

(7.2)
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L’algorithme de Monte-Carlo associé a y consiste a réaliser un grand nombre d’échan-
tillonnages de I', récupérer comme poids de MC la température a la puissance quatre au bout
de ces chemins ?, puis réaliser la moyenne arithmétique de ces différents poids.

L’estimateur de y est donc Y, = 1/n " | T(&p,)* ot n est le nombre d’échantillonnages
et (I'))ieq1,....n} une suite de variables aléatoires i.i.d suivant I, un intervalle de confiance
au risque 66% de y étant y € [y, — Oy, Yn + Oyn) OU ¥, est une réalisation de Y, et oy,
I’écart-type associée.

Finalement, en utilisant la relation 7" = y'/4, 'estimateur de T n’est rien d’autre que
Ynl/ 4. Pour construire la barre d’erreur associée a T', nous utilisons la propriété de stricte
croissance de la racine quatriéme z — /4 et nous en déduisons un intervalle de confiance au
risque 66% pour la température T :

T € [y —ovn)", (o + ovn) "] (7.3)
En effet, on a ,

66% — Py. (Y — ov, <y
= IP)Yn ((Yn - UYn

)
=Py, (Ya—ov)"' ST < (Yo +0y,)"")
(7.4)

7.1.2 Transformation de Kirchhoff

La transformation de Kirchhoff consiste a utiliser un changement de variable dans le but
de transformer un probleme conductif avec une conductivité dépendante de la température en
un probleme conductif linéaire, et ceci, de facon similaire a la méthode décrite précédemment
en transfert radiatif. Comme pour le rayonnement, I’équation considérée et stationnaire, les
conditions aux bords pouvant étre considérées sont de type Dirichlet et/ou Neumann. Le
modele de transfert résultant s’écrit,

0= —div (-\T)VT) , Fe
T(§) = Too(¥) . ¥ € 00p (7.5)
~MDVT(G) i =9(F) . §€

ou A est la conductivité thermique dépendante de la température, €2 le domaine solide, de

bord 092, Ty la température imposée sur le bord du domaine 0€2p et ¥ une densité de flux
surfacique, le changement de variable considéré est le suivant,

v:=AT) (7.6)

2. L’échantillonnage d’un chemin consiste a échantillonner un chemin optique v suivant I', partant du
point & et atteignant une frontiére en un point £ ou la température est connue. Le long du chemin, la
trajectoire a pu atteindre une ou plusieurs fois des parois ou la température n’est pas prescrite. Dans ces
cas 1a (la condition de bord est de type adiabatique), le chemin continue sa trajectoire comme si il était a
nouveau échantillonné depuis ce point (via le principe de double randomisation).
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ou A est une primitive de la conductivité par rapport a la température (par exemple, si
MT') = aT + b alors on peut considérer v = A(T) = £7° + bT). Pour un tel choix de v, on a

Vo = A(T)VT. En utilisant I'Eq. (7.5), on en déduit que v vérifie :

0 = —div ( v) , T e
v(F) = voa(¥) 7€ 0Qp (7.7)
V@) =@ . G

ol vyg = A(Thq). Ainsi, il est clair que v est solution de 1’équation de la chaleur linéaire
stationnaire avec une condition de type Dirichlet et /ou Neumann.

L’algorithme de Monte-Carlo Linéaire 11 présenté dans le Chapitre 3 est donc efficace
pour évaluer une estimation de la grandeur v solution de I'Eq. (7.7) et nous noterons V' la
v.a associée : 'estimation de v est notée v,, et est échantillonnée de la fagon suivante,

1

-----

Une fois la grandeur v estimée, il devient nécessaire de trouver une stratégie permettant
d’exprimer T en fonction de v. Pour cela, la premiere facon de procéder est d’utiliser la
fonction inverse de A. En effet, puisque v := A(T), alors T = A~!(v) (la fonction inverse A~1
est bien définie car la conductivité A étant strictement positive, sa primitive A est strictement
croissante et donc inversible). Malheureusement, la fonction A~! n’est pas linéaire (en toute
généralité) et par conséquent, il n’est pas possible de considérer la quantité 1/n " A~ (v;)
comme une estimation de 7T car

L3 A () # A7 () (7.9)

lorsque A~! est non-linéaire. A ce stade, il y a deux solutions pour construire cet estimateur :

e Premieérement, remplacer A~! par un développement en série entiére comme expliqué
dans la section 4.1.2.

e Deuxiemement, utiliser la méme astuce que celle présentée en rayonnement i.e la
propriété de stricte croissance de la fonction A=! et ainsi construire comme estimation
de la température A~1(v,), et I'intervalle de confiance au risque 66% : T' € [A~*(v,
0u, )y N (v, + 0y,

La transformation de Kirchhoff permet ainsi de reporter la non-linéarité présente dans
le champ aux frontieres, ou les grandeurs v et T' sont mises en relation via une fonction
non-linéaire qui nous empéche d’envisager le couplage avec les autres transferts : convectif® et
radiatif. Nous présentons dans la section suivante, une piste que ’on envisage pour contourner
cette non-linéarité.

3. Des travaux récents ont abordés la question du couplage conducto-convectif dans [94] via une approxi-
mation.
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7.1.3 Vers le couplage

Nous proposons ici, une technique astucieuse pour résoudre une équation polynomiale
non-linéaire décrite dans la proposition 1, via un algorithme de Monte-Carlo. L’idée, qui
n’est encore qu’a I'état de perspective, consisterait a utiliser cette méthode pour étendre la
praticabilité de la transformation de Kirchhoff au couplage via un algorithme de Monte-Carlo
non branchant.

Résolution d’une équation polynomiale non-linéaire par MC

Proposition 1

Soit un n € N* un entier et P, € R[z] un polynéme de degré n tel que :

n

Pyz)=b+ (a1 — D)z + ) aza’ (7.10)

=2

Si |bl + > iz1.m |ai| < 1, alors P, admet une unique racine réelle dans | — 1, 1].

Démonstration : L’existence de la racine repose sur une conséquence immédiate du théoreme
de Brouwer. L’unicité (et l'existence) est une conséquence de l'exercice 58 "Point fize et
fonctions holomorphes" de [88]. D’ou le résultat. [ |

Pour déterminer cette racine, nous proposons d’utiliser un algorithme de Monte-Carlo.
Pour cela, nous commencons par remarquer la trivialité suivante,

P,(x)=0

7.11
& r=bt+ar+ari+--+a, 12"+ az" ( )

puis on remplace cette équation non-linéaire (7.11) par un systeme d’équations linéaires de
taille infinie équivalent :

z=bl+ax+agxy+ -+ ap1Tp_1 + a,x, +¢€.0
To =br + a1T9 + asx3 + -+ Ap_ 1T, + ATy + €.0
x3 = bro + a1x3 + asxs + -+ Ay 1Tpi1 + apTpio +€.0 (7.12)

Ty = bry + a1T4 + a2T5 + - + Ap_1Tng2 + ApTpiz + €.0

ot 'on note x; = z' pour tout entier i € N* et e est choisi tel que 1 = e + [b| + 3,1, |ail-

Pour résoudre ce systéme par MC, nous utilisons ’hypothese [b] + >, , |ai] < 1 et
construisons la chaine de Markov infinie. Pour simplifier, nous commencons par supposer que
les coefficients b et a; pour tout ¢ € 1...n sont positifs. Dans ce cas, la chaine de Markov est
représentée par le schéma suivant :
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o) o o (o]

FIGURE 7.2 — Chaine de Markov associée au polynome.

L’algorithme de Monte-Carlo associé consiste a récupérer comme poids de Monte-Carlo 1
avec la probabilité b, x avec la probabilité a;, x5 avec la probabilité as, x5 avec la probabilité
az et 0 avec la probabilité e. Si la réalisation vaut 1 ou 0 ’échantillonnage est terminé,
sinon il devient nécessaire d’échantillonner x; en répétant la méme procédure : on récupere
comme poids de Monte-Carlo x; _; avec la probabilité b, x; avec la probabilité ay, x; 1 avec la
probabilité as, x; 9 avec la probabilité as et 0 avec la probabilité e. Les poids de Monte-Carlo
pouvant étre retournés sont 1 et 0 (I'estimateur ne pouvant étre qu’a valeurs dans [0, 1]).

Si maintenant on considere des coefficients de signes quelconques, alors 'algorithme reste
le méme, et les signes sont reportés dans le poids de Monte-Carlo. Les réalisations seront
donc a valeurs dans {—1,0,1}.

Lien avec la transformation de Kirchhoff

Considérons un matériau ou la conductivité peut étre considérée polynomiale en la
température \(T') = a; + aoT + - -+ + a,T" . Dans ce cas, v = A(T) = b+ a;T + ay/2T? +
-+« + a,/nT™. Pour échantillonner T, 'idée est d’appliquer la proposition précédente a
I’équation,

az 2 Qn n
T:—U—l—(al—l)T—l—?T +- 4+ =T (7.13)
n

Puisque nous savons évaluer une réalisation de V' associée a v (voir transformation de
Kirchhoff), il ne reste plus qu’a trouver un moyen de faire rentrer cette équation dans la cadre
de la proposition 1. Pour cela on envisage d’utiliser a nouveau un changement de variable
pour contraindre le champ de température dans I'intervalle [0, 1] et ensuite on s’occupera de
borner les coefficients.

De la méme fagon, le couplage avec les transferts convectif et conductif, qui a lieu a la
frontiere, met en relation v et T" de fagon non-linéaire. La question sera a nouveau de faire
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rentrer cette non-linéarité dans le cadre de la proposition 1. Nous n’avons pas eu le temps de
travailler cette question mais pensons qu’elle mérite réflexion.

7.2 Méthode de Monte-Carlo exacte pour le Rayonne-
ment en 7"

Dans cette section nous donnons le texte d’un article en cours d’écriture qui présente
un algorithme de Monte-Carlo exact traitant du transfert radiatif non-linéaire o7T* avec un
couplage conducto-radiatif* instationnaire.

Nous avions déja proposé un tel algorithme dans la section 4.3 (Algorithme 24-25) et
avions constaté une explosion du nombre de branches a faible Knudsen. L’idée ici est de
proposer un algorithme alternatif dans le but de repousser cette limite.

Cet algorithme est établi® & partir de la continuité du flux a l'interface solide, ol nous
considérons un effet capacitif surfacique pour faciliter 'emploi de la technique des ACN
(cet effet capacitif n’est pas nécessaire). Ensuite via un travail de reformulation intégrale
astucieux, nous faisons en sorte que les poids de Monte-Carlo pouvant étre retenus soient
systématiquement positifs et majorés par la température maximale du systeme. Cette majo-
ration est essentielle, car elle nous permet de faire émerger des v.a de Bernouilli de parametre
aléatoire p(0) ou T' = Eg(O), similaires & celles considérées dans les Chapitres 4 et 5. Sans
cette majoration, nous ne pouvons pas garantir que les réalisations associées a p(©) soient
a valeur dans l'intervalle [0, 1]. Cet algorithme reste branchant, mais il branche moins que
I’algorithme établi dans la section 4.3. La Figure 7.3 montre un résultat de sa mise en oeuvre
en géométrie complexe.

4. la convection n’est pas considérée ici, mais elle n’est en aucun cas source de difficulté
5. Cet algorithme peut également étre obtenu & partir d’une reformulation intégrale de I’équation (4.50),
établie dans la section 4.3, page 130 (voir Annexe 5.17)
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FIGURE 7.3 — Résultats obtenus dans la géométrie Standford Bunny 1.1a, en prenant en
compte les transferts de chaleur conductif et radiatif en instationnaire. Nous considérons
une température initiale 7y = 200K, une température radiative environnante uniforme de
500K, une conductivité A = 5, une densité p = 1, une capacité calorifique C' = 1, un temps
d’observation ¢ = 0.005s et une température de référence T,.; = 250K . Résultats obtenus a
partir de I’Algorithme disponible dans [89] en considérant 4096 réalisations par pixels pour
Ty, T) Ty et T. Les itérations supérieures & deux ne sont pas présentées ici car elles coincident
avec TQ et T.

Bien sfir, cet algorithme reste limité a des géométries de faible concavité et a de faibles
variations de la température. Il reste donc en 'état de perspective contrairement a notre
proposition de Monte-Carlo Picard.
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ABSTRACT. It was recently shown that the Green formulation of transient coupled heat transfer
could be turned into a Monte-Carlo algorithm that adresses the solution in a direct manner, without
iterating between the modes, i.e. sampling heat-transfer paths that combine conduction, convection
and radiation at the lower level. The main benefit of such an approach is that the temperature at a given
location and a given time can be evaluated without constructing the whole temperature field. There is
a strong similarity with standard radiative transfer Monte-Carlo algorithms that evaluate the specific
intensity at a given location and in a given direction without constructing the whole intensity field
(backward tracking of a radiative path from the observation location to the radiative sources). Here,
heat-transfer paths are tracked backwards in both time and space, allowing a straightforward use of
computer graphics tools developed for the cinema industry for the evaluation of temperature inside
complex industrial geometries. However, as Green formalism is used from the start, this method is
limited to linearised heat-transfer, notably to limited temperature differences, so that radiative transfer
can be linearised around a reference temperature. We here propose a new branching-path sampling
approach that bypasses this constraint. The formal developments are provided and some attempts at
implementation are reported for academic conducto-radiative configurations, leading to a first-level
discussion of this observed numerical behaviour in terms of both computation time and branching
statistics.
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1. INTRODUCTION

When the heat-transfer problem is linear, the temperature © can be expressed using an integral formu-
lation involving the Green function [1]. This integral formulation allows us to express the temperature
as the expectation of a random variable: © = fDW pw(w)dw w = Ey (W) where W is a random
variable and pyy its probability density function. From this expectation, we can elaborate one Monte-
Carlo algorithm to evaluate an estimate of temperature noted ©,, using n independent samplings
wi,i € {1,n} of W: ©, = % > i, w;. This algorithm is nothing more than the algorithmic read-
ing of the integral formulation [2]. From this approach we will design a Monte-Carlo algorithm to
evaluate the temperature solution of the following nonlinear transient coupled heat-transfer equation:

0c9,0 = —div (—W@) inQ
0,0 = 0 (0% — ) +AVO.A in 90 (D
@(., 0) = @0 in Q

where p is the density of the material, c the mass heat capacity, A the conductivity, ¢, the surface heat
capacity, o the Stefan-Boltzmann constant. The radiative temperature O = O (&, t) at point & at

time ¢ is defined such that ©% = / pr(y)dyT(£,)* where Dr is the space of all the radiative paths,

pr the density of probability of theDrFadiative path reflecting the statistical pictures associated with the
radiative-transfer equation, y a radiative path and &, the position at the end of the radiative path vy.
© = O(Z, t) is the temperature at point & at time ¢, O the initial condition, € the solid domain, OS2
its boundary and 73 the incoming normal. Here, the boundary conditions are not explained; they will
be explained later with reference to the studied configuration.

In this Eq. (1) the two modes of heat transfer are conduction and radiation. Conduction is a linear
heat transfer, thus the Green formulation is appropriate. Radiation is a nonlinear heat transfer, so it
is difficult to use the Green formulation to obtain an expression of temperature under integral for-
mulation. In the available literature, the main strategy is to linearise the radiation around a reference
temperature (or to use a timestep using sampling source particles from all known source distributions:
[3,4]). This makes the Green formulation praticable to design one Monte-Carlo algorithm that we call
the Linearized Algorithm. Unfortunately, this linearization is not always valid [5]. We are therefore
proposing a strategy to evaluate the temperature of Eq. (1) using an exact Monte-Carlo algorithm.
The formal development of the integral formulation is provided in Section 2. The implementation of
the algorithm has been carried out in several academic configurations. The results that allow us to
validate the algorithm and identify its limits are given in Section 3.

2. ESTABLISHMENT OF THE INTEGRAL FORMULATION

It was recently shown, in linear-transport physics, that it is possible to handle highly non-homogeneous
media using a null-collision algorithm (NCA). The main idea is to transform the non-linearity of Beer-
extinction into a linear-recursive problem of infinite dimension that Monte Carlo handles without ap-
proximation [6—8]. The effectiveness of NCAs [9-91§ leads us to elaborate one integral formulation
of the temperature using the same strategy. For this, we consider a free parameter v in order to write



Eq. (1) in a form adapted to NCA:

0cd,0 = —div (—W@) in Q
90 = —vO +vO* in 09 @)
0" =0 —a[0'—0%] —pc (6 —65) indQ
O(.,0) =0y in
A

where « = %, pc = -5z, 0 is a spatial discretization parameter, ©; the temperature at point
& — 01, and 71 the incoming normal of the solid domain ) at point & at time ¢. Using pp(t) =
vexp (—Vvt) on RT we can express the temperature © under integral formulation:

O(&,t) = Er(H(T — t)Oo(&) + H(t — T)O*(&,t - T))

O(Z, 1) =/0+OOPT(5)d5{ i ngiggog)t_s)}

where H is the Heaviside function i.e. H(z) = 1 if z > 0 and 0 in other cases. The integral formu-
lation Eq .(3) is unusable algorithmically because ©* is not expressed under integral formulation. To
bypass this difficulty, we consider a random variable W such that © = E (W) where W = W (&, t)
is left undefined for the moment:

3)

0L - 0%+ 1,03
—W1W2é2 + WQWgéz
— WA WoWs0 + WoWsW,0
—WiWeW3Wy

0" = Ew, Ew,Evw, E, | W1+ o +pc (©s — W)

where Wy, Wy, W3 and W, are random variables that are indepengient and distributed identically
to . We choose to confine the realizations of W between 0 and ©. In this way, we obtained the
following equation:

4
] Or
e (%)
+ Po%
. W
=0, E )
— Pr = Pc)Ew, W Wo | WoWs | WaWsW.
+ (1) Ry BBy, (% + Ml 4 WalfWe

)

J/

(&)
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where pr = a©3. From Eq. (5), we express B; under integral formulation choosing 1_;; R_pc = %
which implies V = 460?#:
(
Wo W2W3 W2W3W4
(5 )
6 62 63
By =Ew, % + ( - %) Ew, Ew,Ew, 3
(6)
WoWs + WolWsWy
By =Ew, 1,1,23/() 14 = ”g/() 0 %Engm < 62 . o3 )
By =B, ( 1+ 0+ By, (M)
where w1, ws, w3, wy are independent realizations of 1.
Then, we can express the temperature under integral formulation from Eqgs. (5) and (6) :
+oo =
- _ H(s —t) Op(Z)
o0& = /0 pT(S)dS{ + H(t - 5)ON(F, 1 - 5)
o@,)\"
o H (ro <pR)/PF(Y)dY( (QY))
e* = @/ drg r A
0 + Hpr <10 <pr+pc)g
+ H ([)1{ +poc < 7“0) By
1 H (7“1 < %) 1
Bl = / pW(wl)dwl/ d’l”l
Dy 0 + H (ﬂ < 7"1> By
° (7)
1 (7"2 < uz/()) 1
BQ = / pw(wg)dwg/ d’f’g 4 (uz/() <19 < : ) 0
Dw 0 7
+ (% < T'Q) B3

1

B3 :/ pW(wg)dwg/ drs | +
Dw 0

+

where rg, 71, 79, 3 are independent realizations of a uniform variable on [0, 1].

We define W by using the statistical reading of the integral formulation (7). By construction, the
expectation of W is ©. Moreover, the realizations of 11/ are between 0 and ©. Indeed, the possible re-

alizations of W are: Oy, ( @(§Y)) o, ®° 0, ©, 0 and ”‘”22’)3”4@ Therefore, the couple <%1, 1— %) ,
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, can be interpreted as probabilities and



we can deduce a Monte-Carlo algorithm (which is nothing more than the algorithmic reading of
Eq. (7)) called a Branching Algorithm:

Start in & € 9Q [
at time ¢ T

,,,,,,,,,,,,,,,,,,

sample s

() w.r.t. pr

<ry<

ro <Pr

sampling -y

PR+ po <rg w; sampling

71 sampling

wo sampling
ro sampling

w3 sampling
r3 sampling

Pr <70 <PR+PC

Figure 1. Branching Algorithm

3. RESULTS

Implementation was carried out on academic cases (Figure 2 and 3) in order to compare our results
with analytical solutions. The results are provided in Tables 1 and 2. These results confirm that the
Branching Algorithm (Figure (1)) is practicable. It can be observed that the error bars are of the
same order of magnitude as the error bars in the Linearized Algorithm. This property is important
because the convergence of the Branching Algorithm is only driven by the average branch number
per path and the convergence speed of our algorithm is the same as in the Linearized Algorithm.
Computation times for the Branching Algorithm t are proportional to the computation time of the
Linearized Algorithm ty;,: t = (N + 1)t;;, where N, is the average branch number generated per
path. Tables 1 and 2 allow us to identify the limits of the Branching Algorithm that are characterised
by three kinds of branching:

e The first kind of branching depends on the boundary conditions. The probability value % de-
pends on boundary conditions and the probability of a branching increases with the decrease of
wy. This algorithmic feature produces a temperature asymmetry. For example in configuration
1, using p = 0.25 and [/L = 1, we can estimate the temperature for x = 0.9/, but not for
x = 0.1[. In the same way, in configuration 2, we can estimate the temperature when p > 0
(B < ©4), but not when p < 0 (0¢ > O4).

e The second kind of branching results from the algorithm structure: the evaluation of boundary
temperature (on the surface separating the solid from the cavity) automatically produces one
branching with a probability 1 — pr — pc. Therefore, if the sampling path crosses the boundary
0f) many times, then the algorithm generates a lot of branching and the algorithm is unusable:
this is the case in configuration 3, where the radiative heat transfer is between two unknown
surface temperatures.

e The third kind of branching is more classic:2 iltlappears when we have to evaluate the weight

NN
(%) © and when the temperature O(Zy ) is unknown. Indeed, the temperature at point &

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

wowswy

€]




is only expressed in expectation form: O(&£y)* = Ey (W (x))*. To bypass this non-linearity
problem, we replace Eyy (W)?* by Eyy, (W1)Ey, (Wa)Ew, (W3)Ew, (Wy) [13], which implies
the generation of four branchings.

3.1 Configuration 1

void

Figure 2. Rectangular cavity of length [ and width L, where each face is a black body. The left
and right faces are imposed at temperature ©, and ©, respectively. The top and bottom black faces
adiabatic algorithm evaluates the temperature at a location on one of these adiabatic surfaces. In this
configuration, the only heat transfer is radiation.

Table 1: Evaluation of the temperature © in configuration 1 at stationary state using N = 100000
samples. o is the error bar, N1% is the number of samples required to reach a 1% accuracy and ;¢
the corresponding computation time. ©, = (1 — p)O,es, Oy = (1 + p)O,es Where p € [—1,1],
6 = max(0g, Op), Omin = min(O,, O,) and OF is the analytic solution. The computation times
displayed correspond to an Intel Core i5 - 2.5Ghz without parallelization. NV} is the average number
of branches generated per path.

T l O —Omin O—BOmin

1.00 050 1.0 0.8409 0.8404 1.16E-03 1956 0.0936 84.6
0.75 050 1.0 0.8145 0.8132 1.35E-03 2503 0.1156 85.5
0.50 050 1.0 0.7652  0.7649 1.71E-03 5126 0.2408 65.3
025 050 1.0 0.6673  0.6663 2.51E-03 14048 0.1755 18.8
0.10 0.50 1.0 0.5735 0.5679 3.46E-03 38080 0.1726 6.4
0.05 050 1.0 0.5373  0.5353 3.91E-03 52251 0.1670 4.4
025 090 1.0 0.7851  0.7821 2.08E-03 7114 0.0386 7.2
025 0.70 1.0 0.7295 0.7301 2.29E-03 10397 0.0772 10.5
0.25 030 1.0 0.5988  0.5982 2.71E-03 21281 1.3475 103.6
025 0.10 1.0 0.5991 * * * * 8
025 050 0.1 0.6673  0.6668 2.50E-03 12985 0.1388 18.8
0.25 050 05 0.6673  0.6697 2.49E-03 13962 0.1573 18.9
025 050 2.0 0.6673  0.6610 2.52E-03 13923 0.2001 18.7
0.25 050 10.0 || 0.6673  0.6690 2.50E-03 13877 0.6191 18.5
025 050 500 | 0.6673 0.6647 251E-03 14327 7.1525 18.6

3.2 Configuration 2
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Figure 3. This configuration is composed of a solid domain of length [ (gray rectangle) and an empty
cavity (white rectangle) where each face is a black body. The temperature of the left face of the solid
is fixed at ©,, and the high and low sides of the solid are adiabatic. A is the conductivity of the solid,
p is the density of the material and c the mass heat capacity. The temperature of the right face in
the cavity is fixed at ©;.The left face of the cavity is a black body. The upper and lower faces of the
cavity are adiabatic specular. The algorithm evaluates the temperature at a location within the solid.

Table 2: Evaluation of the temperature © in configuration 2 using N = 100000 samples. o is the
error bar, N1% is the number of samples required to reach a 1% accuracy and ¢4, the corresponding
computation time. ©, = (1 — p)O,cf, Op = (1 + p)Ores where p € [—1,1], 0 = max(6,, Oy),
Omin = min(O,, Op) and O is the analytic solution. T = 926—3‘2 is the conduction characteristic
time. NV is the average number of branches generated per path. The computation times displayed

correspond to an Intel Core i5 - 2.5Ghz without parallelization.

poF 1 R | Eem St o N gl N
050 1.00 oo 0.001| 00295 0.0295 223E-04 576820 1.87E+01 0.1456
050 1.00 oo 0.01 || 02782 02785 524E-04 35851 1.73E+00 1.8937
050 100 oo 0.1 | 08759 0.8761 3.35B-04 1483 2.05E-02 3.4833
050 1.00 oo 05 | 09750 09753 1.56B-04 203  9.83B-04 3.1042
050 100 oo 1.0 | 09875 09875 1.11E-04 51  2.00E-04 3.0528
050 1.00 oo 2.0 | 09937 09937 7.89B-05 51 1.17E-04 3.0244
050 1.00 oo 100 || 09987 09987 3.58B-05 51  6.20E-05 2.9986
050 1.00 oo 100.0 | 0.9998 0.9999 1.14E-05 51  5.50E-05 3.0023
050 095 oo 1.0 || 09381 09383 241E-04 51 1.71E-04 2.8898
050 090 oo 1.0 | 0.8887 0.8887 3.15B-04 1401 7.19E-03 2.7488
050 075 oo 1.0 || 07406 0.7406 4.38E-04 3706 2.78E-02 2.2906
050 050 oo 1.0 || 04937 04936 5.00E-04 10432 9.94E-02 1.5218
050 025 oo 1.0 || 02468 02473 431E-04 30769 2.05E-01 0.7614
050 0.10 oo 1.0 | 0.0987 0.0986 298E-04 91611 3.05E-01 0.3058
050 0.05 oo 1.0 | 0.0493 0.0495 2.17E-04 189298 3.56E-01 0.1537
090 1.00 oo 1.0 || 09874 09874 1.11E-04 101  2.43E-04 3.1345
070 100 oo 1.0 | 09874 09875 1.11E-04 227  7.75E-04 3.0946
030 100 oo 1.0 || 09875 09875 1.11B-04 51 1.15E-04 2.9901
0.10 100 oo 1.0 | 09875 09878 1.10E-04 51 1.58E-04 2.9145
005 100 oo 1.0 | 00165 00177 1.73E-03 51 1.58E-04 7.3124
01 100 oo 10 | 0.0221 * * * * *
050 050 005 0.1 * 0.0102 1.05E-04 % % 0.0703
050 050 0.1 0.1 * 0.0594 2.41E-04 163268 6.49E-01 0.3595
050 050 05 0.1 * 0.3548 4.81E-04 18417 2.55E-01 1.5172
050 050 1 0.1 * 0.4261 4.97E-04 13454 2.0IE-01 1.7073
050 050 oo 0.1 | 04380 043883 498E-04 12809 2.08E-01 1.7463




3.3 Configuration 3

O, Oy

/////////////////////////////////////////////////////////

Figure 4. This configuration is composed of two solid domains (gray rectangle) of conductivity A and
an empty cavity (white rectangle). The temperature of the left face of the left solid is fixed at ©,,
the temperature of the right face of the right solid is fixed at Oy, the top and bottom faces of the two
solids are adiabatic. The left and right faces of the cavity are black bodies. The top and bottom faces
of the cavity are specular adiabatic.

4. CONCLUSION

The simulation examples of the preceding section indicate that the Branching Algorithm described
in Figure 1 is practical. The convergence speed of the Branching Algorithm is the same as that of
the Linearized Algorithm and the temperature can be accurately evaluated (Tables 1 and 2). To our
knowledge, this is the first Monte-Carlo-type algorithm able to solve a non-linear transient coupled
heat-transfer problem Eq. (1), where radiative non-linearity is taken into account. We have seen some
configurations for which this algorithm generates an infinite number of branches. But inside validity
range the algorithmic structure is immediately usable together with computer-graphics tools handling
complex geometry [17-19]. The next step is therefore to better characterise this validity range and
working on the integral formulation (7) in order to reduce the number of branches, for example using
a Picard strategy. This could lead to losing the full accuracy of the method, but, would enable this
algorithm to be used in wider industrial contexts.
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7.3 Monte-Carlo Non-linéaire et le calcul des sensibili-
tés

Dans cette section, nous nous sommes intéressés aux calculs des sensibilités par MC et au
fait qu’il est théoriquement possible d’estimer la grandeur et les sensibilités simultanément,
comme expliqué dans la section 2.1.6 page 29.

Avant d’avoir pu nous focaliser sur la question du calcul des sensibilités en thermique
non-linéaire, nous avons été confrontés a une difficulté liée a I'emploi des algorithmes a
collisions nulles lors du calcul des sensibilités (indépendamment de la non-linéarité). Cette
difficulté n’avait jamais était rencontrée auparavant. Elle a lieu lorsque le majorant k du
coefficient d’extinction k est choisi de fagon optimale (autrement dit lorsque le coefficient de
collisions nulles k, = k — k tend vers 0), ce que nous cherchons systématiquement a faire,
dans le but de générer le moins de collisions nulles possible.

L’emploi des ACN conduit a une expression intégrale faisant intervenir la quantité
Pn = kn/ k. Apres dérivation, et dans le but d’écrire la sensibilité sous une formulation
intégrale équivalente a celle de la grandeur (pour envisager le calcul simultané), la dérivée de
pn fait émerger la quantité 1/k, qui intervient comme facteur dans le poids de Monte-Carlo.
Par conséquent, lorsque k, tend vers 0, la quantité 1/k, tend vers l'infini, d’ou la difficulté.

Pour contourner cette difficulté, nous proposons une réponse dans l'article [69] ci dessous.
La technique proposée, repose sur 'idée suivante : voir les algorithmes a collisions nulles,
non pas comme une technique élégante de contournement des hétérogénéités, mais plutot
comme une méthode de rejet "habituelle" (voir [95]). Partant de ce concept, la technique
des sensibilités est appliquée en amont de la technique des algorithmes a collisions nulles
permettant d’éliminer toutes les difficultés rencontrées.
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Abstract

When a Monte Carlo algorithm is used to evaluate a physical observable A, it is possible to slightly modify the
algorithm so that it evaluates simultaneously A and the derivatives 0. A of A with respect to each problem-parameter
¢. The principle is the following: Monte Carlo considers A as the expectation of a random variable, this expectation
is an integral, this integral can be derivated as function of the problem-parameter to give a new integral, and this
new integral can in turn be evaluated using Monte Carlo. The two Monte Carlo computations (of A and 9. A) are
simultaneous when they make use of the same random samples, i.e. when the two integrals have the exact same
structure. It was proven theoretically that this was always possible, but nothing insures that the two estimators have
the same convergence properties: even when a large enough sample-size is used so that A is evaluated very accurately,
the evaluation of O, A using the same sample can remain inaccurate. We discuss here such a pathological example:
null-collision algorithms are very successful when dealing with radiative transfer in heterogeneous media, but they
are sources of convergence difficulties as soon as sensitivity-evaluations are considered. We analyse theoretically
these convergence difficulties and propose an alternative solution.

Keywords: Monte Carlo method, Direct derivatives, Null-collision algorithm, Sensitivity, Integral
formulation

2010 MSC: 00-01, 99-00

1. Introduction

When numerically simulating linear-transport physics using Monte Carlo algorithms, one of the most recurrent
difficulties is the handling of highly non-homogenous or fast-variating media. This difficulty was encountered since
the beginning of neutron-transport and plasma-physics modelling. But a quite elegant trick was soon identified as
a way to bypass this difficulty : virtual collisionners can be added where the true collisionners are scarce so that
the total collisionner-density is homogeneous. Of course, in order to ensure that the physical problem is unchanged,
when a particle interacts with a virtual collisionner, it simply continues its path as if no collision had occurred

[1, 2, 3, 4]. This is the meaning of the denomination null-collision algorithm or fictitious-collision algorithm®. The
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first practical benefit is that the next collision event can be sampled as if the medium was homogenous. Then the
choice is made to select a true-collision or a virtual-collision as function of their local respective-amounts and this
is how the spatial information is recovered. But several other benefits were recently foreseen in [1] and practically
tested in [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16], mainly for radiative-transfer applications. The main idea is
that null-collision algorithms transform the non-linearity of Beer-extinction into a linear-recursive problem that
Monte Carlo handles without approximation[14]. This was for instance used in [5] to deal with absorption-spectra
of molecular gases combining very numerous transitions: the summation over all transitions could be treated by
the Monte Carlo algorithm itself, which was previously assumed impossible because this summation was inside the
exponential of Beer-extinction. Similarly, the vanishing of the exponential allowed the extension of implicit Monte
Carlo algorithms for inversion of absorption and scattering coefficients from intensity measurements [6]. Outside
radiative transfer, a very similar idea was used to solve Electromagnetic Maxwell equations for energy propagation
in particle-ensembles of statistically-distributed shapes despite of the nonlinearity associated to the square of the
electric field[13]. Again similar is the algorithm proposed in [14] solving Boltzmann equation for micro-fluidics
applications despite of the nonlinearity of the collision operator.

Back to radiative-transfer applications, the ideas suggested in [1] have motivated significant developments in the
computer-graphics community for the cinema industry. Here the benefit of using null-collisions is that it extends to
participating media (aerosols or clouds) the orthogonality between data-description and data-treatment that was
at the heart of the most recent use of Monte Carlo for rendering complex scenes [7, 9, 8, 10]. The algorithm is
indeed processed without any knowledge of the exact spatial-information, and it is only when a collision occurs that
access to the field is required: the interaction between the radiative-transfer algorithm and the field-data is strictly
restricted to this very moment. This allows the implementation of numerous acceleration techniques with little
changes by comparison with those developed for handling complex surfaces. One of these techniques consists in the
setting of an acceleration grid, adjusting the amount of virtual collisionners so that the total collisionner-density is
both homogeneous in part and close enough to the real density-field. This avoids the sampling of too many useless
virtual-collisions. This is one of the starting points of the present paper: null-collision algorithms allow the use of
any amount of virtual-collisionners but numerical efficiency justifies that one tries to reduce them to the minimum.

However, we show here that reducing the amount of virtual-collisionners to a minimum leads to convergence
difficulties when evaluating sensitivities. Sensitivity evaluation is a very general feature of Monte Carlo techniques:
when a Monte Carlo algorithm is used to evaluate a physical observable A, it is always possible to modify the
algorithm in such a way that it evaluates both A and the derivatives 0. A of A with respect to each problem-parameter
s, and most commonly the corresponding implementation is quite straightforward [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]2. But
evaluating sensitivities using null-collision algorithms is pathological: the better we adjust the acceleration grid,
the worse the statistical convergence rate. In Sec. 2 we will illustrate this pathological behaviour evaluating the
transmissivity of a beam through a non-homogeneous column. Then we propose an alternative approach in Sec. 3
where the design of the sensitivity-evaluation algorithm starts from the standard integral solution of the Boltzmann

equation, i.e. without virtual-collisionners. The resulting sampling requirements are then addressed with the

2This is not at all straightforward for domain-deformation sensitivities[19, 20], but we here stick to pure parametric sensitivities
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null-collision approach viewed as a simple rejection-sampling approach. This introduces the cost of sampling an
additional random variable, but at this cost the convergence difficulties vanish. We illustrate the numerical behaviour

of this modified algorithm is Sec. 4 using a benchmark inspired of [1].

2. Convergence difficulties when evaluating sensitivities

In this section we design a Monte-Carlo algorithm using the standard null-collision approach for the evaluation
of the distribution function f, i.e. the solution of Boltzmann equation, and apply the technique of [19, 17] for
simultaneous evaluation of a sensitivity 0. f with respect to ¢, where ¢ is a parameter appearing in the absorption
and scattering coefficients. The Boltzmann equation that we use is linear with constant speed particles. It matches
the monochromatic radiative-transfer equation exactly and all application examples will be restricted to radiative
transfer. We choose to make use of the notation f instead of the more radiative-transfer oriented notation I = hvef
(the specific intensity) in order to simplify the access for readers of the plasma and neutronics communities. The

monochromatic radiative-transfer equation becomes

Of + @BV =—(kq+ k)ef + kqcfe +/ ksef'ps(—&'| — @) dw', V&€ Q,VS € §?

4m
f(gv -’+) = f@ﬂ(gvu_5+), V:le aQ, V(:J’+ S Si (]—)
f(#,8,0,6) = fo(F,&), V&eQVDeS?

where f = f(&,d,t,<) with & the location, & the propagation direction and ¢ the time. For incoming scattering in
any direction &’ of the unit sphere S%, we write f’ = f(&,&’,t,s) and ps is the single scattering phase function,
ie. ps(—&@’| — &)dw' is the probability density that the scattering direction is & for this incoming direction &’.
The constant particle-speed is ¢ and the coefficients k, = k.(T,t,<), ks = ks(&E,t,¢) and ke = k, + ks are the
absorption coefficient, the scattering coefficient and the extinction coefficient respectively. f¢? = f¢4(&,t) is the
equilibrium distribution (following the Planck function). € is the geometrical domain and 02 its boundary at which
the distribution function faq is known for all locations ¢ and all directions & of the incoming hemisphere S%.. fo

is the initial condition.

Introducing null-collisions. In order to design a null collision algorithm (NCA)[1] we add a field of virtual collision-
ners such that the total extinction coefficient is practicable, in the sense that we can sample the corresponding beer

extinction:

Of + eV f=—kef +kocfel + / ksef'ps(—&'| — &) dw' +/ knef'8(0 — &) dw', V&€ QVS e S?
4 us
F@.84) = foal§.@s), V€ 00,Y6, €S2 )

f(#,3,0,6) = fo(®,&), VTe€OVDZcS?

where k,, = k,(&,t,¢) is the null-collision coefficient, k= kq + ks + k,, is the total extinction-coefficient and § is
the Dirac distribution. Equation(2) is strictly equivalent to Eq.(1) because of the Dirac distribution that insures
Jo knef'6(@ — &) dw’ = kncef.

When numerically adressing the solution f (&g, &) of this transport equation at (Zy, @) (also solution of Eq.(1))

using the Monte Carlo method, one of the most standard approach consists in a simple statistical reading that
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allows to view f(&o, Do) as an average over radiative paths that are tracked backward from the observation location
(£o,@p) to the sources[l]. In this reading, the pure transport term O f + ¢&.V f corresponds to the spatial and
temporal propagation of f in direction & at constant-speed c¢. The collisional term —ke f corresponds to either
an absorption or a scattering event (including the null-collision events that are forward scattering events). When
combining it with the transport term this leads to collision locations that are distributed exponentially along the
line of sight (Beer law). Tracking the path backward, this means that the preceeding collision at ¥; is at a distance
Ao that is a realisation of a random variable Ay of probability density pa,(Xo) = exp(—kXo) (see Fig. D.1). Once &
is sampled, the collision type is sampled in turn to decide wether an absorption, a true scattering or a null collision

occurs. In the backward tracking picture, this corresponds respectively to the three remaining terms

e with k,cf® an absorption event is translated into thermal emission and the algorithm stops with the Monte

Carlo weight f€(&;) (the source at &),

e with f4ﬂ kscf'ps(—&'| — &) dw’ a scattering event is translated into the sampling of a “previous” direction &

and the algorithm continues recursively as if evaluating f (&, 1),

o with [, kncf'0(0 — &’)dw and its Dirac function, a null collision event is translated into a pure forward

scattering event, i.e. the “previous” direction &; is equal to &y.

Of course the statistical translation includes the boundary conditions: when backward reaching the boundary at a
location &; and direction &;, the algorithm stops with the Monte Carlo weight f(&;,d;) (the incoming source at

the boundary). The corresponding Monte Carlo algorithm is detailed in Alg. 1 and illustrated in Fig. D.1.

Integral formulation. This null-collision algorithm belongs to the family of analog Monte Carlo algorithms, i.e.
algorithms that can be designed without any formal development because they only numerically-implement the
well established statistical pictures of radiation physics. However, in the present context it is very much useful to
also choose a viewpoint under which the same algorithm appears as a statistical estimate of the integral solution of

Eq.(2). For sake of clarity we only write this integral solution at the stationary limit:

(@35 = e (— / "k (3) dx> oo §,3)
. A ka(&', <) fe1(Z’) (3)
+ /0 " exp (—/0 k (5) d5\> + ks(a'f’,g)[l ps (=&’ — @) dw' f(F,&',¢) | dAr

+ k(& 6)f(&,0,¢)

— = —

where & = & — S, & = F— )\, ¥ = & — Mgnd, with Agq the distance to the first boundary-intersection starting at
Z in the direction —&@, i.e. Apo = min{||Z — z||; z € Vect™ (&, &) N 0N} where Vect™ (€, 3) = {Z — N&; N € Ry}
This standard Fredholm equation, typical of the formal solution of linear-transport physics, can be transformed

using the following property
Aoq . iR ~ —+o00 R A . R ~
exp (-/ i (a:-) dA) - / k(&) exp <—/ k (5&) dA) dA
0 oo 0
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F(#,3,¢) = A o (&) exp (- /O i (5) d5\> FoolF,&)dX

a0

ka (:r, ,S) req

Aoq AN .
+ / k(&) exp (—/ k(.’f:) d)\> + k;é((z.,’;)/ ps(—&'| — @) do' f(&,&,¢) | dA
0 0 4

kn(a: ,S) —»/ o
+ BT i 5)

(4)

Then

e pi(A) = = k(& ) exp can be viewed as the probability density function of the free path A (the
A O

& distance until next collision),
o Py = f? Pg = ks and Py = k can be viewed as the probabilities that the collision is an absorption, a

scattering event or a null-collision respectively,

e and the two integrals over [0, Aoq[ and [Asq, +00[ can be gathered into a single integral over [0, 4o00[ using

the Heaviside function H

to give
f(&,&,¢) =
H(A — daa)wan
+oo Pa(&,)wa (5)
JAROTEVE . i
0 + HQoa—N| + Ps(@,¢) | ps(—&'|—&)d' f(&,&,9)
4

+ Pyn(Z, ) f(&,&,9)

w  with wog = foa (¥, @) and wy = f¢9(&’). This last equation is the integral formulation that we needed in order to
construct Alg. 1 at the stationary limit: Alg. 1 is indeed nothing more than the algorithmic-reading of Eq. 5 (and
reciprocally Eq. 5 is nothing more than the integral translation of Alg. 1, [18]):

. fo P4 (A)dA stands for the sampling of the distance of the collision (according to the k-field),

o H(A— Apq) stands for the case where the sampled collision is outside the boundary, then the algorithm stops

95 at the boundary with the Monte Carlo weight waq (the value of f corresponding to the incoming radiation),

e H(Aoq — A) stands for the case where the sampled collision is at a location &' inside the volume, and then

three collision types are possible:

— Pa(&,<) stands for the case where the collision is an absorption, then the algorithm stops at the boundary
with the Monte Carlo weight w4 (the value of f€7 at the collision location),

100 — Ps(&,¢) stands for the case where the collision is a scattering event, then [, ps(—&’| — &) dw’ stands
for the sampling of a new direction &’ according to the phase function and the algorithm continues
recursively with the estimation of f at &’ in direction &’,

— Pn(Z’,¢) stands for the case where the collision is null, then the algorithm continues recursively with

the estimation of f at &’ in the unchanged direction &
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Straightforward application of sensitivity-evaluation techniques. Now that we have constructed the integral formu-
lation of Alg. 1 we can apply the sensitivity-evaluation technique introduced in [17, 19, 20]. It consists in derivating
Eq. 5 with respect to ¢ and multiplying and dividing by each of the probabilities and probability density functions
that depend on ¢. This leads to an integral formulation of the sensitivity that has the very same structure as that

of Eq. 5:

o0
0.1 (%,,5) = /0 pi(V)dA

7‘[()\ - /\ag)wéﬂ

Py(&, s)w
Ocks (:1: ,S) —o/ —o/ (6)
7 5 S
+ Ps(@<) | ps(~d'| - @)do s S8
+ H(Aoa —A) 4r + O f(@ &)
ds kn(fﬂ iS) £ LB,
+ Pn(T,9) bular) J@:E)
+ 8§f(£/7‘;5a<)
dcka (' 5)

with wj, = 0 and w$ = F¢4(&"). Because of their identical structure, we can gather Eq. 5 and 6 into one

ko (& ,5)

using the vectorial notation {w;w*}:

(#3,6):0,f(7,3,6)} = / pi(V)dA

110

115

H(A = Xoq) {waq; who
Pa(&,¢) {wa; wh}
Ocks (m q) _,, "I (7)
+ Ps(@0) | ps(~@| - B)dw’ § F(@. & ); Gt (@)
+ H(Aoa —A) 4n + O f(&,& <)
O kn(w ,S)
+ PN(f’,g) f(:f}‘/,(__u’,g); Tkn (&) f( )
+ 8§f(w ,w’g)

The algorithmic-reading of 7 leads to Alg. 2 that evaluates simultaneously f and d.f. The recursive nature of this
algorithm comes from the fact that the final brackets in the scattering and null-collision terms contain f and 0. f
at the same location in the same direction. The fact that their sensitivity part includes a summation is translated

into an algorithm incrementing the Monte Carlo weight as explained in Appendix Appendix B.

Stmulation examples. At this stage, we designed a null-collision algorithm, constructed the corresponding integral
formulation and applied the proposition of [17, 19, 20] in a straightforward manner so that the algorithm also
evaluates sensitivities. We now test this simulation strategy by evaluating the transmissivity of a non-diffusive
heterogeneous column and also evaluating the sensitivity of this transmissivity w.r.t. ¢, a parameter influencing
the absorption coefficient. Hereafter this configuration is called heterogeneous-slab (see Fig. D.2): € is a column

of length L with €3, the normal incoming at location y = 0. The equilibrium distribution is null (cold medium,

f¢? = 0). The boundary conditions are f%?(0,€;) = 0 and faq (L

(§ _ '7) atan(—a(z—p)+7%)

/2

,—€x) = fine. The absorption and scattering

coefficients are k,(x,¢) = + v and ks = 0. Alg 2 is used to evaluate both f(0, €z,¢) and

0. f(0, €x,¢) that correspond to the transmissivity 7' and its derivative .1 respectively: T = f(0, €x,5)/ fine and
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0T = 0.f(0,€2,5)/ fine. We chose this particular profile of k,, because it is possible to calculate T and O.T
analytically (see the caption of Fig. D.2). Example Monte Carlo results, using N = 10000 samples, are compared
to the analytical solution in Tables D.5a and D.5b. The statistical uncertainty is noted o (the standard deviation
of the Monte Carlo estimator). In Table D.5b we also provide the number of samples Ny, required to achieve a 1%
accuracy. The simulations were made using five different k-profiles (each overestimating k, at all locations), with

acceleration-grids, k being uniform within each mesh (see Fig. D.2):
e for 1520% no grid is used: the profile of k is uniform, equal to 1.2 time the maximum k,-value.
e for k1 no grid is used: the profile of k is again uniform, exactly equal to the maximum k,-value.

e for kio the grid is constructed in such a way that across each mesh the variations of k, are 1/10 of the
maximum k,-value, and the profile of k is uniform within each mesh, exactly equal to the maximum k,-value

inside the mesh.
e for k19 and ky10go the grid is constructed the same way with 1/100 and 1/1000 variation respectively.

The transmissivity results of Table D.5a confirm that the estimation of 7' is insensitive to the adjustment of the k-
field (only the computation time is affected). But the sensitivity results of Table D.5b clearly indicate the opposite:
the statistical convergence is worse when k is close to k& and the number of samples required to reach a given
accuracy level can be risen up to infinity when matching k to k exactly. This is the pathological behavior that we
announced in introduction: sensitivities cannot be evaluated accurately when using acceleration grids reducing the

number of virtual collisions.

The variance of the sensitivity estimate. For a better understanding of this behavior, we studied a homogeneous-
slab for which the variance of the Monte Carlo estimate can be calculated analytically. This case is identical to the
previous one (transmissivity of a purely absorbing column) but now k = k, is uniform: k,(s) =<, T = exp(—<L)
and 0.7 = —LT. Of course, there is no need to make use of a null-collision algorithm as soon as k is uniform. We
only do it for theoretical reasons (with k>k uniform). This allows us to fully identify the reasons why the variance
of the sensitivity estimate rises when reducing &, = k — k. This may sound trivial as soon as when encountering
a null-collision event, the Monte Carlo weight of the sensitivity algorithm includes a factor %j‘;;) = 1/k,, (see
Eq. 7), but reducing k,, also reduces the number of such null-collision occurrences. This may lead to a compensation,

maintaining the variance at a finite value. The developments of appendix Appendix A.1 indicate the opposite: the

statistical uncertainty is indeed

n

0o, T = JN

Figure D.3 illustrates the meaning of this dependance of og 1 with the problem parameters. In this idealised

\/LQG—kaL (kanrl/L) _ [2e—2klL

(®)

case, looking at the behavior of such an algorithm applying sensitivity-evaluation techniques in a straightforward

manner, the difficulty is well identified: when %" approaches zero, the number of samples required for a 1%

accurate evaluation of the sensitivity tends to infinity (see Fig. D.3c). This figure also displays the behavior of

an algorithm implementing the very same sensitivity-evaluation technique, but without the use of null-collisions
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(which is possible here in this idealised uniform case). Without null-collisions, the relative value of the standard
deviation of the sensitivity-estimate (Fig. D.3b) is identical to that of the main quantity (the transmissivity-estimate,
Fig. D.3a). This is an ideal behaviour: the sensitivity is estimated with the same relative accuracy as that of the
main quantity. Altogether in this simple example, we see that evaluating sensitivities can be perfectly costless before
using null-collisions and may become pathological when null-collisions are introduced.

Note that in the general case, even without null-collisions, evaluating sensitivities can be truely difficult. Under-
standing the relative variance of sensitivity estimates and comparing them to the relative variance of the algorithm
estimating the main quantity was indeed one of the main concerns of the initial work of De Lataillade[17]. Essen-
tially, serious difficulties arise as soon as the scattering optical-thickness is high. The objective of the present paper
is not at all to address this specific issue: at the end of the following section, when an alternative solution will be
proposed for evaluating sensitivities in null collisions algorithms, the problems associated to highly scattering media

will remain unsolved.

3. An alternative approach

The preceding section identifies convergence difficulties when evaluating sensitivities using null-collisions. Theses
difficulties are not associated to the standard sensitivity-evaluation algorithm itself: considering slab transmission,
we have seen that when we do not make use of null-collisions, the sensitivity-evaluation algorithm converges as
well as the algorithm evaluating the main quantity. So the observed difficulties are only the consequences of intro-
ducing virtual-collisionners. At this stage, null-collision algorithms appear therefore as perfect tools for handling
heterogeneous fields, but are incompatible with the simultaneous evaluation of sensitivities.

We have seen that this problem is related to the term ,% appearing in the Monte Carlo weight of the sensitivity
algorithm. At which stage did this term appear and can we bypass this step? Clearly, é appeared when derivating
with ¢ the null-collision probability Px(s) = 1 — Pa(s) — Ps(s), with Pa(s) = ka(s)/k and Ps = kq(s)/k. A first

way to suppress this ki term consists in making k dependent on ¢. This is always possible because k is a free

parameter and we can therefore adjust it to the variation of k(<) + k(<) so that Py does not depend on ¢ anymore.
We first tested this solution and it proved itself already quite practical: the corresponding details are provided in
Appendix Appendix D. But we finally retained another algorithm, starting from the integral solution of the original
Boltzmann Eq. 1, i.e. prior to the introduction of virtual-collisionners. The idea consists in first designing an
algorithm evaluating simultaneously f and O f as if the heterogeneity of the field could be handled without difficulty

and only introduce null-collisions in a second stage. For this, we can simply rewrite Eq. 5 with k, = 0 (no virtual

collisionners):

+oo
[(@3,¢) = / pa (VA
0
H(A — Xog)wan
Pa(Z,q)wa

+ Ps(a‘u”,c)/ ps(—&'| — &) dw' f(&,&',<)
A

+ H()\@Q — )\)

The only differences with Eq. 5 are that
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e the random variable A of probability density Pi(A) = k: ") exp ( fo (:> d)~\) (the free path in the l%—ﬁold)
is replaced with the random variable A of probability density pa(X) = k.(&',<) exp (f fo)\ k:e(;%, q)d:\) (the

free path in the original k.-field).

This equation can then be derivated with respect to ¢ and multiplied/divided by each of the probabilities and

probability density functions that depend on ¢ (exactly the same way Eq. 7 was constructed from Eq. 5) to give
“+oo
0.4@3.)= [ paVdx
0
Aoq
H = doq) | —waa / Ocke(xy,¢)dl + Wy
0

A
Pa(2 <) (—wA/ 6§ke(wl,g)dl+wf4>
0

+ Ps(@q) [ ps(=&'| - &)do’
4m

(10)

+ Hoo — N \

" - / Ocke (e, <)dLf(F',&',<)
0

+ 8k(mﬁ)f(—*l —*/ )

+ O f(&, <)

A main point of the present paper is that this integral equation, although it was derived the same way as Eq. 7,
cannot be interpreted in algorithmic terms: the integral pattern [ dck.dl is not yet transformed into a statistical

expectation. An additional random generation will be required. At this stage let us introduce an arbitrary random

variable L of probability density function p;, and write [dckedl = [pr(1)dl I?zl(“l"‘). Reporting this into Eq. 10 and

using [ pp(1)dl = 1 leads to
“+o00
04@5.5)= [ pa)x
0

Ao a k.
H(X— Aan)/ ([ Aaq)dl <—wasz(wl’) : )
0

+w
(I[Xo0) o

Pa@ ) (—wa s + )
11
b Bs@.0) [ sl - @ )
A 4m
+ H()\ag — )\)/ pL(l|)\)dl _ Ocke(mu, €)f(—»/ —*I )
0 JIAURY)

s OER
+ 8<f(w,w,<)

At this stage, null-collisions have not been introduced. Therefore, the algorithmic reading of Eq. 11 would not be
practical as soon as the k.-field is heterogeneous: the difficulty would come from the sampling of A. The objective
of introducing null collisions will therefore be to replace A with another path-length A, shorter in average but easy
to sample, and compensate the too many collisions by the fact that some of them are null. However, this not as
trivial as in the algorithm for the main quantity because of the new random variable L that we needed to introduce

when transforming Eq. 10 into Eq. 11 (transforming it into an expectation). Indeed O ke needs to be integrated
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along the whole path, now including null collisions. In statistical terms, this means that the recursivity of the
path-sampling algorithm is only insured if the Monte Carlo weight associated to null collisions includes the term

ke(xy, ) /prN) f(&, &, ), exactly like for true scattering events:

+oo
0. f(Z,3,¢) = /0 pi(\)dA

Aoe ke
H(A - )\aﬂ)/ pr(l[Aag)dl (—waﬂ(ml’) + wég)
0 (l|Xo0)

Pa(& ) (—w,qiaﬁ((ﬁi’f) + wj,)
b Ps@) [ pe(-| - B
A (12)
_ Ocke(x1,6) (&, &)
A pr (LX)
+ H(hoa — /\)/0 pr(lAN)dl + 8kk(;:f;)<) (&, &)
+ 8§f(m 7w 7<)
_ Ocke(my, c)f L@, c
+ Pyn(E9) JIAURY) (& )
+ 8§f(fla‘-3»§)

Equations 5 and 12 have now a similar structure: all the samples used to evaluate f can also be used for the
evaluation of d.f. But in order to complete the evaluation of sensitivity, we must add one sample (of L) per
collision. Thanks to this similar structure, we can gather them into a single vectorial writting (exactly the same

way Eq. 7 was constructed from Eq. 5 and 6):
“+o0
@Es.) os@Es = [ o

Ao k.
H(A—Am)/ pL(l|/\39)dl{w39; _wmiv)hr 89}
0

pr(l[Aaoq
+ PS(IEI,g)/ pS(_a’ol| _ a;)dw/
47
Oske(®1,5)
" BT R ACAT ALY
+ H(ABQ - )\)/O pL(”)\)dl f(a‘:",d;”,g) : n %J"(j"’ajag)
+ O f(E,&¢)
— Ocke (wl <) (—o[ — )
+ PN(£,7§) f(f,,ﬁ7g) ; pr(lA)
+ a<f(m 7“‘)7()

(13)
The algorithmic-reading of 13 leads to Alg. 3 that is an alternative to Alg. 2 for evaluating simultaneously f and
O.f. As explained in the algorithmic reading of Eq.7, the recursive nature of this algorithm comes from the fact
that the final brackets in the scattering and null-collision terms contain f and 0. f at the same location in the same
direction. The fact that their sensitivity part includes a summation is translated into an algorithm incrementing the
Monte Carlo weight as explained in Appendix B. It is interesting to note that the integral [ pr,(1)dl dcke(2i,<)/pr(l)
can be more or less difficult to evaluate depending on the profile of d.k.. But this can be easily handled using

importance sampling based on the l%—adjustment grid, as explained in Appendix C.
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4. Simulations using the alternative approach

4.1. Transmissivity of a purely absorbing column

Applying the alternative approach of Sec. 3 to the evaluation of column-transmissivities leads to the content of
Fig. D.3d and Table D.5c. For the homogeneous-slab configuration, Fig. D.3 shows that not only the pathological
behavior of Sec. 2 is removed, but the sensitivity is estimated with a statistical uncertainty that is perfect for a
simultaneous evaluation: its dependence on the parameters of the problem is identical to that of the main quantity.

As above, in this very simple case, this uncertainly can be expressed analytically (see Appendix A.2) and indeed

0. T _or v1-— e~ kal

oT — T N
For the heterogeneous-slab configuration, the uncertainty cannot be predicted theoretically, but the conclusions of
Fig. D.5 are identical to those of Fig. D.3: in terms of relative accuracy, the convergence rate is equal to that of
the algorithm evaluating the main quantity. It is therefore strictly independent of the adjustment of k to k. The
use of an acceleration grid does only what we expect: it reduces the number of null-collisions but does not impact

the variance anymore.

4.2. Full radiative transfer in a 3D configuration

In [1], a cubic benchmark configuration was used to test null-collision algorithms when dealing with three-
dimension highly-heterogeneous fields for all ranges of optical thickness and single-scattering albedo. We here make
use of the same configuration, named heterogeneous-cube hereafter, in order to test our alternative approach with

3D radiation (see Fig. D.4):
e radiation is monochromatic;
e the cube is of side 2L, with 0K black faces;

e the inside-temperature field is such that f€? varies from f? = f£4  (at the center of the face at x = —L) to

f4=0(at z =L and (y = £L,z = £L)) and mimics the shape of flame: f°I(z,y,z) = n(z,y, z) fL,, (see
the n profile in Fig. D.4);

o the fields of absorption and scattering coefficients follows the same spatial dependence: kq(z, vy, 2) = n(z,y, 2)ka max

and ko (2,9, 2) = n(2, Y, 2)ks,maz;

e The single-scattering phase function is that of Henyey-Greenstein with a uniform value of the asymmetry

parameter g;

o [ is adjusted to k using a regular cubic-grid (l% uniform within each mesh): the only parameter for k is

therefore the number of mesh per direction.

The evaluated quantity A(x,y, z) is the stationary net-power density and the free physical parameters are kq maz L,
ks.mazL and g. In Table D.6 we reproduce the computations of Table 1 in [1], i.e. testing wide ranges of optical

thicknesses but fixing g = 0 (isotropic scattering). In the same table we also provide two sensitivities, Jy and

a,mazx
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Ok, mas» that we evaluated simultaneously with A. As in [1], although they are not displayed, we checked that
simulation results with non-isotropic scattering lead to the exact same conclusions.

These conclusions are very similar to those reached on the slab-transmissivity example: Table D.7 highlights
the same features as Fig. D.5, the standard deviation of Alg. 3 being independent of 12:, whereas it increases when

k gets close to k. for Alg. 2.

5. Conclusion

The simulation examples of the preceding section indicate that the solution proposed in Sec. 3 is practical. Sen-
sitivities can be accurately evaluated even when using null-collision algorithms. We still face convergence difficulties
for highly-scattering media, but this is an open question identified in all linear-transport physics, independently of
the use of null-collisions.

The way we bypassed the convergence difficulties specific to null-collisions is in rupture with the principle of
evaluating sensitivities J. A simultaneously with the main quantity A: in all previous works, the two evaluations were
truly simultaneous in the sense that the very same samples were used in the A and 0. A Monte Carlo algorithms.
Here, all the samples used to evaluate A are also used for the evaluation of d.A, but in order to complete the
evaluation of J.A, some additional random variables must be sampled. The sensitivity evaluation has therefore a
specific computation-cost. In all our test-cases, this cost was very small compared to the total computation cost, and
considering the wide range of tested optical depths we may state that this additional cost has no practical significance
for radiative transfer applications. Other linear-transport physicas wold have to be investigated specifically.

In the present text, we only gave very little indications about absolute computer-requirements. We provided
some computation-time examples in Fig. D.6, without the use of any acceleration grid. Most of our analysis was
made with another measure: the average number of random generation per path, which should be proportional to
the computation time, but only once all optimisations will be implemented. As illustrated in [7, 9, 8, 10], such
data-access considerations in relation with null-collision algorithms (i.e the time associated to a close adjustment of
k to k) is an ongoing computer-science research. The question of implementing the corresponding tools (developped
by the computer-graphics community) together with the present sensitivity evaluation algorithm will be discussed

in a separate paper.

Appendix A. Analytical variances for homogeneous-slab

Q is a slab of length L with € the incoming normal at location § = 0 and faoq (L, —€g,.) = fine as boundary
condition (see figure D.2). The equilibrium distribution f¢¢ is null (no emssion) and the absorption and scattering

coefficients are k, = ¢ and ks = 0. The transmissivity is T' = f(0, €z, -,S)/ fine-

Appendiz A.1. For the standard approachs
Using Eq.(7),
HA-L)0

d.T(L,s) = / fee ™R d Pu(s)

(A1)
0 + H(L-N) L P
N

e N O

k‘:(lg)T(L —A6)+OT(L — A, g)))
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To get the analytical variance for the standard approach (Alg. 2) in homogeneous-slab, we started by designing a

countable categorisation of paths: C,, (n € N*) is the set of paths that crossed the column and met n null-collisions

and C all other paths (path without null-collisions). The probability p,, that a path belongs to the C,, category is

DPn = %L"e‘“ (1 — kaT(g))

The Monte Carlo weight w,, obtained at the end of a path belonging to the C,, is

—_— —n
wn—Tn

The weight of a path belonging to C is zero. Therefore, the variance of the Alg. 2 is

2
VaTAng(aCT(La ) = 220:1 pnw% - (Zle pnwn)

_ LQe—kaL(kn-l:l/L) — [2e—2kel
Appendiz A.2. For the alternative approach
Using Eq.(13),

. HOA- L) (~I)
_ RN
o= [ R ) IiA((g))(;T(L g
N\S S — A€

The variance of a Bernoulli law of p parameter is p(1 — p), and therefore the variance of Alg. 3 is
Varags(0.T(L,s)) = I2ekal (1 _ efkaL)

Similarly for Alg. 1,
VCLTAlg,l(agT(L,g)) — o~ kal (1 . efk’aL)

Appendix B. Incrementation of the Monte Carlo weights

(A.2)

The standard approach of Alg. 2 is designed from the algorithmic-reading of Eq. 7 and the recursive nature of

this algorithm comes from the fact that the final brackets in the scattering and null-collision terms contain f and

O.f at the same location in the same direction. As the integral formulation of f and 0. f have identical structures,

we can just use one unique sampled-path to evaluate simultaneously f and O.f. For a better understanding of

the meaning of this unique sampled-path, we express here the Monte Carlo weight for one path example: the

path displayed in Fig. D.1, i .e. one null-collision at location €7, two scatterings at location &5 and 3, and one

boundary-collision at location y3. Thanks to the algorithmic-reading of Eq. 7, after one null-collision at location

21. The notations are simplified by writing ” f” instead of w~s». We have

Ockn(®1,6) .

aCf(m_EhJng) = aqf(m_’la“‘y()ag) + kn($1,§) f(CEl,Jo,C)
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At this stage, O, f and f need to be evaluated at the same location (£7) in the same direction (wWp). According to

Eq. 7, it’s possible to use the same path to evaluate O.f and f. Therefore, after one scattering-collision at location

22 in direction w2, we have O, f (€1, wo,s) = O f (X2, W2,5) + %ﬁg’;)ﬂm},ﬁg,g) and f(£1,wo,s) = f(Z2,wW2,5),

0. f (@, Wo0,5) = O f (. &b, <) + GELTS) f (@, W2, <) + GpiTis) f (a2, W) B2)
- o Ocks (22, Ockn (€1, o :
= a<f(m27“’2’§)+( e onhe kn(:glci)) f(@2,02,9)
Similarly, after one scattering at location @3 in direction w3,
- = — - O ks(x3,s — - Ok (22, Ockn (%1, o 3
a(f(woa Wo, §) = aif(w3a w3, §) + %Jc(ml’n w3, §) + ( klj(;z:?g)g) + k’:(;ﬂf;)@)) f(il?3, w3, §) (B 3)
S Dk (@, Dk (@3, Dokn (a1, - ’
= O.f(@3,Ws,¢) + ( ks(gi){) + ks(a(v‘a’czi;) + kn(;‘?;;)) f(@s, w3, <)
and after the boundary-collision at location y4 in direction w3,
R B ks (@5, ks (@5, Ockn (21,
O f(®0, wo,<) = Who + ( bt T R T kn(f(;;)c)) woq (B4)

where w, = 0 and waq = faa(ya,wWs,s). The summation of f and O, f is therefore translated into an algorithm
incrementing the Monte Carlo weight. This is how the Monte Carlo weight is incremented in the fully recursive

algorithm of Alg. 3.

Appendix C. The additional sampling

A
To evaluate 0.1 with the alternative approach of Alg. 3, we must evaluate / Ocke(@1,5)dl. We make use of
0
one additional sampling:

A A
/ Dk (1, <)l = / p ()l Oko(@,<) /o1 (1) (1)
0 0

However, depending on the the profile of O k., this integral can be source of variance if the spatial variations of
pr (1) do not sufficiently match those O.k.(€;. We did not yet adress this importance-sampling issue and bypassed

it using stratified sampling: we increased the number of ”collisions” by including the grid-intersections to write

A B1 N
/&ke(fz,c)dl: / pr(l)dly 8ke(Gr <) /pr(h)
0 0

Ba .

4 / pi(ia)dls O.ko(Cays)/pr(la)
0

+ ..

Br .
+ / pL (ln)dln 5§ke(Cn, C)/pL (ln)
0

(C.2)

where n is the number of grid-intersections along the path [£g, €3]. For all ¢ € [1,n], 2; is the location of the ith
”collision”, f; is the length between two successive ”collisions” and f; = 2Z; — [;d (see Fig. D.8).

This stratified sampling is only meaningful if we assume that the grid is sufficiently refined to capture the spatial
variation of dck.(27). But initially, the grid was only designed to reduce the amount of null-collisions. Therefore,
another grid-refinement criterium should be introduced if this strategy is retained. But again, stratified sampling is
not the only possible solution and the grid may be used differently: make pre-computations in each mesh and sample
L only once along the whole path using importance sampling, which would suppress the increase of computation

costs when refining the grid in Fig. D.5 (R increasing in Fig. D.5c).
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Appendix D. Another possible approach: k varying with k.

In Eq. (5), we chose to use a constant upper bound of k. noted k. Nevertheless, nothing prevents us from
varying k according to the parameter ¢, while preserving the fact that /%(, ¢) is independent of space in order to
still enable an easy sampling of A. Thus, we have complete freedom in the choice of these variations, and we will
choose them to reduce the variance as much as possible.

In addition, we have shown that the explosion is due to the fact that Monte Carlo’s weight includes a factor 1/k,.
This factor appeared when applying the sensitivity evaluation technique to Eq. (5), especially because of the term
o, (%),

Therefore, and now that k depends on ¢, we may impose O %’") = 0, which implies the following relation:

T

Ocke
ke

Ok =

Thus, by derivating Eq. (5), we obtain:

8§f(£7‘37§) =

Ao
H(N— )\39) —WHQ / Ok(Zy,¢)dl + wéQ
0

Y(Z, N\, S)wa
N Ocka Ok
Pa@,o) | + (%= -2E)
|2 s
+ w

+oo
/ pi(A)dA
0 T HOwo — )

= - - ocks 0.k
+Pg(w',g)/4 ps(—&'| —&)do | + (? - =
s

s

+ O f(@, &)

(D.1)

NS A ~
with ¢(&, A, ) = %—/ Ok(&y, <)dl
’ 0

We have implemented the algorithm resulting from this integral formulation and compared it with the approach

proposed in the core of the present paper. Whatever the case, it was always less efficient.
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fTN:0§
foreach i in 1 : N do
Jj=0;

€8

gigi
Il

Loop = .true.;
while Loop do

Beer sampling of A;;
A

tiyn =1t —7;

Tily = Tj — \Wj;

if tj+1 < 0 then

if ) < ); then

| fv = fn+ foolyite, &) ;

else
| I = v+ fol@ — et &) 5
end
Loop = .false.;
else

if Mg < ); then
Inv = In+ foalyit1, W);
Loop = .false.;
else
Uniform sampling of r;
if 0 <r < Py(xji1,tj41,7) then
v = fy+ U250 )
Loop = .false.;
else if Py(x;i1) <1 < Pa(xji1,tj41,m) + Ps(xji1,tj41,7) then
‘ Sampling of w;}q;

end
end
end
J=J+1;
end
end
Iy = LG

Algorithm 1: The initial backward tracking null-collision algorithm. The objective of simultaneously evaluating
sensitivities will be discussed on the basis of this initial algorithm, with the idea that only small algorithmic
modifications should be required to reach this goal. N is the number of samples used to produce one Monte
Carlo estimate of f(Z,&,t,s) along the algorithmic reading of Eq.(5). This estimate is noted fy. kq, ks, kn
and k = ko + ks + ky, are respectively the absorption coefficient, the scattering coefficient, the null-collision
coefficient and the total extinction coefficient. At a given collision, P4 (&, t,s) = w, Ps(Z,t,¢) = @ and
Py (Z,t,5) = @ are respectively the absorption probability, the scattering probability and the null-collision
probability. xg = x is the initial position, wg = w is the initial direction, and t; = ¢ is the observation time. ()
is the geometrical domain, 92 its boundary at which the distribution function fyq is known for all locations ¢
and all directions & of the incoming hemisphere S7.. f¢? is the equilibrium distribution (following the Planck
function) and fj is the initial condition. For all j € N, xj 41 = xj — \jwj, tjp1 =1t — %, Yjy1 = Tj— Aégwj s.t.

)‘?m = min{||lx; — §|l; ¥ € Vect™ (z;,w;) NN} where Vect™ (£,3) = {& — A\J; A e R}
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{fv=0; 0.fn =0};

foreach i in 1 : N do

Jj=0;

Top =&
(4?():(;5
t0=t;
w=0;
Loop = .true.;

while Loop do

Beer sampling of A;;
tj+1 = tj - )\TJ )

Tjt1 = Tj — AW
if t]’+1 < 0 then

if Xy < Aj then

| {Fv = I+ foaida, @) 3 Oy = Ofv + wfon(yita, @)}

else
| (= P ol — 1,5, 05) 5 Dfy = B fo + w ol — oty )}
end
Loop = .false.;
else

if M, < A; then

{fN = fn + foa(yj11,@5) i Ocfy = Ocfn +wfo(z; — (‘tjdjr“;j)} ;
Loop = .false.;

else

Uniform sampling of r;

if0<r< PA(:I}]*:.l,t]'+1,C) then

Oska(x31,tj41,5) .
ka(zj315tj+1,5) 7

{Iv=Iv+ F9@, ) 5 Ofn = Ocfn +w [t t) 5
Loop = .false.;
else if Pa(xj31) <7 < Pa(xji1.tj41,6) + Ps(xil1, tjr1,<) then
Sampling of w;}1;
Ocks (23 1,tj41,5) .
Fo@iatins)

w=w-+

w=w-+

else
Ockn(®j31,tj+1,5)
) = W 4 2
‘ u w+ kn(xj3a,tj+1.6)

end
end
end
J=Jj+1
end

end

{fviodn} = {5 5}

A.lgorithm 2: The standard approach to the simultaneous evaluation of f and its sensitivity. 0. fy is a Monte
Carlo estimate of O f(&,d,t,s) corresponding to the algorithmic reading of Eq.(7). It is constructed together
with fy. Notations are described inthe caption of Alg. 1. The incrementation of the Monte Carlo weight w is

detailled in Appendix Appendix B
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{fv=0;afx=0};
foreach i in 1 : N do

J=0;
Co = T ;
Wo =W,
t(]:/;
w=0;

Loop = .true.;
while Loop do
Beer sampling of A; ;
tin =t — /\T] )
Tity = Tj — AWy ;
if t]‘+1 < 0 then
if M, < \; then
Sampling of I; € [0, A\ga] according to py,;
w = — Ok — 145.),/pi (1)
{Fv = In+ foo(yi31,9) 5 Ocfn = Ocfn + whon(y1,w) } 5
else
Sampling of I; € [0, ct;] according to py ;
w = w = Ocke(; — 1;W5,<) /pr(l;) ;
{Fv = v + fol@) — ct;e;, @) 5 O fx = Ocf + wfo(@ — ct;, ) } 5
end
Loop = .false.;
else
if M) < ); then
Sampling of I; € [0, A\ga] according to py;
w =w — Ocke(®; — 1;65,<) /pr(ly) ;
{Fv = Fv + foayi1, @) 5 Ofn = Ocfn + whon(yiia, o) )5
Loop = .false.;
else
Sampling of [; € [0, NJaccording to py;
Uniform sampling of 7 ;
if 0 <r < Py(xji1,tj41,¢) then
w=wt (St g k(a0 ml)

- U\ ka(®@gGatiens) ~ K
{Fv= v+ F9@i, 1) 5 Ofx = Ocfn + wf (@i i)}
Loop = .false.;
else if Pa(x;i1,tj41,5) <7 < Pa(xji1,tj11,5) + Ps(xi1, i1, ) then
Sampling of wj}q;

Ocks(Tj31,tj+1,5) - _ . .
w=w+ (ﬁ = Ocke(®; — 1,635, 6) /(1)) 5

else
‘ w=w-— askc(:i} - 11@75)/[)L(11) )
end
end
end
J=J+1;
end

end

(s odw)={&; 5,

Algorithm 3: The alternative approach to the simultaneous evaluation of f and its sensitivity. It corresponds
to the algorithmic reading of Eq.(13). Notations are described in the captions of Alg. 1 and Alg. 2. The incre-
mentation of the Monte Carlo weight w is detailled in Appendix Appendix B
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Figure D.1: Example of a backward-sampled path obtained from Alg. 1, 2 or 3. Q is the geometrical domain and 952 its boundary. %o
and wp are the position and direction when starting the backward tracking (i.e. the end of the path) . This path is composed of one

null-collision at location #1 = #0 — Agwp (the initial direction w7 is kept and therefore wp = W1 ), two scatterings at locations €2 (from

direction w2 to direction wi) and @3 (from direction w3 to direction w2), and one boundary intersection at location ya = 3 — /\gnufg.
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foa =0 Joa = fine

y=0 B y=1L

Figure D.2: The heterogeneous-slab configuration: a non diffusive heterogeneous column of length L. The absorption coefficient profile
is ko(Z,5) = (s —7) %W + v. Different k profiles are used, closer and closer to ke = ka: kogy is equal to 1.2max (k)
and ky is constant in pieces on the grid: k is exactly equal to the maximum ke-value inside a mesh and the grid is constructed
in such a way that the variations of ke are identical across each mesh). «,3, ¢ and ~ are arbitrary parameters that allow us to
choose the shape of the absorption coefficient profile, in particular, ¢ is the problem-parameter. The equilibrium distribution f€? is
null (no emission) and the boundary conditions are faq(L, —€%) = finc and fgq(0,€z) = 0. By choosing this ke-profile, we can

calculate the transmissivity and the sensibility analytically: T = exp (— (¢ —v) K — L) and ;T = —Kexp (— (¢ —v) K — vL) where

o 2
K= g/% ((L — B)atan (—aL + af) + Batan (af) — 5-log (ﬂ%)) + L.
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(a) Alg. 1 (b) Alg. 2 without null-(c) Alg. 2 with null-collision: the standard(d) Alg. 3 with null-collision: the alterna-
collision approach tive approach

Figure D.3: Statistical convergence for the homogeneous-slab configuration: number of samples required to reach a 1% accuracy (N1%)
when evaluating the slab transmissivity or its sensitivity as function of the ratio % (i.e. the amount of null-collisions), for optical-
thicknesses ke = koL ranging from 0.01 to 9. In this particular case the variances of Alg. 1, 2 and 3 are known analytically (see
Appendix Appendix A) and therefore N1% is also known analytically. It is displayed using solid lines. Also displayed are some example
Monte Carlo simulations, only confirming that the analytical prediction is correct. These theoretical analysis of statistical convergence
are provided for the the following four algorithms: (a.) transmissivity estimation, with null-collision, using Alg. 1 (the standard null-
collision algorithm described in Section. 2); (b.) sensitivity estimation, without null-collision, using Alg. 2 (the standard sensitivity
evaluation algorithm described in Section. 2), here with k, = 0 which is possible in this particular case because k. is homogeneous;
(c.) sensitivity estimation, with null-collision, using the same standard approach as in (b.) (i.e. Alg. 2, but now with k, # 0); (d.)

sensitivity estimation, with null-collision, using the alternative approach (i.e. algorithm Alg. 3 described in Section. 3).
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Figure D.4: The heterogeneous-cube configuration: the cube is of side 2L, centred on 5, with 0K black faces perpendicular to the three

axes of a cartesian coordinate system (6, 2,9y, 2). The inside-temperature field is such that € varies from f¢7 = f5%. (at the center of
. — 2 2
the face at @ = —L) to f¢ = 0 (at @ = L and (y = £L, 2 = £L)): f*4(z,y,2) = n(x,y, 2) fithe with n(z,y, 2) = L7 (1 -V )

The fields of absorption and scattering coefficients follow the same spatial dependence: kq(z,y,2) = n(x,y, 2)ka,maz and kaq(z,y,z) =

n(z,y, 2)ks,maz. The single-scattering phase function is that of Henyey-Greenstein with a uniform value of the asymmetry parameter
g. The total extinction coefficient ky, is chosen constant in pieces on a n X n X n-regular grid, exactly equal to the maximum ke-value

inside each mesh. In particular, 1%1 is uniform on the whole cube and equal to ka,maz + ks,maz-
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Transmissivity
k T o C R
kaoo, 0.327 5.179E-03 116.65 235.2
ks 0.327 5.358E-03 96.64 194.6
s 0.327 5.264E-03 20.06 38.7
k1o 0.332 4.984E-03 9.86 20.5
k100 0.335 5.285E-03 1.45 3.4
k1000 0.322 4.815E-03 0.72 1.8
(a) Evaluation of transmissivity 7' with Alg. 1.
Sensitivity with the standard approach
k o.T o Nig, R
key -1.915E-03 5.910E-05 95E+03 194.6
ks -1.8357E-03 6.347E-05 120E+03 38.7
k1o -1.868E-03 1.008E-04 304E+403 20.5
k100 -1.852E-03 2.250E-04 1516E4-03 3.4
k1000 -1.491E-03 5.083E-04 - 1.8
(b) Evaluation of sensitivity 8.7 with Alg. 2.
Sensitivity with the alternative approach
k o.T o Nig R
ky -1.801E-03 2.836E-05 24E+03 288.4
ks -1.838E-03 2.745E-05 22E-+03 63.4
k1o -1.819E-03 2.720E-05 22E+03 37.7
k100 -1.822E-03 2.703E-05 22E+03 83.6
k1000 -1.807E-03 2.622E-05 20E+03 792.4

(c) Evaluation of sensitivity 0.7 with Alg. 3.

Figure D.5: Simulation results for the heterogeneous-slab configuration: evaluation of the transmissivity 7" of a non diffusive het-

ata“(*‘tff;ﬁ)*f) + v with

¢ = 200,v = 0.0, = 1000, 8 = 0.0005L. T and O.T are evaluated using N = 10000 samples. The exact solution can be obtained

erogeneous column of length L where the absorption coefficient profile is such that kq(Z,¢)L = (s —1)

by solving the radiative transfer equation analytically: Tegact = 0.326 and O¢Tezact = —1.827E — 03. Njg is the number of paths
that need to be sampled in order to reach o = Telzo%“ for transmissivity or o = % for sensitivity. C' is the average number

of null-collision per path and R the average number of random generation per path. Table D.5a confirms that the computation time
decreases when k gets closer to kq: the average number of random generation per path decreases when k is well adjusted because
there are less null-collisions. Table D.5b highlights the fact that the better k is adjusted, the greater is the standard deviation of the
sensitivity estimator. With Table D.5c we see that with the alternative approach the standard deviation of the sensitivity estimator is
independent of k. The fact that R increases when adjusting k in Table D.5c is associated to the repeated sampling of L each time a
mesh is crossed. This could be replaced with only one sample along the complete path but using importance sampling on the basis of

the information carried by the acceleration grid (see Appendix C).
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Alternative approach

Eomazl | ksmasL A oA OamazA | T0py pnanA | OkomaaA | Top, 00 A t(s)

0.1 0.1 -0.483582 | 8.58E-05 | 0.160386 | 8.37E-04 | 0.002091 | 1.72E-04 0.79
0.1 1.0 -0.481834 | 9.00E-05 | 0.176627 | 8.74E-04 | 0.001992 | 5.89E-05 1.28
0.1 3.0 -0.477867 | 9.92E-05 | 0.212956 | 9.53E-04 | 0.002097 | 4.17E-05 2.69
0.1 10.0 -0.463074 | 1.26E-04 | 0.342196 | 1.17E-03 | 0.002190 | 3.82E-05 10.91
1.0 0.1 -0.366069 | 2.09E-04 | 0.106597 | 1.69E-04 | 0.010256 | 4.19E-04 0.91

1.0 1.0 -0.356424 | 2.13E-04 | 0.110277 | 1.70E-04 | 0.010256 | 1.42E-04 1.31

1.0 3.0 -0.335872 | 2.20E-04 | 0.116637 | 1.72E-04 | 0.009890 | 9.37E-05 2.31

1.0 10.0 -0.276546 | 2.28E-04 | 0.125441 | 1.91E-04 | 0.007140 | 6.91E-05 7.16
3.0 0.1 -0.219088 | 2.21E-04 | 0.049387 | 6.51E-05 | 0.011163 | 5.03E-04 1.04
3.0 1.0 -0.209163 | 2.18E-04 | 0.047957 | 6.92E-05 | 0.010262 | 1.63E-04 1.28
3.0 3.0 -0.190149 | 2.10E-04 | 0.044937 | 7.74E-05 | 0.008717 | 9.89E-05 1.90
3.0 10.0 -0.143655 | 1.83E-04 | 0.035626 | 9.88E-05 | 0.005079 | 6.15E-05 4.16
10.0 0.1 -0.071489 | 1.19E-04 | 0.008151 | 3.47E-05 | 0.003764 | 4.13E-04 1.00
10.0 1.0 -0.068583 | 1.15E-04 | 0.007778 | 3.54E-05 | 0.002880 | 1.30E-04 1.08
10.0 3.0 -0.063426 | 1.06E-04 | 0.006771 | 3.69E-05 | 0.002478 | 7.59E-05 1.27
10.0 10.0 -0.050710 | 8.50E-05 | 0.004806 | 4.00E-05 | 0.001365 | 4.27E-05 1.93

Figure D.6: The heterogeneous-cube configuration: finh, = 1, g = 0, £p = (0,0,0), and N = 10% samples. Evaluation of A =

W (the stationary net-power density) and its sensitivities O, ,,,,4 and Ok, .., A using the alternative approach of Alg. 3
for 1%1 = ka,maz + Kks,maz- We check here that the alternative approach recovers the results of Table 1 in [1] with ¢ = 1 (the

extinction criterion defined in [5]). The computation times displayed in the last column correspond to an Intel Core i5 - 2.5Ghz without

parallelization.
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Standard approach Alternative approach
IamarA | T0pmacd | OgmacA | 00, e A || Okwmac A | O0kgpanA | Okomaa A | Op, nan A
fr 0.110196 | 1.97E-04 | 0.010612 | 1.75E-04 || 0.110236 | 1.69E-04 | 0.010652 | 1.43E-04
Jegs 0.110598 | 2.25E-04 | 0.011006 | 2.06E-04 || 0.110258 | 1.69E-04 | 0.010666 | 1.44E-04
105 0.110202 | 3.95E-04 | 0.010506 | 3.85E-04 || 0.110345 | 1.69E-04 | 0.010649 | 1.43E-04
k1005 0.109576 | 1.04E-03 | 0.010004 | 1.03E-03 || 0.110104 | 1.69E-04 | 0.010532 | 1.43E-04
10003 0.114101 | 2.72E-03 | 0.014621 | 2.72E-03 || 0.110199 | 1.69E-04 | 0.010719 | 1.43E-04
(a) ¢ =1
Standard approach Alternative approach
WamazA | T e A | OhemanA | T o || OkwmanA | Ok s A | OkomanA | OOk, ran A
r 0.110457 | 8.41E-05 | 0.010622 | 1.02E-04 || 0.110407 | 8.79E-05 | 0.010572 | 8.14E-05
Jegs 0.110434 | 1.15E-04 | 0.010648 | 1.21E-04 || 0.110365 | 9.99E-05 | 0.010579 | 7.92E-05
105 0.110251 | 2.19E-04 | 0.010490 | 2.17E-04 || 0.110393 | 1.17E-04 | 0.010632 | 7.26E-05
1008 0.110180 | 5.92E-04 | 0.010401 | 5.90E-04 || 0.110406 | 1.22E-04 | 0.010627 | 6.99E-05
k10003 0.112980 | 1.82E-03 | 0.013008 | 1.82E-03 || 0.110533 | 1.22E-04 | 0.010560 | 6.95E-05
(b) ¢=0.1

Figure D.7: The heterogeneous-cube configuration for ko mazl = 1, ks;mazl = 1, f:nqaz =19 =0, 20 = (0,0,0) and N = 106
samples. ¢ =1 in Table D.7a and ¢ = 0.1 in D.7b. Simulations are made for various adjustements of the k profile to the true profile of
ke = kq + ks (using the lz:n notation as defined in Fig. D.2). These Tables confirm the conclusion of Fig. D.5: the standard deviation

of the alternative approach is independent of k whereas it was increasing when k was getting close to ke in the standard approach.
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Figure D.8: In this 2D sketch, Q is partitionned into four areas and k is constant in pieces on these areas. We denote 151, ko, ks and kg4
these constants. & and & are the location and direction at the start of the backward tracking of the path. &’ = 23 is the location of a

scattering event (from &’ to &). 21 and 22 are grid-collisions. 81 = ||Z1 — %H, B2 = ||z2 — Z1|| and B3 = ||zZ3 — 22]|.
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7.4 Conclusion

Les deux premieres perspectives nous semblent importantes du point de vue théorique, car
elles sont au stade actuel nos seules alternatives a Monte-Carlo Picard. Elles restent néanmoins
loin des applications compte tenu de la difficulté liée au couplage entre les transferts de
chaleur.

En revanche, les retombées applicatives associées au paragraphe 7.3 sur I'analyse des
sensibilités sont immédiates. Nous choisissons de présenter cet article comme une perspective
car aucune mise en occuvre n’a été réalisée dans ce manuscrit. Mais nous n’entrevoyons
aucune difficulté particuliere liée au calcul de sensibilité en transferts thermiques non-linéaires
via MCP, notamment grace au récent travail de Victor Gattepaille qui s’est appuyé sur la
proposition du paragraphe 7.3 pour développer une technique de calcul des sensibilités sur un
probléme non-linéaire similaire au notre, dans le contexte du génie des procédés. On imagine
donc reprendre sa technique et 'adapter a nos cas d’étude tres prochainement, de fagon a ce
que nos algorithmes n’évaluent plus seulement une valeur de température au sein du systeme,
mais aussi, et de fagon simultanée, les sensibilités de cette température aux parametres du
modele pertinents pour I’analyse ou le dimensionnement.

De fagon générale, notre discours n’a réservé qu’'une place minime aux outils d’analyse,
qui sont pourtant I'un des atouts majeurs des algorithmes de Monte-Carlo. Ces outils tiennent
une place importante dans la pratique du thermicien, permettant une compréhension plus
profonde des mécanismes de transfert que ne le permet la seule observation des résultats
de simulation. En nous tournant vers la thermique non linéaire, nous n’avons jamais perdu
de vue cette question et le calcul de sensibilité n’est qu’une premiere étape dans ce que
nous envisageons a court terme sur ce terrain. Lorsque I’équipe de développement de Stardis
pense a la mise en ceuvre de MCP il est bien siir question aussi de tous les "a c6té" du calcul
principal qui ont fait la force de 'outil dans sa version linéaire :

— La visualisation des chemins permet de comprendre la provenance des différentes
contributions et leur propagation a la traversée du domaine. Par exemple, dans le
contexte de I'habitat, elle permet d’identifier et de visualiser des ponts thermiques dans
un batiment. Selon notre proposition, il reste envisageable de visualiser les chemins,
meéme si ils sont branchés. Mais la question sera d’en faire une lecture. Dans un
premier temps, ne serait-ce que dans un geste de simplification de la visualisation, il
serait probablement judicieux de ne visualiser que les trajets principaux (c’est-a-dire
les chemins ayant remonté les valeurs de température qui nous servent de poids),
en omettant les branches secondaires nécessaires a leur échantillonnage. La lecture
offerte par cette visualisation ne sera bien siir pas aussi riche que dans le linéaire
et il sera important de chercher a comprendre le sens de cette information, puis de
réfléchir a 'information supplémentaire qui pourrait étre apportée par un complément
de visualisation correspondant aux branches secondaires. En tout cas, dans le linéaire,
pouvoir visualiser les chemins est vécu concretement comme un atout interprétatif tres
fort dans les contextes d’ingénierie thermique auxquels nous somme confrontés et il
y aura sans aucun doute une motivation forte a essayer de préserver une part de cet
atout dans le non linéaire.

— Dans le méme esprit, le stockage du propagateur permet de comprendre comment
la grandeur calculée résulte des contributions de chacune des sources, volumiques
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ou surfaciques, de chacune des températures imposées a la limite, et de la condition
initiale. Par rapport a la visualisation des chemins, qui nous informe déja sur la
facon de visiter le systeme et donc sur la facon d’aller chercher ces contributions,
le calcul du propagateur permet de quantifier ces informations. Malheureusement le
propagateur n’a de sens que si le modele étudié est linéaire : dans ce cas la statistique
des chemins est indépendante des sources (par exemple) et on peut se servir des chemins
échantillonnés dans une configuration donnée, archiver les informations nécessaires sur
cette statistique, pour penser le transfert avec d’autres sources, d’autres températures a
la limite, d’autres conditions initiales. En thermique non-linéaire, on perd cette notion
de propagateur. Mais comme pour la visualisation des chemins, y-a t’il un intérét a
archiver la statistique de propagation correspondant aux chemins principaux ? peut-on
archiver les informations associées aux chemins secondaires ? Et 1a encore il y aura
tres probablement une motivation forte a extraire des éléments d’analyse quantitative
de la statistique des chemins, méme si leur force d’information s’avere moins grande
que dans le linéaire.

A partir d'un calcul de Monte Carlo évaluant une grandeur, typiquement pour nous une
température T a une position et un temps donnés, la technique du calcul symbolique
consiste a construire simultanément les parametres d’une fonction que ’on puisse ensuite
utiliser pour comprendre comment 7' change lorsqu’on modifie un des parametres du
systeme, mettons un coefficient d’échange convectif hr a une interface solide/fluide.
La technique du calcul de sensibilité, telle que nous I’avons introduite au paragraphe
7.3, nous permettrait d’évaluer 9y, T ; le calcul symbolique nous permet d’évaluer la
fonction T'(hr) elle-méme, y compris pour des valeurs de hp éloignées de celle qui a
été utilisée dans le Monte Carlo de départ. Cette technique est assez récente et reste
un objet de recherche a part entiere, mais un point important pour le présent travail
est qu’aucun élément de cette technique de calcul symbolique n’est intrinsequement
associé au linéaire (par opposition a ce que nous venons de discuter concernant la
visualisation des chemins et le propagateur). A titre d’illustration, I'une des méthodes
les plus employées pour construire une fonction symbolique, soit T'(hg) si nous gardons
notre exemple, consiste a faire appel a un échantillonnage "par importance" a chaque
fois que la réalisation du chemin fait appel a des probabilités qui dépendent de hp. En
termes d’intégrale, si on note hy;¢o la valeur de hp qui est utilisée dans le calcul de
Monte Carlo effectué (celle correspondant a notre configuration de référence), a chaque
fois que 1’on rencontre le motif

: "/[)X px(z, hp)dr ... w(x)

c’est a dire que l'on fait une réalisation d’une variable aléatoire X dont la loi px dépend
de hg, pour construire un chemin qui raménera un poids w(z), on écrit simplement

pX(xu hF)

"/DXpX(x’hMC)dx“'w<x)px(3f Toarc)

c’est a dire que méme si c’est hy;eo qui a été utilisé pour le tirage aléatoire, il suffit
rajouter une pondération au poids pour évaluer la température pour une valeur de hp
différente. On stocke donc tous les rapports %, pour chaque chemin, comme
des éléments fonctionnels (des fonctions de hp) et ensuite on évalue T'(hr) comme
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une moyenne sur les chemins, exactement comme dans le Monte Carlo de départ,
sauf que le résultat est une fonction. Bien siir ces quelques phrases ne permettent
pas une appropriation du concept, mais le point a retenir est le suivant : les motifs
fonctionnels apparaissent lors des échantillonnages, il y en aura donc plus avec nos
arbres branchés que pour la thermique linéaire, et la forme fonctionnelle sera peut étre
difficile a manipuler, mais on peut envisager d’explorer le calcul symbolique en non
linéaire sans renouvellement du concept.

Ces dernieres idées sont tres embryonnaires, mais elles sont tellement au coeur de la pratique
actuelle de Monte Carlo que nous pouvons pas imaginer de suite a nos propositions sans une
exploration de la fagon d’utiliser I'information portée par les chemins pour autre chose que le
calcul de la grandeur, pour aider ’analyse.

Sur la mise en oeuvre du développement de Picard modifié, nous observons bien souvent
que la troncature de la hiérarchie a un ordre assez faible permet d’obtenir des approximations
excellentes de la grandeur calculée. Du point de vue de I'espace des chemins qui en résulte,
nous obtenons une topologie assez surprenante, car les seuls branchements (en nombre faible
mais nécessaire) qui assurent le fonctionnement du processus, sont « localisés » spatialement
ou temporellement a proximité de la branche principale. Tout se passe comme si il suffisait
d’explorer finement autour de cette branche, puis des que 'on est un peu a 1’écart, on
peut remonter I'information par un processus linéaire. A cet instant, nous ne portons aucun
signifiant, et pour autant si 'on compare 1’espace des chemins complets (sans troncature)
et 'espace des chemins tronqués, la différence est aussi grande que l'on veut. La "densité
d’information" portée par l'essentiel des chemins semble tendre vers zéro sans que nous
n’ayons la moindre intuition a y attacher. Nous pensons qu’il faudra explorer avec attention
ce résultat, qui pourrait nous éclairer différemment sur la pensée du non-linéaire que nous
pouvons porter sur nos systeémes thermiques.
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Annexe A

Rappels Probabilités et Notations

Dans cette these,

e les variables aléatoires seront notées en majuscule, (une exception sera autorisé, on
notera la température 7' en majuscule et sa variable aléatoire associé ©)

e la densité de probabilité associée a la v.a X sera notée py,
e la fonction de répartition associée a la v.a X sera notée Flx,
e |'écart-type associée a la v.a X sera notée oy,

e et I'espérance associée a la v.a X sera notée Ex(X),

Voici deux ouvrages de référence pour une introduction a la théorie des Probabilités [27, 28].

A.1 Variables Aléatoires

Phénomene aléatoire

On parle de phénoméne aléatoire lorsque, en recommencant une expérience plusieurs fois,
la réalisation de cette expérience est variable et semble imprédictible. L’exemple le plus connu
est celui du lancé de dé. Les réalisations possibles sont 'obtention d’une des six faces, une
fois le dé immobilisé. Intuitivement, nous pouvons affirmer (lorsque le dé est équilibré) que
la probabilité d’obtenir une des six faces est 1/6. Cette notion intuitive est directement liée
a la fréquence d’apparition d’une réalisation et est basée sur le vécu de chacun. Elle n’est
donc pas tres fiable, notamment lorsque 'on complexifie I’expérience. Pour expliquer un
phénomene aléatoire, nous utilisons la Théorie des probabilités. Elle a pour but d’analyser
les phénomenes aléatoires en élaborant un modele "fidele" de I'expérience. En ce sens, la
théorie des probabilités est tres proche de la physique ou I'objectif est de construire un modele
permettant d’analyser un phénomeéne physique. Cette théorie repose sur un vocabulaire bien
particulier :

Construction de univers ()

La premiere étape consiste a nommer les objets que I'on étudie. Pour cela, nous construi-
sons un ensemble ) appelé I'univers, qui est constitué de ’ensemble des réalisations
possibles de 'expérience. Ces réalisations sont généralement notées w. Dans notre exemple du
lancé de dé équilibré, les réalisations possibles sont I'obtention de I'une des six faces. Ainsi,
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Q = {wi, wa, w3, ws, ws, wg + ol w; est la réalisation "obtention de la face ¢".
) ) ) ) )

Les événements

Ensuite nous définissons les "objets" dont on veut calculer la probabilité. Ces objets sont
généralement appelés événement. Un évenement est un élément de 1’ensemble des parties
de €. L’ensemble des évenements possible est appelé tribu et est noté 7. La tribu doit
vérifier plusieurs propriétés (pour étre en accord avec la notion intuitive de probabilité) : il
est naturel de pouvoir évaluer la probabilité du complémentaire d’'un événement ainsi que
I'union et l'intersection d’'un ensemble d’évenements. Ces contraintes nous permettent de
définir rigoureusement la notion de tribu comme suit :

Définition 5 (Tribu)
Un sous-ensemble o/ de I'ensemble des parties de ) est une tribu si :
1. Qe o
2. o est stable par passage au complémentaire : A € &/ — A° € &/
3. o est stable par réunion dénombrable : A; € o7 i € N = U;enA; €

Voici deux exemples d’événements lors d’un lancé de dé :
e Si A est 'événement «obtention de la face 1 ou de la face 5», alors A = {wy, ws}.
e Si B est 'évenement «obtention de la face 4», alors B = {wy}.

Remarquons que nous écrivons B = {w,} et non B = wy. En effet, {w,} est bien un élément
de &7 (c’est un singleton) alors que wy est un élément de € i.e. une réalisation.

La mesure de probabilité P

Pour évaluer quantitativement la probabilité d’évenements qui sont plus ou moins susceptibles
de se produire, nous utilisons la notion de mesure de probabilité : la probabilité d'un
évenement sera définie comme la mesure (que I'on notera P) de cet événement (i.e. on mesure
la probabilité d’un évenement). Une mesure de probabilité doit vérifier les axiomes suivant :

Définition 6 (Mesure de probabilité)
Une application P est une mesure de probabilité si :
1. P est a valeurs dans [0,1].
2. P(Q)=1
3. Soient A et B deux événements disjoints quelconques, alors P(AU B) = P(A) +P(B)

De ces trois axiomes, il est découle clairement que P vérifie les propriétés suivantes :

Propriété 2 (Mesure de probabilité)

Soit P une mesure de probabilité, soient A et B deux événements, alors :
P(AUB) =P(A)+P(B) -P(ANDB)

P(@) =0

P(A°) =1—-P(A)

Si A C B, alors P(A) < P(B)

Si A C B, alors P(B\A) = P(B) — P(A)




ou l'on considere A et B deux évenements de la tribu 7 et la notation B\A = {w € Bjw ¢ A}.
Il est intéressant de remarquer que ces propriétés permettent de calculer la probabilité d’un
évenement inconnu a partir de la probabilité d'un ou plusieurs autres événements connus.

Probabilité et Modélisation

Lorsque I'on étudie un phénomene aléatoire, nous cherchons a construire un univers 2 avec la
plus grande précision possible. Malheureusement, si I’expérience est trop complexe, il parait
difficile voire impossible de décrire mathématiquement cette expérience. C’est la qu’intervient
I’étape de modélisation qui consiste a simplifier le probleme dans le but de pouvoir I'expliquer
mathématiquement en définissant la mesure de probabilité P. En général, deux situations se
présentent :

e Cas Discret (dénombrable) : Lorsque le phénomene aléatoire est discret, (par exemple
un lancé de dé), il suffit d’associer & chaque événement élémentaire {w} un nombre
p(w) € [0, 1] pour définir la probabilité de n’importe quel événement A € o. Ce nombre
p(w) doit étre choisi le plus proche possible de la notion intuitive de la probabilité que
I'évenement élémentaire {w} soit réalisé pour que notre modele soit "valable". J'insiste
sur le fait que ces nombres p(w) sont choisis et non calculés (& moins de faire des stats
7). Ainsi, si A est un événement, alors (dans le cas discret) A peut toujours s’écrire
comme union dénombrable d’évenements élémentaires i.e. A = Uy,ea w. On peut alors
lui associer la probabilité P(A) telle que :

P() =P (Uw) = ¥ P{w) = X p(w) (A1)

wEA weEA

Par exemple, si on considere I’évenement A ="obtenir la face 1 ou la face 5", alors
P(A) = P({w1,ws}) = p(wr) + plws) = 1/6 +1/6 = 1/3 ot {w;} et {wa} sont vus
comme des évenements distincts.

e Cas Continu : dans le cas ou €2 est non dénombrable, ¢’est un peu plus compliqué. En
effet, la probabilité d'un évenement élémentaire est toujours nulle i.e. Vw € Q,P({w}) =
0. Par conséquent, si I'on calcule la probabilité d’un évenement A € o/ quelconque de
maniere analogue a 'Eq. (A.1), on obtient :

P(A) = P (wLEJAw) - EAP({UJ}) —0 (A.2)

Ainsi, contrairement au cas discret, il n’est pas possible de définir la mesure de proba-
bilité P a 'aide de la somme des probabilités de chaque évenement élémentaire. Pour
contourner cette difficulté, I'idée est de définir la probabilité IP en exprimant la mesure
non plus a 'aide d’'une somme, mais a l'aide d’une intégrale :

P(A) = /A dP(w)

Ainsi, définir la mesure de probabilité P revient a définir une mesure dP sur la tribu
</ . En pratique, cette mesure dIP n’est jamais vraiment explicitée, car nous travaillons
directement avec la variable aléatoire décrivant notre expérience.

Variables Aléatoires
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Dans la pratique, on attribue une valeur numérique aux réalisations issue d’une expérience.
Par exemple, si on joue au jeu suivant :

Jeu du lancé de dé : Lors d’un lancé de dé équilibré, si le numéro de la face obtenue
est supérieur ou égal a 5 alors le joueur gagne 2 euros, si le numéro de la face est 1 alors il
gagne 0.5 euros, sinon il perd 1 euros.

Il parait naturel d’associer aux évenements "obtention de la face 5 ou 6", "obtention de
la face 1" et "obtention de la face 2 ou 3 ou 4" les valeurs 2, 0.5 et —1 respectivement.
L’application réalisant cette association est appelée variable aléatoire, généralement notée

X :

X : QO = R
w; — 0.5
wy H— —1
w3z — —1 (A3)
wy — —1
ws = 2
wg — 2

Il est d’usage de noter les variables aléatoires en majuscule, et les réalisations en minuscules.
Les réalisations de la variable aléatoire X | (en abrégé dans toute la suite, elle est notée v.a)
sont appelés ¢ssues : dans notre exemple les issues possibles sont 0.5, —1 et 2. Dans toutes
les applications de ce manuscrit, X sera a valeurs dans R (on se restreint ici aux valeurs
réelles, le principe est le méme si ce n’est pas le cas).

Bien siir, de la méme facon que dans 'espace probabilisé, nous allons construire une tribu sur
R de tel sorte a pouvoir mesurer les objets qui nous intéressent. Dans notre exemple, nous
pourrions choisir la tribu B suivante :

R, &,
{1}, R\{-1}
{0.5},R\{0.5},
{2}, R\{2},

b= {—1,0.5},R\{-1,0.5}, (A-4)
{_17 2}7 R\{_la 2}7
{0.5,2}, R\{0.5, 2},
Q,R\Q

B étant constituée de 16 éléments. En pratique cette tribu naturelle B est tres compliquée
a expliciter. C’est pour cette raison que nous la remplagons systématiquement par la tribu
borélienne notée B(R) qui la contient par construction. Cette tribu borélienne est la tribu
engendrée par les intervalles et les singletons (de R) i.e. I'ensemble d’ensembles qui est stable
par union dénombrable, par passage au complémentaire et contenant ’espace tout entier R.

Loi image

Maintenant que nous avons a disposition la variable aléatoire qui permet de faire le lien entre
les réalisations de I'expérience et les issues, nous pouvons nous poser la question suivante :
comment évaluer la probabilité d'un borélien (un élément de la tribu borelienne B(R)) 7
En effet, on aimerait évaluer la probabilité de gagner 2 euros (X = 2), de perdre 1 euros
(X = —1) ou encore que le gain soit positif (X > 0). Pour évaluer ces probabilités, nous
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utilisons une mesure construite a partir de la mesure de probabilité P et de la variable
aléatoire X elle-méme. Cette nouvelle mesure sera appelée mesure image et est notée Py :

Py =P (X"

Bien sfir, pour que cette mesure Py soit bien définie, il est nécessaire que 'image réciproque
par X de tous les boréliens soit un élément de la tribu de départ i.e. VB € B(R), X ' (B) € «.
Si Py vérifie cette propriété, alors on dit qu’elle est mesurable.

Dans notre exemple la probabilité que le gain soit positif est :

~PC (05,2
=B ({u}) + P ({un)) + P (fe)) (A9
“gtsTe

N | =0y =

Nous avons écrit Px (X > 0) au lieu de Py ([0, +o0[), c’est un abus de langage que 'on
retrouve tres souvent dans la littérature. On qualifie généralement Py de loi de X.

Les probabilités dans la vie de tous les jours

Dans les applications rencontrées dans la vie de tous les jours, on n’explicite que rarement
(voire jamais) la fagon dont on modélise I'expérience ainsi que I’espace probabilisé (2, o7, P) :
on travaille naturellement avec la variable aléatoire et sa loi i.e. avec X et Px. De la méme
fagon, on confond une réalisation w et I’événement {w}. Voici deux exemples classiques de
confusion :

e Lorsqu’on lance un dé équilibré, nous "savons" que la probabilité d’obtenir une des six
faces est 1/6 mais nous n’avons pas conscience immédiatement que cette probabilité est
obtenue une fois le processus de modélisation terminé !

e Lorsque l'on travaille avec des variables aléatoires, on écrit souvent : «soit X une
variable aléatoire de loi Px» au lieu de dire «soit X une variable aléatoire définie sur un
espace probabilisé (€2, &7, P) ot P est une mesure de probabilité modélisant I'expérience
d’étude, telle que la mesure image soit Px ».

Exemple : Modélisation de la durée de vie d’une ampoule : Absence de mémoire
On s’intéresse a ’expérience suivante : une personne met en fonctionnement une ampoule
d’éclairage domestique standard a 'instant 0 puis des que 'ampoule est hors fonctionnement
(grillée), 'expérience s’arréte. On se pose la question suivante :

Quelle est la probabilité P que 'ampoule fonctionne a l'instant ¢* 7

Sil'on veut répondre avec une précision infinie a cette question, nous devons prendre en compte
I’état de 'ampoule, ’état de la personne autant psychologique que physique, une description
complete de 'environnement, et tout un tas d’autres parametres plus compliqués les uns
que les autres. Il est alors totalement impossible d’imaginer une description mathématique
complete de I'expérience.

Pour éviter cette difficulté, nous allons utiliser un modele élaboré a partir de I’hypothese
suivante :
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Hypothése sans mémoire : On suppose que la probabilité que 'ampoule fonctionne a I'instant
t sachant qu’elle fonctionnait a 'instant s (avec t < s), est égale a la probabilité que
I’ampoule fonctionne & l'instant ¢ — s.

Formellement, la probabilité P vérifie :
P = Pr([t*, +00]) :/ dPr(t)
[t*,+o0]

ou T est la variable aléatoire qui a une réalisation de I'expérience associe I'instant ou I'ampoule
grille. Pour calculer la probabilité P, il suffit d’identifier la mesure dPy. Cette mesure est
définie a partir de 'hypothese sans mémoire :

Vi>s>0, Prt<T|s<T)=Ppt—s<T)
— DD Pt —s < T) (A.6)
= Prt<T)=Pr(t—s<T)Pr(s<T)

Il est alors bien connu que 7" suit une loi exponentielle de parametre « strictement positif
caractérisant la durée de vie de 'ampoule. Ainsi, par définition on obtient :

Prt<T)= [ T APt = exp (—at) (A7)

L’Eq. (A.7) étant vraie pour tout ¢t € R,, on en déduit :
P = exp(—at®) (A.8)

Ainsi, la probabilité que I'ampoule fonctionne a l'instant ¢* est exp(—at*) ou « est un
parametre caractérisant la qualité de 'ampoule. Il est intéressant de remarquer que la loi de
T est définie de la fagon suivante :

dPr(t) = aexp (—at) dt (A.9)

ou dt représente la mesure de Lebesgue sur les réels. La loi définie par cette mesure image
s’appelle loi exponentielle de parametre a, notée £(a).

Démonstration : Preuve Loi exponentielle dans un cadre
On note f(t) = Pp(t < T'). En utilisant ’hypotheése sans mémoire, on sait que :
V(s t) € Ry, f(t+s) = f(£)f(s)

En prenant t > 0 et s = 0, on obtient f(¢t) = f(0)f(¢) donc f(0) =1 (car f est supposée
non nulle). Pour montrer que f(1) est positif, il suffit de remarquer que f(1) = f(1/2)% > 0.
Ensuite, pour montrer que f(1) est non nulle, nous allons utiliser un raisonnement par
I’absurde : supposons que f(1) = 0, alors

were 1o de D) (r(2))

par continuité de f en 0, on en déduit que f(0) = 0 d’ou I'absurdité. On en déduit que
f(1) > 0 et on note « = —In (f(1)).
Soient (p,q) € N*2 alors f(p) = f(1)? = exp(—ap), et f(1/q) = f(1)'/9 = exp(—a/q), donc

1(2)-em (-2
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Cette égalité étant vraie pour tout entier positif p et g, donc pour tout rationnel p/q, on en
déduit par continuité de f, par densité de Q. dans R. et passage a la limite que :

Vit e Ry, f(t) =exp(—at)

Expérience
(9, 4,F) ——— (R B(®))
P ////,
-7 Px =PoX!
[0,1)"

A.2 Fonction de Répartition, Densité de Probabilité et
Espérance

A.2.1 Fonction de répartition

Dans cette section, nous définissons les outils fondamentaux en Théorie des probabilités.
Ces outils ont été créés pour répondre a plusieurs questions, notamment la suivante :

Quand est-ce que deux variables aléatoires X et'Y sont indiscernables i.e. obéissent a la
méme loi ?

Si X et Y ont méme loi, on note X ~ Y au lieu de X =Y pour spécifier que I’égalité a lieu
entre les lois et non entre les variables aléatoires : X et Y peuvent avoir une méme loi mais
ne pas décrire du tout la méme expérience.

Par définition, si deux variables aléatoires a valeurs réelles ont méme loi, alors la probabilité
de tous évenements suivant la loi de X et la méme que celle suivant la loi de Y i.e. VB €
B(R),Px(B) = Py(B). En pratique, il est impossible de tester ’égalité pour tous boréliens
vu leurs nombres. En revanche, il est facile de vérifier 1’égalité entre leurs fonctions de
répartition :

Définition 7 (Fonction de répartition)

Soit X une variable aléatoire réelle. Alors sa fonction de répartition notée F'x est définie
de la fagon suivante :

Ve € R, Fx(x):= Px (] — o0,z
({w; X (w) < z}) (A.10)
(X <)

T

I
NN
N

La fonction de répartition caractérise entierement la loi Py :
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Propriété 3 (Fonction de répartition)

Soient X et Y deux variables aléatoires quelconques, alors :

X ~Y <= Fx=I

i.e. la fonction de répartition caractérise la loi, ou encore, la variable aléatoire est entiere-
ment déterminée par sa fonction de répartition.

En effet, soit [a,b] C R un intervalle quelconque, alors
]PX ([a,b]) :Fx(b)—Fx(a) (All)

Par conséquent, pour montrer que deux variables aléatoires sont indiscernables i.e. X ~ Y, il
suffit de montrer 1’égalité entre leurs fonctions de répartition i.e. Fx = Fy. Les fonctions de
répartition possedent de nombreuses propriétés :

Propriété 4 (Fonction de répartition)

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx, alors :
e 0< Iy «1
e [y est croissante, continue a droite avec une limite a gauche en tout point

o lim Fx(x)=0et xl_l)r_{loo Fx(x)=1

Exemple 1 : Jeu du lancé de dé, cas Discret
Si nous reprenons 'exemple du lancé de dé, alors

Fx(x) =Px (] —o0,z])

Px({9}), six < —1
) Px({-1}), six <05
] Px({-1,0.5}), siz <2
Px({—1,0.5,2}), siz <2 (A.12)
0, six < —1
) 3/6, sizx <05
] 4/6, siz<?2
1, six <2
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Fx(x)
1 — e
0.8 |
0.6 +
04+
0.2 1
‘ ‘ X
—2 —1 1 2 3

Exemple 2 : Durée de vie d’'une ampoule, cas Continu
Nous avons montré que si T ~ £(«a) alors dPr(t) = aexp (—at) dt, donc par définition :

Fr(t) =Pr(] - oo,t])

= ®7 (0.4 »

= | aexp(—as)ds (A.13)
0
=1—exp(—at)
Fr(t)
1 L L e m e

0.8 1

0.6 1

0.4+

0.2 1

2 4 6 8 10 12 14

A.2.2 Densité de probabilité

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles. Soit B € B(R) un borélien. Quel est la
probabilité Py (B) ?

Pour répondre a cette question, la premiere idée consiste a utiliser la fonction de répartition
et exprimer B a l'aide d’une union d’intervalles et/ou de singleton. Un autre outil bien plus
pratique existe :

Définition 8 (Densité de probabilité, cas continu)

Soit X une variable aléatoire réelle continue dont la fonction de répartition est de classe
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CY(R). Alors la densité de probabilité de X notée px est définie de la fagon suivante :
Vo € R, px(z) := Fy(x) (A.14)

on dit également que X admet une densité.

Lorsque la fonction de répartition n’est pas de classe C!, par exemple dans le cas ol la

variable aléatoire est discrete, nous utilisons la théorie des distributions pour construire la
densité de probabilité :

Définition 9 (Densité de probabilité, cas discret)

Soit X une variable aléatoire réelle discréte prenant comme valeurs {xy, k € I} avec la
probabilité py. Alors la densité de probabilité de X notée px est définie de la facon
suivante :

Vz €R, px(z) = piby,(z) (A.15)

kel

Remarque : comme dans le cas continu, p, n’est rien d’autre que la dérivée au sens des
distributions de Fx.

La densité de probabilité permet d’exprimer simplement la probabilité suivant la loi de
X d’un borélien :
Propriété 5 (Densité de probabilité)

Soit X une variable aléatoire réelle, de densité de probabilité px. Soit B C B(R) un
borélien, alors

Px(B) :/BpX(:c)dx

Exemple 1 : Jeu du lancé de dé, cas Discret
Si nous reprenons 'exemple du lancé de dé, alors

px (@) Fy
1+
0.8 |
0.6 1
0.4 ¢
Px
0.2 |
I .
-2 -1 1 2 3

Exemple 2 : Durée de vie d’'une ampoule, cas Continu
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Nous avons montré que si T ~ E(a) alors dPr(t) = pr(t)dt = aexp (—at)dt, donc par

définition :
pr(t) = aexp(—at)

Voici une illustration avec @ = 0.5.

pr(t)
1+ Fr
0.8 1
0.6 |
04 {
0.2 | pr
2 4 6 8 1;0 12 14

A.2.3 Espérance

(A.17)

Soit X une variable aléatoire a valeur réelle. Quel est la valeur moyenne que l'on pourrait

espérer obtenir a l'issue d’une réalisation 7

Au lieu de parler de la valeur moyenne que l'on pourrait espérer obtenir a l'issue d’une

réalisation, on parle de I'espérance d’une variable aléatoire :

Définition 10 (Espérance)

suivante :

Ex(X) = /Q XdP = /]R zdPy (z)

EX(X):/Rpr(m)dx

Exemple 1 : Jeu du lancé de dé, cas Discret
Si nous reprenons 'exemple du lancé de dé, alors

Ex(X) :/Rxpx(:v)dx
= 1(—1) + 0.5+ 32
=0.25

Exemple 2 : Durée de vie d’une ampoule, cas Continu
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Soit X une variable aléatoire réelle . Alors I'espérance notée Ex(X) est définie de la fagon

(A.18)

a condition que X soit intégrable. Si X est une variable aléatoire de densité de probabilité
px tel que Iapplication x — |x|px(x) soit intégrable (px est positive), alors on a :

(A.19)

(A.20)



Nous avons montré que si T ~ E(a) alors dPr(t) = pr(t)dt = aexp (—at)dt, donc par
définition :
Er(T) = [ tpr(t)dt
= | taexp(—at)dt (A.21)

= \'—‘%

A.2.3.1 Généralisation de ’espérance a des fonctions de v.a

Le théoreme suivant permet de généraliser la notion d’espérance a la fonction d’une
variable aléatoire :

Théoréme 2 (de transfert)

La variable aléatoire 1(X) admet une espérance si et seulement si {py est intégrable, ot
1 est une fonction. Si c’est le cas, alors :

E(W(X)) = [ v()px(a)da

A partir du théoreme de transfert, on déduit la propriété fondamentale de l’espérance
sulvante :

Propriété 6 (Linéarité de I’Espérance)

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance. Soit ¢ une application réelle a
valeurs réelles, alors :

Ex (6(X)) = ¢ (Ex(X))

c’est-a-dire que I'espérance est linéaire.

Le caractere linéaire de 'espérance est a l'origine de lefficacité des Méthodes de type
Monte-Carlo :

Considérons une grandeur A telle que :

A=Ex (¥ (Ey (¢ (X,Y))))

ou X et Y sont des variables aléatoires réelles de densité de probabilité px et py
respectivement, ¢ est une fonction réelle a valeurs réelles linéaire et 1 une fonction
quelconque.

Pour estimer la grandeur A a partir d’un algorithme de Monte-Carlo, la premiere
stratégie consiste a estimer une premiere espérance Ey (¢ (X,Y)) ~ B(X) puis une
seconde Ex (¢ (B(X))). L’inconvénient de cette stratégie, sans parler de la difficulté liée
a la propagation des erreurs, est qu’elle est inexploitable lorsque le nombre d’espérances
emboitées est grand.

La deuxieme stratégie consiste a exprimer la grandeur A comme une unique espérance
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en utilisant le caractere linéaire de I’espérance :

= [ px@)deo ([ o)y .0)

/ x(@)de [ py(y)dy 6 (6 (2.9)
Ex (Ey (6 (1 (X))

e (o0 (%

ou X = (X,Y) est un couple de variables aléatoires de densité de probabilité px X py sur
R2. I est alors trivial de développer un algorithme de Monte-Carlo évaluant la grandeur
A, la construction de la barre d’erreur étant naturelle.

Malheureusement, lorsque ’application ¢ est non-linéaire, il n’est plus possible d’intervertir
I’espérance et ¢ et donc d’exprimer la grandeur A comme une unique espérance. L’inégalité
de Jensen met cette propriété en évidence.

Propriété 7 (Inégalité de Jensen)

Si ¢ est une fonction convexe de R dans R, X une variable aléatoire réelle telle que
(x — xpx(x)) et ppx soient intégrables, alors :

¢ (E(X)) < E(o(X)) (A.22)

(z1) 1

Exemple : Inégalité de Jensen
Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [—1, 1]. Soit 'application v :  — 2,

alors :
{ Ex(¥(X)) =2/3
Y (Ex(X)) =0

A.2.4 Variance et Ecart-Type
Comment quantifier la dispersion/variabilité d’une variable aléatoire ?

Pour caractériser la "variabilité" d’une variable aléatoire, on utilise la notion de variance qui
correspond au moment centré d’ordre 2. La variance caractérise la dispersion de la densité de
probabilité de la variable aléatoire par rapport a son espérance :

260



Définition 11 ( Variance)

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable. On appelle variance de X, et on
note Var(X), la quantité :

Var(X) := Ex (X — Ex(X))?) (A.23)

La racine \/Var(X) est appelé I'écart-type, généralement noté ox.

Bien siir, la variance n’a de sens que si elle est nulle (dans ce cas la variable aléatoire est
constante), ou si I'on connait avec précision la densité de probabilité : par exemple, dans le
cas ot N suit une loi normale de moyenne p et de variance %, alors on peut montrer que :

Py(p— oy <N <pu+ oyn)=~0.6827
PN(M—20N<N<[L+20'N)209545
Py (u—30n < N < i+ 3oy) ~0.9973

Exemple 1 : Jeu du lancé de dé, cas Discret
Si nous reprenons 'exemple du lancé de dé, alors

Var(X) =Ex ((X - Ex(X))?)
=Ex(X?) — Ex(X)?
= 1(—1)2 4 £(0.5)* + 5(2)* — 0.25
= 1.8125

(A.24)

Exemple 2 : Durée de vie d’une ampoule, cas Continu
Nous avons montré que si T ~ £(a) alors dPp(t) = pr(t)dt = aexp (—at)dt, donc par
définition :
Var(T) = Er (T - Ex(T))°)
= Er(T?) — Er(T)?

- /]R taexp (—at) dt — (1))’ (A4.25)

o2

A.3 Echantillonnage d’une variable aléatoire

Les méthodes de simulation numérique de lois probabilistes se basent sur l’existence
d'un générateur de nombres suivant une loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Le but d'un
tel générateur uniforme est de simuler une suite aléatoire de nombres indépendants de loi
uniforme sur [0, 1]. Pour simuler une variable aléatoire continue & partir d'un générateur
uniforme, on utilise la propriété suivante :

Propriété 8 (Echantillonnage d’une variable aléatoire continue par Inversion)

Si U est une variable aléatoire uniforme U([0,1]), et X une variable aléatoire a valeur
réelle de fonction de répartition Fx. On note GG le pseudo-inverse de F', qui est la fonction
définie sur |0, 1[ par

G(u) = inf {x € R; Fx(x) > u} (A.26)
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alors G(U) a méme loi que X, i.e.
X ~GU) (A.27)
Remarque : Si Fx est strictement croissante et sans discontinuité, alors G = Fi'.

Démonstration : Pour tout z € R et tout u €]0, 1], on a I’équivalence
Glu) <z <= u< Fx(z) (A.28)

on en déduit que
P(G(U) < 3) = P(U < Fx(x)) = Fx(x) (A.29)

Ainsi, par définition on a F, = Fx et on en déduit via 1’égalité entre les fonctions de
répartition (Prop 3), 1’égalité entre les lois X ~ G(U). |

Exemple [Echantillonnage d’une loi exponentielle] : Soit 7" ~ £(a) une loi exponen-
tielle de parametre «, alors on sait que

Fr(t) =1—exp (—at) (A.30)

Cette fonction étant strictement croissante et continue, on a G = Fi ', donc :
1 1
Git)y=F; =——1In(1-1)
o)

En utilisant la Propriété 8, on en déduit que 7 ~ G(U) = F;'(U) = =2 In (1 — U) ou U suit
une loi uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Ainsi, pour échantillonner une réalisation de la variable
aléatoire T il suffit de générer un nombre aléatoire w suivant U puis d’évaluer —é In(1—u)
qui peut étre considéré comme une réalisation de la variable aléatoire T'. Voici une illustration

du principe d’inversion :

1, ....................................................
081 Py
0.6 |
0.4 |
0.2 1/ \T
O~ ot
2 4""6 8 10 12 14

Ainsi, une fois la fonction de distribution inversée, il devient extrémement rapide d’échantillon-
ner une réalisation. En revanche, cette méthode n’est pas toujours efficace, car il est parfois
extrémement difficile de calculer la fonction inverse. Dans ce cas, il est possible d’utiliser
différente technique d’inversion, comme la méthode de dichotomie, la méthode de la fausse
position, la méthode de la sécante ou encore la méthode de Newton.

262



Annexe B

Construction de la fonction de Green
en Milieu-Semi-Infini 1D et dans un
segment 1D par la méthode image

B.1 Milieu Semi-Infini 1D

Soit I’équation de la chaleur en milieu semi-infini en dimension 1 (2 = [a, +00[), avec une
conductivité homogene :

pCOT(t, %) = NO%T(t, &), (t,&) € [tr, +oo[x[a, +oo| (B.1)

ou 'on note la masse volumique p, la capacité calorifique C' et la conductivité A.

Notre objectif, est de construire la fonction de Green associée. La FG G(&,t|&’,t') est
interprétée comme propageant une impulsion de Dirac du point (Z,¢) € Q\0Q x R, jusqu’au
point (&',t') € Q x R de facon reverse. Nous avons vu que cette propagation est entiérement
définie dans le cadre des Processus Stochastique faisant émerger le notion de trajectoires.
Pour simplifier la lecture, nous choisissons de conserver cette idée de trajectoire en parlant de
densité de particules pour décrire GG, ces particules se déplagant dans le domaine spatialement
et temporellement suivant le processus stochastique associé ( pour la conduction le Mouvement
Brownien).

La méthode image consiste alors a déterminer la densité des particules qui sont restées
confinées durant [t',¢] dans le milieu semi-infini [a, +00[.

Nous avons montré qu’a I'instant ¢, la densité est distribuée suivant une gaussienne de
moyenne x et d’écart type o,y = (/2D(t — ') en milieu infini. Ne connaissant que cette
information sur la densité de particules, l’idée est de travailler en milieu infini et de
retirer les particules qui sont passées au moins une fois par la frontiére :

e En milieu infini, nous savons que la distribution des particules a I'instant ¢’ est :

ey l (x—x’)z ,
— 77 B.2
Goo(z, tlz', 1) N t/exp( ?t/ )7—[(15>t) (B.2)

263



e Maintenant, il nous suffit de "retirer" les particules qui sont passées au moins une fois
par la frontieére entre I'instant ¢ et t'. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires
(les trajectoires browniennes sont continues ), les particules se trouvant a gauche de la
frontiere a I'instant ¢, sont passées au moins une fois par la frontiere. Nous pouvons
donc les retirer :

e Les particules restantes sont encore trop nombreuses : certaines des particules se
trouvant dans le milieux semi-infini [a, +oo[ & I'instant ¢’ sont passées par la frontiére
durant [t ¢] :

e Pour trouver la densité de ces particules, il suffit d’utiliser le fait que la propagation des
particules est diffusive (isotrope). Ainsi, & tout instant, la probabilité qu'une particule
se déplace vers la gauche et égal a la probabilité qu’elle se déplace vers la droite. On en
déduit la relation suivante :

"la densité des particules en x € |a,+o00[ a linstant t qui sont passées au moins une fois
par la frontiere " est égal & 'la densité des particules en (2a — x) €] — 00, a] a l'instant
t qui sont passées au moins une fois par la frontiére’.
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Cette idée, nous permet d’en déduire la densité de répartition des particules en milieu
semi-infini.

G(z, t|2' ") = (

Temps de premier pasage, Milieu-Semi-Infini

Pour déterminer le temps de premier passage a la frontiére (en z = a), nous utilisons le
flux ®, en x = a. En notant j le vecteur densité surfacique de flux, on sait que :

Do (t') = /a i) do () (B.4)
Ainsi : B
Du(t)) = j(a,¥).7(a) (B.5)

La loi de Fourier nous permet d’écrire :

®,(t") = —DV,n(a,t).i(a)
q)a(t/) - _Dawn(a7t/> (BG)
o, (t") = —DO,G(z,t]|a,t')

Rappelons que —D0,G(x,t|a,t') est interprété comme le flux surfacique en a de particules
a 'instant ', ces particules étant a 1’origine distribuées suivant un Dirac en x & I'instant ¢.
De plus, si on integre le flux sur R, on a :

/_t o, (1) dt' = 1 (B.7)
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puisque la condition initiale est un Dirac en x (chaque particule atteint la frontiere en un
temps fini, propriété du Mouvement Brownien). Par conséquent, la densité du temps de
premier passage fi,, vaut :

Sop(t') = Do (t) (B.8)
En utilisant I’équation (B.6), on en déduit 'expression du temps de premier passage :
(r—a)? 1 ( (x — a)? )
t) = - B.9
ftpp( ) 47TD (t—t,)% exXp 4D(t_t/> ( )

La fonction de répartition Fy,, vérifie

Fop(t) =1 — erf( M) (B.10)

avec Fi,(t) =0 et Fyp(—o0) = 1.

B.2 Milieu Segment 1D

B.2.1 Construction de la densité

Notre objectif ici, est de trouver une expression de la densité des particules a 'instant ¢
qui ne sont jamais sorties du segment [a, b] sachant qu’elles étaient en xg € [a, b] & I'instant .
Nous allons utiliser le méme raisonnement que précédemment, et commencer par travailler
en milieu infini. On sait qu’a U'instant ¢’ < ¢, une particule en zy a l'instant initiale ¢ est
distribuée suivant une gaussienne de moyenne x, d’écart type oy = /2D(t — t') (en milieu
infini) :

Comme dans le cas semi-infini, nous pouvons enlever les particules qui sont passées au
moins une fois par £ = a et au moins une fois par x = b :

I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

}

) T
r=a r=0b

Contrairement au milieu semi-infini, nous venons d’enlever trop de particule. En effet,
nous avons enlever deux fois la densité des particules qui sont passées au moins une fois en
x = a et se retrouvant & droite de x = b a I'instant ¢, comme l'illustre le schéma suivant :
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Nous devons donc les rajouter.

Remarque : le méme raisonnement s’applique aux particules qui sont passées au moins
une fois par z = b et se retrouvant a gauche de x = a a I'instant ¢'.

=

|
I
Il
T

Zo T
r=a r=0b

Le méme raisonnement que précédemment conduit au fait que nous venons de rajouter
trop de particules. Nous devons donc les enlever, et ainsi de suite. En répétant le raisonnement
a I'infini, on obtient la densité spatiale des particules dans le segment suivante :

+ eXp(— (xo_xl—Qn(b_a)f)
G (g, t|2', t') = H(zo €]a,b]) Z (zo + i’D_<t2; t—)Qn(b — a))Q)

S ( - AD(t —t)

B.2.2 Densité de probabilité dans le segment

e Fonction de répartition du Temps de premier passage en Milieu Segment :

erf zo—b—2n(b—a)
4D(t—t")

se 1 = +b—2a—2n(b—a)
Fod(t's mo,t,a,b) = H*n;oo + erf (%) (B.12)
—9 orf zo—a—2n(b—a)
4D(t—t')

avec Fp ) (t;x0,t,a,0) = 0 et FiJ(—o00;xo,t,a,b) = 1.

e Fonction de répartition de la position sachant que la particule n’est pas sortie durant
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I'intervalle de temps [t, '] :

I G (g, t|2!, 1) da!
1 —Fp )t x0,t,a,b)
zo—a—2n(b—a)
2 oo (2
1 — orf zo—z'—2n(b—a) (Blg)
2 #n=—00 4D(t—t")

i zo+x’'—2a—2n(b—a)
- erf \/AD(t—t) )
1 — FgJ(t; xo,t,a,b)
e Calcul de la Probabilité de sortir a droite/gauche en utilisant la notion de flux :
— Flux en x = ¢ a Pinstant ¢’ :

= [xo—a—Qn(b—a) 1

F;Seg(l,l’ t,a Zo, t? a, b)

Fluz}(t'; zo, t,a,0) = Y

n=—oo

(o —a—2n(b—a))?
o (gt
4rD(t —t') (t—1t)2 4D(t — t')
(B.14)
— Flux en z = b a Pinstant ¢ :

Flur (Vg tab) = 5, |0 200 L (L 20 o)
47TD(t _ t/> ('[; — t’) 2 4D(t — t,)
(B.15)
Ainsi, on en déduit la probabilité Prob*®? de sortir en a et la probabilité Prob,”
de sortir en b a l'instant ¢’ suivantes :

n=—0oo

Fluzse9(t'; xo,t, a, b)
Fluxa™ (t'; xo, t,a,b) + Fluz,”(t'; xo, t, a,b)
Flux (t'; xo, t,a,b)
Fluza™ (' xo, t, a,b) + Fluz, ™ (t'; 2o, t,a,b)

Remarque : ces probabilité dépendent de la position initiale v, de la taille du segment
[a,b] et de la durée t — t'.

Prob(t'; xo,t,a,b) =

(B.16)
Proby(t'; zo,t,a,b) =

B.2.3 Preuve de ’algorithme

Domaine [a, b] x [¢,d].
Point de départ (zo,yo) € [a,b] X [¢,d] a I'instant 0.
Temps d’observation ¢ (ici on considere le sens direct du temps).
Position de sortie du segment (zs, ys).

Formulation intégrale de [52, 53, 55] :
+00
(«rsays> :/0 pr, Tm’x() dTa:/ pr, 7—y|y0 dTy
T:c <t .AND. Tr < Ty) f pY( |Tz»7_yay0>dy < Pa Tx‘xO)

H(r, <t .AND. 7, < 7,) f px (x|7y, 7o, xo)de ( Pe(Tylyo

H(t <71, AND. t < Ty)f px (zlt, Tx,l’o)dl’f Py (Y|t, 7y, Yo)d
(B.17)

<
—~ -
8
<
SN~—
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ou :
— pr, (7:]70) densité de probabilité du temps de premier passage suivant x partant de z.
— pr1,(7ylyo) densité de probabilité du temps de premier passage suivant y partant de y,.

— px(x|t, Tz, o) densité de probabilité des particules dans le segment [a,b] a I'instant ¢,
sachant qu’elles sortirons (pour la premiere fois) au temps 7,.

— py (y|t, 7, yo) densité de probabilité des particules dans le segment [c, d]| & I'instant ¢,
sachant qu’elles sortirons (pour la premiere fois) au temps 7.
— pa(t|xo) probabilité de sortir en a a 'instant t.
— pp(t]zo) probabilité de sortir en b a I'instant ¢.
— pe(t|lyo) probabilité de sortir en ¢ a l'instant ¢.
(tlyo)

— pa(t|yo) probabilité de sortir en d a 'instant t.

On construit la densité de probabilité des particules dans le segment [a,b] a l'instant ¢,
sachant qu’elles ne sont pas sorties du segment durant [0, ] :

ft+00 pr, (Tx ’xO)de Px (.fE‘t, T, 'CEO)

B.18
I o (malz0)drs (B.18)

ﬁX(x|ta xﬂ) =

idem e
j;f pTy(Ty|y0)dTy pY(y|thy7y0)
ft+oo Pr, (Tylyo)dTy

Py (Y[t vo) = (B.19)

Notre formulation intégrale :

+oo +oo
(oy) = [ pr(rlzo)dn [ pr (lw)ar,

H(r, <t .AND. 7, < 1) fcdﬁy(y|7myo)dy

+ po(Te|T0)(b, )

b~ pe(Tylyo)(c,y)

+ H(r, <t .AND. 1, <) [; Dx(z|1y, yo)dx + palmlye)d,y)
+ H(t <71, AND.t < 7)) ffﬁx(mﬁ,xo)dx fcdﬁy(y|t,y0)dy (x,y)

(B.20)

Montrons que les deux formulations intégrales sont égales, nous faisons la démonstration
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pour le cas suivant (7, <t .AND. 7, < 7,) :

[ oo, [ pr(mlo)dr, / dﬁy(ylrx,yo)dy{ N ﬁjgjfﬁffi’i)) }

teo e, (7, vo)dT, py (Yl 72, 7,5 yo) Pa(Te]|T0)(
T Tx‘xo)dTI/ pTy(Ty‘yo)dTy/ f+oopTy( ”’l’o)dT” v dy + (

Yy
+00 +o0 * pr, (1,|y0)dT,, py (y|7e, 7, Yo) Pa(Te| o) (a, y
= (T deW/ n P d “@or ’
N T ey 4 R
Yy

0
—+00
p

+
+o00 Pa(Tz|T0)(a,y)
_/ Tx|$0 de/ / Iyo dT PY(y|Tx, ,yo)dy{ + pb(Tx’x())(ba y)
+o0 +o0 d
_ / ! / pa<7—x|x0)(a7 y)
_/O pTz(Tx|a’;0)d7’x /Tz pTy(Ty|y0)d7—y/c pY(y|TxaTy7y0)dy{ + pb(Tz|I0)(b’ y)

Méme raisonnement pour (7, <t .AND. 7, < 7,) et (t <7, .AND. t < 7).
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Annexe C

Méthode des fonctions de Green :
Exemples en thermique

Nous présentons dans cette section deux exemples de mise en oeuvre de la méthode
des fonctions de Green. Pour chacun de ces exemples, nous proposons un algorithme de
Monte-Carlo permettant d’évaluer la température.

C.1 Exemple 1 : Couplage Conducto-Convecto-Radiatif
en milieu semi-infini

On s’intéresse a 1’évolution de la température T" dans un slab semi-infini & une dimension
([a, +00]), semi transparent, de masse volumique p, de capacité C' et de conductivité thermique
A uniformes. Le slab est au contact d’un fluide, semi-transparent, de température T homogene
en espace. Les modes de transfert de chaleur sont la conduction et le rayonnement dans le
solide, la convection et le rayonnement dans le fluide. Le coefficient de transfert de chaleur
convectif hr et le coefficient de transfert de chaleur radiatif volumique linéarisé ¢ sont
supposés homogenes. La condition initiale dans le solide est notée t; au temps ¢;. Le modele
de transfert de chaleur est le suivant :

pCOT = —N02T +((Tr —T)) , x €la,+oo[,t € [tr,+oo|
oT
—)\87 = hp (T - TF) , y=a,t G]t[, +OO[
n _ (C.1)
T=t;, x € Qg,t =1t
Tu(et) = [ pr(y)dy T(@,t), 2 €R, 1€ [t +o0]
r

La fonction de Green GG propageant une impulsion de type Dirac du point (z,t) au point
(«',t") est solution de I’équation suivante :

¢

0,G = DO%G — =G+ 6(x —2')o(t — '), x €la,+oo|,t € [t;, +o0]
pC o (C.2)
—A— = hpG , r=a,t €Jt;, +o0]
on
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Pour calculer la fonction de Green G, on résout les deux équations suivantes :

{&Gl = _pCCYGl—i_d(t_t/) s t e [t[,+OO[ (CB&)
01Gy = DGy + 6(x — )0t —t), =€ ;25,156 [tr, 4+00]
9G, (C.3b)
—)\% = hFGQ , T € aQS,t e]t[, +OO[

ou G vérifie 'Eq. (C.2) avec A = 0 et Gy vérifie I'Eq. (C.2) avec ¢ = 0, et on remarque
que le produit G1G5 est solution de 'Eq. (C.2). Ainsi, on en déduit I’égalité suivante :

1 . (x — 2')? . (x + 2’ — 2a)?
e [ AT} e [T T2
vV 27T0't_t/ p 20-152—15’ p 20-t2—t’
DRA(t — t') r+2 —2a hp
———F |erfe | —F—— + —
A2 ) : ( vV 27T0t—t’ A

Go(z,t|z’ t')

G(x, t|a', t") = exp(— ¢
p

—(t—1))
¢ h  (hr
+—exp <($ + 2’ — 2a) +

Y
G1(t[t) \ N\ D(t—t ))

(C.4)
ot 0, = v2Du. En utilisant le résultat de ’'Eq. (3.28) on obtient :

+oo / / /
Gl(t|t1)/ Gz, |2, £)da't (2

a

t
T(rt)= | + /t — Gt DA G, tla, ) T ()t (C.5)
"Gttt [ Gl tla, ) de T ¢
+ [ ) | Galatla o' Tl ¥)

Contrairement aux trois exemples précédents, il n’est pas trivial de traduire cette équation
en algorithme de Monte-Carlo puisqu’aucune densité de probabilité évidente n’apparait dans
I'expression. Pour contourner cette difficulté, nous utilisons la vision en propagation de Green
explicitée dans la section précédente : considérons une impulsion au point x a Uinstant ¢ > ¢,
se déplacant en reverse jusqu’a une condition aux limites. Alors, cette information a soit
atteint la condition initiale, soit la condition fluide, soit la source radiative. Identifions les
différentes densités de probabilité associées a chaque cas :

- La distribution spatiale dans le slab semi-infini & I'instant ¢’ est donnée par la fonction
de Green =’ +— Go(x,t|z’,t"). Par conséquent, la densité de probabilité spatiale de
I'information a l'instant ¢’ est :

fx(flfl,t/) _ GQ(I7t|x7t)

= 77 G, (o 10 )05 z' € [a,+oo[,t’ €] — 00, 1] (C.6)

- La densité de probabilité des temps de départ en rayonnement est :

fR ctp — Gl(t|tR) = pCC'exp(_pCC'(t — tR))7 tr 6] — OO,t] (C?)
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- La densité de probabilité des temps d’absorption par le fluide est donnée par le flux
d’information en a :

fF tp — —D81G2<£L',t‘a,t— tp), tp E] — OO,t] (CS)

Pour identifier quelles conditions aux limites I'information a atteint, il suffit alors d’échan-
tillonner le temps t — tg de départ en rayonnement suivant fr, le temps t — tr d’absorption
par la fluide suivant fr, puis de comparer les trois temps t;,t —tr et t —tp. Si 'information a
atteint la condition initiale ou si elle est émise en rayonnement, alors il suffit d’échantillonner
la position initiale ou de départ en rayonnement grace a fy. En utilisant cette vision en
propagation, on peut construire la formulation intégrale suivante :

—+00

H (t; > min(t — tg,t — tF))/ Ix (@, tr)dos[tr(zr))

a

t t
T(x,t) = /_OO fr(tr)dtr /_OO fr(te)dte +H (t —tg > min(tr, t — tp)) /+Oo Fx(p,t —tp)dop[Tr(zr, t — tr)]

a

+H (t —tp > min(tl,t — tR)) [Tp(t — tF)]
(C.9)
L’algorithme de Monte-Carlo issu de 'Eq. (C.9) est donné ci-dessous :

T =0;
t=+to;
Echantillonner ¢t suivant fg;
Echantillonner tp suivant fp
if t; > min (t —tr,t — tF) then
Echantillonner 27 suivant fx(.,t7);
w=Tr(xr);
else if t —tg > min (t7,t — tF) then
Echantillonner 2 suivant fx(.,t —tg);
w = TR(xR,t - tR) ;
else
L w:TF(t—tF);

© 0 N O Ok W N -

e ]
N = O

Si Tg et/ou Tr ne sont pas connus, il suffit d’utiliser le principe de double randomisation
(voir 2.1.4). La double randomisation nécessite que 1'on soit capable d’élaborer une MMC
évaluant une estimation de la grandeur en question, ici T et Tr. Les algorithmes de Monte-
Carlo évaluant une estimation de Tk et de T sont donnés dans le manuscrit et dans 'Ex. 1
respectivement.
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C.2 Exemple 2 : Couplage Conducto-Radiatif avec source
en milieu infini homogéene

On s’intéresse a l'évolution de la température 7' dans un solide infini de dimension
n, de masse volumique p, de capacité C' et de conductivité thermique A homogenes. Une
puissance volumique notée ¢ est présent dans le milieu. Les modes de transfert de chaleur
sont la conduction et le rayonnement (linéarisé). Le coefficient de transfert de chaleur radiatif
volumique linéarisé ¢ est supposé homogene (non nul). La condition initiale dans le solide est
notée 17 au temps t;. Le modele de transfert de chaleur est le suivant :

pCOT = —div (~AV,T) + ¢ (Tp = T) + ¢, (t,&) € [t1, +o0[xR" ©.10)
T(&,t;) = Ti(2), € € R" |
La fonction de Green G de I'Eq. (C.10) est solution de ’équation suivante :
OG (&t t') = —div (~DV,G(&,ta’, 1)) + pCCG (&t ) + 65(&)0u(t)  (C.11)

ot t €]ty, +ool,t' € [t;, +oo[,& € R, @’ € R" et D = p% est la diffusivité thermique. En

utilisant la méthode de la transformée de Fourier, on obtient :

o 1
G(iﬁ,t‘m,, tl) = exp <_p%'(t — ﬂ)) m exp (
\% t—t'

ou 0, = v2Du. En utilisant la propriété établie par 'Eq. (3.28), on obtient :

= ]2 .
—HQ;;BH> ,t>t/,.’ﬁ€Rn,$'€Rn
Ut—t’

(C.12)

1 1@ S

< 7 7

exp (——=(t—t / nexp(— dx' Ty (x
( PC( I)) n ( /_27T0't_t1) 20_?,t1 I( )

' ¢ 1 8-\ = ¢ n
= | + exp | ——=(t -t ) dt'/ 7 exXp <— de’ ——Tgr(x’t
) tr ( pC’< ) Rn (’/27T0t—t'> 202, pC Rl )

t 1 = 2 . W)
+ [ exp —i(t —t') dt’/ 7 €XD = 2:1: ) gz 2@ 1)
tr pC R (\/%Ut_t/> 20;_y pC

Il est alors possible d’exprimer la température T au point & au temps ¢ sous formulation
intégrale (en utilisant un changement de variable s =t —t) :

T@.0) = [ prloas ST Ptz (@)
R + H(tr <t —5) fan DN (@) (@A [Tr(@!, t — 5) + 2]
(C.14)
ou pr(s) = p% exp (—p%s) est la densité de probabilité d’une loi exponentielle de parameétre

p% et par(z,0) est la densité de probabilité d’une variable aléatoire suivant une loi normale de
moyenne & et d’écart-type o. La lecture statistique de 'Eq.(C.14) est la suivante :

— On échantillonne le temps s que va mettre l'information pour atteindre la source
radiative.
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— Ce temps est échantillonné suivant une loi exponentielle de parametre ¢/(pC').

— Sit—s < tr, alors on a atteint la condition initiale avant d’atteindre la source radiative.
Dans ce cas on échantillonne la position &’ en utilisant le propagateur de la conduction en
remontant le temps jusqu’a I'instant initiale ;. On récupere comme poids la température
initiale a la position &'.

— Sit—s > t, alors on a atteint la source radiative avant d’atteindre la condition initiale.
Dans ce cas on échantillonne la position @&’ en utilisant le propagateur de la conduction
en remontant le temps jusqu’a l'instant ¢ — s. On récupere comme poids la température
radiative a la position Z’ et on lui ajoute la contribution ¢/( a la position &’ a l'instant
t — s qui est du a la source volumique présente dans le milieu.

A partir de cette lecture statistique, on obtient 'algorithme de Monte-Carlo suivant :

1 sum =0;
2 sum2=0;
3 foreach ¢ in 1 :N do
4 T = f()
5 t=1o;
6 while t > t; do
7 Echantillonner s suivant une loi exponentielle de paramétre p%
8 t=t—s;
9 if t < t; then
10 Echantillonner & suivant A (Z,0) ot ¢ = (2D(t — t[))% ;
11 w=T(&);
12 else
13 Echantillonner & suivant N (&,0) ot o = (2Ds)? ;
14 Echantillonner &” suivant T'(&') ;
15 =",
16 w=w+ 7@'&’5_5) ;
17 end
18 end
19 sum = sum + w;
20 sum2 = sum2 + w?;
21 end
22 result = #*;
23 sigma = ﬁ (%&’2 - 7‘@5’ult2) :

Si Tk n’est pas connu, il suffit d’utiliser le principe de double randomisation (voir 2.1.4).
La double randomisation nécessite que I'on soit capable d’élaborer une MMC évaluant une
estimation de la grandeur en question, ici Tg. L’algorithme de Monte-Carlo évaluant une
estimation de T est similaire & celui utilisé dans le reste du manuscrit.
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Annexe D

Linéarisation et rayonnement

Nous partons de I’équation de transfert radiatif stationnaire formulée en termes d’intensité
spécifique monochromatique I, = I,,(&, @, t) a la position &, dans la direction i, a l'instant ¢
et a la fréquence v :

NI, = —KI, + kT — kT, + K / Do (@] @)L du! (D.1)
47

ou kY est le coefficient d’absorption, k7 le coefficient de diffusion, ps, I'unique fonction de
phase de diffusion, I = I (&, 4, t) et 159 = [9(T(&Z,t)) l'intensité spécifique d’équilibre a la
température T'(Z,t) du solide ou du fluide. Bien que le transfert radiatif soit stationnaire, I,
dépend de t en raison de I’évolution de la température solide / fluide.

En supposant que pour tous les instants et positions, la température solide / fluide reste
proche d'une température de référence 7,.r, la dépendance a la température de I'intensité
spécifique d’équilibre peut étre linéarisée :

LAT) m L (Trey) + Or L (Toep (T = Trey) (D.2)

En utilisant de la propriété d’équilibre et I'isotropie de l'intensité spécifique d’équilibre, on
écrit,
0= — VIS4 kVIS0 — kY 4 | / Do (@) [0’ (D.3)
47

et en introduisant la notation I, = I, — I9(T,cr) pour les perturbations, en soustrayant les
équations (D.1) et (D.3) et en utilisant la linéarisation (D.2), cela nous conduit a 1'équation
de transfert radiatif linéarisée en fonction de la température :

@GN, ~ kT, + KO I Ty g ) (T — Thog) — KL, + K / o (@) dud (D.4)
47

On fait le choix de réécrire cette équation en utilisant la température de radiance Ty ; dans la
direction u. Cette température de radiance est une grandeur spectrale et directionnelle définie
comme la température pour laquelle I'intensité spécifique d’équilibre est égale a I'intensité
spécifique :

I (T 4(2,t)) = 1,(Z, 4, 1) (D.5)
En utilisant I’équation D.2,
I, = LN (Trep) + Or L (Tre) (Thg — Trey) (D.6)
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par conséquent, )
Ly~ Op I (Trep)(Th g — Trey) (D.7)

et I’équation D.4 devient

—

BNTY g~ — kTl g+ KT — KT+ K / Pe (@) T} gl (D.8)

Dans I’équation de la chaleur pour un solide semi-transparent ou un fluide semi-transparent,
la densité de puissance radiative ¢ g est défini comme la différence des densités de puissance
absorbées et émises, Vg = Vapsorbed — Vemittea With

400
¢absorbed :/ dU/ dv k;/]u (D9)
4m 0

et
+o00o
Vemivea = [ _du [ dv RIS (D.10)
47 0

En termes de températures de radiance, y compris la linéarisation avec la température
de l'intensité d’équilibre (en utilisant les D.2 et D.7) et via la loi de Stefan-Boltzmann

oT4
S I (Trep)dy = —2<L, on écrit

+oo
Yn= L du [ ko (T, g) (T )

— [ du / vk O I (Touf )T, { | au / Ak oI (To)| T (D11)
4m 4m
+oo
= 16k,0T ([/ —du/ pN(y)TI'fzﬁ} — T)
ar 4 0 ’

ol
TOr I, (Trey)
=" D.12
py(v) 4/€50Tf’ef ( )
et
+oo
ko :/ py(V)dv K (D.13)
0
nous retenons finalement,
YR = (TR -1T)

(D.14)
To= [ et v

avec ( = 16k aTref et

277



Annexe E

Impossibilité de gérer le non-linéaire
avec la marche sur J-sphere

Nous présentons les détails des calculs aboutissants a I'impasse présentée dans la sec. 4.2.
Cette impasse est essentiellement due au modele, qui est a ’origine de ’apparition de gradient
dans la formulation intégrale de la température.

E.1 Approximation du modéele

Sachant qu’en géométrie confinée nous n’aurons pas acces au propagateur de la conduction,
nous remplagons le modele Eq. (4.34) par un modele approché. Ce modele est obtenu en
remplacant 'opérateur laplacien par un taux d’accroissement :

~ N(T)(TH=T7) N(T)(TH-T7)
D) (s (YTTem s LT @
0T = — T — T T . (t,x) € [ts, xR
T =-S5 : r— (t.2) € ftr,+c]
T(x,tr) = Ty(x), =tz eR
. . . . 5 (E.1)
ou T est solution du modele approché, T* =T (x + 0,t) et T~ =T (x — 0,1)
E.2 Formulation intégrale
Nous exprimons la température T sous formulation intégrale :
H(t] >t — S)T[(I)
1N @OET-T7)
3 oo ) o Ta@m
T(x,t) = /0 alx,t—s) exp (_/0 alr,s —s )ds) ds Mt < t—s)
LN -TT)
2X(T) —
+ 2 T [(z,t—s)
~ (E.2)
ou a(z,t) = %{%z‘/))_ Puisque a dépend du temps, nous ne sommes pas capable d’échan-

tillonner une réalisation de la variable aléatoire de densité de probabilité s — a(x,t —
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s)exp (— [y oz, s — s')ds"). Nous utilisons ensuite la techniques des algorithmtes a collisions
nulles (ACN, voir I) :

H(t[ >t — S)T[(ZL’) ~
T

T(x,t) = /(foopT(s)ds F H(t<t—s)| + pT- (E.3)

+ (1 — P+ — p_)T |(z,t—s)

ou l'on choisi & = % comme majorant de «, avec A un majorant de A, py est la den-

sité de probabilité de la loi exponentielle de parametre & et pi les deux probabilités
(2)\(T) + N(T) (T+ - T‘)) J4A. 11 est intéressant de remarquer qu’en choisissant 0 assez
petit on a bien (T+ - T‘) aussi petit qu’on le souhaite et donc py € [0,1] . Une fois la

formulation intégrale établie, nous exprimons la température T’ comme ’espérance de la

variable aléatoire © : 3
T = Eo(0©) (E.4)

ou O est définie a partir de la lecture statistique de I'Eq. (E.3) :

H(t] >t — T)T](JZ)
B(p+)OF

0@ =1 & Hty<t-T)| + (01— Bp)Bps +p)0- (E-5)

+ (1 =B(ps))(1 = Bps +p-))© (z,t—T)

ou ©F = O(x +0) et ©7 = O(x —0), T ~ E(&) une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de parametre &, B(p) une variable aléatoire suivant une loi de Bernouilli de
parametre p.

E.3 Etude de P’algorithme de Monte-Carlo

L’algorithme de Monte-Carlo issu de la lecture statistique de la formulation intégrale
Eq. (E.3), évaluant une estimation de la température T solution de 'Eq. (E.1) consiste &
faire la moyenne d’un grand nombre de réalisation de la variable aléatoire ©. La procédure
d’échantillonnage de © est :

e Echantillonner un temps s suivant la loi de 7.
e Sit; >t — s, alors on récupére comme poids de Monte-Carlo la température Ty (z).
e Sit; <t—s,alors:
e Echantillonner une réalisation b, et b_ des variables aléatoires B(py) et B(py +p-)

e On récupere comme poids de Monte-Carlo la température b, 0" + (1 —b,)b_O~ +
(1 —=04)(1 —b_)O au point = au temps t — s.

Lors de cette procédure d’échantillonnage, nous avons identifié trois difficultés, dont une
rendant ’algorithme de Monte-Carlo impraticable :
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- La premiere difficulté vient du fait que les probabilités p, et p_ ne sont pas connues.
Elles sont seulement définies comme des fonctions des températures TF, T~ et T au
point x au temps t — s, ces températures étant inconnues. Pour contourner cette
difficulté, on remplace les températures par I'espérance de la variable aléatoire © : py =
(2A\(Ee(0)) £ N (Ee(0)) (Ee+ (01) —Eg-(07))) /4. De la méme facon, on remplace
les températures T+, T~ et T par leurs espérances :

H(ty >t —s)Ti(x)
p+Ee+(07)

T(x,t) :/O+Oop7—(s)ds + Htr<t—s)| + p-Eo-(07)

+ (1 — P+ — p_)E@(@) |(z,t—s)

B

_ 2M(E6(0))+N (Eo(0))(Eg+ (6F)-Eg—(67))
P+ = 5

(E.6)

- En choisissant cette réécriture, nous sommes confronté & un nouveau probléme bien
connue des méthodes de Monte-Carlo : ’évaluation de I'espérance d’une fonction non-
linéaire d’une espérance (4.1.2) : le terme B est exprimé comme une fonction non-linéaire
de l'espérance des variables aléatoires ©,0% et ©~. Une facon de contourner cette
difficulté, est d’employer la stratégie proposée par J. Dauchet (sec. 4.1.2) qui consiste a
utiliser un développement en série entiere de la conductivité autour d'une température
de référence. Mais pour des raisons pédagogiques, nous nous limitons dans un premier
temps, & une conductivité linéaire en la température : A(T') = Aeg+ B(T —Tref) 00 Aes
est la conductivité de référence, T, 5 est la température de référence et 5 un parametre
pilotant 'importance de la non-linéarité. Avec ce choix de conductivité, on exprime la
température sous forme d’une espérance :

H(t[ > 1 — T)T[(%)

v HE <t-T)| + PO; (E.7)

=P =P8 ),

ou
X = (T,0,,07,07,0,,05,05)

- O et ©, sont des variables aléatoires i.i.d. par rapport a ©,

T ~ £(&) une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre &
- Py = Pe(01,0,07) = (2(\es + 8(01 — Trep)) £ (67 - 7)) /44,

- La derniere difficulté rencontrée est plus problématique : les probabilités p, = Ep, (Py)
et p- = Ep (P-) sont exprimées comme des espérances. La solution proposée par G.
Terré (sec. 4.1.3) semble parfaitement adaptée a la situation. Mais malheureusement,
cette stratégie est valable a condition que les réalisations des variables aléatoires P, et
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P_ soient contenues dans 'intervalle [0, 1] et ce n’est pas forcément le cas : En effet, selon
le profil de la conductivité A, et le profil de la condition initiale 77, il n’y a aucune raison
pour que les valeurs des réalisations 6, des variables aléatoire ©F soient proches lorsque
le pas de discrétisation ¢ tend vers zéro (ces réalisation sont a valeurs dans 'intervalle
[Trnins Trnaz])-Ainsi, les variables aléatoires Py sont bien d’espérance py € [0, 1], mais
en revanche, leurs réalisations p1 ne le sont pas forcément. Par conséquent, 1'astuce
proposée par G. Terrée n’est pas praticable et nous aboutissons a une impasse.

E.4 Conclusions et impossibilité

La difficulté majeure identifiée dans la conception de cet algorithme, vient du fait que les
probabilités p, et p_ sont exprimées comme des espérances de variables aléatoires dont les
réalisations p, et p_ ne sont pas forcément comprises entre 0 et 1. Elles ne peuvent donc pas
étre interprétées comme des probabilités. Ce probleme est directement lié au gradient de la
température qui est numériquement exprimé comme une différence de température. Il est
intéressant a ce stade de donner un interprétation propagative de ce gradient :

Lorsque la conductivité est homogene Eq. (3.64), chaque déplacement est suivi d’un
changement de direction isotrope, i.e. aucune direction n’est privilégiée. En revanche, lorsque
la conductivité est hétérogéne, l'information a tendance a "se propager de préférence” suivant

le gradient spatial de la conductivité. En terme de propagation, l'information se dirige de
préférence vers les conductivités élevées.

Cette interprétation propagative de I'information nous confirme que ce modele Eq. (E.1),
n’est pas adapté a la résolution d’un tel transfert thermique. En effet, ne sachant calculer
qu'une température locale, nous n’avons pas acces au gradient de température, or d’apres ce
modele, c’est le gradient qui pilote la propagation de I'information. Il devient nécessaire de
changer de modele, par exemple en considérant un modele ot le test de diffusion serait local.

281



Annexe F

Construction de la marche Méso

L’objectif de cette section est de montrer que 'ETR, purement diffusive Eq. (F.1), est
sous certaines hypotheses que I'on notera (H), une bonne approximation de ’équation de
diffusion.

Of +cw NVf=—kqyfc+ Aﬂ kacf'ps(w’|w) dw’ (F.1)

F.1 Notations

Nous allons utiliser les deux variables descriptives suivantes :

— n(x,t) = / f(x,w,t) dw la densité "d’énergie’
4m

— j(x,w,t) = / cwf(x,w,t)dw le vecteur densité surfacique de flux "d’énergie’
4

Remarque : nous faisons 'hypothese que toutes les particules sont a vitesse constante c.

Il est intéressant de remarquer que 'Eq. (F.1) est une équation de transport sans source
autre que celle de diffusion. Ainsi, sans faire le moindre calcul, il est trivial que n et j vérifies
I’équation de conservation suivante :

O + div(j) = 0 (F.2)

Remarque : Pour obtenir (F.2), il suffit de calculer / (F.1) dw.

A

Pour la suite nous introduisons le parametre d’asymétrie g suivant

g= Aﬂ(w,w’} ps(w|w’) dw

et calculons
/ cw(F.1) dw
47

— 0j + | (cw,Vewdw = —kqcg + kqcgg (F.3)
47

— 0,J +A (cw, V flewdw = —kgc(1 — g)J
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Ainsi, nous obtenons le systéme suivant :

0+ [ (w, Y fyewdw = —hae(1 - 9); (F.4)

Malheureusement, ce systéme ne forme pas un systeme fermé pour les descripteur n et 3 car
la grandeur mésoscopique [ apparait dans la deuxieme équation du systéme (F.4).

F.2 Approximation P1

Pour remédier a ce probleme, nous utilisons I’ Approximation P1 qui consiste a faire
I’hypothese qu’a forte épaisseur optique f est proche de l'isotropie et que sa dépendance
angulaire peut étre représentée de fagon approchée par les deux premier termes de sa
décomposition en harmoniques sphériques :

fa % + (V@) (F.5)
ou V est la vitesse moyenne en x. Ainsi on obtient :
2w ™
/ (ew, V few dw = 2 / d¢ / sin(0) df (wpp, VL )wp g
4r 0 0 47
9 T, Ui
=C 271'/0 Sln(@) de <wg7¢, VE%‘)@@

s . /r]
= 0227T/0 sin(#) df cos(0) HVMH W ¢

v (F.6)

20807

_ 2 T A
=c 27?/0 sin(#) dé cos(0) HV'47r

™

= 02471'/2 sin(#) do (305(9)2Vi
0 47

.

Sous 'approximation P1 on retient donc :

{ Om +div(g) =0 } (F.7)

0 + 5V ~ —kac(1 — 9)j

avec k, :

om +div(g) = —kec(n —n°) (F.8)
0 + 5Vn =~ —(ko+ kq(1 — g))cj N
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F.3 Approximation de diffusion

L’Approximation de diffusion consiste a négliger les variations temporelles de 3 devant
les autres termes, puis a reporter I’expression de 3 dans la premiere équation, ce qui conduit

a:
c
on = —div| — —— F.9

avec k, :
-

on = —div| — — ’ — koc(n —n" F.10
on div < 30k + Fa(1 = g))Vr]) cn—n") ( )

Remarque : au stationnaire il n’y a pas de différence entre 'approximation de diffusion et
I’approximation P1.

F.4 Validité de approximation de diffusion

Pour discuter des conditions de validité de 'approximation de diffusion on considere un
cas purement diffusif (k, = 0) dans une géométrie monodimensionnelle. Le systeme (F.12)

s’écrit : 5 5
. 2 . F.11
{ Orj + 50 = —kac(1 — g)j } (F.11)

“On note j et 7 les transformées de Fourier de j et 7 soit j(z) = [g j(k)e*®dk et n(x) =
Jw 7 (k)e**dk. 11 vient alors :

O = —ik’j }
~ . 2 ~ F12
{ O = —ikSn — kac(1 —g)J ( )

Ce qui se réécrit :

1 1 k2
—O0A+ O+ =7 =0 F.13
kac?(1 — g) e+ ¢t * 3(1— g)kd77 ( )
On en déduit les deux temps caractéristiques suivants :
1
T+ =
kq c 4k2
d2t (_1 + 1 _ %)
1 ’ (F.14)
o= -
€ 4k
(118

ou kgt = (1 — g)kg représente 'inverse du libre parcours moyen de transport.

Dans les cas ou l'on s’intéresse a des extensions caractéristiques grandes devant le libre
parcours moyen de transport (i.e k/kq; << 1), on peut écrire :

(F.15)




avec 7, >> 7_. Le premier temps caractéristique correspond au temps d’atténuation par
diffusion d’une perturbation d’extension 1/k. Le second correspond au temps nécessaire pour
parcourir un libre parcours moyen de transport a la vitesse c.

Si l'on fait I'approximation de diffusion, qui consiste a éliminer le terme 9,5 dans (F.12),
alors avec la méme démarche on obtient un seul temps caractéristique qui vaut 7 = 3:2‘15,
qui est bien le temps d’atténuation par diffusion. L’approximation de diffusion revient donc
a négliger les dynamiques temporelles associées au temps caractéristique 7_. L’hypothese
de diffusion sera donc valable si les extensions caractéristiques sont grandes devant le libre
parcours moyen de transport et que le temps d’observation soit grand devant 7_ : ce qui est
toujours le cas en considérant un libre parcours moyen assez petit pour que le nombre de

collisions soit suffisamment important.
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Annexe G

Condition de bords : Milne

G.1 Construction théorique de la condition de Milnes

L’objectif est de construire une condition sur le bord du domaine pour la fonction de
distribution f connaissant la condition de bord sur la densité n. Ces grandeurs, f et n, sont
définies dans I’Annexe F.

Pour construire cette condition de bord sur f, on considére un probleme dans un slab
[0,L] x R, x R, ott 'on impose un profil de densité n linéaire suivant la direction €, :

n(&) = ax +b (G.1)

En s’inspirant de I'approximation P1, on impose également la forme de la fonction de
distribution : .
n(&) 1/k

f(Z d) = e ij’ V(&) (G.2)

Rappel : On sait que le vecteur densité surfacique de flux ; vérifie ;(53') = / af(Z,d)du.
4
Alors, 3(Z) = N(Z) Vinoy (L), puis en utilisant la loi de Fourier, on a :
—DVn= n(a’:’)‘_}moy

Ensuite, selon Uhypothése de lapprozimation P1, Eq. (F.5), il est clair que l’on retrouve une
équation de la méme forme que I’'Eq.(G.2). C’est la raison pour laquelle on a choisi ce profil

pour f.
En utilisant 'Eq.(G.2), il est facile de montrer que la densité n vérifie :

0@ = | f(@)du (G.3)

et que la fonction de distribution f obéit a I’équation de transport suivante :

. 1
(@, Vf) = —kf+/ ' kS (G.4)
ar AT
Comme f est solution de I’équation de transport Eq.(G.4), on en déduit que :
o [ AT N
@)= [ ke bOH@ ) [ @ @) (G-5)
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ou § = & —lgol avec lypq (E, @) = min {H.’E— vl ;Y e Vect™ (2, 4) N 89} et Vect™ (Z, 1) =

{#—s@; seR,}
Pour l'instant la condition de bord sur la fonction de distribution fsq n’est pas connue.

En effet, nous connaissons seulement la condition de bord sur la densité nyq. L’idée est alors
d’utiliser I'Eq.(G.2), et remplacer ) par son expression :

f@u) = <t — Ui e,
= L(a(z- H@&)) +b) (G.6)
= Ln(Z- 1@ e)
En choisissant ¢ € 0€2, on a :
_, _ (u,€)
noa(y) = 4r f <y+ < ’ >,u> (G.7)

Nous en déduisons, a partir d'une condition de bord sur la densité n la valeur de la fonction
de distribution f sur I’hémisphere entrant dans le domaine de rayon le libre parcours moyen

1/k.

(G.8)
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G.2 Premiere impasse

Il est possible que le simple fait de changer de direction nous face rencontrer la condition
de Milne [90] ce qui entraine une erreur si ’on remplace directement 47 f par la densité de

bord nsq. En voici une illustration :

Pour contourner ce probleme, on va chercher a répondre a la question suivante : Comment

—

évaluer f(&,4) sachant que 'on connait f(a;,, @) 7

On a &, = § + (4, €,)€; et on pose | = ||a;, — &||. D’apres 'Eq.(G.7), on sait que :

1

[ (@, @) = EU@Q(@’)

Comme f est solution de 'ETR, on en déduit que :

f (@, @) = M f (@, @) + (1 - o) /Ol e kldl’/ —duf )

I ke R -
= =\ __ ki iy PN ) / / ’
= f(&,u)=c¢e f(acm,u)—l—(l e )/0 e —dl Ag/mduf(:c ,u’)
U ke —
= okl [ 2K (a7 —kl / ki
— f(Z,u)=e [e f(mm,u)}—i-(l—e )/0 1_e_kldl/ 4 du[ f(x,,

okl [ 2kl 1 (7 1 — oH ke M ar [ =au (=¥ f(a?
47r779y>:|+< e )/ [M u [,

—  f(Z, 1)

)|
w)|

(G.9)

. 7_ — l/—»
ou &, = Ty, —l'u

On en déduit la formulation intégrale pour n suivante :

} ke kl

A — K [ 2kl417rn Q(g)} + (1 —kl) /Ol 1 © e_lkl dr’ {_ekl Aw 47rdu f(a:_,'n" @)
(l’ > loq(ZE, @) — ]1€) f(wm,’t_lf)
( ) [ aus @)

4 4

N

El

Sy

I' < laQ f,’l_lf

?r\»—‘

oy
I
c\
v g
|
] z
&
+
r

(G.10)
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ou :

— lyq (&, @) = min {Hzf:’ — || ; ¥ € Vect™ (&, @) N 89} avec Vect™ (&, @) = {a’:’— sU; s € Ri}
— I =|amn — |
— Y =& — lpou
— &=+ (I-lNu=x,-l'u
— @ =, -
En utilisant la similitude (4.37) entre la densité de particule 7 et la température T, on en
déduit une formulation intégrale pour la température T en milieu confiné au stationnaire :

1 M (1o0 (#,@) < 1) A
T@) = —du o0 (%) <
am 4w + H (loo (Z,4) > 1) B
L ke R -
okl [ 2K = _ okl A
A= M [ Too ()] + (1o )/O Sl [T (e (G.11)
B=[ ey M lal@ Tf)_’}’ foo @)
0 + H I < laQ(CB,’u,) - % T(az’)

G.3 Deuxieme impasse

Etant donné une position & et une direction @, il est possible que €, = Y — lsgoU soit
situé en dehors du domaine ). Voici un exemple :

o

=

Pour contourner cette difficulté, 'idée est la suivante : nous travaillons directement avec la
formulation intégrale Eq. (G.11) et nous choisissons des libres parcours moyen "assez petit'
pour que ce type de situation soit tres rare. Les algorithmes implémentés a partir de la lecture
statistique de I’'Eq. (G.11) retourne un message d’erreur si cette situation est détectée. Les
résultats présenté dans ce manuscrit, n’ont retourné aucun message d’erreur.
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Annexe H

Comparaison des marches Macro et
Méso pour la conduction

H.1 Introduction

Pour comparer le comportement des marches méso et macro, nous faisons le choix suivant :

Choix du libre parcours moyen dp,. en fonction du pas d,,, de la marche macro de telle
sorte que les nombres de collisions moyens des marches méso et macro soient identiques i.e.
temps de calcul égaux entre les deux marches.

Placons nous en dimension n.

Marche Macro : Fixons un pas de discrétisation 9,,,, un temps d’observation t,,. On
sait que le temps pour parcourir un pas de longueur §,,, suit une loi exponentielle de

parameétre 2n\ /42, pc. Ainsi le nombre de pas moyen Nbr_ Colllets. —durant ¢, vérifie :

Nbr Colfters — tobs2nA

macro ~

OpnalPC

Marche Meso : Fixons un libre parcours moyen 9,,., un temps d’observation t.,,. On sait
que la longueur d’un pas suit une loi exponentielle de parametre 1/6,,. = kq. La vitesse des
particules ¢ est constante et vérifie ¢ = n\/d,,.pc. Ainsi le nombre de pas moyen Nbor_ Colltes
durant ¢, vérifie :

tobs nA

Nbr_Collles =
e OpnePC

meso

Pour que le temps de calcul entre la marche macro et la marche méso soient similaires
(proportionnel au nombre de collisions), nous devons imposer la condition suivante :

577’7,(1

Nbr_ Colltets = Nbr_ Colllets = |0 = NG

meso macro
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H.2 Instationnaire en milieu infini conductivité uni-
forme

H.2.1 Résultats instationnaire en milieu infini 2D

On considere le transfert de chaleur purement conductif, instationnaire, en milieu infini
suivant :

pCOT = —div (—AﬁT)

2rx 21y (H.1)
T((z,y),0) = ©g + ABgcos(— )cos(—)
w w
1072
41 — MMC meso | 0121~ —0=0.10w ||
——MMC §-sphere | | Tl / \ 0 =0.09w ||
| [/ 0 =0.08w ||
01,’3 \\ §=0.07w ||
ol \ — 0 =0.06w |
81072 \ §=0.05w ||
4 s ’i‘ \ —0 = 0.04w |
i T 6107 X ]
&~ &~ AN 1
4 -
2- . !
pazizEICrast oSS
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 0.5 1
tobs
(a) Erreur relative @A_@@ " en fonction de < au sommet (b) Erreur relative @A—g)* en fonction de ‘et= pour différent
0 T 0 T
. _ _ 3 _ . _
du sinus en (0,0). dng = d €t dppe = 5 avec d=35 0 au sommet du sinus en (0,0) avec e = 7 Les courbes
en trait plein correspondent a la marche méso, et celles en
pointillés a la marche macro.
1072 107° 1073
wsl i :
I I ! 204
ol | il Nl 1 i | 15 } i :
1] { 1
15} | i
" o2 { : .E‘ 05 ) I :
« 1+ B el el 0 } s
I 1 ! ) —05] f 1
0.5 s
1 * . —1F } % i
0 ! s of 1 f : f } * ) 15k % % 1
0 5.102 01 015 0.2 0.25 0 5.102 01 015 02z 02 0 5.10% 01 015 02 02
(C)tobS:O.5T75:% (d)tObS:2T,(S:% (e)tob5:3775:%

F1GURE H.1 — Comparaison des marches macro et méso en milieu infini, en instationnaire.
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H.2.2 Explication du mauvais comportement du méso a temps
court

Nous connaissons la solution du sinus en 2D :
T*(&,t) = cos(2mx)cos(2my)exp (—8’/T2Dt> (H.2)
En utilisant un développement limité en 0, on obtient :

T*(&,t) ~ cos(2mx)cos(2my) (1 - 87r2Dt) (H.3)

t—0
Ainsi en & = (0,0), on obtient :

T7*(0,1) = 18Dt (H.4)

Concernant la marche méso, nous connaissons la vitesse des particules ¢ = 2D /.. En
choisissant un temps d’observation t assez court, il est possible de supposer que les particules
n’auront pas le temps de changer de direction durant ¢. En utilisant un développement limité
en 0 et en se placant en 0, on obtient :

o 1 2Dt 2Dt |
T0ne(0, 1) o /27r gde cos (O 5 cos(i) cos (O + %8111(02))
Dt 2Dt
1 cos(f sin (6
~ / 7d0 1_ (5me ( )) 1 o (5me ( )>
t=0  Jor 27 2 2
(H.5)
Lo (1 ()
~ 4 _ \dme 2 ()2
S ) 27Td9 1 5 (cos(@) + sin(6) )
~ 2D? ;2
=0 7.t

De plus, pour que 70% des particules méso n’est pas diffusées (celles qui ont diffusées
amplifient erreur car le calcul est réalisé en 0 i.e au sommet du sinus), il suffit de considérer

t = _5726111(0.70) = —%ln(O.?O). Ainsi en choisissant 0,0 = 0'—\/055 et D = 1, on obtient
t =2.229E7% Donc :

(6

(1) = 0.9824
T (0,

) = 0.9999 (1.6)
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meéo
0.2} 0-sphere
-Gaussienne
>3 = R
—-0.2 -
| | | | . |
-0.3 -0.2 -0.1 0 01 0.2 0.3
(a) tors = 0.17
1
meso
0-sphere
05! -Gaussienne ||
> 3 0 R
—0.5+ -
_1 | | |
-1 —-0.5 0 0.5 1
(C) tobs = 0.57
1
0.5 -
=3 0 8
—0.5+ -
_1 | | |
-1 —-0.5 0 0.5 1
(e) tops = 2T

meso
0.2 0-sphere
- |Gaussienne
=3 0r .
—0.2] e .
| | | | |
-03 -02 -01 0 01 02 03
(b) tops = 0.27
1
meso
macro
051 -Gaussmnne |
=3 0r .
—0.5 | .
_1 | | |
—1 —0.5 0 0.5 1
(d) tops = 17
]_ = I —
meso
. macro
0.5 |-Gaussienne ||
0 [ |
=3
—0.5 | .
-1+ N
| | |

(f) tops = 3T

F1GURE H.2 — Dispersion des marches méso at%géue), macro (rouge) et gaussienne (noir) pour

plusieurs temps d’observation t.,, = 0.17,0.27,0.57, 17,27 et 37 avec g = 0 et Ope =
avec 0 = 2

20°

Sl



Remarques : Nous venons de montrer qu’a temps court (en fixant le libre parcours
moyen), la marche méso est une mauvaise approximation de la diffusion ! Cela vient du
fait que les particules n’ont pas le temps de suffisamment collisionner et par conséquent,
l’approximation P1 n’est plus valide (transport pure a temps court).
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Annexe 1

Une preuve des Algorithmes a
Collisions nulles

Soit X un variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre k, avec k une fonction
quelconque de 'espace. Soit X,., la variable aléatoire issu de I'algorithme a collision nulle de
parametre k > k. Pour montrer I’équivalence de ces deux variables aléatoires, nous allons
montrer ’égalité de leurs fonctions de répartitions i.e. Fy = F,_ . Plus précisément, nous
allons montrer que P(X,., > 1) =P(X > 1) :

P(X>1) = /l+°° k(z

=

>

o

|

ﬁ

=
R
O,

=

~

0,
&\

295



En utilisant la formulation intégrale de 1'algorithme a collision nulle, on obtient :
P(Xoen > 1) = exp (—kl) 1
L. N k k A
+/ kexp (—k:x0> dxo{ (ifo) 0+ <1 — (x0)> {exp (—k:(l — xo)) 1
0 k

: (1 - k(g1)> {exp (= — o) 1

+ /m: lAceXp (—l% (r1 — a:o)> dzy

= exp (—l%l) 1+ exp (—fcl) /Ol ke — k(o) daq

~ [N l .
+exp (k) [ k= klao)dzy [ F—k(z)dz +-.
x0

l

~ L. I .
= exp (ki) [1 +/0 o — k(wo)dao + /O P k(xo)dxo/ k= k(zy)da + ...

0

——
N
=

e}
+

@ : probabilité de traverser la couche sans collision nulle.
: probabilité de traverser la couche apres une collision nulle.

: probabilité de traverser la couche apres deux collisions nulles.

Pour montrer 1’égalité entre ces deux FDR, il suffit de vérifier I’égalité entre les équations
(I.1) et (I.2), ce qui revient & montrer que :

(n_ll_l)! </0l E— k(:c)dx> s ) /Ul o — k(o) dzo /zi k— k(zy)da... /mln_1 k— k(z,)dz, (1.3)

Pour des raisons pédagogiques, et dans le but de simplifier les notations, nous allons résoudre
le probléme suivant :

Vf e F, ;(/Olf(x)dx>n+l — /Olf(xo)daro /x:f(g;l)dxl.../;_l flen)dz,  (14)

ou F est 'ensemble des fonctio%ﬂs réelles a valeurs réelles. l
Considérons la grandeur / :/ f(xo)dxo/ f(xl)dxl.../ f(z,)dzx,, alors
0 T

0 Tn—1

l l l
= /0 Flwo)dag /0 Fla)dar... /0 Fn) Az e (21) 1y 4 () Lo, (20) (L5)

olt 11,4 est la fonction indicatrice prenant la valeurs un sur le segment [a, b] et la valeur zéro
partout ailleurs. Comme tous les indices sont muets, on peut écrire

m+DI= Y I, (L6)

UESn+1
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l l
ou I, = /0 f(xa(o))dxg(o).../o f(aig(n))dxg(n)]l[xdm)ﬂ (xg(l))...]l[x[,(nfl)ﬂ(xg(n), o est une per-
mutation et (n 4 1)! est le cardinal du groupe symétrique S, 1. On considére I’ensemble

Do = {SL’ € Bn+1(l7 ||Hoo)70 < Ts(0) < To(1) <. < Lo (n) < l} (I7)
d’intérieur
D, = {:L‘ € Bn+1(l, HHOO), 0< To0) < To(1) < oo < To(n) < l} (1.8)

Montrons que Vo,o’ € S,.1 avec 0 # o', on a D, N D, = {@}. Nous allons montrer cette

propriété par un raisonnement par ’absurde. Supposons qu’il existe x € D, N D, alors par
définition, on a

0< To(0) < To(1) < ooo < To(n) < l (*) (I 9)
0< Tor(0) < Tor(1) < oon < Tgr(n) < [ (**) '
Soit i = min{j € [0,n);0(j) # o'(j)} (i existe car o # o’), alors on a
(x) = To(i) < Lo’ (i) (1.10)

(**) — o' (i) < To(i)

ce qui est impossible. Ainsi, on vient de montré par 'absurde que D, N D, = {@}. Ensuite

il est trivial de remarquer que U D, = B,11(1,]].||s), donc :
0ESH+1

(n+D = ¥ I,

0ESH+1

l l
= ¥ / f(@o(0))dzo(0).- - / F(@om)ATam) Lo, 00 (Ta1) - Lo, 10 (To(m)
0ESH+1 0 0

l l
- Z ~/O f(IU(O))de(O)'”/O f(xa(n))dxa(n)]ng (1’0(0), ceey Ia(n))

cESh+1

! l
:/0 f(CEO)dSCO/O f(xn>dxn]an+1(l,H.l|oo)(3707--wxn)

_ /Olf(xo)dxo.../olf(xn)dxn

(L11)

I= (nil)' (/Ol f(ax)dx)n+1 (L12)

on en déduit 1’égalité entre les deux fonctions de répartition Fy = Fx, .

donc on obtient
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Annexe J

Linéarisation et MCP en rayonnement

Nous proposons un rapide rappel du principe et des conséquences de la linéarisation, puis
nous présentons la mise en oeuvre de notre algorithme dans la configuration Cube.

J.1 Conséquence de la linéarisation 17

L’équation (5.11) est une équation différentielle ordinaire du premier ordre, non-linéaire
en la température du fait qu’elle apparait a la puissance quatre dans le membre de droite.
Comme expliqué dans la section 4.1.2, la résolution de telles équations différentielles non-
linéaire par Monte-Carlo est compliquée du fait que Ex(X?) # Ex(X)? entrainant une
incapacité a exprimer la grandeur comme une unique espérance. Pour remédier a cette
difficulté, la stratégie généralement adoptée consiste a considérer un modele linéarisé comme
une approximation de celui-ci. Ce modele approché est obtenu en linéarisant 1’équation autour
d’une température de référence notée T,.;. En appliquant cette stratégie a 'Eq. (5.11), on
obtient 1’équation suivante,

dTy,

pCV —= = —16S0T?

dt ref (TL - ]E'@F(@F)) (J]')

ou l’on note 77 la condition initiale a 'instant ¢; et T}, la température solution du probleme
linéarisé. Pour comprendre qu’elles sont les conditions de validité de I'approximation de T’
par T, nous présentons deux résultats de mise en oeuvre dans deux situations typiques : une
représentant une situation dans I’habitat ou les différences de température sont de 'ordre de
vingt degrés entre la température extérieure et intérieur de I’habitation (figure J.1a), et une
autre représentant une situation d’un four industriel ou une paroi est chauffée a 1500K et
une autre paroi maintenue a une température de 400K (figure J.1b). Cette figure J.1 mettant
en évidence le fait que

— la température de référence T,.¢ n’intervient que sur la dynamique temporelle de 77,
autrement-dit, la température linéarisée 77, est indépendante de 7). au stationnaire,

— lerreur relative (17, — T')/AT a l'écart de température AT = Tg, — T, , dépend de la
valeur des conditions aux limites que nous nous sommes fixées, notamment du rapport

TRg /TRd .
On conjecture alors qu’a Tg, fixé, plus I'écart de température entre T et Tx, est grand,
et plus l'erreur relative sera importante. Pour confirmer cette hypothése, nous choisissons
de réaliser une étude au stationnaire, en considérant comme température initiale la plus
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0

FIGURE J.1 — Evolution des températures 7" et T}, solutions des équations (5.11) et (J.1)
respectivements, et de l'erreur relative (77, — T')/AT en fonction du temps adimensionnalisé
t/aT3, pour deux températures de références, dans deux situations : une premiere figure (a)
ott le rapport Tx, /Tg, est proche de un, et une deuxieme figure (b) ot le rapport Tg, /Tg,
est petit. La température Ty, est la température stationnaire solution de 1’équation (5.11).

petite des deux 17 = min(TRg, Tg,) et Tg , < Tg,. Dans ce cas, le probleme est enticrement
piloté par un seul parameétre noté e vérifiant € = [(Tg,/Tsar)* — (Tr,/Tstar)*]/2 00 Tyt =




(Th, + Tr,)/2)"* = (Eq.(T1))"/*. Ce paramdtre € est compris entre 0 et 1 et caractérise le
rapport des températures Tx,/Tg, : plus ce rapport sera proche de zéro et plus € sera proche
de 1, au contraire, plus se rapport sera proche de un et plus € sera proche de zéro. Les résultat
de l’évolution de 'erreur relative (au stationnaire) en fonction du parameétre e sont présentés
dans la figure J.2.

L

04| |

FIGURE J.2 — Evolution de l'erreur relative (77,
ou Tstat et TL

war — Tstar) /AT en fonction du parametre e
e SOt les solutions stationnaires des équations (5.11) et (J.1) respectivement.

Cette figure permet de confirmer notre hypotheése : lorsque le parameétre € tend vers zéro,
i.e. lorsque le rapport de Ty, /Tr, tend vers un, alors I'erreur relative tend vers zéro. Dans ce
cas la, I'approximation de T" par T}, est acceptable en fonction de I'erreur que ’on tolére *. En
revanche, lorsque le parametre € tend vers un, i.e. lorsque le rapport de Tx,/Tr, tend vers
zéro, alors I'erreur relative tend vers une valeur finie égal & (1/2 — (1/2)/4)/1 ~ —0.3409
qui correspond a la valeur de I'erreur relative quand le rapport de Tg, /Tx, est nulle? et
I’approximation de 1" par T}, n’est plus acceptable. Rappelons que ces résultats sont obtenus
pour des facteurs de formes 1/2 vers Tg, et 1/2 vers Tk,

J.2 Mise en oeuvre de la méthode de Picard

Pour remédier a cette erreur due a la linéarisation, nous employons la stratégie de Picard
établie précédemment ou la suite (7},),en vérifie,

d,

2 1,
Vn pCV pm

= —4SoFe, (T3, + T2 ,0r + 7,10} + O}) (T, —6r))  (J.2)

1. sinous nous donnons une tolérance sur I'erreur relative de dix pour-cent, et que nous fixons la valeur de
la température Tg,, alors la température Tr, doit étre comprise dans I'intervalle [0.5463Tg, , 1.8307Tr,| pour
que lerreur relative (T, — T')/T au stationnaire soit au plus de dix pour-cent. Prenons un exemple : si nous
choisissons Tr, = 300K et une erreur relative de dix pour-cent, alors la température Tr, € [163.89K,549.21 K]

2. le rapport est nulle dans le cas ou Tg, < Tr,, dans le cas contraire, ce rapport serait infini.
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ou nous choisissons comme condition initiale T = min(TRg, Tg,) a linstant ¢; pour chaque
entier n. L’échantillonnage d'une réalisation de la variable aléatoire ©,, associé a la température
T, est décrit dans I’Algorithme 23. Les résultats obtenu a partir de cet algorithme, dans la

méme configuration que celle décrite figure J.1b, sont présentés en prenant comme initialisation
TO .

— la température de référence T,y = (T, + Tg,)/2 dans la figure J.3,
— la solution stationnaire T, dans la figure J.4

— un choix astucieux dépendant du temps, variant de 77 a l'instant ¢; jusqu’a Ty, au
stationnaire, dans la figure J.5. Cette initialisation n’est pas calculée explicitement, elle
est remplacée par un échantillonnage.

1,400 F ]
0.1} i
1,200 | .
0
£ 1,000 b
£ B‘:E —0.1
= 8001 -
: T
&
—TL| —0.2
— 1| |
600 T
— T —0.3
400 g
0 2.1072 4.1072 6-102 8.1072 0.1 0 2.1072 4-1072 6-102 81072 0.1

t t

3 3
oTy oTy

(a) Evolution de la température (figure de gauche) et de lerreur relative (T;, — T')/AT (figure de droite) en fonction du temps
adimensionnalis¢ t/aT} ol nous considérons l'initialisation Ty = Trey = (Tr, + Tr,)/2 = 950K. Les courbes en trait plein
sont évaluées par différences finis pour chaque itération, les barres d’erreurs sont obtenus a partir de I’algorithme linéarisé et de
I’Algorithme 23 pour ’évaluation des estimations de T}, et T7,Ts, T3 respectivement.

Itération de Picard T T, T T3
Temps de calcul en s || 0.36 || 2.85 | 6.94 | 14.37

(b) Temps de calcul pour N = 100000 réalisations et vingt points de mesure en fonction de l'itération.

FI1GURE J.3 — Résultats obtenus dans la configuration 5.2 avec les mémes parametres que
ceux de la figure J.1b i.e. avec T, = 400K, T, = 1500K, T7 = 400K ot nous considérons
Iinitialisation Ty = Tyey = (Tr, + Tg,)/2 = 950K. Dans la figure J.3a, les courbes en trait
plein (obtenus par différences finis) de couleur noir, rouge, orange et bleu représentent la
température (a gauche) et les erreurs relatives (a droite) des températures Tp, Ty, Ty et T3
par rapport a T en fonction du temps adimensionnalisé ¢/aT7. Pour chacune de ces courbes,
nous avons employer l'algorithme linéarisé pour retrouver les estimations associées a T, et
I’Algorithme 23 pour celles associées a Ty, T, et T3. Dans la table figure J.3b, nous présentons
les temps de calcul pour vingt points, un nombre de réalisation de N = 100000, en fonction
de l'itération. Nous rappelons dans la deuxiéme colonne le temps de calcul pour I’évaluation
de la température T7,.

A partir de ces trois illustrations J.3, J.4 et J.5, on identifie les six propriétés suivantes :
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1,200

1,000 1
e
3
< &~
= & — T,
2 800 . ﬁ‘q 7
=l —r —0.1} \ o
® T
= T 1 X ;
TL | — T
— 11 -
600 T —02} < e
- T3 | r \\_‘
400 g _03L - 7
| | | | | | | |
0 2.1072 4-1072 61072 81072 0.1 0 21072 4-1072 61072 81072 0.1
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(a) Evolution de la température (figure de gauche) et de lerreur relative (T,, — T')/AT (figure de droite) en fonction du temps
adimensionnalisé ¢/aT 13 ou nous considérons l'initialisation Ty = Trer = Tt = 1263K. Les courbes en trait plein sont évaluées par
différences finis pour chaque itération, les barres d’erreurs sont obtenus & partir des l'algorithmes linéarisé et I’ Algorithme 23 pour
I’évaluation des estimations de Ty, et T1,Ts, T3 respectivement.

Itération de Picard Ty T, T, T3
Temps de calcul en s || 0.38 || 1.93 | 5.81 | 12.24

(b) Temps de calcul pour N = 100000 réalisations et vingt points de mesure en fonction de 'itération.

FI1GURE J.4 — Résultats obtenus dans la configuration 5.2 avec les mémes parameétres que
ceux de la figure J.1b i.e. avec T, = 400K, T, = 1500K, T7 = 400K ou nous considérons
I'initialisation Ty = T}y = Tsar = 1263K. Dans la figure J.4a, les courbes en trait plein
(obtenus par différences finis) de couleur noir, rouge, orange et bleu représentent la température
(a gauche) et les erreurs relatives (a droite) des températures Ty, T1, T» et T3 par rapport a
T en fonction du temps adimensionnalisé ¢/aT?. Pour chacune de ces courbes, nous avons
employer 'algorithme linéarisé pour retrouver les estimations associées a 17, et I’Algorithme
23 pour celles associées a T, Ty et T3. Dans la table figure J.3b, nous présentons les temps
de calcul pour vingt points, un nombre de réalisation de N = 100000, en fonction de
Iitération. Nous rappelons dans la deuxieme colonne le temps de calcul pour 1’évaluation de
la température T7,.

e La suite (7;,) converge vers la solution 7" de 'Eq. (5.11) d’apres les figures J.3a, J.4a et
J.ha.

e Les estimations de 7T,, obtenu & partir de I’Algorithme 23 sont non biaisées, les courbes
en trait plein étant inclus dans les barres d’erreurs des estimations de MCP.

e Le temps de calcul est une fonction croissante de l'itération d’apres les tables J.3b, J.4b
et J.bb. La prise en compte des transferts par conduction et convection entrainera une
augmentation du temps de calcul (le chemin a échantillonner étant plus long), mais
en revanche les rapports entre les temps de calculs des différentes itérations seront
conserves.

e L’itération T est une meilleure approximation de 7" que T}, les deux étant des algo-
rithmes non branchant, car issu d’équations linéaires. On remarque que le temps de
calcul de T7 est supérieur a celui de 17, cette différence est simplement due a I'emploie
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(a) Evolution de la température (figure de gauche) et de V'erreur relative (T,, — T')/AT (figure de droite) en fonction du temps
adimensionnalisé t/aT? ol nous considérons l'initialisation Ty (t) = O+°o pr(T)dr (H(tr >t —7) T +H(tr <t —7)Tres) avec Trep =
Tstqr = 1263K. Les courbes en trait plein sont évaluées par différences finis pour chaque itération, les barres d’erreurs sont obtenus a

partir de Palgorithme linéarisé et de I’Algorithmes 23 pour ’évaluation des estimations de Ty, et 11,75, T5 respectivement.

Itération de Picard Ty T, T 15
Temps de calcul en s || 0.38 || 2.22 | 6.56 | 13.40

(b) Temps de calcul pour N = 100000 réalisations et vingt points de mesure en fonction de 'itération.

FIGURE J.5 — Résultats obtenus dans la configuration 5.2 avec les mémes parametres que ceux
de la figure J.1b i.e. avec Tr, = 400K, Tg, = 1500K, T; = 400K, T,cf = Tytat = 1263K ou
nous considérons l'initialisation Ty(¢) = [o™ pr(T)dr (H (t; >t — 7) Tr + H (t; <t — 7) Trey).
Cette initialisation n’est pas prés calculée, elle est remplacée par un échantillonnage de MC.
Dans la figure J.4a, les courbes en trait plein (obtenus par différences finis) de couleur noir,
rouge, orange et bleu représentent la température (a gauche) et les erreurs relatives (a droite)
des températures 17r,, 11, 15 et T3 par rapport a 1" en fonction du temps adimensionnalisé
t/aT?. Pour chacune de ces courbes, nous avons employer I’algorithme linéarisé pour retrouver
les estimations associées a T}, et I’Algorithme 23 pour celles associées a T, T et T3. Dans
la table figure J.3b, nous présentons les temps de calcul pour vingt points, un nombre de
réalisation de N = 100000, en fonction de l'itération. Nous rappelons dans la deuxieme
colonne le temps de calcul pour 'évaluation de la température 717,.

des collisions nulles.

e Contrairement a la température linéarisée 717, les solutions stationnaires des itérations
(T,,) dépendent du choix de la température de référence (voir Figures J.3 et J.4).

e Les figures J.3a, J.4a et J.ba mettent en évidence que la vitesse de convergence de
I’algorithme est pilotée par le choix de l'initialisation.

En résumé la suite (7,) est une suite convergente de limite 7' solution de I'Eq. (5.11),
I'itération T} est une meilleure approximation de T" que T}, ces deux températures étant issues
d’un algorithme de MC linéaire non branchant, la figure J.6 montre que cette conclusion reste
vraie (au stationnaire) quelque soit la valeur du parametre e. De plus, quelque soit le choix
de l'initialisation, on constate que l'itération 75 est une approximation de 1" acceptable !

303



—5-1072

—0.1

—0.15

T"stat —Tstat
Tstat

T"stat —T’stat
Tstat

021

—0.25

—-0.3

" 1 —0.35

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
€ €

Try+Tr —
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FIGURE J.6 — Evolution de 'erreur relative (T),.,., — Tstat)/Tstar €n fonction du parametre € ot Tyqp €5t
la solution stationnaire de I'Eq. (5.11), T}, est la solution stationnaire de 'Eq. (J.2) et T}, (courbe en
noire) est la solution stationnaire de ’'Eq. (J.1) pour deux valeurs de température de référence.

304



305



Annexe K

Algorithmes de Monte-Carlo

K.1 oT?

Algorithme 23 : Echantillonnage de 6,, suivant ©,, au point & € Q\9JQ2 a U'instant ¢.
Le poids de Monte-Carlo est w = 6,,.

1 Echantillonner 4 suivant (7;
2 Mettre a jour le pas de discrétisation 0 = §(&, 4) ;
3 Echantillonner 7 suivant 7 (%, @) ;

4t=1t—r1;

5 if {7 > t then

6 w = T](f) ;

7 else

8 =&+ u;

9 if ¥ e (OZ then
10 Echantillonner 6,, suivant ©,, au point (&, 1)
11 w=20,:
12 else
13 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]) ;
14 Echantillonner 61,1, 05,1 et 03,1 suivant ©y,,_1 au point (Z,t);
15 Echantillonner ~ suivant T' au point (&, 1)
16 Echantillonner 61 ,—1,02~n-1 €t 03,1 suivant ©,,_1 au point (¥y,t);
17 PRn—1 = U(Hl,n—192,n—103,n—1 + 91,n—102,n—191,’y7n—1 + 91,n—1917'y,n—192,'y,n—1 +

Hl,'y,n—192,'y,n—103,7,n—1)/d )

18 ps = A/ (04);

19 pr = hp/&;
20 if 7 <prnp—1 then
21 Echantillonner 6., ,, suivant O}, au point (iy,t);
22 w="0yn;
23 else if pr,—1 <r <prn-1+ ps then
24 Echantillonner 05, suivant ©,, au point (& — 7, 1) ;
25 w = 0Osp;
26 else if pr,—1 +ps <r <pPrn-1+ps +pr then

27 ‘ w="Tp;

28 else

29 Echantillonner Op,n suivant Oy, au point (&,1);

30 L w=0pn;
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ou ©,, et O, sont les deux variables aléatoires issues de la lecture statistique de 1'équation
(5.10) et & = \/d + 40T3 . + h avec T4, la température maximale imposée dans le systéme.
Il est interessant de remarquer qu’il est possible d’optimiser cet algorithme en modifiant
les lignes 14 — 30. Cette optimisation a lieu au moment ou l'on doit choisir le mode de
propagation futur de la particule, i.e. si elle continue son chemin en conduction avec la
probabilité ps, en convection avec la probabilité pr, en rayonnement avec la probabilité
Pr, ou continue de maniere récursive avec la probabilité p,. Pour cela, on échantillonne un
nombre noté r, uniformément dans 'intervalle [0, 1] (ligne 13), puis on exécute les lignes
14 — 30 de I’Algorithme 23. Malheureusement, dans ce cas, il est alors nécessaire de générer
six branches de l'itération n — 1 (voir lignes 14 et 16). Ces six branches sont a leurs tour, a
I'origine de six nouvelles branches de l'itération n — 2 et ainsi de suite. Le nombre de branche
peut alors exploser trés rapidement avec la croissance de l'itération, rendant I'algorithme
impraticable. L’optimisation proposée ici, consiste a remplacer les lignes 14 — 30 par les
étapes décrites ci-dessous, 1'objectif étant de diminuer le nombre de branches générées le long
d’une trajectoire :

— Premieérement, on remarque que les probabilités ps = A/(0&) et pp = hp/& sont
indépendantes de la valeur des réalisations 61,1, 02,1, 031, 01y n-1, O2yn-1 €t
03~ n—1. Ainsi, il est judicieux de tester si la particule part en conduction ou en
convection avant d’échantillonner les six réalisations de © via les tests r < ps et
r < ps + pr, et si c’est effectivement le cas, alors nous évitons d’échantillonner ces
six réalisations pour rien. Cette astuce permet d’éviter de créer six branches avec la
probabilité ps + pr.

— Deuxiemement, on remarque que quelque soit la valeur des six réalisations 60, ,_1,

O2n—1, O3n—1, 01y n-1, 2y n—1 €t 03,1, la probabilité pg,_; est minorée par pg,, =
4oT3 .. /& ie. pr,. < Prn—1. Ainsi, aprés avoir testé si la particule par en conduction
ou convection, il est astucieux de tester si elle part en rayonnement avec la probabilité
DR, Pour réaliser ce test, il suffit de vérifier si ps + pr < r < ps + pr + pg,,,,,- Si c’est
le cas, alors on aura une nouvelle fois évité de générer six branches. Cet astuce permet

d’éviter de créer six branches avec la probabilité pg, . .

— Troisiemement, si la particule n’est ni partie en conduction ot convection avec la
probabilité ps + pp, ni partie en rayonnement avec la probabilité pgr ., ie. r >
Ds +DPr + Dr,,,,, alors il est possible d’échantillonner une réalisation 6, ,,_; de ©, puis en
remarquant que pr.,_1 est minorée par pg, . . = 0 (3011 Tmin + 12,,) /& et majorée
par pgr,... = 0 (301n-1T ez + To,.) /4, tester si elle part en rayonnement via le test
Ps + PF + PRy < T < Ps + PF + PRy €6 si elle continue récursivement via le test
Ds + PF + PR < T- O1l'un des deux cas est réalisé, alors on aura eu besoin d'une

seule branche, au lieu de six, pour décider le mode de propagation futur de la particule.

— On recommence de la méme fagon pour les cing autres réalisations 02,1, 03,1, 01 yn—1,
9277,n—1 et 937%71_1.
L’algorithme que 'on obtient est le méme que 1’Algorithme 23 ot les lignes 14 — 30 ont été
remplacées par celles ci-dessous :
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N =

© W N0 ok W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

36

37
38
39
40
41
42

Echantillonner r suivant une loi uniforme 2/([0, 1]) ;

Echantillonner «y suivant T au point (&, 1) ;

Pps =

Romin, = 40T§Lm :

if » < ps then
Echantillonner 05, suivant ©,, au point (& — 7, 1) ;

\/5

&

wzeé,n;
else if » < p; + pr then
‘ ’LU:TF;
else if r < ps —l—pF—i—% then

else

[¢)

PRmin1
PRumazt
if r < ps +pr+pr
Echantillonner 6., ,, suivant Oy, au point (¥,t)

minl

W= 0yn;
Ise if ps + pr + pr,,,.,, < then

Echantillonner 6,, suivant ©p., au point (Z,1);

w=0,;

Ise

Echantillonner 05,1 suivant ©y,,_1 au point (&,t);
=0 (al,n—192,n—1Tmin + 291,71—1

pRminQ
pRmaz?

if r <ps;+pr+pr
Echantillonner 6., ,, suivant ©,,, au point (y,t)

]

w = gw,n;

then

then

min2

Ise if ps + pr,,,., < T then

Echantillonner 6,, suivant ©p,, au point (Z,1);

w=0,:

Ise

., oo (idem 93,7171, 91,7,1171 v92,'y,n71)
Echantillonner 63, ,_1 suivant Oy ,,_; au point (¥y,t)

pRminvnfl =0 <

if r <ps+pr+pr

Echantillonner 6., ,, suivant ©,,,, au point (¥, t)

w="0yn;

else

L

Echantillonner 6,, suivant Oy, au point (Z,1);

w = 0Oy;

91,n7192,n7103,n71 + 027n7101,n7191,'y,n71

+01 0101 7,0-1027n-1 + 0170102y n-103 y,n—1

min,n—1

=0 (391,n—1Tmax + ngax) /d '

=0 (‘91,n7192,n71Tmax + 2Ol,nfl

then

Echantillonner 6., ,, suivant ©,,, au point (iy,t)
w="0yn;

T2
T2

Echantillonner 67,1 suivant Opn—1 au point (&,t);
=0 (391,n—lein + T,

QT

+ T3
+ T3

maxr

) /é&;

)i

A

a;
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K.2 he(T)

Algorithme 24 : Fonction Fg(&,t) d’échantillonnage récursif de © a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = T7), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fg ou de Fp, a
la position & au temps t'.

- —
Echantillonner @ suivant U ;

1
2 Mettre a jour le pas de discrétisation § = (&, @) ;
3 Echantillonner 7 suivant 7 (&, @) ;
at=t—r,;

5 if t; > t' then

6 w=T(Z);

7 else

8 T =T+ o0u;

o | if & € then

10 | w=Fo(&,t);

11 else
12 | w=Fo,(&,1');

Algorithme 25 : Fonction Fg,(¥,t) d’échantillonnage récursif de ©, a la position ¢
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est systématiquement reporté dans un appel
récursif de Fig, ou de Fg a la position ¢ ou ¢ — d7 au temps ¢.

1 0= F@b(g, t)A;

2 pr = hr(0)/k;

3 ps = )\/5/;:;

4 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]);
5 if » < p5; then

6 ‘ w = Fo(y — dni,t);

7 else if p; <r < ps + pr then

8 ‘ w="Tp;

9 else

10 L w = Fo,(¥,1);
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K.3 C(T)

Algorithme 26 : Fonction Fg(&,t) d’échantillonnage récursif de © a la position & au
temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est connu
(w = T}), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fg a la position & ou
I + du au temps t'.

1 Echantillonner s suivant 7T ;

2 t'=t—s;
3 if t; >t/ then
4 ‘ w=T(Z);

5 else

6 0 = F@(f, t/) ;

7 | p=kO)/k;

8 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]) ;
9 if » < p then

10 Echantillonner @ suivant [7;
11 w = Fo(Z + du,t);
12 else

13 L w:F@(:f:’,t’);

K.4 AT)

La suite d’approximation est notée (7}, ),n, et la formulation intégrale associée est I’équation
intégrale (K.1).

(K.1)

ot T est un champ de température choisi arbitrairement et p(T') = A\uin /A(T') une probabilité.

A ce stade, on peut noter deux points importants lors de la conception de I’algorithme de
Monte-Carlo :

e Premierement, nous remarquons que le champ de température 7 n’est rien d’autre que
le champ de température ou la conductivité est connue, égal a A(Tp). Par conséquent,
T1 est solution de I’équation de la chaleur linéaire, celle que nous avons résolu par
Monte-Carlo dans le Chapitre 3 en utilisant la marche sur d-sphere. Puisque la marche
sur J-sphere est performante dans le cas linéaire, voir les résultats présentés dans
I’Annexe H, nous faisons le choix de calculer ce champ de température via cette marche.
Les résultats présentés dans la section 5.3.3.1 sont obtenus en employant la marche sur
§-sphere pour I'évaluation de Tj.

e Deuxiemement, nous devons gérer la non-linéarité induite par 1’expression de la pro-
babilité p = Apin/A(T). Comme expliqué dans la section 4.1.2, pour éviter les pro-
blemes de non-linéarité liés a I'estimation de ’espérance d’une fonction non-linéaire
d’une espérance, nous choisissons de n’étudier que des matériaux pour lesquels il
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est possible de linéariser la dépendance a T" de 1/\ dans le but d’avoir la propriété
1/X (Ee, (6,)) = Eg, (1/X(0,)) ou O, est la variable aléatoire issu de la lecture sta-
tistique de la formulation intégrale (K.1), qui est bien définie une fois cette hypotheése
sur la conductivité établie.

Nous en déduisons 1’algorithme de Monte-Carlo évaluant une estimation de 7}, pour n > 1
suivant,

Algorithme 27 : Fonction Fg, (&,t) d’échantillonnage récursif de 6,, a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = T7), sinon son calcul est reporté dans un appel récursif de Fg, a la position
I’ au temps t'.

1% =&;

2 t'=t;

3 while t; <t do

4 Echantillonner @ suivant U ;

5 Coll_Null = .true.;

6 while Coll__Nwull do

7 Echantillonner [ suivant £ ;

8 t'=t—1/c;

9 if t; >t then

10 | w=Ty(@ — ot —tr)d);

11 else

12 x =z — lu;

13 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]) ;
14 if 7 < AMpin/Amaz then

15 w = Fg, (&',t);

16 else

17 0p—1 = Fo, ,(&',t') (génération d'une branche de I'itération n —1);
18 b= )‘mzn/)\(en—l) )

19 if r < p then

20 L Coll_Null = .false.;

ou l'on choisit d’utiliser la marche sur d-sphere pour évaluer T7 ce qui implique que la
variable aléatoire © est associée a la marche sur d-sphere.

Remarque : le libre parcours moyen de l'ordre n peut étre choisi indépendamment de
celui de l'ordre n — 1 et des précédents.

A ce stade, il est intéressant de constater que nous avons optimisé cet algorithme en utilisant
le fait que la probabilité échantillonnée A, /A(0,_1), est minorée par A\pin/Amaz O Apmaz
est le majorant de la conductivité sur la gamme des températures imposées aux conditions
aux limites. Ainsi, au lieu d’échantillonner systématiquement une réalisation de ©,,_; a
chaque collision, nous utilisons cette minoration pour éviter un échantillonnage systématique
I Cette astuce permet d’éviter de générer une branche avec la probabilité \,i,/Amas & chaque
collision.
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K.4.1 Choix de la conductivité et adimensionnalisation

Comme mentionné précédemment, pour que la formulation intégrale (K.1) soit implémen-
table, nous choisissons le profil de conductivité suivant,

1 1

+ B(T — They) (K.2)

MT)  Avey

ol \.r serait la conductivité du matériau sans prendre en compte la non-linéarité, 7,..s
la température de référence et S un parametre permettant de piloter 'importance de la
non-linéarité. Il est intéressant de remarquer que le choix de la température de référence 7T,..s
est arbitraire puisque les parametres 5 et A,y sont libres. Par conséquent, nous choisissons
de fixer la température de référence T,..s & la température (Taw — Donin)/2-

Dans le but de présenter les résultats obtenu a partir de I’Algorithme 27, nous réalisons une
adimensionnalisation du probléme : on considere le probleme en dimension un, au stationnaire,
dans un slab de longueur L,

0, MT)0,T)=0

T0)="1T, (K.3)

T(L)="T,

En posant 7(2) = (T'(x) —1,)/AT, ou AT = |Ty—1T,|, Z = x/L et en supposant que T, > T,
par symétrie, on obtient :

aa”c( BX fAlT ai:T> =0
I+ —5—(27-1)

T(0) =0

T(1)=1

(K.4)

L’unique parametre adimensionnel est noté «, il vérifie o« = S\, AT /2. 1l est intéressant de
remarquer que si S\,.; > 0 alors a € [0, 1], et que si Sy < 0 alors a € [—1,0]. Ce parametre
a est facilement interprétable : lorsque a est proche de 0 le comportement est proche du
probléeme linéaire et lorsque || est proche de 1 le probléeme est hautement non-linéaire, voir
Figures 5.23 et 5.27.

K.4.2 Choix du pas de discrétisation

Puisque dans notre communauté la marche sur d-sphere est la marche de référence, nous
faisons le choix suivant,

Choix : On choisit le libre parcours moyen O, en fonction du pas § de la marche sur
0-sphere de telle sorte que les nombres de collisions moyen des marches méso et d-sphere
soient identiques i.e. temps de calcul (numérique) égaux entre les deux marches.

Pour choisir 4,,. en fonction de J, on se place en milieu infini, en dimension n et on fait
I’observation suivante,

Marche sur d-sphere : En fixant un pas de discrétisation § et un temps d’observation t,

on observe que le temps pour parcourir un pas de longueur ¢ suit une loi exponentielle de

parametre 522’;’\0. Ainsi le nombre de pas moyen Nbr_ Coll} réalisé par la marche sur §-sphere
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durant t est Nor_ Collt = t2n)\/6?pC.

Marche Meso : En fixant un libre parcours moyen 6,,. et un temps d’observation ¢, on
observe que la longueur d’un pas suit une loi exponentielle de parameétre 1/6,,.. La vitesse des
particules ¢ est constante et vérifie ¢ = 5 "’; & Ainsi le nombre de pas moyen N br__Colls de

la marche méso durant ¢ est Nor_Coll§ = tn\/dz,.pC.

Par conséquent, pour que les temps de calcul entre la marche sur d-sphere et la marche méso
soient similaires (proportionnel au nombre de collision), nous devons imposer :

5
e = 5 (K.5)

K.4.3 En géométrie confinée : Milne

Rappelons que nous avons utiliser une similitude entre I’équation de la chaleur et I’équation
de transport de type Boltzmann pour construire notre algorithme de Monte-Carlo en milieu
infini. Pour que cette similitude soit valable, nous avons choisi les propriétés du coefficient de
diffusion et les conditions aux limites de la fonction de distribution f. En milieu infini, le choix
des propriétés a été naturel, en milieu confiné ce n’est plus le cas. En effet, les conditions de
bord sont exprimées a partir de la température et non de la fonction de distribution f. Pour
contourner cette difficulté, nous proposons dans I’Annexe G, une stratégie de construction de
cette condition de bord sur la fonction de distribution fsq obtenue a partir de la température
imposée a la frontiere Tyhq. Avec ce choix, la formulation intégrale de la température T}, en
géométrie fermée, vérifie I'égalité ci-dessous,

To(Z,1) = /4 po(@) dufen(@.1)

fan(@,t) = H (zm (&, 1) < k;) AF 1)+ H (zm (&) > ) B(&,1)

eronl |e2oal Tyo (it + )]
A(&, 1) =

+ (1 _ *kml> lMdl/ [_ kanT (—’_i_ (l _ l/)—’ t4t )}
(§ 01— e—kaﬂl e n\L u, -

(5.19)

s [ e HEDOE Y
B(&,t) :/0 pe(l')dl [ + H(' <1)D(&E,t) ]

O(f, t) =H (t] >t — tl)TI(a? — C(t — tj)ﬁ) +H (t[ <t - tl) Tag(g,t — tl)

H (t] >t — tl) T[(iﬁ — C(t — t])’l,_l:>

. Th) Ty
D(, 1) +H (b <t—t) +p(EpzT ))f*

(@ t—t')
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ou

— kaQ = k(Taﬂ) = n)\c(pTiQ)7

— p(T) = k(g ) = //\\Tﬁ une probabilité,

— L une v.a. de loi exponentielle de parametre 1/0,,.,

— U une v.a. de loi uniforme sur la sphére S"~! de dimension n,
.y’ € Vect™ (&, @) N 09} avec Vect™ (Z, @) = {53’— sU; se€ Ri},

— lpo (&, @) = min {|& — &/
— 1= |lp (T, @) — 1/,

—

o ng—ldg(f,ﬁ)u,

— t; =L le temps pour parcourir une longueur [ a la vitesse c,
4
— x' =& — 'y,

= ou n est ici la dimension spatiale
pCOme ’

L’échantillonnage de la v.a. ©,, associée & T}, est décrit dans I’Algorithme 28.

Remarquons que la condition de bord de la fonction de distribution fyq ne se situe pas
strictement sur le bord du domaine 02, mais décalée d’un libre parcours moyen a l'intérieur
du domaine, dans la direction de propagation, comme expliqué dans I’Annexe G.

N Yy

i

foa(Z, @) = Toa(

)

<

La stratégie que nous venons d’employer est bien connue de la littérature, il s’agit de la
condition de Milne (voir [90, 91]). En pratique, cette stratégie est employée dans le sens
contraire du notre ot pour résoudre une équation de transport, la similitude et la condition
de Milne sont employées pour se ramener a la résolution d’une équation de diffusion. Dans
beaucoup de communauté, il est souvent bien plus simple de résoudre une équation de
diffusion plutot qu’'une équation de transport, notamment lorsque les parametres optiques et
la géométrie sont complexes. Dans ce manuscrit, nous utilisons une démarche strictement
opposée a celle-ci, qui est justifiée par 'emploie d’outils issus du monde de la synthese d’image.
La lecture statistique de I'Eq. (5.19) défini I’algorithme de Monte-Carlo ci-dessous :
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Algorithme 28 : Fonction Fo, (&,t) d’échantillonnage récursif de ©,, a la position &
au temps t. Le poids de Monte-Carlo w est calculé par la fonction elle méme si il est
connu (w = Ty ou a un coefficient multiplicatif pres Tpq), sinon son calcul est reporté
dans un appel récursif de Fg_ a la position & au temps t'.

1t=1p;

2 &= .’f() V

3 Sortie = .false.;

4 w=1;

5 while ¢ > t; et Not(Sortie) do

6 Echantillonner @ suivant la loi de U ;

7 Evaluer ks au point 4 a I'instant ¢

8 Evaluer lpq (&, ) ;

9 if oo (Z,4) < 1/ksq then
10 Echantillonner r suivant une loi uniforme ([0, 1]) ;
11 if r < e *o2! then
12 w = wekol Ty (F,t 4+ 1) ;
13 Sortie = .true.:

14 else

15 Echantillonner I’ suivant kgge 52l /1 — e kol sur [0, 1] ;
16 w = —wekoal ;

17 =+ (-1,

18 t=1t+1t_p;

19 else
20 Coll_Null = .true.;
21 while ¢t > t; et Coll _Null do
22 Echantillonner I’ suivant la loi de £;
23 t'=1]c;
24 if I’ > [ then
25 if t; >t —t; then
26 w=wTi(&—c(t—t)u);
27 t=1tr;
28 else
29 L w=wTyo(y,t —t;);
30 Sortie = .true.;
31 Coll_Null = .false.;
32 else
33 if t; >t —t; then
34 w=wl (€ —c(t —t7)u);
35 t =t7, Sortie = .true., Coll_Null = .false.;
36 else
37 T=7-1'u;
38 Echantillonner r suivant une loi uniforme 2£([0, 1]) ;
39 if r < Apin/Amas then
40 w=wFg (Z,t—1t);
41 Coll_Null = .false.;
42 else
43 Echantillonner une réalisation ,,_1 de Fg, _,(&,t —t');
44 if r < Anin/A(0p—1) then
45 w=wFg, (Z,t —1);
46 Coll_Null = 'faljﬁS;
47 else
48 | t=t—t;




Annexe L

Une reformulation en rayonnement
oT*

Voici une deuxieme fagon d’obtenir la formulation intégrale présentée dans la section 7.2.
Elle est obtenue a partir de I’équation (4.50) établie dans la section 4.3, page 130. Une fois de
plus, nous laissons de coté le transfert convectif, car il n’est en aucun cas source de difficulté
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(le transfert étant linéaire).
T, = /D pr(7)dy (prb +psTs + pRﬂ)
T

Ao -~
= PF(WMV( lé Ts+o

T3+ TT, + T T2+ T3 - -\  40T3 .
Y ’ybAVb b(Ty—Tb)—i‘O‘i

MO =~ T -1}  40T3,, -
= pr(v)ch( —T5 + 0" maz
Dr k
- TbTr?ma: + Tng’Lam
T';L + - Tb2 Trgzax + Tl? Tr2naa: - lel
MO~ - T3Tmax + TSTma:p 4UT3 T
= / )y | 227+ 0 e + ——mer Ty
Dr k k
T4

2l
N6~ oT3 T3
_ d O 4 maz max ~ ~ . ~ ~
/Drp A B ca( L (1= ) (D e+ T e T T
Tmax e Tmax 3T,

max

—A{(ST(;

oT? T4

- dy | +TEmes o
/D i pr(y)dy P

max

+30Tf;m ( T, - (1 T ) <TbT§;M + TPT2 . +T~,§Tmax>>

Tmaa: Tmacc 3T3

max

(L.1)

318



ot k = 40T3 + N/, pc = )\/5/% et pr = UT%Q$/1%.

que l'on réécrit,

bc

+DPr

T;

T4

¥
Tma:p

max

+(1 — pc — pr)

Tb/Tmax
3~

11— Tb/Tmax

R

/T,

2

3| T o

L1 T3
273

max

1 - T3/T,,

Tmax

0

ax
Tmaac

axo

Tma;r

(L.2)

On retrouve ainsi une formulation intégrale équivalente a celle établie dans la section 7.2.
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