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Titre : Raisonnements géométriques d'éleves de cycle 3,
duos de situations, role de I'enseignant

Résumé :

Notre recherche conduite dans le cadre de la théorie des situations didactiques nous a permis
de définir un objet théorique, un « duo de situations », en nous inspirant des « duo
d’artefacts » de Maschietto et Soury-Lavergne (2013). Un duo de situations est un ensemble
de deux situations, visant un méme ensemble de savoirs, associées a deux « valeurs »
différentes au moins d’une méme variable de la situation de recherche, et dont
I'implémentation en classe favorise a priori le développement des raisonnements, voire
I’enrichissement des connaissances liées a ces savoirs. Aprés avoir défini une ingénierie de
recherche basée sur un tel duo de situations dans de la cadre de la géométrie plane au cycle
3, nous nous sommes d’abord intéressée aux raisonnements des éléves et aux connaissances
circulant lors de sa mise en ceuvre. Nous avons ensuite abordé le réle de I’enseignant et la
maniére dont il prend en compte les raisonnements des éléves dans son projet
d’enseignement en expérimentant ce duo de situations dans une classe de fin de primaire
(CM) et une classe de collége (sixieme).

Grace a notre étude, nous avons relevé différentes facettes mises en ceuvre par I'un ou l'autre
des deux enseignants, a certains moments de la situation. Cela nous permet d’approcher la
complexité du processus soulevé par Allard entre le Processus de Transfert et Généralisation
et le Processus de Contextualisation, Décontextualisation, Recontextualisation (PTG et PCDR).
Notre recherche a confirmé que lingénierie construite produit chez les éleves des
raisonnements riches, mais a aussi mis en avant la nécessité de grandes compétences (en
amont, pendant, et apres les séances) de la part des enseignants pour exploiter cette richesse,
choisir les « connaissances a exposer » en relation avec les savoirs géométriques.

Mots clefs :géométrie, raisonnements, duo de situations, enseignant



Title : Geometric reasoning of pupils in cycle 3, duos of situations, role of
the teacher

Abstract :Our research conducted within the framework of the theory of didactic situations
has enabled us to define a theoretical object, a "duo of situations", inspired by the "duo of
artifacts" of Maschietto and Soury-Lavergne (2013). A duo of situations is a set of two
situations, aiming at the acquisition of same set of knowledge, associated with two "values"
differing from at least of the same variable of the research situation, and whose
implementation in class favours a priori the development of reasoning, or even the
enrichment of knowledge related to this knowledge . After having defined a research
engineering based on such a duo of situations within the framework of plane geometry in
cycle 3, we first of all looked at the reasoning of the pupils and the knowledge circulating
during its implementation. We then addressed the role of the teacher and the way in which
the reasoning of the pupils can be taken into account during the teaching project by
experimenting this duo of situations in a class at the end of primary school (CM) and a class in
secondary school (sixieme).

Thanks to our study, we have identified different facets implemented by one or other
teachers at certain moments in the situation. This allows us to approach the complexity of the
process raised by Allard between the Process of Transfer and Generalisation and the Process
of Contextualisation, Decontextualisation, Recontextualisation (PTG and PCDR).

Our research confirmed that constructed engineering produces rich reasoning in students, but
also highlighted the need for great skills (before, during, and after the sessions) on the part of
teachers to exploit this richness, to choose the "knowledge to be exposed" in relation to
geometric knowledge.

Keywords : geometry, knowledge, reasoning, teacher.
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Introduction

Geneése de la recherche

Notre travail actuel a pour origine un questionnement que nous avons approché dans notre
mémoire de Master, a partir des questions initiales : quand une méme situation de géométrie
est mise en ceuvre dans une classe de fin de primaire et une classe de sixieme, les
apprentissages potentiels sont-ils similaires ? Différents ?

Nous avons alors abordé ce questionnement du point de vue de |'éléve afin d’identifier les
connaissances et savoirs géométriques mobilisés au cours des différentes phases de la
situation et nous nous sommes interrogée sur les raisonnements valides ou erronés
susceptibles d’apparaitre.

Nous avons également appréhendé le point de vue de I’enseignant. Quels est son objectif
guand il met en ceuvre une situation donnée ? Quels choix didactiques fait-il dans chacune
des phases didactiques et adidactiques, pour tenir compte de cet objectif ?

Nous avons alors noté la complexité pour les enseignants d’intégrer a leur projet
d’enseignement les raisonnements produits par les éléves et de les mettre a profit pour faire
avancer le temps didactique. Cela nous a amenée a nous interroger sur cette relation entre
les raisonnements des éléves et le projet de I’enseignant et a poser les questions initiales qui
suivent.

Ebauche de problématique

Nos questions initiales :

Comment, en géométrie plane, pour construire leurs interventions et institutionnaliser des
savoirs, des enseignants de cycle 3 de primaire et de college tiennent-ils compte des
raisonnements produits et des connaissances mises en fonctionnement par les éléves dans les
phases de recherche ?

Existe-t-il dans cette gestion des points communs, des différences entre un enseignant du
primaire et un enseignant du collége ?

Proposer une méme situation a mettre en ceuvre a un enseignant de college et un enseignant
de primaire nous a permis de mettre en perspective les deux gestions de la situation et ainsi
leur donner plus de relief. Nous avons donc décidé de reconduire cette méthodologie.

Parallélement notre intérét s’est porté sur le méso-espace au cours d’une recherche que nous
avons pu mener avec un enseignant chercheur confirmé. Les potentialités de cet espace pour
construire un milieu favorable a I'élaboration de raisonnements géométriques nous sont
apparues intéressantes a explorer.
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Les éléves, leurs raisonnements, I’enseignant, le méso-espace, le primaire, le collége : devant
I’ensemble des parameétres que nous voulions étudier, nous avons choisi d’organiser notre
travail en partant des situations. La TSD qui modélise le fonctionnement des connaissances
des éleves en lien avec les situations nous a paru adaptée a cette étude.

Ainsi, apres avoir défini une ingénierie de recherche incluant une situation dans le méso-
espace, lors des pré-expérimentations nous nous sommes intéressée aux raisonnements des
éléves et aux connaissances circulant lors de sa mise en oeuvre. Nous avons abordé le réle de
I’enseignant et la maniere dont il prend en compte les raisonnements des éléves dans son
projet d’enseignement au cours des expérimentations définitives. Cela nous conduit a
organiser notre écrit suivant le plan qui suit.

Plan de la these

Les deux premiers chapitres sont consacrés aux apports théoriques. Dans le chapitre | nous
développons les éléments liés au savoir visé : la gé¢ométrie plane. Les cadres théoriques des
paradigmes géométriques et des Espaces de Travail Géométriques (Houdement et Kuzniak,
1999, 2006) modélisent I'activité géométrique et I'articulation entre une géométrie « du
dessin » G1 et une géométrie théorique G2. En complément, les problématiques définies par
Berthelot et Salin (1992), nous permettent de définir des situations
d’enseignement/apprentissage qui envisagent I’acquisition et I'articulation de connaissances
spatiales et géométriques. Le « jeu » sur la variable taille de I'espace (micro-espace versus
méso-espace) nous conduit a envisager des « duos de situations » inspirés des « duos
d’artefacts » de Maschietto et Soury-Lavergne (2013) et composés de situations
complémentaires dans le micro-espace et dans le méso-espace. Cela nous conduit a interroger
le réle des artefacts, ainsi que la visualisation des figures.

L’objet du chapitre Il est de présenter des éléments du cadre théorique qui, en appui sur la
Théorie des Situations Didactiques (TSD) nous permettent d’élaborer une ingénierie de
recherche puis de conduire les analyses afférentes. Observer comment des enseignants
prennent en compte les raisonnements des éléves nécessite de préciser comment nous
identifions nous-méme ces raisonnements. A cette fin, nous présentons le modéle d’analyse
des raisonnements, issu de travaux de Bloch et Gibel (2011), et adapté au contexte de la
géométrie plane, que nous mobilisons.

Les trois chapitres suivants nous permettent de construire puis affiner une ingénierie, définir
notre problématique et la méthodologie afférente.

Le chapitre Il est dédié a la présentation générale de I'ingénierie, en appui sur les cadres
théoriques exposés précédemment. L'objet d’étude de I’expérimentation principale est fixé
(le losange), nous explicitons les choix de variables effectués dans les situations retenues :
type de situation, taille de I'espace, artefacts a disposition des éleves et plus généralement les
contraintes spécifiques sur le milieu que nous fixons.

11



Dans le chapitre IV nous présentons des pré-expérimentations avec I'objectif de mieux
appréhender les effets de chacune des variables définies, notamment sur les raisonnements
des éléves ; comprendre plus finement la circulation des connaissances lors de la mise en
ceuvre de I'ingénierie, repérer les conditions nécessaires pour tester cette ingénierie en milieu
ordinaire.

Dans le chapitre V la problématique est précisée. Nous présentons ensuite la méthodologie
de recherche retenue, constituée d’analyses cliniques de séances de classe lors de la mise en
ceuvre d’'un méme duo de situations, a la méme période, dans une classe de primaire et une
classe de college. Ces analyses sont complétées par des entretiens d’autoconfrontation
simples et croisés avec les deux enseignants.

Le chapitre VI et VIl sont dédiés a la présentation et I'analyse des expérimentations menées
dans la classe de primaire (CM1-CM2)et dans la classe de collége (sixieme).

Dans le chapitre VIII, conclusion, aprés un retour sur I'ingénierie de recherche nous présentons
des éléments de réponse aux questions de recherche, les limites de ce travail et des
prolongements possibles.
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Chapitre | Etude du savoir visé : la géométrie

Ce chapitre vise a circonscrire le domaine du savoir mathématique concerné par nos
recherches et préciser des éléments théoriques afférents. Ces apports théoriques nous
permettront ensuite de justifier le choix de I'ingénierie didactique retenue et de ses variables,
affiner notre questionnement puis outiller nos analyses.

1. Deux fonctions distinctes pour la géométrie a
enseigner

La géométrie a, par son histoire, deux fonctions : modele de |’espace d’une part et embléme
de la rationalité mathématique d’autre part.

Historiquement c’est la premiére fonction qui prévaut, la géométrie comme « science de la
terre » a pour objet d’étude des mesures en lien avec d’autres sciences comme |’astronomie,
I'architecture. C’est une science de I’espace dans laquelle la validation par les sens est admise.

Dans le prolongement des idées de Platon, les écrits d’Euclide aux environ de 300 avant JC
marquent la naissance d’une nouvelle géométrie. Dans son traité « Les Eléments », Euclide
présente les connaissances de I'époque dans un exposé logique, structuré a partir de la
donnée de définitions, axiomes et de cing postulats. Les propositions théorémes sont
démontrées au moyen de regles définies. La connaissance ne trouve plus sa validité dans le
réel mais dans une construction intellectuelle qui la démontre.

« Dans cet ouvrage, Euclide distingue deux choses: d’une part, les principes
premiers posés comme tels et constitués des définitions (qui posent la définition
des termes); des notions communes (appelées aussi axiomes) et des postulats
géométriques (au nombre de cing) ; et d’autre part les propositions démontrées a
partir de ces principes et des résultats établis précédemment dans I'ouvrage. Mais
ce qui a caractérisé le plus les livres d’Euclide, ce sont les procédures
démonstratives qui ont marqué d’un trait distinctif les mathématiques grecques de
celles des autres civilisations, notamment égyptienne et babyloniennes. » (Najjar,
2005)

Une rupture s’opére alors dans la construction de la géométrie, « de pratique de I'espace, la
géométrie se transforme en théorie de la rationalité. » (Houdement, 2007)

Ces deux fonctions de la géométrie sous-tendent deux conceptions tres différentes de la
géométrie elle-méme et des objets qu’elle étudie. Dans un article qui reste d’actualité,
Chevallard et Julien illustrent comment les tentatives de définition de la géométrie
engendrérent de nombreuses discussions tout au long de [I'histoire et comment ces
différences sont sources d’enjeux sociaux et politiques majeurs quand il s’agit de déterminer
dans les programmes scolaires la géométrie a enseigner (Chevallard & Jullien, 1991).

15



Brousseau (2000 b) revient sur cette double fonction et la difficulté qu’elle induit dans
I’enseignement de la géométrie :

« La distinction entre connaissance de I'espace et géométrie tend a s'effacer dans
notre culture devant la formidable efficacité des mathématiques dans ce domaine,
et réciproquement devant l'intérét des modéles géométriques pour toutes sortes
d'études mathématiques. Cette distinction n'apparait pas bien aux éléves et par
conséquent elle n'est pas présente dans I'esprit des professeurs. Elle est pourtant
trés importante des lors que I'on prend la géométrie non plus comme une
connaissance utile par elle-méme mais comme un moyen pour l'enseignement
d'initier I'éléve au raisonnement déductif ou comme initiation a l'usage d'une
théorie mathématique. La confusion entre les différentes fonctions de la géométrie
comme moyen de représentation de |'espace ou comme modele d'une activité
mathématique est la source d'erreurs, de malentendus et d'échecs.» (Brousseau,
2000b, p. 9)

Dans un texte fondateur « étude de questions d’enseignement, un exemple : la géométrie »
Brousseau (1983) analyse I’ensemble des contraintes culturelles, sociales, professionnelles qui
s’exercent sur les enseignants et impactent I’'enseignement de la géométrie. Il invite a une
vigilance épistémologique et présente deux situations fondamentales qui correspondent
chacune a une de ces deux fonctions de la gé¢ométrie.

La situation fondamentale de la géométrie élémentaire comme modele de I'espace est :

« (...) celle du charpentier qui doit préparer et tailler au sol des bois qui devront

s’ajuster exactement dans l'espace a 10 métres du sol. Il faut qu'il ait une
représentation et des techniques précises gui lui permettent d'anticiper le résultat
de ses décisions. » (Brousseau, 1983, p. 200)

Dans les situations engendrées par cette situation fondamentale, deux contraintes sont
essentielles. D’une part le contréle continu de I'action par des moyens perceptifs n’est pas
possible, d’autre part le sujet est limité soit par les informations dont il dispose, soit par les
actions possibles. Ainsi pour réussir il doit construire une représentation de I'espace et
anticiper le résultat de ses actions.

« L’obligation de résoudre frequemment des problémes de ce type caractérisés
par la mise en défaut des moyens perceptifs de contréles et la suppression de
certaines informations est une condition nécessaire de I'apparition de modeéles
implicites®, ou de représentations. » (Brousseau, 1983, p. 261)

Dans la situation fondamentale de la géométrie comme modele de la théorie mathématique
(Brousseau 2000 b), le professeur présente a ses éléves un dessin qu’il commente : « J’ai tracé
un triangle ABC (comportant un angle obtus), les trois médiatrices des cotés, elles se coupent
(deux a deux), en des points nommés A’ B’ et C’ ; le triangle A’ B’ C’ est appelé le co-triangle

1 Souligné par I'auteur.
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de ABC ». Il demande alors aux éléves de trouver un triangle dont le co-triangle sera le plus
grand possible. Devant la difficulté des éleves a réaliser I'attendu, I'enseignant engage un
débat non plus sur la construction, mais sur les raisons de la difficulté a construire ce qui est
demandé, dont doit émerger la conjecture que ce co-triangle n’existe pas, les trois points A’
B’ et C' n’en représentent qu’un seul. La preuve est ensuite construite a partir de la définition
de la médiatrice comme lieu de points équidistants des extrémités du segment (Houdement
et Rouques, 2016).

Ces deux fonctions, représentées par des types de situations distincts, se traduisent par des
rapports a l'espace différents que Berthelot et Salin caractérisent en termes de
problématiques (1992, p. 48). Cette catégorisation en terme de problématique permet de
classer les situations d’enseignement par rapport aux apprentissages et par rapport aux
contraintes auxquelles les enseignants sont confrontés (Berthelot et Salin, 1992, p. 75).

2. Les problématiques définies par Berthelot et Salin

2.1. Problématique géométrique

La problématique géométrique a pour unique référence la géométrie du mathématicien.
L’étude se déroule dans un espace conceptualisé, elle porte sur des objets qui ont une valeur
de généralité. L’'ensemble des énoncés produits sur cet espace doit étre consistant au sens de
non contradictoire. L’enchainement logique de propositions permet a la fois la résolution des
problémes posés et leur validation dans le méme espace. La validation est ainsi interne a la
résolution (Gobert, 2001, p.20). Les situations qui relevent de cette problématique
géométrique s’inscrivent dans une finalité théorique, a I'instar de la situation fondamentale
des médiatrices.

2.2. Problématique de modélisation

Dans une problématique de modélisation, I'espace sensible est modélisé par un systeme
symbolique qui vérifie deux propriétés. D’une part des relations dans le modele sont
signifiantes de relations dans |’espace sensible. D’autre part ce systéeme symbolique permet la
production de nouveaux objets et relations a partir des objets et relations de départ associés
a un ensemble de régles internes. Le probleme posé dans |'espace sensible peut ainsi étre
converti en un probléme dans le modele. La résolution de ce probleme s’effectue dans ce
modele puis la solution est interprétée dans I’espace sensible (Berthelot & Salin, 1992, p. 52).
Ainsi I'espace de référence et I'espace de validation sont I'espace sensible tandis que la
résolution s’opére dans le modele (Gobert, 2001, p. 24).

Toutefois des argumentations fournies a 'intérieur du modéle en conformité avec les réegles
qui le régissent permettent également une validation interne au modeéle (Gobert, 2001,
p. 21)(Pressiat et Combier, 2001).
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Berthelot et Salin nomment « spatio-géométrique » cette modélisation de |’espace par des
connaissances issues du savoir géométrique (Berthelot et Salin, 1992a, p. 53).

Pour Gobert, une problématique de modélisation est caractérisée par une « validation
particularisée au probléme, sans souci de généralité (Gobert, 2001, p. 19) ».

Pour Pressiat et Combier, une problématique de modélisation est finalisée « en partie par
'efficacité dans l'espace sensible ou objectif, mais aussi par la recherche d'une solution
reproductible, dépassant le probleme immédiat. Cette solution doit étre communicable a
d'autres, en s'appuyant sur un modéle explicatif dont la fonction doit pouvoir étre éprouvée.
Ces contraintes, communes aux métiers techniques et scientifiques, sont semblables a celles
mises en ceuvre dans des situations d'initiation de jeunes éléves a la géométrie comme modéle
de l'espace. » Pressiat et Combier (2001, p. 3)

Nous considérons que dans une situation qui reléve d’une problématique de modélisation, la
généralisation peut naitre de la recherche d’une méthode de résolution commune a plusieurs
contextes singuliers. Cela nécessite de mettre en regard les conditions d’obtention de la
solution avec les conditions de I'action :

- Quelles sont les conditions nécessaires a la réussite ?
- Quelles sont les variables dont cette réussite est indépendante ?
- Sous quelles conditions la solution validée ici et maintenant est-elle généralisable ?

Pour une situation donnée, le choix des variables détermine cette potentialité de
généralisation qui sera ou non exploitée par I’enseignant.

Ainsi, dans le cas de la reproduction de figure, le choix de donner a reproduire a chaque éléve
ou groupe d’éleves des objets graphiques représentant le méme objet géométrique, mais
différents quant a leurs dimensions et orientations spatiales (comme développé plus loin dans
notre ingénierie), ouvre la possibilité de passer d’une validation portant sur un objet
graphique? isolé a une validation portant sur une classe d’objets graphiques. Si I'objet
théorique représenté ne fait pas partie du répertoire didactique de la classe (que nous
définissons paragraphe Chapitre 114 du chapitre 1), une telle situation permet potentiellement
un apprentissage de propriétés de cet objet.

2.3. Problématique pratique

Berthelot et Salin (1992) considerent une troisieme problématique de rapport a I'espace qui
contribue a expliquer les difficultés rencontrées lors de la mise en ceuvre de séquences
d’enseignement de géométrie plane : la problématique pratique.

La problématique pratique se base sur une démarche pragmatique ancrée dans le réel. Les
éleves font des essais, ils évaluent la pertinence de leurs choix et de leurs affirmations,

2 « Objets graphiques : traces du crayon sur une feuille de papier ou trace virtuelle sur un écran dont des
caractéristiques graphiques et spatiales rendent compte de propriétés géométriques. » (Petifour, 2015, p.3 du
memento)
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ajustent leurs actions a partir des rétroactions qu’ils percoivent dans I'espace sensible. Les
rapports spatiaux sont controlés de maniére empirique avec un souci d’efficacité pratique
sans recherche de conceptualisation. Les actions sont donc effectives, sans caractére de
généralité. Les situations qui correspondent a cette problématique sont des situations
d’action ou de communication pour lesquelles I'espace sensible est a la fois espace de
référence, de résolution et de validation (Berthelot & Salin, 1992, p. 52)(Gobert, 2001).
Confrontés a un probleme a résoudre dans I'espace, les éleves peuvent convoquer des
connaissances géométriques mais se placent parfois dans une problématique pratique. lls
mobilisent alors leurs connaissances spatiales® immédiatement disponibles et économiques
en conceptualisation, de préférence aux connaissances géométriques visées par I’enseignant.

3. Paradigmes géométriques et ETG

Dans leurs recherches sur la formation d’enseignants du premier degré, Houdement et
Kuzniak (1999) explicitent des conceptions différentes de la géométrie sous forme de
paradigmes. Au niveau de 'enseignement obligatoire, |’existence de deux conceptions de la
géométrie est source de malentendus entre éléves et professeurs de collége et se retrouve
lors de la formation des futurs professeurs des écoles. Les exemples sont nombreux d’éléves
ou étudiants engagés dans une démonstration de géométrie qu’ils veulent rigoureuse,
théorique, conforme aux standards de la géométrie euclidienne telle gu’elle est enseignée au
colléege et qui soudain confrontés a une difficulté aprés un enchainement logique de
propositions issues des données de I’énoncé admettent comme vrai un fait percu par les sens.
Une relation observée par I'intermédiaire d’instruments de géométrie, une mesure prélevée
sur un dessin, viennent compléter leur raisonnement, s’y insérent avec le méme niveau de
validité que les données de I'énoncé. L’enseignant rejette bien souvent I'ensemble du
raisonnement, ce qui provoque chez son auteur incompréhension et parfois découragement.

Une conséquence de ces difficultés est un désintérét pour la géométrie de la part de
nombreux enseignants et candidats au concours de professeur d’école, notamment parce
gu’ils n"ont pas compris ses enjeux quand ils étaient éleves (Houdement, 2013). Dans leurs
travaux sur la formation des enseignants en géométrie, une recherche épistémologique a
visée didactique conduit Houdement et Kuzniak a définir le cadre des paradigmes
géométriques pour rendre compte « des géométries » en jeu dans I’école primaire et dans le
concours et construire un outil d’analyse opérationnel en formation d’enseignants.

« Il faut donc créer un lieu, des mots, un espace pour I’éléve et I’enseignant afin de
différencier des preuves, reconnaitre leurs qualités et leurs manques vis-a-vis d’un
contrat de formalisme institué par les programmes. Cet espace doit mettre en
cohérence des pratiques géométriques anciennes (telles celles de I’école primaire)

3 Nous reviendrons sur la distinction entre connaissances spatiales et connaissances géométriques dans le
paragraphe 4.
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et une approche plus théorique qui ne s’appuie (presque) plus sur la figure, mais
ne s’en libére pas pour autant. »(Houdement, 2007)

Deux hypotheses fondent la construction du cadre théorique que proposent Houdement et
Kuzniak (1999) :

« HYP 1. La premiére est que des paradigmes différents et cohérents sont englobés
sous le terme unique de géométrie. L'existence de ces différents paradigmes
explique en partie la rupture que I'on rencontre dans I'enseignement, entre école
et college, puis entre collége et lycée.

HYP 2. La seconde suppose qu'étudiants (des IUFM), enseignants et éléves de
I'école primaire se situent implicitement dans des paradigmes différents et que ce
fait est une source de malentendu pédagogique. » (Houdement et Kuzniak, 1999)

Apres une présentation de la notion générale de paradigme, nous développerons I'adaptation
qui en est faite par Houdement et Kuzniak au domaine de la géométrie élémentaire.

3.1. Notion de paradigme

Houdement et Kuzniak retiennent la définition duale d’un paradigme donnée par Kuhn (1972)
qui distingue un niveau global et un niveau local.

D’un point de vue global, un paradigme est tout d’abord ce qui fonde une communauté
scientifique, lui donne sa cohérence et lui permet de créer de nouvelles connaissances. Les
scientifiques y partagent une certaine conception du monde, des enjeux de leurs recherches,
des méthodes considérées comme valides. lls y puisent les problemes types a résoudre et les
solutions standard de leur domaine. Durant la période de stabilité d’'un paradigme, « la
pratique scientifique consiste, pour l'essentiel, a résoudre des problémes qui se posent a une
communauté de chercheurs partageant tout a la fois des modéles heuristiques et ontologiques
[...] des méthodes de travail ou encore des outils [...] » (Nadeau, 1995, p.5). Puis vient un
moment de rupture, la tradition de recherche établie ne permet pas de dépasser des
difficultés qui surviennent. Les fagons de penser se transforment, le paradigme sur lequel
s’appuie la pensée scientifique et la pratique est mis en cause, de nouvelles théories
surviennent qui peuvent conduire a des découvertes, résoudre des problemes insolubles
jusque-la. Un nouveau paradigme s’installe alors apportant de nouvelles perspectives de
recherche (Nadeau, 2003). Cette nouvelle tradition de recherche est incompatible avec la
précédente et incommensurable. « L’incommensurabilité s’explique par le fait qu’il y a
désaccord entre les chercheurs sur les problemes a examiner, les solutions possibles et les
définitions de la science. Il y a certes des emprunts tant conceptuels que pratiques a I'ancienne
tradition, mais les usages sont différents.» (Willett, 1996, p.4)

« Le terme paradigme est utilisé dans deux sens différents. D’une part, il représente
tout I'ensemble de croyances, de valeurs reconnues et de techniques qui sont
communes aux membres d’un groupe donné. D’autre part, il dénote un élément
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isolé de cet ensemble : les solutions d’énigmes concretes qui, employées comme
modeles ou exemples, peuvent remplacer les régles explicites en tant que bases de
solutions pour les énigmes qui subsistent dans la science normale. » (Kuhn, 1972,
p. 207)

Nous retenons qu’un paradigme regroupe sous un aspect global: contrat social,
standardisation des pratiques scientifiques, consensus, tandis que la signification locale du
concept de paradigme désigne les exemples « prototypiques » qui servent de modéles pour
résoudre les problémes posés dans la tradition de recherche visée. Ces exemples fournissent
les repéres méthodologiques qui permettent aux novices de s’inscrire dans les pratiques
scientifiques qui font consensus.

Cette dualité de définition permet a Houdement et Kuzniak de transposer le concept de
paradigme a la formation des enseignants. Le premier point insiste sur la théorie de référence,
le second sera déterminant dans la mise en place d’un milieu didactique adapté a la
transmission du paradigme de référence (Kuzniak, 2003).

« Le mot paradigme, dans son aspect global, désigne I’ensemble des croyances,
des techniques et des valeurs que partage un groupe scientifique. Il fixe la maniere
correcte de poser et d’entreprendre la résolution d’un probleme. Dans ce sens,
Kuhn parle aussi de matrice disciplinaire qui permet de regrouper les théories et
plus généralement les connaissances d’un groupe qui travaille sur le méme sujet ;

Dans un deuxiéme sens plus local, Kuhn utilise aussi le terme de paradigme pour
caractériser les exemples significatifs qui sont donnés aux étudiants pour leur
apprendre a reconnaitre, a isoler et a distinguer les différentes entités constitutives
du paradigme global. Cela renvoie a la pratique par les individus de leur champ
disciplinaire. » (Houdement et Kuzniak, 2006, p. 178).

3.2. Paradigmes et géométrie élémentaire

Houdement et Kuzniak caractérisent trois paradigmes au sein de la géométrie élémentaire
enseignée (géométrie euclidienne de R® )(Houdement et Kuzniak, 1999). Ce faisant ils
développent des cadres conceptuels dans lesquels le raisonnement est également présent et
dépassent la vision simplificatrice d’une dualité géométrie pratique/ géométrie théorique.

Ces trois paradigmes se distinguent par la nature des objets qu’ils étudient, la source de
validation des énoncés, |’organisation des savoirs, le statut accordé au dessin.

2.3.1 La Géométrie 1 ou G1

Dans le cadre de la Géométrie 1, les objets d’étude sont des objets matériels, traces
graphiques ou virtuelles sur un écran.
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« Les objets de la Géométrie | sont des objets matériels, traces graphiques sur le
papier ou traces virtuelles sur I’écran d’ordinateur, ou encore maquettes d’objets
de I’environnement. Ce sont des épures au sens que lui donne Chevallard (1991).

Dans les pratiques usuelles, ce sont souvent des objets du micro-espace (Berthelot
et Salin, 2000) sensés représenter, dans un espace petit et propice a des contréles,
des objets réels plus grands ou plus complexes. Ils sont donc le fruit d’'une premiere
modélisation méme des plus élémentaires : le trait tracé a la régle refuse les
aspérités, le cercle tracé au compas est le produit d’une activité instrumentée
représentant le “ rond ”’ » (Houdement, 2007, p. 73)

Dans le paradigme G1, les savoirs sont organisés de maniére pragmatique pour des raisons
didactiques ou fonctionnelles. La validation se fait par rapport au monde sensible, a la réalité.
Pour autant les représentations du monde sensible sont déja une premiére modélisation :

« La figure schéma est une interprétation de la réalité, elle concentre les informations et son
étude permet d’en déduire de nouvelles » (Houdement, 2013, p. 33).

L'expérience porte sur des objets matériels. Les taches usuelles sont le dessin instrumenté ou
les actions d’artefacts sur ce dessin (pliage, découpage). Le mesurage est une technique licite
mais ce n’est pas la seule. Les problemes que I'on peut résoudre sans mesurage ont un réle
prépondérant dans le passage d’un paradigme a l'autre, ils peuvent constituer une continuité
entre G1 et G2 (Perrin-Glorian et Godin, 2018). Nous reviendrons sur I'importance de cette
variable lorsque nous présenterons notre ingénierie de recherche.

Les raisonnements sont le fruit d’'une premiére généralisation, la déduction d’une propriété
générale a partir d’expériences.
« La géométrie 1 n’est donc ni naturelle, ni spontanée, ni vide de raisonnement.
Elle dépasse le traitement du simple cas particulier et se donne les moyens, par des
expériences mentales, de résoudre des problémes généraux, d’élaborer des
propriétés, mais sur un champ restreint d’objets : elle représente donc un premier
passage du particulier au général, par une approche inductive. » (Houdement,
2013, p. 32)

2.3.2 La Géométrie 2 ou G2

Les objets de la Géométrie 2 sont des objets idéels. Dans ce paradigme, les savoirs sont
organisés selon un principe qui leur est extérieur, une axiomatique fondée sur le
raisonnement déductif. Toutefois cette géométrie garde un lien avec la perception et la réalité
car les premiers axiomes fondateurs sont compatibles avec le « percu ».

« La relation avec la réalité subsiste encore dans cette Géométrie, dans la
mesure ol elle s’est constituée pour organiser les connaissances géométriques
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issues de problémes spatiaux. L’axiomatisation proposée est certes une
formalisation mais elle n’est pas formelle car ici la syntaxe n’est pas coupée de
la sémantique qui renvoie a la réalité. »(Houdement et Kuzniak, 2006, p. 7)

Houdement (2019) précise que :

« Sur le plan historique, une hypothése plausible est que G2 a émergé en partie

du besoin d’organiser les résultats invariants sur I’espace sensible, dans des
traités regroupant les connaissances accumulées. La construction d’un traité (le
passage a I’écrit) nécessite Iutilisation d’un principe organisateur. Les Eléments
d’Euclide, traité de G2, utilisent le raisonnement hypothético-déductif comme
principe, sa finalité est de modéliser le réel environnant, vu comme espace
euclidien. » (Houdement, 2019, p. 21)

Ainsi dans ce paradigme, la production des connaissances se fait uniqguement par
I'intermédiaire du raisonnement hypothético-déductif a partir de connaissances reconnues
comme vraies (par exemple les axiomes dans les Eléments d’Euclide). Les nouvelles
connaissances pourraient toutes porter le nom de « théoréeme » pour fixer leur statut, les
usages tolerent aussi d’autres expressions comme « propriété ». Dans ce paradigme, les seuls
instruments licites de validation sont les régles de fonctionnement du raisonnement
hypothético-déductif produites sous forme d’énoncés. «Les problémes devraient étre tous
uniqguement textuels puisque les objets de ce paradigme sont les définitions et les théoréemes
textuels »(Houdement, 2007, p. 74).

Pour autant le dessin n’est pas absent de ce paradigme, il y joue un réle prépondérant par son
double statut : modele local de I’espace sensible ou représentation des objets idéels, support
du raisonnement ou aide a I’heuristique (Houdement, 2013, p. 33).

2.3.3 La Géométrie 3 ou G3

La géométrie 3 est une géométrie axiomatique formaliste qui n’a plus aucun lien avec le réel.
Les objets sont idéels, les savoirs construits a partir d’'une axiomatique compléete qui repose
sur un minimum d’axiomes. Les éventuelles représentations (figures) sont une modélisation
des objets théoriques.

G1 et G2 sont les paradigmes de la géométrie de I’école et du college. Ills sont fortement liés
dans I'activité géométrique qui consiste souvent a combiner une heuristique appuyée sur une
certaine visualisation du dessin (donc en G1) et la construction de raisonnements qui reléevent
de G2. Ce qui a conduit Houdement et Kuzniak a concevoir un nouvel objet, celui d’Espace de
Travail GEométrique, que nous étudions dans la partie suivante.

Dans celle d’apres, nous examinons les relations entre les problématiques de Berthelot et Salin
et les paradigmes géométriques G1 et G2.
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3.3. Les Espaces de Travail Géométrique

La notion d’espace de travail géométrique (ETG) modélise « I'environnement » du travail
géométrique de personnes, de programmes définissant les contenus d’enseignement, etc.
L'ETG comporte trois composantes : des objets, des artefacts qui lui permettent d’agir sur ces
objets et un référentiel théorique (un horizon). Les ETG individuels différent selon que
I'individu est expert ou novice en géométrie (Houdement, 2007).

« La notion d’espace est a prendre assez naivement au sens espace de pensée : s’y
insérent des objets, des outils, et une finalité, un horizon pour le travail
géométrique. La finalité est définie par le choix du paradigme géométrique qui
devient le référentiel théorique » (Houdement, 2007, p. 78).
Les objets géométriques sont un constituant essentiel de I'espace de travail gé¢ométrique et
les différents points de vue sur leur nature exacte dépendent a la fois du modeéle théorique
qui les définit et de I'espace support dans lequel ils se trouvent. Dans la vision abstraite de la
Géométrie 3, les objets sont théoriques, I’espace est constitué de points, de droites et de plans
dont les relations sont explicitées par le modele. Ce regard permet d’introduire les sous-
parties de I'espace comme des ensembles de points. Dans la géométrie axiomatique naturelle
(Géométrie 2), certaines sous-parties de I'espace sont en fait les objets de I'étude et I'on
parlera de figures ou de configurations. En Géométrie 1, il s’agit de dessins ou de maquettes,
dans tous les cas des objets perceptibles aux sens, schématisations de la réalité (Houdement,
2007).

La composante artefact comprend les instruments et outils a disposition du géometre. Il peut
s’agir des d’instruments géométriques usuels (régle, équerre, compas, logiciels dynamiques)
ou d’artefacts utilisés a des fins géométriques (ficelle, baton, etc.). Mais sont aussi artefacts :
« les régles théoriques qui régissent le fonctionnement du systéme hypothético-
déductif. Les seconds concourent a la preuve en Géométrie 2, ce sont en effet les
seuls instruments licites de la validation en Géométrie 2. Les premiers
concourent a la preuve en Géométrie 1 (ils aident a clore le probléme),
nourrissent I’heuristique en Géométrie 2. Ainsi les mémes artefacts peuvent
avoir des fonctions différentes sur les mémes traces graphiques.
L’instrumentalisation des instruments usuels de la géométrie differe selon le
paradigme visé » (Houdement, 2013, p 41).

La troisieme composante est constituée du référentiel théorique. Ce référentiel est lié aux
paradigmes et détermine la nature de la réponse (et sa preuve) pour un expert. Mais la partie
heuristique du probleme peut relever d’un autre paradigme : par exemple la production de
conjectures sur une figure géométrique peut se faire dans G1, méme si la réponse est
attendue en G2 (Houdement, 2007, 2013).

Ainsi I'Espace de Travail Géométrique rend compte de la recomposition des diverses
composantes de la pensée géométrique : le référentiel théorique (G1 ou G2) pilote in fine le
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type d’utilisation des autres composantes; chague composante peut évoluer suivant le
référentiel théorique.

3.4. Relations entre les problématiques et les paradigmes géométriques

Nous examinons dans cette partie les relations entre les problématiques de Berthelot et Salin
et les paradigmes géométriques. A l'instar de Perrin-Glorian et Godin (2018), nous
considérons que la problématique géométrique releve de G2. Un sujet qui se place dans une
problématique géométrique travaille sur des objets géométriques idéels pour résoudre des
problémes. Pour construire de nouvelles connaissances, il mobilise les régles de
fonctionnement qui commandent le raisonnement hypothético-déductif.

G1 englobe la problématique spatio-géométrique, un modele de I'espace sensible, qui peut
inclure des connaissances géométriques transposées dans |'espace sensible avec une
validation qui se fait dans ce méme espace. Relévent d’un horizon G1 les actions qui sont liées
a une utilisation ingénieuse d’instruments, tels des gabarits (par exemple gabarits de disques,
pour retrouver le diamétre d’un plat circulaire cassé), une corde (qu’il va falloir tendre pour
« transporter » une longueur), une régle qu’il va falloir poser de fagon adaptée pour tracer un
segment de longueur dépassant celle de la regle. Sont alors nécessaires des connaissances
techniques au sens de (Petitfour, 2017) issues de la genése instrumentale d’instruments
nouveaux. |l y est aussi possible de produire et/ou valider avec des artefacts (adaptés)
indépendamment de connaissances géométriques : par exemple en utilisant un calque, en
pratiquant des pliages, des découpages. Nous reviendrons plus précisément sur ce processus
de genese instrumentale dans le paragraphe 5.

Enfin, dans la mesure ou dans une problématique pratique les actions sont guidées par des
connaissances spatiales sans nécessaire relation avec un savoir géométrique, il nous faut
avancer sur la délimitation des connaissances spatiales.

4. Connaissances spatiales et connaissances
géométriques

Depuis les travaux de Berthelot et Salin (1992), deux champs de connaissances sont souvent
distingués dans les recherches francaises relatives a I'enseignement de la géométrie : les
connaissances géométriques et les connaissances spatiales. Caractériser plus précisément ces
deux champs de connaissances et leurs interactions, étudier le ro6le des connaissances
spatiales dans le développement des connaissances géométriques soulévent de nombreuses
questions dont rendent compte les cours et le débat* sur le théme de la géométrie de la

4 Ce débat occupe les pages 117 a 126 des Actes. Nous le référencerons par Débat 19 EE, 2019.
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19¢Me école d’été de didactique des Mathématiques (Houdement, 2019; Mathé et Mithalal,
2019; Soury-Lavergne et Maschietto, 2019).

Les connaissances géomeétriques portent sur les objets géométriques (objets idéels qui ne sont
pas directement accessibles par les sens) et sur leurs relations (Petitfour, 2015)(Mathé et
Mithalal, 2019).

Dans les travaux francais, les connaissances spatiales sont caractérisées par les probléemes
gu’elles permettent de résoudre, les situations dans lesquelles elles s’expriment
(Houdement,2019) :

« Les connaissances spatiales d'un sujet sont celles qui lui permettent de
résoudre des problémes spatiaux, qu'il ait ou non la possibilité de les formuler. »
(Brousseau, 2000 b, p.5)

Selon Soury-Lavergne et Maschietto (2019), cela inclut : « la caractérisation des formes, de
I'orientation, des positions et des mouvements ».

Il'y a consensus pour placer I'usage de représentations de I’espace environnant au cceur du
champ de ces connaissances :

« La création d’une carte au sens de cartographie et I’utilisation de cette carte
pour se repérer en montagne, en mer ou en ville, pour atteindre une position ou
pour construire un objet (on parle alors de « plan ») sont les problemes typiques
de ce champ de connaissances, pour lequel la validation est pragmatique et
empirique » (Soury-Lavergne et Maschietto, 2019, p. 101).

Cerner les connaissances spatiales mises en ceuvre lors de taches de reproduction de figures
est plus complexe et objet de débat. Pour Houdement (2019), le travail autour de la
visualisation des figures reléve du spatial :

« Il nous semble avoir montré que les entrées de la didactique frangaise
concernant le spatial (dont la visualisation) sont plutét du cété des situations,
plutét a finalité géométrique, mais avec un intérét pour « équiper » spatialement
le citoyen dans la cité, cherchant a débusquer les connaissances en
jeu. »(Houdement, 2019, p. 31).

D’apres Mathé (Débat 19¢ EE, 2019 ), le travail sur des dessins en géométrie releve de
pratiques différentes de celles employées dans la résolution de problemes pratiques. Aussi
elle suggere de distinguer les connaissances procédurales utiles dans la construction de dessin
des connaissances spatiales mobilisées lors de la résolution de problemes pratiques, ce qui
n’est pas |'avis d’autres chercheurs. Ainsi, Perrin-Glorian (Débat 19¢ EE, 2019 ) précise que des
connaissances spatiales peuvent se manifester dans un travail sur feuille de papier, par
exemple quand un sujet prend des repéres par rapport aux bords de la feuille.

Soury-Lavergne et Maschietto soulignent I'importance de ce qu’elles nomment « espace
graphique » a l'interface entre ces deux champs de connaissances spatiales et gé¢ométriques
et le role pivot que cet espace graphique peut ainsi jouer :
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« L’espace graphique permet I'expérimentation et la résolution de problémes
selon des critéres qui peuvent tout aussi bien relever du champ des
connaissances spatiales que du champ des connaissances géométriques.
L’espace graphique permet la modélisation et la résolution d’un probléme
spatial, en modélisant les objets 3D du micro, du méso ou du macro-espace par
des objets graphiques bidimensionnels du micro-espace. Dés lors que ce modéle
est produit, il peut a son tour étre considéré comme une représentation d’un
objet géométrique et en conséquence donner lieu a un traitement plus
théorique. L’espace graphique est alors un moyen de travailler la relation entre
connaissances spatiales et connaissances géométriques » (Soury-Lavergne et
Maschietto, 2019, p. 102-103).

fondations poy,.
Champ spatial '\~ R

“"'Champ géométrique
Connaissances
géométriques

Connaissances
spatiales

Espace
sensible

9

Espace
géométrique

W’

Espace
graphique

Figure I-1: Réle pivot de I'espace graphique dans la mise en
relation des connaissances spatiales (Soury-Lavergne et
Maschietto, 2019,p.103)

In fine nous retenons que la reproduction de figures joue un role essentiel dans I’articulation
entre connaissances spatiales et géométriques mais qu’il est difficile de circonscrire
précisément les connaissances spatiales en jeu.

Comme le souligne Bessot (Débat 19¢ EE, 2020), « la valeur de la variable didactique “taille de
I'espace” est un des moyens pour Brousseau de discriminer des probléemes spatiaux dans les
articulations spatial-géométrie ». Aussi un jeu sur cette variable peut étre un moyen
d’apporter quelques éléments de réponse a cette question de la caractérisation des
connaissances spatiales.

5. De l’artefact a I’instrument

Nous venons de voir que la composante artefact est un élément essentiel des Espaces de
Travail Géométrique. Nous avons différencié artefacts et instruments, en référence aux
travaux de Rabardel (1995). L’artefact acquiert son statut d’instrument au travers de I'activité
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du sujet dans un double processus d’instrumentation et d’instrumentalisation qui constituent
la genese instrumentale.

« Les processus d’instrumentation sont relatifs a I'émergence et a I’évolution des
schémes d'utilisation : leur constitution, leur fonctionnement, leur évolution, et
l'incorporation d’artefacts nouveaux a des schémes déja constitués. » (Rabardel,
1995, p. 111)

Ainsi I'instrumentation procéde d’un mouvement de I'artefact vers le sujet. L’artefact, par les
potentialités qu’il offre mais aussi par ses contraintes et limites, conditionne les actions du
sujet qui est amené a modifier, adapter ses schémes d’actions. Cette adaptation est
concomitante d’une découverte progressive par le sujet des propriétés intrinséques de
I"artefact. Ce processus d’accommodation conduit a un changement de signification de
I'instrument par association de I'artefact a de nouveaux schemes. Rabardel souligne que les
schémes d’utilisation ont a la fois une composante privée propre a chaque individu et une
dimension sociale.

Lors de l'instrumentalisation, I’action du sujet est tournée vers |'artefact et c’est ce dernier
qui évolue :

« L'instrumentalisation peut étre regardée comme un  processus
d’enrichissement des propriétés de I’artefact. C’est un processus qui prend appui
sur des caractéristiques et propriétés propres de I'artefact, et leur donne un
statut en fonction de I’action en cours et de la situation]...]. Ces propriétés
peuvent néanmoins étre conservées au-dela de I’action en cours, et prendre un
statut de fonction acquise. Elles constituent alors, pour le sujet, une propriété
permanente de la composante artefact de I'instrument. La fonction acquise est
dans ce cas conservée durablement comme propriété de I'artefact en relation
avec une classe d’actions, d’objets de I'activité et de situations. » (Béguin et
Rabardel, 2000, p. 13)

Nous verrons dans le Chapitre Il comment dans le cadre de la reproduction de figures, cette
genese instrumentale peut étre corrélée a la production de raisonnements par les éléves. Cela
nous conduira a tenir compte dans nos analyses du regard porté par les enseignants sur ces
mémes raisonnements.

Par ailleurs, pour Rabardel, I'instrument est « une entité intermédiaire, un moyen terme, voire
un univers intermédiaire entre deux autres entités que sont le sujet, acteur, utilisateur de
I'instrument et I'objet sur lequel porte I’action » (Rabardel, 1995, p. 72).

Cette position intermédiaire de I'instrument I’'amene a étre médiateur entre un sujet et I'objet
sur lequel porte l'activité de ce sujet.

Rabardel distingue deux grandes orientations de la médiation :
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« dans le sens de I'objet vers le sujet une médiation que nous qualifierons de
médiation épistémique ou [I'instrument est un moyen qui permet la
connaissance de l'objet ;

dans le sens du sujet vers I’objet une médiation pragmatique ot I'instrument est
moyen d’une action transformatrice (en un sens large incluant le contréle et la
régulation) dirigée vers I'objet » (Rabardel, 1995, p. 72).

En géométrie plane dans une activité de reproduction de figures, un méme instrument comme
une régle non graduée permet, dans une médiation épistémique, de prendre des informations
sur un objet graphique (des points sont-ils alignés ?) ou d’agir sur cet objet graphique dans un
processus de médiation pragmatique (par exemple représenter un segment). Ces médiations
épistémique ou pragmatique qui donnent lieu a des prises de décision sont potentiellement
porteuses de raisonnements. Nous verrons comment dans |’activité de reproduction de figure
des éléves, elles sont étroitement imbriquées dans des successions de raisonnements
élaborés car, comme le souligne Rabardel, « dés lors que cette médiation s’inscrit dans une
activité réelle les dimensions épistémiques et pragmatiques de la médiation sont en
interactions constantes au sein de cette activité » (Rabardel, 1995, p. 72).

Guille-Biel Winder et Petitfour (2018, p. 8) distinguent deux types de connaissances associées
a l'utilisation des instruments qu’elles nomment connaissances techniques et connaissances
pratiques en référence a Petitfour (2017).

« Les connaissances techniques sont relatives a la fonction des objets techniques
— ou artefacts qui deviennent instruments dans un processus de genése
instrumentale — et a leurs schémes d’utilisation (Rabardel, 1995). Par exemple,
une fonction de I’équerre est de vérifier si un angle est droit. Pour ce faire, on
place I’équerre sur I'angle a vérifier en ajustant un cété et le sommet de I'angle
droit de I’équerre avec un cété et le sommet de I’angle a vérifier, puis on regarde
si I'autre coté de I'angle a vérifier coincide ou non avec I'autre cété de I'angle
droit de I'équerre.

Les connaissances pratiques sont relatives d’une part a la manipulation concréte
des objets techniques matériels, en lien avec les compétences manipulatoires
construites par le sujet [...], d’autre part a I’organisation de I’action instrumentée
en contexte, en lien avec les compétences organisationnelles construites par le
sujet. »(Guille-Biel Winder et Petitfour, 2018, p. 8)

Nous reprendrons cette terminologie dans la suite de notre travail.

6. La visualisation des figures

De nombreuses recherches récentes dans le domaine de la géométrie soulignent I'importance
du regard porté sur les figures par les éleves pour produire des raisonnements en géométrie.
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Ces recherches proposent des situations dont I'objectif est de faire évoluer le regard des
éléves sur les figures et visent a priori une meilleure utilisation de la figure dans un horizon G2
en prenant appui sur les travaux de Duval.

« Nous cherchons a construire une progression qui assure une continuité des
apprentissages tout au long de I'école primaire et qui assume de créer les
conditions favorables pour exercer et développer le regard géométrique sur les
figures. » (Bulf & Celi, 2016, p. 21)

« A travers les figures matérielles qui représentent le probléme, qu’elles soient
tracées sur du papier ou sur un écran d’ordinateur, il faut voir les objets
géométriques sur lesquels doit porter le raisonnement. Comment un tel regard
géométrique sur les figures peut-il se construire ? »(Perrin-Glorian & Godin,
2014, p. 29)

Notre travail, centré sur le raisonnement, n’a pas pour objectif principal le développement
d’un « regard géométrique » sur les figures. Cependant, tenir compte de la maniere de voir
les figures des éleves et des enseignants nous apparait incontournable. Cela nous ameéne a
étudier les travaux de Duval.

(Duval, 1994) reléve qu’une figure ne « montre » pas la méme chose a I’éléve de primaire, de
college ou de lycée qu’a son enseignant: cela I'améene a différencier des modes
d’appréhension d’une figure, en jeu dans ce qu’il appelle le « regard mathématique » sur la
figure, et a questionner leur indépendance I'une par rapport a 'autre.

L'appréhension perceptive est celle qui permet la reconnaissance et I'identification immédiate
de formes. L'appréhension discursive d’une figure peut étre pilotée par le texte qui qualifie
I'objet géométrique ou décrit une propriété, directement ou aprés démonstration.
L'appréhension séquentielle est celle que I’enseignement usuel favorise, elle est liée a I’ordre
de construction d’une figure. La construction d’une figure repose souvent sur la production
de constructions intermédiaires, elle est déterminée conjointement par les propriétés de la
figure a construire et par les instruments de tracé a disposition (Duval, 1994). Enfin,
« I'appréhension opératoire est I'appréhension d’une figure donnée en ses différentes
modifications possibles en d’autres figures » (Duval, 1994, p. 126).

Duval (2005) réorganise ces quatre appréhensions en deux types de visualisation: la
visualisation iconique et la visualisation non iconique. « Par visualisation, il faut entendre un
processus actif et situé : le sujet s’engage dans un probléme et a cette fin organise (de maniére
consciente ou non) sa perception des formes. » (Mathé et al., 2020, p. 35)

« La visualisation iconique repose sur une ressemblance entre la forme reconnue dans un tracé
et la forme caractéristique de I'objet a identifier. » (Duval, 2005, p. 15). Dans ce type de
visualisation, la forme est discriminée a partir de son contour et apparait stable, indépendante
des opérations que I'on pratique sur elle. Il y a une résistance a sortir du contour fermé de la
figure qui ne peut pas étre décomposée en d’autres formes semblables ou différentes dans
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un démarche heuristique (Duval 2005). Ce mode de visualisation constitue un obstacle dans
I’entrée dans la géométrie.

La visualisation non iconique se fonde sur la décomposition des formes percues en unités
figurales de méme dimension ou de dimension inférieure. Duval (2005) considére que
I"apprentissage de la géométrie sollicite trois modes de visualisation non iconique; la
décomposition méréologique, la décomposition instrumentale et la déconstruction
dimensionnelle. lls ont en commun un enrichissement heuristique de la figure pour y faire
apparaitre des formes que le regard ne percoit pas immédiatement.

La décomposition méréologique est une décomposition en unités figurales de méme
dimension que la figure d’origine. Elle « consiste a envisager le dessin comme assemblage par
juxtaposition ou par superposition d’unités figurales de méme dimension incluant
éventuellement des changements de taille ou de position » (Mathé et al., 2020, p. 36).

La décomposition instrumentale est centrée sur la constructibilité des figures a I'aide des
instruments. Mathé et Mithalal (2019) I'assimilent a I'appréhension séquentielle.

Avec la déconstruction dimensionnelle, I'espace est considéré du point de vue de ses
dimensions. La visualisation repose alors sur une décomposition en unités figurales de
dimension inférieure a celle de la figure initiale : points (OD) ou lignes (1D) dans le cadre de la
géométrie plane. Elle est étroitement corrélée a une activité discursive sur la figure étudiée.

« La déconstruction dimensionnelle présente deux caractéristiques qui
I"'opposent non seulement a la décomposition méréologique mais également a
la déconstruction instrumentale. Elle se fait nécessairement en articulation avec
une activité discursive. On pourrait méme dire qu’elle est essentiellement
d’ordre discursif. Pour la représenter graphiquement, il faut en quelque sorte
transformer les figures géométriques en schémas. Ainsi la seule énonciation des
propriétés caractéristiques d’un parallélogramme par exemple implique que I’'on
déconstruise dimensionnellement une figure simple 2D/2D en une configuration
d’unités figurales 1D ou 0D/2D. Car les propriétés d’un objet 2D/2D sont des
relations entre des objets représentés par des unités figurales 1D/2D ou
0D/2D. » (Duval, 2005, p. 23)

« Les problemes spécifiques que pose l'apprentissage de la géométrie ne
tiennent donc pas seulement a la complexité de la visualisation non iconique et
a la déconstruction dimensionnelle des formes qui la sous-tend, ils tiennent aussi
a la maniere dont un discours géométrique peut s’articuler avec cette
visualisation. Car I'activité géométrique présuppose toujours la synergie entre
les fonctionnements propres a ces deux registres de représentation. » (Duval,
2005, p. 28)

Nous retenons l'importance de l'articulation entre activité de visualisation et activité
discursive au cours de 'activité géométrique.
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Méme si leurs objets d’études sont trés variables, les recherches récentes ont un point
commun : elles se focalisent essentiellement sur les situations dans le micro-espace ou dans
I’espace de I’écran d’ordinateur.

Cela nous ameéne a nous interroger sur le role de la variable « taille de I'espace » dans les
situations de géométrie plane qui sera une composante essentielle de I'ingénierie proposée
aux enseignants. Aprés avoir présenté des définitions, nous examinerons différents travaux
frangais concernant le méso-espace.

7. Les différents espaces

7.1. Définitions retenues

Selon la taille de I'espace avec lequel le sujet est en interaction, celui-ci développe des
rapports différents a I’espace. Brousseau (1983, 2000b), Berthelot et Salin (1992), considerent
trois types d’espaces : le micro-espace, le méso-espace et le macro-espace.

Dans cette recherche, nous nous centrons sur les deux premiers. Le micro-espace est I’espace
des interactions liées a la manipulation des petits objets. Le méso-espace celui des
déplacements domestiques.

Quand un sujet travaille dans un micro-espace, il est a I'extérieur de cet espace. Il percoit
I'objet gu’il étudie dans sa globalité. Ainsi, il peut facilement le faire bouger pour mieux
I'appréhender. Par ailleurs les actions sont peu colteuses et leurs effets immédiatement
perceptibles (Berthelot et Salin, 1992). Quand le sujet est confronté a des taches dans le méso-
espace, il fait partie de I'espace dans lequel il travaille. Il peut s’y déplacer rapidement et
change alors de point de vue sur les objets qui y sont placés. Ses déplacements le confrontent
a différentes perspectives qui peuvent modifier sa perception des relations spatiales entre
objets.

Le sujet est aussi a I'intérieur du macro-espace et s’y déplace tandis que les objets sont fixes.
Mais cette fois-ci, la vue ne permet plus que le controle d’une petite partie de I'espace
d’interaction, celle qui est autour du sujet et par conséquent varie tout au long de son
déplacement (Berthelot et Salin,1992 p. 101). Par conséquent le sujet doit reconstruire une
représentation globale du macro-espace a partir de visions partielles. Il est possible de
distinguer plusieurs types de macro-espaces suivant qu'il s'agit de la terre entiere ou d'une
zone urbaine, rurale, sylvestre, souterraine, maritime ou aérienne (Berthelot et Salin,
1992)(Brousseau, 2000).

Houdement (2019) met en regard cette approche de Brousseau avec les travaux
internationaux dont ceux du géographe Montello (1993) :
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« Il [Montello] propose la classification suivante, qui a de grandes ressemblances
avec la typologie retenue par Galvez, Berthelot et Salin, a laquelle il ajoute une
dimension temporelle et une quatriéme catégorie.

-« Figural space » : un espace figuratif est projectivement plus petit que le corps,
ses propriétés sont appréhendées sans nécessité de se déplacer. Il est en général
divisé entre « pictoral space and object space », petits espaces plats 2D et petits
espaces 3D. L’espace figuratif est 'espace des images, des photos, des petits
objets. On peut approcher haptiquement certains objets, il n’y a pas besoin de
mouvoir le corps entier. La plupart des tests psychométriques se font dans cet
espace.

- « Vista space » : un espace de vision est aussi grand, voire plus grand que le
corps humain, mais il peut étre appréhendé d’un point fixe sans déplacement
significatif. C’est I’espace d’une simple piéce, d’une place de village, une petite
vallée ; I’horizon fait partie de cette catégorie.

- « Environmental space » : un espace environnant est plus étendu que le corps
humain qu’il entoure. On ne peut pas l‘appréhender sans déplacement
conséquent ; il requiert 'intégration d’informations décalées dans le temps.
C’est I'espace d’un immeuble, d’un quartier, d’une petite ville. Bien que cet
espace ne puisse pas étre appréhendé en un temps court, Montello fait
I’hypothése que ses propriétés spatiales peuvent s’acquérir avec le temps, grdce
a une exposition prolongée a cet espace.

- « Geographical space » : un espace géographique ou gigantesque est plus
grand que le corps humain, il ne peut pas étre appréhendé directement par
déplacement du corps, méme conséquent. Il doit étre appréhendé gréce a des
représentations symboliques telles que cartes ou modéles qui réduisent I'espace
géographique a des espaces figuratifs (figural space) : les états, les pays, le
systéme solaire.(Houdement, 2019, p. 40) »

Ainsi le figural space peut étre rapproché du micro-espace, et le vista space du méso-espace.
La différence opérée par Montello (1993) entre vista space et environmental space nous
ameéne a considérer aussi la dimension temporelle comme étant essentielle. Ainsi, c’est cette
prise en compte de la temporalité qui permet au dispositif méso-spatial présenté par
Houdement (2019)° de provoquer I'acquisition de connaissances macro spatiales comme le
recollement de cartes. Nous en retenons que la taille de I’espace est une variable a prendre
en considération non pas isolément mais en interaction avec la disposition spatiale du lieu
dédié a I'activité géométrique et des objets qui peuvent (ou non) constituer des obstacles a la
vue ou aux déplacements.

5 Pour une description compléte de ce dispositif voir (Houdement, 2019, p.27).

33



7.2. Les principales recherches francaises qui présentent des situations dans le
méso-espace

« Les drapeaux » est un exemple de probléeme de recherche de grandeur inaccessible dans le
méso-espace qui a pour objectif la modélisation d'une situation spatiale
(Brousseau et Brousseau, 1987, p. 256). Dans cette situation, le probléeme est posé dans le
jardin de I’école. Au bord de deux allées convergentes, sont placés deux fanions (Figure I-2) .

Figure I-2 : représentation de la situation "Les drapeaux"(Brousseau et Brousseau, 1987, p.257).

L'enjeu pour les éléves est de déterminer la distance qui sépare les deux fanions sans se
déplacer sur la pelouse. Les prises d’information, dont le mesurage, sont autorisées partout
ailleurs. La validation se fait par comparaison de la longueur d’un fil tendu entre les deux
fanions aux prévisions effectuées.

Une solution présentée par Brousseau et Brousseau consiste a structurer I’espace a I'aide de
points de repéres, construire un plan a I'échelle de cette structure, mesurer la distance
cherchée sur ce plan et enfin calculer la distance réelle correspondante.

Nous pouvons déja noter I'intervention de I'enseignant et les difficultés des éleves a entrer
dans la problématique de modélisation :

« Aprés quelques tentatives infructueuses - malgré la suggestion de I’enseignant
de faire un plan - les éléves réclament la solution et beaucoup ont du mal a
comprendre avant la fin comment la solution surgira de cette opération »
(Brousseau et Brousseau, 1987, p. 258)

Pour rechercher des différences éventuelles de procédures liées a la taille de I'espace dans
lequel le sujet évolue, Berthelot et Salin (1992) procédent a la comparaison
d’expérimentations mettant en ceuvre une notion géométrique dans le micro-espace et le
méso-espace. Plus précisément, ils concoivent et étudient dans un premier temps un
ensemble de situations, les problemes « rectangle » et « bancs », testées aupres de groupes
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de 2 éleves. Dans la situation « rectangle », la tache dévolue aux éléves est la construction
effective d’un rectangle de dimensions données. Le probléme est construit pour que la taille
constitue une variable, toutes autres variables étant équivalente par ailleurs. Les dimensions
des rectangles a reproduire sont celles d’une feuille de papier, d’'une table et un rectangle de
9 m de longueur pour 7 m de largeur (Berthelot et Salin, 1992, p. 180).

Les variables fixées, communes aux 3 probléemes sont les suivantes :

- La référence au rectangle est faite dans la consigne, soit par une indication textuelle
soit via un plan sur une feuille de papier.

- La position du rectangle a construire est fixée par la matérialisation de deux sommets
consécutifs par un repere sur la feuille, des gommettes au sol ou des piquets pour le
rectangle a I'extérieur dans la cour. Cette position est fixée « de biais » par rapport au
milieu extérieur (deux sommets ne sont pas sur une ligne paralléle a une ligne de
I’espace sensible, bord de la feuille de papier, mur, allée, etc.).

- Les outils sont fournis a la demande des éleves. Mais la liste du matériel disponible
(matériel de tableau, corde, décameétre, matériel de géométrie de I’éleve, feuilles de
papier) n’est pas donnée.

La situation « bancs » demande d’anticiper la position des quatre pieds d’un banc apres
déplacement de celui-ci en considérant que ces pieds déterminent les sommets d’'un
rectangle. Les bancs considérés sont un banc scolaire (environ 200 cm x 40 cm) et une
construction artisanale d’une planche traversée de clous aux 4 angles (environ 40 cm x 5 cm).
Dans les deux cas, le banc est présenté aux éléeves dans une position initiale.
L'expérimentateur détermine dans un autre lieu la position approximative de deux pieds en
tracant au sol une ellipse trés aplatie, de sorte que le grand axe de cette ellipse fasse un angle
d’environ 45° avec les directions privilégiées de I’environnement. Les éléves doivent
représenter I’emplacement des quatre pieds apres déplacement du banc. La vérification se
fait en posant le banc sur les traces. Si les pieds du banc sont superposables aux traces, la
tache est réussie (Berthelot et Salin, 1992, p. 108).

L’objectif d’enseignement de ces situations est de substituer a la reconnaissance visuelle d’'un
rectangle la mobilisation de ses propriétés géométriques. Dans leur conclusion, quand ils
analysent l'influence des variables choisies, Berthelot et Salin formulent trois remarques
essentielles concernant le méso-espace (Berthelot & Salin, 1992, pp. 193-194). Leur premier
constat est que dans une tache de construction ou de reproduction, le passage du micro au
méso-espace augmente chez les éléves le recours aux connaissances de géométrie. Ils
expliquent ce fait par I'inadaptation des outils conventionnels, habituellement utilisés dans le
micro-espace (régle, équerre, compas). Leur usage rend plus complexes les taches d’actions
dans cet espace et mobilise des connaissances complémentaires. Berthelot et Salin (1992)
notent également que la validation d’une situation de construction dans le méso-espace
conduit a la prise en compte de questions de géométrie. Enfin ils soulignent que la
communication des procédures dans le méso-espace met davantage en avant la nécessité
d’employer un langage adapté.
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Pour Gobert (2001), dans la distinction entre micro et méso-espace, interviennent
simultanément la taille de I'espace considéré et le type d’interactions que peut entretenir le
sujet avec son espace de travail. Elle retient la variable taille de I’espace en tant que variable
du milieu matériel avec lequel I'éléve est en interaction. Ce sont les contraintes de controle
portant a la fois sur le milieu et sur les actions que I'on peut y exercer, c’est-a-dire le type
d’interaction possible avec les éléments du milieu objectif qui déterminent le choix d’'une
procédure. A travers une expérimentation en classe de cours moyen deuxiéme année, elle
étudie une modalité d’une situation fondamentale de la géométrie comme modele de
I’espace : la situation « Terrain et tige ». Dans cette situation, « une tige rectiligne est située a
I'intérieur d’un terrain polygonal, ses extrémités sont situées sur deux cotés consécutifs du
terrain. Le terrain est cléturé de sorte qu’on ne peut pas accéder a l'intérieur, ni le survoler. Il
s’agit de déterminer une mesure de la longueur de la tige » (Gobert, 2001, p. 196).

Parallélement aux travaux de Gobert, Berthelot poursuit ses recherches portant sur la mise en
ceuvre de situations de modélisation en fin de primaire (Berthelot, 2000). Il conclut qu’un
travail dans le micro-espace seul ne permet pas aux éléves de distinguer I'espace modélisé
des espaces de représentation et il avance les apports potentiels d’un milieu méso-spatial. En
particulier, selon lui, les déplacements et les recollements d’informations qu’impose un tel
milieu (méso-espace) amenent a mobiliser davantage de notions géométriques et a les
articuler. Ses conclusions sont reprises et étayées par Bloch et Salin (Bloch et Salin, 2004). Par
une analyse des possibilités de controle des objets géométriques dans le micro-espace et le
méso-espace, elles mettent en évidence des divergences de fonctionnalité de ces deux
espaces dans de nombreux domaines qui vont des taches de tracé a la prise en compte des
problémes de mesurage.

Nous tenons a citer les travaux de Rolet (2003) : nous n’avons trouvé qu’un seul article de
recherche, mais l'ingénierie qu’elle a construite est présentée sur le site MAGESI. En effet
Rolet fait aussi I'hypothese qu’un changement de taille de I'espace de travail associé a un
changement d’instruments peut favoriser le passage de |'es