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Conséquences de l’asymétrie et de la compliance des bronches sur les propriétés
hydrodynamiques du poumon, applications à la kinésithérapie respiratoire

Résumé : Le poumon est un organe dont le rôle est de transporter l’oxygène de l’air ambiant
vers le sang et d’en extraire le dioxyde de carbone. Il est constitué d’une structure arborescente
de bronches, l’arbre bronchique, connecté à une surface d’échange, les acini.

Les bifurcations bronchiques sont asymétriques : les bronches se divisent en deux bronches
filles de taille différente. La topologie de l’arbre est asymétrique : le nombre de bifurcations
nécessaires pour connecter la trachée aux acini est variable. Les bronches ont une paroi déformable
(compliance) et leur géométrie dépend de la pression transmurale, i.e. la différence de pression
entre les tissus les entourant et l’air y circulant. Ces caractéristiques affectent leurs propriétés
hydrodynamiques.

En tant qu’interface avec l’air extérieur, il est constamment sous l’afflux de particules ex-
ternes. Le mucus bronchique joue un rôle protecteur en piégeant ces particules. En temps normal,
le mucus est naturellement drainé hors du poumon. Si le mucus stagne dans les bronches, les
risques de développement d’infections deviennent élevés. Dans ce cas, de la kinésithérapie respira-
toire est souvent prescrite. Les kinésithérapeutes utilisent, entre autres, les forces de cisaillement
de l’air pour aider à l’extraction du mucus. Toutefois, les conditions expiratoires qui permettent
de mettre le mucus en mouvement ne sont pas clairement établies.

Cette thèse est constituée de trois étapes qui nous permettent d’analyser l’influence de
l’asymétrie et de la compliance des bronches sur la distribution des contraintes de cisaillement
induites par l’air dans les bronches. Nos trois études utilisent une modélisation 0D de chaque
bronche. L’hydrodynamique de l’air à l’intérieur de chaque bronche est simplifiée, soit par un
écoulement de Poiseuille, soit par un écoulement de ! Poiseuille modifié " incluant certains effets
inertiels.

La première étape consiste à comprendre d’abord la distribution du cisaillement dans un
arbre symétrique avec des bronches compliantes. Nous montrons que cette distribution présente
un maximum dont la position et l’amplitude sont déterminées en fonction du débit à la trachée et
de la pression dans les tissus pulmonaires. Cette étude montre aussi qu’une obstruction partielle
! cache " d’autres obstructions plus profondes dans le poumon. La comparaison des résultats
avec un cisaillement seuil représentatif du mucus a permis de développer des techniques idéalisées
de kinésithérapie visant à l’extraction de mucus.

La seconde étape vise à comprendre le lien entre l’asymétrie des bifurcations et l’hydrody-
namique dans un arbre fractal et rigide. Nous proposons dans cette partie l’hypothèse que la
sélection de l’asymétrie pulmonaire est associée à l’optimisation d’un coût lié à la résistance
hydrodynamique de l’arbre, sous une contrainte de volume de l’arbre. Notre analyse permet de
proposer un scénario pour expliquer les différences d’asymétrie observée chez les mammifères.

Enfin, la troisième étape vise à étudier la distribution des contraintes de cisaillement dans un
arbre à bifurcations asymétriques et à bronches déformables. Nous montrons que les distributions
du cisaillement dues à un écoulement de Poiseuille dans un arbre à bifurcations asymétrique et
symétrique sont comparables. Toutefois, celle du cas asymétrique présente un étalement dans
l’arbre distal, et des bronches avec des propriétés similaires peuvent avoir des cisaillements très
différents.

Ces travaux, basés sur l’alliance des mathématiques, de la physique, de la biologie et de la
médecine ont permis d’améliorer notre compréhension à la fois de l’asymétrie des bifurcations
bronchiques, de la compliance bronchique et de leurs effets sur l’hydrodynamique de l’air en son
sein. En particulier, cela nous a permis de mieux comprendre le rôle du cisaillement de l’air sur
l’écoulement du mucus dans les techniques de kinésithérapie.

Mots clefs : ventilation pulmonaire, modélisation mathématique, modélisation computa-
tionnelle, kinésithérapie respiratoire, asymétrie pulmonaire, compliance bronchique
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Consequences of asymmetry and bronchi compliance on the hydrodynamic pro-
perties of the lung, applications to chest physiotherapy.

Abstract : The lung is an organ whose the role is to transport oxygen from the ambient air
to the blood and to extract carbon dioxide from the blood. It is a tree-like structure of bronchi,
the bronchial tree, connected to an exchange surface, the acini.

The bronchial bifurcations are asymmetric : the bronchi divides into two daughter bronchi
of different sizes. The topology of the tree is asymmetric : the number of bifurcations that
connect the trachea to the acini is not constant. The bronchi wall is deformable (compliance)
and their geometries are affected by the transmural pressure, i.e., the pressure difference between
the surrounding tissue and the air flowing inside the bronchi. These characteristics affect the
hydrodynamic properties of the tree.

As an interface with the external air, it is constantly in contact with external particles.
The bronchial mucus plays a protective role by capturing these particles. Normally, the mucus
is naturally drained out of the lung. The mucus should not stagnate in the bronchi because
stagnation increases the probability of developing an infection. When stagnation occurs, chest
physiotherapy is often prescribed. The physiotherapists usually perform technics using the air
shear stress to stimulate the mucus extraction. However, the expiratory conditions that allow to
mobilize the mucus are not clearly defined.

This thesis is based on three steps that allow to analyze the influence of the bifurcations
asymmetry and of the compliance on the distribution of the shear stress induced by the airflow
in the bronchi. Our three studies use a 0D model for each bronchus. The air hydrodynamic into
each bronchus is simplified, either with a Poiseuille flow or with a “modified Poiseuille” flow
that includes some inertial effects.

The first step consists in understanding the air shear stress repartition in a symmetric tree
with compliant bronchi. We show that this repartition exhibits a maximum whose location and
amplitude depend on the flowrate in the trachea and on the pressure in the pulmonary tissue.
This study shows also that one partial obstruction might “hide” others localized deeper in the
lung. The comparison of our results with a typical yield shear stress of the mucus allows to
develop, in the limits of our model, idealized chest physiotherapy technics for mucus draining.

The second step aims at understanding the link between the bifurcation’s asymmetry and
the hydrodynamics in a fractal and rigid tree. We propose in this part the hypothesis that
the pulmonary asymmetry selection is linked to the optimization of a cost linked to the tree’s
hydrodynamic resistance, under a constraint on the tree’s volume. Our analysis allows to propose
a scenario that explains the difference in asymmetry observed between mammals.

Finally, the third step aims at studying the shear stress repartition in a tree with asymmetric
bifurcations and compliant bronchi. We show that the distribution of the air shear stress induced
by a Poiseuille flow in trees with symmetric bifurcations and with asymmetric bifurcations have
similar behaviors. However, the asymmetric case presents a spread of the shear stresses in the
distal part of the tree, and bronchi with similar properties can have very different shear stresses.

This research, based on the alliance of mathematics, physics, biology and medicine, allowed
to improve our understanding of both the bifurcation asymmetry, the bronchi compliance and
their effect on the airflow hydrodynamic. Particularly, this allowed to further understand the
influence of the air shear stress on the mucus flow during chest physiotherapy.

Keywords : Pulmonary ventilation, mathematic modelisation, computing modelisation,
chest physiotherapy, pulmonary asymmetry, bronchi compliance
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2.3.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3.2 Résolution numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 Distribution du cisaillement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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3.F Résistance d’un arbre taillé à volume contraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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1. INTRODUCTION

1.1 Avant propos

Bien que cette thèse soit une thèse de mathématiques appliquées, elle se situe à leur interface
avec la physique mais aussi la biologie et la médecine. De plus, les objectifs de notre recherche
sont d’apporter de nouvelles connaissances scientifiques au corps médical. Ainsi, nous avons choisi
de faciliter au mieux la lecture de cette thèse pour les lecteurs sans formation mathématique.
Le corps de texte principal ne détaillera aucun calcul. Les modèles et les méthodes numériques
utilisés et développés pour cette recherche, et les analyses mathématiques des résultats y sont
résumées au strict nécessaire pour la compréhension des résultats de notre recherche. Tous les
détails mathématiques de ces sujets sont placés en annexe. Ces annexes restent une part très im-
portante de mes travaux et nous vous invitons à les consulter selon votre aisance mathématique.

1.2 Contexte

1.2.1 Arbre bronchique

L’arbre pulmonaire désigne le réseau de bronche qui relie le larynx aux alvéoles. Il peut
être séparé en deux catégories : une partie ventilatoire, que l’on appelera l’arbre bronchique,
voir figure 1.1.A, et des zones respiratoires, les acini, voir figure 1.1.B, où il y a les échanges
gazeux entre l’air et le sang. L’appellation arbre vient de la structure arborescente du réseau avec
l’arbre bronchique comme l’ensemble des branches de l’arbre, avec la trachée en guise de tronc,
et les acini comme les feuilles de l’arbre. Les bronches de l’arbre bronchique sont essentiellement
reliées entre-elles par des bifurcations, voir figure 1.1.C et D. Ainsi, l’arbre bronchique peut être
représenté par un arbre dichotomique. Les bronches de l’arbre peuvent être indexées selon leur
génération qui correspond au nombre de bifurcations les reliant à la trachée. Au sein d’une même
génération, les bronches peuvent être indexées selon un autre critère tel que présenté figure 1.1.E.
L’arbre bronchique a une topologie asymétrique, c’est à dire que les acini n’appartiennent pas à
la même génération.

Le long l’arbre bronchique, le rayon et la longueur de la majorité des bronches se réduisent
de génération en génération. Il existe des exceptions dans les premières générations qui sont
nécessaires au poumon pour s’adapter au volume thoracique disponible. Toutefois, à partir d’un
certain stade, la réduction du rayon et de la longueur tend à se stabiliser. Les bifurcations
tendent à être des homothéties. La réduction de taille est plus ou moins asymétrique, avec, à
chaque bifurcation, des bronches filles de tailles différentes. Une manière de caractériser cette
asymétrie de branchement est de faire le rapport entre les tailles des bronches filles. Des travaux
ont étudié ce ratio et son évolution en fonction des générations pour plusieurs espèces (37,40,44).

Comme on vient de le voir, l’arbre bronchique est complexe tant par sa structure arborescente
que par la géométrie des bronches (12,26). De nombreuses études ont été faites sur les écoulements
d’air passant à travers. Ces études utilisent principalement deux types de modélisation. La
première, la modélisation 3D, utilise les ressources numériques pour approcher la situation hy-
drodynamique dans une maquette numérique en trois dimensions, souvent réalisée à partir de
CT-scan (20). Ce type de modélisation permet d’avoir plus de détails sur la forme de l’écoulement
et d’inclure facilement l’appareil respiratoire supérieur. Il est utilisé, par exemple, dans l’étude
de la propagation d’aérosols dans les voies respiratoire (13,32,33). Ce type de modèle est très
couteux numériquement et ne peut être utilisé que pour les premières générations de l’arbre
bronchique. La seconde, la modélisation 0D, résume la situation hydrodynamique d’une bronche
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Fig. 1.1: A : Moulage effectué par Weibel (45) de l’arbre bronchique (jaune) et des veines (rouge) et
artères (bleu) pulmonaires du poumon gauche. B : Moulage d’un acinus (18). Dans l’arbre
pulmonaire, c’est dans les acini qui il y les alvéoles, lieu déchange gazeux entre l’air et le
sang. Les bronches terminales de l’arbre bronchique donnent sur les entrées des acini. Les
bronchioles respiratoires, bronchioles recouvertes de quelques alvéoles, mènent aux conduits
alvéolaires, complètement recouverts d’alvéoles. C : Photo d’une bifurcation bronchique. D :
Photo d’une trifurcation bronchique. Les trifurcations peuvent être représentées dans l’arbre
dichotomique comme une succession de deux bifurcations reliées par une branche de longueur
nulle. E : Les trois premières générations d’un arbre idéalisé. A côté de chaque branche est
indiqué le couple d’indice pn, iq correspondant. n est la génération de la branche et i le numéro
de la branche au sein de la même génération. Pour un arbre à topologie symétrique, toutes les
branches terminales ont la même génération. Par exemple, l’arbre dessiné par les traits pleins
a une topologie symétrique. Pour un arbre à topologie asymétrique, la génération des branches
terminales n’est pas homogène. Par exemple, le même arbre dont on a oté les branches p2, 0q
et p2, 1q a une topologie asymétrique.
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Compliance des bronches

Fig. 1.2: A et B : Schémas représentant les comportements d’une bronche compliante (14). A : section
transversale de bronche lorsque la pression transmurale est forte, typiquement durant l’inspira-
tion. B : Section transversale de bronche lorsque la pression transmurale est faible, typiquement
en fin d’expiration. C : Courbes volume-pression statique du poumon (PL), de la cage thora-
cique (PW) et du système respiratoire complet (PRS)

(2). D : Courbes section-pression trans-
murale statique des bronches données par le modèle de Lambert et al. (24). Les générations sont
annotées à gauche des courbes. Plus la génération augmente, plus la compliance est importante.
Pour toutes les courbes, le maximum de compliance est situé à la pression transmurale nulle.

à un ensemble de données ponctuelles. Bien que ces modèles simplifiés ne nous permettent
pas de détailler ce qu’il se passe exactement dans chaque bronche, leur légèreté nous permet
de considérer l’ensemble de l’arbre bronchique et, dans certains cas, de l’étudier analytique-
ment (24,28–30,34,35).

1.2.2 Compliance bronchique et pulmonaire

Les parois des bronches et des alvéoles sont flexibles (46). Ainsi, si une force pousse les parois
vers l’intérieur des bronches, elles se replient sur elle-même, tel que montré dans la figure 1.2.B,
et réduisent la section disponible pour l’écoulement d’air, de même pour les alvéoles qui se
dégonflent. Au contraire, lorsque qu’une force pousse les parois vers l’extérieur, elles se tendent
et la bronche ou l’alvéole est dilatée, tel que présenté figure 1.2.A. De nombreux élément peuvent
provoquer ces forces ou modifier la flexibilité des parois . La pression transmurale, i.e. la différence
de pression entre l’intérieur et l’extérieur de la bronche, est une des forces pouvant provoquer ce
phénomène. Cette pression transmurale varie en fonction du débit ventilatoire et de la génération
de la bronche. La pression interne crôıt avec les générations pendant l’expiration et décrôıt
pendant l’inspiration. C’est la variation de cette pression transmurale au niveau des acini qui
est le moteur de leur ouverture et leur fermeture, et donc de la ventilation. Des mécanismes
altèrent de manière passive la compliance des parois, tels que la présence de cartilage dans les
premières bronches ou encore celle du surfactant dans les alvéoles. D’autres agissent activement
sur la compliance, tels que les muscles lisses bronchiques.

Le volume d’air dans le poumon étant principalement dû au volume des alvéoles, leur com-
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pliance est mesurée globalement, sur l’ensemble du poumon. Le comportement du volume d’air
du poumon en fonction de la différence de pression entre celle à l’intérieur des alvéoles et celle
du tissu pulmonaire est mesuré par la compliance pulmonaire. Dans (2), les auteurs ont mesuré la
relation entre le volume pulmonaire et la pression pleurale dans le cas statique, voir figure 1.2.C.
Lorsque les voies aériennes sont libres, sans occlusion, l’hydrostatique induit que la pression de
l’air dans les alvéoles est égale à celle de l’air extérieur. Bien que notre recherche porte sur
l’expiration, et que nous sommes dans le cas dynamique, leurs résultats nous donnent un aperçu
de la compliance pulmonaire. De plus, nous pourrons comparer nos résultats avec le cas de la
FRC (Functional Residual Capacity), i.e. cas statique sans effort musculaire, dont la pression
transmurale est constante et égale à 5 cm H2O

(30).

Le volume des bronches est faible comparé au volume des alvéoles, environ 10% du volume
pulmonaire (45). Ainsi, la compliance bronchique intervient peu dans la compliance pulmonaire
statique. Toutefois, la variation de la section des bronches influence fortement l’écoulement d’air
passant à travers (30). Plus elle est petite, plus la force nécessaire pour générer un écoulement d’un
certain débit doit être élevée. Ce phénomène nous semble essentiel et doit être pris en compte
dans nos modèles. Pour cela, nous utiliserons le modèle développé par (24). Ce modèle propose
une loi reliant la section interne des bronches à la pression transmurale, voir figure 1.2.D. Cette
loi est identique quelle que soit la bronche concernée, et dépend de plusieurs paramètres dont
les auteurs fournissent des estimations. Ces paramètres sont décrits pour les modèles d’arbre
de type Weibel, symétrique et de 17 générations. Ils dépendent de la génération de la branche
concernée. Leurs valeurs ont été déterminées à partir de mesure pour les premières générations et
par extrapolation pour les autres. Nous utiliserons directement ce modèle dans le cas symétrique
et nous adapterons les paramètres du modèle au cas asymétrique par interpolation.

1.2.3 Mucus et kinésithérapie

Le poumon est un organe interface entre l’air et le sang, en contact constant avec l’environ-
nement ambiant. Pour lutter contre l’importation continue de particules extérieures, il possède
des systèmes de défense. L’un d’eux est la production et l’extraction de mucus. Le mucus est
un fluide viscoélastique, comme un gel. Ces fluides ont des comportements différents selon la
force de cisaillement à laquelle ils sont soumis (23). Dans le cas du mucus (22), lorsque le cisaille-
ment est faible, il se comporte comme un solide élastique, il se déforme jusqu’à une position
d’équilibre. Cette propriété lui permet de rester ”collé” à la paroi bronchique sans couler le long
des bronches. Le battement mucociliaire, i.e. le mouvement des cils de l’épithélium respiratoire,
permet le déplacement de cette couche de mucus vers la bifurcation œsopharyngée, où il est
extrait du système respiratoire (8). Lorsque le cisaillement devient suffisamment grand, il se com-
porte comme un liquide visqueux et coule. Ce comportement lui permet de piéger les particules
extérieures et d’être décroché de la paroi bronchique lors de forts débits expiratoires, comme
la toux (3,19,22,23,29,30). La superposition de ces deux comportements est due à la présence de
mucine, de longues chaines protéiniques qui ont tendance à s’emmêler entre elles. Le taux de
concentration de mucine et sa qualité ont une forte influence sur les propriétés viscoélastiques
du mucus (23).

Chez une personne saine, le mucus ne forme qu’une fine couche de quelques micromètres sur la
paroi (21). Toutefois, lorsque les propriétés du mucus sont trop altérées, ou lorsque les mécanismes
d’extraction du mucus ne fonctionnent plus correctement, le mucus stagne et peut devenir nocif
pour le poumon. Premièrement, un excès de mucus localisé réduit l’espace disponible pour
l’écoulement d’air. La ventilation peut devenir plus difficile ou moins efficace. Deuxièmement,
lorsque le mucus stagne, les bactéries présentes dans les particules piégées peuvent proliférer et
causer des infections. Lorsque ces cas apparaissent, de la kinésithérapie respiratoire est souvent
préconisée (38). Il existe de nombreuses techniques utilisées dans ces cas, et certaines d’entre-
elles provoquent la fluidification et / ou le décrochage du mucus grâce à l’augmentation du
cisaillement à l’interface air-mucus. Ces techniques bénéficient de nombreuses études cliniques
qui évaluent leurs efficacités. Toutefois, à ce jour, la compréhension scientifique des phénomènes
physiques et physiologiques impliqués dans ces thérapies reste empirique.
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1.3 Objectif

Nous voulons, dans cette thèse, approfondir la compréhension de la biophysique de la kinésithérapie
respiratoire et apporter des arguments scientifiques aux techniques utilisées ou à l’élaboration de
nouvelles techniques. Toutefois, le développement d’un modèle complet du poumon dépasse de
loin le cadre de cette thèse. De nombreux éléments sont imbriqués dans ce problème complexe,
tels que la mécanique du poumon, celle des côtes et des muscles respiratoires, le comportement
du flux d’air et du sang pendant la respiration, les altérations apportées par les maladies etc...
Comprendre le poumon dans son ensemble s’inscrit dans une plus large dynamique de recherche
telles que celles menées par VADER center 1 et par VirtualChest 2.

Néanmoins, cette thèse participe à ces travaux en répondant, en partie, à ces questions, en se
concentrant sur la distribution de flux d’air dans un arbre dichotomique asymétrique de bronches
cylindriques compliantes et des forces de cisaillements qui en découlent. Pour mener à bien cette
recherche, nous l’avons segmentée en trois étapes. Tout d’abord, je me suis intéressé à l’influence
de la compliance bronchique sur la distribution du cisaillement dans l’arbre symétrique, chapitre
2. Les modèles d’arbre symétrique, notamment basé sur celui de Lambert et al. (24), ont sou-
vent été étudiés (15,30). Ensuite, nous avons travaillé sur un modèle d’arbre fractal asymétrique,
où la notion de génération est plus compliquée que dans le cas symétrique. Les propriétés des
arbres décrits par ce modèle, tels que le volume ou encore la résistance hydrodynamique mi-
nimale, ont été étudiées dans le cadre théorique de la sélection naturelle, avec les aspects de
robustesse face à la variabilité biologique entre individus, chapitre 3. Enfin, grâce au modèle
d’arbre asymétrique précédemment construit, nous avons étudié l’influence de l’asymétrie sur
la distribution du cisaillement dans l’arbre aux branches compliantes. Nous avons trouvé un
autre critère, le coefficient de génération, plus significatif que la génération pour étudier ces
distributions, chapitre 4.

1. center of VirtAl moDEling of Respiration
2. https://anr.fr/Projet-ANR-16-CE19-0014

https://anr.fr/Projet-ANR-16-CE19-0014


14 1. Introduction



2. DISTRIBUTION DES FLUX D’AIR DANS UN ARBRE SYMÉTRIQUE AUX
BRONCHES COMPLIANTES

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous nous intéressons au comportement d’un arbre symétrique dont les
bronches sont compliantes et à comment les bronches réagissent au débit d’air à la trachée et à
la pression des tissus pulmonaires externes aux bronches. Nous montrons aussi où le mucus est
susceptible d’être mobilisé par le flux d’air, dans les cas avec et sans obstruction partielle des
bronches.

Le mucus est un système de défense du poumon. Sa structure viscoélastique permet de piéger
les particules extérieures. Chez les sujets sains, il est évacué par le battement mucociliaire et
par la force des flux d’air pendant la ventilation, comme lors de la toux. Ce dernier implique la
mobilisation du mucus grâce à la force de frottement visqueuse de l’écoulement d’air contre la
paroi bronchique. Cette force, appelée cisaillement, doit dépasser un seuil pour fluidifier et / ou
décrocher le mucus de la paroi bronchique. Lorsqu’une personne éprouve des difficultés à évacuer
son mucus, de la kinésithérapie respiratoire peut être prescrite afin d’éviter des occlusions totales
de bronches et les infections dues à la stagnation du mucus.

Il existe de nombreuses techniques de kinésithérapie respiratoire. Bien qu’elles bénéficient
d’arguments cliniques, aucun argument scientifique probant n’est disponible à ce jour.

Un des buts de cette étude est de visualiser où le mucus pourrait être mobilisé. Cette connais-
sance peut aider les kinésithérapeutes à mieux appréhender l’efficacité des techniques existantes
via des arguments scientifiques et leur permettre d’optimiser leurs techniques ou d’en développer
des nouvelles.

Nous verrons dans cette étude que la distribution du cisaillement est fortement liée à l’évolution
du ratio de réduction, i.e le rapport de diamètre entre les bronches de deux générations consécutives,
le long de l’arbre. Il existe notamment deux critères sur ce ratio qui détermine le comportement
de la dsitribution du cisaillement dans l’arbre bronchique.

2.2 Hypothèses

Dans cette étude, nous considérons l’arbre bronchique comme un arbre aux bifurcations
symétriques. De manière générale, nous indéxons les branches selon leurs générations, le nombre
de bifurcations les reliant à la première branche de l’arbre. Le modèle d’arbre considéré possède
17 générations de branches. La symétrie des bifurcations induit que toutes les branches de l’arbre
appartenant à la même génération, ont leurs propriétés identiques.

Nous considérons que les branches de l’arbre sont compliantes. Leurs parois sont souples
et leurs sections internes A varient en fonction de la pression transmurale P , i.e. la différence
de pression entre l’intérieur et l’extérieur de la branche. Comme relation entre la section et la
pression transmurale, nous utilisons le modèle de Lambert et al. (24). Nous utilisons aussi les
longueurs données par Lambert et al. (24) comme longueur pour nos branches.

Nous considérons la possibilité d’une obstruction partielle due à la stagnation du mucus
localisé dans toutes les branches d’une génération. Au niveau de l’obstruction, la section de la
branche est égale à la section calculé avec le modèle de Lambert et al. (24) retranchée d’une
valeur constante et connue.

Nous considérons que le volume interne des branches reste cylindrique quelle que soit la
pression transmurale. Ainsi, nous réduisons les propriétés géométriques des branches à leurs
longueurs L et leurs sections A.
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Nous résumons l’hydrodynamique de chaque branche à un modèle 0D. Ce type de modèle
relie le gain de pression q, i.e. la différence de pression entre la section d’entrée et celle de la sortie,
au débit d’air circulant dans celle-ci Φ et à sa résistance hydrodynamique R. La résistance des
branches dépend du type d’écoulement considéré, Poiseuille ou tel qu’utilisé par Florens et al. (15)

ou Tawhai and Hunter (43). De plus, nous considérons connu le débit expiratoire à la branche
d’origine, modélisant la trachée.

Nous considérons que les écoulements sont stationnaires, coaxials à la branche et axisymétriques.
Cette hypothèse permet de relier le gain de pression, la longueur et la section aux forces moyennes
de cisaillement aux parois pour chaque branche.

Nous négligeons l’influence des bifurcations sur l’hydrodynamique. Ainsi, les différences de
pression entre les entrées et sorties des bifurcations sont nulles.

Enfin, nous considérons que la pression entourant les branches Ptissus est connue et homogène,
et que la pression de l’air au fond des acini est homogène. La pression de référence du sytème
est celle de l’air au début de la trachée, après le larynx.

2.3 Méthode

Cette section est un résumé des annexes 2.A et 2.B. Nous vous invitons à les consulter pour
les détails du modèle et de méthode numérique développée.

2.3.1 Modèle

Le modèle dépend de quatre paramètres : le débit à la trachée Φ0, la pression entourant
les branches Ptissus et, dans le cas avec obstruction partielle, la génération m des branches
obstruées par du mucus et la section AMucus occupé par l’obstruction. Le système d’équation
relie sept quantités par génération n : la longueur invariante Ln des branches, le débit Φn,
qui ne dépend que du débit à la trachée et de la génération, la section An de la branche, le
préfacteur de la résistance Zn, le gain de pression qn, la pression transmurale moyenne Pn et
les forces de cisaillement σn. Le préfacteur de la résistance Zn corrige la résistance de Poiseuille
en modélisant divers effets dus aux propriétés de l’écoulement. Il est égale à 1 lorsque c’est
un écoulement de Poiseuille et est supérieur à 1 pour tout autre écoulement. Au sein d’une
même génération, certaines quantités sont interdépendantes entre elles. Entre générations, les
quantités sont reliées par une dépendance unidirectionnelle de la génération ascendante n vers
la génération suivante n�1. Un résumé des dépendances entre ces quantités est schématisé dans
le diagramme 2.1.

Pour chaque branche de génération n, lorsqu’elle est traversée par un écoulement d’air de
débit Φn, il provoque un gain de pression qn. Ce gain de pression augmente la pression trans-
murale moyenne Pn, ce qui induit la dilatation de la branche, car elle est compliante. Sa section
interne augmente, de même que la section disponible pour l’écoulement An. Toutefois, si la
section est plus large, le gain de pression est diminué. Nous cherchons l’état d’équilibre de ce
système pour chaque génération de l’arbre.

La non-linéarité de certaines équations du modèle nécessite le développement et l’usage
d’outils numériques adaptés.

2.3.2 Résolution numérique

Pour trouver numériquement la solution du système d’équations lié au modèle, nous résolvons
génération par génération en partant de la génération 0. À chaque étape, la solution est déterminée
par une recherche de point fixe avec un algorithme de Newton. Pour les générations n ¡ 0, l’al-
gorithme prend en paramètre supplémentaire la solution de la génération précédente.

Certaines adaptations de l’algorithme ont dû être faites dans le cas du modèle d’écoulement
proposé par Tawhai and Hunter (43) et dans le cas avec obstruction partielle de mucus. Dans le
premier cas, l’écoulement peut être celui de Poiseuille, lorsque le nombre de Reynolds est bas,
ou être déformé par des effets d’inertie (profil bouchon). Ainsi, pour chaque génération, nous
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Paramètres

Φ0 PtissusAMucus

Génération n

Φn

Ln

σn An

Zn

qn

Pn

Génération n� 1

qn�1 Pn�1

Génération n� 1

Pn�1

n � 0n � m n � 0

n � 16

Paramètres :
Φ0 : Débit à la trachée
Ptissus : Pression autour des bronches
m : Position du mucus
AMucus : Section occupée par le mucus

Pour chaque génération n :
Φn : Débit
Pn : Pression transmurale
αn : Section normalisée
An : Section
Ln : Longueur
Zn : Préfacteur de résistance
σn : Force de cisaillement
qn : Gain de pression

Fig. 2.1: Diagramme des influences et dépendances des variables associées à la génération n, à gauche,
et définitions des paramètres et des variables, à droite. Les variables sont catégorisées : dans le

rectangle gris sont rassemblés les paramètres du modèle ; dans le rectangle vert , les variables

associées à la génération n ; dans le rectangle rouge , les variables associées à la génération n�1 ;

et dans le rectangle bleu , les variables associées à la génération n � 1. Pour les générations

n� 1 et n� 1, seules les variables influençant directement ou étant directement influencées par
les variables de la branche b sont affichées. Les flèches montrent quelles variables influencent
quelles autres. Par exemple : A Ñ B, A influence B ou B dépend de A. Les flèches noires
montrent les dépendances entre variables associées à la génération n, les flèches grises montrent
les dépendances aux paramètres, les flèches rouges montrent les dépendances des variables de
la génération n à celles associées à la génération n� 1 et les flèches bleues montrent l’influence
des variables de la génération n sur celles de la génération n � 1. Les ellipses indiquent les
conditions de l’influence, par exemple : Pn�1 influence Pn seulement si n � 0.
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Fig. 2.2: Arbre symétrique aux branches cylin-
driques. Chaque cylindre a une sec-
tion qui dépend de la génération de la
branche. Nous pouvons relier la section
de deux générations consécutives, i et
i � 1, avec le ratio de réduction h2i �
Ai�1{Ai.

h

A

σµ

σρ

b
1
2

3

b
1
2 1

× × × × × Ñ Õ

Õ Õ Õ Ñ × × ×

Õ Ñ × × × × ×

Tab. 2.1: Évolution de la section A, du cisaillement visqueux σµ et du cisaillement inertiel σρ dans une
bifurcation symétrique selon la valeur du ratio h entre les diamètres des bronches filles et de
la bronche mère. Les flèches ascendantes indiquent que la quantité augmente de la bronche
mère aux bronches filles, les flèches horizontales indiquent la conservation de la quantité et les
flèches descendantes leur décroissance.

déterminons le régime de l’écoulement avant d’utiliser l’algorithme. Pour le second cas, l’étape
de mise à jour de l’algorithme a été modifiée pour l’empêcher de chercher la solution hors du
domaine physique, i.e. rester dans les cas où la section A de la branche est positive.

2.4 Distribution du cisaillement

2.4.1 Évolution du cisaillement dans une bifurcation et dans l’arbre fractal en fonction de la
génération

Une analyse du modèle faite en annexe 2.C relie l’évolution du cisaillement entre la branche
mère et les branches filles d’une bifurcation symétrique au ratio des diamètres h la caractérisant.
Le ratio des diamètres est le rapport entre le diamètre des branches filles et celui de la branche
mère, voir la figure 2.2. Dans cette analyse, il y est montré que le cisaillement peut être décomposé
en une somme de deux cisaillements, le visqueux et l’inertiel. Le cisaillement visqueux est relié
à la viscosité de l’air, le cisaillement inertiel à sa densité. De plus, la croissance ou décroissance
de chaque cisaillement le long de la bifurcation est conditionnée par deux critères, hρ �

a
1{2

et hµ � 3
a
1{2, sur le ratio des diamètres h. Si h est inférieur à hρ, les deux types de cisaillement

croissent dans la bifurcation. Si h est compris entre hρ et hµ, le cisaillement visqueux croit tandis
que l’inertiel diminue. Au-delà de hµ, les deux types de cisaillement décroissent. Les différents
cas sont résumés dans le tableau 2.1.

De plus, il est montré que dans un arbre fractal, i.e arbre dont le ratio h est homogène
pour toutes les bifurcations, le comportement des cisaillements visqueux et inertiel sont expo-
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h   1{2 h ¡ 1{2

σµ,0 ¡ σρ,0

"
σn � σµ,n si n ¤ i
σn � σρ,n si n ¡ i

avec i P N σ � σµ

σµ,0   σρ,0 σ � σρ

"
σn � σρ,n si n ¤ i
σn � σµ,n si n ¡ i

avec i P N

Tab. 2.2: Le comportement du cisaillement total dans un arbre fractal de ratio h dépend de la valeur du
ratio h et du cisaillement dominant à la première branche. Dans le cas h   1{2 et σµ,0   σρ,0, le
cisaillement total se comporte comme le cisaillement inertiel. Dans le cas h ¡ 1{2 et σµ,0 ¡ σρ,0,
le cisaillement total se comporte comme le cisaillement visqueux. Dans le cas h   1{2 et
σµ,0 ¡ σρ,0 et le cas h ¡ 1{2 et σµ,0   σρ,0, il existe une génération i telle que le comportement
du cisaillement total est différent de part et d’autre de la génération i.

nentiels. Un troisième critère, h � 1{2, indique quel cisaillement, σµ ou σρ, à la croissance ou la
décroissance en fonction de la génération la plus forte. En dessous de ce critère, la croissance du
cisaillement inertiel en fonction de la génération est plus importante que celle du cisaillement
visqueux. Au dessus, il crôıt plus faiblement ou décrôıt plus rapidement que ce dernier. Toute-
fois, le comportement du cisaillement total, somme des cisaillement visqueux et inertiel, dépend
aussi de la valeur de chaque cisaillement dans la première branche. Par exemple, si h   1{2
et que σµ,0 ¡ σρ,0 dans la première génération, la croissance plus rapide de σρ fait qu’à partir
d’une génération i, le cisaillement inertiel dépasse le cisaillement visqueux. Le comportement ex-
ponantiel des deux cisaillements induit que le comportement total adopte le comportement du
cisaillement visqueux lorsque la génération est inférieure à i et le comportment du cisaillement
inertiel lorsque la génération est supérieure à i. Tous, les différents scenarii sont résumés dans
le tableau 2.2

Ces éléments nous serviront à mieux comprendre la distribution du cisaillement σ dans l’arbre
de Lambert à partir de l’évolution du ratio h.

2.4.2 L’écoulement de Poiseuille

Maintenant que nous connaissons le comportement du cisaillement dans les bifurcations, nous
allons étudier son comportement dans l’arbre de Lambert dans le cas d’un écoulement de Poi-
seuille. Avec ce modèle d’écoulement, le cisaillement inertiel est nul, seul compte le cisaillement
visqueux. Cela veut dire qu’avec la seule connaissance de l’évolution du ratio h, nous pouvons
déterminer le comportement du cisaillement.

Évolution du ratio h en fonction de la génération dans l’arbre de Lambert

Nous pouvons voir dans la figure 2.3.A que, quel que soit le débit Φ0 ou la pression entourant
les branches Ptissus, le ratio de diamètre adopte le même comportement. À partir de la génération
2, le ratio ne varie pas beaucoup jusqu’à une certaine profondeur. Nous appelons cette région,
la région proximale. En dessous de la région proximale, le ratio crôıt de manière quasi-linéaire.
Nous appelons cette région, la région transitoire. Enfin, dans les cas à haut débit, le ratio se
stabilise autour d’une nouvelle valeur. Nous appelons cette dernière région, la région distale.

Dans le cas sans écoulement, la pression transmurale est identique pour toutes les branches
de l’arbre. Le ratio de diamètre h a tendance à être constant tout le long de l’arbre, la région
proximale s’étend dans presque tout l’arbre. Toutefois, les branches deviennent de plus en plus
compliantes avec la génération. À partir d’une certaine génération, la compliance est telle que la
région transitoire est visible, même sans écoulement. Le début de la région transitoire est sensible
à la pression Ptissus car plus la pression transmurale P est éloignée de 0, moins la compliance
est sensible à P . Nous pouvons le voir par l’aplatissement des courbes dans la figure 2.3.B.

Lorsque l’air sort de l’arbre, la pression à l’intérieur des branches augmente avec la génération.
La pression transmurale augmente donc de la même manière. Toutefois, le gain de pression
transmurale d’une génération à l’autre dans les premières générations est trop faible comparé
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Fig. 2.3: A : Évolution du ratio de diamètre le long de l’arbre de Lambert, sans écoulement, en haut
à gauche Ô, et dans le cas d’un écoulement de Poiseuille pour trois débits Φ0 différents (0.1
L/s en haut à droite, 1 L/s en bas à gauche et 4 L/s en bas à droite) et deux pressions Ptissus

différentes dans les tissus (0 cm H2O en bleu et 50 cm H2O en vert). Les tracés symbolisés
avec les croix et les pointillés sont faits à partir des résultats calculés via le modèle, les tracés
en ligne pleine sont des régressions de ces résultats. Les régressions sont une combinaison de
trois régressions simples : une première partie constante, une seconde linéaire et une dernière

constante à nouveau. La ligne horizontale en tiret marque la valeur h � 3

b
1
2 , en deçà de cette

valeur le cisaillement augmente le long de l’arbre, au-delà il diminue. B : Distribution des
sections sur les courbes section - pression transmurale du modèle de Lambert pour trois cas,
4 Ls-1à 50 cm H2O (), 1 Ls-1à 50 cm H2O (▼) et 4 Ls-1à 10 cm H2O (♦). Les symboles
sont colorés différemment selon la région de la génération, si la génération est dans la région
proximale, le symbole est bleu ; si elle est dans la région transitoire, il est orange ; et si elle
est dans la région distale, il est vert. C : Distribution du cisaillement σ le long d’un arbre de
Lambert lors d’un écoulement de Poiseuille pour trois débits, Φ0 � 0.1 Ls-1à gauche, Φ0 � 1
Ls-1au centre et Φ0 � 4 Ls-1à droite, et trois pressions entourant les branches, Ptissus � 0
cm H2O en bleu, Ptissus � 10 cm H2O en orange et Ptissus � 50 cm H2O en vert. A titre de
comparaison, les deux lignes en tirets affichent les valeurs seuils du mucus sain, 1 Pa, et du
mucus chez un patient atteint de mucoviscidose, 15 Pa.
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à la sensibilité de la compliance des branches. Seule la pression entourant les branches est
significative dans cette région proximale. La compliance bronchique étant négligeable dans cette
région, le gain de pression transmurale est linéaire avec le débit expiratoire. Ainsi, il augmente
d’autant plus à haut débit.

Toutefois, plus l’on descend dans l’arbre, plus la pression transmurale augmente et, d’un
autre côté, plus les branches sont compliantes. Ainsi, à partir d’une certaine profondeur, le
gain de pression transmurale devient significatif par rapport à Ptissus. La section des branches
se réduit de moins en moins, c’est la région transitoire. À haut débit, ce stade est atteint plus
rapidement car les gains de pression transmurale de la région proximale sont plus élevés. Lorsque
l’on augmente la pression Ptissus, la section des branches A est plus petite, car cela a diminué le
ratio h dans la région proximale. La réduction des section A augmente aussi le gain de pression
transmurale. Toutefois, la valeur absolue de la pression transmurale est plus élevée, car c’est la
différence entre la pression interne, proche de 0 à la génération 0, et la pression entourant les
branche Ptissus. Le seuil à atteindre pour que le gain de pression transmurale devient significatif
est autant augmenté que Ptissus. Ainsi, l’effet de Ptissus sur l’étendu de la région proximale est
significatif seulement lorsque le débit est très faible, où l’augmentation du ratio h n’est dû qu’à
la compliance, comme dans le cas sans écoulement.

Dans la région transitoire, le ratio augmente progressivement, dépasse la valeur hµ � 3
a
1{2

et atteint un maximum dans les dernières générations de l’arbre. Lorsque le débit est modifié,
la différence de gain de pression transmurale altère la position de cette région dans l’arbre. Ce
déplacement de la zone fait que la compliance des branches de la région est aussi modifiée. Par
exemple, si la région remonte vers les génération moins élevées, la compliance des branches en
partant du début de la région est plus faible. La modification de la compliance compense la
différence de gain de pression transmurale. Ainsi, la croissance du ratio de cette région n’est
que faiblement altérée par les variations de débits et la génération où le ratio dépasse 3

a
1{2 est

décalée. Les variations de Ptissus, quant à elles, modifient les gains de pression transmurale sans
déplacer la région transitoire, la compliance des bronches de la zone reste identique. Ainsi, ces
variations de Ptissus entrainent une croissance plus rapide ou plus lente du ratio dans la région
transitoire. Toutefois, les variations de Ptissus entrainent aussi une variation du ratio de la région
proximale. Cette variation compense en partie celle de la croissance du ratio et le niveau où le
ratio dépasse la valeur 3

a
1{2 n’est que très peu altéré.

À la fin de la région transitoire, le gain de pression transmurale diminue jusqu’à ne plus
être significatif comparé à la compliance des branches. C’est le début de la région distale. Dans
certains cas, à pression Ptissus et à fort débit expiratoire, le ratio atteint un maximum avant
de redescendre vers la valeur du ratio de la région distale. Ce ”sursaut” du ratio vient de
la particularité de la compliance décrite par Lambert et al. (24). Nous pouvons voir dans la
figure 2.3.B que, lorsque la pression Ptissus est élevée, les sections des branches dans la région
transitoire sont proches de la section de la dernière génération à pression transmurale nulle, là
où la compliance est maximale. Toutefois, la région distale n’est atteinte que dans les cas avec
un débit et une pression Ptissus élevés. Les effets dus à l’inertie ne sont plus négligeables dans
ces conditions. Nous verrons plus tard que le comportement du ratio dans la partie distale est
légèrement différent lorsque l’on tient compte de l’inertie.

Distribution du cisaillement σ dans l’arbre de Lambert

Dans l’analyse précédente, nous avons vu que le ratio de diamètre h évolue le long de l’arbre
de Lambert, en partant d’une valeur inférieure à hµ à la génération 0 et en atteignant une valeur
supérieure à hµ à la fin de l’arbre, génération 17. Ainsi, nous pouvons prédire que le cisaillement
σ est croissant dans une première partie de l’arbre, puis est décroissant dans la seconde partie.
Dans les régions proximale et distale, le cisaillement a un comportement quasi-exponentiel car
le ratio h est presque constant. Sa croissance dans la région proximale est fortement influencée
par la pression entourant les branches Ptissus tandis que la position de son maximum dépend
fortement du débit expiratoire Φ0.

Les résultats affichés en figure 2.3 concordent avec cette prédiction. De plus, nous pouvons
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voir que le cisaillement à la paroi de la première branche augmente linéairement avec le débit
expiratoire car, la compliance et gain de pression transmurale sont très faibles dans les premières
générations. Toutefois, le maximum du cisaillement étant dans la région transitoire, la compliance
a déjà commencé à altérer cette relation linéaire. Ainsi, l’augmentation du cisaillement maximal
dans l’arbre est non-linéaire avec celle du débit expiratoire.

En comparaison avec la valeur seuil du mucus sain, dans les limites des hypothèses du modèle,
le cisaillement induit par l’écoulement d’air est suffisant pour mobiliser le mucus dans la quasi-
totalité de l’arbre de Lambert, tant que la pression Ptissus ou le débit Φ0 sont suffisamment
élevés. En revanche, dans le cas de la mucoviscidose, la valeur seuil est difficilement atteinte
dans quelques générations ; le cisaillement reste en majeure partie insuffisant pour mobiliser le
mucus, même à pression Ptissus et débit Φ0 élevés.

2.4.3 Influence de l’inertie dans l’arbre de Lambert

Nous venons de voir comment se comporte l’arbre de Lambert traversé par un écoulement
de Poiseuille. Toutefois, à haut débit expiratoire, les effets dus à l’inertie sur le gain de pression
q et sur le cisaillement σ deviennent non négligeables. Nous avons vu en 2.4.1 que ses effets sur
le cisaillement peuvent même augmenter de générations en générations selon la valeur du ratio
h. De plus, si le gain de pression transmurale dû aux effets d’inertie est suffisant, ils peuvent
affecter indirectement la section des branches distales.

Les résultats présentés ici sont basés sur le modèle d’écoulement inertiel proposé par Tawhai
and Hunter (43). Ce modèle est plus proche de l’écoulement de Poiseuille que l’écoulement proposé
par Florens et al. (15). Il nous est donc plus aisé de comparer ces résultats avec les précédents.

En comparant nos résultats avec les modèles d’écoulements de Tawhai et de Florens, nous
avons déterminé que les comportements du cisaillement sont similaires. De plus, quantitati-
vement, les valeurs du cisaillement avec le modèle d’écoulement de Florens sont très proches
de celles avec le modèle d’écoulement de Tawhai avec un débit expiratoire environ deux fois
supérieur. Cela vient du fait que, en moyenne, le préfacteur Z du modèle d’écoulement de Flo-
rens est environ deux fois supérieur à celui du modèle d’écoulement de Tawhai. Le gain de
pression q et le cisaillement σ sont reliés linéairement au préfacteur Z et aux débit Φ0. Modifier
le débit Φ0 peut compenser les variations de Z.

Évolution du ratio h en fonction la génération

En comparant les résultats du cas de l’écoulement de Poiseuille 2.3 et ceux du cas avec la
prise en compte des effets d’inerties 2.4, nous constatons que l’évolution du ratio le long de
l’arbre de Lambert est très peu sensible aux effets d’inertie du fluide. Les trois régions, proxi-
male, transitoire et distale, et leurs propriétés respectives sont conservées. Les seules différences
notables sont un aplanissement de la région distale, avec la suppression du ”sursaut” de ratio,
et une région proximale moins étendue lorsque le débit est élevé. Ces deux changements sont
issus de l’augmentation du gain de pression transmurale dans la région proximale. Il faut moins
de générations pour qu’il devienne significatif par rapport à la pression Ptissus.

Précédemment, en 2.4.1, nous avons vu que le cisaillement peut être décomposé en une somme
de deux cisaillements, l’un lié à la viscosité, l’autre lié à la densité de l’air. Le comportement
exponentiel de ces cisaillements dans l’arbre fractal peut induire un comportement non-monotone
du cisaillement total selon le ratio h et les valeurs initiales des cisaillements visqueux σµ et
inertiels σρ. Toutefois, le ratio h est toujours supérieur à 1{2, le cisaillement adopte alors le
comportement du cisaillement inertiel dans les premières branches, si σρ ¡ σµ, et celui du
cisaillement visqueux dans le reste de l’arbre.

D’après les résultats 2.4, le cisaillement inertiel atteint son maximum moins profondément
que le cisaillement visqueux. D’ailleurs, les cas avec une pression Ptissus égale à 0 cm H2O
présentent une valeur du ratio de la région proximale proche de

a
1{2, valeur critique du ratio

où le cisaillement inertiel est constant d’une génération à l’autre. Pour ces cas, le cisaillement
inertiel est presque constant sur toute la largeur de la région proximale. Nous pouvons distinguer
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Fig. 2.4: A : Évolution du ratio de réduction le long de l’arbre de Lambert, dans le cas du modèle
d’écoulement proposé par Tawhai pour trois débits Φ0 différents (0.1 Ls-1 en haut à gauche, 1
Ls-1 en haut à droite et 4 Ls-1 ent bas à gauche) et deux pressions Ptissus différentes dans les
tissus (0 cm H2O en bleu et 50 cm H2O en vert). Les tracés symbolisés avec les croix et les
pointillés sont faits à partir des résultats calculés via le modèle, les tracés en ligne pleine sont des
régressions de ces résultats. Les régressions sont une combinaison de trois régressions simples :
une première partie constante, une seconde linéaire et une dernière constante à nouveau. La ligne

horizontale en tiret et en pointillé marquent respectivement les valeurs h � 3

b
1
2 et h �

b
1
2 . En

deçà de ces deux valeurs, les cisaillement visquueux et inertiel augmentent le long de l’arbre ; au-
delà, ils diminuent ; entre, le cisaillement visqueux augmente tandis que le cisaillement inertiel
diminue. B : Distribution du cisaillement σ le long d’un arbre de Lambert en utilisant le modèle
de Tawhai pour trois débits, Φ0 : 0.1 Ls-1, 1 Ls-1 et 4 Ls-1 ; et trois pressions dans les tissus
Ptissus : 0 cm H2O, 10 cm H2O et 100 cm H2O. A titre de comparaison, les deux lignes en
tirets affichent les valeurs seuils du mucus sain, 1 Pa, et du mucus chez un patient atteint
de mucoviscidose, 15 Pa. Les points rouges marquent les générations où le cisaillement est
majoritairement causé par les effets d’inertie, entre autre quand le préfacteur Z, i.e le facteur
corrigeant la résistance de Poiseuille, est supérieur à 2.
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trois cas différents :
Cas 1 : Le cisaillement inertiel est trop faible. Le cisaillement se comporte comme dans le
cas avec un écoulement de Poiseuille. Quantitativement, les valeurs du cisaillement dans les
premières générations sont supérieures aux cisaillement visqueux sans altérer le comportement
quasi-exponentiel. Le maximum du cisaillement est situé à la génération où le ratio dépasse
hµ � 3

a
1{2.

Cas 2 : La valeur des maxima des cisaillements visqueux et inertiel sont proches. Le gain de pres-
sion transmurale est suffisamment accru pour rapprocher la région transitoire vers les premières
générations. Le maximum du cisaillement se retrouve décalé par rapport aux cas de l’écoulement
de Poiseuille.
Cas 3 : Le cisaillement inertiel est suffisamment élevé, avec un maximum supérieur à celui du
cisaillement visqueux. La région transitoire est décalée vers les premières générations et le ci-
saillement total se comporte comme le cisaillement inertiel, avec un maximum positionné là
où le ratio dépasse hρ �

a
1{2. Quantitativement, seules les dernières générations auront la

décroissance exponentielle du cisaillement visqueux.

Distribution du cisaillement dans l’arbre de Lambert

Dans les résultats présentés figure 2.4.B, nous avons choisi d’indiquer lorsque le préfacteur
de la résistance hydrodynamique Z est supérieur à 2. Dans ces conditions, le cisaillement avec
le modèle d’écoulement proposé par Tawhai est significativement plus important que celui avec
le modèle d’écoulement de Poiseuille.

À bas débit expiratoire Φ0, la valeur initiale du cisaillement inertiel est trop faible. L’inertie
n’affecte pas le cisaillement, même quantitativement. Les courbes du cisaillement se superposent
aux résultats avec l’écoulement de Poiseuille, voir le graphique en haut à gauche de la figure
2.4.B.

Pour des débits moyens, voir le graphique en haut à droite de la figure 2.4.B, la valeur
initiale du cisaillement inertiel est bien supérieure à celle du cisaillement visqueux. Toutefois, le
maximum du cisaillement inertiel reste inférieur à celui du cisaillement visqueux. Nous sommes
dans le premier cas décrit précédemment. Le comportement du cisaillement est calqué sur celui
du cisallement visqueux, avec son maximum localisé où le ratio de diamètre h dépasse 3

a
1{2.

Seule la partie croissante du cisaillement est altérée avec des valeurs supérieures à celles du
cisaillement visqueux et un taux de croissance plus faible.

À haut débit, voir le graphique en bas à gauche de la figure 2.4.B, la valeur initiale du ci-
saillement inertiel est grandement supérieure à celle du cisaillement visqueux. Sa valeur maximale
dépasse celle du cisaillement visqueux. Ici, nous somme dans le troisième cas décrit précédemment.
Le comportement du cisaillement est calqué sur celui du cisaillement inertiel, avec son maxi-
mum localisé où le ratio de diamètre h dépasse

a
1{2. Seule la partie décroissante du cisaillement

est altérée par les valeurs du cisaillement visqueux au taux de décroissance plus faible que le
cisaillement inertiel.

2.5 Application du modèle pour la kinésithérapie respiratoire

Dans cette partie, nous utiliserons les résultats du modèle avec les effets d’inertie pour
visualiser où le mucus pourrait être mobilisé par l’écoulement de l’air. Nous analyserons deux
situations :

— Le cas d’une répartition saine de mucus, il forme alors une couche d’épaisseur négligeable
quelle que soit la génération ;

— Le cas d’une obstruction partielle dans la génération 8 à la hauteur de 7 % de sa lumière
maximale ou environ 23 % de sa lumière à la FRC (-5 cm H2O de pression entourant les
branches).

Ensuite nous détaillerons deux procédés idéalisés pour soigner les patients modèles corres-
pondants à différentes situations idéalisées mimées par notre modèle.
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2.5.1 Mobilisation de mucus

En considérant que le mucus sain et celui des patients atteints de mucoviscidose sont mobilisés
lorsque le cisaillement excède respectivement 1 Pa et 15 Pa (23), nous pouvons établir des cartes
de mobilisation du mucus en fonction de la génération et de la pression entourant les branches.
Dans la figure 2.5.A, nous pouvons voir ces informations, pour le cas d’une répartition saine de
mucus et pour le cas d’une obstruction partielle.

Dans le premier cas, on peut voir que le mucus sain est mobilisé dans l’ensemble des
générations dès que le débit est suffisamment élevé. Cependant, le mucus de la mucoviscidose
n’est pas mobilisable dans l’ensemble de l’arbre de Lambert.

Dans le second cas, l’obstruction réduisant l’espace disponible pour l’écoulement de l’air, le
cisaillement est, de fait, beaucoup plus élevé localement. Cette augmentation est suffisante pour
mobiliser les deux types de mucus, même à bas débit. De plus nous pouvons remarquer que la sen-
sibilité du cisaillement à la pression Ptissus est plus forte avec un débit élevé. L’augmentation du
cisaillement entraine aussi une augmentation de la pression transmurale des générations distales
à l’obstruction. Cela induit une dilatation des branches et donc une diminution du cisaillement
dans ces générations. Cette diminution peut être négligeable à basse pression tissulaire, mais, à
haute pression, elle peut être suffisante pour que le mucus ne soit plus mobilisé.

2.5.2 Procédés idéalisés de kinésitherapie

De ces résultats, nous avons imaginé des techniques idéalisées de kinésithérapie respiratoire,
valables pour des patients modèles, c’est à dire avec un arbre bronchique de Lambert. De plus,
par mesure de précaution, nous faisons l’hypothèse qu’un cisaillement trop important peut cau-
ser des lésions aux parois bronchiques. Ainsi, les techniques présentées visent à concerver le
cisaillement légèrement au dessus du seuil de mobilité du mucus sain ou d’un patient atteint de
la mucoviscidose.

Le fait que la pression de référence soit celle de l’air entre la trachée et le larynx induit
cependant un biais entre le paramètre Ptissus et la pression réelle entourant les bronches qui, de
plus, dépend du débit de l’écoulement et des particularités du patient, taille, pathologie, etc. De
plus, nous avons remarqué, selon le modèle d’écoulement, une distribution de cisaillement donnée
nécessite un débit à la trachée Φ0 différent. Ainsi, nous nous limitons à une étude comparative
des résultats du modèle pour développer ces modèles de technique kinésithérapique.

La file d’attente du mucus

La file d’attente du mucus, schémas 2.5.B, est une technique qui vise à mobiliser le mucus sur
l’ensemble de l’arbre à chaque expiration. Ce déplacement se fait à la manière d’une file d’attente,
où les premiers occupants avancent, suivit des derniers qui prennent leur place. Pour ce faire,
les expirations commencent à fort débit expiratoire et faible pression Ptissus, pour mobiliser
surtout le mucus des voies proximales, et se terminent à faible débit et forte pression Ptissus,
pour mobiliser le mucus des voies distales.

Toutefois, cette technique peut entrainer des lésions aux niveaux des obstructions partielles,
dues au débit élevé utilisé. Aussi, elle ne peut suffire pour évacuer le mucus d’un patient atteint
de mucoviscidose. Le cisaillement dans les voies proximales reste insuffisant pour mobiliser ce
mucus dont le seuil de mobilisation est plus élevé.

Le ramassage de mucus

Le ramassage de mucus, schémas 2.5.C, est une technique en deux étapes.
La première, conditionnelle à l’absence d’obstruction partielle, vise à rassembler le mucus des
voies distales dans les voies intermédiaires, comme balayer une pièce pour faire un ”tas” de mucus
à son entrée. Une fois formés, ces ”tas” se comporteront comme des obstructions parielles. Si des
obstructions partielles de mucus sont déjà présentes, il convient de passer à la deuxième étape.
Ainsi, de brèves expirations successives sont utilisées à faible débit et forte pression Ptissus. Dans
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Fig. 2.5: A : Mobilisation du mucus par l’écoulement d’air dans l’arbre de Lambert en utilisant le modèle
de Tawhai selon la pression dans les tissus Ptissus, pour les débits 0.1 Ls-1 (à gauche), 1 Ls-1

(au milieu) et 4 Ls-1 (à droite), dans le cas d’une répartition saine de mucus (en haut) et dans
le cas d’une obstruction partielle à la 9e génération à la hauteur de 7 % de la section maximale
(en bas). En gris, les zones où le mucus n’est pas mobilisé ; du cyan au bleu, les zones où seul le
mucus sain est mobilisé ; du vert au vert foncé, les zones où tout type de mucus sont mobilisés ;
et en rouge, les zones où les forces de cisaillement excédent 30 Pa. A & B : Deux modèles
de techniques de kinésithérapie respiratoire. B : File d’attente du mucus mobilise le mucus
dans les générations proximales en début d’expiration puis dans les générations distales en fin
d’expiration. Ainsi, elle utilise des expirations répétées démarrant à grand volume pulmonaire
et haut débit expiratoire, et terminant à petit volume et faible débit. C : Ramassage de
mucus est une technique en deux parties. En premier temps, elle mobilise le mucus des voies
distales jusqu’à provoquer des obstructions partielles dans les générations intermédiaires. Pour
cela, elle utilise des expirations successives à petit volume pulmonaire et faible débit. En second
temps, elle mobilise le mucus des générations obstruées et fait remonter les ”tas” de mucus en
ramassant le mucus des voies proximales au passage. Dans cette partie, le débit et le volume
des expirations sont augmentés pour s’ajuster à la position de l’encombrement.
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le cas de la mucoviscidose, le débit et la pression Ptissus doivent être plus important lors de cette
étape.
La seconde étape permet de faire remonter les ”tas” de mucus le long des voies proximales,
tout en récoltant le mucus au passage. Pendant cette étape, le débit et la pression Ptissus de
ces expirations successives sont progressivement adaptés à la position de l’obstruction due au
mucus.

Cette technique, permet de mobiliser le mucus même dans le cas de la mucoviscidose, grâce à
la présence de l’obstruction. En contrepartie, il est aussi très facile de provoquer des cisaillements
très élevés au niveau de l’obstruction. Il vaut mieux tenter d’ajuster la pression Ptissus en priorité
avant d’augmenter le débit si le mucus n’est pas mobilisé.

2.6 Discussion

Toutefois, ces procédés ne tiennent compte ni du point de vu des kinésithérapeutes, ce qu’ils
peuvent percevoir aux diagnostiques et pendant les séances, ni des particularités des patients. Il
est donc important de mentionner plusieurs points.

Pour le premier point, nous sélectionnons le débit et la pression Ptissus de l’expiration, et
le modèle nous dit où le mucus est mobilisé, tandis que les kinésithérapeutes peuvent, dans
une certaine limite, sélectionner un débit expiratoire et un volume respiratoire apparent, et
entendre s’il y a mobilisation de mucus et sa position approximative. Le lien entre la pression
dans les tissus et le volume pulmonaire, dans le cas non-statique, nous est inconnu à ce jour.
Nous pouvons, toutefois, nous inspirer de la relation faite dans le cas statique par Agostoni and
Hyatt (2). Ainsi, nous pouvons faire les hypothèses suivantes : à débit identique, une pression
tissulaire plus élevée signifie un volume pulmonaire plus petit ; et à pression identique, un débit
plus élevé signifie un volume plus grand.

Pour le second point, les patients qui nécessitent de la kinésithérapie respiratoire présentent
des encombrements bronchiques. De plus, ces encombrements ne sont pas localisés seulement
dans les bronches de la même génération, mais peuvent être répartis sur plusieurs générations,
dans des sous arbres différents. De plus, nous avons vu qu’un encombrement provoque une
baisse des forces de cisaillement dans les branches distales à celui-ci. Il est donc probable qu’un
encombrement en cache d’autres là où le cisaillement est affaibli. La file d’attente du mucus est
contre-indiquée dans ce cas-là et le ramassage de mucus peut ne pas être suffisant pour évacuer
le mucus de l’ensemble de l’arbre.

Grâce à de nombreuses discussions avec des kinésithérapeutes, nous avons pu en déduire une
autre technique qui alterne deux phases : une phase de sondage et une phase d’extraction, tel
que schématisé dans la figure 2.6. Lors de la phase de sondage, le patient expire premièrement
à faible débit. Si l’expiration ne mobilise pas de mucus, il recommence en augmentant le débit.
S’il a atteint son débit maximal, la technique est terminée. Dès que du mucus est mobilisé, la
phase d’extraction est engagée. Cette phase ressemble à la deuxième étape de la file d’attente
du mucus, les expirations sont courtes et répétées aux mêmes conditions débit et volume qui
viennent de mobiliser le mucus. Dès que le mucus n’est plus mobilisé, le volume, à prime abord,
et le débit sont ajustés pour remobiliser le mucus. Lorsque le mucus est extrait, la phase s’arrête.
La phase de sondage est réengagée depuis le début. Les obstructions de mucus étant extraites,
elles ne cachent plus celles localisées dans leurs sous-arbres.

2.7 Conclusion

Cette étude nous permet de mieux comprendre la situation physique et physiologique lors de
l’expiration, en particulier le comportement du cisaillement dans l’arbre bronchique, moteur du
déplacement de mucus pendant les manipulations de kinésithérapie respiratoire. Le cisaillement
adopte une distribution en ”cloche” exponentielle le long des générations de l’arbre. Ce com-
portement est une conséquence de l’évolution du ratio de réduction le long de l’arbre, avec un
faible ratio proximal et un fort ratio distal. Lorsque les effets d’inertie sont présents, ils altèrent
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Fig. 2.6: Schémas de la technique sondage et extraction élaborée grâce aux discussions avec les
kinésithérapeutes. Dans ce schémas, les expirations sont encadrées ; les cercles représentent
les paramètres de l’expiration ; et les ellipses sont des étapes conditionnelles. Les expirations de

la technique se font à débit constant. La phase de sondage, dans l’encadré bleu , commence les
expirations à faible débit. Chaque expiration s’arrête lorsque le volume est épuisé, ou dès que
du mucus est mobilisé. Si l’expiration est terminée et que le patient peut souffler plus fort, il
expire à nouveau en augmentant le débit. Si le patient a atteint son débit maximal, la technique
est terminée. Si du mucus est mobilisé, la phase de sondage se termine et celle d’extraction,

dans l’encadré vert commence. Lors de cette phase, les expirations sont courtes et répétées
aux mêmes condition débit et volume qui ont mobilisé le mucus. Dès que le mucus n’est plus
mobilisé, le volume, à prime abord, et le débit sont ajustés pour remobiliser le mucus. Dès que le
mucus est extrait hors de l’arbre bronchique, la phase s’arrête et celle de sondage recommence
depuis le début.
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le comportement du cisaillement proximal et, s’ils sont suffisamment importants, rapprochent
le maximum du cisaillement de la première génération. Le débit expiratoire et la pression en-
tourant les bronches modifient différemment les valeurs et le comportement du cisaillement. Sa
sensibilité au débit est plus élevée que celle à la pression.

Les résultats nous permettent de mieux saisir les effets des techniques de kinésithérapie res-
piratoire sur la distribution du cisaillement dans l’arbre bronchique et ainsi de pouvoir comparer
leurs effets sur la mobilisation du mucus. De plus, les résultats de notre modèle nous ont permis
de concevoir des techniques idéalisées adaptées aux patients modèle, i.e. avec un arbre bron-
chique de Lambert. Une des techniques idéalisées décrites, le ramassage de mucus, se rapproche
du drainage autogène, une des techniques actuellement utilisées par les praticiens, de par l’utili-
sation d’expirations successives à petit volume pulmonaire, puis à moyen volume, et, pour finir, à
grand volume (1,31,41). Grâce à de nombreuses discussions avec des kinésithérapeutes, nous avons
pu établir une technique idéalisée plus respectueuse de la situation réelle des thérapeutes et de
leurs patients.
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2.A Modèles

Nous considérons que l’arbre bronchique est défini comme le modèle d’arbre proposé par
Lambert et al. (24). Ce modèle défini l’arbre comme une cascade de branches reliée entre elles
par des bifurcations symétriques. Le nombre de bifurcations entre une branche b et la branche
d’origine b0 est appelé génération n. Nous considérons la possibilité qu’une génération m soit
partiellement obstruée par du mucus. Dans cette génération, Le mucus occupe une partie de la
section de la branche AMucus.

En plus de leurs conditions d’obstruction, nous considérons que les propriétés de l’écoulement
dans chaque branche sont conditionnées par deux paramètres connus, le débit à la trachée Φ0

et la pression entourant les bronches Ptissus. De plus, nous considérons homogène la pression au
fond des acini. Nous appelons ψ l’ensemble de ces quatre paramètres :

ψ �

����
Φ0

Ptissus

m
AMucus

���
��������

Φ0 P R�
Ptissus P R

m P v0, 16w
AMucus P r0, AMax,ms

(2.1)

Du fait de la symétrie des bifurcations et de l’homogénéité de la pression au fond de l’arbre,
toutes les branches d’une même génération et l’écoulement d’air les traversant ont les mêmes
propriétés physiques et hydrodynamiques. Ainsi, pour étudier le comportement des branches et
de l’écoulement expiratoire, nous associons plusieurs quantités à chaque génération de l’arbre.
Pour chaque génération n, nous avons la longueur Ln qui est invariable et définie par le modèle de
Lambert, le débit Φn qui est déterminé par le débit à la trachée Φ0, la section An, le préfacteur de
la résistance hydrodynamiqueZn, la différence de pression entre les deux extrémités des branches
qn, la moyenne des contraintes de cisaillement à la paroi σn et la pression transmurale Pn. Les
variables An, Zn, qn et σn dépendent des quantités associées à la même génération. La pression
transmurale Pn dépend de variables associées à la même génération n et de variables associées
à la génération précédente n � 1. Un résumé des relations entre les quantités associées à la
génération n est disponible dans le diagramme 2.7

2.A.1 Modèle de l’arbre bronchique

Nous utilisons le modèle d’arbre bronchique proposé par Lambert et al. (24). Dans ce modèle,
l’arbre bronchique est décrit comme une succession de branches cylindriques reliées entre elles
par des bifurcations. Nous ordonnons les branches de l’arbre par génération n, un indice lié au
nombre de bifurcations entre la première branche (génération 0) et la branche considérée. Le
modèle d’arbre décrit par Lambert possède 17 générations de branches. Chaque branche a une
longueur L fixe qui dépend de sa génération et une section A qui dépend de sa génération et de la
pression transmurale P , i.e. la différence de pression entre l’extérieur et l’intérieur de la bronche.
Les bifurcations sont considérées symétriques, en conséquence toutes les branches d’une même
génération ont les mêmes propriétés physiques et leurs écoulements ont les mêmes propriétés
hydrodynamiques. Ainsi, nous ne différencions pas les branches d’une même génération.

En conséquence, le débit d’air circulant dans une branche ne dépend que de la génération
de la branche. À chaque bifurcation, la conservation de la masse et l’incompressibilité de l’air
implique que le débit d’air de la branche mère est égal à la somme des débits des branches
filles. Ces hypothèses nous permettent décrire la relation entre le débit de la branche mère et
celui des branches filles : Φn � 2Φn�1. Le débit à la trachée étant donnée en paramètre, nous
pouvons écrire la relation entre le débit de la génération n en fonction du débit à la trachée Φ0 :
Φn � 2�nΦ0.

Le modèle de Lambert propose une relation entre la section A de la branche et la pression
transmurale P , telle qu’illustré dans la figure 2.8. Cette relation dépend de cinq paramètres, la
section maximale AMax, la section normalisée α0 par rapport à AMax et sa dérivée α10 en fonction
de la pression transmurale à pression transmurale nulle et les puissances des lois n� et n�. Ces
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Paramètres :
Φ0 : Débit à la trachée
Ptissus : Pression autour des bronches
m : Position du mucus
AMucus : Section occupée par le mucus

Pour chaque génération n :
Φn : Débit
Pn : Pression transmurale
αn : Section normalisée
An : Section
Ln : Longueur
Zn : Préfacteur de résistance
σn : Force de cisaillement
qn : Gain de pression

Fig. 2.7: Diagramme des influences et dépendances des variables associées à la génération n, à gauche,
et définitions des paramètres et des variables, à droite. Les variables sont catégorisées : dans le

rectangle gris sont rassemblés les paramètres du modèle ; dans le rectangle vert , les variables

associées à la génération n ; dans le rectangle rouge , les variables associées à la génération n�1 ;

et dans le rectangle bleu , les variables associées à la génération n � 1. Pour les générations

n� 1 et n� 1, seules les variables influençant directement ou étant directement influencées par
les variables de la branche b sont affichées. Les flèches montrent quelles variables influencent
quelles autres. Par exemple : A Ñ B, A influence B ou B dépend de A. Les flèches noires
montrent les dépendances entre variables associées à la génération n, les flèches grises montrent
les dépendances aux paramètres, les flèches rouges montrent les dépendances des variables de
la génération n à celles associées à la génération n� 1 et les flèches bleues montrent l’influence
des variables de la génération n sur celles de la génération n � 1. Les ellipses indiquent les
conditions de l’influence, par exemple : Pn�1 influence Pn seulement si n � 0.
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Fig. 2.8: Relation entre la pression transmurale et la section normalisée des bronches selon la génération
de la bronche concernée indiquée par les nombres encadrés (24).

paramètres dépendent de la génération de la branche considérée. Les valeurs de ces paramètres
et de la longueur de chaque génération sont indiquées dans le tableau 2.3.

ALambert ,npPnq �
Pn¤0

AMax,nα0,n p1� Pn{P�n q�n
�
n

ALambert ,npPnq �
Pn¥0

AMax,n

�
1� p1� α0,nq p1� Pn{P�n q�n

�
n

	
P�n � α0,n

α10,n
n�n

P�n � � 1� α0,n

α10,n
n�n (2.2)

Dans notre modèle, nous considérons que la pression transmurale P qui regit la section A de
la branche est la moyenne des pressions transmurales de l’entrée et de la sortie de la branche. En
définissant, qn et qn�1 les gains de pression de la génération n et de la génération précédente n�1
et avec l’hypothèse que les bifurcations n’ont pas d’effet sur l’hydrodynamique, nous pouvons
écrire :

P0 � q0
2
� Ptissus (2.3)

Pn�0 � qn � qn�1

2
� Pn�1 (2.4)

2.A.2 Mucus et occlusion partielle

Dans notre étude, nous considérons le mucus uniformément réparti sur la paroi interne de
chaque cylindre. De plus, sa vitesse de déplacement, 2.4 mm/s dans les bronches principales (17),
est négligeable comparée la vitesse moyenne de l’air circulant dans la branche, environ 50 cm/s
dans la trachée pour un débit de 0.1 L/s en dilatation maximale. En conséquence, l’écoulement
d’air circule dans un cylindre statique quel que soit le volume de mucus occupant la branche,
comme illustré dans la figure 2.9. De plus, nous négligeons les effets que pourrait avoir le mucus
sur la compliance bronchique. Ainsi seule l’épaisseur de la couche de mucus a une influence sur
l’écoulement, en réduisant la section A utilisé par l’écoulement d’air.

Occlusion partielle

Chez un cas sain, la couche de mucus reste très fine, environ 10 µm (21). Ainsi, son influence
sur l’écoulement de l’air dans la branche peut être négligée. Toutefois, les malades nécessitant de
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n α0,n (10�3) α10,n (10�6) n�n n�n LLambert,n (10�4m) AMax,n (mm2)

0 882 11 0.5 10 1200 237
1 882 11 0.5 10 476 119
2 686 51 0.6 10 190 70.0
3 546 80 0.6 10 76 43.8
4 450 100 0.7 10 127 28.1
5 370 125 0.8 10 107 16.6
6 310 142 0.9 10 90 10.2
7 255 159 1.0 10 76 6.25
8 213 174 1.0 10 64 3.984
9 184 184 1.0 10 54 2.480
10 153 194 1.0 10 47 1.557
11 125 206 1.0 9 39 1.011
12 100 218 1.0 8 33 0.7031
13 75 226 1.0 8 27 0.5432
14 57 233 1.0 8 23 0.4236
15 45 239 1.0 7 20 0.3448
16 39 243 1.0 7 17 0.2747

Tab. 2.3: Paramètres du modèle de Lambert : α0,n et α10,n sont respectivement la section de la bronche
normalisée par rapport à sa section maximale An et sa dérivé en fonction de la pression
transmurale à pression transmurale nulle ; n�n et n�n sont les puissances des lois lorsque la
pression transmurale est respectivement négative ou positive ; Ln est la longueur de la bronche ;
An est la section maximal de la bronche.

Pint > Pext Pint = Pext Pint < Pext

Fig. 2.9: Schémas du modèle d’obstruction pour trois états de compression de la bronche, en noir. L’aire
occupée par le mucus, en gris, reste identique. La section de la voie aérienne, en bleu, est utilisée
pour déterminer l’écoulement de l’air.
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la kinésithérapie respiratoire souffrent souvent d’obstructions bronchiques. Le mucus stagne dans
certaines bronches, réduisant considérablement la section utile. Ainsi, nous souhaitons modéliser
un cas simple d’obstructions afin d’étudier leurs effets sur la distribution de cisaillement et de
comparer au cas sain.

Notre modèle mime une réduction de la section utile de la branche dans une génération m
de l’arbre. Nous considérons que le volume du mucus est fixe quelle que soit la déformation de la
bronche. La longueur des branches étant invariante, la section occupé par le mucus l’est aussi.
Ainsi, l’épaisseur de la couche de mucus est variable en fonction de la section de la branche,
comme montré dans la figure 2.9. La section disponible Am pour l’écoulement d’air est égale à
la section calculée avec le modèle de Lambert ALambert retranchée de la section occupée par le
mucus AMucus.

Ainsi, nous définissons la section A de chaque génération n comme :

An�m � ALambert ,npPnq
Am � ALambert ,mpPmq �AMucus (2.5)

Mobilité du mucus

Même si nous considérons le mucus comme statique et sans influence sur la compliance des
branches, nous devons savoir sous quelle condition il est mobilisé par l’interaction air-mucus.
Ainsi, nous avons besoin d’un critère, basé sur sa rhéologie, qui nous permette d’estimer s’il est
mobilisé ou non. D’un point de vue rhéologique, le mucus peut être considéré comme un fluide
viscoélastique et son comportement dépend des forces de cisaillement subies. Si les forces de
cisaillement sont faibles, le mucus se comporte comme un matériau élastique, se déformant jus-
qu’à un état d’équilibre et reste statique. Au contraire, sous de grandes forces de cisaillement, il
se comporte comme un liquide visqueux et s’écoule. Certaines pathologies, comme la mucovisci-
dose (23), et le taux d’hydratation du mucus (21) peuvent modifier quantitativement la réponse du
mucus aux forces de cisaillement. Dans notre étude, nous considérons le comportement du mu-
cus comme celui d’un fluide de Bingham : en dessous d’une force de cisaillement seuil, le mucus
est considéré comme solide statique ; au-dessus, il est considéré comme liquide. De précédentes
études (29,30) ont déjà utilisé des fluides de Bingham pour modéliser le comportement du mucus.

Il est difficile d’obtenir une estimation précise du seuil puisque les propriétés du mucus
peuvent être très différentes d’une personne à une autre, et ce même dans les cas sains. Toutefois,
nous considérons que le mucus sain a un seuil à 1 Pa (23). Ainsi, si la force moyenne de cisaillement
induite par le déplacement d’air dans une bronche est inférieur à 1 Pa, le déplacement du mucus
est assuré uniquement par le battement mucociliaire. Au-dessus de 1 Pa, Le mucus sain est
mobilisé aussi par l’écoulement de l’air. À titre de comparaison, dans le cas de la mucoviscidose,
nous considérons le seuil du mucus à 15 Pa (23). Bien que la valeur du seuil du mucus peut
grandement varier, l’ordre de grandeur respective des seuils du mucus sain et de celui du cas de
la mucovicidose sont satisfaisant.

2.A.3 Définition du modèle 0D

Nous choisissons de décrire la mécanique de l’écoulement de chaque branche avec un modèle
à zéro dimension. Dans ce type de modèle, pour chaque branche, le gain de pression q entre ses
deux extrémités est relié au débit de l’écoulement Φ et à la résistance hydrodynamique R de la
branche par :

q � R� Φ (2.6)

La résistance dépend de la géométrie de la branche et du type d’écoulement considéré. Dans
le cas d’un régime de Poiseuille, écoulement stationnaire à faible débit, la résistance hydrodyna-
mique RPois dépend uniquement de la section A, de la longueur L de la branche et de la viscosité
µ du fluide. Mais pour des débit plus élevés, l’écoulement d’air peut être fortement perturbé
par des effets d’inertie occasionnés par les bifurcations et la résistance hydrodynamique devient
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supérieure à celle de Poiseuille :

R � Z RPois avec : Z ¥ 1 (2.7)

RPois � 8πµ
L

A2
(2.8)

Il existe de nombreux modèles pour déterminer le préfacteur Z, notamment Pedley et al. (36),
Tawhai et al. (44), Florens et al. (16) et Buess et al. (7) qui décrivent des modèles adaptés à la
structure arborescente du réseau de bronches. Ces derniers décrivent des modèles impliquant
notamment le nombre de Reynolds.

Re � 4ρΦ

µ
?
πA

(2.9)

Le travail de Pedley et al. décrit un modèle basé sur des mesures expérimentales dans un
arbre de deux générations de tubes :

ZPedley � C

4

d
Re

L

c
A

π
� C

4

d
4ρΦ

πµL
(2.10)

Ici, C dépend de la géométrie de la bifurcation ascendante. Toutefois, dans leur rapport, Ped-
ley et al. proposent d’utiliser la valeur moyenne C � 1.85. Malheureusement, les écoulements
expérimentaux sont inspiratoires, du tronc de l’arbre vers les branches terminales, et ne corres-
pondent pas à notre objectif.

Tawhai and Hunter (43) utilisent un modèle de profil de vitesse qui permet de décrire les
profils bouchons observés à haut nombre de Reynolds dans des cylindres. Ce profils est décrit
par une loi de puissance :

vzprq � v0

�
1�

�r
r

	β

avec β � max

�
2,

Re

150



(2.11)

Ici, vzprq est la vitesse de l’air situé à la distance r de l’axe du cylindre, v0 est la vitesse de l’air au
centre du cylindre et r est le rayon du cylindre. Nous pouvons en déduire le débit Φ � β

β�2v0A,

et utiliser la relation (2.24), démontrée à la section suivante, pour obtenir q � β�2
4 RPois Φ.

Ainsi, l’expression du prefacteur Z pour ce modèle est :

ZTawhai � max

�
1,

1

2
� Re

600



(2.12)

En conséquence, le préfacteur Z a une borne inférieure égale à 1 atteinte avec Re � 300 et
correspondant à un écoulement de Poiseuille.

Florens et al. (15) obtiennent un préfacteur similaire :

ZFlorens � 1.5� 0.0035 Re (2.13)

Bien que similaire à la relation utilisée par Tawhai et al., ce modèle implique une résistance
hydrodynamique supérieure à la résistance de Poiseuille, et ceci même à très bas débit et une
dépendance en Re plus grande.

Buess et al. décrivent un modèle issu de mesures numériques via la modélisation 3D de
l’écoulement de l’air dans un arbre asymétrique de deux générations. Chaque bifurcation relie
une branche mère à une grande et une petite branche fille. Cette combinaison rend de fait
asymétrique les préfacteurs des bronches filles, ainsi les préfacteurs des grandes bronches filles
Z� et des petites bronche fille Z� ont leur relation respective :

Z� � 1�
�
c1 � c2

L

r



p1� c3δq

�
Re � 25L

3r



(2.14)

Z� � 1� c4 p1� c5δq pRe � 50q (2.15)
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L

Φ

SIn SWall SOut

z

Fig. 2.10: Schémas d’une branche cylindrique : le cylindre à une longueur L et une section A. L’entrée
est notée SIn, la sortie SOut et la paroi SWall. Le débit d’air s’écoulant dans la branche est
noté Φ.

Avec c1 � 4.17 � 10�3, c2 � 6.25 � 10�5, c3 � 0.103, c4 � 3.77 � 10�3 et c5 � 0.653. Ici, δ est
un paramètre d’asymétrie conçu tel que δ � 0 désigne un arbre symétrique et δ � 1 désigne
un arbre dont les ratios de diamètre, rapports entre les diamètres des branches filles et celui de
la branche mère, h� et h� sont semblables aux ratios décris dans Florens et al. (15). Le ratio
L{r est un paramètre géométrique du modèle 3D utilisé. Notre modèle d’arbre bronchique étant
symétrique, nous n’utiliserons pas non plus ce modèle. De plus, à l’instar du modèle de Pedley
et al., les mesures ont été faite pour des débits inspiratoires.

Nous avons d’abord étudié la distribution des forces de cisaillement avec un modèle de
Poiseuille Z � 1, puis nous avons comparé les résultats avec l’expression de Z basée sur les
modèles de Tawhai et al. ou celui de Florens et al.

2.A.4 Contraintes de cisaillement

A partir de l’équation de Navier-Stokes et de plusieurs hypothèses, les propriétés Newto-
niennes de l’air, la stationnarité de l’écoulement, l’invariance du champ de vitesse le long de
l’axe de la branche et les propriétés axiales et axisymétriques des vitesses, nous pouvons faire le
lien entre la contrainte de cisaillement moyenne σ à la paroi de la branche et le gain de pression
absolu |q|.

La branche b est constituée d’un cylindre de longueur L et de section A. Nous utilisons les
coordonnées cylindriques et l’axe de la branche est orienté selon l’axe ẑ. La branche est délimitée
par trois surfaces :

— La paroi de la branche est SWall où la vitesse de l’air est supposée nulle (condition de
non-glissement), le vecteur normal sortant de SWall est noté r̂ ;

— L’entrée de la branche est SIn, où le débit d’air entrant est Φ � ´
SIn

vzdS avec vz la
composante de la vitesse de l’air le long de l’axe de la branche, le vecteur normal à SIn
est �ẑ ;

— La sortie de la branche est SOut, où le débit d’air sortant est égal au débit entrant
Φ � ´

SOut
vzdS, le vecteur normal à SOut est ẑ.

La surface totale de la branche est notée Sb � SWallY SInY SOut. Un schémas de la branche est
présenté dans la figure 2.10.

La dynamique de l’écoulement d’air dans la branche est régi par l’équation de Navier-Stokes
qui relie la pression p et la vitesse v̄ de l’air."

ρBtv̄ � ρ∇̄ � pv̄ b v̄q � �∇̄p� µ∆̄v̄
∇̄ � v̄ � 0

(2.16)

Le cisaillement est la conséquence des forces de friction entre couches d’air ou entre l’air et
la paroi de la branche. Les frottements sont reliés à la viscosité de l’air, i.e. le terme µ∆̄v̄ de
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l’équation de Navier-Stokes. Dû à l’hypothèse stationnaire, nous avons Btv̄ � 0.
Nous notons pIn et pOut les pressions moyennes aux sections d’entrée et de sortie : p� �

A�1
´
S�
pdS avec � � In ou Out. Nous définissons le cisaillement à la paroi σ comme la norme

moyenne des force de frottement sur la paroi de la branche :

σ �
´
SWall

}Brµv̄}dS´
SWall

dS
(2.17)

� µ
�
2L
?
πA

	�1
¼
SWall

}Brv̄}dS (2.18)

.
Puis, en intégrant l’équation de Navier-Stokes (2.16) sur le volume de la branche Vb, en

utilisant le théorème de Stokes et en projetant sur l’axe de la branche ẑ, nous avons pour le
terme ρ∇̄ � pv̄ b v̄q :

ρ

¼
Sb

d̄S � v̄ b v̄ � ẑ �
¼
SOut

dSρv2z �
¼
SIn

dSρv2z (2.19)

Le terme ρv2z est l’énergie cinétique locale de l’air dû à son déplacement dans l’axe de la branche.
Dû à l’hypothèse de l’invariance de l’écoulement le long de la branche, cette énergie cinétique
est conservée le long de la branche et le précédent terme est nul.

Le terme issu de ∇̄p peut être exprimé en fonction du gain de pression q � pIn � pOut de la
branche :

�
¼
Sb

d̄S � ẑp �
¼
SIn

dS p�
¼
SOut

dS p (2.20)

� AppIn � pOutq � Aq (2.21)

Le terme visqueux µ∆̄v̄ devient :

µ

¼
Sb

d̄S � ∇̄b v̄ � ẑ � µ

¼
SOut

dS � Bzµz � µ

¼
SIn

dSBzvz � v

¼
SWall

dSBrvz (2.22)

Avec la supposition de l’invariance de l’écoulement le long de l’axe de la branche, les dérivées
Bzvz sont nulles, ainsi :

µ

¼
Sb

d̄S � ∇̄b v̄ � ẑ � µ

¼
SWall

dSBrvz (2.23)

Enfin, les hypothèses de l’invariance des vitesses le long de l’axe ẑ et de leur propriété axiale
et axisymétrique nous permettent d’écrire }Brv̄} � |Brvz|. L’utilisation de notre définition des
contraintes moyennes de cisaillement σ (2.18) conduit à :

µ

¼
Sb

d̄S � ∇̄b v̄ � ẑ � �µ
¼
SWall

dS|Brvz|

� �µ
¼
SWall

dS}Brv̄}

� �2
?
πALσ

Enfin, en regroupant tous les termes précédemment travaillés de l’équation (2.16), nous
obtenons :

σ �
����� q2L

c
A

π

����� (2.24)
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Quant au signe du cisaillement, nous savons que la force de frottement subie par la paroi est
dirigée dans le sens contraire au gain de pression q. Donc le signe des contraintes de cisaillement

est : σ � � q
2L

b
A
π . Toutefois, dans notre étude, tous les écoulements sont expiratoires et tous les

cisaillements aux parois ont le même sens, vers les branches ascendantes. Ainsi, nous ne regardons
que les valeurs absolues des débits Φ, des gains de pression q et des contraintes moyennes de
cisaillement à la paroi σ.

Nous pouvons réécrire (2.24) en fonction du débit, en utilisant les définitions (2.6), (2.7),
(2.8) du gain de pression et de la résistance.

σn � 4µZnΦn

c
π

A3
n

(2.25)

2.B Méthode numérique

À partir des modèles présentés ci-dessus, nous pouvons écrire le système d’équations cor-
respondant. Ce système peut être divisé en sous-systèmes pour chaque génération n du réseau.
Chacun s’écrit : $''''''''''''''&''''''''''''''%

qn � 8µπZn LnΦnA
�2
n

Zn � 1 ou ZTawhai pΦn, Anq ou ZFlorens pΦn, Anq
An�m � ALambertpPnq
Am � ALambertpPmq �AMucus

Pn�0 � Pn�1 � qn � qn�1

2
P0 � q0

2
� Ptissus

σn � 4µZnΦn

c
π

A3
n

Φn � 2�n Φ0

(2.26)

Les paramètres de notre modèle sont Φ0 le débit d’air à la trachée, Ptissus la pression autour
des bronches, AMucus la section occupée par le mucus et m sa position dans l’arbre. Nous pou-
vons voir que les variables au sein de chaque génération sont interdépendantes et que certaines
équations sont non-linéaires. Ainsi, il est nécessaire d’utiliser les ressources numériques pour
trouver les solutions du système. Toutefois, le sous-système de la génération n ne dépend que de
la solution du sous-système de la génération précédente. Ainsi, nous pouvons résoudre le système
en résolvant chaque sous-système un à un, en partant de la première génération.

Donc résoudre le système est équivalent à trouver un point fixe pour chaque sous-système
d’équations (2.26). Ainsi, chaque sous-système peut être reformulé comme une recherche de
point fixe d’une application Fn qui calcule une différence de pression q1 à partir d’une autre q,
i.e. q1n � Fn pqq. Ici, q est la variable de l’application Fn et q1n est l’image de q par Fn. Pour toutes
les générations n ¡ 0, l’application Fn est définie à partir des paramètres d’entrée du modèle,
du gain de pression qn�1 et de la pression transmurale Pn�1 de la génération précédente.

Un algorithme de Newton est utilisé pour trouver le zéro de chaque application Fn pqq�q pour
déterminer le point fixe. Par la suite, nous montrons que chaque sous-système n’admet qu’une
solution, nous assurant que l’algorithme de Newton converge bien vers la solution attendue dans
le cas de la répartition saine de mucus, AMucus � 0. Nous avons aussi adapté l’algorithme afin
d’assurer la convergence dans le cas de l’obstruction partielle.

2.B.1 Existence et unicité de la solution dans le cas AMucus � 0

Pour être certain de la convergence de notre algorithme vers une solution physique, nous
devons prouver l’existence et l’unicité de la solution. La première étape est d’étudier le compor-
tement de Fnpqq � q. La dérivé de Fnpqq par rapport à q s’écrit :

dFn
dq

pqq �
�
dF̃n
dAn

dAn
dPn

dPn
dq

�
pqq avec Fnpqq � F̃n pAn pPnpqqqq (2.27)
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Fnpqq dépend de An et peut s’exprimer comme Fnpqq � aA�2
n �bA

5
2
n , avec a et b qui dépendent

du débit et de la résistance hydrodynamique considérée, RPois, RTawhai ou RFlorens. D’après les
expresions 2.7, 2.9, 2.13 et 2.12, nous savons que a et b sont toujours positifs, dF̃n{dAn est
toujours négatif :

dF̃n
dAn

pAnq � �2aA�3
n � 5b

2
A

7
2
n   0 (2.28)

Puis, pour dAn{dPn, nous avons :
dAn
dPn

pPnq �
Pn¤0

AMax,nα
1
0,n p1� Pn{P�n q�n

�
n�1 ¡ 0 (2.29)

dAn
dPn

pPnq �
Pn¥0

AMax,nα
1
0,n p1� Pn{P�n q�n

�
n�1 ¡ 0 (2.30)

Enfin, pour dPn{dq, nous avons :
dPn
dq

� 1

2
¡ 0 (2.31)

Ceci conduit à :

@ q P R
dFn
dq

pqq � 1   �1 (2.32)

Donc Fnpqq � q est strictement décroissante et limqÑ�8 Fnpqq � q � �8. Cette application
est donc injective.

La seconde étape est de montrer que l’application Fnpqq � q est bijective de R dans R. Avec
sa stricte décroissance, cela prouve qu’elle est injective. Le modèle de la compliance bronchique
donne une section de la branche An entre 0, à la pression transmural limite Pn � �8, et AMax,n,
à la pression transmurale limite Pn � �8. La dépendance de AnpPnpqqq en q est identique, car
la pression transmurale Pn est linéaire et positivement dépendante au gain de pression q. Ainsi,
l’application Fnpqq qui dépend de A�αn varie entre �8, lorsque q tend vers �8, et la limite
qinf,n � F̃npAMax,nq avec AMax,n la section maximale de la branche de génération n donnée par
Lambert et al. (24), lorsque q tend vers �8. Nous pouvons conclure que l’application Fnpqq � q
varie entre �8, pour q Ñ �8, et �8, pour q Ñ �8. Cette application est donc surjective.

Étant injective et surjective de R Ñ R, Fnpqq � q est bijective. Il existe donc une unique
solution de Fnpqq � q � 0 pour chaque sous-système (2.26).

2.B.2 Méthode numérique pour résoudre le cas sans obstruction

Dans le cas de la résistance de Tawhai, à chaque génération, nous commençons par tester
si la solution est en régime de Poiseuille, Re ¤ 300, ou en régime inertiel. Pour avoir cette
information, nous utilisons la décroissance de Fnpqq. Une analyse de graphique montre que, quel
que soit le gain de pression q, la solution Fnpqnq � qn se situe entre les valeurs q et Fnpqq.
Nous définissons la section A|Re�300 qui correspond à un nombre de Reynolds égal à 300 dans
la génération à partir de l’équation 2.9. Puis à partir de A|Re�300, nous calculons la valeur de
q|Re�300 � P�1

n

�
A�1
n pA|Re�300q

�
et celle de FnpA|Re�300q.

Comme la solution qn de Fnpqq � q se situe entre q|Re�300 et Fnpq|Re�300q, deux cas sont
possibles.
Le premier cas correspond à qn ¤ q|Re�300. Dancs ce cas la solution de l’équation a un gain de
pression inférieur à q|Re�300, la pression transmurale est plus basse et la branche est plus resserrée
qu’à Re � 300. Une section d’écoulement plus étroite signifie un nombre de Reynolds plus grand
que 300. En conséquence, nous devons considérer les effets d’inertie pour cette génération.
Au contraire, le second cas présente une solution qn supérieure à q|Re�300. Un raisonnement
similaire conduit à un nombre de Reynolds inférieur à 300 dans la génération, l’écoulement est
alors en régime de Poiseuille.

Enfin, nous utilisons un algorithme de Newton pour trouver la solution de Fnpqq � q � 0
pour chaque génération n en partant de la branche d’origine, vers les branches terminales de
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l’arbre. Commençant par la condition initiale q0,n � 0, le schéma numérique de la génération n
s’écrit à l’étape i :

qi�1,n Ð qi,n � Fnpqi,nq � qi,n
dFn
dq pqi,nq � 1

(2.33)

Nous avons remarqué que dans certain cas, la convergence de l’algorithme est très lente.
Dans ces conditions, il arrive que qi�1,n � qi,n ou qi�2,n � qi,n. Lorsque ces cas apparaissent,
nous procédons par dichotomie pour l’étape i.

qi�1,n Ð qi,n � Fnpqi,nq
2

(2.34)

2.B.3 Cas de l’obstruction partielle, AMucus ¡ 0

Dans le cas de l’obstruction partielle, nous retranchons la section de la génération m donnée
par le modèle de compliance avec la section occupée par le mucus AMucus. La section donnée par
ce modèle varie entre 0 et AMax,m, ainsi la différence ALambert ,m � AMucus peut être négative.
Or, c’est une configuration non-physique.

Dans ce cas, nous restreignons l’espace des gains de pression q à l’encadrement sqinf,m,�8r.
Ici, la borne inférieure du gain de pression est qinf,m � P�1

m

�
A�1

m p0q�. En utilisant le même rai-
sonnement que précédemment, nous pouvons montrer que Fmpqq�q est strictement décroissante
sur sqinf,m,�8r et bijective de sqinf,m,�8r dans R.

Donc, il existe une unique solution du sous-système (2.26) dans le cas d’une obstruction
partielle.

Toutefois, nous devons interdire à l’algorithme les valeurs de q inférieures à la borne inférieure
qinf,m. Pour cela, nous modifions l’équation (2.33) de la mise à jour du gain de pression q.

qi�1,n Ð qi,n � maxpFnpqi,nq, qinf,mq � qi,n
dFn
dq pqi,nq � 1

(2.35)

Comme il a été montré dans le cas sans obstruction que qi�1,n était compris entre qi,n et
Fnpqi,nq, seul les cas où Fnpqi,nq   qinf,m peuvent conduire l’algorithme à sortir du domaine de
solution. Dans ces cas, borner ainsi la condition de mise à jour du gain de pression q, conditionne
qi�1,n à être entre qi,n et qinf .

2.C Variation du cisaillement à travers une bifurcation symétrique

Afin de mieux comprendre le comportement du cisaillement le long de l’arbre symétrique,
nous analysons le cas simple de l’évolution du cisaillement dans une bifurcation. Dans cette
section, nous mettons en relation le ratio du cisaillement entre branches mère et filles avec
le ratio de réduction de diamètre h. De plus, nous y présentons les critères, sur ce ratio, qui
déterminent si le cisaillement augmente ou diminue chez les branches filles, par rapport à la
branche mère.

Le préfacteur Z peut se réécrire sous la forme Z � a � bRe, avec a et b des constantes qui
dépendent du modèle utilisé. Dans le cas de l’écoulement de Poiseuille et lorsque Re ¤ 300 dans
le modèle de Tawhai, a vaut 1 et b est nul. Dans le modèle Tawhai, lorsque Re ¡ 300, a et b
valent respectivement 1{2 et 1{600. Dans le modèle de Florens, a et b valent respectivement 1.5
et 0.0035. En y intégrant la formule du nombre de Reynolds (2.9) et en intégrant le tout dans
celle du cisaillement (2.25), nous avons :

σn � 4aµ
?
π
Φn

A
3
2
n

� 16bρ
Φ2
n

A2
n

(2.36)

Nous pouvons distinguer ces deux termes en un lié à la viscosité σµ,n � 4aµ
?
π Φn

A
3
2
n

, appelé

cisaillement visqueux et l’autre lié à la densité σρ,n � 16bρΦ2
n

A2
n
, appelé cisaillement inertiel.
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h

A

σµ

σρ

b
1
2

3

b
1
2 1

× × × × × Ñ Õ

Õ Õ Õ Ñ × × ×

Õ Ñ × × × × ×

Tab. 2.4: Évolution de la section A, du cisaillement visqueux σµ et du cisaillement inertiel σρ dans une
bifurcation symétrique selon la valeur du ratio h entre les diamètres des bronches filles et de
la bronche mère. Les flèches ascendantes indiquent que la quantité augmente de la bronche
mère aux bronches filles, les flèches horizontales indiquent la conservation de la quantité et les
flèches descendantes leur décroissance.

Nous pouvons approfondir l’analyse en regardant comment varient ces termes à travers une
bifurcation. Tout d’abord, à partir du ratio hn entre les diamètres des branches mère et filles de
génération respective n et n� 1, nous pouvons calculer ceux entre les cisaillements visqueux et
entre les cisaillements inertiels.

An�1 � h2nAn (2.37)

σµ,n�1 � 4aµ
?
π

Φ0

2n�1A
3
2
n

� 1

2h3n
σµ,n (2.38)

σρ,n�1 � 16b ρ
Φ2
0

22n�2A2
n

� 1

4h4n
σρ,n (2.39)

Nous pouvons voir que si hn est le ratio entre les diamètres,
�
2h3n

��1
et

�
4h4n

��1
sont les

ratios respectifs du cisaillement visqueux et du cisaillement inertiel. Ainsi, selon si ces ratios
sont supérieurs ou inférieurs à 1, ces quantités augmenteront ou diminueront de part et d’autre
de la bifurcation. Tous les différents cas sont détaillés dans le tableau 2.4.

Enfin, nous pouvons dégager un autre critère sur h lorsque l’on compare les croissances des
cisaillements entre eux.

σµ,n�1

σµ,n
¡ σρ,n
σρ,n�1

1

2h3n
¡ 1

4h4n

h ¡ 1

2
(2.40)

Lorsque h est inférieur à 1{2, le cisaillement inertiel croit plus fortement que le cisaillement
visqueux. Entre 1{2 et

a
1{2, c’est le cisaillement visqueux qui croit plus fortement que le ci-

saillement inertiel. Entre
a
1{2 et 3

a
1{2, le cisaillement inertiel décrôıt tandis que le cisaillement

visqueux crôıt. Et au-delà de 3
a
1{2, le cisaillement inertiel décroit plus fortement que le cisaille-

ment visqueux.
Ainsi, le comportement des contraintes de cisaillement le long de l’arbre dépend de comment

le diamètre évolue dans les bifurcations. Par exemple, dans un arbre fractal avec un ratio h
constant, les sections A, les cisaillements visqueux σµ et les cisaillements inertiels σρ croissent
ou décroissent de manière exponentielle. Dans un tel arbre, le comportement du cisaillement
total σ déprendra du ratio h et du terme dominant à la branche d’origine. Les différents scenarii
sont résumés dans le tableau 2.5.
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h   1{2 h ¡ 1{2

σµ,0 ¡ σρ,0

"
σn � σµ,n si n ¤ i
σn � σρ,n si n ¡ i

avec i P N σ � σµ

σµ,0   σρ,0 σ � σρ

"
σn � σρ,n si n ¤ i
σn � σµ,n si n ¡ i

avec i P N

Tab. 2.5: Le comportement du cisaillement total dans un arbre fractal de ratio h dépend de la valeur du
ratio h et du cisaillement dominant à la première branche. Dans le cas h   1{2 et σµ,0   σρ,0, le
cisaillement total se comporte comme le cisaillement inertiel. Dans le cas h ¡ 1{2 et σµ,0 ¡ σρ,0,
le cisaillement total se comporte comme le cisaillement visqueux. Dans le cas h   1{2 et
σµ,0 ¡ σρ,0 et le cas h ¡ 1{2 et σµ,0   σρ,0, il existe une génération i telle que le comportement
du cisaillement total est différent de part et d’autre de la génération i.
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3. ASYMÉTRIE ET SÉLÉCTION NATURELLE

3.1 Introduction

Nous avons étudié, précédemment, la distribution du cisaillement dans un arbre symétrique
aux branches compliantes et l’application des résultats dans le cadre de la kinésithérapie respi-
ratoire. Toutefois, cette étude ne tient pas compte de l’asymétrie de l’arbre bronchique.

Dans la nature, l’arbre bronchique est asymétrique. Cette asymétrie se manifeste notamment
par deux aspects : une asymétrie de branchement, lorsque les bronches filles d’une bifurcation
n’ont pas les mêmes tailles ; et une asymétrie de topologie, lorsque les chemins vers les acini ne
passent pas par le même nombre de bifurcations. Ces asymétries sont grandement différentes
selon les espèces de mammifères. Elles sont dues, d’une part, à une faible robustesse de l’arbre
symétrique face aux altérations induites par la ventilation (28) et, d’autre part, à une tendance
naturelle de la croissance des bronches pendant le développement du poumon lors de l’embryo-
genèse (9–11). Ainsi, nous faisons l’hypothèse que l’asymétrie de branchement et l’asymétrie de
topologie du poumon sont issues d’un processus d’optimisation induit par la sélection naturelle.
Nous pensons que le critère d’optimisation est lié à la robustesse des performances ventilatoires
face aux variations biologiques compte-tenu des limites physiologiques.

Ainsi, avant d’étudier la distribution du cisaillement dans un arbre asymétrique au branches
compliantes, nous devons développer un modèle d’arbre asymétrique. Pour ce faire, nous intro-
duirons les deux aspects de l’asymétrie pulmonaire et nous la quantifions. Puis, nous décrirons
de notre modèle d’arbre taillé, qui permet de décrire des arbres plus ou moins asymétriques.
Ces arbres ont une asymétrie de branchement homogène dans toutes les bifurcations et son
asymétrie topologique est reliée à l’asymétrie de branchement par une contrainte de taille de
branche. Ce modèle permet d’étudier des arbres de différentes topologies et nous verrons que
les changements topologiques des arbres induisent des discontinuités sur les propriétés globales
des arbres. Nous étudierons leurs résistances hydrodynamiques, en lien avec les performances
ventilatoires, et leurs volumes, en lien avec leurs limites physiologiques. Enfin, nous analyserons
la robustesse de la résistance face aux variations de la contrainte sur le volume.

3.2 Asymétrie pulmonaire

Avant de poursuivre plus en détail notre étude de l’asymétrie pulmonaire, nous allons intro-
duire deux facettes de l’asymétrie : l’asymétrie de branchement et l’asymétrie topologique.

L’asymétrie de branchement concerne chaque bifurcation. En effet, les deux branches filles
peuvent avoir des tailles différentes, comme dans le schéma en bas à gauche de la figure 3.1.
Ainsi, nous distinguons la grande branche fille D� de la petite branche fille D-, de même que
leur ratio de réduction respectif h� et h�, i.e le rapport de leurs tailles HpD�q avec celle de
la branche mère HpMq. La taille H d’une branche est proportionnelle à son diamètre ou à sa
longueur. De plus, nous choisissons de caractériser cette asymétrie par le coefficient a : pour
chaque branche mère, ce coefficient est défini comme le ratio des tailles des branches filles
apMq � HpD-q

HpD�q
. De même, il peut être relié au ratio de réduction de ses branches filles a � h�

h�
.

D’autres études utilisent des modèles d’arbre à branchement asymétrique (16,25,28). Certaines ont
montré les avantages de l’asymétrie de branchement. La nature aurait sélectionné des poumons
à branchement asymétrique pour leur robustesse face aux variations de rayon des bronches
pouvant survenir pendant la vie de l’individu (28). De plus, l’asymétrie de branchement émerge
naturellement dans des systèmes physiques qui miment le développement du poumon mais au
prix d’un bruit géométrique qui soulève la question de la robustesse (9–11,27).
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Fig. 3.1: Schémas de branchement et de topologie symétrique et asymétrique de l’arbre. Dans les bran-
chements symétriques, en haut à gauche, les branches filles sont identiques en longueur et
en diamètre. À l’opposé, dans les branchements asymétriques, en bas à gauche, les branches
filles ont des propriétés géométriques différentes. Dans les schémas de topologie d’arbre, les
branches terminales sont en bleu, celle possédant des branches filles sont en vert. À côté de
chaque branche est annotée la génération correspondante. Dans les topologies symétriques, en
haut à droite, toutes les branches terminales sont de la même génération. Dans les topologies
asymétriques, les branches terminales peuvent être de générations différentes.

L’asymétrie topologique concerne la forme de l’arbre en elle-même, sans considérer la taille
des branches. Au sein de l’arbre, nous pouvons distinguer deux types de branches : celles
possédant une bifurcation et des branches filles, et les autres, dites branches terminales. Contrai-
rement à un arbre symétrique, dont toutes les branches terminales appartiennent à la même
génération, un arbre à topologie asymétrique a des branches terminales qui appartiennent à
des générations différentes, comme montré par les deux schémas à droite de la figure 3.1. Une
manière simplifiée de constater cette asymétrie est de référencer les générations maximales et
minimales associées aux branches terminales d’un arbre. Nous les appelons respectivement G�
et G�. Lorsque G� � G�, l’arbre est symétrique. Dans les cas contraires, plus la différence
entre G� et G� est grande, plus l’asymétrie topologique est prononcée. Malheureusement, ce
type d’arbre implique une plus grande complexité analytique. Les travaux étudiant ou utilisant
les topologies asymétriques restent rares.

Dans de précédentes études (39,40), les arbres pulmonaires de différentes espèces ont été ana-
lysés. Leurs résultats sont résumés dans le tableau 3.1. Nous pouvons remarquer que l’asymétrie
pulmonaire est différente selon les espèces, autant celle de branchement que de topologie.

L’arbre bronchique présente des irrégularités, surtout dans les premières générations, avec
notamment la présence de trifurcations. Ces irrégularités sont nécessaires pour que la forme du
poumon s’adapte au mieux à la forme du thorax et aux emplacements déjà pris par d’autres
organes. Toutefois, à partir d’une certaine taille, la géométrie des bifurcations devient beaucoup
plus régulière (37,40,44). Ainsi, nous émettons l’hypothèse qu’à partir d’une certaine taille de
bronche, certaines propriétés de l’arbre bronchique, notamment son asymétrie, sont les fruits
d’une optimisation sur d’autres propriétés, telle que l’énergie absorbée par l’écoulement d’air
lors de la ventilation, ce qui induit la régularité des propriétés des bifurcations. La régularité
de ratio de réduction h� nous suggère d’approcher l’arbre bronchique avec un modèle d’arbre
fractal asymétrique, i.e avec des ratios de réduction uniformes pour toutes les bifurcations.

Afin de mieux comprendre l’impact de l’asymétrie topologique sur la distribution des débits
dans l’arbre bronchique et l’origine de la différence entre les asymétries relevée chez plusieurs
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Grand ratio Petit ratio Coefficient d’asymétrie
h� h� a � h�{h� G� G�

Chien 0.927 0.575 0.620 38 11

Rat 0.875 0.583 0.666 34 8

Lapin 0.887 0.529 0.596 ND ND

Hamster 0.910 0.593 0.652 34 8

Humain 0.876 0.686 0.783 25 12

Tab. 3.1: Valeurs moyennes des propriétés de branchement (37,40) et nombre maximal et minimal de
générations des bronches terminales (39). Les grand et petit ratios, h� et h�, sont les valeurs
moyennes des ratios de réduction de diamètre entre les bronches mères et leurs bronches filles,
respectivement grande et petite. Le coefficient a est le rapport entre les valeurs moyennes des
petits et grands ratios. Les quantités G� et G� sont les valeurs maximale et minimale des
générations associées aux bronches terminales.

espèces, j’ai développé un nouveau modèle d’arbre asymétrique. Ce modèle permet de simuler des
arbres bronchiques de différentes tailles, asymétries de branchement et asymétries de topologie.
Ces arbres peuvent être comparés entre eux via des quantités globales comme le volume total
ou la résistance hydrodynamique.

3.3 Modèle d’arbre taillé

Nous ferons, ici, une description simplifiée du modèle d’arbre taillé. Une description mathématique
du modèle est disponible en annexe à partir de la page 63.

Tous les paramètres sont des quantités normalisées. Ainsi, la taille minimale Ht est le rapport
entre le diamètre minimal des bronches de l’arbre bronchique, sans considérer les acini, et le
diamètre de la première bronche modélisée. De même pour le volume des modèles d’acinus,
il est le rapport entre le volume d’un acinus et le volume de la première bronche modélisée.
Pareillement pour les caractéristiques d’une bronche b, son volume normalisé est Hpbq3 et, pour
des raisons détaillées en annexe 3.D.2, nous considérons sa résistance hydrodynamique normalisée
égale à Hpbq�3.

Notre modèle permet d’étudier un arbre fractal défini par cinq paramètres, le grand ratio
h�, le petit ratio h�, la taille minimale normalisée Ht des branches de l’arbre, le volume Vt
des acini et la résistance hydrodynamique Rt des acini. Les ratios h� et h� sont les ratios de
taille entre chaque branche mère b et ses branches filles, D�pbq et D-pbq : HpD�pbqq � h� Hpbq et
HpD-pbqq � h� Hpbq. Les branches dont la taille est supérieure à la taille minimale Ht donnent
des branches filles. Les branches filles dont la taille est égale ou inférieure à Ht sont des branches
terminales et ne donnent pas de branche fille. Chaque branche mère b est un modèle 0D d’une
bronche qui est l’homothétie de ratio Hpbq de la bronche modélisée par la première branche de
l’arbre. Chaque branche terminale est un modèle 0D d’un acinus de volume Vt et de résistance
hydrodynamique Rt. Afin d’assurer l’existance de l’arbre dans notre modèle, nous imposons des
conditions sur la taille minimale Ht   1 et sur les ratios de réductions 1 ¡ h� ¥ Ht.

Nous considérons que les propriétés des acini ne dépendent pas de celles de l’arbre bronchique.
Ainsi, les paramètres liés aux acini, Ht, Vt et Rt, sont considérés comme des méta-paramètres,
qui sont invariants au sein d’une même espèce.

Nous considérons que l’influence des bifurcations sur le volume de l’arbre et sur sa résistance
hydrodynamique est négligeable. Ainsi, le volume de l’arbre modélisé est la somme du volume de
toutes les branches mères et terminales. Et sa résistance est la résistance équivalente du circuit
dessiné par l’arbre dont les branches terminales sont reliées entre elles (même pression de l’aire
au fond des branches terminales).
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3.4 Changement de topologie d’arbre et nouveaux paramètres

Une des particularités du modèle est qu’il nous permet d’étudier une grande variété de topo-
logie d’arbre. En effet, la condition d’existance d’une branche b est que sa taille soit supérieure
à Ht. Sa taille dépend de sa position dans l’arbre et des deux paramètres h� et h�. Ainsi, une
variation d’un de ces paramètres peut amener à la création ou suppression de branches.

Notre étude de cet aspect du modèle, disponible en annexe 3.C.1, nous indique un autre
lot de paramètres canoniques. Si nous changeons les deux ratios h� et h� par les facteurs

g� � lnpHtq
lnph�q

et g� � lnpHtq
lnph�q

, les changements de topologie d’arbre ne dépendent plus que de ces
deux paramètres. La carte 3.2A indique la position des différentes topologies d’arbre pour les
premières générations. Les trois schémas 3.2B montrent chacun une topologie particulière afin
d’illustrer leurs différences. Dans la même annexe, il est montré que les facteurs g� et g� sont
reliés aux générations minimale et maximale des branches terminales G� � rg�s et G� � rg�s.
Les conditions d’existance de l’arbre de notre modèle se traduisent sur les facteurs g� et g� par
les conditions g� ¥ 1.

Par la suite, nous appelons la limite entre chaque topologie frontière. Nous distinguons deux
types de frontières : les frontières entières et les frontières intermédiaires.

Les frontières entières sont représentées sur la carte par les lignes horizontales et verticales en
tiret. Elles sont situées aux valeurs entières de g� et de g�. De part et d’autre de ces frontières,
les arbres voient leurs générations maximale ou minimale de leurs branches terminales, G� ou
G�, augmenter ou diminuer de un. Par exemple, la génération minimale des branches terminales
dans le schéma du milieu, côté bleu, est G� � 2 tandis que dans celui du bas, côté rouge, elle
est G� � 1.

Les frontières intermédiaires sont représentées par les morceaux d’hyperbole en point-tiret.
Les arbres séparés par ces frontières ont les mêmes G� et G� tout en ayant un nombre différent
de branches mères et de branches terminales. Par exemple, sur les schémas du haut, côté vert,
et du milieu, côté bleu, les nombres G� et G� sont identiques, respectivement 3 et 2, pourtant
l’arbre côté vert a deux branches mères et deux branches terminales supplémentaires.

Compte-tenu de ces remarques, l’utilisation des paramètres g� et g� est intuitive d’un point
de vue global. Ces paramètres sont directement reliés aux générations maximale et minimale,
G� et G�, des branches terminales de l’arbre. Ces paramètres aident à la visualisation de la
forme globale de l’arbre.

3.5 Caractéristiques des arbres modélisés

Nous supposons que le critère d’optimisation du poumon par la sélection naturelle est lié à
la performance respiratoire contrainte par les limites physiologiques.

Une des limites physiologiques est le volume disponible pour le poumon. Nous considérons
que le volume pulmonaire est proportionnel au volume d’air contenu dans le poumon, volume qui
correspond aux volumes des bronches et des acini. Nous approchons cette valeur avec la somme
des volumes des branches mères

°
bPP Hpbq3, avec P l’ensemble des branches mères de l’arbre

taillé, et celle des volumes des branches terminales #A � Vt, avec #A le nombre de branches
terminales dans l’arbre taillé.

Par rapport à notre modèle, les performances respiratoires peuvent être approchées par
l’énergie minimale dissipée lors de la ventilation. En annexe 3.D.2, nous relions l’énergie minimale
dissipée par l’arbre pour un débit donné à sa résistance équivalente rR lorsque toutes les bronches
sont à leur dilatation maximale. Dans cette configuration, les bronches sont considérées comme
des cylindres. La résistance équivalente Req de chaque arbre et sous-arbre est calculée de manière
récursive grâce aux règles d’additivité des résistances en série ou en dérivation. La résistance
équivalente des branches terminales est égale au méta-paramètre Rt. La résistance équivalente
Reqpbq d’un sous-arbre partant de la branche mère b est égale à la somme de sa résistance Rpbq
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Fig. 3.2: A : Carte des frontières entre les différentes topologies de l’arbre taillé de 1 à 15 générations.
Pour assurer l’existance de l’arbre de notre modèle, la valeur minimale des facteurs g� et g�
est de 1. Toutefois, pour améliorer la visibilité des régions ou g� � 1, les bornes inférieures
des axes sont inférieures à 1. La ligne pleine marque la frontière symétrique g� � g�, la partie
supérieure, non représentée ici, est symétrique à la partie inférieure. Les lignes en tiret marquent
les frontières dites entières, les nombres entiers maximal G� ou minimal G� des générations des
branches terminales changent de part et d’autre de cette limite. Les lignes grises en point-tiret
marquent les frontières dites intermédiaires, elles séparent les différentes topologies d’arbres
qui possèdent les mêmes G� et G�. Les trois zones colorées correspondent aux trois exemples
présentés à droite. B : 3 exemples de topologies d’arbre (G�, G�) : en haut, correspondant à
la zone mauve sur la carte, le plus grand des arbres (3,2) ; au milieu, correspondant à la zone
cyan sur la carte, le plus petit des arbres (3,2) ; en bas, correspondant à la zone orange sur la
carte, l’arbre (3,1). Les branches vertes sont des branches mères et les branches bleues sont des
branches terminales. A côté de chaque branche est annotée la génération correspondante.



52 3. Asymétrie et séléction naturelle

Humain Chien Rat Hamster

Rayon de la trachée
rtrachee (mm)

10,05 9,00 1,70 1,30

Volume de la trachée
Vtrachee (mm3)

37,7 103 50,1 103 345 127

Rayon minimal
rmin (mm)

0,20 0,15 0,05 0,05

Volume des acinus
Va (mm3)

150 ? ? 0.90 0.50

Ratio terminal

Ht � rmin

rtrachee

0,020 0.017 0,029 0,038

Volume terminal

Vt � Va
Vtrachee

3,98 10�3 3,56 10�3 2,79 10�3 3,88 10�3

Résistance terminale

Rt � 1.5H�3
t

125 103 216 103 39,3 103 17,6 103

Tab. 3.2: Caractéristiques réelles et paramètres correspondant pour quatre espèces : humain, chien rat
et hamster. Les rayons et volumes de la trachée et les rayons minimaux sont issus de (39). Le
volume des acinus humains et rats sont respectivement issus de (5) et (4). Celui des acinus des
hamsters est estimé en interpolant les données de (4) pour un rat de 150g. N’ayant pas trouvé
celui des acinus de chien, nous fixons le volume terminal associé à la valeur moyenne des trois
autres espèces.

et des résistances équivalentes des sous-arbres partant de ses branches filles rRpD�pbqq.
Reqpbq � Rpbq �

rRpD�pbqq ReqpD-pbqqrRpD�pbqq � ReqpD-pbqq
Une définition plus complète du volume et de la résistance équivalente est décrite en annexe

3.D.1.

3.5.1 Évolution du volume et de la résistance

Dans l’objectif d’étudier la robustesse de la résistance hydrodynamique de l’arbre taillé face
aux variations biologiques du ratio d’asymétrie sous les contraintes de volume, nous étudions,
de prime abord, les variations du volume total Vtot et de la résistance hydrodynamique rR des
arbres taillés en fonction des facteurs g� et g�, au sein d’une même espèce. Les valeurs de Ht,
Vt et Rt utilisées lors de notre étude sont répertoriées dans le tableau 3.2.

Les méta-paramètresHt et Vt sont issus de la littérature, tandis que Rt est une valeur estimée
à partir d’une fourchette de valeurs. En considérant que les acini sont des arbres formés par des
branches de taille minimaleHt et en négligeant l’influence des alvéoles, nous pouvons estimer que
leur résistance est comprise entre la résistance d’une branche de taille minimale, H�3

t et celle de
la résistance d’un arbre infini de branches de tailles minimales, 2H�3

t , tel que détaillé en annexe
3.D.1. Ainsi, nous prenons comme valeur pour Rt le milieu de cette fourchette : Rt � 1.5H�3

t .
Notre étude, disponible en annexe 3.E, nous montre le degré de complexité de la dépendance

du volume et de la résistance de l’arbre aux deux facteurs g� et g�. Dû aux différences de
topologies des arbres, le volume et la résistance des arbres présentent des discontinuités localisées
aux frontières entre les différentes topologies d’arbre, représentées par les courbes dans la figure
3.2.

Les discontinuités du volume total Vtot entre chaque topologie d’arbre sont dans le même
sens que sa variation au sein de chaque topologie. Le volume total Vtot est strictement croissant,
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autant en fonction de g� que de g�. Ainsi, le volume minimal est atteint avec les paramètres
g� � g� � 1, qui correspondent à l’arbre constitué de seulement la première branche et de deux
branches terminales. D’un autre côté, le volume tend vers l’infini lorsque g� tend vers l’infini.

La résistance hydrodynamique de l’arbre taillé au sein d’une même topologie d’arbre est
strictement décroissante autant en fonction de g� qu’en fonction de g�. Au niveau des frontières
entre topologie d’arbre, le sens de la discontinuité de la résistance hydrodynamique de l’arbre
taillé dépend de la valeur de la résistance des acini Rt. La discontinuité est négative autant en
fonction de g� qu’en fonction de g� lorsque Rt ¡ 2H�3

t , et, à l’inverse, elle est positive lorsque
Rt   2H�3

t . Or, dû à notre hypothèse sur la valeur des résistances des acini, H�3
t   Rt   2H�3

t ,
les discontinuités de la résistance hydrodynamique de l’arbre taillé sont dans le sens opposé
à celui de ses variations aux sein de chaque topologie d’arbre. Ainsi, le long de toutes droites
d’équation g� � ag��b avec a ¡ 0, la résistance hydrodynamique de l’arbre rR sera décroissante
par morceau en fonction de g�. Il existe une infinité de minima locaux. Chaque topologie d’arbre
en possède au moins un. La position de ces minima est difficile à déterminer dans le cas général.
Néanmoins, nous pouvons énumérer certaines règles :

1. Les minima locaux ne sont situés qu’au niveau des frontières qui sépare les différentes
topologies d’arbre ;

2. Sauf aux intersections des frontières, i.e. les points qui cotoient plus de deux topologies
d’arbre différentes, les minima locaux ne sont pas sur les frontières entières. Les frontières
entières marquent la séparation entre deux topologies d’arbre dont le nombre maximal
ou minimal des générations des branches terminales, G� ou G�, est différent ;

3. À chaque intersection entre frontières entières, il y a l’unique minimum de la topologie
d’arbre dont g� ¤ G� et g� ¤ G� ;

4. Le long des frontières intermédiaires, i.e les frontières qui séparent deux topologies d’arbre
différentes dont les nombres maximal G� et minimal G� des générations des branches
terminales sont identiques, la variation de la résistance dépend autant de la topologie
d’arbre concernée que de la frontière longée. Ainsi, la position des minima locaux situés
sur ces frontières est complexe à déterminer dans le cas général.

Nous pouvons néanmoins étudier la tendance des minima pour un ensemble de topologies
spécifiques. Les arbres symétriques avec g� � g� et les topologies dont g� � 1, appelées
tiges, ont leurs régions associées qui sont délimitées seulement par des frontières entières. Pour
ces deux types de topologies d’arbre, les minima de la résistance sont situés aux intersections
entre frontières entières, lorsque g� � G� et g� � G�. Nous pouvons étudier l’évolution de la
résistance minimal de ces deux types de topologies en fonction du nombre de générations. Ainsi,
nous constatons, en annexe 3.E.2 page 76, qu’aux valeurs correspondantes à chaque espèce, la
résistance minimale des topologies tend vers un minimum lorsque le nombre de générations tend

vers l’infini. La limite est rR � 2 pour les topologies symétriques et rR � 1
2 �

b
1
2 �Rt pour les

topologies tiges.
Dans les cas où Ht correspond aux valeurs pour les espèces étudiées, voir tableau 3.2, et

Rt � 1.5H�3
t , la résistance minimale des arbres symétriques et tiges tend à diminuer lorsque le

nombre de générations augmente, voir figure 3.3. De plus, à nombre de générations maximal G�
identique, les tiges ont une résistance plus importante que les arbres symétriques.

Nous émettons l’hypothèse que, dans le cas général, plus une topologie a de branches, plus sa
résistance minimale est basse. Or, nous avons vu précédemment que plus un arbre a de branches,
plus son volume est grand. Ainsi, si la nature sélectionne l’arbre pulmonaire qui a la résistance la
moins élevée, son choix est limité par le volume disponible dans la cage thoracique de l’individu.

3.6 Résistance de l’arbre taillé à volume restreint

3.6.1 Comportement en fonction du ratio d’asymétrie

Pour mimer les limites physiologiques qui pourraient influencer l’optimisation du poumon (28),
nous décidons de restreindre le volume total Vtot de l’arbre taillé. Nous imposons une limite
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Fig. 3.3: Résistance optimale de chaque topologie symétrique ou tige en fonction du nombre de
générations pour les quatre espèces étudiées. Les points  marquent les résistances des to-
pologies tiges, les croix � marquent celles des topologies symétriques. Les marqueurs bleus
marquent les valeurs des humains ; les marqueurs oranges, les chiens ; les marqueurs verts, les
rats et les marqueurs rouges, les hamsters. Sur ce graphique, nous pouvons remarquer que la
résistance des topologies symétrique converge rapidement vers leur limite 2.

maximale au volume total Vtot. De plus, au vu de la difficulté analytique et numérique de trouver
les minima de la résistance hydrodynamique des arbres taillés rR, nous étudions la résistancerR des arbres taillés qui remplissent au maximum le volume disponible VDisp. Afin de vérifier
l’hypothèse d’une sélection d’un ratio d’asymétrie par le processus d’optimisation naturelle, nous
étudions aussi la variation de cette résistance sous contrainte en fonction du ratio d’asymétrie
a.

La présence de discontinuités sur le volume total implique que certaines valeurs ne sont pas
atteintes quelle que soit la topologie d’arbre choisie, par exemple les valeurs de Vtot comprise
entre 1� 2Vt et 1� 3Vt �H3

t voir annexe 3.F.1 page 76. La première correspond au volume de
l’arbre minimal, constitué de la première branche et de deux branches terminales ; et la seconde
correspond au volume minimal de l’arbre tige de deux générations, constitué de la première
branche, une branche de taille Ht et de trois branches terminales. Ainsi, quelque soit le volume
disponible VDisp choisi entre ces deux valeurs, l’arbre taillé le plus volumineux respectant cette
contrainte est le même.

Ainsi nous aurions pu chercher la résistance minimale des arbres dont le ratio d’asymétrie
a est connu et dont le volume total Vtot est inférieur à un volume disponible VDisp donné.

Cependant, les discontinuités de la résistance rR rendent la recherche numérique du minimum
très difficile. Nous avons opté pour l’étude des variations de la résistance rR de l’arbre de ratio
d’asymétrie a dont le volume Vtot est maximal tout en étant inférieur au volume disponible
VDisp. Les détails mathématiques et algorithmiques du calcul de cette valeur est disponible en
annexe 3.F page 76.

Dans les cas correspondant aux valeurs biologiques, le volume total des arbres taillés est
essentiellement dû au volume des branches terminales. Les variations du volume total pour une
même topologie d’arbre est négligeable par rapport à celles entre deux topologies différentes.
Ainsi, lorsque l’on limite le volume total Vtot par un volume disponible VDisp, les facteurs g� et g�
suivent essentiellement des frontières entre certaines topologies d’arbre. Comme le comportement
de la résistance de l’arbre taillé dépend de la topologie de l’arbre et de la frontière longée, le
comportement de la résistance rR de l’arbre taillé remplissant au mieux le volume disponible
VDisp change dès que la frontière longée ou la topologie de l’arbre change. Nous pouvons voir

figure 3.4 que la résistance rR adopte de nombreux comportements différents, quelle que soit
l’espèce étudiée. Toutefois, nous pouvons différencier deux types de changements qui peuvent se
cumuler : un changement de topologie d’arbre et un changement de frontière longée. Lors d’un
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changement de topologie d’arbre, par exemple le cas VDisp � VRef�10% chez l’humain autour de

a � 0.85 (figure 3.4), la dépendance de rR aux paramètres g� et g� est différente. Cela dit, outre
la discontinuité de la résistance, la différence de comportement reste négligeable. Au contraire,
lors d’un changement de frontière longée, par exemple les deux autres cas chez l’humain autour
de a � 0.85 (figure 3.4), c’est le comportement de g� en fonction de g� qui est grandement
modifié. Cela induit un changement de comportement de la résistance de l’arbre beaucoup plus
remarquable.

3.6.2 Sensibilité aux variations de paramètres du comportement de rR en fonction de a

Pour évaluer la robustesse de la résistance rR de l’arbre taillé sous contrainte de volume face
aux variations biologiques, nous devons savoir à quels éléments rR est le plus sensible. Pour notre
modèle, les variations biologiques peuvent être mimées par des variations des paramètres du
modèle, VDisp, Ht, Vt ou Rt.

La sensibilité de la résistance rR aux paramètres est très variable selon les paramètres. L’in-
fluence de la résistance des branches terminales Rt est négligeable par rapport à celle du ratio
d’asymétrie, voir en haut à gauche de la figure 3.5.
La résistance est plus sensible à la taille minimale Ht qu’au ratio d’asymétrie. Toutefois, le
comportement de la résistance en fonction du ratio d’asymétrie a reste très similaire, la position
des extrema ne varie pas beaucoup et les inversions d’extremum, i.e. la transformation d’un
maximum en un minimum et vice versa, sont rares. Nous pensons donc que la variation de Ht

ne joue pas un grand rôle dans la sélection d’un ratio d’asymétrie optimisé par l’évolution.
Les sensibilités aux variations de volume disponible VDisp et à celles du volume des branches
terminales Vt sont identiques, voir les figures 3.4 et 3.5. Nous pouvions nous y attendre car la
quasi-totalité du volume pris par l’arbre est utilisé par les branches terminales. Ainsi, augmenter
le volume disponible VDisp de 10% a approximativement le même effet que de diminuer celui des
branches terminales Vt de 10%. La résistance est un peu moins sensible à ces paramètres qu’à la
taille minimale Ht. Toutefois, le comportement de la résistance en fonction de l’asymétrie varie
grandement avec ces paramètres. La position des extrema peut changer, des extrema peuvent
apparaitre ou disparaitre et les inversions d’extrémum sont très courantes. Lorsque le volume
disponible augmente, de nouvelles topologies d’arbre, auparavant trop volumineuses, deviennent
acceptables. Les frontières suivies changent et les comportements des résistances aussi.
La sensibilité aux variations du rayon de la première branche r0 est plus importante car ces
variations provoquent à la fois des variations du volume disponible VDisp et de la taille mini-
male Ht. Ainsi, nous retrouvons à la fois les changements importants des comportements de la
résistance en fonction de l’asymétrie et les variations de la résistance moyenne. Ces derniers sont
moins visibles dans la figure 3.5 car les résistances affichées sont normalisées par rapport à la
résistance de la première branche.

3.7 Robustesse face aux variations biologiques

Bien que les paramètres Ht, Va et VDisp varient entre individus de la même espèce, leurs
variations n’ont pas la même amplitude. De plus, d’après l’étude de Barré et al. (4), chez les
rats, la topologie de l’arbre bronchique ne varie pas avec l’âge. La taille des bronches et des
acini s’adapte à la croissance de l’individu. Ainsi, pour notre modèle, la sélection des facteurs
g� se fait pendant la gestation alors que le volume disponible VDisp une fois adulte est inconnu.
De plus, le nombre d’acini étant différent selon les individus, la topologie de l’arbre n’est pas
identique au sein d’une même espèce.

Nous voulons savoir s’il existe des asymétries de branchement a qui augmentent parti-
culièrement la robustesse de la résistance hydrodynamique de l’arbre bronchique face aux va-
riations de sa topologie. Ainsi, au sein d’une population, l’énergie consommée par la ventilation
reste proche d’une moyenne quelles que soient les différentes topologies d’arbre bronchique entre
individus.
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Fig. 3.4: Résistance rR avec contrainte sur le volume Vtot en fonction du ratio d’asymétrie a. Chaque
graphique montre les résultats des arbres modélisant les arbres bronchiques de différentes
espèces : Ô humain, Õ chien, Ö hamster et × rat. Chaque courbe représente la résistancerR avec des contraintes différentes sur le volume : courbe verte, VDisp � VRef ; courbe rouge,
VDisp � VRef � 10% ; et courbe bleue, VDisp � VRef � 10%. Pour des raisons numériques, nous
avons limité le nombre de générations maximal G� de l’arbre pour chaque espèce. Ainsi, les
modèles d’arbre étudiés représentent un sous-arbre de l’arbre bronchique. Pour les humains,
le rayon de la première branche est de 2.7 mm ; Pour les chiens, il est de .46 mm ; Pour les
hamsters, il est de 0.22 mm ; Et pour les rats il est de 0.48 mm. Le volume de référence VRef

est le volume du sous-arbre généré avec les petits et grands ratios affichés dans le tableau 3.1
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Fig. 3.5: Sensibilité aux paramètres Rt, en haut à gauche, Ht, en haut à droite, et Vt, en bas à gauche,
et au rayon r0 de la première branche de l’arbre, en bas à droite. Toutes les courbes des trois
premiers graphiques ont été calculées avec le même volume VDisp, environ 144 mm3. Ce volume
a été calculé à partir des ratios h� moyens, de la taille minimal Ht moyenne et du volume des
acinis Va moyen affichés dans les tableaux 3.1 et 3.2. À l’instar des résultats présentés figure
3.4, nous avons limité le nombre de génération maximal G�. Le rayon de la première branche
de ces cas est de 2.68 mm. Dans le cas de la sensibilité au rayon de la première branche, le
volume VDisp a été recalculé pour chaque valeur du rayon : environ 144 cm3 pour la courbe
bleue, 97 cm3 pour la courbe verte et 66 cm3 pour la courbe rouge.
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Pour cela, nous utilisons notre modèle pour calculer la distribution des résistances équivalentesrR en fonction du ratio d’asymétrie a avec des contraintes sur le volume total Vtot uniformément
réparties autour d’un volume de référence VRef . Ce volume de réference est calculé à partir de
notre modèle avec les méta-paramètres, Ht, Vt et Rt, indiqués dans le tableau 3.2 et les ratios
de diamètre moyen indiqué dans le tableau 3.1. Cette distribution est estimée par le calcul de
la moyenne et de l’écart-type des résistances en fonction de l’asymétrie à partir d’un tirage
des contraintes VDisp. Bien que la moyenne de la distribution des résistances à volume total
contraint augmente en fonction de l’asymétrie, l’écart-type de la distribution a un comporte-
ment plus sophistiqué, avec de nombreux maxima et minima locaux, voir la figure 3.6.A. De
plus, d’après les résultats figure 3.6.B, la position de ces extrema dépend fortement de la dis-
tribution des contraintes sur le volume total. La hauteur de cette distribution et sa moyenne
influencent fortement le comportement de l’écart-type des résistances. Les inversions d’extre-
mum sont fréquentes. La largeur de ces distributions influence plus légèrement le comportement
de l’écart-type, les inversions d’extremum restent rares.

Ces inversions d’extrema sont situées là où beaucoup de frontières entre topologies d’arbre
se croisent. En ces points, les différences de volume et de résistance entre la plus petite topologie
d’arbre et la plus grande sont très élevées. Si l’étendue de la distribution de la contrainte de
volume est plus faible que cette différence de volume, toutes les courbes de résistance passeront
par ce point, l’écart-type sera nul. Au contraire, si elle est plus élevée ou que la distribution est
suffisamment bien centrée, les deux topologies d’arbre seront présentes. La différence entre les
résistances étant importante, son écart-type est beaucoup plus important. Ce faisant, l’écart-
type de la résistance en ces points est fortement dépendante de la moyenne de la distribution
des contraintes de volume.

Ainsi, il existe des zones où, à ratio d’asymétrie a constant, la concentration de différentes to-
pologies d’arbre est élevée. En ces zones, la résistance minimale de chaque topologie d’arbre forme
une multitude de paliers disponibles pour la population. Bien que les différences de résistance
entrainent une variété dans les chances de survie, la grande variété de topologie d’arbre rend les
mariages entre individu ayant différentes topologies d’arbre fréquents. Ces mélanges réduisent la
tendance à la sélection de la topologie d’arbre optimale. Ainsi, cette tendance peut être facile-
ment compensée par d’autres limites biologiques. Au contraire, dans les zones à faible densité de
topologie d’arbre, il existe peu de paliers, avec une grande différence de résistance entre chaque.
Les individus bénéficiant de la topologie d’arbre la plus optimale sont suffisamment nombreux
pour réduire les mariages entre individus ayant différentes topologies d’arbre. La tendance à
sélectionner la topologie d’arbe optimale est plus forte et moins facilement compensable par les
autres limites biologiques.

3.8 Conclusion

Dans cette partie, nous avons développé un modèle d’arbre fractal asymétrique. Ce modèle
est simple par sa conception, avec seulement deux paramètres pour définir toutes les topolo-
gies d’arbre fractal, et permet d’étudier des phénomènes complexes tels que la multiplicité des
topologies d’arbres.

Nous avons mis en avant le lien complexe entre l’asymétrie et la stabilité évolutive d’une
espèce. Selon le ratio d’asymétrie, la distribution des résistances hydrodynamique de l’arbre
taillé est plus ou moins bien répartie due à la densité variable de topologies d’arbre disponible
dans la population d’une espèce. Les arbres symétriques offrent la densité la plus faible de to-
pologies différentes à distribution de volume fixée. Lorsque la densité de topologies disponible
est faible, la topologie optimale est grandement avantagée par la faible résistance hydrodyna-
mique de l’arbre et par la grande proportion de la population de l’espèce qui en bénéficie. Ceci
induit une instabilité évolutive, avec une tendance à sélectionner les topologies optimales moins
compensée par les autres limites biologiques. Ceci rejoint la conclusion d’autres études sur la
faible robustesse des arbres symétriques face aux diverses variations biologiques. De plus, ce
phénomène peut être une des causes de la forte différence d’asymétrie pulmonaire entre espèces
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Fig. 3.6: A : Évolution de la résistance rR avec contrainte sur le volume Vtot en fonction du ratio
d’asymétrie a. Les 21 courbes de couleur représentent les résistances pour différente contraintes,
uniformément réparties entre VRef�10%, bleu, et VRef�10%, rouge, en passant par VRef , en vert.
La courbe noire et pleine représente la moyenne de ces résistances en fonction de l’asymétrie.
Les courbes noires en tiret représentent leur étalement moyen autour de la moyenne, elles sont
égales à la moyenne plus ou moins l’écart-type de leur distribution en fonction de l’asymétrie.
B : Ces deux graphiques montrent l’écart-type en fonction de l’asymétrie de la distribution des
résistances rR avec des contraintes uniformément réparties sur différentes intervalles. Dans le
graphique de gauche, les intervalles, de même amplitude, sont décalées entre elles : de VRef�20%
à VRef en bleu ; de VRef � 10% à VRef � 10% en vert ; et de VRef à VRef � 20% en rouge. Dans ce
graphique, les écart-types ont été calculé à partir de 21 tirages. Dans le graphique de droite, les
intervalles sont centrées sur VRef et ont une amplitude différente : �10% en bleu (21 tirages) ;
�15% en vert (31 tirages) ; et �20% en rouge (41 tirages).
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alors que parmi chaque espèce la variation du ratio d’asymétrie est faible.
Dans un autre contexte, ce modèle est le candidat idéal pour étudier l’influence de l’asymétrie

sur la distribution du cisaillement dans un arbre aux branches compliantes. De plus, lors de son
étude 3.C.1, nous avons défini un critère, le facteur de génération, qui évolue de manière linéaire
dans l’arbre, partant de 0 à la première branche et se terminant à 1 aux branches terminales.
Ce critère pourrait être un autre critère utile pour comparer les branches entre elles, entre des
arbres aux topologies différentes.
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3.A. Modèle d’arbre 63

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur la modélisation de l’arbre bronchique du poumon.
Les acini, i.e les zones d’échange gazeux entre l’air et le sang n’y sont pas étudiés. Dans cette
annexe, nous définirons et étudierons le modèle d’arbre taillé utilisé dans le chapitre 3. Le but
du modèle est de simuler un réseau arborescent et fractal de bronches rigides, connectées par des
bifurcations. Le réseau forme un arbre dont les branches sont indexées selon leurs générations,
i.e le nombre de bifurcations qui les séparent de la branche d’origine. Cet arbre a une topologie
asymétrique, les branches terminales ne sont pas de la même génération. À chaque branche est
associée une taille qui est liée aux dimensions géométriques de la bronche simulée. À chaque
bifurcation, les ratios de réduction donnés en paramètres relient la taille des branches descen-
dantes, dites branches filles, à celle de la branche ascendante, dite branche mère. Ces ratios de
réduction sont différents pour la branche droite et la gauche, mais sont homogènes à toutes les
bifurcations. Ainsi, la taille évolue de manière fractale et géométrique le long des générations de
l’arbre. Lorsque la taille des branches est en dessous d’une taille minimale fixée par un troisième
paramètre, ces branches sont considérées terminales et n’ont pas de branche fille. Deux autres
paramètres, le volume terminal (le volume du modèle des branches terminales) et la résistance
terminale (leur résistance hydrodynamique) seront utilisés pour étudier la résistance hydrody-
namique et le volume des arbres modélisés. Dans notre étude, nous nous concentrons sur l’op-
timisation du réseau de bronches en considérant invariant l’environnement du réseau. Ainsi, la
taille minimale, le volume terminal et la résistance terminale ne participent pas à l’optimisation
du réseau de bronches et sont appelés méta-paramètres.

La définition d’un tel modèle peut être segmentée en trois étapes. Premièrement, nous com-
mencerons par définir l’arbre infini et les outils mathématiques associés nécessaires à notre
modèle. Puis, nous définirons les paramètres précédemment mentionnés, les ratios de réduction,
la taille minimale des branches, le volume terminal et la résistance terminale, et l’arbre taillé
qui en dépend. Nous en profiterons pour détailler la première complexité issue du modèle, les
changements de topologie d’arbre, et nous verrons quel est l’ensemble de paramètres canoniques
pour cet aspect. Ensuite, nous développerons le modèle physique attaché au modèle d’arbre
taillé. Ici, nous verrons comment l’arbre taillé simule un arbre bronchique, les hypothèses sous-
jacentes de la physique des bronches et les propriétés physiques de l’arbre. Puis, à partir du
modèle, nous analyserons les variations du volume total de l’arbre et sa résistance hydrodyna-
mique équivalente en fonction des paramètres. Enfin, nous définissons et détaillons la procédure
de recherche numérique de l’arbre qui remplit aux mieux un volume disponible compte-tenu du
ratio d’asymétrie.

3.A Modèle d’arbre

Tout d’abord nous définissons un arbre infini T comme une cascade de générations Tn.
Chaque génération Tn est un ensemble de 2n branches b. Chaque branche est identifiable à un
couple d’indices entiers positifs b � pn, iq. L’entier n est appelé génération de b, et i est la
position de b dans la génération Tn. Par la suite, nous appelons la branche d’origine b0 la seule
branche de génération 0, dont l’indice est p0, 0q. Le schéma 3.7 montre l’exemple avec les trois
premières générations de l’arbre. Chaque branche b a deux sommets. Le sommet ascendant de
la branche d’origine b0 n’est relié à rien. Les autres sommets sont appelés bifurcation. Chaque
bifurcation relie une branche de génération n, appelée mère, à deux branches de génération n�1,
appelées filles. Ainsi, hormis b0, chaque branche possède une branche sœur de même génération
reliée à la même bifurcation. De l’arbre T , nous en distinguons l’ensemble de branches filles T �.
De plus, nous scindons ce sous-ensemble en deux, l’ensemble de branches droites T � et celui de
branches gauches T � :
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b0 = (0,0)
(1,0)

(2,0)
(2,1)

(1,1) (2,2)

(2,3)

Fig. 3.7: Les trois premières générations de l’arbre infini T . A côté de chaque branche est indiqué le
couple d’indice pn, iq correspondant.

Tn � tpn, iq | i P v0, 2n � 1wu (3.1)

T �
¤
nPN

Tn (3.2)

b0 � p0, 0q (3.3)

T � � T z tb0u (3.4)

T � � tpn, iq P T �| i pmod 2q � 1u (3.5)

T � � tpn, iq P T �| i pmod 2q � 0u (3.6)

Nous définissons les différentes relations entre branches comme les applications Mpbq, pour
désigner la branche mère de b, D�pbq, pour sa fille droite, D-pbq, pour sa fille gauche, et Spbq,
pour sa sœur :

M :
T � Ñ T

pn, iq ÞÑ pn� 1, ti{2uq (3.7)

D� :
T Ñ T �

pn, iq ÞÑ pn� 1, 2i� 1q (3.8)

D- :
T Ñ T �

pn, iq ÞÑ pn� 1, 2iq (3.9)

S :
T � Ø T �

pn, iq ÞÑ pn, i� 1� 2 pi pmod 2qqq (3.10)

Nous définissons aussi l’application G qui, pour chaque branche b de T , donne sa génération :

G :
T Ñ N

pn, iq ÞÑ n
(3.11)

Maintenant, nous définissons pour chaque branche b l’ensemble des branches qui forme le
chemin Wb entre b0 et b, incluant b et b0. À l’instar de T �, nous définissons aussi Wb

�.

Wb �
Gpbq¤
m�0

tMmpbqu (3.12)

Wb
� �Wb z tb0u (3.13)

Enfin, nous associons à chaque branche b, les entiers positifs N� et N-. Ceux-ci sont les
nombres de branches droites, et, respectivement, de branches gauches qui forment le chemin
Wb.
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N� :

"
T Ñ N
b ÞÑ Card pWb X T �q (3.14)

ñ n � N�pbq �N-pbq (3.15)

Le couple pN�,N-q ne permet pas d’identifier les branches de l’arbre. Plusieurs branches
peuvent avoir le même couple pN�,N-q. Par exemple, nous pouvons voir sur le schémas 3.7
que les branches p2, 1q et p2, 2q ont toutes les deux N� � 1 et N- � 1. Le chemin menant à
p2, 1q passe par une branche gauche p1, 0q puis par une branche droite p2, 1q. Quant au chemin
menant à p2, 2q, il passe par une branche droite p1, 1q puis par une branche gauche p2, 2q. Pour
généraliser à toutes les branches de T , chaque chemin menant vers les branches de génération n
qui possèdent le même couple pN�,N-q est une combinaison différente de N� branches droites
et N- branches gauches. Ainsi, il existe autant de branches ayant ce couple pN�,N-q que de
combinaisons différentes.

Card

�"
b P Tn

�����N�pbqN-pbq


�

�
m

n�m



,@m P v0, nw

*

�

�
n

m



(3.16)

3.B Paramètres et arbre taillé

Tout d’abord, nous définissons les méta-paramètres, Ht, Vt et Rt. Ces méta-paramètres sont
considérés invariants. La taille normalisée minimale Ht est le rapport entre la taille minimale des
bronches que l’on souhaite modéliser et celle de la bronche modélisée par la branche d’origine b0.
Le volume normalisé des modèles d’acinus, Vt, et leur résistance normalisée, Rt, seront détaillés
en 3.D.1.

Ht Ps0, 1r, Vt P R�, Rt P R� (3.17)

Avec ces méta-paramètre, nous définissons ψL l’ensemble de paramètres constitué du doublet
ph�, h�q, ratios de réduction droit et gauche. Ce doublet de paramètres est appelé paramètres
locaux ψL. Le caractère local vient du fait que ces paramètres définissent les propriétés locales
de toutes les bifurcations. Afin d’éviter les symétries, nous prenons, par convention, h� ¥ h�.
Ainsi, nous les appellerons désormais respectivement les ratios droit et gauche, grand et petit
ratios. De même pour les branches, les branches droites sont appelées grandes branches et les
branches gauches sont appelées petites branches. De plus, pour assurer l’existance de l’arbre de
notre modèle, nous imposons les conditions h� ¥ Ht et h� ¥ Ht.

ΨL � tph�, h�q| h� P rHt, 1r , h� P rHt, h�su (3.18)

À chaque branche de T , nous associons une taille H, qui dépend des paramètres ψL.

HψL :

$''&''%
T Ñ R��
b0 ÞÑ 1

b P T � ÞÑ h�HψLpMpbqq
b P T � ÞÑ h�HψLpMpbqq

Nous pouvons démontrer par récurence qu’en utilisant (3.14), nous pouvons réécrire HψLpbq.

HψLpbq � h
N�pbq
� h

N-pbq
� (3.19)

Enfin, nous voulons tailler l’arbre infini T en retirant toutes les branches dont la taille HψL

est inférieure à la taille minimale Ht. Ainsi, à partir de HψL , nous définissons un critère C. Ce
critère détermine quelles branches de T forment l’arbre taillé P. Et avec P, nous pouvons définir
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ses branches terminales A, encore appelées les feuilles de P. À l’instar de T �, T � et T � pour
T , nous définissons des ensembles similaires pour P et A :

CψL :
T Ñ R��
b ÞÑ Ht{HψLpbq

(3.20)

PψL � tb P T | CψL pbq   1u (3.21)

AψL � tb P T zPψL | M pbq P PψLu (3.22)

P� � P z b0 P� � P X T � P� � P X T �

A� � AX T � A� � AX T �

3.C Changement de topologie

3.C.1 Nouvelle paramétrisation adaptée aux changements de topologie

Avec les équations (3.19), (3.20) et (3.21), on voit que la topologie de l’arbre taillé dépend
des paramètres, h�, h� et Ht.

b P PψL ô h
N�pbq
� h

N-pbq
� ¡ Ht (3.23)

Afin de mieux étudier ces changements de topologie d’arbre, nous cherchons, au préalable,
à reformuler la paramètrisation du modèle pour avoir une paramètrisation plus adaptée.

b P PψL ô h
N�pbq
� h

N-pbq
� ¡ Ht

ô N�pbq lnph�q �N-pbq lnph�q ¡ lnpHtq

ô N�pbq lnph�q
lnpHtq �N-pbq lnph�q

lnpHtq   1 (3.24)

En faisant le changement de paramètres g� � lnpHtq
lnph�q

et g� � lnpHtq
lnph�q

dans la dernière ligne,
nous obtenons une condition simple pour l’existence de la branche b dans l’arbre taillé P :

b P PψL ô N�pbq
g�

� N-pbq
g�

  1 (3.25)

La raison du choix des facteurs g� et g� comme nouveaux paramètres vient des propriétés
de deux branches terminales particulières, a� et a�. Les chemins respectifs menant vers a� et
a� sont uniquement constitués de grandes branches et de petites branches.

a� P AψL | N-pa�q � 0 et a� P AψL | N�pa�q � 0 (3.26)

Les générations de a� et de a� sont les générations maximale et minimale des branches ter-
minales. Nous les nommons respectivement G� et G�. En considérant les conditions d’existence
de a� et a� dans A, nous pouvons voir que G� et G� sont les plus petits entiers supérieurs
respectivement aux facteurs g� et g�, respectivement notés rg�s et rg�s.

N�pMpa�qq
g�

  1 ¤ N�pa�q
g�

et
N-pMpa�qq

g�
  1 ¤ N-pa�q

g�

G� � 1

g�
  1 ¤ G�

g�
et

G� � 1

g�
  1 ¤ G�

g�

G� � 1   g� ¤ G� et G� � 1   g� ¤ G�
G� � rg�s et G� � rg�s

Avec ce changement de paramètre, les changements de topologie d’arbre ne dépendent que
des deux facteurs g� et g�. Nous considérons donc un nouveau doublet de paramètres, (g�, g�),
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que l’on nommera paramètres globaux ψG , car ils nous donnent un aperçu de la topologie de
l’arbre. Nous définissons ΨG , l’ensemble de ces doublets :

ΨG � tpg�, g�q| g� P r1,8r , g� P r1, g�su (3.27)

De plus, nous pouvons définir d’application bijective qui relie les deux paramétrisations :

LG :
ψL Ñ ψG

ph�, h�q ÞÑ
�
lnpHtq
lnph�q ,

lnpHtq
lnph�q



(3.28)

Dont l’application inverse est :

LG�1pg�, g�q �
�
g�
a
Ht,

g�
a
Ht

	
(3.29)

Avec le point de vue apporté par cet ensemble de paramètres, nous associons à chaque
branche de T un réel positif P, appelé facteur de génération.

PψG :
T Ñ R�
b ÞÑ N�pbq

g�
� N-pbq

g�

(3.30)

Nous pouvons définir à nouveau l’arbre taillé à partir des paramètres globaux ψG , tels que la
topologie de l’arbre P et la taille H sont identiques à celles définies avec les paramètres locaux
ψL.

PψG �
 
b P T | PψG pbq   1

(
(3.31)

AψG �
 
b P T zPψG | M pbq P PψG

(
(3.32)

HψG :
T Ñ R�

b ÞÑ H
PψG pbq

t

(3.33)

ψG � LGpψLq ô
$&%

PψG � PψL

AψG � AψL

@ b P T , HψG pbq � HψLpbq
(3.34)

Ainsi, pour simplifier l’écriture, nous utiliserons ψ pour désigner les paramètres. Les appli-
cations utilisées dépendent de la paramétrisation de ψ.

3.C.2 Les frontières entre topologie d’arbre

Nous venons de voir dans l’équation (3.25), que la topologie de l’arbre taillé change lorsque
l’une des variables k

g�
� l
g�
�1, avec pk, lq P N2, change de signe. Ainsi, l’ensemble de paramètres

qui correspondent à la même topologie d’arbre est séparé du reste de l’ensemble par plusieurs
frontières définies par des équations du type k

g�
� l

g�
� 1, avec k et l uniques pour chaque

frontière. Nous pouvons facilement représenter l’ensemble de ces frontières sur une carte en
fonction des deux facteurs g� et g�, voir figure 3.8A.

Nous pouvons distinguer deux types de changement de topologie de l’arbre taillé. Le premier
type concerne les branches b telles que N�pbq � 0 ou N-pbq � 0. Les frontières qui délimitent ces
changements sont situées en g� ou g� entier. Nous les appelons les frontières entières. De part
et d’autre de ces frontières, un des entiers G� ou G� a sa valeur augmentée de 1. Par exemple,
entre la topologie d’arbre de la zone rouge et celle de la zone bleue de la figure 3.8, G� a une
valeur de 1 dans la zone rouge, et une valeur de 2 dans la zone bleue. Le second type concerne
les autres cas, N�pbq et N-pbq non-nuls. Nous les appelons frontières intermédiaires. De part et
d’autre de ces frontières, les entiers G� et G� restent inchangés. Par exemple, entre la topologie
d’arbre de la zone bleue et celle de la zone verte de la figure 3.8, G� � 3 et G� � 2 dans les
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Fig. 3.8: A : Carte des frontières entre les différentes topologies de l’arbre taillé de 1 à 15 générations.
Pour assurer l’existance de l’arbre de notre modèle, la valeur minimale des facteurs g� et g�
est de 1. Toutefois, pour améliorer la visibilité des régions ou g� � 1, les bornes inférieures
des axes sont inférieures à 1. La ligne pleine marque la frontière symétrique g� � g�, la partie
supérieure, non représentée ici, est symétrique à la partie inférieure. Les lignes en tiret marquent
les frontières dites entières, les nombres entiers maximal G� ou minimal G� des générations des
branches terminales changent de part et d’autre de cette limite. Les lignes grises en point-tiret
marquent les frontières dites intermédiaires, elles séparent les différentes topologies d’arbres
qui possèdent les mêmes G� et G�. Les trois zones colorées correspondent aux trois exemples
présentés à droite. B : 3 exemples de topologies d’arbre (G�, G�) : en haut, correspondant à
la zone mauve sur la carte, le plus grand des arbres (3,2) ; au milieu, correspondant à la zone
cyan sur la carte, le plus petit des arbres (3,2) ; en bas, correspondant à la zone orange sur la
carte, l’arbre (3,1). Les branches vertes sont des branches mères et les branches bleues sont des
branches terminales. A côté de chaque branche est annotée la génération correspondante.
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deux zones, bien que la topologie d’arbres de la zone verte a deux branches et deux branches
terminales supplémentaires.

D’après (3.16), entre deux topologies d’arbres séparés par la frontière d’équation k
g�
� n�k

g�
�

1, de paramètres respectifs ψ1 et ψ2, il y a une différence de
�
n
k

�
branches. Dans le cas Pψ1 � Pψ2 ,

ces branches sont dans les branches terminales de Pψ1 , i.e Aψ1 , et dans les branches Pψ2 . De
plus, leurs deux branches filles sont dans les branches terminales de Pψ2 , i.e Aψ2 . Ainsi, nous
pouvons établir plusieurs relations :

Card pAψ1 X Pψ2q � Card pPψ2zPψ1q �
�
n

k



(3.35)

Card pAψ2zAψ1q � 2

�
n

k



(3.36)

Card pPψ2q � Card pPψ1q � Card pAψ2q � Card pAψ1q �
�
n

k



(3.37)

Nous pouvons généraliser la dernière équation à toutes les topologies d’arbre. Une différence
du nombre de branches entre P1 et P2 est équivalent à la même différence entre A1 et A2. Ainsi,
la différence entre le nombre de branches de l’arbre Pψ et le nombre de ses branches terminales
Aψ est identique quelle que soit la topologie de l’arbre. Or, dans l’arbre le plus petit possible,
P0 � tb0u, il y a une branche et deux branches terminales, A0 � tD�pb0q, D-pb0qu.

Card pA0q � Card pP0q � 1 � 2

Ainsi, quelle que soit la topologie de l’arbre taillé, nous avons la relation :

Card pAψq � Card pPψq � Card pA0q � Card pP0q � 1 (3.38)

3.D L’arbre bronchique et ses propriétés

3.D.1 Volume et résistance hydrodynamique

La dernière étape pour développer notre modèle d’arbre bronchique est de relier chaque
branche b de l’arbre taillé P à un modèle de bronche 0D et chaque branche terminale à un modèle
d’acinus 0D. À chaque branche b est associé un modèle de bronche qui est une homothétie du
modèle associé à la branche d’origine b0 avec Hψpbq comme ratio. Tous les modèles d’acinus sont
identiques et ont les mêmes caractéristiques.

À partir de notre modèle d’arbre bronchique, nous étudierons le comportement de deux
caractéristiques physiques de l’arbre. La première est le volume total Vtot de l’arbre. La seconde
est l’énergie minimale absorbée lors du passage d’un flux d’air dans l’arbre avec un débit fixe
dans b0. Nous verrons que ce minimum est obtenu avec trois conditions :

— Une pression uniforme au bout de chaque branche terminale. Cette condition relie l’énergie
minimale à la résistance hydrodynamique équivalente rR de l’arbre.

— Les bronches modélisées sont dilatées au maximum. Elles adoptent une forme cylindrique.
— L’écoulement dans chaque bronche est un écoulement de Poiseuille. Ainsi, la résistance

hydrodynamique de chaque modèle de bronche ne dépend que de leurs caractéristiques
géométriques.

Pour chaque branche b de Pψ, le modèle de bronche est associé à un volume Vψpbq et à une
résistance hydrodynamique Rψpbq qui dépendent du ratio Hψpbq :

Vψpbq � πLpbqApbq Rψpbq � 8πµ
Lpbq
Apbq2 (3.39)

� πLpb0qApb0q Hpbq3 8πµ
Lpb0q
Apb0q2 Hpbq�3 (3.40)

� Vψpb0q Hpbq3 Rψpb0q Hpbq�3 (3.41)
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Avec Lpbq la longueur du modèle de bronche associé à b, Rpbq sa résistance hydrodynamique et
µ est la viscosité de l’air. Pour simplifier l’écriture, nous normalisons le volume et la résistance
de chaque modèle de bronche à celui associé à la branche d’origine. À chaque branche terminale
de Pψ, i.e chaque branche de Aψ, est associé un modèle d’acinus dont le volume est donné par
le méta-paramètre Vt et la résistance hydrodynamique par le méta-paramètre Rt

Ainsi, nous pouvons définir le volume normalisé Vψ et la résistance normalisée Rψ de chaque
branche de Pψ et de chaque branche terminale :

Vψ :

$&%
Pψ YAψ Ñ R��
b P Pψ ÞÑ Hψpbq3
b P Aψ ÞÑ Vt

Rψ :

$&%
Pψ YAψ Ñ R��
b P Pψ ÞÑ Hψpbq�3

b P Aψ ÞÑ Rt

(3.42)

Les volumes normalisés des modèles d’acinus Vt sont issus de la littérature, voir tableau 3.2,
et dépendent de l’espèce et du volume de la bronche d’origine. Quand à l’acinus, il est un réseau
arborescent de bronchioles respiratoires qui mènent à plusieurs conduits alvéolaires (5,42). La
structure des acini est très complexe, tant par leur topologie que par la présence d’alvéoles (5). Sa
complexité rend difficile l’évaluation de sa résistance hydrodynamique. Nous supposons qu’une
valeur comprise entre la résistance hydrodynamique d’une bronche terminale, de taille Ht et
celle d’un arbre dichotomique infini de bronches de même taille que les bronches terminales est
une évaluation raisonnable de la résistance hydrodynamique des acini. Dans notre modèle, la
résistance des bronches terminales normalisée par rapport à celle associé à b0 est égale à H�3

t .

H�3
t   Rt  

8̧

n�1

H�3
t

n

H�3
t   Rt   2 H�3

t

Ainsi, le volume total de notre modèle d’arbre bronchique correspond à la somme de tous
les volumes individuels associés à chaque branche de l’arbre taillé :

Vtotpψq �
¸

bPPψYAψ

Vψpbq �
¸
bPPψ

Hψpbq3 � CardpAψq Vt (3.43)

Grâce à l’hypothèse sur l’homogénéité des pressions à la sortie des branches terminales, la
résistance équivalente rR est calculée grâce aux règles d’additivité des résistances en série et en
dérivation. Pour ce faire, nous associons à chaque branche b une résistance équivalente Reqψpbq
à la résistance du sous-arbre partant de cette branche :

Reqψ :

$'&'%
Pψ YAψ Ñ R��
b P Pψ ÞÑ Rpbq �

�
ReqψpD�pbqq�1 � ReqψpD-pbqq�1

	�1

b P Aψ ÞÑ Rpbq
(3.44)

rR pψq � Reqψpb0q (3.45)

3.D.2 Énergie minimale à débit fixe

Ici, nous prouverons que l’énergie minimale à débit fixé est atteinte lorsque les pressions au
bout de chaque branche terminale sont identiques.

Cas d’une bronche Dans le cas d’une bronche de résistance hydrodynamique R traversée par un
écoulement de débit Φ, l’écoulement provoque une perte de pression q � RΦ. L’énergie dissipée
par cet écoulement est proportionnelle à qΦ � RΦ2, elle est donc aussi proportionnelle à la
résistance hydrodynamique de la bronche.

Les bronches du poumon sont compliantes, leur paroi est flexible et leur résistance hydro-
dynamique dépend de la pression transmurale, i.e la différence de pression entre l’interieur et
l’extérieur de la bronche. Toutefois, la configuration qui minimise la résistance est celle avec des
bronches complétement dilatées. Elle sont alors similaires à des cylindres.

Enfin, l’écoulement qui minimise la dissipation d’énergie est l’écoulement de Poiseuille.
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Cas d’une bifurcation simple Un système de deux bronches de résistances de Poiseuille respec-
tives R1 et R2 sont traversées par des écoulements de Poiseuille de débits respectifs Φ1 et Φ2.
Nous pouvons calculer l’énergie minimale dissipée par l’écoulement total de débit Φ � Φ1 �Φ2.
Nous cherchons les débits Φ�1 et Φ�2 qui minimisent l’énergie dissipée.

E 9 R1Φ
2
1 �R2Φ

2
2

E 9 pR1 �R2qΦ2
1 �R2p2ΦΦ1 � Φ2q

BE
BΦ1

9 2pR1 �R2qΦ1 � 2R2Φ

Φ�1 �
R2

R1 �R2
Φ Φ�2 �

R1

R1 �R2
Φ

Emin 9 R1R2

R1 �R2
ΦΦ�1 �

R1R2

R1 �R2
ΦΦ�2

Emin 9 ReqΦ
2 avec Req � R1R2

R1 �R2
� �

R�1
1 �R�1

2

��1

Lorsque l’énergie dissipée est minimale, les pertes de pression q1 � R1Φ
�
1 et q2 � R2Φ

�
2 sont

identiques q1 � q2 � ReqΦ. Ainsi, calculer l’énergie minimale dissipée à débit total fixé revient
à calculer la résistance hydrodynamique équivalente du système.

Cas général (récurence) Soit un système de deux sous-arbres dont les écoulements respectifs
minimisent les énergies dissipées. Nous avons pour chaque sous-arbre E� 9 Req,�Φ

2
�, avec � � 1

ou 2 selon le sous-arbre concerné. Avec un raisonnement similaire nous pouvons minimiser
l’énergie totale dissipée E � E1 � E2 en conservant le débit total Φ � Φ1 � Φ2. Nous obtenons
un résultat similaire avec des pertes de pression identiques q1 � q2 � ReqΦ et une résistance

équivalente Req �
�
R�1
eq,1 �R�1

eq,2

	�1
.

3.E Variation des propriétés physiques de l’arbre

3.E.1 Évolution du volume Vtot en fonction de g� et de g�

À partir des équations (3.42), (3.33), (3.30) et de la relation (3.38), nous pouvons réécrire
l’équation (3.43) :

Vtotpψq � Vt �
¸
bPPψ

�
H

3
�
N�pbq

g�
�N-pbq

g�

	

t � Vt

�

En considérant la condition d’appartenance de b dans P (équations (3.31) et (3.30)) et le
nombre de branches ayant la même taille Hψ (équation (3.16)) nous pouvons détailler la somme :

Vtotpψq � Vt �
tg� u̧

k�0

Y
k�g�

�
1� k

g�

	]¸
n�k

�
n

k


�
H

3
�
k
g�
�n�k

g�

	

t � Vt

�
(3.46)

Ici, tg�u désigne la partie entière de g�.

Cette écriture de Vtot rend explicite deux particularités. Premièrement, tous les termes de la
somme sont supérieurs à H3

t �Vt. Ainsi, le volume total Vtot tend vers l’infini lorsque le nombre
de branches tend aussi vers l’infini. Deuxièmement, à chaque changement de topologie de l’arbre,
un terme supplémentaire est ajouté ou retranché à la somme. Entre deux arbres séparés par la
frontière d’équation k

g�
� n�k

g�
� 1, il y a une différence de volume d’au moins

�
n
k

� �
H3

t � Vt
�
.

Il ne nous reste qu’à étudier la variation de Vtot en fonction de g� et de g� pour une topologie
d’arbre. Ainsi, pour la suite, nous nous limitons au sous-domaine Ψκ � tψ P Ψ | Pψ � Pκu pour
chaque toplogie Pκ.
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En se rappelant que Ht est inférieur à 1, nous pouvons déduire que chaque terme de Vtot est
croissant en fonction de g� et de g� :

d

dg�

�
H

3
�
k
g�
�n�k

g�

	

t � Vt

�
� �3 k

g2�
ln pHtqH

3
�
k
g�
�n�k

g�

	

t ¥ 0 (3.47)

d

dg�

�
H

3
�
k
g�
�n�k

g�

	

t � Vt

�
� �3n� k

g2�
ln pHtqH

3
�
k
g�
�n�k

g�

	

t ¥ 0 (3.48)

La première équation est nulle pour les termes avec k � 0. Pour que B
Bg�

Vtot � 0, il faut que
l’arbre ne possède que la branche d’origine. Cette situation ne se produit que lorsque g� � 1. Ce
raisonnement est aussi applicable à la seconde équation avec g�. Ainsi, quel que soit le couple
pg�, g�q dans le domaine ΨG , le volume total Vtot crôıt strictement, autant avec le facteur g�
qu’avec g�.

En conclusion, l’évolution du volume total de l’arbre modélisé sur l’espace de paramètres
global ΨG présente des discontinuités accompagnant chaque changement de topologie de l’arbre.
Cependant, ces discontinuités sont dans le même sens que la variation du volume total dans les
régions où il y a continuité, i.e les régions associées à la même topologie d’arbre. Ainsi, le volume
total reste croissant en fonction de g� et de g�, quelles que soient leurs valeurs.

3.E.2 Évolution de la résistance rR en fonction de g� et de g�

Nous rappelons les équations (3.45) et (3.44) définissant la résistance équivalente de la totalité
de l’arbre et celle de chaque sous-arbre :

Reqψ :

$'&'%
Pψ YAψ Ñ R��
b P Pψ ÞÑ Rpbq �

�
ReqψpD�pbqq�1 � ReqψpD-pbqq�1

	�1

b P Aψ ÞÑ Rpbq
(3.44)

rR pψq � Reqψpb0q (3.45)

La conséquence des changements de topologie d’arbre n’étant pas explicite dans ces équations,
nous étudierons d’abord l’évolution de la résistance équivalente rR à topologie fixée.

Variation de rR en fonction de g� et de g� à topologie d’arbre fixée

Ici, comme précédemment avec le volume total Vtot, nous étudierons la variation de rR à
topologie d’arbre Pκ fixée, c’est-à-dire au sous-domaine Ψκ � tψ P Ψ | Pψ � Pκu.

Nous reformulons la résistance rR comme une fonction des résistances des branches. Ainsi,
l’évolution de rR en fonction de g� et de g� dépend de l’évolution de chaque résistance R en
fonction de g� et de g�.

d rRpψq � ¸
bPPkYAk

BReqψpb0q
BRψpbq dRψpbq (3.49)

BReqψpb0q
BRψpbq �

BReqψpbq
BRψpbq

BReqψ pb0q
BReqψpb

�
BReqψpbq
BRψpbq

BReqψ pb0q
BReqψpMpbqq

BReqψ pMpbqq
BReqψpbq

...

�
BReqψpbq
BRψpbq

¹
βPWb

�

BReqψ pM pβqq
BReqψpβq

(3.50)
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Or d’après (3.44), nous pouvons déduire que toutes les dérivées partielles
BReqψpb0q

BRψpbq
sont

strictement positives :

BReqψpbq
BRψpbq � 1 (3.51)

BReqψ pM pbqq
BReqψpbq

�
Reqψ pSpbqq2�

Reqψpbq � Reqψ pSpbqq
	2 ¡ 0 (3.52)

En utilisant les définitions (3.42), (3.33), (3.30) et celle de la résistance des branches termi-
nales, nous exprimons la variation dRψpbq en fonction de la variation de g� et de g�. Dans le
cas particulier de b0, la résistance est constante, Rψpb0q � 1.

Rψpbq|bPPk � H
�3

�
N�pbq

g�
�N-pbq

g�

	

t Rψpbq|bPAk � 1.5H�3
t

d

dg�
Rψpbq|bPPk � 3

N�pbq
g2�

ln pHtqRψpbq ¤ 0

d

dg�
Rψpbq|bPPk � 3

N-pbq
g2�

ln pHtqRψpbq ¤ 0
car Ht   1 (3.53)

Ces dérivées sont nulles uniquement pour des branches particulières P.

d

dg�
Rψpbq � 0 ô N�pbq � 0 (3.54)

d

dg�
Rψpbq � 0 ô N-pbq � 0 (3.55)

Avec la négativité des dérivées de Rψpbq en fonction des paramètres, g� et g�, et la positivité

stricte des dérivées partielles
BReqψpb0q

BRψpbq
, nous en déduisons que les dérivées de rRpψq en fonction

des paramètres sont des sommes de termes négatifs.

d

dg�
rRpψq � ¸

bPPkYAk

BReqψpb0q
BRψpbq

d

dg�
Rψpbq ¤ 0 (3.56)

d

dg�
rRpψq � ¸

bPPkYAk

BReqψpb0q
BRψpbq

d

dg�
Rψpbq ¤ 0 (3.57)

(3.58)

Ici aussi, les dérivées de rR sont nulles si et seulement si les conditions respectives (3.54), (3.55)
sont respectées pour chacune de leurs branches. Seuls certains arbres répondent à ces critères,
imposant des conditions fortes aux paramètres. Or, ces conditions sont respectées uniquement
aux bords de l’espace des paramètres Ψ :

d

dg�
rRpψq � 0 ô g� � 1 ô Pκ � tb0u (3.59)

d

dg�
rRpψq � 0 ô g� � 1 (3.60)

La dérivée de rR étant strictement négative, le minimum de résistance hydrodynamique cor-
respondant à une topologie Pκ est situé à une frontière avec une topologie voisine plus grande,
i.e Pλ � Pκ. De plus, sur une frontière entière, i.e avec g� ou g� constant, la résistance est
décroissante respectivement en fonction de g� ou en fonction de g�. Nous en déduisons que le
minimum n’est pas situé le long d’une frontière entière. En utilisant l’équation des frontières
intermédiaires, k

g�
� n�k

g�
� 1, les équations (3.49) et (3.53), nous pouvons étudier la variation de
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rR en fonction de g� le long des frontières. Nous verrons que l’étude analytique de ces variations
est limitée à de petits arbres et ne peut être généralisée.

k

g�
� n� k

g�
� 1 ñ dg� � �g

2
�

g2�

k

n� k
dg� (3.61)

d

dg�
rRpψq| k

g�
�n�k

g�
�1 �

d rRpψq
dg�

� d rRpψq
dg�

g2�
g2�

k

n� k
(3.62)

�
¸

bPPkYAk

BReqψpb0q
BRψpbq

�
dRpbq
dg�

� dRpbq
dg�

g2�
g2�

k

n� k



(3.63)

Ne pouvant pas étudier cette somme dans le cas général, nous étudierons le signe de chaque
terme indépendamment.

dRpbq
dg�

� dRpbq
dg�

g2�
g2�

k

n� k
¡ 0ô 3 lnpHtqRψpbq

�
N�pbq
g�

2

� N-pbq
g2�

g2�
g2�

k

n� k

�
¡ 0

ô N�pbq g4� pn� kq ¡ N-pbq g4� k

Outre les arbres particuliers obtenus lorsque g� � 1, tous les arbres possèdent des branches b
telles que N�pbq ou N-pbq est égal à zéro. Ainsi, nous sommes certains du signe de certains termes
de la somme :

N-pbq � 0 ñ
BReqψpb0q
BRψpbq

�
dRpbq
dg�

� dRpbq
dg�

g2�
g2�

k

n� k



¡ 0

N�pbq � 0 ñ
BReqψpb0q
BRψpbq

�
dRpbq
dg�

� dRpbq
dg�

g2�
g2�

k

n� k



  0

Étant donné que certains termes de la somme (3.63) ont des signes opposés, nous avons besoin
d’approches numériques pour connâıtre les paramètres g� et g� qui minimisent la résistance
hydrodynamique d’une topologie d’arbre Pκ quelconque.

Variation de rR entre deux topologies d’arbre voisines en fonction de la frontière commune

Ici, nous étudierons la variation et les propriétés de rR entre deux topologies d’arbre voisine
en fonction de la frontière commune, s’il y a discontinuité.

Nous comparons deux topologie Pκ et Pλ, telles que Pκ � Pλ, qui sont voisines directes
de part et d’autre de la frontière d’équation k

g�
� n�k

g�
� 1, avec pn, kq P N2 et n ¥ k. Nous

regardons la variation de rR autour de ψ � pg�, g�q situé à la frontière. Ainsi nous avons Pκ � Pψ
et Pλ � Pψ1 avec ψ1 � ψ�ϵ n⃗, avec n⃗ le vecteur normal à la frontière au point ψ. Et nous étudions
la différence de résistance lorsque ϵ tend vers 0.

Rψpbq|b PPκ � H

N�pbq

g�
�N-pbq

g�

t lim
ϵÑ 0

Rψ1pbq|b PPλ � H

N�pbq

g�
�N-pbq

g�

t (3.64)

Rψpbq|b PAκ � Rt Rψ1pbq|b PAλ � Rt (3.65)

La différence de résistance est due aux branches concernées par le changement de topologie.
Ainsi, nous pouvons réécrire les équations précédentes pour ces branches :

b P Pκ Y pAκ XAλq : Rψpbq � lim
ϵÑ 0

Rψ1pbq (3.66)

b P Pλ XAκ : Rψpbq � Rt lim
ϵÑ 0

Rψ1pbq � H�3
t (3.67)

b P AλzAκ : Rψ1pbq � Rt (3.68)
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Et nous pouvons comparer les résistances équivalentes Req des branches b P Pλ XAκ. Dans
le cas du petit arbre Pψ, les sous-arbres partant de ces branches ne contiennent chacun qu’une
branche terminale. Dans le cas du grand arbre Pψ1 , ces sous-arbres contiennent chacun une
branche de taille Ht et deux branches terminales :

Reqψpbq|b PPλXAκ � Rt lim
ϵÑ 0

Reqψ1pbq|b PPλXAκ � H�3
t � Rt

2
(3.69)

Ainsi, d’après (3.52), une augmentation de la résistance équivalente Req d’une branche aug-

mente celles des branches ascendantes, notamment celle de la branche d’origine rR :

rRpψq ¡ lim
ϵÑ 0

rRpψ1q ô Pλ XAκ � H et Rt ¡ 2H�3
t

Dans le cas Rt � 2H�3
t , il n’y a pas de discontinuité entre les deux topologie Pκ et Pλ. Si

Rt ¡ 2H�3
t , la discontinuité est dans le même sens que la variation d rR dans chaque topologie

et la resistance équivalente rR est minimale pour ψ Ñ p8,8q. Or, pour notre modèle d’arbre
bronchique, nous considérons l’encadrement H�3

t   Rt   2H�3
t . Ainsi, les discontinuités aux

frontières entre topologies d’arbre sont opposées à la variation d rR à topologie fixée.

Nous désirons étudier les conditions où les discontinuités sont moins fortes que la variation
d rR, c’est à dire, lorsque la résistance minimale de Pl est inférieure à celle de Pk avec Pk � Pl.
Bien que cela ne soit pas possible pour des arbres P quelconques, car nous ne connaissons
pas analytiquement leur résistance minimale, certaines topologies d’arbre simples permettent
une analyse de la tendance des minima de rR. Nous allons comparer cinq arbres entre eux :
l’arbre minimal Pψ0 � tb0u, l’arbre symétrique à deux générations Pσ2 � T0 Y T1, l’arbre
symétrique infini Pσ8 � T , la tige à deux générations Pτ2 � tb0,D�pb0qu et la tige infinie
Pτ8 � tD�npb0q|n P Nu.

Les arbres symétriques et les tiges sont délimités uniquement par des frontières entières.
Ainsi, les paramètres g� et g� qui minimisent leur résistance rR sont entiers : σn � pn, nq pour
les arbres symétriques et τn � pn, 1q pour les tiges. Nous pouvons calculer la résistance rRpσnq
analytiquement et celle de Rpτnq par récurrence.

rRpσnq � n�1̧

i�0

H
�3 i

n
t

2i
� Rt

2n
� 1� 2�nH�3

t

1� 2�1 n

b
H�3

t

� Rt

2n
(3.70)

rRpτnq � Reqpb0q avec :
ReqpD�ipb0qq �

i n
H
�3 i

n
t � �

R�1
t � ReqpD�i�1pb0qq�1

��1

ReqpD�npb0qq � Rt

(3.71)

Nous pouvons alors calculer les résistances des cas particuliers des arbres de paramètre ψ0, σ2
et τ2 :

rRpψ0q � 1� Rt

2
� 1� �

2R�1
t

��1
(3.72)

rRpσ2q � 1�
�
2 p

b
H�3

t � Rt

2
q�1

��1

(3.73)

rRpτ2q � 1�
�
R�1

t � p
b
H�3

t � Rt

2
q�1

��1

(3.74)

Nous pouvons aussi calculer leurs limites quand le nombre de générations tend vers l’infini.
Dans ces cas limites, toutes les branches de P ont une taille de 1. Ainsi, tout sous-arbre de P
a les mêmes propriétés : c’est un arbre symétrique ou une tige de longueur infinie dont toutes
les branches ont une taille de 1. En utilisant ces propriétés, nous pouvons établir l’expression
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analytique de leur résistance :

rRpσ8q � 1�
rRpσ8q
2

� 2 (3.75)

rRpτ8q � 1�
�
R�1

t � rRpτ8q�1
��1

� 1� Rt
rRpτ8q

Rt � rRpτ8q (3.76)

� 1�?1� 4Rt

2
(3.77)

L’équation (3.76) mène à un polynôme du second degré, 0 � rRpτ8q2� rRpτ8q�Rt, qui n’admet
qu’une solution positive (3.77).

Nous en déduisons que les inégalités rRpψ0q ¡ rRpσ2q et rRpψ0q ¡ rRpτ2q, d’une part, etrRpψ0q ¡ rRpσ8q et à rRpψ0q ¡ rRpτ8q, d’autre part, sont équivalentes.

rRpψ0q ¡ rRpσ2q ô rRpψ0q ¡ rRpτ2q ô Rt ¡ 2

b
H�3

t (3.78)rRpψ0q ¡ rRpσ8q ô rRpψ0q ¡ rRpτ8q ô Rt ¡ 2 (3.79)

Notons que la première condition, Rt ¡ 2
b
H�3

t , implique la seconde, Rt ¡ 2, car Ht   1.

Nous récapitulons. À topologie fixée de l’arbre taillé, sa résistance est strictement décroissante
en fonction de g� et en fonction de g�. Toutefois, le sens de la discontinuité de la résistance
entre deux topologies dépend de la valeur de la résistance des branches terminales Rt. Or, dans
les cas étudié, i.e H�3

t   Rt   2H�3
t , il est opposé au comportement de la résistance pour

ces deux topologies. Ainsi, le long de toutes droites d’équation g� � ag� � b avec a ¡ 0, la
résistance hydrodynamique de l’arbre rR sera décroissante par morceau en fonction de g�. Nous
pouvons en conclure que, dans les cas étudiés, il existe une infinité de minima locaux et que
chaque topologie en a au moins un.

3.F Résistance d’un arbre taillé à volume contraint

3.F.1 Définition

Nous avons vu que, lorsque Rt ¡ 2H�3
t , la résistance minimale de chaque topologie d’arbre

a tendance à diminuer lorsque le nombre de branches augmente. Or si la nature sélectionne
les arbres bronchiques de faible résistance, ce choix est contraint par la capacité volumique
de la cage thoracique de l’individu. Ainsi, nous voulons étudier l’évolution de la résistance rR
en fonction de l’asymétrie de branchement a en contraignant le volume Vtot, voir section 3.6.
En conséquence de la présence des discontinuités, nous ne pouvons pas utiliser une contrainte
d’égalité. En effet, certains volumes ne sont pas atteignables par un paramètre ψ, par exemple
un volume compris entre Vtotpψ0q � 1 � 2Vt et lim infψÑψ�0

Vtotpψq � 1 �H3
t � 3Vt. Une autre

approche serait d’étudier la résistance minimale des arbres dont le volume Vtot est inférieur à un
volume disponible VDisp. Cela dit, les discontinuités de la résistance rR rendent la recherche du
minimum très difficile, même via des outils numériques. Nous rappelons que, sous l’hypothèse
Rt   2H�3

t , les discontinuités sont opposées à la variation régulière de la résistance rR. Nous
décidons d’approcher ce minimum par la résistance de l’arbre le plus volumineux dont le volume
Vtot reste inférieur au volume disponible VDisp.

Ainsi, nous définissons un nouvel ensemble de paramètre ΨAV qui contient le ratio d’asymétrie
a, rapport entre le petit et le grand ratio de réduction, a � h�{h� et le volume disponible VDisp.

ΨAV �
"�

a
VDisp


 ���� a P rHt, 1s
VDisp P r1� 2Vt,8r

*
(3.80)

À chaque élément de ΨAV , nous associons le sous-ensemble ΨψAV de ΨL dont le volume total
Vtot est inférieur au volume disponible VDisp et dont le rapport entre grand et petit ratio est
égal au ratio d’asymétrie a. Plus particulièrement, nous associons à chaque élément de ΨAV
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l’élément de ΨψAV qui maximise le volume total Vtot. Nous associons aussi l’arbre taillé PψAV et

ses caractéristiques VtotpAVq et rRpAVq.
ΨψAV � tψ P ΨL | h� � a� h�, Vtotpψq ¤ VDispu (3.81)

F :

#
ΨAV ÞÑ ΨψAV

ψAV Ñ ψ | Vtotpψq � max
ψ1PΨψAV

Vtotpψ1q (3.82)

PψAV � PFpψAV q AψAV � AFpψAV q (3.83)

VtotpψAVq � VtotpFpψAVqq rRpψAVq � rRpFpψAVqq (3.84)

Il est important de noter que, contrairement à l’association entre les paramètres locaux et
globaux, ψL et ψG , l’association des paramètres de l’ensemble ΨAV à ΨL n’est pas injective.
Nous pouvons utiliser l’exemple précédént, si le volume disponible est compris entre 1� 2Vt et
1�H3

t � 3Vt, les petit et grand ratios associés seront tous les deux égaux à Ht car il n’existe
que Pψ0 � tb0u qui à un volume inférieur à 1�H3

t � 3Vt.

3.F.2 Recherche numérique du paramètre F pψAVq
Au vu de l’expression analytique du volume, il est difficile de chercher analytiquement le

volume maximal inférieur au volume disponible VDisp. De plus, les nombreuses discontinuités ne
permettent pas d’utiliser un algorithme de descente tel que l’algorithme de Newton ou tout autre
algorithme à convergence rapide. Nous utilisons donc une recherche par dichotomie entre deux
valeurs initiales préalablement calculées. On distingue deux types de congergence, l’algorithme
converge vers la valeur de VDisp ou converge vers une valeur de ψL.

Pour la suite des explications, nous appelons ψ�i et ψ�i les bornes supérieure et inférieure de
l’algorithme à ie itération.

Le volume minimal des arbres symétriques à topologie fixée est facile à calculer. Par analogie
à l’expression (3.70), nous connaissons le volume des arbres de n générations, de paramètre σn�x
dont g� � g� � n� x, avec x P r0, 1r :

Vtotpσn�xq �
n�1̧

i�0

2iH
3 i
n�x

t � 2nVt (3.85)

� 1� 2nH
3 n
n�x

t

1� 2H
3 1
n�x

t

� 2nVt (3.86)

Le premier terme de (3.85) est la somme d’une suite géométrique de raison 2H
3 1
n�x

t .
Les bornes supérieure et inférieure du volume des arbres symétriques de n générations sont,

respectivement, la valeur de Vtotpσn�xq lorsque x � 0 et sa limite lorsque x tend vers 1, car le
volume est strictement décroissant en fonction de x.

Vtotpσnq � 1� 2nH3
t

1� 2H
3 1
n

t

� 2nVt lim
xÑ1�

Vtotpσn�xq � 1� 2nH
3 n
n�1

t

1� 2H
3 1
n�1

t

� 2nVt (3.87)

Ainsi, dans le cas symétrique, pour tout volume disponible VDisp, nous cherchons facilement
les bornes ψ�i et ψ�i en comparant les bornes supérieure et inférieure à VDisp pour chaque
génération n. Il y a deux cas possibles :

— S’il existe un n tel que Vtotpσnq ¥ VDisp ¡ limxÑ1� Vtotpσn�xq, l’équation Vtotpσgq � VDisp

a une solution :

ψ�0 � σn�1 ψ�0 � σn

— Sinon il existe un n tel que limxÑ1� Vtotpσn�xq ¥ VDisp ¡ Vtotpσn�1q. L’équation Vtotpσq �
VDisp n’a pas de solution :

ψ�0 � ψ�0 � σn�1 � FpψAVq (3.88)
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Dans le cas général, nous pouvons connâıtre la variation des ratios h� et h� en fonction de
la variation du ratio d’asymétrie a à volume disponible constant. La variation des ratios dépend
de si Vtotpσq � VDisp a une solution ou non. Cependant, dans les deux cas, le sens des variations
sont les mêmes. Lorsque le ratio d’asymétrie a diminue, le grand ratio h� augmente et le petit
ratio h� diminue.

Lorsque la solution de Vtotpσq � VDisp existe, la variation des ratios en fonction de celle de
l’asymétrie peut être déduite des expressions de la variation du volume Vtot (équations (3.46),
(3.47) et (3.48)) et de la définition des facteurs g� et g�, donnés par (3.24) et (3.25) :

dVtot � BVtot
Bg� dg� � BVtot

Bg� dg� avec :
BVtot
Bg� ¡ 0 et

BVtot
Bg� ¡ 0

g� � lnpHtq
lnph�q ñ Bg�

Bh� � � lnpHtq
h� lnph�q2 ¡ 0

h� � a h� ñ dh� � adh� � h� da

dVtot � 0 ô dg� � Bg�
Bg� dg� avec :

Bg�
Bg�   0

ô dh� � Bh�
Bh� dh� avec :

Bh�
Bh�   0

ô dh�
da

�
h�

Bh�
Bh�

1� aBh�Bh�

  0

Lorsque la solution n’existe pas, le paramètre FpψAVq est à la frontière entre deux topologies
d’arbre. Les ratios respectent l’équation de la frontière (3.23).

hn�k� hk� � Ht h� � a h� (3.89)

dh�
da

� �k h�
na

  0
dh�
da

� nh�
k a

¡ 0

Du fait que le grand et petit ratio évoluent de manière monotone en fonction du ratio
d’asymétrie, nous pouvons déterminer des bornes supérieure et inférieure d’un petit ratio h�
quelconque, connaissant le petit ratio h1� pour un ratio asymétrie a1 plus grand :

a1 ¡ a ô h1� ¡ h� et h1�   h�

ô h1� ¡ h� � ah� ¡ ah1� �
a

a1
h1�

ô h1� ¡ h� ¡ a

a1
h1� (3.90)

En pratique, l’algorithme procède de cette manière :

— Étape initiale : Ratio d’asymétrie a0 � 1
— Recherche des bornes inférieure et supérieure, ψ�0 et ψ�0 , grâce aux équations (3.87)
— Si Vtotpσgq � VDisp a une solution, recherche par dichotomie de FpψAV0q

— Pour chaque ratio d’asymétrie ai   ai�1 :
— Calcul des bornes inférieure et supérieure, ψ�i et ψ�i , grâce aux paramètres FpψAV i�1q

recherchés à l’itération précédente en utilisant l’inégalité (3.90)
— Recherche par dichotomie de FpψAV iq

Comme pour toute recherche par dichotomie, à chaque itération, nous calculons le volume
total du milieu des deux bornes ψ�i et ψ�i . Puis, nous remplaçons l’une des bornes selon si le
volume total Vtot est supérieur ou inférieur au volume disponible VDisp. Nos expériences nous
ont montrés que prendre le milieu dans l’espace des paramètres globaux est plus efficace que
dans celui des paramètres locaux.

A l’instar du cas symétrique, deux types de convergence sont possibles :
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— Convergence du volume 0   1 � Vtotpψiq
VDisp

  ϵV : nous obtenons une solution approchée

ψi � FpψAVq telle que Vtotpψiq ⪅ VDisp.
— Convergence du paramètre ∥ψ�i �ψ�i ∥   ϵψ : aucune solution n’existe pour VtotpFpψAVq �

VDisp. Nous pouvons déterminer avec ψ�i et ψ�i la frontière qui les sépare et calculer
exactement FpψAVq avec (3.89).
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4. DISTRIBUTION DES FLUX D’AIR DANS UN ARBRE ASYMÉTRIQUE AUX
BRONCHES COMPLIANTES

4.1 Introduction

Nous avons vu au chapitre 2 que la compliance bronchique a un effet sur la distribution
du cisaillement dans un arbre symétrique. L’étude de ses effets nous a permis d’en tirer des
conclusions sur le comportement global du cisaillement dans l’arbre et ses causes. De plus, mes
résultats éclairent sur la situation hydrodynamique à l’intérieur des bronches lors de certaines
pratiques de kinésithérapie. Avec cette connaissance, nous en avons déduit des suggestions quant
aux techniques de kinésithérapie employées lors d’encombrement bronchique par le mucus.

Toutefois, l’arbre bronchique réel est asymétrique. Cette asymétrie se manifeste autant au
niveau des branchements, avec des bronches filles de différents diamètres à chaque bifurcation,
qu’au niveau de sa topologie, avec des acini reliés à la trachée par un nombre différent de
bifurcations. Ainsi, dans cette étude, nous étendons la réflexion de l’effet de la compliance sur
la distribution du cisaillement aux arbres asymétriques.

Pour ce faire, nous définissons un nouvel index pour chaque branche, le coefficient de génération
g, inspiré du facteur de génération de la partie précédente, qui ne dépend que de la position
de celles-ci. Les branches ayant un coefficient proche auront des propriétés physiques similaires.
L’utilisation de ce coefficient nous permet aussi de pouvoir comparer les résultats avec ceux du
cas symétrique.

À l’instar du chapitre 2, nous définissons des critères sur les ratios de diamètre pour mieux
comprendre l’évolution du cisaillement le long de l’arbre.

4.2 Hypothèses

Nous considérons que le réseau de bronches forme un arbre taillé tel que défini en 3.8.
Chaque branche de l’arbre est ainsi associée à une bronche et chaque branche terminale à un
acinus. Chaque branche est associée à un index, le coefficient de génération g, qui progresse
linéairement dans l’arbre à partir de 0 pour la première branche jusqu’à atteindre 17 pour les
branches terminales.

A l’instar du chapitre 2, nous considérons que les branches sont compliantes. Leurs parois
sont souples et leurs sections internes A varient en fonction de la pression transmurale P , i.e.
la différence de pression entre l’intérieur et l’extérieur de la branche. Pour relation entre la
section et la pression transmurale, nous utilisons le modèle de Lambert et al. (24), que nous
avons adapté à la géométrie particulière de l’arbre. La relation qui relie la section des branches à
la pression transmurale est conservée mais les paramètres de la relation dépendent du coefficent
de génération g et non de la génération n. De manière similaire, la longueur des branches de
l’arbre taillé est calculée en fonction du coefficient de génération g et des longueurs données par
Lambert et al. (24).

Nous considérons que le volume intérieur des branches reste cylindrique quelle que soit la
pression transmurale. Ainsi, nous pouvons réduire les propriétés géométriques de chaque branche
à sa longueur L et à sa section A.

Nous considérons que l’hydrodynamique est en régime stationnaire de Poiseuille. Cette hy-
pothèse permet de résumer la physique des fluides dans chaque branche à un modèle 0D. Ce
modèle relie le gain de pression q, ou la différence de pression entre les extrémités de la branche,
au débit d’air circulant dans celle-ci Φ et à sa résistance hydrodynamique R. Cette hypothèse
permet aussi de relier cette résistance à la longueur et la lumière de la branche, et d’utiliser la
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relation (2.24) du chapitre 2 qui relie le gain de pression, la longueur et la section des branches
aux contraintes de cisaillement à ses parois σ.

Nous négligeons l’influence des bifurcations sur l’hydrodynamique. Ainsi, les pressions à
l’entrée d’une branche b et aux sorties de ses branches filles D�pbq sont considérées identiques.

Enfin, nous pensons que lors de l’expiration, la pression induite par la cage thoracique et les
muscles expiratoires sur le poumon est répartie de manière homogène. Ainsi, nous considérons
que la pression autour des branches Ptissus est la même partout et que celle au fond des branches
terminales pt est la même pour toutes les branches terminales.

4.3 Méthode

Cette section résume les sections de l’annexe 4.A et 4.B. Nous vous invitons à la consulter
pour les détails du modèle et de la méthode numérique développée.

4.3.1 Modèle

Le modèle dépend de quatre paramètres : les facteurs g� et g� qui définissent la topologie de
l’arbre taillé, le débit à la trachée Φ0 et la pression dans les tissus Ptissus. Le système d’équations
défini par le modèle relie neuf variables par branche : Le coefficient de génération g qui représente
la génération apparente de la branche, les branches de coefficient de génération identique auront
les mêmes propriétés géometriques et la même compliance ; la longueur L ; la section A ; la
résistance hydrodynamique R ; la résistance équivalente Req du sous-arbre partant de la branche ;
le débit Φ de l’écoulement d’air circulant dans la branche ; le gain de pression q entre les deux
extrémités de la branche ; la pression transmurale P moyenne ; et le cisaillement à la paroi
σ. A titre indicatif, un arbre défini par g� � 25 et g� � 12, valeurs des nombres minimum
et maximum de générations des acini relevées dans le poumon humain par Raabe et al. (39),
compte plus de 170 000 branches. Les variables associées à la même branche sont fortement
inter-dépendentes entre elles. Certaines variables sont interdépendantes entre branches voisines,
de branches mères à branches filles et entre branche sœurs. Un résumé des dépendances entre
variables est schématisé dans le diagramme 4.1.

La complexité d’un tel système, autant par le nombre de variable que par la non-linéarité de
certaines relations, nécessite l’utilisation et le développement d’outils numériques adaptés.

4.3.2 Résolution numérique

Pour résoudre numériquement ce système, nous proposons un algorithme itératif similaire
à la méthode de point fixe, pour ce qui est de la direction de descente, avec une optimisation
linéaire sur la direction.

Nous avons défini un sous-paramètre χ⃗, qui regroupe les ratios de distribution du débit
entre les branches mères et leurs grandes branches filles. À partir de χ⃗, notre algorithme utilise
deux applications, A1 et A2, pour calculer des nouveaux ratios de débit χ⃗1. À partir des débits
données par le paramètre Φ et le sous-paramètre χ⃗, l’application A1, similaire à l’algorithme
utilisé dans le chapitre 2, calcule l’état hydrodynamique de l’arbre, notamment la résistance R
de chaque branche et la pression au fond des branches terminales pt. A1 ne tient pas compte de
l’homogénéité de la pression au fond des branches terminales. Ensuite, l’application A2 calcule, à
partir des résistances calculées par A1, les ratios de débit χ⃗1 tel que la pression pt est homogène.
La différence terme à terme entre χ⃗ et χ⃗1 nous donne la direction de descente. L’algorithme
s’arrête lorsque la pression au fond des branches terminales pt calculée par A1 est suffisamment
homogène.

Les cisaillements σ n’influençant aucune variable, ils sont calculés une fois que l’on a déterminé
une approximation de la solution satisfaisante.
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Paramètres :
Φ0 : Débit à la trachée g� : Grand facteur de génération
Ptissus : Pression autour des bronches g� : Petit facteur de génération

Pour chaque branche b :
Φ : Débit L : Longueur
P : Pression transmurale A : Section ouverte
σ : Force de cisaillement R : Résistance hydrodynamique
q : Gain de pression Req : Résistance équivalente
g : Coefficient de génération

Fig. 4.1: Définitions des paramètres et des variables du modèle et diagramme des influences et
dépendances des variables associées à la branche b. Les variables sont catégorisées : dans le

rectangle gris sont rassemblés les paramètres du modèle ; dans le rectangle vert , les va-

riables associées à la branche concernée b ; dans le rectangle rouge , les variables associées à

la mère de la branche concernée Mpbq ; dans le rectangle jaune , les variables associées à la

sœur de la branche concernée Spbq ; et dans le rectangle bleu , les variables associées aux filles

de la branche concernée D�pbq. Pour les branches mère, sœur et filles, seules les variables in-
fluençant directement, ou étant directement influencées par, les variable de la branche b sont
représentées. Les flèches montrent quelles variables influencent quelles autres. Par exemple :
A Ñ B, A influence B ou B dépend de A. Les flèches noires montrent les dépendances entre
variables associées à b, les flèches grises montrent les dépendances aux paramètres, les flèches
rouges montrent les dépendances aux variables non associées à b, les flèches bleues montrent
l’influence des variables associées à b sur celles non associées à b. Les ellipses indiquent les
conditions de l’influence, par exemple : le paramètre Φ0 influence Φpbq seulement si b � b0.
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Fig. 4.2: Distribution du cisaillement σ (en haut) et de la section A (en bas) le long de l’arbre taillé.
Les données des cas symétriques sont représentées en fonction de la génération n par les points
bordés de noir. Les données des cas asymétriques sont représentées en fonction du coefficient
de génération g par des points de couleur unie ou par un dégradé de la couleur. Au niveau
des dégradés, l’intensité de la couleur est proportionnelle au nombre de branches avec la même
valeur de cisaillement. La couleur des dégradés est normalisée indépendamment colonne par
colonne. La colonne dédiée aux branches terminales, modélisant les acini, est mise à part car
leurs propriétés physiques sont identiques entre elles et différentes des autres branches. Dans
les graphiques de gauche Ð sont affichées les données pour un arbre rigide dont la taille des
branches est celle donnée par l’interpolation du modèle de Lambert à la FRC, -5 cmH2O, avec
un débit de 0.1 Ls-1. Dans les graphiques du milieu sont affichées les données pour des débits
identiques, 0.1 Ls-1 et pressions externes différentes, 0, 10 et 50 cmH2O. Dans les graphiques
de droite Ñ sont affichées les données pour des pressions externes identiques, 10 cmH2O et
débits différents, 0.1, 0.5 et 2.5 Ls-1. Nous pouvons voir que, quels que soit le débit Φ ou la
pression Ptissus, la distribution du cisaillement dans l’arbre taillé est exponantielle en fonction
du coefficient de génération g, comme dans le cas de l’arbre symétrique, jusqu’à un maximum
où la distribution commence à s’étaler. C’est à dire que la distribution du cisaillement dans les
branches au coefficient de génération g identique. La distribution de la section des branches
suit celle du cas de l’arbre symétrique sans trop s’étaler.
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4.4 Distribution du cisaillement dans l’arbre taillé défini par g� � 25 et g� � 12

En observant la distribution du cisaillement dans l’arbre asymétrique en fonction du coef-
ficient de génération g, dans les graphiques du haut de la figure 4.2, nous remarquons qu’elle
est comparable à celle de l’arbre symétrique en fonction de la génération n. Son comportement
est similaire à celui de l’arbre symétrique, avec une croissance exponentielle jusqu’à atteindre
un maximum, puis une décroissance exponentielle. En plus du comportement, l’amplitude du
cisaillement du cas asymétrique reste très proche de celle du cas symétrique dans l’arbre proxi-
mal. Ainsi, les causes de l’évolution du cisaillement le long des bifurcations semblent similaires
au cas symétrique.

Toutefois, le cas asymétrique présente un étalement de la distribution du cisaillement dans
les régions distales de l’arbre. C’est à dire que les branches qui ont des propriétés physiques
(taille et compliance) similaires subissent des forces de cisaillement de différentes intensités. Cet
étalement crôıt faiblement dans la région proximale de l’arbre jusqu’aux environs du maximum de
cisaillement. Dans les régions distales au maximum de cisaillement, la croissance de l’étalement
accélère grandement.

Le cisaillement σ est relié à deux quantités, le débit Φ et la section A. Ainsi, l’étalement de
la distribution du cisaillement est causé au minimum par l’étalement de l’une de ces quantités.
Or, la section A ne peut subir un fort étalement, surtout aux extrémités, comme montré par
les graphiques du bas de la figure 4.2. Celle-ci dépend de la pression transmurale qui dépend
de la pression interne. Par définition, la pression interne de la branche d’origine est unique et,
par hypothèse, elle est homogène au fond des branches terminales. Celle-ci étant conditionnée
à chaque extrémité de l’arbre, elle ne peut pas beaucoup varier entre bronches de propriétés
physiques similaires.

Au vu des graphiques du haut de la figure 4.3, la distribution du débit expiratoire Φ semble
suivre celle du débit du cas symétrique sans trop de dispersion. Nous savons que le débit du cas
symétrique est divisé par deux à chaque génération (voir chapitre 2). Or dans le cas symétrique,
la génération est identique au coefficient de génération. Ainsi, nous en déduisons la relation entre
le débit et le coefficient de génération : Φ � 2�gΦ0. Pour mieux comparer les distributions du
débit du cas asymétrique à celle du débit du cas symétrique, nous normalisons le débit Φ par
Φ � 2�gΦ0.

Les graphiques en bas de la figure 4.3 montrent la distribution de ce débit normalisé. Nous
pouvons voir que l’étalement, bien que faible dans la région proximale, s’évase grandement dans
les régions distales. Le fait que le rapport a tendance à augmenter avec le coefficient de génération
g vient du fait que l’arbre asymétrique a légèrement moins de branches que l’arbre symétrique.
Ainsi la moyenne des débits passants par des branches de coefficients de génération proches est
plus élevée dans l’arbre asymétrique que dans l’arbre symétrique.

4.5 Discussion

4.5.1 Le poids de la résistance des branches dans la résistance équivalente de leur sous arbre
est-il une des causes de l’étalement ?

Étude d’un modèle simplifié

Nous émettons l’hypothèse que le fait que le débit reste proche de 2�gΦ0 dans la région
proximale est dû à la faible valeur de la résistance de chaque branche devant la résistance
équivalente du sous-arbre partant de la branche respective Rpbq ! Reqpbq. Pour vérifier cette
hypothèse, nous proposons un modèle simplifié qui sépare l’arbre en une région proximale et une
région distale et qui considère que l’étalement de la distribution des sections A est négligeable.
Ce modèle est détaillé en annexe 4.C page 104.

L’étude du modèle simplifié montre que la condition Rpbq ! Reqpbq est equivalente à h� !
3

b
1� h3�. Ainsi, nous discriminons les branches de l’arbre en fonction de leurs ratios de diamètres

h� et h� calculés précédemment. Pour chaque branche b, si ses ratios de diamètre remplissent
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Fig. 4.3: Distribution du débit Φ (en haut) et du débit normalisé 2g Φ
Φ0

(en bas) le long de l’arbre. Les
débits des cas symétriques sont représentées en fonction de la génération n par les points bordés
de noir. Les débits normalisé des cas symétriques ne sont pas représentés car ils sont tous égaux
à 1. Les données des cas asymétrique sont représentées en fonction du coefficient de génération
g par des points de couleur unie ou par un dégradé de la couleur. Au niveau des dégradés,
l’intensité de la couleur est proportionnelle au nombre de branche avec la même valeur de débit.
La couleur des dégradés est normalisée indépendamment colonne par colonne. La colonne dédiée
aux branches terminales, modélisant les acini, est mise à part car leurs propriétés physiques
sont identiques entre elles et différentes des autres branches. Dans les graphiques de gauche
Ð sont affichées les données pour un arbre rigide dont la taille des branches est celle donnée
par l’interpolation du modèle de Lambert à la FRC, -5 cmH2O, avec un débit de 0.1 Ls-1.
Dans les graphiques du milieu sont affichées les données pour des débits identiques, 0.1 Ls-1

et pressions externes différentes, 0, 10 et 50 cmH2O. Dans les graphiques de droite Ñ sont
affichées les données pour des pressions externes identiques, 10 cmH2O et débits différents, 0.1,
0.5 et 2.5 Ls-1. Dans les graphiques du haut, nous pouvons voir que la repartition des débits
des cas asymétrique semble suivre celle des débits des cas symétriques respectifs. Dans le cas
symétrique, le débit est relié au coefficient de génération g par Φ � 2�gΦ0. Ainsi pour mieux
comparer le cas asymétrique au cas symétrique, nous affichons, dans les graphiques du bas, le
débit normalisé par rapport à 2�gΦ0
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la condition h�pbq   3
a
1� h�pbq3 alors elle est considérée comme appartenant à la région

proximale. Sinon, elle est considérée comme appartenant à la région distale.
Dans la région proximale, à partir de l’hypothèse sur le débit, Φ � 2�gΦ0, nous avons

déterminé un critère sur chaque ratio de diamètre, h�,crit � 2
� 16

3g� et h�,crit � 2
� 16

3g� , qui
détermine l’évolution du cisaillement dans la bifurcation de chaque branche b. Le cisaillement
de la grande branche fille σpD�pbqq est supérieur à celui de branche mère σpbq si et seulement si
h�pbq   h�,crit. L’équivalence est similaire avec la petite branche fille D-pbq et le petit ratio de
réduction h�pbq.

Dans la région distale, à partir de l’hypothèse Req � R, nous en déduisons qu’à chaque
bifurcation le cisaillement dans les branches filles est identique et inférieur à celui de la branche
mère, σpbq ¡ σpD�pbqq � σpD-qq.

Transposition du modèle aux résultats précédemment calculés

Ainsi, dans le cas de l’arbre taillé défini par g� � 25 et g� � 12, le modèle simplifié met en
avant quatre zones où, selon les ratios h� et h� de la bifurcation, le cisaillement des branches
filles ont des comportements différents.

— Dans la première zone, les deux ratios de diamètre h� et h� sont inférieurs à leur critère
respectif h�,crit et h�,crit. Les cisaillements des branches filles sont supérieurs à celui de
la branche mère. Les premières bifurcations de l’arbre sont dans cette configuration.

— Dans la seconde zone de la région proximale, le petit ratio de diamètre h� est supérieur au
critère h�,crit. Le cisaillement de la grande branche fille est plus important que celui de la
branche mère tandis que celui de la petite branche fille est inférieur. Cette configuration
est atteinte lorsque le débit à la trachée Φ0 et la pression des tissus Ptissus sont faibles.
Dans cette configuration, la variation du cisaillement σ par rapport à celle du coefficient de
génération g entre la branche mère et la petite branche fille est plus faible que celle entre la
branche mère et la grande branche fille. Toutefois, la variation du cisaillement a tendance
à diminuer avec le coefficient de génération g. Ainsi, la distribution du cisaillement est le
bilan de ces deux conditions et peut éventuellement conduire à un étalement.

— Dans la troisième zone de la région proximale, le grand ratio de diamètre h� est supérieur
au critère h�,crit. Contrairement à la deuxième zone, c’est le cisaillement de la petite
branche fille qui est supérieur à celui de la branche mère et celui de la grande branche
fille qui est inférieur. Dans cette configuration, la variation du cisaillement σ par rapport
à celle du coefficient de génération g entre la branche mère et la petite branche fille est
plus élevée que celle entre la branche mère et la grande branche fille. Or, la variation
du cisaillement a tendance à diminuer avec le coefficient de génération g. Ainsi, sous
les hypothèses du modèle dans la région proximale, il est certain que la distribution du
cisaillement s’étale.

— La quatrième zone est celle de la région distale. Dans cette région, le cisaillement dimi-
nue à chaque bifurcation de manière égale pour les deux branches filles. Comme dans
la troisième zone, la variation de cisaillement σ par rapport à celle du coefficient de
génération g entre la branche mère et la petite branche fille est plus élevée que celle entre
la branche mère et la grande branche fille. Et donc, pour les mêmes raisons, il est certain
que la distribution du cisaillement s’étale.

Si nous reportons ces zones sur les données précédemment calculées, comme affichées dans
le graphique en haut à gauche des figures 4.4, 4.5 et 4.6, nous pouvons nous rendre compte que
le modèle simplifié décrit suffisamment bien le comportement de l’hydrodynamique dans l’arbre
pour la région proximale. La distribution du cisaillement reste croissante lorsque la configura-
tion des ratios est dans la première zone et les premières décroissances apparaissent lorsque la
configuration rentre dans la troisième zone.

De plus, les régions proximale et distale semblent bien correspondre respectivement à la
partie de l’arbre où le débit reste concentré autour de 2�gΦ0 et à celle où son étalement crôıt
fortement. La limite entre les deux régions semble être beaucoup plus visible dans le cas où le
débit à la trachée est important ou dans le cas la pression des tissus est importante. Ceci semble
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confirmer le lien entre l’étalement des débits et des cisaillements avec le poids de la résistance
des branches dans les résistances équivalentes de leurs sous-arbres.

L’évolution des ratios h� en fonction du coefficient de génération dans la région à faible
étalement suit les mêmes comportements que celle du ratio h du cas symétrique, évolution
quasi-constante au début, puis augmentation presque linéaire, voir le graphique en haut à droite
des figures 4.4, 4.5 et 4.6. Ces comportements ont probablement la même origine que dans le
cas symétrique : dans la première région, le gain de pression transmurale est trop faible par
rapport à la sensibilité de la compliance, la section des branches est approximativement égale
à celle qu’elles auraient si leur pression interne était nulle ; dans la région transitoire, le gain
de pression transmurale devient significatif et / ou la sensibilité de la compliance des branches
augmente suffisamment.

Toutefois, le modèle simplifié pour la région distale n’est pas suffisant pour représenter
les résultats des calculs du cas général. La distribution du cisaillement n’est ni symétrique ni
décroissante dans l’ensemble de la zone. L’hypothèse du modèle, Reqpbq � Rpbq, reste trop forte
et cache des éléments qui jouent un rôle important.

4.5.2 Hypothèses sur l’influence de l’inertie et de la présence d’obstruction partielle

Dans le cas symétrique, nous avons vu que, lorsque les effets d’inertie sont importants, la
région transitoire, où le ratio h augmente, est avancée vers les premières générations. Il est hau-
tement probable que ce phénomène soit identique dans le cas asymétrique. Ainsi, nous émettons
l’hypothèse qu’à haut débit expiratoire, les ratios h� augmentent à partir d’un coefficient de
génération g moins élevé. En conséquence, la limite h�,lim � 3

a
1� h�,lim3 sera atteinte plus

tôt et le début de l’étalement du cisaillement en sera décalé vers les premières générations. De

plus, les limites de la première zone, h�,crit � 2
� 16

3g� , sont les critères asymétriques correspon-
dant au critère hµ du cas symétrique. Lorsque les effets de l’inertie sont importants, dans le
cas symétrique, le critère hρ devient significatif dans l’évolution du cisaillement. Dans le cas
asymétrique, nous émettons l’hypothèse que les critères asymétriques correspondant à hρ de-
viennent autant significatifs dans la distribution du cisaillement et, probablement, dans le début
de son étalement. Une prochaine étude nous éclairera sur la portée de cette influence.

Enfin, bien que le modèle ne permette pas d’obstruer complètement une branche et que le
débit à la trachée soit imposé, nous pouvons prédire qu’une obstruction partielle de quelques
branches isolées aura un impact plus important sur la distribution du cisaillement dans leurs
sous-arbres que dans le cas symétrique. L’augmentation de la résistance des branches concernées
les ferait quitter le régime avec faible étalement. Le débit d’air s’écoulant à travers celles-ci
diminuerait grandement, n’étant plus imposé comme lors du cas symétrique. Ceci causerait une
grande baisse du cisaillement dans leurs sous-arbres. Ainsi, les obstructions partielles situées
dans ces sous-arbres seraient d’autant plus ”invisibles” pour les kinésithérapeutes.

4.6 Conclusion

Pour cette étude, nous avons mis en place une méthode numérique adaptée au très grand
nombre de variables considérées dans le modèle. Cette méthode a l’avantage d’être peu gour-
mande en calcul numérique.

Les résultats du modèle asymétrique peuvent être comparés à ceux du modèle symétrique
si nous les affichons en fonction du coefficient de génération au lieu de la génération. Cette
manière d’indexer regroupe les branches aux propriétés physiques similaires. De cette façon,
nous retrouvons une distribution en forme de cloche dont la position dépend essentiellement du
débit à la trachée et dont la valeur du maximum dépend aussi de la pression dans les tissus.
Au-delà de la tendance, les valeurs du cisaillement dans l’arbre asymétrique proximal ont le
même comportement que celles de l’arbre symétrique.

De plus, l’asymétrie du modèle apporte une nouveauté dans le comportement du cisaillement.
Sa distribution dans l’arbre a tendance à s’étaler. Visualiser cette distribution en fonction du
coefficient de génération met en avant deux situations. Dans l’arbre proximal, l’étalement semble
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Fig. 4.4: Analyse des données du cas Ptissus � 10cmH2O et Φ � 0.1Ls-1 selon le modèle simplifié. Le
graphique en haut à gauche Ô montre le portrait des grand et petit ratios de chaque bifur-
cation et les différents critères issus du modèle. Chaque point représente une bifurcation. Sa
couleur dépend de la configuration de ses grand et petit ratios. Lorsque le point est dans la
première zone, il est bleu ; dans la seconde, il est orange ; et dans la troisième, il est vert. La
densité des configurations est représentée en dégradé de rouge dans la quatrième zone. Enfin, la
couleur violette représentent les configurations des dernières branches mère. Celles-ci ont deux
branches terminales pour filles, leurs propriétés physiques étant identiques, la bifurcation est
symétrique. Pour chaque zone, un encadré de couleur rappelle l’hypothèse principale du modèle
simplifié et sa conséquence sur le cisaillement. Dans les trois autres graphiques, le même code
couleur est utilisé. Ainsi, les points bleus représentent les quantités des bifurcations dont la
configuration des ratios est dans la première zone, de même pour la deuxième et la troisième
zones. La quatrième zone est représentée en dégradé de rouge dont l’intensité est proportion-
nelle au nombre de bifurcations aux ratios, cisaillements ou débits normalisés identiques. Les
couleurs sont normalisées colonnes par colonnes. Les bifurcations donnant sur deux acini sont
représentées par un dégradé violet. Le graphique en haut à droite Õ représente la distribution
des grand et petit ratios le long de l’arbre. Les triangles pointant vers le haut ▲ sont pour
les grands ratios h� et ceux pointant vers le bas ▼ pour les petits ratios h�. Le graphique en
bas à gauche Ö affiche le cisaillement σ et celui en bas à droite × affiche le débit normalisé.
Nous pouvons voir dans ces graphiques que la distribution de cisaillement des branches qui sont
dans la région distale subit un étalement plus important que pour les branches qui sont dans
la région proximale. De plus, nous pouvons voir que les premiers cisaillements maximums sont
obtenu lorsque les configurations de ratios de diamètre sont dans la troisième zone.
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Fig. 4.5: Même description que la figure 4.4 : Analyse des données du cas Ptissus � 50cmH2O et Φ �
0.1Ls-1 selon le modèle simplifié. Le graphique en haut à gauche Ô montre le portrait des
grand et petit ratios de chaque bifurcation et les différents critères issus du modèle. Chaque
point représente une bifurcation. Sa couleur dépend de la configuration de ses grand et petit
ratios. Lorsque le point est dans la première zone, il est bleu ; dans la seconde, il est orange ; et
dans la troisième, il est vert. La densité des configurations est représentée en dégradé de rouge
dans la quatrième zone. Enfin, la couleur violette représentent les configurations des dernières
branches mère. Celles-ci ont deux branches terminales pour filles, leurs propriétés physiques
étant identiques, la bifurcation est symétrique. Pour chaque zone, un encadré de couleur rappelle
l’hypothèse principale du modèle simplifié et sa conséquence sur le cisaillement. Dans les trois
autres graphiques, le même code couleur est utilisé. Ainsi, les points bleus représentent les
quantités des bifurcations dont la configuration des ratios est dans la première zone, de même
pour la deuxième et la troisième zones. La quatrième zone est représentée en dégradé de rouge
dont l’intensité est proportionnelle au nombre de bifurcations aux ratios, cisaillements ou débits
normalisés identiques. Les couleurs sont normalisées colonnes par colonnes. Les bifurcations
donnant sur deux acini sont représentées par un dégradé violet. Le graphique en haut à droite
Õ représente la distribution des grand et petit ratios le long de l’arbre. Les triangles pointant
vers le haut ▲ sont pour les grands ratios h� et ceux pointant vers le bas ▼ pour les petits
ratios h�. Le graphique en bas à gauche Ö affiche le cisaillement σ et celui en bas à droite
× affiche le débit normalisé. Nous pouvons voir dans ces graphiques que la distribution de
cisaillement et du débit des branches qui sont dans la région distale subit un étalement plus
important que pour les branches qui sont dans la région proximale. De plus, nous pouvons voir
que les premiers cisaillements maximums sont obtenu lorsque les configurations de ratios de
diamètre sont dans la troisième zone.
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Fig. 4.6: Même description que la figure 4.4 : Analyse des données du cas Ptissus � 10cmH2O et Φ �
2.5Ls-1 selon le modèle simplifié. Le graphique en haut à gauche Ô montre le portrait des
grand et petit ratios de chaque bifurcation et les différents critères issus du modèle. Chaque
point représente une bifurcation. Sa couleur dépend de la configuration de ses grand et petit
ratios. Lorsque le point est dans la première zone, il est bleu ; dans la seconde, il est orange ; et
dans la troisième, il est vert. La densité des configurations est représentée en dégradé de rouge
dans la quatrième zone. Enfin, la couleur violette représentent les configurations des dernières
branches mère. Celles-ci ont deux branches terminales pour filles, leurs propriétés physiques
étant identiques, la bifurcation est symétrique. Pour chaque zone, un encadré de couleur rappelle
l’hypothèse principale du modèle simplifié et sa conséquence sur le cisaillement. Dans les trois
autres graphiques, le même code couleur est utilisé. Ainsi, les points bleus représentent les
quantités des bifurcations dont la configuration des ratios est dans la première zone, de même
pour la deuxième et la troisième zones. La quatrième zone est représentée en dégradé de rouge
dont l’intensité est proportionnelle au nombre de bifurcations aux ratios, cisaillements ou débits
normalisés identiques. Les couleurs sont normalisées colonnes par colonnes. Les bifurcations
donnant sur deux acini sont représentées par un dégradé violet. Le graphique en haut à droite
Õ représente la distribution des grand et petit ratios le long de l’arbre. Les triangles pointant
vers le haut ▲ sont pour les grands ratios h� et ceux pointant vers le bas ▼ pour les petits
ratios h�. Le graphique en bas à gauche Ö affiche le cisaillement σ et celui en bas à droite
× affiche le débit normalisé. Nous pouvons voir dans ces graphiques que la distribution de
cisaillement et du débit des branches qui sont dans la région distale subit un étalement plus
important que pour les branches qui sont dans la région proximale. De plus, nous pouvons voir
que les premiers cisaillements maximums sont obtenu lorsque les configurations de ratios de
diamètre sont dans la troisième zone.
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contenu, tandis que dans l’arbre distal, il crôıt grandement. Nous avons pu déterminer qu’il
existait un lien fort entre cet étalement et le poids de la résistance hydrodynamique des branches
dans la résistance équivalente de leurs sous-arbres. La nature de ce lien reste encore à découvrir.

A l’instar du comportement de la distribution du cisaillement dans le cas symétrique, nous
pensons que ce nouveau comportement sera affecté par les effets d’inertie. De plus, nous prédisons
que les obstructions partielles diminueront grandement le cisaillement de l’ensemble des sous-
arbres concernés. Nous envisageons d’étudier prochainement ces deux aspects.
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4.A Le modèle

Nous considérons connue la topologie de l’arbre bronchique, définie par les paramètres g� et
g� (Définition dans le chapitre précédent en section 3.4). De plus, nous considérons connus deux
autres paramètres, le débit à la trachée Φ0 et la pression entourant les bronches Ptissus. Nous
appelons l’ensemble formé par ces quatre paramètres ψ :

ψ �

����
g�
g�
Φ0

Ptissus

���
��������

g� P r1,8r
g� P r1, g�s
Φ0 P R�

Ptissus P R

(4.1)

Afin d’étudier le comportement des branches et de l’écoulement expiratoire, nous associons à
chaque branche plusieurs variables définies à partir de ces paramètres. Le coefficient de génération
g, proportionnelle au facteur de génération P utilisé par le modèle du chapitre précédent et défini
par (3.30) page 67, ne dépend que des paramètres g� et de la position des bronches dans l’arbre.
La longueur L et la section A des branches sont issues de l’adaptation du modèle de Lambert
au coefficient de génération détaillé à la sous-section 4.A.2. Pour chaque branche, sa section A,
sa résistance hydrodynamique R, la différence de pression entre ses extrémités q et la moyenne
des forces de cisaillement à sa paroi σ dépendent aussi de ses autres variables associées. Sa
pression transmurale P , son débit expiratoire Φ et la résistance équivalente de son sous-arbrerR dépendent aussi de variables des branches voisines. Un résumé des différentes influences et
dépendances entre variables est donné dans le diagramme 4.7.

4.A.1 Topologie de l’arbre et coefficient de génération g

La topologie de l’arbre Pψ modélisée dépend des facteurs g� et g�, inclus dans l’ensemble des
paramètres ψ. L’ensemble des bronches modélisées avec les paramètres ψ est associé à l’ensemble
de branches Pψ. L’ensemble des acini est modélisé par l’ensemble de branches terminales Aψ.
Leurs définition est la même que dans le chapitre 3.8, page 66. Nous empruntons par la suite
d’autres notations du chapitre 3.8 :

P� L’ensemble de branches excepté la branche d’origine ;

P� L’ensemble des grandes branches ;

P� L’ensemble des petites branches ;

A� L’ensemble des grandes branches terminales ;

A� L’ensemble des petites branches terminales ;

Mpbq La branche mère de b ;

Spbq La branche sœur de b ;

D�pbq La grande branche fille de b ;

D-pbq La petite branche fille de b ;

Wb L’ensemble de branche composant le chemin entre la branche d’origine b0 et b, y compris
celles-ci.

N�pbq Le nombre de grandes branches dans Wb ;

N-pbq Le nombre de petites branches dans Wb.

Le coefficient de génération nous servira à adapter le modèle de Lambert et al. (24) à l’arbre
taillé, en remplaçant la génération n. Ainsi, le coefficient de génération g est un réel compris
entre 0 et 16, comme les générations n utilisées dans le modèle de Lambert. Il est proportionnel
au facteur de génération P, utilisé par le modèle du chapitre précédent et défini par (3.30) page
67 qui croit linéairement dans l’arbre Pψ. Sa valeur pour la branche initiale b0 est 0 et pour celle
des branches terminales b P Aψ est 16. Pour les autres branches de P�ψ, il est égal au coefficient

de sa branche mère incrémenté de 16
g�

ou de 16
g�

selon si c’est une grande ou une petite branche.
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P q Φ Req
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0
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Paramètres :
Φ0 : Débit à la trachée g� : Grand facteur de génération
Ptissus : Pression autour des bronches g� : Petit facteur de génération

Pour chaque branche b :
Φ : Débit L : Longueur
P : Pression transmurale A : Section ouverte
σ : Force de cisaillement R : Résistance hydrodynamique
q : Gain de pression Req : Résistance équivalente
g : Coefficient de génération

Fig. 4.7: Définitions des paramètres et des variables du modèle et diagramme des influences et
dépendances des variables associées à la branche b. Les variables sont catégorisées : dans le

rectangle gris sont rassemblés les paramètres du modèle ; dans le rectangle vert , les va-

riables associées à la branche concernée b ; dans le rectangle rouge , les variables associées à

la mère de la branche concernée Mpbq ; dans le rectangle jaune , les variables associées à la

sœur de la branche concernée Spbq ; et dans le rectangle bleu , les variables associées aux filles

de la branche concernée D�pbq. Pour les branches mère, sœur et filles, seules les variables in-
fluençant directement, ou étant directement influencées par, les variable de la branche b sont
représentées. Les flèches montrent quelles variables influencent quelles autres. Par exemple :
A Ñ B, A influence B ou B dépend de A. Les flèches noires montrent les dépendances entre
variables associées à b, les flèches grises montrent les dépendances aux paramètres, les flèches
rouges montrent les dépendances aux variables non associées à b, les flèches bleues montrent
l’influence des variables associées à b sur celles non associées à b. Les ellipses indiquent les
conditions de l’influence, par exemple : le paramètre Φ0 influence Φpbq seulement si b � b0.
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n α0,n (10�3) α10,n (10�6) n�n n�n LLambert,n (10�4m) AMax,n (mm2)

0 882 11 0.5 10 1200 237
1 882 11 0.5 10 476 119
2 686 51 0.6 10 190 70.0
3 546 80 0.6 10 76 43.8
4 450 100 0.7 10 127 28.1
5 370 125 0.8 10 107 16.6
6 310 142 0.9 10 90 10.2
7 255 159 1.0 10 76 6.25
8 213 174 1.0 10 64 3.984
9 184 184 1.0 10 54 2.480
10 153 194 1.0 10 47 1.557
11 125 206 1.0 9 39 1.011
12 100 218 1.0 8 33 0.7031
13 75 226 1.0 8 27 0.5432
14 57 233 1.0 8 23 0.4236
15 45 239 1.0 7 20 0.3448
16 39 243 1.0 7 17 0.2747

Tab. 4.1: Paramètres du modèle de Lambert : α0,n et α10,n sont respectivement l’ouverture de la bronche
et sa dérivée à pression transmurale nulle ; n�n et n�n sont les puissances des lois lorsque la
pression transmurale est respectivement négative ou positive ; LLambert,n est la longueur de la
bronche ; AMax,n est la section maximal de la bronche de génération n

En réutilisant la définition de (3.14), nous pouvons définir g tel qu’il dépende uniquement des
facteurs g� et g� et de la position des branches dans l’arbre.

gψ :

$'&'%
Pψ YAψ Ñ r0; 16s
b P Pψ ÞÑ 16

�
N�pbq
g�

� N-pbq
g�

	
b P Aψ ÞÑ 16

(4.2)

Notons que, dans le cas d’un arbre symétrique de 17 générations, le coefficient de génération
g est égale à la génération n.

4.A.2 Longueur L et section A : adaptation du modèle de Lambert et al. (24)

La longueur L et la section ouverte A des branches sont calculées à partir des données et du
modèle de Lambert et al. (24). Ce modèle décrit la compliance des bronches selon leur génération,
et donne l’évolution de la section A d’une bronche en fonction de la pression transmurale P
qu’elle subit. Lambert donne ainsi la longueur L des branches, leur section maximale AMax, leur
section normalisée par rapport à sa section maximale AMax et leur dérivée, α0 et α10, à pression
transmurale P nulle et les puissances des lois n� et n� pour chaque génération, voir le tableau
4.1. Les équations (2.2) régissant le modèle ont été précédemment donnée page 35. Nous pouvons
remarquer, dans la figure 2.8, que les comportements de la longueur L, de la section maximale
AMax, de la section normalisée à pression transmurale nulle α0 et de la différence entre 2.80 et
α10 semblent exponantiels. Les puissances n� et n� ne semblent pas suivre un comportement
identifiable.

Cependant, les branches d’une même génération ont des longueurs identiques et la même
compliance. Afin de prendre en compte l’asymétrie de l’arbre, nous voulons que la longueur et
la compliance des branches dépendent du coefficient de génération g et non de sa génération n.
Ainsi, les branches de coefficient g ont l’apparence et le comportement de la génération n � g.
Toutefois, n est un entier et g est un réel. Il nous faut adapter le modèle de Lambert à ce
coefficient.

Nous décidons d’adapter le modèle de Lambert en prenant des paramètres continus qui
dépendent de g. Ainsi, les équations du modèle deviennent :
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ALambertpgpbq, P pbqq �
P pbq¤0

AMaxpgpbqq α0pgpbqq
�
1� P pbq

P�pgpbqq

�n�pgpbqq

(4.3)

ALambertpgpbq, P pbqq �
P pbq¥0

AMaxpgpbqq
�
1� p1� α0pgpbqqq

�
1� P pbq

P�pgpbqq

�n�pgpbqq�

(4.4)

P�pgpbqq � α0pgpbqq
α10pgpbqq

n�pgpbqq (4.5)

P�pgpbqq � � 1� α0pgpbqq
α10pgpbqq

n�pgpbqq (4.6)

Les paramètres AMaxpgpbqq, α0pgpbqq, α10pgpbqq, n�pgpbqq et n�pgpbqq sont des valeurs inter-
polées des paramètres de Lambert. Les interpolations sont faites telles que représentées sur les
graphiques 4.8. Au vu du comportement de la longueur L, de la section maximale AMax, de
la section normalisée à pression transmurale nulle α0 et de la différence entre 2.80 et α10, leurs
interpolations sont exponantielle. Aucun comportement particulier n’étant remarquable pour les
deux puissances n� et n�, nous choisissons de les interpoler linéairement.

gpbq P N ô Πpgpbqq � Πgpbq, @ Π P tLLambert, AMax, α0, α
1
0, n

�, n�u (4.7)

gpbq R N ô

$''&''%
Πpgpbqq � Π

rgpbqs�gpbq
tgpbqu �Π

gpbq�tgpbqu
rgpbqs , @ Π P tLLambert, AMax, α0u

α10pgpbqq � 2.80�
�
2.80� α10,tgpbqu

	rgpbqs�gpbq
�
�
2.80� α10,rgpbqs

	gpbq�tgpbqu

n�pgpbqq � n�tgpbquprgpbqs� gpbqq � n�rgpbqspgpbq � tgpbquq
(4.8)

Ainsi nous pouvons définir la longueur L et la section ouverte A de chaque branche.

Lψ :

"
Pψ YAψ Ñ R�

b ÞÑ LLambertpgpbqq Aψ :

"
Pψ YAψ Ñ R�

b ÞÑ ALambertpgpbq, P pbqq (4.9)

4.A.3 Résistance R et résistance équivalente Req

Les hypothèses sur le régime de l’écoulement et sur la forme des branches nous permettent
d’utiliser la formule de la résistance de Poiseuille pour des conduits cylindriques. De même que
pour le chapitre 3, nous considérons que la résistance des branches terminales est égale à 1.5 fois
la résistance des branches de génération 16. Dans la section 4.A.1, nous avons défini que pour
les branches terminales g � 16, ainsi nous multiplions seulement la résistance de Poiseuille de
ces branches par 1.5.

Rψ :

$''''&''''%
Pψ YAψ Ñ R�
b P Pψ ÞÑ 8µπ

Lpbq
Apbq2

b P Aψ ÞÑ 12µπ
Lpbq
Apbq2

(4.10)

Grâce à l’hypothèse sur l’homogénéité de la pression de l’air au fond des branches terminales,
nous pouvons calculer la résistance équivalente du sous-arbre partant de chaque branche b avec
les lois d’additivité des résistances. Le sous-arbre partant de b contient la branche b reliée en série
aux deux sous-arbres de ses branches filles D�pbq. Ces deux sous-arbres sont parallèles entre eux,
voir schémas 4.9. Ainsi nous pouvons définir la résistance équivalente Req du sous-arbre partant
de b à partir des résistances équivalentes des sous-arbres partants de ses filles D�pbq et D-pbq.
Les branches terminales n’ayant pas de filles, les résistances équivalentes de leurs sous-arbres
sont égales à leurs propres résistances :
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Fig. 4.8: Évolution des paramètres de Lambert le long des générations n et de leur interpolations selon
le coefficient de génération g. Les comportements de la longueur L, de la section maximale
AMax, de la section normalisée à pression transmurale nulle α0 et de la différence entre 2.80 et
α10 semblent exponantiels. Ainsi, l’interpolation des paramètres associés est aussi exponantielle.
Les puissances n� et n� ne semblent pas suivre un comportement identifiable. Nous choisissons
d’interpoller les paramètres associés de manière linéaire.
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ptpb

R(b)

Req(D+(b))

Req(D-(b))

Fig. 4.9: Schéma du sous-arbre partant de la branche b. Celle-ci, de résistance Rpbq est connectée à deux
sous-arbres, chacun partant d’une fille de b, D�pbq ou D-pbq. Ces deux sous-arbres sont résumés
à des cylindres de résistances égales à leurs résistances équivalentes ReqpD�pbqq et ReqpD-pbqq.
Les pressions de l’air au fond de la branche b et au début des branches D�pbq et D-pbq sont
identiques, car la bifurcation n’influence pas l’écoulement. Par hypothèse, la pression au fond
des branches terminales pt est homogène. Ainsi, la branche b est branchée en série à l’ensemble
des deux sous-arbres partant de D�pbq et de D-pbq, qui sont parallèles entre eux.

Reqψ :

$''&''%
Pψ YAψ Ñ R�
b P Pψ ÞÑ Rpbq � ReqpD�pbqqReqpD-pbqq

ReqpD�pbqq � ReqpD-pbqq
b P Aψ ÞÑ Rpbq

(4.11)

4.A.4 Différence de pression q et pression transmurale P

Le régime de Poiseuille nous permet de relier la différence de pression qψ entre les extrémités
de la branche b, ou gain de pression, à sa résistance hydrodynamique Rpbq et au débit d’air la
traversant Φpbq :

qψ :

"
P YA Ñ R�

b ÞÑ RpbqΦpbq (4.12)

Nous considérons que la pression transmurale P affectant la section ouverte A est la différence
de pression entre l’air à l’intérieur de la branche (au milieu de celle-ci) et la pression de l’en-
vironnement entourant la branche Ptissus, homogène par hypothèse. La pression transmurale de
la branche b est ainsi égale à la somme des gains de pression q de toutes les branches de Wb

retranchée de la moitié de son gain de pression qpbq et de la pression l’entourant Ptissus. Une
autre manière de la définir, que l’on utilise dans ce modèle, est de la définir par rapport à la
pression transmurale de sa branche mère Mpbq :

Pψpbq �
¸
βPWb

qpβq � 1

2
qpbq � Ptissus (4.13)

�
¸

βPWMpbq

qpβq � 1

2
qpMpbqq � Ptissus � qpbq � 1

2
qpbq � 1

2
qpMpbqq (4.14)

� P pMpbqq � qpbq � qpMpbqq
2

(4.15)

Finalement, avec la branche d’origine b0, nous pouvons donner une définition à Pψ :

Pψ :

$'''&'''%
P YA Ñ R�

b0 ÞÑ qpb0q
2

� Ptissus

b P P� YA ÞÑ P pMpbqq � qpbq � qpMpbqq
2

(4.16)
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ptpM(b)

R(M(b))

Req(b)

Req(S(b))

Φ(b)

Φ(S(b))

Φ(M(b))

Fig. 4.10: Schéma du sous-arbre partant de la branche Mpbq. Celle-ci est traversée par un débit
ΦpMpbqq � Φpbq � ΦpSpbqq. Le sous-arbre partant de b de résistance équivalente Reqpbq a le
même gain de pression pt � pMpbq que l’ensemble constitué de lui-même et du sous-arbre par-
tant de la branche sœur Spbq, de résistances équivalentes ReqpSpbqq.

4.A.5 Débit Φ et contrainte de cisaillement σ

Le débit Φ0 dans la branche d’origine b0, modélisant la trachée, est donné en paramètre. Pour
les autres, l’homogénéité des pressions à chaque bifurcation d’une part et au fond des branches
terminales d’autre part et la conservation de la masse permetent de calculer leurs débits Φ.

L’homogénéité des pressions implique que le gain de pression du sous-arbre partant de b est
identique à celui de l’ensemble des deux sous-arbres partant de b et de sa sœur Spbq, voir figure
4.10. La conservation de la masse implique que la somme des débits Φ sortant de b et de sa sœur
Spbq est égale au débit sortant de leur mère, ΦpMpbqq � Φpbq � ΦpSpbqq.

Reqψpbq Φψpbq �
�
ReqψpMpbqq � RψpMpbqq

	
ΦψpMpbqq (4.17)

�
ReqψpbqReqψpSpbqq

Reqψpbq � ReqψpSpbqq
ΦψpMpbqq (4.18)

Cela nous amène à la définition du débit dans tout l’arbre :

Φψ :

$''&''%
Pψ YAψ Ñ R�

b0 ÞÑ Φ0

b P P�ψ YAψ ÞÑ ΦpMpbqq ReqpSpbqq
Reqpbq � ReqpSpbqq

(4.19)

A propos de la contrainte de cisaillement, l’hypothèse de l’écoulement de Poiseuille et celle
de la forme cylindrique des branches suffisent pour utiliser l’équation (2.24) démontrée dans le
chapitre 2 page 40 :

σψ :

$&%
Pψ YAψ Ñ R�

b ÞÑ qψpbq
2Lψpbq

c
Aψpbq
π

(4.20)

Nous pouvons aussi l’exprimer en fonction du débit Φ et de la section A en utilisant les équations
du gain de pression q (4.12) et de la résistance R (4.10) :

σψ :

$'''''&'''''%

Pψ YAψ Ñ R�
b P Pψ ÞÑ 4µ

?
π

Φψpbq
Aψpbq 32

b P Aψ ÞÑ 6µ
?
π

Φψpbq
Aψpbq 32

(4.21)
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4.B Résolution numérique

Au vu de la non-linéarité de certaines équations, de la grande interdépendance entre les
variables et du grand nombre de branches composant l’arbre étudié, il est nécessaire d’utiliser
les ressources numériques pour trouver les solutions du problème.

Ainsi, nous avons séparé notre modèle en deux applications, A1 et A2, et reformulé notre
modèle tel que sa solution soit le point fixe de A2 �A1. Nous avons développé un algorithme
itératif similaire à la méthode du point fixe afin de converger vers la solution. Le principe de
l’algorithme est d’utiliser une variable supplémentaire, χ⃗, et de l’ajuster pas à pas afin de trouver
une approximation de la solution. Cette variable est l’ensemble des ratios de distribution du débit
de chaque grande fille χ. Ce ratio indique la proportion de débit de la branche Φpbq passant dans
sa grande fille ΦpD�pbqq. De facto, il nous informe aussi de la proportion de débit qui passe dans
sa petite fille 1� χpbq :

χ : Pψ Ñ r0; 1s (4.22)

Φψ,χ :

$''&''%
Pψ Ñ R�
b0 ÞÑ Φ0

b P P�ψ YA�
ψ ÞÑ Φψ,χpMpbqq χpMpbqq

b P P�ψ YA�
ψ ÞÑ Φψ,χpMpbqq p1� χpMpbqqq

(4.23)

A chaque itération, à partir d’un ensemble de ratio de débits χ⃗, l’algorithme utilise les deux
applications, A1 et A2, pour calculer un autre ensemble de ratios de débits χ⃗1 qui servira à
mettre à jour χ⃗.

χ⃗ � tχpbq| b P Pψu (4.24)

χ⃗1pχ⃗q � A2 �A1 pχ⃗q (4.25)

La première application A1 prend en paramètre les facteurs g�, g�, le débit à la trachée Φ0

et l’ensemble des ratios χ⃗. Il calcule les débits Φψ,χ de chaque branche de P Y A. À ce stade,
le sous-modèle est similaire au modèle du chapitre 2, voir diagramme 4.11. L’application A1

utilise l’algorithme développé en chapitre 2 pour calculer la section A, la résistance R, le gain de
pression q et la pression transmurale P de chaque branche b en partant de la branche d’origine
b0. Cette procédure ignore l’homogénéité de la pression au fond des branches terminales.

La seconde application A2 utilise les résistances Rψ,χ⃗ données par A1, calcule les résistances
équivalentes Reqψ,χ⃗ et les ratios de débits χ1ψ,χ⃗ qui assureraient une pression homogène au fond
des branches terminales avec ces résistances Rψ,χ⃗ grâce à l’équation (4.19).

χ1ψ,χ⃗ :

$'&'%
P Ñ r0; 1s
b ÞÑ

Reqψ,χpD-pbqq
Reqψ,χpD�pbqq � Reqψ,χpD-pbqq

(4.26)

L’ensemble des ratios χ⃗1ψ est défini à partir de χ1 de manière analogue à χ⃗ψ.

χ⃗1ψpχ⃗q �
 
χ1ψ,χ⃗pbq

�� b P Pψ
(

(4.27)

L’algorithme s’arrête lorsque les pressions terminales pt sont suffisamment proches de leur
moyenne. Une fois les solutions de la section A et du gain de pression q approchées, les contraintes
de cisaillement à la paroi σ sont calculées.

4.B.1 Mise à jour de χ⃗

Du fait de la complexité du système d’équation, les méthodes impliquant le gradient nécessitent
une estimation numérique de celui-ci. Le grand nombre de branches dans P rend cette estimation
très couteuse numériquement. Nous utilisons alors une méthode proche de celle du point fixe.
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Paramètres

g� g�

Ptissus Φ0
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g

L
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R

Φ

q

P

Branche mère Mpbq
P q Φ

Branches filles D�pbq

P

Φ

b � b0
b � b0

b P P

Sous-paramètre

χ b � b0

Paramètres :
g� : Grand facteur de génération
g� : Petit facteur de génération
Φ0 : Débit à la trachée
Ptissus : Pression autour des bronches

Pour chaque branche b :
Φ : Débit
L : Longueur
P : Pression transmurale
A : Section ouverte
R : Résistance hydrodynamique
q : Gain de pression
g : Coefficient de génération

Fig. 4.11: Diagramme des influences et dépendance des variables de l’application A1 associés à la
branche b et définitions des paramètres et des variables. Les variables sont catégorisées :

dans le rectangle gris sont rassemblés les paramètres du modèle ; dans le rectangle blanc

est placée la variable de l’algorithme χ est un paramètre supplémentaire pour A1 ; dans le

rectangle vert , les variables associées à la branche concernée b ; dans le rectangle rouge , les

variables associées à la mère de la branche concernée Mpbq ; et dans les rectangle , les variables
associée aux filles de la branche concernée D�pbq. Pour les branches mère et filles, seules les va-
riables influençant directement, ou étant directement influencées par les variables de la branche
b sont affichées. Les flèches montrent quelles variables influencent quelles autres. Par exemple :
A Ñ B, A influence B ou B dépend de A. Les flèches noire montrent les dépendances entre
variables associé à b, les flèches grises montrent les dépendances aux paramètres, les flèches
rouges montrent les dépendances aux variables non associées à b, les flèches bleues montrent
l’influence des variables associées à b sur celles non associées à b. Les ellipses indiques les
conditions de l’influence, par exemple : le paramètre Φ influence Φpbq seulement si b � b0.
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Nous considérons que, à chaque itération k, à partir d’un point de départ χ⃗ψ,k, la direction

vers la solution est proche de celle vers χ⃗1ψ pχ⃗ψ,kq. Nous appelons cette direction ∆⃗ψ pχ⃗ψ,kq �
χ⃗1ψ pχ⃗ψ,kq � χ⃗ψ,k. Pour soulager l’écriture, nous utiliserons quelques substitutions.

χ⃗k � χ⃗ψ,k

χ⃗1k � χ⃗1ψ pχ⃗kq
∆⃗k � ∆⃗ψ pχ⃗kq � χ⃗1k � χ⃗k

∆⃗1
k � ∆⃗ψ

�
χ⃗1k

	
Ainsi, à chaque itération k, nous choisissons la nouvelle valeur χ⃗k�1 � χ⃗k�xk ∆⃗k tel que

���∆⃗k�1

���
=

���∆⃗�
χ⃗k � xk ∆⃗k

	��� est le minimum de
���∆⃗�

χ⃗k � x ∆⃗k

	��� selon de x.

En tenant compte du caractère multidimensionnel de χ⃗ et en considérant ∆⃗ comme suffi-
samment linéaire autour de χ⃗ et de χ⃗1, nous pouvons en déduire une valeur approchée xk.���∆⃗pχ⃗k � x ∆⃗kq

���2 � ���∆⃗k � x∆⃗
�
χ⃗1k � χ⃗k

	���2
�

���∆⃗k � x
�
∆⃗1
k � ∆⃗k

	���2
�

���∆⃗k

���2 � 2x

�
∆⃗k � ∆⃗1

k �
���∆⃗k

���2
� x2
���∆⃗1

k � ∆⃗k

���2
0 � d

dx

���∆⃗pχk�x ∆⃗kq
���2 pxkq (4.28)

� 2∆⃗k � ∆⃗1
k � 2

���∆⃗k

���2 � 2xk
���∆⃗1

k � ∆⃗k

���2
ô xk �

���∆⃗k

���2 � ∆⃗k � ∆⃗1
k���∆⃗1

k � ∆⃗k

���2 (4.29)

Cependant, l’approximation linéaire de ∆⃗ n’est pas suffisante pour garantir un ∆⃗k�1 satis-
faisant, voire une convergence vers la solution. Alors, un algorithme itératif recherche à chaque
étape k un xk acceptable. A chaque itération i, il fait une nouvelle estimation xk,i�1 de xk

approchant ∆⃗
�
χk�x ∆⃗k

	
par la droite passant par le dernier point calculé ∆⃗k,i et ∆⃗k,i� i, le

point le proche de 0⃗ parmi les antécédents
!
∆⃗k,i1

��� i1   i
)
.

xk,i�1 � xk,i � pxk,i � xk,i� iq
∆⃗k,i � ∆⃗k,i� i �

���∆⃗k,i

���2���∆⃗k,i� i � ∆⃗k,i

���2 (4.30)

4.C Modèle simplifié

Au vu des résultats présentés pages 84 à 86, nous pouvons séparer l’arbre en deux régions :
une région proximale, où la distribution du débit est faiblement étalés ; et une région distale,
où l’étalement de la distribution du débit crôıt grandement. La distribution du débit à chaque
bifurcation dépend des résistances équivalentes Req des branches filles. Ainsi, nous pensons que
lorsque la résistance d’une branche Rpbq est très faible devant la résistance équivalente de son
sous-arbre Reqpbq, le débit Φpbq est réparti avec un faible étalement autour de 2�gpbqΦ0. Nous
voulons faire un modèle simplifié à partir de cette hypothèse afin de la tester.

Tout d’abord, nous déterminons sous quel critère la résistance de la branche b est minoritaire
dans le calcul de la résistance équivalente Reqpbq de son sous-arbre. En simplifiant le sous-arbre



4.C. Modèle simplifié 105

partant de b au seul ensemble d’elle-même et ses filles, nous pouvons calculer une borne inférieur
de la résistance équivalente Reqpbq.

Reqpbq � Rpbq � ReqpD�pbqq ReqpD-pbqq
ReqpD�pbqq � ReqpD-pbqq (4.11)

Reqpbq ¡ Rpbq � RpD�pbqq RpD-pbqq
RpD�pbqq � RpD-pbqq

¡ Rpbq
�
1� k�pbqk�pbq

k�pbq � k�pbq



(4.31)

Ici, k�pbq est le ratio RpD�pbqq
Rpbq entre les résistances des branches filles et celle de b.

k�pbq � RpD�pbqq
Rpbq � LpD�pbqApD�pbqq�2

LpbqApbq�2
(4.32)

Ainsi, si k�k�
k��k�

est inférieur à 1, la résistance de b est dominante devant les termes de Reqpbq
issus de ses filles. Si ce raisonnement peut être prolongé sur l’ensemble du sous-arbre de b, Rpbq
est le terme dominant de Reqpbq. Au contraire, lorsque k�k�q

k��k�
est supérieur à 1, ce sont les termes

issus de ses filles qui dominent Reqpbq. Ce raisonnement peut être appliqué de filles en filles tant
que la condition est vérifiée. Ainsi, les termes dominants de Reqpbq sont ceux issus des résistances
Rpb1q des branches b1 du sous-arbre partant de b qui ne vérifient plus cette condition :

1 ¡ k�k�
k� � k�

k� � k� ¡ k�k�

k�
k� � 1

¡ k�

p1� k�1
� q�1 ¡ k� (4.33)

Pour étudier les différents comportements du cisaillement, nous proposons un modèle sim-
plifié séparé en une région proximale et une région distale. Dans la région proximale, p1 �
k�1
� q�1   k�, le débit est réparti par la loi Φpbq � 2�gpbqΦ0 car la résistance des branches

est négligeable dans leurs résistances équivalentes Reqpbq " Rpbq. Dans la région distale, p1 �
k�1
� q�1 ¥ k�, la résistance des branches est dominante dans leurs résistances équivalentes

Reqpbq � Rpbq.

4.C.1 Région proximale p1� k�1
� q�1   k�

En tenant compte des hypothèses sur l’écoulemnt de la région proximale, Φpbq � 2�gpbqΦ0

car la résistance des branches est négligeable dans leurs résistances équivalentes Reqpbq " Rpbq,
nous pouvons estimer le ratio entre les cisaillements σ des branches mère et filles.

σpD�pbqq
σpbq � ΦpD�pbqq

Φpbq
Apbq 32

ApD�pbqq 32
(4.34)

� 2gpbq�gpD�pbqq
Apbq 32

ApD�pbqq 32
(4.35)

D’après l’équation sur g (4.2) et le ratio entre les diamètres des branches mère et filles h�, nous
pouvons réécrire la dernière équation :

σpD�pbqq
σpbq � 2

16
g� h�pbq�3 (4.36)
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D’après cette équation, nous pouvons prédire si le cisaillement augmente ou diminue à chaque
bifurcation :

h�pbq   2
� 16

3g� ô σpD�pbqq ¡ σpbq (4.37)

h�pbq   2
� 16

3g� ô σpD-pbqq ¡ σpbq (4.38)

En sachant que la distribution du cisaillement est croissante au début de l’arbre et a tendance
à être concave, les premiers ratios h� devraient satisfaire ces deux conditions. Or, compte tenu
que 16

g�
  16

g�
, nous pouvons déjà déterminer une région avec un étalement du cisaillement. Dans

le cas où (4.37) est faux et (4.38) est vrai, nous avons forcément un étalement de la distribution
du cisaillement.

4.C.2 Région distale p1� k�1
� q�1 ¥ k�

Dans la région distale nous considérons que Reqpbq � Rpbq. Ainsi la distribution du débit est
simplifiée :

ΦpD�pbqq
Φpbq � ReqpD	pbqq

ReqpD�pbqq � ReqpD-pbqq (4.39)

� RpD	pbqq
RpD�pbqq � RpD-pbqq (4.40)

� k	pbq
k�pbq � k�pbq (4.41)

En intégrant ce rapport dans le ratio du cisaillement (4.34) et en utilisant les ratios de
diamètre h�, nous en obtenons une estimation :

σpD�pbqq
σpbq � k	pbq

k�pbq � k�pbqh�pbq
�3 (4.42)

En utilisant l’expression de k� et en supposant que le ratio entre longueurs est proche de

celui entre diamètre, LpD�pbqqLpbq � h�pbq, nous déterminons que le cisaillement est identique entre
branches filles :

σpD�pbqq
σpbq � h�pbq�3 h�pbq�3

h�pbq � h�pbq (4.43)

Dans ce cas, il y a forcément étalement de la distribution du cisaillement car les deux branches
filles n’ont pas le même coefficient de génération g.

De plus, nous pouvons reconnaitre la condition d’appartenance à la région distale. Ainsi, le
cisaillement ne peut que diminuer à chaque bifurcation.

σpD�pbqq
σpbq � h�pbq�3 h�pbq�3

h�pbq � h�pbq � k�k�
k� � k�

¤ 1 (4.44)
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Ces recherches nous ont permis d’améliorer notre compréhension de la situation physique et
physiologique de l’arbre bronchique lors de l’expiration. Le cisaillement, moteur du déplacement
du mucus pendant des manipulations kinésithérapiques, adopte une distribution en forme de
”cloche” exponentielle le long de l’arbre, avec un maximum situé dans les générations in-
termédiaires. Ce comportement est dû à l’évolution particulière du ratio de diamètre dans l’arbre
avec un faible ratio proximal et un fort ratio distal. Le débit à la trachée et la pression dans
les tissus entourant les branches ont chacun une influence particulière sur l’évolution du ratio
et donc sur la distribution du cisaillement. La pression dans les tissus entourant les branches
influence surtout la valeur du maximum de cisaillement, tandis que le débit à la trachée influence
la valeur du maximum du cisaillement et sa position dans l’arbre.

Les situations des cas symétrique et asymétrique sont comparables si on indexe les branches
en fonction du coefficient de génération et non en fonction de la génération. Le coefficient de
génération représente la génération apparente de la branche, deux branches de même coeffi-
cient ont des propriétés identiques (longueur, compliance etc. . .). Dans l’arbre symétrique, le
coefficient de génération est identique à la génération. Toutefois, dans le cas asymétrique, les
distributions de cisaillement et de débit subissent un étalement, surtout dans la région distale,
lorsque le cisaillement commence à décrôıtre. Cet étalement semble avoir un lien avec le poids
des résistances des branches dans la résistance équivalente de leurs sous-arbres. Toutefois la
nature de ce lien reste encore à découvrir.

Lorsque les effets d’inertie sont présents, ils altèrent le comportement du cisaillement de la
région proximale et, s’ils sont suffisamment importants, rapprochent le maximum de cisaillement
vers premières générations. notre étude à montré que, dans ce cas, le cisaillement est composé
du cisaillement visqueux, lié à la viscosité du fluide, et du cisaillement inertiel, lié à sa densité dû
aux effets d’inertie. Le comportement du cisaillement inertiel est similaire à celui du cisaillement
visqueux, en forme de ”cloche”, mais avec un maximum plus proximal que celui du cisaillement
visqueux. Dans le cas asymétrique, nous pensons que ce phénomène rapprochera aussi le début
de l’étalement des distributions. Ce phénomène fera l’objet d’une future étude.

Les résultats du cas symétrique sont suffisamment détaillés pour nous permettre de développer
des modèles idéalisés de techniques de kinésithérapie respiratoire. Ces modèles ont été le moteur
de grandes discussions avec des kinésithérapeutes. Ces discussions ont pointé d’autres question-
nements qui pourront être étudiés ultérieurement : quels sont les effets des obstructions partielles
dans les arbres asymétriques ? De l’inhomogénéité des pressions dans les tissus ? Et de celle des
pressions au fond des acini ? Quelle est la sensibilité à la variation de topologie d’arbre ? Quelle
est la distribution du cisaillement lors de l’inspiration ? Ces questions seront à développer lors
d’études ultérieures. Certaines de ces questions nécessitent de développer d’autres modèles plus
complexes qui augmentent les coûts numériques à leur étude. Le possible avantage de l’usage de
ressources GPU par rapport au ressources CPU a déjà été étudié dans le cas symétrique.

L’étude du modèle de l’arbre taillé nous a guidés sur l’utilisation du coefficient de génération.
De plus, nous avons pu mieux comprendre l’influence de la topologie d’arbre sur les propriétés
globales de l’arbre, que ce soit géométriques ou dynamiques, et de leurs discontinuités dues aux
changements de topologies d’arbre. Pour une asymétrie de branchement identique, différentes
topologies d’arbre induisent des résistances équivalentes et des volumes différents.
De plus, entre deux topologies d’arbre voisines, la différence de résistance peut être plus ou moins
importante. Ainsi, lorsque les performances respiratoires sont importantes pour la survie de
l’espèce, certaines topologie d’arbre pourraient être moins sélectionnées par l’évolution, car moins
robustes face aux variations de topologie d’arbre induites par le développement du poumon lors
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de embryogenèse. Selon la taille caractéristique de l’espèce et des propriétés des acini, certaines
valeurs du ratio d’asymétrie moyen ont plus de risque de générer ce type de topologie d’arbre.
Ainsi du point de vue évolutif, certaines valeurs du ratio d’asymétrie apportent une meilleur
robustesse des performances ventilatoires.
Les moyennes des ratios de diamètre que nous avons utilisées pour notre modèle sont trop
élevées, en conséquence les arbres taillés par notre modèle sont trop grands. Il serait intéressant
de faire une étude comparative entre l’arbre taillé et les arbres bronchiques mesurés, autant
pour la topologie des arbres que pour les propriétés géométriques des branches. Cela permettrait
d’estimer les paramètres qui définissent l’arbre taillé représentant le mieux l’arbre bronchique
et l’étendu de leurs variations.

Enfin, nous pouvons envisager de travailler en 3D dans des géométries reconstruites par CT-
scan et de calculer la distribution de la pression entourant les branches de l’arbre qui doivent
alors être localisées dans l’espace. La distribution de la pression entourant les branches de l’arbre
a déjà été étudiée en 1D par Brunengo et al. (6).
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[33] F. Noël. Influence of the ventilation on the transport properties in the healthy and inflamed
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