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Présentation générale

Travaux de recherches

Dans cette présentation générale, je passe en revue l’ensemble des travaux, que j’ai menés depuis la fin
de mon doctorat, pour donner un aperçu de la diversité des sujets et des approches utilisées (méthodes in-
verses, calculs analytiques, optimisations numériques, thermodynamique et approches énergétiques, statis-
tiques Bayésiennes etc.). Par ailleurs, j’essaie de mettre en valeur et de rendre claire la structure globale, qui
donne une cohérence à cet ensemble de travaux. En effet, l’ambition de ce mémoire n’est pas de détailler un
domaine particulier, avec une longue présentation pédagogique de l’état de l’art. Je vise d’avantage à donner
à voir, de manière synthétique et organisée, le cheminement de mon parcours de recherche et ma volonté
d’aborder des sujets variés avec un regard que j’espère original, mais parfois naïf aussi probablement.

Les enjeux de recherche, les idées principales et les méthodes seront évoqués, ainsi que les résultats
intéressants. En revanche, compte tenu du caractère synthétique de cette présentation, je ne détaillerai pas
les calculs théoriques de chacun des sujets. Pour cela, le lecteur pourra se reporter aux articles publiés. Par
ailleurs, pour faciliter la lecture, les références sont triées par chapitre et séparées selon que j’en suis co-
auteur ou non.

Mes travaux sont principalement axés sur l’évaluation des contraintes résiduelles et de l’évolution de la
microstructure dans les métaux (et plus particulièrement les aciers) à l’issue de différents procédés de mise
en forme ou de fabrication. Mes recherches visent donc à offrir des outils pour une meilleure compréhension
des conditions essentielles dans lesquelles se forment les contraintes résiduelles et les microstructures qui
sous-tendent très largement le comportement macroscopique des matériaux. Ce cadre général se décline
en différents axes : (axe 1) méthodes inverses en temps réel (pour l’estimation de conditions inaccessibles
dans des procédés), (axe 2) simulations rapides des procédés en considérant de nombreux couplages (mé-
canique, thermique, transition de phase, contacts mécaniques, etc.) et (axe 3) modèles théoriques macrosco-
piques conservant des informations provenant de la microstructure (transformations de phase, recristallisa-
tion, croissance de grain etc.). Cela permet d’intégrer, au niveau macroscopique, des phénomènes traversant
les échelles (atomique, polycristalline et milieu continu). Par exemple, ces modèles cherchent à conserver à
l’échelle du milieu continu, l’évolution statistique de la microstructure (arrangement cristallin, désorienta-
tion entre les grains, morphologie). Un quatrième axe s’ajoute à cette perspective globale : (axe 4) caractéri-
sation des matériaux en dynamique, incluant les sources d’incertitudes.

La conclusion de ce mémoire sera l’occasion de détailler mon projet de recherche pour les années à venir.

Enseignements

J’ai eu la chance de pouvoir enseigner en master à l’École des Ponts ParisTech dès ma première année de
thèse. Depuis, j’ai eu la charge de plusieurs cours de master comme en master MAGIS (École Polytechnique)
et dans le cycle ingénieur de différentes écoles.

Récemment, j’ai concentré mes activités d’enseignement à l’École des Ponts ParisTech. Je suis notam-
ment responsable du module “mécanique physique des matériaux”, qui intervient au premier semestre de
la deuxième année du cycle ingénieur et pour lequel j’ai enregistré mes cours en vidéo, que j’ai diffusés.
Par ailleurs, je suis également responsable de module “mécanique linéaire de la rupture”, qui intervient au
second semestre de la deuxième année du cycle ingénieur. Enfin, je suis chargé du cours “identification de
l’état des structures” en master “durabilité des matériaux et des structures” (DMS).
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Axe 1

Méthodes inverses en temps réel
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1.1 Introduction

Le développement de méthodes inverses pour identifier en temps réel les conditions de contact pour le
procédé de laminage (cf. figure 1.1) est l’axe de recherche par lequel j’ai débuté ma carrière pendant mon
stage de master puis mon doctorat à l’École des Ponts ParisTech, au laboratoire Navier, sous la direction
d’Alain Ehrlacher [1–10]. J’ai dès le début bénéficié du soutien d’ArcelorMittal notamment grâce à Nicolas
Legrand (R&D, ArcelorMittal Chicago), avec qui je collabore encore régulièrement. Ce soutien s’est situé à
la fois sur un plan financier (contrats de recherche) et sur le plan des connaissances tant du procédé de
laminage que de ses implications métallurgiques. Cette collaboration m’a permis également de contribuer au
projet européen RollGap Sensors (RFS-PR-08051) et ainsi d’accéder aux mesures inédites de température et
de déformation à l’intérieur des cylindres de laminage, qui ont été rendues possibles par les développements
des différents partenaires. Les derniers développements, que j’ai apportés à cet axe de recherche, ont permis
de publier une étude expérimentale d’envergure et inédite où l’on a fait la preuve de l’efficacité d’une mesure
des efforts de contact en temps réel pendant le procédé de laminage.

Par ailleurs, j’ai poursuivi ces travaux dans le cadre de l’ANR PLATEFORM, en développant des idées
pour estimer les contraintes résiduelles de la tôle, pendant le procédé de laminage, en utilisant un cylindre
spécifique et instrumenté positionné en aval du laminage et sur lequel la tôle défile.

Work roll

Backup roll

Cooling

Lubrication 
water/oil emulsion

Product

Deflecting roll
for measuring 
flatness defects

 

Coiling

Work out table : cooling path with phase changes 
for aimed microstructure

FIGURE 1.1 – Vue schématique des procédés liés au laminage industriel.

1.2 Méthode inverse pour des capteurs de contact en temps réel

Cette section est liée à [11].

L’idée de ces travaux, cherchant à identifier en temps réel des conditions de contact en laminage indus-
triel (inaccessibles à la mesure directe), vient du constat que les études par simulation numérique lourde
(couplant le comportement élasto-visco-plastique de la tôle (produit) et le comportement élastique des cy-
lindres (outils), ainsi que les aspects thermiques, changement de phase etc.) ont peu de contreparties expé-
rimentales. Par ailleurs, on cherche à s’orienter vers des calculs rapides permettant d’évaluer en temps réel
pendant le procédé, les conditions de contact entre les outils et le produit, pour mieux agir sur les paramètres
de contrôle et ainsi mieux maîtriser l’état des contraintes résiduelles et la microstructure. Cette optique gé-
nérale nous a conduit à proposer des méthodes indirectes de mesure pour ne pas perturber les contacts en
question. L’idée majeure est de travailler sur les cylindres et non directement sur l’interaction entre ces der-
niers et la tôle qui a un comportement fortement non-linéaire et sur laquelle il est difficile d’effectuer des
mesures. En effet le cylindre est un objet particulièrement simple, linéaire isotrope, dont les conditions aux
limites nous renseignent grandement sur le contact (pression et cisaillement ainsi que les flux de chaleur).
Ces travaux obtiennent donc des informations sur une interaction fortement non-linéaire (outils/produit)
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alors même que l’objet d’étude est simplement linéaire. Il s’agit de mesurer des grandeurs telles que la tem-
pérature ou encore les déformations à l’intérieur de l’outil cylindrique et par méthode inverse d’en déduire
les conditions de contact responsables de ces champs.

Toute méthode inverse repose sur une simulation directe du système à considérer. Une revue de la lit-
térature des différentes méthodes numériques pour simuler le procédé de laminage a été publiée [14]. Par
exemple, [15] s’appuie sur un modèle aux éléments finis avec un comportement rigide-plastique et [16] a
développé un modèle 3D couplant la thermique et la mécanique pour simuler l’interaction tôle/cylindre.
Par ailleurs, [17] a calculé, en post-processing du modèle de [16], le flambement de tôle en sortie de cage
de laminage, pour prédire précisément les défauts de planéité dans les tôles. Des simulations de laminage à
chaud [18] ont également été menées par éléments finis et couplées avec un réseau de neurones artificiels
entrainé sur les simulations pour prédire rapidement le comportement de la tôle pendant le procédé.

Le développement de mesures indirectes en ligne, qui permettent d’estimer en temps réel les conditions
de contact mécanique et thermique entre la tôle et l’outil, est motivé par la validation des modèles d’une part
et le suivi et le contrôle par asservissement des paramètres du procédé de laminage d’autre part. Pour réa-
liser de telles mesures en temps réel, un projet européen s’est monté [19] et j’ai eu la chance d’y participer,
ayant ainsi accès à des développements technologiques permettant effectivement de démontrer la faisabi-
lité de telles mesures dans un contexte industriel. Quelques technologies avaient été envisagées auparavant,
notamment des capteurs de type aiguille, qui permettent de mesurer directement les contraintes de contact,
bien que la présence du capteur détériore la tôle et modifie les conditions de contact à mesurer. Malgré ces
défauts, un certain nombre d’études ont été menées dans ce sens comme [20] pour les contraintes normales
ou [21] pour les contraintes de cisaillement ou encore [22].

L’apport principal des travaux auxquels j’ai participé est que la mesure est indirecte (non pas effectuée
dans le contact mais sous la surface des cylindres de laminage), ce qui permet de ne pas modifier les condi-
tions de contact, que l’on cherche à estimer et d’éviter de marquer la tôle. Pour ce faire j’ai développé une
méthode inverse semi-analytique qui permet des temps de calculs compatibles avec une exploitation en
temps réel, contrairement à d’autres méthodes reposant sur des résolutions aux éléments finis [23] ou aux
éléments frontières [24]. Une méthode inverse analytique préexiste pour ce problème [25] mais est insuffi-
sante pour estimer correctement les conditions de contact et nécessite d’avantage de capteurs[26].

J’ai donc utilisé mes travaux de thèse pour interpréter des mesures de déformation dans un cylindre de
laminage. Le principe de mesure consiste à insérer des fibres optiques munies d’un réseau de Bragg (c’est-
à-dire un interféromètre pour la mesure des déformations) dans une pièce cylindrique nommé “plug”. Le
schéma de principe d’insertion des fibres optiques sous la surface du plug est présenté figure 1.2a). Quatre
fibres sont insérées, dont trois sont collées pour mesurer le tenseur de déformation et dont la quatrième
est graissée pour mesurer la température locale. Le plug est ensuite inséré dans un cylindre de laminage
spécialement usiné pour accueillir ce dernier ainsi que la connectique. L’état de surface du cylindre de lami-
nage après polissage est compatible avec une utilisation industrielle, c’est-à-dire ne laissant pas de marque
à la surface du produit (cf. figure 1.2b). Les réseaux de Bragg sont des interféromètres qui réfléchissent une
fréquence spécifique, qui dépend du pas du réseau. Ainsi, on peut mesurer la déformation du réseau, et
par extension la déformation dans le cylindre en mesurant l’écart de fréquence de la lumière réfléchie. Les
quatre réseaux ont des fréquences de réflexion bien distinctes, ce qui permet de collecter les signaux dans
une seule fibre sans risquer de superposer les fréquences réfléchies. La fibre est extraite du cylindre par
le centre et connectée à une centrale d’acquisition via un collecteur tournant (cf. figure 1.2c). Ce système
expérimental développé par différents partenaires, dans le cadre du projet européen RollGap sensor (RFS-
PR-08051), couplé aux méthodes inverses rapides que j’ai développées, permet de mesurer en temps réel les
conditions de contact (pression et cisaillement) pendant le procédé.

La difficulté majeure est de reconstruire les pressions et les cisaillements dans la zone de contact entre
le cylindre et l’outil, alors même que cette zone angulaire est extrêmement réduite (entre 1◦ et 5◦ de la cir-
conférence du cylindre en laminage à froid par exemple). Il s’agit donc de reconstruire un signal très intense
dans une zone de contact très réduite et nul partout ailleurs (pas de contact en dehors de la zone). Le signal
à reconstruire est donc très singulier, et le problème est donc assez mal conditionné, c’est-à-dire que les er-
reurs expérimentales sont très fortement amplifiées lors du calcul inverse, qui permet d’estimer les efforts
de contact à partir des mesures réalisées sous la surface du cylindre. La méthode utilisée consiste à utiliser le
formalisme en potentiels complexes holomorphes de Muskhelishvili [27], qui permet d’écrire les contraintes
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FIGURE 1.2 – Équipements pour mesurer les contraintes de contact.

sous la forme suivante : {
σr r +σθθ = 2

(
Φ(z)+Φ(z)

)
−σr r +σθθ+2iσrθ = 2exp(2iθ)

(
Ψ(z)+ zΦ′(z)

) (1.1)

Où σr r ,σθθ,σrθ représentent les contraintes de Cauchy en polaire, Φ(z),Ψ(z) sont deux fonctions holo-
morphes dans le plan complexe (z = r exp(iθ) où r,θ sont les coordonnées polaires), qui sont détermi-
nées en vérifiant les conditions aux limites, c’est-à-dire les déformations mesurées par les fibres optiques
εm
θθ

(θ),εm
45(θ) dans les directions orthoradiale et à 45◦ respectivement. Des développements en série entière

des potentiels Φ(z) = ∑+∞
k=0Φk zk et Ψ(z) = ∑+∞

k=0Ψk zk permettent d’écrire les déformations au niveau des
fibres optiques :

2µεθθ(r,θ) =
+∞∑
k=0

[
1

2

(
r

Rm

)k (
(2+k)Φk exp(i kθ)+ (2+k)Φk exp(−i kθ)+Ψk exp(i (k +2)θ)+Ψk exp(−i (k +2)θ)

)
−

(
r

Rm

)k λ

λ+µ

(
Φk exp(i kθ)+Φk exp(−i kθ)

)]

2µε45(r,θ) =
+∞∑
k=0

[
1

2i

(
r

Rm

)k (
−kΦk exp(i kθ)+kΦk exp(−i kθ)−Ψk exp(i (k +2)θ)+Ψk exp(−i (k +2)θ)

)
+

(
r

Rm

)k µ

λ+µ

(
Φk exp(i kθ)+Φk exp(−i kθ)

)]
(1.2)

Où µ est le coefficient de cisaillement. Des calculs directs permettent d’écrire ces coefficients en fonction
d’intégrales des mesures (1.3), qui se calculent en pratique avec une quadrature exploitant un algorithme
de transformée de Fourier rapide (fast Fourier transform (fft)) pour que le calcul soit réalisé en temps réel.
Cela permet d’identifier la solution en contrainte et en déplacement dans tout le cylindre et en particulier
d’extraire les pressions et les cisaillements dans la zone de contact.

Φ0 = λ+µ

2π

∫ 2π

0
εm
θθ(θ)dθ = λ+µ

2π

∫ 2π

0
εm

45(θ)dθ

∀k ≥ 1 Φk = (1+ i )(λ+µ)

2π

∫ 2π

0

εm
45(θ)− iεm

θθ
(θ)

exp(i kθ)
dθ

∀k ≥ 0 Ψk =− (1+ i )

2π

∫ 2π

0

(2µ+ (k +2)(λ+µ))εm
45(θ)− (2µ+ i (k +2)(λ+µ))εm

θθ
(θ)

exp(i (k +2)θ)
dθ

(1.3)

Toutes les méthodes inverses sont mal posées. Dans ce cas analytique, ceci est particulièrement évident
car le coefficient (Rs /Rm)k , que l’on retrouve dans (1.2), intervient dans le développement des contraintes
de pression et de cisaillement dans le contact (avec Rs ≥ Rm où Rs est le rayon du cylindre et Rm le rayon de
mesure où sont insérées les fibres). Ainsi, une erreur de mesure ou de quadrature sur les coefficients Φk ,Ψk
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est amplifiée très fortement sur les hautes fréquences du développement. La régularisation du problème
passe principalement par une troncature des sommes impliquées dans les développements en séries. Par
ailleurs, on peut régulariser ce problème en limitant les oscillations des signaux. En pratique, on cherche
une nouvelle évaluation des coefficients notés Φ̂k ,Ψ̂k proches de ceux déjà identifiés grâce à (1.3) et pour
lesquels les dérivées des signaux de déformation sont pénalisées, ce qui revient à minimiser le problème
suivant :

(Φ̂k ,Ψ̂k ) = argmin
(Φ̃k ,Ψ̃k )

∫ 2π

0

[
(ε̃θθ(Rm ,θ)−εθθ(Rm ,θ))2 + (ε̃45(Rm ,θ)−ε45(Rm ,θ))2]dθ

+α
∫ 2π

0

[(
dε̃θθ(Rm ,θ)

dθ

)2

+
(

dε̃45(Rm ,θ)

dθ

)2]
dθ

(1.4)

Où α est un paramètre adimensionnel, qui fixe l’intensité de la régularisation. Ce problème classique est
particulièrement simple à traiter en annulant la dérivée au sens de Fréchet de la fonctionnelle à minimiser,
ce qui conduit à l’équation différentielle : ε̃θθ(Rm ,θ)−αε̃′′

θθ
(Rm ,θ) = εθθ(Rm ,θ) et de même pour ε̃45(Rm ,θ).

La solution de cette équation conduit simplement au filtre suivant :

Φ̃k = Φk

1+αk2 Ψ̃k = Ψk

1+αk2
(1.5)

Les résultats obtenus sont compatibles avec les calculs aux éléments finis dans des conditions de calcul
simulant les conditions des essais (cf. figure 1.3).
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FIGURE 1.3 – Contraintes des contact calculées et mesurées.

Ces mesures sont à ma connaissance les premières mesures de contact en laminage dans des conditions
d’essais réalistes (laminage à froid sur un laminoir industriel), permettant d’éviter une mesure invasive par
friction sur la tôle, ce qui interdirait une utilisation industrielle. Ces mesures de contact servent aujourd’hui
de référence pour valider les modèles de laminage récents. Sur le plan académique l’impact de ces travaux
tient surtout à l’utilisation de solutions semi-analytiques pour traiter un problème inverse en temps réel,
dans un contexte où les approches numériques par éléments finis échouent à apporter une solution viable.
Sur le plan des applications, l’industrialisation de ces travaux pour instrumenter les laminoirs d’usine et
contrôler les conditions de laminage en fonction de la mesure des pressions et cisaillement dans le contact,
qui conditionne en grande partie la qualité des tôles produites, permettra d’optimiser le procédé pour mettre
en forme des aciers. Cela ouvre notamment des perspectives intéressantes pour des aciers récents difficiles
à laminer, tels que les aciers à très haute résistance, dont le potentiel tient par exemple à l’allègement des
structures visant un gain énergétique.

1.3 Mesure de contraintes résiduelles en temps réel

Cette section est liée à [12].
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J’ai développé ensuite d’autres méthodes inverses rapides, notamment dans le cadre de l’ANR PLATE-
FORM, pour estimer en temps réel les contraintes résiduelles des tôles laminées. Les contraintes résiduelles
sont un enjeu très important des procédés de laminage car elles provoquent des défauts de planéité pou-
vant être critiques. Ces contraintes résiduelles sont dues à des déformations plastiques hétérogènes dans
la zone de contact en laminage, mais également aux transformations de phase qui ont lieu sur la table de
sortie lors du refroidissement des tôles par des jets d’eau (cf. figure 1.1). Ces contraintes peuvent être suf-
fisamment intenses pour provoquer un flambement de la tôle sur la ligne de laminage, alors même qu’une
tension importante est appliquée (on parle de défaut manifeste). Pour mesurer ce type de défauts, on utilise
des techniques optiques de Moiré [28, 29] ou par laser [30, 31]. Cependant, il est très fréquent que la ten-
sion appliquée sur la tôle pendant le procédé masque les défauts de planéité engendrés par les contraintes
résiduelles. Ces derniers ne sont découverts qu’en déroulant les bobines ou après découpe. Le principe gé-
néral de ma contribution sur ce sujet est d’estimer en ligne les contraintes résiduelles grâce à un cylindre
sur lequel la tôle est en déflection (cf. figure 1.1). Ce principe n’est pas nouveau, et de nombreuses solutions
techniques existent en s’appuyant sur cette idée. Cependant les mesures existantes sont grossières car les
capteurs utilisés sont volumineux et nécessitent de découper le cylindre en tranches pour mesurer la résul-
tante des efforts sur chaque tranche (cf. figure 1.4a) [32–34], ce qui conduit à endommager la tôle. Quelques
solutions reposent sur des cylindres continus mais pour éviter que les signaux des différents capteurs in-
troduits sous la surface des cylindres soient corrélés, ces derniers sont suffisamment espacés [35–39] ce qui
conduit à fortement sous-estimer les contraintes résiduelles sur les rives des tôles. La solution que j’ai pro-
posée est d’utiliser un cylindre troué (cf. figure 1.4b). Les déplacements à l’intérieur du trou peuvent être
mesurés en diverses positions grâce à des capteurs capacitifs (très petits et précis pour des déplacements
faibles). La méthode inverse consiste à utiliser les déplacements mesurés dans le trou du cylindre pour dé-
duire les pressions de contact avec la tôle en déflection. Cela permet ensuite de déduire le profil de traction
dans la tôle le long de la largeur, ce qui conduit aux tractions résiduelles, lorsque l’on retranche la tension
appliquée en ligne.

Detecing roll

Strip

Coil

es

et

(a) Système existant avec cylindre coupé en tranches.

Detecing roll

Strip

Hole

es

et

es

et

(b) Système proposé.

FIGURE 1.4 – Cylindre de mesure de contraintes résiduelles.

Le problème à traiter est un problème dit “inverse de Cauchy”, car on dispose grâce aux mesures de
conditions aux limites surabondantes sur une partie de la frontière du domaine et on cherche à identifier les
conditions aux limites sur le reste de la frontière. Diverses méthodes ont été proposées pour traiter ce type de
problème en fonction des applications. Par exemple [40, 41] propose une méthode itérative reposant sur une
résolution aux éléments frontières pour un problème de Laplace, [42, 43] propose une méthode reposant sur
des solutions fondamentales d’un problème 2D d’élasticité isotrope, [44] propose une méthode énergétique
pour des problèmes 3D, [45] introduit le concept de sensitivité topologique pour identifier de cavités à partir
de données surabondantes.

La résolution que j’ai proposée s’appuie, comme les travaux présentés précédemment, sur la formula-
tion des problèmes d’élasticité plans dans le corps des complexes grâce à deux potentiels complexes holo-
morphes [27]. Cependant, contrairement à mes travaux sur les cylindres de laminage, une transformation
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conforme de Moebius notée ω est utilisée pour résoudre pratiquement le problème inverse et simplifier la
géométrie du problème en un anneau (cf. figure 1.5a) :

ω :

 Eξ → Eζ

ξ 7→ ζ=ω(ξ) = Rs
ξ−a

1−ξa
ω−1 :

 Eζ → Eξ

ζ 7→ ξ=ω−1(ζ) = ζ+Rs a

Rs +ζa
(1.6)

Où Rs est le rayon externe du cylindre et a un paramètre qui se calcule facilement en fonction du diamètre et
de la position du trou. On peut réécrire les contraintes et déplacements en coordonnées Cartésiennes, grâce
au système en potentiels holomorphes suivant :

σxx +σy y = 2

(
ϕ′(ξ)

ω′(ξ)
+ ϕ′(ξ)

ω′(ξ)

)

σy y −σxx +2iσx y = 2

(
ω(ξ)

[ω′(ξ)]2 ϕ
′′(ξ)− ω(ξ)ω′′(ξ)

[ω′(ξ)]3 ϕ′(ξ)+ ψ′(ξ)

ω′(ξ)

)
2µ(ux + i uy ) = κϕ(ξ)− ω(ξ)

ω′(ξ)
ϕ′(ξ)−ψ(ξ)

(1.7)

Où ξ est le point courant dans la géométrie annulaire et σxx ,σy y ,σy z les contraintes de Cauchy dans la
géométrie réelle. J’ai pu démontrer par des calculs impliquant des développements en série de Laurent des
potentiels, que l’idée d’un cylindre troué est viable pour améliorer l’estimation des contraintes résiduelles
sur les lignes de laminage. En effet, la reconstruction du profil de contraintes résiduelles est satisfaisante sur
cette étape purement numérique (cf. figure 1.5b). Cette contribution fait la preuve de l’intérêt technologique
de cette idée, quoique de futurs essais expérimentaux soient nécessaires pour développer d’avantage cette
problématique. Les enjeux académiques et applicatifs de ce travail sont essentiellement les mêmes que pour

ri
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FIGURE 1.5 – Cylindre de mesure de contraintes résiduelles.

mes travaux sur les mesures de contact en laminage. En effet, la solution proposée est suffisamment rapide
pour être utilisée en ligne pendant le défilement de la tôle, et apporte la possibilité de développer une boucle
d’asservissement pour modifier automatiquement les conditions de laminage en amont afin de corriger, en
temps réel, l’état des contraintes résiduelles associées au procédé.

1.4 Développements théoriques pour l’élasticité 3D

Cette section est liée à [13].

Par ailleurs, les développements de solutions analytiques pour ces problèmes inverses m’ont conduit à
travailler sur des aspects théoriques intéressants. J’ai démontré avec Sebastian Bock et Klaus Guerlebeck
(université de Weimar) un théorème pour représenter l’élasticité 3D dans l’algèbre des quaternions (avec
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trois parties imaginaires portées par i , j ,k telles que i 2 = j 2 = k2 = −1, i j = − j i = k, j k = −k j = i et ki =
−i k = j ). Il s’agit d’une extension des résultats classiques de Muskhelishvili [27], que j’avais utilisés pour ré-
soudre les problèmes inverses plans liés à la mesure des conditions de contact en laminage et de contraintes
résiduelles. La solution permet d’écrire le vecteur déplacement et les contraintes en fonction de deux po-
tentiels hypercomplexes monogéniques (extension du concept d’holomorphie utilisé pour les problèmes
plans) :

2µu = 4(1−ν)Φ− 1

2
∂
(
xΦ+Φx

)
− Ψ̂ (1.8)

Où µ est le coefficient de cisaillement, u = u1+i u2+ j u3+ku4 le vecteur déplacement, et Φ,Ψ deux fonctions
monogéniques. Comme l’algèbre des quaternions a quatre dimensions et non trois (sinon il ne s’agirait pas
d’une algèbre au sens où le produit de deux éléments ne serait pas toujours contenu dans l’ensemble), la
quatrième dimension u4 = 0 porte une information supplémentaire qui s’exprime par une relation addition-
nelle sur les potentiels :

4(1−ν)Φ4 −Ψ4 = 0 (1.9)

Cela force l’unicité de la représentation, ce qui permet de bien conditionner la recherche des potentiels hy-
percomplexes. Quoique l’intérêt de ce travail soit surtout théorique, on peut imaginer des solutions par ap-
proximation en interpolation polynomiale monogénique, pour générer des solutions en élasticité tridimen-
sionnelle sans maillage.
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Axe 2

Simulations non-linéaires rapides de
procédés
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2.1 Introduction

J’ai initié cet axe de recherche à mon entrée au CNRS en 2014, dans le cadre d’un contrat de recherche
avec ArcelorMittal d’une durée de trois ans. Il s’agissait de simuler des procédés de mise en forme ou de fa-
brication en prenant en compte les couplages physiques majeurs qui déterminent les contraintes résiduelles
et les microstructures. J’ai notamment travaillé sur la table de sortie, où les tôles chaudes sous tension
suivent un trajet de refroidissement pour viser une certaine cinétique thermique et établir une microstruc-
ture ciblée. En outre, j’ai travaillé sur le procédé de bobinage qui consiste à enrouler les tôles sur elles-mêmes
à l’issue du procédé de laminage (cf. figure 1.1). Un certain nombre de nuances récentes présentent la parti-
cularité de poursuivre, pendant le refroidissement de la bobine, les transitions de phase initiées sur la table
de sortie. Ces problèmes sont très fortement non-linéaires et des couplages entre la thermique, la métallurgie
(i.e., transition de phase) et la mécanique sont au coeur des phénomènes. Cela s’ajoutant aux problèmes de
grandes transformations, de comportement non-linéaire (élasto-plasticité ou visco-plasticité) et de contact
(très nombreux pour le bobinage). Plus récemment, je me suis aussi attelé à proposer des modèles simpli-
fiés rapides pour un procédé de fabrication additive par dépôt de matière sous énergie concentrée (directed
energy depostion (DED)) et qui s’adapte aussi aux procédés de fabrication additive par soudure (wire arc
additive manufacturing (WAAM)). Ces modèles permettent de reconstruire la cinétique thermique (avec des
cycles caractéristiques de ces procédés) et les transitions de phase à l’échelle de la pièce et à l’échelle plus
locale de la zone de fusion. Des mesures par pyrométrie infrarouge ont permis de valider ces approches.

L’objectif de ces travaux est de développer des méthodes efficaces pour simuler ces procédés, notam-
ment l’évolution de la microstructure et des contraintes résiduelles. L’ambition est d’obtenir des calculs suf-
fisamment rapides pour permettre des études paramétriques, l’aspect temps de calcul étant généralement
extrêmement limitant pour les simulations de procédés. L’idée principale est de composer des approches
hybrides entre des méthodes analytiques, des méthodes numériques et des approches énergétiques pour
gérer efficacement les différents couplages et non-linéarités.

Les transformations métallurgiques peuvent souvent être approchées grâce à des modèles de nucléation
et de croissance, qui dépendent notamment des éléments d’alliage, et prennent en compte la mobilité des
interfaces entre les grains, ainsi que la diffusion du carbone (ce dernier ayant des solubilités très différentes
dans l’austénite ou la ferrite). Ces taux de nucléation et de croissance sont ensuite utilisés pour caler des
lois exponentielles (type Avrami) pour déterminer les proportions de phase qui décrivent statistiquement la
microstructure. Le couplage entre la thermique et les changements de phase est réciproque, dans la mesure
où les transitions de phase sont en partie déterminées par la cinétique de température et que, réciproque-
ment, ces transitions apparaissent comme un terme source dans l’équation de la chaleur, du fait du saut
d’enthalpie entre deux phases. Le couplage avec la mécanique est principalement dû au fait que les diffé-
rentes phases ont des densités différentes et leur évolution induit donc des déformations au même titre que
les variations de température.

À cela s’ajoute le phénomène de plasticité induite par les transformations de phase, lorsque celles-ci ont
lieu sous contrainte mécanique. Ce phénomène s’explique à l’échelle de la microstructure. En effet, les dé-
formations dues aux transitions de phase sont très importantes et conduisent à des déformations plastiques
dans toute la microstructure. Si ces déformations se compensent habituellement (dans un essai de dilatomé-
trie sans chargement extérieur) de telle sorte que la déformation plastique macroscopique est nulle, ce n’est
plus le cas si un champ de contrainte macroscopique est appliqué, même si ce dernier est très faible (bien
inférieur à la limite d’élasticité globale).

2.2 Table de sortie

Cette section est liée à [46].

J’ai travaillé sur ce sujet en collaboration avec Thomas Koedinger, dont j’encadrais le stage de master 2.
La simulation numérique de la table de sortie (cf. work out table figure 1.1) est délicate et reste un enjeu
de simulation numérique dans la mesure où les gradients thermiques sont très importants et conduisent à
des transitions de phase assez rapides. La discrétisation temporelle doit donc être suffisamment fine pour
capter ces changements structuraux. Par ailleurs, ce procédé est géométriquement très grand, les zones de
refroidissement sont supérieures à cent mètres de long. Des calculs entièrement couplés [59–63] sont parti-
culièrement lourds car ils prennent en charge la conduction thermique et la chaleur extraite par les jets d’eau
en surface, les transitions de phase, ainsi que les déformations libres dues à l’expansion thermique, à la va-
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riation de volume de changement de phase et à la plasticité de transformation. Non seulement il convient de
discrétiser en temps suffisamment finement, mais également en espace pour capter les effets de structure et
les contraintes résiduelles provoquées par les déformations libres. Ces contraintes de modélisation limitent
drastiquement l’impact de tels modèles, qui ne parviennent pas à simuler la zone de refroidissement dans
sa totalité (quelques mètres au lieu d’une centaine). Pour réaliser des calculs complets, le temps nécessaire
serait extrêmement important et parfaitement incompatible avec des études paramétriques ou des optimisa-
tions sur les paramètres de contrôle du procédé. Ainsi, ces modèles permettent au mieux de comprendre des
phénomènes sur un certain nombre de cas particuliers, mais pas d’aider significativement à l’optimisation
du procédé.

L’approche que j’ai proposée consiste à décorréler le calcul thermo-métallurgique du calcul mécanique
des contraintes. J’ai donc envisagé un couplage réciproque entre la conduction de la chaleur et les transi-
tions de phase, mais un couplage non-réciproque avec le calcul mécanique (cf. figure 2.1a). Cette approche
permet d’effectuer dans un premier temps un calcul thermo-métallurgique Lagrangien où l’on suit une par-
ticule matérielle qui avance dans la zone de refroidissement. En pratique, j’ai utilisé TACSI, un logiciel dé-
veloppé en R&D par ArcelorMittal dont la base théorique a été publiée [64–66]. On résout aux différences
finies l’équation de la chaleur (2.1) dans l’épaisseur de la tôle en prenant en compte le terme source lié aux
changements de phase solide/solide.

∂

∂x3

[
λ(T )

∂T

∂x3

]
−ρ(T )cp (T )

∂T

∂t
=−

Np∑
p=2

∆Hp (T )Ẋp (2.1)

Où T est la température, (x1, x2, x3) sont les coordonnées Cartésiennes, λ(T ) est la conductivité thermique,
ρ(T ) la densité, cp (T ) la capacité thermique spécifique, ∆Hp (T ) le saut d’enthalpie de changement de phase,
Xp la proportion de la p-ième phase et Np le nombre de phases solides. Les conditions aux limites (2.2)
consistent en une condition de convection et de radiation dans les zones où le refroidissement se fait à l’air,
et en un flux imposé noté qBC issu d’une courbe d’ébullition dans les zones où le refroidissement se fait par
jets d’eau.

x3 =±h

2
,


−λ(T )

∂T

∂x3
= Hai r (T −Tai r )+ σ̃ε̃(T 4 −T 4

ai r ) (air cooling)

−λ(T )
∂T

∂x3
= qBC (T ) (water cooling)

(2.2)

Où h est l’épaisseur de la tôle, Hai r le coefficient de transfert thermique entre la tôle et l’air, σ̃ la constante
de Boltzmann, ε̃ l’émissivité de la tôle et qBC (T ) le flux de chaleur extrait par les jets d’eau. Ce calcul est
très rapide en dépit d’une discrétisation temporelle assez fine, car il n’est pas nécessaire de mailler toute
la structure de la bande, mais uniquement de suivre l’évolution temporelle d’une particule matérielle. Les
transitions de phase sont calculées grâce à un modèle de nucléation et croissance simple. A l’issu de ce
calcul, les évolutions de la température et des proportions de phase (austénite, ferrite, perlite, bainite et
martensite) sont connues. On peut donc construire un champ de température et de proportion de phase qui
correspond à la zone de refroidissement.

Un second calcul est ensuite dédié à la mécanique de la tôle élasto-plastique, où le chargement est en
premier lieu les déformations libres associées à l’expansion thermique, aux variations de volume et à la plas-
ticité de transformation. Ce calcul est fait aux éléments finis sur CAST3M [67] avec des éléments de coque
épaisse. Le lien entre l’incrément des déformations libres, noté ∆ε∗i j ,∆ε∗i 3 (où i , j = 1,2), qui est calculé grâce

aux variations de température et de proportion de phase, et l’incrément des déformations généralisées, noté
∆E∗

i j ,∆G∗
i 3,∆R∗

i j , qui est imposé dans le modèle de coque épaisse, se lit :

∆E∗
i j =

1

h

∫ h
2

− h
2

∆ε∗i j dx3

∆G∗
i 3 =

1

h

∫ h
2

− h
2

∆ε∗i 3dx3

∆R∗
i j =

12

h3

∫ h
2

− h
2

x3∆ε
∗
i j dx3

(2.3)

Le calcul doit être incrémental dans la mesure où les déformations libres dépendent de l’état de contrainte
dans la tôle, la plasticité de transformation dépendant de la contrainte appliquée. On fait donc entrer la tôle
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progressivement dans le champ de température et de proportion de phase (cf. figure 2.1b). L’avantage est
que cette progression n’est pas corrélée au pas de temps qui a permis de calculer les évolutions de tempé-
rature. Cette progression est corrélée à la taille du maillage, la tôle avance d’une maille par incrément. Cette
stratégie permet un gain très significatif du point de vue du temps de calcul et on peut simuler la totalité du
procédé (∼ 100 m) en une heure environ, ce qui permet d’utiliser intensivement le modèle pour optimiser
les stratégies de refroidissement.

(a) Couplages thermiques, métallurgiques et mécaniques. (b) Simulation incrémentale.

FIGURE 2.1 – Principe de la simulation de la table de sortie.

On peut suivre l’effet mécanique du refroidissement à mesure que la tôle entre dans la zone de refroi-
dissement (cf. figure 2.2a et figure 2.2b). L’état de contrainte résiduelle a évolué significativement pendant le
refroidissement, le profil longitudinal a été fortement relaxé, mais des contraintes hétérogènes dans l’épais-
seur (moment de flexion) ont été introduites du fait de la dissymétrie du refroidissement entre les faces
supérieure et inférieure. Par ailleurs, une simulation en grandes transformations permet de simuler le défaut
géométrique final résultant du procédé de refroidissement.

(a) Relaxation des contraintes membranaires au cours du
refroidissement.

(b) Évolution des moments de flexion au cours du refroi-
dissement.

FIGURE 2.2 – Quelques composantes des contraintes généralisées pendant le passage dans la table de sortie.

Sur le plan académique, ce type de découplage entre la cinétique thermo-métallurgique et le calcul mé-
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canique, permet de construire des modèles très économes sans perdre l’essentiel des phénomènes mis en
jeu. L’intérêt est de rendre calculable des problèmes, qui abordés avec des couplages systématiques seraient
trop coûteux pour présenter un réel intérêt. Ce modèle a du potentiel pour l’industrie sidérurgique dans la
mesure où les microstructures complexes des nuances récentes nécessitent d’adapter le procédé pour éviter
les défauts de planéité liés aux contraintes résiduelles. Par ailleurs, la stratégie de modélisation adoptée est
également utile pour des procédés similaires tels que la trempe.

2.3 Bobinage

J’ai publié une série d’articles pour simuler le bobinage dans son ensemble : (i) l’enroulement de la tôle
sur elle-même, (ii) le refroidissement où des changements de phase ont lieu, (iii) le calcul des contraintes
résiduelles qui évoluent pendant le refroidissement et (iv) le possible effondrement de la bobine sur elle-
même dans certains cas. Ces modèles sont cohérents entre eux et sont chainés les uns avec les autres.

Le premier intérêt de ces travaux est l’utilisation d’approches hybrides entre des solutions analytiques
et des optimisations numériques. L’idée est de gérer la non-linéarité des calculs par des optimisations nu-
mériques, en construisant la fonctionnelle avec des problèmes linéaires et solubles par des solutions ana-
lytiques. Cela permet de viser des coûts calculatoires réduits pour l’évaluation de la fonctionnelle et de son
gradient et d’obtenir un modèle efficace pour simuler des situations complexes.

Le second intérêt de ces travaux tient à leur potentiel applicatif. Puisque l’ensemble de la chaine du pro-
cédé est simulée, on peut répondre à des problématiques très limitantes pour le développement de nouvelles
nuances. En effet, des nuances fortement alliée en bore ou en manganèse silicium, présentent la particularité
nouvelle de retarder suffisamment les transitions de phase au cours du refroidissement, que l’essentiel de ces
transformations se font dans la bobine. Et on observe en pratique des affaissements de bobine, qui limitent
très fortement le développement de ces aciers. Les outils que j’ai développés permettent de comprendre et
d’éviter ces phénomènes en ajustant les paramètres du procédé.

2.3.1 Enroulement

Cette section est liée à [47–50].

Un certain nombre de modèles numériques permettent de simuler des enroulements. Ces modèles s’ap-
puient généralement sur une vision homogénéisée de l’enroulement, c’est-à-dire un cylindre creux dont la
raideur radiale est d’autant plus faible que la bobine contient de spires, car chaque contact affaiblit la raideur
radiale globale. L’ajout d’une nouvelle spire est traitée comme une structure à paroi mince dont le rayon de
courbure est imposé [68–74]. Ces modèles sont relativement frustres et ne permettent pas de déterminer la
longueur de contact entre chaque spire, ni de considérer les déformations plastiques.

Pour développer un modèle d’enroulement plus complet, l’enjeu est de proposer un modèle élasto-
plastique en grandes transformations (les rotations peuvent être importantes) avec de très nombreux contacts,
c’est-à-dire que la bobine n’est plus homogénéisée comme un cylindre creux, mais au contraire, on considère
toutes les spires individuellement. Les calculs par éléments finis sont extrêmement coûteux et peu précis, il
est exclu de simuler un enroulement de plus d’une dizaine de tours [75]. Cependant, les enroulements indus-
triels peuvent faire plusieurs centaines de tours. Le modèle que j’ai proposé permet de simuler des enroule-
ments avec un très grand nombre de spires dans un temps raisonnable, surtout dans sa version simplifiée.

La prédiction de la zone de contact entre chaque spire est une sortie majeure du modèle dans la me-
sure où les tôles ont un profil d’épaisseur hétérogène (plus épais au centre que sur les rives en général).
Cela conduit à concentrer le contact au centre de la bobine (là où la tôle est la plus épaisse). Ce phénomène
s’accentue au fur et à mesure que l’enroulement se poursuit. La forme finale de la bobine n’est donc pas cy-
lindrique mais en forme de tonneau. Ce phénomène conduit à une concentration de contrainte, qui dépend
fortement de la prédiction des efforts de contact et qui a pour conséquence de concentrer la traction appli-
quée par l’enrouleur au centre de la tôle, notamment sur les dernières spires de la bobine, le phénomène
s’accentuant à chaque spire. Cela crée souvent un défaut de planéité due à des écoulements plastiques au
centre. Par ailleurs, ce même phénomène de concentration des pressions de contact crée une surcompres-
sion au centre des premières spires (au contact du mandrin central), ce qui crée un défaut de planéité en
rive (cf. figure 2.3a).
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(a) Défauts de planéité classiques à l’issu du bobinage.
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(b) Pressions quelconques.
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(c) Enroulement sur un rayon quelconque.

FIGURE 2.3 – Principe du modèle de bobinage.

La stratégie adoptée est de proposer une résolution en plusieurs étapes. La première consiste à proposer
une solution analytique élasto-plastique en grandes transformations correspondant à l’enroulement d’un
incrément de tôle (initialement plate) sur un cylindre de rayon arbitraire noté R∗(X ) (cf. figure 2.3c). La
transformation imposée notée Φ(1) se lit dans un repère cylindrique :

Φ(1)(X ,Y , Z ) = (R∗(X )+Y )er +Z eZ (2.4)

Ainsi le gradient de la transformation se lit :

F (X ,Y , Z ) =∇Φ(1)(X ,Y , Z ) =−R∗(X )+Y

R∗(X )
eθ⊗eX +er ⊗eY +eZ ⊗eZ (2.5)

La solution analytique de cette première étape de courbure repose sur une décomposition multiplicative du
gradient de la transformation en une partie élastique E et une partie plastique P :

F = E .P (2.6)

Ensuite on applique un champ de pression de contact notée P∗(X , Z ), et on propose une solution analy-
tique complémentaire en petites transformations pour un problème élasto-plastique (cf. figure 2.3b). Cette
seconde solution analytique est directe en écrivant l’équilibre et la contrainte équivalente de Tresca, qui est
utilisée plutôt qu’un critère de von Mises pour faciliter les développements mathématiques.

Ces deux solutions sont ensuite combinées grâce à des problèmes d’optimisation. Pour un rayon de cour-
bure R∗(X ) donné on calcule les pressions de contact correspondantes, notées P∗(X , Z ), grâce à une loi
de contact incluant les effets de la rugosité. On détermine pour cela de manière stochastique des courbes
d’Abbott composites permettant de calculer la pression de contact PC en fonction de l’interpénétration des
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surfaces nominales JrC K. La loi se lit donc PC = f
(JrC K). Grâce à cette loi de contact, on détermine les pres-

sions de contact dans la bobine par optimisation numérique du fait de la non-linéarité des problèmes de
contact. En effet, pour un rayon de courbure R∗(X ) donné, si on considère des pressions de contact arbi-
traires notées P̃

∗
(X , Z ) on peut calculer, grâce à la seconde solution analytique en petites transformations,

les déplacements correspondants et donc l’interpénétration des surfaces nominales. Cette interpénétration

correspond, grâce à la loi de contact, à une seconde évaluation des pressions de contact notées ˜̃P∗(X , Z ).
L’optimisation numérique consiste donc à minimiser l’écart entre ces pressions de contact soit :

∀R∗(X ), P∗(X , Z ) = argmin
P̃
∗

(X ,Z )≥0

∣∣∣P̃∗
(X , Z )− ˜̃P∗(X , Z )

∣∣∣ (2.7)

Jusqu’à présent la résolution se fait pour un rayon arbitraire R∗(X ). Le rayon de courbure solution pour
l’incrément de tôle noté R(X ) est déterminé en minimisant l’écart entre la résultante de traction issue du
calcul des deux solutions analytiques et de la force résultante appliquée par l’enrouleur notée Fa(X ), soit :

∀X , R(X ) = argmin
R∗(X )

∣∣∣∣∫ L

−L

∫ δ(Z )

−δ(Z )
σθθ(X ,Y , Z )dY dZ −Fa(X )

∣∣∣∣ (2.8)

Cela signifie qu’à chaque itération de cette minimisation, il est nécessaire de calculer les contraintes de
contact dans la bobine par optimisation numérique.

En autres sorties de calcul comme l’état de contrainte (cf. figure 2.4a) ou de déformation, les déplace-
ments, les pressions de contact etc., on peut noter les profils de contraintes résiduelles après déroulement
de la bobine, c’est-à-dire en prenant une référence plate (cf. figure 2.4b). Cette estimation permet de quan-
tifier l’effet du procédé d’enroulement sur l’évolution des défauts de planéité dans la chaine de procédés de
mise en forme des tôles.
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FIGURE 2.4 – Sorties du modèle de bobinage.

L’impact de ces travaux est d’abord industriel dans la mesure où, à ma connaissance, il s’agit du modèle
le plus complet (où les non-linéarités géométrique, de comportement et de contact ont été prises en compte)
ayant été publié à ce jour. En outre, les temps de calcul sont compatibles avec une utilisation paramétrique
intensive dans le but d’optimiser le procédé. Du point de vue scientifique, le développement de tels modèles
peut présenter un intérêt, car des alternatives astucieuses aux éléments finis sont élaborées lorsque ces der-
niers échouent à fournir un résultat intéressant dans un temps acceptable. L’hybridation entre des solutions
analytiques et des optimisations numériques semble donc intéressante pour traiter ce type de problèmes.

2.3.2 Refroidissement de bobine

Cette section est liée à [51].
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Le problème de refroidissement de bobine est traité dans une optique similaire à celle du problème d’en-
roulement, c’est-à-dire en utilisant des solutions analytiques. Il s’agit d’un problème essentiellement axisy-
métrique comme le montre les mesures par caméra infrarouge dont on dispose (cf. figure 2.5a). Ce pro-
blème thermique est fortement couplé avec les transitions de phase, ce qui rend le problème non-linéaire.
Par ailleurs, la situation est assez complexe dans la mesure où les interfaces entre les spires jouent l’effet de
résistances thermiques. Ce phénomène est dû à la rugosité locale, qui contraint le flux de chaleur à passer
entre les aspérités (cf. figure 2.5b). Du fait du très grand nombre d’interfaces et des résistances thermiques
dépendant des pressions de contact, ce problème est relativement difficile à simuler efficacement avec les
outils traditionnels (éléments finis thermiques ou différences finies par exemple). Par ailleurs, les change-
ments de phase se poursuivent pendant le refroidissement des bobines, particulièrement pour les nuances
récentes (par exemple les nuances à forte teneur en bore ou manganèse et silicium). Le problème est donc
couplé entre la thermique et la métallurgie, ce qui conduit à un terme source qui dépend de la température.

(a) Mesure par caméra infrarouge du refroidissement d’une
bobine sur la tranche.

isotherm

heat flux

(b) Transfert de chaleur à l’échelle de la rugo-
sité.

FIGURE 2.5 – Hypothèses du modèle thermique de bobine.

La stratégie de calcul consiste à modéliser la bobine comme un assemblage unidimensionnel multi-
couche (où chaque couche représente une spire), c’est-à-dire que non seulement le problème est axisy-
métrique, mais on néglige de plus les flux dans l’axe de la bobine. En effet, les transferts de chaleur dans
l’épaisseur des spires (∼ 1 mm) est bien plus aisé que dans l’axe (∼ 1 m). Cette hypothèse quoique naturelle
mérite d’être validée expérimentalement, ce qui est en cours de réalisation avec une campagne d’essais sur
des bobines industrielles. On résout donc analytiquement l’équation de la chaleur (2.9) avec un terme source
non-linéaire dû aux chaleurs latentes des différentes transitions de phase (austénite vers ferrite, perlite, bai-
nite ou martensite).

∂2T (i )

∂r 2 + 1

r

∂T (i )

∂r
− 1

D (i )

∂T (i )

∂t
=−

Np∑
p=1

∆Hp (T (i ))

λ(i )
Ẋ (i )

p (T (i )) (2.9)

Où (i ) représente la i -ième spire, on compte n+1 spires au total, T (i ) est la température dans la i -ième spire,
D (i ) la diffusivité thermique, λ(i ) la conductivité thermique, Np le nombre de phases, ∆Hp le saut d’enthalpie

du p-ième changement d’état (solide/solide), et Ẋ (i )
p le p-ième taux de proportion de phase.

L’introduction de résistances de contact dans le multicouche rend l’écriture des conditions de transfert
entre les couches plus difficile que les conditions de continuité habituelles (continuité du flux de chaleur et
des températures). Pour prendre en compte la discontinuité de température entre les spires, le plus simple
revient à introduire une très fine couche isolante entre chaque spire. L’épaisseur de la couche isolante est
calculée pour que le flux traversant l’interface soit identique au flux qui serait calculé grâce à la résistance
thermique, qui dépend de la pression de contact évaluée grâce au modèle d’enroulement précédent. Déter-
miner la résistance thermique de contact en fonction de la pression de contact et de la rugosité des surfaces
est un problème bien étudié par exemple [76] donne une revue de la littérature à ce sujet et présente un
modèle, que nous avons utilisé. Les conditions aux limites tiennent à des conditions de convection sur les
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surfaces externe et interne de la bobine et la continuité des flux et des températures entre spires, ainsi :
[0] : λ(0) ∂T (0)

∂r
(r (0), t ) = H (0) (T (0)(r (0), t )−Ti nt

)
[n] : λ(n) ∂T (n)

∂r
(r (n+1), t ) =−H (n+1) (T (n)(r (n+1), t )−Text

)
∀i ∈ {0, ...,n −1} ,

 [i ]T : T (i )(r (i+1), t ) = T (i+1)(r (i+1), t )

[i ]H : λ(i ) ∂T (i )

∂r
(r (i+1), t ) =λ(i+1) ∂T (i+1)

∂r
(r (i+1), t )

(2.10)

Où r (i ) sont les positions des interfaces, H (0), H (n+1) sont les coefficients de transfert thermique pour les
surfaces intérieure et extérieure avec l’air ambiant de température noté respectivement Ti nt et Text .

Je me suis appuyé sur le développement d’une solution analytique pour ce problème. Plusieurs solutions
existent pour des structures composites multicouches. Pour les problèmes unidimensionnels sans terme
source, en coordonnées cartésiennes, cylindrique ou sphériques, on peut citer [77, 78], ce qui a été étendu en
2D en coordonnées cartésiennes [79]. Des termes source constants ont été pris en compte pour des compo-
sites cylindriques en 2D [80, 81] et des composites sphériques [82]. Cependant, ces solutions ne permettent
pas de considérer des termes source qui dépendent du temps ou de la température. Par ailleurs, une solution
analytique élégante a été proposé pour des composites multicouches avec des termes source qui dépendent
du temps et de l’espace [83], mais cette solution n’est pas très adaptée pour des termes sources qui sont
interpolés à partir de données numériques comme c’est la cas pour notre problème, où le terme source est
obtenu en résolvant un problème de changement de phase grâce à des lois d’Avrami. J’ai donc développé
une solution analytique spécifique pour traiter le refroidissement des bobines.

Pour gérer la non-linéarité due au fait que le terme source dépende de la solution en température, la
résolution pratique se fait en deux temps. D’abord on résout l’équation de la chaleur pour le multicouche
en supposant le second membre (terme source) connu. On obtient une première évaluation du champ de
température dans la bobine sur toute la durée du calcul. Ensuite, ce champ de température est utilisé pour
calculer les transitions de phase. Pour ce modèle, j’ai simplement utilisé des lois d’Avrami et de Koinstinger
(pour la transformation martensitique) calibrées expérimentalement sur une nuance d’acier DP980. À partir
de ces évolutions de phase sur toute la durée de la simulation, il est aisé de recalculer le terme source de
l’équation de la chaleur, qui est interpolé par une fonction pour permettre la résolution analytique du pro-
blème. On recalcule le champ de température en prenant pour second membre la nouvelle évaluation du
terme source. Cette procédure est répétée jusqu’à convergence. En pratique quelques itérations suffisent.

La solution analytique s’appuie sur des développements en série de fonctions solutions de l’équation
(2.9). Et l’on est ramené à identifier les coefficients de la série en inversant des matrices. Le contraste du
problème, avec des spires très conductrices et relativement épaisses (de 1 à 10 mm) contre des couches très
isolantes et très fines, peut rendre l’inversion des matrices difficile (mauvais conditionnement). On peut ré-
gulariser le problème en augmentant la conductivité thermique dans les couches isolantes et en augmentant
leur épaisseur pour que le flux transmis reste le même.

Ces travaux permettent de calculer sur des durées assez importantes, c’est-à-dire des dizaines d’heures
pour le refroidissement d’une bobine dans des conditions réalistes, l’état de la microstructure (proportions
de phases) et des températures. On a accès au détail des champs dans chaque spire de la bobine (cf. figure 2.6
et figure 2.7), en considérant des hétérogénéités dans l’épaisseur de chaque spire.

Cette approche est très détaillée, dans la mesure où les champs sont calculés continument au cours du
temps dans l’épaisseur de chaque spire, et à la fois très simplifiée du fait de l’hypothèse d’axisymétrie qui a
permis de réduire la dimension du problème à traiter. On voit une fois encore avec cet exemple, comment
une analyse spécifique du problème permet de construire une approche rapide, qui rend compte de l’essen-
tiel des phénomènes à prendre en compte, dans un contexte où les méthodes généralistes sont mal adaptées.
Cette solution de refroidissement des bobines contribue ainsi à la compréhension de la formation des mi-
crostructures de nuances récentes, et à l’optimisation du procédé pour permettre d’exploiter au mieux ces
innovations métallurgiques, aujourd’hui limitées par les difficultés de mise en forme.

2.3.3 Contraintes résiduelles

Cette section est liée à [52, 53].

Les contraintes résiduelles dans les bobines ont peu été étudiées. Seules quelques tentatives assez frustres
ont été publiées [84, 85] dans la mesure où l’effet des contacts n’est pas pris en compte. Le calcul des
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FIGURE 2.6 – Champ de température dans la bobine (axisymétrique) au cours du temps.

FIGURE 2.7 – Champ de phase (perlite) dans la bobine (axisymétrique) au cours du temps.

contraintes résiduelles pendant le refroidissement se fait en s’appuyant sur la solution thermique précé-
dente. Il s’agit d’un calcul mécanique où des déformations libres dues à l’expansion thermique, à la variation
de volume des transitions de phase et à la plasticité de transformation sont prises en compte. Un calcul in-
crémental est nécessaire du fait de la non-linéarité. En effet, les déformations libres à imposer dépendent de
l’état de contrainte lui-même solution. Ainsi à chaque incrément de temps, les incréments de température et
de proportion de phase provenant de la solution précédente (refroidissement de bobine par conduction ther-
mique avec sources) sont utilisés pour calculer l’incrément de déformation libre à imposer. Comme pour les
modèles précédents, chaque spire est traitée individuellement grâce à une solution analytique (cf. figure 2.8).

Cette solution s’appuie sur l’équation de Navier (2.11), qui fait apparaître l’incrément total de déforma-
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FIGURE 2.8 – Calcul des contraintes résiduelles dans chaque spire.

tion libre à imposer comme un second membre.

µ(i )∆ u(i ) + (λ(i ) +µ(i ))∇div u(i ) = div
[
λ(i )tr

[
ε∗,(i )

]
1+2µε∗,(i )

]
(2.11)

Où λ(i ),µ(i ) sont les coefficients de Lamé dans la i -ième spire, u(i ) est le déplacement, et ε∗,(i ) est l’incrément

de déformation libre, comprenant les déformations associées à la plasticité de transformation et les défor-
mations volumiques associées aux variations de température et aux transitions de phase. On considère les
conditions aux limites suivantes (cf. figure 2.8) :

∀ 1 ≤ i ≤ N ,



σ(i )(r (i )
sup , z).n(r (i )

sup , z) = T (i )
sup (z)

σ(i )(r (i )
i n f , z).n(r (i )

i n f , z) = T (i )
i n f (z)

σ(i )(r,±L).n(r,±L) = 0

T (i+1)
i n f (z) =−T (i )

sup (z)

T (N )
sup (z) = T (1)

i n f (z) = 0

(2.12)

Où r (i )
i n f ,r (i )

sup sont les rayons interne et externe de la i -ième spire, les vecteurs contrainte T (i )
sup ,T (i )

i n f sont

arbitraires, en vérifiant cependant la continuité aux interfaces, et seront identifiés ultérieurement grâce à
un problème d’optimisation sur les contraintes de contact. Par ailleurs, les spires interne et externe sont
libres de contrainte. En pratique, j’ai résolu ce problème sous hypothèse axisymétrique du fait que j’avais
déjà fait cette hypothèse pour le refroidissement de bobine, grâce à des mesures par caméra infrarouge (cf.
figure 2.5a). On est donc ramené à résoudre le problème de Navier suivant :

(λ(i ) +2µ(i ))

(
∂2u(i )

r

∂r 2 + 1

r

∂u(i )
r

∂r
− u(i )

r

r 2

)
+µ(i ) ∂

2u(i )
r

∂z2 + (λ(i ) +µ(i ))
∂2u(i )

z

∂r∂z
= f ∗,(i )

r (r, z)

(λ(i ) +2µ(i ))
∂2u(i )

z

∂z2 +µ(i )

(
∂2u(i )

z

∂r 2 + 1

r

∂u(i )
z

∂r

)
+ (λ(i ) +µ(i ))

(
∂2u(i )

r

∂r∂z
+ 1

r

∂u(i )
r

∂z

)
= f ∗,(i )

z (r, z)

(2.13)

Où l’on a posé :
f ∗,(i )

r (r, z) = (λ(i ) +2µ(i ))
∂ε∗,(i )

r r

∂r
+λ(i )

(
∂ε∗,(i )

θθ

∂r
+ ∂ε∗,(i )

zz
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r r
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r z
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)

f ∗,(i )
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∂ε∗,(i )
zz

∂z
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r r

∂z
+
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∂z

)
+2µ(i )

(
∂ε∗,(i )

r z

∂r
+ ε∗,(i )

r z

r

) (2.14)

Techniquement la solution analytique s’appuie sur des développements en séries de Bessel-Fourier modi-
fiées (fonctions orthogonales entre elles selon un produit scalaire spécifique). J’ai introduit ces familles de
fonctions car elles permettent de développer analytiquement l’incrément de déformation libre et de trouver
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une solution particulière du système couplé (2.13) et d’identifier facilement les coefficients du développe-
ment par des calculs matriciels. Ainsi les calculs sont très opérants du point de vue calculatoire. Les pres-
sions de contact sont évaluées à chaque incrément de temps par optimisation numérique, de la même ma-
nière que dans le modèle d’enroulement de bobine (cf. (2.7)). On obtient, en sortie du calcul, l’évolution de
la pression de contact, et l’évolution des déformations irréversibles, responsables des contraintes résiduelles,
qui sont calculées de manière hétérogène dans l’épaisseur de chaque spire. On peut en déduire un état de
courbure résiduelle de la tôle une fois déroulée et mesurer ainsi l’effet des différents procédés sur les défauts
de planéité en fin de ligne (cf. figure 2.9).

Ces travaux ouvrent des perspectives intéressantes, car ils permettent de boucler un cycle de modélisa-
tion du procédé de laminage, puis le refroidissement sur la table de sortie avec les changements de phase,
puis le bobinage dans son ensemble, impliquant lui aussi des changements de phase. Ce cycle de modéli-
sation a été chainé dans un seul modèle global, pour permettre non seulement d’identifier et comprendre
des mécanismes conduisant aux contraintes résiduelles et aux défauts de planéité qui y sont associés, mais
encore de faire des études paramétriques et des optimisations numériques dans la mesure où la chaine de
calcul est relativement économe (une heure au total pour des bobines d’une centaine de spires). Ces codes
pourraient être transposés dans un langage plus adapté et rapide, car ils sont écrits actuellement en Scilab.
Cela permettrait d’envisager un transfert vers l’industrie plus efficace. En effet, dans le cadre du contrat de
recherche que je dirigeais (2014-2017) avec ArcelorMittal, ces codes ont été transférés à l’industrie et sont
déjà utilisés pour comprendre et optimiser les procédés, mais un déploiement plus large nécessiterait ce-
pendant une réécriture en C++ par exemple.

(a) Direction de laminage. (b) Direction transverse.

FIGURE 2.9 – Courbure résiduelle de la tôle déroulée prenant en compte les effets du refroidissement aux positions cor-
respondant à différentes spires.

2.3.4 Effondrement de bobine

Cette section est liée à [54].

Enfin, un problème important pour certaines nuances, est l’affaissement (ou l’effondrement) des bobines
(cf. figure 2.10). J’ai travaillé sur ce sujet en collaboration avec Maxime Gantier dont j’encadrais le stage de
master 2. Ce problème est encore très peu ou pas étudié, et j’ai tenté d’apporter une analyse des principaux
mécanismes de déformation en jeu pour comprendre les conditions, qui conduisent à ces affaissements.
Outre la gravité, ce phénomène semble être lié aux transitions de phase du fait que les nuances, qui sont su-
jettes aux affaissements, ont la particularité de poursuivre significativement leurs transformations de phase
pendant le bobinage. J’ai donc cherché à développer un modèle d’effondrement de bobine qui prenne en
compte les déformations libres subies pendant les transitions de phase (thermique, variation de volume et
plasticité de transformation).
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(a) Effondrement complet. (b) Effondrement partiel.

FIGURE 2.10 – Photographies de l’effondrement de bobines.

Il est très clair qu’un modèle axisymétrique comme celui décrit précédemment ne peut capturer le phé-
nomène, qui semble au minimum orienté par la gravité. Il faut donc repenser les solutions précédentes pour
inclure cette dimension. Cependant, les développements détaillés, où chaque spire est traitée indépendam-
ment et connectée aux autres par un système de pressions de contact obtenues par optimisation numérique,
est difficile à étendre à une situation non axisymétrique. Si les solutions analytiques sont transposables rela-
tivement facilement, la gestion des contacts est plus problématique. En effet, dans la situation axisymétrique,
il est raisonnable de traiter les contacts comme un jeu de pression entre les spires. Cependant, l’effondre-
ment de bobine implique des glissements tangentiels aux interfaces. Il s’agit même du principal moteur de
l’effondrement. Ainsi, il aurait fallu inclure des lois de contact reliant la pression de contact à la friction
tangentielle (loi de Coulomb par exemple) avec localement des pertes de contact, ce qui aurait compliqué
grandement la détermination à la fois des pressions de contact et des glissements associés, et aurait proba-
blement conduit à des coûts de calcul assez élevés.

C’est pourquoi j’ai tenté une approche homogénéisée bidimensionnelle (plan r,θ en polaire), où la bo-
bine est remplacée par un milieu continu “équivalent” (cf. figure 2.11). Ce choix simplifie grandement le
problème, mais interdit de poser certaines questions au modèle. Par exemple, la perte locale de contact
comme on peut l’observer figure 2.10 se traduit par une contrainte radiale en traction et on perd ainsi le dé-
tail. Les flambements locaux ou le déspirage interne ne sont pas accessibles non plus dans cette approche.
En revanche, le phénomène majeur de glissement des spires conduisant à l’effondrement des bobines est
capturé.

rinf

rsup
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λ+2μ
α2

γ p

C   =11 λ+2μ

rinf
rsup

(j)

(j)

ε *

ε*,(j)
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Sliding

θ0

FIGURE 2.11 – Modèle complet et modèle homogénéisé orthotrope.
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Pour modéliser les glissements entre les spires, on considère que le milieu équivalent est soumis à un
champ de déformation irréversible en cisaillement noté εp , qui simule les glissements entre spires. On note :

εp = γp

2

(
er ⊗eθ+eθ⊗er

)
(2.15)

De plus, la raideur radiale globale de ce milieu équivalent est plus faible que la raideur tangentielle. C’est un
fait connu et bien compris, la raideur de chaque contact affaiblit la raideur d’un empilement par rapport à
la raideur du matériau constitutif. Le comportement se lit donc en notation de Voigt : σr r

σθθ

σrθ

=
 C11 C12 0

C12 C22 0
0 0 C66

 .

 εe
r r

εe
θθ

2εe
rθ

 (2.16)

Où l’on a posé :

C11 = λ+2µ

α2 C22 =λ+2µ C12 =λ C66 =µ (2.17)

On traite donc le cas d’un cylindre équivalent orthotrope, chargé par un champ de déformation irréver-
sible en cisaillement, qui simule les glissements entre les spires, et chargé par la gravité et les déformations
libres liées aux transitions de phase et à la thermique :

div
[
σ

]
= ρg e y (équilibre)

σ=C .εe (comportement orthotrope)

ε= 1

2

(
∇[

u
]+∇[

u
]T

)
(compatibilité)

εe = ε−ε∗−εp (tenseur élastique)

(2.18)

Où ρ est la masse volumique et g l’accélération du champ de gravité. Les conditions aux limites sont consti-
tuées des réactions ponctuelles aux appuis, soit : σ(rsup ,θ).n = T =−

π
(
r 2

sup − r 2
i n f

)
ρg

2sin(θ0)rsup

(
δθ0 (θ)+δπ−θ0 (θ)

)
er

σ(ri n f ,θ).n = 0

(2.19)

Où θ0 est l’angle qui définit la positions des appuis, ri n f ,rsup sont les rayons interne et externe du milieu
équivalent, et δθ0 représente une distribution de Dirac centrée en θ0.

En pratique on se place en coordonnées polaires et on résout l’équation de Navier (c’est-à-dire l’équation
d’équilibre écrite sur les déplacements) pour faire apparaître au second membre, les déformations libres
imposées et les déformations de cisaillement (représentant le glissement entre les spires) notées γp et encore
inconnues à ce stade. On est ramené à résoudre pour tout γp , le système couplé suivant :
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(2.20)
Où l’on a posé :
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Là encore, la méthode de résolution est hybride entre des solutions analytiques et une optimisation énergé-
tique. Le problème est non-linéaire dans la mesure où le champ de déformation irréversible de cisaillement
γp , au second membre de l’équation de Navier, dépend lui-même de la solution en déplacement (on peut
voir ce champ comme une déformation plastique de cisaillement). Les solutions analytiques reposent en
général sur des développements en série nécessitant la linéarité des équations. La méthode utilisée revient
donc à résoudre le problème analytiquement pour un champ de déformation de glissement imposé γp arbi-
traire. Ainsi, l’équation de Navier devient linéaire. Pour n’importe quel champ de glissement, on est capable
de calculer les déplacements et contraintes solutions du problème mécanique associé (avec les déformations
libres et la gravité). Le champ de glissement solution est ensuite déterminé par minimisation d’une énergie
totale. En effet, les glissements permettent de relaxer les contraintes mécaniques et donc de diminuer l’éner-
gie élastique stockée, cependant cela ne se fait pas sans un coût en terme de dissipation, car les glissements
dissipent de l’énergie en fonction de la pression de contact et d’un coefficient de frottement. Il s’agit donc de
minimiser une fonctionnelle d’énergie totale, qui prend pour argument le champ de glissement, composée
de l’énergie élastique stockée moins le travail des forces extérieures plus l’énergie dissipée dans le glissement
entre les spires. En pratique, on décompose le champ de glissement γp sur la base de fonctions utilisée dans
la résolution analytique. On décrit donc ce champ par un certain nombre de coefficients notés P∗ ∈P où P

est l’ensemble des coefficients possibles. L’énergie élastique stockée E
[
P∗]

, le travail des efforts extérieurs
W

[
P∗]

et l’énergie dissipée dans le glissement D
[
P∗]

, se lisent :

E
[
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2

∫
Ω

σ
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: ε
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dΩ

W
[
P∗]= ∫

∂Ω

T .u
[
P∗]

dS −
∫
Ω

ρg e y .u
[
P∗]

dΩ

D
[
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∣∣γp [
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(2.23)

Où µC est un coefficient de friction, qui dépend de la rugosité et des conditions de lubrification, et PC est la
pression de contact. On détermine donc le glissement solution γp entièrement décrit par les coefficients P ,
en résolvant le problème de minimisation suivant :

P = argmin
P∗∈P

(
E

[
P∗]−W

[
P∗]+D

[
P∗])

(2.24)

Comme les contributions sont analytiques, on peut calculer le gradient de la fonctionnelle analytique-
ment sans avoir besoin de formuler un état adjoint. En pratique, cette minimisation se fait assez rapide-
ment grâce à un algorithme quasi-Newtonnien. Le modèle proposé donne des résultats (cf. figure 2.12) très
proches des effondrements observés (cf. figure 2.10) et semble donc capter l’essentiel pour comprendre ce
phénomène, même si les détails de certains déspirages ne sont pas accessibles avec cette approche homo-
généisée. Une analyse sur plusieurs conditions d’essais montre que les transitions de phase ne sont pas di-
rectement responsables des glissements observés conduisant à l’effondrement des bobines, comme on le
pensait initialement. Il semble que le mécanisme majeur soit une diminution des pressions de contact au
cours du refroidissement conduisant à un faible coût dissipatif. Cela crée une condition très favorable au
glissement entre les spires dans la mesure où le prix énergétique à payer pour glisser est faible devant la re-
laxation élastique que constitue le glissement. Le rôle des transitions de phase dans ce mécanisme est donc
d’être responsables d’une diminution des pressions de contact favorisant l’effondrement des bobines.

L’hybridation entre des solutions analytiques et des méthodes énergétiques est prometteuse, non seule-
ment car la fonctionnelle à minimiser provient d’une solution analytique peu coûteuse, mais aussi parce
que les gradients peuvent être calculés efficacement et précisément, ce qui facilite la convergence des algo-
rithmes d’optimisation. Par ailleurs, il est intéressant de noter que la non-linéarité des équations tient à ce
qu’un terme dans l’équation au second membre (glissements entre les spires) dépend de la solution. J’ai pu
montrer à travers cet exemple, qu’il peut être intéressant de reporter la non-linéarité dans une boucle d’op-
timisation après avoir résolu les équations de manière parfaitement linéaire en supposant que ce terme est
arbitraire. La valeur solution de ce terme au second membre étant déterminée par minimisation énergétique,
l’ensemble de la non-linéarité est reportée dans ce problème de minimisation.

Sur le plan applicatif, ce travail a un fort potentiel dans la mesure où des nuances récentes ont tendance
à produire des effondrements de bobine, ce qui les rend inexploitables et extrêmement difficile à manipuler
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FIGURE 2.12 – Contraintes et déformation de glissement dans une bobine effondrée.

car on ne peut plus insérer de mandrin au centre. Le développement métallurgique de ces nuances nou-
velles, comme certains aciers à très haute limite d’élasticité, est fortement limité par ces difficultés de mise
en forme, ce qui prive les ingénieurs de matériaux intéressants pour l’allègement des structures par exemple.
Le modèle que j’ai proposé permet de simuler rapidement les conditions dans lesquelles il faut bobiner ces
alliages pour éviter l’effondrement des bobines, ce qui contribue à l’essor de ces nuances intéressantes.

2.4 Fabrication additive

En 2018 le LMS a eu l’opportunité de s’équiper d’une machine Beam™ de fabrication additive métal-
lique. Parmi les différentes technologies, nous avons opté pour un procédé de dépôt de matière sous éner-
gie concentrée (directed energy deposition (DED)). Les enjeux autour de ce type de procédés sont considé-
rables. En effet, ces procédés ont un fort potentiel applicatif et malgré un très fort intérêt des chercheurs
pour améliorer et mieux maîtriser ces procédés, il reste des difficultés pour contrôler la microstructure et
les contraintes résiduelles. Je me suis donc attaché à simuler le procédé DED et ces travaux s’adaptent aussi
pour d’autres technologies telles que les procédés par soudure par arc électrique (wire arc additive manufac-
turing (WAAM)). Par ailleurs, des mesures in-situ de cinétique thermique par pyrométrie laser (réalisées par
Sylvain Durbecq, qui était ingénieur au LMS) ont permis de valider les approches développées. Plus récem-
ment, nous disposons également de mesures in-situ de champ de température et de déplacement réalisés
par Pierre Margerit dans le cadre de son post-doctorat que j’ai co-encadré avec Andrei Constantinescu (LMS,
École Polytechnique).

2.4.1 Thermique du procédé DED

Cette section est liée à [55–57].

Concernant la simulation des procédés de fabrication additive, l’approche la plus courante est de construire
des simulations très locales et détaillées à l’échelle mésoscopique [86–97] (incluant la dispersion de la poudre
la fusion de cette dernière, les aspects hydrodynamiques dans le bain de fusion, la cristallisation du liquide
et l’évolution de la microstructure). Ces approches fournissent une information très riche permettant entre
autre de quantifier précisément les gradients thermiques dans le bain de fusion, la solidification et l’évolu-
tion de la microstructure, ainsi que les contraintes résiduelles. La principale limitation de ces approches est
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leur coût calculatoire très important. En effet, ce dernier est si élevé qu’il n’est souvent possible de simu-
ler qu’un unique cordon sur quelques centimètres. Ce poids calculatoire proscrit les études paramétriques,
permettant de lier les paramètres du procédé et les microstructures finales, ainsi que les contraintes rési-
duelles sur l’ensemble de la pièce fabriquée. Pourtant, un nombre significatif d’études s’appliquent à lier les
paramètres du procédé et les contraintes résiduelles [98–103], mais sans explorer significativement l’espace
possible des paramètres machine. J’ai donc développé des approches simplifiées rapides, qui permettent de
tenir compte de l’effet de la plupart des paramètres du procédé avec des coûts calculatoires qui autorisent
les études paramétriques ou les optimisations numériques. Il est clair dans ce type de procédé que les as-
pects thermiques conditionnent tous les autres phénomènes qu’ils soient microstructuraux ou mécaniques.
Je me suis donc attelé en premier lieu au développement d’un modèle de thermique rapide pour le procédé
DED.

J’ai ainsi développé un modèle de thermique couplé avec des transitions de phases, qui agissent comme
un terme source dans l’équation de la chaleur. On considère en premier lieu la solidification (liquide/solide)
mais également des transitions de phase solide/solide si l’on a un acier multiphasique (austénite, ferrite,
perlite, bainite et martensite). Le modèle repose sur une approche assez similaire au problème de refroi-
dissement de bobine (cf. section 2.3) avec des solutions analytiques de l’équation de la chaleur et des lois
d’Avrami pour les transitions de phase. La non-linéarité est traitée comme précédemment, avec un algo-
rithme qui alterne entre la résolution de l’équation de la chaleur avec un terme source connu, puis le calcul
des transitions de phase grâce aux températures obtenues, puis en interpolant les champs de phase obtenus
pour les réinjecter dans le second membre de l’équation de la chaleur pour réévaluer la température. En
pratique quelques itérations de cet algorithme alterné suffisent.

Ce modèle de thermique et de changement de phase est adapté aux structures à parois minces de type
mono-cordon. On peut l’adapter pour des structures multi-cordons mais cela nécessite des développements
supplémentaires. Pour ces structures particulières, le modèle que j’ai proposé repose principalement sur
l’hypothèse que les flux de chaleurs sont majoritairement orientés dans la direction verticale et que l’on peut
négliger les flux horizontaux. Cette hypothèse est peu crédible dans la zone du bain de fusion, mais s’avère
pertinente pour le reste de la structure (cf. figure 2.13). On obtient donc un modèle bidimensionnel (dans le
plan composé de la direction verticale et de la direction de l’épaisseur du cordon). Bien sûr cette hypothèse
crée un biais dans l’estimation des gradients thermiques notamment dans la zone du bain de fusion, mais
la comparaison avec des mesures montre qu’on saisit l’essentiel du phénomène. Par ailleurs, on peut tout
de même évaluer des gradients de température avec une composante horizontale a posteriori du calcul sur
l’ensemble de la pièce en cours de fabrication.

FIGURE 2.13 – Vue infrarouge des températures en degrés Celsius pour justifier la pertinence de négliger les flux horizon-
taux (désignés qualitativement par des flèches).

On considère une géométrie constituée d’une courbe χ dans le plan, qui est ensuite extrudée dans la
direction verticale (cf. figure 2.14a). Le modèle prend en compte la chaleur apportée par le laser, la chaleur
extraite par le gaz qui transporte la poudre métallique, et bien sûr le flux de chaleur vers le substrat et la
platine sur laquelle ce dernier est fixé (cf. figure 2.14a). L’hypothèse consistant à négliger les flux de chaleur
dans l’axe horizontal nous permet de discrétiser la courbe χ en différents points de calcul indépendants les
uns des autres. Pour chaque point de calcul on est ramené à résoudre un problème de multicouches dans un
repère en coordonnées cylindriques (r, z) pour tenir compte du rayon de courbure local au niveau du point
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de calcul considéré (cf. figure 2.14b).
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hsub

hz

hr

Laser
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Gas flow
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(a) Schéma du procédé et géométries accessibles.

χ
Computation point

Multilayer
composite

(b) Hypothèses de calcul.

FIGURE 2.14 – Vues schématiques des hypothèses de calcul permettant de réduire la dimension du problème.

Pour chaque point de calcul, la stratégie adoptée consiste à ajouter du métal liquide sur le reste du mul-
ticouche bidimensionnel déjà formé (ou sur le substrat pour la première couche). Ainsi, on ne traite pas le
problème de la fusion de la poudre. On considère qu’une partie de l’énergie apportée par le laser sert à faire
fondre la poudre et que le reste de l’énergie (dont la proportion est notée ηbeam) est apportée à la structure.
Du fait du caractère additif du procédé de fabrication, pour chaque point de calcul on doit résoudre une suc-
cession de problèmes multicouches (cf. figure 2.15). L’épaisseur et la hauteur des cordons, donc des couches
dans le problème de multicouche, sont notées respectivement hr et hz . On dépose, sur le multicouche déjà
formé, du métal liquide à une température fixée notée Tdep, qui excède la température de fusion du métal,
et qu’il convient de caler grâce à des expérimentations. Jusqu’au prochain ajout de matière, cette structure
multicouche est ensuite refroidie par conduction vers le substrat et par convection avec l’air ambiant et le
gaz qui projette la poudre, ainsi que par rayonnement (quoiqu’il ne s’agisse pas d’une contribution très si-
gnificative dans ce cas). On note tn l’instant de dépose de la n-ième couche (cf. figure 2.15). Pour connecter
ces différents calculs entre eux, la condition finale d’un calcul à n−1 couches, devient la condition initiale du
calcul suivant à n couches, avec ajout d’une couche ayant pour température initiale Tdep. Dans ce cadre de
modélisation il est clair que la complexité de la géométrie et de la stratégie du trajet du laser est entièrement
contenue dans les temps successifs entre les ajouts de matière, et dans les rayons de courbure au niveau de
chaque point de calcul.

t
t1 t2 tnt2 tn+1t3

{Initial condition{Initial condition{Initial condition

{ 1st sub-computation { 2nd sub-computation { n-th sub-computation{Final condition {Final condition {Final condition

z

Rinf Rsup

Z(0)

Z(i)

Z(n)

FIGURE 2.15 – Principe de la succession des calculs de multicouches.

On est ramené à résoudre l’équation de la chaleur avec différents termes sources dont certains dépendent
de la température, ce qui rend le problème non-linéaire, ainsi pour t ∈ [tn , tn+1] on résout un problème à n
couches :

∂2T (i )

∂r 2 + 1

r

∂T (i )

∂r
+ ∂2T (i )

∂z2 − 1

D (i )

∂T (i )

∂t
=−Q(i )(t )

λ(i )
(2.25)
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Où l’exposant (i ) indique la i -ème couche (avec 1 ≤ i ≤ n), T (i ) est la température, D (i ) la diffusivité ther-
mique, λ(i ) la conductivité thermique, et où :

Q(i )(t ) =
Nϕ∑
ϕ=1

∆Hϕ Ẋ (i )
ϕ

− 2σϵ

hr

([
T (i )

]4 −T 4
ext

)
+Q(i )

beam(t )−Q(i )
gas(t ) (2.26)

Où Ẋ (i )
ϕ

sont les taux de proportion de phase, ∆Hϕ le saut d’enthalpie de changement de phase, σ la constante

de Boltzmann, ϵ l’émissivité intervenant dans le terme radiatif, et Q(i )
beam est la chaleur par unité de volume

apportée par le laser. En utilisant un modèle de laser Gaussien on obtient :

Q(i )
beam(t ) =


2ηbeamPbeam

πhz R2
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(
−2V 2

beam
(t − tn)2

R2
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)
i = n −1

0 sinon

(2.27)

Où Pbeam est la puissance du laser, Vbeam est la vitesse du laser et Rbeam est le rayon du spot. Par ailleurs, la
chaleur extraite par le flux de gaz transportant la poudre est notée Q(i )

gas(t ) et correspond à une condition de
convection. On utilise une fonction Gaussienne similaire à (2.27) pour le coefficient de transfert thermique
entre le gaz et le métal, d’où :

Q(i )
gas(t ) = 2

Hgas

hr
(T (i ) −Text)exp

(
−2V 2

beam
(t − tn)2

R2
gas

)
(2.28)

Où Hgas est le maximum du coefficient de transfert thermique, et Rgas caractérise l’aire affectée par le flux
de gaz.

Les conditions aux limites sont des conditions de convection sur les faces interne r = Rinf et externe
r = Rsup du multicouche et sur la face supérieure z = Z (n) et entre le multicouche et le substrat z = Z (0). On
ajoute une condition de continuité des températures et des flux entre les couches. Ainsi les conditions aux
limites, pour chaque point de calcul (même position sur la courbe χ), se lisent :

(a) :


λ̂
∂T (i )

∂r
= H (T (i ) −Text) r = Rinf (1 ≤ i ≤ n)

λ̂
∂T (i )

∂r
=−H (T (i ) −Text) r = Rsup (1 ≤ i ≤ n)

(b) :


λ(1) ∂T (1)

∂z
= Hpla (T (1) −Tpla,n) z = Z (0)

λ(n) ∂T (n)

∂z
=−H (T (n) −Text) z = Z (n)

(c) :

 T (i ) = T (i+1) z = Z (i ) (1 ≤ i ≤ n −1)

λ(i ) ∂T (i )

∂z
=λ(i+1) ∂T (i+1)

∂z
z = Z (i ) (1 ≤ i ≤ n −1)

(2.29)

Où H est le coefficient de transfert thermique entre le multicouche et l’extérieur, dont la température est Text.
Pour faciliter la solution analytique on a remplacé, dans la condition de convection radiale (a), la conduc-
tivité thermique de chaque couche λ(i ) par une valeur moyenne notée λ̂. Par ailleurs Hpla est le coefficient
de transfert thermique entre le multicouche et le substrat, dont la température est constante pour chaque
problème à n couches et notée Tpla,n . Bien sûr cette température est mise à jour pour le problème suivant
à n +1 couches. En effet, un aspect important, pour que le modèle prédise correctement la cinétique ther-
mique globale, est la montée en température du substrat et de la platine sur laquelle ce dernier est fixé. Pour
cela, un modèle unidimensionnel très simple avec une résistance thermique entre chaque élément est intro-
duit et intégré à la résolution globale. Cela permet de simuler des essais longs sans observer de dérive des
températures calculées par rapport aux températures mesurées.

La solution analytique de ces problèmes successifs repose sur des développements en séries de Fourier-
Bessel et l’inversion de matrices, qui permettent de déterminer les coefficients des séries, pour assurer les
conditions aux limites, et de continuité de la température et du flux entre les différentes couches. La condi-
tion initiale fait intervenir des produits scalaires spécifiques pour lesquels les fonctions utilisées sont ortho-
gonales. Par ailleurs, cette solution analytique s’appuie sur des caractéristiques thermiques constantes pour
chaque couche pendant l’intervalle de temps qui sépare deux ajouts successifs de matière au même point
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de calcul. Ces caractéristiques sont bien sûr mises à jour en fonction de la température à chaque ajout de
matière.

Cette approche très simplifiée, notamment en réduisant la dimension du problème tridimensionnel à
une succession de problèmes bidimensionnels, permet d’atteindre des temps de calcul relativement courts,
de quelques minutes pour un point de calcul avec 200 couches environ. De plus, on peut prendre en compte
facilement les temps de pause entre les couches, les différentes stratégies de trajet pour la source d’éner-
gie (laser pour le DED ou arc électrique dans le cas du procédé WAAM), la chaleur extraite par le gaz qui
transporte la poudre métallique, la puissance du laser, l’épaisseur du substrat etc. On peut également ima-
giner des systèmes de contrôle de la température du substrat pour mieux piloter les cycles thermiques dans
la pièce et aboutir à une microstructure visée, notamment en évitant des refroidissements trop brutaux qui
conduisent pour les aciers multiphasiques à ne produire que de la martensite. Cet outil permet donc des
études paramétriques en vue d’une optimisation du procédé pour obtenir des cycles thermiques et des mix-
tures de phase ciblées.

Pour valider expérimentalement ce modèle de cinétique thermique pour le procédé DED, nous avons
réalisé avec Sylvain Durbecq (ingénieur au LMS) des cylindres de différents diamètres en acier 316L. Cet al-
liage est majoritairement austénitique et nous n’avons donc pas pu tester la partie multiphasique du modèle,
qui ne tient principalement qu’à caler des lois d’Avrami sur des courbes de dilatométrie pour la nuance sou-
haitée. La température en un point du cylindre est mesurée par pyrométrie laser monochromatique. Deux
pyromètres différents ont été utilisés et l’émissivité de la surface a été calibrée indépendamment sur une
pièce fabriquée dans les mêmes conditions et chauffées à différentes températures connues. La comparaison
des cycles thermiques mesurés et simulés est présentée pour une condition expérimentale à la figure 2.16
pour le premier pyromètre et à la figure 2.17 pour le second pyromètre. La dynamique du second pyromètre
étant meilleure, on peut observer à chaque passage de la buse le refroidissement associé au gaz qui trans-
porte la poudre métallique. Pour toutes les conditions expérimentales testées, la cinétique cyclique aussi
bien que la tendance globale (échauffement du substrat) sont plutôt bien captées par le modèle, ce qui per-
met d’en faire un outil satisfaisant pour des projets de recherche plus avancées sur la microstructure des
pièces ou les contraintes résiduelles générées pendant la fabrication. Les sorties du modèle ne sont pas
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FIGURE 2.16 – Comparaison du modèle avec des mesures par pyrométrie (pyromètre 1).

limitées à l’histoire de la température en un point de la structure. Par exemple, la carte de température à
différents instants pendant la fabrication est donnée pour une condition particulière à la figure 2.18 pour
une géométrie cylindrique simple et à la figure 2.19 pour une géométrie plus complexe correspondant à une
cellule élémentaire d’une structure avec un coefficient de Poisson négatif.

Par ailleurs, même si l’échelle du calcul permet de reconstruire les cartes de température dans toute la
pièce, il est également possible d’extraire du calcul les cartes de température et des gradients à l’échelle du
bain de fusion (cf. figure 2.20). La zone de solidification se situe entre les isothermes Tsol et Tliq où l’étude
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FIGURE 2.17 – Comparaison du modèle avec des mesures par pyrométrie (pyromètre 2).
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FIGURE 2.18 – Champ de température en fonction du temps pour une géométrie simple.

des gradients thermiques permet de prédire la structure cristalline.
Un aspect intéressant, qui n’a cependant pas fait l’objet d’une validation expérimentale, est la prédiction

des mixtures de phase. Pour un acier multiphasique, les cinétiques de refroidissement sont telles que l’on
produit exclusivement de la martensite (transitions de phase rapide qui apparaît lors des trempes car le
carbone n’a pas le temps de diffuser). Cependant si l’on contrôle la température du substrat par un système
de chauffage on peut stabiliser la structure suffisamment longtemps dans une gamme de température, qui
permette la création d’une phase nécessitant que le carbone ait le temps de diffuser (par exemple la ferrite,
la perlite ou la bainite). En contrôlant finement la température du substrat au cours du temps on peut viser
une mixture de phases précise comme on le montre à la figure 2.21.

Ces travaux ouvrent des perspectives intéressantes pour un procédé nouveau comme la fabrication ad-
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FIGURE 2.20 – Champ de température et gradients autour de la zone de fusion.

ditive DED, ayant un potentiel d’impact majeur sur la société. En effet, la simulation rapide de tels procédés
est un enjeu significatif pour ces procédés, pour lesquels on subit plus qu’on ne contrôle tant les microstruc-
tures que la formation des contraintes résiduelles. Ces travaux ont donc pour principal intérêt de permettre
des investigations sur le contrôle par optimisation des microstructures et des contraintes résiduelles qui se
forment au cours du procédé. C’est d’ailleurs l’un des axes de recherche sur lequel je suis investi pour les an-
nées à venir. Sur le plan académique, ces travaux montrent ainsi que la tendance actuelle, consistant à pro-
poser systématiquement des simulations extrêmement détaillées, nécessitant des puissances de calculs très
importantes, n’est pas l’unique voie pour investiguer les phénomènes. Des approches d’avantage centrées
sur la calculabilité à grande échelle, et non sur la représentativité quantitative aux fines échelles, permettent
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FIGURE 2.21 – Exemple d’évolution des champs de phase.

également de faire évoluer positivement les connaissances sur ces sujets.

2.4.2 Effet du procédé sur les caractéristiques à rupture

Cette section est liée à [58].

Un autre aspect important pour les procédés de fabrication additive est la caractérisation expérimentale
des matériaux obtenus en fonction des paramètres du procédé. Je me suis associé à Pierre Margerit dans
le cadre de son post-doctorat que j’ai co-encadré avec Andrei Constantinescu (LMS, École Polytechnique)
et Krishnaswamy Ravi-Chandar (University of Texas at Austin). Le procédé DED, comme beaucoup d’autres
technologies du même type, conduit à des pièces dont l’état de surface est marqué par des ondulations qui
suivent l’accumulation des couches. Nous avons tenté de caractériser les propriétés à rupture de ce type de
matériaux sans polissage des surfaces, dans différents sens de sollicitation et de comprendre les mécanismes
locaux qui conduisent à la rupture.

Par exemple, des études ont montré que des aciers, comme le 316L par exemple, obtenus par fabrication
additive sur lit de poudre (selective laser melting (SLM)) avaient une limite d’élasticité et une résistance ul-
time à la traction plus élevée que la même nuance obtenue par d’autres procédés, tandis que l’élongation
à rupture et la ténacité étaient plus faibles [104]. Par ailleurs, les effets d’orientation de la sollicitation par
rapport au sens des couches sur les propriétés en fatigue ont été étudiés [105]. On attribue très souvent à la
microstructure très anisotrope, classiquement obtenue avec les procédés de fabrication additive, l’anisotro-
pie apparente des éprouvettes [106]. Cependant, ces études s’appuient sur des échantillons polis, ce qui a
pour effet de masquer les effets de variation d’épaisseur due à l’empilement des couches et l’effet important
des particules non fondues qui agissent comme des défauts dispersés au sein de la surface de la structure.
Ainsi, pour utiliser les structures directement en sortie de fabrication, sans procédé supplémentaire de po-
lissage, on doit caractériser les matériaux non polis. Nous avons pu montrer que pour ce type d’éprouvettes
non polies, les effets d’anisotropie apparente du comportement élasto-plastique peuvent s’expliquer par la
variation d’épaisseur de l’éprouvette, et l’isotropie apparente des caractéristiques à rupture peut s’expliquer
par la présence de ce réseau de particules non fondues à la surface des éprouvettes.

L’ensemble des aspects expérimentaux de ce travail a été réalisé par Pierre Margerit. Des éprouvettes de
type dog-bone ont été extraites d’un tube pour caractériser le comportement élasto-plastique du matériau
(cf. figure 2.22). On observe une anisotropie apparente sur les courbes macroscopiques de contrainte défor-
mation. Cette anisotropie est souvent associée à l’anisotropie de la microstructure (cf. figure 2.23), cependant
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j’ai pu montrer grâce à un modèle simple que le profil d’épaisseur variable (échantillons non polis) suffit à
expliquer les différences observées dans les courbes de contrainte déformation entre les différentes orienta-
tions d’éprouvette. Il s’agirait donc d’avantage d’un effet de structure et non d’un effet purement matériau.
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FIGURE 2.22 – Géométrie des spécimens et de la pièce dont ils sont extraits.

FIGURE 2.23 – Figure de pôle et figure de pôle inversée de la microstructure obtenue par fabrication additive (DED).

Par ailleurs, des éprouvettes avec un notch (cf. figure 2.22) ont été extraites dans différentes orientations
pour caractériser les propriétés à rupture en mesurant le champ de déplacement sous microscope par cor-
rélation digitale d’images (digital image correlation (DIC)). Je me suis attelé à régulariser le problème, pour
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l’identification des déformations plastiques et élastiques, ainsi que des contraintes. En effet, on connaît le
comportement grâce aux essais préalables, et un algorithme simple de prédicteur élastique correcteur plas-
tique permet d’estimer la part des déformations attribuable à la plasticité et celle attribuable à l’élasticité, ce
qui permet de calculer les contraintes. On utilise pour cela un comportement élasto-plastique de von Mises
avec une hypothèse d’incompressibilité, car les variations de volume sont négligeables. Cette hypothèse d’in-
compressibilité conduit à un tenseur de contrainte, dont la partie isotrope (proportionnelle à l’identité) n’est
pas déterminée par le comportement.

Les incertitudes de mesure condamnent cette méthode à violer l’équation d’équilibre en contrainte comme
on le voit figure 2.24 à gauche. En effet, les lèvres de la fissure doivent être déchargées et il est clair que
cela n’est pas vérifié. Il convient donc de régulariser le problème en cherchant un nouveau champ de dé-
formation élastique noté εC (où C signifie corrigé), ce qui revient à calculer les contraintes σC grâce au

comportement. La partie isotrope de ce tenseur de contrainte n’est pas déterminée par le comportement,
du fait de l’hypothèse d’incompressibilité. Cependant, puisque les conditions aux limites sont libres à la
frontière ∂Ω du domaine noté Ω, cette partie isotrope est nulle. Ainsi, l’hypothèse de contraintes planes se

lit σC = 2µ
(
εC −εC

33 1
)

où µ est le coefficient de cisaillement. Ce nouveau champ de déformation élastique

εC doit être le plus proche possible du champ déjà estimé, noté εe, mais sous la contrainte que l’équation

d’équilibre soit vérifiée et de l’hypothèse de contraintes planes. Le problème de minimisation est donc :
εC = argmin

εC
∗

[(
εC
∗ −εe

)
:
(
εC
∗ −εe

)]
sous contrainte : div

[
2µ

(
εC −εC

331
)]

= 0
(2.30)

On considère donc le Lagrangien suivant pour la minimisation :

L (εC ,λ) = 1

2

∫
Ω

(
εC −εe

)
:
(
εC −εe

)
dΩ+

∫
Ω

λ ·div
(
εC −εC

33 1
)

dΩ (2.31)

Où λ(x) est le multiplicateur de Lagrange. La détermination de ce champ λ(x) permet d’identifier εC la solu-

tion du problème de minimisation (2.30). Des calculs analytiques permettent de poser le problème permet-
tant d’identifier le multiplicateur de Lagrange λ(x) :{

x ∈Ω, ∆λ(x)+3div
(
∇λ(x)

)
=−2div

(
εe(x)−εe

33(x)1
)

x ∈ ∂Ω, λ(x) = 0
(2.32)

Où le second membre de l’équation est connu car il s’agit de la première évaluation du tenseur de défor-
mation élastique. On est donc conduit à la résolution d’un problème aux éléments finis pour identifier le
multiplicateur de Lagrange, dont la formulation variationnelle se lit :

∀λ∗,
∫
Ω

∇λ∗ :
[
∇λ+3∇λT

]
dΩ=−2

∫
Ω

∇λ∗ :
(
εe −εe

33 1
)

dΩ (2.33)

On obtient finalement le multiplicateur de Lagrange (cf. figure 2.24 centre) et donc le champ de contrainte
régularisé qui vérifie l’équilibre (cf. figure 2.24 droite) et on observe une surtension au niveau du trou (le
notch), ce qui correspond à la solution classique d’une plaque trouée, alors que les lèvres de la fissure sont
bien libres de contrainte.

Cet aspect de régularisation pourrait paraître anecdotique, mais il est en fait crucial pour estimer, à partir
de ces mesures de champ, la zone d’élaboration dans laquelle les mécanismes dissipatifs ont lieu au cours
de la fissuration (cf. figure 2.25). C’est grâce à la régularisation, que l’on peut quantifier correctement la J-
integral [107] au moment de la rupture, ce qui permet de donner une première caractérisation des propriétés
à rupture du matériau :

J =
∫
Γ

[
ρΨn −T ·∇u

]
·ed dΓ (2.34)

Où Γ est un contour fermé englobant la tête de fissure, ed est la direction de propagation de la fissure, ρ la
masse volumique, Ψ l’énergie libre par unité de masse, n la normale sortante unitaire au contour, T = σ ·n
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le vecteur contrainte, et u le déplacement. Cette intégrale de contour classique permet de quantifier le taux
de relaxation d’énergie critique, qui est un critère énergétique (cf. figure 2.26) permettant de déterminer si
une fissure se propage. On remarque que cette grandeur ne dépend pas significativement de l’orientation
des éprouvettes. Cela s’explique par des essais sous microscope électronique à balayage, qui montrent qu’un
réseau de particules non-fondues concentre les contraintes. Ces particules permettent donc, quelle que soit
la direction de l’éprouvette, de propager la fissure le long des lignes de concentration de contraintes (cf.
figure 2.27), d’où la relative anisotropie du taux de relaxation d’énergie critique.

FIGURE 2.24 – Mesure des contraintes et régularisation pour vérifier l’équilibre et l’hypothèse de contraintes planes.

FIGURE 2.25 – Dissipation dans la zone de concentration de contraintes avant fissuration et dans la zone d’élaboration
pendant la fissuration.
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FIGURE 2.26 – J-integrals pour les différentes orientations. Les marqueurs symbolisent le début de la fissuration.

FIGURE 2.27 – Réseau de particules non-fondues et concentration de contraintes.
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Contents
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.2 Inclusion glissante pour la nucléation de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3 Plasticité de transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.4 Modèle multiéchelle de croissance de grain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.4.1 Modèle rapide de croissance de grain mésoscopique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.4.2 Modèle stochastique macroscopique de croissance de grain . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.4.3 Application à la fabrication additive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

47



3.1 Introduction

Le souci de proposer des calculs relativement rapides à l’échelle d’une structure macroscopique com-
plexe, alors même que des phénomènes à l’échelle atomique et polycristalline sont à l’oeuvre, m’a conduit
à considérer des développements théoriques, permettant de conserver, à l’échelle macroscopique et de ma-
nière économique, des informations issues des échelles inférieures.

J’ai principalement initié ces recherches par une étude simplifiée sur la nucléation de phase, et sur les
transitions de phase et leurs effets sur la plasticité à l’échelle macroscopique avec les phénomènes de plas-
ticité de transformation. Je me suis par ailleurs investi dans le développement d’un modèle de croissance de
grain macroscopique stochastique qui permet de quantifier différentes statistiques de la structure polycris-
talline de manière très économe, et qui peut donc être utilisé dans un calcul de structure à grande échelle.

3.2 Inclusion glissante pour la nucléation de phase

Cette section est liée à [108].

Cette étude a été menée dans le cadre du stage de master 2 de Joffrey Bluthé, que j’ai co-encadré avec
Alain Ehrlacher (Laboratoire Navier, École des Ponts ParisTech). L’idée principale était de revisiter, dans un
cadre énergétique, des résultats anciens portant sur les inclusions d’Eshelby [118, 119] et la possibilité de
glissement d’une inclusion dans une matrice [120–123]. Ce problème avait pour but de quantifier les dis-
sipations par glissement de l’inclusion dans un contexte de nucléation de phase, les inclusions d’Eshelby
ayant été largement exploitées pour les problèmes de transition de phase [124–127].

L’approche que nous avons développée se distingue par le fait qu’il n’y a pas d’hypothèse sur les efforts
de cisaillement à l’interface inclusion/matrice, et pas de relation a priori entre la discontinuité de déplace-
ments tangentiels et les efforts normaux. On traite un problème plan d’inclusion circulaire dans une matrice
infinie sans chargement mécanique appliqué. L’inclusion est soumise à une déformation libre homogène,
qui représente typiquement une transformation de phase avec un déviateur important. On note ce tenseur
ε∗ = εxx ex ⊗ex +εy y e y ⊗e y , où le repère Cartésien coïncide avec les directions principales de la déformation

libre. De plus, on considère un glissement arbitraire noté g (θ) à l’interface entre l’inclusion et la matrice,
où (r,θ) sont les coordonnées polaires pour l’inclusion. La solution dépend donc explicitement de ce glis-
sement imposé g (θ). On vérifie la continuité du vecteur contrainte et du déplacement normal à l’interface,
mais bien entendu, le glissement se traduit par une discontinuité du déplacement tangentiel. Ce glissement
imposé est arbitraire à ce stade, on le détermine en dernier lieu par optimisation énergétique. En effet, des
observations montrent que l’on peut assimiler les glissements à de la plasticité localisée à l’interface [120].
Ainsi, l’énergie dissipée dans le glissement peut être estimée par des mécanismes plastiques en introduisant
une limite d’élasticité de glissement. On minimise donc, pour déterminer les glissements solutions du pro-
blème, l’énergie potentielle (c’est-à-dire l’énergie élastique stockée dans la structure à laquelle on retranche
le potentiel des efforts extérieurs) et le coût énergétique en terme de dissipation pour opérer un glissement
[128, 129]. Le glissement solution du problème noté θ 7→ g S (θ) se lit donc :

g S (θ) = argmin
g (θ)

E
[
g (θ)

]−W
[
g (θ)

]+D
[
g (θ)

]
(3.1)

Où E
[
g (θ)

]
est l’énergie élastique stockée par unité de profondeur, W

[
g (θ)

]
le potentiel des efforts extérieurs

(nul dans ce cas, car il n’y a pas de chargement mécanique à l’infini), et D
[
g (θ)

]
est l’énergie dissipée par

unité de profondeur dans un glissement g (θ). L’énergie élastique dans toute la structure s’écrit :

E
[
g (θ)

]= 1

2

∫
ΩI

σI : εI dΩI + 1

2

∫
ΩM

σM : εM dΩM (3.2)

Où ΩI ,ΩM sont les domaines occupés par l’inclusion et la matrice respectivement, σI ,σM sont les contraintes

de Cauchy et εI ,εM les déformations dans chacun des deux domaines. Cela se réécrit grâce au principe des

puissances virtuelles comme une intégrale sur l’interface entre l’inclusion et la matrice uniquement :

E
[
g (θ)

]= 1

2

∫
Γ

(
(σI ·n) ·u I − (σM ·n) ·uM

)
dΓ (3.3)
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Où Γ = ∂ΩI est l’interface, u I ,uM sont les déplacements dans l’inclusion et la matrice respectivement, et
n le vecteur normal à l’interface sortant vers l’extérieur de l’inclusion. Par ailleurs, on peut écrire l’énergie
dissipée par unité de profondeur dans un glissement g (θ) comme suit :

D
[
g (θ)

]= R2Sy

∫ 2π

0

∣∣g (θ)
∣∣dθ (3.4)

Où R est le rayon de l’inclusion et Sy est une contrainte de limite d’élasticité en cisaillement. Cette approche
énergétique est similaire dans son principe à celle développée pour le problème d’affaissement de bobine
(cf. section 2.3.4).

Du point de vue technique, on résout le problème d’inclusion et de la matrice avec glissement imposé,
grâce au formalisme dans le corps des complexes proposé par Muskhelishvili [130]. Comme on l’a vu, on
détermine ensuite le glissement par optimisation numérique. On a vérifié notre solution analytique en com-
parant à un calcul aux éléments finis pour une situation simple où le glissement ne dissipe pas d’énergie,
c’est-à-dire que la limite d’élasticité de glissement est fixée à zéro (cf. figure 3.1).

FIGURE 3.1 – Comparaison du glissement sans dissipation obtenu par simulation aux éléments finis et le modèle analy-
tique.

En fixant une valeur non nulle pour la limite d’élasticité de glissement, nous avons imposé une défor-
mation libre de type Bain, c’est-à-dire qu’on a considéré la partie déviatorique d’une déformation imposée
diagonale. Un facteur d’amplification est appliqué pour estimer l’effet de l’intensité de la déformation libre
sur les glissements de l’inclusion. Les résultats montrent que les contraintes de cisaillement sont bien satu-
rées par la limite d’élasticité lors du glissement et sont plus faibles lorsque le glissement ne se produit pas
(cf. figure 3.2). Par ailleurs, on retrouve que lorsque la déformation libre imposée est trop faible, il n’y a pas
de glissement du fait que le gain d’énergie à glisser ne compense pas le coût énergétique pour glisser. En
revanche, si la déformation libre est suffisante, des glissements se produisent localement (c’est-à-dire pas
sur toute la circonférence de l’inclusion, cf. figure 3.2), et si l’on augmente encore la déformation libre, on
observe un glissement sur toute l’interface de l’inclusion (cf. figure 3.3).

La solution que nous avons proposée avait pour but d’être exploitée dans un calcul de nucléation de
phase simplifié, en quantifiant certaines contributions énergétiques qui conduisent à l’apparition d’une nou-
velle phase dans un système. Il s’agit ici de l’énergie stockée du fait de la partie déviatorique de la transition
de phase et des glissements, qui peuvent se produire en dissipant de l’énergie. Ce travail peut aussi et surtout
être intégré comme une contribution possible dans un modèle analytique de plasticité de transformation, où
l’on considère généralement une inclusion sphérique soumise à une variation de volume due à la transfor-
mation de phase. Mais on considère rarement la contribution due à la partie déviatorique, qui peut induire
comme nous l’avons vu des glissements. J’ai développé un tel modèle de plasticité de transformation, qui
intègre la partie déviatorique de la transformation de phase sans toutefois intégrer la partie glissement, qui
reste à être ajoutée au modèle, que je présente dans la section suivante.
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FIGURE 3.2 – Glissement local partiel pour une déformation libre modérée.

FIGURE 3.3 – Glissement sur l’ensemble de l’interface pour une déformation libre plus significative.

3.3 Plasticité de transformation

Cette section est liée à [109, 110].

Quand des transitions de phase se produisent sous chargement mécanique, même bien inférieur à la
limite d’élasticité, on observe des déformations plastiques macroscopiques (cf. figure 3.4). Ce phénomène,
appelé plasticité induite par la transformation, ou plasticité de transformation, a été très étudié en raison
de ses enjeux théoriques et pratiques, notamment pour les problèmes de soudure. Le modèle que j’ai pro-
posé est issu d’une homogénéisation analytique simplifiée d’une microstructure multiphasique. Ce travail
théorique a été confronté à des mesures de dilatométrie avec un accord satisfaisant. Ces travaux ont été di-
rectement utilisés dans les simulations de procédés de l’axe 2, ces contributions étant en effet essentielles
pour les procédés de mise en forme, que j’ai étudiés.
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Le projet pour ce modèle était d’étendre la validité des résultats d’un modèle plus ancien proposé par Le-
blond et al. [131–134], qui repose sur une microstructure idéalisée extrêmement simple (inclusion sphérique
dans une matrice) et se présente sous une forme analytique élégante. Du fait de ses bases physiques solides
et de sa simplicité, ce modèle est très utilisé pour diverses applications [135–139], il est donc intéressant
d’étendre son domaine de validité tout en conservant une formulation analytique relativement simple. Bien
entendu, de nombreuses contributions visant à établir des modèles de plasticité de transformation exploitant
diverses hypothèses et reposant sur diverses méthodes méritent d’être citées [140–151]. Par ailleurs, parmi
les études expérimentales, qui ont également permis de mieux comprendre ce phénomène, j’ai particuliè-
rement exploité [152–155] pour valider mon approche. Cette dernière est applicable pour des contraintes
relativement faibles (c’est-à-dire inférieures à la limite d’élasticité globale). On observe expérimentalement
une relation non-linéaire entre les contraintes appliquées et le taux de déformation plastique induit par les
transitions de phase [156], alors que la relation obtenue dans ce travail n’est que linéaire, et donc limitée à
des contraintes relativement faibles.

T (K)

ε

αB

αA

Phase transition

Phase transition

Stress << Yield stress

Transformation
induced plasticity

FIGURE 3.4 – Test de dilatométrie schématique sous charge et sans charge.

Le fer pur a deux phases, l’austénite (cubique face centrée) et la ferrite (cubique centré). L’acier étant un
alliage de fer et de carbone (avec d’autres éléments d’alliage) on distingue d’autres phases (perlite, bainite
et martensite) en fonction de la morphologie de disposition du carbone. La déformation du réseau cristallin
lorsque le matériau subit une transformation austénite/ferrite est très significative (cf. figure 3.5). Cette dé-
formation imposée pendant le changement de phase a deux composantes, une partie déviatorique (très in-
tense) et une partie sphérique correspondant à la variation de volume pendant la transformation. À l’échelle
locale, cette transformation est responsable de déformations plastiques dont la moyenne macroscopique est
généralement nulle si aucun chargement mécanique n’est imposé.

Phase transition

~21% compression

~12% expansion~12% expansion

fcc

bcc

FIGURE 3.5 – Transformation de phase austénite ferrite pour le fer pur.

Ainsi, un essai de dilatométrie sans charge ne présente pas de déformation macroscopique résiduelle
après un cycle (cf. figure 3.5). En revanche, lorsqu’un chargement même faible est appliqué, l’écoulement
plastique (dû à la variation de volume à l’échelle locale) est orienté et la moyenne macroscopique devient
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non-nulle, produisant le phénomène de plasticité de transformation (mécanisme de Greenwood & John-
son [157]). Par ailleurs, les contraintes peuvent également sélectionner préférentiellement un variant de la
transformation de phase de sorte que le déviateur de la transformation n’est plus distribué dans toutes les
directions et n’est donc plus de moyenne nulle (mécanisme de Magee [158]).

L’enjeu de l’approche que j’ai proposée est d’avoir à disposition un modèle simple qui permette cepen-
dant de capturer l’essentiel du phénomène pour des aciers multiphasiques (alors que le modèle de Le-
blond et al. était adapté à une seule transition de phase). Par ailleurs, on s’affranchit d’un certain nombre
d’hypothèses par rapport au travail initial de Leblond et al. En reprenant et en adaptant les raisonnements
de Leblond et al. [131, 132] pour homogénéiser un composite multiphasique, on obtient des expressions
relativement simples pour les taux de déformations plastiques macroscopiques notés Ė

t p
, Ė

cp

T
, Ė

cp

Σ
respecti-

vement associés à une variation des proportions de phase Ẋm (1 ≤ m ≤ N avec N le nombre de phases), à
une variation de température Ṫ et une variation de contrainte (Σ̇) :
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Ė
t p =

N∑
k=1

N∑
m=2

3Xk S
k

2σY
k

〈δε
eq
k

δXm
〉

Vk

Ẋm

(3.5)

Où chaque phase k occupe un volume noté Vk , le symbole 〈.〉Vk
représente la moyenne volumique sur Vk ,

σY
k est la limite d’élasticité de chaque phase k, S

k
la moyenne du déviateur des contraintes dans la phase k,

et δεeq
k l’incrément de déformation plastique cumulée dans la phase k. Les termes dominants sont le plus

souvent le terme de plasticité de transformation E t p , et le terme de plasticité classique pour une variation

de température E cp
T

.

À partir de (3.5), on remarque que les moyennes volumiques de l’incrément de déformation plastique cu-
mulée δε

eq
k , pour des incréments de proportions de phase et de température, permettent de caractériser le

terme de plasticité de transformation E t p et le terme de plasticité classique E cp
T

. Le calcul de ces moyennes

volumiques nécessite d’être capable de calculer localement les déformations plastiques associées à une tran-
sition de phase ou une variation de température. Ainsi, pour calculer ces moyennes volumiques, on s’oriente
vers des calculs analytiques simplifiés sur une microstructure idéalisée, qui permet d’obtenir des formules
explicites, ne faisant intervenir que des quantités calculées à l’échelle macroscopique. Le modèle que j’ai
proposé inclut les deux contributions de la transformation de phase, la partie isotrope (variation de volume)
et la partie déviatorique (de trace nulle).

Pour développer ce modèle, on s’appuie sur des microstructures idéalisées, qui permettent de mener des
calculs explicites. Deux problèmes distincts sont considérés, le premier fait référence à la partie déviatorique
de la transformation de phase. Si l’on imagine les phases ferritiques ou la phase martensitique en formation
dans une matrice d’austénite, le déviateur de la transformation de phase est accommodé dans l’inclusion par
une déformation plastique, elle-même déviatorique. Il est important de noter que le déviateur de la transfor-
mation de phase dépend de l’orientation cristalline de chaque inclusion, et donc la déformation plastique
dans chaque inclusion dépend également de l’orientation cristalline. Lorsqu’il n’y a pas de contraintes ap-
pliquées, la moyenne macroscopique de ces déformations plastiques est nulle, car on suppose que les in-
clusions ont des orientations cristallographiques équitablement réparties dans toutes les directions, c’est-à-
dire que les déformations plastiques se compensent entre les différentes inclusions (cf. figure 3.6a gauche).
Cependant lorsqu’une contrainte est appliquée, on considère dans ce modèle simple, que cela oriente les
déformations plastiques dans la direction de la contrainte appliquée. On utilise pour quantifier la moyenne
macroscopique de la déformation plastique un modèle d’Eshelby où toutes les inclusions sont rassemblées
en une seule, de telle sorte que la fraction de phase est conservée (cf. figure 3.6a droite).

Le second problème consiste à considérer la variation de volume de la transformation de phase. Ce
terme, même s’il est beaucoup plus faible que la partie déviatorique est responsable de l’essentiel du phéno-
mène de plasticité de transformation. Cette variation de volume a pour effet de plastifier la matrice d’austé-
nite dont la limite élastique est beaucoup plus faible que les phases ferritiques ou martensitique. La micro-
structure idéalisée consiste en une inclusion sphérique (la phase en formation) dans une sphère (la matrice)
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(cf. figure 3.6). J’ai développé un calcul analytique élasto-plastique (pour la matrice comme pour l’inclusion)
pour traiter ce problème.

À l’issue de ces deux problèmes analytiques, on est capable d’écrire le taux de déformation plastique
cumulée, en fonction de grandeurs macroscopiques :
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Ẋk +



0 si 1 < ∆σY

ζ
∣∣ε̃thm

∣∣
−

3
∣∣ε̃thm

∣∣S
1

σY
1

ln

(
∆σY∣∣ε̃thm

∣∣ζ
) N∑

m=2
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Ẋm

 si X̃ > ∆σY

ζ
∣∣ε̃thm

∣∣
(3.6)

Où la matrice austénitique est représentée par k = 1, et les phases ferritiques et martensitique sont représen-

tées par k ≥ 2. Par ailleurs, Σeq
k est la contrainte de von Mises dans la phase k, ∆σY =

√(
σY

1

)2 − (
Σ

eq
1

)2
, ξk , ξk

et ζ se calculent à partir des coeffcients de Lamé µk ,λk de la phase k, et ε̃thm se calcule grâce aux coefficients
de dilatation thermique des différentes phases. Enfin, X̃ est la somme de proportions de phase en formation
(autres que la matrice austénitique). Le premier terme de (3.6) tient à la partie déviatorique de la transition
de phase, et le second terme à la variation de volume. On remarque que la singularité classique du modèle
de Leblond, due au logarithme faisant intervenir les proportions de phase en formation, est résorbée par un
seuil qui apparaît naturellement dans le calcul analytique. Une expression similaire est obtenue pour le taux
de déformation plastique associé à une variation de température.
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FIGURE 3.6 – Morphologies idéalisées pour le calcul.

L’une des principales raisons de développer un tel modèle est son utilisation aisée dans un problème
macroscopique de grande taille (cf. les problèmes de mise en forme de l’axe 2), car l’incrément de plasticité
de transformation est facilement calculable et ne nécessite pas de calculs supplémentaires aux échelles in-
férieures pendant le calcul macroscopique. Ce modèle de plasticité de transformation macroscopique est
élégant et facile à utiliser, mais il convient d’en tester la validité. En effet, les hypothèses que l’on a dû
consentir pour obtenir une formulation analytique rendent le modèle assez frustre. J’ai donc mis à l’épreuve
le modèle en le comparant à un certain nombre de mesures sur un acier de cuve de centrale nucléaire en
utilisant notamment les tests de Coret et al. [154]. L’accord entre les calculs prédictifs et les mesures est
satisfaisant (cf. figure 3.7). J’ai poursuivi cette investigation sur d’autres nuances (aciers à très haute limite
d’élasticité) en partenariat avec Nicolas Legrand (R&D ArcelorMittal) et Takayuki Otsuka (R&D NipponSteel).
Les résultats sont satisfaisants dans le cas classique des contraintes appliquées faibles. En revanche, l’ap-
proche que j’ai développée ne permet pas de restituer la non-linéarité classique des déformations plastiques
de transformation en fonction de la contrainte appliquée pour les contraintes importantes. Ce sujet nécessite
une modélisation de la microstructure beaucoup plus fine, comme récemment proposé dans [159]. Cela fait
l’objet de développements nouveaux dans le cadre d’une thèse CIFRE avec ArcelorMittal, que je co-encadre
avec Benoit Appollaire et Sabine Denis (Institut Jean Lamour, Nancy) et que je développe plus en détails en
conclusion de ce mémoire.
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FIGURE 3.7 – Plasticité de transformation mesurée et calculée.

3.4 Modèle multiéchelle de croissance de grain

J’ai initié dans le cadre de la thèse de Sofia Sakout, que j’ai co-encadrée avec Alain Ehrlacher (Labo-
ratoire Navier, École des Ponts ParisTech), la construction d’un modèle macroscopique et stochastique de
croissance de grain qui permet de suivre l’évolution statistique des microstructures en fonction de la tem-
pérature. L’idée est de construire un modèle macroscopique dont les variables d’état contiennent en chaque
point matériel (en plus de la température, la déformation etc.), des descripteurs statistiques de la microstruc-
ture, par exemple la distribution de désorientation cristalline, la distribution de taille et forme des grains etc.
Bien sûr, ces distributions statistiques sont trop détaillées pour être utilisées à l’échelle macroscopique en
chaque point matériel, mais on peut les résumer par une moyenne et un écart type par exemple. Cette am-
bition vient du peu d’informations traitées habituellement à l’échelle macroscopique sur l’état de la micro-
structure (on ne conserve en général que les proportions de phase ou la taille moyenne des grains). L’état de
la microstructure est très complexe et les phénomènes locaux qui permettent de la faire évoluer également
(orientations cristallines, forme et taille des grains, répartition et diffusion des éléments d’alliage, phéno-
mènes de ségrégation aux joints de grain etc.). On s’est donc limité dans un premier temps au phénomène
de croissance de grain dans un métal polycristallin pur. Ce cas idéalisé par rapport à un métal réel, a permis
de développer une méthodologie et un formalisme nouveaux adaptés pour ce type d’ambition.

Nous avons proposé une stratégie énergétique de changement d’échelle pour construire un modèle ma-
croscopique, qui permette de suivre des indicateurs statistiques des distributions classiques représentant
la microstructure. Par exemple, la grain boundary character distribution (GBCD), qui est la distribution des
longueurs relatives de joints de grain en fonction de la désorientation 1. L’idée de cette stratégie de change-
ment d’échelle est de s’appuyer sur des concepts énergétiques, qui ont le même sens à toutes les échelles
et que l’on peut simplement sommer. Les phénomènes qui sous-tendent la croissance de grain se pro-
duisent à différentes échelles (cf. figure 3.8) : (i) atomique (arrangement cristallin, potentiel d’interaction
interatomique), (ii) microscopique (joints de grain, énergie de désorientation), (iii) mésoscopique (polycris-
tal) et (iv) macroscopique (chaque point de matière représente une mésostructure avec quelques centaines
de grains). Nous avons développé un premier modèle rapide à l’échelle mésoscopique, qui prend en compte
les contributions énergétiques des échelles plus fines. Ce modèle mésoscopique repose sur des tessellations
de Voronoi-Laguerre, dont on met à jour, à chaque pas de temps, certains paramètres (les poids). Sur cette
base nous avons massivement utilisé ce modèle pour créer une base de données de calculs mésoscopiques,
qui ont permis de définir des variables d’état macroscopiques, qui synthétisent statistiquement l’informa-
tion de la mésostructure. Des équations d’évolution macroscopiques propres ont été démontrées pour ces
variables d’état, ce qui nécessite l’introduction d’un cadre probabiliste pour identifier certains tenseurs, qui
interviennent dans les équations d’évolution. En effet, la perte d’information dans le passage entre l’échelle

1. ce qui revient à la distribution des désorientations avec une mesure de probabilité fondée sur la proportion de longueur
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mésoscopique et l’échelle macroscopique introduit une incertitude épistémique (c’est-à-dire liée au manque
d’information et non à une indétermination fondamentale). Le caractère stochastique du modèle macrosco-
pique obtenu représente l’ensemble des évolutions possibles à partir d’un état macroscopique donné. En
effet, une multitude d’états mésoscopiques détaillés correspondent à un unique un état macroscopique ini-
tial donné, et ces états mésoscopiques évoluent de manière différenciée. Grâce au cadre probabiliste (par
inférence Bayésienne) le modèle macroscopique capte les différentes évolutions, qui peuvent être issues de
l’état macroscopique initial.

FIGURE 3.8 – Différentes échelles considérées dans la stratégie de changement d’échelle pour la croissance de grain.

Je présente en premier lieu le modèle de croissance de grain rapide à l’échelle mésoscopique, puis je
détaillerai dans un second temps la construction du modèle macroscopique associé à la base de données
que nous avons construite.

3.4.1 Modèle rapide de croissance de grain mésoscopique

Cette section est liée à [111–114].

Nous devons utiliser un modèle de croissance grains à l’échelle mésoscopique de manière intensive pour
générer la base de données. Un grand nombre de méthodes ont été proposées, on peut citer par exemple
les modèles fondés sur des automates cellulaires et des techniques de Monte Carlo [160–164], des méthodes
par éléments finis mobiles [165, 166], des méthodes par fonctions de niveau [167–170], des méthodes en
champ de phase [171–177], des méthodes par dynamique moléculaire [178–180], ou encore des méthodes
par déplacement de sommets [181–184]. Nous avons préféré utiliser le modèle, que nous avons développé à
l’échelle mésoscopique (cf. section 3.4), qui repose sur une mise à jour de tessellations orientées (orientated
tessellation updating method (OTUM)) du fait du temps de calcul très réduit et de la bonne connaissance
des équations d’évolution qui régissent le système. Il faut noter que ce principe de modèle par tessellations
avait déjà été introduit partiellement [185, 186]. L’ambition du modèle que nous proposons est que le temps
de calcul soit suffisamment faible pour permettre un grand nombre de calculs qui alimenteront la base de
données.

L’idée principale du modèle mésoscopique de croissance de grain que nous avons proposé est d’utili-
ser une succession de tessellations de Voronoi-Laguerre pour approximer l’évolution de la mésostructure au
cours du temps. En effet, générer des tessellations de Voronoi-Laguerre est très peu coûteux en temps. Le
principe du modèle est de formuler les lois d’évolution du système directement sur les paramètres qui dé-
finissent la tessellation. Une tessellation de N grains est définie par N graines ou seeds et N poids scalaires,
qui permettent de faire varier la taille des grains. Nous ajoutons des orientations cristallines. Pour s’affran-
chir des effets de bord et que chaque joint de grain ait effectivement une désorientation, on sélectionne un
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volume élémentaire représentatif (VER) comme un sous-ensemble de n grains dans la tessellation orientée

(avec n ≤ N ). On note α=
(
x, y , w ,θ

)
l’ensemble des paramètres du VER, où x, y sont les n coordonnées des

seeds, w les poids et θ les orientations cristallines. Le modèle que nous avons construit permet de mettre à
jour les poids d’une tessellation initiale au cours du temps en fonction de la température.

Les mésostructures sont générées avec le logiciel libre de tessellation de Voronoi-Laguerre (NEPER déve-
loppé par Romain Quey, [187]), qui permet de contrôler statistiquement les distributions de taille des grains
et des sphéricités. Par ailleurs, il convient de contrôler les distributions des désorientations initiales, puisque
cette information intervient de manière explicite dans le calcul de l’énergie de joint de grain. Imposer une
distribution d’orientation dans un polycristal est trivial et en déduire la distribution de désorientation aussi.
En revanche, si l’on souhaite sonder l’espace des tessellations orientées de manière assez systématique, im-
poser au hasard des distributions d’orientation ne suffit pas, car certaines distributions de désorientation ne
se produisent pas facilement par hasard. Il est donc souhaitable d’imposer la distribution de désorientation
et non les orientations. Cependant ce problème est beaucoup moins simple, car il convient de trouver les
orientations cristallines conduisant statistiquement à une certaine distribution de désorientation voulue. Il
s’agit d’un problème déjà connu, et la solution habituelle consiste à optimiser numériquement les orienta-
tions jusqu’à ce que la distribution de désorientation soit conforme aux attentes. Nous avons opté pour une
approche alternative, pour éviter cette optimisation numérique coûteuse en temps de calcul, compte tenu de
l’objectif d’explorer un grand nombre de mésostructures. Nous avons simplement tiré au hasard les orien-
tations cristallines de proche en proche selon une loi de désorientation voulue, en tenant compte grâce à
des probabilités conditionnelles des incompatibilités géométriques. Quoiqu’assez approximative, cette mé-
thode permet d’obtenir des statistiques de désorientation suffisamment proches de la distribution voulue
(cf. figure 3.9), sans faire aucune optimisation et donc sans coût de calcul important.

Pour tester si cette voie de recherche assez exploratoire est viable, nous avons débuté sur des méso-
structures bidimensionnelles. Cela permet de simplifier l’expression de l’énergie aux joints de grain et de la
puissance dissipée lorsqu’un joint de grain est mobile. Nous avons considéré un cristal hexagonal plan avec
trois directions cristallines de glissement, c’est-à-dire un cristal cubique faces centrées vu dans un plan de
normal 〈1,1,1〉. Ainsi la désorientation qui est caractérisée par cinq paramètres en 3D n’est plus caractérisée
que par deux paramètres en 2D (angle de désorientation et angle du joint de grain). Nous avons de plus né-
gligé l’influence de l’angle du joint de grain et il ne reste donc dans l’analyse que l’angle de désorientation
cristallographique. L’énergie portée par un joint de grain dépend de la désorientation cristallographique.

Pour écrire proprement la loi d’évolution de la tessellation orientée, nous avons défini un potentiel d’éner-
gie libre et un potentiel de dissipation. Dans le cas simplifié, que nous avons traité jusqu’à présent, on ne
s’intéresse pour modéliser la croissance des grains, qu’à 1) l’énergie libre des joints de grain notée γ(T,∆θ)
(où T est la température et ∆θ la désorientation du joint) et 2) le mécanisme de dissipation permettant de
rendre mobile le joint de grain. Ainsi la puissance dissipée dans un mouvement virtuel du joint de vitesse v∗
est notée D(T,∆θ, v∗). Ces deux “ingrédients” locaux suffisent à construire le modèle de croissance mésosco-
pique. Des calculs de statique moléculaire (échelles atomique et microscopique) ont permis d’obtenir une
courbe d’énergie de joint en fonction de la désorientation, qui est interpolée par une fonction analytique
reprise des travaux de Wolf [188] (cf. figure 3.10a) :



γ(0,∆θ) = γ1 sin

(
π

2

∆θ

∆θ1

)[
1−a1 ln

(
sin

(
π

2

∆θ

∆θ1

))]
(0 ≤∆θ ≤∆θ1)

γ(0,∆θ) = γ2 + (γ1 −γ2)sin

(
π

2

∆θ− π
3

∆θ1 − π
3

)[
1−a2 ln

(
sin

(
π

2

∆θ− π
3

∆θ1 − π
3

))]
(
∆θ1 ≤∆θ ≤ π

3

)
(3.7)

Où l’on identifie les coefficients γ1,γ2, a1, a2 et ∆θ1 grâce aux calculs de statique moléculaire à T = 0 K. Pour
prendre en compte la dépendance en température on postule que γ(T,∆θ) = G(T )

G(0) γ(0,∆θ) où G est le coeffi-
cient de cisaillement (on utilise G et non µ car cette notation est utilisée pour un autre usage par la suite).
Par ailleurs, différents mécanismes de dissipation aux échelles atomique et microscopique sont connus lors-
qu’un joint de grain est mobile. Cela se traduit par une fonction de mobilité de joint de grain fonction de la
désorientation notée mC D (T,∆θ). La puissance dissipée dans un mouvement virtuel de vitesse v∗ du joint
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FIGURE 3.9 – Exemple de distributions de désorientation et mésostructure correspondantes.

ayant une désorientation ∆θ se lit :

D(T,∆θ, v∗) = [v∗]2

mC D (T,∆θ)
(3.8)

Pour la mobilité, il existe une fonction classique [189] limitée aux désorientations, qui ne tendent pas vers
zéro, car dans ce cas cette fonction de mobilité classique est inconsistante du fait que la puissance dissipée
devient infinie. Nous avons adapté cette fonction pour les très faibles désorientations, sur la base de calculs
analytiques de plasticité cristalline avec un joint de grain mobile [190, 191]. Dans la version que nous avons
proposée (cf. figure 3.10b), les désorientations qui tendent vers zéro (c’est-à-dire qu’il n’y a pas de joints de
grain) correspondent à une mobilité infinie, c’est-à-dire à une puissance dissipée nulle, ce qui correspond à
un mécanisme de plasticité cristalline et est intuitivement plus correct. Nous avons donc opté pour l’expres-
sion suivante :

mC D (T,∆θ) =


m(T )

6
π

(
π
3 +2

p
3ln

(p
3

2

))
min

{
∆θ, π3 −∆θ

} si min
{
∆θ, π3 −∆θ

}≤∆θ0 [190, 191]

mmax(T )

(
1−exp

[
−K

(
∆θ

∆θ2

)p])
si min

{
∆θ, π3 −∆θ

}≥∆θ0 [189]

(3.9)

Où les coefficients K , p, ∆θ0 et ∆θ2, ainsi que la fonction mmax(T ) doivent être identifiés à partir d’essais.
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Par ailleurs, le facteur de mobilité m(T ) est lié à mmax(T ) pour assurer la continuité entre les deux régimes,
dont le seuil est ∆θ0.
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FIGURE 3.10 – Énergie et mobilité de joint de grain en fonction de la désorientation.

Sur la base de ces deux “ingrédients” énergétiques formulés à l’échelle de chaque joint de grain, on peut
faire la somme de toutes les contributions dans le VER et définir une énergie totale E (T,α) et une puissance
dissipée totale D(T,α, v∗) : 

E (T,α) = L0
∑

(i , j )∈IRVE

li jγi j

D(T,α, v∗) = L0
∑

(i , j )∈IRVE

li j D∗
i j

(3.10)

Où IRVE représente l’ensemble des joints du VER, li j sont les longueurs adimensionnelles du joint i j (entre
le grain i et le grain j ), γi j l’énergie du joint (calculée grâce à (3.7)), D∗

i j la puissance dissipée dans le mou-

vement virtuel du joint (calculée grâce à (3.8)), et L0 la longueur physique de la tessellation. On a posé v∗
l’ensemble des vitesses virtuelles des joints dans le VER. La définition des tessellation de Voronoi-Laguerre
permet d’écrire un lien géométrique entre v∗ et l’évolution des poids ẇ .

Ces énergie et dissipation totales permettent de formuler une loi d’évolution des paramètres de la tes-
sellation orientée, pour laquelle on ne fait varier que les poids des grains. Cette loi d’évolution repose sur
la maximisation de la dissipation totale D, sous contrainte de vérifier l’équation de bilan thermodynamique
D(T,α, ẇ)+ Ė (T,α) = 0, ainsi que la conservation de la masse notée M . Cette optimisation sous contrainte se
lit :

ẇmeso =



argmax
ẇ ∈Rn

D(T,α, ẇ)

sous contrainte : D(T,α, ẇ)+ Ė (T,α) = 0

∂M

∂w
· ẇ = 0

(3.11)

On résout ce problème de manière formelle analytiquement et l’on aboutit à une loi d’évolution simple don-
nant la dérivée temporelle des poids en fonction des paramètres actuels de la tessellation orientée et de la
température :

ẇmeso =−m(T )

L3
0

M
meso

(α) · ∂Emeso(T,α)

∂w
(3.12)

Où la force thermodynamique ∂Emeso(T,α)/∂w et la matrice M
meso

(α) de taille n×n se calculent simplement

grâce aux paramètres de la tessellation orientée α. On remarque un effet de taille avec la longueur physique
L0 qui apparaît explicitement dans la loi d’évolution.
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Le modèle que nous avons construit est très économique en temps de calcul. Les résultats typiques sont
les tessellations orientées à chaque incrément de temps (cf. figure 3.11). Ce modèle mésoscopique a été com-
paré à des modèles classiques donnant certaines statistiques de la structure granulaire. Notamment nous
avons comparé les résultats du modèle avec l’équation de von Neuman-Mullins [192–194] et les distribu-
tions de taille de grain de Hillert et de Rayleigh [195–197] et un bon accord a été obtenu (cf. figure 3.12).

FIGURE 3.11 – Exemples d’évolution de mésostructure.
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FIGURE 3.12 – Validation des statistiques de grain.

Par ailleurs, le modèle a été comparé de manière assez grossière à une expérience relativement récente
sur du fer pur [198], qui présente l’intérêt de fournir les angles de désorientation entre les grains. La tes-
sellation orientée initiale n’est pas optimisée pour être la plus proche possible de l’image issue de l’expé-
rience, mais on observe tout de même une bonne similarité entre le calcul et les résultats expérimentaux
(cf. figure 3.13). Par ailleurs la taille de grain moyenne a été comparée et un bon accord est observé (cf. fi-
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gure 3.14). Si cette comparaison expérimentale est encourageante, elle ne doit cependant pas masquer le fait
que la comparaison se fait sur une durée relativement courte et que des comparaisons doivent toujours être
menées avec des expériences plus longues conduisant à une croissance de grain plus importante.

FIGURE 3.13 – Comparaison entre le modèle (haut) et l’expérience (bas).
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FIGURE 3.14 – Rayon équivalent moyen des grains 〈R〉.

Le principal avantage de ce modèle mésoscopique de croissance de grain est son coût calculatoire réduit,
alors que les aspects morphologiques de la structure granulaire sont bien pris en compte et le fait qu’il repose
sur des contributions énergétiques à différentes échelles. Ce modèle est massivement utilisé pour construire
une large base de données qui permet de formuler une version macroscopique du modèle.
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3.4.2 Modèle stochastique macroscopique de croissance de grain

Cette section est liée à [115, 116].

Il existe des modèles macroscopiques, qui par exemple s’attachent à simuler directement des distribu-
tions statistiques de taille de grains. Dans le contexte de la croissance de grain, les approches en champ
moyen ont été développées continument depuis plusieurs décennies, de sorte à affiner les lois d’évolution
de la taille moyenne des grains. Les approches en champ moyen consistent traditionnellement à considé-
rer une mésostructure idéalisée, faisant généralement intervenir des grains sphériques qui représentent des
familles de grains dans la structure polycristalline, qui partagent les mêmes propriétés de taille, d’énergie
de joint de grain et de mobilité. Cependant, dans les polycristaux, des propriétés fondamentales, telles que
la distribution de désorientation cristalline, dépendent de la connectivité entre les grains, c’est-à-dire des
leurs positions relatives les uns par rapport aux autres. Cet aspect est négligé dans les approches en champ
moyen classiques, qui ne prennent en compte que des relations entre classes de grains. Par exemple, on peut
citer les travaux pionniers [199, 200], qui établissent une équation d’évolution pour la taille moyenne des
grains en s’appuyant sur une vitesse d’évolution des joints de grain proportionnelle à leur courbure, ainsi
que sur une énergie de joint de grain et une mobilité toutes deux indépendantes de la désorientation. On
peut mentionner aussi l’équation classique de von Neumann-Mullins [192–194], qui relie le nombre de côtés
et le taux de variation de surface de chaque famille de grain. Par ailleurs, parmi les premiers modèles en
champ moyen, les approches statistiques sont bien connues [195–197, 201, 202]. Ces distributions de taille
ont été étendues avec des familles de grains ayant des énergies de joint de grain et des mobilités différentes
[203–205]. Des approches “semi-topologiques” ont été développées [206] permettant d’introduire quelques
aspects topologiques et probabilistes de la migration des joints de grain. On peut également mentionner un
modèle permettant de calculer en 2D l’évolution de la distribution de longueur relative des joints de grains
en fonction de la désorientation [207], mais il s’agit d’une approche non topologique, qui ne ne s’appuie pas
sur des mésostructures où la connectivité entre les grains serait prise en compte.

Dans l’approche que nous avons proposée, au contraire, le modèle macroscopique repose, pour identi-
fier les potentiels d’énergie libre et de dissipation, sur le modèle mésoscopique (détaillé en section 3.4.1),
qui intègre évidemment les aspects topologiques et donc la connectivité entre les grains. Pour cela une base
de données [116] a été construite sur un grand nombre de mésostructures qui constituent des volumes élé-
mentaires représentatifs (VER). On a donc un lien substantiel, dans cette approche, entre l’échelle méso-
scopique et l’échelle macroscopique. L’énergie libre macroscopique se révèle être une fonction déterministe
des variables d’état macroscopiques, que nous avons définies. En revanche, le potentiel de dissipation ma-
croscopique doit faire intervenir un cadre probabiliste. En pratique nous avons utilisé une inférence Bayé-
sienne classique pour identifier ce potentiel. En effet, une incertitude épistémique apparaît du fait de la
perte d’information lorsque l’on réduit la quantité de données entre l’échelle mésoscopique et l’échelle ma-
croscopique. Plusieurs états mésoscopiques différents et qui évoluent de manière indépendante, peuvent
être identiques du point de vue macroscopique. Le modèle macroscopique doit donc intégrer les différentes
évolutions possibles pour un même état macroscopique initial. C’est la raison pour laquelle un cadre proba-
biliste a été utilisé pour identifier le potentiel de dissipation, donnant son caractère stochastique au modèle
macroscopique de croissance de grain, que nous avons construit.

Comme on s’appuie sur une base de données pour formuler le modèle macroscopique, on a tout in-
térêt à ce que cette dernière soit sans dimension, de telle sorte que les grandeurs physiques soient mises
en facteur dans les équations d’évolution et que l’approche s’adapte facilement à différents matériaux, en
conservant pour une partie d’entre eux la même base de données. Les variables d’état macroscopiques sont
définies de telle sorte que l’énergie libre soit entièrement déterminée par la connaissance de ces dernières.
Chaque point matériel du domaine macroscopique doit représenter une structure polycristalline (c’est-à-
dire un VER), dont l’énergie est la somme des énergies linéiques portées par les joints de grain multipliées
par leur longueur respective. Puisque l’énergie de surface dépend de la désorientation, il est clair que l’éner-
gie totale macroscopique dépend des distributions de longueur de joint et de désorientation. Cependant, des
distributions statistiques complètes en chaque point matériel forment une information bien trop riche pour
être exploitée dans un large domaine, on réduit donc cette information avec des indicateurs statistiques de
position et de dispersion tels que la moyenne et l’écart-type.

Différentes distributions statistiques classiques sont utilisées pour caractériser les joints de grains dans
un polycristal. On peut considérer la boundary misorientation distribution (BMD) ou misorientation distri-
bution function (MDF), qui est la distribution du nombre relatif (proportion) de joints de grains en fonction
de la désorientation. On peut alternativement considérer la grain boundary character distribution (GBCD),
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qui est la distribution des longueurs relatives de joints de grains en fonction de la désorientation. C’est-à-
dire que la MDF et la GBCD portent essentiellement la même information, à ceci près que la mesure de
la probabilité n’est pas la même (nombre relatif de joints dans le premier cas et longueur relative de joints
dans le second). Les indicateurs de position tels que la moyenne et l’écart-type de la MDF sont discontinus
en temps, car des sauts apparaissent dès qu’un joint de grain disparaît. En revanche, puisque la longueur des
joints tend continument vers zéro lorsqu’un grain tend à disparaître, les indicateurs de position et de disper-
sion de la GBCD sont continus en temps, ce qui est préférable pour notre modèle. Dans cette perspective,
nous avons donc considéré pour construire les variables d’état macroscopiques, les trois premiers moments
statistiques successifs (notés µ0,µ1,µ2) de la distribution des désorientations, pondérés par les longueurs
adimensionnelles des joints :

(0 ≤ k ≤ 2), µk = ∑
(i , j )∈IRVE

li j∆θ
k
i j (3.13)

Où IRVE est l’ensemble des joints de grain du VER, li j et ∆θi j la longueur adimensionnelle et la désorienta-
tion du joint entre les grains i et j . À partir de ces moments statistiques on peut aisément calculer la densité
de joints de grains par unité de surface µ0/L0, la surface des grains, ou encore la moyenne et le carré de
l’écart-type relatif de la GBCD notés µ̃1 (radians) et µ̃2 (sans dimension) :

µ̃1 =
µ1

µ0
et µ̃2 =

µ2µ0

µ2
1

−1 (3.14)

À ce stade, l’état mésoscopique réduit que nous avons défini et qu’on note µ
meso

= (µ0,µ1,µ2), se calcule

à partir de l’état mésoscopique complet du système noté α grâce à (3.13). Un résultat important, qui montre
que cet état mésoscopique réduit est bien choisi, est que l’énergie totale des joints Emeso, qui apparaît dans
(3.12), peut s’écrire en fonction de l’état mésoscopique réduit µmeso au lieu de l’état mésoscopique complet
α :

Emeso(T,α) ≈ L0γS
G(T )

G(0)
f (µ

meso
) (3.15)

Où γS est une énergie de surface et f une fonction adimensionnelle analytique, qui sont toutes deux iden-
tifiées grâce à la base de données, qu’on détaille plus loin. On cherche à définir, à partir de cet état réduit,
un état macroscopique noté µ

macro
, qui ne nécessite pas, pour être calculé, de connaître l’état mésosco-

pique complet. Pour cela, on reprend l’équation d’évolution mésoscopique (3.12) du modèle présenté en
section 3.4.1, et on réduit l’information de la même manière que pour l’état mésoscopique réduit. Cela per-
met d’obtenir une loi d’évolution mésoscopique réduite (qui permet de calculer directement l’évolution de
l’état réduit µ

meso
) :

µ̇
meso

=−
(
γS m(T )

L2
0

G(T )

G(0)

)
Γ

meso
(α) ·

∂ f (µ
meso

)

∂µ
(3.16)

Où l’on a introduit Γ
meso

une matrice de taille 3×3 adimensionnelle, qu’on appelle mobilité réduite, et qui

s’écrit :

Γ
meso

=
∂µ

∂w
·M

meso
·
(
∂µ

∂w

)T

(3.17)

On rappelle que toutes les quantités dimensionnées sont en facteur de l’équation d’évolution (3.16) (L0 (m)
longueur physique pour la taille des grains, γS (J.m−2) énergie de surface pour les joints, et m(T ) (m4.J−1.s−1)
facteur de mobilité introduit dans (3.9)).

On cherche à établir une loi d’évolution macroscopique, c’est-à-dire qui ne se réfère pas à l’état méso-
scopique complet, mais uniquement à l’état réduit. La loi d’évolution (3.16) fait intervenir l’énergie totale
adimensionnelle f (µ

meso
) et la mobilité réduite Γ

meso
, qui se calculent toutes deux à partir de l’état méso-

scopique détaillé α. On cherche donc à identifier une bonne approximation de ces grandeurs, grâce à des
variables, qui ne nécessitent pas la connaissance complète de la mésostructure. Plus précisément, cela si-
gnifie d’identifier f de telle sorte que l’on puisse évaluer f (µ

macro
) dans (3.15), et d’identifier une matrice de

mobilité macroscopique Γ
macro

, qui ne dépende que de µ
macro

telle que Γ
macro

≈ Γ
meso

. En pratique l’iden-

tification de Γ
macro

nécessite une variable d’état macroscopique supplémentaire (variable secondaire), pour

normaliser les données et réduire leur dispersion, mais je fais l’impasse sur cette variable dans cette présen-
tation par souci de concision et de clarté.
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La base de données de calculs mésoscopiques compte initialement 19602 entrées, et permet d’identifier
avec une très bonne précision, l’énergie totale en fonction des variables réduites (cf. figure 3.15, où chaque
point représente un calcul à l’échelle mésoscopique), grâce à une fonction analytique déterministe :

f (µ0,µ1,µ2) = κ1µ0 µ̃1

(
κ2 − log

(
µ̃1

)− 1

2

(
µ̃2 +1

))
(3.18)

Où la forme de la fonction f est proposée grâce à une analyse asymptotique pour les faibles désorientations,
et les coefficients κ1,κ2 sont identifiés par minimisation entre la fonction d’énergie proposée et les points de
la base de donnée.

FIGURE 3.15 – Énergie totale adimensionnelle en fonction de l’état mésoscopique réduit.

Le principe est le même pour le tenseur de mobilité Γ
macro

(c’est-à-dire pour le potentiel de dissipa-

tion), à ceci près que l’identification nécessite un cadre probabiliste par inférence Bayésienne du fait de la
dispersion des données. On peut voir le modèle moyen et la dispersion des données normalisées à la fi-
gure 3.16 (cette normalisation fait intervenir la variable d’état secondaire que je n’ai pas présentée dans ce
mémoire). Cette dispersion des données, traduit l’incertitude épistémique due à la réduction de données
entre les échelles mésoscopique et macroscopique. Ainsi, on obtient un tenseur de mobilité, qui se com-
prend comme une variable aléatoire tensorielle, dont la loi de probabilité est issue de la calibration Bayé-
sienne. Cela conduit à une loi d’évolution macroscopique stochastique, qui ne dépend pas de l’état méso-
scopique détaillé, mais uniquement de l’état macroscopique initial et de la température.

Du point de vue pratique, la loi d’évolution du modèle macroscopique étant stochastique, on cherche à
calculer l’évolution moyenne et la dispersion autour de la moyenne (écart-type) à chaque instant. On peut
s’appuyer sur des méthodes spectrales pour optimiser le coût calculatoire, mais nous avons opté dans un
premier temps pour une approche très simple, consistant à discrétiser l’équation par un schéma explicite,
un grand nombre de fois avec des tirages différents pour les variables aléatoires impliquées dans la loi d’évo-
lution. On calcule la moyenne et l’écart-type sur toutes ces évolutions à chaque instant. On obtient donc
une enveloppe autour de l’évolution moyenne. À un même état macroscopique, correspondent une mul-
titude d’état mésoscopiques différents, qui évoluent de manière indépendante. Comme cette information
locale est perdue dans la modélisation macroscopique, l’enveloppe représente l’ensemble des possibles à
partir d’un même état macroscopique initial. L’amplitude de cette enveloppe s’étend donc naturellement au
cours du temps.

Pour tester le modèle macroscopique, nous avons généré quelques évolutions détaillées, grâce au mo-
dèle mésoscopique, ayant le même état macroscopique initial (cf. figure 3.17), et vérifié que l’enveloppe du
modèle macroscopique probabiliste (définie ici par plus ou moins un écart-type) contenait les évolutions
mésoscopiques, c’est-à-dire que chaque évolution mésoscopique se situe bien comme l’un des futurs pos-
sibles du point de vue macroscopique (cf. figure 3.18).

L’intérêt de cette approche est donc de permettre de calculer une évolution statistique assez détaillée de
la mésostructure à l’échelle macroscopique où chaque point matériel représente un assemblage polycristal-
lin différent. Le coût calculatoire étant très réduit, on peut simuler des pièces de grande taille soumises à des
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FIGURE 3.16 – Données du tenseur de mobilité adimensionnel normalisé.

FIGURE 3.17 – Exemple d’évolution mésoscopique.

conditions thermiques hétérogènes. On obtient donc un champ de propriétés de taille et de désorientation
des grains dans un domaine macroscopique.

L’approche que nous avons proposée sur un problème simple et extrêmement classique de croissance
de grain, a permis de développer des idées originales et un formalisme nouveau dans ce contexte. Avec
cette première tentative, nous avons mis au point une démarche, que je crois assez générale, permettant de
remonter de manière économique et relativement détaillée certaines informations des échelles inférieures
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FIGURE 3.18 – Évolutions macroscopique et mésoscopiques réduites, pour les trois moments statistiques µ0,µ1,µ2, la
moyenne et l’écart-type relatif de la GBCD µ̃1 et µ̃2, et la surface moyenne des grains adimensionnelle notée Smacro.

jusqu’à l’échelle macroscopique. Ces travaux me semblent donc assez prometteurs sur le plan scientifique,
notamment l’explicitation de l’incertitude épistémique dans le modèle, grâce à des statistiques Bayésiennes
pour identifier le potentiel de dissipation. Ainsi, un travail continu sur ce sujet est nécessaire pour enrichir
l’approche pour y intégrer notamment les aspects de recristallisation [208], qui requièrent à minima d’intro-
duire les énergies volumiques des grains (en particulier due à la densité des dislocations) et les dissipations
par plasticité cristalline. Un autre axe de développement tient aux transitions de phase, qui requièrent de
plus d’introduire différentes énergies possibles selon les arrangements cristallins et des problèmes de diffu-
sion d’éléments d’alliage, ce qui compliquera très nettement l’approche. On peut aussi creuser ces idées dans
d’autres directions, comme la cristallisation depuis une phase liquide, la plasticité de transformation ou les
phénomènes de fatigue, comme je le fait actuellement dans un certain nombre de projets, que je détaillerai
en conclusion.

Sur le plan des applications, ce type d’approches, qui visent un coût calculatoire réduit à l’échelle ma-
croscopique, est également intéressant. En effet, cela permet de rendre des informations importantes pro-
venant des échelles inférieures, accessibles au calcul de structure macroscopique, ce qui est l’un des grands
enjeux des simulations de procédés de fabrication et de mise en forme. Je me suis attelé en premier lieu aux
procédés de fabrication additive métallique, pour lesquels le contrôle des microstructures est un problème
important.

3.4.3 Application à la fabrication additive

Cette section est liée à [117].

Pour illustrer l’utilisation des modèles de croissance de grain à l’échelle mésoscopique (section 3.4.1) et
à l’échelle macroscopique (section 3.4.1), je me suis intéressé à la croissance de grain pendant le procédé
de fabrication additive DED, pour lequel j’ai proposé un modèle de thermique présenté en section 2.4.1. Je
n’ai pas encore développé de modèle de solidification pour traiter la cristallisation du métal liquide. Bien sûr
ce problème a déjà été traité en détails, mais j’ambitionne de développer une approche, qui repose sur des
tessellations de Voronoi-Laguerre comme pour le modèle de croissance de grain à l’échelle mésoscopique, et
d’en tirer une version macroscopique. Ce modèle de solidification nécessitera des ajustements significatifs
par rapport au modèle de croissance de grain. Certes on conservera des énergies de surface (au niveau des
joints et au niveau des interfaces entre les grains et le liquide), mais il faudra considérer l’énergie par unité
de volume dans les grains et le liquide respectivement. En attendant de développer un tel modèle on peut
déjà utiliser le modèle existant de croissance de grain en partant d’une mésostructure initiale qui ressemble
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aux mésostructures qu’on obtient classiquement avec ce type de procédé de fabrication, c’est-à-dire des
grains allongés dans une direction privilégiée avec des grains très fins aux interfaces entre les cordons (cf.
figure 3.19 extraite de [209]).

FIGURE 3.19 – Carte EBSD d’une mésostructure issue du procédé de fabrication additive DED.

Pour favoriser la croissance des grains, j’ai considéré un cas de calcul thermique où la température du
substrat est maintenue à une valeur relativement élevée (800 K) en imaginant un mécanisme de contrôle
asservi. Á la figure 3.20, on peut voir les cycles thermiques, pour un point de matière dans le premier cordon
posé sur le substrat. Pour effectuer le calcul de l’évolution de la mésostructure, j’ai posé une mobilité de joint
de grain, qui dépend de la température en suivant une loi d’Arrhenius. Á la figure 3.20, on voit l’évolution de
la mésostructure détaillée à certains instants. L’effet de la mobilité des grains est principalement de réduire
le nombre de grains aux interfaces entre les cordons. Ce calcul à l’échelle mésoscopique est suffisamment ra-
pide pour être mené en quelques points de la structure, mais trop long pour être reproduit en chaque point
matériel de la pièce fabriquée. Pour cela on utilise le modèle à l’échelle macroscopique, qui est beaucoup
plus rapide. Par exemple, les figures 3.21 et 3.22 donnent l’évolution de la moyenne et de l’écart-type relatif
de la GBCD au cours du temps pour un point matériel dans le premier cordon. On voit une évolution rapide
à chaque passage de laser, c’est-à-dire à chaque pic de température. Cela est dû à l’augmentation très signi-
ficative de la mobilité pour les hautes températures. Par ailleurs, le fait que le substrat soit maintenu à haute
température permet de faire évoluer la mésostructure sur toute la durée de la fabrication.
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4.1 Introduction

Je me suis intéressé aux aspects dynamiques de la mécanique des matériaux en arrivant au LMS, où j’ai
partagé le bureau de Gérard Gary (LMS, École Polytechnique), qui m’a introduit aux barres d’Hopkinson,
dont il est un expert reconnu. La dynamique n’entre pas dans la démarche générale du reste de mon tra-
vail sur les contraintes résiduelles et l’évolution de la microstructure dans les procédés, et me permet ainsi
d’explorer des sujets moins centrés sur une perspective commune, mais ayant en commun un montage ex-
périmental. Ce dernier est constitué de deux barres, entre lesquelles se situe un échantillon. Un impacteur
permet de solliciter dynamiquement l’une des barres, qui transmet une onde de compression, qui génère au
niveau de l’échantillon, une onde réfléchie et une onde transmise dans la seconde barre. Grâce à la mesure
des ondes incidente, réfléchie et transmise, on déduit par des modèles très simples les forces et déplace-
ments au droit de l’échantillon. L’analyse des signaux issus de ce système de mesure initié par les travaux
de Kolsky [214] a été considérablement améliorée au cours des années [215–223] pour prendre en compte
la friction au niveau des interfaces entre l’échantillon et les barres, l’effet de poinçonnement des barres par
l’échantillon, la dispersion des ondes due aux effets tridimensionnels ou l’introduction de techniques de
déconvolution pour les tests longs ou avec des barres visco-élastiques.

Je me suis donc intéressé à un axe de recherche portant sur l’identification en dynamique aux barres
d’Hopkinson du comportement des matériaux ou d’assemblages. Le premier sujet, sur lequel je me suis in-
vesti dans ce domaine, tient à la thèse CIFRE (Safran Composite) d’Anthony Janin, que j’ai co-encadrée avec
Andrei Constantinescu (LMS, École Polytechnique). J’ai développé depuis les aspects de caractérisation ma-
tériaux en dynamique en considérant les incertitudes cumulées dans le dépouillement des mesures, dans le
cadre du post-doctorat de Charles Francart financé par le CEA.

4.2 Identification du comportement de joints collés

Cette section est liée à [210–212].

La thèse d’Anthony Janin est un travail sur la caractérisation du comportement en dynamique et des ca-
ractéristiques de rupture d’un assemblage collé pour l’industrie aéronautique. Le potentiel des assemblages
collés dans ce domaine est considérable dans la mesure où cela permettrait d’éviter des assemblages par
rivetage et d’alléger les appareils. L’enjeu est de caractériser le comportement en dynamique du joint de
colle, alors que l’outil de mesure (les barres d’Hopkinson) ne donne accès qu’à une information très glo-
bale (déplacements et forces au droit de l’échantillon). Ainsi les barres ne permettent de caractériser que
la structure collée, comme dans un certain nombre d’études [224–226], et non le joint de colle lui-même.
Il s’agit d’un aspect important, car les calculs prédictifs pour concevoir les structures en aéronautique né-
cessitent des modèles de comportement pour les joints et non le comportement apparent d’une structure
collée. Par ailleurs, si des travaux portent sur la caractérisation des joints dans un régime de sollicitation
en quasi-statique [227, 228], les quelques études en régime dynamique ont été menées sur des échantillons
plats simples (single-lap joint et double-lap joint) [224–226], qui ne permettent d’investiguer que le compor-
tement en cisaillement des joints.

Le premier aspect de ce travail a donc été de développer des conditions d’essais et un nouvel échan-
tillon permettant de tester en dynamique le joint de colle sous différents types de sollicitations. En effet, si
quelques essais avaient été réalisés en adaptant le montage des barres d’Hopkinson pour réaliser des charge-
ments sous torsion [229] ou en tension [230], chaque montage expérimental ne permettait d’explorer qu’un
unique état de contrainte. L’alternative que nous avons choisie est donc de concevoir un échantillon nouveau
pour être testé avec le montage classique des barres d’Hopkison en compression, et qui permette de réaliser
différents états de chargement multiaxiaux. Pour cela, parmi de nombreux types d’échantillons conçus pour
identifier la ténacité des matériaux homogènes (et non des assemblages collés) [231–234], nous avons adapté
le disque brésilien [235, 236]. Dans un régime quasi-statique, un échantillon inspiré du disque brésilien a été
proposé pour les assemblages collés [237, 238] (disque sandwich). Cet échantillon permet de réaliser une
infinité de chargements multiaxiaux différents en orientant l’échantillon dans la machine d’essai. Cepen-
dant un disque s’adapte mal aux barres d’Hopkinson pour le régime dynamique, car le contact entre les
barres n’est pas assez franc. Ainsi, les différents états de contrainte pour solliciter le joint ont été obtenus en
développant un échantillon sandwich constitué de deux demi-dodécagones en aluminium collés, permet-
tant trois orientations différentes de chargement pour les essais aux barres (cf. figure 4.1b). Par ailleurs, des
“becs” sont ajoutés pour limiter les effets de bords. Une procédure de préparation des surfaces, de collage et
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de polissage (cf. figure 4.2a) permet d’obtenir des échantillons identiques dans de bonnes tolérances.
Le second aspect important est de permettre une analyse locale pour identifier les caractéristiques du

joint de colle. En effet, en plus de l’information globale apportée par le système des barres d’Hopkinson,
des mesures locales ont été produites en ajoutant une caméra rapide (cf. figure 4.1a) et un mouchetis sur
l’échantillon pour mesurer le champ de déplacement autour du joint par corrélation digitale d’images (DIC)
[230, 239–243]. Les limites technologiques contraignent à un compromis entre la résolution des images et
la fréquence d’acquisition. En optimisant les mouchetis [244], réalisés à l’aérographe et en choisissant un
éclairage flash pour fournir suffisamment de lumière pendant la courte durée de l’essai, nous avons obtenu
une résolution micrométrique avec une fréquence d’acquisition suffisante pour suivre la déformation au
cours des tests (cf. figure 4.2b).

(a) Vue schématique du montage expérimental. (b) Plan de l’échantillon DODECA.

FIGURE 4.1 – Schémas de conception du dispositif expérimental.

(a) 1) Dispositif de collage. 2) Échantillon collé avec polis-
sage. 3) Échantillon après polissage.

(b) Photographie du dispositif avec l’échantillon peint et la
caméra rapide.

FIGURE 4.2 – Dispositif expérimental.

Les résultats de la corrélation d’image sont présentés au cours du temps à la figure 4.3. Le joint est trop
fin pour que l’on puisse mesurer précisément les déplacements dans son épaisseur. En revanche, on peut
mesurer précisément, les déplacements tangentiels et normaux dans les substrats de part et d’autre du joint.
Cette information assez locale permet d’identifier les sauts de déplacement en cisaillement et en tension
subis par le joint, et ainsi d’identifier la déformation dans le joint. Sur cette base et moyennant quelques
approximations, on peut sans faire de calcul inverse, identifier un comportement approximatif du joint (cf.
figure 4.4) en utilisant uniquement les données expérimentales disponibles. Bien sûr, ce comportement ap-
parent du joint ne dispense pas d’établir un modèle inverse pour caractériser un modèle de comportement.

Nous avons donc développé une méthode inverse pour identifier le comportement du joint de colle. Il
s’agit d’un sujet très étudié pour diverses applications [245–253]. Parmi plusieurs approches bien établies
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FIGURE 4.3 – Champs de déplacements obtenus par corrélation.

(a) Force normalisée en fonction de la déformation en ci-
saillement pour le cas à 45◦ et différents essais.

εxy

σxy

15°, V = 5.0 m/s

45°, V = 5.8 m/s

(b) Comportement approximatif pour deux angles d’im-
pact différents.

FIGURE 4.4 – Comportement du joint.

[254, 255], nous nous sommes orientés vers une méthode inverse par mise à jour de calculs aux éléments
finis (finite element model updating method (FEMU)). Il s’agit simplement de simuler l’essai grâce à un mo-
dèle aux éléments finis, qui prend en entrée les paramètres constitutifs du comportement du joint de colle.
On tente ensuite d’optimiser le comportement du joint de sorte à minimiser l’écart entre les mesures et les
résultats du calcul.

Une étude préliminaire a permis de montrer que le meilleur système à modéliser est l’échantillon pris
entre deux portions de barres modélisées en 3D, auxquelles on ajoute des éléments unidimensionnels pour
laisser les ondes mécaniques se propager librement. Pour faire cette étude trois conditions ont été testées
(1) figure 4.5a l’échantillon seul (chargé à droite et à gauche par les forces mesurées aux barres), (2) fi-
gure 4.5b l’échantillon pris entre deux portions de barres (chargé à droite et à gauche par les forces mesurées
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aux barres) et (3) figure 4.5c l’ajout d’éléments unidimensionnels avec un chargement à gauche uniquement
et une condition aux limites libre à droite en fin de barre. La première condition n’est pas satisfaisante dans
la mesure où la dispersion du signal due aux effets de contact entre les barres et l’échantillon ne sont pas
pris en compte, car on ne dispose que de la force résultante. La seconde condition n’est pas satisfaisante
non plus, car il existe toujours un décalage temporel entre la propagation numérique des ondes et la me-
sure, donc le signal imposé à gauche n’est pas parfaitement synchronisé (lorsqu’il a traversé l’échantillon
et les portions de barres) avec le signal mesuré et imposé à droite, créant des réflexions d’ondes irréalistes.
Seule la troisième condition donne des résultats presque identiques à une simulation complète de l’essai en
3D. Ce compromis entre temps de calcul et précision semble être le bon.

(a) Échantillon seul. (b) Échantillon et barres tronquées.

Sb,in

position +0

(c) Échantillon et barres prolongées par des éléments 1D.

FIGURE 4.5 – Différents calculs pour simuler l’essai.

Le modèle finalement utilisé pour l’identification inverse du comportement du joint est présenté fi-
gure 4.6. Les points rouges montrent les positions où les résultats du calcul sont extraits et comparés aux
mesures et les figures à droite montrent la comparaison entre les mesures et les calculs après minimisation.
L’optimisation numérique quoique relativement difficile à mettre en oeuvre et à régulariser permet d’identi-
fier les paramètres du comportement du joint. Il est à noter que le modèle s’appuie sur une estimation de la
loi de contact entre l’échantillon et les barres. Cette dernière est incorporée dans la boucle de minimisation
pour chaque essai car les contacts dépendent des rugosités locales, qui varient d’un essai à l’autre du fait
que les échantillons ne sont pas identiques et que chaque impact modifie la rugosité des barres. Le com-
portement du joint sous trois chargements triaxiaux différents est ainsi caractérisé. On peut ainsi établir une
surface d’élasticité et de rupture (cf. figure 4.7) pour présenter le comportement tridimensionnel du joint.

Ces recherches ont permis d’établir une procédure d’essai pour caractériser les joints collés en régime
dynamique et peuvent donc avoir un impact intéressant sur le processus de certification des parties collées
dans l’aéronautique, pour l’allègement des appareils.
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Shear

Compression

FIGURE 4.6 – Calcul inverse, comparaison entre les forces calculées et mesurées aux barres d’Hopkinson, et du saut de
déplacement calculé et mesuré par corrélation.

(a) Plan des contraintes normales et cisaillement. (b) Plan des contraintes déviatorique et sphérique.

FIGURE 4.7 – Domaine d’élasticité et de rupture.

4.3 Identification Bayésienne des incertitudes

Cette section est liée à [213].

Ce sujet d’identification de comportement aux barres d’Hopkinson a été développé en collaboration avec
Gabriel Seisson (CEA) et Charles Francart dans le cadre de son post-doctorat, que j’ai encadré. L’enjeu de ce
travail est de quantifier les sources d’incertitudes qui entachent les mesures aux barres d’Hopkinson, et de
quantifier leur effet cumulé sur l’incertitude du comportement identifié. Cette préoccupation provient du
fait que les matériaux sont caractérisés dans certaines conditions d’essais, et le comportement ainsi iden-
tifié est injecté par les ingénieurs pour des calculs plus ou moins complexes dans le but de dimensionner
une structure ou un système mécanique. Il est essentiel pour valider ces calculs, qui contribuent très lar-
gement à la conception, d’évaluer la confiance que l’on a dans les lois de comportement, qui sous-tendent
les modèles. En effet, les incertitudes de comportement déterminent en partie les incertitudes des simula-
tions numériques qui les exploitent et ainsi peuvent avoir un effet majeur sur l’évaluation des risques et la
conception dans certains secteurs.

Ces travaux cherchent à quantifier les incertitudes de mesures liées au dépouillement des essais aux
barres d’Hopkinson, les incertitudes liées à la variabilité intrinsèque des matériaux (conditions de fabri-
cation etc.) et la répétabilité des essais pour évaluer in fine les incertitudes dans l’identification des para-
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mètres d’un modèle de comportement. Le dépouillement des mesures de voltage des jauges de déforma-
tions sur les barres pour obtenir des courbes de forces et déplacements au droit de l’échantillon se fait via
un modèle généralement assez simple et analytique impliquant une quinzaine de paramètres caractérisant
le dispositif expérimental (cf. figure 4.8). Bien entendu des modèles beaucoup plus lourds existent également
[226, 236, 256–258], mais ils ne servent généralement pas au dépouillement d’essais en raison de leur coût
calculatoire.

Striker Input bar Output bar

Specimen
Strain gauge Strain gauge

Velocity measurement
by laser

Signal amplification
and calibration

LS LSGI l0
LSGO

DI DOd0

KSGI KSGO

LI LO

C,MI C,MO

V (t)I V  (t)O

FIGURE 4.8 – Système de barres d’Hopkinson avec les paramètres connus de manière imparfaite.

Si l’on considère que l’on connaît imparfaitement ce dispositif, des incertitudes entachent chacun des
paramètres et se combinent pour donner une incertitude cumulée sur les forces et déplacements issues
du dépouillement de l’essai. Pour quantifier ces incertitudes, nous considérons chacun de ces paramètres
comme une variable aléatoire dont on connaît la distribution de probabilité. En pratique il est relativement
compliqué d’explorer empiriquement cette distribution, nous avons donc opté le plus souvent pour des lois
uniformes ou normales dont la valeur moyenne est donnée par la mesure du paramètre et l’écart-type im-
posé de manière forfaitaire selon l’outil de mesure (mètre ruban, pied à coulisse numérique, balance nu-
mérique etc.). Le cumul de ces incertitudes se fait simplement de manière statistique en simulant un grand
nombre de dépouillements sur la base d’un grand nombre de tirages aléatoires des paramètres. On obtient
donc à partir des forces et déplacements des courbes contrainte-déformation et des vitesses de déformation,
probabilisées (cf. figure 4.9). Pour chaque valeur de déformation, la contrainte suit une loi de probabilité
que l’on peut assimiler à une loi normale avec une très bonne précision. Les résultats du k-ième essai se tra-
duisent donc par une courbe moyenne de contrainte notée σk en fonction de la déformation et une matrice
de covariance notée V σ

k
, qui traduit l’incertitude sur le dépouillement de l’essai.

Pour quantifier les incertitudes liées à la variabilité des matériaux et la répétabilité des essais, nous avons
fait une campagne d’essai sur un alliage d’aluminium. Une quarantaine d’essais ont été effectués, dont 33
essais avec la même condition de vitesse de déformation moyenne et la même température. Par ailleurs, des
essais en quasi-statique ont été effectués à différentes températures. Cela permet d’explorer la variabilité du
matériau avec un nombre non négligeable d’échantillons différents. Il est donc aisé de cumuler l’incertitude
expérimentale de chaque essai avec la variabilité matériau et d’agréger les données pour obtenir une courbe
contrainte déformation probabilisée prenant en compte ces deux sources d’incertitude (cf. figure 4.10). Cela
peut s’avérer utile pour examiner les résultats d’une campagne d’essais.

L’identification d’une loi de comportement à partir des essais, nécessite le choix d’un modèle de compor-
tement faisant intervenir un certain nombre de paramètres. On a proposé d’identifier un modèle d’écrouis-
sage assez classique de Steinberg-Cochran-Guinan simplifié :

Φ
(
γ,T (ε),ε

)
= Y0

(
1+βε

)n
(
1+

(
G ′

T

G0

)
(T −T0)

)
(4.1)

Il y a d = 4 paramètres à identifier γ= (
Y0,β,n,G ′

T

)
, où Y0 (MPa) est la limite d’élasticité initiale avant écrouis-

sage, β et n sont des paramètres sans dimension, et G ′
T (MPa.K−1). Par ailleurs, le coefficient de cisaillement

G0 est fixé, ce qui revient à identifier le ratio G ′
T /G0, et T0 est une température de référence.

Les variables explicatives du modèle sont T la température et ε la déformation uniaxiale. La température
varie en cours d’essai du fait de l’auto-échauffement par les mécanismes dissipatifs plastiques. Cependant la
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FIGURE 4.9 – Contrainte et taux de déformation probabiliste en fonction de la déformation.
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FIGURE 4.10 – Contrainte de traction en fonction de la déformation avec incertitudes cumulées.

température n’a pas été mesurée pour les essais en dynamique aux barres d’Hopkinson, du fait de la durée
très réduite de l’essai et des difficultés à caler l’émissivité qui varie en cours d’essai. On estime donc la tem-
pérature en fonction de la déformation en postulant le coefficient de Taylor-Quinney, qui relie la puissance
dissipée par les mécanismes plastiques avec l’élévation de température [259, 260] :

T (ε)−T0 =
βT Q

ρ0cp

∫ ε

0
σ(υ)dυ (4.2)

Où βTQ est le coefficient de Taylor-Quinney, ρ0 la masse volumique et cp la capacité calorifique spécifique.
Nous n’avons pas étudié l’incertitude liée au choix du modèle, c’est-à-dire l’effet de l’écart entre un mo-

dèle théorique et les phénomènes physiques complexes conduisant à un comportement apparent des maté-
riaux. Nous avons uniquement étudié pour le modèle fixé, l’incertitude d’identification des paramètres. Pour
cela, nous avons opté pour une identification probabiliste des paramètres du matériau en utilisant les ou-
tils des statistiques Bayésiennes [247, 261, 262]. On bon nombre d’identifications de diverses propriétés de
matériaux ont été menées dans un cadre Bayésien [263–271].

Pour cette étude, j’ai proposé un modèle Bayésien hiérarchique, où l’on modélise la variabilité du maté-
riau comme suit. On dispose de K essais, et les différents paramètres matériaux γ

k
de chaque échantillon
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noté k (1 ≤ k ≤ K ) sont modélisés comme des variables aléatoires distinctes. On considère que les différentes
valeurs correspondant aux différents échantillons sont des tirages aléatoires d’une variable aléatoire com-
mune, nommée hyper-variable aléatoire notée φ. Cette hyper-variable aléatoire représente en quelque sorte
l’aléa dans le choix d’un échantillon plutôt qu’un autre, et permet de quantifier la dispersion des paramètres
d’un test à l’autre.

Toute identification Bayésienne nécessite d’introduire des densités de probabilité a priori. Cette proba-
bilité a priori joue le rôle de régularisation dans le problème d’identification, qui est mal posé comme toute
méthode inverse. Sur la base de l’analyse des signaux et des données connues sur ce type de matériaux,
nous avons opté pour un modèle a priori Gaussien de l’hyper-variable aléatoire, c’est-à-dire une loi normale
multivariée de moyenne notée µ

γ
et de matrice de covariance notée Σ

γ
, ce qui se lit comme la densité de

probabilité conditionnelle suivante :

γ|µ
γ

,Σ
γ
∼Nd

(
µ
γ

,Σ
γ

)
(4.3)

Où Nd désigne une loi normale multivariée de taille d . De plus, nous avons supposé que la matrice de
covariance est diagonale. Pour écrire la distribution a priori de µ

γ
et Σ

γ
, on s’appuie sur les distributions

conjuguées d’une distribution normale multivariée [261], et l’on pose donc :


p(µ

γ
)∝

d∏
l=1

p(µl )

p(Σ
γ

)∝
d∏

l=1
p(Σl )

(4.4)

Où l ∈ {
Y0,β,n,G ′

T

}
et où :  Σl ∼ Inv-χ2

(
S2

l ,0,νl ,0

)
µl ∼N

(
µl ,0, s2

l ,0

) (4.5)

Où N représente la loi normale et Inv-χ2 la loi du Chi2 inverse redimensionnée, qui est la distribution
conjuguée de la loi normale. Ces distributions sont complètement déterminées par les paramètres a priori
µl ,0, sl ,0,Sl ,0,νl ,0 qu’on se fixe.

Les données observées pour alimenter le modèle Bayésiens sont, pour chaque test k, les courbes de
contrainte moyenne rassemblant les M valeurs de contrainte moyenne σk = (

σ1,k , · · · ,σM ,k
)
, en fonction des

M valeurs de déformation ε = (ε1, · · · ,εM ) au cours de l’essai, ainsi que la matrice de covariance empirique
V σ

k
, qui représente l’incertitude sur l’essai. Dans ce contexte il faut comprendre la déformation comme une

variable explicative du modèle, tout comme la température. Toute estimation Bayésienne se fonde sur un
modèle de vraisemblance, qui établit la densité de probabilité conditionnelle des données observées sachant
les paramètres à estimer, ici les paramètres du matériau γ

k
. On opte ici pour un modèle de vraisemblance

Gaussien, dont la matrice de covariance est supposée connue, soit :

σk |γk
∼NM

(
Φk ,V σ

k

)
(4.6)

Où Φk est le vecteur des évaluations du modèle de comportement (4.1), évalué pour les M valeurs de défor-
mation et de température au cours de l’essai.

L’identification Bayésienne consiste à évaluer grâce au théorème de Bayes, à partir de la densité a priori et
du modèle de vraisemblance, la probabilité a posteriori, c’est-à-dire la densité de probabilité conditionnelle
des paramètres à identifier γ

k
,µ

γ
,Σ

γ
sachant les données observées σk :

p

(
γ

k
,µ

γ
,Σ

γ
|σk

)
∝ p

(
σk |γk

)
p

(
γ

k
|µ

γ
,Σ

γ

)
p(µ

γ
)p(Σ

γ
) (4.7)

Où p

(
γ

k
|µ

γ
,Σ

γ

)
est donnée par (4.3). On peut aussi calculer les distributions a posteriori marginales, c’est-
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à-dire : 

p
(
γ

k
|σk

)
∝

∫
µ
γ

∫
Σ
γ

p

(
γ

k
,µ

γ
,Σ

γ
|σk

)
dµ

γ
dΣ

γ

p
(
µ
γ
|σ1, · · · ,σK

)
∝

K∏
k=1

∫
Σ
γ

∫
γ

k

p

(
γ

k
,µ

γ
,Σ

γ
|σk

)
dΣ

γ
dγ

k

p

(
Σ
γ
|σ1, · · · ,σK

)
∝

K∏
k=1

∫
µ
γ

∫
γ

k

p

(
γ

k
,µ

γ
,Σ

γ
|σk

)
dµ

γ
dγ

k

(4.8)

On peut simuler ces densités a posteriori marginales (4.8) grâce à des méthodes de sampling exploitant les
chaines de Markov. En pratique, nous avons utilisé un algorithme très efficace, le No U-Turn Sampler (NUTS)
[272] implémenté dans Python [273]. Ainsi, la distribution statistique des paramètres de chaque essai est
présentée figure 4.11a. On identifie également la distribution de la loi de l’hyper-variable aléatoire, ce qui
permet de définir des paramètres matériaux globaux, représentant l’incertitude que l’on a sur les paramètres
matériaux identifiés sur l’ensemble des essais (cf. figure 4.11b).
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(a) Essais considéré indépendamment.
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FIGURE 4.11 – Distribution de probabilité a posteriori des paramètres matériaux.

Sur la base de ces calculs, on peut représenter le comportement identifié sous forme d’une courbe contrainte
déformation, associé à l’incertitude que l’on a sur les paramètres du matériau. De plus, il est possible de cal-
culer la probabilité de nouveaux essais, sachant ceux qui ont été réalisés (posterior checks) (cf. figure 4.12).
On voit que les marges d’incertitude identifiées avec cette technique ne sont pas négligeables, quand bien
même le dispositif expérimental est bien rôdé comme pour les barres d’Hopkinson du LMS. Cela montre
l’intérêt de multiplier les essais et de quantifier les incertitudes par des méthodes calibration Bayésiennes.
Ce travail plaide donc en faveur de l’introduction de comportements probabilistes dans les études de sûreté
ou pour la conception dans des domaines de l’ingénierie.

84



0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
240

260

280

300

320

340

360

380 σ(ε) (MPa)

ε

j=2

Experiments 

Future experiment (posterior checks)

Calibrated model

Mean and point-wise uncertainty at 95%

FIGURE 4.12 – Comportement expérimental et calibré avec les incertitudes.

Publications de l’axe 4

[210] Anthony Janin, Andrei Constantinescu, Daniel Weisz-Patrault, Robert Neviere, Matthieu Stackler, and
William Albouy. An experimental technique for the characterization of adhesive joints under dynamic
multiaxial loadings. Procedia engineering, 197 :52–59, 2017. https://doi.org/10.1016/j.proeng.
2017.08.081.

[211] Anthony Janin, Andrei Constantinescu, Daniel Weisz-Patrault, Robert Neviere, Matthieu Stackler, and
William Albouy. A new multiaxial specimen for determining the dynamic properties of adhesive joints.
Experimental Mechanics, 58(8) :1207–1219, 2018. https://doi.org/10.1007/s11340-018-0402-7.

[212] Anthony Janin, Andrei Constantinescu, Daniel Weisz-Patrault, Robert Neviere, Matthieu Stackler, and
William Albouy. Identification of the material behavior of adhesive joints under dynamic multiaxial
loadings. International Journal of Impact Engineering, 133 :103355, 2019. https://doi.org/10.

1016/j.ijimpeng.2019.103355.

[213] Daniel Weisz-Patrault, Charles Francart, and Gabriel Seisson. Uncertainty estimation and hierarchical
Bayesian analysis of mechanical dynamic tests. Journal of Dynamic Behavior of Materials, pages 1–22,
2021. https://doi.org/10.1007/s40870-020-00280-6.

Références de l’axe 4

[214] Herbert Kolsky. An investigation of the mechanical properties of materials at very high rates of loading.
Proceedings of the Physical Society. Section B, 62(11) :676, 1949.

[215] JZ Malinowski and JR Klepaczko. A unified analytic and numerical approach to specimen behaviour in
the split-hopkinson pressure bar. International journal of mechanical sciences, 28(6) :381–391, 1986.

[216] Han Zhao and Gérard Gary. On the use of shpb techniques to determine the dynamic behavior of
materials in the range of small strains. International Journal of Solids and structures, 33(23) :3363–
3375, 1996.

[217] Han Zhao and Gérard Gary. A new method for the separation of waves. application to the shpb tech-
nique for an unlimited duration of measurement. Journal of the Mechanics and Physics of Solids, 45
(7) :1185–1202, 1997.

[218] Gerard Gary. Comportement des métaux à grande vitesse de déformation. Modélisation. Ed. Tech-
niques Ingénieur, 2001.

[219] Fengchun Jiang and Kenneth S Vecchio. Hopkinson bar loaded fracture experimental technique : a
critical review of dynamic fracture toughness tests. Applied Mechanics Reviews, 62(6) :060802, 2009.

85

https://doi.org/10.1016/j.proeng.2017.08.081
https://doi.org/10.1016/j.proeng.2017.08.081
https://doi.org/10.1007/s11340-018-0402-7
https://doi.org/10.1016/j.ijimpeng.2019.103355
https://doi.org/10.1016/j.ijimpeng.2019.103355
https://doi.org/10.1007/s40870-020-00280-6


[220] Kamal Safa and Gérard Gary. Displacement correction for punching at a dynamically loaded bar end.
International Journal of Impact Engineering, 37(4) :371–384, 2010.

[221] Weinong W Chen and Bo Song. Split Hopkinson (Kolsky) bar : design, testing and applications. Sprin-
ger Science & Business Media, 2010.

[222] T Jankowiak, A Rusinek, and T Lodygowski. Validation of the klepaczko–malinowski model for friction
correction and recommendations on split hopkinson pressure bar. Finite Elements in Analysis and
Design, 47(10) :1191–1208, 2011.

[223] Gérard Gary. Testing with bars from dynamic to quasi-static. In Constitutive Relations under Impact
Loadings, pages 1–58. Springer, 2014.

[224] Mangapatnam Adamvalli and Venkitanarayanan Parameswaran. Dynamic strength of adhesive single
lap joints at high temperature. International Journal of Adhesion and Adhesives, 28(6) :321–327, 2008.

[225] Georges Challita and Ramzi Othman. Finite-element analysis of shpb tests on double-lap adhesive
joints. International Journal of Adhesion and Adhesives, 30(4) :236–244, 2010.

[226] Georges Challita, Ramzi Othman, Pascal Casari, and Khaled Khalil. Experimental investigation of
the shear dynamic behavior of double-lap adhesively bonded joints on a wide range of strain rates.
International Journal of Adhesion and Adhesives, 31(3) :146–153, 2011.

[227] Jean-Yves Cognard, Romain Créac’hcadec, Laurent Sohier, and Peter Davies. Analysis of the nonlinear
behavior of adhesives in bonded assemblies-comparison of tast and arcan tests. International Journal
of Adhesion and Adhesives, 28(8) :393–404, 2008.

[228] Nicolas Carrere, Claudiu Badulescu, Jean-Yves Cognard, and Dominique Leguillon. 3d models of
specimens with a scarf joint to test the adhesive and cohesive multi-axial behavior of adhesives.
International Journal of Adhesion and Adhesives, 62 :154–164, 2015.

[229] Sohan Lal Raykhere, Prashant Kumar, RK Singh, and Venkitanarayanan Parameswaran. Dynamic shear
strength of adhesive joints made of metallic and composite adherents. Materials & Design, 31(4) :
2102–2109, 2010.

[230] C C Roth, G Gary, and D Mohr. Compact SHPB System for Intermediate and High Strain Rate Plasticity
and Fracture Testing of Sheet Metal. Experimental mechanics, 55 :1803–1811, 2015.

[231] D Rittel and H Maigre. An investigation of dynamic crack initiation in pmma. Mechanics of Materials,
23(3) :229–239, 1996.

[232] J Zhao, WG Knauss, and G Ravichandran. A new shear-compression-specimen for determining quasi-
static and dynamic polymer properties. Experimental mechanics, 49(3) :427, 2009.

[233] A Dorogoy, D Rittel, and A Godinger. A shear-tension specimen for large strain testing. Experimental
Mechanics, 56(3) :437–449, 2016.

[234] P Kuhn, G Catalanotti, J Xavier, PP Camanho, and H Koerber. Fracture toughness and crack resistance
curves for fiber compressive failure mode in polymer composites under high rate loading. Composite
Structures, 182 :164–175, 2017.

[235] Jun Zhou, Yang Wang, and Yuanming Xia. Mode-i fracture toughness of pmma at high loading rates.
Journal of materials science, 41(24) :8363–8366, 2006.

[236] QZ Wang, F Feng, M Ni, and XP Gou. Measurement of mode i and mode ii rock dynamic fracture
toughness with cracked straight through flattened brazilian disc impacted by split hopkinson pressure
bar. Engineering Fracture Mechanics, 78(12) :2455–2469, 2011.

[237] Leslie Banks-Sills and Jacob Schwartz. Fracture testing of brazilian disk sandwich specimens.
International journal of fracture, 118(3) :191–209, 2002.

86



[238] Eric Martin, Fabio Pavia, Andrea Ventrella, Massimiliano Avalle, Edgar Lara-Curzio, and Monica Ferra-
ris. A brazilian disk test for the evaluation of the shear strength of epoxy-joined ceramics. International
Journal of Applied Ceramic Technology, 9(4) :808–815, 2012.

[239] François Hild and Stéphane Roux. Digital image correlation : from displacement measurement to iden-
tification of elastic properties–a review. Strain, 42(2) :69–80, 2006.

[240] Stéphane Roux and François Hild. Stress intensity factor measurements from digital image correlation :
post-processing and integrated approaches. International journal of fracture, 140(1) :141–157, 2006.

[241] A Gilat, TE Schmidt, and AL Walker. Full field strain measurement in compression and tensile split
hopkinson bar experiments. Experimental Mechanics, 49(2) :291–302, 2009.

[242] H Koerber, J Xavier, and PP Camanho. High strain rate characterisation of unidirectional carbon-epoxy
im7-8552 in transverse compression and in-plane shear using digital image correlation. Mechanics of
Materials, 42(11) :1004–1019, 2010.

[243] JD Seidt, VT Kuokkala, JL Smith, and A Gilat. Synchronous full-field strain and temperature measu-
rement in tensile tests at low, intermediate and high strain rates. Experimental Mechanics, 2(57) :
219–229, 2016.

[244] Phillip Reu. All about speckles : aliasing. Experimental Techniques, 38(5) :1–3, 2014.

[245] Huy Duong Bui. Inverse problems in the mechanics of materials. Editions of the University of Kara-
danga, 1997.

[246] Victor Isakov. Inverse problems for partial differential equations, volume 127 of Applied mathematical
sciences. Springer, 1998.

[247] Albert Tarantola. Inverse problem theory and methods for model parameter estimation, volume 89.
siam, 2005.

[248] Laurent Rota. Application de méthodes inverses au dépouillement de l’essai aux barres de Hopkinson.
PhD thesis, Ecole Polytechnique X, 1997.

[249] Rolf Mahnken and Erwin Stein. Parameter identification for viscoplastic models based on analytical
derivatives of a least-squares functional and stability investigations. International Journal of Plasticity,
12(4) :451–479, 1996.

[250] A Gavrus, Elisabeth Massoni, and JL Chenot. An inverse analysis using a finite element model for
identification of rheological parameters. Journal of Materials Processing Technology, 60(1-4) :447–454,
1996.

[251] Andrei Constantinescu and Nicolas Tardieu. On the identification of elastoviscoplastic constitutive
laws from indentation tests. Inverse Problems in Engineering, 9(1) :19–44, 2001.

[252] Romain Forestier, Yvan Chastel, and Elisabeth Massoni. 3d inverse analysis model using semi-
analytical differentiation for mechanical parameter estimation. Inverse Problems in Engineering, 11
(3) :255–271, 2003.

[253] Andrei Constantinescu and Ky Dang Van. A global computational approach in engineering problems :
identification and fatigue. Lecture Notes-AMAS, 2004.

[254] Stéphane Avril, Marc Bonnet, Anne-Sophie Bretelle, Michel Grediac, François Hild, Patrick Ienny, Félix
Latourte, Didier Lemosse, Stéphane Pagano, Emmanuel Pagnacco, et al. Overview of identification
methods of mechanical parameters based on full-field measurements. Experimental Mechanics, 48
(4) :381, 2008.

[255] Marc Bonnet and Andrei Constantinescu. Inverse problems in elasticity. Inverse problems, 21(2) :R1,
2005.

87



[256] Shiming Dong, Yang Wang, and Yuanming Xia. A finite element analysis for using brazilian disk in split
hopkinson pressure bar to investigate dynamic fracture behavior of brittle polymer materials. Polymer
testing, 25(7) :943–952, 2006.

[257] Christian C Roth and Dirk Mohr. Effect of strain rate on ductile fracture initiation in advanced high
strength steel sheets : experiments and modeling. International Journal of Plasticity, 56 :19–44, 2014.

[258] Jörgen Kajberg and Bengt Wikman. Viscoplastic parameter estimation by high strain-rate experiments
and inverse modelling–speckle measurements and high-speed photography. International Journal of
Solids and Structures, 44(1) :145–164, 2007.

[259] Daniel Rittel. On the conversion of plastic work to heat during high strain rate deformation of glassy
polymers. Mechanics of Materials, 31(2) :131–139, 1999.

[260] Guruswami Ravichandran, Ares J Rosakis, Jon Hodowany, and Phoebus Rosakis. On the conversion
of plastic work into heat during high-strain-rate deformation. In AIP conference proceedings, volume
620, pages 557–562. AIP, 2002.

[261] Andrew Gelman, John B Carlin, Hal S Stern, and Donald B Rubin. Bayesian data analysis. Chapman
and Hall/CRC, 2013. Third edition.

[262] Bradley P Carlin and Thomas A Louis. Bayes and empirical Bayes methods for data analysis. Chapman
and Hall/CRC, 2010.

[263] Christian Gogu, Raphael Haftka, Rodolphe Le Riche, Jérôme Molimard, and Alain Vautrin. Introduction
to the bayesian approach applied to elastic constants identification. AIAA journal, 48(5) :893–903, 2010.

[264] E Zhang, Jean-Daniel Chazot, Jérôme Antoni, and Mohamed Hamdi. Bayesian characterization of
young’s modulus of viscoelastic materials in laminated structures. Journal of Sound and Vibration,
332(16) :3654–3666, 2013.

[265] Hussein Rappel, Lars Beex, Ludovic Noels, and Stéphane Bordas. Identifying elastoplastic parame-
ters with bayes’ theorem considering double error sources and model uncertainty. Probabilistic
Engineering Mechanics, 2018.

[266] Hussein Rappel, Lars AA Beex, Jake S Hale, Ludovic Noels, and SPA Bordas. A tutorial on bayesian
inference to identify material parameters in solid mechanics. Archives of Computational Methods in
Engineering, pages 1–25, 2019.

[267] D Andrew Brown and Sez Atamturktur. Nonparametric functional calibration of computer models.
arXiv preprint arXiv :1602.06202, 2016.

[268] Jean-Daniel Chazot, Erliang Zhang, and Jérôme Antoni. Acoustical and mechanical characterization of
poroelastic materials using a bayesian approach. The Journal of the Acoustical Society of America, 131
(6) :4584–4595, 2012.

[269] Brian Williams, Dave Higdon, Jim Gattiker, Leslie Moore, Michael McKay, Sallie Keller-McNulty, et al.
Combining experimental data and computer simulations, with an application to flyer plate experi-
ments. Bayesian Analysis, 1(4) :765–792, 2006.

[270] Gabriel Seisson, Vincent Dubois, Cyril Bolis, and Christophe Denoual. Flow stress of beryllium : At-
tempt for a bayesian crossed-data analysis from hopkinson bars to Rayleigh-Taylor instabilities. In
12th International DYMAT Conference (DYMAT 2018), page 01004, ARCACHON, France, September
2018.

[271] Michael Fugate, Brian Williams, David Higdon, Kenneth M Hanson, James Gattiker, Shuh-Rong Chen,
and Cetin Unal. Hierarchical bayesian analysis and the preston-tonks-wallace model. Los Alamos
National Laboratory Technical Report LA-UR-05-3935, 2005.

[272] Matthew D Hoffman and Andrew Gelman. The no-u-turn sampler : adaptively setting path lengths in
hamiltonian monte carlo. Journal of Machine Learning Research, 15(1) :1593–1623, 2014.

[273] John Salvatier, Thomas V Wiecki, and Christopher Fonnesbeck. Probabilistic programming in python
using pymc3. PeerJ Computer Science, 2 :e55, 2016.

88



Projets en cours et perspectives de
recherches

J’ai esquissé dans ce mémoire l’ensemble des sujets auxquels je me suis intéressé, depuis la fin de mon
doctorat. J’ai structuré ces recherches en trois axes distincts, qui ont une logique commune portant sur l’es-
timation des contraintes résiduelles et les évolutions microstructurales, en particulier au cours des procédés
de fabrication ou de mise en forme. À cela s’ajoute un axe centré autour d’un montage expérimental pour
caractériser des matériaux sous chargement dynamique. Pour chacun de ces quatre axes de recherche, je
détaille dans ce chapitre, qui tient lieu de conclusion générale, les projets en cours ou en gestation. Cet en-
semble d’idées constitue mon projet de recherche sur les quelques années à venir. Celui-ci s’inscrit à la fois
dans une logique d’exploration de sujets que je connais peu (comme les instabilités fluides dans les bains de
fusion en fabrication additive) de sorte à continuer de découvrir et apprendre en espérant pouvoir apporter
parfois un regard original et transversal, et à la fois dans une logique cohérente, en conservant notamment
la même structure en quatre axes. Pour alléger la lecture, je n’ajoute pas de bibliographie supplémentaire,
même si bien sûr l’état de l’art est un point essentiel pour développer les sujets que j’évoque ici.

Axe 1 : Méthodes inverses en temps réel

Chauffages inductifs pour le contrôle des contraintes résiduelles

Une idée que je développe pour poursuivre mes travaux sur les méthodes inverses en temps réel, est
d’utiliser des chauffages inductifs pour les cylindres de laminage de sorte à modifier leur géométrie pour
ajuster la forme de l’emprise entre les outils et ainsi modifier les contraintes résiduelles. Cette technique
est déjà utilisée avec du refroidissement par jets d’eau, ce qui implique des déformations thermiques qui
modifient de manière ciblée la géométrie du cylindre de laminage. Le projet serait d’ajouter des chauffages
inductifs pour avoir d’avantage de latitude pour déformer les cylindres. Cela nécessiterait de résoudre les
équations de Maxwell dans le cylindre et de calculer la chaleur dissipée par effet Joule. L’enjeu de ces tra-
vaux est non seulement d’être capable de proposer une résolution numérique très rapide pour obtenir des
résultats en temps réel, mais également de construire une fonction objectif qui porte directement sur l’état
de contrainte résiduel comme il peut être mesuré en aval des laminoirs grâce à des dispositifs comme celui
exposé en section 1.3.

Soudage par friction malaxage (CIFRE Thales)

Je poursuis et étend aussi les thématiques de cet axe de recherche grâce à des projets industriels. Je par-
ticipe notamment à l’encadrement de la thèse CIFRE de Nicolas Dimov avec THALES, co-encadré avec Éric
Charkaluk (LMS, École Polytechnique) et Aude Simar (iMMC, UCLouvain). Ce sujet porte sur la soudure par
friction malaxage (friction stir welding (FSW)) d’alliages dissimilaires (soudures de deux nuances différentes
d’aluminium ou soudures d’aluminium et de titane). Ce procédé consiste à plonger un outil quasi cylin-
drique tournant dans les deux métaux à souder pour les brasser l’un avec l’autre. La soudure est réalisée en
avançant l’outil le long de l’interface entre les deux métaux. Ce travail est essentiellement expérimental et
consiste principalement à établir des corrélations entre les paramètres de soudure (vitesse d’avance, vitesse
de rotation etc.) et les propriétés microstructurales obtenues et leur lien avec les caractéristiques mécaniques
de la soudure et en particulier la tenue en fatigue. Un des axes de développement tient à l’instrumentation
de l’outil de soudure pour mesurer des grandeurs in-situ, qui permettraient d’enrichir les corrélations avec
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des informations plus locales que les seuls paramètres de fonctionnement. Cette instrumentation des outils
nécessitera d’établir quelques modèles simples pour interpréter les mesures grâce à des méthodes inverses.

Axe 2 : Simulations rapides de procédés non-linéaires

Contrôle des microstructures en fabrication additive (projet ANR MIFASOL)

Cet axe de recherche occupe une large part de mon projet de recherche pour ces prochaines années.
Je m’intéresse particulièrement aux procédés de fabrication additive DED. Je suis en particulier fortement
impliqué dans le projet d’ANR “microstructure à la demande en fabrication additive par une synergie entre
commande, mesures et simulations” (MIFASOL) coordonnée par Éric Charkaluk (LMS, École Polytechnique)
regroupant différents laboratoires, le LMS (École Polytechnique), le LURPA (ENS Paris-Saclay) et le LaMcube
(École Centrale Lille). Ce projet a pour but de proposer des outils pour contrôler les microstructures obtenues
lors de la fabrication additive DED. Je co-encadre les deux thèses prévues pour ce projet.

La thèse de Michèle Bréhier, que je co-encadre avec Christophe Tournier (LURPA, ENS Paris-Saclay),
porte sur la modélisation rapide thermo-métallurgique du procédé de fabrication additive métallique DED
avec un contrôle commande pour obtenir une microstructure visée. On s’appuiera sur les travaux que j’ai
menés sur la simulation rapide de la thermique et des transitions de phase au cours du procédé (cf. sec-
tion 2.4.1), ainsi que la croissance de grain (cf. section 3.4). On ajoutera une partie solidification notamment
en introduisant les aspects cristallisation, d’abord en utilisant des cartes bien connues de morphologie de
grains en fonction du gradient de température et de la vitesse d’avance du laser, et ensuite en développant
un modèle simplifié de cristallisation fondé sur les tessellations de Voronoi-Laguerre dans l’esthétique des
travaux sur la croissance de grain présentés en section 3.4. Grâce à cet effort de développement d’outils
rapides de modélisation, nous serons en mesure de proposer des stratégies de fabrication (trajet, puissance,
vitesse du laser, temps de pause entre les couches etc.), qui permettent de réaliser une microstructure voulue
pour une pièce de géométrie fixée. Par ailleurs, ces travaux visent à intégrer le contrôle machine pour réali-
ser les pièces optimisées. On s’attachera à l’élaboration d’un modèle cinématique du couple machine-outil
et commande numérique pour construire un jumeau numérique du procédé. À partir des modèles existants,
il s’agira d’identifier deux modèles spécifiques, le premier pour la machine BeAM (LMS, École Polytechnique)
et le second pour le robot ABB (LURPA, ENS Paris-Saclay) liant la commande machine, la vitesse de la buse,
la puissance du laser et la trajectoire.

Le second sujet de thèse 1, que je co-encadre avec Ahmed El Bartali et Jean-François Witz (LaMcube,
École Centrale Lille), porte sur le développement d’une stratégie de machine learning qui exploite des me-
sures in situ, pour le contrôle des microstructures au cours du procédé de fabrication additive DED. En effet,
si les modèles du procédé que j’ai établis sont suffisamment rapides pour être exploités pour définir des
stratégies de fabrication visant une certaine microstructure (par étude paramétrique ou optimisation nu-
mérique), ils sont en revanche trop lents pour être utilisés en temps réel. Ainsi, on cherche à entraîner un
réseau de neurones pour ajuster les paramètres du procédé en temps réel, de sorte à contrôler les micro-
structures en évitant de s’écarter des conditions de température ciblées dans la stratégie de fabrication. Il
s’agit de définir un apprentissage supervisé, qui autorise d’explorer un espace de paramètres relativement
grand, mais qui nécessite une base de données significative. On s’appuiera pour entraîner le réseau, sur les
modèles rapides existants, que j’ai déjà développés. L’idée est ensuite, qu’une fois entraîné, ce réseau pourra
permettre, sans calcul thermomécanique supplémentaire, d’ajuster les paramètres du procédé en temps réel
sur la base de mesures in-situ. Ces dernières reposent sur des techniques de mesures thermiques par rayon-
nement infra-rouge, utilisant une technologie bi-chromatique, pour tenir compte des variations d’émissivité
en surface du matériau, qui peut varier au cours de la fabrication. Ces mesures thermiques seront complé-
tées par des mesures de champs cinématiques de déplacements et de déformations obtenues par DIC et par
la caractérisation des microstructures en fin de procédé.

Contrôle des contraintes résiduelles en fabrication additive (projet CNRS 80|PRIME)

Par ailleurs, je coordonne un projet CNRS 80|PRIME (“optimisation de procédés de fabrication additive
pour le contrôle des contraintes résiduelles des pièces” (OPAC)) pour lequel je co-encadre une thèse 2 avec

1. pour lequel il faut encore recruter le ou la doctorant.e
2. dont il faut encore recruter le ou la doctorant.e
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Grégoire Allaire (CMAP, École Polytechnique) et Jean-Yves Hascoet (GeM, École Centrale Nantes). Ce projet a
pour but de contrôler les contraintes résiduelles, qui se forment lors de la fabrication additive DED. L’objec-
tif de ce projet est de proposer une stratégie d’optimisation des paramètres de procédés qui permettent de
minimiser le temps d’exécution en limitant les contraintes résiduelles en cours de la fabrication et une fois
la pièce achevée, pour limiter les risques de distorsion excessive et de flambement. Pour cela, on propose
d’utiliser des simulations de cinétique thermique rapides déjà développées (cf. section 2.4.1). Cependant,
la prédiction des contraintes résiduelles nécessite un calcul de mécanique, dont le coût peut être extrême-
ment élevé, si les spécificités du problème, c’est-à-dire la structure en dépôts successifs de cordons élancés,
sont mal exploitées. En effet, bon nombre de modèles utilisent des éléments tridimensionnels, alors que les
couches sont de l’ordre de 0.2 mm d’épaisseur ce qui oblige à réaliser un maillage extrêmement fin. J’ai donc
proposé de développer un modèle de mécanique rapide unidimensionnel dit “multi-fils” pour le calcul des
contraintes résiduelles. Un modèle unidimensionnel ne souffre pas des limitations sur la taille du maillage
du fait que l’épaisseur n’est pas maillée explicitement (il ne s’agit que d’un paramètre ajustable de l’élément).
En revanche, ce modèle multi-fils, pour être représentatif de la complexité des champs de contrainte, devra
intégrer d’avantage de degrés de liberté par noeud qu’un modèle de fil classique. Cependant on montre ai-
sément, que le gain en termes de taille de maillage excède très largement le coût additionnel de ces degrés
de liberté supplémentaires. Le couplage entre la thermique et la mécanique pour aboutir aux contraintes
résiduelles se fera de la manière suivante. Le calcul de thermique sera réalisé indépendamment, et des dé-
formations libres (expansion thermique, changements de phase etc.) seront calculées à chaque instant dans
toute la structure existante. Ce champ de déformation libre sera appliqué au modèle de mécanique multi-fils
(discrétisé aux éléments finis) sous forme d’une déformation imposée.

Sur cette base, une stratégie d’optimisation numérique sera proposée et testée sur des pièces réelles grâce
à la traduction des paramètres optimisés en commandes machine. Puisque l’on dispose des équations du
problème, on peut formuler un état adjoint pour calculer le gradient de la fonctionnelle à minimiser. Cela
nécessite de calculer un nouveau problème en plus du problème de mécanique, mais cet état adjoint bénéfi-
ciera comme le modèle multi-fils d’une structure unidimensionnelle qui permet d’alléger le temps de calcul.
Par ailleurs, pour alléger au maximum le coût calculatoire, il conviendra d’évaluer le niveau de finesse né-
cessaire dans la discrétisation temporelle et spatiale des problèmes de thermique et de mécanique pour que
le critère, portant sur les contraintes résiduelles, soit suffisamment représentatif.

Instabilité du bain de fusion en fabrication additive (projet SOFIA, AddUP)

Enfin, je participe activement au projet SOFIA dirigé par l’entreprise AddUp. Ce projet porte sur la com-
préhension et l’amélioration du procédé de fabrication additive métallique par selective laser melting (SLM).
Ce procédé diffère des technologies DED, qui diffusent de la poudre localement sous le spot laser, alors que
les technologies SLM utilisent un lit de poudre sur lequel le laser opère un trajet de fusion. À la fin de chaque
couche, de la poudre est ajoutée au lit de poudre pour entamer la couche suivante. Un des enjeux de ce
projet tient aux conditions d’usage pour les paramètres machine pour éviter des défauts majeurs tout en
garantissant la meilleure productivité possible. Ces défauts sont en général de trois types : (i) le keyhole qui
est dû à une évaporation excessive du métal, ce qui génère un capillaire conduisant à une porosité marquée,
(ii) le humping qui est un mouvement turbulent associé à une différence de vitesse entre le gaz environnant
et le métal liquide, (iii) le balling qui est une ségrégation en différentes gouttes fondues du bain de fusion
par instabilité de Plateau-Rayleigh, qui provient de légères variations de courbure du bain de fusion, ce qui
entraine des variations de tension de surface, et (iv) le lack-of-fusion qui est dû à un manque de puissance
par rapport à la vitesse du laser, ce qui conduit à une fusion partielle de la poudre métallique.

Ces phénomènes ont été étudiés de manière simplifiée de sorte que l’on dispose d’équations analytiques
définissant la transition entre un domaine sans défaut et un domaine où l’instabilité se produit. Cependant
ces analyses reposent sur des hypothèses sur la forme du bain de fusion parfois très contestables et sur
des températures issues de formules analytiques très simplifiées. Ces formules permettent d’avoir un ordre
de grandeur des frontières mais restent imprécises par rapport aux résultats expérimentaux. De plus, un
certain nombre de paramètres ayant une influence ne sont pas pris en compte, et la gravité des défauts n’est
pas caractérisée. Il existe également des approches extrêmement détaillées, mais dont le coût calculatoire
interdit les études paramétriques.

Sur ce sujet, je co-encadre un post-doctorant d’un an 3, avec Christophe Josserand (LadHyX, École Po-

3. dont il reste à recruter un.e jeune docteur.e
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lytechnique) financé par AddUp sur le projet SOFIA. Nous avons proposé une approche hybride associant
des calculs simplifiés et des calculs plus détaillés, pour construire une approche suffisamment précise et
rapide pour investiguer les instabilités du bain de fusion dans l’espace des paramètres de fabrication et de
caractériser les défauts résultants. Pour ce faire, nous disposons d’un logiciel de thermique simplifié très ra-
pide, reposant sur une discrétisation aux différences finies, développé par Giovanni Magno dans le cadre
du projet SOFIA. Ce code néglige les effets hydromécaniques dans l’équation de la chaleur, mais permet de
calculer la géométrie et la température du bain de fusion dans le domaine de conduction, c’est-à-dire lors-
qu’il n’y a pas d’instabilité. Le domaine de validité de ce modèle étant limité dans le bain de fusion pour
certains paramètres de procédé, nous proposons un couplage avec un autre modèle existant, incluant les as-
pects fluides et le calcul des instabilités. Ce modèle nommé BASILIK repose sur des formulations en surface
libre (embeded boundary) et une discrétisation par volume de fluide (volume of fluid). Ce couplage, pour
être efficace, nécessite d’adapter et d’étendre les modèles existants, et par ailleurs d’établir des critères per-
mettant de déterminer lorsque les calculs détaillés d’instabilité ne sont pas nécessaires pour réduire le coût
calculatoire. L’une des applications de ce couplage est de cartographier les frontières des instabilités dans un
espace puissance-vitesse laser en fixant les autres paramètres du procédé. En effet, c’est dans ce plan que
l’on visualise le mieux la productivité dans les zones sans défaut majeur.

Axe 3 : Modèles macroscopiques à mésostructure

Plasticité de transformation (CIFRE ArcelorMittal)

Àprès le développement du modèle analytique de plasticité de transformation présenté en section 3.3, je
m’oriente vers le développement d’un modèle beaucoup plus ambitieux, qui intègre des descripteurs statis-
tiques de la microstructure. Je développe ce sujet de recherche dans le cadre de la thèse CIFRE avec Arce-
lorMittal de Shahul Nambiyankulam, que je co-encadre avec Benoit Appolaire et Sabine Denis (Institut Jean
Lamour, École des Mines de Nancy). Le programme de recherche est dans la veine des modèles de crois-
sance de grain détaillés aux sections 3.4.1 et 3.4.2. L’idée principale est de s’appuyer sur des modélisations à
l’échelle mésoscopique de transition de phase sous chargement mécanique et d’établir à l’échelle macrosco-
pique des variables d’état, qui permettent de définir des potentiels macroscopiques d’énergie libre et de dis-
sipation. Cependant, contrairement au modèle de croissance de grain, les transitions de phase et les aspects
de plasticité cristalline sont lourds à calculer, par exemple avec une approche en champ de phase. Les mo-
dèles établis par Benoit Appolaire seront cependant d’une grande utilité pour sonder l’espace des possibles
avec quelques calculs complets. Mais pour construire une large base de données, on s’appuiera également
sur une approche très simplifiée à l’échelle mésoscopique, exploitant des tessellations de Voronoi-Laguerre,
où les transitions de phase seront dans un premier temps imposées (et non obtenues via une loi d’évolution).
Dans un second temps, on cherchera à établir une loi d’évolution pour les transitions de phase en intégrant
l’énergie d’empilement atomique dans chaque grain, puis en générant de nouveaux grains par ajout de nou-
velles graines (seeds) “dormantes” dans la tessellation de Voronoi-Laguerre, qui ne pourront croître que si
le bilan énergétique est favorable. Sur cette base, des calculs de plasticité cristalline seront effectués en uti-
lisant des méthodes de transformée de Fourier rapide, pour alléger le coût calculatoire. Il est fort probable
que le modèle macroscopique obtenu soit stochastique comme le modèle de croissance de grain présenté
en section 3.4.2.

L’ambition de ces recherches est de trouver un niveau de description de la mésostructure, par l’intermé-
diaire de variables d’état, qui représentent statistiquement l’arrangement des grains et de leurs orientations,
de telle sorte que les phénomènes de plasticité de transformations soient bien décrits à l’échelle macro-
scopique en fonction des textures morphologique et cristallographique. Par ailleurs, ces travaux devraient
permettre de rendre compte de la non-linéarité classique du taux de déformation de plasticité de transfor-
mation par rapport au champ de contrainte macroscopique pour les chargements importants. Cette non-
linéarité est bien établie dans la littérature expérimentale, mais la plupart des modèles macroscopiques (y
compris celui que j’ai proposé) conduisent à une relation linéaire.

Fatigue à très grand nombre de cycles (bourse Pierre Ailleret EDF)

Je m’attèle également à intégrer à l’échelle macroscopique des descripteurs statistiques de la mésostruc-
ture pour la fatigue à très grand nombre de cycles, dans le cadre de la thèse d’Insaf Echerradi financée par

92



une demi-bourse de l’École des Ponts ParisTech et un financement du fond Pierre Ailleret EDF, et que je
co-encadre avec Michael Peigney (Navier, École des Ponts ParisTech).

Les phénomènes de fatigue dans les polycristaux sont probabilistes, pour un même chargement cyclique,
deux éprouvettes macroscopiquement identiques ont en général des durées de vie différentes. Ceci provient
en partie du fait que les microstructures présentent une certaine variabilité, même si les descripteurs statis-
tiques sont identiques. L’approche traditionnelle consiste à établir expérimentalement des courbes S-N, qui
relient le nombre de cycles à rupture et l’amplitude du chargement cyclique. Du fait de la nature aléatoire
des phénomènes de fatigue, cette procédure expérimentale doit être répétée suffisamment pour être statis-
tiquement représentative. On considère en général que la prédiction sécuritaire de la durée de vie, pour un
niveau de chargement donné, se situe à la moyenne du nombre de cycles à rupture moins deux fois l’écart-
type. Non seulement cette approche est lourde en termes d’efforts expérimentaux surtout pour la fatigue à
très grand nombre de cycles, mais aussi insuffisante du point de vue de l’analyse des risques. Il est en ef-
fet, particulièrement difficile d’évaluer les évènements rares, par exemple une distribution normale contient
tout de même 2.5% des réalisations en deçà de deux fois l’écart-type. Pour contourner cette difficulté, il est
classique de s’orienter vers des modèles mécaniques, qui reposent sur la capacité à calculer des structures
polycristallines avec un grand nombre de grains. Ces approches permettent de calculer des structures bi-
dimensionnelles de milliers de grains pour environ 106 cycles, ce qui peut être insuffisant pour aborder la
fatigue à très grand nombre de cycles.

Dans ce projet on revisite l’idée de Dang Van de grain mal orienté par rapport au chargement, pour
définir une loi de fatigue. On cherche à développer un modèle à l’échelle mésoscopique très peu coûteux
pour simuler un très grand nombre de cycles dans les polycristaux. Ce modèle mésoscopique consiste à ex-
ploiter le fait que les chargements sont faibles pour introduire quelques approximations afin d’éviter des
calculs de plasticité cristalline aux éléments finis. La première hypothèse consiste à considérer un compor-
tement globalement élastique, en négligeant l’anisotropie du tenseur de raideur. Cela permet de traiter le
polycristal comme un milieu homogène du point de vue de l’élasticité. En assignant une orientation cristal-
line dans chaque grain de la tessellation de Voronoi-Laguerre, on définit les systèmes de glissements pos-
sibles. Un cycle de chargement tensoriel, éventuellement complexe, est défini et on considère que les grains
mal orientés par rapport au chargement sont suffisamment éloignés les uns des autres dans le VER. Enfin,
pour éviter de déterminer le taux glissement plastique du grain par un calcul non-linéaire aux éléments fi-
nis, on approxime le grain mal orienté par un ellipsoïde soumis à une déformation libre, qui représente le
glissement plastique à déterminer. On identifie ce dernier en minimisant l’énergie totale du polycristal com-
portant l’énergie potentielle et l’énergie dissipée par glissement plastique. Cette minimisation est analytique,
grâce aux résultats très classiques d’Eshelby, ce qui permet d’obtenir des relations de récurrence pour cal-
culer les cycles successifs. Le modèle mésoscopique que nous construisons permet, dans notre cadre limité
d’hypothèses, de calculer très rapidement un très grand nombre de cycles en conservant des aspects statis-
tiques de la mésostructure. Pour délimiter le domaine de validité de ce modèle simple, des calculs complets
aux éléments finis sont produits sur un nombre réduit de cycles.

Un enjeu de ce projet est d’expliquer une partie de la variabilité du nombre de cycles à rupture par des
variables d’état macroscopiques représentant statistiquement la mésostructure. Par ailleurs on s’attachera à
modéliser les chargements de manière probabiliste, pour obtenir un modèle de probabilité de survie à N
cycles dépendant des caractéristiques statistiques du chargement, qui deviennent donc aussi des variables
explicatives du modèle. On envisage de construire un modèle statistique à l’échelle macroscopique, qui sera
identifié sur la base de nombreux calculs (mésostructures et chargements variés) du modèle mésoscopique
simplifié. L’identification Bayésienne de ce modèle probabiliste consistera à évaluer la probabilité a poste-
riori d’une théorie (ici la survie à N cycles en fonction des variables explicatives) sachant les données obser-
vées (ici les calculs numériques simplifiés).

Axe 4 : Identification de comportements en dynamique

Comportement dynamique de matériaux architecturés (projet AID COMPOSITES)

Je continue à développer des thématiques de recherche sur l’identification en dynamique, notamment
en profitant de la très bonne installation de barres d’Hopkinson au LMS. Je porte notamment un projet
aide innovation défense (AID) sur le “comportement dynamique des composites microarchitecturés” (COM-
POSITES). Je collabore avec Andrei Constantinescu (LMS, École Polytechnique) et Pierre Margerit, dont j’ai
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encadré le post-doctorat sur ce sujet. Plus récemment nous avons recruté Pierre-Louis Hanappier en tant
qu’ingénieur au LMS, pour m’aider à poursuivre les travaux sur ce projet.

Le projet propose de combiner des matériaux architecturés obtenus par fabrication additive métallique
servant de squelette avec des matériaux de remplissage en polymère, pour optimiser les capacités dissipa-
tives sous chocs. On cherche donc à concevoir et fabriquer des matériaux composites architecturés par fa-
brication additive (squelette métallique et matrice polymère), à développer des procédures d’essais pour
caractériser leurs propriétés sous sollicitations dynamiques, et à développer des outils de modélisation pour
faciliter la compréhension et la conception des architectures et le choix des matériaux constitutifs. L’objectif
global du projet étant de chercher et comprendre les combinaisons d’architecture et de matériau de remplis-
sage les plus adaptées à la dissipation d’énergie.

Dans ce mémoire j’ai essayé de donner la mesure de la diversité de mes centres d’intérêt et des approches
que j’ai pu développer. Je n’ai donc pas fait le choix de présenter un sujet particulier dans son ensemble avec
son ancrage dans la littérature. J’espère que le texte auquel j’ai abouti ne se réduit pas à une simple énumé-
ration, et que la structure que j’ai choisie permet de donner une cohérence à l’ensemble de mes travaux et à
mes motivations. Par ailleurs, il sera apparu au lecteur mon attachement aux applications, j’ai d’abord été un
ingénieur avant de devenir chercheur. J’espère que cette courte présentation aura mis en valeur ma convic-
tion, que les différents développements théoriques et mathématiques que j’ai menés, qu’ils soient anciens
ou plus récents, sont loin d’être limités à la beauté du geste, et peuvent être exploités en vue de résoudre
effectivement des problèmes concrets et utiles, souvent complexes et difficiles à appréhender.
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