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Introduction

Dans ce mémoire, je présente une partie des travaux effectués apres ma these
soutenue en 2006. Les deux chapitres présentés dans ce mémoire regroupent
deux grands axes de recherche, notamment, la théorie des feuilletages et
I’étude spectrale des opérateurs du type laplacien. Dans le premier chapitre,
j’étudie la notion de cohomologie sur des variétés feuilletées et son influence
sur la géométrie et la topologie de la variété. Le deuxieme chapitre concerne
des estimations des valeurs propres du laplacien et de 'opérateur de Dirac
dans le cadre des hypersurfaces et des variétés a bord.

Pour présenter les résultats du chapitre 1, nous commencons par rappeler
brievement le contexte géométrique (voir section 1.1 pour plus de détails).
Sur une variété riemannienne donnée (M, g), nous supposons l'existence d'un
feuilletage riemannien F. Ceci veut dire que M se décompose en des sous-
variétés, appelées feuilles, qui sont localement données par des submersions
riemanniennes [123, 140, 164]. La variété de base de ces submersions est
désignée souvent par la variété “transverse” aux feuilles et ainsi, la géométrie
transversale peut se voir a travers cette variété. Dans cet esprit, un ob-
jet est dit basique si, localement, il est constant le long des feuilles et, par
conséquent, dépend uniquement de la géométrie transverse. Nous notons par
Q(M, F) Despace des formes différentielles basiques sur M, c¢’est-a-dire 1'en-
semble des formes différentielles o sur M qui vérifient les identités X o =0
et Xida = 0 ou X est un champ de vecteurs tangent aux feuilles et d est la
différentielle extérieure sur M.

Il n’est pas difficile de vérifier que d envoie 'espace (M, F) vers lui-méme
et, donc, la restriction de cette différentielle sur cet espace est utilisée pour
définir le groupe de cohomologie basique Hy(M,F) comme dans le cas clas-
sique. Notons ici que ces groupes coincident avec les groupes de cohomologie
de de Rham de la variété dans le cas ou le feuilletage F est défini par des
points. Parmi les différentes propriétés qui ont été montrées sur ces groupes
[43, 46, 99], nous nous intéressons a la dualité de Poincaré, qui n’est en



général pas vérifiée, et ce méme si la variété M est supposée compacte et
le feuilletage est transversalement orienté [25]. En effet, il est montré dans
(99, 44, 132] qu’une décomposition de Hodge basique de I'espace Q (M, F)
existe et que ces groupes de cohomologie sont isomorphes au noyau du la-
placien basique défini par A, := dd, + dpd. Ici 9, désigne I'adjoint formel de
d, restreint aux formes basiques, pour la norme L?. De plus, il est prouvé
que l'étoile de Hodge basique * (voir 1'égalité (1.1.4) pour la définition) ne
commute avec A, que si une certaine contrainte géométrique est imposée sur
le feuilletage [44]. Cela explique I’échec de la dualité de Poincaré en général.
Cette condition se traduit par le fait que la métrique g doit étre modifiée
de sorte que les feuilles du feuilletage soient des sous-variétés minimales [97].
Grace a ce fait, on montre dans [44, 116] la correspondance entre cette fa-
mille de feuilletages, appelés minimalisables, et la dualité de Poincaré de ces
groupes (voir [150] pour une présentation détaillée).

Pour mieux comprendre la dualité de Poincaré basique, K. Richardson et
moi-méme sommes revenus a l'expression de l'opérateur de Dirac basique
défini sur un F-fibré vectoriel £ — M [45, 96] qui est, en plus, un fibré de
modules en algebres de Clifford Cl(Q) (@ étant le fibré vectoriel normal au
feuilletage). Rappelons qu’un tel fibré est muni d’une connexion métrique V¥
telle que X RY" = 0 pour tout X € I'(L) et C1(Q) agit sur les sections de F
par multiplication de Clifford, notée par “-”. L’opérateur de Dirac basique
s’écrit comme (voir équation (1.1.5))

q
1
Db:Zei-Vi—gmg-.
i=1

Ici {e;}iz1,... o désigne un repere orthornormé du fibré normal (), de rang ¢, et
Ky est la projection de la courbure moyenne des feuilles aux formes basiques.
Ainsi en considérant E comme A*() et en identifiant la multiplication de
Clifford par of- = a A —a*_ pour toute 1-forme basique «, nous nous sommes
ramenés a écrire 'opérateur de Dirac basique comme

1 1 ~ o~
Db:d+5b—§ﬁb/\—§libJ:d+5b,

ot d:=d— %/ib/\ et gb = 0p — %Fag_n est I’adjoint de c?pour la norme L2. Rap-
pelons ici que, sur les formes basiques, la différentielle et la codifférentielle
sont données par les formules d = > "7 e; AV, et & =—>7 €.V, + /124
[4, 132] ou V est la connexion de Levi-Civita transversale (voir équation
(1.1.1) pour la définition). Maintenant, par le fait que k; est une 1-forme
basique fermée [4, 132], nous en avons déduit que 42 = 0,55 = 0 et, dans



ce cas, le carré de 'opérateur de Dirac basique n’est pas le laplacien basique
Ay mais plutot le laplacien tordu Dg = /Ay := d &, + Jpd. Ainsi une nouvelle
cohomologie est a définir a partir de cette différentielle d que nous notons
par H(M,F) et que nous appelons le groupe de cohomologie tordue.

L’objet de la section 1.3 est donc d’étudier ces cohomologies tordues et de re-
garder les propriétés qu’elles vérifient sur un feuilletage riemannien. Dans un
premier temps, nous montrons leur indépendance par rapport a un choix de
métrique contrairement a la définition de la différentielle tordue d ou le terme
en fonction de k; en dépend. Ensuite, nous établissons une décomposition de
Hodge basique tordue pour 'espace Q(M,F) et prouvons que le noyau du
laplacien tordu est isomorphe au groupe de cohomologie tordue, ce qui per-
met de déduire la finitude de la dimension de ces groupes. Dans un deuxieme
temps, nous montrons que le terme en ky; rend vraies les identités entre d, d,,
et I’étoile de Hodge basique * comme dans le cas classique contrairement au
cas de d et dy, qui ne sont pas valables. Ceci mene, en particulier, a montrer
que * commute avec A, et, par suite, la dualité de Poincaré est bien satisfaite
pour ces groupes. Aussi, nous établissons, sur les feuilletages minimalisables,
un isomorphisme entre les cohomologies basiques Hy(M, F) et celles tordues.
Ceci permet de retrouver, d’'une maniere directe, la dualité de Poincaré (et
d’autres résultats aussi) sur les groupes de cohomologie basiques sur cette
famille de feuilletage comme déja mentionnée avant.

Comme nous 'avons remarqué, les groupes de cohomologie tordue forment
le cadre naturel pour caractériser la géométrie et la topologie des feuilletages
riemanniens. A partir de ce point de vue, nous définissons dans la section
1.4 la signature basique d’un feuilletage riemannien comme étant I'indice du
laplacien tordu A,. Cette notion, qui est la version transversale de la signa-
ture sur les variétés, a été d’abord définie dans [45] juste pour les feuilletages
minimalisables. Elle a été ensuite étudiée par Benameur et Rey-Alcantara
dans [19] qui ont montré qu'une équivalence d’homotopie feuilletée entre
deux variétés compactes M et M’ munies de feuilletages riemanniens mini-
malisables F et F’ fournit les mémes signatures basiques. Donc il était assez
naturel de généraliser le résultat de [19] a tous les feuilletages riemanniens
en tenant compte de notre définition de la signature basique. C’est donc le
travail fourni dans la section 1.4.

Toujours dans le méme esprit que précédemment, de nouvelles questions se
posent : comment se comporte le spectre de l'opérateur de Dirac basique
quand la métrique sur la variété M varie le long des feuilles? Est-il vrai



que le spectre de Dirac de M converge vers celui de Dirac basique suite a
un effondrement de la métrique de M tout au long des feuilles? Ces ques-
tions semblent naturelles dans le contexte des feuilletages riemanniens car
elles se rapprochent des travaux antérieurs concernant le comportement du
spectre du laplacien et de 'opérateur de Dirac sur des submersions rieman-
niennes ou sur des fibrés en cercles quand la longueur des fibres converge
vers zéro [30, 58, 61, 6]. Nous, K. Richardson et moi-méme, répondons a ces
questions dans les sections 1.2 et 1.5 ou nous montrons d’une part, que le
spectre de 'opérateur de Dirac basique reste invariant pour tout changement
de métrique préservant la métrique transverse. Ce résultat est surprenant en
lui-méme car 'opérateur de Dirac basique change avec la métrique en raison
du terme en k. D’autre part, nous nous restreignons aux flots riemanniens
(feuilletages de dimension 1) pour montrer que le spectre de l'opérateur de
Dirac de M, restreint aux spineurs basiques, converge vers celui de Dirac
basique quand la métrique s’effondre et diverge sinon. Notons ici que notre
étude n’exige pas l'existence d’un fibré en cercles et généralise celles des sub-
mersions riemanniennes.

Dans tout ce qui précede, nous avons regardé les formes basiques d'un feuille-
tage riemannien mais aucune information n’est fournie sur les formes anti-
basiques, c’est-a-dire 'orthogonal pour la norme L? des formes basiques.
Rappelons que la différentielle extérieure d préserve les formes basiques et,
par conséquent, la codifférentielle § de M préserve les formes antibasiques.
Ainsi, par le fait que §% = 0, cette derniere restreinte aux formes antibasiques
permet de définir le groupe de cohomologie antibasique H, (M, F). Il est donc
naturel de caractériser la géométrie du feuilletage a I'aide de ces groupes de
cohomologie et voir les propriétés qu’elles fournissent. C’est donc I'objet de la
section 1.6. Il s’avere que ces cohomologies définissent de nouveaux invariants
(indépendance par rapport a un choix de la métrique) sur les feuilletages qui
ne coincident pas forcément avec la cohomologie de de Rham de la variété
ni avec la cohomologie basique. Outre la décomposition de Hodge antiba-
sique qui existe sur 'espace des formes antibasiques, ces groupes imposent
des obstructions géométriques et topologiques sur la variété et sur le feuille-
tage. A titres d’exemples, Pannulation du groupe de cohomologie H?(M, F)
permet d’établir un isomorphisme entre les groupes H} (M, F) et H'(M) et,
par conséquent, toute 1-forme harmonique est forcément basique. Aussi, sur
les flots riemanniens non minimalisables, le groupe H!(M, F) doit toujours
s’annuler.

Le chapitre 2 de ce mémoire concerne des résultats d’estimation des va-
leurs propres du laplacien et de I'opérateur de Dirac dans différents contextes



géométriques. Les estimations obtenues comprennent notamment des mino-
rations et des majorations et utilisent différentes techniques selon le cadre
géométrique ou nous nous plagons. Pour mieux détailler, nous commencons
par rappeler quelques majorations de ces valeurs propres. Etant donnée une
hypersurface compacte (M", g) dans I'un des espaces formes de courbure £k, il
est montré dans [84, 138, 48] que la premiere valeur propre du laplacien sca-

laire A := —trace,(Hess,) est majorée par I'intégrale W/ (H? + k)dv,

ou H désigne la courbure moyenne de I'hypersurface. La preuve de cette
inégalité, connue sous le nom d’inégalité de Reilly, repose essentiellement
sur un choix d’une fonction test induite par ’espace forme qui est utilisée
dans le quotient de Rayleigh. L’inégalité se déduit ensuite a l'aide du prin-
cipe de min-max. Cette technique est standard et a été utilisée pour d’autres
généralisations du laplacien (p-laplacien, Steklov, etc) afin d’obtenir des ma-
jorations en termes des invariants, comme les courbures moyennes d’ordres
supérieures, la courbure scalaire, etc (voir par exemple [72]).

Parmi les majorations qui concernent les valeurs propres de l'opérateur de
Dirac, nous nous intéressons aux travaux de C. Bér [14] et de N. Ginoux [64].
En effet, étant données d’hypersurfaces comme celles citées ci-dessus, C. Bar
a prouvé que, pour k = 0 ou 1, la premiere valeur propre de 'opérateur de

Dirac \;(D3,) est majorée par I'intégrale #(QM) / (H?+k)dv, et N. Ginoux
M

a montré que, pour k = —1, la borne supérieure est "72 sup(H? —1). La tech-
M

nique de la preuve de ces estimations est toujours basée sur la méme idée
que celle du laplacien en considérant cette fois-ci des spineurs paralleles, de
Killing ou de Killing imaginaire comme section-test de 1’espace forme. Ce-
pendant, avoir une formule intégrale dans I’espace hyperbolique comme c’est
le cas avec le laplacien est toujours un probleme ouvert. La différence entre
les estimations du laplacien et de I'opérateur de Dirac concerne notamment
le cas limite de ces inégalités ou plus d’exemples, outre que la sphere ronde,
sont fournis dans le cas de 'opérateur de Dirac. En effet, ceci est du a la
nature topologique des structures spinorielles.

Regardons maintenant de pres le cas limite de ces inégalités pour l'opérateur
de Dirac. Il n’est pas difficile de vérifier, par un calcul direct, que les spheres
géodésiques réalisent le cas d’égalité. Cependant, il n’est pas clair si ces
dernieres sont les seules hypersurfaces a satisfaire cette propriété. Cette
question a été abordée par N. Ginoux qui, dans [65, 66], fournit une fa-
mille d’exemples d’hypersurfaces non minimales de la sphere ronde, parmi



lesquelles les tores de Clifford, vérifiant le cas d’égalité. A ce jour, aucune
classification n’existe concernant les variétés limites dans le cas ou k = 1
et, pour le moment, c’est toujours un probléme ouvert. Dans [92], O. Hijazi
et S. Montiel ont montré que les spheres rondes de 'espace euclidien sont
les seules variétés qui vérifient le cas d’égalité de 'estimation de C. Bar.
La technique utilisée s’appuie sur un probleme de variation de I’hypersur-
face pour montrer qu’'une variété limite est un point critique d’une certaine
fonctionnelle définie a partir de la premiere valeur propre de I'opérateur de
Dirac de M. Ainsi, ils ont déduit que tout spineur propre est la restriction
d’un spineur parallele sur 'espace euclidien et, par suite, I’hypersurface doit
étre totalement ombilique. L’objet de la section 2.1, qui est en collaboration
avec N. Ginoux et S. Raulot, est de compléter la classification dans I'espace
hyperbolique. En adaptant la preuve de Hijazi et Montiel a notre contexte,
nous nous sommes ramenés a classifier les variétés limites et montrer que les
spheres géodésiques sont les seules variétés. La preuve suit essentiellement les
mémes étapes que dans le cas euclidien mais il faut prendre en considération
des termes d’ordre imaginaire pur en provenance de I'existence des spineurs
de Killing imaginaire sur l’espace hyperbolique.

Quant aux minorations des valeurs propres du laplacien et de 'opérateur
de Dirac, cette partie est le sujet abordé dans les sections 2.2 et 2.3 ou
on s’intéresse aux variétés a bord. Rappelons que les minorations des valeurs
propres du laplacien sont souvent obtenues a I’aide de la formule de Bochner-
Weitzenbock ot ce dernier est relié au tenseur de courbure de la variété. Sur
une variété a bord, l'intégration de cette derniere formule combinée avec la
formule de Stokes donne lieu a des estimations sur le laplacien de Dirichlet
ou de Neumann en imposant des conditions sur les quantités extrinseques
de la variété comme la courbure moyenne ou la deuxiéme forme fondamen-
tale du bord [139]. Dans cet esprit, A. Kachmar et moi-méme avons utilisé
cette technique pour établir, dans la section 2.2, une minoration des valeurs
propres d'un certain opérateur différentiel, appelé laplacien magnétique, qui
est défini a partir d’'une modification de la différentielle extérieure dans la
direction d’'une 1-forme différentielle a valeurs imaginaires pures. Quant a la
condition au bord, nous imposons sur ce laplacien une condition de type Ro-
bin, c’est-a-dire la dérivée normale d’une fonction propre est proportionnelle
a la fonction elle-méme. L’estimation ainsi fournie exige non seulement des
conditions sur les courbures de la variété en termes du parametre provenant
de la condition de Robin imposée mais aussi un certain controle de la forme
différentielle a partir de laquelle le laplacien magnétique est défini.

Dans la section 2.3, F. El Chami, N. Ginoux et moi-méme nous sommes



intéressés a d’autres types de minorations que celles établies précédemment.
Toujours dans le contexte d’une variété a bord (M, g), nous fournissons une
inégalité qui relie 'intégrale sur M d’une fonction f a valeurs réelles a son
intégrale sur le bord M. Ici f désigne une fonction positive qui satisfait
Af < Af pour un certain A > 0. La technique, que nous utilisons, se base sur
le lemme des valeurs moyennes établi par A. Savo dans [152] qui exprime une
certaine inégalité différentielle d’ordre deux de la fonction F(r) = | (pory  AVg-
Ici p désigne la fonction distance au bord. Nous analysons cette inégalité
différentielle et établissons le résultat qui s’exprime en termes des fonctions
de Bessel. Notons ici que des conditions sur le tenseur de Ricci de la variété
et la courbure moyenne du bord sont exigées pour pouvoir établir I'inégalité.
Comme application de notre résultat, nous retrouvons plusieurs minorations
a la Faber-Krahn [26, 35] pour le laplacien de Dirichlet et de Robin et pro-
duisons d’autres pour 'opérateur de Dirac, qui améliorent celle de Friedrich
classique [56].

Finalement, plusieurs questions restent en suspens dans ce mémoire, parmi
lesquelles des problemes se situent a l'intersection des deux chapitres 1 et 2.
Je présente en détail ces problemes dans le dernier chapitre ou je détaille le
contexte géométrique de chaque projet et les questions qui en sont issues.






Chapitre 1

Etudes de la cohomologie sur
un feuilletage riemannien

Ce chapitre regroupe les résultats des articles [75, 76, 77, 79, 80] qui sont
réalisés en collaboration avec Ken Richardson de Texas Christian University
aux Etats-Unis. Ces travaux traitent principalement la notion de cohomolo-
gie et ses interactions avec la structure d’un feuilletage riemannien.

Plusieurs travaux ont été dédiés a 1’étude de la cohomologie basique d'un
feuilletage riemannien. Le but est de donner une version des résultats stan-
dards et connus de la cohomologie de de Rham définie sur une variété rieman-
nienne ([142, 155]) adaptée au contexte des feuilletages. Citons les exemples
auxquels nous nous intéressons dans ce chapitre. A Taide des théoremes de
structures des feuilletages riemanniens [52, 123], une décomposition de Hodge
basique est établie, dans [43, 44], de 'espace des formes différentielles ba-
siques qui fait essentiellement appel au laplacien basique. En particulier, il
est montré que les cohomologies basiques sont de dimension finie (voir aussi
[99]) et vérifient la dualité de Poincaré sous la condition que la cohomologie
en degré la codimension du feuilletage soit non nulle. Rappelons ici que Y.
Carriere a fourni dans [25] un exemple de feuilletages riemanniens ot la dua-
lité de Poincaré n’est pas forcément satisfaite. Cette condition imposée sur la
cohomologie fournit une obstruction sur la géométrie du feuilletage, a savoir
que la métrique riemannienne doit étre choisie de fagon que les feuilles soient
des sous-variétés minimales [151, 160]. Cette famille de feuilletages est connue
sous le nom de feuilletages minimalisables [44, 60, 97, 116]. D’autres résultats
concernant les cohomologies basiques ont été obtenus et qui s’expriment en
termes de la géométrie transverse. En particulier, J. Hebda a montré dans
[82] que si le tenseur de courbure transversal est supposé strictement positif,
alors ceci force les groupes de cohomologie basique a s’annuler (voir aussi
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[121]). Ainsi, le feuilletage se restreint a ce qu'il soit encore une fois minima-
lisable [4, 122].

Dans ce chapitre, nous allons présenter deux notions de cohomologie sur
un feuilletage riemannien. La premiere, dont les classes sont composées de
formes basiques, est définie a partir d’'une modification de la différentielle
extérieure (voir section 1.3). La deuxieme, agissant sur les formes antiba-
siques, est définie a partir de la codifférentielle extérieure de la variété (voir
section 1.6). Notons ici qu'une forme différentielle est dite antibasique si elle
est orthogonale pour la norme L? & toute forme différentielle basique. Nous
étudions les propriétés de ces deux groupes de cohomologie et donnons les
obstructions qu’elles fournissent sur la variété. Nous établissons aussi plu-
sieurs résultats de rigidité qui s’expriment en terme de la géométrie trans-
verse du feuilletage.

Pour motiver notre présentation, nous revenons a l’expression de l'opérateur
de Dirac transversal. En le faisant agir sur les formes différentielles basiques,
il apparait que cet opérateur n’est pas celui de de Rham d + 9, comme dans
le cas ordinaire mais plutot tordu par le terme de la courbure moyenne du
feuilletage. Dans ce cas, le carré de 'opérateur de Dirac est un certain lapla-
cien basique auquel une nouvelle cohomologie est associée ; que nous appelons
cohomologie tordue. Notons que la cohomologie tordue se réduit a celle ba-
sique pour les feuilletages minimalisables. Nous montrons que ces groupes de
cohomologie tordue ne dépendent pas du choix de la métrique et ceci résulte
de l'invariance du spectre de l'opérateur de Dirac transversal (voir section
1.2). En plus, ils permettent de définir la notion de signature basique qui est
invariante par une équivalence d’homotopie feuilletée comme nous montrons
dans la section 1.4. Dans la section 1.5, nous relions, sur un flot riemannien,
le spectre de 'opérateur de Dirac de la variété ambiante a celui transversal.
Finalement, nous terminons le chapitre par donner quelques exemples sur le
calcul de ces cohomologies.

1.1 Rappel sur les feuilletages riemanniens

Soit (M™, F) une variété de dimension n munie d’un feuilletage F donné par
un sous-fibré intégrable L. C T'M de rang p avec n = p + q. Ceci signifie
que le feuilletage F est une décomposition de M en des sous-variétés im-
mergées de dimension p, appelées feuilles, qui sont localement données par
I'image inverse des submersions d’'un point de la variété de base. Les fonc-
tions de transition de ces submersions locales sont des difféomorphismes. Le
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fibré L = TF est ainsi le fibré tangent du feuilletage, c¢’est-a-dire en tout
point x € M, L, =T, F est 'espace tangent a la feuille passant par x.

Sur une variété feuilletée (M, F), nous appellons les formes basiques comme
étant les formes différentielles définies sur M, qui dépendent localement des
variables transverses, c¢’est-a-dire des variables de la variété de base des sub-
mersions. L’espace des formes différentielles basiques, noté par Q(M, F), est
ainsi défini, dans [123, 140, 164], par

QM,F)={a e QM)| Xoa=Xida=0 pour tout X €T'(L)}.

Ici d désigne la différentielle extérieure et J est le produit intérieur. Il est facile
de voir, par le fait que d?> = 0, que les formes basiques sont préservées par d
et sont utilisées pour définir la notion de la cohomologie basique H};(M,F)
o Ker{d : QF¥(M,F) — Q*1(M, F)}

Image{d : Q*1(M,F) — QF(M,F)}

Ces groupes de cohomologie constituent la version feuilletée de la cohomolo-
gie de de Rham ordinaire car, au cas ou le feuilletage est réduit a un point,
elles se coincident. Mais contrairement au cas classique, les cohomologies ba-
siques peuvent étre de dimension infinie et, en général, elles ne satisfont pas
la dualité de Poincaré méme si la variété M est compacte [25, 97] et le feuille-
tage est transversalement orienté. Cependant, nous allons voir plus tard qu’il
existe des obstructions topologiques et géométriques sur le feuilletage pour
réaliser la finitude et la dualité de Poincaré.

HE (M, F) =

Dans la suite, nous nous intéressons a une famille particuliere de feuilletages,
a savoir celle des feuilletages riemanniens. Un feuilletage de codimension
q est dit riemannien s’il existe une métrique riemannienne go sur le fibré
normal Q = TM/L, qui est de rang ¢, vérifiant la condition d’invariance
d’holonomie. Cette condition se traduit par le fait que la dérivée de Lie Lxgg
s’annule le long de tout vecteur X € I'(L) [141]. Elle est en effet caractérisée
par l'existence d'une unique connexion métrique V sur le fibré ) a torsion
nulle [123, 141, 164]. Notons ici que la notion de torsion est définie pour tous
champs de vecteurs X,Y € I'(T M) par

TV(X,Y)=Vxa(Y) - Vyn(X) — 7[X,Y],

our:TM — (@ est la projection canonique. Une des propriétés intéressantes
d’un feuilletage riemannien est que la courbure RV de la connexion V satis-
fait XJRY = 0 pour tout X € I'(L). Ainsi, cette derniere identité permet
d’associer a V toutes les notions standards de courbure comme la courbure
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de Ricci transversale, la courbure scalaire transversale et ceci en les évaluant
aux sections de Q).

Désormais, nous supposons que la variété M est munie d’une métrique quasi-
fibrée g [141], c’est-a-dire la restriction de g au fibré Q ~ Lt définit un
feuilletage riemannien sur M. En d’autres termes, la métrique go = ¢glg
vérifie la condition d’invariance d’holonomie. Dans ce cas, la projection 7 :
TM — @ n’est autre que la projection orthogonale et la connexion V, appelée
connexion de Levi-Civita transversale, s’exprime explicitement en terme de
celle VM de M par

T([X,Y]), VX € T(L),
VY = (1.1.1)
m(VMY), VX € T(Q).

Notons que tout feuilletage riemannien admet une métrique quasi-fibrée com-
patible avec la structure transverse donnée du fait que la métrique sur les
feuilles peut étre choisie arbitrairement. Aussi 'existence d’une métrique
quasi-fibrée impose des restrictions sur le feuilletage, par exemple la dis-
tance entre les feuilles doit rester localement constante et toute géodésique
orthogonale au feuilletage en un point reste orthogonale au feuilletage en
tout point (voir aussi [99, 96, 123]). Une autre propriété géométrique sur les
métriques quasi-fibrées est la suivante : Lorsque M est supposée compacte,
la projection orthogonale

P: L*(Q(M)) — L*(Q(M, F)) (1.1.2)

envoie l'espace des formes différentielles lisses sur les formes différentielles
basiques lisses [132]. Cette propriété n’est pas vraie en général pour n’im-
porte quel feuilletage.

Etant donnée une variété riemannienne (M, g, F) munie d’un feuilletage rie-
mannien F de codimension g et d’'une métrique quasi-fibrée g, le champ de
courbure moyenne k est défini comme étant la 1-forme différentielle sur M
associée au vecteur

H =Y (V)
=1

ot {fi}iz1,..p est un repere orthonormé local de TF. Si la variété M est
supposée compacte, alors la projection x;, := Pk est une 1-forme basique
fermée [4, 132] et donc elle définit une classe de cohomologie, appelée classe
d’Alvarez, dans HY(M,F). 11 est montré dans [4] que cette classe est in-
variante sous n’importe quel changement de métrique quasi-fibrée et tout
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élément de cette classe est la courbure moyenne d’une certaine métrique
quasi-fibrée (voir aussi [127, 128] pour d’autres résultats sur cette classe).

Il est intéressant de noter que la classe d’Alvarez a joué un role important
dans la compréhension de la cohomologie basique. En effet, Y. Carriere a
fourni dans [25] un contre-exemple a la dualité de Poincaré pour les coho-
mologies basiques, énoncée initialement dans [142], ou il a montré que la
classe d’Alvarez du feuilletage considéré ne peut jamais étre nulle. Cepen-
dant, F. Kamber et Ph. Tondeur ont établi une dualité de Poincaré tordue
en considérant la différentielle modifiée d, := d — kA sur les formes basiques.
En effet, ils ont montré dans [98] que Hj(M,F) ~ H; *(M,F) et donc pour
un feuilletage minimal, i.e. k = 0, la dualité de Poincaré est bien satisfaite.
Plus tard, la dualité de Poincaré a été établie pour une famille plus large
que celle des feuilletages minimaux, a savoir les feuilletages minimalisables
[44, 97], c’est-a-dire quand il existe une métrique quasi-fibrée sur la variété
M (autre que celle déja fixée) de sorte que les feuilles soient minimales. Dans
ce cas, la classe d’Alvarez doit s’annuler [4]. La famille des feuilletages mi-
nimalisables a été étudiée dans plusieurs travaux. Par exemple, E. Ghys a
montré, dans [60], que tout feuilletage riemannien sur une variété simplement
connexe est minimalisable. Plus tard, X. Masa [116] a établi une correspon-
dance entre les feuilletages minimalisables de codimension ¢ et le fait que la
cohomologie basique de plus haut degré Hi(M,F) ne s’annule pas. Il existe
aussi d’autres conditions géométriques qui forcent les feuilletages a étre mi-
nimalisables. Par exemple, J. Hebda a montré dans [82] que si la courbure
de Ricci transversale satisfait est strictement positive alors le feuilletage est
minimalisable.

Il est bien connu, a travers la théorie de Hodge classique, que la cohomologie
d’une variété riemannienne est liée a ’étude spectrale du laplacien. Dans cet
esprit, nous allons revoir quelques opérateurs particuliers qui se manifestent
dans le contexte des feuilletages, notamment le laplacien basique [4, 99, 164,
132] et l'opérateur de Dirac basique [38, 70| et s’intéresser aux propriétés qui
en fournissent. Commencons tout d’abord par rappeler le laplacien basique.
Cet opérateur agit sur I'espace des formes différentielles basiques Q(M, F) et
est défini comme suit

Ab = d5b+(5bdQ(M,f) — Q(M,f),

oll 0 est ’adjoint pour la norme L? de la différentielle d restreinte aux formes
basiques. Le laplacien basique est un opérateur transversalement elliptique,
essentiellement auto-adjoint et possede un spectre discret formé de valeurs
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propres au cas ou la variété M est supposée compacte [45, 47]. Il joue en
effet un role similaire a celui du laplacien ordinaire sur les variétés et permet
d’établir des versions feuilletées des résultats connus en géométrie rieman-
nienne [110, 111, 144, 145]. Rappelons ici que J, s’écrit en fonction de la
codifférentielle § sur M comme [4, 132]

O0p = PO = xd* + Ky (1.1.3)

ou * est 'étoile de Hodge basique définie pour toute k-forme différentielle
basique «y par :

= (D" (y A xr), (1.1.4)
ou yr désigne la forme volume longitudinale (c’est-a-dire celle des feuilles)
et * est 'opérateur de Hodge de la variété M.

Il est montré dans [99] (voir aussi [132]) que Ay est la restriction aux formes
basiques d'un certain opérateur elliptique d’ordre deux défini sur l’espace
de toutes les formes différentielles mais qui n’est pas forcément symétrique.
Une décomposition de Hodge basique en est ainsi déduite dans [99, 132] qui
montre en particulier que les groupes de cohomologie basique sont isomorphes
au noyau de Ay et sont de dimension finie (voir aussi [44, 43] pour une autre
approche). Notons aussi que, sur les feuilletages minimalisables, le laplacien
basique commute avec 1'étoile de Hodge basique, ce qui explique la dualité
de Poincaré sur cette famille de feuilletages.

Maintenant, nous allons discuter la construction de 'opérateur de Dirac ba-
sique. Pour cela, nous considérons sur une variété riemannienne (M, g, F)
munie d’une métrique quasi-fibrée g, un F-fibré vectoriel £ — M qui est
un Cl(Q)-fibré de Clifford muni d’une connexion compatible V¥. Rappelons
quun F-fibré est un fibré vectoriel basé sur une variété feuilletée telle que
Pidentité X RY” = 0 est satisfaite pour tout X € I'(L) [45, 96]. Comme
dans le cas ordinaire, 'opérateur de Dirac transversal est la composition des
applications

I'(E) (@Hr(Q*@E)iF(Q@E)%r(E),

44 2

ou la derniere application est la multiplication de Clifford, notée par “ -7,
et lopérateur (VE)tr est la projection de V. Ainsi 'opérateur de Dirac
transversal est donné par
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ou {e;}i=1.. 4 désigne un repere orthonormé de I'(Q). 11 est facile de vérifier
que Dy, préserve l'espace des sections basiques I',(E) de E (i.e. ['y(E) = {s €
['(E)| VEs = 0 pour tout X € T'(L)}) mais il n’est pas symétrique sur cet
espace. Cette derniere propriété est die a la formule de Stokes transversale
établie dans [163] qui fait intervenir le terme de la courbure moyenne dans la
divergence. Pour le rendre auto-adjoint, nous modifions la définition de D,
pour la considérer comme suit :

1 . d 1
D, = §(Dtr + Dtr) = ;ei ) VeEi - 5’% to <1'1'5)

Un calcul direct montre que D, préserve les sections basiques et est transver-
salement elliptique. D’ou par la théorie spectrale des opérateurs définis sur
les F-fibrés, 'opérateur de Dirac basique possede un spectre discret formé
de valeurs propres de multiplicité finie [38, 45, 70].

1.2 Invariance du spectre de l'opérateur de
Dirac basique

Cette section résume les résultats de I’article [75]. Dans ce travail, nous nous
donnons une variété riemannienne compacte (M, g, F) munie d'un feuilletage
F et d'une métrique quasi-fibrée g. Nous étudions l'invariance du spectre
de T'opérateur de Dirac basique par rapport a un certain changement de
métrique quasi-fibrée. En fait, nous modifions la métrique g dans la direction
des feuilles de maniere a ce que sa restriction sur le fibré normal reste inva-
riante. Dans ce cadre, la nouvelle métrique obtenue reste toujours quasi-fibrée
ayant la méme connexion de Levi-Civita transversale. Le champ de courbure
moyenne change avec la métrique et, dans ce cas, 'expression de I'opérateur
de Dirac basique change elle aussi.

Ainsi, nous montrons le théoreme suivant :

Théoréme 1.2.1 (G. Habib et K. Richardson, [75]) Soit (M, g, F) une variété
compacte munie d’un feuilletage riemannien et d’une métrique quasi-fibrée.
Soit E — M un F-fibré de Clifford. Alors le spectre de l’opérateur de Di-
rac basique reste invariant par tout changement de métrique quasi-fibrée
préservant la métrique transverse.

La preuve du théoreme 1.2.1 se base sur le fait que pour n’importe quel chan-
gement ¢ de la métrique g, les formes volumes sont reliées par dvy = hdv,
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pour une certaine fonction strictement positive h. Ainsi, 'opérateur de Dirac
basique Dj; associé a la nouvelle métrique ¢', préservant la métrique trans-
verse, est donné par D, = a~ /2D, (a'/?) ot a = Ph est la projection ortho-
gonale de h sur les fonctions basiques définie dans (1.1.2) qui est toujours
strictement positive. Etant donnés que ces deux opérateurs sont conjugués,
nous en déduisons alors qu’ils possedent le méme spectre. Ceci acheve la
preuve.

Il est bien connu que le laplacien basique dépend du choix de la métrique
quasi-fibrée. En effet, il est montré dans [145, Cor. 3.8] que le spectre du
laplacien basique sur les fonctions détermine la norme L? de la courbure
moyenne d'un feuilletage transversalement orienté de codimension 1. C’est
I'une des raisons pourquoi l'invariance du spectre de 'opérateur de Dirac
basique est surprenante.

Une des applications de ce résultat concerne le calcul du spectre de I'opérateur
de Dirac basique associé a une structure spinorielle transverse [74, 95]. En
effet, il est montré dans [37, 115, 117] que toute métrique quasi-fibrée peut
etre modifiée en une autre métrique quasi-fibrée ayant la méme restriction
transverse et a courbure moyenne basique et harmonique. Ainsi, en travaillant
avec cette nouvelle métrique, le spectre de I'opérateur de Dirac reste le méme.
D’o1, a I'aide de la formule de Schrodinger-Lichnerowicz transversale [70, 74,
95], plusieurs estimations des valeurs propres peuvent étre déduites comme
dans le cas ordinaire.

1.3 Différentielle modifiée et cohomologie ba-
sique associée

Cette partie résume les résultats de 'article [76]. Nous considérons tout au
long de cette section une variété riemannienne compacte (M, g, F) munie
d'un feuilletage riemannien F de codimension ¢ et d'une métrique quasi-

fibrée g¢.

En considérant le fibré A*() comme un fibré de modules en algebres de Clifford
Cl(Q) muni de la multiplication de Clifford

af = a/\ —ol

pour les 1-formes basiques «, I'opérateur de Dirac basique s’écrit sur les
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formes basiques comme

1 1
Dy =d+ 0 — hb A — 5,

ou nous rappelons que J, est donné par (1.1.3). Donc, en posant d:=d— %mbA
et son L?-adjoint gb =0y — %K,b_l, Iopérateur de Dirac s’exprime comme la
somme D), = d+ gb. Ainsi par le fait que x; est une 1-forme basique fermée,
nous en déduisons que d*> = 0,87 = 0 et que le carré de 'opérateur de Di-

rac basique n’est pas le laplacien basique A, mais plutot le laplacien tordu
Dl? = Ab = ddb + (de

Dans ce travail, nous nous intéressons a regarder de pres cette nouvelle
différentielle d et nous y associons le groupe de cohomologie basique

Ker dF

HYM,F) = ————
Image dF—1

que nous appelons le groupe de cohomologie tordue. Ici d* est la restriction
de d sur les k-formes basiques (0 < k < ¢). Nous étudions cette cohomologie
tordue et montrons qu’elle satisfait la dualité de Poincaré. Nous prouvons
aussi que, pour les feuilletages minimalisables, cette cohomologie tordue est
isomorphe a la cohomologie basique Hj (M, F). Ceci permet de retrouver plu-
sieurs résultats sur les cohomologies basiques mentionnés dans la section 1.1.
Toujours dans le méme contexte, nous établissons une formule de Bochner-
Weitzenbock pour le laplacien tordu pour en déduire des résultats de rigidité
sur les cohomologies tordues et basiques.

Pour détailler ces résultats, nous commencons par établir une décomposition
de Hodge basique tordue. Pour cela, notons 6F et AF les restrictions respec-
tives de 9, et Ay sur les k-formes basiques.

Proposition 1.3.1 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Pour tout entier k tel
que 0 < k < q, l’espace des k-formes différentielles basiques se décompose en
une L*-somme orthogonale

OF (M, F) = Image(d"") & Image(5:+") & Ker(A}).
De plus, Ker(A¥) ~ H*(M, F) est de dimension finie.

La preuve de la proposition 1.3.1 est similaire au cas du laplacien basique
établie dans [99, 132, 164] ou l'idée consiste a& montrer que A, est la res-
triction d’un certain opérateur elliptique sur l'espace de toutes les formes
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différentielles.

Une propriété intéressante de ces groupes de cohomologie tordue est, comme
pour les cohomologies basiques, leur indépendance par rapport a un choix
d’une métrique quasi-fibrée. En effet, étant données deux telles métriques
g et ¢, nous savons d’apres [4] que les composantes basiques des cour-
bures moyennes different par une 1-forme basique exacte, c’est-a-dire xj =
Ky + df pour une certaine fonction basique f. D’ou, par un calcul direct,
nous avons que (d)) = e//2d (e7//2) et, ainsi, I'application H*(M,F) —
(ﬁ F(M,F));[8] — [e//?4] induit un isomorphisme entre les groupes de co-
homologie tordue. Alors, nous obtenons

Théoréme 1.3.2 (G. Habib et K. Richardson, [76]) La dimension de chaque
groupe de cohomologie tordue f]k(M, F) est indépendante du choiz de la
métrique quasi-fibrée. De plus, le spectre du laplacien tordu Ab reste inva-
riant par tout changement de métrique quasi-fibrée gardant la méme métrique
transverse.

L’invariance du spectre de ﬁb est directe du fait que celui de D, ’est aussi
par le théoreme principal de le section 1.2. En ce qui concerne la dualité de
Poincaré pour la cohomologie tordue, nous montrons

Théoréme 1.3.3 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Pour tout entier k tel
que 0 < k < g, l’étoile de Hodge basique * induit un isomorphisme entre
HY(M,F) et HI7*(M, F).

La preuve du théoreme 1.3.3 est basée sur le fait que I'étoile de Hodge basique
commute avec le laplacien tordu A, en raison des relations ¥d = (—1)*"1§,%
et d¥ = (—1)’“>T<gb qui ne sont pas vraies en général pour d et d,. Ensuite,
elle utilise la décomposition de Hodge basique tordue pour identifier les co-
homologies tordues au noyau du laplacien tordu 4A,. En conséquence, nous
obtenons

Corollaire 1.3.4 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Soit (M, g, F) une variété
compacte munie d’un feuilletage F de codimension impaire et d’une métrique

quasi-fibrée g. Les caractéristiques d’Euler basiques associées respectivement
a H*(M,F) et H;(M,F) s’annulent.

Le fait que la caractéristique d’Euler basique associée a H *(M, F) s’annule
est une conséquence directe du théoréme 1.3.3. Pour celle de H} (M, F), rap-
pelons d’abord qu’elle est définie comme étant 'indice basique de I'opérateur
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de de Rham Dy = d+dy : QP4 (M, F) — Qmpair(M F) (voir [18, 24, 38, 45]).
La propriété cruciale est que la caractéristique d’Euler basique est invariante
le long des perturbations de Dy par n’importe quel champ basique [18, Prop.
3.13]. Donc, I'indice basique de Dy, = Dy — %/{b A —%libJ est le méme que celui
de Dqy qui doit ainsi s’annuler.

Pour relier les cohomologies tordues aux cohomologies basiques, nous nous
restreignons aux feuilletages minimalisables. En effet, sur de tels feuilletages,
la classe de la courbure moyenne [k, s’annule (voir [4]) et, dans ce cas, il existe
une fonction basique f telle que k, = df. Ainsi la différentielle d nest autre
que e//2d (e=1/2) et D'application 3] — [e//%3] définit un isomorphisme entre
H (M, F) et H*(M, F). Aussi, nous caractérisons cette famille de feuilletages
par le résultat suivant

Théoréme 1.3.5 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Un feuilletage (M, g, F)
,F) =~

de codimension q est minimalisable si et seulement si nous avons H°(M

HY(M,F) #0.

La preuve du théoreme 1.3.5 est basée sur le fait que pour un feuilletage
minimalisable (c’est-a-dire x, = df pour une certaine fonction basique f), la
cohomologie HY(M, F) ne peut pas étre nulle car d(e//2) = e//2d(1) = 0.
Réciproquement supposons que H O(M,F) # 0, alors il existe une fonc-
tion basique non nulle h telle que dh = %h/ib. En particulier, en choisis-
sant la métrique quasi-fibrée de maniere a ce que la courbure moyenne soit
basique-harmonique (i.e. Kk = k) [37, 117, 115], un calcul direct mene a
Ayh = —i k|*h. Ainsi, en multipliant cette derni¢re identité par h et en

I'intégrant sur M nous obtenons que xk = 0 et le feuilletage est bien minima-
lisable.

Nous terminons cette section par I’établissement d’autres conditions qui
forcent la cohomologie a s’annuler. I1 est bien connu que la formule de
Bochner-Weitzenbock pour le laplacien de Hodge-de Rham défini sur une
variété riemannienne permet de déduire des résultats d’annulation de la co-
homologie sous certaines conditions sur la courbure de ladite variété [59].
Pour adapter ce type de résultats aux cohomologies basiques et tordues,
nous établissons une formule du type Bochner- Weitzenbock transversale pour
le laplacien tordu. En effet, nous avons

Théoréme 1.3.6 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Soit (M, g, F) une variété
riemannienne munie d’un feuilletage riemannien F de codimension q et
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d’une métrique quasi-fibrée. Supposons que la courbure moyenne k est basique-
harmonique. Alors, sur les k-formes basiques, nous avons

~ 1
A=V'V+BH 4 21kl

\ k] __ * \v4 ) e - PV 5 on
ot Bl = > i€ N (eiaRY (e, e5)) est Uopérateur de Bochner. Ici RY désigne
le tenseur de courbure associé a la connexion de Levi-Civita transversale et

{ei}iz1,... 4 est un repére orthonormé local de I'(Q).

A partir de cette formule, qui se montre par un calcul long mais pas difficile,
nous déduisons d’une maniere directe plusieurs résultats de rigidité sur les
cohomologies basiques (voir aussi [82, 121]). En effet,

Corollaire 1.3.7 (G. Habib et K. Richardson, [76]) Soit (M, g, F) une variété
riemannienne compacte munie d’un feuilletage riemannien de codimension g
et d'une métrique quasi-fibrée. Si l'opérateur de Bochner B est strictement

positif sur les k-formes basiques, alors les groupes de cohomologie basique
HY(M, F) et tordue H*(M,F) s’annulent.

Pour montrer ce résultat sur les cohomologies basiques, il suffit de remarquer
que pour toute k-forme basique w fermée et co-fermée, i.e. dw = 0 et fw = 0,
nous avons que |dw|? + |dw|* = 1|x[*|w|?. Ainsi, en appliquant la formule de
Bochner-Weitzenbock a w et en prenant le produit scalaire avec la forme w
elle-méme, nous obtenons le résultat apres intégration sur la variété M. Ce
qui acheve la preuve. Comme une conséquence, nous fournissons une preuve
directe du résultat suivant

Corollaire 1.3.8 ([43]) Soit (M, g, F) une variété riemannienne compacte
munie d’un feuilletage riemannien de codimension q et d’une métrique quasi-
fibrée. Alors la cohomologie basique Hj(M,F) est isomorphe a 0 ou R.

La caractérisation établie dans le théoreme 1.3.5 et le corollaire 1.3.8 per-
mettent de retrouver d’une maniere directe le résultat de X. Masa [116] : Un
feuilletage riemannien est minimalisable si et seulement si Hj(M,F) # 0.
En effet, étant donné un feuilletage minimalisable, nous avons vu que les co-
homologies basiques et tordues sont isomorphes et, par suite, nous obtenons
par le théoreme 1.3.5

0+ HY(M,F) ~ HY(M,F) ~ HY (M, F).

Nous en déduisons ainsi que la cohomologie Hj(M,F) est non nulle. Pour
la réciproque, si le feuilletage n’est pas minimalisable alors également par
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le théoreme 1.3.5, nous avons d’une part que f[q(M, F) = 0. D’autre part,
si nous prenons o € HI(M,F);a # 0 (c’est-a-dire « est une g-forme A,-
harmonique non nulle) alors, nous pouvons écrire a = cv pour une constante
c non nulle par le corollaire 1.3.8. Ici v désigne la forme volume transversale
du fibré normal. Or, par le fait que 0 = dya = cdpv, il est facile de vérifier
que kav = 0 et, dans ce cas, nous obtenons que « est d-fermé et d-fermé.
Donc nous en déduisons que « est un élément de H9(M,F) = 0, ce qui meéne
a une contradiction.

1.4 Invariance d’homotopie et signature ba-
sique

Cette partie résume les résultats de 'article [79]. Un des problémes intéressants
en théorie des feuilletages est de calculer ['indice basique d'un opérateur de
type Dirac transverse en termes d’invariants topologiques. Cette question, qui
est une généralisation du théoreme d’Atiyah-Singer, a été d’abord abordée
par A. El Kacimi dans [45] et par Kamber-Glazebrook dans [70] et a intéressée
les chercheurs depuis de nombreuses années.

Dans ce travail, nous nous intéressons a étudier la signature basique d'un
feuilletage riemannien qui est une version transversale de la signature définie
sur les variétés de dimension paire. Elle est définie, sur les feuilletages mini-
malisables, comme étant I'indice de 'opérateur de de Rham basique d + 6.
Le fait que le feuilletage soit minimalisable est une condition nécessaire pour
la définition car, en général, l'opérateur de de Rham n’envoie pas les formes
basiques duales sur les antiduales. Plusieurs résultats, concernant cette signa-
ture, ont été obtenus. A titres d’exemples, Lott et Gorokhovsky dans [71] ont
montré que la signature basique d’un feuilletage est la signature de 1’espace
des feuilles fermées d’orbites maximales. Dans [24], Briining, Kamber et Ri-
chardson ont obtenu une formule générale de I'indice basique d'un opérateur
transversalement elliptique et ont trouvé une formule de la signature basique
en fonction d’invariants transverses du feuilletage. Dans [19], Benameur et
Rey-Alcantara ont montré qu’une équivalence d’homotopie feuilletée entre
deux variétés compactes M et M’ munies de feuilletages riemanniens mini-
malisables F et F’ fournit les mémes signatures basiques. L’idée de la preuve
est basée sur le fait qu’une telle équivalence induit un isomorphisme entre les
groupes de cohomologie basique de F et F.

Dans la suite, nous allons donner la définition de la signature basique pour
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n’importe quel feuilletage riemannien et montrer qu’elle est invariante par
une équivalence d’homotopie feuilletée. L’avantage de cette étude est qu’elle
n’exige pas que le feuilletage soit minimalisable et ceci en utilisant la coho-
mologie basique tordue introduite dans la section précédente.

Soit (M, g, F) une variété riemannienne compacte munie d’un feuilletage rie-
mannien F de codimension ¢ paire et d’'une métrique quasi-fibrée g. Soit

. — 9 _
* = Zk(k l)+2*’

I'opérateur défini sur les k-formes basiques ou * est 1'étoile de Hodge basique
définie par 1’équation (1.1.4). Il est facile de vérifier que cet opérateur est
symétrique, son carré vaut 1 et que *d = —gb* [76]. Rappelons ici que d=
d— %mb/\ et gb =0 — %an sont les différentielles et codifférentielles basiques
tordues définies dans la section précédente. Ainsi, si nous notons QF (M, F)
les espaces propres associés aux valeurs propres 1 de %, l'opérateur de
Dirac basique D, = d+3, envoie QF (M, F) vers QF (M, F). D’ott la définition
suivante

Définition 1.4.1 Sur un fewilletage riemannien transversalement orienté de
codimension paire, la signature basique o(M,F) du feuilletage est l'indice

> — dim ker (&b‘ ) .
Q+(M,F) Q= (M,F)

Notons que cette définition n’est pas possible pour 'opérateur d + d;, du fait
que les formules de commutation avec % ne sont pas valables a cause du
terme de la courbure moyenne.

o(M,F) = dimker (&,

Pour montrer I'invariance d’homotopie de la signature basique, nous al-
lons rappeler quelques définitions que nous pouvons trouver dans [42, 81].
Etant données deux variétés feuilletées (M,F) et (M', F'), une applica-
tion f : (M, F) — (M',F') est dite feuilletée si f envoie les feuilles de
F dans les feuilles de F', c’est-a-dire f.(TF) C TF'. 1l est facile de voir
que le tiré en arriére par une application feuilletée des formes basiques de
(M',F') est un sous-ensemble des formes basiques de (M, F). Les deux
applications f : M — M’ et g : M — M’ sont dites feuilletées homo-
topes sl existe une application continue H : [0,1] x M — M’ telle que
H(0,z) = f(z),H(1,z) = g(x) et telle que pour tout ¢ € [0, 1], I'appli-
cation H(t,-) est lisse et feuilletée. Finalement, une application feuilletée
f(MF) — (M,F') est dite une équivalence d’homotopie feuilletée s'il
existe une application feuilletée g : M’ — M telle que f o g est feuilletée
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homotope a Idy;s et g o f est feuilletée homotope a Id,.

Pour montrer que la signature basique ainsi définie est un invariant d’homo-
topie feuilletée, nous montrons d’abord qu’elle est la signature d’une certaine
forme dégénérée définie sur les cohomologies tordues. En effet, nous avons

Théoréme 1.4.2 (G. Habib et K. Richardson, [79]) Soit (M, g, F) un feuille-
tage riemannien de codimension q. Alors pour tous entiers 0 < r,;s < q, il
existe une application

Ag: H'(M,F) x H*(M,F) — HI"*(M, F),

définie comme suit. Pour [a] € H" (M, F) et [8] € H*(M,F), [a A 3] est une
classe dans Hgfsz(M, F), et donc x[a A\ (] est une classe dans le groupe de
cohomologie basique Hy " °(M,F). En particulier pour ¢ =2l,r =s =1, la
signature basique est la signature de la forme quadratique

H'M,F)x H(M,F) — R
(), 18)) — quaJ,m:/MaAmxf,

ou X est la forme volume longitudinale.

La preuve du théoreme 1.4.2 consiste d’abord a montrer que pour une 7-
forme basique a et une s-forme [ telles que da = 0 et dF = 0, nous avons
que d(aAB) = kyAaA[B. Donc, nous en déduisons que awA 3 définit une classe
dans Hgfzb (M, F). Ensuite, nous utilisons l'isomorphisme entre H} (M, F)
et Hj::b (M, F), établi a l'aide de 'étoile de Hodge basique, pour obtenir
un ¢élément dans Hj " °(M,F). Il est a noter que [a A ] est indépendante

du choix de la classe [o] et de la classe de [5] et ceci se fait par un calcul direct.

Dans la suite, nous allons noter par Hj,,.(M,F) la cohomologie basique
associée a la différentielle d 4+ OA ou 6 est une 1-forme basique fermée sur
M. Cette cohomologie est connue sous le nom de la cohomologie de Lich-
nerowicz basique ou de Morse-Nokinov basique [3, 13, 93, 131, 165]. Nous
montrons ainsi qu'une équivalence d’homotopie feuilletée f : M — M’ induit
un isomorphisme entre les cohomologies de Lichnerowicz basiques qui va, par
la suite, induire un isomorphisme entre les cohomologies tordues (voir aussi
[46] pour les homéomorphismes feuilletés). Nous avons,

Théoréme 1.4.3 (G. Habib et K. Richardson, [79]) Soit f : M — M’ une
équivalence d’homotopie feuilletée et ' une 1-forme basique fermée sur M’,
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alors f* induit un isomorphisme entre Hy, o (M', F') et H}, prgip (M, F). En
particulier, f* : H*(M',F') — H*(M,F) est bien défini et est un isomor-
phisme pour tout entier k < q.

La preuve du théoreme 1.4.3 est longue et technique. La premiere partie est
basée sur une adaptation de la preuve ordinaire a celle des feuilletages pour
établir 'isomorphisme f*. En conséquent, nous déduisons que les variétés
M et M’ ont la méme dimension et les feuilletages F et F’' ont la méme
codimension. Quant a la deuxieme partie, nous prenons d’abord ' = —x;
dans I'isomorphisme entre Hg]ztn;)A(Mlvf/) et Hc’lif*%/\(M, F), pour tout k,
de la premiere partie. En particulier, pour £ = ¢, nous montrons que f*xj, et
Ky définissent une méme classe de cohomologie dans H} (M, F). Ceci est di,
d’'une part, au fait que Hgfn’b/\(M,’]:/) ~ HY(M', F') ~ R et, d’autre part, a
un résultat de dualité de Poincaré pour les groupes de cohomologie de Lich-
nerowicz basique. Pour conclure, nous modifions la métrique quasi-fibrée g
de facon a ce que f*k; = Ky et ceci en multipliant la métrique sur les fibres
par un facteur conforme. Ainsi, en considérant cette fois-ci 8’ = —%/{g, nous
trouvons l'isomorphisme souhaité entre les cohomologies basiques tordues.

Nous terminons cette section par établir le résultat principal de cette partie.
Nous montrons

Théoréme 1.4.4 (G. Habib et K. Richardson, [79]) Soit f : M — M’ une
équivalence d’homotopie feuilletée entre deux feuilletages riemanniens F et
F' de codimension 2l. Alors o(M,F) = o(M',F') si f préserve l'orientation
transverse et o(M,F) = —a(M', F') sinon.

La preuve du théoreme 1.4.4 utilise essentiellement la caractérisation de la
signature basique dans le théoreme 1.4.2 et I'isomorphisme du théoreme 1.4.3
pour montrer pour tous o}, ol € HY(M', F'), la relation

v 1 s Vol(M ,
Ap(frod, fray) :)\WAF(%?O&Q),

pour un certain nombre réel .

1.5 Limite adiabatique sur les flots rieman-
niens

Cette partie résume les résultats de I'article [77]. Plusieurs chercheurs ont
étudié le spectre du laplacien et des opérateurs de type Dirac sur des variétés



1.5 Limite adiabatique sur les flots riemanniens 31

ou la métrique s’effondre (appelée limite adiabatique). En particulier, les tra-
vaux [30, 58, 61] décrivent le comportement du spectre du laplacien sur des
submersions riemanniennes quand la métrique le long des fibres s’effondre
(voir aussi [168, 7, 20] pour I'opérateur de Dirac). Dans [118], Mazzeo et Mel-
rose ont relié, sous la limite adiabatique, les propriétés des valeurs propres
du laplacien d’une fibration riemannienne a la suite spectrale de Leray. Ce
résultat a été généralisé par Alvarez—Lépez et Kordyukov dans le cadre des
feuilletages riemanniens dans [5] (voir aussi [103] pour un survol général du
sujet).

Dans [6], Ammann et Bér ont étudié le comportement des valeurs propres
de l'opérateur de Dirac d'un fibré en cercles au-dessus d’une variété M/S!.
Ils ont ainsi montré que si la métrique sur M est changée de facon a ce
que les longueurs des cercles convergent vers zéro, les valeurs propres se dis-
tinguent en deux catégories : celles qui convergent vers les valeurs propres de
la variété de base M/S! correspondant aux spineurs projetables [125], ¢’est-
a-dire la dérivée de Lie de ces spineurs s’annule le long des fibres, et celles qui
convergent vers l'infini, correspondant aux spineurs non-projetables. L’idée
principale de la preuve est de décomposer la dérivée de Lie d’un champ de
spineurs en des sous-espaces propres Vj, (k € Z) de dimension finie et de mon-
trer que cette dérivée de Lie commute avec l'opérateur de Dirac horizontal
et anticommute avec la partie verticale. Ces deux opérateurs correspondent
a une certaine décomposition de l'opérateur de Dirac en utilisant la struc-
ture de la submersion. Ainsi cette étude a permis de calculer explicitement
le spectre de l'opérateur de Dirac sur chaque sous-espace Vj en fonction de
k (voir aussi d’autres résultats dans cette direction dans [114]).

Dans ce travail, nous nous intéressons a considérer la limite adiabatique sur
un flot riemannien. Rappelons qu’un flot riemannien (M™, g, F) est un feuille-
tage riemannien de dimension 1 donné par les courbes intégrales d'un champ
de vecteurs unitaire £ [25]. Ainsi, nous considérons une métrique de la forme

g5 = 29¢ D ger,

ou f est une fonction basique positive sur M. Nous généralisons le résultat
de [6] en montrant que les valeurs propres de 'opérateur de Dirac sur (M, gy)
correspondant aux spineurs basiques convergent vers celles de 'opérateur de
Dirac basique et les autres valeurs propres convergent vers 'infini. Notons ici
qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une action d’un cercle sur la variété comme
dans [6] pour établir le résultat (voir aussi [94] pour d’autres résultats sur les
valeurs propres du laplacien).
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Dans la suite, nous allons rappeler brievement quelques notions sur les flots
riemanniens spinoriels [74]. Etant donnée une variété spinorielle (M™, g, F),
munie d'un flot riemannien, la décomposition orthogonale TM = R¢ @ REH
permet d’induire a partir de la structure spinorielle sur M une structure
spinorielle sur le fibré normal Q = RE*. Ainsi, suivant la parité de n, le fibré
des spineurs XM de M s’identifie a celui de @), noté ¥, ou a une double
copie X @ X(Q). Dans ce cas, la connexion de Levi-Civita spinorielle sur M
est reliée & celle sur ) en faisant appel au tenseur d’O’Neill V¢ du flot [130]
et a la courbure moyenne x, supposée basique tout au long de cette section.
En effet, pour tout Z € I'(Q), ces relations sont les suivantes [74, Eq. 4.8]

1.1
> M _ XQ
VM = V4ot

1
Vit = V45 (V)

ot Q est la 2-forme définie pour Y, Z € T'(Q) par Q(Y, Z) = g(V¥¢, 7). Ici
V@ désigne la connexion de Levi-Civita transversale spinorielle étendue de
V au fibré des spineurs Q) et “” est la mutiplication de Clifford sur M.
Grace a ces équations, 'opérateur de Dirac de M s’exprime en termes de
Dg := Dy, — %/{- et de 'opérateur longitudinal Dy = £ - V?Q par les formules
suivantes

1
Dy = Do+ Dy — 55 -{) - pour n impair,

Dy = & (Dg®(—Dg)) — %f Q- +(Dx @ Dg) pour n pair.
(1.5.6)

Notons ici que ces équations sont valables pour toutes les sections de X M.
Une des propriétés intéressantes des flots riemanniens est que le tenseur
d’O’Neill est un tenseur basique, ainsi que la 2-forme ) associée. D’ou, a
partir des équations (1.5.6), nous pouvons en déduire que 1'opérateur de Di-
rac de M préserve les sections basiques ainsi que les sections antibasiques
(c’est-a-dire I'orthogonal pour la norme L?). Par conséquent, le spectre de
I'opérateur de Dirac de M est constitué des valeurs propres qui correspondent
aux spineurs propres basiques et antibasiques. Nous montrons

Théoréme 1.5.1 (G. Habib et K. Richardson, [77]) Soit (M™,g,F) une
variété riemannienne compacte spinorielle munie d’un flot riemannien donné
par un champ de vecteurs unitaire £. Supposons que la courbure moyenne K
du flot est basique. Soit Dy s l'opérateur de Dirac associé a la métrique gy.
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Les valeurs propres de Dy sont {X\; (f)};2, U{ux (f)};2,, correspondant a

la restriction de Dy s 6 L? (T (2Q)) et L (T, (3Q)) ™, respectivement. Alors
ces valeurs propres sont indexées de la maniére suivante :

1. (a) (n impair) quand f — 0, \; (f) convergent vers les valeurs propres
de l'opérateur de Dirac basique Dy.

(b) (n pair) quand f — 0, \; (f) convergent vers les valeurs propres
de l'opérateur de Dirac basique Dj,.

Dans les deux cas, la convergence est uniforme en j.

2. Si F est minimalisable, les valeurs propres non nulles dans {ux (f)}
tendent vers £o0o quand f — 0 uniformément tout en gardant % uni-
formément bornée.

Rappelons ici que T',(XQ) est 'ensemble des sections basiques du fibré Q)
défini dans la section 1.1. La preuve de la partie 1 s’appuie sur les relations
(1.5.6) appliquées a la métrique g;. En effet, pour n impair, nous montrons
que ||Dars — Dy sllop — 0 quand f converge vers 0 uniformément. Donc,
par l'invariance du spectre de l'opérateur de Dirac basique Dy déja vue
dans la section 1.2 et le fait que le spectre est continu comme étant une
fonction de la norme d’opérateur, nous en déduisons le résutlat. La partie
2 du théoreme repose sur la définition d'un certain opérateur elliptique et
auto-adjoint (pour la métrique g) Ly qui est défini a partir de Dr et Dyg.
En utilisant des formules de commutation entre Dz et Dg, nous montrons
que Dy commute avec L}Ly; Ici L} désigne I'adjoint formel de L; pour
la métrique g¢. Par conséquent, en se restreignant a un espace propre de
Dx qui correspond aux spineurs antibasiques, nous prouvons que les valeurs
propres de Ly convergent vers l'infini quand f converge vers 0 uniformément.
Ensuite, nous observons que la quantité ||Dys s — Ly||op reste bornée quand
% est uniformément borné. Ceci permet d’en déduire que les valeurs propres
de Dirac tendent vers l'infini.

1.6 Nouveaux invariants cohomologiques sur
les feuilletages

Cette partie résume les résultats de Particle [80]. Etant donnée une variété
riemannienne compacte (M",g), il est bien connu que la décomposition de
Hodge permet d’établir un isomorphisme entre I'espace des formes harmo-
niques et la cohomologie de de Rham. Une facon alternative de définir une
nouvelle cohomologie consiste a utiliser la codifférentielle § a la place de d.
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En effet, par le fait que 62 = 0, nous pouvons définir, pour 0 < k < n,

Ker 6%

HY M) = ———.
5 (M) Image 6F+1

Il n’est pas difficile de vérifier, par le théoreme de Hodge, que HEF(M) est

isomorphe & I'espace des formes harmoniques et donc & H¥(M). Donc cette

nouvelle cohomologie ne fournit aucune information supplémentaire et exige

I'existence d’une métrique riemannienne.

Dans ce travail, nous supposons que la variété est munie d’un feuilletage
F et nous considérons le sous-espace des formes différentielles antibasiques,
c’est-a-dire la partie lisse de l'orthogonal, pour la norme L2, des formes
différentielles basiques. Notamment, pour tout k < n,

QF (M, F) = O (M, F)* = {a € QF(M)]| (o, ) = 0 pour tout 3 € Q*(M, F)},

olt (-,-) désigne le produit scalaire L? sur Q(M). 1l est facile de voir que
la codifférentielle 0 sur M préserve I'espace des formes antibasiques et ceci
est du au fait que d préserve les formes basiques. Ainsi, comme dans le cas
ordinaire, nous définissons le groupe de cohomologie antibasique par

HY (M. F. g) = Ker (0 : QF (M, F) — QFY(M, F))
o\ 9) = Tnage (6 - QFFL(M, F) — QF(M, F))’

Il est donc une question naturelle d’étudier ces cohomologies et voir leurs
particularités dans le contexte des feuilletages. Il s’avere que ces cohomo-
logies définissent de nouveaux invariants sur le feuilletage qui ne sont pas
nécessairement isomorphes aux cohomologies de de Rham ordinaires ou ba-
siques de la variété. Nous nous sommes intéressés a voir si ces invariants
fournissent des obstructions sur la structure géométrique de la variété et du
feuilletage. Aussi si l'existence de feuilletages particuliers, comme rieman-
niens, peut mener a des résultats de rigidité sur ces cohomologies.

Pour cela, nous commengons par regarder l'invariance de ces groupes de
cohomologie par rapport au choix d’une métrique sur la variété M. Nous
montrons

Théoréme 1.6.1 (G. Habib et K. Richardson, [80]) Soit (M™,g,F) une
variété riemannienne compacte munie d’'un feuilletage F. Les groupes de
cohomologie antibasique ne dépendent pas du choix de la métrique et donc
sont des invariants sur (M, F).
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La preuve du théoreme 1.6.1 consiste a montrer que, pour deux métriques g
et ¢’ sur M, Papplication H](M,F,q) — H}(M,F,q');[y)] — [B"{] est un
isomorphisme. Ici B = #'x~1 : Q"(M) — Q"(M) ol * et *" sont les opérateurs
de Hodge associés a g et ¢’. Supposons maintenant que F': M — M’ est un
difféomorphisme. Alors si nous considérons le feuilletage F’ tiré en arriere du
feuilletage F par F'~!, nous obtenons, pour toutes métriques g et ¢’ sur M et
M’ respectivement, que HX(M, F,g) ~ H¥(M',F', ¢'). Ainsi, nous pouvons
dorénavant écrire HX(M, F) & la place de H¥(M,F,g).

Dans la suite, nous allons considérer une variété riemannienne compacte
(M™, g, F) munie d'un feuilletage riemannien F de codimension ¢ et d’une
métrique quasi-fibrée g. Rappelons que la projection P = Py, : L?(Q(M)) —
L*(Q(M, F)) envoie les formes différentielles lisses sur les formes basiques
lisses. Grace a ce fait, il est aussi vrai que

Py = (1d = By) : L*(Q(M)) — L*(Qu(M, F))

envoie les formes différentielles lisses sur les formes antibasiques lisses. D’ou
par les formules dy := d|ou,r) = dP, et 6, = Py, nous avons que 6, :=
da.mF) = 0P, et son L*-adjoint d, = P,d. Ainsi, les relations d?> = 0
et 62 = 0 permettent de définir les opérateurs de de Rham et du laplacien
antibasique par

Dy :=dy +6, et A,:=d,6,+ dud, = D>

Afin d’étudier les propriétés analytiques de ces deux opérateurs, nous adap-
tons les techniques d’analyse fonctionelle utilisées dans [146, Chap. 5 et 6].
D’abord, il s’avere que ces deux opérateurs ne sont pas les restrictions des
opérateurs pseudo-différentiels sur les formes antibasiques mais plutot une
translation des opérateurs de de Rham (respectivement du laplacien) par
des termes bornés. Donc, en utilisant la théorie de Sobolev standard sur ces
opérateurs et plusieurs lemmes d’estimation et de régularité, nous montrons
qu’ils ont des propriétés similaires a celles des opérateurs de de Rham et du
laplacien ordinaires. Ainsi, nous montrons

Théoréme 1.6.2 (G. Habib et K. Richardson, [80]) Le spectre du laplacien
et de Rham antibasique consiste des valeurs propres réelles de multiplicité
finie avec des points d’accumulation a 'infini. Les formes propres de D, sont

celles de A, et peuvent étre choisies de fagon a former une base orthonormée
compléte de L*(Qa(M, F)).

Comme une conséquence, nous établissons la décomposition de Hodge anti-
basique de I'espace des formes différentielles antibasiques. Pour cela, notons
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par d*=1 55+ et AF les restrictions respectives de d,, d, et A, aux k-formes
antibasiques. Nous avons

Théoréme 1.6.3 (G. Habib et K. Richardson, [80]) Soit (M™, g, F) une
variété riemannienne compacte munie d’un feuilletage de codimension q et
d’une métrique quasi-fibrée g. On a, pour tout 0 < k < n, la décomposition
orthogonale

QF (M, F) = Image(dF™") @ Image(0*") @ Ker(AF),
ot Ker(AF) ~ HX(M, F) est de dimension finie.

Par le théoreme 1.6.3, nous pouvons ainsi déduire, comme dans le cas ordi-
naire, que

HY (M. F) ~ Ker(d, : QX(M, F) — QL(M, F))
a7 Tmage(d, : QFY (M, F) — QF(M, F))

Cet isomorphisme permet de montrer 'invariance d’homotopie de ces groupes
de cohomologie sur un feuilletage riemannien. Nous avons

Théoréme 1.6.4 (G. Habib et K. Richardson, [80]) Soit f : M — M’ une
équivalence d’homotopie feuilletée entre deux variétés M et M' munies de
feuilletages riemanniens F et F' respectivement, alors leur groupes de coho-
mologie antibasique sont isomorphes.

La preuve suit les mémes étapes que dans le cas ordinaire en considérant
I'application P,f*P! comme l'isomorphisme entre les cohomologies.

Dans la suite, nous allons établir quelques propriétés des cohomologies de de
Rham antibasiques sur des feuilletages particuliers qui peuvent servir a calcu-
ler les nombres de Betti antibasiques. D’abord nous remarquons que, sur les
fonctions basiques, le laplacien A de la variété M se restreint au laplacien ba-
sique. Aussi, il est facile de vérifier que le laplacien antibasique est lui-méme
la restriction du laplacien sur les fonctions antibasiques. D’ou A est la somme
directe orthogonale de ses restrictions aux fonctions basiques et antibasiques.
Ainsi, nous en déduisons que H*(M) = HY(M,F) & H?(M, F) et, pour une
variété connexe, H)(M, F) = {0}. Cette technique se généralise de la méme
maniere aux formes différentielles de tous degrés au cas ot le fibré normal est
intégrable. Dans ce cas, nous obtenons H*(M) = H%(M, F)® HF (M, F). Ce-
pendant cette derniere relation n’est pas vraie, en général, comme nous allons
voir plus tard. Aussi, il n’est pas difficile de voir que toute forme différentielle
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de degré strictement supérieur a ¢ est automatiquement antibasique. D’ou
les cohomologies H¥(M,F) se réduisent & H*(M) pour k > q et HI(M, F)
s’identifie & un sous-espace de H?(M).

Pour les cohomologies de degré 1, la situation est différente. En effet, étant
donnée une 1-forme A-harmonique «, il est facile de vérifier que sa projection
antibasique P,a est A,-harmonique. Ainsi, 'application o — P,« envoie les
1-formes A-harmoniques sur les 1-formes antibasiques A,-harmoniques et le
noyau de cette application n’est autre que Hj(M,F). Nous déduisons ainsi
I'inégalité
dimH"(M) < dimH}(M, F) + dimH} (M, F).

En particulier, si H!(M,F) = {0}, alors par le fait que H}(M,F) s’injecte
dans H'(M) nous en tirons que H} (M, F) ~ H'(M). Ceci veut dire que tout
1-forme harmonique est nécessairement basique.

Maintenant, nous allons nous restreindre au cas d’un flot riemannien (M, g, F),
défini par un champ de vecteurs unitaire £, ou plus d’informations peuvent

étre obtenues sur les cohomologies antibasiques. En effet, la correspondance

HYM,F) — HFY(M,F), qui, a chaque « associe £* A «, définit une ap-

plication injective, si nous supposons de plus que le flot est minimalisable.

Ceci est basé sur un calcul long qui montre que la (k + 1)-forme £* A «v est

antibasique A,-harmonique si la k-forme basique a est Ap-harmonique. En

particulier, nous en tirons que dimH*"' (M, F) > dimH%(M, F) et dans ce

cas, pour k =0,

dimH} (M, F) > 1.

Afin de calculer la dimension de H} (M, F) selon que le flot sera minimalisable
Oou non, nous montrons

Théoréme 1.6.5 (G. Habib et K. Richardson, [80]) Soit (M™, g, F) une
variété riemannienne compacte munie d’un flot riemannien donné par un
champ de vecteurs unitaire . Si H' (M) = {0}, alors

dimH} (M, F) = 1.
Si la classe d’Alvarez [k est non nulle dans HY (M, F) ¢ H'(M), alors
dimH (M, F) = 0.

Notons ici que, dans le cas ou H'(M) = 0, nous avons également que
H}(M,F) = 0 par le fait que la cohomologie basique s’injecte dans celle de
la variété. Par conséquent, la somme des groupes de cohomologie basiques et
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antibasiques ne s’identifie pas a la cohomologie de M. La preuve du théoreme
1.6.5 est basée sur le calcul, pour toute 1-forme antibasique «, de (A,a, a)
en fonction de la courbure moyenne du flot et de (Aay, ag) pour une certaine
1-forme antibasique «;. En effet, en écrivant o = f&¢* + 3 pour une fonction
f et une 1-forme antibasique § € I'(Q)), nous trouvons

(Ao, ) = (Aag, aq) + /M (]‘})2|/<|2 + |dfb|2) dvy,

oun oy = fo & + O et fi, (resp. f,) est la partie basique (resp. antibasique)
de f. Ainsi le premier cas du théoreme, correspondant au flot minimali-
sable, se déduit de 1'égalité ci-dessus en utilisant le fait dimH} (M, F) > 1.
La deuxieme partie du théoreme utilise principalement la suite exacte de
Gysin [149] pour montrer que, pour un flot non minimalisable, nous avons
H}(M,F) ~ H'(M). Ainsi, également par P'égalité ci-dessus, toute forme
antibasique A,-harmonique « induit une forme A-harmonique «; qui doit
étre basique par l'isomorphisme. Ceci entraine I'annulation de la forme a.
Do, HX (M, F) = {0}.

1.7 Exemples

Pour finir ce chapitre, nous allons présenter quelques exemples afin d’illus-
trer le calcul des cohomologies de de Rham, basiques et antibasiques. Pour
faciliter cette présentation, nous notons les nombres de Betti comme suit :

W = dimH? (M), hi = dimH} (M, F), b = dimHI (M, F).

Exemple 1. La fibration de Hopf S* C C? — CP! est définie par (29, z1) —
20, 21]. Les feuilles du feuilletage sont les orbites de I'action de S' sur S? par
e (20, 21) = (e"20, €"z). Le flot ainsi défini est riemannien et minimalisable.
Nous avons

(R°,h* A%, R%) = (1,0,0,1)
(hys by hy) = (1,0,1)
(RO RE B2 B2 = (0,1,0,1).

Les cohomologies tordues H *(M,F) sont les mémes que celles basiques du
fait que le flot est minimalisable.

Exemple 2. Soit le tore euclidien M = T? muni du flot linéaire constant
£ = ad, + b, + cd, avec a* + b* + ¢* = 1. Le flot ainsi défini est riemannien,
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intégrable et minimal. Nous avons

(R, hY, h2 R%) = (1,3,3,1)
(hl())’hl%>hg> = (17271)
(hgvhzlzah§>hi) = (0717271>-
Afin de vérifier le théoreme 1.5.1 de la section 1.5, nous allons procéder

un calcul direct du spectre de 'opérateur de Dirac de M et celui de Dirac
basique. I est facile de vérfier que la métrique gy = f2ge ® geo est donnée,

pour f(t) =t, par
g = dz* + dy* + (t* — 1)(adx + bdy + cdz)?.
Pour la structure spinorielle triviale, le fibré des spineurs est M = M x C?

et nous avons la décomposition L*(XM) = @ Viynx ot
m,n,kEZL

Vinnk = {( Z )exp(i(mx—l—ny—l—kz)) ‘T8 € (C}.
L’opérateur de Dirac D4, associé a g, n’est autre que

i0. 0, +i0, 1 ic  —a+bi
(314—2'3;, ", >+(2‘1><a+b¢ e )(a@x+bay+0(3z).

Un calcul direct montre que les valeurs propres de D), restreint aux sections
de Vp, .k, sont données par

(am + bn + ck)*.

1 —t2
:I:\/k:2+n2+m2+( v )

et celles de Dy, = Dy sont £v/'k% + n? + m?2. Rappelons que les sections ba-
siques sont les éléments de V,, , i tels que am + bn + ck = 0. Ainsi, quand
t — 0, nous voyons facilement que les valeurs propres de Dy, correspondant
aux spineurs basiques, convergent vers celles de D, et pour les spineurs non
basiques elles convergent vers I'infini.

11
tons respectivement par V; et V5 les vecteurs propres associés aux valeurs
propres A = %‘?’ et % = %g de A respectivement. Le tore hyperbolique
T3, est défini comme le quotient de T? x R par la relation d’équivalence qui
identifie (m,t) a (A(m),t+ 1). Le flot généré par le vecteur V, est transver-
salement de Lie du groupe affine. Nous choisissons la métrique quasi-fibrée

Exemple 3. (Tore hyperbolique [25]) Soit la matrice A = ( 21 > No-
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((x,s,t) désigne les coordonnées locales dans la Va-direction, V;-direction, et
R-direction, respectivement) comme

g = A"2dx® + N\*'ds® + dt*.

La courbure moyenne du flot est k = x, = log (\) dt et le flot est non mini-
malisable ayant un fibré normal intégrable. Nous avons

(R°,h* h2 R%) = (1,1,1,1)
(hy, by, hy) = (1,1,0)
(RO RE B2 B2 = (0,0,1,1).

a’ Ca’ "Ca’) " Ta

Les cohomologies tordues H *(M, F) sont toutes nulles.



Chapitre 2

Estimations des valeurs propres
de I'opérateur de Dirac et du
laplacien

Ce chapitre regroupe les résultats de l'article [69] qui est réalisé en collabo-
ration avec Nicolas Ginoux de ’Université de Lorraine et Simon Raulot de
I'Université de Rouen, de I'article [78] qui est réalisé en collaboration avec
Ayman Kachmar de ’Université Libanaise et de 'article [41] réalisé en col-
laboration avec Fida El Chami de I’Université Libanaise et Nicolas Ginoux
de I'Université de Lorraine. Dans ces travaux, nous établissons de nouvelles
estimations des valeurs propres du laplacien et de 'opérateur de Dirac dans
différents contextes géométriques.

Une des techniques utilisées pour majorer les valeurs propres de I'opérateur
de Dirac ou du laplacien (scalaire ou celui de Hodge-de Rham) sur une sous-
variété se base sur le principe de min-max. L’idée consiste a calculer le quo-
tient de Rayleigh pour une section-test provenant de la variété ambiante.
A titres d’exemples, cette méthode a été utilisée dans [11, 48, 138] pour le
laplacien et dans [14, 62] pour l'opérateur de Dirac. Elle fournit des estima-
tions en termes de la géométrie extrinseque, comme la courbure moyenne de
I'immersion, la deuxieme forme fondamentale et d’autres quantités. Quant
a la minoration des valeurs propres, plusieurs techniques existent. La facon
la plus standard se fait a l'aide de la formule de Bochner-Weitzenbock pour
le laplacien (ou bien Schrodinger-Lichnerowicz pour Dirac) soit en minorant
le terme V*V par une quantité strictement positive comme dans 1’estima-
tion d’Obata-Lichnerowicz [113, 129] soit en minorant I'opérateur de cour-
bure de Bochner comme dans 'estimation de Gallot-Meyer [59] ou comme
dans [153] pour les immersions isométriques. Nous nous référons aux articles
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(56, 86, 87, 89, 90, 102, 169] pour des minorations des valeurs propres de
lopérateur de Dirac qui se font dans le méme esprit que le laplacien.

Dans ce chapitre, nous présentons de nouvelles estimations des valeurs propres
de ces deux opérateurs suivant le contexte géométrique ot nous nous plagons.
Dans la section 2.1, nous considérons une hypersurface compacte d’une variété
spinorielle portant un spineur twisteur. Nous montrons que la premiere valeur
propre de l'opérateur de Dirac de I’hypersurface est majorée par la premiere
valeur propre d’un certain opérateur elliptique défini a partir de ce spineur.
L’idée est toujours basée sur le principe de min-max comme nous avons men-
tionné ci-dessus. Cette estimation va permettre de retrouver plusieurs ma-
jorations connues des valeurs propres ([14], [64]); parmi lesquelles on peut
en trouver une sur les hypersurfaces de l'espace hyperbolique (2.1.3) dont
nous caractérisons le cas limite. La section 2.2 traite une minoration des va-
leurs propres d’un opérateur du type laplacien, appelé laplacien magnétique,
sur les variétés a bord. Cet opérateur est défini a l'aide d’'une modification
de la différentielle extérieure dans la direction d'une certaine 1-forme com-
plexe, connue sous le nom de potentiel magnétique. Nous établissons ainsi une
inégalité de type Lichnerowicz pour la premiere valeur propre sous la condi-
tion de Robin au bord, qui fait essentiellement appel au champ magnétique et
a une borne inférieure du tenseur de Ricci. La section 2.3 est aussi consacrée
aux minorations des valeurs propres sur les variétés a bord. Cette fois-ci, la
technique differe de celle utilisée précédemment et se base essentiellement sur
le lemme des valeurs moyennes établi par A. Savo dans [152]. Pour une fonc-
tion f donnée satisfaisant une certaine inégalité impliquant le laplacien sur
une variété M a bord, nous trouvons une relation reliant 'intégrale de f sur
M alintégrale de f sur le bord OM en termes des fonctions de Bessel et de la
courbure moyenne du bord. Cette estimation va nous permettre de retrouver
les minorations connues du laplacien sous les différentes conditions au bord
(Dirichlet, Robin) et d’en produire d’autres pour le Dirac et le laplacien sur
les formes différentielles.

2.1 Une nouvelle majoration de l’opérateur
de Dirac sur les hypersurfaces

Cette partie résume les résultats de article [69]. Etant donnée une im-
mersion isométrique (M, g) < (M, k) d’une variété riemannienne compacte

(M"™, g) de dimension n dans une autre variété M de dimension m qui est
conformément isométrique a un ouvert de la sphere ronde, A. El Soufi et
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S. Hias [48, Thm. 2| ont établi une estimation de la premiére valeur propre
M(A) du laplacien A := —trace,(Hess,;) sur M. En effet, ils ont montré
I'inégalité

n

M(A) < Vol(D) /M(H2 + R(1))dv,, (2.1.1)

ou H est la courbure moyenne normalisée de I'immersion et R(¢) est la trace
normalisée de la courbure sectionnelle de M restreinte aux plans tangents de
M. Au cas ot M est I'un des espaces formes R*™! S ou H"™!, 'inégalité
(2.1.1) se réduit a celle de Reilly classique [84, 138] suivant que R(¢) est 0,1
ou —1.

Maintenant nous supposons que la variété M est une hypersurface de M ,
c’est-a~-dire m = n + 1, et que cette derniere variété est munie d’une struc-
ture spinorielle. Alors, la variété M porte également une structure spinorielle
induite de celle de M & laquelle nous associons le fibré des spineurs XM et
Iopérateur de Dirac D);. Quand la variété M est I'un des espaces formes de
courbure sectionnelle & € {0,1, —1}, C. Bar a montré dans [14] que

7’L2

M(D?)) < W/M(H2 + k)dv,, (2.1.2)

pour k = 0,1 et N. Ginoux a prouvé dans [64, Thm. 1] que, pour k = —1,

n2

A\ (D3,) < —sup(H? —1). (2.1.3)
4 u

Ces estimations résultent de la caractérisation du min-max de A;(D3%,), comme
déja mentionné dans l'introduction, en considérant comme spineur-test sur
la variété ambiante un spineur parallele, de Killing ou de Killing imaginaire
suivant la valeur de k. Notons ici que l'inégalité, correspondante a k = 0,
reste valable pour les hypersurfaces compactes de variétés de Calabi-Yau, de
variétés hyper-Kahler et d’autres variétés spéciales en dimension 7 et 8, du
fait que ces variétés portent également des spineurs paralleles [166]. I n’est
pas difficile de vérifier que, dans le cas limite de ces estimations, la courbure
moyenne H doit étre une constante et que les spheres géodésiques sur chaque
espace forme R"*1 S"t! ou H"*! réalisent le cas d’égalité de ces estimations.
Ainsi la question de classifier les variétés spinorielles, dont la premiere valeur
propre de l'opérateur de Dirac satisfait 1’égalité, semble étre un probleme
naturel dans ce contexte.

Cependant, il est montré dans [92] que les spheres rondes dans I'espace eucli-
dien sont les seules hypersurfaces qui satisfont le cas d’égalité. La preuve est
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basée sur un probleme variationnel de 'immersion qui prend en considération
un changement conforme de la métrique g par la courbure moyenne H. En ef-
fet, une hypersurface limite est un point critique d’'une certaine fonctionnelle
définie a partir de la premiere valeur propre de I'opérateur de Dirac de M.
Ceci a permis de déduire que tout spineur propre associé a la valeur propre
réalisant le cas limite est la restriction d’un spineur parallele sur R**!. Pour
k = 1, la situation est différente. En fait, N. Ginoux a trouvé dans [65, 66]
une famille d’hypersurfaces non minimales de la sphere qui satisfont le cas
limite. Il se trouve que ce cas est toujours un probleme ouvert pour le mo-
ment et est considéré comme 1’analogue spinoriel de la conjecture de Yau sur
la premiere valeur propre du laplacien pour les hypersurfaces minimales de
la sphere ronde.

Dans une premicre partie de ce travail, nous donnons une nouvelle majora-
tion des valeurs propres de 'opérateur de Dirac de M dans le cas ou M porte
un spineur twisteur. La borne supérieure de cette estimation coincide avec
la premiere valeur propre d'un certain opérateur elliptique, auto-adjoint et
qui est défini a partir du spineur twisteur. En plus, nous montrons que la
majoration obtenue améliore les inégalités établies par C. Bar et N. Ginoux
dans le cas ou le spineur twisteur est parallele, de Killing ou de Killing ima-
ginaire. Dans une deuxieme partie, nous adaptons l'approche développée par
O. Hijazi et S. Montiel dans [92] dans le cadre de I’espace hyperbolique pour
montrer que les seules hypersurfaces réalisant le cas limite de ’estimation
(2.1.3) sont les spheres rondes.

Pour détailler tous ces résultats, nous commencons par rappeler quelques
préliminaires sur la restriction des structures spinorielles aux hypersurfaces.
Pour plus de détails, nous nous référons a [14], [68, Chap. 1] ou [109].

Etant donnée une hypersurface (M™,g) d’une variété riemannienne spino-
rielle M’ "1 nous désignons par v le vecteur normal unitaire induit par les
deux orientations, c’est-a-dire (e, - ,e,,V) est une base orthonormée di-
recte de T]TJ]M si et seulement si (eq, - - ,e,) 'est aussi pour T'M. La struc-
ture spinorielle sur M induit une structure spinorielle sur M de fagon que le
fibré des spineurs XM de M s’identifie a SM | ar sin est pair et, pour n impair,
nous avons M @XM ~ SM |- A Taide de cette identification, les produits
hermitiens des deux fibrés des spineurs coincident et les multiplications de
Clifford sont reliées par

X si n est pair
X v~ . . .
X -y — Xy sin est impair,
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pour tout X € T'M. De plus, les connexions de Levi-Civita spinorielles v
sur XM et VM sur ¥ M (resp. VM & VM sur S M & X M) sont reliées par la
formule de Gauf3 spinorielle

~ 1 1
Vxp=V¥p+ 5H(X) v, (resp. VM @ VM 4 §H(X) V),

pour tous X € D(TM) et ¢ € T(SM) (resp. M & £ M). Ici 1] := —Vv
désigne le tenseur de Weingarten de I'immersion.

En utilisant cette formule, 'opérateur de Dirac Dy (resp. Dy @ —D)yy) de
M s’exprime en fonction de celui de Dirac-Witten D = "  e; - V,,, ol
{€;}iz1,... n est un repere orthonormé local de 7'M, par 'identité suivante

-1
Dy =-v-D+ §nH, (resp. Dy & —Doy) (2.1.4)

ou H = %trace(l I) est la courbure moyenne de I'immersion. Les carrés de
ces deux opérateurs sont aussi liés par la formule

1
D}y = D+ (n’H + gdH v (2.1.5)

qui, par la suite, va nous permettre d’évaluer le quotient de Rayleigh.

Pour un spineur donné v sur M qui n’a pas de zéros sur I'hypersurface M,
nous définissons 'opérateur différentiel L,, agissant sur les fonctions lisses de
M par ,
Ly(f) = Af = 2g(dinfy], df) + == (H? + R(:))f,

ou feC®M)et R(1) = ﬁ(g—ﬂig(y, v)) défini précédemment. Ici S et
ric désignent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de Ricci de la
variété M. L’opérateur L, dépend évidemment du spineur en question 1 sauf
si ce dernier a une norme constante (par exemple, parallele ou de Killing).
Bien que cet opérateur ne soit pas symétrique pour le produit scalaire L? sur
(M, g), il possede une propriété analytique intéressante :

Proposition 2.1.1 (N. Ginoux, G. Habib et S. Raulot, [69]) L opérateur Ly,
est elliptique, et si la variété M est compacte, alors il est auto-adjoint pour
le produit scalaire L? sur (M™,g), ou g := |[¢|*"g.

La preuve est directe et s’appuie essentiellement sur une intégration par
parties en utilisant la relation dv; = |¢|*dv, entre les formes volumes. En
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nous basant sur cette proposition, nous pouvons conclure que le spectre de
l'opérateur Ly, est discret et est formé de valeurs propres de multiplicité finie.
De plus, la premiere valeur propre est caractérisée par le quotient de Rayleigh
suivant

| #tunas,
)\1(L¢) = inf M
fec>=(M)\{0} / F2dv,
u g

Avant de fournir I'estimation sur la premiere valeur propre de l'opérateur
de Dirac en terme de A;(Ly), nous allons rappeler la définition des spineurs

twisteurs qui se trouve dans [17] (voir aussi [68] pour une présentation). Etant

—

donnée une variété spinorielle (M1 g), un spineur twisteur est une section

du fibré des spineurs ¢ € I'(XM) qui satisfait 1’équation

~ 1

Vxt¢ = n—+1X - Dy,
pour tout X € TM. Ici, Dy7 désigne l'opérateur de Dirac de M. 1l est &
noter que les spineurs paralleles, de Killing ou de Killing imaginaires sont
des spineurs twisteurs et qui, en méme temps, sont des spineurs propres de
I'opérateur de Dirac D7 associés respectivement a la valeur propre nulle,
réelle ou imaginaire pure.

Maintenant, nous établissons la premiere partie principale de ce travail.

Théoréme 2.1.2 (N. Ginoux, G. Habib et S. Raulot, [69]) Soit (M™, g) une
hypersurface compacte d’une variété spinorielle (M"+1,g). Supposons qu’il
existe un spineur twisteur v sur M avec Y, # 0 pour tout x € M. Alors,
nous avons la majoration

M (D7) < M(Ly).

La preuve du théoreme 2.1.2 utilise essentiellement la relation (2.1.5) que
nous appliquons au spineur test fi sur M , ou f est une fonction propre
de L associée a la valeur propre A;(Ly), pour en déduire I'inégalité avec le
principe de min-max. Aussi, plusieurs identités d’intégrabilité sur les spineurs
twisteurs sont redonnées dans la preuve (voir [62, Prop. A.2.1]).

En prenant maintenant f = 1 dans le quotient de Rayleigh de (L), il n’est
pas difficile de voir que, si || est constant, alors

2

)\1(L¢) < #(]\4) /M (H2 + R(L))dvg
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et que sinon,
2
M(Ly) < = sup (H? + R(1)).
4 M

En combinant ainsi ces inégalités avec le résultat principal du théoreme 2.1.2,
nous retrouvons les inégalités (2.1.2) et (2.1.3) montrées par C. Bér et N.
Ginoux. Aussi, en prenant f = ||~ toujours dans le quotient de Rayleigh,
nous retrouvons l'inégalité suivante

n?

M(D3y) < WA(H%R(L))dvﬁVO&M) /M}d1n|¢||2dvg,

déja montrée dans [63, Thm. 1]. Donc I'estimation trouvée dans le théoreme
2.1.2 contient toutes les majorations d la Reilly connues pour A (D3,).

Il est important de signaler que I’estimation dans le théoreme 2.1.2 ne donne
malheureusement pas une inégalité intégrale du type (2.1.1) sur l'espace hy-
perbolique. Pour le moment, ca reste une question ouverte de trouver I’ana-
logue spinorielle de I'estimation (2.1.1) pour 'opérateur de Dirac. Cependant,

la condition sur M d’avoir un spineur twisteur fournit une famille plus large
des variétés que celle des espaces formes. Nous nous référons a [105] pour la
classification des variétés spinorielles ayant des spineurs twisteurs.

Dans la suite, nous allons regarder de pres le cas limite de ’estimation du
théoreme 2.1.2. Nous commencons par montrer la proposition suivante

Proposition 2.1.3 (N. Ginoux, G. Habib et S. Raulot, [69]) Sous les mémes
conditions du théoréeme 2.1.2, supposons de plus que l’égalité est atteinte dans
l’estimation. Alors

1. Si ) est un spineur paralléle sur M”“, nous avons
[I(Vinlf]) = —%VH

pour toute fonction propre f de Ly associée a A(Ly) ;

2. Si est un spineur de Killing réel sur M = S"* la courbure moyenne
H est constante et en particulier \(D3,) = "72 (H*+1).

3. Si 1 est un spineur de Killing imaginaire de constante de Killing ie/2
(e € {£1}) sur M, nous obtenons la relation

([[(Vf)jt%anH) v —ieVf -+ ap =0,

ot a := 2¢g(dln|y|, df ) est une fonction réelle sur M.
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Les preuves de la premiere et la troisieme partie de la proposition 2.1.3 sont
basées sur le fait que si I’égalité est atteinte et 1) est parallele ou de Killing
imaginaire, alors le principe de min-max méne a D3, (fv) = A\ (D3,) f1. Ainsi
un calcul direct permet d’établir les relations respectives. Pour la deuxiéme
partie, et si prenons un spineur de Killing réel ¢ de constante de Killing
5 pour un certain ¢ € {#£1}, un calcul similaire au cas précédent donne la
relation

(II(Vf)+%anH) v —eVfah=0.

Du fait que 'opérateur L, ne dépend pas de 1) (¢ étant de norme constante),
la relation ci-dessus reste vraie pour tout spineur de Killing. Or, sur la sphere
. . N . ntl .
ronde S, il y a un nombre maximal (c’est-a-dire 2! 3 1) de spineurs de
(3

Killing de constante § qui sont linéairement indépendants. Ainsi la rela-

tion reste valable pour n’importe quel spineur ¢ de E;EM . Maintenant la
représentation spinorielle de I’algebre de Clifford complexe permet de montrer
que chaque terme de I'identité ci-dessus doit s’annuler et ainsi f et H doivent
étre des constantes. Dans ce cas, nous obtenons que A\ (D3,) = %2 (H*+1).
Ce qui permet d’achever la preuve.

Dans la suite, nous allons caractériser 'estimation (2.1.3) et montrer que
les spheres rondes totalement ombiliques dans H"*! sont les seules hyper-
surfaces qui réalisent le cas limite. Si I'hypersurface est plongée, alors ce
résultat résulte du théoreme d’Alexandrov [124]. Cependant, si ’hypersur-
face est seulement supposée immergée, alors nous allons adopter une méthode
variationnelle introduite par O. Hijazi et S. Montiel [92] pour montrer que
de telles hypersurfaces sont les points critiques d’une fonctionnelle associée
a un opérateur de type Dirac. Nous avons

Théoréme 2.1.4 (N. Ginoux, G. Habib et S. Raulot, [69]) Les seules hy-
persurfaces M orientées, compactes, immergées dans l’espace hyperbolique
H" ! telles que M\ (D3;) = %2(]:72 — 1) sont les sphéres rondes totalement
ombiliques.

La preuve de ce théoreme se décompose en plusieurs étapes. La premiere
7 . N . . 2
étape consiste & montrer que toute immersion pour laquelle A (D3,) = 2 (H*—
1) réalise un mazimum de la fonctionnelle

FiImm* (M, M) — R; + — A (D).

Ici Imm™ (M, M ) désigne l'espace des immersions isométriques de M dans
M a courbure moyenne non nulle et Df est le changement, par la métrique
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conforme gy := H?g, de l'opérateur D, := D M—%LV- provenant de I’équation
(2.1.4). Pour montrer cela, il suffit de voir que la restriction sur M d’un
(i/2)-spineur de Killing imaginaire ¢ est propre pour lopérateur D, as-
socié a la valeur propre 7 H. Ainsi, par le changement conforme, le spineur

Wy = H~"D/2) est propre pour Df pour la valeur propre 7 et donc

Al(Df ) < 5. De plus, dans le cas ol la courbure moyenne H est constante,

nous avons l'équivalence entre A (DY) = 2 et \;(D3,) = “(H? — 1) qui se
montre par un calcul direct. Rappelons ici que le symbole est 1'isomor-

phisme entre les fibrés des spineurs associés aux deux métriques conformes g
et gH-

W=

La deuxiéme étape consiste & calculer la dérivée de la fonctionnelle JF°
dans une direction particuliere qui, par la suite, doit s’annuler en vertu
de la premiere étape. Pour cela, nous déformons 'immersion ¢ le long des
géodésiques normales, c’est-a-dire nous considérons la famille d’immersions
F(t,) : M — M; x — exp,,(tv,;) ou [t| < &, pour un certain ¢ > 0 suffi-
samment petit (en particulier F(0,-) = ¢). Nous notons par ¢; := F(t,-)*g
la métrique induite sur M et, comme avant, nous prenons g, := H?g; ol
H; est la courbure moyenne de I'immersion F'(t,-), qui peut étre supposée
positive pour tout t. Etant donnée que 'immersion est perturbée analyti-
quement, les opérateurs th sont analytiques, auto-adjoints et non-bornés.
Ainsi, le spectre peut étre décrit par une suite (p (¢))ren qui dépend analy-
tiquement du t et les spineurs propres correspondants dépendent aussi ana-
lytiquement du ¢ a leur tour [101]. Donc, si nous considérons une famille
analytique (®,), de spineurs propres associés & la valeur propre A (t), avec
la condition A{ (0) = A (DY) = %, nous avons

)\T(t)\/ |6t|2d1}§t :/ %€<th6t,§t>dvgt.
M M

I\_/Iaintena_nt, en (iérivant cette expression en ¢ = 0 et en notant par 7¢ :
YoM = XM — ¥;M le transport parallele le long de la courbe s — (s, z)
dans le cylindre généralisé (] — e, e[x M, dt* & g,) comme dans [15], nous ob-
tenons

AN _ d
L Do |2dv, = =
dt (0)/M| of e, /det

Par la formule de variation de 'opérateur de Dirac établie par J.-P. Bourgui-
gnon et P. Gauduchon [22] et la dérivée de la métrique g, [124], nous trouvons
apres un calcul long et technique et en utilisant la formule de Schrodinger-
Lichnerowicz et la formule de Gaufl entre les courbures scalaires de M et M

o (TtOth 7'860) , 60>dv§0 )
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que

dAf o S+nn+1
L= [ (e - T )
dt M 4

Ici 6} = Vx — (i/2)X-, pour X € ['(T'M), est une nouvelle connexion
sur XM, S est la courbure scalaire sur M et ¥, est un spineur propre de
D, associé a la valeur propre 5 H. Dans ce calcul, nous avons aussi utilisé
I'équivalence entre D, Wy = 5 HY et Df@o = %50 avec U, = HnT_l@) qui
se fait par un calcul direct.

La derniere étape consiste a considérer un —(i/2)-spineur de Killing ima-
ginaire ® sur M = H"*'. En utilisant le fait que H est une constante, un
calcul direct_montre que le spineur ® := H® — v - ¢ satisfait ’équation
Dy® = $H®. Dong, par la deuxieme étape, nous obtenons que V+td = 0,
’est-a-dire ® est la restriction d'un (1/2)-spineur de Killing imaginaire. Ainsi,
en remplagant I'expression de ® dans cette derniere équation, nous arrivons
a montrer que I’hypersurface M est totalement ombilique. Ceci permet de
conclure la preuve.

2.2 Valeurs propres du laplacien de Robin
avec un champ magnétique

Cette partie résume les résultats de l'article [78]. Dans tout ce travail, nous
considérons une variété riemannienne (M", g) de dimension n et notons par
(-,+) le produit scalaire hermitien associé a la métrique g étendu au fibré
tangent 7'M ® C ou au fibré cotangent 7% M ® C. Rappelons I'isomorphisme
musical entre T"M ® C et TM ® C qui est donné par

T"MC — TMC

wr—>wﬁ

tel que w(X) = (X, wt) pour tout champ de vecteurs X € TM ® C. Etant
donnée une 1-forme différentielle réelle o sur M, nous définissons, pour
tous champs de vecteurs X, Y sur le fibré tangent complexifié TM ® C, la
connexion magnétique par V&Y := VY +ia(X)Y ot VM est la connexion
de Levi-Civita sur M. Notons ici que VM et a sont étendus par linéarité au
fibré complexe TM @ C. La hessienne magnétique d'une fonction a valeurs
complexes f € C®(M,C) est définie par Hess® f(X,Y) := (VS (d“f)*,Y) ot
df == d™f + ifa est la différentielle associée a la connexion V. Il n’est
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pas difficile de vérifier que la connexion V¢ satisfait des propriétés de Leib-
niz et de compatibilité avec le produit hermitien (-,-). Aussi, la hessienne
magnétique n’est pas un tenseur symétrique, comme dans le cas classique,
mais vérifie une certaine formule de commutativité qui s’exprime en termes
du champ magnétique d™ o (voir par exemple [39, Lem. 3.2 et 3.6]). Pour une
fonction donnée f € C*°(M,C), le laplacien magnétique A“ de f est défini
comme étant la trace réelle de la hessienne magnétique, c’est-a-dire,

A“f = —traceg(Hess® f) = —div®(d® f)*,
ot div?X = 37" (Ve X, e;), pour tout X € TM ® C. Ici {e;}i—1,... » désigne

un repere orthonormé local réel de T'M.

Dans toute la suite, nous supposons que la variété M est compacte et, pour
le moment, sans bord. Notons par L?(M, C) l'espace des fonctions a valeurs

complexes de carré intégrable, muni du produit scalaire hermitien suivant :
Pour tous fi, fo € L*(M,C)

i f) = /M 11T dv,,

ou dvy est la forme volume de M. Dans ce contexte, il n’est pas difficile de
vérifier, & partir de la formule (d™ f, X) = (f, 0™ X)) qui est vraie pour toute
fonction f € L*(M,C) et X € TM @C, que —div® est I'adjoint formel de d*.
D’ou, le laplacien magnétique est essentiellement auto-adjoint par rapport a
ce produit scalaire et admet un spectre discret formé d’une suite croissante
des valeurs propres réelles positives (Ax(«))r de multiplicité finie.

L’étude du spectre du laplacien magnétique a attiré 'attention de plusieurs
chercheurs en analyse qui 'ont investi dans différents contextes [49, 157, 85,
133, 158, 159, 161, 12, 108]. Une des propriétés intéressantes du spectre du
laplacien magnétique est qu’il coincide avec celui du laplacien usuel quand
o est une 1-forme exacte. Ceci résulte de lidentité A%~ = e—if Aotd" S
connue sous le nom de ["invariance de jauge, qui est vraie pour toute fonction
f de M a valeurs réelles et qui, en particulier, montre que A® et Aotd™ S
sont unitairement équivalents. Aussi, I. Shigekawa a montré dans [157] que
la premiere valeur propre A;(«) s’annule si et seulement si la forme « est
fermée et le flur de av défini par

est un entier naturel autour de toute courbe fermée ¢ de M.
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Dans [39, Thm. 1.1], les auteurs ont établi une estimation a la Lichnerowicz
des valeurs propres en supposant que le tenseur de Ricci de M est minoré
par un nombre positif K et que le champ magnétique d™«a est majoré par
K, a une constante pres. En particulier, ils ont fourni une estimation de
I’écart entre les deux premiéres valeurs propres en termes de K et ||[dM oo
La preuve est, comme dans le cas ordinaire, basée sur une intégration d’une
formule de type Bochner sur la variété M et sur un controle de tous les termes
faisant intervenir d™a. Cette formule est la suivante :

Théoreme 2.2.1 ([39]) Soit (M",g) une variété riemannienne de dimen-
sion n et a une 1-forme différentielle réelle sur M. Pour toute fonction

feC>(M,C), nous avons

[Hess® f|* — R(d" f, d* (A f)) + Ric™ (d* f, d* f)
i(d”a(d*f,d>f) — dMa(d>f,d"f))

((faf, 6" d™a) — (fdof,6™da)),

1 (63
— S AM ()

+ 4

i
2
ot M désigne l'adjoint formel de d™ dans (M, g).

Dans ce travail, nous nous intéressons au laplacien magnétique muni des
conditions de Robin au bord dans le cas ou (M, g) est désormais supposée
une variété riemannienne compacte a bord M. C’est-a-dire, nous supposons
I’existence sur M d’une fonction f a valeurs complexes qui est une solution
de I"équation A“f = Af sur M avec la condition (d*f)(v) = 7f sur le bord
OM pour un certain nombre réel positif 7. Ici v désigne le champ de vecteurs
normal unitaire rentrant en tout point du bord. Il est standard de montrer
que le spectre d’un tel probleme a bord est discret et est formé d’une suite
croissante des valeurs propres réelles positives (Ax(7, @)), de multiplicité fi-
nie. Aussi, quand 7 — 0, le laplacien magnétique de Robin se réduit au
laplacien magnétique de Neumann et quand 7 — oo, il n’est autre que celui
de Dirichlet. Dans la suite, nous allons intégrer la formule de Bochner dans
le théoreme 2.2.1 sur la variété a bord M afin de donner une estimation de
type Lichnerowicz pour la premiere valeur propre (7, @) qui va s’exprimer
en termes d’'une borne inférieure du tenseur de Ricci et du champ magnétique
dM . L’estimation fournie exige des conditions sur la deuxiéme forme fonda-
mentale et sur la courbure moyenne du bord. Ce résultat généralise ’estima-
tion de Lichnerowicz pour le laplacien de Robin ordinaire (c’est-a-dire, pour
a = 0) établie dans [28, 143].
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Avant d’établir ’estimation de Lichnerowicz, nous allons présenter une double
inégalité des valeurs propres A\, (T, a), pour k € N, en termes de la premiere
valeur propre du laplacien de Robin Ai(7) := A1(7,0) et des valeurs propres
du probleme de Neumann AY () := M\ (0, ). L’avantage de ces estimations
est qu’elles mesurent 1’écart entre Agx(7, ) et A\;(7) pour tout k et améliorent
I'inégalité diamagnétique [53, Thm. 2.1.1]

)\1(’7', OZ) Z )\1(7’),

entre les premieres valeurs propres, pour toute forme différentielle . Pour
cela, nous considérons une fonction propre normalisée positive f, : M — R
associée a la premiere valeur propre A;(7) > 0 du laplacien de Robin. Nous

posons ainsi la quantité
min f2(z)
C(T) — zeM

ZeM
max f2(z)

Nous montrons le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 (G. Habib et A. Kachmar, [78]) Pour tout ™ >0 et k > 1,
nous avons

M(T) + CEA (@) < Me(ra) < M(7) + %A{f (@).

La preuve de ce théoreme est basée sur le calcul du quotient de Rayleigh
de la caractérisation variationnelle des valeurs propres dans le principe de
min-max. En effet, pour toute fonction f : M — C, nous posons la fonction
u := L et nous trouvons apres un calcul direct que

fr
[ 1 sdu, o [ (5P, | piapa,
M i M : (2.2.6)
| gz,

| 1,
M
/ |d“u|*dv,
1 M

En majorant le dernier terme a droite par e / et en le minorant
|ul*dv,

= )\1(7’) +

/|d°‘u|2dvg
par C(1)+4

M nous en déduisons le résultat en minimisant (2.2.6)
| tuar,
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sur f et u.

La double inégalité que nous avons établie a une propriété intéressante. En
effet, il est facile de voir que A\ (7, ) = A(7) si et seulement si Al (a) = 0.
Ainsi, en combinant ce résultat avec ’analogue du résultat de Shigekawa sur
les variétés a bord [85], nous en déduisons que A\ (7,a) = A\ (7) si et seule-
ment si « est une 1-forme fermée et le flux de a autour de n’importe quelle
courbe fermée de M est un entier naturel. D’ou, pour une 1-forme o qui n’est
pas fermée, nous avons que A\ (7,a) > (7). Une autre propriété utile de
cette double inégalité est qu’elle fournit une estimation des valeurs propres
Ak (7, @) en utilisant des minorations (ou des majorations) des valeurs propres
du probleme de Neumann A (a) (voir par exemple [40, 54, 34, 31, 32, 33)).

Maintenant, nous allons établir le résultat principal de ce travail. Rappelons
d’abord que la deuxieme forme fondamentale d’une variété a bord (M™, g)
est donnée par I = —VMy et la courbure moyenne comme étant H :=
—L_trace(I1).

Théoréme 2.2.3 (G. Habib et A. Kachmar, [78]) Soit (M™, g) une variété
riemannienne compacte a bord OM = N et soit a une 1-forme différentielle
réelle sur M. Supposons que Ric™ > K et IT + 27 > 0, pour un réel T > 0.
Si de plus (n — )T Hppin > K et « satisfait

—1
—1
|ld"alle < (1+2\/”—> K,
n

alors toute valeur propre A\(1,«) du laplacien A* vérifie
A(Tv Oé) Z CL+<K, ||dMa| |OO7 n)7

ol

N (K — ld" alloo) + /(K — [[d¥a] )2 — 4(%)[[dV ol |
a4 (K, ||d" ]|, n) = n .

2(n—1)

La preuve de cette estimation s’appuie sur l'intégration de la formule de
Bochner dans le théoreme 2.2.1. Ainsi, par un calcul technique et long qui
utilise essentiellement la formule de Stokes et une décomposition en des par-
ties tangentielles et normales de la différentielle magnétique, nous arrivons a
montrer la formule intégrale

1
/ |Hess™ f + —(Ao‘f)g]2dvg =
M n
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n—1

/ |A” f|*dv, — / RicM (d* f, d* f)dv, + / Sm ((dMa)(d* f,d*f)) dv,
M M M

n

2| M |2 e o 2 _ « a
T /M Rl of?dv, — (n—1) /BMHHd f, ) 2y —2 /aM%«u,d F)AS f)do,

- / (LT(d% f), d S,
oM

pour toute fonction f sur M & valeurs complexes. Ici d§,, f := d?M f +ifaT
désigne une différentielle sur les fonctions de OM et al est la partie tangen-
tielle de a en tout point du bord.

D’olt en prenant une fonction f propre du laplacien de Robin magnétique et
en controlant les termes en d™a par la norme infinie, nous arrivons a la fin,
apres avoir utilisé les conditions supposées dans le théoreme, a une inégalité
du type
n—1
0<

M7, a)* = (k = |ld" all)A(, a) + [ld" al[2.

n

Ce polynome du second degré en A(7,«) a en effet deux racines distinctes
a_(K,||[d"al|e, n) et ay (K, ||[dMal|s,n), vu que son discriminant est positif.
Or, en remplagant a par ea pour ¢ suffisamment petit, il est facile de voir
que les conditions du théoreme ne changent pas et ainsi nous trouvons

M(T,ea) < a_(K,e||[da|w,n) ou A(1,ea) > ai (K, e||[d”al|s,n).

Mais A\ (7,ea) et a_ (K, e||[d™al|~,n) sont des fonctions continues en €, donc
en faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant le fait que a_ (K, ¢||d™al|s0,n) — 0
et A1(7,0) > 0, nous en déduisons que

(T, eq) > a+(K,6HdMa||oo,n)
pour tout € petit. Finalement, en posant
e* :=sup{e €]0,1] | My (7,ea) > a+(K,€||dMoz||Oo,n)},

nous utilisons encore une fois un argument de continuité de A\i(7,ea) par
rapport a € pour montrer que £ = 1. Ceci acheve la preuve du théoreme.

2.3 Estimations des valeurs propres a ’aide
des fonctions de Bessel

Cette partie résume les résultats de l'article [41]. Sur une variété rieman-
nienne compacte (M™, g) a bord lisse, nous rappelons le probleme de Dirichlet
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sur les fonctions : Af = A\f sur M et f =0 sur OM. Ici A = —trace,(Hess,)
désigne comme avant le laplacien scalaire sur M. La fameuse inégalité de
Faber-Krahn [51, 104] minore, pour un domaine borné connexe M de R",
la premiere valeur propre A\P(M) de ce probleme par celle de la boule eucli-
dienne du méme volume (voir [26, Thm. 2 p. 87]). Le cas d’égalité de cette
estimation caractérise la boule euclidienne.

Cette inégalité a depuis été généralisée a d’autres problemes a bord, parmi
lesquels le probléme de Robin. En effet, il s’agit de considérer les solutions
du probléeme suivant : Af = Af sur M et % = 7f sur OM. Ici v est le
vecteur normal unitaire rentrant au bord et 7 est un nombre réel fixé. Quand
7 > 0, la premiére valeur propre A\ (7, M) du probléme de Robin est minorée
par celle de la boule euclidienne du méme volume et cette derniere est la
seule qui réalise le cas d’égalité (voir Bossel pour les domaines de R? [21]
et Daners [35] pour tous les domaines de R™). Pour 7 < 0, la situation est
différente. En effet, il est montré dans [55] que, pour 7 suffisamment grand,
les anneaux sphériques ayant le méme volume que les boules ont des valeurs
propres plus grandes que celles-ci (voir aussi [16] pour la conjecture origi-
nelle). Récemment, une version de 'inégalité de Faber-Krahn a été établie
pour les variétés riemanniennes ayant une courbure de Ricci minorée par
(n — 1)K et une courbure moyenne minorée par Hy. Sous l'une des condi-
tions suivantes, K > 0et Hy € R, K =0et Hy >0, K <0et Hy > |K]|, A.
Savo [154] a montré que

)\1(7—7 M) > Al(TJ BHO)J

ou By, est la boule géodésique de courbure moyenne H, dans un espace-forme
de courbure sectionnelle constante égale a K. Le cas d’égalité est atteint si
et seulement si M est isométrique a cette boule.

Ce travail a deux volets : Le premier volet est d’étudier le spectre de quelques
opérateurs différentiels sur une variété a bord (M", g) et qui sont reliés au
laplacien. Le deuxieme volet est de généraliser le probleme de Robin aux
formes différentielles. Dans cet esprit, nous établissons le premier résultat

fdv,
principal qui consiste & estimer le quotient 22— pour une fonction po-
fdug
. . . . . 7’ . v \ M . Ve . .
sitive f satisfaisant I'inégalité Af < Af ou A est un certain réel positif, en
termes des fonctions de Bessel de A. L’idée de la preuve est basée sur le

lemme des valeurs moyennes établie par A. Savo dans [152, Thm. 2.5] et
sur quelques propriétés des fonctions de Bessel. L’estimation trouvée exige
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des conditions sur le tenseur de Ricci de M et sur la courbure moyenne du
bord et possede plusieurs conséquences intéressantes. En effet, en choissisant
une fonction propre f du laplacien, elle permet de retrouver et caractériser
des inégalités de type Faber-Krahn des problemes de Dirichlet et Robin déja
mentionnées ci-dessus. Aussi, de nouvelles estimations des valeurs propres
de l'opérateur de Dirac peuvent étre dérivées sous les différentes conditions
a bord. Les estimations établies améliorent celles trouvées antérieurement
dues a D. Chen [27, Thm. 3.1] pour la condition a bord gAPS (généralisant
[88, Thm. 4] pour la condition & bord APS), a O. Hijazi, S. Montiel et X.
Zhang pour la condition a bord CHI [91, Thm. 3] et la condition MIT bag
[91, Thm. 4] et a D. Chen [27, Thm. 3.3] pour la condition a bord mgAPS
(généralisant [91, Thm. 5] pour la condition & bord mAPS). Il est a noter
que, méme si la courbure scalaire de M s’annule, nous pouvons toujours en
tirer des informations sur les valeurs propres, contrairement aux estimations
établies par les auteurs ci-dessus.

Pour revenir au probleme de Robin, nous montrons qu’il peut étre généralisé
aux formes différentielles en imposant les conditions a bord suivantes :

C(vodw) =10'w et S(vaw) =0,

pour une forme propre w du laplacien de Hodge-de Rham A = dd, + 6,d sur
M. Ici v : OM — M désigne 'injection canonique. En fixant 7 > 0, nous
étudions lellipticité de ce probleme a bord en se basant sur le critere de
Lopatinskii-Shapiro [156, Sec. 1.6]. Nous montrons ainsi que le spectre de ce
laplacien est formé de valeurs propres strictement positives de multiplicité
finie et qui tendent vers I'infini. Aussi, nous donnons une caractérisation va-
riationnelle de la premiere valeur propre A; ,(7) en adaptant les techniques
utilisées dans [162, Ch. 5, Sec. 9] et prouvons qu’elle est toujours comprise
entre celles correspondantes aux conditions absolues (c’est-a-dire 1’analogue
de Neumann sur les fonctions) et de Dirichlet. Finalement, a l'aide de la
formule de Bochner sur les formes, nous fournissons, d’une part, une estima-
tion de A1 ,(7) en termes des fonctions de Bessel en se basant sur le résultat
principal, et d’autre part, une estimation du type Gallot-Meyer au cas ou la
courbure de M est supposée positive.

Pour détailler tous ces résultats, nous commencons tout d’abord par intro-
duire les préliminaires nécessaires et rappeler les notations. Soit (M™, g) une
variété riemannienne compacte a bord dM. Nous désignons par p : M —
[0, 00[ la fonction p(z) = d(x,0M) et Cut(OM) le lieu de coupure de OM,
c’est-a~dire I'’ensemble des points pour lesquels plus d’une géodésique mini-
misante au bord existe. Rappelons quelques propriétés de la fonction p que
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nous trouvons dans [152] (ou bien [73, 137] pour plus de détails). Il n’est
pas difficile de montrer, a ’aide de I'inégalité triangulaire, que la fonction
p est Lipschitz ayant un gradient de norme 1 presque partout sur M. De
plus, elle est lisse sur p~1([0,inj(OM)[) on inj(OM) = d(OM, Cut(OM)) est
le rayon d’injectivité du bord. En d’autres termes, la fonction p est lisse sur
le complément du Cut(0M), souvent appelé ensemble des points réguliers,
qui est un ensemble fermé de mesure nulle ([152, Thm. D.1}). Le laplacien
de p n’existe pas en tant que fonction lisse mais il est montré dans [152,
Sect. 3.2], qu’au sens des distributions, il se décompose en une somme de
deux parties, une réguliere et une singuliere, qui se calculent explicitement
a l'aide des coordonnées normales [152, Eq. 5]. En effet, si (r, z) désigne les
coordonnées normales d’un point régulier (r est la distance de ce point & un
point z € M), alors nous avons Ayeep(r, ©) = —392(r, x), ot § est la densité
du tiré en arriere de la forme volume (via la carte exponentielle normale) en

coordonnées normales.

Soit maintenant f une fonction lisse sur M. Nous définissons la fonction

F(r):= /{ }fdvg,
p>T

pour tout r > 0. La fonction F est clairement Lipschitz et est lisse sur
0,inj(OM)]. Par la formule de la co-aire, sa dérivée est donnée par F'(r) =

—/ fdv, pour presque tout r € [0, 4o00[ (voir [152, Lem. 2.4]). Le lemme
{p=r}
des valeurs moyennes exprime la dérivée seconde F”(r) en termes du laplacien

de f a l’aide d’une équation différentielle valable au sens des distributions.
Cette relation est la suivante [152, Thm. 2.5

Fi(r) = - ( /{ - Afdvg) ) (2.3.7)

ou p.(fAp) est la distribution poussée en avant de fAp par p. En d’autres
termes, pour toute fonction test ¢ sur [0, +oo[, nous avons

i) = [ o) [t D@, ) dr. (239

Afin d’estimer la distribution fAp par des quantités géométriques, nous al-
lons désormais imposer des conditions supplémentaires sur la variété M, a
savoir le tenseur de Ricci de M est minoré par (n — 1)K, pour un réel K,
et la courbure moyenne du bord par un nombre Hy. Dans ce cas et par les
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inégalités de Heintze-Karcher [83], nous avons

/

Ap = —% o p, (2.3.9)
ot © est la fonction définie par O(r) = (sh(r) — Hosg(r))" ! et

\/LE sin(rvK) si K >0,
r si K =0,

\/% sinh(ry/|K|) st K <0.

SK(T‘) =

Donc si f est supposée positive, alors il résulte de (2.3.8) (voir aussi [137, p.
10]) que
@/

p«(fAp) > 6F/. (2.3.10)
Il est a noter que si M est une boule géodésique dans l'espace forme My
de courbure constante K, alors I'égalité dans (2.3.10) est atteinte (ainsi que
(2.3.9)) pour toute fonction f. De plus, soient R := max{d(z,0M)| x € M}
le rayon interne de M et R le premier zéro strictement positif de la fonction
r — sh(r) — Hosg(r). Alors nous avons l'inégalité R < R et I'égalité est
réalisée si et seulement si M est une boule dans My [100, Thm. A]. Ceci
permet ainsi de déduire que la fonction © définie ci-dessus est strictement
positive sur [0, B[ et que O(R) > 0 avec O(R) = 0 si et seulement si M est
la boule dans M.

Si maintenant nous appliquons I’équation (2.3.7) a une fonction f positive
qui vérifie 'inégalité Af < Af pour un réel A > 0, alors, a I’aide de I'inégalité
(2.3.8), nous déduisons au sens des distributions I'inégalité

@I

F'(r) = G F'(r) + AF(r) > 0, (2.3.11)

avec F'(0) = / fdvg et F'(0) = —/ fdvg. 11 est standard, par la théorie

générale des é(]ﬁlations différentielles 6(% second ordre, que la solution F' de

(2.3.11) est toujours supérieure ou égale a celle de I'équation différentielle

correspondante, c’est-a-dire quand (2.3.11) est une égalité, avec les mémes

conditions initiales. Cependant, une telle équation différentielle ne se résout

pas explicitement, en général, vu que le terme en O est difficile a controler.

Une premiere méthode pour manipuler ce terme a été développée par P.
o

Guérini et A. Savo qui ont calculé le minimum de la fonction 7 — —3(r) ot



Estimations des valeurs propres de ’opérateur de Dirac et du
60 laplacien

r € [0, R]. Rappelons ici que F” est négative du fait que la fonction f est choi-
sie positive. Donc, sous des conditions supplémentaires sur K et Hy [73, Eq.
3.1], ils ont montré que ce minimum vaut (n — 1)Hy et par la suite I'inégalité
(2.3.11) se réduit a une inégalité différentielle a coefficients constants. Par

/aM fdvg

/ fdv,
M
de Hy et du rayon interne R [73, Thm. 3.1]. Ainsi, ils ont retrouvé des esti-

mations connues [73, Cor. 3.2] sur le laplacien de Dirichlet, comme celles de
McKean [119] et Li-Yau [112].

conséquent, ils ont trouvé une minoration du quotient en termes

Une deuxieme méthode, réalisée par S. Raulot et A. Savo, consiste a considérer
des fonctions sous-harmoniques, c’est-a-dire lorsque A = 0. Dans ce contexte,
I’équation différentielle correspondant a (2.3.11) est de premier ordre en F” et
la solution se calcule explicitement en termes de ©. En effet, ils ont montré

fdv,
que le quotient 22M— est minoré par =
fdvg / O(r)dr
M
résultat a mené a des estimations de la premiere valeur propre de I'opérateur
de Steklov biharmonique [106, 134].

[137, Thm. 10]. Ce

Dans ce travail, nous allons nous restreindre au cas ou K =0 et Hy > 0. En
effet, le terme % devient % Donc, en faisant un changement de va-
riable approprié, nous montrons que 1’équation différentielle correspondante
a (2.3.11) devient une équation du type Bowman qui peut étre résolue expli-
citement en termes de fonctions de Bessel. Si nous notons par J, (resp. Y,)
les fonctions de Bessel de premier (resp. deuxieme) ordre et par j, le k-ieme

zéro strictement positif de J,, nous prouvons

Théoréme 2.3.1 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™", g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse. Supposons que la courbure de
Ricci de M est positive ou nulle et la courbure moyenne du bord est minorée
par Hy > 0. Supposons aussi qu’il existe une fonction f positive ou nulle
satisfaisant Af < \f avec A > 0. Alors, si ﬂ < Jm1, nous avons

fdv, >\/_;n_ /f (2.3.12)

Si légalité est atteinte dans (2.3.12), alors (M™, g) est isométrique a la boule
géodesique dans R™ de rayon R = Hio Inversement, st M est une boule
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L dans R™ et f une fonction lisse sur la boule qui

Hy
satisfait Af = \f avec ‘Ié—g < Jz 1, alors nous avons l’egalité dans (2.3.12).

géodésique de rayon

Pour montrer le théoreme 2.3.1, nous utilisons le fait que le terme % est

—% et dans ce cas ’équation différentielle correspondante est
- 0

v+ B0y )+ ) =0,

avec les mémes conditions initiales que celles de F'. En faisant donc le chan-
gement s := 1 — rHy, les solutions de cette équation sont données, pour n
impair, par

. VA VA
y(r) = (1 —rHp)2 (AJ; (F(l — TH0)> +BJ_n (F(l — THO)>> ,

0 0

et, pour n pair, par

. VA VA
y(r) = (1 —rHy)? (AJ; (F“ - rH0)> + BYa (F(l - rH0)>> .

0 0

Les constantes A et B sont cherchées en termes des conditions initiales y(0) =

/ fdv, et y'(0) = — fdv,. Ainsi nous trouvons, pour n impair, que
M oM

T VA VA
s (12 (8) Lo 5 () L)

et,

T VA X
s () () )

Dans ce calcul, nous utilisons quelques propriétés connues des fonctions de
Bessel et de leurs dérivées. La suite de la preuve se poursuit a partir de
I'inégalité F(r) > y(r) qui est vraie au sens des distributions et qui, en
particulier, mene a R > Ry ou Ry est le premier zéro positif de y. Ainsi, nous
distinguons les deux cas suivants : ©(Ry) = 0 et ©(Ry) > 0. Le premier cas,
en raison du résultat de A. Kasue [100, Thm. A] (voir aussi [137, Prop. 14]),
force M a étre isométrique a la boule géodésique de R™ de rayon R = Ry =
Hio. Dongc, en faisant tendre r vers Ry dans y(r), nous arrivons a déduire que



Estimations des valeurs propres de ’opérateur de Dirac et du
62 laplacien

B = 0 et nous obtenons 1'égalité dans (2.3.12). Quant au deuxieme cas, nous

- C . . J_n
utilisons la monotonicité stricte de la fonction x — —2(z), sur ’ensemble

JTL
2
Ty (Y2 (1-RoHo))
- : oren A _ n( :
(0,00) \ {jz x| k£ > 0} afin de majorer 'égalité —3 Ty (R 0o qui
5 (7)o
se déduit directement du fait que y(Ry) = 0, par le quotient ﬁ Ceci
Ty Uity

permet d’achever la preuve du théoreme 2.3.1, pour n impair. Il reste a noter
que la double inégalité,

assure que Jn (}{,—5(1 — R0H0)> #0et Jn <£> # 0. Le cas ou n est pair est
analogue.

Rappelons maintenant quelques propriétés sur les fonctions de Bessel que
nous allons utiliser par la suite. Le quotient de deux fonctions de Bessel
consécutives J, et J, 1 est donné par la série [167, p. 498]

Jyi1(x) Z 2z

Jl/(x) E>1 ]E,k - IQ’
pour tout v > —1. Ainsi, la fonction z — J”f(li)) est croissante sur R \

{jvk| E > 0}. Elle est aussi positive sur I'intervalle ]0,j, [ et est négative
sur |71, Ju+11]. Rappelons de [1, 167] que les zéros de J, et J,.; vérifient

Jua < Jut11 < Ju2 < Jus12 < ---. Aussi, pour tout v > 0, nous avons
J”J:f(lg) ~ Q(Vil) pour z petit [107, p. 192].

A Daide de ces propriétés, nous déduisons que I'inégalité (2.3.12) est triviale si
% €] Jz-11, j%,l[. Aussi, si nous appliquons le théoreme 2.3.1 a une fonction
positive et sous-harmonique f (c’est-a-dire Af < 0), alors nous trouvons

/ fdug
JOM > Hox

((f) qui est vraie pour tout x := % €]0, jn_1.1[. Doty
/ fdv,
M . ’ . . 7’ . ’
en faisant tendre x vers 0, nous déduisons 'inégalité
fdvg > nHo/ fduv,. (2.3.13)
oM M
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L’égalité est atteinte si et seulement si la variété M est isométrique a la boule
géodésique de rayon HLO Par conséquent, pour f = 1, nous avons

ol(OM
% > nHo, (2.3.14)
et ’égalité est toujours caractérisée par la boule euclidienne. Cependant, les
deux inégalités (2.3.13) et (2.3.14) sont plus faibles que celles établies par
Raulot-Savo dans [137, Thm. 10] et par Heintze-Karcher-Ros dans [83, 147].
Ceci est du aux différentes solutions, correspondantes a A = 0, de ’équation
différentielle (2.3.11) qui ne font pas appel aux fonctions de Bessel.

Le théoreme 2.3.1 permet de retrouver d’'une maniere directe une inégalité
de type Faber-Krahn [26] pour le laplacien de Dirichlet scalaire.

Corollaire 2.3.2 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte & bord non vide telle que Ric™ > 0 et
H > Hy sur OM avec Hy > 0. Soit By, la boule euclidienne de rayon HLO
Alors la premiére valeur propre NP (M) du laplacien de Dirichlet scalaire de
M satisfait A7 (M) > A\ (Bu,) = Hyja_y . L'égalité a lieu si et seulement
si M est isométrique a la boule By, . i

En effet, nous appliquons le théoreme 2.3.1 a une fonction propre positive f
associée a la premiere valeur propre AP (M) du laplacien de Dirichlet. Alors,
il est facile de voir que, si \/AP(M) < Hyjn 11, le terme de gauche de
I'inégalité (2.3.12) s’annule et le terme de droite est strictement positif. Ceci
mene donc a une contradiction. Le cas d’égalité se déduit également du meéme
théoreme.

Revenons maintenant au laplacien de Robin scalaire, c’est-a-dire Af = \f
sur M et % = 7f sur OM pour un réel 7 > 0. Ici v désigne le vecteur normal
rentrant au bord. Il est bien connu que le spectre de ce probleme est discret et
est formé de valeurs propres (Ax(7, M)), de multiplicité finie. Quand 7 tend
vers 0, le laplacien de Robin se réduit au laplacien de Neumann et quand
T — 00, il n’est autre que celui de Dirichlet. A T’aide du théoreme 2.3.1, nous
montrons le résultat suivant :

Théoréme 2.3.3 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse. Supposons que la courbure
de Ricci de M est positive ou nulle et la courbure moyenne du bord OM



Estimations des valeurs propres de ’opérateur de Dirac et du
64 laplacien

est minorée par Hy > 0. Fizons un nombre positif 7o < jn_11 et posons

272 .

— 0

o Zk21 A Si T > aHy, alors
27"

>\1(T> M) Z ]¥g7—02
L’égalité est atteinte si et seulement si M est isométrique a By, et T = aHy.

Pour montrer ce résultat, nous utilisons le fait que toute fonction propre f

du laplacien de Robin, associée a la valeur propre A, satisfait A | fdv, =
M

T / fdv,. Ceci se démontre par une simple intégration par parties du

M
pro?oléme de Robin. Ainsi, si nous appliquons le théoreme 2.3.1 a une fonction
propre f associée a la premiere valeur propre A;(7, M) en supposant aussi
que /A (7, M) < Horo < Hojn 11, nous arrivons, apres avoir utilisé la mo-
Iy (2)
Jgfl(:v

o e,z . . 2 .
notonicité stricte de la fonction z — =z y = Dk J22+x2 sur l'intervalle
-1,k
2 )

10, jn 11, & I'inégalité 7 < aHy. Ce qui contredit I'hypothese. Le cas limite
est une simple conséquence du méme théoreme 2.3.1.

. A (7,BHg) . .
Maintenant, en prenant 7o := Y—p—">= < jz_11 (voir [9, Rem. 2.9], [10, p.
4] pour plus de détails) dans le théoreme 2.3.3, nous retrouvons une inégalité
de type Faber-Krahn (voir [35, 154]) :

Corollaire 2.3.4 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse. Supposons que la courbure de
Ricci de M est positive ou nulle et la courbure moyenne de OM est minorée
par Hy > 0. Soit By, la boule euclidienne de courbure moyenne Hy. Alors

)\1(7’, M) Z )\1(7‘, BHO)-
L’égalité est réalisée si et seulement si M est isométrique a la boule By, .

Dans la suite, nous allons établir de nouvelles estimations des valeurs propres
de l'opérateur de Dirac sur les variétés compactes a bord. Ces estimations
s’expriment en termes des zéros des fonctions de Bessel et de la courbure sca-
laire de la variété ambiante. Elles améliorent les inégalités de type Friedrich
[56] établies sur les variétés a bord, voir [91], [68, Ch. 4] pour les références.

Rappelons quelques préliminaires sur les variétés a bord spinorielles et les
conditions a bord. Nous nous référons a [17], [57], [109, Ch. 1&2], [23, Ch.
1], [68, Ch. 1] pour plus de détails. Etant donnée une variété riemannienne
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spinorielle (M™,g) a bord, alors il existe un fibré vectoriel complexe LM
sur M, appelé fibré des spineurs, sur lequel T'M agit par multiplication de
Clifford notée “-”. Le fibré XM est aussi muni d’un produit scalaire hermitien
(-,-) et d'une dérivée covariante V¥ qui est compatible avec ce produit
hermitien. L’opérateur de Dirac est défini comme étant la trace de Clifford
de la connexion V=M. Notamment, pour toute section ¢ € T'(XM), nous
avons Dy = > e - VeEiM@Z) ou {e;}i=1.. n est un repeére orthonormé local
de (M, g). Rappelons aussi que la structure spinorielle sur M induit une
structure spinorielle sur le bord via le champ de vecteurs unitaire normal
rentrant v le long du bord M. Ainsi, le fibré des spineurs ¥ M|y, s’identifie
a celui du bord XOM pour n impair et a une double copie de ¥0M pour n
pair. Dans ce cas, a 'aide de la formule de Gaufl spinorielle, nous avons la

relation
Dy =v-ViMy +v. <D3Mw — w@ , (2.3.15)

ou H := ﬁtraee(] I) désigne la courbure moyenne du bord 0M dans M et

DM est, opérateur de Dirac (resp. son symétrisé) du bord M pour n im-
pair (resp. n est pair). Ici 11 := —VMv est le tenseur de Weingarten du bord.

Il est connu que, sur une variété a bord (M, g), 'opérateur de Dirac admet
quatre conditions a bord elliptiques : CHI, MIT bag, gAPS et mgAPS (voir
[91], [68, Sec. 1.5]). Rappelons qu'un probléme de Dirac & bord est une solu-
tion de I’équation D1 = Ay ol v vit dans le noyau de 'opérateur a bord qui
correspond a l'une des conditions citées ci-dessus. Dans [91], il est montré
que, sous ces quatres conditions, le spectre de 'opérateur de Dirac consiste
en une suite discrete des valeurs propres de multiplicité finie. Cependant, ce
spectre est réel pour CHI, gAPS et mgAPS et est contenu dans le demi-plan
des nombres complexes a parties imaginaires strictement positives pour la
condition MIT bag.

Rappelons maintenant ces conditions a bord. La condition CHI est associée
a lopérateur de chiralité, défini par 'endomorphisme Bcogr := %(Id— v-G) ou
G est la restriction au bord de I’endomorphisme G : ¥M — XM qui est invo-
lutif, unitaire, parallele et qui anticommute avec la multiplication de Clifford
(il correspond & la forme volume complexe pour n pair). La condition MIT
bag est définie par I'opérateur Byt := %(Id —iv+). Pour gAPS, connue sous
le nom Atiyah-Patodi Singer généralisée, I'opérateur de bord Bgaps est donné
par la projection orthogonale L? sur le sous-espace engendré par les vecteurs
propres de l'opérateur de Dirac sur OM (sin est pair ou de son symétrisé si n
est impair) correspondant aux valeurs propres qui sont supérieures ou égales
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a un certain nombre 3 < 0. Finalement, 'opérateur de bord Bpgaps, pour la
condition connue sous le nom Atiyah-Patodi-Singer généralisée modifiée, est
défini par Bgaps 1= Bgaps(Id 4+ 1v+).

Dans [91], les auteurs ont fourni une minoration du type Friedrich pour la
premiere valeur propre de 'opérateur de Dirac pour chacune des conditions a
bord ci-dessus et qui fait intervenir la courbure scalaire (voir aussi [27], [88])
dans la borne inférieure de ’estimation. Ils ont montré, selon la condition a
bord imposée, que le cas limite n’est pas toujours atteint et au cas ou I’égalité
est réalisée, le bord doit étre minimal. Notons ici que 1’estimation de Friedrich
établie exige la positivité de la courbure scalaire de la variété ambiante ainsi
que celle de la courbure moyenne du bord. Dans la suite, nous allons établir
de nouvelles estimations des valeurs propres de 'opérateur de Dirac sous
les conditions & bord ci-dessus (& l'exception de MIT bag) en utilisant le
résultat du théoreme 2.3.1 pour une fonction f bien appropriée qui dépend
du spineur propre. L’importance de notre résultat est que la borne inférieure
de l'estimation ne dépend pas seulement de la courbure scalaire mais aussi
des zéros des fonctions de Bessel. En particulier, nous pouvons toujours en
tirer des informations sur cette estimation méme si la courbure scalaire de la
variété ambiante s’annule.

Théoréme 2.3.5 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété compacte spinorielle & bord lisse OM. Supposons que Ric™ > 0
sur M et H > Hy sur OM pour une certaine constante positive Hy. Soit \ une
valeur propre de l'opérateur de Dirac de M associée a l'une des conditions

Jn
CHI, gAPS or mgAPS. Soit 19 l'unique zéro de la fonction x — xhj—(f()x) —
5
(n—1) sur]0,jz_y,[. Alors
n nH272
N> ——min(S) + —2% 2.3.16
=0 )+ 50y (2:3.16)

ou S est la courbure scalaire de (M™, g).

Pour montrer ce résultat, nous considérons un spineur propre ¢ de 'opérateur
de Dirac associé a la valeur propre A et posons f = %|2/1|2. A T'aide de la for-
mule de Schrédinger-Lichnerowicz, nous montrons que la fonction f vérifie

linégalité Af < puf ou pu = @ ()\2 — 4(n"_1) minM(S)> est un nombre

strictement positif par 'estimation de type Friedrich prouvée dans [91]. Ainsi

si nous supposons que ‘{[—’Oj < Tp ol Ty est le premier zéro positif de la fonction

T3
Jgfl(x)

T — (n—1), alors nous appliquons le théoreme 2.3.1 & la fonction
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J pour arriver, apres avoir intégré Af < uf , a l'inégalité — > A%J—(\/Oﬁ)
Hy Y5 \Hy

Dans ce calcul, nous utilisons la formule de Stokes, la formule de Gauf}
(2.3.15) et le fait que / (D™ 4p)dv, < 0 pour toutes les conditions &

oM
bord considérées (see e.g. [68, Ch. 4]). Finalement, par la monotonie stricte
Jn_q(z . N ..
1( 7, nous en arrivons a une contradiction. Quant au

2

zJn (x

cas limite de l’estimatijon, il est clair qu’il ne peut pas étre atteint. En ef-
fet, supposons que c’est le cas, alors par le théoreme 2.3.1, la variété M est
isométrique a la boule géodésique et le spineur en question est de Killing de
constante de Killing —%. Mais, il est standard que I’existence d’un tel spineur
force la variété M & étre Einstein de constante 2(n — 1)A%. Par conséquent,
la valeur A doit étre nulle. Ceci contredit la positivité de p déja montrée. La

preuve du théoreme 2.3.5 est ainsi achevée.

de la fonction z —

Maintenant, nous allons considérer le spectre de Dirac avec la condition a
bord MIT bag. Rappelons dans ce cas que les valeurs propres de cet opérateur
sont des nombres complexes ayant des parties imaginaires pures stricte-
ment positives. Si, comme avant, nous appliquons la formule de Schrodinger-
Lichnerowicz a la fonction f = %|77Z)|2 pour un spineur propre 1, nous trouvons
toujours que Af < uf mais avec

= @ <|)\|2 _ ﬁ min(S) — fj‘llm(x)?) |

Cette fois-ci le signe de p ne peut pas étre controlé comme avec les autres
conditions de bord pour pouvoir utiliser le théoreme 2.3.1. Pour surmonter
ce probleme, nous allons utiliser une autre méthode qui consiste a regarder
un changement conforme de la métrique (voir [23, Sec. 2.3 et 5.4] ou [68, Sec.
3.3] pour une présentation) et utiliser le fait que le spectre de Dirac peut étre
relié au spectre de 'opérateur de Yamabe a 'aide de l'inégalité d’Hijazi [86].
Dans [135], S. Raulot a montré que, sous l'une des conditions CHI ou MIT
bag, toute valeur propre A de 'opérateur de Dirac satisfait
n

A > mul(Y)’ (2.3.17)

ou l'inégalité est stricte pour MIT bag et, pour la condition CHI, le cas
d’égalité caractérise I'hémisphere ronde. Ici p;(Y') désigne la premiere valeur
propre de 'opérateur de Yamabe défini par Escobar dans [50] :

V()= BAf+Sf=m(Y)f sur M,

%:”T_QH]” sur oM.

(2.3.18)
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Il n’est pas difficile de vérifier que, si la courbure moyenne H est positive,
alors p1(Y) > mj\}n(S ) avec égalité si et seulement si H = 0 et S est constante.

Dans la suite, nous allons utiliser cette inégalité pour établir une estimation
de p1(Y) en termes des zéros des fonctions de Bessel a I’aide du théoreme
2.3.1 afin de déduire de 'inégalité (2.3.17) une estimation des valeurs propres
de 'opérateur de Dirac sous 'une des conditions CHI ou MIT bag.

Théoréme 2.3.6 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte de dimension n > 3 a bord lisse. Sup-
posons que la courbure de Ricci de M est positive ou nulle et la courbure

moyenne est minorée par Hy > 0. Soit 7y ['unique zéro strictement positif de

Jﬂ x — .
20 . _ n—2 sur |0, jn_q1[. Alors

la fonction x +— a:J%ﬂ(x) 5

p1(Y) > min(S) + dn—1)

i — L Hj. (2.3.19)

L’éqalité est atteinte si et seulement si la variété M est isométrique a la boule
euclidienne de R".

La preuve de ce résultat est toujours basée sur le théoreme 2.3.1 que nous
appliquons a une fonction propre du probleme de Yamabe. En effet, pour

une telle fonction f supposée positive, nous avons que Af < uf ou p =
4(7;—__21) (11 (Y) —miny(S)) > 0. Rappelons ici que p ne peut pas s’annuler

du fait que la courbure moyenne H est strictement positive. Donc, si nous
supposons par I’absurde que \é—f < 11, alors nous trouvons, apres avoir intégré

Jn_q(YE o .
Iinégalité Af < uf, que % > %((Hfﬁ)) Ainsi la monotonicité stricte de
Ho "% \Ho
Jn _ . ..
la fonction = +— ;]nl((;)) sur 0, j%,m[ permet de déduire la contradiction.
2

Le cas d’égalité de (2.3.19) se déduit également du théoréme 2.3.1 et du fait
que, sur la boule euclidienne, le probleme de Yamabe se réduit au probleme
de Robin pour 7 := ”T_2Hg. Ceci termine la preuve du théoreme 2.3.6.

Maintenant, en combinant 'inégalité (2.3.17) avec (2.3.19), nous déduisons
le résultat suivant

Corollaire 2.3.7 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M", g)
une variété spinorielle compacte de dimension n > 3 a bord lisse. Suppo-
sons que la courbure de Ricci de (M", g) est positive ou nulle et la courbure
moyenne du bord OM est minorée par Hy > 0. Soit 7 ['unique zéro stric-

3@ -2 sur]0,jn_q1[. Alors, sous
J%—l(x) 2 7]571,1 : )

tement positif de la fonction x +— x
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l'une des conditions CHI ou MIT bag, toute valeur propre \ de ['opérateur
de Dirac satisfait
2 n . N 949

|A]" > -1 mA}n(S) + p— H{. (2.3.20)
Notons ici que I’égalité ne peut pas étre atteinte dans (2.3.20) du fait que,
pour la condition MIT bag, I'inégalité (2.3.17) est stricte et, pour la condition
CHI, I'égalité dans (2.3.17) implique la minimalité de OM dans M.

Maintenant, nous revenons au laplacien de Robin. Nous nous intéressons a
généraliser ce probleme aux formes différentielles. Pour cela, nous rappelons
le critere de Lopatinskii-Shapiro pour étudier l'ellipticité des problemes a
bord (voir [156, Sec. 1.6]). Etant donnés une variété riemanienne (M™, g)
a bord lisse OM et un opérateur différentiel P d’ordre k agissant sur les

sections d’un fibré vectoriel (riemannien ou hermitien) £ — M, une condi-
!

tion a bord est considérée comme une somme directe EBB]- d’opérateurs
j=1

linéaires différentiels B;: I'(M, E) — I'(OM, E;) d’ordre k; < k ou E; — OM

sont des fibrés vectoriels (riemanniens ou hermitiens) pour 1 < j < [.

Nous considérons le probleme & bord suivant : pour toutes f € I'(M, E)

et u; € '(OM, E;), 1 < j <, trouvons une section v € I'(M, E) qui résolve

le systeme

{ Pu—=f oM (2.3.21)

Bju =u; ondM,V1<j <l
Afin de formuler les conditions de Lopatinskii-Shapiro, nous définissons, pour
tout © € OM et v € T, 0M, I'espace
M} = {solutions bornées y = y(t) sur R, de 'EDO ,op((—iv,d;))y =0} .

Ici op est le symbole principal de Uopérateur P et (—iv,d;) est la 1-forme
—iv” 4+ 0, - 1’ olt v est le vecteur normal rentrant en z et 9, est vu comme un
coefficient. Nous avons la définition suivante [156, Def. 1.6.1] :

Définition 2.3.8 Le probleme a bord (2.3.21) est dit elliptique si et seule-
ment si les conditions sutvantes sont satisfaites :

1. L’opérateur P est elliptique, c’est-a-dire, pour tout x € M et £ € T M,
Uapplication op(§): E, — E, est un isomorphisme.

2. Pour tout x € OM et v € T,0M, l'application
!
M — PE)):.
j=1
y — (O'Bl

((=20,0))y, ..., o8,((=iv,9))y) (0)
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est un isomorphisme. Ici op; est le symbole principal de ['opérateur B;
pour tout j.

En considérant maintenant £ = APT*M, E; = APT*OM, E, = AP~YT*OM,
P =A =db, + ,d, Biw = 1*(vadw — Tw) et Bow = (*(row) pour tout
pe{0,1,....,n}, 7 e Ret we QP(M) ou t: OM — M est I'inclusion, nous
montrons le résultat suivant

Théoréme 2.3.9 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse. Pour un réel T strictement
positif, nous considérons le probleme

Aw = surM
Fvadw —Tw) =0 sur OM (2.3.22)
F(row) =0  surdM.

Alors, nous avons

1. Le probléeme a bord (2.3.22) est elliptique au sens de la définition 2.3.8 et
auto-adjoint. Par conséquent, il existe une suite croissante non bornée
de valeurs propres réelles de multiplicité finie Ay p(7) < Ao p(7) < ---

2. De plus, M\ ,(7) > 0, en particulier le noyau de (2.3.22) est trivial.

3. La premiere valeur propre est caractérisée par

/ (Jdw]? + 64w]) dvg—i-T/ | w[*dv,
M oM

)
| letas,

ou w vit sur l’ensemble des p-formes différentielles sur M telles que
vaw =0 et w # 0.

A1p(7) = inf

La preuve de la premiere partie du théoreme 2.3.9 s’appuie sur le calcul des
symboles principaux op, et op, des deux conditions a bord B; et By et sur
le fait que

M= {e M wy, wy € APTIM }

Ainsi, nous montrons que 'application M — @?Zl(Ej)x de la définition
2.3.8 est injective et, par la suite, elle est bijective par égalité des dimensions.
Il est a noter que le parametre 7 n’intervient pas dans le calcul du symbole
principal du fait que 'opérateur 7:*w est d’ordre zéro. Pour montrer que le
probleme (2.3.22) est auto-adjoint et dont le noyau est trivial, nous utilisons
une intégration par parties pour établir I'identité

/(Aw,w’)dvg:/ <dw,dw’)dvg+(5gw,6gw’)dvg+/ T{t'w, W'y dvy,
M M oM
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pour toutes p-formes w et w’ sur M. Ceci, en particulier, prouve que I'intégrale
/ (Aw,w')dv, est symétrique en (w,w’) et que, pour 7 > 0, les valeurs
M

propres de A sont positives. Cependant 0 ne peut pas étre une valeur propre
car si c’est le cas, nous obtenons, pour une forme w dans le noyau de A,
que dw = dgw = 0 sur M et t*'w = 0 sur M. Or en utilisant l'identité
lw|? = [t*w|? + |vowl|? en tout point du bord, nous déduisons que w = 0 sur
OM. Maintenant par [8, p. 445], toute forme harmonique sur M s’annulant
le long du bord M doit partout s’annuler. Parsuite, w = 0 sur M. Quant a
la derniere partie du théoreme, I'identité ci-dessus montre la caractérisation
variationnelle de la premiere valeur propre A; ),

dw|?® + [6,w|*)dv, + T Vwl?dv
g g g
A = inf M oM
1p(7) wEQPl(Ijl\/[)\{O} 9
G (vodw)=T11*w, * (vow)=0 " |(,U| dUg

Afin de montrer que la condition ¢*(vidw) = T7¢*w dans l'infimum peut étre
éliminée, nous adaptons les techniques de ’analyse fonctionnelle utilisées
dans [162, Ch. 5, Sec. 9] au contexte du laplacien de Robin sur les formes.
Ce qui permet de terminer la preuve.

Maintenant, nous allons présenter quelques problemes a bord définis sur
les formes que nous comparons au probleme de Robin. Etant donnée une
variété M a bord lisse OM, les conditions a bord absolues sont les solutions
du probleme suivant [73]

Aw =\Nw sur M
F(vadw) =0 sur OM (2.3.23)
Grow) =0 sur OM.

Il est facile de voir que ce probleme généralise le laplacien de Neumann sur les
fonctions. Il admet un spectre discret formé d’une suite croissante de valeurs
propres ()\,JCV p)k et la premiere valeur propre satisfait

) /M (Idwl? + [6,0[2)du,
Ap, = inf

)
| o,
M

ou w vit sur 'ensemble des p-formes telles que v_w = 0 et w # 0. 1l est aussi
a noter que )\{\fp peut étre nulle et sa multiplicité est donnée par la dimension
de la cohomologie de de Rham absolue

HY (M) ={¢ € QP(M)| dp = 64¢ = 0 sur M et vip =0 sur OM}.
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Un autre probleme qui nous intéresse aussi est celui de Dirichlet sur les
formes. Il est en effet donné par

Aw =\Pw sur M
w =0 sur OM.

Pour ce probleme, la premiere valeur propre /\fp, qui est nécessairement
positive par [8, Thm. p. 445], est caractérisée par

/ |dW’2dvg +/ ’69W‘2dvg
AP =inf { M M w e QP(M)\ {0} et wy,,, =0

b)
/M (w2,

Quand 7 — 0, le probleme de Robin (2.3.22) se réduit aux conditions de
bord absolues et quand, 7 — oo, le probleme (2.3.22) se réduit au laplacien
de Dirichlet. Maintenant, nous montrons le résultat suivant

Proposition 2.3.10 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M", g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse. Alors, pour tout 7 > 0 et
p € {0,--+ ,n— 1}, nous avons la double inégalité

A, < Ap(T) < AL

La preuve de ce résultat est directe et s’appuie sur la caractérisation varia-
tionnelle des valeurs propres établie ci-dessus. Ainsi, a partir de cette double
inégalité, une minoration de )\{\fp ou une majoration de )\fp fournit une esti-
mation de Ay, (7).

Dans la suite, nous allons donner une estimation de A;,(7) en termes des
zéros des fonctions de Bessel, basée sur le théoreme 2.3.1. Pour cela, nous
notons par ny(x),--- ,n,_1(x) les courbures principales (c’est-a-dire les va-
leurs propres du tenseur de Weingarten /1) en tout point x € 9M, que nous
ordonnons comme suit 7;(z) < -+ < n,_1(z). Pour tout p € {1,--- ;n — 1},
nous définissons les p-courbures o, par o,(z) := n(x) + - - + n,(x). Il n’est
pas difficile de vérifier que pour tous entiers naturels p, ¢ tels que p < ¢, nous
avons U”T(”") < # avec égalité si et seulement si ny(z) = na(z) = - - = n,(x).
Par conséquent, nous en déduisons que la courbure moyenne H du bord sa-
tisfait H > UPTEI) pour tout p. Le tenseur de Weingarten admet une extension

canonique I sur APT*OM par la formule

p
(II[p]QO)(Xb JXP> = Z¢(X17 7II(X1)7 7XP>7 (2324>
=1
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ol ¢ est une p-forme sur OM et X; sont des champs de vecteurs sur OM pour
t=1,--+,p. Ainsi, par un calcul direct, I'inégalité

(I1W g, o)y > op(2)0]2,

est satisfaite ponctuellement. Dans ce qui suit, nous désignons par o, I'infi-
mum de o,(z) sur tous « € M. Nous montrons

Théoréme 2.3.11 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une variété riemannienne compacte a bord lisse, d’opérateur de courbure po-
sitif (ou nul) et telle que la p-courbure de OM soit minorée par o, > 0

Jn T
pour unp € {l,---,n =1} Soient 0 < 79 < jaaq et a = 70T, (1(072)) B
Zk>1 1,;(70 . Alors il existe un € > 0 tel que, si T > Up(zp 1) — ¢, nous

avons
2

o
Mp(T) > 2—;273.

La preuve de ce théoreme repose toujours sur le théoreme 2.3.1. En effet, nous

montrons, & 'aide de la formule de Bochner, I'inégalité A(|w|?) < 2A1 ,(7)|w]|?

pour toute p-forme propre w du laplacien de Robin associée a la valeur propre

A1,(7) en tenant compte de la condition supposée sur le tenseur de courbure.

La suite de la preuve suit les mémes étapes que celles des théoremes 2.3.5 et

2.3.6.

Dans ce qui suit, nous allons estimer 1’écart entre les premieres valeurs propres
du laplacien de Robin pour des degrés successifs quand, en particulier, la
variété est immergée isométriquement dans ’espace euclidien (voir [73, Thm.
2.3] pour des résultats similaires sur les conditions a bord absolues et [136,
Thm. 4], [120] pour l'opérateur de Steklov sur les formes). Pour une variété
M immergée isométriquement dans R"*™, nous notons par I1, : TM — TM
I’endomorphisme de Weingarten associé a un champ normal unitaire v par

(I11,(X),Y)=(wI11(X,Y))

pour tous X, Y € TM. Comme dans la définition (2.3.24), nous étendons I1,
aux p-formes différentielles et définissons, pour tout repere orthonormé local
{v1,--- ,um} de T+M, 'endomorphisme T de APT*M par

i H[p
k=1

Il n’est pas difficile de montrer que T est indépendant du choix du repere
et est auto-adjoint et positif. Nous avons
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Théoréme 2.3.12 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit M™ —
R™™ wune immersion isométrique ot (M™,g) est une variété riemannienne
compacte a bord p-conveze, c’est-a-dire o, > 0 pour un p € {1,--- ,n — 1}.
Alors, pour tout T > 0, nous avons

1.
Ap(T) = Aipoi(7) 2 51}1\1}([/]/][\5’[} — T,

ot W][\Z} est l'opérateur de Bochner. En particulier, pour un domaine p-
convexe euclidien M C R™™ nous avons

AMp(T) = Aipoa(7).

La preuve de ce résultat est technique et s’appuie sur la caractérisation va-
riationnelle dans le théoreme 2.3.9 que nous appliquons a la (p — 1)-forme
(0,)T aw. Ici w est une p-forme propre du laplacien de Robin associée a Ay ,(7)
et (0,,)7 est la partie tangentielle sur T'M du vecteur parallele unitaire 0,

i

du R* ™™,

Indépendamment des résultats mentionnés, nous terminons cette partie par
établir une estimation du type Gallot-Meyer pour la premiere valeur propre
du laplacien de Robin. Pour cela, rappelons l'opérateur de Steklov (ou bien
Dirichlet-to-Neumann) sur les p-formes différentielles [136, Sec. 1.1]. Etant
donnée une p-forme w sur OM, I'opérateur de Steklov est défini par

DNyw := —vadw,

oun w € QP(M) est 'unique p-forme sur M telle que Aw = 0 sur M avec
les conditions a bord t*& = w et vow = 0 sur M. 1l est montré dans [136,
Thm. 11] que opérateur DN, est elliptique, essentiellement auto-adjoint et,
en particulier, son spectre est formé de valeurs propres réelles de multiplicité
finie. Nous montrons

Théoréme 2.3.13 (F. El Chami, N. Ginoux et G. Habib, [41]) Soit (M™, g)
une varieté riemannienne compacte a bord non vide d’opérateur de courbure
minoré par v > 0. Soit T > ——%5 -0, pour un p € {1,--- ,n — 1}, ot 0, est
la p-courbure de OM et ¢ = max(p+ 1,n —p+1). Alors

Arp(T) > p(n — p)—

c—1

-

N C
SiT < =50y, alors

ot vy, est la premiére valeur propre de 'opérateur de Steklov sur les p-formes.



Chapitre 3

Perspectives

Dans ce chapitre, nous exhibons quelques projets de recherche qui continuent
les travaux présentés dans ce mémoire. Les cadres géométriques (feuilletages,
immersions isométriques, variétés a bord) dans lesquels nous nous plagons
dans les deux chapitres 1 et 2 ouvrent la voie a différentes questions sur le
spectre des opérateurs de type laplacien.

Pour cela, nous détaillons dans la suite les différents axes auxquels nous nous
intéressons.

3.1 Nouvelles estimations des valeurs propres
de l'opérateur de Dirac a I’aide des flots
riemanniens

Ce projet se situe dans l'intersection entre I’étude spectrale de 'opérateur
de Dirac et la géométrie des flots riemanniens. Rappelons qu’un flot rieman-
nien est un feuilletage riemannien d’une variété donnée telle que la dimen-
sion des feuilles soit égale a 1. L’idée principale de ce projet est de cher-
cher une nouvelle estimation des valeurs propres de l'opérateur de Dirac
par l'intermédiaire de ces flots. Plus précisement, nous supposons qu’une
variété (M", g) donnée est immergée isométriquement dans une autre variété
(N1 g) et que cette derniere porte un flot riemannian ayant de plus des
spineurs particuliers, appelés spineurs de Killing transversauz (voir [67, 2]
pour plus de détails). Le but est de restreindre ces spineurs a M en tenant
compte de I'immersion et du flot et de les considérer par la suite comme des
spineurs-tests dans le quotient de Rayleigh de I'opérateur de Dirac de M.
Ceci va permettre de déduire une estimation de la premiere valeur propre de
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I'opérateur de Dirac de M qui dépend évidemment de la structure de I'im-
mersion et de celle du flot.

Ce type d’estimations se situe dans la continuité d’une série de travaux
réalisés par différents auteurs ou a chaque fois la variété /N a une certaine par-
ticularité. A titres d’exemples, de tels résultats ont été établis dans (14, 64]
quand N est isométrique a R, S™ ou H" et dans [36] quand N est isométrique
au produit riemannien S? x R ou & une sphere de Berger S3. Dans cette
derniere situation, C. Desmont utilise essentiellement la notion de spineur de
Killing généralisé définie dans [148] pour établir une estimation en termes de
la courbure moyenne H de 'immersion et d’une fonction f qui est le pro-
duit scalaire entre le vecteur normal unitaire de I'immersion et le vecteur
qui définit le flot. Il fournit ainsi une famille de tores a courbure moyenne
constante réalisant le cas d’égalité. Dans ce projet, nous comptons ainsi
généraliser les résultats de C. Desmonts en considérant les spineurs de Killing
transversaux qui, dans certains cas, se réduisent a des spineurs de Killing
généralisés (par exemple lorsque le flot est un produit riemannien ou Sa-
saki). Nous proposons par la suite de caractériser le cas limite de I'inégalité
trouvée.

3.2 Comparaison des valeurs propres du la-
placien basique sur les feuilletages rie-
manniens

Comme pour le laplacien, le spectre du laplacien basique fournit des in-
formations subtiles sur la géométrie transverse du feuilletage. Du fait que
cet opérateur n’est pas elliptique sur I'espace de toutes les formes, plusieurs
résultats ne suivent pas les meémes techniques que dans le cas ordinaire. Donc,
une approche différente de celle du laplacien usuel doit étre considérée pour
donner une version feuilletée de quelques résultats en géométrie spectrale.
Dans la suite, nous allons décrire I'aspect scientifique de ce projet.

Dans [110], J. Lee et K. Richardson ont établi des résultats de comparai-
son entre le spectre du laplacien basique d’un feuilletage et celui du lapla-
cien défini sur un espace modele. L’idée principale est d’obtenir de nouvelles
estimations des valeurs propres qui ne dépendent pas de la structure du
feuilletage. Pour mieux détailler, ils ont considéré autour de la fermeture
d’une feuille, notée par L, d'une variété riemannienne feuilletée (M,F) le
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tube défini, pour tout r > 0, par
Tube(L,r) = {x € M|d(z,L) < r}.

Ils ont ainsi montré que le bord de ce tube est une réunion de la fermeture
des feuilles et le feuilletage F se restreint a un feuilletage riemannien sur
le tube. Aussi, toute fonction de r seule est constante sur les feuilles de ce
feuilletage. Quand le laplacien basique est restreint au tube et est muni des
conditions a bord de Dirichlet, sa plus petite valeur propre \; est caractérisée

par le quotient
| v,
)\1 —  inf Tube(L,R)

S.
fe 7f7é0 / f2d’l}g
Tube(L,R)

ou S est I'espace des fonctions basiques lisses a support compact a 'intérieur
du tube Tube(L, R) et R est un réel positif strictement inférieur a la distance
de L a son lieu de coupure.

Y

Si maintenant la courbure sectionnelle de M est supposée minorée par un
nombre réel «, J. Lee et K. Richardson ont montré dans [110, Thm. 6.1] que
A1 est minorée par la premiere valeur propre du laplacien défini sur un voisi-
nage tubulaire de rayon R autour d’une sous-variété de dimension [ (I étant
la dimension des feuilles du feuilletage) dans un espace forme de courbure
constante égale a a. Dans un méme contexte, ils ont affaibli 'hypothese sur
la courbure sectionnelle en prenant un minorant du tenseur de Ricci pour
montrer que la premiere valeur propre est supérieure ou égale a celle du la-
placien de Dirichlet défini sur le disque de rayon R d’un espace forme de
courbure « [110, Thm. 6.2]. Quand le feuilletage est réduit a un point, ces
résultats généralisent les théoremes standards de Cheng [29].

Le but de ce projet est d’obtenir d’autres résultats de comparaison pour le

laplacien basique en utilisant le lemme des valeurs moyennes comme dans

la section 2.3 du chapitre 2. En effet, si nous appliquons I’équation (2.3.7) a

une fonction propre du laplacien basique restreint au tube, alors cela donne

lieu & une inégalité différentielle en F'(r) = / f du second ordre. Nous
Tube(L,r)

souhaitons ainsi analyser cette inégalité comme dans [152], [41] afin d’obtenir

une comparaison entre les intégrales / f et / f. Ici f désigne
Tube(L,r) Cyl(L,r)

une fonction propre du laplacien basique sur le tube. Cette comparaison
pourrait faire appel a des termes qui ne dépendent pas du feuilletage (par
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exemple les fonctions de Bessel) et pourrait avoir plusieurs applications :
Quand nous considérons les conditions a bord de Dirichlet pour f sur le tube,
nous généralisons le travail de Lee et Richardson pour estimer les valeurs
propres du laplacien de Dirichlet. Aussi, si nous prenons le probleme a bord
de Robin sur le tube nous souhaitons obtenir une estimation de la premiere
valeur propre du laplacien de Robin en termes de celui du laplacien défini sur
un espace modele. Dans le méme esprit, la comparaison pourrait envisager
de produire de nouvelles estimations sur les valeurs propres de 'opérateur de
Dirac basique défini sur le tube.

3.3 Opérateur de Dirac sur les hypersurfaces
isoparamétriques de la spheére unité

Ce projet se focalise sur le cas d’égalité de I'estimation de C. Bér (2.1.2) dans
la section 2.1 du chapitre 2. Rappelons brievement le contexte géométrique
de ce projet. Nous cherchons a trouver des exemples d’hypersurfaces com-
pactes M™ & courbure moyenne constante H de la sphere ronde S™! tel que
"TQ(H 2 + 1) soit exactement la plus petite valeur propre de I'opérateur de
Dirac de M. Dans [65, 66], N. Ginoux a montré, par un calcul technique, que
les tores de Clifford généralisés dans S et ’espace homogéne S*/Qg (on
Qs = {£1,+i,+j, £k} est le groupe fini des quaternions) vu comme une
hypersurface minimale de S*, fournissent de tels exemples de variétés limites.

Dans ce projet, nous nous intéressons aux hypersurfaces isoparamétriques de
la sphere ronde S**!, c’est-a-dire celles dont toutes les courbures principales
sont constantes. Dans [126], H. Muto a montré que si M est minimale dans
S**+1 alors la plus petite valeur propre du laplacien scalaire de M coincide
avec la dimension n de I’hypersurface, ce qui est le cas limite dans la majora-
tion de Reilly. Puisque nous nous attendons a ce que la famille ot 'estimation
des valeurs propres de 'opérateur de Dirac est optimale soit plus large que
celle du laplacien, il est naturel de conjecturer que les hypersurfaces isopa-
ramétriques satisfont le cas d’égalité de I'estimation de C. Bar. Ainsi, notre
but dans ce projet est de montrer que cette conjecture est vraie.

L’idée est de se placer sur un voisinage tubulaire de cette hypersurface qui
peut étre vu comme une variété compacte a bord, et de tenter d’estimer de
fagon optimale les valeurs propres de ce domaine en fonction de celles de
I’hypersurface, comme 1’a fait H. Muto pour le laplacien scalaire. La diffi-
culté principale est que I'argument de Muto ne peut pas étre généralisé pour
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I'opérateur de Dirac, car il n’y a pas de moyen naturel d’étendre un spineur
propre de 'opérateur de Dirac sur un voisinage de I'hypersurface, contraire-
ment au cas du laplacien. En particulier, le point délicat de ce travail consiste
a choisir des conditions a bord bien appropriées pour 'opérateur de Dirac
qui puissent jouer le role de conditions de Dirichlet pour le laplacien scalaire.
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