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“In my opinion, the crucial
experiment (which has not yet
been done) would be to compare
the adiabatic algorithm head-on
against simulated annealing and
other classical heuristics. The
evidence for the adiabatic
algorithm’s performance would be
much more convincing if the
known classical algorithms took
exponential time on the same

random instances.”

Scott Aaronson
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Résume

Etude des performances des machines a recuit quantique pour la résolution de problemes

combinatoires

par Daniel VERT

L'informatique quantique suscite un regain d’intérét avec les récentes annonces de plusieurs
acteurs. La raison la plus évidente est que certains algorithmes quantiques peuvent résoudre
en temps polynomial les mémes taches qui sont actuellement considérées comme non polyno-
miales sur les ordinateurs classiques. Ces dernieres années, sont apparues des machines quan-
tiques analogiques, dont les calculateurs actuellement commercialisés par la société canadienne
D-Wave sont les premiers représentants, fonctionnant selon un principe de recuit a accélération
quantique. D'un point de vue abstrait, une telle machine peut étre considérée comme un oracle
spécialisé dans la résolution d'un probleme d’optimisation N P-difficile avec un algorithme fonc-
tionnellement analogue au recuit simulé mais avec une accélération quantique. Outre les analo-
gies formelles entre le recuit simulé et le recuit quantique, il y a une analogie entre 1’état actuel de
la technique et celui du recuit simulé lors de son introduction. Les travaux menés dans le cadre
de cette these consistent a comprendre le fonctionnement d’une telle machine et a déterminer
dans quelle mesure elle contribue a la résolution de problémes combinatoires. L'enjeu est de sa-
voir s’il existe ou non une accélération de nature quantique dans ces machines par rapport aux
autres ordinateurs. L'idée est de fournir une premiére étude sur le comportement du recuit quan-
tique lorsqu’il est confronté a un probleme connu pour piéger le recuit classique. Le probléme de
couplage biparti a été choisi spécifiquement pour étre difficile a résoudre au moyen d’un recuit
simulé. Comparer les performances entre ces deux recuits donne un premier étalon et permet de
mieux caractériser leurs potentiels. Nos résultats tendent a monter que, 1’obligation de dupliquer
les qubits limite fortement la taille des problemes qui peuvent étre intégrés et conduit souvent
a des solutions non valables. Cela signifie que 1'utilisation opérationnelle d"un recuit quantique
nécessite une ou plusieurs étapes de post-traitement. Méme si I'informatique quantique analo-
gique présente de nombreux intéréts, nous soutenons qu’a moins d’avoir des interconnexions de
qubits beaucoup plus denses, il sera difficile pour cette approche de concurrencer les algorithmes

classiques sur les problemes du monde réel.

Mots-clés : Informatique quantique, Problemes d’optimisations, ordinateur quantique adiabatique, Cou-
plage biparti, graphe d’interconnexion des qubits
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Abstract

Study of the performance of quantum annealing machines for solving combinatorial
problems

by Daniel VERT

Quantum computing is gaining renewed interest with recent announcements from several players.
The most obvious reason is that some quantum algorithms can solve in polynomial time the
same tasks that are currently considered non-polynomial on classical computers. In recent years,
analog quantum machines have appeared, of which the computers currently marketed by the
Canadian company D-Wave are the first representatives, operating on a quantum accelerated an-
nealing principle. From an abstract point of view, such a machine can be considered as an oracle
specialized in solving a NP-hard optimization problem with an algorithm functionally analo-
gous to simulated annealing but with quantum acceleration. In addition to the formal analogies
between simulated annealing and quantum annealing, there is an analogy between the current
state of the technique and that of simulated annealing when it was introduced. The work carried
out in this thesis consists in understanding the functioning of such a machine and in determi-
ning to what extent it contributes to the solution of combinatorial problems. The challenge is to
know whether or not there is an acceleration of a quantum nature in these machines compared to
other computers. The idea is to provide a first study on the behavior of quantum annealing when
confronted with a problem known to trap classical annealing. The bipartite matching problem
has been specifically chosen to be difficult to solve using simulated annealing. Comparing the
performances between these two annealers gives a first benchmark and allows to better charac-
terize their potentials. Our results tend to show that the obligation to duplicate qubits strongly
limits the size of the problems that can be integrated and often leads to invalid solutions. This
means that the operational use of quantum annealing requires one or more post-processing steps.
Although analog quantum computing has many interests, we argue that unless we have much
denser qubit interconnections, it will be difficult for this approach to compete with classical al-
gorithms on real-world problems.

Keywords : Quantum computing, Optimization problems, Adiabatic quantum computer, Bipartite mat-
ching, Qubit interconnection graph
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

A T'heure actuelle, I'informatique quantique est devenue un sujet de recherche et d’étude in-
contournable. Cette branche singuliere de I'informatique acquiere une visibilité avec les annonces
majeures de grands acteurs du numérique comme IBM, Google, Intel et méme Microsoft. Malgré
I'enthousiasme de la communauté il faut appréhender les résultats obtenus avec beaucoup de

précaution et de modestie.

Sur le long terme, I'informatique quantique possede un potentiel d’impact significatif sur bon
nombre de domaines (scientifique, technologique, industriel, etc.). Bien que I'informatique quan-
tique porte de nombreux espoirs sur la résolution de problémes pratiques, il n’est pas encore
évident de l'affirmer avec certitude. Aujourd’hui, l'informatique quantique permet de résoudre
certains problémes (assez) spécifiques pour lesquels nous ne connaissons pas réellement d'im-
pacts concrets et reste limitée sur les problemes pratiques. L'objectif d’obtenir une accélération
quantique n’est pas encore évident malgré ’annonce d’une premiére forme de suprématie quan-
tique [19] et le principal enjeu est de déterminer si de telles machines sont capables de rivaliser
avec leurs homologues classiques, voire méme de les surpasser en terme de puissance de calcul.
Une des applications possibles pour ce type de machine provient du fait qu’il existe des algo-
rithmes qui permettent de résoudre en temps polynomial des problemes dont les meilleurs algo-
rithmes connus sont non polynomiaux. Néanmoins, d"un point de vue expérimental, I'émergence
d’ordinateurs quantiques qui seraient capables de rivaliser avec les performances des ordinateurs
classiques reste du domaine de la spéculation. Les réalisations actuelles sont encore préliminaires,
méme si certaines expériences sont impressionnantes au niveau physique (Expérience de Google
sur la suprématie [19]), il reste encore a concevoir, réaliser et analyser des machines a plus
grandes échelles. Les ordinateurs quantiques sont loin de passer a 1’échelle et restent plus du

domaine de la recherche fondamentale que de la commercialisation.



2 Chapitre 1. Introduction

1.1.1 Défis du quantique

Les défis de I'informatique quantique sont nombreux, technologique, algorithmique et parti-
culierement sur la résolution de problémes. Méme si I'apport du calcul quantique reste encore a
évaluer, nous pouvons répertorier quatre grandes classes de problémes par domaines :

— L’optimisation combinatoire avec les problemes de trajets [126, 120], de coloriage notam-
ment [64, 165, 111].

— Simulation complexe du fonctionnement de la matiere au niveau moléculaire [170], la si-
mulation des interactions atomiques [113] et biologiques [163].

— Factorisation de nombres entiers afin de casser les codes de sécurité type RSA [59], I’algo-
rithme de Shor [139, 101].

— L’entrainement des IA neuromorphiques en particulier le Deep Learning [27] requiert une
puissance de calcul trés importante pour les supercalculateurs afin d’entrainer efficace-
ment des réseaux de taille raisonnable [45].

Il existe bon nombre de domaines d’applications émergeant comme la finance [134], I'assu-
rance, et méme 1’exploration spatiale '. Tous les domaines qui ont des problémes avec une com-
binatoire trop importante pour pouvoir étre résolu rapidement pourront étre touchés par les
avancées de l'informatique quantique. L'intérét principal du calcul quantique est de diminuer
I’échelle de temps de calcul qui, a 'heure actuelle, reste encore trop important pour permettre
de résoudre efficacement certains problemes. En pratique, il n’existe pas encore de réponse clai-
rement formulée et identifiée (malgré bon nombre d’annonces spéculatives) qu’auront ces ma-
chines sur la résolution de problemes difficiles (N P-difficiles). Pour l'instant, le développement
de cette branche se focalise essentiellement sur des problemes d’ordres techniques (tester les
principes de la physique quantique par exemple) et ce sont leurs évolutions technologiques qui

poussent a identifier et développer des algorithmes spécifiques plus performants.

1.2 Tours d’horizon

Dans les années 80, le physicien Richard Feynman, avait 'intuition de créer des simulateurs
quantiques [80] qui exploiteraient les effets de la mécanique quantique pour simuler leurs phéno-
menes tandis que cette simulation serait quasiment impossible pour des ordinateurs classiques.
Dix ans apres cette intuition, les premieres briques tres expérimentales d’ordinateurs et d’algo-

rithmes quantiques ont été réalisées physiquement. Depuis, la recherche dans le domaine n’a

1. https://www.spacelaw.fr/comment-lordinateur-quantique-va-revolutionner-le-
spatial
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cessé d’évoluer 2. Malgré tout, beaucoup d’algorithmes quantiques ne sont pas encore utilisables
sur des ordinateurs quantiques, ni méme sur des simulateurs et restent des concepts théoriques.
En effet, le nombre de qubits disponible reste encore trop modeste (53 qubits d'IBM, 54 qubits
de Google) pour que ces algorithmes puissent résoudre des problémes de tailles non triviales, et

ainsi rivaliser avec la puissance de calcul des super-ordinateurs voire les dépasser [21].

1.2.1 La course a la Suprématie Quantique

C’est en 2018 que la notion de suprématie quantique commence a émerger et a devenir une
réalité portée par plusieurs acteurs majeurs du domaine tel que Google?® et IBM. Considéré
comme le “Saint Graal” de l'informatique quantique, ce palier est atteint lorsqu’un algorithme
quantique exécuté sur une implémentation matérielle d’un ordinateur quantique est capable de
calculer en un temps raisonnable un résultat hors d’atteinte des ordinateurs classiques [140, 141].
En théorie de la complexité, il nous faut donc trouver un probléme qui peut étre résolu par 'or-
dinateur quantique et qui a facteur d’accélération suffisamment important, et pour les meilleurs
cas, exponentiel par rapport au meilleur algorithme classique [96, 135]. Pour cela, le nombre de
qubits utilisables doit étre supérieur au seuil auquel aucun supercalculateur ne pourra étre en
mesure de gérer la croissance exponentielle de calcul nécessaire pour simuler son équivalent
quantique. Néanmoins, a I’heure actuelle, nous ne savons pas s’il existe un moyen algorithmique
classique plus efficace pour simuler un systeme quantique qui évite de reposer sur une taille
mémoire qui augmente exponentiellement avec le nombre de qubits mis en jeux.

Dans I'article de R. Konig et al. [38], les auteurs définissent que, si les ordinateurs quantiques
peuvent réellement réaliser des opérations inaccessibles aux ordinateurs classiques, alors ce sera
uniquement sur des problemes tres particuliers sans avoir de portée applicative concrete (ex.
expérience de Google décrite ci-dessous). Plusieurs tests * ont tenté de montrer la supériorité des
ordinateurs quantiques face aux algorithmes classiques, mais jusqu’a présent, ils ont rapidement

été rattrapé par des algorithmes plus optimisés [105] et plus performants.

C’est en 2017 que Google a annoncé avoir démontré la suprématie quantique en résolvant le
probleme d’échantillonnage avec un réseau de 49 qubits supraconducteurs [53]. En octobre de la

méme année, IBM fait la démonstration d"une simulation de 56 qubits sur un supercalculateur et

2. Le Quantum Algorithme Zoo http: /quantumalgorithmzoo.org/ offre une soixantaine d’algorithmes plus
ou moins aboutis.

3. Le terme de suprématie a été inventée en 2011 par John Preskill dans un communiqué au Congres de Sol-
vay [140] mais le concept d’avantage en informatique quantique remonte aux propositions de Yuri Manin en
1980 [119] et de Richard Feynman en 1981 [80]

4. Parmi ces tests, nous pouvons citer la proposition d’échantillonnage de bosons d’Aaronson et Arkhipov [3],
les problemes spécialisés de D-Wave [106] et 1’échantillonnage de nombres aléatoires certifiés [4].


http:/quantumalgorithmzoo.org/
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permet d’augmenter le seuil théorique limite du nombre de qubits nécessaires pour affirmer obte-
nir une suprématie quantique [137]. En 2018, des travaux théoriques montrent que la suprématie
quantique devrait étre prochainement atteignable. Pour cela, les auteurs montrent que sur un
réseau bidimensionnel de 7 x 7 qubits, si les taux d’erreur sont suffisamment faibles [31], alors
'algorithme quantique peut surpasser un algorithme optimisé.

Enfin, le 20 septembre 2019, le Financial Times affirme que “Google prétend avoir atteint la suprématie
quantique avec un réseau de 54 qubits dont 53 fonctionnels, qui a été utilisés pour effectuer une série
d’opérations en 200 secondes au lieu de 10 000 ans avec un supercalculateur”. Le 23 octobre, Google
a officiellement confirmé ces affirmations [19] et IBM a directement répondu en suggérant que
certaines affirmations étaient excessives et laisse entendre que leur calcul prendrait 2.5 jours au
lieu de 10 000 ans [138] sur un supercalculateur. Méme si Google a montré expérimentalement
une suprématie quantique il n’en reste pas moins que le probléme est artificiel et peu utile. La
controverse vient du fait que dans la définition de la suprématie quantique, il serait souhaitable
de résoudre un probléme qu’un supercalculateur ne peut pas résoudre et il serait également
souhaitable que le probléme traité soit utile. Néanmoins, la course entre quantique et classique a
permis de faire un bond en avant dans le développement d’algorithmes.

1.2.2 Un autre genre d’ordinateur quantique

Contrairement aux ordinateurs d'IBM et de Google, la société canadienne D-Wave commercia-
lise et utilise un autre type d’architecture bien particulier. L'ordinateur est basé sur un procédé
de recuit quantique (détaillé au chapitre 3) qui consiste a préparer un hamiltonien initialement
prévu pour connecter les qubits entre eux. Cet hamiltonien posséde un état choisi qui permet
de définir un probleme donné. Le processus de recuit quantique va faire évoluer adiabatique-
ment "hamiltonien du systéme simulé par la machine (un verre de spin) d'un état initialement
connu vers 'hamiltonien final dont la configuration d’énergie minimale correspond a la solu-
tion d'un probléme a résoudre. Ce type d’ordinateur est théoriquement capable de résoudre
expérimentalement des problemes de la classe NP-complets (classe que nous allons détailler au
chapitre 2) tel que le voyageur de commerce ou encore le probleme du sac a dos.

1.3 Problématique et enjeux de la these

L’objectif de cette thése est d’évaluer expérimentalement les performances que peuvent réaliser
les ordinateurs quantiques analogiques qui utilisent une forme de recuit adiabatique. L’enjeu est

de savoir s’il existe ou non un facteur d’accélération quantique dans ces machines par rapport aux
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autres ordinateurs classiques. Plus précisément, nous nous sommes posés la question suivante :
le type d’algorithme mis en ceuvre dans les machines a recuit quantique (comme nous l’avons
vu a la section précédente) possede-t-il une accélération en terme de temps et possede t-il des
performances de calcul supérieures pour la résolution de problémes difficiles par rapport a son
homologue classique, le recuit simulé ?

Tout d’abord la question est de savoir dans quelle proportion la machine est capable de résoudre
un probleme ayant un nombre de connexions supérieur aux nombre de connexions disponibles
dans la topologie de cette architecture? Afin de pouvoir répondre a cette question nous nous
sommes orientés sur 1’élaboration d’algorithmes pour intégrer des problemes a forte densité de
variables afin de connaitre la limite intrinseque de la connectivité dans la machine.

Le deuxieme enjeu est de pouvoir comparer les capacités d'une machine a recuit quantique avec
un recuit simulé sur un probléme difficile pour lui mais de nature polynomiale (facile a résoudre).
En effet, la plupart des études montrent des résultats sur des problemes difficiles et n’apportent
pas de réponses claires quant aux performances de la machine. De plus, les comparaisons faites
avec les solutions sur un recuit quantique sont comparées avec des solveurs avancés (recherche
tabou, simplexe, etc.). Dans ce contexte, notre objectif est de mieux appréhender la comparaison
des résultats en se focalisant sur le méme type d’algorithme (le recuit) et de résoudre un probleme
qui est facile en apparence mais difficile pour le recuit. Nous cherchons alors a répondre a la ques-
tion : dans quelle mesure I'ordinateur quantique adiabatique arrive-t-il a obtenir la solution opti-
male alors que son homologue classique est facilement piégé? Comparer les performances entre
ces deux recuits dans le pire cas nous donne un premier élément de réponse sur l'existence d’une
accélération quantique par rapport au recuit classique. Enfin, savoir si ces machines avec plus
de 2000 qubits sont capables de résoudre efficacement des problemes concrets et connaitre leurs
performances permet de mieux caractériser leurs potentiels sur des probléemes de plus grandes

tailles que ceux adressables pour 'instant.

1.3.1 Plan du manuscrit

Ce manuscrit est organisé de maniere synthétique ci-dessous suivant le contenu des chapitres.

Le chapitre 2 dresse un panorama partant de la physique quantique jusqu’a I’ordinateur quan-
tique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Pour pouvoir appréhender le chapitre dédié a
'ordinateur quantique analogique, il nous faut d’abord expliquer les principes qui régissent ces
machines. Ce chapitre décrit aussi les classes de complexité qui sont associées aux problemes que
la machine devrait pouvoir résoudre et les outils qui sont aujourd’hui disponibles pour exploiter

efficacement les machines.
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Le chapitre 3 présente en détail le fonctionnement interne et le graphe d’interconnexion des
qubits dans les machines quantiques analogiques telles qu’elles sont vendues par la société Ca-
nadienne D-Wave. A partir des principes de base nous pouvons appréhender différents types de

problemes potentiellement transposables sur 1’architecture de la machine.

Le chapitre 4 fait tout d’abord un état de l'art de la capacité des ordinateurs quantiques ana-
logiques a résoudre des problémes. Il présente également la polémique autour de ces machines.
Enfin, nous présentons l'algorithme classique fonctionnellement analogue au recuit quantique,

le recuit simulé, introduit dans les années 80.

Le chapitre 5 examine une nouvelle approche pour résoudre des problemes QUBO denses en
ne faisant appel qu'une seule fois au recuit quantique. L'approche la plus conventionnelle est de
venir intégrer les variables du probleme sur plusieurs qubits, mais cette approche nécessite de
nombreuses invocations du recuit afin de résoudre des problemes de petites tailles.

Une autre approche consisterait a étudier 'existence de relaxations creuses conformes a la topo-
logie d’interconnexion des qubits de la machine. Et dans un second temps de déterminer un sous-
ensemble de coefficients non nuls qui offre toujours des solutions de bonne qualité au probléme
d’origine. Nous allons détailler un algorithme afin de déterminer si de telles relaxations pratiques
existent ou non, et plus précisément, si elles sont faciles a trouver. Nos expériences suggerent que
ce n'est pas le cas et, par conséquent, que la résolution de problémes arbitraires, méme de taille
modérée, avec un seul appel a un recuit quantique n’est pas possible, du moins dans les limites

de la topologie.

Le chapitre 6 étudie expérimentalement le comportement des ordinateurs quantiques analo-
giques lorsqu’ils sont confrontés a des instances du probléme de couplage de cardinalité maxi-
male spécifiquement congue pour étre difficiles a résoudre au moyen d'un recuit simulé. Nous
testons un processeur “Washington”(2X) avec 1098 qubits opérationnels sur différentes tailles
d’instances pathologiques et nous observons que pour tous ces cas, sauf les plus triviaux, il ne
parvient pas a obtenir une solution optimale. Ainsi, nos résultats suggerent que le recuit quan-
tique, au moins tel qu’il est mis en ceuvre dans les machines types D-Wave, tombe lui aussi dans
les mémes pieges que le recuit simulé. Cela nous fournit donc des preuves supplémentaires al-
lant dans le sens de l'existence de problemes polynomiaux qui restent difficiles a résoudre avec

certains algorithmes pourtant efficaces en pratique.

Le chapitre 7 examine dans quelle mesure la topologie d’interconnexion des qubits explique

les résultats expérimentaux du chapitre 6. Nous fournissons des éléments de réponses sur le
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fait que la topologie conduit a des problemes de taille artificiellement importante et peut en
partie expliquer les observations mentionnées ci-dessus. Nous pouvons donc envisager que des
topologies d’interconnexions plus denses permettraient de réaliser le potentiel de ’approche par

recuit quantique sur ce probleme.

Le chapitre 8 conclut ce manuscrit par un résumé des différentes contributions et des résultats

obtenus avant d’ouvrir la discussion sur des perspectives de recherche a venir sur le sujet.
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Chapitre 2

De la physique a I'informatique quantique

2.1 Introduction

La mécanique quantique est aujourd’hui 'un des modeles physiques le plus prédictif et le
plus étendu qui existe. Elle permet de décrire précisément la nature a 1’échelle microscopique, les
interactions entre des atomes, les particules élémentaires et peut-étre méme les constituants ul-
times de la matiére [17]. A I'autre extréme, elle est nécessaire pour les assemblages moléculaires et
jouerait un role prédominant aux plus grandes échelles de 1'univers (fluctuations quantiques de
l'univers primordial [42]) !. De plus, l'utilisation indirecte de la mécanique quantique dans notre
société permet de nombreuses applications directes. L'ordinateur résulte de la compréhension
du transport de charge dans les semi-conducteurs, les lasers sont directement liés aux échanges
entre la matiére et le rayonnement, le GPS est calibré sur des horloges atomiques, I'IRM découle
de la mesure de l'excitation des spins nucléaires dans les champs magnétiques produits par les

bobines supraconductrices, etc.

La puissance de calcul des ordinateurs quantiques a fait I'objet d’études approfondies depuis
I'observation de Feynman [80] en 1982. Deutsch [61] en 1985 a été le premier a établir une base
solide en introduisant un modele entierement quantique pour le calcul et en donnant la des-
cription d'un ordinateur quantique numérique (universel). Mais vraisemblablement, la preuve
la plus importante du potentiel de puissance des ordinateurs quantiques vient de la découverte
par Shor d’un algorithme quantique, en temps polynomial [157] en 1’occurence, en O(N?). Cet
algorithme permet de trouver les facteurs premiers des nombres composés et de calculer le loga-
rithme discret. Des résultats plus récents incluent ’algorithme quantique de Grover [90] qui s’ap-
plique sur les problémes de recherches non triés et offre une accélération quadratique en O(v/N)

1. La mécanique quantique s’applique sur une échelle de presque 54 ordres de grandeur en taille, et reste aujour-
d’hui assez précise pour déterminer des grandeurs avec des précisions pouvant parfois dépasser les 10~!2 comme
par exemple les mesures de transitions fines électromagnétiques pour certains atomes, et en particuliers celles qui
sont utilisées pour la définition moderne du metre.
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sur les algorithmes de recherche exhaustive. Enfin 1’algorithme quantique de Hallgren [95] pour
I’équation de Pell est exponentiellement plus rapide que n’importe quel algorithme classique

connu.

2.2 Notions de mécanique quantique

La mécanique quantique est décrite par des concepts et principes qui sont contraires a 1'intui-
tion courante. Ce domaine de la physique se base sur des superpositions d’états, des interférences
entre atomes (voir d'un atome avec lui méme) et le principe d’intrication de particules pour for-
mer un systeme lié a des distances théoriquement infinies. La base mathématique est un espace
Hilbertien dont la taille augmente exponentiellement avec le nombre de systémes élémentaires

considérés via le produit tensoriel.

2.2.1 Rappels mathématiques

Espace vectoriel des fonctions d’'ondes La fonction d’onde décrit Iétat spatial d"un objet quan-
tique. Si l'espace est a trois dimensions paramétrées par la position x,y,z € R, alors la fonction

d’onde donne :

Y:(xyz) e R—=y(xyz)eC (2.1)

L’ensemble des fonctions d’ondes noté H forme alors un espace vectoriel a valeurs complexes.
En effet, en prenant deux fonctions d’ondes ¢, ¢ € H, la somme et le produit par une constante
complexe appartiennent aussi a cet ensemble : ¢ = 1 + ¢ € H et 0 = Ay € H. En notation de
Dirac?, les deux équations ci-dessus donnent : |¢) = |1p1) + [¢) et [) = A [y1).

Produit scalaire Pour distinguer quantitativement deux fonctions d’ondes, nous introduissons
le produit scalaire entre ces deux fonctions. Le produit scalaire Hermitien® de deux fonctions
d’ondes [iP1) et |p) est le nombre complexe noté (i1 |y,) défini par :

2. Cette notation introduite par Paul Dirac dans les années 30 [65] facilite I'écriture des équations en mécanique
quantique et caractérise I’aspect vectoriel représentant ’état quantique.
3. Par définition, tout un produit scalaire Hermitien (i1]|¢») € C sur un espace vectoriel H doit vérifier les
propriétés suivantes :
— (¥2[1) = (§1][1h2) complexe conjugue
— (P1]Ad + pb) = A (P1|¢) + pu (1]6) linéarité
— (9ly) 20
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(Wily2) = [, $1(x,,2) (v, 2)dxdydz 2

ot P1(x,y,z) est le nombre complexe conjugué de ¢ (x,y,z). La notation de Dirac (¢1|¢,) du
produit scalaire fait intervenir (¢;| qui corresponds au conjugué de la fonction ¢;. Comme en
géométrie Euclidienne, nous pouvons interpréter le produit scalaire comme la composante du
vecteur |¢») projetée orthogonalement sur le vecteur |i;). Les deux fonctions sont orthogonales
si et seulement si (1]y,) = 0. De plus, ||||> = (y|) définit la norme au carré de la fonction ¢
et la fonction s’écrit :

912 = ly) = [ 19(x,y,2) Padydz 3

alors la norme ||| représente la surface sous la courbe positive de |i(x,y,z)[%. Le vecteur est
normalisé si ||ip|| = 1, cela signifie que le vecteur est de longueur 1. Cette notion est essentielle
pour interpréter |¢(x, y, z) \2 comme une densité de probabilité de présence lors de la détection de
la particule. Il faut remarquer qu’il y a des fonctions dont la norme est infinie (par exemple pour
une onde plane). L'espace des fonctions pour lesquelles la norme est finie est appelé 1’espace de
Hilbert H des fonctions d’ondes (dans la suite de la section, 1’espace de Hilbert de spin 1/2 est

de dimension finie N = 2 pour les qubits).

L'équation d’évolution L’équation de Schrodinger exprime l’évolution dans le temps de la
fonction d’onde quantique ¥ (x, t) de la particule. Cette équation donne la loi d’évolution du
vecteur |¢(t)) dans I'espace de Hilbert :

) — insr (o) 2.4)

L’Eq. 2.4 donne précisément la modification a tout instant de ’'onde et cette modification dépend

de la masse de la particule mais aussi des forces qu’elle subit a travers la fonction potentiel V(x) *.

L’opérateur hamiltonien H est un générateur de 1’évolution temporelle. Enfin, c’est une équation

linéaire. Si nous connaissons I’évolution de |y (f)) et de |, (¢)), alors la somme [p(0)) = |¥1(0)) +
|42(0)) évolue comme la somme des évolutions : [¢(t)) = |1 (f)) + |P2(t)). Cette propriété est le

principe méme de la superposition (développé dans la section suivante).

4. En notation de fonction d’onde, I'Eq. 2.4 se développe par exemple dans un cadre simplifié unidimensionnel :

2 32
ihaa—lf (x,t) = ff—mgz—f(x, t) + V(x)p(x, t) avec m la masse, V(x) le potentiel et /1 la constante de Planck
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2.2.2 Principes physiques

Superposition Un état quantique est une combinaison linéaire a coefficients complexes, de
norme un, d’états observables . Cette notion résulte du premier postulat de la mécanique quan-
tique qui énonce : “quel que soit I'état d'un systeme quantique il est représenté par un vecteur dans
son espace vectoriel d'Hilbert”. La conséquence est que 'état d'une quantité doit étre représenté
comme une somme dans 'espace de Hilbert en dimension fini de N vecteurs et chaque vecteur
représente une quantité observable dans cet espace. En notation de Dirac, la superposition d"un
état quantique |¥) s’écrit [91] :

|'¥) = co|ag) +c1 1) + ... +en—1 |an—1) + N |an)

Les c; sont les coefficients complexes de la combinaison linéaire de I'état global |¥), et les |a;)
représentent les vecteurs de la base dont dépend 'observable. En effectuant une mesure, 1'in-
terprétation habituelle de la mécanique quantique (dite interprétation de Copenhague [98]) pos-
tule que le vecteur possédant 1'ensemble des états possibles est projeté sur un des vecteurs de
la base et 1’état |¥) devient alors un état classique. Dans les calculateurs, il n’est pas nécessaire
d’avoir plus de deux états a controler. En effet, seulement 2N sont nécessaires pour effectuer
des calculs pour N qubits. Pour un qubit seulement deux états distincts sont mesurables (Par
exemple : le sens de magnétisation du spin d"un électron, la polarisation d"un photon, la fréquence

d’un courant oscillant dans un supraconducteur, etc).

Pour qu'un calcul soit théoriquement plus efficace qu’avec un ordinateur classique, la superpo-
sition d’états [130] doit avoir un espace de Hilbert de dimension N (voir rappel mathématique).
L'intérét est d’avoir un mot® possédant un maximum de qubits pour obtenir un grand nombre
d’états superposés. Cette propriété importante permet aux calculateurs quantiques de paralléliser
les calculs a un niveau théoriquement inégalable avec les meilleurs supercalculateurs.

Intrication Quand des particules sont dit intriqués, elles ont comme propriétés de partager la
méme fonction d’onde, méme a des distances arbitrairement éloignées [152]. Cette propriété leur

confere un état quantique corrélé sans étre pour autant identique”.

5. Pour chaque quantité mesurable (spin, position, quantité de mouvement, etc.) lui correspond un opérateur
observable [71].

6. i.e. assemblage de plusieurs qubits

7. Principe de non-localité (1935) [72].
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Quand deux (ou plusieurs) qubits sont intriqués, une mesure effectuée sur 1'un aura instan-
tanément l'effet sur 1’autre sans attendre un délai de transmission d’information entre eux. Alain
Aspect (1982) a démontré dans [20] qu’agir sur un photon aura une conséquence directe sur
l'autre. En informatique quantique numérique, le principe d’intrication est utilisé a 1’aide de
portes quantiques a plusieurs qubits (deux ou trois) pour les connecter entre eux et avoir un
état quantique commun. Deux qubits non intriqués sont dans deux états quantiques a deux
dimensions alors que deux qubits intriqués sont représentés par un état a quatre dimensions.
Cette intrication est associée a une impossibilité de dissocier les qubits jusqu’a la mesure (ou tout

phénomeéne irréversible sur la fonction d’onde).

Par exemple, en prenant un systéme a deux qubits {Qq, Q» } décrit par un vecteur d’état, 1’état
est un vecteur dans 1'espace de Hilbert H; ® H» 8. Alors I’ensemble des états s’écrivent sous la
forme du produit tensoriel entre Q; et Q» comme :

[Y142) = [¥1) @ [¥2) (2.5)

L’Eq. 2.5 montre bien des états séparables car |¥1) ® [¥2) = |¥1) |¥2). En effet, les systemes Q;
et Q> sont dans un état quantique strictement identifié. Alors, agir sur Q> n’influence en rien
I'état du systeme Q;. En revanche, un état intriqué est un état non séparable qui s’écrit sous la
forme |¥Y142) = a|P1) [P2) + B|$1) |$2). En prenant une base de 'espace d’Hilbert H; tel que
{I4+)1,]=)1} et Hp de la forme {|+),,|—),}, 'état séparable est donné par :

[Fsep) = %(!Hl )2 = 1=11-)2) = ==+ — =) @), (2.6)

Alors que l'état intriqué s’écrit :

1
V2

Quand le systeme est intriqué, 1’état d’un qubit n’est pas clairement défini, c’est 1’état de 1'en-

[Fint) = —=([H)1[=)2 = [-)1[+)2) (2.7)

semble du systeme qui est défini et qui évolue au cours du temps. Lors de la mesure, son état
choisit un état classique avec une amplitude de probabilité donnée par les coefficients («, B) de
'état intriqué. Quand le qubit est mesuré, 1’état de l'autre qubit est donné par corrélation. La
principale caractéristique de 1’état 2.7 est une corrélation des mesures réalisées sur Q; avec les
mesures réalisées sur Q>. Par exemple, nous mesurons 1’état de Q; dans la base + /- avec comme

résultat + (dans I'Eq. 2.7, nous avons 50% de chance), le systeme total est projeté dans 1’état

8. le symbole ® représente le produit vectoriel entre les deux espaces.
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|+); |—), de telle fagon que la mesure de Q, donnera —. Ainsi, un systéme intriqué forme un

ensemble, qui n’est pas séparable en deux systemes indépendants tant qu’il est intriqué.

Effet tunnel De par sa nature corpusculaire et ondulatoire, la matiere a une probabilité non
nulle de traverser d’importantes barriéres énergétiques [122]. A titre d’exemple considérons deux

métaux conducteurs que nous rapprochant pour piéger des électrons.

En plagant deux métaux a 1’équilibre aussi proche 1'un de l'autre que possible, ce dispositif
constitue une barriere de potentiel pour leurs électrons. L'énergie est inférieure a la hauteur de
la barriere que représente ’espace entre les deux métaux. Le principe de ce dispositif est alors de
rapprocher suffisamment prés deux métaux conducteurs de telle sorte que les fonctions d’ondes
des électrons puissent se recouvrir. Ainsi, la barriere de potentiel n’est plus infranchissable pour
les électrons. L'effet tunnel de nature purement quantique possede une forte probabilité de se

produire .

L'application d"une différence de potentiel noté V), entre les deux métaux conducteurs permet
de faire circuler le courant. Alors, selon I’approximation WKB !, le courant tunnel est propor-
tionnel a la probabilité de transfert P;_,, des électrons du conducteur c; vers un conducteur c;.
En définissant d, la distance de séparation, E 1'énergie d"un électron par rapport a I’énergie de
Fermi ! du conducteur c; et § = (¢1 + ¢»)/2 avec ¢ et ¢, représente le travail de sortie des
électrons (I'énergie nécessaire pour arracher un électrons de la surface), alors la probabilité d’ob-

2m ([ - eV,
Py =exp [—Zd\/? (cp —E— Tp)

L'effet tunnel est un processus physique qui conserve 'énergie de la particule transféré (I’énergie

tenir 'effet tunnel est :

(2.8)

totale d'un systéme est conservée). Pour des électrons avec une tension de polarisation eV, < ¢
et avec une énergie proche de l'énergie de Fermi E ~ 0, la probabilité de passage devient :
Py, = exp(—2kd) avec k est la constante d’atténuation du vide (k = y/2m¢p/ hz) et vaut 10
nm™ 1. L'électron possede alors une probabilité de passage d’environ 80% alors que pour un
proton (m, =~ 2000m,), la probabilité passe a 10~'° & cause de l'effet de masse. Ainsi, l'effet

9. Dans cette configuration, il existe un courant tunnel non nul au travers duquel les électrons peuvent circuler.
10. L'approximation vient des inventeurs Wentzel, Kramers et Brillouin et est une méthode permettant une
résolution approchée de 1'équation de Schrodinger. Le but de cette approximation est de retrouver le régime clas-
sique lorsque 7 tend vers 0.
11. L’énergie de Fermi désigne I'énergie du plus haut état quantique occupé dans un systeme par des fermions (ici
des électrons) a 0 Kelvin.
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tunnel utilisé dans les ordinateurs quantiques dépend de la largeur de la barriére (du puits de

potentiel) mais aussi du type de qubits utilisés.

2.3 Les qubits

Les ordinateurs classiques sont constitués d"un ensemble de circuits électroniques élémentaires

construit a partir de transistors. Observer I'état d"un cbit '? revient a déterminer une représentati-
on physique de ses deux états. La représentation la plus fréquente consiste a utiliser deux poten-
tiels électriques qui ne se chevauchent pas pour les états 0 et 113 et est entierement déterministe.
Malgré tout, des erreurs peuvent survenir lors du calcul et sont corrigées via des systémes de
correction utilisant de la redondance.
En revanche, les qubits sont les éléments de base des ordinateurs quantiques et sont fonction-
nellement différents des cbits [153]. Les équations déterministes que nous connaissons bien de-
viennent des équations probabilistes et les principes qui sont propres aux qubits leurs permettent
d’étre dans un état de superposition entre |0) et |1) 4.

Candidat pour étre un qubit Les défis a surmonter pour concevoir technologiquement un
calculateur quantique opérationnel restent encore complexes et tout objet quantique n’est pas
nécessairement un bon candidat au titre de qubit. D. DiVincenzo [67] donne cing criteres qui

doivent étre satisfaits par tout candidat au titre de qubit :

1. Qubits a deux états : Chaque qubit doit pouvoir se trouver dans deux états bien distincts,

les autres états possibles doivent posséder des densités de probabilités négligeables,

2. Qubits initialisable : Chaque qubit doit étre manipulable pour étre mis dans un état de

base bien défini,

3. Portes quantiques : Chaque qubit doit pouvoir étre utilisé pour construire un jeu de portes
quantiques universelles i.e. en nombre et variété suffisante pour préparer n'importe quel
type d’état quantique (ce critére n’est pas forcément inclus dans les ordinateurs de type
D-Wave),

4. Etat mesurable : Chaque qubit doit pouvoir étre mesuré de maniére individuelle a la fin

du calcul,

12. cbit pour “classical bit”, un bit dans un état 0 ou 1
13. Un bit est de valeur 1 si le courant passe et 0 sinon.
14. 0 est I'état fondamental (“ground state”) et 1 1'état excité (“excited state”).
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5. Temps de cohérence long : Le temps de cohérence 1° doit étre suffisamment long par rap-
port au temps que nécessite le calcul. Nous parlons de décohérence intrinseque quand les
états superposés retombent dans un état classique avant la fin du calcul, et de décohérence
environnementale quand les qubits subissent une perturbation extérieure. Pour le calcul
quantique numérique, ce point est central, il faut garder la cohérence des états de grande
taille afin que I'algorithme puisse exécuter I'ensemble des taches. Pour le calcul quantique
adiabatique il faut que le temps de cohérence des qubits soit suffisamment long par rap-
port au temps que nécessite la durée du processus adiabatique (que nous détaillerons au
Chapitre 3) afin de respecter autant que possible les conditions du théoréme adiabatique.

2.3.1 Sphere de Bloch et regle de Max Born

Dans un modele probabiliste classique défini sur R, un bit a une probabilité p d’avoir la valeur
0 et 1 — p d’avoir la valeur 1. En revanche, pour un qubit le modeéle mathématique défini sur
C peut-étre représenté comme une sphere de Bloch (schématisé sur la figure 2.1). Ce modele
représente 1'état d’un qubit avec un vecteur a deux dimensions et dont la norme est de 1 (voir
rappel mathématique). Ce modéle permet au qubit d’étre encodé sur une infinité d’états distincts
entre |0) et |1). Les états intermédiaires sont des vecteurs de longueur 1 avec un angle 6 par
rapport a z et un angle i par rapport a x. Alors, les états |0) et |1) représentent les états de sortie

a la mesure.

07

____________

1y

FIGURE 2.1 — Représentation de la shpére de Bloch d"un qubit (tiré du livre "Quantum
Computation and Quantum Information” [131])

15. le temps pendant lequel les qubits restent en état de superposition
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Initialement, I’état du qubit est une superposition de 1’état |0) et de 1’état |1), le parametre a?
donne alors la probabilité d’obtenir I'état |0) et B2 1’état |1). En réalité, nous avons besoin que de
deux angles et un unique module pour représenter deux complexes qui vérifient que la somme
des probabilités '® donne obligatoirement 1 (norme) avec la relation : a®> + g2 = 1 (la fonction
d’onde d'un qubit). Cette relation élevée au carré représente alors la densité de probabilité de
présence du qubit et la norme est directement reliée a la fonction d’onde de Schrodinger. L'Eq. 2.9

donne la relation entre « et B avec la regle de Max Born :

¥) = a|0) +B[1) (2.9)

Ou |¥) représente 1’état global du qubit, « = cos(6/2) et B = exp{i¢} sin(6/2) les probabilités de
I’état du qubit associées a 0 et 1. Ainsi, lorsque le vecteur d’état est initialisé horizontalement dans
la sphere de Block [30], le qubit est dans un état superposant 0 et 1. La possibilité de présence est la
méme, mais la phase est reliée par le vecteur ¢ dans I’exponentielle. Grace a cette représentation,
I'état d’'un qubit peut facilement étre initialisé et modifié (via des portes logiques ou d’autres
processus, que nous présenterons en détail plus tard). Le qubit est un objet quantique et comme
nous 'avons vu tous les objets physiques ne peuvent pas étre de bon candidat pour étre des

qubits.

Il existe un grand nombre de technologie en cours d’exploration pour faire des qubits (su-
pras 7, photons, ions piégés, électrons, etc). Le lecteur désireux de découvrir les voies technolo-

giques peut se référer au document ”Status of quantum computer development” 18

qui est un état
des lieux de l'informatique quantique a la date de rédaction de ce manuscrit. Il évoque notam-
ment d’autres technologies qui ont, pour I'instant, peu de chances d’aboutir et qui sont toujours
en cours d’études. A l'écriture de ce manuscrit, aucune technique n’est véritablement passé a
I’échelle pour les ordinateurs numériques (au-dela de 50 qubits) ou ne garantit pas d’étre to-
talement utilisable (pour les analogiques). Chacune d’elles possede leurs avantages mais aussi
beaucoup d’inconvénients : la stabilité, le taux d’erreur, la durée de cohérence, la température de

fonctionnement, le processus de fabrication, etc.

16. Modele probabiliste de Max Born en 1926 [37]

17. Cette technique est technologiquement facile a fabriquer et s’appuie sur les techniques de création de circuits
CMOS. L'équipe de D. Esteve au CEA fait partie des précurseurs de la création de tels qubits supraconducteurs.

18. https://www.bsi.bund.de/EN/Topics/Crypto/Cryptography/QuantumComputing/quantum_
computing_node.html


https://www.bsi.bund.de/EN/Topics/Crypto/Cryptography/QuantumComputing/quantum_computing_node.html
https://www.bsi.bund.de/EN/Topics/Crypto/Cryptography/QuantumComputing/quantum_computing_node.html
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2.3.2 Utilisation des qubits

Une des difficultés en informatique quantique est de faire correspondre les portes quantiques

a des opérateurs unitaire et réversible. Toutes portes non réversible ne pourront donc pas étre
simulé par l’évolution d'un qubit. A la différence des bits classiques, il existe une famille de
transformations (unitaire ou binaire) qui permettent de réaliser des opérations logiques sur les
qubits [40, 66] :

— La porte X (ou NOT) : |[¥) = a |0) + B |1) 2N [¥x) =wal|l)+B10)

— Laporte Y: [¥) = a |0) + B|1) = [Fx) = ia|1) —iB|0)

— Laporte Z (ou flip) : |[¥) = a |0) + B |1) Z ¥x) =al0) —B|1)

— La porte de Hadamard : H = \%(!0) + (1))

— Toute les portes de rotations : [¥) = a |0) + B [1) EN [¥x) = a|0) + Be? |1)
De méme que la porte NAND (NON-ET) qui est universelle ! en logique classique, il y a des
portes universelles pour la logique réversible 2’ qui est un cas particulier de la logique quantique.
Par exemple la porte de Toffoli [24] : Si deux premiers qubits sont dans 1’état |1) elle applique
une porte Pauli-X (NOT) sur un troisiéme qubit, sinon 0. Puisqu’elle est ’analogue quantique

d’une porte classique, elle est entierement décrite par sa table de vérité et peut étre écrite comme
la,b,c) = |a,b,c ®ab).

Il en existe un grand nombre permettant d’appliquer des opérations logiques sur les qubits : La
porte SWAP qui effectue une inversion sur deux qubits, les portes Controlés (cX cY c¢Z) qui font
un NOT que sur le second qubit quand le premier est dans 1’état |1), la porte d'Ising (ou porte
XX), etc. Plus un systéme contient de portes, plus 1’algorithme mis en ceuvre devient complexe.

2.4 Les classes de complexités

Maintenant que nous avons détaillé les considérations purement quantique, nous allons nous

concentrer sur la résolution des problemes d’optimisation dans cette section.

19. Le principe d"une fonction universelle est de pouvoir étre exprimée avec des fonctions basiques tel que OUI,
NON, OU, ET.

20. Une porte logique P est dite réversible si pour une sortie B, il existe une entrée A qui s’écrit P(A) = B. Et
inversement, la porte inverse P’ doit étre de la forme : P'(B) = A.
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2.4.1 Définition des classes

Dans le cadre de la théorie de la complexité, la classe des problemes qui nécessite un temps
polynomial pour vérifier la solution (classe dite NP) est particulierement importante. Parmi ces
problémes, nous pouvons distinguer ceux pour lesquel le temps nécessaire pour trouver une
solution augmente polynomialement avec la taille du probleme (classe dite P). Egalement, un
sous-ensemble particulierement important de problemes de NP est appelé NP-complet [115] et
a comme propriété que, n‘importe quel probleme dans NP peut étre transformé en probleme
dans NP-complet en un temps polynomial. Des centaines de problemes sont connus et il y a un
enjeu fort autour de cette thématique : Si quelqu’un trouve un algorithme de temps polynomial pour
un probleme dans N P-complet, alors cet algorithme pourrait étre utilisé comme programme pour résoudre
tous les autres problémes dans NP en temps polynomial.

Le fait que personne n’ait encore réussi a trouver un algorithme classique en temps polynomial
justifie la difficulté de ces problémes. Par contre, personne n’a pu prouver qu’un tel algorithme
ne peut pas étre construit pour un probleme de type NP-complet. La question est de savoir :
existe-t-il un algorithme qui résout des problemes de cette classe en temps polynomial ? C’est
I'un des questionnement majeur de I'informatique classique (et également une question ouverte
pour les ordinateurs quantiques). Est-il possible qu'un probleme dans NP-complet soit résolu
en un temps polynomial sur une machine quantique? Ceci a mené a identifier des ensembles
d’instances qui sont particulierement difficiles pour des algorithmes classiques.

Dans le cadre de la théorie de la NP-complétude, nous nous restreindrons aux problemes de
décision, c’est-a-dire ceux dont la solution est soit vraie, soit fausse. La question de 1'existence

d’un algorithme de résolution de complexité polynomiale nous ameéne a définir toutes ces classes :

Classe P Cette classe est définie pour des problemes de décision qui sont résolus efficacement
en un temps polynomial avec le nombre de données a traiter N, N étant la taille du probleme.
Les problémes liés a cette classe sont dits faciles a résoudre (par exemple : recherches dans des
listes, recherche d"un chemin dans un graphe, multiplication de matrices, etc.). Le temps de cal-
cul nécessaire pour résoudre des problémes de cette classe est simplement proportionnel & N
avec M un entier ne dépendant pas du probleme et ne demande pas de moyen important en
terme de calcul (au moins pour les petites valeurs de M). Nous verrons au Chapitre 7 que cer-
tains problémes polynomiaux, comme le probleme de couplage biparti, sont en réalité difficile a
résoudre suivant ’algorithme utilisé.
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Classe NP Cette classe est définie pour des problemes dont il est aisé de vérifier efficacement
la validité d"une solution (une solution valide peut étre confirmée en un temps polynomial) mais
pas toujours résolue efficacement. En théorie, certains des problemes associés a cette classe sont
plus complexes que les précédents et ils possedent un temps de calcul au mieux exponentiel
lorsque la méthode utilisée est de simplement tester 1'ensemble des possibilités. En pratique,
ce type de probleme est adapté aux ordinateurs quantiques puisqu’ils sont théoriquement dans
la capacité de traiter 2N combinaisons. Les exemples de problémes sont nombreux et touchent
différents domaines, la logistique, la planification, la production, les transports, les télécoms, la

finance et surtout la cryptographie.

En 1956 (Kurt Godel) %!, une polémique se centre sur I'intérét de savoir si la classe P est égale
ounon a la classe NP. Si P = NP, cela impliquerait qu'il serait aussi facile de trouver un résultat
quand il est possible de simplement le vérifier. A I’heure actuel, aucune démonstration sérieuse
ne montre que P = NP et la communauté de la théorie de la complexité pense que cela n’arrivera
jamais. La démonstration de cette égalité (ou de sa non-égalité) fait partie de I'un des sept défis

mathématiques du Clay Mathematics Institut avec pour récompense un prix de 1IM$ [63].

Classe NP-complet Cette classe de probleme est définie comme un sous ensemble des problem-
es NP. Une des raisons qui laisse a penser que P # NP est l'existence de cette classe. En effet,
si un seul probléme dans NP-complet est résolu en temps polynomial, alors tous les problemes
dans NP peuvent étre résolus en temps polynomial et donc P = NP. Mais aucun algorithme
polynomial n’a jamais été découvert pour aucun probleme dans NP-complet. Les problemes N P-
complets sont, dans un certain sens, les problémes les plus difficiles a résoudre de NP. Dans cette
classe, plus de 3000 problemes NP-complets sont identifiés dont le probleme SAT. Ce probleme
est défini comme une formule booléenne composée de variables xi, ..., x,, et de connecteurs (et,
ou, non). La question posée est alors existe-t-il une affectation des variables pour laquelle la
formule choisie soit vraie? C’est le premier probleme dont la NP-complétude a été démontrée
par Cook en 1971 [52]. Théoriquement, il est démontré (théoréme de Cook) que si nous pouvions
déterminer la solution optimale a un probleme de la classe N P-complet, alors, toutes les solutions
aux problemes de cette classe seraient faciles a déterminer (notion de réduction de problemes).

Il existe d’autres problémes bien connus : la clique (un graphe donné contient-il un sous-graphe
complet?), le voyageur de commerce (le voyageur de commerce doit faire la tournée d’un en-

semble de villes, existe-il un chemin le plus court possible ?), coloriage de graphe (est-il possible

21. Nous savons depuis peu de temps que Godel a anticipé une partie de la NP-complétude dés 1956



2.4. Les classes de complexités 23

de colorier a l'aide de trois couleurs les sommets d’un graphe de sorte que deux sommets ad-
jacents aient des couleurs différentes?), le probleme du sac a dos (parmi un nombre d’objets
prédéfinis, y a t-il une combinaison d’objets tel qu'un sac a dos soit rempli sans dépasser un
poids limite?), etc. Un autre probleme bien connu est le démineur, il consiste a localiser des
mines cachées sur un terrain avec comme seules indications le nombre de mines dans la zone et
le nombre total de mines sur le terrain. Enfin, il est conjecturé que la simulation du repliement de

protéines complexes serait un probleme NP-complet [92].

De nombreux problemes ne sont pas des problemes a proprement dit de décisions, mais bien
des problemes d’optimisation. Pour utiliser ces problemes dans le cadre de la théorie de la NP-
complétude, il suffit le plus souvent de les reformuler sous la forme d"un probleme d’optimisa-
tion en imposant une borne sur la valeur a optimiser. Nous introduisons la classe N P-difficile
(qui sont des problemes d’optimisation) dans le paragraphe suivant afin de pouvoir présenter
au chapitre 3 l'intérét que peut porter les machines quantiques de type D-Wave censées pouvoir

résoudre des problemes d’optimisation de cette classe.

Classe NP-difficile Cette classe de problémes correspond au pendant d’optimisation des probl-
eémes NP-complets. Actuellement, la grande majorité des problemes pratiques se trouve dans
cette classe, y compris les problemes fondamentaux dans de nombreuses disciplines annexes
(I’ordonnancement, Sudokus, etc. [18]). Il existe un catalogue des propriétés N P-difficiles [84] qui
contient un grand nombre de problémes datant de 1979 et plusieurs sites Web tiennent a jour les
derniers problémes d’optimisation en date [54]. Cette classe est aussi utilisée pour des problemes
d’optimisation avec comme objectif de chercher un minimum (ou un maximum) global dans un
vaste ensemble de solutions. Nous verrons dans le Chapitre sur 1’ordinateur quantique adiaba-
tique que cette machine est spécialisée dans la résolution de probléme d’optimisation et donc
par définition, sur des problemes de la classe NP-difficile. La classe des problemes N P-difficile
contient aussi de nombreux jeux Nintendo [13] comme Super Mario Bros ??, La Légende de Zelda

et méme Pokémon.

Pour aller plus loin Certains problemes NP-complets admettent des cas particuliers qui sont
polynomiaux. Pour reprendre I'exemple du voyageur de commerce, cette fois le graphe est limité
a un circuit. Alors dans ce probléme trivial, il n’y a qu'une solution pourtant le voyageur de com-
merce est NP-complet. Ainsi, quasiment tous les problemes N P-complet admettent des cas par-

ticuliers polynomiaux. Nous verrons que dans le Chapitre 3 qui présente la machine quantique

22. Bien entendu nous faisons un raccourci en disant que Super Mario est un probleme N P-difficile. Précisément,
il y a un sous probleme du jeu qui peut étre généralisé sous la forme d'un probleme NP [166].
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adiabatique, il y a une limitation topologique sur le graphe, et aujourd’hui personne n’a montré
si le probleme de référence de la machine sur ce graphe est NP-difficile ou non. Si la complexité
du probleme de référence sur la topologie de cette machine est bien N P-difficile, alors en théorie,
n’importe quel autre probleme N P-difficile devrait pouvoir étre résolu sur un graphe Chimera.

Bien entendu, il existe d’autres classes de complexité de problemes qu’il n’est pas nécessaire

d’introduire dans ce manuscrit 2 [18].

2.4.2 Classes de complexité quantique

En parallele, il existe aussi des classes de complexité spécifiques pour les algorithmes quantiques.
Nous pouvons alors ajouter une classification des problemes par niveau de difficulté pour les

ordinateurs quantiques méme si la correspondance avec les classes ci-dessus est encore tranchée.

Classe BQP (bounded error quantum polynomial time) Cette classe a été introduite dans les
années 90 lors de I’apparition des premiers algorithmes quantiques et est définie pour des proble-
mes qui sont traitables en un temps polynomial avec un ordinateur quantique. Théoriquement, il
y aurait sous certaines conditions, une correspondance entre les probléemes BQP et des problemes
P. Les premieres analyses ont démontré que la classe P des problemes polynomiaux est bien
dans la classe BQP [25]. C’est dans cette classe qu’est définie une grande partie des algorithmes
quantiques bien connus comme Grover et Shor. Ces problémes sont au centre de la recherche
actuelle sur les algorithmes quantiques et sur leurs utilisations. En effet la question est de savoir
si P # BQP? Il est déja établi que P C BQP?* qui lui-méme est un sous ensemble (strict ou non)
de NP.

Malheureusement, les problemes connus pour avoir une accélération exponentielle (la factorisa-
tion par exemple) sont peut-étre dans la classe P. Si ces problemes n’étaient effectivement pas
dans P, alors nous saurions résoudre efficacement et il serait aisé d’affirmer que BQP # P. De
plus, la classe BQP n’appartient pas a NP-complet, elle est entre deux. En fait nous n’avons pas
montré que ces problemes sont dans P (pas d’algorithmes efficaces) et nous n’avons pas montré
non plus que se sont des problémes au moins aussi durs que des problemes dans NP-complets
(intersection vide entre NP-complet et BQP et entre NP-complet et P). Ainsi, le fait qu'il existe
I'algorithme de Shor et qu’il soit plus efficace que n'importe quel algorithme classique connu
n’est pas une preuve que P est un sous ensemble strict de BQP. En revanche la classe BQP ne

contient pas de problémes des classes N P-difficile/complets et le consensus pense qu’il n'y aura

23. comme les classes L, NL, EXSPACE, NEXPTIME, EXP, ZPP, SZK, etc.
24. Une autre question ouverte est de savoir si P C BQP?
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jamais de problemes complets dans BQP. La question de savoir si BOP = NP [1] est quand
méme ouverte mais reste hautement spéculative.

Une autre question sur laquelle travaillent les théoriciens [1, 144] est de savoir si certains
problémes dans BQP échapperaient a la hiérarchie polynomiale (PH)? ce qui démontrerait
que les machines quantiques peuvent résoudre des problémes intrinsequement inaccessibles aux
machines classiques. De récents travaux ont présentés des algorithmes utilisant des oracles qui
sont dans BQP mais pas dans PH. Ses travaux tendraient a mettre en évidence que ces algo-
rithmes possedent un temps de résolution polynomial sur ordinateur quantique mais resteraient
insolubles sur un ordinateur classique y compris avec un temps de calcul exponentiel. Comme
pour les classes de complexité classique, il existe un grand nombre de classes en quantique [167]

(QMA, QCMA, BPP, etc.) qu’il n’est pas nécessaire de développer ici.

FIGURE 2.2 — Question ouvertes sur les liens entre calcul quantique et théorie de la
complexité

Pour aller plus loin Un grand nombre de publications décrivent les limitations des algorithmes
et des ordinateurs quantiques. Un probleme BQP qui n’est pas dans PH donne un avantage
quantique important, mais des problemes exponentiels pour lesquels 1’amélioration apportée

par le quantique n’est que quadratique ne modifie pas leur nature initiale [2]. Les problémes

25. PH signifie “Polynomial Hierarchy” et correspond a la classe des problemes qui peuvent étre résolus par des
ordinateurs classiques actuels.
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NP-complets et au-dela restent donc inaccessibles aux ordinateurs quantiques. A ’heure oi1 ce
manuscrit est rédigé, aucun des deux types d’ordinateurs classique et quantique n’est en me-
sure de résoudre un probleme NP-difficile/complet en un temps raisonnable. Il est plus que
probable que les propriétés intrinseques d’un ordinateur quantique conduisent a des facteurs
d’accélérations bien meilleurs pour certains problemes, méme si cela ne se traduit pas par une
accélération exponentielle. Par ailleurs, la classe de probléme résolu efficacement par des ordi-
nateurs quantiques (les BQP) est connue pour résoudre des problemes qui ne sont pas (encore)
efficacement résolus par les ordinateurs classiques. La factorisation des entiers, par exemple,
est connue pour avoir un algorithme efficace sur des ordinateurs quantiques (algorithme de
Shor [158]) mais aucun algorithme efficace n’a encore été capable de le résoudre sur des or-
dinateurs classiques. L'algorithme de Grover [90], recherche et résout en un temps linéaire un
ensemble de données (tableau) non triées. En informatique classique il faudrait parcourir 1'en-

semble du tableau pour déterminer la meilleure solution.

Enfin, la simulation de processus quantique est un autre probleme qu’il est possible de résoudre,
en théorie, avec des ordinateurs quantiques mais il n’est peut-étre pas envisageable de le résoudre
avec des ordinateurs classiques. Néanmoins, pour la simulation d"un systeme quantique, existe-il
un algorithme plus efficace que 'algorithme qui consiste a stocker un vecteur dont la dimension
est 2N avec N étant le nombre de qubits? A 1'heure actuelle, les physiciens ne connaissent pas
de meilleur moyen algorithmique pour simuler un systéme quantique que de stoker ce vecteur.
Cependant, il pourrait exister (c’est peu vraisemblable mais peut-étre) un algorithme qui puisse
répondre a la question de la simulation de processus quantique ?°. De plus, & ma connaissance,
il n’y a pas de preuve de NP-complétude des questions de décision (un probléme dans NP) sur
des systémes quantiques. Il existe peut-étre un moyen algorithmique plus efficace de simuler ces
problemes qu’en ayant un algorithme a complexité exponentielle.

2.5 Algorithmes et langages de programmation quantique

L'ordinateur quantique utilise des algorithmes qui devraient étre en théorie plus efficaces pour
résoudre certains types de problémes que leurs équivalents traditionnels connus. Mais ces al-
gorithmes sont en nombres restreints et leur performance relative aux algorithmes classiques

pas toujours évidente a évaluer. Le fondement méme de la création d’algorithmes quantiques

26. Dans ’état des connaissances actuelles, il n'y a pas de preuve qu’il n’existe pas un algorithme qui puisse faire
une représentation plus compact de ce vecteur.
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(comme celui de Grover développé ci-dessous) est de s’assurer qu’ils soient plus efficaces que

leurs équivalents optimisés.

Algorithme de Grover Cet algorithme utilise un oracle pour effectuer une recherche dans un
ensemble d’éléments non structurés. Intuitivement, la seule manieére de résoudre (efficacement)
ce probleme est de faire une recherche aléatoire. En pratique, les deux facons de faire requiérent
dans le pire cas O(N) itérations avec N le nombre d’éléments dans 1’ensemble. Alors si nous
cherchons a décrire I’ensemble d"une liste avec n bits, si N = 2", le temps de calcul croit comme
’exponentiel en O(2") di a la liste non structurée. Pour résoudre plus rapidement, I’algorithme
de Grover [90] permet de diminuer le temps de calcul en O(v/N). Ainsi, avec N assez grand,
nous obtenons a l'aide du calcul quantique une accélération quadratique et non exponentielle.
De plus, cet algorithme admet une borne inférieure car si le probleme n’a pas de structure et est
complétement aléatoire, il est alors impossible de le résoudre en un temps inférieur a O(v/N) sur
une machine quantique.

Néanmoins, en prenant le probleme SAT (NP-complet d’apres le théoréeme de Cook) a N va-
riables, nous avons donc 2V affectations possibles pour les variables. I’algorithme de Grover
permet de réduire a V2N affectations. C’est bien une accélération, mais elle est non polynomiale
et par rapport a des heuristiques bien choisie pour le probleme SAT, Grover est inefficace. En
réalité 'algorithme de Grover accélere bien la recherche mais par rapport a une recherche ex-
haustive %’.

Le principal inconvénient avec ’algorithme de Grover est la complexité exponentielle du proble-
me. S’il existe une exponentielle dans la complexité du probléme, Grover pourra étre utilisé
comme oracle pour tirer une solution quadratiquement plus vite mais ne résoudra pas le probléme
de I'exponentielle. Contrairement a 1’algorithme de Shor qui lui est un schéma algorithmique
avec une accélération exponentielle relative aux meilleurs algorithmes connus pour un probleme

(la factorisation) mais sans borne inferieure.

2.5.1 Classe d’algorithmes quantiques

La classe des algorithmes quantiques est une application directe de 1’algébre linéaire et son
utilisation s’appuie sur le calcul matriciel pour modifier 1’état des qubits sans pour autant lire
leur contenu. Cette propriété intrinséque au calcul quantique rend difficile la programmation,
mais certaines portes quantiques (CNOT, XOR & Co) peuvent simuler (émuler) sur un ordinateur

classique le comportement du calcul. Dans le cadre des ordinateurs a recuit, nous verrons que

27. Une recherche exhaustive (ou par force brute) est une méthode algorithmique qui consiste a simplement es-
sayer l'ensemble des solutions possibles (assez peu efficace en pratique).
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'algorithme utilisé est tres différent des autres et s’appuie sur un principe physique du théoréme
adiabatique qui est une interpolation entre deux hamiltoniens. De nos jours, quatre catégories
d’algorithmes quantiques sont en voie de développement :

— Les algorithmes de recherche qui utilisent ceux de Deutsch-Jozsa [62], Simon et de Grover.

— Les algorithmes basés sur les transformés de Fourier quantiques (QFT) qui utilisent 1’algo-
rithme de Shor et développent un phénomene appelé “pompiers-pyromanes” 28. Actuel-
lement il y a le NIST (National Institute of Standards and Technology) qui développe un
concours pour avoir de nouveaux standards de crypto post-quantique [48] et il est vrai-
semblable que ces standards résisteront aux futures attaques des ordinateurs quantiques
bien avant que ceux-ci n’en soient capable.

— Les algorithmes d’optimisation qui cherchent un minimum (ou maximum) dans un systeme
complexe (en recherche opérationnelle notamment).

— Les algorithmes de simulations quantiques qui permettent de simuler les interactions
entre des atomes, des interactions dans des structures moléculaires, et d’autres phénomenes
quantiques.

Pour la suite du manuscrit nous allons détailler 1'un des quatre algorithmes, les autres étant prin-
cipalement développés pour les ordinateurs quantiques numériques. Le lecteur qui souhaite ap-
profondir les autres algorithmes, peut se référer a plusieurs ouvrages [49, 104, 148]. L'algorithme
utilisé dans les ordinateurs quantiques de types analogiques se focalise sur des problémes d’op-
timisations et plus particulierement sur la recherche d’un optimum dans un probléme complexe.
En théorie, les algorithmes congus spécifiquement pour les ordinateurs a portes quantiques peuv-
ent étre convertis en algorithmes exécutables sur ce type d’ordinateur et réciproquement [7]. Le
principe est de faire évoluer dans le temps 1’hamiltonien d’Ising suffisamment lentement pour
rester dans le cadre du théoreme adiabatique mais en changeant le probleme d’Ising & un cer-
tain instant afin d’étre représenté comme une ou plusieurs portes quantiques agissant sur le

systéme 2.

28. Les pyromanes sont ceux qui veulent créer des ordinateurs quantiques capables de casser les clés de sécurité
publique type RSA et les pompiers sont les cryptographes qui congoivent des systemes de chiffrement post-
quantique notamment dans le cadre de la compétition du NIST.

29. Le probléme d’Ising peut étre retranscrit comme une porte logique; A partir de ce modele, nous pouvons faire
passer des portes logiques pendant I’évolution dans le temps du systéme et ainsi modifier 1’état du probleme étape
par étape jusqu’a ’hamiltonien final.
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2.5.2 Algorithmes d’optimisation

I existe une catégorie d’algorithme d’optimisation quantique ** qui sont congus pour résoudre
des problemes d’optimisation combinatoire.

Algorithme adiabatique Il convient d’introduire un algorithme d’optimisation qui sera détaillé
au Chapitre 3 et au Chapitre 4, le calcul quantique adiabatique. L'idée est de partir d'un systéme
initial facile a préparer et de le faire varier lentement pour obtenir un état fondamental qui code
la solution d"un probleme. Ce modeéle de calcul quantique a été proposé pour la premiere fois par
Farhi et al. [8] comme méthode pour résoudre les problemes d’optimisation combinatoire dans
NP [8,75]. Les algorithmes quantiques adiabatiques pour les problémes d’optimisations utilisent
généralement des systémes stochastiques dépendant du temps et sont appelés recuit quantique.
Le temps d’exécution asymptotique de ces algorithmes d’optimisation sont difficiles & déterminer
et le consensus général sur leurs utilisations n’est pas encore clairement établi [15, 57, 76, 77, 78,
79]. Il convient également de mentionner les articles [124] et [81] sur le recuit quantique, qui était
a l'origine une référence a un algorithme d’optimisation classique qui fonctionne en simulant un
processus quantique 3.

Dans [146], les auteurs ont montré que les ordinateurs quantiques adiabatiques peuvent exécuter
un processus analogue a la I'algorithme de Grover en temps O(v/N). Les algorithmes quantiques
adiabatiques permettant d’obtenir une accélération quadratique pour une classe plus générale
de problemes de processus quantiques [161] sont développés en adaptant des techniques de
chaine de Markov [164]. Enfin, des algorithmes adiabatiques ont été proposés pour plusieurs
problemes spécifiques; dont le “PageRank” (classification des pages internet) [85]; (I’apprentis-
sage machine [142]; la recherche de matrices Hadamard (matrice binaire en calcul quantique
numérique) [162] et les problémes de graphes [82, 83].

Pour implémenter des algorithmes sur des machines quantiques, il faut définir des langages
de programmation, des environnements de développement et des logiciels. Les machines quan-
tiques n’étant pas encore totalement opérationnelles, de nombreux industriels (IBM, Microsoft,
Rigetti et D-Wave [114]) développent en amont des langages de programmation spécialement
destinés pour les futures machines.

30. Comme algorithmes, nous pouvons citer : “Constraint Satisfaction”, ”Adiabatic Algorithms ”, “Gradients,
Structured Search, and Learning Polynomials”, etc.

31. Nous pouvons faire le parallele avec le recuit simulé qui est un algorithme d’optimisation classique qui fonc-
tionne en simulant un processus thermique (Voir 4).
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Langages de programmation quantique Il existe plusieurs langages de programmation quan-
tique développés a ce jour et bon nombre d’entre eux sont indépendants des architectures matéri-
elles qui existent. Il en existe un trés grand nombre, nous ne citerons que les plus connues, QCL
(ou Quantum Computation Language) [133], Q Language [26], QFC (et le QPL) [155], QML [14],
qGCL (ou Quantum Guarded Command Language) [173], Scaf-fold (de 1'Université de Prince-
ton [6]), Quipper [88], QWire [136], etc.

L'offre verticalisée intégre souvent un langage de bas niveau comparable au langage machine,
un langage haut niveau le tout dans un framework open source exploitable avec des fonctions
prédéfinies, un environnement de développement et souvent, une offre d’acces a I'ensemble sur
le cloud. A I'heure actuelle, il n’y a que trés peu d’industriels qui fournissent un ensemble aussi
complet, sauf dans une certaine mesure avec les ordinateurs quantiques de D-Wave. Néanmoins,
il existe un grand nombre de plateformes plus ou moins finalisées, notamment “Xanadu quan-
tum cloud”, “Liquid” de Microsoft, "Qiskit” de IBM, etc. Dans le Chapitre 3, nous montrerons

les outils développés par la société qui commercialise les ordinateurs a recuit quantique.
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Chapitre 3

Les ordinateurs a recuit quantique

3.1 Introduction

L’objectif principal de la recherche sur les ordinateurs quantiques comme ceux de D-Wave
s’axe sur la capacité de résolutions de problemes d’optimisation. L'intérét pratique de ces ma-
chines est de pouvoir comparer leurs résultats avec ceux obtenus avec des calculateurs classiques.
Jusqu’a présent, trées peu de recherches montrent expérimentalement de réels avantages a utili-
ser les machines quantiques analogiques (hors développement technologiques) et la portée pra-
tique (résolution de problemes dans certaine classe de complexité) n’est pas encore bien définie.
Comme il s’agit d'une toute nouvelle plate-forme de calcul quantique, il reste encore beau-
coup a faire avant de vraiment connaitre le potentiel pratique d’une telle machine. Néanmoins,
il a 'avantage d’exister a une échelle non triviale contrairement aux ordinateurs quantiques
numériques et cette gamme d’ordinateurs sont actuellement les seuls calculateurs quantiques

commercialisé au monde.

3.1.1 Histoire de D-Wave

La société canadienne D-Wave est implantée a Vancouver et reste la seule société qui commer-
cialise des ordinateurs quantiques analogiques. Bien qu’il s’agisse d’ordinateurs présentant de
nombreuses limitations par rapport a leurs homologues universels, ces ordinateurs ont I’avan-
tage d’exister et de permettre de faire avancer la recherche sur les aspects du calcul quantique.
De plus, ils permettent de tester une premiere approche quantique du calcul sur un éventail de
problemes d’optimisation.

La société a été fondée en 1999 et il a fallu 8 ans pour produire un prototype avec une puce
de 4 qubits. Deux ans plus tard, elle a vendu son premier ordinateur quantique et a regu un
financement de 1,2 million de dollars d'InQTel ("CIA Investment Fund”) pour poursuivre le

développement de leur futur prototype. Entre 2007 et 2009, la société a annoncé trois générations
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de prototypes (de 16 qubits [39] a 28 qubits [100]) et en 2010, les paiements de la National Security
Agency (NSA) et des Western Intelligence Services (“Western Intelligence Services”) ont permis
de finaliser leur toute premiere puce. Mais c’est en 2011 (en partenariat avec Lockheed Martin),
qu’'une quatriéme génération d’ordinateurs est arrivée sur le marché, avec 128 qubits physiques
internes, baptisée ”D-Wave One” ("Rainer”) [34]. En 2013, la nouvelle puce ”D-Wave Two” (" Vesu-
vius”) est commercialisée avec une puce de 512 qubits [41], puis en 2015, le “D-Wave 2X” ! avec
1152 qubits est commercialisé. Enfin en 2017, le ”D-Wave 2000Q” % est commercialisé (pour un
prix de 15 millions de dollars) et possede 2048 qubits physiques utilisables, 5600 coupleurs pour
relier les qubits entre eux et pres de 128 000 jonctions Josephson ® afin de lire et stocker la valeur
des qubits en sortie. Une prochaine génération * est attendue pour 2021 avec plus de 5000 qubits
physiques et un décuplement de la connectivité devrait en partie palier les limitations actuelles

des connexions entre qubits.

3.1.2 L'ordinateur quantique de D-Wave

Les machines analogiques de D-Wave ont comme principe d’établir des connexions entre des
qubits qui sont des boucles supraconductrices en niobium (huméro atomique Z=54) avec des
pondérations de couplage basées sur le principe d'un verre de spin, puis de faire évoluer le
systéme en laissant le processus de recuit adiabatique déterminer un état de faible énergie. La mo-
dification lente de I'état du systeme permet au processus de recuit adiabatique de (théoriquement)
trouver un minimum énergétique global. Ce minimum doit correspond a la solution recherchée
du probleme posé et ce processus est dit adiabatique car il s’effectue de fagon réversible sans qu’il
n’y ait aucun (idéalement) transfert énergétique entre la puce de 1’'ordinateur et son environne-

ment.

D’un point de vue algorithmique, D-Wave a développé une plateforme logicielle qui controle
les différents niveaux de leurs machines. Comme solveur nous pouvons citer gbsolv et a bas
niveau QMI qui permet d’intégrer le poids d"un probleme sur les qubits [118]. Les ordinateurs
D-Wave sont principalement utilisés pour des études de cas d'usage, méme si elles restent assez
préliminaires et portent le plus souvent sur la vérification de performance. L'étude qui a porté

un premier intérét est celle Google [60] et de la NASA (Figure 3.1) réalisée avec un D-Wave Two

1. https://www.dwavesys.com/blog/2015/08/announcing-d-wave-2x—quantum—-computer

2. https://www.dwavesys.com/sites/default/files/D-Wave%2020000%20Tech%20Collateral_
0117F_0.pdf

3. Dispositif physique constitué de superconducteurs couplés par une barriére isolante et permettant de
démontrer I'effet Josephson.

4. Ce processeur qui n’est pas encore accessible est baptisé ”Pegasus”[36] (voir 3.2).


https://www.dwavesys.com/blog/2015/08/announcing-d-wave-2x-quantum-computer
https://www.dwavesys.com/sites/default/files/D-Wave%202000Q%20Tech%20Collateral_0117F_0.pdf
https://www.dwavesys.com/sites/default/files/D-Wave%202000Q%20Tech%20Collateral_0117F_0.pdf
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pour résoudre un probleme d’optimisation de partitionnement. Le probleme qu’ils ont choisi doit
répondre a trois criteres. 1 : Les solutions répondent au probleme posé et le probleme doit étre
pratique. 2 : Le probléme est intégrable sur le matériel présent (ou futur). 3 : Le recuit quantique
doit offrir un avantage en terme de temps d’exécution par rapport aux autres algorithmes (ici le
recuit simulé et le “Quantum Monte Carlo”). Le probleme utilisé dans leur article doit déterminer
s’il existe une partition d'un ensemble S en deux sous-ensemb]es tels que la somme des éléments
du premier ensemble soit égale a la somme des éléments de 'autre ensemble (probléme NP-

complet ).
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FIGURE 3.1 — Graphe représentant le temps pour trouver la solution optimale avec
une probabilité de 99% pour différentes tailles de problemes. Nous comparons le re-
cuit simulé (SA), le Monte Carlo quantique (QMC) et le DWave 2X. Les 50e, 75e et
85e percentiles sont représentés sur un ensemble de 100 instances. Les barres d’erreur
représentent les intervalles de confiance a 95% du bootstrapping. Cette expérience a
occupé des millions de cceurs de processeurs pendant plusieurs jours pour régler et
exécuter les algorithmes classiques. Les durées d’exécution des quantiles supérieurs
pour les problemes de taille plus importante pour le QMC n’ont pas été calculées
parce que le cotit de calcul était trop élevé. (Traduction de la figure 4 de l'article [60]).

5. Le probleme de partitionnement est 1'un des six problemes fondamentaux de l'ouvrage de Garey et Johnson
sur la théorie de la NP-complétude [84]
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Malgré des performances estimée 100 millions de fois supérieures a celle d"un recuit simulé et
du QMC optimisé, d’autres études pointent les limitations des machines et plus particulierement
du recuit quantique. Dans [11], les auteurs affirment que, jusqu’a présent, aucun exemple pra-
tique n’a été trouvé montrant une supériorité d’optimisation avec le recuit quantique [171, 12].
En pratique, trouver des affectations des qubits qui minimisent I’énergie des problemes d’optimi-
sations combinatoires plus rapidement qu’avec les méthodes classiques est un sujet de recherche
et reste une question ouverte. Malgré d’importants efforts pour construire des dispositifs plus
denses en terme de connexions entre les qubits, 1'idée d’intégrer des problemes d’optimisation
plus importants qui puissent démontrer 1’accélération quantique est considéré par le consensus
comme difficile a déterminer [106]. En ce sens 'article [11] montre qu’il est essentiel de tester la
robustesse du processus d’optimisation face aux erreurs qui réduisent la probabilité d’atteindre
I'état fondamental en fin de processus avant d’estimer les performances de ces machines. De
plus, dans leur travaux, les auteurs considérent que la physique sous-jacente du recuit quantique
(détaillé a la section suivante) est un processus fixe et fini. En cela, ils soulignent une limitation
qui empéche de fonctionner comme un calculateur compétitif avec les algorithmes classiques. Ils
en concluent que théoriquement, il faudrait mieux maitriser le temps de processus en fonction
de la taille du probleme.

Malgré cette controverse (et d’autres détaillés au Chapitre 4), connaitre concréetement les per-
formances de ces machines est devenu une priorité et arriver a résoudre un probleme de taille
importante avec une bonne qualité de solution est devenu I’enjeu majeur de I'informatique quan-

tique adiabatique.

3.2 Implémentation sur D-Wave

Cette section présente les concepts mathématiques nécessaires et les modeles théoriques avant

de pouvoir formuler un probleme sur un D-Wave.

3.21 Modele d’'Ising

Les systemes D-Wave sont basés sur un procédé de recuit quantique, une technique d’optimi-
sation qui utilise des phénomeénes quantiques afin de parcourir plus efficacement 1’espace des
solutions [8] et dont le but est de minimiser un hamiltonien d’Ising. Les variables du probleme
sont ici les spins qui peuvent étre soit dans 'état "haut” (1) soit "bas” (]) et correspondent aux

valeurs +1 et —1. La fonction objectif exprimée sous la forme de I’'hamiltonien est la suivante :
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H(h,J, o) = th"Ti + Z]ij(fi(fj, 3.1)
i i<j

ol le champ externe h et la matrice des interactions de couplage de spin J sont donnés, et le vec-

teur des valeurs de spin (ou qubit) o /Vi,o; € {—1,1} est la variable pour laquelle I'énergie du

systéme est minimisée car le processus de recuit adiabatique fait passer le systeme d"un couplage

constant a une superposition de spins ® a ’'hamiltonien final tel que donné par Eq. 3.1. Historique-

ment parlant, I’hamiltonien d’Ising correspond au cas ot seuls les spins voisins les plus proches

sont autorisés a interagir (i.e. /; 7 0 <= les nceuds i et j sont voisins).

Ces variables de spin doivent prendre la valeur +1 pour que les qubits ayant la méme di-
rection de courant soient affectés a la méme valeur de spin (ou son contraire). Les coefficients
linéaires h; correspondant aux biais des qubits et les coefficients quadratiques J;; correspon-
dant aux forces de couplage entre deux qubits. Ce biais appliqué prend une valeur scalaire
délimitée par le matériel dii a la résolution et la force de couplage entre deux variables de spin
détermine la connexion entre les qubits. Les limites de précision du biais et des couplages sont
particulierement importantes pour certains probléemes qui dépendent d'un fragile équilibre des
forces entre les variables de spin. D-Wave liste le biais et les couplages sur une plage de valeurs
dans [—1; +1] pour | et [—2;+2] pour les i [118]. Lorsque les biais et les couplages sont norma-
lisés dans cette plage, il n'y a plus de distinction entre les valeurs. L'Eq. 3.1 décrit le probleme de
I’hamiltonien H qui définit les quantités pour une configuration donnée de variables spins. La
programmation d"un tel probleme implique de régler précisément les valeurs de h et de | pour
chaque qubit et pour chaque couplage sur l'appareil. Apreés réalisation de 1’évolution adiaba-
tique, le résultat théorique final devrait étre 1’état fondamental de I’hamiltonien H. En pratique,
cela dépend de l'écart d’énergétique minimum, le temps d’évolution, les effets de décohérence
environnementale ou intrinseque et de la taille du domaine de cohérence des qubits sur la puce.
Le spin de chaque qubit o est mesuré a la fin de ce processus, et cet ensemble de spins de qubits

définit I’état d’énergie le plus bas trouvé.

6. L'hamiltonien initial est proportionnel a }; ; Jl?‘cT]?‘, donc basé sur les vecteurs propres de 1'opérateur 0¥ (sur

l'axe x) alors que le moment de spin sur Eq. 3.1 est un état propre de ¢ (sur 'axe z) pour lequel les états propres de
o* sont des états superposés. Le théoreme adiabatique permet de passer de 1'état ferromagnétique initial sur ’axe x
a un état propre de I'hamiltonien de Eq. 3.1 sur I'axe z et, espérons-le, a la plus faible énergie de celui-ci.
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3.2.2 Modele QUBO

Le probleme généralisé d’Ising, pour lequel toute paire de spins dans le systéme est auto-
risée a interagir, est facilement transformable en un probleme d’optimisation binaire bien connu
appelé QUBO (”"Quadratic Unconstrained Binary Optimization”). Les problemes QUBO sont des
modeles utilisés depuis longtemps en informatique et sont simplement une autre facon de définir
les verres de spin d'Ising. Les variables sont des états “VRAI” ou "FAUX"” qui correspondent aux
valeurs 1 et 0. Un probleme QUBO est défini a I'aide d"une matrice triangulaire haute Q de taille
N x N de poids réels et d'un vecteur x de variables binaires pour minimiser la fonction :

0(Q,x) =Y Qiixi + ) _ Qijxixj, (3.2)
i i<j
dans laquelle la matrice Q est constante et le but de I'optimisation est de déterminer le vecteur
de variables binaires Vi, x; € {0,1} qui minimise (ou maximise) la fonction objectif O(Q, x) de
I’Eq. 3.2. Les termes diagonaux Q;; sont les coefficients linéaires (biais pour la variable de spin
x;) et les termes non nuls hors diagonale sont les coefficients quadratiques Q; ; (force de couplage
entre les variables de spin x; et x;). Pour le probléme de minimisation (un changement de signe
pour le probléme de maximisation), il est trivial de voir que le probleme d’Ising généralisé et le
probleme QUBO soit équivalent : étant donné Vi, Q;; = h;, Vi, j,i # j, Qjj = Jij et Vi,0; = 2x; — 1.

Ceci peut étre exprimé de maniere plus compacte comme :

min xTQx (3.3)
Vxe{0,1}"

Par conséquent, si le recuit quantique peut atteindre une configuration d’énergie minimale,
alors le vecteur d’état associé résout le probleme QUBO équivalent en méme temps. Les principes
de mécanique quantique (par exemple, l'effet tunnel) peuvent aider a atteindre la configuration
d’énergie minimale, ou du moins une approximation de celle-ci, dans plus de cas qu’avec un
recuit simulé. En effet, lorsque le recuit simulé ne repose que sur des températures (simulées)
pour franchir les barrieres de potentiel, le recuit quantique peut avoir un meilleur comportement
car |'effet tunnel est plus efficace pour franchir les barrieres énergétiques (voir Chapitre 2).

3.2.3 Fonction objectif

Le processeur dans un ordinateur quantique adiabatique est congu pour trouver des solutions
de faible cofit, et théoriquement la solution optimale au probléme de minimisation d’Ising [117].
Ce probleme peut étre redéfini par un graphe G = (V, E), dont les sommets sont les qubits et les
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arétes les couplages dans le processeur. Soith : V. — Z et | : E = Z de V et E. Le systeme tente

alors de minimiser 1’Eq 3.4.

Es) = ¥ h(o)so+ Y J(e)se (3.4)

veV ecE

ot les variables du probléme s, et les s, sont les spins des qubits en {—1,+1}.

Les reformulations des problemes combinatoires sous forme de QUBO sont connues pour
préserver la structure sous-jacente de la fonction objective [109]. En théorie, tous les problemes
NP-complets peuvent étre convertis en un probleme QUBO ou Ising [117], et en pratique de nom-
breux problémes peuvent étre convertis sans trop étre déstructurés, tels que le QAP, les variantes
de SAT [121], etc. Les formulations mathématiques du théoreme adiabatique [8] et du probleme
de référence fournissent alors la base pour résoudre de tels problemes sur un ordinateur quan-

tique analogique.

3.3 Principes d’ordinateur quantique adiabatique

Le modele ”Adiabatic Quantum Computing” (AQC) est une architecture de calcul quantique
ayant des similitudes avec les algorithmes d’optimisation du type recuit simulé. Cette section
décrit la théorie qui sous-jacente de 1’AQC et les bases de la programmation d'un ordinateur
quantique D-Wave [97] avec les concepts de physique essentiels a la compréhension du processus

qui régit le recuit quantique.

L’hamiltonien et le spectre énergétique Un hamiltonien classique est par définition une des-
cription mathématique d"un systeme physique en matiere d’énergie (voir rappels mathématiques
au Chapitre 2). Il est alors facile de définir n'importe quel état particulier du systeme, et I'ha-
miltonien nous donne 1’énergie pour cet état. Pour la plupart des hamiltoniens, trouver 1’état
d’énergie minimal est un probleme N P-difficile, et les ordinateurs classiques ne peuvent pas (en-
core) déterminer efficacement celui-ci. Dans le cadre de la mécanique quantique, nous pouvons
définir un opérateur hamiltonien H associé a ’énergie du systeme physique modélisé. Les états
propres de cet opérateur hamiltonien forment un ensemble d’états qui correspondent aux modes
stables et observables de l’énergie possible du systeme. Les valeurs propres associées forment ce
qui est appelé le spectre énergétique du systeme.

L’hamiltonien d"un systéme quantique est décrit comme une matrice H de dimension n x n, alors
son spectre représente 1'ensemble de toutes ses valeurs propres pour tous les états possibles ¥

du systéme :
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HY = \¥ (3.5)

L’état fondamental est I'état avec le minimum d’énergie (le minimum global) et il est habi-
tuellement définit comme Ay = 0. Il est important de noter que contrairement a la mécanique
classique le niveau fondamental ne correspond pas tout a fait avec le minimum du hamiltonien
a cause du principe d’incertitude d’Heisenberg. Le premier état excité d'un hamiltonien est le
premier état au-dessus du niveau fondamental, avec sa valeur énergétique correspondante A ”.
Quand le systeme est dans un état propre de ’hamiltonien, son énergie est alors bien définie et
est appelée énergie propre. Lorsque le systeme est dans un autre état (transitoire), son énergie
est indéterminée. La physique des basses énergies des ordinateurs D-Wave [9] est donnée par un
hamiltonien de la forme :

H(t) = A(t)Ho + B(t)Hp (3.6)

out les fonctions A(t) et B(t) doivent satisfaire B(f = 0) = 0 et A(t = 7) = 0 de sorte que,
lorsque 1’évolution de 1'état t = 0 passe a t = 7, le hamiltonien H(f) est “recuit” sous une forme
purement classique. Ainsi, 1’état fondamental 7 (0) = #; évolue vers un état H(7) = Hp, les
mesures effectuées a l'instant T nous donnent les états de faible énergie de I’hamiltonien d’Ising
(Eq. 3.1). Le théoreme adiabatique stipule que sil’évolution temporelle est suffisamment lente (i.e.
T est assez grand), alors la solution optimale (globale) e(¢) du systéme peut étre obtenue avec
une forte probabilité. Ho = ) ; 07 donne les effets quantiques, et Hp = ) _; h;o7 + X(if) ]i,j(TiZO'jZ est
donné pour encoder le probleme de 'instance Ising :

min e(co) = min {Zhiai + Z]i,ja,-aj} (3.7)
i i

L’'Hamiltonien 3.6 est une somme de deux termes, un hamiltonien initial et un Hamiltonien final :
— Hpy (premier terme); L'état d’énergie le plus bas de Hj est atteint quand tous les qubits
sont superposés sur o3, il est purement quantique ® et est appelé un hamiltonien intriqué

et s’écrit sous la forme : —1/2Y; 0.
— Hp (deuxieme terme); L'état d’énergie le plus bas est la solution au probleme initiale-
ment posé. L'état final est un état purement classique, et inclut les biais des qubits et les
couplages entre eux. Ce terme dans I’hamiltonien global est I’hamiltonien d’Ising de la

7. Méme si 'ensemble énergétique peut étre continu, un hamiltonien a un ensemble d’états discrets. Aucun état
n’est possible entre I'état fondamental et le 1°" était excité (et ainsi entre chaque état).

8. Car le systéeme est quantique, autrement, il s’agit d'un simple état propre de oy, qui s’exprime comme une
superposition d’état de o, car les opérateurs de Pauli ne sont pas observables simultanément (non commutables).
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forme : Y, ol + Y, i ]ijaéag. Avec 07 les matrices de Pauli qui sont définies sur le qubit
qi- h; et J; j sont les poids (les biais et forces de couplages) des qubits. Par définition ces
poids n’ont pas de bornes, ils sont définis en amont par le probleme a mettre sur la ma-
chine. Mais nous verrons par la suite que I'interface de D-Wave impose une limitation sur
ces poids due au champ qui est appliqué pour controler les qubits.
Dans le recuit quantique, nous commengons dans 1’état propre le plus bas de ’hamiltonien ini-
tial, tous les qubits utilisés sont intriqués. Le recuit va introduire progressivement I’hamiltonien
d’Ising, qui contient les biais et les coupleurs, et abaisser 'influence (la superposition) de 1'ha-
miltonien initial. A la fin du recuit, le systéme est alors dans un état propre du probleme de 1’ha-
miltonien d’Ising et idéalement le systeme reste dans 1'état d’énergie le plus faible tout au long
du processus. En sortie, I’état d’énergie est minimal et le systeme donne une (bonne) réponse au

probleme posé.

Etats de faible énergie Le systeme commence dans I’état le plus bas énergétiquement et au fur
et a mesure que I’hamiltonien est introduit, des niveaux d’énergie excités peuvent se rapprocher
de I’état fondamental. Plus 1'écart entre ces deux niveaux est faible, plus la probabilité que le
systéme passe de 1’état d’énergie fondamental a 1'un des états excités devient élevée. Il y a un
moment dans le spectre ol le premier état excité, avec la plus faible énergie (hormis 1’état fonda-
mental), s’entrecroise étroitement avec 'état fondamental, puis s’écarte a nouveau. Certains fac-
teurs peuvent faire passer le systeme de I'état fondamental & un état d’énergie supérieur. Il existe
donc une distance minimale entre les deux états. Les principales sources sont alors, la fluctua-
tion thermique qui existe dans tous les systemes physiques et le processus de recuit exécuté bien
trop rapidement. Le processus de recuit qui ne subit aucune interférence des sources d’énergie
extérieures et qui évolue assez lentement pour laisser le systeme se stabiliser est appelé le proces-
sus adiabatique’. Etant donné qu’aucun ordinateur, quantique ou non, n’est jamais totalement
isolé de l'extérieur, le recuit quantique peut étre vu comme 1'équivalent pratique de 1'informa-
tique quantique adiabatique idéal (théorique). En réalité, pour certains problemes, la probabilité
de rester dans l'état fondamental peut parfois étre assez faible. Ainsi, pour chaque probleme,
il existe un hamiltonien avec un spectre propre lui correspondant et les problémes les plus dif-
ficiles a résoudre (en matiere de recuit quantique), sont généralement ceux qui présentent les

écarts énergétiques les plus faibles.

9. C’est de la que vient le nom d’informatique quantique adiabatique.
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3.3.1 Théoreme adiabatique

Le systeme évolue dans le temps df selon 1’équation de Schrodinger [73] (voir rappels mathéma-
tiques au Chapitre 2) et le théoréme adiabatique stipule : ” pour un systeme donné, si ce systeme
évolue assez lentement, alors il restera toujours dans le méme état d’énergie propre”. Pour exploiter ce
théoreme, il faut commencer par un systeme quantique donné par un hamiltonien initial Hy, avec
un état fondamental facile a déterminer. Si le systeme tend vers un hamiltonien Hy (description
d’un ensemble d’états énergétiques a partir duquel le minimum global est souhaité) en évoluant
assez lentement vers un état d’énergie, a la fin de 1’évolution, le systéme restera encore dans ’état
fondamental, et donc le minimum global de Hy est finalement déterminé.

Un systéme quantique a une énergie donnée par 1’hamiltonien Hy a un temps initial f( et le
systéme est dans un état propre décrit par ¥ (x, t). Le systéme évolue selon I'équation de Schrodi-
nger, afin d’atteindre I'état final ¥ (x, tf) ce qui donne un hamiltonien final H(ts) a un temps ¢.
Le théoreme adiabatique indique que la modification du systéme dépend du temps par la rela-
tion f, = ty — to. Pour un processus adiabatique, t, — oo, alors, I'état final ¥ (x, ¢t f) est un état
propre de 'hamiltonien final, avec une configuration |¥ (x, t¢)|? # [¥(x, to)[*.

Le degré auquel un changement donné approche un processus adiabatique dépend a la fois de
la séparation énergétique g,,;, entre les états énergétiques, et le rapport entre 1'intervalle t, de
’évolution de ¥ (x, tg) pour un hamiltonien indépendant du temps. Inversement, dans la limite
ts — 0 on a un passage infiniment rapide (ou diabatique); la configuration de ’état reste in-
changée : [¥(x,tf) > = [¥(x, to)|* Ce théoréme s’applique seulement lorsque 1’évolution se fait
assez lentement et le temps total requis pour une évolution adiabatique (un seul recuit), t,, est

donné par le théoréme adiabatique :

1
ty > —— (3.8)

min

ol ¢,in est I'écart d’énergie minimale '° tel que défini par;

Smin = min (A1(s) — Ao(s)) (3.9)

0<s<1
Avec s = t/t;. Cette relation implique que, plus I'écart énergétique minimal est faible, plus
I’évolution doit durer longtemps pour qu’elle reste dans I'état fondamental. Malheureusement,
comme pour beaucoup de processus quantiques, le calcul de l'écart énergétique minimal est

généralement un processus difficile et équivaut en réalité a résoudre le probléeme lui-méme.

10. l'écart le plus petit entre 1’état fondamental et le 1°” état excité de I’hamiltonien a un moment donné
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3.3.2 Fonctionnement interne

Les qubits matérialisés par des boucles microscopiques [129] composent le QPU (”"Quantum
Processor Unit”) d’un ordinateur D-Wave. Pendant le calcul, la direction du courant électrique
est dans un état superposé, mais lorsque le systeme décohére (en raison de l'observation ou du
bruit), le courant circule dans un sens ou dans l’autre. Pour effectuer des calculs efficaces, il
est nécessaire de soigneusement contrdler la distribution de probabilité de la rotation du qubit.
Ceci est réalisé en programmant le biais et les couplages de chaque qubit. Le biais est un champ
magnétique programmable appliqué a la boucle du qubit qui va effectuer la rotation du courant
dans la direction souhaitée a la valeur choisie. Chaque qubit est également connecté a d’autres qu-
bits a I'aide de couplages ferromagnétiques/antiferromagnétiques programmables, qui incitent
les qubits a se polariser préférentiellement dans le méme sens ou respectivement dans le sens

inverse des qubits auxquels ils sont connectés.

Le processus physique qui rentre en jeu peut étre représenté évolue dans le temps suivant

trois étapes : a l'initialisation le qubit posséde un unique puits (représentant 1’état 0 ou 1) avec
un seul minimum énergétique (un état superposé). Au début du processus de recuit, le puits
se délocalise en deux états bien distincts (correspondant a l'état |0) et 1’état |1) du qubit). Ce
processus transforme le diagramme énergétique en un potentiel & double puits. Le qubit doit
se retrouver dans 1'une de ces vallées a la fin du recuit pour sortir de son état quantique et de
tomber dans un état classique.
La probabilité que le qubit se retrouve a l’état |0) oix |1) est alors égale a 50%. Il est cependant pos-
sible de contrdler cette probabilité en appliquant un champ magnétique externe au qubit. L'ap-
plication de ce champ fait basculer le potentiel du double puits dans un unique puits, augmen-
tant fortement la probabilité que le qubit se retrouve dans le puits le plus bas énergétiquement.
La constante programmable pour controler le champ magnétique externe est la polarisation. La
polarisation introduit un minimum d’énergie préférentiel pour une des deux orientations qui
permet par exemple de controler la probabilité d"une orientation plutot que 1’autre et faire passer
celle-ci de fagon continue de 0% a 100%.

L’architecture de ce dispositif est alors con¢u pour associer plusieurs qubits en les couplant mu-
tuellement afin qu’ils puissent s’influencer. Contrairement aux ordinateurs quantiques numériq-
ues qui utilisent une porte quantique a deux qubits pour coupler les qubits entre eux, I’AQC
utilise directement des biais et des coupleurs. L'architecture de D-Wave associe a chaque qubit et
a chaque couplage un poids que nous programmons en fonction du type de probleme posé en
amont.
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3.4 Architecture

La topologie (graphe d’interconnexion des qubits physiques) de D-Wave est assez contrai-
gnante pour traduire une fonction objectif QUBO (ou Ising) dans un format que le systeme D-
Wave peut résoudre. Lors de la formulation d’un probleme sur le D-Wave, nous associons les
valeurs des biais (poids sur les qubits) et des coupleurs (poids de connexions entre deux qu-
bits) sur la topologie d’interconnexion des qubits et théoriquement, plus il y a de qubits et de
connexions utilisés, plus les problemes qui y sont associés deviennent denses et complexes a
résoudre. Comme nous le verrons dans la suite de cette section, la topologie mise en ceuvre dans
les architectures D-Wave est quadratiquement moins dense que la densité maximale que nous

pouvons avoir sur un probléme.

3.4.1 Connectivité des qubits dans le graphe Chimera

Cellule unitaire Une cellule unitaire est composée de 2 x 4 qubits sur un graphe biparti (en-
cadrée en rouge sur la figure 3.2). Chaque qubit est relié au plus a quatre autres qubits pour un
total de connexions au plus de 6.

Graphe 4 X 4 Les interactions qubit a qubit, sont limitées par son graphe d’interconnexion C,
contenant 8¢% qubits. Le réseau d’interconnexion est délimité par les cellules unitaires de qu-
bits connectés entre elles pour former une topologie globale en grille, le Chimera (la topologie
Chimera pour 128 qubits est illustrée sur la figure 3.2).

Les noeuds et les arrétes du graphe permettent de définir la fonction objectif. Ainsi chaque qubit
physique du graphe est associé a un ”qubit logique” (variable diagonale du probleme QUBO)
dans le graphe de la fonction objectif. Par exemple, Choi et al [51] montrent qu'un graphe com-
plet K; peut étre intégré dans le triangle supérieur du graphe Chimera C; au prix de utilisation
de plusieurs qubits physiques comme qubits logiques. Ce principe implique une réduction dras-
tique du nombre de qubits logiques disponibles dans le systeme. Cela crée un écart (important)
entre le nombre de qubits physiques et la taille (nombre de variables) des problemes. De plus,
la recherche de bons algorithmes et/ou d’heuristiques pour trouver de telles correspondances
reste un probléme ouvert. Malheureusement et comme nous le verrons par la suite, une variable

logique du probleme doit souvent étre associée a plusieurs qubits physiques.

La propriété la plus importante du graphe de Chimera est qu’il s’agit d’un graphe peu dense;
chaque qubit est couplé avec au plus six autres qubits. Cela signifie que tous les problemes
intégrables sur un graphe de variables qui ne correspondent pas exactement a la structure de
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FIGURE 3.2 — Représentation du graphe Chimera avec 4 x 4 cellules unitaires (en-
cadrée en rouge), chacune d’elles définit un graphe biparti pour un total de 128 qubits
physiques

Chimera devront étre reformulés. L'incorporation des problémes se référe a une transformation
de graphe pour se conformer a la structure du graphe Chimera. Deux problémes entrent en jeu.
Le premier est le cas des graphes isomorphes au graphe Chimera. Trouver un isomorphisme est
un probleme difficile [82] et nous ne savons pas s’il est dans la classe NP. Des heuristiques de
prétraitements doivent étre développés en amont pour assurer 1'isomorphisme du probléme sur
le graphe Chimera. Deuxiémement, si le graphe n’est pas isomorphe, alors la solution la plus
adaptée pour venir intégrer le graphe sur le Chimera est de dupliquer plusieurs qubits pour
représenter une variable. En théorie des graphes, “si le graphe du probleme QUBO n’est pas un sous-
graphe (isomorphe) au graphe Chimera, alors il ne peut pas étre directement intégré”. Pour une résolution
exacte, Il faut alors recourir au probleme d’incorporation de graphe et utiliser plusieurs qubits
physiques comme un unique qubit logique.

Pour pallier ce probleme d’isomorphisme de graphe, une des facons de faire est de mettre le
méme poids sur plusieurs qubits physiques de facon a ce que la chaine totale représente une
seule et unique variable. Avec cette méthode, la taille maximale du graphe qui peut étre intégrée

(en supposant une intégration parfaite) est souvent tres inférieure a la taille réelle du probleme
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(voir Chapitre 7). Une grande partie de la théorie sous-jacente se trouve dans Choi [51] qui est une
heuristique (minor-embedding algorithm '!) pour faire l'intégration des graphes fournis dans le
cadre de l'interface de programmation D-Wave [44].

3.4.2 Connectivité des qubits dans le graphe Pegasus

La prochaine génération de D-Wave pourra atteindre plus de 5000 qubits interconnectés dans
une topologie de graphe appelé Pegasus [58, 36]. Cette topologie englobera 1’ancienne topologie
Chimera comme sous-graphe. La topologie Pegasus posséde, en plus des coupleurs externes (qui
connectent des paires de qubits sur deux bipartis différents) et internes (qui connectent des paires
de qubits dans un biparti) de Chimera, un troisiéme type de coupleur, les coupleurs impairs.
Les coupleurs impairs connectent des paires de qubits paralleles dans des colonnes adjacentes
(schématisé a la figure 3.3). Dans la topologie de Chimera, un qubit peut connecter au plus 4
qubits internes et 2 qubits externes pour avoir au plus 6 connexions entre chaque qubit. Dans un
Pegasus, un qubit peut connecter 12 qubits internes et 3 externes pour un total de 15 connexions
entre chaque qubit.

FIGURE 3.3 — Représentation du graphe Pegasus superposé sur le Chimera de 2 x 2
cellules unitaires. Les arrétes en rouge représentent les connexions supplémentaires
incorporées dans une topologie Pegasus pour un total de 48 qubits.

11. L’heuristique détermine le plus grand sous-graphe en procédant par construction itérative partant d’'un som-
met jusqu’a couvrir le maximum de sommet disponible dans le graphe.
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Ainsi, un Pegasus de taille M noté Py contient au total 24M (M — 1) qubits. Comparativement
a un Chimera C4 de taille 4 x 4 avec 128 qubits, un Pegasus P, possede 288 qubits (augmenta-
tion de 2 par rapport au nombre de qubits du Chimera). De plus, les heuristiques utilisées pour
déterminer les sous-graphes isomorphes au graphe Chimera pourront étre facilement réadaptées
car la nouvelle architecture englobe le Chimera [172]. L’avantage prédominant dans cette nou-
velle topologie est que les chaines de qubits (duplication des qubits pour représenter une variable
d’un probléme) seront nettement plus courtes grace a la densité de connexion 2.5 fois supérieure.
Enfin, comme des chalnes de qubits augmentent le risque d’erreur (mauvaises duplications en
sortie) dans I'intégration d"un probleme sur le graphe, la densité devrait réduire la longueur des
chaines et permettre d’améliorer la résolution des problemes.
Dans [58], D-Wave montre des premiers résultats de leurs tests sur leur Pegasus et en particu-
lier deux points importants; le premier pour trouver des sous-graphes dans un P6 (avec 680
qubits et 4484 coupleurs). Il détermine que I’architecture Pegasus obtient systématiquement une
réduction de 50 a 60% de la longueur des chaines par rapport a Chimera, donnant 1’avantage
de venir intégrer des problemes plus denses. En second point, il confirme que la topologie peut
supporter des barrieres énergétiques plus importantes et tendrait a confirmer 1'utilisation des
principes de la physique quantique controversés. Cette nouvelle technologie offrirait plus de fa-
cilité a observer les phénomenes (effet tunnel notamment) qu’avec un Chimera et mettrait fin
au débat (voir Chapitre 4) sur I'utilisation ou non de ces phénomeénes. Enfin, I'utilisation de leur
nouvelle puce avec ces nouvelles propriétés permettrait d’accélérer les temps de calcul et la qua-
lité des solutions.
Bien que les machines basées sur la technologie Pegasus ne soient pas encore commercialisées,
la chaine d’outils logiciels supporte déja cette nouvelle topologie d’interconnexion et permet de

réaliser des expériences préliminaires (section 7.2.1).

3.4.3 Limites de la connectivité

La disposition du graphe Chimera du calculateur quantique entraine certaines limitations sur
la taille des problemes qui peuvent étre intégrer directement. Les deux plus grandes limitations

sont le nombre de qubits et leurs connexions.

Nombre de qubits Le nombre de qubits dans les ordinateurs quantiques D-Wave a été jusqu’a
présent relativement faible. Pour un graphe Chimera de taille M x N, avec M le nombre de
colonnes et N le nombre de lignes, il y a un total de 2 x L x M x N qubits avec L le nombre de
cellules unitaires. Actuellement disponible, I’ordinateur avec le plus grand nombre de qubits est
le D-Wave 2X avec 2048 qubits et seulement 1152 connexions entre les qubits. Cela signifie que
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seuls les problemes QUBO intégrables de taille 2048 avec seulement 1152 variables non nulles
et non diagonaux représentant les poids de couplage sur le Chimera (termes de couplages Q; ;)
peuvent étre disposés sur le D-Wave. En utilisant les 2048 termes diagonaux comme biais sur les
qubits, le nombre total des termes non diagonaux non nuls directement intégrable sur le Chimera
ne représente que 0.05% du nombre total de termes non nuls dans la matrice complete. Pour
contourner cette limitation, l’article de D-Wave [118] suggere qu’il n’y a pas d’autre choix que de
diviser le probleme en sous problémes plus petits, de les résoudre et de reconstruire la solution
du probleme initial. Nous verrons dans le chapitre 5 qu’il existe une autre facon de procéder mais
elle aussi possede ses limitations.

Connectivité entre qubits Chaque noeud du graphe Chimera est adjacent & au plus six autres
neceuds. Cette contrainte signifie que, si un probleme a des variables qui sont connectées les
unes aux autres d'une maniere qui n’existe pas dans ce graphe, alors il ne peut pas étre intégré
sur le matériel sans étre reformulé. En théorie des graphes : si le probleme a un graphe qui n’est
pas un sous-graphe du graphe de Chimera alors nous avons besoin de reformuler le probleme afin de
résoudre le probleme initial. Pour contourner cette limitation, nous utilisons plusieurs qubits phy-
siques pour représenter un unique qubit dans notre probléme. Par définition, un qubit physique
est un qubit qui compose le matériel quantique, et un qubit logique est la représentation d’une
variable du probléme. Pour un graphe de Chimera avec les parametres L, M, N, la documen-
tation de D-Wave [118] indique que le graphe complet le plus grand avec n sommets et pour
n =1+ L.min(M, N). Ainsi, la faible connectivité implique un nombre de variables (nombre de
qubits) et de connectivités (nombre de couplages) limités pour intégrer le plus grand graphe pos-
sible du probleme. Intégrer un graphe directement sur 'architecture revient souvent a redéfinir
un graphe directement isomorphe.
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Chapitre 4

Présentation du probleme et état de 1’art

4.1 Recuit Simulé vs Recuit Quantique

L'heuristique du recuit simulé se base a 1’origine sur la simulation du recuit des matériaux [107].
En physique de la matiere condensée, appliquer un recuit sur solide est un processus physique
permettant de chauffer le solide jusqu’a obtenir une température maximale pour laquelle toutes
les particules se déplacent aléatoirement jusqu’a étre dans la phase liquide. Le liquide est ensuite
refroidi en abaissant lentement la température. Ainsi, les particules retombent dans 1’état fonda-
mental (état de plus faible énergie) correspondant au solide. La condition nécessaire et suffisante
est que la température maximale doit étre initialement élevée et que le refroidissement s’effec-
tue suffisamment lentement. La phase de refroidissement est alors donnée pour chaque valeur
de température, et le solide doit atteindre 1'équilibre thermique caractérisé par une probabilité

d’étre dans un état énergétique donné par la distribution de Boltzmann :

P = ﬁexp{h—?} (4.1)
Ou Z(T) est un facteur de normalisation de la fonction de partition dépendant de la température
T et kp la constante de Boltzmann, E 1’état énergétique du systeme. Lorsque la température
est abaissée, la distribution de Boltzmann fait tendre les états vers I'énergie la plus basse pos-
sible (tlgloio exp ! = 0) et lorsque la température avoisine le zéro, seuls les états ayant la plus
faible énergie ont une probabilité d’exister. En revanche, si le refroidissement est effectué trop
rapidement et que 1’équilibre thermique n’a pas le temps d’étre atteint pour chaque valeur de
température, alors des défauts peuvent apparaitre dans le solide et la structure cristalline d’énerg-

ie la plus faible n’est pas atteinte.

Du point de vue informatique, pour simuler 1'évolution vers 1’équilibre thermique dun so-

lide a valeur constante T, Metropolis et al. ont proposé une méthode de Monte Carlo [123], qui
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génere des séquences d’états du solide. Etant donné I’état a un moment donné du solide, ca-
ractérisé par les positions de ses particules, une légére perturbation générée de fagon aléatoire
est appliquée par le déplacement d"une particule choisie aléatoirement. Apres stabilisation, si la
différence d’énergie, AE, entre I'état actuel et 1’état 1égerement perturbé est négative (énergie plus
faible), le processus se poursuit avec ce nouvel état. Si AE > 0, alors la probabilité d’accepter I’état
perturbé est donnée par exp{ ;b—ATE } Cette régle d’acceptation pour les nouveaux états d’énergie
est le critére Metropolis. Selon ce critere, le systéme va évoluer vers un équilibre thermique ! et

atteindra 1'état de plus bas énergie possible du systeme.

L’algorithme d’optimisation a lui été développé indépendamment par Kirkpatrick et al. [46,
107] dans les années 80. L’algorithme de Metropolis est également utilisé pour générer des séquen-
ces de configurations d"un probleme d’optimisation combinatoire. Dans ce cas, les configurations
vont jouer le role des états du solide tandis que la fonction de cofit et le paramétre de contrdle
jouent les roles de I’énergie et de la température. L'algorithme de recuit simulé est alors considéré
comme une séquence d’algorithmes de Metropolis évaluée par les valeurs décroissantes du pa-
rametre de controle. En utilisant cette méthode, il est possible de sortir d’un minimum local avec
une probabilité élevée dépendant de la température. Ainsi a tres basse température, les états les
plus probables d’étre atteints sont les états d’énergie trés faible et sont les solutions au probleme
d’optimisation.

Le principe de I'heuristique du recuit simulé consiste a initialiser 1’algorithme avec une températ-
ure élevée, puis, de maitriser la loi de décroissance de la température dans l'algorithme de Me-
tropolis. De cette fagon, il existe plusieurs lois de décroissance ([69, 70], etc.) qui possedent toutes
des caractéristiques différentes et qui offrent de plus ou moins bonnes solutions au probleme
considéré. De la méme fagon qu’il existe plusieurs lois de décroissances, il existe un grand nombre
de ce type d’algorithmes a cause de I'ajustement des parameétres sur lesquels il possible d’influer
(valeur initiale de la température, fonction de décroissance de la température, nombre de paliers
par niveau, critére d’arrét de I'algorithme, etc.). Alors, l'efficacité et la performance de 1’heuris-

tique sont intrinséquement liées aux choix de ces parameétres de controdle.

41.1 Performance

L'analyse des performances d’un algorithme non déterministe porte sur la qualité des solu-
tions obtenues et le temps d’exécution requis par 1'algorithme. Pour le recuit simulé, ces quan-

tités dépendent de la taille de l'instance du probléme et du nombre d’itérations par pallier. Il

1. Apreés un grand nombre de perturbations, en utilisant le critere d’acceptation, la distribution de probabilité
des états se rapproche de la distribution de Boltzmann, donnée par eq. 4.1



4.1. Recuit Simulé vs Recuit Quantique 49

existe également une distribution de probabilité sur 'ensemble des solutions possibles que 1'al-
gorithme peut obtenir pour un probleme donné. Ainsi, la moyenne? fait référence a 1’espérance
mathématique du cofit sur I’ensemble des solutions de 'instance du probléme. En étudiant les
performances du recuit simulé, il est possible de quantifier la qualité des solutions obtenues par

rapport a la solution optimale.

Sasaki et al. [150] ont réussi a déterminer que dans certains cas, le recuit simulé ne résout
pas certains problémes polynomiaux en temps polynomial, par exemple, le probleme de cou-
plage biparti de cardinalité maximale présenté dans le Chapitre 6. Plus précisément, certains
cas particuliers nécessitent un nombre exponentiel d’itérations pour atteindre la solution opti-
male. D’autres études [5, 94] ont approfondi la question de la convergence du recuit vers 1’opti-
mum global et ont montré théoriquement qu’il existe une condition nécessaire et suffisante pour
que le recuit converge en probabilité vers 'optimum global, et ce en faisant un nombre expo-
nentiel d’itérations. Cette condition est alors valable pour une grande classe de types de recuit
indépendamment de la loi de décroissance choisie. Il nous est alors impossible de garantir exac-
tement la convergence du recuit, méme pour un probléme polynomial.

En dépit des inconvénients que nous venons de voir, le recuit simulé reste une heuristique large-
ment utilisée en optimisation car elle permet tres souvent d’obtenir des solutions sous-optimales

mais utilisables en un temps de calcul qui reste raisonnable.

4.1.2 Comparaison Recuit Simulé vs Recuit Quantique

L’optimisation combinatoire est un domaine de I'informatique ayant pour fonction de détermi-
ner le minimum d’une fonction de coflit possédant un grand nombre de variables discretes.
Comme nous 'avons vu, la théorie de la complexité classe la difficulté d'une telle tache selon
le type de probleme en fonction du temps de calcul et de la mémoire utilisée par les algorithmes.
Lorsque la fonction de cofit peut étre vue comme une énergie, les configurations optimales corres-
pondent aux états fondamentaux et aménent a des procédures de recuit inspirées de la physique

afin de déterminer I'état fondamental du systéme.

Le recuit simulé Cette heuristique exploite en particulier les fluctuations thermiques pour at-
teindre 1’état fondamental, la température peut étre lentement abaissée jusqu’a atteindre une
température proche de zéro. Si cette baisse est suffisamment lente et controlée, le systeme reste

2. Pour une distribution de probabilité du cofit sur I'ensemble des solutions possibles que 1’algorithme peut
obtenir pour un probleme donné.
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proche de 1’équilibre thermique et en fin de processus, les configurations sont les états fonda-

mentaux du systeme.

Depuis la fin des années 90, les algorithmes de type recuit ont été utilisés avec succes pour
résoudre efficacement des problemes [47]. L'intérét d’utiliser cette heuristique plutot que des sol-
veurs exacts réside dans la simplicité de I’algorithme, un comportement type boite noire > et une
grande variété de parametres internes réglables. Théoriquement, 1’heuristique doit approcher la
solution optimale du probleme par le biais d’une marche aléatoire (processus de Markov avec
une bonne loi stationnaire) au propriétés bien choisies (regle probabiliste qui permet d’accep-
ter ou non une solution qui est liée a la loi de Boltzman) dans tous l'espace des solutions. D'un
point de vue pratique, le réglage des parametres internes permet d’accélérer la convergence vers
une solution proche de I’optimale. Le recuit simulé est aussi adapté pour résoudre les problemes
d’optimisation continue* [159]. A contrario, l'inconvénient majeur est le temps de résolution
méme pour des instances relativement petites. En effet, il faut tout de méme explorer un grand
nombre de solutions dans tout 1’'espace pour ne pas tomber et rester bloqué dans un minima

local.

Le recuit quantique Les fluctuations thermiques sont définies comme des fluctuations quan-
tiques [103] afin de rapidement explorer 1'espace de configuration vers la configuration de base.
Ce recuit peut étre vu comme une métaheuristique pour trouver le minimum global d"une fonc-
tion objective sur un ensemble de solutions candidates [81]. L'idée est alors de faire évoluer le
systeme décrit par 1’équation de Schrodinger, avec un hamiltonien interpolant un hamiltonien
plus simple dont I’état de base est facile a préparer et '’hamiltonien encodant la fonction de cotit
que nous souhaitons minimiser. Si cette interpolation est suffisamment lente et donc si la condi-
tion d’adiabaticité est bien maitrisée, le systéme initialement préparé dans 1’état fondamental
de I’hamiltonien simple finira dans 1’état fondamental recherché de la fonction de cofit. Cette
procédure mise en ceuvre dans un ordinateur quantique reste trés cotiteuse sur un ordinateur
classique. En effet la dimension de 1’espace d’Hilbert quantique augmente de fagon exponen-
tielle avec le nombre de variables.

3. Représentation du systéme sans utiliser son fonctionnement interne et sans avoir besoin de calculer la fonction
économique.
4. Dans les problemes d’optimisation continue, les variables peuvent prendre I'ensemble des valeurs réels.
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4.2 Analyse bibliographique

L’état de I'art qui est présenté dans ce chapitre fait le point sur 1’état actuel des techniques en

matiere de calcul quantique adiabatique et sur ses applications.

4.2.1 Calcul Quantique Adiabatique (AQC)

Le modele adiabatique a été décrit pour la premiere fois par Farhi et al. [8] dans les années 2000.
IIs ont 'intuition d"appliquer I'évolution adiabatique d"un systéme quantique comme algorithme
pour résoudre certains problémes d’optimisation combinatoire. Par définition, pour qu'un tel
algorithme soit efficace, son temps d’exécution pour résoudre un probleme doit augmenter au
pire polynomialement avec le nombre de qubits. Ce laps de temps d’exécution dépend de 'écart
spectral minimal (g;,i,) entre les états d’énergies des hamiltoniens.

Des travaux plus approfondis des mémes auteurs en 2001 [75] ont montré que les simulations du
calcul quantique adiabatique étaient capables de résoudre des problemes NP-complets générés
aléatoirement. Ils ont aussi montré une faible augmentation du temps de fonctionnement du
recuit en fonction du nombre de qubits, mais seulement pour un petit nombre de qubits (en rai-
son des contraintes d’espace des systémes quantiques de simulation classique). De plus, ils ont
montré que 1’évolution temporelle des hamiltoniens pouvait étre approchée a 1’aide d’opérateurs
unitaires discrets dans le modele informatique quantique universel. Récemment, 1’algorithme
adiabatique a été appliqué a un probléme spécifique N P-complet comme : “3-bit Exact Cover” [75]
et 3-SAT ("Three-Satisfiability”) [108]. Il a été constaté que 1’algorithme quantique réussit en un

temps qui semble croitre seulement quadratiquement en fonction de I’entrée.

Comme ’AQC peut étre simulé par des ordinateurs quantiques universels, sa puissance de
calcul ne pourra pas dépasser celle du modele conventionnel. C’est Aharonov et al. [7] qui ont
d’abord prouvé que la réciproque est également vraie; le modele de calcul quantique univer-
sel pouvait étre simulé efficacement sur le recuit adiabatique (avec un surcroit de complexité
polynomiale). Une autre question qui fait encore débat est 'étude du passage d’une éventuelle
différence de complexité d'un probléeme avec des ordinateurs quantiques a portes sur des or-
dinateurs a recuit quantique de D-Wave. D’apres Adiabatic Quantum Computation is Equivalent
to Standard Quantum Computation [7] de Dorit Aharonov et al. il n'y aurait aucune différence (a
condition de considérer des hamiltoniens plus généralisés), la complexité est identique.

Enfin, Childs et al. [50] ont prouvé que le modéle adiabatique présentait des tolérances de défauts
inhérents qui n’étaient pas présentes dans le calcul quantique universel. Intuitivement, comme

les performances dépendent de 1'écart spectral g,,;,, la décohérence environnementale pourrait
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étre minimisée en utilisant un dispositif a tres basse température par rapport au g,;,,. De plus, le
calcul tolererait également des erreurs introduites par la mise en oeuvre matérielle du probleme,
en supposant que ces erreurs (bruits et erreurs de précisions [87]) varient lentement pour éviter

d’influencer le processus de recuit.

Ces résultats ont alors mené au premier brevet majeur de D-Wave Systems dans Amin et Stei-
ninger (2006) [16] et finalement a leurs travaux dans Johnson et al. (2011) [102], dans lesquels ils
ont décrit la conception et la validation du processeur “Rainier” de D-Wave One. L'architecture
permettait essentiellement d’utiliser un modeéle programmable de I’hamiltonien d’Ising avec des
champs magnétiques contrdlables. La contribution de Johnson et al. a été une avancée signifi-
cative, elle introduisait pour la premiere fois un ordinateur quantique adiabatique qui pouvait
étre programmé et offrir une solution pour des problemes de taille raisonnable. Les ordinateurs
quantiques adiabatiques précédents étaient soit incapables d’étre programmés (car c’était des
prototypes destinés a la recherche en physique fondamentale), soit incapables de supporter plus
de deux ou trois qubits. Les expériences décrites dans 1'article de 2011 ont montré de quelle
maniére, un seul qubit et une seule cellule du processeur, possédaient des propriétés liées au re-
cuit quantique. Un résultat qui a ensuite été étendu a 108 qubits par une équipe indépendante
de Boixo et al. et ils ont rapidement constaté que, la faible connectivité entre les qubits (le graphe
Chimera, tel que décrit au chapitre 3) avait pour implication que le processeur n’était pas encore

un ordinateur quantique universel.

Depuis Johnson et al. (2011), plusieurs groupes indépendants ont effectué des analyses pour
déterminer la rentabilité réelle des ordinateurs de D-Wave en terme de capacité de calcul. Mc-
Geoch et Wang (2013) [121] ont été en mesure de démontrer une accélération du temps de calcul
significative pour certain problemes sur le nouveau processeur D-Wave Two par rapport aux so-
lutions logicielles classiques existantes. Ces résultats ont été rapidement réfutés par d’autres, et
un consensus scientifique général sur la nature quantique des ordinateurs D-Wave n’a pas encore
été validé. Ce débat controversé a déja conduit a des gains d’efficacité significatifs dans le calcul
classique, avec des algorithmes classiques hautement optimisés démontrés par Selby (2013) [154].
IIs ont été capable d’égaler et méme de surpasser les performances des machines D-Wave sur les
problémes types QAP ("Quadratic Assignment Problem”).

Malgré tout, cela n'a pas empéché la NASA, Lockheed Martin et Google (ainsi que 1'Université
de Californie) d’acquérir leurs propres D-Wave pour le développement d’algorithmes et de de-

meurer optimiste quant a leurs applications futures.
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4.2.2 Controverse sur la nature des calculs dans les machines D-Wave

Il y a une controverse importante sur la question de la manifestation effective de phénomenes
quantiques dans le calculateur D-Wave et plus particulierement s’il présente des avantages en
terme de gain de temps, d’efficacité de résolution de problémes par rapport aux ordinateurs

classiques actuels.

Plusieurs études ont suggéré que 1'ordinateur D-Wave est effectivement un calculateur qui
utilise les principes de mécanique quantique. L'article de 2011 dans Nature [102] stipule que les
puces D-Wave possedent des propriétés de mécanique quantique (intrication et effet tunnel) re-
quises pour l'informatique quantique et dans Science [108] la méme année, les auteurs ont montré
qu'un D-Wave “utilise au moins un minimum de mécanique quantique”.

En 2014, un article compare les données expérimentales de D-Wave avec trois applications de
physique classique et une de physique quantique. Ils affirment que le modéle quantique est plus
efficace pour traiter les données expérimentales [12]. En mai, un article contenant des résultats
expérimentaux suggere bien 1'utilisation de l'intrication entre les qubits dans le D-Wave [112].
Enfin en 2015, Google a publié un article comparant le calculateur D-Wave avec des algorithmes
de recuit simulé et du Monte Carlo quantique. Ils ont découvert que le recuit quantique est plus
rapide et plus efficace que ses homologues. Ils ont également découvert que le recuit quantique a
I’échelle de D-Wave est similaire aux algorithmes de Monte Carlo quantiques, et est environ 108
fois plus rapide [60].

Malgré tout, d’autres études majeures suggerent que 1’ordinateur quantique D-Wave n’utilise
pas vraiment les propriétés de la mécanique quantique.
En 2013 (et en réponse a l’article de McGoech et Wang [121] sur le résultat montrant qu'un D-
Wave est plus rapide que quelques algorithmes classiques) les auteurs [154, 143] ont démontré
que d’autres algorithmes classiques sont plus rapides que le calculateur D-Wave. En janvier 2014,
d’autres équipes ont publié un modele classique pour expliquer les données expérimentales de
D-Wave, suggérant que ce n’est peut-étre pas un ordinateur quantique [156], mais un calculateur
qui se voudrait étre quantique. Enfin, en juin 2014, une étude publiée dans Science a révélé que
D-Wave ne produisait pas d’accélération quantique et qu’il n’y avait pas non plus de preuve que
les machines utilisaient des phénoménes quantiques. Ceci inclut le fait que le recuit simulé sur

un ordinateur classique était plus rapide que le recuit quantique de D-Wave [147].
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4.3 Analyse et critiques

4.3.1 Hardware quantique

Les limites du calculateur quantique existent, en particulier, la connectivité limitée qui im-
pose une augmentation significative du nombre de qubits requis pour résoudre des problemes
concrets (Chapitre 3). De plus, 1’architecture de 'ordinateur n’est pas un graphe complet mais
un graphe quadratiquement moins dense que les problemes qui y sont définis. Enfin, en raison
de certains problemes dus au matériel, certains qubits peuvent étre désactivés et non utilisables
(tous les qubits ne sont pas parfaits et il y a une fraction d’eux 5 a 10 % qui sont inutilisables [28]).
Idéalement, toute méthode mise au point doit résister a de légers changements dans la structure
du graphe. Par conséquent, nous devons nous assurer de formuler le probleme d"une maniére qui
nous permette de trouver une intégration du graphe rapidement et facilement. Ainsi, nous de-
vons savoir si H est un sous-graphe isomorphe au graphe G. Cette question relativement récente,
s’inspire de l'incorporation de graphe dans le hardware de D-Wave [44] et, a I'écriture du ma-

nuscrit, reste encore ouverte.

Controverse Deux questions englobent la controverse : le D-Wave utilise-t-il réellement les
principes de la mécanique quantique et peut-il réellement résoudre des problémes complexes
plus rapidement que les ordinateurs classiques?

Pour la premiere question, les études de I’état de I’art permettent d’affirmer avec une confiance
raisonnable que les puces D-Wave sont capables au moins localement sur quelques qubits d"uti-
liser les principes de mécanique quantique. En revanche, nous ne savons pas si l'effet quantique
est toujours présent lorsqu'un grand nombre de qubits sont utilisés. Le résultat le plus probant
qui suggere que cela pourrait étre vrai est celui de décembre 2015 [60], ot1 le recuit quantique est
bien meilleur a grande échelle que le recuit simulé. Cependant, il est toujours du méme ordre de
grandeur que d’autres algorithmes classiques comme le Monte Carlo quantique. En outre, 'aug-
mentation de la taille des instances, et donc du nombre de qubits requis sur D-Wave, pourrait
potentiellement nécessiter une certaine correction d’erreur en raison des difficultés d’ingénierie

des puces quantiques avec de nombreux qubits.

Pour la deuxiéme question, il est important de se rendre compte qu’il y a deux aspects a compa-
rer : “Le premier est le temps d’exécution réel des machines, et le second est comment le temps d’exécution
augmente a mesure que la taille d’entrée augmente”. Une comparaison du temps d’exécution réel sur

D-Wave et sur un ordinateur classique peut nous dire s’il v a actuellement une accélération qui
y
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peut étre obtenue pour résoudre des problemes. La plupart des recherches suggerent que méme
si un D-Wave peut étre plus rapide que des algorithmes spécifiques et des solveurs généralisés,

il y a certains algorithmes classiques qui restent plus performants que le D-Wave.

4.3.2 Applications

Bien qu'il existe de nombreux groupes de recherche qui congoivent et fabriquent actuellement
des ordinateurs quantiques, les processeurs D-Wave sont actuellement les seuls commercialisés
possédant un nombre important de qubits [68, 125]. Cela signifie que la capacité de développer
et de tester des applications commerciales avec ces machines se trouve principalement dans les
quelques entreprises disposant d'un acces a D-Wave (Google, la NASA et Lockheed Martin).

La NASA, dans le cadre du laboratoire d’intelligence artificielle quantique (QuAIL), a concentré
ses recherches sur I'évaluation de performances des machines quantiques et les partenaires de
Lockheed Martin de 1’'Université de Californie du Sud (USC) se concentre sur 1’évaluation de
leurs comportements. Ils ont également proposé une méthode pour effectuer de ’apprentissage
machine sur un processeur adiabatique [142], mais aucune mise en ceuvre directe publiée sur le
matériel D-Wave.

De plus, Lockheed Martin se concentre sur les applications logicielles [89]. Dans Neven et al. [128],
Google a fait la démonstration d"un algorithme d’apprentissage automatique pour la classifica-
tion des images appliqué a un premier prototype de D-Wave [142]. Ils ont montré que "QBoost”
(algorithme de Quantum Boosting) était capable de fournir un classement d’images avec une
meilleure précision qu’une recherche classique, malgré le faible nombre de qubits disponibles.
Cependant, leur algorithme ne fonctionnait pas aussi bien qu’un algorithme classique spécialisé.
Ils ont attribué cela aux limites du matériel D-Wave ainsi qu’a la faible connectivité entre les

qubits.

Avec 'augmentation du nombre de qubits dans le calculateur D-Wave (de 1000 a 2000 qubits),
cela conduit a élargir le champs de recherche. Dans Neven et al. [127], QBoost a montré qu'’il
produisait des classements généralisés et exigeait moins de performance de calcul que 1'algo-
rithme d’amplification spécialisé. Dans Smelyanskiy et al. [160], une étude conjointe NASA /D-
Wave Systems/USC a exploré diverses applications d’algorithmes quantiques pour différents
problemes spécifiques au vol spatial. Dans le méme registre que Lucas (2014), Smelyanskiy et
al. ont développé plusieurs “mappings” permettant, a partir d'un probleme posé d’arriver aux
formulations d’Ising. Toutefois, aucune étude ne décrit les mises en ceuvre réelles ni les résultats

sur le matériel D-Wave.
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Controverse Toutes ces expérimentations sur les machines D-Wave montrent 1'engouement
pour cette branche de l'informatique quantique mais restent encore assez restrictives. Les résultats
obtenus et publiés ont souvent une portée minime (voire moindre) que les algorithmes classiques
qui sont développés par la suite. De plus, I'intégration des problemes sur la machine reste assez
succincte pour une vérification expérimentale des résultats obtenus. Dans cette optique, notre
intérét se porte sur la mise en ceuvre pratique d’un probleme (arbitraire ou non) sur une telle ma-
chine (Chapitre 6 et Chapitre 7). La question qui est posée ici est : comment intégrer en pratique
un probleme sur un D-Wave?

4.3.3 Problemes adressables

La capacité des ordinateurs quantiques a pouvoir utiliser un nombre exponentiel d’états a
conduit a des algorithmes quantiques dont 1’exécution s’est avérée plus rapide que celle des
algorithmes classiques pour certains problémes (la factorisation en entier de Shor et la recherche
dans la base de données non triée de Grover [90, 158]).

Les ordinateurs de D-Wave sont basés sur un modele programmable de verre de spin d’Ising.
Ce probleme particulier a fait 'objet d’études approfondies dans la littérature, et sa complexité
informatique a été décrite pour la premiere fois en 1982 [23]. Les formulations mathématiques
d’Ising de nombreux problemes NP-complets et NP-difficiles sont décrites dans [117], ainsi que
les techniques pour imposer les contraintes du probleme dans les spins auxiliaires.

Plusieurs équipes ont essayé d’appliquer des variations des problemes d’Ising au calcul quan-
tique adiabatique afin de mieux comprendre les performances des machines D-Wave. Dans Boixo
et al. [32] et McGeoch et Wang [121], les auteurs ont montré non seulement le comportement
quantique des processeurs D-Wave, mais aussi une accélération du temps de calcul potentielle-
ment significative. Dans Crosson et al. [56], les auteurs ont simulé des cas générés au hasard de
problemes d’Ising et ont constaté que des probabilités d’obtenir la meilleure solution plus élevées

que des solveurs classiques.

Controverse Ces résultats montrent un intérét certain pour l’expérimentation et 1’exploitation
des ordinateurs quantiques analogiques. Néanmoins, la comparaison des performances de ces
machines avec les solveurs classiques n’est pas réellement équivalente. En effet, les études donne-
nt les performances d’algorithmes optimisés (tel que CPLEX, gbsolv, etc.) par rapport a un al-
gorithme quantique de type recuit simulé. Les qualités des solutions obtenues entre ces deux
catégories de solveurs ne sont clairement pas comparable. La question centrale qui fait I'objet
de ce manuscrit est de connaitre les performances (au-dela du probleme adressable) en terme
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de temps d’exécution et de qualité de solutions d"un recuit quantique par rapport a un recuit
simulé. Ces deux algorithmes décrits dans la section précédente présentent ’avantage d’étre du
méme type (I'un utilisant des fluctuations de température et ’autre quantique) et ainsi étre com-
parable en terme de cotit d"une solution pour un probléme donné. Dans la suite de ce manuscrit,
la partie contribution fournit des éléments de réponses expérimentaux a cette question : le recuit
quantique possede-t-il une accélération quantique par rapport au recuit simulé et obtient-il une

meilleure qualité de solution que son homologue?
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Chapitre 5

Etude des limites de la topologie

d’interconnexion Chimera

Résumé

Ce chapitre examine la possibilité d"utiliser un ordinateur quantique analogique tel que commer-
cialisé par D-Wave pour résoudre des problémes QUBO de grande taille au moyen d"une seule
invocation du recuit quantique. En effet, cette machine résout un probleme de verre de spin avec
des coefficients réglables mais soumis a des restrictions topologiques assez fortes sur I’ensemble
des coefficients non nuls. Plutét que de faire correspondre les variables du probléme a de mul-
tiples qubits, une approche qui nécessite de nombreuses invocations du recuit pour résoudre des
problemes de petite taille, il est tentant d’étudier 1’existence de relaxations creuses, conformes a la
topologie d’interconnexion des qubits de la machine, donc exploitable en une seule invocation de
l'oracle du recuit, mais fournissant néanmoins des solutions de bonne qualité au probleme d’ori-
gine. Ce chapitre propose un dispositif expérimental qui vise a déterminer si de telles relaxations
pratiques existent ou non ou, plutdt, si elles sont faciles a trouver. Nos expériences suggerent que
ce n’est pas le cas et, par conséquent, que la résolution de problémes arbitraires, méme de taille
modérée, avec un seul appel a un recuit quantique n’est pas possible, du moins dans les limites
de la topologie dite Chimera. Nous concluons le chapitre avec un certain nombre de perspectives
que ces résultats impliquent sur la conception d’heuristiques tirant profit d'un oracle de recuit

quantique pour résoudre des problémes a grande échelle.

5.1 Introduction

L'informatique quantique suscite un regain d’intérét avec les récentes annonces de plusieurs
acteurs. La raison la plus évidente est que certains algorithmes quantiques peuvent résoudre en

temps polynomial les mémes taches qui sont actuellement considérées comme non polynomiales
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sur les ordinateurs classiques, comme la factorisation. Pourtant, d’'un point de vue pratique,
I'émergence d’ordinateurs quantiques capables de rivaliser avec les performances des ordina-
teurs classiques les plus puissants reste trés spéculative dans un avenir proche. Une nouvelle
approche consiste a construire des machines quantiques analogiques comme celles actuellement
commercialisées par D-Wave. D"un point de vue abstrait, un tel ordinateur peut étre considéré
comme une machine spécialisée dans la résolution d’un probléeme d’optimisation de verre de
spin en utilisant un algorithme similaire & un recuit simulé mais bénéficiant peut-étre d'un fac-
teur d’accélération quantique. Dans ce chapitre, nous recherchons des chemins de transformation
polynomiaux qui permettent de convertir le plus efficacement possible des problemes d’optimi-
sation en type de probleme traité par les machines quantiques analogiques. La premiere étape
consiste a comprendre le fonctionnement d"une telle machine et a déterminer dans quelle me-

sure elle contribue efficacement a la résolution de problémes complexes.

Dans ce contexte, ce chapitre est une étude expérimentale qui vise a déterminer si un ordi-
nateur quantique analogique, topologiquement contraint, peut ou non étre utilisé de maniere
directe pour résoudre des problemes QUBO ou, de maniere équivalente, des problemes Ising
avec un nombre de variables égal a son nombre de qubits. Cela suppose que des instances arbi-
traires QUBO admettent des relaxations creuses définies sur un graphe isomorphe a la topologie

d’interconnexion des qubits et que ces relaxations soient faciles a trouver.

Contraintes topologique Les contraintes liées a la réalisation de 1’architecture du processeur
D-Wave [97] imposent une topologie d’interconnexion des qubits qui ne définit pas un graphe
complet mais un graphe quadratiquement moins dense, dit graphe Chimera, qui correspond a
un réseau de graphes bipartis 4 x 4. Lorsque le graphe engendré par les coefficients non nuls
du probleme QUBO n’est pas isomorphe a ce graphe d’interconnexion, le probléeme ne peut étre
directement résolu sur la machine. Dans ce cas, la difficulté est de rentabiliser au mieux le (faible)

nombre de qubits sous les contraintes induites par cette topologie d’interconnexion.

Dans ce contexte, la contribution de ce chapitre est une premiere étude expérimentale qui vise a
déterminer si un ordinateur quantique analogique avec une topologie Chimera peut ou non étre
utilisé directement pour résoudre des problemes QUBO aléatoire avec un nombre de variables
égaux au nombre de qubits physiques. Cela suppose que les instances doivent étre relaxées pour
étre intégrées sur un graphe isomorphe a la topologie d’interconnexion des qubits. La deuxieme

question qui en découle est de savoir si de telles relaxations sont faciles a déterminer en pratique.
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5.2 Positionnement du probleme

Dans cette étude, nous choisissons volontairement 1'une des premieres puces a 128 qubits pour
lesquelles nous supposons qu’il n'y a pas de qubits défectueux. Dans ce cas, le recuit est effectué
sur un graphe matériel H qui est un sous-graphe de Cg et les cas qui ne sont pas directement
intégrés sur H ne sont pas directement résolus par le processus. Choi et al [51] montrent qu'un
graphe complet K; peut-étre intégré dans le triangle supérieur du graphe Chimera C; au prix
de 'utilisation de plusieurs qubits physiques comme qubits logiques. Ce principe implique une
réduction drastique du nombre de qubits logiques disponibles dans le systéme. De plus, un écart
(important) peut se créer entre le nombre de qubits physiques et la taille (nombre de variables)
des problemes a mettre sur le graphe Chimera. La recherche de bons algorithmes et d’heuris-

tiques pour trouver de telles correspondances reste un probléme aussi en cours d’étude.

Deux grands types d’approches de résolution existent dans la littérature : décomposition du
probléme et recomposition d"une solution [35]; résolution (une ou plusieurs fois) de relaxations
du probleme conformes aux contraintes de la topologie d’interconnexion [116] que nous allons
détailler dans la section suivante.

5.2.1 Approches de résolution existantes

Plusieurs groupes indépendants ont mené des analyses pour déterminer la pertinence pratique
des ordinateurs quantiques analogiques. Deux principaux types d’approches de résolution ont
été envisageés :

— Décomposition du probléme et reconstruction de la solution [35]. Cette méthode implique
plusieurs difficultés majeures : il faut représenter un qubit logique (variable du probléme)
par plusieurs qubits physiques. Cette solution conduit a résoudre un probleme moins
dense en coefficients de couplage avec potentiellement une déstructuration importante du
probléme initial. Malgré de premiers résultats expérimentaux encourageants en matiere
de qualité des solutions obtenues, la rentabilité d’utilisation des qubits reste (tres) faible
au sens ou elle engendre un grand nombre de sous problemes tres petits et autant d’appels
au processeur quantique.

— Résolution de problemes satisfaisants aux contraintes de la topologie d’interconnexion
[116] avec plusieurs utilisations du recuit. Dans ce cas, venir intégrer le probleme directe-
ment, enléve la contrainte topologique, mais malheureusement la résolution de ce genre

de probleme reste inexploitable. Le probleme n’a pas d’application concrete et est souvent
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défini pour cette étude. Néanmoins, il a ’avantage de pouvoir tester l'efficacité du recuit

sur 'ensemble de I’architecture.

Dans [121], les auteurs utilisent des instances QUBO qui apres transformations peuvent étre
résolues directement sur le matériel. Leurs expérimentations comprennent 100 instances avec des
coefficients générés aléatoirement, chacune d’entre elles avec des tailles de probléme prédéfinies :
n € {32,119,184,261,261,361, 349,439} correspondant parfaitement aux sous graphes du Chi-
mera. Les poids sont ensuite répartis uniformément en {—1,+1}. IIs indiquent également que
I'ordinateur fonctionne pendant environ une demi-seconde et obtiennent la solution optimale
dans 97% des cas pour les 600 instances (pour toutes les tailles) qu’ils ont générés en utilisant
la plateforme D-Wave Two. En outre, ils affirment que certains cas faiblement connectés dans
leurs instances peuvent étre directement intégrés sur le matériel. Néanmoins, comme évoqué
précédemment, les contraintes liées a la réalisation de 'architecture du processeur D-Wave [97]
conduisent a une topologie d’interconnexion qui ne définit pas un graphe complet mais qui
est quadratiquement moins dense. Lorsque le graphe généré par les coefficients non nuls du
probleme QUBO n’est pas isomorphe a ce graphe d’interconnexion, le probleme ne peut pas étre

résolu directement sur la machine.

La premieére approche de Lewis et Glover [116] utilise des techniques de prétraitement pour
réduire initialement la taille du probléme. IlIs considerent des problémes définis sur 1000 nceuds
avec 5000 et 10000 arétes et avec des coefficients uniformément répartis entre —10 et 10 et un
petit nombre de valeurs aberrantes d"une amplitude comprise entre 25 et 250. Pour cela, ils intro-
duisent 5 regles pour réduire la taille du probleme et utilisent des transformations de graphe et
I'ensemble de ces régles est combiné dans un préprocesseur appelé QPro. Ils concluent qu’avec
les caractéristiques particulieres de leur QUBO, ce qui prédomine pour obtenir une réduction ef-
ticace est la gamme d’éléments uniformément distribué ainsi que le nombre et les amplitudes des
valeurs de J;;. De plus, les pourcentages de réduction sont de I'ordre de 18% pour un probléme a
10000 arétes et de 20% pour un probleme a 5000 arétes.

Dans [35], les auteurs ont développé plusieurs algorithmes de type divide-and-conquer afin
de résoudre des probléemes de plus grandes tailles. Pour résoudre un probleme avec plus de
variables qu’il n'y a de qubits disponibles, il faut diviser le probleme en sous problemes, les
résoudre, puis construire a partir de ceux-ci une solution au probléme original. gbsolv! est un

exemple de ces solveurs. Il détermine une valeur minimale d'un grand probléme QUBO en le

1. gbsolv algorithm en open source https://github.com/dwavesystems/gbsolv
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divisant en morceaux et en le résolvant soit sur un systéme D-Wave soit via un solveur Tabu
classique. En outre, ce logiciel propose également de représenter un qubit logique par plusieurs
qubits physiques. Cette solution permet de résoudre un probléme moins dense en coefficients de

couplage avec une déstructuration potentiellement importante du probleme initial.

Notre démarche se situe dans la seconde catégorie; nous choisissons d’affecter directement les
qubits logiques (variables du probleme) aux qubits physiques mais au prix d"une perte de coeffi-
cients de couplage (ceux qui correspondent a des arrétes non présentes dans le graphe Chimera).
La relaxation doit alors étre aussi dense que possible pour préserver au mieux la structure du
probléme et étre généré par un algorithme rapide. Pour tester cette approche, nous engendrons
plusieurs relaxations a 'aide d’algorithmes a démarrage multiple que nous résolvons ensuite a
I'aide d"un recuit simulé classique, comme simulation d"un recuit quantique. Les solutions obte-

nues sont ainsi confrontées avec la fonction économique du probléeme QUBO initial.

5.2.2 Représentation des contraintes

Contrairement aux travaux précédents, nous essayons de prendre les problemes QUBO qui ne
sont pas isomorphes a la topologie d’interconnexion du graphe et de les prétraiter, en forcant
a zéro certains coefficients qui ne peuvent pas étre intégrés sur le graphe. De cette facon, nous
obtenons des relaxations définies sur un graphe isomorphe a la topologie Chimera. Nos matrices
ont un nombre de coefficients non nuls et non diagonaux J;; qui est beaucoup plus élevé que le
nombre d’arétes disponibles dans le graphe Chimera. Tenter de traiter de telles matrices présente
un potentiel pratique intéressant. En effet, si nous sommes capables de trouver une solution
presque optimale en ne considérant que des sous-ensembles de la matrice a coefficients non nuls,
nous pouvons théoriquement atteindre des tailles d'instance plus importantes, jusqu’au nombre
de qubits de la machine. Ainsi, nous pourrions étre en mesure de résoudre des problemes QUBO
plus complexes que ceux qui peuvent étre résolus a I’heure actuelle.

En outre, une variable QUBO peut étre définie sur n'importe quels qubits car la numérotation
des variables n’est pas une contrainte fixe. Par conséquent, nous recherchons une bijection entre
I'ensemble des variables QUBO et 1’ensemble des qubits. Lorsque le couplage de deux gbits in-
diquent un coefficient non nul dans la matrice QUBO, leur couplage est défini comme ce co-
efficient. Par construction, ce processus donne une relaxation du probleme QUBO original qui
est conforme par construction a la topologie Chimera. Ensuite, notre objectif est de trouver des
bijections qui conduisent, apres un recuit quantique, a des assignations de variables QUBO et

d’obtenir une solution de la fonction économique initiale de plus bas cofit possible.
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Pour que ces relaxations soient utiles en pratique, elles doivent a la fois exister et étre faciles a
trouver avec des algorithmes simples a mettre en ceuvre. En effet, il n’est pas légitime d’exécuter
un algorithme classique complexe comme étape de prétraitement pour un algorithme quantique,
plus rapide, puisqu'un algorithme classique complexe pourrait étre directement appliqué au
probleme initial dans la premieére étape. Néanmoins, nous tentons de déterminer expérimentalem-
ent si de telles relaxations pratiques existent ou non et si nous pouvons nous limiter a un algo-

rithme de faible complexité pour les trouver.

5.3 Relaxation des coefficients

Nous allons tout d’abord définir deux relaxations, nommé relax; et relax, qui prennent en
compte les contraintes topologiques partiellement ou en totalité.

Dans un premier temps, relax; est définie de la maniere suivante : nous avons écarté les
contraintes de topologie afin de voir si des relaxations creuses, c’est-a-dire des relaxations dans
lesquelles nous gardons autant de coefficients non nuls de la matrice QUBO que le nombre
d’arétes (m) disponibles dans le graphe Chimera, mais sans tenir compte de savoir si le sous-
ensemble de coefficients sélectionné est isomorphe a ce dernier. Comme nous l’avons déja dit,
nous ne nous limitons pas encore a des algorithmes de faible complexité, car notre premier ob-
jectif est de caractériser si une telle relaxation des coefficients existe. Nous essayons de le faire au
moyen d'un algorithme de recherche locale qui commence par un sous-ensemble de coefficients
m sélectionnés au hasard. Puis de maniere itérative, nous permutons aléatoirement un coefficient
sélectionné avec un coefficient non sélectionné. Enfin nous gardons ce changement si 1’affecta-
tion des variables trouvée par un recuit simulé classique est meilleure que la précédente au bout
de 1000 itérations sur la nouvelle fonction économique. Notre recherche locale implique donc
I’exécution d’un recuit simulé pour calculer la fonction économique du probleme relaxé. Cette
méthode malgré le fait qu’elle soit coliteuse en appel au recuit n’est pas un probleme puisque,
nous cherchons a déterminer, si de telles relaxations existent. Le pseudo-code 1 illustre 1'algo-

rithme mis en ceuvre pour relax;.

Dans un deuxieme temps, relax; (voir I'agorithme 2) est définie de la maniére suivante : nous
avons cette fois-ci inclus la topologie Chimera dans la définition de la relaxation. Pour ce faire,
nous avons également utilisé le méme type d’algorithmes mais la recherche locale commence
par une affectation aléatoire des variables QUBO aux qubits. Ensuite, nous procédons a la per-

mutation aléatoire de l’affectation de deux variables directement intégrable et nous gardons ce
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Algorithm 1 relax;

1: procedure INITIALISATION(V?,V,,Chim)

> nb variable V;, nb arétes Chim

2: Vi1 = Chim,Vy, = Chim > Sélection aléatoire
3: Sol: RS1, RSy > Recuit simulé
4: if RS; < RS; then > Sélection de la meilleure solution
5: Sol: RS = min(RS1,RSy)
6: fori = 0 to 1000 do
7: C;y SWITCH C,yt > Sélection d’un coefficient mis a 0
8: RS;
9: if RS; < RS3 then

10: Sol : RS = min(RSy,RSy)

11: return RS > Retourne la meilleure solution

changement, si l’affectation des variables trouvée en exécutant un recuit simulé sur I'instance to-
pologiquement isomorphe induit par l'affectation (comme expliqué dans la section précédente)

conduit a une meilleure solution que la précédente.

Algorithm 2 relax;

1: procedure INITIALISATION(V;,Chim,l;) > nb variable Vy, nb arétes Chim, I; qubits
2: Vi = Chimand V; € I, > Sélection d'un sous graphe ismorphe au Chimera
Sol : RS > Recuit simulé
fori = 01t0 1000 do

Ciy € Iq SWITCH C,y,; € Iq

RSy

if R51 < RSZ then

Sol: RS = min(RSl, RSz)

return RS > Retourne la meilleure solution

> Sélection d’un coefficient mis a 0

Dans les deux cas, nous supposons > que si le type de relaxation qui nous intéresse existe et est
relativement facile a trouver, alors le type d’algorithmes complexes ci-dessus devrait étre capable
de trouver ces dernieres. Dans le cas contraire, cela donnerait un résultat négatif impliquant
qu'il est difficile de résoudre des cas de QUBO dense avec un seul appel au recuit quantique.
Sinon, cela indiquerait que la conception d’algorithmes rapides pour trouver ces relaxations est

un probleme intéressant.

2. Nous faisons I'hypothese qu’avec le moyen algorithmique mis en ceuvre par relaxy, il doit facilement nous
convaincre que ces relaxations existent.
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Repartition des coefficients dans la matrice
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FIGURE 5.1 — Matrice bqp100-1 initiale

Probleme bqp100-1 Les problémes que nous avons traités et qui sont présentés dans le tableau
a la section suivante sont des BQP (”Binary quadratic program”) disponibles avec le solveur
gbsolv et des problemes créés artificiellement. Pour illustrer notre algorithme de recherche, nous

utilisons le probleme "bgp100-1” présenté a la figure 5.1.

La figure 5.1 représente la matrice Q initiale avec 11 coefficients non nuls Q;; sur la diagonale et
464 coefficients non nuls Q;; non diagonaux. Apres utilisation de relax; nous pouvons représenter

toutes les grandeurs utilisées pour analyser notre solution sur la figure 5.2.

La figure 5.2 décrit 'ensemble des solutions obtenues avec plusieurs algorithmes détaillés ci-
dessous. Sur 1’axe des ordonnées, nous avons le cotit de la solution obtenue et sur 1’axe des abs-

cisses nous avons le nombre de coefficients qui sont enlevés. 0 correspondant a aucun coefficient
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FIGURE 5.2 — Graphe de I'ensemble des solutions obtenues pour la matrice bqp100-1.

L’axe des ordonnées donne le cofit de la solution et I’axe des abscisses, le nombre de

coefficients enlevés (0 étant la matrice initiale 5.1 et 464 la matrice vide). La courbe

bleu donne les solutions avec un solveur aléatoire, les points verts avec un recuit,

la droite rouge la solution obtenue avec le solveur gbsolv et le point bleu la meilleure

solution avec notre algorithme relax;. La ligne verticale en pointillés rouge représente
la délimitation du nombre de couplages disponibles dans le D-Wave.
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enlevé (matrice initiale 5.1) et 464 la matrice vide (uniquement des coefficients non nuls sur la
diagonale). 3 solveurs ont été utilisés pour comparer notre solution relaxy :

— Random : Cette solution est un simple tirage aléatoire des variables; c’est notre étalon
haut. Si 'algorithme ne peut pas faire mieux qu'un simple tirage aléatoire, il nous faut
redéfinir notre fagon de creuser les matrices;

— Recuit simulé (RS) : Cette solution est obtenue par un recuit simulé, il nous permet de
quantifier notre algorithme par rapport a un recuit classique;

— gbsolv : Cette solution est déterminée a partir de la matrice initiale bgp100 — 1 et corres-
pond a notre étalon bas (solution obtenue et donné par D-Wave). L'objectif d"utiliser gbsolv
était de se rapprocher au mieux de cette solution;

— relax; : C’est la solution de 'algorithme mis en ceuvre pour déterminer s’il est possible de
creuser avec une perte de qualité de la solution maitrisée > notre matrice et d’obtenir une
solution se rapprochant de I'étalon bas gbsolv. Le point bleu “optim” est situé au nombre

d’arrétes dans le graphe Chimera mais sans tenir compte de cette topologie.

Sur la figure 5.2, nous pouvons constater plusieurs tendances, la solution aléatoire reste qua-

siment constante au vu du tirage aléatoire des 0 et 1 de la solution QUBQO, la solution RS aug-
mente progressivement vers ’aléatoire quand le nombre de coefficients non nuls dans la matrice
commence a étre trop faible. Cette tendance de la courbe a tendre vers 1’aléatoire en fonction du
nombre de coefficients enlevés est assez intuitive, le nombre de coefficients non nuls dans la fonc-
tion économique devenant de plus en plus faible, le recuit simulé fait un tirage aléatoire. Enfin,
pour relaxy, nous pouvons constater que la solution obtenue est tres proche de celle de gbsolv
(3% d’écart). Nous pouvons affirmer que notre algorithme ne dégrade pas significativement la
solution de plus bas cofit connue.
Malgré tout, il est possible que la sélection initiale des coefficients de la matrice influence la bonne
sélection des coefficients et que relax; ne puisse pas trouver une bonne solution (Le nombre
d’itérations n’étant pas infini) et il sera tres difficile pour relax; de déterminer un meilleur sous-
ensemble de coefficients non nuls. Pour pallier cela, nous avons refait I'expérimentation sur 30
matrices creusées différemment afin de confirmer nos résultats sur bqp100-1. Nous pouvons en
conclure qu’il serait facile de fournir un algorithme qui détermine un sous-ensemble de coeffi-
cients donnant une bonne qualité des solutions. Néanmoins, la densité de coefficients non nuls
initialement présents dans le probléme bqp100-1 n’est que de 10% du nombre total de coefficients
qu'il est possible d’avoir dans une matrice triangulaire de taille 100 *.

3. Si nous dégradons pas significativement la qualité de notre solution, alors il est possible de creuser efficace-
ment la matrice.
4. Une matrice QUBO entierement connectée possede 4900 coefficients non nuls non diagonaux
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FIGURE 5.3 — Graphe de I'ensemble des solutions obtenues pour la matrice Rand-15.

L’axe des ordonnées donne le cofit de la solution et ’axe des abscisses, le nombre de

coefficients enlevés. La courbe bleue donne les solutions avec un solveur aléatoire, les

points verts avec un recuit, la droite rouge la solution obtenue avec le solveur gbsolv

et le point bleue la meilleure solution avec notre algorithme relax;. La ligne verticale

en pointillés rouge représente la délimitation du nombre de couplages disponibles
dans le D-Wave.

Probleme Rand-15 Nous pouvons reproduire le méme procédé mais cette fois avec une matrice
possédant une densité de coefficients non nuls de 90% afin de comparer les solutions obtenues et

de confirmer notre analyse sur bqp100-1.

Nous pouvons observer que 1'aléatoire (random) et le recuit simulé (RS) se comportent de la
méme fagon qu’avec le probleme rand-15, mais notre algorithme n’arrive pas a déterminer une
solution proche de gbsolv (écart d’environ de 54%). Cela implique qu'’il est difficile de déterminer
un bon sous-ensemble de coefficients non nuls malgré le nombre d’itérations effectués. Alors,
plus la densité de coefficients est importante, plus il sera difficile de sélectionner un bon sous-

ensemble de coefficients a garder et d’obtenir une solution proche de la meilleure solution connue.
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Afin de confirmer ces analyses, nous avons reproduit ce protocole pour plusieurs matrices de

densités de coefficients variables présentées dans la section résultats.

5.4 Résultats expérimentaux

QUBO | Size | Edges | Density (%) | Qbsolv | relaxy | relaxy | rand
factoring | 127 703 10 -767 -538 -202 13
bqp100-1 | 100 | 464 10 -12392 | -11967 | -5356 | -548
bqp100-5 | 100 | 459 10 -9629 | -9062 | -3764 | -557

Rand-1 | 128 | 509 8 -5912 | -5158 | -1811 -85

Rand-2 | 128 | 522 7 -5458 | -4932 | -1938 | 258

Rand-3 | 128 | 499 7 -6413 | -6056 | -2872 | 112

Rand-4 | 128 | 1496 18 -13159 | 9901 | -6263 | -102

Rand-5 | 128 | 1570 19 -9940 | -6524 | -3565 23

Rand-6 | 128 | 1503 19 -12269 | 9071 | -5029 | -570

Rand-7 | 128 | 3874 48 -16814 | -8125 | -6280 | 1175

Rand-8 | 128 | 3845 47 -18205 | -11378 | -5707 | 507

Rand-9 | 128 | 3819 47 -16443 | 9609 | -6994 | -213
Rand-10 | 128 | 5769 71 -19175 | 9174 | -7775 429
Rand-11 | 128 | 5833 72 -21317 | -12801 | -8669 | -555
Rand-12 | 128 | 5881 72 -22498 | -12879 | -10236 | -2034
Rand-13 | 128 | 7866 97 -27762 | -13984 | -10921 | -1057
Rand-14 | 128 | 7842 96 -23323 | -11958 | -6979 | -2004
Rand-15 | 128 | 7839 96 -24758 | -13276 | 9947 | -676

TABLE 5.1 — Tableau des résultats expérimentaux sur les différentes matrices

Le tableau 5.1 fournit les résultats expérimentaux obtenus en exécutant les deux algorithmes
sur trois instances QUBO tirées de la littérature ainsi que sur un certain nombre d’instances
aléatoires et compare leurs solutions a celle d"un recuit simulé classique (nous avons de nou-
veau utilisé le logiciel gbsolv de D-Wave comme oracle de substitution du recuit quantique). Nos
matrices aléatoires ont été générées avec des coefficients non diagonaux tirés au hasard dans I'en-
semble {—100,...,+100} et sont appelées de Rand-1 a Rand-15. Afin d’observer 'évolution des
solutions obtenues par les deux algorithmes en matiere de densité d’instance, nous avons fixé un

pourcentage de coefficients non nuls de 10% a 90%.

Les colonnes du tableau 5.1 fournissent respectivement : la taille de la matrice QUBO (Size),

son nombre de coefficients non nuls (Edges), sa densité (Density), le cotit obtenu en utilisant un
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recuit classique simulé sur le probleme (gbsolv), le cotit obtenu par nos deux algorithmes de re-
cherche (relaxy et relax;) et, enfin, le cott d’une solution choisie aléatoirement au QUBO (rand).
Nous pouvons observer une tendance non surprenante entre la solution de recuit simulé (notre
étalon) et la solution relax; : plus la matrice QUBO est dense, plus la différence entre les solutions
est importante. Nous pouvons également comparer la solution relax, avec les solutions gbsolv et
relaxy, et, dans ce cas, la différence entre les solutions est trés importante (environ 50%). Cela
est principalement d au fait que 1’algorithme relax, n’est pas capable de faire correspondre un
nombre significatif de coefficients non nuls aux arétes du graphe Chimera (30-40% du nombre
total). Ainsi, les solutions relax; sont représentatives d’une relaxation de densité extrémement
faible. Néanmoins, la tendance est inversée par rapport a relax;, plus la matrice est dense, plus
la solution est proche de relax;. Afin de rendre les solutions relax; plus caractéristiques des solu-
tions relax1, nous avons procédé a une nouvelle sélection et a une nouvelle relaxation mais cette
fois en fonction du nombre de coefficients non nuls intégrés avec succés par relax,. Nous consta-
tons que leurs différences sont plus faibles (12%) et cet écart nous explique pourquoi nous obte-
nons une différence globale entre nos résultats. Ainsi, la topologie du graphe Chimera apparait
trés contraignante, méme pour les trois premiéres instances non aléatoires. Sans cette contrainte

topologique, nos résultats seraient plus encourageants.

Deux observations peuvent donc étre faites : premiérement, s’il était possible d’obtenir facile-
ment un graphe isomorphe au graphe Chimera et d’avoir une solution proche de l'optimum
connu, nous aurions déi pouvoir le trouver avec l'algorithme relax;. Nous devons donc, soit
redéfinir le graphe Chimera et connecter les qubits d’'une maniere différente, soit invoquer le
recuit quantique plusieurs fois. Deuxiemement, en effectuant un nombre important d’exécutions
(2000) sur les différentes matrices, il semble que nous puissions obtenir des solutions proches
(écart entre 10 et 15 %) des solutions les plus connues sur nos problemes.

5.5 Discussion

Dans ce chapitre, nos résultats suggérent que les problémes arbitraires de QUBO admettent
des relaxations relativement creuses, ils n’admettent cependant pas les relaxations qui sont a
la fois creuses et isomorphes a la topologie Chimera. En matiere de conception d’algorithmes,
cela suggere que de multiples invocations de 1’oracle du recuit quantique sont nécessaires pour
résoudre des cas pratiques de ces problemes, soit en suivant une approche de décomposition
(comme cela se fait déja dans la littérature), soit en trouvant de nouvelles facons de combiner les

solutions a plusieurs relaxations isomorphes en une solution de bonne qualité pour le probleme
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global. Les résultats préliminaires montrent que nous arrivons a obtenir des solutions proches
des meilleures solutions connues moyennant un nombre important d’essais qu’il convient de

mieux caractériser avant de conclure en terme de rentabilité.

Méme si le nombres d’instances testées restent limités, nos expériences suggerent qu’en effec-
tuant une relaxation sur différentes densités de coefficients dans les matrices QUBO, la résolution
de problemes arbitraires, méme de taille modérée, avec un seul appel au recuit quantique n’est
pas possible, du moins dans les limites de la topologie. Par ailleurs, cette topologie elle-méme
peut étre remise en question car d’autres topologies d’interconnexions, éventuellement dépendantes
du probleme dans une certaine mesure, peuvent avoir de meilleures propriétés de relaxation.
En effet, une telle topologie devrait également étre confrontée aux contraintes physiques de la

conception du matériel de recuit quantique.
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Chapitre 6

Performances du recuit quantique sur des

instances “difficiles” de couplage biparti

Résumé

Ce chapitre étudie expérimentalement le comportement des ordinateurs quantiques analogiques
tels que ceux commercialisés par D-Wave lorsqu’ils sont confrontés a des cas de problemes de
couplage biparti de cardinalité maximale spécifiquement congus pour étre difficiles a résoudre
au moyen d’un recuit simulé. Nous comparons un “Washington” (2X) de D-Wave avec 1098
qubits utilisables sur différentes tailles d’instances et nous observons que pour tous ces cas, sauf
les plus triviaux, la machine ne parvient pas a obtenir une solution optimale. Ainsi, nos résultats
suggerent que le recuit quantique, du moins tel qu'il est mis en ceuvre dans un dispositif D-Wave,
tombe dans les mémes piéges que le recuit simulé et fournit donc des preuves supplémentaires
suggérant qu’il existe des problemes polynomiaux qu’une telle machine ne peut pas résoudre

efficacement pour atteindre 1’optimalité.

6.1 Introduction

Outre les analogies formelles entre le recuit simulé et le recuit quantique, il y a une analogie
entre I'état actuel de la technique et celui du recuit simulé lors de son introduction. Il est donc
utile de rappeler quelques faits sur cet algorithme. En effet, le recuit simulé a été introduit au mi-
lieu des années 80 [107, 46] et ses innombrables succes pratiques 1’ont rapidement établi comme
une méthode fiable pour résoudre approximativement les problemes d’optimisations combina-
toires difficiles. Ainsi, la communauté de l'informatique théorique a étudié en profondeur ses
propriétés de convergence pour tenter de comprendre le comportement de la méthode dans le
pire des cas. A cet égard, ces travaux, qui ont été réalisés a la fin des années 80 et au début des
années 90, ont permis d’obtenir plusieurs résultats. Premierement, lorsqu’il s’agit de résoudre
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des problemes d’optimisation combinatoire pour obtenir I'optimum, il est nécessaire (et suffisant)
d’utiliser une regle de décroissance de la température logarithmique [86, 93, 132] conduisant a
une convergence en temps exponentielle dans le pire des cas (un fait peu surprenant puisque
nous savons que P # NP dans le cadre du modele de I'oracle boite noire [22]). Deuxiemement,
des cas particuliers de problemes combinatoires ont été congus pour exiger spécifiquement un
nombre exponentiel d’itérations afin de parvenir a une solution optimale, par exemple sur le
probléeme NP-difficile de coloriage [132] et, plus important pour ce chapitre, le probleme po-
lynomial de couplage bipartie de cardinalité maximale [150]. Enfin, une veine de travaux, tou-
jours active aujourd’hui étudie le comportement asymptotique des problemes combinatoires dif-
ficiles [43, 99, 151]. En particulier, il a été montré que sur certains problémes combinatoires (QAP
par exemple), le rapport de cofit entre les solutions les plus avantageuses et les moins avanta-
geuses pour les instances aléatoires tend (assez rapidement) vers 1 lorsque la taille des instances
tend vers +o0. Ces derniers résultats ont fourni des indices sur les raisons pour lesquelles des
heuristiques simples telles que le recuit simulé semble fonctionner assez bien sur des instances
de grande taille. Ainsi que sur le fait que les méthodes de résolution exacte de type “branch-and-
bound” ont tendance a souffrir d"un effet de traine (trouve rapidement la solution optimale mais
n’arrive pas a prouver rapidement que c’est la solution optimale). Ces méthodes de résolution
peuvent trouver des solutions optimales ou quasi-optimales relativement rapidement mais ne

peuvent pas prouver leur optimalité dans un délai raisonnable.

Maintenant que ces résultats sont désormais établis, ils peuvent également contribuer a la
compréhension en terme performance et étre un étalon des machines adiabatiques [75] et déterm-
iner s’ils offrent ou non un avantage quantique par rapport a certaines classes de calculs clas-
siques. Cependant, comme il est peu probable qu'un paradigme en informatique quantique puisse
conduire a des algorithmes efficaces pour résoudre des problemes N P-difficiles, il est intéressant
de savoir si I'informatique adiabatique présente ou non un avantage par rapport a l'informa-
tique classique. Pourtant, en tant qu’analogue quantique du recuit simulé, tenter de démontrer
un avantage quantique des algorithmes adiabatiques par rapport au recuit simulé semble étre
une question d’un grand intérét. Au moment de la rédaction du manuscrit, ce probleme fait 1’ob-
jet de nombreux travaux qui, malgré des affirmations d’accélérations exponentielles dans des cas
spécifiques [74] (qui ont également conduit au développement de la métaheuristique classique
prometteuse du recuit quantique simulé [55]), qui suggére une condition de décroissance loga-
rithmique de I'analogue de la température du recuit quantique, mais avec des constantes plus
petites [149], ne donne qu'un avantage en O(1) du recuit quantique sur le recuit simulé dans le

cas général [10].



6.1. Introduction 77

Le chapitre contribue a I’étude de la question du recuit quantique par rapport au recuit simulé
en confrontant expérimentalement un ordinateur de type D-Wave aux cas pathologiques du
probléme de couplage bipartie de cardinalité maximale proposés par Sasaki et Hajek [150] afin
de montrer que le recuit quantique était effectivement incapable de résoudre certains problemes
polynomiaux en temps polynomial. Démontrer une capacité a résoudre ces cas de maniere opti-
male avec un recuit quantique laisserait entrevoir un avantage du recuit quantique dans le pire
des cas par rapport au recuit simulé, dans le cas contraire, cela tendrait a démontrer que le re-
cuit quantique reste soumis aux mémes limitations que le recuit simulé et est donc incapable de

résoudre efficacement certains problémes polynomiaux.

Limitations de l’architecture de D-Wave Il convient de préciser que dans le cas des architec-
tures actuelles, la liberté de choisir les constantes de couplage J;; est fortement limitée par la
topologie d’interconnexions des qubits dans le matériel. En particulier, cette topologie dite Chi-
mera avec un nombre maximum de couplages inter spin limité & 6 par qubit. La Figure 3.2 du
Chapitre 3 illustre le graphe Chimera avec 128 qubits, T = (N, ET), ou les nceuds Nt sont des
qubits et représentent les variables du probléme avec des poids programmables (h;), et les arétes
Et sont associées aux couplages J;; entre qubits (J;; #0 = (i,]) € E7).

Ainsi, si le graphe induit par les couplages non nuls n’est pas isomorphe au graphe Chimera,
alors il faut recourir a plusieurs types de reformulation, parmi lesquels la duplication des qubits
logiques sur plusieurs qubits physiques est la plus pertinante si le probleme peut étre intégrer

sur le dispositif.

Ensuite, un recuit quantique va minimiser 1’énergie de 1’hamiltonien d’Eq. (3.1) en associant
des poids (h;) aux spins des qubits (0;) et des couplages (J;;) aux couplages entre les spins des
deux qubits connectés (0; et 0j). A titre d’exemple, le systéme D-Wave 2X que nous avons utilisé

possede 1098 qubits opérationnels et 3049 coupleurs opérationnels.

Comme nous 'avons déja mentionné, un certain nombre de contraintes ont un impact sur l'ef-
ticacité pratique de ce type de machines. Dans [29], les auteurs soulignent quatre facteurs : la
précision qui est limitée par les parametres h et J dont les plages de valeurs sont également li-
mitées. La plage de h; € [-2,+2] et ];; € [~1,+1] est une limitation pour toutes les valeurs
des variables. Si les valeurs de h; et J;; sont en dehors de leurs plages respectives, alors elles
ne sont pas utilisables et ne sont pas intégrées. Si les problemes a résoudre ne correspondent
pas a la structure de l’architecture du graphe T, alors ils ne peuvent pas étre intégrés et résolus
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directement. Dans [28], les auteurs montrent que l'utilisation de grands écarts d’énergie dans
la représentation d’Ising du modele a optimiser peut grandement atténuer certaines des limites
intrinséques du matériel comme les précisions sur le couplage et les bruits dans les mesures
de spin. Ils suggerent également d’utiliser le couplage ferromagnétique d’Ising entre les qubits
(c’est-a-dire de faire une duplication des qubits) pour atténuer les problemes liés a la densité
du graphe Chimera. Toutes ces suggestions peuvent étre considérées comme des recommanda-
tions intéressantes (que nous avons fait de notre mieux pour suivre) pour utiliser la machine
et résoudre des problemes d’Ising ou QUBO avec des probabilités plus élevées d’obtenir la

meilleure solution malgré les limitations du matériel et de I’architecture.

Pour palier ces facteurs, des algorithmes de prétraitement sont nécessaires pour adapter le
graphe d’un probleme au matériel. Les machines quantiques analogiques sont limitées par le
nombre de variables (y compris la duplication) qui peuvent étre intégrer sur le matériel. Les
graphes de plus grande taille nécessitent le développement d’approches hybrides (classiques
et/ou quantiques) ou la reformulation du probléme pour I'adapter a I’architecture. Par exemple,
pour une matrice de 128 x128, le nombre de coefficients possibles J;; est de 8128 dans le pire
des cas, alors que le graphe Chimera qui associe 128 qubits (4 x 4 cellules unitaires) a seule-
ment 318 de coupleurs. La topologie ne représente donc que ~ 4% du nombre total de cou-
plages nécessaires pour intégrer une matrice de 128 x 128 dans le pire cas. Bien que des études
préliminaires (voir chapitre 5 et [169]) nous avons montré qu’il est possible d’obtenir des solu-
tions proches des minimas connus pour des matrices Q avec des densités supérieures a celles
autorisés par le graphe en éliminant certains coefficients. De plus, au chapitre 5, nous avons
montré qu’appliquer des relaxations sur des matrices QUBO de maniere isomorphe a la topo-
logie est difficile a réaliser en pratique et nous n’obtenons pas de bon résultats (écart de plus
50% avec la solution donnée par D-Wave). Il s’ensuit que la résolution d’instances QUBO denses
et de grandes tailles nécessite un pré et un post-traitement non négligeable ainsi qu'un nombre

important d'invocations du recuit quantique.

Dans un premier temps, nous allons nous étudier expérimentalement les performances d'un
D-Wave “"Washington” (2X) avec 1098 qubits opérationnels sur différentes tailles d’instances pa-
thologiques du probleme de couplage de cardinalité maximale. Ce chapitre est organisé comme
suit : la section 6.2 examine le probleme de couplage de cardinalité maximale et introduit la
famille de graphes G, sur lesquels sont définis nos instances pathologiques. Nous allons aussi

détailler dans cette section comment nous construisons les instances QUBO a intégrer a partir
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de ces instances. Ensuite, la section 6.3 détaille notre approche expérimentale et nos résultats et,

enfin, la section 6.4 conclut sur une discussion des résultats et un certain nombre de perspectives.

6.2 Résolution du probleme de couplage biparti sur un D-Wave

Pour cette étude, nous nous sommes intéressés a un probléme bien connu, le probleme de
couplage biparti de cardinalité maximale. Contrairement au chapitre précédent ott nos matrices
étaient factices, dans cette section nous allons développer les étapes nécessaires pour venir intégr-
er sur un D-Wave le probleme de couplage.

6.2.1 Couplage biparti de cardinalité maximale et famille de graphes G,

Etant donné un graphe (non orienté) G = (V, E), le probléme de couplage de cardinalité maxi-
male demande de trouver M C E tel que V(e,e') € M?, e # ¢/, nous avons eNe’ = @ et tel que
| M| est maximum. C’est un probléme polynomial bien connu, traité dans presque tous les livres
sur 1'optimisation combinatoire (par exemple [110]). L’algorithme pour le résoudre dans le cas
général, I’algorithme d’Edmond, est un chef-d’ceuvre algorithmique. En outre, lorsque G est bi-
parti, c’est-a-dire lorsqu’il existe deux sous-ensembles collectivement exhaustifs et mutuellement
exclusifs de E, dans A et dans B, de telle sorte qu’aucune arétes n’a ses deux sommets en A ou en
B, le probléme devient un cas particulier du probléme du flot maximum et peut étre traité avec

plusieurs algorithmes plus simples [110].

Il est donc intéressant qu'une méthode apparemment aussi efficace que le recuit simulé puisse
étre piégée par des cas spéciaux de ce dernier probleme plus simple. En effet, dans un article
de 1988 [150], Sasaki et Hajek, ont étudié la famille de cas particuliers du probléeme de cou-
plage biparti de cardianlité bipartie. Soit G, désignant le graphe (non orienté) avec les sommets

n o AD UL, BY ot chacun des A et des BU) ont une cardinalité 7 4 1 (la numérotation

(i) (i) (i)

des sommets va de 0 a n), ot1 le sommet A:’ est connecté au sommet B j i

est connecté aux sommets de A(+1) (pour i € {0,...,n} etj € {0,...,n}). Ces graphes sont

et ou le sommet B

clairement bipartis car ils n’ont ni deux sommets dans |J__, A ni deux sommets dans U, B()
connectés entre eux. Ces graphes présentent donc une structure tres particuliere qui alterne entre
des sous-ensembles de sommets faiblement et densément connectés, comme l'illustre la figure 6.1
pour Gs.
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FIGURE 6.1 — Graphe associé a 'instance G3

Dans le cas particulier du probleme de couplage biparti, le cardinal maximum sur G, peut étre
résolu par n'importe quel algorithme. II est facile de se convaincre qu'un couplage est maximal
sur G, en sélectionnant simplement toutes les arétes reliant les sommets de A qux sommets de
B (pour i € {0,...,n}). En outre toutes les arétes des sous-ensembles de sommets faiblement
reliés donne la solution optimale et c’est 'unique moyen de 1’obtenir. Cela conduit donc a un
couplage maximale de cardinalité en (1 + 1)? (voir figure 6.2 pour G3).
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FIGURE 6.2 — Graphe a l'instance Gz avec la sélection des arétes (en rouge) de la

solution optimale

Nous avons donc un cas spécial et simplifié d"un probleme polynomial, mais le résultat fonda-

mental de Sasaki et Hajek indique que 'espérance mathématique du nombre d’itérations requis
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par une grande classe d’algorithmes de type recuit (classique) pour atteindre un couplage maxi-
mum sur G, est en O(e"). La famille G, constitue donc un “terrain de jeu” intéressant pour

étudier le comportement du recuit quantique sur ces instances difficiles pour un recuit classique.

6.2.2 Instances QUBO

Afin que nos résultats soient reproductibles, nous décrivons ci-dessous la conversion des exem-
ples du probléme de couplage biparti en probléme d’optimisation binaire quadratique sans contr-
ainte (QUBO) dont les machines D-Wave ont besoin comme instances d’entrées.

Soit G = (V,E) qui désigne le graphe non orienté pour lequel un couplage maximum est
souhaité. Nous désignons x, € {0,1}, pour e € E, la variable qui indique si e est dans le couplage.

Nous devons donc maximiser,

Z x€I

ecE

sous réserve que chaque aréte v soit couverte au maximum une fois, c’est-a-dire Vo € V,

Y x <1, (6.1)

e€l'(v)

ot I'(v), dans les notations standard de la théorie des graphes, désigne ’ensemble des arétes
incidentes a v.

Afin de transformer ce probleme en un QUBO, nous devons déplacer les contraintes ci-dessus
dans la fonction économique, par exemple en maximisant,

2
Z Xe — A Z 1-— Z Xe
ecE veV ecl'(v)
= er—/\z 1—2 Z xE-I_ Z xe Z xe’
ecE veV ecl'(v) ecl’(v) eel(v)

= Y x—AV[+ Y} 2 20— Y, Y. ) Axex.

ecE veV eel (v veV e€T'(v) ¢'€T(v)
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Nous pouvons négliger le terme constant —A|V| qui n’affecte pas la fonction économique et

considérer,

Yoxe+ Y Y 2Ax =) Y ) Axewy

ecE veV ecT(v) veV eeT (v) ¢'el(v)

Nous devons enfin réagencer les coefficients pour construire une véritable matrice QUBO. Soit
e = (v,w), la variable x, a un coefficient & 1 au premier terme, 2A au deuxiéme terme (pour v)
puis encore 2A au deuxiéme terme (pour w) puis —A au troisiéme terme (pour v et ¢’ = ¢) et —A

au troisiéme terme (pour w et ¢’ = ¢). Ainsi, les termes diagonaux de la matrice QUBO sont,
Qee =1+4A —2A =142A.

Ensuite, si deux arétes distinctes e et ¢/ ont un sommet commun, le produit des variables x,x,
a un coefficient en —A, au troisieme terme, lorsque v correspond a un sommet partagé entre les

deux arétes, et ce, deux fois. Ainsi, pour e # ¢/,

0 sinon.

—2A ifene £,
Qee’ = { 7&

Alors, en prenant A = |E| la limite supérieure pour le cotit de tout couplage, toute solution qui
enfreint au moins une des contraintes (6.1) ne peut étre optimale. Par exemple pour G; le plus
petit graphe, nous obtenons ainsi un QUBO a 8 variables avec la matrice suivante,

0 1 2 3 4 5 6 7
0(17 0 —-16 -—-16 0 0 0 0
11 0 17 0 0 —16 —16 0 0
2, 0 0 17 -16 -16 0 —16 0
3] 0 O 0 17 0 —16 0 —16
41 0 O 0 0 17 -16 -16 0
5/ 0 0 0 0 0o 17 0 —16
6| 0 O 0 0 0 17 0
710 0 0 0 0 17

Pour lesquels, par exemple, un couplage maximum a un cotit de 68, la deuxieéme meilleure solu-

tion 53 et la pire solution (qui consiste a sélectionner toutes les arétes) a un cotit de —56.
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6.3 Résultats expérimentaux

6.3.1 Implementation sur D-Wave

Dans cette section, nous détaillons les étapes nécessaires pour intégrer et résoudre concretement
les instances QUBO associées a G, n € {1,2,3,4}, sur un DW2X exploité par I'Université de Ca-
lifornie du Sud.

Les matrices QUBO définies dans la section précédente ne sont pas directement transposables
sur la topologie d’interconnexion Chimera et, par conséquent, nous devons recourir a la duplica-
tion des qubits. Bien que le “pipeline” logiciel de D-Wave automatise ce processus de duplication,
ce besoin de duplication (ou, de maniere équivalente la faible densité) restreint fortement la taille
des instances que nous avons pu intégrer. Nous avons dii nous limiter a G4, avec 125 variables
qui ont nécessité d’utiliser 951 des 1098 qubits disponibles. Le tableau 7.1 indique le nombre de
qubits requis pour chacune de nos quatre instances.

#var. #qubits average dup. max. dup.
G| 8 16 2.0 6
Gy | 27 100 3.7 6
Gz | 64 431 6.7 18
Gy | 125 951 7.6 18

TABLE 6.1 — Nombre de qubits requis pour traiter les instances QUBO associées a Gy,
Gy, G3 et Gy.

En outre, les figures 6.3, 6.4, 6.5 et 6.6 fournissent 1’histogramme du nombre de duplications
pour G1, Gy, G3 et Gy.

Au final, la duplication des qubits conduit a un QUBO avec plus de variables et une fonction
économique qui comprend un ensemble supplémentaire de contraintes de pénalité pour favo-
riser les solutions pour lesquelles les qubits représentent la méme variable. Il faut que tous les
qubits physiques se retrouvent effectivement avec la méme valeur pour représenter un qubits
logique. Plus précisément, chaque paire de qubits distincts g et ¢’ (associée & la méme variable
QUBO) ajoute un terme de pénalité de la forme :

pq(1—¢')
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Ou la constante de pénalité ¢ est choisie comme étant le cofit de la pire solution possible du
QUBO initial, obtenu pour un vecteur rempli de 1. C’est-a-dire une solution qui sélectionne toutes
les arétes du graphe et qui maximise les violations hautement pénalisées des contraintes de car-
dinalité. Ainsi nous garantissons qu’une solution n’est pas optimale si elle viole au moins une de
ces contraintes de cohérence. A noter que nous passons d'un probleme de maximisation dans la

section 6.2.2 a un probleme de minimisation tel que requis par la machine.

Enfin, la duplication des qubits conduit a un QUBO plus grand, en taille et en nombre de
coefficients non nuls, le graphe associé doit étre isomorphe a la topologie. Il peut étre intégré sur
le dispositif apres une renormalisation de ses coefficients pour s’assurer que les termes diagonaux

Q soient en [—2, 2] et les non diagonaux en [—1, 1].

6.3.2 Résultats expérimentaux sur Gy, Gy, G3, Gs.

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus sur le D-Wave pour nos instances
G1, G2, G3, G4. Comme nous l'avons déja souligné, en raison de la faible densité de couplage
dans la topologie d’interconnexion des qubits, nos instances de QUBO n’étaient pas directement
intégrées sur la machine D-Wave et nous avons di recourir a des duplications de qubits. Ce be-
soin de duplication de qubits nous a limité a G4 avec 125 variables binaires, qui est un probleme
combinatoire de taille non négligeable. Pourtant, pour le résoudre, nous avons dt mobiliser envi-
ron 87% des 1098 qubits de la machine. Les résultats ci-dessous ont été obtenus en faisant tourner
10 000 fois, le recuit quantique avec un temps de recuit de 20 us (bien que nous ayons également
expérimenté avec 200 et 2000 us, cela n’a pas affecté les résultats de maniere significative). Le
tableau 6.2 résume les principales statistiques des résultats obtenus. Les paragraphes suivants
traitent chaque cas plus en détail.

opt. bestsol. worstsol. mean median stdev
Gy | -68 -68 -6 -67.4 -68 3.2
Gy | -495 -495 -89 -402.9 -388 47.8
Gz | 2064  -1809 -549 -1460.8  -1549 136.4
Gy | 6275  -5524 -2109 -4492.4 4525 391.8

TABLE 6.2 — résultats obtenus sur le D-Wave pour les instances Gy, G;, G3, G4
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Instance G; : Cette instance conduit a un graphe avec 8 sommets et 8 arétes, avant duplication
le QUBO associé posséde 8 variables et 12 coefficients non diagonaux non nuls !. Mettre ce QUBO
sur la machine D-Wave a nécessité 16 qubits comme le montre la figure 6.7. Sur 10 000 exécutions
du recuit quantique, la solution optimale a été obtenue 9673 fois. Le tableau 6.3 et la figure 6.8
illustrent les meilleures (avec un cotit de —68) et les pires solutions (avec un cott de —6) obte-
nues pour G (la solution médiane est identique a la meilleure solution). Il est intéressant de noter
que la pire solution obtenue viole les contraintes de duplication car les 6 qubits représentant la
variable 6 n‘ont pas tous la méme valeur en sortie (4 d’entre eux sont a 0, donc dans ce cas
particulier, le post-traitement de la solution au moyen du vote majoritaire donne la solution opti-
male). La figure 6.9 montre I’histogramme de la fonction économique des solutions données par
le D-Wave (mais renormalisée) pour les 10 000 exécutions du recuit que nous avons effectuées.
En outre, comme certaines des solutions obtenues sont incohérentes en ce qui concerne la dupli-
cation, la figure 6.10 montre 1’histogramme de la fonction économique pour les solutions dans

lesquelles les incohérences de duplication ont été corrigées par un vote majoritaire.

qubits | variable || best || worst
1040
1041
1042
1044
1045
1047
1048
1050
1051
1052
1053
1054
1055
1137
1143
1146
1151

—_
—_

AN WAINNNWO RO OO O
SO OO RO RO RFRORFROOOOoOOo
P ORrRPORrRPRORFRPRORPRORFRrROOOoOoOo

TABLE 6.3 — Sélection des solutions (les meilleures et les pires) pour le QUBO étendu

associé a Gi. La meilleure et la médiane des solutions sont identiques (et optimales)

dans le cas de G; et ont cotité —68. La pire solution a cotité 6. Dans cette derniére
solution, les 6 qubits représentant la variable 6 n’ont pas les mémes valeurs.

1. Dans la topologie Chimera les coefficients diagonaux ne sont pas contraignant car il n’y a pas de limitation sur
les qubits auto-couplés.
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B3 A3

FIGURE 6.8 — Représentation graphique des solutions dans le tableau 6.3. Les lignes
pointillées indiquent les mauvaises duplications.

Instance G, : Cette instance conduit a un graphe avec 18 sommets, 27 arétes, puis a un QUBO
avec 27 variables et 72 coefficients non nuls et non diagonaux. Mettre ce QUBO sur la machine
D-Wave a nécessité 100 qubits comme le montre la figure 6.11. Sur 10 000 exécutions, la solution
optimale n’a été obtenue que 662 fois (soit une probabilité de réussite de 6%). La figure 6.12
montre les résultats graphiques de la meilleure, médiane et pire solutions obtenues (respecti-
vement avec un cott de —495, —389 et —89). Bien que la meilleure solution obtenue soit opti-
male, la solution médiane ne conduit pas a un couplage valide puisque quatre sommets sont
couverts 3 fois?> Comme pour Gy, nous observons également que les pires solutions présentent
des problemes de cohérence de duplication. La figure 6.13 montre 1'histogramme de la fonction
économique (mais renormalisée) pour les 10 000 exécutions de recuit que nous avons effectuées.
En outre, comme certaines de ces solutions sont incohérentes en ce qui concerne la duplication,
la figure 6.14 montre I'histogramme de la fonction économique pour les solutions dans lesquelles
les incohérences de duplication ont été corrigées par un vote majoritaire (ce qui a entrainé un
déplacement marginal vers la gauche du cotit moyen de la solution de -402,9 a -404,8, la médiane

étant inchangée).

Instance G3 : Cette instance conduit a un graphe avec 32 sommets, 64 arétes et un QUBO avec
64 variables et 240 coefficients non nuls et non diagonaux. Mettre ce QUBO sur la machine D-
Wave a nécessité 431 qubits (39% des qubits disponibles) comme le montre la figure 6.15. Pour les

10 000 exécutions, la solution optimale n’a jamais été obtenue. Néanmoins, la figure 6.16 fournit

2. La fixation de cette solution nécessiterait une étape de post-traitement pour produire des couplages valides.
En effet, cela n’est pas pertinent pour un probléeme polynomial, mais un tel post-traitement serait donc nécessaire
lors de 'utilisation opérationnelle de la machine pour résoudre des problemes non artificiels.
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des représentations graphiques de la meilleure, médiane et pire solution obtenue (respectivement
avec un cott de —1809, —1551 et —549). Pour G3, la valeur optimale est de —2064, et la meilleure
solution obtenue est éloignée d’environ 15% de la solution optimale (le cotit médian est de 25%).
De plus, ni la meilleure solution ni la médiane ne permettent d’obtenir des couplages valides
puisque dans les deux cas, certains sommets sont couverts plusieurs fois. On observe également
que la pire solution présente des problemes de cohérence de duplication. La figure 6.17 montre
I'histogramme de la fonction économique renormalisée pour les 10 000 exécutions du recuit que
nous avons effectuées. En outre, comme certaines de ces solutions sont incohérentes en ce qui
concerne la duplication, la figure 6.18 montre I’histogramme de la fonction économique pour les
solutions dans lesquelles les incohérences de duplication ont été corrigées par un vote majoritaire
(ce qui fait passer le cotit moyen de -1460,8 a -1491,8 et le cotit médian de -1549 a -1550, ce qui

reste assez marginal).

Instance G4 : Cette instance conduit a un graphe avec 50 sommets, 125 arétes et a un QUBO
avec 125 variables et 600 coefficients non nuls et non diagonaux. Mettre ce QUBO sur la machine
D-Wave a nécessité 951 qubits, comme le montre la figure 6.19 (comme indiqué précédemment,
cela représente environ 87% des qubits disponibles pour cette machine D-Wave). Pour 10 000
exécutions, la solution optimale n’a jamais été obtenue. Néanmoins, la figure 6.31 fournit des
représentations graphiques de la meilleure, médiane et pire solution obtenue (respectivement
avec un cott de —5524, —4526 et —2109). Pour Gy, la valeur optimale est de —6075, donc la
meilleure solution obtenue est éloignée d’environ 10% de la solution optimale (un meilleur rap-
port que pour Gj3) et le cotit médian de 25%. En outre, ni la meilleure solution ni la médiane
ne permettent d’obtenir de couplages valides puisque dans les deux cas, certains sommets sont
couverts plusieurs fois. Nous observons également que la pire solution présente des problemes
de cohérence de duplication. La figure 6.21 montre 1’histogramme de la fonction économique re-
normalisée pour les 10 000 exécutions du recuit que nous avons effectuées. En outre, comme cer-
taines de ces solutions sont incohérentes en ce qui concerne la duplication, la figure 6.22 montre
I'histogramme de la fonction économique pour les solutions dans lesquelles les incohérences de
duplication ont été fixées par un vote majoritaire (ce qui a permis de faire passer le cotit moyen de
la solution de -4492,4 a -4525,8 et le coit médian de -4525 a -4526, ce qui est également marginal).

6.3.3 Résultats avec inversion de spins

Afin d’améliorer la qualité des résultats obtenus dans nos expériences, nous avons utilisé
une inversion de jauges (transformations de spin). Le principe d'une inversion de jauge est

d’appliquer une inversion booléenne aux opérateurs ¢; dans notre hamiltonien (en termes de
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QUBO, apres duplication des qubits, cela signifie inverser une certaine variable x; par 1 — y;,
avec y; = 1 — x;). Cette transformation a la particularité de ne pas modifier la solution op-
timale du probleme et de limiter 1'effet des biais locaux des qubits, ainsi que les erreurs de
précision machine [33]. En suivant la procédure couramment utilisée (par exemple [10]), nous
avons sélectionné au hasard 10% des qubits physiques utilisés comme inversion de spins pour
chaque instance G, que nous avons intégrée sur le D-Wave. Les résultats sont donnés dans le

tableau 6.4 et commentés dans la section suivante.

sans vote avec vote
opt. best worst mean median stdev || best worst mean median stdev
G1 -68 -68 9 -66.8 -68 4.6 -68 -37 -66.8 -68 42
Gy || 495 || -495 -29 -398.2 -388 48.1 -495 277 -400.4 -388 44.6
Gs || 2064 || -1810  -505 -1454.8 -1548  157.7 || -1810 -911 -1496.5 -1550  111.8
Gy || -6275 || -5527 -2507  -4609.9 -4675  346.5 || -5527 -3030  -4579.2 -4527  314.1

TABLE 6.4 — Résumé des résultats expérimentaux sans (gauche) et avec (droite) vote
majoritaire pour corriger les problemes de duplication du qubit sur Gy, G2, Gz, Ga.

6.3.4 Comparaison avec et sans inversion de spins

Dans cette section, nous comparons les résultats sur 10 000 exécutions obtenus avec le D-Wave
pour nos instances Gy, G2, G3, G4 avec et sans inversions de spins.

Instance G; : La solution optimale (avec un cotit de -68) a été obtenue 9265 fois avec l'inversion
de spin (et 9284 fois avec le vote majoritaire) contre 9673 sans l'inversion de spin, soit aucune
nette amélioration entre les deux méthodes. De méme la pire solution viole les contraintes de

duplication avec un cofit de -9 avec 'inversion contre -6 sans l'inversion

Instance G, : La solution optimale (avec un cott de -495) n’a été obtenue que 510 fois (soit
une probabilité de 6%) avec 'inversion de spin contre 662 fois sans l'inversion de spin (aucun
avantage significatif entre les deux méthodes). La solution médiane, avec un cofit de -388 pour
I'inversion et -389 sans 1'inversion ne conduit pas a un couplage valide dans les deux cas. Pour
la pire solution, 1'utilisation de l'inversion de spin améliore la qualité de la solution, -277 avec et

-89 sans (soit une amélioration de 37%).

Instance G3 : La solution optimale n’a jamais été obtenue avec les deux méthodes. Pour Gz,

la meilleure solution obtenue avec inversion de spins est de -1810 contre -1809 sans l'inversion



108 Chapitre 6. Performances du recuit quantique sur des instances de couplage biparti

10* T T T T T T T
10 e e e SRR e e o

102} N — T — — — —

Number of solutions

T 1 T M S S—

100 i i | i ‘ ‘i ‘1

|
—80 —-70 —60 —50 —40 —-30 —20 —10 0
Cost

FIGURE 6.23 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur G.



6.3. Résultats expérimentaux 109

10% T T T T T T T
sl Sl L L L L L ]
g 107} 5 | s s s | |
S
=
(@]
wm
(A
o
-
(]
o)
g
5 z z z z z z :
S 5 S Ty A e A AR
101 1 1 1 1 1 1 |
—8&0 —70 —60 —50 —40 —-30 —20 —10 0
Cost

FIGURE 6.24 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur G; (avec des mauvaises duplications corrigées par le vote majoritaire).
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FIGURE 6.26 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur G, (avec des mauvaises duplications corrigées par le vote majoritaire).



112 Chapitre 6. Performances du recuit quantique sur des instances de couplage biparti

10* T T T

T SO AT S DR —
7))
=)
o
=
=
o
7] 9
g 10Zf
~
5}
£
£
=
Z

101 I [

100

—1500 —1000 —500 0
Cost

FIGURE 6.27 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur Gs.
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FIGURE 6.28 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur G3 (avec des mauvaises duplications corrigées par le vote majoritaire).
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FIGURE 6.29 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur Gy.
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FIGURE 6.30 — Histogramme de la fonction économique sur 10 000 exécutions du
recuit sur G4 (avec des mauvaises duplications corrigées par le vote majoritaire).
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FIGURE 6.31 — Représentation graphique de la meilleure solution obtenue pour Gy
avec l'inversion de spins

(écart d’environ 15% avec la valeur optimale). La valeur médiane est identique dans les deux cas
(-1548 avec inversion contre -1551 sans inversion) et la pire solution -505 contre -549 (soit un écart

de l'ordre de 2% entre les pires solutions par rapport a la solution optimale).

Instance G4 : La solution optimale n’a jamais été obtenue avec les deux méthodes. Le cott
de la meilleure solution obtenue avec l'inversion de spins est de —5527 (la médiane et la pire
solution obtenues sont respectivement de —4675 et —2507) contre —5524 sans l'inversion de spin
(la médiane et la pire solution obtenues sont respectivement de —4526 et —2109). Pour G4 avec
et I'inversion de spins, la valeur optimale est de —6075, donc la meilleure solution obtenue est
éloignée d’environ 10% et le cotit médian de 25%.

Nous pouvons observer plusieurs tendances en comparant les résultats avec les deux méthodes.
La premiere est qu'aucune d’elle ne permet d’améliorer significativement la solution optimale
pour G3 et G4. L'écart entre 1"utilisation ou non de I'inversion ne permet pas d’obtenir la solution
optimale et I’écart entre elles est négligeable. De plus, la solution médiane n’est pas une solu-
tion valide pour le probleme de couplage et I’écart n’est pas non plus significatif entre les deux
méthodes. Deuxiemement, la pire solution est améliorée en utilisant I'inversion de spin, ce qui
laisse entendre que son utilisation pourrait étre intéressante avec une sélection supérieure a 10%
des coefficients sélectionnés dans cette méthode.
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En utilisant le vote majoritaire pour supprimer les mauvaises duplications, les résultats obtenus
avec et sans inversions de spins sont sensiblement similaires pour chaque taille d’instance et pour

la meilleure, la médiane et la pire solution.

6.4 Discussion

Dans ce chapitre, notre objectif était de fournir une premiere étude sur le comportement d"un
recuit quantique existant lorsqu’il est confronté a un probléme combinatoires connu pour vaincre
le recuit classique. Notre étude démontre au moins que, ces cas particuliers de problemes de cou-
plage biparti ne sont en faite pas du tout simples a résoudre par le recuit quantique. De plus, ces
problemes méritent d’étre inclus comme une référence standard des problemes pour ces systemes
émergents. En outre, comme ce dernier probléme est polynomial (et que les cas spécifiques exa-
minés dans ce chapitre ont des solutions optimales simples), il permet de quantifier précisément
la qualité des solutions obtenues par recuit quantique en terme de distance par rapport a 1’opti-
mum.

Nous avons pu observer un certain nombres de points : Premierement, la nécessité de du-
plication des qubits limite fortement la taille du probleme qui peut étre intégré sur le dispo-
sitif, ce qui a conduit a un rapport entre 5 et 10 qubits pour une variable du probleme. Pour-
tant, un D-Wave d’environ 1 000 qubits devrait pouvoir s’attaquer a des problémes combina-
toires avec quelques centaines de variables, une taille qui, bien que non négligeable, nécessite
d’intégrer des contraintes (par exemple dans notre cas, des contraintes de correspondance exi-
geant que chaque sommet soit couvert au maximum une fois) dans la fonction économique.
Deuxiemement, méme avec des constantes de pénalité soigneusement choisies, les solutions ob-
tenues conduisent souvent a des solutions non valables pour le probleme de couplage. Cela est
vrai aussi bien pour les problémes de cohérence de duplication des qubits (c’est-a-dire que les
qubits représentant la méme variable du probleme ont des valeurs différentes) mais aussi pour
les contraintes spécifiques au probleme. Cela signifie que 1'utilisation opérationnelle d"un re-
cuit quantique nécessite une ou plusieurs étapes de post-traitement (par exemple, la résolution
des incohérences de duplication des qubits par un vote a la majorité), y compris des contraintes
spécifiques a un probléme (par exemple, la transformation de couplage non valables en couplage
valables).

Bien que le D-Wave n’ait pas réussi a trouver des solutions optimales pour des tailles d’ins-

tance non triviales, cela n’exclut pas l'existence d"un avantage du recuit quantique tel qu’il est mis
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en ceuvre dans les systemes D-Wave par rapport au recuit classique (dont 1'existence, comme sou-
ligné précédemment, a déja été établie sur des problémes spécialement congus [10]). Toutefois,
nos résultats tendent a exclure (ou a confirmer) I'absence d"un avantage exponentiel dans le cas

général du recuit quantique par rapport au recuit classique.

Comme nous adoptons le point de vue du pire cas (nous considérons des instances qui sont dif-
ficiles a résoudre pour le recuit), ce point de vue n'implique pas que ces machines sont incapables
d’étre utiles en pratique. En effet, leur capacité a résoudre les instances G4 en quelques dizaines
de us les rendent rapides par rapport aux implémentations logicielles du recuit classique. Dans
la méme lignée que [145], la présente étude fournit des preuves expérimentales supplémentaires
qu’il existe des problemes polynomiaux liés a NP qui sont difficiles pour le recuit quantique et

classique et que le recuit quantique n’est pas beaucoup plus performant.
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Chapitre 7

Analyse des contraintes induites par les

topologies d’interconnexions des qubits

Résumé

Les travaux expérimentaux présentés précédemment ont confronté I'approche du recuit quan-
tique, telle qu’elle est mise en ceuvre dans les dispositifs D-Wave, a des cas pathologiques de
problémes de couplages bipartis (polynomiaux) connus pour étre difficile pour les algorithmes
classiques de recuit simulé et ont montré que 'approche quantique était également assez peu
performante dans de tels cas. Dans cette contribution, nous examinons dans quelle mesure les
topologies d’interconnexion des qubits expliquent ces derniers résultats expérimentaux. En par-
ticulier, nous fournissons des preuves que la faible connectivité de ces topologies conduisent a
des problémes de QUBO de tailles artificiellement plus grands peut en partie expliquer les obser-
vations décevantes du chapitre 6. Par conséquent, ce chapitre laisse entendre que des topologies
d’interconnexion plus denses sont nécessaires pour libérer le potentiel de I’approche du recuit

quantique.

7.1 Introduction

L’étude [168] que nous avons présenté au Chapitre 6 a confronté expérimentalement une ma-
chine quantique "Washington” (2X) aux instances pathologiques du probleme de couplage de
cardinalité maximale proposées par Sasaki et Hajek [150] afin de montrer que le recuit simulé
était effectivement incapable de résoudre certains problémes polynomiaux en un temps poly-
nomial. Il s’avere que les résultats ont été plutdt décevants et notre hypothese sur ces observa-
tions résulterait probablement de la topologie d’interconnexion des qubits qui serait trop creuse
et qu'un nombre relativement important de qubits serait nécessaire pour pouvoir intégrer des

instances relativement plus grandes (par exemple, 951 qubits pour 125 variables). De plus, pour
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toutes les instances sauf les plus petites en taille, la machine n’a pas réussi a trouver des solutions

d’assez bonne qualité malgré 1'utilisation de la méthode d’inversion de spin du chapitre 6.

Ce chapitre fait suite a ces travaux et tente d’examiner dans quelle mesure la topologie d’in-
terconnexion des qubits influence ces résultats. Pour ce faire, nous étudions comment le recuit
simulé est capable de résoudre nos cas difficiles de problémes de cardinalité maximale lorsqu’ils
sont intégrés dans les topologies Chimera et la future topologie d’interconnexion des qubits Pe-
gasus [58].

Topologie Pegasus La prochaine génération de D-Wave pourra atteindre plus de 5 000 qubits
interconnectés dans une topologie de graphes appelée Pegasus [36, 58]. Cette topologie englo-
bera 'ancienne topologie Chimera comme un sous-graphe. Elle sera plus dense avec un degré
de couplages entre les qubits de 15 contre seulement 6 dans le Chimera. Bien que les machines
basées sur la technologie Pegasus ne soient pas encore commercialisées, la chaine d’outils logi-
ciels D-Wave supporte déja cette nouvelle interconnexion qui permet de réaliser des expériences
préliminaires au moins en termes de simulation des problemes sur le graphe (comme nous le

détaillons dans la section 7.2.1).

7.2 Résultats expérimentaux

7.2.1 Implémentation sur D-Wave

Les matrices QUBO définies dans le chapitre précédent ne sont pas directement intégrables
aux topologies d’interconnexion Chimera et Pegasus et, par conséquent, nous devons recourir a
la duplication des qubits. Le pipeline logiciel de D-Wave permet d’automatiser ce processus de
duplication pour les deux topologies, mais ce besoin de duplication (ou, de maniére équivalente,
le fait que la topologie d’interconnexion sous-jacente soit si creuse) limite la taille des instances
qui peuvent étre intégrées sur la machine. Le tableau 7.1 fournit le nombre de qubits requis pour
chacune des quatre instances pour Gi, Gy, G et G4 sur les topologies d’interconnexion Chimera
et Pegasus. Comme nous n’avions accés qu’a une machine avec 1098 qubits opérationnels, nous
n’avons pu monter en taille d'instances que jusqu’a G4. De toute évidence, des instances plus
importantes (jusqu’a Gs) pouvaient étre intégrées sur une machine 2000Q avec 2048 qubits et,
comme le montre le tableau 7.1, la topologie encore plus dense Pegasus (qui est prévue dans les
machines de la prochaine génération ~ 5 000 qubits) permettra d’aller jusqu’a G.
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#var. #qubits (Chim.) #qubits (Peg.)
G| 8 16 8
Gy | 27 100 46
Gs | 64 431 164
Gy | 125 951 513

TABLE 7.1 — Nombre de qubits requis pour traiter les instances QUBO associées a Gy,
Gy, G3 et Gy.

Ainsi, la duplication des qubits conduit donc a un QUBO avec plus de variables et une fonc-
tion économique qui comprend un ensemble supplémentaire de contraintes de pénalité. De cette
tagon, nous pouvons favoriser les solutions dans lesquelles les qubits représentent la méme va-

riable et sont bien dans le méme état final.

7.2.2 Résolution avec le recuit simulé

Comme le recuit simulé existe depuis longtemps, il n’est pas nécessaire d’introduire la méthode
générale mais plutot de spécifier les choix de parametres libres utilisés ici. Dans notre cas, nous
avons utilisé une loi de décroissance de la température standard de la forme Ty; = 0,957}
commengant a Tp = |co| (co est le cotit élevé de la solution aléatoire initiale) et s’arrétant lorsque
T < 1073. Le parametre primordial de notre implémentation est le nombre d’itérations de 1'al-
gorithme de Metropolis fonctionnant pour chaque k a température constante que nous fixons
a n, n® et n? avec n, le nombre de variables dans le QUBO. Pour # itérations par plateau de
température, 1'algorithme de Metropolis est rapide mais il doit faire moins d’itérations pour at-
teindre sa distribution stationnaire. Ainsi, 1’algorithme 3 devrait fournir des résultats de moins
bonne qualité mais cela nous permet d’obtenir un premier étalon de solutions. A ’autre extrémité
du spectre, n? itérations par plateau signifie qu'il est possible d’obtenir des résultats de bien
meilleure qualité, mais avec un temps de calcul beaucoup plus important. Le tableau 7.2 présente
les résultats obtenus lors de la résolution du QUBO initial pour Gy, Gy, G et G4 avec un recuit si-

mulé et plusieurs nombres d’itérations pour 'algorithme de recuit (sur seulement 30 exécutions).

A partir des résultats du tableau ci-dessus, nous pouvons constater rapidement que le recuit
simulé est bien plus performant comparé au D-Wave. Les pires solutions sur 30 exécutions du
recuit sont presque toujours les meilleures solutions obtenues par D-Wave sur 10 000 exécutions

(voir tableau 6.4). De plus, le fait que le recuit simulé (méme avec seulement n d’itérations par
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Algorithm 3 Recuit Simulé

1: procedure INITIALISATION(S, T, C,, P)
d’énergie E;;, Température T, Condition d’arrét C,, pallier par plateau P

> Solution initiale S;, Energie initiale E;, Différence

2 while NOT C;, — end do
3 while NOT P — end do
4: New solution :S i
5: Eij=E;—E; > Différence d’énergie entre les deux solutions
6 if Ei]' < 0 then
7 S, = S]
8 else
9 S; = S; with as probability exp(—E;;/T) > Probabilité d’accepter la solution
10: T\,
11: return S; > Retourne la meilleure solution
palier | opt. || best worst mean median stdev
Gy n -68 -68 -68 -68 -68 0
ntd -68 68  -68 -68 -68 0
n? -68 -68 -68 -68 -68 0
Gy n -495 || -495  -495 -495 -495 0
nld -495 || -495  -495 -495 -495 0
n? -495 || -495  -495 -495 -495 0
Gs n -2064 || -2064 -1810 -2004.7 -2064 79.9
nld || 2064 || 2064 -2064 -2064  -2064 0
n? || 2064 || -2064 -2064 2064  -2064 0
Gy n -6275 || -6275 -5528 -5785.3 -5777 1789
ntS || -6275 || -6275 -6026 -6241.8 -6275  86.1
n? || -6275 || -6275 -6275 -6275  -6275 0

TABLE 7.2 — Résultats expérimentaux obtenus lors de la résolution des instances
QUBO pour Gi, Gy, Gz et G4 au moyen d’un recuit simulé pour plusieurs itérations
par plateau de température.
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plateau) trouve la solution optimale avec une probabilité élevée, suggere que les tailles des ins-
tances jusqu’a G4 sont trop petites pour atteindre le régime (asymptotique) du nombre exponen-
tiel d’itérations du théoreme de Sasaki & Hajek.

Nous pouvons affirmer clairement que ces instances sont suffisamment petites pour rester re-
lativement faciles a résoudre de maniere classique, bien que nous puissions observer que la
moyenne varie pour un faible nombre d’itérations par plateau (par exemple, pour G4 aucune va-
riation ne se produit pour n? itérations par plateau). Pourtant, comme nous l’avons montré dans
le chapitre précédent, le recuit quantique n’a pas réussi a résoudre de maniere optimale les ins-
tances Gs et Gy. Il est a souligner que le temps de calcul n’est pas une contrainte supplémentaire
pour la résolution de ces cas, le recuit simulé s’exécute en moins de 5 secondes (méme G4 avec
n? itérations par plateau) sur un PC portable avec un code modérément optimisé. Néanmoins,
les instances résolues ici ne sont pas étendues pour étre intégrées sur le D-Wave. Ces premiers
résultats nous confortent dans I'idée que le recuit simulé est encore capable de résoudre ces tailles
de problemes. Nous allons présenter dans la section suivante les résultats quand nos instances

sont dupliquées pour étre intégrées sur la machine.

7.2.3 L’étude du biais topologique

Il faut souligner que cette comparaison entre notre recuit simulé et les résultats obtenus sur
D-Wave 2X est parfaitement légitime car nous comparons les capacités d’optimisation de deux
appareils avec leurs contraintes opérationnelles. Cependant, il faut également noter que, par
exemple sur Gy, le recuit simulé a résolu un probleme QUBO a 125 variables alors que le re-
cuit quantique a di résoudre un probleme QUBO (artificiellement) plus important a 951 variables
pour compenser les limites de I'interconnexion des qubits. Ainsi, bien que le QUBO le plus grand
soit équivalent au QUBO non dupliqué, il est nécessaire de vérifier si les QUBO dupliqués sont
plus difficiles a résoudre par un recuit simulé.

Pour ce faire, nous avons considéré les instances obtenues apres avoir intégré le QUBO du-
pliqué pour G4 ! sur les topologies Chimera et Pegasus et nous avons tenté de les résoudre, cette
fois, avec le recuit simulé (voir tableau 7.3).

Le tableau 7.3 fournit les résultats obtenus lors de la résolution des instances QUBO dupliqués
pour Gy sur les topologies Chimera et Pegasus au moyen du recuit simulé (en considérant égalem-

ent plusieurs nombres d’itérations par plateau, comme dans la section précédente). Cette fois, les

1. Nous nous sommes limités & G4 car c’est la plus grande instance que nous avons pu résoudre.
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palier | opt. || best worst mean median
Gy n | -6275 || -2213 3662 14539 1401.0
(Chim.) | n'® || -6275 || -4526 -2654 -3585.6 -3699.8
n? || -6275 || -5028 -4027 -4473.1 -4527.0
D-Wave 6275 || -5025 -3551 -4447.7 -4525
Gy n | -6275 || -3930 -785 -2609.3 -2708.5
(Peg.) n'® || -6275 || -5028 -3580 -4305.5 -4281.0
n*> | -6275 || -5278 -4530 -5035.9 -5028.0

TABLE 7.3 — Résultats expérimentaux obtenus lors de la résolution des instances

QUBO dupliqués pour Gy sur les topologies Chimera et Pegasus au moyen d’un re-

cuit simulé (30 passages) pour plusieurs itérations par plateau de température. Notez

que la ligne “D-Wave” résulte de la sélection aléatoire de 30 sorties parmi les 10 000
passages qui ménent au tableau 6.4.

résultats obtenus sur D-Wave sont compétitifs avec ceux obtenus par le recuit simulé. Ce qui
signifie que les instances dupliquées sont beaucoup plus difficiles a résoudre que les instances
initiales, malgré leur équivalence et 'utilisation d"un plus grand nombre d’itérations par plateau
(temps de calcul plus important pour les résoudre).

De plus, nous pouvons constater, sans surprise, que la topologie plus dense Pegasus conduit a
des QUBO dupliqués plus petits que ceux sur Chimera et donne de meilleurs résultats (avec un
recuit simulé car aucune machine n’est encore commercialisée avec cette topologie). Pourtant,
bien que cette topologie soit meilleure, les résultats obtenus restent tres éloignés de ceux obtenus
par le recuit simulé sur les instances QUBO non dupliqués. En terme de temps de “calcul”, le
D-Wave est plusieurs ordres de grandeur plus rapide que le recuit classique. En effet, lorsqu’il
faut moins d"une seconde pour effectuer 10 000 exécutions de recuit quantique, la résolution du
QUBO dupliqué (variables ~ 1000) sur G4 avec le recuit simulé pour n? itérations par plateau,

prend maintenant plusieurs minutes sur un ordinateur portable 2.

En conclusion de cette section, il apparait donc que la machine D-Wave est compétitive avec
un algorithme de recuit simulé pour 7 itérations par plateau en termes de qualité d’optimisation
et pour ce cas précis, surclasse I'ordinateur classique de plusieurs ordres de grandeur en terme
de rapidité. A noter tout de méme que nos résultats sont compétitifs avec ceux du recuit simulé
quand nous résolvons un probleme de la méme fagcon que la machine D-Wave nous force a le
rendre plus complexe (plus dense en coefficients). En effet, sans la duplication qui complexifie

artificiellement le probléme initial, le recuit simulé obtient la solution optimale. Dans ce cas,

2. Etle recuit simulé étant un algorithme intrinsequement séquentiel, il se parallélise mal.
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il n’est pas nécessaire de transformer 1'instance en un probleme plus dense pour le résoudre
efficacement en terme de qualité de solutions. Le recuit simulé est compétitif seulement lorsque
nous résolvons le méme probleme que le recuit quantique.

Il apparait que le fait de devoir intégrer des instances QUBO dans les topologies Chimera et
Pegasus tend a produire des QUBO plus gros et plus dense, qui sont beaucoup plus difficiles a
résoudre avec le recuit simulé. Cela laisse donc entrevoir qu’elles sont également contre-producti-
ve pour le recuit quantique et que ces topologies d’interconnexion de qubits devraient étre plus

densément connectées.

7.3 Discussion

Ce chapitre fait partie d'une série de travaux qui visent a étudier le comportement des recuits
quantiques existants lorsqu’ils sont confrontés a d’anciens problemes combinatoires connus pour
piéger le recuit classique, comme le cas particulier du probleme de couplage de cardinalité maxi-
male. En outre, comme ce dernier probleme est polynomial, il permet de quantifier précisément

la qualité des solutions obtenues par le recuit quantique en terme de distance a I'optimum.

Ce chapitre démontre expérimentalement que la topologie d’interconnexions des qubits dans
les ordinateurs quantiques adiabatiques existants est une étape nécessaire sur la compréhension
du potentiel de cette technologie. Tout d’abord, la nécessité de duplication des qubits limite
considérablement la taille des problemes qui peuvent étre intégrés sur les dispositifs de recuit
quantique. Ensuite, comme 1'illustre plus précisément ce chapitre, ce besoin de duplication tend
également a alourdir le probleme d’optimisation a résoudre, ce qui conduit a des résultats de
qualité nettement inférieure a ceux connus. Ce fait tend malheureusement a faire disparaitre

I'avantage temporel écrasant du recuit quantique par rapport au recuit simulé.

De plus, nos résultats montrent que, lorsqu’ils sont résolus sans tenir compte d"une topologie
(ou, de maniere équivalente, en supposant un réseau de qubits entierement connecté), les tailles
d’instance que nous sommes capables de intégrer sur le D-Wave restent résolvables par le recuit
simulé. En d’autres termes, le régime dans lequel ces instances deviennent (asymptotiquement)
difficiles a résoudre n’est pas encore accessible a ces machines, en raison de la nécessité d’assi-
gner des variables a plusieurs qubits. Ensuite, lorsque le recuit simulé est utilisé pour résoudre les
instances QUBO (artificiellement) plus grandes résultant des problemes originaux, il ne donne
pas de meilleurs résultats qu'un recuit quantique. Cela indique donc que les contraintes im-

posées par les interconnexions de qubits actuellement utilisées tendent a obscurcir suffisamment
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le probleme d’optimisation pour empécher le recuit classique et le recuit quantique de fonction-

ner correctement.

Par conséquent, méme si l'informatique quantique analogique peut bien stir présenter de nom-
breux intéréts d'un point de vue théorique et expérimental, nous soutenons qu’a moins que des
interconnexions de qubits beaucoup plus denses ne soient développées, il sera difficile pour cette
approche de concurrencer les algorithmes classiques sur les problemes du monde réel, tant en
termes de taille que de complexité du modéle, méme si le nombre de qubits ne cesse d’augmen-

ter.
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Chapitre 8

Conclusion et travaux futurs

8.1 Conclusion

Les travaux menés dans le cadre de cette these visaient a évaluer les performances et les ca-
ractéristiques d’un ordinateur quantique de type D-Wave basé sur le principe du recuit quan-
tique. A ce jour, il existe de nombreux travaux et résultats pour démontrer que ces machines sont

bien quantiques (ou non) et sur leur utilité, mais trés peu sur leurs performances.

Nous avons pu voir au chapitre 5 qu'une nouvelle approche pour résoudre des problemes
QUBO denses en ne faisant appel qu'une seule fois au recuit quantique restait un probléme en-
core assez difficile pour les machines actuellement commercialisées. L'algorithme mis en ceuvre
avait pour but de venir sélectionner des coefficients et de les intégrer sur le graphe Chimera.
L’objectif de cette approche était d’étudier 1'existence de relaxations creuses conformes a la topo-
logie d’interconnexion des qubits de la machine afin de savoir s’il est possible d"utiliser une seule

invocation de 1’oracle.

Dans cette contribution, les résultats obtenus nous ont permis d’observer deux tendances. La
premiére, les problemes traités admettent bien des relaxations creuses avec une bonne qualité
de solutions par rapport aux solutions obtenues par d’autres solveurs. L'intérét est d’obtenir
en premier lieu des matrices conforment aux nombres d’arrétes disponibles dans le Chimera
correspondant mais sans étre isomorphes a la topologie. La deuxieme, les matrices obtenues
apres relaxations qui sont a la fois creuses et isomorphes a la topologie Chimera nous ont permis
d’observer que les résultats ne sont pas significatifs pour étre de bonne qualité par rapport aux

autres algorithmes.

Nous pouvons ainsi conclure que la résolution de problémes arbitraires, méme de taille modér-

ée, avec un seul appel au recuit quantique n’est expérimentalement pas envisageable. Une voie
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possible, si notre algorithme de relaxation avait donné des solutions proches de celles données
par D-Wave, aurait été la conception d’heuristiques tirant profit de I'oracle pour résoudre eftfica-
cement des problemes de plus grandes tailles. Mais les résultats obtenus au Chapitre 5 montrent
que déterminer un bon sous-ensemble de coefficients et obtenir une bonne qualité de solution est
possible en omettant la topologie d’interconnexion des qubits. En incluant le graphe formé par
la sélection des coefficients comme isomorphe a la topologie, nous observons des solutions de
mauvaises qualités (écart des cofits avec notre premier algorithme de plus de 50%).

A partir de cette premiere analyse sur la capacité d’'un D-Wave a résoudre efficacement des
problemes arbitraires, nous nous sommes intéréssés au Chapitre 6 sur le comportement de cette
machine lorsqu’elle est confrontée cette fois-ci a des instances tres particulieres. Notre objectif
était de fournir une étude sur le comportement d’un recuit quantique lorsqu’il est confronté a un
probléme combinatoire connu pour piéger le recuit classique. Ce probléme, le probléme de cou-
plage biparti de cardinalité maximale, a été choisi spécifiquement pour étre difficile a résoudre au
moyen d"un recuit simulé. L'intérét est de tester le processeur “Washington”(2X) avec 1098 qubits
opérationnels sur différentes tailles de ces instances pathologiques afin de déterminer s’il est ca-
pable de les résoudre. Nous avons pu observer que pour toutes les tailles d’instances intégrables
sur le D-Wave, sauf les plus triviales, le recuit quantique ne parvient pas a obtenir la solution
optimale. De plus la meilleure solution obtenue pour les plus grandes instances ne sont pas des
couplages et ne correspondent pas a une solution valide du probleme. Nous pouvons en conclure
que le recuit quantique est lui aussi incapable de donner une bonne solution au probléme et qu’il
tombe dans les mémes piéges que le recuit classique. Plus généralement, nous pouvons aussi en
déduire qu’il existe au moins un probléme polynomial qu'une telle machine ne peut pas résoudre
efficacement. En outre, il nous permet de quantifier la qualité des solutions obtenues par rapport
'optimalité du probléme.

Cependant, le fait que le D-Wave n’arrive pas a obtenir la solution optimale pour des d’ins-
tances de grandes tailles, n’exclut en rien la possible existence d'un avantage quantique par
rapport aux machines classiques [10] dans d’autres cas. Dans notre cas précis, les résultats im-
pliquent I’absence d"un avantage exponentiel dans le cas général du recuit quantique par rapport
au recuit classique. En effet, nous avons adopté un point de vue “pire cas” pour déterminer avec

précision sa capacité a résoudre efficacement un probleme. Mais les résultats n'impliquent pas
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que les machines a recuit quantique soient inutiles, et que leur capacité a résoudre en quelques di-
zaines de ps offre une rapidité de calcul non négligeable par rapport aux implémentations du re-
cuit classique. Néanmoins, la nécessité de dupliquer les qubits oblige a augmenter considérablem-
ent la taille des problemes et tend aussi a alourdir le probleme d’optimisation a résoudre. Cette
contrainte conduit a des résultats nettement moins bons que ceux attendus et fait disparaitre

I'avantage temporel du recuit quantique par rapport au recuit simulé.

Les résultats du D-Wave sur le probleme de couplage nous a fourni une base expérimentale
qui peut étre comparée aux résultats d’un recuit simulé. Le Chapitre 7 nous a permis de com-
parer les deux types de recuits et de vérifier expérimentalement les conclusions du Chapitre 6.
Théoriquement nous savons que ces instances sont un piege pour le recuit simulé, mais nous
avons vu que pour étre intégrées sur un D-Wave, méme la plus petite instance G; doit étre
adaptée a l'architecture. Pour comparer les résultats des deux types de recuits, il nous a fallu
résoudre le QUBO étendu avec un recuit simulé. Ainsi, nous avons examiné dans quelle mesure
la topologie Chimera explique les résultats du chapitre 6. La conclusion qui est alors apparue est
que cette topologie oblige les problemes QUBO a étre de taille artificiellement plus importantes
et sont plus difficiles a résoudre. En comparant les résultats sur toutes les tailles d'instances nous
pouvons confirmer que les deux recuits obtiennent des résultats similaires (mais pour Gs et G4
pas la solution optimale). Par conséquent, nous pouvons affirmer que des topologies d’inter-
connexion plus denses sont nécessaires pour réellement réaliser le potentiel de I’approche de

résolution par recuit quantique.

Ces conclusions sur la contrainte topologique impliquant qu’aucun des deux recuits ne peut
résoudre efficacement le probleme est facilement vérifiable. En effet nos résultats montrent que,
lorsque nous résolvons toutes les tailles d’instances sans tenir compte de la topologie, nous
sommes capables d’obtenir la solution optimale avec un recuit simulé. Ainsi, le régime dans
lequel les instances deviennent difficiles a résoudre n’est pas accessible aux D-Wave en rai-
son de la nécessité d’assigner les variables a plusieurs qubits. Nous pouvons en conclure que
les contraintes imposées par les interconnexions des qubits tendent a alourdir suffisamment le
probleme d’optimisation pour empécher le recuit classique et le recuit quantique de fonctionner

de maniére optimale.

En premier lieu, 1'obligation de dupliquer les qubits limite fortement la taille des problemes
qui peuvent étre intégrés sur I'ordinateur. En effet, un D-Wave d’environ 1 000 qubits ne peut

s’attaquer qu’a des problémes combinatoires qu’avec quelques centaines de variables (une taille
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qui est certes non négligeable). En outre, la nécessité d’intégrer des contraintes (par exemple dans
notre cas, des contraintes de couplage exigeant que chaque sommet soit couvert au maximum
une fois) dans la fonction économique, méme avec des constantes de pénalité soigneusement
choisies, conduit souvent a des solutions non valables. Cela est vrai aussi bien pour les problemes
de cohérence de duplication des qubits (c’est-a-dire lorsque que les qubits représentant la méme
variable du probleme ont des valeurs différentes) mais aussi pour les contraintes spécifiques au
probléme. Cela signifie que 1'utilisation opérationnelle d’un recuit quantique nécessite une ou
plusieurs étapes de post-traitement (par exemple, la résolution des incohérences de duplication
par un vote a la majorité), y compris des contraintes spécifiques a un probléme.

Par conséquent, méme sil'informatique quantique analogique peut bien stir présenter de nom-
breux intéréts, nous soutenons qu’a moins que des interconnexions de qubits beaucoup plus
denses ne soient développées, il sera difficile pour cette approche de concurrencer les algorithmes
classiques sur les problemes du monde réel, tant en termes de taille que de complexité du modele,

méme si le nombre de qubits ne cesse d’augmenter.

8.2 Travaux futurs

Premiérement comme nous I’avons montré, la topologie devrait fortement étre remise en ques-
tion afin de moins dupliquer les qubits pour une seule variable et ainsi éviter de créer des
problemes artificiellement plus complexes. Bien entendu, une telle topologie devra également
étre confrontée aux contraintes physiques de réalisation. Dans cet objectif, il serait avantageux
de tester nos problemes sur la prochaine génération des machines D-Wave avec la topologie Pe-
gasus [58] qui devrait étre 2.5 fois plus denses en connectivité que le Chimera. En plus d’avoir
une meilleure connectivité, la future génération de machine D-Wave aura un temps de cohérence
et une qualité des états quantiques bien supérieurs ce qui permettra en théorie d’améliorer la
qualité du recuit.

Méme si la nouvelle topologie apportera des résultats significativement de meilleure qualité
d’apres 'étude montrée dans le Chapitre 7, la topologie Chimera disponible sur les D-Wave
actuels reste une contrainte forte pour venir intégrer des problemes méme peu denses en co-

efficients.

Sur les instances du probleme de couplage biparti, un point de vue théorique serait nécessaire
pour adapter la preuve de Sasaki et Hajek [150] dans le cadre du recuit quantique. En effet il serait

judicieux de s’appuyer mathématiquement sur ces problemes afin de confronter les résultats
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théoriques avec nos résultats sur la machine. Au vu de nos résultats expérimentaux, nous avons
pu constater que la machine n’apporte pas d’avantage significatif en terme de performance. La
question qui en résulte est, est-ce une limitation intrinseque du recuit adiabatique en tant que tel
ou est-ce la machine D-Wave qui implémente imparfaitement le modéle théorique?

Faire la preuve relative au modele théorique apportera un élément de réponse a cette question.
Nous savons que le recuit simulé ne résout pas efficacement ce type de probleme de couplage
(nombre exponentiel d’itérations en moyenne), mais pour le modéle adiabatique, est-ce que
I'implémentation du modele théorique empéche la machine d’obtenir la solution optimale ou

est-ce le modele théorique qui est lui-méme limité?

Malheureusement, si c’est le modele théorique, quelle que soit la machine D-Wave, elle aura
elle-méme une limitation. En revanche, si c’est le contraire, nous ne devrions pas obtenir un
nombre exponentiel d’itérations sur ces instances. Dans ce cas-1a, la machine limite fortement la
bonne résolution du probléme et peut étre que la preuve nous montrera comment améliorer la

machine.

Pour finir sur les perspectives, le probleme de couplage sur la famille des graphes G, nous per-
mettrait d’étudier des algorithmes classiques émergents qui s’inspirent du quantique. Le Recuit
Quantique Simulé [55] (SQA) pourrait étre un nouvel étalon entre le recuit classique et le recuit
quantique. Pouvoir comparer ces trois types de recuits sur des probléemes aussi difficiles pour
cette famille d’algorithmes nous permettrait de mieux situer la qualité des solutions obtenues.
En effet, I'intérét de pouvoir comparer les résultats du D-Wave avec ceux d'un SQA nous per-
mettra de déterminer s’il existe des problemes de cohérences liés a la machine ou si la limitation

sur nos résultats vient du recuit quantique adiabatique.

Répondre a cette question nous donnera un deuxiéme élément de réponse. Est-ce que le re-
cuit adiabatique n’est pas capable de résoudre le probleme ou le recuit adiabatique donne de
bonne solutions mais la machine D-Wave n’y parvient pas? Dans ce cas-1a, c’est plus un probleme
d’adéquation entre la théorie et la machine qui fait que nous observons des résultats de mauvaise
qualité. Ou alors, le modele théorique empéche forcément la bonne résolution des problemes et
donc la machine ne pourra pas résoudre correctement les problemes puisqu’elle implémente le
modeéle théorique imparfait.
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