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Présentation

Ce mémoire présente nos travaux de recherche, qui s’articulent pour I’essentiel
autour des liens qui peuvent relier une structure géométrique et le groupe de
ses automorphismes. Plus précisément, la problématique générale est celle
d’un groupe de Lie H agissant sur une variété M, en préservant une structure
géométrique 8. On essaie alors d’expliciter les relations unissant :

a) les propriétés algébriques du groupe H,
b) les propriétés dynamiques de 'action de H sur M,
¢) la structure préservée 8.

Comme en attestent les textes de survol [Fishll], [DaG90], [Lab98] ou
[WMZ88], le sujet se ramifie en de nombreuses branches selon les hypotheses
faites sur le groupe H qui agit (R, Z, groupe de Lie simple, réseau dans un
tel groupe...), les propriétés de I'action (mesure préservée, ergodicité, exis-
tence d’une orbite dense etc...), et le choix du type de structure 8 considérée
(métrique pseudo-riemannienne, connexion affine, structure conforme, pro-
jective etc...). Nos contributions portent essentiellement sur une (petite)
piece de ce vaste puzzle : les transformations conformes entre variétés pseudo-
riemanniennes (et dans une certaine mesure, une classe plus large de struc-
tures que 'on appelle géométries de Cartan). On peut les regrouper comme
suit :

— Etude des structures lorentziennes conformément plates ([Fr05a], [Fr05¢],
[Fr03b]).

— Etude des liens entre la dynamique, les propriétés algébriques du
groupe conforme, et la géométrie ([Fr05al, [FrZ05], [BFZ10], [Fr07b], [BFMO09],
[FrM10J, [Fri2b]).

— Etude géométrique des champs de Killing conformes au voisinage d une
singularité, et recherche de formes normales ([Fr07al, [Fr12a], [FrM11]).

— Etude des lieux singuliers effacables et essentiels pour les transfor-
mations conformes (riemaniennes) entre variétés de méme dimension n > 3

([Fr12d]).



— Etude des bords conformes et des structures conformément maximales
([FrO8pre], [Fr12c]).

Nous donnons ci-dessous un petit guide de lecture du mémoire, en es-
sayant de dégager quelques énoncés qui donnent une idée des questions
auxquelles nous nous sommes intéressées.

Géométries de Cartan, et dynamique des automorphismes. —
Les structures pseudo-riemanniennes conformes sont, en dimension n > 3,
ce que l'on appelle des structures géométriques rigides, c’est-a-dire que leurs
symétries locales constituent un pseudo-groupe de dimension finie (une trans-
formation conforme est par exemple entierement déterminée par son jet
d’ordre 2 en un point). Dans [Gr86], M. Gromov a introduit une définition
tres générale de structure rigide, englobant le concept plus ancien de G-
structure de type fini. Nous privilégierons ici un point de vue un peu différent,
moins général que celui de [Gr86], qui est celui des géométries de Cartan. 11
a été un outil précieux pour obtenir la quasi-totalité de nos résultats (tous
nos travaux depuis [FrO7b] utilisent les géométries de Cartan). Le premier
chapitre du mémoire, tres introductif, est en partie dévolu a expliquer ce
concept.

Une maniere simple de parler de géométrie de Cartan, est de dire qu’il
s’agit d’une version courbe d'un espace homogene modele X = G/P, ou en-
core d'une structure infinitésimalement modelée sur X. Ainsi, les métriques
riemanniennes sont des géométries de Cartan modelées sur I'espace euclidien,
les connexions affines sont des géométries de Cartan modelées sur 1'espace
affine, les structures riemanniennes conformes sont des géométries de Cartan
modelées sur la sphere conforme standard S™ (lorsque n > 3). Pour ce qui
est des structures conformes pseudo-riemanniennes de signature arbitraire
(p,q) (toujours de dimension p 4+ g > 3), ce sont des géométries de Cartan
modelées sur des espaces homogenes Ein”? = PO(p+1,q+ 1)/P (ou P est
un certain sous-groupe parabolique) que I'on appelle univers d’Finstein. Ces
espaces modeles seront des acteurs privilégiés tout au long du texte, et serons
présentés au tout début du chapitre 1.

Discutons brievement I'intérét de travailler dans le langage des géométries
de Cartan pour étudier les problemes évoqués plus haut. Un point qui nous
semble important (par rapport a d’autres notions de structures géométriques
comme les G-structures de type fini ou les structures a la Gromov) est la
référence explicite a un espace modele X = G/P, qui s’avere étre l'objet
le plus symétrique dans la catégorie des structures modelées sur X. Par
ailleurs, il existe un tenseur — la courbure de la connexion de Cartan —



dont l'annulation assure que l'on n’est pas seulement infinitésimalement,
mais localement modelé sur X. Pour les géometres familiers avec les (G, X)-
structures, c’est une image assez éclairante : les (G, X)-structures, qui sont
les structures localement modelées sur X (au sens ou il existe un atlas a
valeurs dans X de sorte que les applications de changements de cartes soient
des restrictions d’éléments de G), sont tout simplement les géométries de
Cartan plates. Nous verrons sur de nombreux exemples que certains com-
portements dynamiques du groupe d’automorphismes forcent la courbure a
s’annuler, et donc la géométrie a étre une (G, X)-structure.

Ayant cet espace modele de référence X, on sera tenté de toujours com-
parer la situation “courbe” avec le modele, et c’est la connexion de Cartan
qui nous en donne les moyens. Pour poursuivre ’analogie avec le cas plat,
rappelons qu'un outil fondamental pour étudier une (G,X)-structure sur
une variété M est Pexistence d’une application développante § - M — X,
et d'un morphisme d’holonomie p : Aut (M) — (G satisfaisant, pour tout

f € Aut (M) la relation d’équivariance :

5o f = p(f)od. (1)

Dans le cas — courbe — d’une géométrie de Cartan modelée sur X, cette
image subsiste sous la forme d’une application développante D allant des
courbes tracées sur M dans les courbes tracées sur le modele X, ainsi que
pour tout x € M, d’une application d’holonomie p, : Aut (M) — P, qui n’est
plus un morphisme de groupes (mais plutét un placement au sens de [Gr86,
Section 4]) satisfaisant une relation d’équivariance similaire a (1). Tout ceci
sera expliqué en sections 1.2.4 et 1.3.

L’application développante D, I'application d’holonomie p, et la relation
(1) vont permettre d’établir un dictionnaire entre les propriétés dynamiques
des automorphismes sur M et celles du groupe G (ou plus exactement P) sur
le modele X = G/P. C’est ce principe général, qu'il est possible d’étudier
la dynamique des automorphismes sur une variété quelconque a partir de
la dynamique sur I’espace modele, qui est exposé en section 1.3, et va con-
stituer un fil directeur pour nos travaux. Insistons sur le fait que 'idée de
faire appel a la connexion de Cartan, et a ’application développante sur
les courbes pour comprendre les symétries d'une géométrie de Cartan n’est
pas nouvelle. On la trouve déja dans les travaux de N. Tanaka [Ta57], puis
de T. Nagano et T. Ochiai [NO86| (et peut-étre dans des travaux encore
antérieurs) pour étudier les transformations projectives. Nous en avons sim-
plement systématisé et raffiné 1'usage, notamment dans I’étude des transfor-
mations conformes pseudo-riemanniennes.



Phénomenes essentiels en géométrie conforme
pseudo-riemannienne. — Les chapitres 2 et 3 du mémoire portent
presque exclusivement sur la géométrie pseudo-riemannienne conforme, et
mettent particulierement I'accent sur ’étude des phénomeénes essentiels, ¢’est-
a-dire les phénomenes de géométrie conforme qui n’arrivent jamais dans le
cadre isométrique. Un exemple typique est la non réductibilité du groupe
conforme Conf (M) d’'une variété a un groupe d’isométries d’une métrique de
la classe conforme. Par exemple, le groupe conforme de la sphere standard
S™, qui est le groupe non compact PO(1,n + 1), ne peut préserver aucune
métrique dans la classe conforme de S™, car le groupe d’isométries d’une
variété compacte est compact. Un théoreme remarquable di a M. Obata
dans le cas compact, et — indépendamment — a J. Ferrand et R. Schoen dans
le cas général, classe toutes les structures conformes riemanniennes essen-
tielles.

Théoréme 0.1. [Ob71][Fe96a][Sch95] Soit (M, g) une variété riemannienne
de dimension n > 2. Si le groupe conforme Conf(M) ne préserve au-
cune métrique dans la classe conforme [g], alors (M, g) est conformément
difféomorphe a la sphére standard S™ ou a [’espace euclidien E™.

Nous présenterons dans le chapitre 2 une preuve de ce théoreme (tirée
de [Fr07b]) utilisant la géométrie de Cartan normale associée a une struc-
ture conforme riemannienne. La méthode de preuve permet de comprendre
d’autres phénomenes essentiels, comme ceux liés a I'existence de singularités
non effacables pour les transformations conformes. Par exemple, on peut
citer une version simplifiée du théoreme 2.20, prouvé dans [Fr12d] :

Théoréme 0.2. Soient (L, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes de méme
dimension n > 3. On suppose que N est compacte. Soit A C L un fermé
tel que la mesure de Hausdorff (n — 1)-dimensionnelle de A soit nulle. Soit
enfin f: L\ A — N une immersion conforme qui ne s’étend continiment en
aucun point de A. Alors :

1. Les variétés (L, g) et (N, h) sont conformément plates, et N est kleini-
enne, i.e conformément difféomorphe a un quotient '\ ot Q@ C S™ est

un ouvert de la sphere standard et I' est un sous-groupe discret infini
de PO(1,n+1).

2. L’ensemble A est localement modelé sur l’ensemble limite A(T') du groupe
kleinien I

La encore, si f : L\ A — N était une immersion isométrique entre L'\ A et
N (avec N compacte et H"1(A)=0), on pourrait étendre f en une immersion
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isométrique de L dans N. La situation décrite par le théoreme précédent est
donc bien essentielle, au sens défini plus haut.

En fait, le point de vue des géométries de Cartan va montrer que les
énonceés 0.1 et 0.2, apparemment sans rapport, relevent des mémes mécanismes
(essentiellement la dynamique “Nord-Sud” sur la sphere standard S™). Le
principe général qui se dégagera du chapitre 2 est qu’en géométrie rieman-
nienne conforme, les phénomeénes essentiels ne peuvent arriver que dans
des contextes géométriques extrémement particuliers, généralement sur des
variétés conformément plates.

Le but du chapitre 3 est d’illustrer ce principe dans le cadre pseudo-
riemannien général. Nous verrons toutefois qu’a partir de la signature lorentzi-
enne, il faut s’attendre a ce que les phénomenes conformes essentiels soient
moins exceptionnels que dans le cadre riemannien. On pourra par exemple
opposer au théoreme 0.1 I’énoncé suivant, prouvé dans [Fr05a].

Théoréme 0.3. Pour tout couple d’entiers (n,g), avecn > 3 et g > 1, la
variété obtenue en faisant le produit du cercle S' par la somme connexe de
g copies de S' x S"72 peut étre munie d’une infinité de structures conformes
lorentziennes non conformément équivalentes, pour lesquelles le groupe con-
forme ne préserve aucune métrique dans la classe conforme.

A la lumitre de ces données nouvelles, nous tenterons au long du chapitre 3
d’exhiber des situations géométriques ou les phénomenes “non-isométriques”
sont bien compris. Un bon exemple est celui du comportement des champs de
Killing conformes au voisinage d’une singularité. Le fait, pour ces champs, de
ne pas étre linéarisables est un phénomene qui, s’il est possible, est tres rare
et parfaitement décrit dans certains cas (rappelons qu'un champ de Killing
isométrique est toujours linéarisable au voisinage d’une singularité). Ainsi,
en signature lorentzienne, et pour des structures analytiques, nous avons
prouvé, en collaboration avec K. Melnick (voir [FrM11]) :

Théoréme 0.4. Soit (M, g) une variété lorentzienne analytique de dimen-
ston n > 3. On suppose que X est un champ de Killing conforme sur M,
s’annulant en un point x. Alors :

1. Ou bien X est analytiquement linéarisable au voisinage de x.

2. Ou bien (M, g) est conformément plate.

Théoreme de plongement a la Zimmer. — Le chapitre 4 aborde
un type de probleme légerement différent, qui consiste a comprendre quels

groupes H peuvent agir sur une variété compacte M, en préservant une struc-
ture géométrique § donnée. Une série de travaux dis a R. Zimmer ont permis,
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il y a une trentaine d’année, des avancées remarquables sur cette question.
Par exemple, on peut citer comme cas particulier de [Zim86, Theorem A] :

Théoréme 0.5. [Zim86] Soit H un groupe de Lie simple connexe et non com-
pact, qui agit isométriquement sur une variété pseudo-riemannienne com-
pacte (M, q) de signature (p,q). Alors Ualgébre de Lie b se plonge dans

o(p, q).

Le théoreme de R. Zimmer implique immédiatement que, par exemple, le
groupe SL(3, R) ne peut pas agir isométriquement pour une métrique lorentzi-
enne sur une variété compacte. En fait, R. Zimmer montre dans [Zim86] que
tout groupe de Lie simple non compact qui agit isométriquement sur une
variété lorentzienne compacte est localement isomorphe a SL(2,R).

Les techniques de R. Zimmer, basées sur la théorie ergodique et les actions
algébriques seront exposées dans le chapitre 4. Elles sont particulierement
performantes lorsque le groupe qui agit est supposé simple, et qu’il préserve
une mesure finie de support total. C’est par exemple le cas dans le théoreme
0.5 (rappelons que la donnée d’une métrique pseudo-riemannienne définit na-
turellement une forme volume sur M). En revanche, la situation ou le groupe
H n’est pas simple, et surtout ne préserve pas de mesure, était moins bien
comprise. C’est typiquement le probleme auquel on est confronté quand on
considere des actions par transformations conformes. Pour aborder ces ques-
tions, le cadre des géométries de Cartan s’est avéré particulierement adapté.
Dans des travaux en collaboration avec U. Bader et K. Melnick, nous avons
pu obtenir un théoreme “de plongement” analogue a celui que Zimmer a
prouvé dans [Zim86] (voir le théoreme 4.9, ainsi que [BFMO09] et [FrM10]).
Ce théoreme, un peu technique pour étre énoncé dans cette présentation,
restreint les groupes de Lie H qui peuvent agir par automorphismes d’une
géométrie de Cartan compacte (M, €) modelée sur un espace X = G/P. De
plus, le théoreme permet d’obtenir des informations parfois tres précises sur
action elle-méme. A titre d’exemple dans le cadre conforme, nous mon-
trerons a la fin du chapitre 4 le résultat suivant, tiré de [BEMO09] et [FrM10].

Théoreme 0.6. Soit H un groupe de Lie connexe qui agit conformément
sur une variété pseudo-riemannienne compacte (M, g) de signature (p,q), ot
p+q > 3 est la dimension de M, et p < q.

1. Si H est simple non compact, le rang réel de H est majoré par p + 1.
2. Si H est nilpotent, alors son degré de nilpotence est majoré par 2p+ 1.

3. Si Uégalité a lieu dans l'une des situations précédentes, alors M est

conformément difféomorphe a E};lp’q/F, ou I est un sous-groupe discret
de O(p+1,q+1).
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Dans le théoreme, 'espace Ein " est le revétement universel de I’espace
modele (conformément plat) des structures conformes pseudo-riemanniennes
de signature (p,q). Il s’agit de R x S*"! muni de la classe conforme de la
métrique lorentzienne —dt? @ ggn—1 lorsque p = 1, et de SP x S? muni de la
classe conforme de la métrique —gsr @ gse lorsque p > 2. Son groupe de
transformations conformes est O(p + 1, ¢ + 1).

Existence et unicité de bords conformes. — Dans le cinquieme
et dernier chapitre nous aborderons une thématique différente portant sur
I’étude des bords conformes, et la notion de structures conformément max-
imales. Partant d’une variété (pseudo)-riemannienne non compacte (M, g),
on peut essayer de comprendre sa géométrie a 1'infini en exhibant un plonge-
ment non surjectif f : (M,g) — (N,h), ou (N,h) est une variété pseudo-
riemannienne “plus grande”, mais de méme dimension que M. On souhaite
que le plongement ne distorde pas trop la géométrie de (M, g), et a cet
égard, demander a ce que f soit conforme est une hypothese naturelle. Le
bord topologique de f(M) dans N, noté d;M, s’appelle un bord conforme
pour (M, g).

Une premiere question naturelle est celle de 'existence de tels plonge-
ments conformes, pour une variété (M, g) donnée. Cela conduit & la notion
de variété conformément mazximale. 11 s’agit des (M, g) pour lesquelles tout
plongement conforme dans une variété de méme dimension est surjectif. La
question basique, qui fait 'objet de l'article [Fr12c|, est de trouver des criteres
assurant qu’une variété est conformément maximale. A titre d’exemple, on
prouve dans [Fr12c| :

Théoreme 0.7. Les seules variétés riemanniennes homogénes de dimension
n > 3 qui ne sont pas conformément mazimales sont, a difféomorphisme
conforme pres :

1. L’espace euclidien E™.
2. L’espace hyperbolique réel H™.
3. Le produit riemannien H* x S"% aqvec 1 <k <n — 1.

Les espaces listés dans le théoreme 0.7 sont des ouverts homogenes de la
sphere standard. Ils héritent ainsi d’'un bord conforme, qui est leur bord
topologique dans S™. Par exemple, pour E" il s’agit d’'un point. Pour
H* x S"~* il s’agit d’une sphere de dimension k — 1 (en fait, deux points
lorsque k£ = 1). Cela conduit a une seconde question naturelle, a laquelle on
s'intéressera dans le chapitre 5, et qui est celle de I'indépendance de ce bord
vis-a-vis du plongement conforme. Par exemple, voici une question simple et
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naive : étant donné un plongement conforme non surjectif f : E* — (N, h),
ot (N, h) est une variété riemannienne de dimension n, le bord topologique
de f(E") est-il toujours un point? Nous énoncerons la encore des résultats de
[Fr12¢|, [Fr12d] et [FrO8pre| qui donnent des pistes pour répondre a ce type
de problemes, non seulement en géométrie pseudo-riemannienne conforme,
mais aussi dans d’autres contextes (géométrie C'R, structures projectives,
etc...). Le phénomene intéressant qui ressort de ces résultats est quen di-
mension n > 3, et dans de nombreux cas, le bord conforme est indépendant
du plongement conforme dans une variété (N, h) (disons compacte) qui sert
a le définir.

Une nouvelle fois, I'usage des géométries de Cartan va étre précieux pour
obtenir les théoremes du chapitre 5. Le point de départ sera une construction
initialement due a B. Schmidt dans [S74], qui associe un bord abstrait a
toute structure conforme pseudo-riemannienne (M, [g]). Ce bord, dit “bord
de Cauchy”, est également appelé “b-boundary” dans la littérature, et peut
en fait étre défini pour n'importe quelle géométrie de Cartan (M,C). Il
mesure le degré “d’incomplétude conforme” de la structure. En particulier,
les variétés compactes peuvent avoir un bord de Cauchy non trivial! Le bord
de Cauchy conforme vient avec une structure d’espace métrique (0.M, dyy),
une action isométrique du groupe conforme de M, et une action continue du
“groupe structurel” P C O(p+1, ¢+1). Nous expliquerons dans le chapitre 5
comment des considérations assez élémentaires sur la dynamique du groupe
P sur (0.M,dyr) peuvent conduire a des résultats de maximalité.
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Chapitre 1

Espaces modeles conformes et
géométries de Cartan.

1.1 Espaces modeles en géométrie conforme

1.1.1 Projections stéréographiques

L’une des transformations les plus classiques de géométrie élémentaire est la
projection stéréographique. Désignons par S™ la sphere unité dans 1’espace
euclidien E"!, et munissons-la de la métrique ronde gg» induite par la
métrique euclidienne. Identifions ’espace euclidien E™ avec l'espace tan-
gent au pole Sud a S"™. Si v désigne le pole Nord de S™, la projection
stéréographique 7 : S™ \ {vr} — E" associe a chaque point z € S™ \ {v}
I'intersection de la droite passant par = et v avec E".

\

FIGURE 1.1. Projection stéréographique de pole v.

La transformation 7w possede une propriété remarquable : si v; et v, sont
deux courbes tracées sur S™ \ {v}, qui s’intersectent en z, I'angle que v; et
72 font en z est le méme que celui fait par 7(y1) et m(72) en 7(z). On dit

15



que 7 est une transformation conforme. Une maniere équivalente de formuler
les choses est de dire qu'il existe une fonction ¢ : S™ \ {v} — R telle que
T Jeuet = €¥ggn  la métrique ronde, apres un changement conforme (local)
adéquat, devient plate.

Il est remarquable que par ce procédé de compactification, les isométries
de 'espace euclidien s’étendent a S™ et y préservent une nouvelle structure
géométrique, a savoir la classe conforme [gsn| = {€¥gsn | ¢ € C(S™,R)}.
Nous appellerons S™ munie de cette classe conforme la spheére standard.

Univers d’Einstein de signature (p,q). — Quittons a présent le
monde riemannien et considérons ’espace de Minkowski E'" 1, c’est-a-dire
R™ muni de la métrique lorentzienne plate —(dzt)? + (dz?)? + ... + (da™)>.

Ezxiste-t-il, a l'instar du cadre riemannien, un objet lorentzien compact de
dimension n dans lequel l'espace EY"~1 se plonge conformément?

La réponse est affirmative, et il existe un plongement conforme o allant
de Eb"~! dans le produit S! x S*~!, muni de la classe conforme lorentzienne
[—gs1 D ggn-1]. Apparait alors un phénomene intéressant : cette compactifica-
tion ne se fait plus par I’adjonction d’un seul point, et le bord topologique de
I'image o(E»" 1) est ce que I'on appelle un cone de lumiere (nous préciserons
cela un peu plus loin).

En fait, le procédé est général, et pour tout p + g > 2, l'espace de
Minkowski de signature (p,q), noté EP? se plonge conformément dans le
produit SP x S? muni de la classe conforme de la métrique produit [—ggr®gga].

Remarque 1.1. Rappelons, pour le lecteur peu familier avec la géométrie
pseudo-riemannienne, qu’une métrique pseudo-riemannienne de signature
(p, q) sur une variété M est un champ lisse de formes quadratiques sur les es-
paces tangents a M, ces formes quadratiques ayant toutes la meéme signature
(p,q). On fera toujours la convention que p désigne le nombre de signes “”
et q le nombre de signes “+”, et nous supposerons de plus p < q (ce qui est
toujours possible quitte a changer la métrique en son opposée) et p+ q > 2.
Lorsque p = 0, on retrouve la notion classique de métrique riemannienne.
Lorsque p = 1, la métrique est qualifiée de lorentzienne.

e Construction de l'univers d’Einstein Ein”?. — Pour mieux compren-
dre la compactification conforme des espaces de Minkowski, il est plus
judicieux d’adopter le modele projectif suivant. On munit 'espace
RP+4+2 de la forme quadratique :

2

pHLa+1/ .\ _ 2 2, 2
Q () = =220Tpygr1 — Ty — . — T, + X, + T,

dont on projectivise le cone isotrope épointé CPT14+1 On obtient alors
une quadrique lisse 74 ¢ RPPT™ ainsi qu’une fibration

o OPthatl _ ypa
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On remarque alors que pour toute section s : XP4 — CPHLatl g
métrique s*(QPT14FL) est de signature (p,q) et sa classe conforme est
indépendante de la section. La quadrique >77 munie de cette structure
conforme pseudo-riemannienne s’appelle [‘univers d’Einstein de signa-
ture (p, q), noté Ein”?.

Lorsque p = 0, ¥%4 est difféomorphe a une sphere de dimension ¢, et la
structure conforme riemannienne sur Ein®? est la structure standard.
On notera S9 & la place de Ein®?. Lorsque p # 0, I'espace Ein?? est
presque conformément difféomorphe au produit (S? x S9, [—gsr & gsa).
C’est en fait ce dernier que 'on a quotienté par le groupe, isomorphe a
Z./27, engendré par le produit des applications antipodales.

Formules pour la projection stéréographique. — Désignons par 7 la
projection de RPT4+2 sur I'espace projectif RPPT¢™!. L’application o :
EP? — Ein”? définie par :

1

(= - =242+ D) (1)

(21, -, 2n) »—>7r(1,z1,...,zn,2

est un plongement conforme de ’espace de Minkowski EP¢ dans I'univers
d’Einstein.

Appelons géodésique de lumiére de Ein®? (ou encore photon) la projection

sur Ein”? d'un 2-plan de RPT9"2 totalement dégénéré pour la forme QP14+,
Les photons sont topologiquement des cercles dans Ein”?. Si v € Ein”?
désigne le point 7(eg), alors on voit sur l'expression (1.1) que o(EP?) est
dense dans Ein”?, et que son complémentaire est exactement la réunion des
photons passant par v. C’est ce qu’on appelle le cone de lumiere issu de
v, noté C'(v). Ce cone est lisse lorsqu’on lui enleve le point v. En voici un

dessin dans 'univers d’Einstein lorentzien Ein

1,n—1

s

FIGURE 1.2. Cone de lumiere issu de v dans Ein'" .
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1.1.2 Théoréeme de Liouville

Le modele projectif décrit ci-dessus nous montre que les univers d’Einstein
Ein”? sont des objets tres symétriques. En effet, si O(p + 1,¢ + 1) désigne
le groupe des transformations linéaires de RPT9™2 qui préservent la forme
quadratique QPT44*! on constate par la définition méme de la structure
conforme des espaces Ein”?, que O(p + 1,q + 1) agit par difféomorphismes
conformes sur Ein”?, et que cette action est transitive. En fait, pour avoir
une action fidele, on considerera plutot le groupe

PO(p+1,q+1)=0(p+1,q+1)/{£Id},

le groupe de Mobius pseudo-riemannien. Lorsque p + g > 3, il n’y a pas
d’autre transformation conforme, comme le montre le résultat suivant, da a
J. Liouville en signature riemannienne.

Théoreme 1.2. [Lioul850] Soient U et V' deux ouverts connexes de Ein™?,
oup+q > 3. Soit f:U — V un diffeomorphisme conforme lisse. Alors
il existe un unique élément g de PO(p + 1,q + 1), dont la restriction a U
coincide avec f.

Dans tout le mémoire, nous supposerons les objets considérés (variétés,
structures conformes, applications entre ces structures....) de classe C*°. Les
démonstrations classiques du théoreme de Liouville, de nature géométrique,
requierent généralement une régularité C°. Il faut toutefois signaler que dans
le cadre riemannien, le théoreme reste vrai pour des classes d’applications
beaucoup moins régulieres (voir par exemple les résultats de [G62], [Re67],
et le livre [IKO1]).

En dimension > 3, le théoreme de Liouville assure que non seulement le
groupe des difféomorphismes conformes Conf (Ein”?) est PO(p + 1,q + 1),
donc de dimension finie, mais que méme le pseudo-groupe des difféomorphi-
smes conformes locaux (i.e définis entre ouverts de Ein”?) est de dimension
finie. Ceci contraste fortement avec la situation en dimension 2. S’il est
vrai que le groupe des transformations conformes globales de la sphére stan-
dard S? est de dimension finie, et coincide avec PO(1,3), il y a en revanche
abondance de transformations conformes locales, qui ne sont pas du tout des
restrictions de transformations de Mobius. En fait, toute fonction holomor-
phe f : U — C dont la dérivée ne s’annule nulle part sur U fournit une
transformation conforme locale entre ouverts de S2. Dans le cas de Ein'!,
méme le groupe des transformations conformes globales est de dimension
infinie (et par conséquent PO(2,2) C Conf(Ein'')). En effet Ein"!' est
conformément équivalent au tore S' x S!, muni de la classe conforme [dzdy],
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et par conséquent, dés que f et fo sont deux difféomorphismes lisses de S!,
(z,y) — (fi(x), fo(y)) est un difféomorphisme conforme de Ein'.

Premier contact avec la rigidité. — Le théoreme de Liouville est une
premiere manifestation, dans le cadre des univers d’Einstein, d'un phénomene
général sur lequel nous reviendrons un peu plus loin. Les structures conformes
en dimension > 3 sont rigides, ce qui signifie informellement qu’il existe peu
de transformations conformes, méme locales, tandis que les structures con-
formes de dimension 2 ne le sont pas. Cette abondance de transformations
conformes locales fait qu’il n’y a pas d’invariant conforme local en dimension
2. A signature fixée, toutes les structures conformes sont localement con-
formément plates, c’est-a-dire localement conformément difféomorphes a des
ouverts de S? (signature riemannienne), ou de Ein""' (signature lorentzienne).
Ceci n’est plus du tout vrai en dimension > 3. Il existe alors un tenseur
(tenseur de Weyl, ou tenseur de Cotton en dimension 3) dont l’annulation
caractérise le fait d’étre localement modelé sur Ein”.

1.2 Géométries de Cartan

Pour bien comprendre les phénomenes de rigidité pour les structures con-
formes pseudo-riemanniennes de dimension > 3, il convient de les voir comme
des cas particuliers d’'une classe relativement générale de structures géomé-
triques, que l'on appelle géométries de Cartan. Comme ces géométries vont
jouer un role central par la suite, nous allons prendre un peu de temps pour
les présenter. Des références récentes et accessibles sur le sujet sont par

exemple [Sh97] ou [CS09].

Considérons le groupe des déplacements euclidiens O(n) x R". L’espace
homogene E™ = (O(n) x R™)/O(n) est muni d'une structure géométrique
privilégiée relativement a l'action de O(n) x R™ : il existe une métrique
riemannienne sur cet espace (unique a facteur homothétique pres) dont le
groupe d’isométries est exactement le groupe O(n) x R™. De méme, ’espace
homogene PO(1,n+1)/P (ou P est le stabilisateur d'une direction isotrope
dans PO(1,n + 1)) est muni d'une structure conforme riemannienne dont
le groupe de symétries est exactement PO(1,n + 1) (c’est le contenu du
théoreme de Liouville lorsque n > 3).

Donnons-nous a présent GG un groupe de Lie quelconque, P un sous-groupe
fermé de G, et considérons l’espace homogene X = G/P. Dans tout le
texte, nous supposerons les espaces homogénes X = G/P connexes,
et l’action de G sur G/P fidele. On se demande, en toute généralité,
s’il existe une donnée géométrique sur X dont G soit exactement le groupe
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de symétries. La réponse est affirmative, et pour le voir, on va considérer
sur G la forme de Maurer-Cartan. 1l s’agit d'une 1-forme w® : TG — g,
définie de la maniere suivante. Pour tout vecteur X de 'algebre de Lie g,
notons X le champ de vecteurs invariant & gauche sur G défini par X. On
définit w¢ comme 'unique 1-forme & valeurs dans g satisfaisant w®(X) = X
pour tout X € g. On regarde maintenant le groupe de Lie G comme un
P-fibré principal sur le quotient X = G/P. La multiplication a gauche par
un élément de G est un automorphisme de ce fibré qui, par construction,
préserve la forme de Maurer-Cartan. Réciproquement, tout difféomorphisme
f: G — G qui commute avec l'action & droite de P, et vérifie f*w® = w¢,
coincide avec l'action a gauche d’un élément de GG. La structure géométrique
cherchée est donc le fibré principal g : G — X, et la forme w® sur ce fibré.
Nous appellerons dans la suite le triplet (X, G,w®) la géométrie de Cartan
plate modéle. On la désignera souvent par (X, Cx).

1.2.1 Version courbe des espaces homogenes

Une géométrie de Cartan (M, C) modelée sur un espace homogéne X = G /P
est une version “courbe” de la géométrie plate modele (X,Cx). Elle va
consister en la donnée d’un triplet (M, M, w), ou :

a) L’espace M est une variété de méme dimension que X.

b) Le fibré de Cartan M est un P-fibré principal au-dessus de M.

¢) La forme w est une 1-forme sur M & valeurs dans lalgebre de Lie g, que
I'on appelle la connexion de Cartan.

On requiert de plus que la connexion de Cartan satisfasse un certain nombre
de propriétés similaires a la forme de Maurer-Cartan. Elles sont au nombre
de trois :

(i) Pour tout & € M, w; : Ty M — g est un isomorphisme.

(i1) Pour tout X € p, et tout & € M, ws( o) =X,

d
dt|

(#41) Pour tout p € P, Rfw = Adp~'.w (ou R, désigne I'action a droite
par 'élément p sur M).

La terminologie originale de E. Cartan est celle d’espace généralisé (le
modele (X, Cx) étant qualifié d’espace holonome). On peut en trouver une

présentation (sans le formalisme des fibrés qui n’est apparu que plus tard)
dans [Carb2)].
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Courbure. — La connexion de Maurer-Cartan satisfait une identité
différentielle qui n’est pas dans la liste ci-dessus, a savoir

dw® + %[wG,w ] =0.

Pour une connexion de Cartan w quelconque sur le fibré M , la 2-forme K =
dw + %[w,w] ne sera généralement pas nulle. Cette 2-forme K s’appelle la
courbure de la connexion w. Un point fondamental est que la forme de
courbure K s’annule si et seulement si le triplet (M, M ,w) est localement
isomorphe & (G, X,w%). Autrement dit, il existe pour chaque point z € M
un voisinage U, ainsi qu’'un ouvert V de X tels que les fibrés 7 : 7= 1(U) — U
et mq : w5 (V) — V soient isomorphes, via un isomorphisme ¢ satisfaisant
¢*w® = w. Cela revient & dire que M est munie d’un atlas (U;, ¢;), ot les
cartes ¢; : U; — X sont a valeurs dans 'espace X, et les applications de
transition ; o gpj_l sont des restrictions d’éléments de G. C’est ce que l'on
appelle une (G, X)-structure sur M (voir [Th97]).

Pour résumer :

— L’espace homogene modele X = G/P est communément appelé une
géométrie de Klein.

— Les structures infinitésimalement modelées sur X sont les géométries
de Cartan.

— Les géométries de Cartan plates sont exactement les (G, X)-structures,
c’est-a-~dire les structures localement modelées sur X.

Cette condition tensorielle K = 0, qui permet de caractériser le passage
de l'infinitésimal au local justifie la terminologie “version courbe de I’espace
X” pour les géométries de Cartan modelées sur X.

1.2.2 Le probleme d’équivalence

Formulation du probléme. — La définition d'une géométrie de Cartan
a I'avantage d’étre générale et élégante, mais présente aussi un inconvénient
majeur : pour définir la structure géométrique sur une variété M, on fait
appel a un fibré (abstrait) M au-dessus de M , et a une 1-forme w sur ce
fibré. Or on aimerait travailler avec des données géométriques sur la base
M, et non pas sur le fibré. Etant donné un espace homogene X = G/P,
que l'on se fixe une fois pour toutes, deux problemes vont donc se poser
naturellement.

a) Pour toute variété M, interpréter la donnée d'une géométrie de Cartan
(M, M,w) modelée sur X en termes de données géométriques § sur M.
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On entend par donnée géométrique ce que les géometres différentiels ai-
ment généralement manipuler : des tenseurs, des connexions linéaires, des
distributions de sous-espaces etc...

b) Etant donné un couple (M,8), avec § du type ci-dessus, construire un
P-fibré principal 7 : M — M “naturel” partir de 8, et une connexion
de Cartan w : TM — g, de sorte que la procédure a) appliquée au triplet
(M, M, w) redonne (M, §). On souhaiterait que w soit également “canon-
ique”, c’est-a~dire qu’on sache trouver des conditions sur w (en général ces
conditions porteront sur la courbure) qui la rendent unique. La connexion
w satisfaisant ces conditions est alors qualifiée de normale.

Ceci nous conduit a la :

Définition 1.3 (Probleme d’équivalence). Soit X = G/P un espace ho-
mogéne. Lorsque les conditions a) et b) ci-dessus sont satisfaites, on dit que

le probleme d’équivalence est résolu pour les géométries de Cartan modelées
sur X.

Les géométries de Cartan les plus intéressantes seront celles modelées sur
des espaces X pour lesquels on sait résoudre le probleme d’équivalence. Voici
quelques exemples.

Métriques riemanniennes. — Détaillons les étapes a) et b) dans le cas
le plus familier des géométries de Cartan modelées sur ’espace euclidien E",
que I'on voit comme espace homogene G/ P avec G = O(n) x R™ le groupe des
déplacements euclidiens, et P = O(n) le sous-groupe des isométries linéaires.
Nous écrivons g = n @ p, ol n est une algebre de Lie abélienne isomorphe a
R", et Ad P-invariante. On fixe (, ) un produit scalaire Ad P-invariant sur
n.

Commengons par considérer 'étape a). Soit (M, M, w) une géométrie de
Cartan modelée sur E", x € M, et = € M au-dessus de z. Alors, pour tout
u € T,M, il existe un unique @ € T;M tel que Dym(d) = u et wy(d) € n.
L’application iz : T,M — n, qui a u € T, M associe w;(u) est un isomor-
phisme, et les propriétés d’équivariance (i), (it) et (iii) de la connexion de
Cartan conduisent a la relation iz, = Ad (p~').iz pour tout p € P. Alors par
Ad P-invariance de (, ), la quantité g,(u,v) = (iz(u),iz(v)) est indépendante
du choix de z dans la fibre de z, et 'on vient donc de définir une métrique
riemannienne g sur M.

Passons maintenant a ’étape b), et donnons-nous une variété rieman-
nienne (M, g). On va définir M comme le fibré des repéres orthonormés sur
M. 1l s’agit bien d'un P-fibré principal. La connexion de Levi-Civita V
associée a g peut se voir comme une distribution transverse aux fibres de M,
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donnée par le noyau d’une 1-forme Ad P-équivariante wq : TM — p. Soit
R(M) le fibré des reperes de M. La restriction & M de la forme canonique sur
R(M) fournit une 1-forme wy : TM — n. En posant w = w; + wsy, on obtient
une connexion de Cartan a valeurs dans g, qui redonne la métrique g par la
procédure a). La forme w est sans torsion (c’est-a-dire que sa courbure, qui
en toute généralité devrait étre a valeurs dans g, prend en fait ses valeurs
dans p), et cette condition la rend unique au sein des connexions de Cartan
sur M & valeurs dans g qui donnent la métrique g par la procédure a).

Le probleme d’équivalence est résolu, et nous dirons pour abréger que les
métriques riemanniennes sont des géométries de Cartan modelées sur ’espace
euclidien E". De méme, les métriques pseudo-riemanniennes de signature
(p,q) sont des géométries de Cartan modelées sur 1'espace de Minkowski
EP? vu comme espace homogene (O(p, q) x R™)/O(p, q).

Structures conformes de dimension n > 3. — Comme c’est
I’exemple fondamental pour notre propos, nous formulons la résolution du
probleme d’équivalence, qui est di & Cartan dans le cadre riemannien ([Car23]),
sous forme de théoreme.

Théoréeme 1.4. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature
(p,q), avec p+ q > 3. La structure conforme [g] définit canoniquement une
géométrie de Cartan (M, M,w) modelée sur l'univers d’Einstein Ein”? =
Op+1,q+1)/P.

Ici le groupe P est le stabilisateur d’un point v dans Ein”?. Par la
projection stéréographique o et le théoreme de Liouville, P s’identifie au
groupe conforme de l'espace de Minkowski EP9. 1l est donc isomorphe au
produit semi-direct (R% x O(p,q)) x R", ot le facteur RY correspond aux
transformations homothétiques, O(p,q) aux isométries linéaires, et R"™ aux
translations. Le fibré M est construit comme un sous-fibré de R2(M), le fibré
des 2-jets de reperes au-dessus de M. Dans la suite du texte nous appellerons
(M, M,w) la géométrie de Cartan normale associée a la structure conforme
(M, [g]). Nous renvoyons a [Ko72, Chapitre IV] ou [Sh97, Chapitre 7] pour la
construction de M et w. La courbure de la connexion normale de Cartan peut
directement s’interpréter comme un tenseur sur la variété M. On obtient le
tenseur de Weyl en dimension > 4 et le tenseur de Cotton en dimension 3.

Quelques géométries de Cartan classiques. — Un certain nombre
de structures géométriques classiques définissent une unique géométrie de
Cartan normale modelée sur un espace homogene adéquat.

a) Structures affines. — La donnée d’une connexion affine V sur une variété
M définit naturellement une connexion de Cartan modelée sur l'espace
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affine A" = (GL(n,R) x R")/GL(n,R). Ici le fibré M est simplement le
fibré des reperes.

Structures projectives. — Une structure projective est une classe de
connexions affines qui définissent toutes localement les mémes géodésiques
(non paramétrées). Une structure projective détermine une unique géomé-
trie de Cartan normale modelée sur RP" = PGL(n + 1,R)/P (P est
isomorphe au groupe affine GL(n,R) x R™).

Structures C'R non dégénérées. — Informellement, il s’agit de la struc-
ture géométrique qui apparait sur une hypersurface réelle dans une variété
complexe (de dimension complexe > 2), et pour laquelle la forme de Levi
est non dégénérée. De maniére abstraite, une structure C'R (pas forcément
intégrable) est la donnée d’une variété M de dimension 2n+1, munie d’une
distribution de contact D de codimension 1, et d’une structure presque
complexe J sur cette distribution, de sorte que si § est une 1-forme dont le
noyau définit D, la forme df(. , J.) soit hermitienne non dégénérée. On sait
depuis [CM74], [Ta76] (voir également [CS00] pour le cas non intégrable),
que ces structures définissent une unique géométrie de Cartan normale
modelée sur X = PU(p+ 1,q+ 1)/P (ou P est le groupe parabolique
qui préserve une direction isotrope pour la forme hermitienne de signa-
ture (p+ 1,¢+ 1)). Lorsque p = 0, X = PU(1,n+ 1)/P est le bord de
I’espace hyperbolique complexe, et on parle de structure C'R strictement
pseudoconvexe.

Géométries paraboliques. — Pour la plupart des espaces homogenes
X = G/P, ou G est un groupe de Lie réel simple non compact, et P est
un sous-groupe parabolique, le probleme d’équivalence est résolu pour les
géométries de Cartan modelées sur X (les structures conformes pseudo-
riemanniennes, C'R non dégénérées ou projectives sont des exemples de
telles géométries). Ceci résulte des travaux fondateurs de N. Tanaka
([Ta79]), et plus récemment [CS00]. En général, la structure géométrique
sur la variété M s’exprime a partir d’une filtration du fibré tangent, munie
de structures supplémentaires.

Géométries réductives vs géométries paraboliques. — Comme

les espaces homogenes qui leur servent de modeles, les géométries de Cartan
se classent par familles. On distingue en particulier les géométries réductives,
qui sont modelées sur des X = G/P pour lesquels g = n @ p, ou n est un
supplémentaire Ad P-invariant de 'algebre p. Par exemple, les géométries
riemanniennes, pseudo-riemanniennes, ou affines sont réductives. Pour de
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telles géométries, le fibré M s’identifie & un sous-fibré du fibré des reperes,
et la connexion de Cartan définit une connexion affine “classique” V sur M.
Dans ce cadre, on ne gagne essentiellement rien a travailler dans le fibré M.

Il en va tout autrement pour les géométries paraboliques, pour lesquelles
p n’admet jamais de supplémentaire Ad P-invariant dans g. Pour de telles
géométries, on ne peut pas faire I’économie de travailler avec la connexion de
Cartan sur M.

1.2.3 Rigidité

On pourrait se demander si les structures symplectiques, ou les structures
complexes, peuvent s’interpréter en termes de géométries de Cartan. La
réponse est négative, l'obstruction étant que ces structures admettent trop
de symétries locales. Les géométries de Cartan sont, au contraire, ce que
I'on appelle des structures géométriques rigides. Dans [Gr86], M. Gromov
a dégagé une définition précise pour de telles structures. Sans reproduire la
définition un peu technique de [Gr86], et en la remplagant par une de ses
conséquences, nous dirons qu'une structure géométrique sur une variété M
est rigide, lorsque pour tout ouvert U C M, 'algebre de Lie des champs de
Killing sur U est de dimension finie. Un champ de Killing de la structure est
une symétrie infinitésimale, autrement dit un champ de vecteurs dont le flot
local est un flot d’automorphismes.

Le paradigme d’une structure rigide est la donnée d’un champ de reperes
global R (on dit un parallélisme) sur une variété M. Toute isométrie lisse
d’une telle structure qui fixe un point = doit fixer également point par point
toute courbe issue de x dont le vecteur tangent a des coordonnées constantes
dans R. De telles courbes remplissant un voisinage de x, nous voyons qu’une
telle isométrie est Iidentité (I'ensemble de ses points fixes est ouvert et fermé).
Ainsi, tout champ de Killing d'un parallélisme qui s’annule en un point doit
étre nul et sur tout ouvert, 'algebre de Lie des champs de Killing a une
dimension majorée par celle de M. Cet exemple, qui peut sembler artificiel,
est au contraire universel. Pour montrer qu’une structure géométrique est
rigide, on prouve généralement qu’elle définit canoniquement un parallélisme
sur un fibré adéquat au-dessus de la variété.

Définition 1.5. (Isométries et champs de Killing d’une géométrie de Car-
tan) Soit (M, C) une géométrie de Cartan modelée sur X = G/P. Soient
T M — M le fibré de Cartan et w la connexion de Cartan sur M. Une
isométrie locale entre deuz ouverts U etV de (M, C) est un difféomorphisme
lisse f:U — V, qui se remonte en un isomorphisme de fibrés

fra () —a71(V)
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satisfaisant f*w = w.

Un champ de Killing X sur U C M est un champ de vecteurs sur U qui
se remonte en un champ X de 71 (U), invariant par Uaction a droite de P,
et satisfaisant L ¢w = 0.

Sous I'hypothese (implicite dans ce mémoire) que 'action de G sur X =
G/P est fidele, une isométrie locale se remonte de maniere unique a M.
Lorsque le probleme d’équivalence est résolu, et que (M, M ,w) s’interprete
comme une structure géométrique (M, §), la définition précédente coincide
avec celle d’isométrie pour la structure (M, 8). En effet, le fibré M est alors
construit canoniquement a partir de 8, si bien que tout difféomorphisme
préservant § va induire un isomorphisme f du fibré M, et par unicité de
la connexion normale w, on aura f*w = w. Le groupe d’automorphismes
de la géométrie, noté Aut (M), est I'ensemble des difféomorphismes lisses
f: M — M qui sont des isométries de (M,M,w). Si (Xy,...,X,,) est une
base de I'algebre de Lie g, alors Aut (M) s’identifie au sous-groupe (fermé) des
isomorphismes lisses du parallélisme R = w=(Xy,..., X,,) qui commutent
avec I'action de P. Or le groupe des automorphismes d’un parallélisme est
un groupe de Lie (voir par exemple [Ko72, Chapitre 1]). On obtient donc :

Théoréme 1.6. Le groupe Aut (M) des automorphismes d’une géomélrie de
Cartan (M, C) modelée sur X = G /P, est muni d’une structure de groupe de
Lie qui en fait un groupe de transformations de M. La dimension de Aut (M)
est majorée par celle de G.

Les transformations conformes sont définies par leur 2-jet en
un point. — Si (M, [g]) est une structure conforme pseudo-riemannienne
connexe de dimension > 3, et si fj : M — M et fo : M — M sont deux
difféomorphismes conformes ayant méme jet d’ordre 2 en un point x € M,
alors fi = fs. En effet, soit (M,M ,w) la géométrie de Cartan normale,
modelée sur Ein™?, associée a (M, g). Nous avons mentionné que le fibré M
était un sous-fibré du fibré des 2-jets de reperes. Aussi, f; et fo se remontent
en deux difféomorphismes de fibrés fl et fg. Comme f; et fo on méme 2-jet
en z, la transformation fl_l o fg fixe point par point la fibre 7=1{z}. Cette
transformation laissant invariant un parallélisme, elle doit étre triviale.

La méme propriété est vraie pour les immersions conformes entre variétés
de méme dimension n > 3.

Remarque 1.7. La définition de structure rigide introduite dans [Gr86]
est plus générale que celle de géométries de Cartan. Notons toutefois qu’il
n’est pas clair qu’une géométrie de Cartan soit toujours, au sens strict, une
structure géométrique a la Gromov (le fibré M ne s’interpréte pas a priori
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comme un sous-fibré de r-jets de repéres). Retenons simplement que la plu-
part des structures classiques (structures affines, projectives, structures CR,
métriques pseudo-riemanniennes, structures conformes de dimension > 3)
relevent des deux formalismes.

1.2.4 Géodésiques généralisées

L’existence de la connexion de Levi-Civita associée a une métrique rieman-
nienne, ou pseudo-riemannienne, permet de définir une famille de courbes
privilégiées dépendant d’un nombre fini de parametres — les géodésiques de
la connexion — ainsi qu’une application exponentielle.

Sur une géométrie de Cartan (M, M,w) modelée sur X = G/P, on a
également une notion d’application exponentielle sur le fibré M. Pour tout
u dans l'algebre de Lie g, il existe un unique champ de vecteurs U sur M
satisfaisant w(U) = u. Lorsque & est donné dans M, le flot {¢}} est défini
jusqu’au temps 1 en  dés que u est assez proche de 04. On pose alors :

exp(Z,u) = (7).

Pour chaque z € M , il existe un voisinage U de 04 dans g tel que u
exp(z, u) soit un difféomorphisme de U sur son image dans M.Simt:M— M
désigne 'application de fibré, on obtient une famille privilégiée de courbes
sur M, a savoir les courbes de la forme t — m(exp(z,tu)), pour u € g. 1l
est souvent souhaitable de se limiter a des u appartenant a une partie Ad P-
invariante de g, strictement incluse dans g.

Ce point de vue véhicule peu d’intuition géométrique, et nous allons lui
préférer la notion de développement de courbes.  Si 'on veut oublier les
aspects techniques, on peut résumer les choses en disant qu’une géométrie
de Cartan (M, M,w) modelée sur X = G/ P fournit, pour tout point = € M,
une application développante qui a chaque courbe issue de x dans M associe
une courbe issue du point base v dans le modele X (le point v correspond
a la classe de P dans X = GG/P). Aussi, si 'on a sur le modele une famille
C de courbes privilégiées, on pourra également définir sur la variété M une
classe privilégiée de courbes, comme celles se développant sur des courbes de
la famille C.

Application développante. — Pour une varié¢té Y et un point y € Y,
on notera C'([0,1],Y,y) l'espace des courbes de classe C! tracées sur YV
qui valent y en 0. Fixons-nous z € M et & € M dans la fibre de 2. Si
a € CY[0,1], M, ), on peut la remonter en & € C([0,1], M,Z) (d'une
infinité de manieres). La courbe A(t) = w(&/(t)) est tracée dans l'algebre
de Lie g. Il est possible de I'intégrer dans le groupe de Lie GG, au sens ou il
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existe une unique courbe § € C([0,1], G, 1) satisfaisant w(3'(t)) = A(t)
pour tout ¢ € [0,1]. En projetant sur X via g : G — X, on obtient une
courbe 8 € C1([0,1],X,v). Notons que si & est remplacée par un autre
remonté issu de #, de la forme ¢ — &.p(t) ou p € C*([0,1], P, 1p), alors 3 est
remplacée par ¢t — 3(t).p(t), et la courbe § n’est pas modifiée. On a donc
défini une application :

D; : CY([0,1], M, z) — C'([0,1], X, v),

que l'on appellera application développante sur les courbes. Cette application
dépend du point z choisi dans la fibre de z. Par les propriétés d’équivariance
de la connexion de Cartan w, on a D;, = p~*.D; pour tout p € P.

Quelques exemples. —

Géodésiques affines, projectives. — Soit (M,V) une variété munie d’une
connexion affine V. Nous avons vu qu’il s’agissait d'une géométrie de Car-
tan modelée sur l'espace affine A". Les courbes naturelles sont les courbes
sur M qui se développent sur des droites de A", paramétrées affinement. On
retrouve les v : I — M satisfaisant V54 = 0. Lorsque I'on se donne une
classe projective P de telles connexions, on obtient une géométrie de Car-
tan modelée sur RP". On définira alors les géodésiques de notre structure
comme les courbes se développant sur les droites projectives de RP".

Géodésiques conformes. — Sur la sphere standard S™, on appelle cercle
de Mobius I'image d’une géodésique pour la métrique ronde par une trans-
formation de PO(1,n + 1). Etant donnée une variété riemannienne (M, g)
de dimension n > 3, on voit sa structure conforme comme une géométrie
de Cartan modelée sur S". Les géodésiques conformes de (M, g) seront les
courbes se développant sur des (morceaux de) cercles de Mébius (image d'un
“grand cercle” par une transformation de Mébius). Nous reviendrons plus
en détails sur ces courbes et leur utilisation dans le chapitre 2.

Géodésiques des géométries paraboliques. — Pour toutes les géométries

paraboliques, on a une bonne notion de géodésiques généralisées. Ces courbes
ont été étudiées dans [CSZ04] (voir également [Her12]).
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1.3 Utilisation de la connexion de Cartan dans
I’étude des automorphismes

Une bonne partie de ce mémoire sera consacrée a étudier la dynamique des
groupes de transformations conformes pseudo-riemanniennes. Nous termi-
nons ce chapitre en donnant quelques idées générales, qui montrent comment
utiliser la connexion de Cartan pour comprendre I’action des automorphismes
d’une structure géométrique. Ces idées seront notamment centrales dans les
chapitres 2 et 3.

Etude d’une transformation conforme au voisinage d’un point
fixe. — Considérons une variété riemannienne (M, g), et f: M — M une
isométrie qui fixe un point z. Le fait que f envoie géodésiques paramétrées
sur géodésiques paramétrées se traduit, pour tout v dans un voisinage de
Iorigine dans T, M, par la relation :

f(exp,(u)) = exp, (Dxf(u)) (1.2)

L’isométrie f est localement conjuguée autour de = a sa différentielle, et
on retrouve le fait qu'une isométrie riemannienne est completement déterminée
par son 1-jet en un point.

Passons a présent au cas d’une transformation conforme f, fixant le point
x. On va supposer aussi que la dimension de M est au moins 3. Cette fois-
ci, f est déterminée par son jet d’ordre 2 en x. En particulier, la simple
connaissance de D, f ne suffit pas pour recomposer le comportement local de
f. De fait, si 'on considere une translation 7 de E", que ’on voit comme une
transformation conforme de S™ fixant le point a l'infini v, la différentielle de
7 en v est l'identité, et donc 7 n’est pas linéarisable en v.

Pour avoir une intuition plus géométrique du jet d’ordre 2 de f au point
x, on va considérer la géométrie normale de Cartan (M, M ,w), modelée sur
S™ = PO(1,n + 1)/ P, associée a la structure conforme (M, [g]). Rappelons
que le groupe P est le stabilisateur d’un point v € S™ et s’identifie a (R% x
O(n)) x R™. On reléve f en une transformation f : M — M qui préserve
w. Notons que l'action de f est libre sur le fibré M, car elle y préserve un
parallélisme. Choisissons # € M dans la fibre de z. Il existe un unique
élément p € P tel que f(fv).p‘l =z, que l'on va appeler ’holonomie de f en
x. L’holonomie p € (R% x O(n)) x R" code le 2-jet de f en x (la différentielle
D, f est donnée par la projection de p sur le facteur R x O(n) dans P),
mais a un contenu plus directement exploitable : c’est une transformation
de Mobius sur S™ qui fixe le point base v, et on aurait envie de comprendre
le comportement de f au voisinage de x grace a celui de p au voisinage de v.
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Nous allons le faire grace a I'application développante
D; : C1([0,1], M, z) — C*([0,1],S™,v)

introduite en section 1.2.4. Les propriétés d’équivariance de w par rapport a
I’action de P, et le fait que f*w = w conduisent facilement a la relation :

D, (f(a)) = " Da(0), (13)
pour toute courbe o € C'([0,1], M, x) et tout k € Z. Cette relation est
I’analogue de (1.2) dans notre situation. Elle dit que D; conjugue l'action
de la suite (f*) sur les courbes issues de x & celle de (p*) sur les courbes
issues de v. Il peut étre difficile de comprendre P'action de (f*) sur toutes
les courbes issues de v, mais on peut se restreindre, par exemple, a ['action
sur les géodésiques conformes, et spécialiser (1.3) sur cette classe de courbes
particulieres. On espere ainsi recomposer 'action de f au voisinage de x
grace a celle de son holonomie au voisinage de v.

Panorama général. — La discussion précédente se généralise immédia-
tement a toute géométrie de Cartan (M, M ,w) modelée sur un espace X =
G/P. Si f € Aut(M) fixe un point z € M, alors le choix d'un & dans
la fibre de x va déterminer une transformation d’holonomie p € P. On va
avoir une relation identique a (1.3) qui relie le comportement de f autour
x a celui de p sur un voisinage de v. On “ramene” donc I'étude dynamique
sur un espace courbe, a I’étude sur le modele, qui est un travail de nature
algébrique (éventuellement fastidieux). On peut par ailleurs étendre la no-
tion d’holonomie a des situations voisines.

— Par exemple a un champ de Killing X sur M ayant une singularité en x, on
pourra associer un champ d’holonomie X}, qui sera un champ de Killing sur
le modele X avec singularité en v. La encore, on pourra établir un diction-
naire entre les propriétés locales de X et Xj. Cette approche sera développée
de maniere satisfaisante dans le contexte pseudo-riemannien conforme (voir
les sections 2.2.4 et 3.4).

— Plus généralement, si 'on choisit une section s : M — M ayant la pro-
priété d’étre bornée sur les compacts de M, on va pouvoir définir pour tout
x € M une application d’holonomie p, : Aut (M) — P. Si f € Aut (M)
se remonte en f . M — M, on définit p(f) comme 'unique élément de P
satisfaisant

fs(2))-po(f)™" = s(f(@))-

On a toujours la relation d’équivariance
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Si (fx) est une suite d’automorphismes de M telle que fi(z) reste dans un
compact de M, on pourra lui associer sa suite d’holonomie pr, = p.(fx) et la
relation d’équivariance

D) (fr(@) = Pe-Dss (@) () (1.4)

va permettre d’étudier la dynamique de (fy) a partir de celle de (pg). Ce
point de vue nous sera précieux en section 2.2.2.
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Chapitre 2

Phénomenes essentiels en
géomeétrie riemannienne
conforme.

2.1 Introduction

Le passage de la géométrie riemannienne a la géométrie conforme riemanni-
enne s’accompagne d’'un certain nombre de phénomenes nouveaux, que nous
appellerons essentiels, qui ne peuvent se produire dans le cadre métrique, et
tracent la démarcation entre les deux mondes, conformes et isométrique. Ce
sont ces phénomenes que nous nous proposons d’étudier dans ce chapitre.

a) Par exemple, pour une structure conforme riemannienne compacte (M, [g]),
la non compacité du groupe d’automorphismes est un phénomene essen-
tiel. Il intervient pour la sphere standard S™, dont le groupe conforme est
PO(1,n+1). A Dinverse, il ne se produit jamais dans le contexte métrique,
puisque le groupe des isométries d'une variété riemannienne compacte est
toujours compact (c’est une conséquence du théoreme d’Ascoli, et du fait
— prouvé dans [MS39] — que la topologie de groupe de Lie sur Iso(M, g)
est la topologie compacte ouverte). Néanmoins, la non compacité du
groupe conforme est exceptionnelle comme le montre le résultat suivant,
di indépendamment a J. Ferrand et M. Obata :

Théoréme 2.1. [Ob71][Fe71] Une variété riemannienne compacte (M, g)
de dimension n > 2, dont le groupe conforme n’est pas compact, est con-
formément difféomorphe a la sphere standard S™.

b) Un autre exemple est celui d'un champ de Killing conforme X sur une
variété (M, g), qui admet une singularité en un point z € M, mais qui
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n’est pas linéarisable au voisinage de z. Il s’agit d’une situation essen-
tielle car nous avons expliqué en section 1.3 qu'un champ de Killing
(isométrique) pour une métrique riemannienne est toujours linéarisable
au voisinage d’une singularité.

c¢) Considérons un dernier exemple. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés
riemanniennes de méme dimension n > 3, ou N est compacte, et
f:M\{o} — N est une immersion conforme admettant une singularité
en o qui n’est pas effagable (c’est-a-dire que f ne se prolonge pas con-
tinament en o). Clairement, une telle situation n’intervient jamais si f
est une immersion isométrique, et on est donc en présence d’'un phénomene
essentiel.

Nous verrons dans ce chapitre que, comme le suggere le théoreme 2.1,
toutes les situations évoquées plus haut n’interviennent que rarement, essen-
tiellement dans un contexte conformément plat, et qu’elles relevent en fait
d’un schéma général, ou 'on est en présence d'une suite d’immersions con-
formes f, : M — N entre variétés riemanniennes (de méme dimension), pour
lesquelles coexistent deux tendances “antagonistes” :

e d’'une part, un phénomene de compacité au niveau des variétés, c’est-
a~dire que soit N est compacte, soit il existe une suite (zx) de M qui
converge dans M, et telle que les images 2z, = fi(z)) restent dans un
compact de N.

e d’autre part une perte de compacité au niveau des 2-jets : la suite des
2-jets 72(f, 1) diverge.

La situation a) décrite par le théoreme de Ferrand-Obata consiste a pren-
dre pour (fy) une suite de difféfomorphismes conformes de (M, g) qui tend
vers I'infini dans le groupe Conf (M). La suite (x)) est alors constante égale
a un point x.

La situation b) d'un champ de Killing conforme X non linéarisable au
voisinage d'une singularité = consiste a prendre la suite () constante égale
ax, et (fr) égale a (%), out {4} est le flot local engendré par X.

Enfin, dans la situation ¢) d’une singularité essentielle o, c’est la suite
(fx) qui est constante égale a f, (zx) étant une suite de points de M \ {o}

qui converge vers la singularité o.

Dans tous ces cas, l'usage des géométries de Cartan normales modelées
sur 8" = PO(1,n+1)/P (ou P = (R% xO(n))xR"), associées aux structures

33



conformes (M, [g]) et (N, [h]), permet d’avoir une intuition géométrique de
la perte de compacité au niveau des 2-jets. Reprenant les idées exposées
en section 1.3, nous coderons la suite j2(f, z;) par une suite divergente (py,)
de P, appelée suite d’holonomie, de sorte que le comportement local des
applications f; au voisinage de la suite (z3) va étre controlé par celui de la
suite (py) au voisinage de son point fixe v € S™. La dynamique du groupe de
Mobius sur la sphere jouera donc un role prépondérant, et unificateur, dans
toutes les situations ou les 2-jets d’une suite de transformations conformes
ne sont pas bornés. C’est cette idée que nous voudrions développer, et qui
sera le fil conducteur de tout ce premier chapitre.

2.1.1 Dynamique Nord-Sud

L’action du groupe de Mobius sur la sphere possede la propriété remarquable
suivante : toute suite de PO(1,n + 1) qui part a l'infini possede, quitte a
considérer une suite extraite, un pole attracteur et un pole répulseur.

Proposition 2.2 (Dynamique Nord-Sud). Soit (fx) une suite de PO(1,n+1)
qui tend vers linfini. Alors quitte a considérer une sous-suite, il existe deux
points p* et p~ de la sphére tels que :

a) Pour tout compact K de S™\ {p~}, limy_ 1o fx(K) = {pT}.
b) Pour tout compact K de S™\ {p*}, limy_ 1o fk_l(K) ={p}.

Remarquons que les poles p* et p~ peuvent étre confondus. C’est par
exemple le cas lorsque (f;) est une suite de translations z +— z + kT sur
I’espace euclidien E™, que I'on voit grace a la projection stéréographique de
pole v, comme des transformations conformes de S™ fixant ». Pour mon-
trer la proposition 2.2, il suffit de faire une décomposition K AK du groupe
PO(1,n+1). A perturbation compacte pres, la dynamique d’une suite (fx)
qui tend vers l'infini est celle de la projection (ay) sur le sous-groupe de
Cartan A. Géométriquement, ce sous-groupe est le groupe des homothéties
de E™, que 'on voit comme un groupe de transformations conformes de S™
fixant deux points. La dynamique de ce sous-groupe est clairement bi-polaire
sur la sphere.

2.1.2 Influence de la dynamique sur la géométrie 1

La dynamique Nord-Sud sur la sphere S™ fait apparaitre des suites de trans-
formations conformes (fx), et des ouverts U, tels que la suite d’ouverts fi(U)
s’écrase sur un point. Réciproquement, de tels phénomenes d’écrasement ne
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peuvent se produire que sur des ouverts dont la géométrie est localement
modelée sur S™. C’est le contenu du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 3,
U C M un ouvert de M, et f;, : U — M une suite de plongements conformes
de U dans M. S’il existe un point z € M tel que la suite d’ouverts fi,(U) tend
vers z pour la topologie de Hausdorff, alors U est localement conformément
plat.

On montre le lemme en considérant ||W]||,, la norme relativement a la
métrique g du tenseur de Weyl sur (M, g). Si du(g) désigne le volume rieman-

nien défini par g, alors Uintégrale [, ||W||7 du(g) n’est pas modifiée lorsque
I'on remplace g par une métrique ¢’ dans la classe conforme [g]. On en déduit
que pour tout k € N :

/ W15 dulg) = / W12 dulg).
U fe(U)

Sous les hypotheses du lemme, le terme de droite tend vers 0 lorsque k tend
vers +00, d’ou 'on déduit que l'intégrale de gauche est nulle, et W s’annule
sur U. Sila dimension de M est au moins 4, cela assure que U est localement
conformément plat. En dimension 3, le tenseur de Weyl et toujours nul, et

on adapte la preuve en remplagant ||W]|Z par une puissance adéquate de
la norme du tenseur de Cotton (I’annulation de ce tenseur caractérise la
platitude conforme en dimension 3).

Commentaires. — Une premiere conséquence du lemme 2.3 et de
la dynamique Nord-Sud est qu'un sous-groupe H fermé et non compact du
groupe de Mobius ne peut préserver qu’une seule structure conforme rieman-
nienne sur la sphere de dimension n > 3 : la structure standard (rappelons
que lorsque la dimension est > 3, cette derniere est I'unique structure con-
formément plate sur la sphere). On obtient ainsi un cas (tres) particulier du
théoreme 2.1. Un autre point important du lemme est que si, par les idées
exposées en section 1.3 — et notamment par la relation d’équivariance (1.4)
— on arrive a “rapatrier” la dynamique Nord-Sud sur une structure rieman-
nienne conforme, cette derniere sera nécessairement conformément plate (du
moins sur certains ouverts).

2.1.3 Dynamique sur les géodésiques conformes

Pour faire fonctionner les idées générales présentées en début de chapitre,
il faut comprendre la dynamique du groupe P = (R% x O(n)) x R" sur les
courbes issues du point base v € S™. Il est évidemment plus commode de
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se restreindre & un espace de dimension finie de courbes. C’est ce que nous
faisons ci-dessous.

Géodésiques et cones conformes. — On va définir, sur la sphere
standard S", un segment géodésique conforme issu de v comme une demi-
droite de 'espace euclidien E™, que ’on compactifie par adjonction du point
a l'infini v. C’est une famille de courbes invariante par l'action du groupe P.
Plus formellement, désignons par G le groupe de Mo6bius PO(1,n+ 1), expg
I’application exponentielle de G, mg : G — S™ la projection de fibré, ou 'on
voit 8™ comme l'espace homogene G/P, avec P = (R% x O(n)) x R". On
décompose l'algebre de Lie o(1,n + 1) comme suit :

oll,n+1)=n" @R@o(n) &n",

ou n~, nt sont deux sous-algebres de Lie abéliennes de dimension n, cor-
respondant aux espaces de racines, et p = R @ o(n) & n*. L’application
s:n” — S qui a u € n associe mg(expg(u)) est un difféomorphisme
de n~ sur un voisinage du point v (en 'occurence S™ privée d’un point o).
Nous allons munir n~ d’un produit scalaire euclidien Ad (O(n))-invariant, et
appeler S,- la sphere unité relativement a ce produit scalaire.

Une géodésique conforme paramétrée issue de v est alors une courbe du

type :
t — prglexpg(tu)),t € [0,A], Ne R, uwe Sy, pe P.

Nous allons regrouper les géodésiques conformes par paquets, pour former
des cones conformes. Si F est un sous-ensemble de S,-, on définit :

C(FN)={ven |v=tw, t€|0,]\, weTF}
Le cone conforme de sommet v s’appuyant sur F est par définition :
C(F,N) = mg(expa(C(F,N)).

Tous ces objets ont également un sens sur une variété riemannienne (M, g)
de dimension n > 3 quelconque. En effet, la structure conforme [g| définit
une géométrie de Cartan normale (M, M ,w) modelée sur S", et une appli-
cation développante sur les courbes (voir section 1.2.4). Si x € M, une
géodésique conforme issue de x sera une courbe dont le développement est
une géodésique conforme issue de v, et un cone conforme de sommet x sera
une réunion de géodésiques conformes, dont les développements constituent
un cone conforme sur S”. On peut donner une définition plus formelle avec
I’application exponentielle sur le fibré normal de Cartan M, que nous avons
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définie en section 1.2.4. Si # € M est un point dans la fibre de z € M, si F est
un sous-ensemble de la sphere S,—, et si A > 0 est un réel assez petit, on peut
définir le cone conforme C'(z,F, ) comme I'ensemble 7(exp(z, C(F, N))), ou
7 M — M est la projection de fibré. Observons que lorsque F est un ouvert
de S,-, et A > 0 est suffisamment petit, le cone conforme C(z,F, \), auquel
on 6te le point x, est un ouvert de M. Si F = S, C(&,F, \) est un voisinage
de x dans M, et nous parlerons alors de boule conforme.

Dynamique sur les cones. — Sur S", la dynamique Nord-Sud se
transmet a l'action de P sur les géodésiques conformes issues de v : si (py)
est une suite de P qui tend vers I'infini, alors ou bien (py) écrase beaucoup
de segments géodésiques conformes sur v, ou bien (pi) dilate uniformément
tout un voisinage de v.

Lemme 2.4. [Fri2d, Lemme 3.3] Soit (px) une suite de P qui tend vers
Uinfini.  Alors, quitte a remplacer (py) par une suite extraite, on est dans
['un des cas suivants.

a) Il existe X\ > 0, et une boule de rayon non nul B C Sy~ telle que, lorsque
k tend vers 400 :
pk-C(B,\) — v,

pour la topologie de Hausdorff.

b) 1l existe X > 0, une suite Ny qui tend vers 0, et un élément | € P tels que,
lorsque k tend vers +oo :

Pk-C(Su-, \p) — L.O(Sp-, ), et pit.C(Sp-, A) — 1.

2.2 Théoremes de type Ferrand-Obata-Schoen

Nous avons employé dans l'introduction de ce chapitre le terme essentiel pour
désigner tout phénomene de géométrie conforme qui ne peut se produire dans
le contexte isométrique. Traditionnellement, ’adjectif essentiel est employé
dans une situation plus précise.

Définition 2.5. Une famille F de difféomorphismes conformes d’une variété
pseudo-riemannienne (M, g) est essentielle lorsqu’elle n’est incluse dans le
groupe d’isométries d’aucune métrique de la classe conforme [g]. Par ez-
tension, on dit qu’une structure conforme (M, [g]) est essentielle lorsque son
groupe conforme [’est.
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Par exemple, le phénomeéne de dynamique Nord-Sud montre que Conf (S™)
ne peut préserver aucune forme volume sur S™. Comme le groupe d’isométries
d’une variété riemannienne préserve toujours une forme volume, on conclut
que la sphere standard S™ est essentielle. Par le méme argument, I'existence
d’homothéties dans Conf (E™) prouve que I'espace euclidien E" est essentiel.

2.2.1 Conjecture de Lichnerowicz

Au milieu des années soixante, A. Lichnerowicz conjectura qu’en toute di-
mension n > 2, la sphere standard était la seule structure riemannienne
compacte essentielle. Cette question faisait suite a (et suscita) une multi-
tude de travaux accréditant la conjecture, sous des hypothese généralement
assez restrictives : action transitive du groupe conforme, existence d’un flot
de gradient conforme, courbure scalaire constante, variétés d’Einstein... (voir
par exemple [Na58], [NY59], [Ob62], [Lich64], [Ba66]). Nous recommandons
le survol [Fe98], ou J. Ferrand présente de maniere tres claire 'historique de
la conjecture, et les idées qu’elle a introduites pour la résoudre.

Une condition nécessaire pour que le groupe Conf (M) soit inessentiel est
sa compacité, car comme nous ’avons déja mentioné, le groupe des isométries
d’une variété riemannienne compacte est toujours compact. Réciproquement,
si un groupe compact K agit conformément sur une variété riemannienne
(M, g), et si du(k) désigne la mesure de Haar sur K, la métrique gy =
[y k*g du(k) appartient & la classe conforme [g] et est K-invariante. Ainsi,
une variété riemannienne compacte est essentielle si et seulement si son
groupe conforme est non compact. La conjecture de Lichnerowicz pour les
variétés compactes est alors completement résolue par le théoreme suivant,
déja énoncé en début de chapitre.

Théoréme 2.6. [Ob71][Fe71] Une variété riemannienne compacte (M, g)
de dimension n > 2, dont le groupe conforme n’est pas compact, est con-
formément difféomorphe a la sphere standard S™.

Remarque 2.7. En fait, le résultat de [Ob71] n'est pas tout a fait équivalent
a la conjecture de Lichnerowicz, puisque M. Obata montre son théoréme sous
Uhypothése, plus forte, ou la composante neutre de Conf(M) n’est pas com-
pacte.

Dans la foulée de ces travaux, D. Alekseevskii annonga dans [A72] une
preuve complete de la conjecture incluant le cas non compact : en toute
dimension n > 2, les seules structures riemanniennes essentielles sont la
sphere standard et l’espace euclidien.

Le point de départ de sa preuve était une interprétation de ’essentialité en
termes de dynamique sur l'action du groupe conforme : la structure (M, [g])
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est essentielle si et seulement si action de Conf (M) sur M n’est pas propre
(c’est essentiellement une conséquence du théoreme de la tranche; voir [A72,
Section 1]). Rappelons que I'action d’un groupe topologique G sur une variété
M n’est pas propre lorsqu’il existe une suite (zx) de M, qui converge dans
M, et une suite (gx) de G qui quitte tout compact de G, de sorte que la suite
gr(xy) soit encore convergente dans M. La non propreté de 'action peut
étre vue comme une forme tres affaiblie de récurrence : il existe des suites
convergentes qui ne sont pas envoyées a 'infini par des suites divergentes du
groupe qui agit. Un groupe compact G agit toujours proprement, et lorsque
la variété M est compacte, la propreté de 'action équivaut a la compacité
de G. La preuve de [AT2] fit longtemps foi, avant qu'une lacune irréparable
ne soit relevée au début des années 90. Un point clé de la démonstration
utilisait (et prouvait!) 'assertion fausse qu'un flot d’automorphismes d’une
G-structure de type fini n’agissant pas proprement doit avoir un point fixe
(le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent a une surface hyperbolique
compacte préserve une métrique lorentzienne, et fournit clairement un contre-
exemple).

Ce n’est finalement que 25 ans apres l'article [Fe71], que J. Ferrand put
étendre le théoreme 2.6 au cadre non compact, une preuve indépendante
étant donnée presque simultanément par R. Schoen :

Théoréme 2.8. [Fe96a/, [Sch95] Soit (M, g) une variété riemannienne de
dimension n > 2. Si le groupe des transformations conformes de M n’agit
pas proprement sur M, alors M est conformément difféomorphe a la spheére
standard S™ ou a [’espace euclidien E". En particulier, S™ et E" sont les
seules structures conformes riemanniennes essentielles de dimension n.

Différentes stratégies de preuve. — Les techniques utilisées par J.
Ferrand pour prouver son théoreme sont inspirées de la théorie des applica-
tions quasi-conformes. Elles lui permettent de construire des invariants con-
formes de plusieurs points. Ces invariants sont de nature analytique. Grace a
eux, elle peut reconstituer la dynamique d’une suite de transformations con-
formes n’agissant pas proprement, et conclure essentiellement par le lemme
2.3. Ces méthodes I'ont d’ailleurs conduite a une généralisation du théoreme
2.8 au cadre quasi-conforme (voir [Fe96b, Théoreme F]). L’approche dévelop-
pée dans [Sch95] repose, quant a elle, directement sur des techniques d’'EDP
et d’analyse globale sur les variétés. Dans [Fr07b], nous avons donné une
preuve entierement géométrique du théoreme 2.8 (ainsi qu’une généralisation,
voir le théoreme 2.11 ci-dessous), en utilisant la géométrie de Cartan normale
associée a une structure conforme. Ce sont ces idées que nous allons détailler.
Nous ferons I’hypothese n > 3. Le cas n = 2 découle du théoréme d’uniformi-
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sation pour les surfaces de Riemann, et ne rentre pas dans le cadre de nos
méthodes.

2.2.2 Preuve de la conjecture par les géométries de
Cartan

On suppose que le groupe conforme de (M, g) n’agit pas proprement, et
I'on considére une suite de transformations conformes (f;) qui quitte tout
compact de Conf (M), pour laquelle il existe une suite convergente z, — x
telle que z; := fi(zx) converge vers z € M. On note (M, M,w) la géométrie
de Cartan normale modelée sur S” = PO(1,n+ 1)/ P, associée a la structure
conforme (M, [g]). On choisit & et Z deux points de M dans la fibre de z et
z respectivement. Il existe des suites convergentes () et (Z;) qui relevent
(xk) et (zx), de limites & et Z, et telles que fk(i’k).p,;l = Z. La suite (pg)
s’appelle une suite d’holonomie de (f;). Comme Conf (M) agit proprement
sur M, dire que (fx) quitte tout compact de Conf (M) équivaut a dire que
la suite (py) tend vers l'infini dans P. De I'équivariance de la connexion de
Cartan w par l'action a droite de P, et son invariance par ( fk), on tire la
relation :

Ds, (fil@)) = pr.Ds, (@), (2.1)

pour toute courbe a € C'([0,1], M, x;). On aimerait, grace a cette rela-
tion, “rapatrier” la dynamique Nord-Sud sur la variété M en utilisant la
dynamique sur les géodésiques conformes dans le modele. Pour cela, on
aura besoin de controler le comportement d’une suite de géodésiques con-
formes grace a celui de leurs développements. On aimerait particulierement
un énoncé du type : si les développements d’une suite de géodésiques con-
formes (o) convergent vers v, alors la suite de segments (ay) converge vers
le point x. Ce résultat est vrai, et découle du lemme suivant :

Lemme 2.9. [Fr07b, Lemme 7], [Fr12a, Lemme 3.1 et Proposition 3.2] Pour
tout ouvert U de M, et tout compact K de M qut se projette dans U, il existe
un voisinage V de v tel que si 1 € [A(, et si v est un segment géodésique 1Ssu
de w(y) qui satisfait Dy(ar) C V, alors a C U.

Considérons maintenant un réel A > 0 suffisamment petit pour que les
boules conformes C(&y, S,-, A) soient bien définies pour tout k& € N. Quitte
a remplacer (z1,) par (2x) et (fi) par (f; ') (ce qui revient & remplacer (py)
par (p;')), le lemme 2.4 nous dit qu'il existe un ouvert non vide B C Sy tel
que pr.C(B,\) — v. Comme le développement du cone fi(C(zy, B, \)) par
D3, est précisément py.C(B, ), le lemme 2.9 nous assure que :
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Or les cones C'(2y, B, A) convergent vers le cone d’intérieur non vide C(z, B, ),
donc pour k suffisamment grand, ils contiennent un ouvert U commun. On
conclut :

Grace au lemme 2.3, nous aboutissons a la conclusion partielle que M
contient un ouvert U conformément plat. Dans [FrO7b], nous expliquons
comment raffiner I’étude précédente pour prouver que U est contenu dans un
ouvert {2 C M, dont le revetement universel est conformément difféomorphe
a l'espace euclidien. Autrement dit, il existe un sous-groupe discret I' C
Conf (E") tel que du point de vue conforme, 2 = I'\E". Le théoréeme de
Ferrand et Schoen va alors découler du résultat ci-dessous.

Théoreme 2.10. Soit I' un groupe discret de transformations conformes
de [’espace euclidien E", agissant librement proprement discontiniment sur
E". On suppose que n > 3, et que (N,h) est une variété riemannienne de
dimension n.

1. Si T # {id}, et si f: T\E"™ — (N,h) est un plongement conforme,
alors f est surjectif.

2. Si f:E" — (N,h) est un plongement conforme qui n’est pas surjectif,
alors (N, h) est conformément difféomorphe d la sphere standard S™,
et limage de f rate exactement un point.

Le premier point est un résultat de maximalité conforme : certaines struc-
tures conformes ne peuvent pas se plonger conformément comme un ouvert
strict d’une variété riemannienne. Le second point est un résultat d’unicité
de plongement conforme. L’inverse de la projection stéréographique fournit
un plongement conforme de ’espace euclidien dans la sphere. Le théoreme
affirme qu’il n’existe pas d’autre variété riemannienne dans laquelle I'espace
euclidien se plonge conformément (et non surjectivement). Cet énoncé est
sans doute bien connu des spécialistes des applications quasi-conformes. Il
découle du théoreme général 5.5, énoncé au chapitre 5. C’est aussi un cas
particulier de résultats plus généraux sur les plongements de géométries de
Cartan (voir [Fr07b, Théoréme 4] et les théoremes 5.3 et 5.7 du chapitre 5).

Revenons a la preuve du théoreme 2.8. Si I' = {id}, on applique le
second point du théoreme 2.10, et on conclut directement que M est la sphere
standard ou l'espace euclidien. Si T" # {id}, le premier point du théoreme
assure que M est conformément difféomorphe a I'\E". Mais il est assez facile
de vérifier qu’alors, le groupe conforme agit proprement.
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2.2.3 Extension aux géométries paraboliques de rang
un

Dans l'article [Sch95], R. Schoen montre que ses techniques permettent d’obte-
nir un résultat analogue au théoreme 2.8 pour les structures C'R stricte-
ment pseudoconvexes : si le groupe des automorphismes d’une structure C R
strictement pseudoconvexe sur une variété M de dimension 2n+ 1 n’agit pas
proprement, c’est que M est C'R-difféeomorphe a la sphére C'R plate, ou au
groupe de Heisenberg, muni de sa structure C'R plate standard.

De maniere tout a fait parallele a 1'histoire du théoreme 2.8, son travail
était une extension au cadre non compact de résultats antérieurs, obtenus
dans [Web77], [WoT77] (voir également [Ka96] et [Lee96]). Un tres bon survol
sur ce résultat de R. Schoen est disponible dans [KMO09].

L’analogie qui existe entre la géométrie conforme riemannienne en di-
mension au moins 3, et les structures C'R strictement pseudoconvexe a été
remarquée depuis longtemps par les géometres différentiels. Cette parenté
apparait encore plus clairement si I’'on adopte le point de vue des géométries
de Cartan. En effet, les espaces modeles de la géométrie conforme et de la
géométrie C'R (strictement pseudoconvexe) se ressemblent, dans la mesure
ol ce sont les bords de Hadamard des espaces hyperboliques, respectivement
réels et complexes. Ces géométries font elles-mémes partie d'une famille
plus large, constituée des géométries paraboliques de rang un. Il s’agit des
géométries de Cartan modelées sur les bords a l'infini des espaces rieman-
niens symétriques, de type non compact et de rang un, a savoir les différents
espaces hyperboliques HH”(H, K pouvant étre le corps des réels R, des com-
plexes C, des quaternions H, ou ’algebre des octonions . Dans le cas des
octonions O, 'entier n est nécessairement 1. Pour toutes ces géométries, le
probleme d’équivalence est résolu. Les cas X = OHE™ (n > 3) et X = OHL
(n > 1) sont classiques et correspondent respectivement aux structures con-
formes riemanniennes et aux structures C'R strictement pseudoconvexes. Les
cas X = OHE™ et X = OHZ ont été étudiés par O. Biquard dans [Bi00], et
correspondent aux structures de contact quaternioniennes (resp. octonioni-
ennes). Dans le cas quaternionien, la structure consiste en une distribution
de contact D de codimension 3 sur une variété M de dimension 4n + 3. 11
existe de plus sur D trois structures presque complexes .J1, Jo, J3 satisfaisant
les relations de commutation des quaternions, ainsi qu’une métrique her-
mitienne v sur D, de sorte que si #;,05 et #3 sont trois formes de contact
satisfaisant ﬂ?;l Ker 0; = D, db;(., J;.) = v pour i = 1,2,3. On a une
définition similaire dans le cadre octonionien.

Tous les groupes simples non compacts de rang un ont une dynamique de
type Nord-Sud sur le bord de Hadamard de leur espace symétrique. Comme

42



cette dynamique était I'ingrédient essentiel de la preuve du théoreme 2.8, et
que le second ingrédient, a savoir le théoreme 2.10 est un fait général pour
toutes les géométries de Cartan (voir les théoremes 5.3 et 5.7 du chapitre 5),
on obtient un énoncé unifié des théoremes de Ferrand et Schoen.

Théoréme 2.11 ([Fr07b]). Soit (M, M,w) une géométrie de Cartan modelée
sur le bord X = GHFJI d’un espace hyperbolique de dimension n + 1 sur
K = R,CH ou Q. On suppose que M est connexe et que la connexion
w est réguliere. Si Aut(M,w) n’agit pas proprement sur M, alors M est
1sométrique a X si M est compacte, ou a X privé d’un point sinon.

L’hypothese de régularité porte sur la courbure de la connexion de Car-
tan w. Dans le cadre des géométries de Cartan normales associées aux struc-
tures conformes riemanniennes, C'R strictement pseudoconvexes, de contact
quaternioniennes et octonioniennes, elle est automatiquement satisfaite. En-
fin, pour faire completement le lien avec les théoremes de Ferrand et Schoen,
nous rappelons que 'espace euclidien est conformément difféomorphe a la
sphere standard privée d’un point, et que la structure C'R plate standard sur
le groupe de Heisenberg est difféomorphe, via un difféomorphisme C'R a la
sphere C'R plate privée d’un point.

2.2.4 Version infinitésimale

On appelle champ de Killing conforme sur une variété pseudo-riemannienne
(M, g) un champ de vecteurs X dont le flot local préserve la classe con-
forme [g]. En d’autres termes, les champs de Killing conformes satisfont une
équation du type Lxg = 1g, pour une certaine fonction ¢ € C°(M), ou Lx
désigne la dérivée de Lie. Lorsque la fonction ¢ est nulle, on dit que X est
un champ de Killing (isométrique) pour g. On va noter conf(M) I'algebre de
Lie des champs de Killing sur M. Les champs complets en constituent une
sous-algebre, qui est ’algebre de Lie du groupe Conf (M).

Essentialité pour les champs de Killing conformes. — Une sous-
algebre b C conf(M) est dite inessentielle lorsqu’il existe une métrique dans
la classe conforme [g] pour laquelle h devient une algebre de champs de
Killing. Comme on travaille avec des champs de vecteurs, on peut également
dégager une notion a priori plus faible d’inessentialité : on dit que h C
conf(M) est localement inessentielle si tout point z € M admet un voisinage
U tel que la restriction by soit une algebre de champs de Killing pour une
certaine métrique de la classe conforme [g];y. Inversement, b est essentielle
au voisinage d’un point x € M, lorsqu’il n’existe aucun voisinage U de z
sur lequel by est réductible, par un changement conforme de métrique, a
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une algebre de champs de Killing. On aimerait caractériser les points x €
M au voisinage desquels une algebre fh de champs de Killing conformes est
essentielle.

Par exemple, il est clair que si 'action de § est libre en z, c’est-a-dire
si aucun champ de h ne s’annule en x, alors l'action de h est localement
inessentielle. La situation opposée, ou tous les vecteurs de h s’annulent en .,
est également bien comprise dans le contexte riemannien grace au :

Théoréme 2.12. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimensionn > 3,
et x un point de M. Soit b une algébre de Lie de champs de Killing conformes
s’annulant tous en x. Alors :

1. Ou bien il existe un ouvert U contenant x, et une métrique dans la
classe conforme [gljy pour laquelle b est une algebre de champs de
Killing. Dans ce cas, quitte a restreindre U, 'action locale de by s’integre
en une action d’un groupe H C Conf(U) relativement compact dans

Conf(U).

2. Si l’on n’est pas dans le cas précédent, autrement dit si b est essentielle
au voisinage de x, alors il existe un ouvert conformément plat contenant
x.

Enoncé dans cette généralité, ce résultat est prouvé dans [Fr12a, Théoreme
7.1]. Dans le cas ou h est engendrée par un seul champ de Killing X,
le théoreme peut se déduire assez directement des idées de [AT72], rendues
rigoureuses dans [Yo76] et [Fe77b] (voir le lemme 2.14 ci-dessous). Avant
d’en expliquer la preuve, décrivons-en quelques conséquences.

Formes normales pour les champs de Killing conformes. — Un
des intéréts du théoreme précédent est qu’il permet d’obtenir une liste ex-
haustive des formes normales pour un champ de Killing conforme riemannien,
au voisinage d’une singularité x.

e Si ce champ est inessentiel au voisinage de x, on consideére une métrique
¢, définie sur un voisinage de x, pour laquelle ¢’est un champ de Killing.
L’application exponentielle de la métrique ¢’ au point x conjugue lo-
calement le flot @Y% & sa différentielle D,¢%. Autrement dit, on a la
relation :

¢ (exp, (v)) = exp, (Dax (v)), (2.2)
sur un voisinage de z, et pour un intervalle de temps | — ¢,¢[. Cette
relation nous dit que le champ X est linéarisable au voisinage de x, et
comme D, % préserve un produit scalaire euclidien, donc est relative-
ment compact, on obtient que X est complet sur un voisinage de x, et
conjugué a un champ linéaire x — M.z, avec M € o(n).
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e Sile champ est essentiel au voisinage de x, le second point du théoreme
2.12 assure que c’est un champ conforme sur un voisinage de v dans S™.
Par le théoreme de Liouville, ce champ est la restriction d’'un champ
conforme global, qui engendre un groupe a un parametre non compact
{p'} C P. A conjugaison pres, et quitte & multiplier par un flot compact
k! commutant avec p’, on est dans 'un des deux cas suivants.

a) Flot hyperbolique : c’est un flot d’homothéties de E™, h' : z —
ez, vues comme transformations conformes de S™ par la projec-
tion stéréographique. L’allure locale au voisinage d une singularité

est :

FIGURE 2.1. Dynamique du flot hyperbolique {h'};>¢ au
voisinage de v.

b) Flot parabolique : c’est un flot de translations 7 : z — z + tT,
vues comme transformations conformes de S™ par la projection
stéréographique. L’allure locale au voisinage d’une singularité est :

)
\

FIGURE 2.2. Dynamique du flot parabolique {7'};>0 au
voisinage de v.
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Version infinitésimale du théoréme de Ferrand-Schoen. — Du
théoreme 2.12, on déduit relativement facilement le corollaire ci-dessous, qui
nous dit que lorsqu’une action locale conforme d’une algebre de Lie h n’est
pas localement inessentielle, alors un ouvert de la variété (M, g) doit étre
conformément plat.

Corollaire 2.13. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimensionn > 3.
Soit h C conf(M) une sous-algébre de champs de Killing conformes. Alors
st x € M est un point au voisinage duquel b est essentielle, il existe un
voisinage U de x qui est conformément plat.

Nous ignorons s’il existe, dans le contexte riemannien, des exemples d’alge-
bres de Lie b C conf(M) qui sont essentielles, bien que localement inessen-
tielles. C’est en tout cas un phénomene qui est possible en signature lorentzi-
enne, méme lorsque M est compacte, dans la mesure o il existe sur Ein'" !
des groupes a un parametre essentiels de transformations conformes, qui n’ont
aucun point fixe.

Idées de preuve, champs d’holonomie. — Lorsqu'un champ de
Killing conforme X est inessentiel au voisinage d’une singularité x, on aboutit
facilement au cas a) du théoréme 2.12 en utilisant la relation (2.2). Dans le
cas contraire, I’étape clé consiste a montrer le :

Lemme 2.14. [A72], [Yo76], [Fe77b] Si le champ de Killing X est essentiel
au voisinage de x, il existe un voisinage U de x, et deux ouverts Ut et U~
contenus dans U, dont la réunion est dense dans U, tels que :

e Pourtouty € U", pl.y est défini sur [0, +00). De pluslim;_,, o .y =
x uniformément sur les compacts de U™ .

e Pourtouty € U™, pl.y est défini sur (—oo,0]. De pluslim;_, . o' .y =
x uniformément sur les compacts de U™ .

Par le lemme 2.3, 'ouvert U donné par le lemme précédent est con-
formément plat, et on aboutit au cas b) du théoreme.

Dans [Yo76], [Fe77b], le lemme 2.14 est obtenu en faisant un développement
limité du flot ¢% en carte locale. Nous décrivons comment 'obtenir avec
les idées introduites en section 1.3. L’intérét est de dégager une méthode
générale pour étudier les champs de Killing de toute géométrie de Cartan,
au voisinage d’une singularité. Comme précédemment, (M, M, w) désigne la
géométrie de Cartan normale associé a la structure conforme (M, [g]). Choi-
sissons # € M dans la fibre au-dessus de x, et remontons X en un champ X
sur M satisfaisant L w = 0. Au point 2, le champ X est tangent A la fibre
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de x. Ainsi w;(X (%)) € p engendre un groupe a un parametre de P, noté
h%,. On lappelle le flot d’holonomie de X en z, et ce flot définit un champ
de Killing conforme X, sur S”, singulier en v, que l'on appelle le champ
d’holonomie de X en x. Le champ X} dépend du choix de #, mais un choix
différent revient a conjuguer X dans P.

L’invariance de w par ¢’ et son équivariance par I’action de P conduit a
la relation :

Di(p (@) = hly.Da(a), (2.3)

pour toute courbe o € C([0,1], M, z).

On espere recomposer la dynamique de ¢ au voisinage de x grace a celle
de R au voisinage de v. Plus précisément, la relation (3.6) va nous apporter
deux types d’informations :

a) Si pour de “petits” segments géodésiques conforme (3 issus de v, hl.[
reste pour tout £ > 0 dans un petit voisinage de v, et si « est le segment
géodésique conforme issu de z qui se développe sur 3, alors le lemme 2.9
assure que 4.« restera dans un petit voisinage de z pour ¢ > 0. On
obtient ainsi pour ¢ des orbites “semi-completes”, ¢’est-a-dire définies
sur [0, 400) ou (—o0, 0] (et on peut faire de la dynamique en faisant tendre
t vers £00).

b) Siune géodésique conforme « issue de x se développe sur 3 avec h..3 — v,
le lemme 2.9 impliquera également % . — ..

Sous notre hypothese que X est localement essentiel au voisinage de x,
le flot d’holonomie {h%} n’est pas relativement compact dans P. A per-
turbation compacte, et conjugaison dans P pres, nous avons déja vu que
I'on est dans un des deux cas h', = h' (flot hyperbolique) ou kY, = 7' (flot
parabolique). Il suffit de vérifier que le lemme 2.14 est vrai pour h' et 77,
avec les ouverts Ut et U~ saturés par des segments géodésiques conformes
issus de x (on peut s’en convaincre au vu des figures 2.1 et 2.2). On montre
alors le lemme 2.14 pour ¢% en utilisant (3.6) et les deux remarques a) et b)
ci-dessus.

2.3 Singularités des transformations conformes

Nous allons achever ce chapitre en abordant un theme ou la dynamique Nord-
Sud joue encore un role important, bien que relativement caché puisqu’appa-
remment aucun probleme de dynamique n’est en jeu. Il s’agit de I’étude des
singularités des transformations conformes. Nous allons mettre I'accent sur
les singularités dites “essentielles” (que nous définissons ci-dessous), et notre
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motivation viendra d’un résultat classique de théorie des fonctions holomor-
phes :

Théoréme 2.15. [E. Picard] Soit U un ouvert conneze du plan complexe, o
un point de U, et f: U\ {o} — C une application holomorphe. Si o est une
singularité essentielle pour f, alors toute valeur de C, sauf éventuellement
une, est prise une infinité de fois par la fonction f.

Il y a plusieurs manieres de généraliser la notion de fonctions holomor-
phes en dimension supérieure. Un premier choix naturel est de considérer
des applications holomorphes de plusieurs variables, mais alors, le lemme
d’Hartog nous dit qu’il n’y a tout simplement pas de singularités ponctuelles
essentielles des que la dimension complexe est > 1. Une autre généralisation
possible est de remplacer holomorphe par conforme dans I’énoncé. Le cas
des transformations conformes f : U\ {o} — E", avec U un ouvert de
E", n > 3, est rendu trivial par le théoreme de Liouville. Pour retomber
sur une situation intéressante, il faut soit élargir la classe d’applications
f: U\ {o} — E™ que I'on considere (le bon cadre est celui des applications
dites quasi-régulieres, et on a des analogues du théoreme de Picard dans ce
contexte; voir par exemple [R93, Théoreme 1.2 p81]), soit continuer a con-
sidérer des transformations conformes, mais quitter le cadre conformément
plat pour s’intéresser a des immersions conformes f : L\ {o} — N, ou
(L,g) et (N,h) sont deux variétés riemanniennes arbitraires, de méme di-
mension n > 3. Il n’y a en fait aucune raison de se limiter a des singu-
larités ponctuelles, et nous considererons en toute généralité, des immer-
sions conformes f : L\ A — N, ou lensemble A est un fermé de L,
lieu d’indétermination pour I’application f. On appellera une telle donnée
f: L\ A — N une singularité conforme.

Par analogie avec la théorie des fonctions holomorphes, on partitionne le
(bord du) lieu singulier en trois ensembles disjoints.

Définition 2.16 (Points effagables, points essentiels, poles). Soit f : L\A —
N comme ci-dessus, et x un point de OA.

e Le point x est dit effacable si f s’étend continument en x. On note
Acpy Uensemble de ces points.

e Le point x est un pole si pour toute suite (xy) de L\ A qui tend vers x,
f(x) quitte tout compact de N. On note Ay l'ensemble des poles.

e Si le point x n’est ni effacable, ni un pole, on dit que c’est un point
singulier essentiel. On note A .z l'ensemble des points singuliers essen-
tiels.
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Lorsque la variété but N est compacte, il n’y a pas de poles. Lorsque
I’ensemble A, n’est pas vide, on dit que A est un lieu singulier essentiel.

En toute généralité, on aimerait comprendre la structure des ensembles
Acrry Mpore €t Acss. Nous allons mettre ici 'accent sur la structure des singu-
larités conformes au voisinage du lieu singulier essentiel A,g;.

2.3.1 Lieux singuliers essentiels : quelques exemples

A quoi ressemble une singularité essentielle ponctuelle, ou plus généralement
un lieu singulier essentiel, pour une transformation conforme entre variétés
riemanniennes de dimension plus grande que trois? Nous donnons ci-dessous
quelques exemples.

Singularités euclidiennes et singularités de Hopf. — On considere
un groupe discret infini ' C Conf (E™), qui agit librement, proprement dis-
continument sur E”. A priori, le groupe I' est inclus dans le produit semi-
direct (R% x O(n)) x R™, mais on vérifie facilement que pour que I’action soit
libre, il faut que I" soit un sous-groupe de O(n) X R™. La variété quotient
N =T\E" est alors une variété euclidienne. On identifie E" a S™ \ {v} par
la projection stéréographique, et on note m : S™ \ {v} — N T'application de
revétement. Le point v est une singularité essentielle pour 7. En effet, pour
toute suite (7x) qui tend vers 'infini dans I, et pour tout voisinage U de v,
il découle de la dynamique Nord-Sud que (J, .y 7%(U) = S™, ce qui entraine
m(U \ {v}) = N, et donc v n’est ni un podle, ni une singularité effacable.
On appellera une telle singularité conforme 7 : S" \ {v} — N singularité
euclidienne sur S™.

Une autre construction consiste a considérer un sous-groupe discret infin:
[" dans le groupe conforme de E™\ {0}, tel que I" agisse librement proprement
et discontinfiment sur E™\ {0}. A indice fini pres, un tel groupe est engendré
par une contraction conforme : x — AA.x, avec 1 > A > 0et A € O(n). La
variété N obtenue en quotientant E™\ {0} par I est ce que 'on appellera une
variété de Hopf généralisée. L’application de revétement 7 : E*\ {0} — N
est une immersion conforme, pour laquelle 0 est une singularité essentielle.
Une telle singularité sera qualifiée de singularité de Hopf. On peut aussi voir
I'application m comme une immersion conforme 7 : S™ \ {o;v} — N, et on
obtient alors deux singularités ponctuelles essentielles sur la sphere.

Singularités kleiniennes. Il est possible de généraliser les exemples
précédents pour construire des lieux singuliers essentiels plus compliqués.
Soit I" un sous-groupe discret du groupe de Mobius PO(1,n + 1), tel qu’il
existe un ouvert non vide {2 C S”, invariant par I', sur lequel I’action de I" est
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libre, propre, et discontinue. Un tel groupe s’appelle un groupe kleinien, et
la variété conformément plate quotient N = I'\Q) est une variété kleinienne.
Nous supposons une fois de plus I' infini. L’ensemble limite du groupe T,
noté A(T"), peut se définir comme l'adhérence de la réunion des poles pT,
p~ associés a la dynamique Nord-Sud de toutes les suites (v;) partant a
I'infini dans I'. 1l s’agit d’un fermé non vide, ['-invariant, et la propriété de
dynamique Nord-Sud montre que 'action de I' sur ) ne peut étre propre que
si ensemble A(T") est inclus dans A = S™\ Q.

L’application de revétement 7 : S”\ A — N est une immersion conforme,
pour laquelle A est un lieu singulier. L’ensemble effacable A.¢; est vide,
et les points de OA qui sont essentiels sont exactement ceux de A(I"). Nous
appellerons singularités kleiniennes les revétements conformes 7 : S"\A — N
comme ci-dessus.

2.3.2 Généralisations du théoreme de Picard

Dans le cadre des immersions quasi-conformes entre variétés riemanniennes
de dimension n > 3, V. Zorich a obtenu la généralisation du théoreme de
Picard suivante.

Théoréme 2.17. [Z000], [Z0o09] Soient (L,g) et (N,h) deux variétés rie-
manniennes de méme dimensionn > 3. Soit f : L\ {o} — N une immersion
quasi-conforme. Si la singularité o est essentielle, alors pour tout voisinage
U de o dans L, f envoie U \ {0} surjectivement sur N. De plus la variété
N est, a quotient fini pres, difféomorphe au produit S* x S*~! ou TF x R"*,
0<k<n.

Le fait nouveau par rapport a la dimension 2 est que si N est la sphere
standard S”, le point o ne peut pas étre une singularité essentielle. Par
ailleurs, il n'y a plus de valeur exceptionnelle : tout voisinage de la singu-
larité essentielle est envoyé surjectivement sur la variété but, sur laquelle le
théoreme fournit des informations topologiques.

Pour des singularités essentielles ponctuelles d’immersions conformes, nous
avons renforcé les conclusions du théoreme 2.17 comme suit :

Théoréeme 2.18. [Fri2d, Corollaire 1.5] Soient (L, g) et (N, h) deuz variétés
riemanniennes de méme dimension n > 3. Soit f : L\ {o} — N une
immersion conforme. Si la singularité o est essentielle, alors :

1. La singularité f : L\ {o} — N est localement conformément conjuguée
au voisinage de o a une singularité euclidienne, ou une singularité de

Hopf.
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2. En particulier (N, h) est conformément difféomorphe a une variété eu-
clidienne ou une variété de Hopf généralisée, et pour tout voisinage U

de o dans L, f(U \ {o}) = N.

Notons que ce résultat n’utilise pas la preuve du théoreme de V. Zorich.
Les hypothese sont plus fortes (conforme au lieu de quasi-conforme), mais les
conclusions sont également beaucoup plus précises. On comprend non seule-
ment la topologie de la variété but NV, mais aussi la géométrie de (NN, h), ainsi
que la “structure” de la singularité. Remarquons que puisque f(L\{o}) = N,
et que par le point 2), (N, h) est conformément plate, la variété de départ
(L,g) est également conformément plate. C’est relativement surprenant,
dans la mesure ou la premiere impression est qu’on peut modifier la géométrie
de L loin de la singularité. Lorsque L est supposée compacte, on a une ver-
sion globale du théoreme, et on peut montrer en particulier que (L, g) est
conformément difféomorphe a la sphere standard ou a ’espace projectif réel
(voir [Fr12d, Théoreme 7.1]).

2.3.3 Lieux singuliers essentiels fins et singularités
kleiniennes

Le théoreme 2.18 est lui-méme un cas particulier de résultats généraux con-
cernant les singularités conformes f : L \ A — N pour lesquelles le lieu
singulier A n’est “pas trop gros”. Si les variétés L et N sont de dimension n,
on va supposer que H"1(A) = 0, on H" ! désigne la mesure de Hausdorff
(n—1)-dimensionnelle (nous renvoyons a [Mat95] pour une définition. Le cas
ou A est une sous-variété de codimension au moins 2 est déja intéressant). Les
lieux singuliers A satisfaisant H""1(A) = 0 seront dits lieuz singuliers fins.
Pour ces derniers, on comprend presque tout : la structure de I'ensemble Az ¢
et la géométrie de la singularité lorsque I'ensemble est essentiel, i.e Agzq # 0.
Commencons par énoncer un résultat d’extension, qui décrit en particulier
la structure de A.yy.

Théoreme 2.19. Soient (L,g) et (N,h) deux variétés riemanniennes de
dimension n > 3. Soit A C L un sous-ensemble fermé tel que H" 1 (A) = 0,
et f: L\ A — N une immersion conforme. Alors l'ensemble A.¢s est ouvert
dans A et Uapplication f s’étend en une immersion conforme

f/:L\(ApoleUAess)_)N-

Le théoreme nous apprend que si f s’étend continiment en un point de A,
elle s’étend contintiment sur un ouvert autour de ce point, et on a en plus un
résultat de régularité : 'extension est lisse (et conforme). Insistons sur le fait
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que contrairement au cas d’une singularité ponctuelle, ce théoreme ne peut
pas se ramener a une étude locale, et étre déduit de résultats déja existants sur
les applications quasi-conformes dans E™ (par exemple le théoréme principal
de [V69]). En effet, si z est un point de A, et U est un petit voisinage de
x dans L, on n’a aucun controle sur la taille de f(U \ A) (le point x pourrait
par exemple étre approché par des points singuliers essentiels), et on ne peut
pas se ramener a un probleme dans E" en travaillant dans des cartes.

On peut maintenant passer a 1’étude des lieux singuliers essentiels fins.
Par le résultat précédent, on ne perd aucune généralité a supposer qu’il n’y
a pas de points effagables, autrement dit A = Apye U Acss. On parle dans ce
cas d’ensemble singulier essentiel minimal. Le théoreme suivant nous dit que
localement, toutes les singularités conformes pour lesquelles le lieu singulier
est fin et essentiel (minimal) sont localement des singularités kleiniennes. En
particulier des lieux singuliers essentiels fins ne peuvent apparaitre que sur
des variétés L conformément plates. De plus, le lieu essentiel est modelé sur
I’ensemble limite d'un groupe kleinien.

Théoréme 2.20. [Fr12d, Théoréme 1.4] Soient (L, g) et (N, h) deuz variétés
riemanniennes de dimension n > 3. Soit A C L un sous-ensemble fermé non
vide tel que H""Y(A) = 0. Soit f: L\ A — N une immersion conforme pour
laquelle A est un lieu singulier essentiel minimal. Alors :

1. 11 existe un groupe kleinien infini ' C PO(1,n+ 1), un ouvert connexe
Q C S" sur lequel T' agit librement proprement discontiniment, ainsi
qu’un difféomorphisme conforme 1 : N — T\ (.

2. Pour chaque x € A, il existe un ouvert U C L contenant x, et un
difféeomorphisme conforme ¢ : U — V, ou V est un ouvert de S", qui
fait commuter le diagramme suivant :

U\ A N VYS9

lf )

N v I\Q

En particulier, o(UNA) =V NN et o(U N Aess) =V NAD).

La encore, on peut prouver un énoncé global lorsque la variété L est
supposée compacte, et montrer qu’alors L est elleeméme kleinienne (voir
[Fr12d, Théoreme 1.6])

Quelques conséquences. — Soit f : L\ A — N une immersion
conforme, ot H" 1(A) = 0. On peut énoncer quelques conséquences des
résultats précédents.
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a) Structure des ensembles Aery, Apore €t Aess. — L’ensemble Ay est tou-
jours un ouvert de A. L’ensemble A, est toujours fermé. S’il est non
vide, il est soit discret, soit parfait. Enfin, lorsque ’ensemble des poles
est non vide, son adhérence dans A est la réunion Ajye U Aggs.

b) Lieux singuliers discrets. — Si le lieu singulier A est discret, et contient
au moins un point singulier essentiel, alors aucun des points de A n’est un
pole, et (N, h) est conformément difféomorphe a une variété euclidienne,
ou a une variété de Hopf généralisée.

c) Surjectivité au voisinage des points essentiels. — Si A est essentiel min-
imal, alors pour tout point x € A., et pour tout ouvert U contenant x,
FIUNA) =N.

d) Pas de points essentiels pour les plongements conformes. — FEnfin, une
derniére remarque importante est que les applications 7 : Q — I['\Q
décrivant localement les singularités essentielles minimales ne sont jamais
injectives. On déduit que si I'application f est un plongement, alors A
ne contient pas de points singuliers essentiels. Par le théoreme 2.19, f
peut s’étendre en un plongement conforme de L \ Ay, dans N. Si N est
compacte, il n’y a pas de poles et f s’étend en un plongement conforme
de M dans N. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 5.

2.3.4 Ebauches de preuves

La preuve du théoreme 2.20 est assez longue, mais on peut en tracer les
grandes lignes, en montrant notamment comment intervient la dynamique
Nord-Sud et les méthodes exposées en début de chapitre. Nous gardons les
notations, et nous plagons sous les hypotheses du théoreme 2.20. On notera
(L, L,w") et (N, N,w") les fibrés et connexions normales de Cartan associées
aux structures conformes (L, [g]) et (N, [h]) respectivement. Si f : L\A — N

A

est notre immersion conforme, et si A désigne la préimage de A dans L, alors f
L

se releve en une application de fibrés f L \ A — N, satisfaisant f *wlV = wk.

Identification des points essentiels et effacables en termes de
suites d’holonomie. — Considérons un point = € Acgs U Acsp. Dire que
x n’est pas un pole signifie qu’il existe une suite convergente x, — x telle
que z; = f(xy) converge vers z € M. On peut alors considérer des suites
convergentes (i) et (24) qui relevent (x) et (z5), de limites # € L et 2 € M,
et une suite d’holonomie (py) dans le groupe P = (R% x O(n)) x R" telle
que : X
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e Sila suite (py) est bornée dans P, alors on montre que x est effagable.
En fait, dans ce cas, quitte a travailler dans les fibrés Let N , tout
se passe comme si f était un plongement isométrique entre variétés
riemanniennes. On aboutit alors sans trop de difficulté au théoreme
d’extension 2.19.

e Sila suite (pg), n’est pas bornée, quitte a extraire, elle satisfait les con-
clusion du lemme 2.4. L’hypothese H"1(A) = 0 va étre utilisée pour
dire que pour tout k € N, il existe beaucoup de segments géodésiques
conformes « issus de xj et qui ne rencontrent pas le lieu singulier A. De
maniere plus quantitative, et en reprenant les notations de la section
2.1.3, il va exister un G dense U C Sy~ (indépendant de k) et un A > 0
tels que pour tout k € N, le cone conforme C(zy, U, A) est inclus dans
L\ A. On peut alors écrire pour tout k£ € N la relation :

Si l'on est dans le premier cas du lemme 2.4, alors la relation (2.4)
couplée au lemme 2.9, permet de montrer qu’il existe un voisinage U
de z dans L, et un G dense Us C U \ A tel que f(Us) = {z}. Ceci

contredit le fait que f est une immersion.

C’est donc que 1'on est dans le second cas du lemme 2.4. On montre
alors qu’il y a un phénomene de dilatation des cones conformes le long
de la suite (7). Si U est comme ci-dessus, il existe une suite de réels
(Ag) qui tend vers 0, et A > 0 tels que :

pour la topologie de Hausdorff. Comme C(Z, U, A\;)) converge vers
{z} et que C(Z,U, \) est dense dans un voisinage de z, Uapplication f
ne peut s’étendre continiment en x, et x € Ay, On a donc montré
que z est essentiel si et seulement si la suite d’holonomie (py) n’est pas
bornée.

L’existence de singularités essentielles implique que (N,h) est
conformément plate. — Le phénomene de dilatation des cones con-
formes décrit par (2.5) a d’autres conséquences intéressantes. Définissons
lensemble d’accumulation de x, noté A(x) C N, comme l’ensemble des
valeurs d’adhérences des suites (f(xy)), pour (zj) décrivant les suites de

L\ A qui convergent vers z. La relation (2.5) assure que si z € A(z), alors
C(2,U,\) C A(x), et donc C(2,Sy-,A) C A(x) car A(z) est fermé. Mais on
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obtient alors immédiatement que A(z) est ouvert et donc A(x) = N. Par
ailleurs, on peut montrer que le phénomene de dilatation des cones conformes
va impliquer 'annulation du tenseur de Weyl en chaque point de A(x). On
obtient ainsi que (N, h) est conformément plate.

La variété but N est kleinienne. — La derniere étape importante
de la preuve consiste a prouver que N est une variété kleinienne. La variété
conformément plate N possede un revétement d’holonomie N, qui est le plus
petit revetement de N admettant une immersion conforme dans la sphere
standard S™. Montrer que N est kleinienne revient a montrer que N est
conformément difféomorphe a un ouvert de S™. Pour cela, on commence par
remarquer que si U est un petit voisinage d’un point singulier z € A, alors
I'immersion f : U\A — N se releve en un plongement conforme f : U\A — N
(I'injectivité découle du théoreme de Liouville). On peut alors coller 'ouvert
U a N via 'application f. Le revétement N — N est galoisien, et il existe
un groupe discret I' agissant conformément sur N de sorte que N = ['\N.
On peut rendre le processus de collage “I'-équivariant”, et construire ainsi
une variété riemannienne N’ de méme dimension que N, dotée d’une action
conforme de I', et dans laquelle N se plonge de maniere conforme et I'-
équivariante comme un ouvert. Le point clé consiste alors a montrer que si x
était un point singulier essentiel, alors le groupe I' est nécessairement infini
et son action, qui était propre sur N, ne 'est plus sur la variété N’. On peut
conclure par le théoreme de Ferrand que N’ est conformément difféomorphe
a S"™ ou E”, et N C N’ est bien un ouvert de la sphere standard.
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Chapitre 3

Cadre pseudo-riemannien :
généralisations et aspects
nouveaux.

3.1 De nouveaux motifs dynamiques

Nous abordons dans ce chapitre I’étude de la dynamique conforme en sig-
nature pseudo-riemannienne quelconque. La situation est plus compliquée
qu’en signature riemannienne, dans la mesure ou méme le cadre isométrique
devient déja tres riche. A titre d’exemple, on peut considérer G' un groupe
de Lie simple réel non compact, et I' C G un réseau cocompact. La forme de
Killing de G induit sur le quotient G/I" une métrique pseudo-riemannienne,
invariante par ’action a gauche du groupe G. Par exemple, en considérant

¢ 1
laction & gauche des groupes & un parametre < % €9t ) et ( 0 i ) sur

PSL(2,R)/T, on voit que sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyper-
bolique, le flot géodésique et le flot horocyclique préservent une métrique
lorentzienne. Ce ne sont pas ces situations isométriques (relativement bien
comprises par ailleurs suite aux travaux de [AS97], [Gr86], [Ze96], [Ze99a],
[Ze99b], [Zim86]...) qui vont nous intéresser ici, mais au contraire les phéno-
menes de dynamique conforme qui sont essentiels (au sens du chapitre précé-
dent, c’est-a-dire ceux qui ne peuvent se produire dans le cadre isométrique).

Notre premiere tache va étre de comprendre la situation sur les espaces
conformes modeles, en essayant de décrire le comportement sur Ein”? d’une
suite (gx) de PO(p+1,q+ 1) qui tend vers U'infini. Dés que p > 1, on ne va
plus avoir de dynamique du type Nord-Sud (cette dynamique est typique du
rang un), et le nombre de motifs dynamiques possibles va en fait augmenter
avec l'entier p. Nous avons fait une étude détaillée du cadre lorentzien,
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c’est-a-dire de I'action de PO(2,n) sur Ein""', dont on peut trouver une
description dans [Fr05¢c, Section 3]. On va se contenter ici de dégager I'image
générale suivante, valable en toute signature. Considérons une suite (gx) qui
tend vers I'inifini dans O(p 4 1,¢ + 1). On peut renormaliser (gx) en ()
pour obtenir (quitte a extraire) une suite qui converge vers un élément non
nul g de End (RPT92). Comme (g;) tend vers linfini, 1’élément g n’est
pas inversible. Soit F'* (resp. F~) le projectivisé de l'intersection de Im g
(resp. Ker g) avec le cone isotrope de QP97 (les notations sont celles de la
section 1.1.1). Sur 'ouvert U C Ein”? obtenu en 6tant F'~ a Ein”?, la suite
(gx) converge uniformément sur les compacts vers g : U — F, 1'application
continue induite par g sur U. En particulier, la suite (gi) “écrase” les ouverts
relativement compacts de U sur des fermés de F'* (remarquons que ces fermés
sont d’intérieur vide). Les suites divergentes de PO(p+ 1, ¢+ 1) ont donc un
comportement tres éloigné de celui des isométries pseudo-riemanniennes, et
vérifient la forme renforcée d’essentialité suivante :

Définition 3.1 (Essentialité forte). Une famille de difféomorphismes con-
formes d’une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite fortement essen-
tielle si elle ne préserve aucune mesure finie de support total sur M.

Une métrique pseudo-riemannienne définissant naturellement une forme
volume, invariante par son groupe d’isométries, il est clair qu'une famille de
difféomorphismes conformes qui est fortement essentielle est essentielle au
sens de la définition 2.5.

Deux exemples en signature lorentzienne. — Nous donnons ci-
dessous deux exemples qui montrent ce que peut étre le comportement d’une
suite de transformations conformes de Ein'""!. Rappelons que l'univers
d’Einstein lorentzien est défini comme le projectivisé du cone isotrope d’une
forme quadratique de signature (2,n) sur R"*2. Pour simplifier les formules
matricielles, nous travaillerons avec la forme :

Q¥ (x) = =21 Tpyo + 20Ty + 15 + ...+ T2

Le groupe O(2,n) sera ici le groupe des transformations linéaires de R™*2
qui préservent Q>".

a) Pour t € R, nous considérons 1'élément de O(2,n) donné par la matrice :
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Nous appelons pt et p~ les points de Ein""' obtenus en projectivisant
les directions R.e; et R.e, . L’hyperplan e est dégénéré (1'orthogonal
est pris relativement & Q*"). Quand on l'intersecte avec le cone isotrope
épointé de Q" et que 'on projectivise, Pensemble de Ein""™' que 1'on
obtient est le cone de lumiére de sommet pT, noté C(pT). Il s’agit de
toutes les géodésiques de lumieres (on dit aussi photons) de Ein""! qui
passent par p*. On note de méme C(p~) le cone de lumiere de sommet
p~. La dynamique de {'} est décrite par le lemme suivant :

Lemme 3.2. e Pour tout compact K inclus dans Ein""~'\ C(p™),

lim ¢'(K)=p".

t—+o00
e Pour tout compact K inclus dans Ein"" '\ C(p*),

lim ¢(K)=p".

t——o0

/
F//\E i 4 \\(
\\\\\ () ) —%/?r)

FIGURE 3.1. Dynamique de {¢'};>0 et de {1 }i<o.

b) Voici un autre comportement possible. Considérons dans O(2,n) les ma-
trices :

On appelle A* et A~ les projectivisés des plans totalement isotropes
Vect (e, en11) et Vect(es, e,42). 1l s’agit de deux photons disjoints de
Ein'"! qui constituent des ensemble attracteur et répulseur pour le flot

'}
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FIGURE 3.2. Dynamique de {7'}>0-

Lemme 3.3. [l existe deuzx submersions 7, : Ein"" "\ A~ — A+ et n_:
Ein'" '\ A~ — A, qui valent Uidentité sur AT et A~ respectivement,
et telles que :

e Pour tout compact K inclus dans Ein"" '\ A~ lim,_, 7 (K) =
TH(K).

e Pour tout compact K inclus dans Ein™" "'\ AT, lim,_,_ 7*(K) =
7 (K).

Les fibres de la submersion 7% (resp. 7~) sont les cones de lumiere issus
des points de A~ (resp. A1), auxquels on a 6té A~ (resp. A™).

3.2 Conjecture de Lichnerowicz pseudo-rieman-
nienne

Le comportement dynamique d’une suite (fx) de difféomorphismes conformes
sur une variété riemannienne compacte (M, g) est parfaitement compris grace
au théoréme 2.8 : ou bien la suite (f;) est relativement compacte dans
Conf (M), ou bien (M, g) est conformément difféomorphe a la sphere stan-
dard, et quitte a considérer éventuellement une suite extraite, (f) obéit a
la dynamique Nord-Sud. Il est donc clair qu'un analogue du théoreme 2.8,
décrivant les structures pseudo-riemanniennes essentielles, constituerait une
étape décisive dans la compréhension de la dynamique conforme en toute
signature.

Commencons par dire que sans aucune hypothese de compacité, les struc-
tures essentielles pseudo-riemanniennes abondent. Les exemples construits
dans [A86] [KRI7] laissent penser qu’on ne peut pas espérer raisonnablement
une classification. A titre d’exemple, le flot linéaire



laisse invariant une infinité de structures conformes lorentziennes distinctes
sur R™ dont la plupart ne sont méme pas conformément plates. Ce flot
est clairement essentiel puisque sa différentielle au point fixe 0 n’est pas
unimodulaire.

A notre connaissance, on avait a l'inverse tres peu d’exemples de struc-
tures essentielles compactes pseudo-riemanniennes avant l’article [Fr05a]. En
toute signature (p, q), I'univers d’Einstein Ein”? fournit un exemple. Nous
avons en effet expliqué en début de chapitre que les suites divergentes du
groupe conforme PO(p+1, g+1) étaient fortement essentielles (voir définition
3.1), et donc essentielles. En signature lorentzienne, Ein"" ! n’est pas sim-
plement connexe, et ses revétements finis fournissent d’autres exemples. Voici
un moyen simple d’en construire encore d’autres. Soit A un réel non nul
différent de +1. On fait le quotient de EP?\ {0} par le groupe discret en-
gendré par I’homothétie x — Az. On obtient ainsi une variété de Hopf M,
difféomorphe & S' x S"7!, et naturellement munie d’une structure conforme
de signature (p, ¢). L’action linéaire du groupe O(p, q) sur EP? passe au quo-
tient en une action conforme sur M, qui s’avere étre essentielle pour p > 1
(constater que le stabilisateur de certains points contient des transforma-
tions dont la différentielle n’est pas unimodulaire). Cette liste ne fournit
que peu d’exemples de structures compactes essentielles, et toutes sont con-
formément plates. Cela motive la question suivante, qualifiée de conjecture
de Lichnerowicz pseudo-riemannienne dans [DaG90)].

Question 3.4. (voir [DaG90, Question 7.6]) Soit (M, g) une variété pseudo-
riemannienne compacte de dimension n > 3. Si Conf(M) est essentiel,
(M, g) est-elle conformément plate?

En cas de réponse positive, les structures essentielles deviennent des
(PO(p + 1,9 + 1), Ein%)-structures, et on peut espérer faire fonctionner
les outils standard d’étude des (G, X)-structures (application développante,
morphisme d’holonomie etc...) pour arriver a une classification globale. D’ou
une version “optimiste” de la question 3.4.

Question 3.5. En signature (p,q), avec 1 < p < q et p+ q > 3, existe-t-
il a difféeomorphisme conforme prés un nombre fini de structures compactes
(M, g) pour lesquelles le groupe conforme est essentiel? Sinon, peut-on quand
meéme classifier toutes ces structures?

Dans 'article [Fr05al, nous avons abordé la question 3.5 dans le cadre de
la signature lorentzienne, c¢’est-a-dire p = 1, et ¢ > 2. Contrairement a ce que
I’on pouvait attendre, nous avons montré qu’il existe beaucoup de variétés
lorentziennes compactes essentielles. Plus précisément :
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Théoréme 3.6. [Fr05a, Théoréme 2] Pour tout couple d’entiers (n,g), avec
n >3 et g>1, la variété obtenue en faisant le produit du cercle S* par la
somme connexe de g copies de St x S"7? peut étre munie d’une infinité de
structures conformes lorentziennes (fortement) essentielles non conformément
équivalentes.

Ce résultat contraste avec le théoreme 2.8, puisque la condition d’essentia-
lité ne fixe pas la topologie de la variété, et qu’a topologie fixée, une infinité
de structures essentielles non équivalentes coexistent. La preuve du théoreme
montre méme qu’il existe des espaces de modules non discrets de telles struc-
tures. Toutefois, toutes les structures essentielles construites pour prouver le
théoreme 3.6 sont conformément plates, et la question 3.4 reste un probleme
ouvert en signature lorentzienne.

En revanche, nous avons tres récemment montré que la réponse a la ques-
tion 3.4 était négative en toute signature (p,q) avec p > 2. C’est I'objet du
théoréeme ci-dessous (non encore publié) :

Théoreme 3.7. Pour tout entier p > 2, et tout entier ¢ > p, il existe sur le
produit St x SPTY4=1 yne structure conforme pseudo-riemannienne de signature
(p,q), analytique, dont le groupe conforme est (fortement) essentiel.

Nous allons expliquer les preuves de ces deux théoremes dans les sections
3.2.1, 3.2.2 et 3.2.3 ci-dessous.

3.2.1 Groupes de Schottky lorentziens

Les structures essentielles du théoreme 3.6 vont étre obtenues comme des
variétés kleiniennes lorentziennes, c¢’est-a-dire comme des quotients d’un ou-
vert Q0 de l'espace Ein"""' par un groupe discret I' ¢ PO(2,n). Con-
trairement au cadre riemannien, la théorie des groupes kleiniens lorentziens,
i.e des sous-groupes discrets de PO(2,n) qui agissent proprement discon-
tiniiment sur un ouvert non vide de Ein™™' est encore peu développée.
Dans [Fr05¢|, nous avons ébauché une étude générale, qui reste a poursuivre.
Nous décrivons ici le cas intéressant que constituent les groupes de Schottky.

Pour A > 0, considérons comme dans l'exemple b) de la section 3.1
I’élément suivant de PO(2,n) :
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La dynamique des itérés (v**)ren est décrite par le lemme 3.3. Les photons
AT et A~ obtenus en projectivisant les plans Vect(eq, e,11) et Vect(ea, €,12)
se comportent comme des photons attracteurs et répulseurs. Le lemme 3.3
montre que le groupe I' engendré par ’élément y* agit proprement discon-
tintiment sur I'ouvert Q(I') = Ein"" "'\ {A* UA~}. Le quotient I'\Q(T') est
un exemple tres élémentaire de variété kleinienne lorentzienne. Nous allons
le sophistiquer un peu en augmentant le nombre de générateurs pour I'.

Pour cela, commencons par observer que si A > 0 est choisi suffisamment
grand, il existe deux voisinages UT et U~ de AT et A~ respectivement, dont
les adhérences U+ et U~ sont disjointes et tels que :

— AMNEin""\U-) = U

— y NEn"IN\TUH) =U".

Le groupe PO(2,n) agit transitivement sur les couples de photons dis-
joints de Ein™"~!. Aussi, si nous nous fixons un entier g > 2, et une collection
AF, A7 i e {1,...,g}, de photons deux & deux disjoints, nous allons pou-
voir trouver des voisinages tubulaires U des AF, d’adhérences mutuellement
disjointes, et des éléments v; € PO(2,n) (conjugués, dans PO(2,n), a 4
pour des \; > 0 adéquats), satisfaisant les propriétés suivantes :

— (Ein"™"'\ U7) = U;" pour tout i € {1,...,g}.

— 4 Y (Ein"" '\ U") = U;” pour tout i € {1,...,g}.

Le groupe I = (71, ...,7,) vérifie ce que l'on appelle le “lemme du ping-
pong”. 1l s’ensuit que I" est un groupe libre et discret de PO(2,n), que l'on
appellera groupe de Schottky lorentzien.

Ensemble limite et topologie du quotient. — Un des désagréments
de I’étude des groupes kleiniens lorentziens est qu’il n’existe pas une aussi
bonne notion d’ensemble limite que pour les groupes kleiniens classiques de
PO(1,n + 1) (voir la discussion a ce propos dans [Fr05c]). Ceci est du au
fait que la dynamique de PO(2,n) sur Ein""~! n’est pas “de convergence”.
Toutefois, pour les groupes de Schottky, tout se passe presque comme dans
le cas classique.

Théoréme 3.8. [FrO05c, Théoréme 3] Soit I' = (y1,...,7,) un groupe de
Schottky lorentzien a g > 1 générateurs.

1. 1l existe un unique ouvert non vide Q(T) de Ein™"' sur lequel l’action

de T' est libre, propre et discontinue, et qui soit maximal pour cette
propriéteé.

2. Le fermé A(T) = Ein"" '\ Q(I"), appelé ensemble limite de T', est une
lamination par photons de Ein™" ™!, transversalement modelée sur un
ensemble de Cantor.

62



3. L’action du groupe T sur les photons de A(I") est minimale.

4. La variété quotient M = T'\Q(T') est compacte, difféomorphe au produit
du cercle St par la somme connexe de g copies de St x S"~2.

3.2.2 Construction de structures conformes lorentzi-
ennes essentielles

Généralement, un groupe de Schottky lorentzien I' est son propre normalisa-
teur dans PO(2,n), et le groupe conforme de la variété kleinienne I'\Q(I")
est trivial. Si l'on veut espérer construire des structures essentielles grace
a des groupes de Schottky, il faut trouver des configurations spéciales pour
les photons A;t donnant lieu a des groupes conformes plus riches pour le
quotient I"\Q(T").

On considere la représentations p : SL(2,R) — PO(2,n) définie, pour

tout A = ( Z Z ) dans SL(2,R), par :

A
p(A) = Lo
A

Le groupe G = p(SL(2,R)) préserve un tore lorentzien T C Ein""

conformément équivalent & un sous-univers d’Einstein Ein"! obtenu en pro-
jectivisant le cone isotrope du sous-espace Vect(ey, ea, €41, €542). L'ensemble
des photons de T est la réunion de deux composantes connexes, chacune
difféomorphe & RP? (c’est une assertion sur les plans totalement isotropes
de Vect(ey, €2, €11, €nia)). Ceci permet de paramétrer T comme un produit
RP' x RP!, le point (u,v) correspondant & I'intersection des photons u et v.
Chaque ensemble de la forme {u} x RP' ou RP' x {v} est alors un photon
de T. On vérifie que 'action de p(A) sur T se fait uniquement sur le premier
facteur :

p(A).(u,v) = (Awu,v).

Soient maintenant 41, . . ., 9, des éléments hyperboliques de SL(2, R), dont
les points fixes ujt sur RP! sont deux & deux distincts. Pour i = 1,...,¢, on
appelle 7; 'élément p(7;). Chaque 7; est conjugué dans PO(2,n) a un élément
7 (donné par 'expression (3.1)), et les photons attracteurs et répulseurs de
7; sont inclus dans T, et correspondent & {uj} x RP! et {u;} x RP*. Si
les valeurs propres des éléments 4; sont assez éloignées de £1, le groupe
I' = (y1,...,7,) est un groupe de Schottky lorentzien, et nous notons M =
\Q(T") la variété kleinienne associée. Par le théoreme 3.8, M est compacte,

difféomorphe au produit de S' par la somme connexe de g copies de S! x S*~2,
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Pour voir que la structure conformément plate que M hérite de Ein™" !

est essentielle, nous considérons le groupe a un parametre :
t
@Y = In_g t e R.

Ce groupe centralise T', et induit donc un flot conforme {@'} sur la variété
kleinienne M = T\Q(T"). On vérifie que {p'} est conjugué a {y'},cr dans
PO(2,n). Ses photons attracteurs et répulseurs A" et A~ sont inclus dans
T, et de la forme RP' x {v*} et RP' x {v™}. Le point clé est que I'ensemble
limite A(I") donné par le théoreme 3.8 est également inclus dans le tore T, et
de la forme C' x RP! ot C' est un ensemble de Cantor de RP!. En particulier,
les photons A™ et A~ rencontrent 'ouvert (T"), si bien que P’ possede des
points fixes sur M. Si z est un tel point fixe, et si B C M est un petit
ouvert autour de z, alors en appliquant le lemme 3.3 & {¢'}, on montre que
?'(B) converge, soit lorsque ¢ — +00, soit lorsque ¢ — —o0, vers un segment
géodésique de lumiere de M contenant z. En particulier, le flot {7’} ne peut
préserver aucune forme volume, et la structure conforme M = T'\Q(T") est
fortement essentielle.

Interprétation géométrique en dimension 3. — Le groupe SL(2,R)
est muni d’une métrique lorentzienne bi-invariante gy, obtenue en poussant
par translations a gauche la forme de Killing sur s[(2,R). On vérifie que
action de SL(2, R) sur Ein"? est simple et transitive sur Ein'?\ T, et que la
classe conforme [go] coincide avec la structure conforme plate sur Ein'?\ T
SiT désigne le groupe engendré par les éléments hyperboliques 4, ..., 9y,
Y = H2/T est une surface hyperbolique (non compacte), et SL(2,R)/T" est
un revétement double du fibré unitaire tangent T'%. La variété M = T'\Q(T)
est alors une compactification conforme de SL(2,R)/T". L’action & gauche de

t A
< % eqt ) sur SL(2,R)/T" est le remonté du flot géodésique agissant sur

T'S. 11 s'agit d'un flot isométrique sur SL(2,R)/T" qui s’étend & M en un
flot conforme {7’} et devient essentiel sur le compactifié.

Espaces de modules de structures essentielles. — La topologie
de la variété M = I'\Q(T") est fixée par le nombre de générateurs de notre
groupe de Schottky. En jouant sur les positions relatives des photons Aii,
on peut construire une infinité de groupes, qui ne sont pas conjugués deux a
deux dans PO(2,n), et on obtient de cette maniere une infinité de structures
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(fortement) essentielles, a topologie fixée. On hérite ainsi de tout un espace
de modules (non discret) de structures conformes lorentziennes essentielles
sur le produit de S! par la somme connexe de g copies de S' x S*72.

Dans le cas de la dimension 3, les structures kleiniennes essentielles con-
struites ci-dessus vivent sur S' x ¥,, ot X, est une surface compacte de
genre g. En utilisant le principe de déformation de Ehresman-Thurston nous
avons montré dans [Fr05a, Section 4.7] qu’il était possible de déformer ces
structures en d’autres structurers essentielles (et conformément plates) sur
St x ¥,, mais qui ne sont plus kleiniennes. Aussi, méme si 'on répond
positivement a la question 3.4, en montrant que toutes les structures essen-
tielles lorentziennes compactes sont conformément plates, leur classification
complete semble difficilement envisageable.

3.2.3 Contre-exemples au-dela de la signature lorentzi-
enne

Nous en venons a présent au théoreme 3.7, et a la construction de variétés
pseudo-riemanniennes compactes, essentielles et non conformément plates.
Pour simplifier, nous donnons juste un exemple de structure conforme es-
sentielle de signature (2,2), non conformément plate, sur le produit S* x S3
(I’exemple se généralise directement pour obtenir le théoreme 3.7). On munit
I'espace R?* de la métrique

g = 2dx*da* + 23 (dx')? + 2dadda?.

Cette métrique est Ricci plate, mais pas plate. En particulier, elle n’est pas
conformément plate. En fait, si W désigne le tenseur de Weyl, on calcule
o 8 9 0y _ 4
que W(a—ﬁ,a—%,a—m,a—%)—lsur'R . . . . ‘
Pour A = (A1, A2, A3, \y), considérons la transformation linéaire diagonale
de R* suivante :

: SYIS VIS VERSP
hy = diag(e™, e?, e e™).

C’est une transformation conforme pour la métrique g si et seulement si
)\1 -+ )\2 = )\3 -+ )\4 = 2)\1 + 2)\3 Autrement dit :

X3 A

SR - 2

M=+ (3.2)
3. A

Ao = st ?4 (3.3)

Nous voyons donc que g admet un groupe abélien de dimension 2 de
transformations conformes.
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Appelons h = diag(e ', e, e 2, e7), et o' = diag(e ™, e, 1,e7%). Par
(3.2) et (3.3), ce sont des transformations conformes de g, qui satisfont h*g =
e %g et (¢')*g = e *'g. On note T le groupe engendré par h. Comme h est
une contraction linéaire, I' agit librement, proprement et discontiniiment sur
R*\ {0}. La métrique g induit une structure conforme analytique [g], non
conformément plate, sur la variété quotient M = T'\(R*\{0}). Cette derniere
est difféomorphe au produit S* x S3.

Le flot {¢'} centralise I', donc passe au quotient en un flot conforme {%"'}
sur (S' x S?, [g]). Ce flot fixe point par point le cercle A obtenu en projetant
R.e*\ {0} sur M. On vérifie que pour t # 0, la différentielle de @" en chaque
point de A n’est pas unimodulaire : le flot {$"'} est donc essentiel. En fait, si
x € A, et si B C M est un petit ouvert contenant x, @'(B) converge lorsque
t — 400 vers un segment de A. Le flot {#'} est par conséquent fortement
essentiel.

3.3 Un résultat général de dégénérescence

Les résultats de la section précédente rendent une classification des struc-
tures pseudo-riemanniennes compactes essentielles assez hypothétique, si ce
n’est impossible en signatures autres que riemannienne et lorentzienne. C’est
pourquoi, il nous semble d’avantage réaliste d’essayer d’obtenir des énoncés
plus qualitatifs sur la dynamique du groupe conforme d’une structure essen-
tielle. En particulier, on aimerait “lire” sur la dynamique d’une suite (f)
de transformations conformes d’une variété pseudo-riemannienne compacte
(M, g) 8'il s’agit d’une suite d’isométries pour une métrique de la classe con-
forme [g], ou sl s’agit d’une suite de transformations essentielles. Les pro-
priétés d’équicontinuité de la famille (fy) semblent jouer un role important
a cet égard.

a) Rappelons que si (M, g) est une variété pseudo-riemannienne compacte,
et si (fx) est une suite de Iso(M, g) qui tend vers l'infini, alors (fx) n’est
équicontinue en aucun point de M. Cela découle essentiellement de la
relation fi o exp, = expy, ) © Dz fi, et du fait qu'une suite de O(p, q) qui
tend vers 'infini n’est jamais équicontinue en 0.

b) A T'inverse, nous avons observé qu’une suite divergente (gx) de PO(p +
1,¢+1) avait une dynamique complétement différente sur Ein”? : la suite
est équicontinue sur un ouvert (dense), et il existe des ouverts de Ein?
qui sont “écrasés” sous I’action de (gx) sur des sous-variétés.

Il s’avere qu’il n'y a pas de situation intermédiaire entre les comporte-
ments a) et b), au sens ou des phénomenes d’écrasement vont survenir des
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qu’une suite (fy) de difféomorphismes conformes d’une variété pseudo-rieman-
nienne compacte tend vers I'infini dans Conf (M), et est équicontinue en (au
moins) un point de M. C’est ce que dit, entre autres, le théoréme suivant
qui est un panachage des théoremes 1.1 et 1.2 de larticle [Fr12b].

Théoréme 3.9. [Fri12b, Théorémes 1.1 et 1.2] Soit (M, g) une variété pseudo-
riemannienne compacte de signature (p,q) , p+q > 3. Soit (f) une suite

de difféomorphismes conformes de M. On suppose que (fx) est équicontinue

en un point x de M. Alors, quitte a remplacer (fx) par une suite extraite,

on est dans exactement un des trois cas suivants :

1. La suite (fy) converge vers un élément f € Conf(M), la convergence
étant C*°.

2. 1l eziste un voisinage ouvert U de x, et un point z € M, tels que fi,(U)
tend vers z (la convergence de fy, vers la fonction constante égale a z
étant C* sur les compacts de U ).

3. (a) Il existe un voisinage ouvert U de x, une sous-variété totalement
isotrope A C M de dimension > 1, et une submersion lisse
f U — A, tels qu’en restriction a U, (fx) tend vers f pour
la convergence C'*° sur les compacts de U.

(b) Les fibres de f sont des sous-variétés totalement géodésiques con-
formes, qui sont dégénérées (pour la classe conforme induite par
g). Le radical isotrope de ces fibres a pour dimension le rang de

f.

La notion de sous-variété totalement géodésique conforme (telle qu’intro-
duite dans [Fr12b]) correspond a I'intégrabilité de certaines distributions dans
le fibré normal de Cartan M. Précisons que génériquement, une structure
conforme n’admet aucune sous-variété totalement géodésique conforme de
dimension > 1. Les phénomenes de dégénérescence décrits par le théoreme
ne peuvent donc avoir lieu que sur des variétés spéciales (voir également la
section 3.3.2).

Idées de preuve du théoréme 3.9. — Désignons par (M, M,w)
la géométrie de Cartan normale modelée sur Ein”?  associée a la structure
conforme (M, [g]). Rappelons que M est un P-fibré principal, olt le groupe
P = (R% x O(p,q)) x R" est le stabilisateur d'un point base v sur Ein™.
Par compacité de M, et quitte a remplacer (fy) par une suite extraite, on
peut supposer que fi(z) converge vers un point z. On va maintenant choisir
& € M dans la fibre de z, et considérer une suite d’holonomie de (f;) en .
1l s’agit d'une suite (p;,) de P telle que la suite 2, = fi,(#).p, ' converge vers

67



2 € M dans la fibre de z. Le point clé de la preuve est que I’équicontinuité
au point x se lit sur la suite d’holonomie :

Lemme 3.10. [Fri2b, Lemme 4.3] Soit fi : (M,g) — (M,g) une suite de
difféomorphismes conformes, © € M tel que fr(z) converge dans M, et (py)
une suite d’holonomie de (fy) en x. Alors (fy) est équicontinue en x si et
seulement si (py) est équicontinue en v € Ein”?.

Il nous reste a comprendre quelles sont les suites de P qui sont équiconti-
nues au point v. Il s’agit exactement des suites qui s’écrivent p, = my (k)lxma(k)
ou (my(k)) et (mz(k)) sont deux suites relativement compactes de P, et [
est une suite du facteur R x O(p, q) C (R% x O(p, q)) x R™ qui, de plus, est
relativement compacte dans End (R™). Pour limiter les détails techniques,
nous ignorerons les suites (mq(k)) et (mo(k)), et supposerons directement
que notre suite d’holonomie (py) est dans le facteur R* x O(p,q) C P. En
particulier, si I'on décompose 'algebre de Lie o(p + 1,¢ + 1) comme une
somme n~” BR B o(p,q) ®nT, oup =R Do(p,q) ®n', alors Ad (py) laisse le
sous-espace n~ invariant et, quitte a passer a une suite extraite, sa restriction
Ly an~ converge vers un endomorphisme Lo, € End (n™). Si Lo, € GL(n"),
la suite (py) est convergente. Comme P’action de Conf (M) est propre sur M,
on obtient que (fx) converge vers f € Conf(M). On est alors dans le cas 1)
du théoreme.

Désignons par exp l'application exponentielle sur M définie par la con-
nexion normale de Cartan (voir section 1.2.4). Comme le sous-espace n~ est
transverse a p, les applications :

@ u— m(exp(,u)),

or : u— m(exp(Zy,u)), k€ NU{oo}.

définissent des cartes allant de voisinages de l'origine 0,- dans n™, sur des
voisinages de z (resp. z) dans M. Sur des voisinages assez petits autour de
x, on a convergence C> de ¢y vers ¢, et de plus :

fr=wroLyop™ (3.4)

Cela montre la convergence C' de la suite (fj) vers 'application lisse
Voo © Loy 0 o~ 1 au voisinage de x. Lorsque L, est nulle, cette application
est constante égale a z, et on est dans le cas 2) du théoréme. Lorsque L,
est non nulle (mais non inversible), ¢, 0 Lo 0 ¢! est une fibration, pour
laquelle on comprend I'image et la géométrie des fibres via une analyse un
peu plus soignée. C’est le cas 3) du théoreme.
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3.3.1 Parenthese sur la topologie de Conf (M)

Le théoreme 3.9 a des conséquences intéressantes sur la topologie de groupe de
Lie de Conf (M). Rappelons que comme Conf (M) préserve un parallélisme
sur le fibré normal de Cartan M , son action sur M est libre, et ses orbites
sont des sous-variétés fermées. La topologie de groupe de Lie est alors définie
en identifiant Conf (M) & I'une de ses orbites sur M. Or le fibré M est un
sous-fibré du fibré des 2-jets de reperes, donc la convergence dans Conf (M)
est définie par la convergence des 2-jets. En particulier, il n’y a pas de rai-
son évidente pour que le groupe Conf (M) soit fermé dans le groupe des
homéomorphismes. C’est pourtant bien ce qu’affirme le premier point du
théoreme 3.9. Nous ne connaissons pas de preuve antérieure de ce résultat
en signature quelconque. I1 semble que pour les structures riemanniennes,
la premiere démonstration ait été donnée par J. Ferrand dans [Fe76] (voir
également [Fe77al). Le point clé est un résultat de régularité obtenu par
I’analyse : les homéomorphismes 1-quasiconformes entre variétés riemanni-
ennes sont en fait lisses. Une preuve alternative du fait qu’une limite C° de
difféomorphismes conformes est encore un difféomorphisme conforme a été
donnée par R. Schoen dans [Sch95], 14 encore par des techniques d’analyse.
En toute généralité, on peut poser la question suivante :

Question 3.11. Le groupe des automorphismes d’une géométrie de Cartan
est-il toujours fermé dans le groupe des homéomorphismes de M ?

Il n’est pas tres difficile de vérifier que la réponse est positive pour les
géométries réductives. Elle I'est également pour les géométries paraboliques
de rang un (voir [Fr07b, Théoreme 3]).

3.3.2 Influence de la dynamique sur la géométrie 11

Nous discutons a présent les conséquences que les comportement dynamiques
décrits par le théoreme 3.9 peuvent induire sur la géométrie. Par exem-
ple, le point 2) du théoreme assure l'existence d’ouverts U pour lesquels la
suite fx(U) converge vers un point. En signature riemannienne, le lemme
2.3 montrait que dans ces conditions, I'ouvert U est automatiquement con-
formément plat. Cette propriété n’est plus valable en signature arbitraire.
En effet nous avons vu en section 3.2.3 que sur R* la contraction linéaire
h = diag(e !, e75 e72 ™) (qui satisfait h*(U) — 0 pour tout ouvert U rela-
tivement compact de R*) agissait conformément pour la métrique 2dz'dx? +
23(dz")? + 2dz3dz?, bien que cette métrique ne soit pas conformément plate.
Nous pouvons malgré tout montrer :
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Proposition 3.12. [Fr07a, Proposition 4] et [Fri2b, Théoreme 1.2] Soit
(M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimension n > 3. On suppose
qu’il existe un ouvert U C M, un point z € M et une suite de plongements

conformes fr, : U — M tels que fr(U) tend vers le point z pour la topologie
de Hausdorff. Alors :

1. Si g est de signature riemannienne ou lorentzienne, 'ouvert U est lo-
calement conformément plat.

2. En signature arbitraire, 'ouvert U est localement conformément Ricci-
plat.

Pour montrer la proposition, on utilise I'invariance conforme du tenseur
de Weyl (de type (3, 1)), qui conduit, pour tout y € U, & la relation :

Dy fr(Wy(u, v, w)) = Wfk(y)(Dyfk(U)v D, fi.(v), Dy fr(w)). (3.5)

Le point clé de la preuve consiste a montrer que dans des champs de reperes
adéquats aux voisinages de y et z, les matrices D, f;, sont diagonales, et que
les suites (\;(k))ren de leurs valeurs propres tendent vers 0. Si par exemple,
les matrices D, f, sont des homothéties de rapport g, avec limy_, 100 Ay = 0
(c’est essentiellement ce qui se produit en signature riemannienne), alors,
relativement a n’importe quelle métrique riemannienne auxiliaire, le terme
de gauche dans I’équation (3.5) a une norme de ordre de Ay.||W,(u, v, w)||,
tandis que la norme du terme de droite est de I'ordre de A}.||[Wy, () (w, v, w)||.
Ceci n’est possible pour £ >> 1 que si W, = 0. En signature quelconque, il
peut y avoir des phénomenes de résonnances entre les suites de valeurs propres
(Ai(k))ken, qui font que la relation (3.5) reste compatible avec W, # 0.
Toutefois, de telles résonnances n’apparaissent pas en signature lorentzienne.

La seconde assertion du théoreme se montre en interprétant 'intégrabilité
de certaines distributions sur le fibré M par 'existence de métriques Ricci-
plates dans la classe conforme (voir [Fr12b]).

Les conséquences géométriques du cas 3) dans le théoreme 3.9 ne sont pas
claires en signature arbitraire. On comprend toutefois assez bien la situation
pour les variétés lorentziennes.

Proposition 3.13. [Fr07a, Proposition 4] Soit (M, g) une variété lorentzi-
enne de dimension n > 3. On suppose qu’il existe un ouvert U C M, et
une suite de plongements conformes f, : U — M tels que fi converge uni-
formément sur les compacts de U vers une submersion lisse f : U — A, ou
A est un segment géodésique de lumiere. Alors :
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1. Le tenseur de Weyl W prend ses valeurs dans le fibré tangent aux
fibres de f.

2. Sixz e U, et sile tenseur de Weyl est nul en w = f(x), alors le tenseur
de Weyl est nul sur la fibre f~{w}.

3. Si dim M = 3, alors U est conformément plat.

Le théoreme 3.9, combiné aux deux propositions ci-dessus permet d’avancer
un peu dans la compréhension des phénomenes dynamiques essentiels. Par
exemple, comme corollaire de ces résultats, on peut donner I’énoncé suivant :

Si (M, g) est une variété lorentzienne analytique de dimension 3, et s’il ex-
iste dans Conf(M) une suite (f) qui tend vers l'infini, et qui est équicontinue
en un point de M, alors (M, g) est conformément plate.

3.4 Champs de Killing conformes

Pour conclure ce chapitre sur la dynamique pseudo-riemannienne conforme,
nous revenons sur I’étude locale des champs de Killing conformes, et montrons
comment les résultats exposés en section 3.3 peuvent étre exploités pour
obtenir des théoremes de formes normales pour ces champs.

3.4.1 Théorémes de formes normales

Vers un dictionnaire champs conformes/ champs de Mgbius. —
Nous appellerons champs de Mobius les champs de vecteurs conformes sur
Ein™? I'univers d’Einstein de signature (p, ¢). 1l s’agit des champs de vecteurs
sur Ein”? engendrés par les groupes a un parametre de PO(p+1,g+1). Pour
toute variété pseudo-riemannienne (M, g) de signature (p, q), avec p+q > 3,
nous noterons (M, M ,w) la géométrie de Cartan normale modelée sur Ein”?
associée a la structure conforme (M, [g]).

Soit X un champ de Killing conforme sur (M, g), admettant une sin-
gularité en x € M. En section 2.2.4 (a laquelle nous renvoyons pour les
notations), nous avons expliqué comment associer au champ X (et a un
point T € M dans la fibre de x) un champ de Mébius X, appelé champ
d’holonomie. Le champ X}, est singulier au point base v € Ein”?, et il en-
gendre un flot d’holonomie {h’} C P, ou P est le stabilisateur de v dans
PO(p+1,q+1). Si {¢'} désigne le flot local de X au voisinage de x, alors
on a la relation d’équivariance fondamentale :

Di(Px (@) = hx-Da(ar), (3.6)
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pour toute courbe o € C1([0,1], M, z). Cette relation fait le lien entre la
dynamique de ¢’ au voisinage de x et celle de h'; au voisinage de v. Dans les
articles [FrM10], [Fr12a], [FrM11], nous nous sommes appuyés sur la relation
(3.6) pour commencer a écrire quelques pages d’'un dictionnaire entre les
champs de Killing conformes et leurs champs d’holonomie. Ce dictionnaire
est dans certains cas suffisamment fidele pour permettre de répondre a la
question générale suivante.

Question 3.14 (Formes normales). Soit (M, g) une variété pseudo-rieman-
nienne de signature (p,q), avec p+ q > 3. Soit X un champ de Killing
conforme sur (M, g), admettant une singularité en x. Peut-on donner une
liste satisfaisante de formes mormales possibles pour X ? Plus précisément,
existe-t-il une conjugaison entre le champ X au voisinage de x et son champ
d’holonomie X}, au voisinage de v?

Rappelons qu’en signature riemannienne, la réponse a la question 3.14 est
affirmative (voir la rubrique Formes normales en section 2.2.4). Au voisinage
d’une singularité, un champ de Killing conforme riemannien est toujours
conjugué de maniere lisse a son champ d’holonomie (donc & un champ de
Mobius). L’étape essentielle de la preuve était de prouver que si le champ
X n’est pas linéarisable (donc est essentiel) au voisinage de la singularité x,
alors un voisinage de z est conformément plat.

En collaboration avec K. Melnick, nous avons obtenu un résultat analogue
pour la signature lorentzienne, sous I’hypothese ou la structure conforme
considérée est analytique.

Théoréme 3.15. [FrM11, Théoreme 1.2] Soit (M, g) une variété lorentzi-
enne analytique de dimension n > 3. On suppose que X est un champ de
Killing conforme sur M, s’annulant en un point x. Alors :

1. Ou bien X est analytiquement linéarisable au voisinage de x.

2. Ou bien (M, g) est conformément plate.

Dans les deux cas, il existe une conjugaison analytique entre le champ X au
.. . . . 1ln—
voisinage de = et son champ d’holonomie au voisinage de v € Ein™" 1.

Le théoreme 3.15 conclut définitivement, dans le cadre lorentzien analy-
tique, I’étude locale des champs conformes au voisinage d’une singularité. Des
résultats partiels sur ces formes normales avaient été obtenus préalablement
dans (entre autres) [A86], [Ha04], ou encore [St06]. Dans le cadre des
champs conformes de gradient sur les variétés pseudo-riemanniennes, les ar-
ticles [KR95] et [KR97] aboutissent & des résultats assez complets.
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L’hypothese d’analyticité n’est pas seulement technique, dans la mesure
ol le théoreme 3.15 est mis en défaut dans le cadre C*°. En effet, il existe des
variétés lorentziennes lisses admettant des champs conformes non nuls satis-
faisant X (z) =0, VX (x) = 0, et telles que la structure n’est conformément
plate sur aucun voisinage de x (voir [Fr07a, Section 6], [Leit07, Section 2],
[Lam12, Section 8]). Un tel champ X n’est bien entendu pas linéarisable.

Toutefois, on peut montrer en toute signature (et la remarque précédente
montre que c’est un énoncé optimal) que si un champ de Killing conforme
satisfait X (z) = 0 et VX (z) = 0, alors il existe un ouvert U de (M, g) qui
est conformément plat et qui contient z dans son adhérence (voir [FrM11,
Théoreme 1.4]). En particulier, sur des structures pseudo-riemanniennes
analytiques, ces champs sont toujours conjugués a des champs de Mobius,
dont on comprend bien la dynamique (voir les exemples des figures 3.3, 3.4
et 3.5 ci-dessous en signature lorentzienne). Plus généralement, toujours
avec une hypothese d’analyticité, on a le résultat suivant valable en toute
signature.

Théoréme 3.16. [FrM11, Théoréme 1.3] Soit (M, g) une variété pseudo-
riemannienne analytique de signature (p,q), p+ q > 3. On suppose que X
est un champ de Killing conforme sur M admettant une singularité x, et
tel que ’endomorphisme VX (x) (ou de maniére équivalente le flot { D% })
soit semi-simple sur C. Alors :

1. Ou bien X est analytiquement linéarisable au voisinage de x.
2. Ou bien (M, g) est conformément plate.

Dans les deux cas, il existe une conjugaison analytique entre le champ X au
voisinage de = et son champ d’holonomie au voisinage de v € Ein™" 1.

3.4.2 1Idées de preuves

La preuve du théoreme 3.15 (et celle de 3.16) s’articule en quatre étapes.

a) La premiere étape consiste a caractériser le fait que X est linéarisable en x
par son holonomie. La réponse est tres naturelle : en toute signature (p, q),
le champ X est linéarisable en x si et seulement si son champ d’holonomie
X, Uest en v, autrement dit {h'y} C P = (R%. xO(p, q)) xR™ est conjugué
dans P a un flot linéaire, i.e inclus dans le facteur R* x O(p,q). Ce
résultat, méme s’il n’est pas formulé en ces termes, est initialement du a

M.S Capocci dans [Ca99].
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b) Il existe un certain nombre de flots {h% } dans le groupe P, dont la dy-
namique locale autour du point fixe v oblige toute structure conforme
lorentzienne définie sur un voisinage de v et invariante par {h’} a étre
conformément plate sur un ouvert. C’est par exemple le cas lorsque {h’ }
est un flot de translations dans P = (R xO(p, q)) xR™ (c’est-a-dire un flot
x — x+tT de EP? vu, via la projection stéréographique o : EP? — Ein”?
et le théoreme de Liouville, comme un flot de PO(p+1, ¢g+1) fixant le point
v). La dynamique locale autour de v varie avec le type causal du vecteur
T : temps (QP4(T) < 0), espace (QP4(T) > 0), lumiere (QP4(T) = 0).
Nous la détaillons en signature lorentzienne (p = 1).

Flot de translation temps sur Ein"" !, —

)

FIGURE 3.3. Flot de translation temps.

Le point v est un point fixe isolé pour le flot {h% }. Le futur I (v) (resp.
le passé I~ (v)) de v est attiré par v lorsque ¢ — 400 (resp. t — —o0).
Par la proposition 3.12, toute structure conforme lorentzienne définie sur
un voisinage de v et invariante par {h’} sera conformément plate sur
IT(v) et I7(v). En particulier, si cette structure est analytique, elle est
conformément plate.

Flot de translation espace sur Ein'"'. —

FIGURE 3.4. Flot de translation espace.
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La dynamique ressemble un peu a la précédente. Néanmoins, ’ensemble
des points fixes de {h’} n’est plus réduit a v. Il est constitué d’un cone
de lumiere de codimension 2 de sommet v (sur la figure 3.4 tracée en
dimension 3, les points fixes constituent la réunion des deux géodésiques
de lumiere tracées en gras, passant par v). Il existe dans l'ailleurs du
point v un ouvert U tel que lim; ., b’ (U) = v. La proposition 3.12
assure que toute structure lorentzienne définie sur un voisinage de v et
{h’; }-invariante est conformément plate sur un ouvert.

Flot de translation lumiére sur Ein'" !, —

FIGURE 3.5.Flot de translation lumiére.

C’est le cas le plus intéressant. Ici, le lieu des points fixes de {hf} est
constitué d’une géodésique de lumiere A passant par v. Pour tout y € A,
chaque segment géodésique de lumiere passant par y est préservé par
{h%}, et Taction de h% sur un tel segment se fait par une homograpie
parabolique fixant y. On constate cette fois-ci qu’il existe un ouvert U
tel que lim; . o W (U) est un segment de A. On est dans le champ
d’application de la propositon 3.13. Si la dimension est 3, on conclut
directement par le point 3) de la proposition que U est conformément plat.
En dimension n > 4, le premier point de la proposition 3.13 assure que si
y € A et siz e U, z+#y, appartient au cone de lumiere C(y) issu de y
(autrement dit z est sur un segment géodésique de lumiere issu de y), alors
le tenseur de Weyl en z prend ses valeurs dans 7,C(y). Par continuité de
z — W, on conclut qu’en y, W, doit prendre ses valeurs dans I'orthogonal
ut & toutes les directions lumieres u € TyEinl’"’l. Comme l'intersection
de tous ces orthogonaux est réduite a {0}, on conclut W, = 0. Mais alors
le point 2) de la proposition 3.13 implique W, = 0. Finalement, le tenseur
de Weyl s’annule sur U.

En élaborant ce type d’arguments, on peut en fait prouver que pour
tout flot unipotent {h%} de P = (R} x O(1,n — 1)) x R™ qui n’est
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c)

pas linéarisable en v, toute structure conforme lorentzienne définie sur
un voisinage de v et invariante par {h%} doit étre conformément plate
sur un ouvert.

Voici I’étape ou I’hypothese d’analyticité est utilisée de maniere non triv-
iale. Appelons conf, (M) l'algebre de Lie des champs de Killing conformes
sur M qui s’annulent en x. Sil’on se donne & € M dans la fibre de z, alors
on hérite d’'un morphisme injectif d’algebres de Lie p : conf, (M) — p, dit
morphisme d’holonomie. A tout Y € conf, (M), le morphisme p associe le
champ d’holonomie de Y en x (défini relativement au point z, voir section
2.2.4). On doit & M. Gromov le résultat suivant :

Théoréme 3.17. [Gr86] Si (M, g) est une variété pseudo-riemanienne
analytique de dimension > 3, le morphisme d’holonomie envoie [’algebre
conf, (M) sur une sous-algébre de Lie algébrique de p.

Par sous-algebre algébrique, on entend I’algebre de Lie d’un groupe algé-
brique. Ce résultat a aussi été démontré dans le contexte général des
géométries de Cartan par K. Melnick (voir [Melll]).

Une sous-algebre algébrique est stable par la décomposition de Jordan.
Aussi, si le flot d’holonomie {h%} s’écrit comme le produit commutatif
d’un flot {s’} semi-simple sur C, et d’un flot unipotent {u’ }, alors il va
exister deux champs de Killing conformes X et X,, sur un voisinage de x
dans (M, g), singuliers en x, et dont les flots d’holonomie respectifs en x

sont {sf} et {u’}.

Plagons-nous en signature lorentzienne. Si notre champ de Killing con-
forme X n’est pas linéarisable en x, et que ’on fait une hypothese d’analy-
ticité sur la structure, I’étape précédente dit qu’il existe un champ con-
forme X, singulier en x, dont le flot d’holonomie est un flot unipotent
{ul} C P qui n'est pas linéarisable en v. On utilise les géodésiques
conformes (qui peuvent étre définies en toute signature) et la relation
d’équivariance

Di(, () = uy.Ds ()

pour montrer que qualitativement, la dynamique de {¢% } au voisinage
de z est la méme que celle de {uf} au voisinage de v. En particulier, on
arrive a montrer par des arguments similaires a ceux de I'étape b) que la
structure est conformément plate sur un ouvert U. On conclut alors par
analyticité que (M, g) est conformément plate.
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Chapitre 4

Sur le groupe
d’automorphismes d’une
géométrie de Cartan

4.1 Position du probleme

Considérons une structure géométrique rigide 8 sur une variété M. Par struc-
ture rigide, on entendra ici une structure qui releve d’une des trois catégories
suivantes : structure rigide au sens de Gromov, G-structure de type fini, ou
géométrie de Cartan. La structure considérée, de méme que la variété seront
supposées lisses. Comme nous 'avons déja mentionné en section 4.5.2, le
groupe Aut (M,S) des automorphismes de (M, 8) est un groupe de Lie, la
topologie de groupe de Lie rendant 'action de Aut (M,8) sur M lisse. La
rigidité se traduit par le fait qu’il existe un fibré au-dessus de la variété M
sur lequel le groupe Aut (M, §) préserve un parallélisme, ce qui fait que la
dimension de Aut (M, 8) est majorée par la dimension de ce fibré. Dans le
cas d’une géométrie de Cartan (M, M,w) modelée sur un espace X = G/P,
le groupe d’automorphismes préserve un parallélisme sur M et on a automa-
tiquement la majoration dim Aut (M) < dimG : le modele X est espace
possédant le plus de symétries.

Fixons-nous a présent un type donné de structure géométrique; par ex-
emple, on étudie les métriques riemanniennes, ou lorentziennes, ou les classes
conformes de telles métriques, ou les connexions affines etc... On se pose le
probleme général :

Question 4.1. Quels sont les groupes de Lie H pour lesquels il existe une
variété compacte M, et une structure 8 sur M du type que nous nous sommes
fixé, de sorte que H = Aut(M,8)?
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L’étude de la question 4.1 se scinde naturellement en deux sous-questions :

Question 4.2. Déterminer les possibilités pour la composante neutre
Aut®(M, 8), ou plus simplement les algebres de Lie possibles pour aut(M,§).

Question 4.3. Comprendre la “partie discréte” Aut(M,8)/Aut®(M,8).

Ce chapitre sera consacré pour l'essentiel a I’étude de la question 4.2.
Nous ne dirons que quelques mots de la question 4.3, qui semble beaucoup
plus difficile.

Un exemple : le groupe des isométries d’une variété rieman-
nienne. — On peut déja, pour fixer les idées, aborder les question 4.2 et 4.3
dans le cas simple des métriques riemanniennes. Le groupe d’automorphismes
est alors constitué des isométries de (M, g), c’est-a-dire des difféomorphismes
lisses ¢ : M — M satisfaisant p*g = g. Le groupe des isométries agit sur le
fibré des reperes orthonormés de M, et y préserve un parallélisme. Il s’ensuit
que la dimension de Iso(M, g) est majorée par @, ou n est la dimension
de M.

Que peut-on dire de plus sur la structure du groupe de Lie Iso(M, g)?
Tout d’abord, remarquons que sans hypothese de compacité sur la variété M,
on ne peut espérer dire grand chose. En effet, étant donné un groupe de Lie
connexe H arbitraire, il est toujours possible de fixer un produit scalaire eucli-
dien sur 'espace tangent en 1’élément neutre T, H, puis de pousser ce produit
scalaire par translations a gauche, et obtenir ainsi une métrique riemannienne
sur H, pour laquelle toutes les translations a gauche sont des isométries. Sans
hypothese de compacité sur la variété que I'on considere, toutes les algebres
de Lie peuvent apparaitre comme sous-algebres de ’algebre de Lie du groupe
d’isométries, rendant toute classification impossible.

Maintenant, si I'on suppose la variété riemannienne (M,g) compacte,
cela impose de fortes restrictions sur le groupe Iso(M,g). Dans [MS39],
Myers et Steenrod ont montré que la topologie de groupe de Lie sur Iso(M, g)
coincidait avec la topologie compacte-ouverte. Le théoreme d’Ascoli assure
alors que Iso(M, g) doit étre un groupe de Lie compact. L’algebre de Lie
Jsom(M, g) est donc une somme € @ a ou £ est 1'algebre de Lie d’un groupe
semi-simple compact, et a est une algebre abélienne. Réciproquement, il n’est
pas tres difficile, étant donnée une telle algebre €@ a, de construire une variété
riemannienne compacte (M, g) telle que l'algebre de Lie Jsom(M,g) soit
isomorphe a €@ a. On dispose donc d’une réponse complete a la question 4.2
pour les métriques riemanniennes. Concernant la partie discrete de Iso(M, g),
“tout peut arriver”, dans la mesure ou pour tout groupe fini H, il existe une
variété riemannienne (M, g) compacte pour laquelle Iso(M,g) = H; voir
[AST6].
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Notons que le théoreme 2.8 permet également de comprendre 'algebre de
Lie du groupe conforme. Si (M, g) est une variété riemannienne compacte,
alors l'algebre de Lie conf(M) est ou bien une somme € & a comme ci-dessus,
ou bien l'algebre o(1,n + 1).

4.2 Les travaux de R. Zimmer sur les actions
de groupes simples

Le cadre riemannien décrit précédemment a longtemps été le seul pour lequel
on disposait de résultats généraux sur la structure de I'algebre de Lie des au-
tomorphismes. On doit a R. Zimmer, dans une série d’articles [Zim84b],
[Zim86], [Zim87b] (voir également [Zim87a] pour un survol), I'introduction
d’un certain nombre d’idées nouvelles qui ont permis des avancées spectu-
laires sur cette question. Ces travaux culminent avec la preuve du théoreme
de plongement de Zimmer. Avant d’en donner un énoncé, rappelons qu’une
G-structure sur une variété M est la donnée d’une réduction du fibré des
reperes de M a un G-fibré principal. Par exemple, les métriques pseudo-
riemanniennes de signature (p, ¢) sont des O(p, q)-structures, la O(p, q)-rédu-
ction du fibré des reperes étant donnée par le fibré des reperes orthonormés.

Théoréme 4.4 ([Zim86], Theorem A). Soit H un groupe de Lie simple,
connexe, non compact, agissant sur une variété compacte M de dimension
n. On suppose que l’action de H sur M préserve une G-structure M — M,
ot G est un sous-groupe algébrique du groupe SL'(n,R) des transformations
linéaires de déterminant +1. Alors :

1. Il existe un plongement d’algebres de Lie o0 : h — g.

2. Plus précisément, il existe un sous-espace vectoriel V- C R™, une sous-
algebre de Lie by C g C gl(n,R) isomorphe a b, et laissant V invariant,
de sorte que l'action de by sur V soit conjuguée a ’action linéaire de
l'algebre adl surb.

Comme par simplicité du groupe H, l'application ad : h — End (h) est
injective, on voit que le second point du théoreme est un raffinement du
premier.

Remarquons que la G-structure considérée dans 1’énoncé du théoreme
n’est pas supposée de type fini. Le théoreme de Zimmer peut donc s’appliquer,
par exemple, aux structures symplectiques, qui ne sont pas rigides au sens
classique du terme. C’est en fait 'hypothese de simplicité sur le groupe H
qui ici, “rigidifie” la situation. Lorsque la G-structure est de type fini, alors
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le groupe d’automorphismes est un groupe de Lie. Par la décomposition de
Levi, son algebre de Lie aut (M) est un produit semi-direct s X t, ou t est
le radical résoluble et s est une algebre de Lie semi-simple. Le théoreme de
Zimmer apporte des restrictions sur le facteur semi-simple s : les facteurs
non compacts de s ne peuvent pas étre trop gros, puisqu’ils se plongent dans
I'algebre g. Notons que dans le contexte rigide (par exemple lorsque la G-
structure est de type fini) M. Gromov a amélioré le théoréme 4.4 en prouvant
que pour presque tout point x de M, 'algebre de Lie des champs de Killing
de la structure qui s’annulent en x contenait une copie de b (voir [Gr86,
Section 5.2]).

Illustration dans le cadre des actions isométriques
lorentziennes. — Pour mieux comprendre l'intérét du théoreme de Zim-
mer, il est instructif de 'appliquer dans 1’étude des actions de groupes préser-
vant une métrique lorentzienne. Contrairement a la situation riemannienne,
le groupe des isométries d’une variété lorentzienne compacte (M, g) n’est pas
toujours compact. Nous avons en effet déja mentionné au chapitre précédent
que pour tout réseau cocompact I' C SL(2,R), le quotient SL(2,R)/T" était
muni d’une métrique lorentzienne qui rendait I'action a gauche de SL(2,R)
isométrique. 1l existe donc des groupes de Lie simples non compacts (en
l'occurence SL(2,R)) qui agissent isométriquement sur des variétés lorentzi-
ennes compactes.

Considérons a présent une variété compacte M, munie d’une métrique
lorentzienne g, et supposons qu’'un groupe de Lie simple, connexe, et non
compact agisse sur M en préservant la métrique g. Une métrique lorentzienne
équivaut a la donnée d’une G-structure sur M, ou G = O(1,n — 1) est le
sous-groupe de GL(n,R) préservant la forme quadratique —z% +z3+...+22.
Comme O(1,n — 1) est un sous-groupe algébrique de SL'(n,R), le théoreme
de plongement de Zimmer s’applique : il existe un plongement d’algebres de
Lie o : h — o(1,n — 1). Cela réduit fortement les possibilités pour le groupe
H. Par exemple, on constate immédiatement que le groupe SL(3, R) ne peut
pas agir isométriquement sur une variété lorentzienne compacte. En effet, le
rang réel de I'algebre de Lie sl(3,R) est 2, tandis que celui de o(1,n—1) est 1,
et le rang ne peut pas décroitre par un morphisme injectif d’algebres de Lie.
En fait, en regardant la liste des algebres de Lie simples réelles, on s’apercoit
que le groupe H doit étre localement isomorphe a O(1, k), avec 2 < k < n—1.
Le second point du théoreme 4.4 va permettre de dire encore mieux. En effet,
il affirme que les transformations de ad b sont antisymétriques pour une forme
bilinéaire B sur b, dont les espaces totalement isotropes maximaux sont de
dimension au plus 1. Cette forme est obtenue en identifiant h au sous-espace
V' (donné par I’énoncé du théoreme 4.4), et en restreignant a V' un produit
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scalaire lorentzien invariant par le groupe O(1,n — 1). Or sur une algebre de
Lie simple réelle h de type non compact, on vérifie aisément que toute forme
bilinéaire B pour laquelle ad h agit par transformations antisymétriques, est
isotrope sur les espaces de racines f,. Par ailleurs, pour deux racines « et
B distinctes satisfaisant o # — 03, les sous-espaces b, et hg sont orthogonaux
relativement a B. On conclut donc que h ne possede que deux racines «
et —a, et que les espaces de racine associés b, et h_, sont de dimension 1.
Au sein des algebres de Lie simples réelles de type non compact, ’algebre
s[(2,R) est la seule a avoir cette propriété. On aboutit donc au :

Corollaire 4.5. Soit (M, g) une variété lorentzienne compacte, et H un
groupe de Lie simple, connexe, non compact agissant isométriquement sur
(M, g), alors lalgébre de Lie by est isomorphe a s[(2,R).

Des travaux postérieurs dus a S. Adams, G. Stuck et — indépendamment—
A. Zeghib ont amélioré ce résultat et abouti a une classification complete des
algebres de Lie possibles pour la composante neutre du groupe des isométries
d’une variété lorentzienne compacte.

Théoreme 4.6. [AS97], [Ze98a], [Ze98b]

Soit (M, g) une variété lorentzienne compacte. Alors l'algébre IJsom(M, g)
est isomorphe a une somme £ ® ad s, ou ¥ est l'algebre de Lie d’un groupe
semi-simple compact, a est abélienne, et s est ou bien triviale, ou bien de
l'un des types suivants :

a) L’algebre s((2,R).
b) Une algébre de Heisenberg Heis(2k + 1), pour un certain entier k.
c) Une algebre de Heisenberg tordue R x $eis(2k + 1).

Le théoreme est optimal dans la mesure ou toutes ces algebres sont ef-
fectivement réalisées comme Jsom(M, g), pour une variété lorentzienne com-
pacte (M, g) adéquate.

4.3 Idées de la preuve du théoreme de Zim-
mer

Les idées clés dans la preuve du théoreme de Zimmer mélangent la théorie er-
godique et les propriétés des actions algébriques. Ces idées seront également

centrales dans les travaux présentés en section 4.4. Aussi, nous allons essayer
de les exposer succintement.
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4.3.1 Actions algébriques préservant une mesure

La preuve de Zimmer va s’appuyer sur des résultats qui remontent a A.
Borel et H. Fiirstenberg concernant les mesures boréliennes finies sur l'espace
projectif RP™, invariantes sous 'action d’un groupe algébrique H C GL(m+
1,R). Pour de telles actions, deux phénomenes “antagonistes” vont coexister.
D’une part, une dynamique assez simple : les orbites d’un groupe algébrique
sur RP™ sont des sous-variétés (pas forcément fermées). D’autre part, des
phénomenes de récurrence venant du fait qu'une mesure finie est préservée.

Prenons lexemple d’un groupe & un parametre {¢'} C GL(m + 1,R),
diagonalisable sur R. Les orbites de {¢'} sur RP™ sont de deux natures :
des points fixes, ou des sous-variétés difféomorphes a R. On voit en particulier
que les seuls points récurrents sont les points fixes de {¢'}. Si maintenant
{¢"} préserve une mesure borélienne finie sur RP™, le théoréme de récurrence
de Poincaré affirme que v-presque tout point est récurrent. On conclut que
le support de la mesure v doit étre inclus dans les points fixes de {¢'}. On
obtient une conclusion similaire si {¢'} est un groupe a un parametre de
transformations unipotentes de GL(m + 1, R).

Soit maintenant H un sous-groupe algébrique de GL(m + 1,R). On sup-
pose que H préserve une mesure borélienne finie v sur RP™. Appellons H' le
sous-groupe de H engendré par les groupes a un parametres diagonalisables
sur R et unipotents de H (si H est compact, H' se réduit a I'identité). Claire-
ment, H' est un sous-groupe normal de H, et ce qui précede montre que le
support de v est inclus dans les points fixes de H’. La méme conclusion est
vraie pour le sous-groupe F,, adhérence pour la topologie forte de H' dans
H. En fait le groupe de Lie quotient H /ﬁl est compact. En effet, ce groupe
a un nombre fini de composantes connexes, puisque par algébricité, c’est le
cas de H. 1l suffit donc de s’assurer que la composante neutre de H /ﬁ/
est compacte. Siw: H — H /F, désigne le morphisme de projection, tout
groupe & un paramétre de H/H va sécrire m(h!), olt h! est un groupe & un
parametre de H. La décomposition de Jordan assure que h' = h’.h! AL ou hf,
ht et h! sont des sous-groupes & un parametre de H qui sont respectivement
hyperbolique, unipotent et elliptique, c’est-a-dire que {h} est relativement
compact dans H. Ainsi {m(h')} = {n(h!)} est relativement compact dans
H /Hl. On peut alors conclure, car un groupe de Lie connexe dont tous les
sous-groupes a un parametre sont relativement compacts est compact (voir
une jolie preuve de ce fait dans [Da88]).

L'ensemble Fix(H') = Fix(H') est une réunion finic F de sous-espaces
projectifs de RP™, et cette réunion est invariante sous l'action de H. On
conclut que le sous-groupe Hy de H qui agit trivialement sur F' est normal
dans H, algébrique, et cocompact puisqu’il contient H'. On retrouve un
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énoncé classique :

Théoréme 4.7 (Théoreme de densité de Borel). Si un groupe algébrique
H C GL(m + 1,R) agit sur RP™ en préservant une mesure borélienne finie
v, alors il existe un sous-groupe algébrique normal et cocompact Hy C H qui
agit trivialement sur le support de v.

Autrement dit, du point de vue de la mesure, les actions algébriques se
factorisent par des actions de groupes compacts.

Remarque 4.8. Le théoréeme 4.7 reste valable avec la méme preuve si au
lieu d’étre supposé algébrique, le groupe H est presque-algébrique, ¢’est-a-dire
d’indice fini dans sa cloture de Zariski. Le groupe Hy du théoréme est alors
presque-algébrique dans H .

4.3.2 Applications de Gauss

La seconde idée importante dans les travaux de R. Zimmer est de remarquer
que 'action d’un groupe de Lie H sur une variété M définit naturellement
des applications H-équivariantes de M dans des variétés algébriques (ou des
espaces qui sont “presque” des variétés algébriques). Lorsque H préserve une
mesure finie p sur M, ces applications vont pousser notre systeme dynamique
mesuré initial, qui consiste en 'action de H sur (M, p), sur un nouveau
systeme dynamique mesuré “algébrique”, qui aura des points fixes par le
théoreme 4.7. Souvent, I'existence de ces points fixes s’interprétera en termes
géométriques sur 'action de H.

L’exemple le plus simple est donné par [’application de Gauss de I'action
de H (cette terminologie est due a [DaG90]). Cette application ¢ : M —
Gr(h) va de M dans la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de b; elle
associe a chaque point x de M I'algebre de Lie b, du stabilisateur de x dans
H. Notons que Gr(h) est une réunion disjointe de variétés projectives, via le
plongement de Pliicker. Le groupe GL(h) agit naturellement par transforma-
tions projectives de Gr(h), et o est H-équivariante, I’action de H sur Gr(h)
se faisant via la représentation adjointe Ad : H — GL(b).

Dans les cas ou le groupe H préserve une structure géométrique sur
M, d’autres applications de Gauss peuvent apparaitre. Par exemple, sup-
posons que H agisse par isométries d’'une variété pseudo-riemannienne (M, g).
Chaque élément X € b définit un champ de vecteurs X* sur M par la re-
lation X*(x) = %| o€ .x). Appelons 8(h) I'espace des formes bilinéaires
symétriques sur . On peut définir une application 3 : M — 8(h) par :

Be(X,Y) = g (X7 (2), Y7 ().
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Le groupe GL(h) agit sur 8(h) de maniere naturelle comme suit. Pour tout
h e GL(h) :
h.B3(X,Y)=3h'X,hLY).

L’application (3 est également H-équivariante, ou 'action de H sur 8(h) se
fait via la représentation Ad : H — GL(b).

4.3.3 Preuve du théoreme pour les actions isométriques

Expliquons maintenant comment on peut tirer parti des applications de
Gauss pour démontrer le théoreme 4.4. Nous faisons la preuve dans le cas ol
H est un groupe simple non compact qui agit isométriquement sur une variété
pseudo-riemannienne (M, g), avec M compacte et g de de signature (p,q),
1 < p < ¢. Autrement dit, l'action de H préserve une O(p, q)-structure.
Dans ce cas, il existe une mesure finie non nulle y, de support total, na-
turellement définie par la métrique g, et invariante par 'action de H. On
considere maintenant 'ouvert H-invariant €2 ou les orbites de H sont de di-
mension maximale ng, et Uapplication o x 3 : Q — Grp,(h) x 8(h). Comme
la mesure p charge 'ouvert €2, on la pousse en avant par ¢ x [ pour obtenir
une mesure finie non nulle v, H-invariante sur Gr,,(h) x 8(h). L’espace
Grp, () x 8(h) est un ouvert d’une sous-variété projective de RP™, pour un
certain entier m, et 'action de H transite par un sous-groupe de Lie simple
— donc presque algébrique — de GL(m + 1,R). Le théoreme de densité de
Borel 4.7 s’applique : pour p-presque tout point z de 2, le couple (o, 3,.) est
Ad H-invariant. Dire que o, est Ad H-invariant signifie que ’algebre de Lie
b, du stabilisateur de x est un idéal de h. Par simplicité de b, on a b, = {0}
ou h, = h. Comme on a supposé l'action de H non triviale, les orbites de
H dans €2 sont de dimension au moins 1, donc h, = b est exclu et 'action
en x est localement libre, c’est-a-dire que la dimension de 'orbite H.z est la
dimension de H. On exploite maintenant le fait que 3, est Ad H-invariante.
Le radical de la forme 3, doit alors étre un idéal de f. On conclut que 3, est
ou bien nulle, ou bien non dégénérée, de signature (p/, ¢').

a) Si (3, est nulle, alors 'orbite H.z est totalement isotrope pour la métrique
g. Comme 'action de H est localement libre en z, on conclut en particulier
que dimH < p (et par conséquent p > 3). Le point 2 du théoreme
4.4 s’ensuit puisque via la représentation ad : h — End (h), lalgebre b
s’injecte dans sl(d,R), ou d = dim H, et o(p, q) contient une sous-algebre
conjuguée dans gl(p + ¢,R) a:

A 0 0
0 Opigoa O |, Acsl(dR)
0 0 —'A
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b) Si B, n’est pas nulle, alors la restriction de g a l'orbite H.z est non
dégénérée, de signature (p/,q’). Ainsi p’ < p et ¢ < q. Le groupe Ad (H)
se voit comme un sous-groupe de O(p/, ¢’), et le théoreme 4.4 en découle.

Dans le cas général, R. Zimmer prouve le théoreme 4.4 en utilisant I'applica-
tion de Gauss o, ainsi que la notion d’enveloppe algébrique que nous n’évoque-
rons pas ici. Le lecteur trouvera une présentation claire et concise de la preuve

dans [WMZ8S].

4.4 Théoreme de plongement pour les géomé-
tries de Cartan

Il y a deux hypotheses contraignantes dans 1I’énoncé du théoreme 4.4, qu’il
est naturel de vouloir assouplir. La premiere est I’hypothese de simplicité
sur le groupe H. La seconde porte sur la G-structure considérée. En effet, le
groupe G est supposé étre inclus dans SL'(n, R), ce qui revient essentiellement
a l'existence d’une mesure lisse invariante sous l'action de H. Or il existe des
structures géométriques intéressantes pour lesquelles cette hypothese n’est
pas satisfaite. C’est le cas par exemple des structures conformes pseudo-
riemanniennes, pour lesquelles le groupe G est RY x O(p,q), ou le facteur
R% correspond aux homothéties. Le théoreme 4.4 ne fournit donc aucune
information pour de telles structures, et d’ailleurs son énoncé est mis en
défaut : le groupe de Mobius O(1,n+1) agit conformément — i.e en préservant
une R% x O(n)-structure — sur la sphere standard S”, et pourtant il n’existe
aucun plongement d’algebres de Lie de o(1,n + 1) dans R @ o(n).

Nous allons présenter un théoreme de plongement dans le méme es-
prit que celui de Zimmer, qui apporte des informations substantielles sur
le groupe d’automorphismes de structures géométriques qui ne définissent
pas nécessairement une mesure lisse sur la variété M. Dans le cas des
métriques lorentziennes ou pseudo-riemanniennes, le théoreme permet de
retrouver le résultat de Zimmer, et d’obtenir aussi des renseignements lorsque
le groupe qui agit n’est pas simple. Par ailleurs, ce théoreme de plongement
va également fournir des informations géométriques sur I'action, qui permet-
tent d’aboutir a des résultats de rigidité que nous présenterons section 4.5.2
(voir le théoréme 4.11).

Le point de vue adopté va étre légerement différent de celui de Zimmer,
puisqu’au lieu de considérer des G-structures, nous allons nous placer dans
le cadre des géométries de Cartan.
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4.4.1 De nouvelles applications de Gauss

Considérons donc un groupe de Lie H, agissant par automorphismes d’une
géométrie de Cartan (M, M, w) modelée sur un espace homogene X = G/P.
Il y a une restriction technique dans les énoncés que nous allons donner, qui
est que le groupe Ad P est supposé presque algébrique dans GL(g), c’est-a-dire
qu’il est d’indice fini dans sa cloture de Zariski. Dans toutes les géométries
“classiques”, cette hypothese est satisfaite.

L’intérét de travailler avec des géométries de Cartan vient du fait que de
nouvelles applications de Gauss vont apparaitre. Pour définir ces applica-
tions, il faut considérer I'action du groupe sur le fibré M plutot que sur M
elle-méme. Soit X un élément de lalgebre de Lie b, et {’ }ier le groupe a
un parametre de difféomorphismes qu’il induit sur M. En posant en chaque

point & de M
. d
X(1)=— b2,
(2) dtltzo@x
on définit un champ de vecteurs sur M. On hérite alors d’'une application
linéaire &; : h — g définie par

~

(X)) = wa (X (2)).

Comme nous 'avons déja souligné, ’action de H sur M préserve un paral-
lélisme, et par conséquent cette action est libre. L’application &; est donc
injective, et &z identifie en chaque point Z de M I’algebre de Lie h a un sous-
espace vectoriel h; = &;(h) de g. Notons bien que cette identification est
linéaire, mais n’est pas un morphisme d’algebres de Lie (sauf aux points ou
la courbure de la connexion de Cartan s’annule, voir [BFM09, Lemme 2.1]).
Finalement, nous obtenons une nouvelle application de Gauss :

&: M — Hom/(h,g)
z = OA./@

Le groupe GL(h) x GL(g) agit sur Hom (b, g) de la maniere suivante :

(I1, b)) = Iy *(a(ly  (w)).

On vérifie que a est H x P équivariante, 'action de H x P sur Hom (b, g)
transitant par le morphisme p : H x P — GL(h) x GL(g), qui a (h, p) associe
(Ad h, Ad p).

Remarquons que w; Y(hz Np) est Palgebre de Lie du stabilisateur de x
dans H (les points ot b; est transverse a I’algebre p se projettent donc sur les
points x € M ou 'action est localement libre). Remarquons également que
Papplication M — Gr(h), qui & & € M associe (a;) ' (h; Np) est invariante
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sous l'action de P, et induit sur M Dapplication de Gauss o : M — Gr(h)
utilisée par R. Zimmer. Mais comme nous allons le voir, & véhicule beaucoup
plus d’information que o.

4.4.2 Enoncé du théoréme de plongement

Avant d’énoncer notre théoreme de plongement, nous introduisons les nota-
tions suivantes. Si .S est un sous-groupe du groupe H, alors on désigne par S*
I'adhérence de Zariski, dans GL(f), du groupe Ad S. Ce groupe algébrique
S* a pour algebre de Lie s*, que 'on voit comme une sous-algebre de End ().
Rappelons que nous avons fait I’hypothese que Ad P était presque algébrique.

Théoréme 4.9. [BFM09, Théoréme 4.1] Soit (M, C) une géométrie de Car-
tan modelée sur un espace X = G/P. Soit H un groupe de Lie agissant par
automorphismes de (M, C), et S un sous-groupe de H préservant une mesure
borélienne finie p sur M. Si S* ne comporte aucun sous-groupe algébrique
normal et cocompact, alors il existe un ensemble A C M de mesure pleine
relativement a p, tel que pour tout T € M au-dessus de x, il existe une
sous-algebre s%, C ad p isomorphe a s*, laissant b; invariant, et telle que &
conjugue l'action de s}, sur b; a celle de s* sur b.

L’énoncé un peu technique du théoreme mérite quelques commentaires.

a) Le théoreme 4.9 comporte encore une hypothese sur lexistence dune
mesure invariante, mais il faut noter que celle-ci porte sur le sous-groupe
S, et non sur le groupe H en entier. Aussi, lorsque M est une variété
compacte, le théoreme va s’appliquer a tout sous-groupe S C H qui est
moyennable (par exemple résoluble). En effet, de tels groupes préservent
automatiquement une mesure finie sur M.

b) Aucune hypothese algébrique n’est faite sur le groupe H. De plus, ce
groupe peut ne pas étre connexe, mais le théoréme n’apporte (hélas) au-
cune information pour des actions de groupes discrets. La seule hypothese
de nature algébrique porte sur S*, et elle sera satisfaite en pratique pour
de nombreux sous-groupes S. Il est important de noter que la conclusion
du théoreme porte sur l'algebre s*, qui peut étre beaucoup plus grosse que
ad s. Par exemple, un groupe discret S peut donner lieu a une algebre s*
non triviale.

c¢) Concernant les restrictions algébriques que le théoreme 4.9 peut apporter
sur le groupe H, on trouve un énoncé de portée comparable (mais peut-
étre moins maniable) dans [Gr86, Section 5.2.A]. L'intérét du théoreme 4.9
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réside plus dans les informations géométriques qu’il apporte sur 'action
de H. En effet pour certains groupes S, les conclusions du théoreme
vont impliquer que sur ’ensemble A, le sous-espace h; ne peut pas étre
transverse a p. On aura donc des groupes a un parametre de H qui
stabilisent les points de A, et I’étude dynamique au voisinage de ces points
fixes peut apporter beaucoup de renseignements : c’est 'idée qui conduit
au théoreme de rigidité 4.11 que nous verrons un peu plus loin.

4.4.3 Idées de preuve

Au vu des outils introduits dans la section 4.3, la preuve va découler de la
remarque suivante : les conclusions du théoréme sont satisfaites en tout point
# de M ou la S*-orbite de @y est incluse dans la P*-orbite de ;. En effet,
si & est un tel point, alors pour tout s* € S* il existe p* € P*, laissant
h; invariant, et tel que la restriction de p* a b; soit exactement d:@s*@;l.
Ainsi, I'algebre dj.s*.ol;l est la restriction a h; d’une sous-algebre de adp
(rappelons que adp = p* car Ad P est supposé presque algébrique). 11 suffit
alors de poser s} = é@.ﬁ*.dgl pour obtenir le théoreme 4.9.

L’application & : M — Hom (h,p) descend en une application S-équiva-
riante a« : M — W, ou W = Hom (b, g)/P*. Tout revient donc a montrer
I'existence d'un ensemble A de p-mesure pleine pour lequel «, est un point
fixe de l'action de S* sur W. On va se ramener au théoreme 4.7 en remar-
quant que méme si W n’est pas a proprement parler une variété algébrique,
I’action de S* sur W possede les caractéristiques d'une action algébrique.
Par exemple, les orbites de S* sur W sont localement fermées. Si I'on sup-
pose la mesure p ergodique, ce que nous faisons dans un premier temps,
alors la mesure image v = a,(p), qui est S-invariante, va étre portée par
une seule S*-orbite (ceci découle de [Zim84a, Proposition 2.1.12]). Cette or-
bite est un espace homogene S*/S%, et 'on vérifie que le stabilisateur S}
est un sous-groupe presque algébrique de S*. Maintenant, sur ’espace ho-
mogene S*/S% . le sous-groupe de S* qui laisse la mesure v invariante est
lui-méme algébrique. Cest un fait remarquable observé par S.G Dani dans
[D82, Corollaire 2.6]. La mesure v sur S*/S? est donc invariante par S*, car
S est supposé Zariski dense dans S*. Enfin, on peut conclure par un théoreme
de Chevalley, qui nous assure qu’il va exister un morphisme algébrique injec-
tif p : S* — GL(m + 1,R), pour un certain m € N, de sorte que p(S}) soit
exactement le stabilisateur, dans p(S*), d’'une direction R.v C R™!. Ainsi,
on peut pousser la mesure v en une mesure ' sur l'espace projectif RP™,
invariante par le groupe p(S*). Le théoreme 4.7 va assurer lexistence de
Sg C S*, normal, cocompact et algébrique, de sorte que 'action de Sj sur
Vorbite S*/S} soit triviale. Par hypothese, S§ = S* et le support de v est
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bien contenu dans les points fixes de S*.
Lorsque p n’est pas ergodique, une décomposition de 4 en composantes
ergodiques permet de conclure.

4.5 Résultats de rigidité et illustration

L’énoncé du théoreme 4.9 étant peu maniable au premier abord, nous allons
énumérer un certain nombre de corollaires algébriques, qui donnent des ob-
structions pour qu’'un groupe de Lie H puisse agir par automorphismes d’une
géométrie de Cartan modelée sur un certain espace X = G/P.

4.5.1 Bornes algébriques sur le groupe des automor-
phismes

Si L € GL(m,R) est un groupe linéaire, on définit le rang réel de L comme
la plus grande dimension d’un sous-groupe de L constitué de transforma-
tions simultanément diagonalisables sur R. On note ce rang rg(L). On peut
aussi introduire le rang algébrique de L, noté rg?8(L) comme la plus grande
dimension de la cloture de Zariski d’un sous-groupe de L constitué de trans-
formations simultanément diagonalisables sur R. L’inégalité rg(L) < rg*e(L)
est toujours vraie, et elle peut étre stricte : il découle par exemple du résultat
principal de [PR72], que si I" est un réseau d’un groupe simple non compact
L de rang réel r > 0, alors rg(T") = 0 tandis que rg*8(T") = r.

Si L est un groupe de Lie connexe, et si [ désigne son algebre de Lie, on
note l[p = [, et pour tout k& € N*, [, = [[,[,_;1]. Le groupe est dit nilpotent si
[ = {0} pour un certain entier k, et le plus petit entier k pour lequel [; est
trivial s’appelle le degré de nilpotence de L, noté n(L). Si L est un groupe
de Lie quelconque (pas nécessairement nilpotent, ni connexe), on note n(L)
le degré de nilpotence maximal d’un sous-groupe de Lie connexe nilpotent
de L.

Du théoreme 4.9, on tire le corollaire suivant.

Corollaire 4.10. [BFM09, Théoréme 1.3] Soit (M,C) une géométrie de
Cartan modelée sur 'espace X = G/P. Soit H un sous-groupe de Lie de
Aut M, tel que le noyau du morhisme Ad : H — GL(b) soit moyennable. On
suppose la variété M compacte. Alors :

1. rg"(AdH) < rg(Ad P).
2. n(AdH) < n(AdP).
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Rappelons que Ad P désigne I'image de P par la représentation adjointe
de G, Ady : G — GL(g). C’est donc un sous groupe de GL(g) (et pas de
GL(p)).

L’énoncé du corollaire ne fait plus du tout référence a une mesure finie
invariante. En revanche, il ne s’applique qu’aux variétés compactes. Pour des
actions d'un groupe de Lie H simple, connexe, préservant une G-structure sur
une varié¢té compacte M, R. Zimmer a obtenu dans [Zim87b] la majoration
rg(H) < rg(G). L'intérét du corollaire 4.10 est qu’il s’applique aussi a des
actions de groupes qui ne sont pas simples. Par exemple, nous listons en
section 4.5.3 quelques applications du corollaire pour des actions de groupes
dont la composante neutre est soit abélienne, soit nilpotente.

4.5.2 Un résultat de rigidité

Dans [Da88|, G. D’Ambra et M. Gromov énoncent un principe général,
selon lequel les structures géométriques rigides admettant un gros groupe
d’automorphismes doivent étre suffisamment rares et spéciales pour étre
classifiées. Les théoremes 2.8, ou 2.11 en sont des illustrations. Il existe
de nombreuses autres situations pour lesquelles ce principe est vérifié. Par
exemple, si pour 'action d’'un groupe H sur une géométrie de Cartan com-
pacte (M, C), les bornes données par le corollaire 4.10 sont atteintes, que
peut-on dire de la géométrie (M, C)? Pour le cas des structures conformes
pseudo-riemanniennes, nous pouvons résumer la situation dans I’énoncé sui-
vant, obtenu a partir des travaux [BEMO09] et [FrM10].

Théoréme 4.11. [BFM09, Théoréme 1.5], [FrM10, Théorémes 1.1 et 1.2]
Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne de signature (p,q), avec p+q >
3etp < q. On suppose qu’un groupe de Lie connexe H agit sur M par
transformations conformes. On a les majorations suivantes sur le rang et
lindice de nilpotence de H :

o 1g(AdH) <p+1.
o n(H) <2p—+1.

Si l'une de ces bornes est atteinte, alors la variété M est conformément
. . ‘ ] . ‘
équivalente a un quotient T\Ein | pour un certain groupe discret

FrcOp+1,q+1).

La borne sur le rang découle directement du corollaire 4.10 puisque les
structures pseudo-riemanniennes conformes de signature (p, ¢) sont des géomé-
tries de Cartan modelées sur Ein”? = PO(p + 1,q + 1)/P. Ici le rang de
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Ad P est celui de PO(p +1,q+ 1), a savoir p + 1. En revanche la borne sur
le degré de nilpotence améliore celle prédite par le corollaire 4.10, qui était
n(H) <2p+2.

Lorsque la signature est riemannienne, le résultat découle trivialement du
théoreme 2.8. Si H est un groupe simple de rang p+1 agissant sur une variété
de signature (p,q), le théoréeme est couvert par larticle [BN02] complété
par [FrZ05]. En fait, le théoreme 1.5 de [BFM09] démontre un résultat de
rigidité plus général, valable pour toutes les géométries paraboliques (dont
les structures conformes font partie). Par ailleurs, dans le cas d'une action
isométrique d'un groupe H sur une variété pseudo-riemannienne compacte
de signature (p, q), le corollaire 4.10 fournit les majorations rg(Ad H) < p et
n(H) < 2p. Ainsi, les bornes du théoreme 4.11 ne sont jamais atteintes pour
une action isométrique, et le théoreme fournit un exemple supplémentaire ou
I’existence d'un phénomene conforme essentiel contraint beaucoup la géomé-
trie.

Idée de preuve. — La preuve s’effectue en deux étapes. La premiere
consiste a combiner les hypotheses algébriques sur le groupe H, et le théoreme
4.9 pour obtenir des informations géométriques sur I’action de H. Reprenons
les notations du théoreme 4.9, ainsi que celles de sa preuve. L’idée est que si
H possede des sous-groupes moyennables S suffisamment gros par rapport
au groupe G = PO(p+1, ¢+1), alors pour tout  dans I’ensemble A, I'espace
h; ne pourra pas étre transverse a p, et I’action va admettre des stabilisateurs
de points non triviaux, dont la dynamique locale pourra étre exploitée pour
annuler la courbure conforme.

Nous présentons brievement les arguments lorsque le groupe H satisfait
I'hypothese rg(Ad H) = p + 1. Cette hypothese implique I'existence d’un
groupe abélien connexe Ay C H tel que Ad Ay C GL(h) soit diagonalisable
sur R et de dimension p+1. Sil’on applique le théoreme 4.9 pour S = Ap, on
hérite d'un point x € M, d'une algebre de Lie s% C ad p qui laisse invariante
h; et contient une sous-algebre abélienne, diagonalisable sur R, de dimension
p+ 1. Comme le rang de PO(p+ 1,q+ 1) est p + 1, s} contient ad a, ou
a est une sous-algebre de Cartan de o(p + 1,q + 1) contenue dans p. En
particulier, comme Ad Ay agit trivialement sur ay, ada agit trivialement
sur az(ag). Or le centralisateur de a dans o(p+1, ¢+ 1) est une sous-algebre
a@dm C p, ou m est 'algebre de Lie d'un groupe compact. Nous obtenons
donc az(ay) C adm, ce qui a la conséquence géométrique suivante : il existe
un élément h € H qui fixe le point z, et dont ’action sur un voisinage U de
x est conjuguée de maniere lisse a celle d’une contraction linéaire x — \.A,
avec 0 < A < 1let A€ O(n). Pour tout y € U, le tenseur de Weyl satisfait
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la relation d’équivariance

D W (W, (1,0, 0)) = Wis (D, (), DR (v), Db ().

Ceci conduit, par le méme argument que celui exposé en section 3.3.2, a
W = 0 sur U. L’analyse étant valable sur tout fermé invariant par H, on
obtient que ’ensemble des points ou la courbure conforme s’annule est non
vide, fermé et ouvert dans M. La variété (M, g) est donc conformément
plate, et M est une (PO(p + 1,q + 1), Ein”%)-structure. On utilise alors les
outils standard pour I’étude des (G, X)-structures (application développante,
morphisme d’holonomie) pour conclure que notre (PO(p +1,q + 1), Ein™?)-
structure est complete.

4.5.3 Illustration

Nous illustrons le corollaire 4.10 et le théoreme 4.11 sur quelques exemples
explicites.

e Pour n > 2, soit I, = SL(n,Z) x R™ le sous-groupe du groupe des
transformations affines GL(n,R) x R™. Le rang réel de Ad T, est nul,
mais son rang algébrique vaut n — 1.

e Pour n > 2, on introduit R,, = L, X R" le sous-groupe du groupe des
transformations affines de R™, ou

e 0 0
L, = 0o . 0 , (t1,...,t,) €eR”
0 0 egbn

Le groupe R, est un produit semi-direct R" x R". Le rang réel de
Ad (R,) et son rang algébrique valent n.

e Pour tout n > 2, le groupe U,, des matrices triangulaires supérieures
de taille n, avec 1 sur la diagonale, est nilpotent de degré de nilpotence
égal an—1, et n(Ad(U,)) =n — 2.

Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne compacte de signature (p, q),
ou 1l < p < ¢q. L’espace modele des structures pseudo-riemanniennes de
signature (p,q), est X = G/P ou G = O(p,q) x RPT? et P est le sous-
groupe linéaire O(p, q). Le rang réel de Ad P C GL(g) est p, et son degré
de nilpotence est 2p — 1.

On sait par le théoreme de Zimmer 4.4 que SL(m,R) ne peut pas agir
isométriquement sur M si m > p + 2. Le corollaire 4.10 implique im-
médiatement, que la méme conclusion est vraie pour le groupe I',,. De
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méme, il n’y a pas d’action isométrique de R,, sur (M, g) dés que m > p+1
et il en va de méme pour U, si m > 2p + 2.

Si p+q > 3, la classe conforme de (M, g) comme au a) définit une
unique géométrie normale de Cartan modelée sur 'espace X = G/ P avec
G = O(p+1,q+1) et P le stabilisateur, dans O(p+1, g+1), d'une direction
isotrope. Le rang réel de Ad P est p+ 1, et son indice de nilpotence est
2p + 1. Il ne peut donc y avoir d’action conforme de I',, sur (M, g) des
que m > p+ 3. La méme conclusion est vraie pour R,, lorsque m > p+ 2.
Par ailleurs, d’apres le théoreme 4.11, toute action conforme de R, ne
peut se faire que sur un quotient F\]:]\i;lp’q. De méme, si m > 2p+ 3, U,

ne peut agir conformément sur (M, g), et une action de Us, 42 ne peut se
. O — . b4
faire que sur une variété de la forme I'\Ein

On considere maintenant une variété compacte M, de dimension n > 2,
munie d’une connexion linéaire V. Cette connexion définit une unique
géométrie de Cartan modelée sur 'espace affine X = G/P, ou G =
GL(n,R)xR™ et P = GL(n,R). Le rang réel de Ad P est n, et n(Ad P) =
n — 1. On conclut que si m > n+ 2, ni I'),, ni U, ne peuvent agir sur M
en préservant V (remarquons que 1'on ne fait pas ’hypothese que I',, ou
U, préservent une mesure finie sur M). La méme conclusion est valable
pour R, sim >n+1.
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Chapitre 5

Problemes d’existence et
d’unicité de plongements
géométriques.

Dans ce dernier chapitre, nous présentons des résultats que nous avons obtenus
concernant d’une part, I'unicité de bords conformes pour certaines variétés
pseudo-riemanniennes, et d’autre part la maximalité conforme de certains es-
paces. Ces résultats sont essentiellement tirés des articles [Frl12c| et [Fr12d].
Les sections 5.1, 5.2 et 5.3 sont descriptives. L’accent sera mis sur des ex-
emples concrets illustrant nos théoremes. La derniere section 5.4 introduit
la notion de bord de Cauchy d'une géométrie de Cartan, et exlique comment
elle peut étre utilisée dans la preuve des résultats présentés.

5.1 Plongements et bords géométriques

Soit X = G/ P un espace homogene. On considere deux géométries de Cartan
(M, C) et (N, C") modelées sur I'espace X (notons qu’en particulier, M et N
ont méme dimension), de fibrés et connexions de Cartan (M, w™) et (N, w™)
respectivement. Un plongement géométrique f : (M,C) — (N,C’) est une
application lisse injective qui se remonte en un plongement P-équivariant
f: M — N satisfaisant de plus f*«" = w™. Lorsque N est compacte, on
dit que (N, €') est une compactification géométrique de (M, C).

Par exemple, l'unicité de la géométrie normale de Cartan associée a une
structure conforme fait que tout plongement conforme f : (M, g) — (N, h)
entre deux variétés pseudo-riemannienne de dimension > 3 est un plonge-
ment géométrique si 'on considere les deux géométries normales de Cartan
associées a (M, [g]) et (IV, [h]).
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Sif:(M,C)— (N,C) est un plongement géométrique strict (c’est-a-dire
non surjectif), alors on appellera le bord topologique O(f(M)) de f(M) dans
N un bord géométrique de M. Observons qu’avec cette définition, un bord
géométrique n’est pas forcément une sous-variété, et peut étre au contraire
un ensemble extrémement irrégulier.

Quelques exemples de plongements et de bords géométriques.

a) Compactification conforme des espaces modéles pseudo-riemanniens & cour-
bure constante. — L’espace euclidien E" et I’espace hyperbolique H"
se plongent tous les deux dans la sphere standard S™. Les images de
ces plongements sont respectivement la sphere privée d’un point, et un
hémisphere. Ces plongements attribuent donc respectivement un point,
et une sphere S”~! pour bords conformes a E" et H*. C’est une propriété
générale qu’en toute signature (p, q), les espaces modeles & courbure con-
stante se plongent conformément dans Ein”?. Nous donnons quelques
détails ci-dessous.

o Fspaces de Minkowski EP4. Nous avons vu en section 1.1.1 qu’il
existait un plongement conforme o : EP? — Ein”? (projection
stéréographique). L’univers d’Einstein Ein”? est donc une com-
pactification conforme de l'espace de Minkowski E”9. La projec-
tion stéréographique ¢ fournit un bord conforme a ’espace EP?, qui
comme nous 'avons déja mentioné consiste en un point si p = 0, et
un cone de lumiere de Ein®? lorsque p > 1 (en particulier ce bord
n’est pas lisse pour p > 1).

e FEspaces de Sitter dSP?. On les définit pour p > 1. 1l s’agit de la
nappe
Y= {z e RPN QPHY(2) = 41},

ou l'on définit la forme quadratique P¢ par la formule

2

) — 2 2 2
QMi(x) = —a1— ... =2, + Ty Ty,

Quand on munit ¥,; du champ de formes quadratiques induit par
QPT19, on obtient une variété pseudo-riemannienne simplement con-
nexe de signature (p,q), géodésiquement compleéte, et a courbure
sectionnelle constante égale a +1. On 'appelle espace de Sitter de
signature (p, q), noté dSP7.

On désigne par 7 la projection de R"*2\ {0} sur l'espace projec-
tif RP™™!, et on voit 'univers d’Einstein Ein? comme le projec-
tivisé du cone de lumiere de la forme QP11 (voir section 1.1.1).
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Alors 'application f : dSP"? — Ein™? définie par (xq, ..., Tpig1) —
7((L, 21, ..., Tprqr1)) définit un plongement conforme de dSP? dans
Ein”?. L’image de ce plongement est dense, et sa frontiere est un
sous-univers d’Einstein de signature (p—1, ¢) (obtenu comme la pro-
jection sur Ein”? du cone de lumiere d’un hyperplan de signature
(p, g+1) dans (R"2, QP+H4+1)). Ainsi Ein” " est un bord conforme
de dSP1.

e FEspaces anti-de Sitter AdS”?. — Ici, p > 0, et on consideére la
nappe
S = fr € R | Qrati(z) = -1},

Lorsque 1'on induit sur ¥_; la forme quadratique QP9*!, on obtient
une variété pseudo-riemannienne de signature (p, q), géodésiquement
complete, et a courbure sectionnelle constante égale a —1. On ’appelle
espace anti-de Sitter, noté AdS”?. Pour p = 0, ¥_; a deux com-
posantes connexes. On n’en considere qu’une et AdS”™ est 1'espace
hyperbolique H". Lorsque p = 1, AdS"™ ! n’est pas simplement

connexe.
L’application f : AdS"? — Ein"? définie par (z1,...,2p1q+1) —
7((z1, ..., Tpiqr1, 1)) est un plongement conforme de AdSP? sur un

ouvert dense de Ein”? obtenu en otant a Ein”? un sous-univers
d’Einstein de signature (p,q — 1) (obtenu comme le projectivisé
du cone de lumiere d’un hyperplan de signature (p + 1,¢) dans
(R™+2, Qr+hat1)) L'espace Ein”?™! est donc un bord conforme de
AdSP,

b) Compactification projective des espaces modéles a courbure constante. —

Notons S7,,; 1a sphere projective plate de dimension n, c’est-a-dire 'espace

des demi-droites de R"*!. Chaque espace EP4, dSPY AdS"? est muni
d’une métrique pseudo-riemannienne a courbure constante. On va oublier
la métrique et ne retenir que la connexion de Levi-Civita. Les structures
sont géodésiquement completes donc maximales au sein des structures
affines. En revanche, elles ne sont pas projectivement maximales car
chaque espace EP?, dSP? et AdS”? se plonge projectivement comme un

p+q
ouvert de S -
p+q

C’est évident pour EP?, qui est projectivement la sphere S " privée d'une
Sp+q—1

proj  de codimension 1.

sous-sphere

Pour les espaces dS”? et AdS”?, on constate que chaque demi-droite
de RPTIFL coupe les nappes Y4, et Y_; en exactement un point. Cela

fournit des plongements de dS”? et AdS”? dans SZ:;? et ces plongements
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5.

sont projectifs car les géodésiques de dS™? (resp. AdS”?) sont obenues
en intersectant les plans de RPT4t! avec la nappe Y1 (resp. X_;). On
obtient ainsi des bords projectifs pour dS”? et AdS"Y, difféomorphes
respectivement & SP~! x §7 et SP x S9! (avec la convention que S° est un
point). Notons que les actions de O(p, g+1) et O(p+1, q) s’étendent a ces
bords (sans toutefois y préserver de structure projective. La terminologie
“bord projectif” est donc ici un peu trompeuse).

Quelques bords en géométrie CR. — On appelle sphere C'R standard,
notée SZ! T'espace homogene PU(1,n + 1)/P (avec P le stabilisateur
d’une direction isotrope pour la forme hermitienne de signature (1,n+1)).
Cette sphere est munie d'une unique structure C'R strictement pseudo-
convexe invariante par PU(1,n + 1), et c’est l'espace modele (au sens
des géométries de Cartan) pour les structures C'R strictement pseudocon-
vexes.

e On a un analogue, en géométrie C'R, du plongement conforme
oc:E"—S".

Le groupe de Heisenberg Heis(2n + 1), muni de sa structure C'R-
plate standard, se plonge dans SQCTEH, I'image du plongement étant
SZ1 privée d’un point v (voir [Go99]). Ce plongement attribue au

groupe de Heisenberg un bord C'R, qui est réduit a un point.

e Le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne est naturelle-
ment muni d’une structure C'R. Dans le cas du fibré unitaire tan-
gent & Pespace hyperbolique H*™ (n > 1), cette structure est C'R-
plate. Nous I'appellerons structure C'R standard sur T'H"*!. Le
fibré T'H™! s’identifie en fait & une orbite ouverte Q du groupe
PO(1,n+1) C PU(1,n + 1) sur la sphere SZ4! (voir par exemple
[BS76, Proposition 6.1]). Le bord de I'ouvert 2 est une sphere S”,
ce qui fournit un bord C'R pour la structure standard sur 7 H"*!
(cela ne signifie pas que le bord lui-méme est muni d’une structure

CR).

2 Structures géométriquement maximales

La notion de plongement géométrique munit naturellement 1’ensemble des

géométries de Cartan modelées sur un espace homogene X d’une relation
d’ordre partielle : on note (M, C) =< (N, ) s’il existe un plongement géomé-

trique de (M, €) dans (N, €'). Nous voudrions comprendre les éléments maxi-
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maux pour cette relation d’ordre, c’est-a-dire les géométries modelées sur X
qui satisfont la définition suivante.

Définition 5.1. (Structures géométriques mazimales) Une géométrie de Car-
tan (M, C) modelée sur un espace homogéne X est géométriquement maxi-
male lorsque tout plongement géométrique de (M, C) dans une autre géométrie
de Cartan (N, C") modelée sur X est surjectif.

En général, trouver des conditions assurant qu’une structure géométrique
donnée est maximale n’est pas une tache aisée. Pour les structures pseudo-
riemanniennes, la complétude géodésique est une condition suffisante (mais
pas nécessaire, car on peut exhiber des structures pseudo-riemanniennes
incompletes qui sont tout de méme géométriquement maximales au sein
des variétés pseudo-riemaniennes). En effet, si (M, g) est géodésiquement
complete, et que f : (M, g) — (N, h) est un plongement isométrique strict
(avec dim M = dim N), on va pouvoir trouver des segments géodésiques
g :[0,1] — N tels que §([0,1]) C f(M), et B(1) appartient au bord
topologique de f(M) dans N. Alors [0, 1] est un intervalle de définition max-
imal pour le segment géodésique a = f~1(/3), contredisant la complétude de
(M, g). Avec la méme preuve, on voit que les variétés munies d’une connexion
affine qui sont géodésiquement completes sont géométriquement maximales
au sein des structures affines.

A notre connaissance, les problemes de maximalité géométrique ont été
jusqu’ici relativement peu abordés, sauf dans le cadre de la géométrie lorentzi-
enne, ou il faut mentionner les travaux autour de la conjecture de censure
cosmique forte. Nous renvoyons par exemple a [Ring08] pour une formulation
précise de la conjecture. Disons simplement ici qu’elle s’interpréte comme une
propriété de maximalité, au sein de toutes les variétés lorentziennes, pour une
classe générique d’espace-temps solutions de I’équation d’Einstein.

5.2.1 Structures homogenes conformément maximales

Une variété pseudo-riemannienne sera dite conformément mazimale lorsque
tout plongement conforme dans une variété de méme dimension est surjectif.
Contrairement au cadre isométrique, la complétude géodésique n’implique
plus la maximalité conforme, puisque nous avons vu qu’il existe des plonge-
ments conformes non surjectifs de ’espace euclidien E", ou de I'espace hy-
perbolique H", dans la sphere standard S™. A vrai dire, il ne nous semble
pas clair d’exhiber une seule variété (pseudo)-riemannienne non compacte
qui soit conformément maximale, d’ou I'intérét de trouver de larges classes
d’exemples. Un premier résultat dans ce sens est le théoreme ci-dessous,
qui dit qu’en dimension n > 3, toute structure riemannienne homogene
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est conformément maximale, a 1’exception des contre-exemples évidents, a
savoir les ouverts de la sphere S™ homogenes sous l'action d'un groupe
H C PO(1,n+1).

Théoréme 5.2. [Fri2c, Théoréme 1.1] Les seules variétés riemanniennes
homogenes de dimension n > 3 qui ne sont pas conformément mazximales
sont, a difféeomorphisme conforme prés :

1. L’espace euclidien E™.
2. L’espace hyperbolique réel H™.
3. Le produit riemannien H* x S" % aqvec 1 <k <n — 1.

Précisons que dans le théoréme, on fait la convention que H' est ’espace
euclidien de dimension 1, et S est muni de la métrique riemannienne df? de
longueur totale 27. C’est un détail qui a son importance, et qui montre que
le fait d’étre conformément maximal ou pas peut étre une propriété assez
subtile, puisque le théoreme dit en particulier que si A € R7, et si S} désigne
le cercle muni de la métrique Adf?, alors le produit riemannien H"™' x S}
est toujours conformément maximal.... sauf pour A\ = 1.

En guise d’illustration, tout espace symétrique riemannien de type non
compact, a ’exception de ’espace hyperbolique réel, est conformément max-
imal. Il n’est donc pas possible de plonger conformément ’espace hyper-
bolique complexe comme un ouvert d'une variété riemannienne. De méme,
si G est un groupe de Lie qui n’agit pas simplement transitivement sur I'un
des espaces intervenant dans le théoreme 5.2, alors pour toute métrique g
invariante a gauche sur le groupe G, la variété (G, g) est conformément max-
imale. Ce sera par exemple le cas pour tout groupe de Lie simple non compact
GG. Notons que cette propriété n’est vraie qu’en géométrie riemannienne. Le
groupe SL(2,R), muni de la métrique de Killing, est une variété lorentzienne
qui admet des plongement conformes non surjectifs dans I'univers d’Einstein
lorentzien Ein'?.

5.2.2 Structures kleiniennes maximales

On aimerait maintenant obtenir des criteres de maximalité pour des struc-
tures conformes pas nécessairement riemanniennes, ainsi que pour d’autres
géométries de Cartan. Cela va étre 'objet du théoreme 5.3 ci-dessous.

Structures kleiniennes. — Soit X = G/P un espace homogene. La
géométrie de Cartan plate modele (X, Cx) est le triplet (X, G,w) ot G est
vu comme un P fibré principal via la projection 7¢ : G — X, et w® est
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la forme de Maurer-Cartan sur G. Tout ouvert 2 C X est naturellement
muni d'une géométrie de Cartan Cq induite par Cx. Le fibré de Cartan Q
est I'image réciproque de Q par 7, et la connexion de Cartan w® est la
restriction de w® a Q.

Soit I un sous-groupe discret de G qui agit librement proprement discon-
tinament sur 2. La variété quotient M = I'\Q s’appelle une variété kleinien-
ne. Elle est munie d’une géométrie de Cartan plate naturelle (M, Cy/),
modelée sur X. Le fibré M est le quotient F\Q et la connexion de Cartan
wM est la 1-forme induite par w® sur M (rappelons que w est invariante par
I'action & gauche de T, et qu’il en va donc de méme pour w®*). Nous pouvons
a présent énoncer un critere de maximalité pour les structures kleiniennes.

Théoréme 5.3. [Fri2c, Théoreme 1.4] Soit X = G /P un espace homogéne
de dimension n. Soit Q@ C X un ouvert. On suppose que ) satisfait l'une des
deux conditions ci-dessous :

a) H1(99) = 0.

b) L’adhérence Q est une sous-variété a bord de X, dont la frontiére est
localement lipschitzienne.

Soit M =T\ une variété kleinienne. Sil'action de I' n'est libre et propre sur
aucun ouvert de Q (I’adhérence de Q0 dans X) contenant § strictement, alors
(M, Cpr) est mazimale au sein de toutes les géométries de Cartan modelées
sur X.

Insistons bien sur le fait que méme si la géométrie de Cartan (M, Cy;) est
plate, on obtient un résultat de maximalité au sein de toutes les géométries
de Cartan modelées sur X, et pas seulement les géométries plates.

Remarque 5.4. Le théoréme est également valable pour Q0 = X, au sens ot
tout quotient M = T'\X, muni de sa géométrie de Cartan plate naturelle Cyy
est géométriquement maximal.

Illustration du théoréeme — Le théoreme 5.3 peut s’appliquer dans
un nombre assez varié de situations géométriques, dont nous listons quelques
exemples.

a) Variétés euclidiennes. — Toute variété riemannienne plate complete
de dimension n > 3, hormis E", est conformément maximale. En effet,
une telle variété est un quotient I'\E", et E™ s’identifie conformément a
louvert 2 = S™\ {v}. Clairement, si I" n’est pas trivial, 'action de I' sur
S™ n’est pas libre, et S™ est le seul ouvert de = S™ contenant strictement
2. On retrouve 'assertion 1) du théoreme 2.10. Notons que ce résultat
peut également s’obtenir a partir du théoreme plus général suivant.
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Théoréme 5.5. [Z000, Section 5] Soient (M, g) et (N,h) deux variétés
riemanniennes de méme dimension n > 3. On suppose que (M,q) est
conformément parabolique, et que N est simplement connexe. Alors toute
immersion quasi-conforme f : M — N est un plongement, et la dimension

de Hausdorff de N '\ f(M) est nulle.

Une variété riemannienne est conformément parabolique lorsqu’elle pos-
sede une métrique complete de volume fini dans sa classe conforme. Par
exemple, E™ est conformément parabolique. Lorsque f : T\E" — (N, h)
est un plongement conforme, on peut le remonter en une immersion con-
forme f : E" — (]\7 ,G), et on déduit du théoreme de Zorich que f(E™
est dense dans N, donc (N, §) est conformément plate. Il est alors assez
facile, en utilisant des arguments standard sur les (G, X)-structures de
voir que si I' # {id}, f doit étre surjective.

Il n’y a pas d’analogue de cette propriété en signature lorentzienne. Il
existe des variétés lorentziennes plates completes, appelées espaces-temps
de Margulis, qui admettent des plongements conformes non surjectifs (voir
[Fr03b]). En revanche, nous pensons — sans en avoir de preuve — qu’hormis
I'espace de Minkowski, les variétés lorentziennes plates complétes (non
compactes) n’admettent jamais de compactification conforme.

Variétés hyperboliques. — Soit M = T'\H" une variété hyperbolique
complete de dimension n > 3. Notons A(I") I'ensemble limite du groupe I'.
Alors si A(T') = OH™ = S" ! la variété M est conformément maximale.
Par exemple, les variétés hyperboliques completes de volume fini sont
conformément maximales (en dimension > 3). La encore, ¢’est une simple
conséquence du théoreme 5.3 : I'espace H" est conformément équivalent
a ’hémisphere supérieur 2 C S”. L’hypothese sur I’ensemble limite dit
que A(I") = 09, et on sait que le groupe I' agit minimalement sur son
ensemble limite. Ainsi, I’action de I' ne peut étre propre sur aucun ouvert
de € rencontrant 0.

Exemples de variétés lorentziennes conformément maximales. — Le
groupe d’isométries de I'espace anti-de Sitter AdS"*" est le groupe O(2, 2n).
Ce groupe contient un sous-groupe isomorphe a U(1,n) qui agit propre-
ment et transitivement sur AdS"*". Si I" est un réseau de U(1,n), alors
on peut considérer la variété anti-de Sitter complete M = T'\AdS"*".
Cette structure est conformément maximale. En effet, nous avons vu
dans I'exemple a) de la section 5.1 que AdS" " se plonge conformément
comme un ouvert  du modele Ein>*" (en fait Q n’est pas un ouvert &
bord de Ein'?", et il faut passer & un revétement double de Ein"*" pour
pouvoir appliquer le théoreme 5.3). La frontiere de 2 est une copie de

101



Ein"?""! dans Ein"?", et on peut montrer que 'action de I' sur 9 n’est
propre sur aucun ouvert (voir [Fr05c, Section 5.2]).

Point de vue projectif. — Dans les exemples a), b) et ¢) ci-dessus, on
peut oublier la structure riemannienne (resp. lorentzienne) sur M pour
ne retenir que la structure affine (i.e la donnée de la connexion de Levi-
Civita). Dans chaque exemple, cette structure affine est complete donc
affinement maximale. Nous allons expliquer pourquoi elle est aussi pro-
jectivement maximale.

L’espace euclidien E" se plonge projectivement comme un ouvert €2 C
Sy.0 la frontiere 0€2 étant une sous-sphere SZ[O}. Si I' est un groupe
discret de O(n) x R™, 'action de I' sur 0f2 se factorise par la projection
de T" sur O(n). Aussi, dées que I' est infini, action de I' n’est propre
sur aucun ouvert de 9€). Le théoreme 5.3 affirme donc que toute variété

euclidienne complete est projectivement maximale.

De méme 'espace hyperbolique réel H” se plonge projectivement comme
un ouvert Q C S7 .. Le bord 99 est une sphere lisse $*~' ( mais ce
n’est pas une sous-spheére projective). Le point important est que les
actions de PO(1,n+ 1) sur 9Q et S"! sont topologiquement conjuguées.
Aussi, si A(T') = S™!, on obtient que la variété hyperbolique T'\H" est
projectivement maximale.

En utilisant le plongement projectif de AdS"*" dans Sij}j}l vu dans I'exem-
ple b) de la section 5.1 , et en appliquant le méme argument que pour les
variétés hyperboliques, on montre que les variétés anti-de Sitter I'\ AdS"*"

du ¢) sont projectivement maximales.

FExemples en géométrie CR. — Comme cela a été discuté dans I'exemple
¢) de la section 5.1, le groupe de Heisenberg Heis(2n + 1) est muni d’une
structure C R-plate, qui le rend C R-difféomorphe a la sphere SQC“E ! privée
d’un point v. Le méme argument que pour les variétés euclidiennes donne
que si I' est un sous-groupe discret non trivial de Heis(2n + 1), alors
[\ Heis(2n + 1) est C R-maximal.

D’autre part, le fibré unitaire tangent de espace hyperbolique H**! (n >
1), muni de sa structure CR-plate, s’identifie & un ouvert Q C S%"g !
obtenu en 6tant une sphere de dimension n & S (voir exemple c) de
la section 5.1). On a donc H*""1(9Q) = 0. Par ailleurs les actions de
PO(1,n 4+ 1) sur 09 et sur la spheére standard S™ sont topologiquement
conjuguées. Ainsi, si I' C PO(1,n + 1) satisfait A(I') = S”, I'action de T
sur 0f2 est minimale. On tire du théoreme 5.3 que dans ce cas, la structure
C R-plate standard sur le fibré unitaire tangent a la variété hyperbolique
\H""! est C'R-maximale.
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5.3 Résultats d’unicité de bords

Lorsqu'une géométrie de Cartan (M, C) modelée sur X = G/P n’est pas
géométriquement maximale, il existe un plongement géométrique strict

f:(M,C)— (N,€),

qui fournit un bord géométrique O(f(M)). Nous avons vu des exemples
de tels bords en a), b), ¢) de la section 5.1. Ces bords sont construits de
maniere extrinseque, par l'intermédiaire d'un plongement géométrique, mais
nous voudrions savoir dans quelle mesure ils comportent des informations
intrinseques, indépendantes du plongement. On se pose donc des questions
naives du type : est-ce que le bord topologique de tout plongement conforme
non surjectif f : E" — (N, h) dans une variété riemannienne (N, h) de
dimension n > 3 est un point?

Un résultat pour les structures riemanniennes conformes. —
Une variété riemannienne qui n’est pas conformément maximale peut directe-
ment se voir, du point de vue conforme, comme un ouvert strict d’une variété
riemannienne. Le probleme d’unicité du bord conforme est donc intimement
lié & la question suivante. Si (L,g) et (N,h) sont deuzr variétés riemanni-
ennes de méme dimension, si A C L est un fermé, et si f : L\ A — (N, h)
est un plongement conforme, alors f peut-il s’étendre a OAN? Nous avons
déja abordé cette question dans la section 2.3 (et nous reprenons ci-dessous
la terminologie et les notations de cette section) pour des immersions con-
formes, mais nous faisons ici I’hypothese supplémentaire que f est injective.
Si nous supposons de plus que H"1(A) = 0, les théorémes 2.19 et 2.20
s’appliquent. Or nous voyons que les immersions conformes intervenant dans
les conclusions du théoreme 2.20 ne sont jamais injectives. Par conséquent
si 'application f est un plongement, alors A ne contient pas de points sin-
guliers essentiels. Par le théoreme 2.19, f peut s’étendre en un plongement
conforme de L \ Ay dans N. On obtient alors le théoreme suivant.

Théoréme 5.6. [Fri2d, Théoréme 1.2] Soient (L, g) et (N,h) deux variétés
riemanniennes connexes de dimension n > 3. Soit A C L un sous-ensemble
fermé satisfaisant H" 1 (A) =0, et f: L\ A — N un plongement conforme.
Alors f s’étend en un plongement conforme f': L\ Apoe — N.

1. Lorsque L est compacte, alors f' : L\Apoe — N est un difféomorphisme
conforme.

2. Lorsque L et N sont compactes, alors N,ee est vide, et (L, g) est con-
formément difféomorphe a (N, h).
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Observons que ce théoreme permet de répondre affirmativement a la ques-
tion naive que nous nous étions posé. Si f : E” — (N, h) est un plongement
conforme strict, ou dim N = n, alors la frontiere de f(E™) est un point, et
(N, h) est conformément difféomorphe a la sphere standard.

En fait, lorsque L est compacte, le théoreme 5.6 classifie tous les plonge-
ments conformes possibles de L \ A dans une variété de méme dimension,
et montre qu’ils sont donnés par les inclusions L \ A € L\ A/, ou A est
un fermé de L contenu dans A. Par ailleurs, on a dans ce cas un résultat
d’unicité concernant la compactification conforme. Si (L, g) est une variété
riemannienne compacte (de dimension n > 3), et si A C L est un fermé stat-
isfaisant H""1(A) = 0, alors L est bien stir une compactification conforme
de L'\ A. Le théoreme assure que toute autre compactification conforme de
L\ A est conformément difféomorphe a (L, g).

Unicité des bords de structures kleiniennes. — Nous allons main-
tenant présenter un résultat de méme nature que le théoreme 5.6, valable pour
certaines classes de géométries de Cartan kleiniennes. Il peut s’appliquer a
des exemples intéressants de structures conformes pseudo-riemanniennes (de
signature arbitraire), de structures C'R, projectives etc...Nous renvoyons a la
section 5.2 pour la définition de la géométrie de Cartan plate naturelle sur
une structure kleinienne.

Théoréme 5.7. [Fr08pre, Théoréme 1.8] Soit X = G/P un espace ho-
mogene, et Q C X un ouvert tel que H"1(0Q) = 0. Soit M = T'\Q une
variété kleinienne, et (M, Cyr) sa géométrie de Cartan plate naturelle. Soit
(N, C") une géométrie de Cartan modelée sur X et f: (M,Cp) — (N,C) un
plongement géométrique. Alors il existe un ouvert ) C X qui contient 2,
sur lequel T' agit proprement discontiniment, définissant une variété kleini-
enne M' =T\, de sorte que f s’étende en un isomorphisme de géométries

de Cartan f": (M',Cpp) — (N, C).

Partant d’une variété kleinienne M = T\, avec H"1(9Q) = 0, le
théoreme classifie tous les plongements géométriques f : (M, Cyr) — (IV, C'),
avec (N, ) une géométrie de Cartan modelée sur X. Les géométries de
Cartan but (N, €’) sont nécessairement kleiniennes de la forme I'\§', ou €
contient 2 (notons que I" est le méme groupe pour M et M’). En particulier,
s’il n’existe aucun ouvert € C X qui contient ) strictement et sur lequel
[ agit librement proprement discontintiment, on retrouve (voir le théoreme
5.3) que (M, Cyy) est géométriquement maximale.

On peut donner l'illustration suivante pour le théoreme 5.7.

Corollaire 5.8. Pour n > 4, et 3 < k < n — 1, considérons la variété
lorentzienne AdS* x 8", Sl existe un plongement conforme f : AdS* x
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S~k — (N, h), ot (N, h) est une variété lorentzienne compacte de dimension

n, alors (N, h) est conformément équivalente a l'univers d’Einstein lorentzien
Einl’n_l

La preuve du corollaire consiste & constater que l'espace AdSF x S7*
est conformément équivalent & un ouvert Q C Ein™" ™! obtenu en otant &
Ein'""! une copie de Ein'"3. La frontiere 09 est de codimension 2 et
I’affirmation découle du théoreme 5.7.

5.4 Bord de Cauchy d’une géométrie de Car-
tan

5.4.1 Idée générale

Voici I'idée générale qui conduit aux résultats de maximalité et d’unicité de
bords que nous avons présentés dans les sections précédentes. Le point de
départ est la construction d’un complété de Cauchy, pour toute géométrie de
Cartan (M, €) modelée sur X = G/ P (cette construction est due initialement
a B. Schmidt, voir [S74]). Il s’agit de compléter une classe naturelle de
métriques riemanniennes sur le fibré de Cartan M pour obtenir un espace
métrique M, muni d’une action du groupe structurel P. Nous noterons 0, M
le bord M, \ M. Ce bord est défini intrinsequement par la géométrie, et
lorsque f: (M,C) — (N, €’) est un plongement géométrique, qui se remonte
en f : M — N entre les fibrés de Cartan, on va hériter d’une application
de bord f : 8.M — N,, qui sera P-équivariante. Lorsque le plongement
géométrique f n’est pas surjectif, on va montrer qu'un ouvert non vide de
d.M s'envoie de manitre P-équivariante dans N. Or laction de P sur N
est libre est propre. Si on exhibe des géométries de Cartan (M, C) pour
lesquelles I'action de P sur d.M présente un certain nombre de pathologies,
par exemple I'action de P n’est libre nulle part, ou 'action de P n’est propre
sur aucun ouvert, alors on aboutit a une contradiction, et notre structure
(M, C) est maximale. C’est ce genre d’idées assez simples que nous allons
expliquer un peu plus en détails.

5.4.2 Définition

On considére un espace modele X = G/P, et une géométrie de Cartan
(M, M, M ) modelée sur X. Pour simplifier ’exposition, on supposera que
M est connexe, mais la construction fonctionne en toute généralité. Fixons-
nous une base (X1, ..., X,,) de l'algebre de Lie g. Ce choix définit un champ
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de reperes R sur le fibré M comme suit :

Ri = (W)X, oy (W) HX)), 2 € M.

Il existe une unique métrique riemannienne p sur M rendant les reperes
R; orthonormés. On note dy; la distance que la métrique riemannienne p™
induit sur M : si 7 et 7 sont deux points de M , alors dps (2, 9) est Uinfimum
des longeurs (relativement a p*) des courbes C'' par morceaux reliant & et
y. On appelle alors (Mc,dM) le complété de Cauchy de I'espace métrique
(M, dys), et on note 9, M = M, \ M le bord de Cauchy.

Si nous faisons un autre choix de base (X],..., X/ ), on obtient une
métrique d), qui est bi-Lipschitz équivalente a dj;. Ainsi, I'espace métrique
(MC,QM) est, a équivalence bi-Lipschitz preés, une donnée intrinseque de la
géométrie de Cartan considérée.

Si p est un ¢élément du groupe P, et si R, : M — M désigne la mul-
tiplication a droite par p, la matrice Jacobienne de R,, exprimée dans le
champ de repéres R, correspond & la matrice de I’application linéaire Ad p~!
dans la base (Xi,...,X,,). Ainsi, les applications R, sont toutes Lipschitz
pour la distance dj;, si bien qu’elles s’étendent au complété M.. On hérite
donc d’une action de P par transformations Lipschitz sur I'espace métrique
(Mc> dM ) : R R

L’espace 0.M est plutot un bord pour M, et non pour M. Aussi aura-
t-on aussi envie de définir M, = M,/P et d.M = .M /P, respectivement
les complétés et les bords de Cauchy de M. Toutefois, l'action de P, qui
est libre et propre sur M peut devenir extrémement pathologique sur O, M,
et travailler avec ’espace quotient 0.M n’offre qu’un intérét limité. Il est
généralement préférable de considérer directement ’espace métrique O.M , et
d’y étudier la dynamique du groupe P.

5.4.3 Exemples

Bord de Cauchy du modele et de ses ouverts. Dans le cas du modele
X = G/P, la géométrie Cx est le triplet (X, G,w%), ot w® désigne la forme
de Maurer-Cartan sur G. Comme cette forme est invariante a gauche, la
métrique riemannienne p® qui rend orthonormé le parallélisme R est inva-
riante a gauche, donc géodésiquement complete. La distance dg qu’elle induit
sur GG est elle-aussi complete. On trouve que le bord de Cauchy du modéle
est vide.

Soit maintenant 2 C X un ouvert du modele. La géométrie de Cartan plate
naturelle induite par celle de X sur Q est le triplet (€, Q,w®), ot Q C G est
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la prelmage de Q par la projection mg : G — X, et w? est la restriction de
w% & ouvert . La variété riemannienne (€2, w® ) est un ouvert de la variété
riemannienne complete (G, p®). Pour comprendre le bord de Cauchy 9.4,
on est amené a se poser la question : soit U un ouvert d’une variété rieman-
nienne complete L, quel est le lien entre le bord de Cauchy pour la métrique
riemannienne induite sur U, et le bord topologique de U ?

Ce lien n’est pas toujours clair lorsque la frontiere de 'ouvert considéré
est tres compliquée. Cela conduit a la définition ad hoc suivante :

Définition 5.9 (Ouvert normal). Un ouvert U d’une variété L de dimension
{ est dit normal s’il satisfait 'une des conditions ci-dessous.

a) HEYOU) = 0.

b) U est une sous-variété a bord de L, et OU est une hypersurface localement
Lipschitz.

Soit U un ouvert normal d’une variété riemannienne (L, g), et soit U,
le complété de Cauchy de U pour la métrique induite par g sur U. Alors
la frontiere topologique OU se plonge dans 0.U. Si (L,g) est complete,
OU = OU,. Ceci montre que si  C X est un ouvert normal, alors 9,
est homéomorphe a .

Bord de Cauchy des variétés kleiniennes. — Si maintenant {2 C X
est un ouvert normal, et si I' C G est un groupe discret qui agit librement
proprement discontiniiment sur €2, nous avons vu que la variété kleinienne
M = T'\Q2 était naturellement munie d'une géométrie de Cartan plate €y
modelée sur X. Le fibré M est simplement le quotient F\Q, et wM est la forme
induite par w® par passage au quotient. Comme (M ,pM) est un ouvert de la
variété riemannienne complete obtenue en quotientant (G, p) par I'action a
gauche de I, la discussion précédente conduit au :

Lemme 5.10. Soit Q C X un ouvert normal. Soit M = I'\Q une variété
kleinienne, que on munit de sa structure naturelle Cpr. Alors le bord de
Cauchy O, M est homéomorphe au quotient F\&Q L’action de P sur O.M
est laction a droite de P sur F\@Q.

Deux exemples. — Commencons par voir ce que nous dit le lemme
5.10 sur le bord de Cauchy (conforme) de 'espace euclidien E", n > 3. Du
point de vue conforme, E™ est la sphere standard S™ privée d'un point v.
Comme S™ = PO(1,n+ 1)/P est 'espace modele des structures conformes
riemanniennes, on obtient que le bord de Cauchy de E" s’identifie au groupe
P (la préimage de {v} par la projection 7g : PO(1,n+ 1) — S™). Le bord
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J.E" est donc un point. Si M = I'\E" est une variété euclidienne, alors
.M = '\ P, et on constate que des que I' # {id}, laction de P sur .M
n’est pas libre.

Considérons a présent 1’espace hyperbolique réel H". La encore, cet es-
pace est un ouvert 2 du modele S”, et le bord O.H" = 9 est un P-fibré
principal sur S"7'. Si M = I'\H" est une variété hyperbolique complete,
alors le lemme 5.10 donne que 9.M = I'\dS. Si de plus A(I') = S*~! (par
exemple si M est de volume fini), alors I' va agir minimalement sur 0f.
Comme 9 = ) /P, il est facile de vérifier que P va alors agir minimale-
ment (& droite) sur T'\@2. Nous avons donc un exemple oft I'action de P sur
le bord de Cauchy O.M n’est propre sur aucun ouvert.

5.4.4 Application de bord d’un plongement géométrique

Soient (M,@) = (M, M,wM) et (N,€) = (N,N,w") deux géométries de
Cartan modelées sur l'espace X. On suppose qu’il existe un plongement
géométrique f : (M, €) — (N, €’). On le remonte en un plongement de fibrés
f: M — N satisfaisant f*w™ = wM™. Cette application

fﬁ (M,dM)—> (N,dN)

est 1-lipschitzienne, donc va s’étendre en une application 1-lipschitzienne,
renotée f, entre les complétés de Cauchy (M., dyy) et (N, dy). La restriction
de f 4 0.M donne une application de bord 1-lipschitzienne

8f - 9,M — N..

On va étre plus particulierement intéressé par le sous-ensemble de .M (po-
tentiellement vide) qui est envoyé sur N C N, par Of.

Définition 5.11 (Ensemble régulier du bord). L’ensemble régulier du bord
0:M est défini comme limage réciproque de N par Uapplication de bord Of.
On le note A.. Cet ensemble est P-invariant et [’'on note A. = A./P.

L’ensemble régulier possede un certain nombre de propriétés agréables
que nous résumons dans la proposition suivante :

Proposition 5.12. [Fri2c, Proposition 4.4] Soient (M,C) et (N,C) deux
géométries de Cartan modelées sur 'espace X. Soit f: (M,C) — (N,C') un
plongement géométrique. On suppose que f n’est pas surjectif. Alors :

a) L’ensemble réqulier A, est un ouvert non vide, sur lequel [’action de P est
libre et propre. En particulier ’espace A, U M C M, est séparé.
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b) Les applz'cationsf et (9f induisent des applications continues f : ALUM —

N etdf : Ao — O(f(M)), ou d(f(M)) désigne la frontiere de f(M) dans
N.

c) L’image Of(A.) contient tous les points accessibles de O(f(M)). En par-

ticulier Of (A.) est dense dans O(f(M)).

Rappelons que si U est un ouvert d’une variété M, et si QU désigne la

frontiere de cet ouvert, on dit que x € QU est un point accessible lorsqu’il
existe un chemin C' par morceaux « : [0,1] — M tel que a([0,1]) C U, et
a(l) =z

Quelques conséquences. —

Le point 1) de la proposition affirme que si une géométrie de Cartan (M, C)
n’est pas géométriquement maximale, alors il doit exister un ouvert non
vide du bord de Cauchy 0. M sur lequel I'action de P est libre et propre.
Nous avons vu a la fin de la section 5.4.3 que si M = I'\E"™ était une
variété euclidienne, avec I' # {id}, alors oM = '\ P, et en particulier
Paction de P sur d.M n’est libre en aucun point. On conclut qu’'une
telle variété est conformément maximale (dés que n > 3). De méme,
si M = I'\H" est une variété hyperbolique de volume fini, alors nous
avons vu que l'action de P sur d.M était minimale. Elle ne peut donc
étre propre sur aucun ouvert de d.M , et la proposition 5.12 entraine que
ces variétés sont conformément maximales. En fait, le lemme 5.10 et la
proposition 5.12 conduisent directement au théoreme 5.3.

Le point 3) de la proposition 5.12 nous apprend que pour un plongement
géométrique f : (M,€C) — (N, '), une partie dense du bord géométrique
“extrinseque” O(f(M)) est I'image par df d’une partie d’'un bord in-
trinseque 0.M. C’est pourquoi, on peut s’attendre a ce que les bords
géométriques d'une géométrie donnée dépendent finalement assez peu du
plongement qui sert a les définir.

Pour illustrer ce principe, considérons un cas tres simple, qui est celui de
I'espace euclidien E™. Nous allons montrer le point 2) du théoreme 2.10,
a savoir :

Si (N,h) est une variété riemannienne de dimension n > 3, et si f :
E™ — (N, h) est un plongement conforme non surjectif, alors la frontiére
O(f(E™)) est réduite a un point et (N, h) est conformément difféomorphe
a la sphére standard.

Nous avons déterminé le bord de Cauchy (conforme) 9.E™ en section 5.4.3.
Ce bord est réduit & un point v. Si f : E" — (N, h) est un plongement
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conforme strict, alors I’ensemble régulier A, est un ouvert non vide de ce
point par la proposition 5.12. On obtient A. = {v}, et f induit

of - {v} — (N, h)

avec la propriété que 0 f (v) est dense dans O(f(E™)) (troisieme point de la
proposition 5.12). On conclut que la frontiere J(f(E")) est réduite a un
point, et (N, h) doit étre conformément équivalente a la sphere standard
S™. Ce résultat n’est pas nouveau, et peut par exemple se déduire di-
rectement du théoreme 5.5. Mais la preuve ci-dessus est particulierement
élémentaire, et surtout, elle donne immédiatement des énoncés analogues
pour des plongements C'R du groupe de Heisenberg (ou de ses analogues
quaternioniens). Le théoreme plus général 5.7 s’obtient a partir des mémes
idées.
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