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(...) si l'hunanité a manìfesté auîant de réticences à accepter que les tâches
cêrébrales sont des choses calculables, cela tient ò notre conception du calcul Le
problème est que nous ramenons tout à ce que nous connaissons, touiours et
ínévitablement. Même les imagìnations les plus vives sont brides par I'habitude,(...)
Ainsi dans notre esprit, afi,rmer que quelque chose est calculable revìent à dìre
qu'on obtient le résultat en utilisaht les types de calculs que nous connaissons:
I'addition, lo multiplication, la résolution d'équations, Ie calcul différentiel et
intégral, etc...(...) Nous allons voír qu'il est possible de parvenir ò la solution de
eertains problèmes par un mode de calcul, radicalement dilférent du précédent: Ie
calcul collectiÍ.
Et le calcul biologíque, quí repose sur une assemblée de neurones convenablement
conneclës, est, de loule évidence, un calcul collectif,

GODAUX E., (1990), Cent milliards de neurones, pp. 165-166, Belin.
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CHAPITRE AT

LE POINT DE VUE DES ACTEURS SUR LA FORMATION

Nous recensons les besoins exprimés par la société, pour en dégager les
élémens dominants, en ce qui concerne laformation des enseignants du
premier degré, ò travers les texÍes d orientation et les dispositifs mß en place.
Nous faisons de même en ce qui concerne les besoins exprímés par les
fonnés. Izs poinrs de vue exprimés par les formateurs, à partir d' entretiens et
de textes sur laformøtion écrits par ces derniers, nous permettent de voir
quelles sont les diverses réponses apportées pour satisfaire les besoins des

formés. L'examen des stratégies différentes adoptées par lesformaîeurs, ainsi
que les trcvaw de thèse récents réalisés en Dídactíquc des Mathématiques à
propos de laformation des ínstituteurs, nous atnènent alors àpréciser le point
de vrc adopté pour le trøtail envisagé.

1. INTRODUCTIoN

Le problème de la formation des enseignants, entre autres celle des enseignants du

premier degré, est un problème récurrent. La multiplication des plans de formation depuis

une vingtaine d'années, I'existence de cursus de fo¡mation parallèles et de lieux de

formation institutionnels, ayant une certaine autonomie de défînition de leurs propres

contenus, sont là pour en témoigner.

En particulier, cette question est revenue sur le devant de la scène avec acuité ces

dernières années, avec la création des IUFM et les polémiques que cette création a

provoquées. La nécessité de ce type d'institution de formation des maîtres a été même

contestée et on a pu voir des programmes d'organisations politiques proposer la

disparition des IUFM au profit d'une formation su¡ le terrain managée par les inspecteurs

de l'enseignement public. Cependant la nécessité d'une formation pour les futurs

enseignants ne semble remise en cause par personne actuellement.

La formation des instituteurs, devenue depuis peu formation des professeurs d'écoles est

largement opaque culturellement depuis plusieurs années, non seulement pour la société,

mais aussi pour les acteurs du système d'enseignement que sont les enseignants eux-

mêmes. La création des IUFM a cependant connibué à ce que soit posé de nouveau de

manière publique le problème de la formation des enseignants.
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On entend souvent dire que I'institution de formation permet d'agir sur le système

éducatif, et c'est sans doute pour cela qu'eiie apparaît comme un enjeu politique

d'imponance. L'institution de formation est alors imaginée comme un vase clos qui va

former I'étudiant selon une logique qui lui est propre. L'étudiant ainsi formé arrive par la

suite dans I'institution Ecole et commence à agir sur elle dans le sens du souhait exprimé

par les formateurs, eux-mêmes traduisant au mieux les "besoins" exprimés par la société.

Mais inversement, combien de fois a-t-on entendu des instituteurs "frais émoulus", au

sonir de cette institution particulière qui est celle de formation, avant d'entrer dans leur

nouvelle fonction, dire que ce qui leur avait été appris ne servait à rien, les savoirs

enseignés étant coupés de la réalité et ne répondant pas aux "besoins" ressentis par les

étudiants eux-mêmes.

l,es besoins en savoir, qui doivent être satisfaits pour le futur métier de professeur des

écoles sont ainsi au centre des préoccupations des acteurs de la formation. C'est donc

autour du terme de "besoin" que nous allons dans un premier temps mener notre enquête,

"besoin" étant pris dans son acception courante.

Nous le ferons dans trois directions complémentaires : les besoins exprimés par la

société, les besoins exprimés par les formés et les réponses fournies par les formateurs.

2. LES BESOINS EXPRIMÉS PAR LA SOCIÉTÉ EN MATIÈRE DE

FORMATION INITIALE DES PROFBSSEURS D'ÉCOLE

2.L. Les orientations à travers les textes officiels

Nous effectuons un premier batayage à Eavers les textes ofñciels parus récemment qui

nous peÍnettront d'identifier cenains besoins exprimés par la société ainsi que cenaines

réponscs qui sont données ù travers les nouveaux dispositifs de formation proposés'

Nous nous intéressons dans un premier temps au "rapport Bancel"l, qui a servi de

support à la défmition de la nouvelle formadon dans les ruFM, et à une note de service2

tl¡rnnant des indications au niveau national sur la formation. Ce dcrnic¡ texte définit les

modalités du concours situé à présent en milieu de formadon, ce qui détermine un certain

nombre de conEaintes pour la première année.

Dans le chapitre I, le rapport Bancel énonce les compétences professionnelles à faire

acquérir et les contenus à enseigner qu'il regroupe sous trois rubriques :

l. Rapport Bancel, 1989, Créer une nouvelle dynamique de la formation des maîtres, Ministère de

l'éducation nationale.

2. Note de seruice no92-069 da27 Janvier 1992 publié au BO n" 5 du 30 Janvier 1992.11 y a eu rès peu

de textes nationaux concernant la formation, l'øgument avancé étant de laisser aux différents IUFM le

soin de définir eux-mêmes leurs propres plans de formaúon.
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- des connaissances liées à l'identité des disciplines,

- des connaissances relatives à la gestion des apprentissages,

- des connaissances relatives au système éducatif.

La première rubrique désigne ce que sont les domaines liés à une discipline :

<(...) I'histoire et l'épistémologie de la discipline, les conditions de sa genèse,

I'histoire de l'élaboration de ses méthodes, les ruptures épistémologiques qui ont
marqué son histoire, ses retombées dans la vie sociale, technologique et

indusEielle et enfin ses applications.)

A côté de ces aspects historico-épistémologiques, le texte insiste dans la deuxième

rubrique sur le fait que :

<cette formation (,,.) devra être complétée par une connaissance des conditions

d'élaboration et de construction du sdvoir scolaire pour permettre à I'enseignant

d'opérer une confrontation entre le savoir à enseigner aux différents
niveaux de la scolarité et le savoir académique3. Ce travail est

indispensable pour préparer le futur maître à enseigner et non plus seulement à

connaître sa discipline. Cette formation nécessite une analyse attentive des

représentations que les élèves ont des savoirs, une réflexion sur les obstacles de

nature épistémologique ou didactique qui peuvent se présenter en cours

d'apprentissage (...)>

læs savoirs disciplinaires sont considérés cornme non suffisants. Le rapport affirme donc

la nécessité d'autres savoirs et les considère comme indispensables pour une formation

dans le cad¡e des disciplines. Si le savoir à enseigner se réfère sans doute aux

programmes tels qu'ils sont explicités dans les instructions officielles, nous pouvons

remarquer que le rédacteur ne définit pas ce qu'il entend par "savoir académique".

Dans le chapire II intitulé "Comment a¡ticuler connaissances pratiques et connaissances

théoriques pour construire des compétences professionnelles", le rapport précise :

<<Au cours de sa formation, le futur enseignant doit transformer les connaissances

qu'il acquiert en compétences à mettre en æuvre sur le terrain, dans les classes et

les établissements scolaires. D'où la nécessité de parvenir à une interaction
ha¡monieuse et continue entre tous les types de formation, pratiques, théoriques,

qu'il reçoit. Ces différents apprentissages devront donc s'effectuer de

façon simultanée4. Cene articulation exclut, par conséquent, la possibilité de

validations distinctes et effectuées à un an d'intervalle pow la formation pratique et

la formation théorique.>>

Il est donc envisagé un rapport dialectique entre l'acquisition de différents types de

connaissances concemant aussi bien la discipline, la didactique de la discipline ou la mise

en pratique sur le te¡rain. Pour l'auteu¡ du rappon, il s'agit d'une véritable tra'nsþrmatíon

3. C'est nous qui soulignons.

4. C'est nous qui soulignons.
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des connaissances à fzire acquérir aux futurs enseignants. Rien ne vient préciser

cependant comment peut se réaliser cette transformation.

2.2. Parmi les nouveaux dispositifs : un concours en cours de
formation

Trois changements importants par rapport à la structure école normale existant

antérieu¡ement marquent la mise en place des IIIFM: le statut universitaire des IUFM, la

rédaction d'un mémoire en deuxième année de formation et la mise en place d'un

concours à la frn de Ia première année de formation .

Le changement de statut ne joue pas un ¡ôle déterminant dans I'immédiat. En effet la

transformation des écoles normales en instituts universitaires se Faduit par la parricipation

accrue d'enseignants issus de I'université, mais on peut noter d'une part que leur

participation n'est pas nouvelles et d'auue part que l'encadrement de la formation des

professeurs d'école va être dans sa quasi-totalité assuré par les anciens professeurs

d'école normale.

Le mémoire est une structure de formation tout à fait nouvelle qui soulève un certain

nombre d'interrogations. Le mémoire est décrit à I'intérieur d\¡n texte6 consacré an

contenu et à la validation de la formation dans les IUFM. Peu d'indicationsT sont données

sur les orientations concernant le mémoi¡e. Ce texte est en attente de directives et de

contenus. Nous interprétons cela comme un indice de la difficulté soulevée par la

définition d'une formation professionnelle.

5. Elle était même prévue de manière instifutionnelle dans la formation en 3 ans (de 1979 à 1986)

formation pendânt laquelle les élèves-instituteurs devaient préparer un DEUG "insútuteur".

6. Contenu et validation des formations organisées par les instituts universitaires de formation des

maît¡es, Circulaire du 2 Juillet 1991, BO n" 27 du ll Juillet 1991. Ce texte précise les modalités de
définition des contenns d'enseignemenfs, les principes généraux de la formation, l'architecmre globale, de
la formation, la formation des enseignants du premier degré, la formation des enseignan¡s du second deg¡é

et enfin les objectifs et les modalités de la validation de la formation. C'est à I'intérieur de ce demier point
qu'est abordé le mémoire comme éant I'une des rois modalités d'évaluation, les deux autres ayant poùr

support le stage en responsabilite et les modulas d'enseignement.
7. I: partie consacrée au mémoire lui-même est formée de quelques lignes dont nous extrayons celles qui
nous paraissent significatives:
<Il s'appuie sur I'analyse des pratiques professionnelles, renconrées en paticulier lors du stage en
responsabilité, et doit permettre de vérifier les capacités du professeur stagiaire à
- identifier un problème ou une question concemant ces pratiques,

- analyser ce problème et proposer des pistes de réflexion ou d'action se réfórant aux travaux existants

dans ce domaine.

Il ne doit pas constituer une simple narration d'un travail personnel sans analyse et réflexion critique, ni
être une réflexion théorique extérieure à l'ex$rience du professeur søgiaire.(....)
La soutenance individuelle du mémoire doit pefmetEe de vérifier I'implication du stagiaire dans ce fiavail
et de mesurer ses capacités d'argumentaûon.o
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Enfin le dispositif du concours soulève le rappon enre les connaissances disciplinaires et

d'autres types de connaissances, En paniculier la nature de l'épreuve de mathématiques

est pow nous révélatrice d'une interrogation sur les contenus disciplinaires.

2,2,1. Le concours comme variable de commande dans le système
éducatif

un débat enre les membres de la commission réunie autour du recteur Bancel et dont on
peut trouver la trace dans son rapport, a porté sur I' altemative suivante : un recn¡tement

des futurs professeurs d'école immédiatement après la licence oq un recrutement après

une première année de formation professionnelle. Les arguments avancés pour la défense

de la première proposition étaient une garantie de cohérence et de continuité de la
formation professionnelle, ainsi que de meilleures conditions psychologiques de travail
pour les étudiants libérés de la contrainte du concours. Par contre, Ies éléments négatifs

avancés portaient sur le fait que :

<le recrutement ne pourrait se faire que sur des critères académiques. Il s'agirait
d'une reconduction des défauts de la situation actuelle, défauts maintes fois
dénoncés>.

La seconde proposition qui a la préférence du rapporteur et qui sera retenue par le
ministère,

<<permet d'envisager un concours de recrutement comportant des critères
d'appréciation des compétences professionnelles que le candidat aurait à acquérir
(...)Les épreuves portant sur des connaissances scientifiques devront être
complétées par des épreuves permettanr d'apprécier différents types de
connaissances du système éducatif.>

Outre des considé¡ations sur I'intérêt d'avoi¡ un concours pour recruter directement, via
la liste complémentaire, un certain nombre d'enseignants qui seraient mis directement sur

le terrain, ce choix :

(pourrait, à moyen terme être à I'origine d'une évolution progressive des
formations universitaires de premier cycle et de licence, en les plaçant devant la
nécessité de mieux prendre en compte les besoins du métier d'enseignant.>

Le concours est donc considéré comme un levier pour faire intervenir dans la formation
professionnelle des compétences didactiques et professionnelles qu'il reste à définir.
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2.2.2. La nature du concours' révélateur d'une interrogation sur les

contenus disciplinaires

Les instructions relatives à la mise en place du concours, teviennent de fait à ne pas

envisager de curriculum national explicite pour la formation des futurs professeurs des

écoles :

<<les épreuves du concours ont pour objectif d'apprécier I'aptitude des candidats à
mobiliser et à explo¡ter les connaissances nécessaires à l'enseignement
à l'école primaire sans exiger d'eux une connaissance approfondie
de tel ou iel sujet précis dañs la discipline considérée8. C'est pourquoi
le choix a été fait de ne pas arrêter de liste nominative de sujets pour les épreuves

disciplinaires de ces concours.)>

Notons que, nulle part, on ne trouve de précision sur les connaissànces nécessaires pour

enseigner dans le primaire : celles-ci sont iaissées à I'appréciation des formateurs dans le

cad¡e des différents IUFM où ils exercent.

Bien que le rapport Bancel parle de rapport dialectique entre divers types de

connaissances, la nature même de.l'épreuve du concours séparé en deux parties, I'une

appelée panie mathématique et I'autre panie appelée professionnelle souligne la difficulté

à trouver une articulation entre ces types de connaissances qui apparaissent de nature

distincte. En effet la note relative évoquée plus haut9, bien qu'indiquant que le deuxième

volet doit "être mis en relation avec le premier chaque fois que c'est possible", signale

que

<.le candidat doit faire la preuve qu'au-delà de la maîtrise des connaissances et

compétences nécessaires pour enseigner à des élèves d'école primaire dans la

discipline considérée (...), il a réfléchi aux problèmes spécifiques que pose aux

enfants I'apprentissage de notions et d'éléments de méthodes propres à cette

discipline (.. .).>

Il est à noter d'ailleurs qu'il est à présent question de définir un plogr¿rmme de contenus

mathematiques en vue du concouls, c'est du moins un souhait de la DOESlO .

Cette difficulté n'est pas nouvelle comme on peut le voir dans I'analyse des plans de

formation rédigés depuis la création institutionnelle des école normales, analyse qui figure

dans I'annexe Ala. En eftet nous pouvons constater que la place des contenus

disciplinaires a fortement varié. Fortement hégémoniques dans les plans de formation de

8. C'est nous qui soulignòns.

9. Note de sorvice du 30 Janvier 1992 déjà citée'

10. Direction Gónérale de I'Enseignement Supérieur: une demande de proposiúons de programmes

mathématiques a été formulée auprès de la COPIRELEM (commission Permanente des IREM suI

I'Enseignement (et la formarion à I'enseignement) fin 1993. celle-ci a rédigé en mars 1994 une

proposition de texe, définissant les principes et conienus dc la formation initiale en mathématiques des

futurs professeun d'école.
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1877 et 1923, absents dans la formation de 1945, les contenus devinrent très ambitieux

dans les plans de 196911, 1979 et 1986, pour ne plus être spécifîés nationalemenr,

comme nous venons de le rappeler, pour les concours à partir de 1992. Par conre,

l'aspect professionnel de la formation était nettement souligné dans la formation de 1905,

puis dans la formation de 1945 et s'est affirmé aussi progressivement dans les plans

suivants.

L'examen des plans de formation antérieurs et des textes officiels officiels actuels nous

montre la difñculté persistante et récurrente pour définir une formation professionnelle,

pour préciser notamment ce que représente la formation disciplinaire des futurs

professeurs d'école.

Ainsi nous pouvons noter par exemple I'opposition entre la recommandation du rapport

Bancel demandant une gestion simultanée des différents apprentissages et la séparation

manifeste au niveau du concours de la partie concemant les enseignements disciplinaires

et de celle relative à la gestion des apprentissages.

3. LES BESOINS EXPRIMÉS PAR LES FORMÉS

Nous avons effectué, avec des étudiants entrant en formation, un pré-entretien dont

I'ambition était de cerner quelles étaient leurs attentes et leurs besoins. Des réponses très

vagues - du type : "on a besoin que I'on nous apprenne le métier auquel nous nous

destinons" - nous ont rapidement convaincus que nous n'obtiendrions que peu

d'informations en les questionnant à ce moment-là de la formation. C'est pourquoi il
nous a semblé par la suite qu'il était plus intéressant de les interroger en cours, voire en

fin de formation. Nous avons ainsi profité de la présence d'étudiants inscrits à I'atelier

mémoirel2 organisé à I'IUFM de Grenoble pour leur poser quelques questions,

notamment les suivantes :

I - Quelles sont les études que vous avez suivies avant I'enrée à I'IUFM ?

2 - Vous avez suivi un cours l'année dernière : quels sont les éléments que vous
avez appris que vous ne saviez pas déjà :

- au niveau des contenus disciplinaires ?

- au niveau des contenus didactiques ?

3 - Pour vous que représente I'activité mémoire ?

1 1. Le programme de 1969 comportait en autres deux paragraphes intitulés algèbre et algèbre linéaire, où

I'on trouvait par exemple les no[ions suivantes: "Groupe opérant sur un ensemble; groupes ordonnés;

groupes cycliques; générateurs dun groupe" ou encore "Espace vectoriel de dimension finie. Base. Sous-

espace. Application linéaire, mat¡ices, exemples de calcul sur les n x p matrices notamment çnur n I 3 et

ps3."
12. Il s'agit de quate étudiants pendant I'année 1992-93 et de quaue étudiants pendant I'année 1993-94.

Chaque fois, il s'agissait d'étudiants qui avaient pris comme sujet de mémoire, un sujet âyant trait aux

décimaux ou aux fractions. Il en résulte que la question 2 porte sur les contenus relatifs à ces notions.
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Nous avons profité aussi de nos visites pendant le stage en responsabilité de stagiairesl3

qui n'avaient pas suivi la formation en IUFM la première année, ayant été reçus comme

candidats extérieurs au concours. Nous leur demandions quels besoins ils ressentaient

poru pouvoi¡ enseigner les notions souhaitées.

Nous donnons les principales conclusions que nous avons tirées de ces divers entretiens.

3.1. Une expression peu délimitée et peu stable des besoins en

mathématiques

Un des éléments qui joue un rôle important pour i'étudiant en formation, c'est qu'il a déjà

suivi, comme tout citoyen, les enseignements de l'école et du collège. Il a donc déjà

rencontré les savoirs qu'il va devoir enseigner, puisqu'en général il est encore jeune

étudiant.

Nous distinguons ainsi deux cas de figures :

* Soit il n'a pas eu de problèmes avec ces savoirs et il lui semble a priori qu'il ne lui est

paS nécessaire d'étudier à nouveau des contenus relatifs à ces savoirs. Ainsi deux

étudiantes représentatives de cette ca¡égorie, ayant obtenu une licence de physique après

avoir fait Terminale C et un DEUG A, nous déclaraient, après la première année de

formation:

<<nous n'avons pas ressenti le besoin de conlenus disciplinaires nouveaux. Nous

aurions souhaité qu'on nous parle plus de la pédagogie, de la didactique, parce que

c'est un domaine que l'on ne connaît pas, où nous avons des manquesr donc

des besoins. >>

Nous voyons à travers cette déciaration que la notion de besoin est liée à la pelception

d'un manque, d'une ignorance. Il est clair que, lorsque les étudiants arrivent dans un

centre de formation, c'est le futur métier qui est I'inconnu et c'est sur ces aspects là que

l'expression de leurs besoins va être centrée.

Nous retrouvons ce point de vue chez des étudian¡s déclarant ne pas avoir eu de

problèmes avec les mathématiques dans le second degré et ayant suivi par la suite des

études à caractère plutôt littéraire : une opinion ainsi largement répandue est que les

enseignements suivis au collège, voire au lycée en mathématiques sont suffisants pour

pouvoir enseigner au niveau primaire et qu'en définitive, il ne s'agit que d'une affaire de

mise en forme, d'apprêt didactique.
* Soit le formé a eu des problèmes au cours de sa scolarité. SeS derniers "mauvais"

souvenirs portent sur les mathématiques fenconfrés au collège et peut-être au lycée. Il

pense être "nul" dans cette discipline et incapable d'apprendre des contenus de ce type.

13. Il s'agit ici de deux søgiaires qui devaient enseigner au CMl ou au CM2, la pârtie du programme

portant sur les décimaux et les fractions.
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Aussi ses besoins exprimés vont consister en une demande de savoir-faire pour enseigner

telle ou telle notion mathématique afin, dit-il, de ne pas faire "d'erreur d'enseignement,',

de "ne pas dire de bêtises".

Ainsi, dans un cas cornme dans I'aure, il n'y a pas d'emblée une expression affirmée de

la part des étudiants d'une acquisition de contenus précis dans cette discipline.

En général, c'est le travail sur les "erreurs" des élèves qui les a le plus intéressés,

notamment le fait que les erreurs puissent persister longtemps :

<(nous, au niveau du module des décimaux, on avait essentiellement vu les
différents types d'erreurs que faisaient les enfants et on s'était donc aperçu que
lorsqu'on faisait les sondages en CM, sixième, quatrième et jusqu'en seconde, il
y avait des erreurs. C'est pour ça qu'on s'est intéressé un peu à ce sujet parce que,
quand on pense qu'on commence à enseigner les décimaux en CM et qu'on voit
qu'en seconde il y a encore des eneurs, c'est qu'il y a un vrai problème.>

Leu¡ demande va porter principalement, comme en début de formation sur la façon

dTntroduire une notion :

<<moi, ce que j'aurais aimé voir, c'est comment approcher les décimaux, la
première approche. On avait vu qu'il y avait plusieurs entrées. Comment gérer tout
ça? Pareil, comment aborder les rationnels? Ça, on n'a pas du tout vu. Nous et la
majorité du groupe, c'est ce que I'on demande : comment entrer dans une nouvelle
notion, par quels moyens ?>

L'expression des besoins des formés n'est pas une donnée stable. Ainsi, si nous

examinons un questionnaùe donné en première année après un test initiall4, qui mettait en

évidence un certain nomb¡e de difficultés su¡ des notions numériques que les étudiants

auront à enseigner, nous avons pu noter :

- une forte demande de "réactualisation" des connaissances, de "révision" des définitions,

autrement dit un souhait de uavailler sur des contenus mathématiques,

- une faible demande sur la façon dont ces notions sont abordées à l'école élémentaire,

- un certain nombre de non-réponses, traduisant la plupart du temps le fait que les

étudiants n'arrivent pas à définir clairement leurs besoins.

Face à une ignorance dont ils ne mesuraient pas I'ampleur, leurs besoins décla¡és se sont

déplacés ve¡s des objets de savoir mathématique, principalement à rravers la demande

d'un cours compo¡tant des définitions, des propriétés bien spécifiées, etc...

14. Nous reviendrons plus longuement sur l'analyse de ce test dans le chapitre 84. Le texte du
questionnaire figure en annexe B4b.
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3.2. Le recours aux "livrestt comme réponse aux besoins
professionnels

Mais au fait, de quoi a besoin l'enseignant qui débute lorsqu'il doit enseigner un contenu

qu'il connaît mal ?

Ce sont vers les livres de classe (manuels de l'élève et livres du maître) qu'il va se tourner

comme en témoigne cette étudiante, qui, recrutée sur concours di¡ectement en deuxième

année de formation, estimait avoir reçu peu de formation dans le domaine mathématique

qu'elle devait aborder avec ses élèves au moment de son stage en responsabilité :

<<moi, sans les liwes, je ne peux pas me débrouiller' Dans toutes les démarches

que j'ai prises, j'ai suivi scrupuleusement aussi bien les consignes que ce que I'on

disait dans le livre du maître, parce quej'ai tellement peur de dire une bêtise, de les

induire dans un raisonnement faux et qu'ils se fassent de mauvaises

représentations. Je reste vraiment collée au livre, je n'ai pas de marge de

manceuvre en mathématiques, mais aussi bien pour les fractions que pour un

exercice de logique ou que pour aufe chose'))

En résumé, les attentes professionnelles des formés en mathématiques sont des attentes

diffuses concernant des objets de savoir seruant à enseigner. Leurs besoins sont peu

délimités et vont va¡ier en fonction des activités qui leur sont proposées dans le cad¡e de

la formation. Ils demandent principalement qu'on leur enseigne comment on doit

enseigner telle ou telle notion mathématique.

Un questionnement extérieur n'apporte que peu de renseignements poul saisir leurs

besoins professionnels en mathématiques.

Face à ces besoins très généraux concernant la prise en main directe de la classe que les

enseignants débutants satisfont en allant chercher des solutions dans les livres de classe,

quelles sont les réponses apportées par des formateu¡s?

4. LA FORMATION EN MATHÉMATIQUES : UNE SPÉCIFICATION

DIFFICILE

Pour recueillir des informations relatives aux points de vue exprimés par les formateurs,

nuus tìous st mlìtes entrctenu avec dix d'cntrc cuxl5 comme représentants des différentes

15, Quaue universiøires: l'un nouvel enseignant en formation des professeurs d'école (PE), une

enseignante en formaûon des professeurs des lycees et collèges (PLC), mais éfant intervenue dans les

formations en ecole normale comme universilaire, une enseignante ayânt son service à la fois auprès des

PLC et des PE, un universitaire n'intervenan! pas directement dans un IUFM, mais ayant participé aux

différenß jurys de recrutement des PE.

QuaEe anciens professeurs d'école normale (PEN), folmateùrs à plein temps auprès des PE, dont I'un a

participe aux discussions ayanf conduit au "rapport Bancel" et un auEe imptiqué dans des recherches en

didactique des mathématiques.
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"catégories" intervenant à un titre ou à un autre dans la formation (anciens professeurs

d'école normale, universitaires, instituteur maître-formateur).

Nous leur posions en début dbntretien les questions suivantes :

1- La création des ITIFM entraîne-t-elle, à votre avis, des modifîcations dans la
formation des PE ?

2 - Quel rôle joue le concows situé au milieu de la formation ?

3 - A votre avis, quel intérêt présente le mémoire pour les futurs PE ?

4 - Avez-vous un avis sur la façon dont on peut répondre aux besoins des futurs
enseignants ?

Suivant les formateurs, nous leur demandions de préciser quel rôle spécifique pouvait
jouer la "catégorie" à laquelle ils appaniennent .

Les trois premières questions portant sur les changements intervenus dans la formation

des instituteurs suscitèrent beaucoup de réactions, puisque c'était un sujet d'actualité au

moment où nous avons fait les entretiens. La dernière, très "ouverte", sollicitait le point

de vue des formateurs sur la question des besoins. Nous complétons I'analyse de ces

interviews par I'examen de quelques textes, écrits récemment à propos de la formation

par des formateurs, pour en tirer quelques lignes de fo¡ce sur le point de vue des

formateurs.

4.1. La difficulté de répondre aux besoins des formés

A la quatrième question de I'interview, voici les propos tenus par une universitaire qui a

été formatrice dans des écoles normales il y a déjà quelques années, propos qui reflètent

I'opinion dominante chez les formateurs que nous avons rencontrés :

<au départ, ils fles formés] vont te donne¡ leurs besoins, mais ce n'est pas sur
ces beso¡ns là que tu vas fonder ta formation16. Par exemple, ils vont te
dire : "Ah, j'ai besoin de savoir comment on enseigne les décimaux en CMI ou en
CM2, par quoi je dois commencer ?" c'est-à-dire des questions très liées à leur
pratique professionnelle quotidienne et c'est bien évident que le formateur ne va
pas apporter directement des éléments de formation là-dessus.>

Les formateurs sont conscients de cette demande que nous avons signalée dans le

paragraphe précédent, demande peu délimitée à laquelle ils pensent ne pas pouvoir

répondre directement.

Cene formatrice ajoutait que le premier besoin qu'elle ressentait, c'était de changer la

relation aux mathématiques de la plupart des étudiants :

Deux instituteu¡s maître-formateurs (lMF): I'IMF reçoit les étudiants au cours de stages et est amené à

interveni¡ de manière ponctuelle au cours de la formation donné€ dans les IUFM.
16. C'est nous qui soulignons.
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<notre problème, c'était que ces élèves de l'école normale étaient issus plutôt de

sections littéraùes. Ils avaient un certain rappon aux mathématiques, même de type

affectif, qui était assez négatif. Le premier besoin, c'était de supprimer un petit peu

ce blocage qu'ils pouvaient avoir par rapport aux mathématiques : soit un refus
d'en faire, soit une anxiété, soit I'idée qu'on ne pouvait pas avoir accès aux maths

parce que c'était rop dur."

AuEement dit, nous avons ici I'explicitation d'un besoin qui n'est pas mis directement en

rapport avec un besoin professionnel. On note d'ailleurs, dans plusieurs IUFM, des

modules intitulés "réconciliation" dont l'objectif est de modifier l'image des

mathématiques que peuvent avoir les étudiants.

4.2. Des points de
disciplinaires

vue divergents sur les contenus

Mais justement quels vont être les éléments de formation proposés par les formateurs ?

Nous pouvons remarquer que les points de vue expimés sur les besoins sont nettement

dillérents. I)onnons tout d'abord, pour illustrer ce contraste, et à titre d'exemple, les

réponses à la question de notre interview portant sur les besoins des formés, de deux

formateurslT appartenant à des catégories différentes: leurs deux points de vue peuvent

être considérés comme extrêmes sur la nécessité de travailler sur des contenus

disciplinaires dans le cadre officiel de la formation.

4.2.1. Le point de vue d'un instituteur mâître-formâteur

On note une position rès afhrmée (voir annexe Alb) : les besoins des futurs professeurs

d'école ne portent pas sur des contenus disciplinaires :

<ils n'ont pas tellement besoin d'un apport disciplinai¡e, ils ont beaucoup plus

besoin d'un apport sur le plan de la formation professionnelle' Maintenant l'apport

disciplinaire, c'est wai que souvent, ils sont spécialisés dans un domaine et c'est

wai qu'ils ont besoin de se remettre à niveau.>

Le terme de mise à niveau revient plusieurs fois dans le discours, car les étudiants doivent

avoir un niveau nettement supérieur à celui qui est enseigné à l'école primaire.

L'acquisition dc contcnus qui leur manqueraient évenluellement doit se faire par auto-

formation, compte tenu de leur niveau de recrutement.

<la remise à niveau pourrait presque se faire toule seule. Il suffirait qu'il y ait un

moment où il y ait une évaluation et qu'ils prennent conscience de leurs manques.

On leur foumirait une certaine bibliographie et ils travailleraient tout seuis pour se

former dans les disciplines.>

17. Il s'agit d'un instituteur maître-formateur (lMF) et d'un membre de I'enseignement supérieur

récemment nommé dans un IUFM.
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Cette idée de formation par les livres qui seraient foumis aux étudiants, est suffisamment

forte pour que ce formateur revienne plusieurs fois sur la question, en précisant que dans

le cas où les étudiants sont "débrouillés" mais ont des p¡oblèmes au niveau des contenus,

il leur fournit par exemple ERMELIS. Cependant, pour les étudiants qui ont vraiment des

problèmes de contenu, il les invite à fai¡e les activités que lui-même propose à ses propres

élèves. Il pense qu'avec ces étudiants, il ne faut pas faire de formalisations excessives,

mais s'intéresser aux procédures qu'ils mettent en æuvre pour résoudre un problème,

procédures proches de celles des enfants. Ce n'est qu'à la fin de la formation qu'il y

aurait des interventions de type universitaire pour <formaliser les choses>, les <intégrer

dans un ensemble de savoirs plus vastes>.

En contrepoint de l'affirmation du fait que les futurs professeurs n'ont pas besoin

d'apports disciplinaires directs, on trouve l'affirmation que les besoins sont :

<des besoins de relation, de communication, de savoir-faire et d'expérience.>>

Lbpposition entre la démarche du formateur IMF, qui part de la pratique pour aller ve¡s

la théorie, et celle des autres formateurs qui partent de la théorie pour aller vers la pratique

est soulignée avec force :

<<oui, mais d'abord, qu'ils fles étudiants] se cassent la figure, qu'ils voient les
enfants se casser la figure, qu'ils se posent la question : pourquoi ça ne marche pas

avec les enfants.>

D'où la proposition de faire faire un stage assez long en début de formation, pour que :

<les étudiants pointent, avec I'aide des IMF, leurs savoi¡s, leurs manques, etc... et
que cela soit pris en compte, que cela soit regroupé par les profs à I'IUFM.>

4.2.2. Le point de vue drun membre de I'enseignement supérieur

Nommé récemment dans un IUFM, ce formateur été amené à réaliser un enseignement en

direction des étudiants de première année (voir annexe A1c) :

L'accent est mis sur la nécessité de disposer de contenus mathématiques de niveau élevé :

c'est le terme de global qui revient souvent :

"oui, 
je pense déjà qu'un professeu¡ d'école, il ne peut pas se contenter de

connaître à ras le niveau du primaire. Il doit avoir une vue plus élevée qui lui
pennette d'avoir un point de vue global sur le genre de problèmes qu'il est en

train de faire développer à ses élèves.(...) S'il n'a pas une vision plus globale de

la situation, il peut ne pas savoir que ça amène au même résultat. C'est
extrêmement important. D'autre part, un professeur d'école, s'il a un niveau un

18. Collection de livres réalisee par une équipe de recherche de I'INRP, colle.tion issue de recherches

menées par cet organisme.
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peu plus élevé, cela iui permettra de préparer un peu mieux ses cours, d'avoir une

vue extrêmement rapide sur le contenu de ses cours et de ne pas se pencher sur

tous les exercices qu'il faut avoir fait.>

Le formateur va préciser le niveau de référence pour les contenus mathématiques, qui

d'après lui sont défînis par rapport au collège :

<X (il s'agit du directeur de I'IUFM, lui-même membre de l'enseignement

supérieur) a déjà voulu réforme¡ un petit peu depuis plusieurs années Ia formation,

redéfinir la formation. Il veut orienter sur des contenus mathématiques plus

fortsl9. Il pense que le niveau mathématique doit être plus fort. On parle toujours

de l'équivalent de la formation secondaire, donc on dit niveau troisième, niveau

cinquième, niveau sixième ou niveau seconde. La référence, c'est plutôt le collège.

Alors X préférerait que la référence soit plutôt la seconde.>>

Il pone un regard critique sur les anciens professeurs d'école normale, dont les exigences

du point de vue mathématique ne sont pas assez fo¡tes, comme le soulignait d'ailleurs le

directeur de I'IUFM et il précise :

<pour les formateurs c'est toujours le collège, mais pas la troisième, c'est plutôt la
quatrième ou la cinquième. Parfois, ils voudraient se limiter aux mots' au pied de

la lettre, du programme de I'école primaire, rien que cela peut-être avec des

développements un petit peu plus grands, par exemple en se limitant aux nombres

naturels, en étudiant un peu les décimaux.>

Les positions sont donc divergentes. Le formareur dont la position institutionnelle est

principalement dêtre enseignant de l'ecole élémentaire estime que I'instinrtion ne doit pas

prendre en charge directement la formation à des contenus disciplinaires. L'enseignant du

supérieur est partisan de contenus mathématiques plus "forts", reprochant aux autles

formateurs leur manque d'exigence en la matière.

4.3. Le concours, un révélateur des problèmes rencontrés

4.3.L. La désignation des contenus

La position par rappon au concours est un bon révélateur de ces différents points de vue.

L'IMF, dont nous avons développé le point de vue précédemment, â une position tout à

fait ranchée :

<ils préparent un concours, ce n'est pas de la formation professionnelle. (...) ils

laissent de côté tout ce qui est formation pratique. Ii [le concours] joue le rôle

inverse de celui qu'il dewaitjouer.>

Par contre la position du membre de I'enseignement supérieur est tout à fait différente :

19. Cbst nous qui soulignons.
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<<c'est bien que le concours soit placé là, ça permet de faire une formation, peut-
être d'améliorer le niveau mathématique. Le fait d'avoir un concou¡s, cela les
pousse à travailler, c'est un garde-fou aussi bien pour les étudiants que pour les
formateurs parôe que les formateurs ont tendance à rester dans leurs "savates",
dans leurs trucs traditionnels.>

L'existence d'un volet noté 12 points20, "permettant de juger des compétences du

candidat dans la discipline", va entralner la nécessité de définir des éléments susceptibles

d'être posés à l'épreuve. Comme le précise une formatrice, ex PEN21 :

<<donc maintenant, à cause du concours, il faut avoir des vrais problèmes
mathématiques à faire, parce que la construction des nombres, ça ne permet pas de
faire grand-chose. Donc là, ça fait glisser toute la partie savoirs mathématiques
indépendamment de l'école primaire sur fonctions numériques er proponionnalité
et puis des savoirs aussi de type géométrique - qu'on mette ou non de la pedagogie
- ça les fait glisser en première année pour avoir suffîsamment de matériaux pour
avoir des énoncés de concours.>>

L'interrogation principale est de ne pas codifier complètement ces contenus dès la
première année:

<on était déjà dans une dynamique de "regonfler" un peu la première année du
point de vue des maths. La difficulté, c'est de savoir jusqu'où va le consensus
parce qu'il ne faut pas que ce soit un carcan, il faut conserver une dynamique, une
possibilité de ne pas figer le concours sur le BEPC. n ne faut pas que ce soit
toujours les mêmes exercices qui ressortent.>

Pour les formateurs intervenant "directement" dans la formation, le concours entraîne

l'obligation de spécifier les contenus, spécification qui n'est pas simple à réaliser comme

il a été souligné.

4.3.2, La réponse à la demande institutionnelle d'une épreuve
professionnelle au concours

Il est intéressant de voir quelles sont les réponses à la demande institutionnelle (qui est

d'ailleurs controversée comme nous I'avons rappelé) d'une épreuve professionnelle pour

le concours de recrutement des professeurs d'école. En effet ce sont les formateurs qui, à

I'heure actuelle, font des propositions de sujet pour ce genre d'épreuve. Notons tout

20. Une note de service du 16111/94 amodilié les épreuves du concours. Le premier volet noté sur 12
points est maintenant constitué de deux parties: une première partie notée sur 8 points <permettånt

d'apprécier I'aptitude du candidat à maîtriser et à exploiter des connaissances concemant une ou plusieurs

notions relevant de lbnseignement des mathématiques à l'école primaire>, un deuxième partie notée sur 4
points qui consiste à <repérer les erreurs et les quaJités d'une production d'élève(...)>. Le deuxièms volet
toujours noté sur 8 points a pour objet I'analyse <des approches pédagogiques et des démarches
conespondanæs>(...). ffoir annexe Ald)
21. Professeur dÉcole Normale.
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d'abord que les termes mêmes utilisés pour désigner des deux volets varient selon les

académies. Le premier est appelé "partie à calactère disciplinaire", "partie théorique",

"partie scientifique", "paftie mathématique" ou encore tout simplement "premier volet".

læ second qui nous intéresse ici est, lui, appelé "pafie pédagogique", "partie didactique"'

ou "deuxième volet". Cela nous monFe que l'articulation entre ces deux parties n'est pas

complètement claire.

26 sujets22 sur 28 portent sur des activités de niveau cycle 3. Parmi ceux-ci 4 font

référence aussi à un cycle aure que le cycle 3. C'est-à-dire que le choix même du niveau

des activités indique que les contenus mathématiques sont considéfés comme importants

(il s'agit le plus souvent de contenus portant sur les multiples, la dívision, la divisibilité,

la proponionnalité, les décimaux), contenus qui, en généfal, posent ploblème aux futurs

candidats à Ce concours. Nombre de sujets demandent une analyse ou une ¡ésolution du

problème proposé23. La très grande majoriré des sujets comprend principalement des

questions sur les procédures possibles des élèves poul résoud¡e le problème, ce qui

rcvient ò fai¡e analysef par les candidats les connaissances mises en jeu du côté rle l'élève.

II est, d'autre part, tout à fait remarquable que, pour 14 sujets (sur 28)' le support

documentaire utilisé est un extrait de manuel de l'école élémentaire, pour 3 aures sujets il

s'agit de la revue Grand N24 et poul un autre d'un livre de la collection ERMEL. Cela

met en lumière que les manuels sont considérés cOmme importants en formatiOn des

maîtres.

Dans le même temps où le choix des sujets pour la deuxième partie fait référence aux

mathématiques et où on demande aux candidats de résoudre le problème proposé aux

élèves, il y a souvent un refus de poser des questions qui soient appalemment d'oldre

mathématique.

On peut citer à ce p¡opos les remous cIéés pal le sujet de Versailles 1992, où I'une des

deux panies de nature pédagogique2s com¡onait l¡ne question perçue çomme étant de

nature matlìématique.

II s'agissait d'un jeu proposé à l'école matelnelle, où les enfants sont amenés à gagner

des cartcs sur lesquelles figurent des demoiselles d'honneur et des gffçons d'honneur

afin de former le plus de couples possibles. Le nombre maximum de ca¡tes que pouvait

22. Annales 93. Concours exteme de recrutement des professeurs des écoles, COPIRELËM' LADIST et

IREM de Borde¿ux.

23. Ainsi par exemple le sujet de Nantes propose comme première question de résoudre le problème donné

dans une page d'un manuel de l'école élémentaire : il est question de déßrminer dans un certain contexte

(appeló les malheurs d'Alfred) un nombre connaissant les Iestes de la division de ce nombre par 5, 3, 2 et

aussi (de manière plus ambiguë) par 4, .

24. Revue destinée aux maîûes de l'école élémentaire, éditée par I'IREM de Grenoble.

25. tes candidas avaient le choix enEe I'un ou I'aut¡e des sujets concemant la pafie Édagogique.
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gagner un enfant était de 17. I-es questions posées (au demeurant élémentaires) étaient les

suivantes :

<Quel est le nombre maximum de demoiselles d'honneur qu'un enfant peut
gagner ?

Quel est le nombre maximum de couples qu'un enfant peut former à la fin du jeu?
Y a+-il un risque qu'un enfant commence par rendre une carte ?>>

Un formateur ayant proposé le sujet nous a décla¡é à propos des réactions de la plupart

des autres formateurs :

<je crois que le sujet les a horrifiés. Un phénomène de rejet : "c'est scandaleux"
(. ..)Alors en fait, il y a des gens qui ont contesté en disant "est-ce qu'on a le droit
de poser une question mathématique dans une partie pédagogique" (...) Par
ailleurs cette question d'ordre mathématique était une question pour vérifier qu'ils
avaient bien Iu la règle du jeu.>

Comme ce formateur le précise, la réponse à cette question correspondait à un besoin

mathématique permettant de comprendre plus aisément le problème.

Ce deuxième volet apparaît en fait comme faussement séparé du premier : il consiste en

partie à faire aussi des mathématiques, mais sans le dire explicitement, en vue de leur

enseignement à l'école élémentaire. Le rédacteur du nouveau texte ne s'y trompe pas

quand il affirme que le second volet <sera mis en relation avec le premier, chaque fois que

c'est possible>.

4.4. Les stratégies de formation en mathématiques

Nous allons conf¡onter les opinions de formateurs et de didacticiens à propos des

stratégies utilisées dans la formation des maîtres en mathématiques.

4.4.1. Une diversité de stratégies

D. Butlen, ancien professeur d'école normale, dans un document au tifre significatif,

"Quelle didactique en formation des maîtres"26 retrace dans un premier temps l'évolution

de I'enseignement qui, d'après lui, a eu lieu dans les écoles normales. Nous relevons

quelques exraits significatifs :

<il y a un peu plus d'une vingtaine d'années, disons trente ans, les professeurs
d'école normale considéraient que leur rôle était essentiellement de faire faire des

mathématiques à des personnes qui allaient les enseigner, et de faire le maximum
pour éìever leur niveau.>

26. Butlen D., 1993, Quelle didactique des mathématiques en formation des maît¡es, p.183 rn

COPIRELEM, Documents pour la formation des professeurs d'école en didactique des mathématiques,

tome 2, , IREM de Bordeaux.
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Il signale un partage des tâches en quelque sorte enEe le formateur d'école normale

chargés des contenus mathématiques et le maîEe d'application chargé des applications

pratiques et de la formation professionnelle proprement dite :

<malgré de nombreuses tentatives pour mieux adapter le niveau et le type de

mathématiques enseignées, il a fallu modifier cette conception :

- d'une part les "normaliens" avaient tendance à se désintéresser d'une formation

qui leur paraissait trop coupee des aspects professionnels du métier,

- d'autt" part, il n'apparaissait pas de corrélations évidentes entre les

connaissances mathématiques acquises et la capacité d'organiser efficacement un

enseignement dans les classes.>

Ainsi, D. Butlen dégage une conception qu'il appelle "pédagogiste" : à côté du souci

d'élever le niveau mattrématique des étudiants, le formateur va s'efforcer de présenter des

réalisations d'activités faites en classe, de les comparer et en même temps de présenter

des activités qui soient relativement proches de celles qui pourraient êre faites avec des

élèves de I'enseignement élémentai¡e :

<il y a quelques années s'est fait jour une nouvelle évolution' Des PEN

s,aperçoivent qu'ils obdennent des résultats satisfaisants concernant un relatif
changément des conceptions sur les mathématiques, mais que cela ne se traduit pas

dansles pratiques. Ils prennent conscience en même temps du développement des

recherches en didactique.>

Il signale que certains d'entre eux - il fait partie de ceux-ci - vont par la suite essayer

d'intégrer dans leur enseignement les résultats de certains travaux en didactique des

mathématiques2T et en particulier les notions développées par ceux-ci :

<cette évolution est loin d'êEe achevée mais elle est indéniable et symptomatique

des besoins ressentis par les formateurs.(...)
Nous faisons I'hypothèse qu'il I un enseignement de la didactique] répond' de

manière relativement efficìce,-à des besoins ressentis par les formés28'>

tr signale que cette évolution n'est pas le lot de tous les ex-PEN, <<ceilains restant au stade

précédent, d'autres s'appuyant sur I'axe de la communication'>'

A. Kuzniak (1994) met, lui aussi, en évidence la diversité des stratégies. Il recherche les

priorités apparentes dans certains choix de formation en essayant de les caractériser.

Il met en opposition des stratégies qu'il appelìe <culturelles,> et des <stratégies intégrées

dans une peßpective professionnelle> dans lesquelles interviennent d'autres savoirs que

les savoirs mathématiques'

Parmi ces derniè¡es, il distingue trois gtandes catégories de stratégies :

27. Nous noterons en général par le signe DDM, la didactique des mathématiques'

28. C'est nous qui soulignons'
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l) læs stratégies basées sur la monstration.

Ces stratégies se proposent de former l'étudiant grâce à un lien étroit avec son futur
milieu d'exercice. Les savoirs pédagogiques et la manière d'enseigner sont considérés

comme "montrables". Le formateur s'appuie sur des observations du formé, soit
directement dans la classe à I'aide d'un enseignant du terrain, soit en utilisant des moyens

technologiques telles que les séances magnétoscopées. D'après l'auteur, le formateur est

marginalisé et les savoirs qui permettent la prise en main de la gestion de la classe sont

privilégiés.

2) Les stratégies basées sur l'homologie.

Ces stratégies imbriquent deux niveaux de formation : celui des étudiants et celui des

élèves de l'école élémentaire, Le formateur propose des situations pouvant être adaptées

par les formés dans une classe sous la forme qu'il souhaite voir mise en æuvte par ces

derniers. A. Kuzniak s'efforce de montrer que ces stratégies fonctionnent <<plutôt comme

une conception à minima des savoirs possédés par les acteurs du système>, qu'elles <ne

supposent pas un savoir mathématique important et ne se réfèrent pas à un savoir sur

I'acte d'enseigner très développé;> (p 260). Cela I'amène à les qualifier d'<<arte povera>>.

3) Iæs stratégies de transposition.

S'intéressant paniculièrement à ce type de stratégie, il note que celles-ci "se fondent sur

un savoir théorique qui organise la pratique pédagogique". La difficulté repérée est de

définir ce savoir savant de référence qui est caractérisé par I'auteur soit par un "savoir
pédagogique", soit un "savoir didactique" pour lesquels il précise (p. 265) :

* pour ce qui conceme le savoir pédagogique :

<ce savoir porte sur I'existence de séances de classe (d'ingénieries) relatives à des
contenus précis. Les canevas de ces séances sont généralement disponibles dans
un ouvrage conìme ERMEL dont nous avons mon[ré la valeur de référence pour le
savoir pédagogique de type mathématique.
Le savoir pédagogique a intégré plus récemment les études portant sur les er¡eurs
des élèves. (...)>

(Notons que ce savoir n'est évoqué qu'à ravers des produirs (ingénieries et études) er sa

spécihcation est loin d'être clai¡e. On voit d'autre parr la difficulré à le légitimer par un

savoir extérieur, la référence à ERMEL, ouvrage lui-même réalisé par les formateurs

d'école normale, ne pouvant pas manifestement assurer cette gamntie).
* pour ce qui concerne le savoir didactique :

<<curieusement ce savoir qui a priori nous semblait aller de soi par référence au
corpus de la didactique des mathématiques, s'avère au bour de norre étude le plus
flou et sans doute celui dont la mise en ceuwe en formation est la moins évidente.>
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C'est sur les stratégies de formation intégrant des savoirs en didactique des

mathématiques que ponent actuellement des travaux et des débats parmi les formateurs et

certains didacticiens. C'est pourquoi nous les examinons de manière specifique.

4.4.2. Les stratégies intégrant des savoirs de DDM en question

M. Peza¡d (1984) avait entrepris sa thèse afin d'étudier I'introduction de contenus issus

de la didacdque des mathématiques en prenant pour hypothèse de son étude (p. l) que :

<malgré les restrictions suivantes :

- au moins douze ans d'enseignement traditionnel pour les normaliens (sur la
proponionnalité),
- un risque d'obsolescence au niveau du contenu,

- des rapports maître-élèves différents par rapport à un enseignement classique'

on peut améliorer Ia formation des élèves-instituteurs et obteni¡ un progrès

qualitatif en construisant un enseignemenr débouchant sur une double
institutionnalisation29 à la fois mathématique et didactique.>

Après avoir signalé que I'on ne peut se contenter d'enseigner aux élèves instituteurs

comme on voudrait qu'ils enseignent à leurs élèves, elle estime (p. 2) que:

<<on peut construire un enseignement qui ressemble à ce qu'on voudrait que les

élèves instituteurs réalisent dans ies classes et qui, en plus, les fasse ¡éfléchir d'un
point de vue didactique à panir des séquences réalisées avec eux.>>

Au terme de son travail, M. Pezard note un progtès des connaissances mathématiques sur

une notion donnée (il s'agit de la proportionnalité). Cependant, rien n'indique, dans la

méthodologie adoptée, si ces progrès sont dus à I'introduction de noúons didactiques

dans le cours, ou aux activités proposées par le formateur sur des contenus relatifs à 1a

proportionnalité.

Les acquis dans le domaine didactique, jugés à partir de projets de cours proposés par les

normaliens, lui semblent bien minces, sauf sur deux points :

- la notion elle-même, étudiée dans un cad¡e mathématique plus général : cela permet

d'analyser des exemples et des contre-exemples de proportionnalité et de mieux

caractériser celle-ci,

- lttilisation des deux cadres numériques ct $aphiques'

D'une manière générale, M. Pezard remarque que les projets de cours réalisés par les

étudiants ont tendance à proposer un enseignement de la proportionnalité similaire à celui

que les "normaliens" ont reçu eux-mêmes de cette notion et elle conclut que

I'enseignement didactique a été insuffisant.

29. C'est nous qui soulignons. Le terme institutionnalisation est pris, nous dit l'auteur, au sens

d'ofhcialisation de connaissances, c'est-à-dÍe ce qui est. fait dâns un cours classique.
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Si D. Butlen et M. Pezard sont des partisans convaincus de l'intérêt d'une introduction

explicite de contenus issus de la DDM, les formateurs que nous avons interrogés restent

d'une très grande prudence. Voici par exemple un témoignage typique :

<(...)nous, on est assez prudent sur la didactique étant donné I'equipe qu'on est.

Et puis de toutes façons, c'est peut-être moi qui en sais le plus, etje serais encore
plus prudente que les autres, enfin je veux dire c'est moi qui ai le plus fréquenté
ces milieux-là. On s'est cantonné finalement, pour ce qui est de la didactique
essentiellement aux analyses d'erreurs ou aux Eucs un peu objectifs.>

Ces interrogations sont partagées par J. Portugais qui, dans sa thèse déclare (1992,

p. 11) :

<<Ce n'est pas impunément que l'on utilise les concepts et les résultats de la
didactique des mathématiques au sein de la formaúon des maîtres.>

Cela I'amène à poser cinq questions qu'il estime fondamentales (p.30), dont la réponse à

la dernière question va constituer l'essentiel de sa thèse.

<<1. Est-ce que la didactique doit être responsable de ce qui concerne
I'enseignement de la didactique ? ( de sa propre didactification)
2. Quelle aniculation doit-on donner au couple didactique des mathématiques /
formation initiale des instituteurs ?
3. Comment intégrer (ou réinvestir) les résultats de la recherche en didactique des

mathématiques au sein de la formation des instituteurs ?

4. A quelles conditions la didactique est-elle enseignable aux futurs instituteurs ?

Comment ?

5. Dans quels types de situations les connaissances didactiques prennent sens pour
les futurs instituteurs ?>>

Il signale (p. 31) que :

<<ce n'est pas la formation des enseignants qui entraîne, parmi les ressources
possibles, le recours à la didactique des mathématiques; mais c'est la didactique
des mathématiques qui rencontre, parmi les problèmes qui se posent
nécessairement à elle, celui de la fo¡mation des enseignants à la didactique des

mathématiques.>

Cette façon de poser les problèmes I'amène à faire le choix d'étudier la façon dont on peut

introduire, donc transposer des contenus de didactique des mathématiques. Il construit

ainsi un dispositif de formation utilisant en particulier la notion de situation adidactique

avec des élèves-instituteurs qui doivent gérer des erreu¡s de calcul d'élève. La volonté du

formateur de ne pas intervenir en leur fournissant des solutions possibles à cette gestion

met ainsi, d'après ses conclusions, ses étudiants face à une situation-problème qui leur

permet de construire des savoirs dits d'expérience.

Pour modéliser la situation de formation, il postule l'existence de deux systèmes :

- un système didactique constitué du maître, de l'élève et du savoir mathématique (Sl);
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- un système didactique constitué du formateur, du formé et du savoir didactique(S2).

Il suppose I'existence d'un troisième savoir, qu'il nomme savoi¡ d'expérience (S3) pour

désigner la construction qu'effectue le formé à partir du savoir didactique dans une

situation d'enseignement proprement dite. Cela I'amène à introduire la notion de conrrat

de formation da¡s le système de formation, pendant du conrat didactique dans le système

didactique.

D'après J. Pornrgais (p. 336), le savoir d'expérience :

<diffère profondément de nature avec le "savoir savanr" (S1) de la mathématique

ou de la didactique des mathématiques (S2). Nous pourrions dire que 53 se définit
par les processus d'intervention du maître sur le rapport de l'élève au savoir

mattrématique>

L'étude de J. Portugais pose clairement le problème du statut des savoirs issus de la

DDM dans la formation des maîtres et ouvre des perspectives intéressantes de ¡eche¡che

pour mettre le formé en situation de consm¡ire des savoirs servant à enseigner.

4.4.3. Un po¡nt commun aux diverses strâtégi€s

Derrière la diversité des stratégies utilisées, apparaît cependant un point commun pour les

formateurs, c'est la volonté de satisfaire d'une certaine façon des besoins en

mathématiques chez les futurs formés.

C'est souvent net dans la description d'activités qui relèvent des stratégies intégrant les

savoirs en DDM.

Examinons une activité intitulée "étude du format 44"30 issue du document déjà cité

"Documents pour la formation des professeurs d'école en didact¡que des

mathématiques3l".

læ résumé de I'activité est le suivant :

<l'étude des relations liant les dimensions des différents formats de papier

classique nermer de défînir et travailler la notion de proportionnalité dans divers

cadres, numériques, géométriques et $aphiques.)

Des objectifs mathématiques (la proportionnalité, une approche de "'lî par les aires, le

cocfficicnt dc formc d'un rcctanglc, la similitude, éventuellement la notion do suite

géoménique) ainsi que didactiques (notion de cadres et de changement de cadres, notion

de preuve, différentes phases d'une situation d'apprentissage) sont annoncés. Mais si on

observe le compte-rendu de I'activité, on peut noter que les étudiants von! être mis en

situation de faire des mathématiques ce qui aboutit à une "institutionnalisation" de

connaissances mathématiques. Par conge, si l'analyse montre I'intérêt didactique de la

30. M.L. Peltier, C. HoudemenL i993, Étude du fo¡maÍ A4, document COPIRELEM déjà cité.

31. C'est nous qui soulignons.
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situation, il faut noter l'absence d'indications sur les notions didactiques que sont censés

apprendre les étudiants. Une confirmation de cette primauté donnée aux mathématiques

nous est donnée par les prolongements envisagés de l'activité qui sont tous de nature

mathématique.

Dans le travail que nous décrit J. Portugais, le choix de prendre comme support les

erreurs des élèves concernant cenains algorithmes de calcul, n'est pas innocent. Travailler

sur les erreurs des élèves est une activité de type mathématique. À ûavers I'analyse des

ereurs, le processus mis en place vise entre autres, à satisfaire des besoins en

mathématiques des futurs enseignants.

5. LE POINT DE VUE ADOPTÉ DANS CETTE ÉTUON

Ce balayage réalisé autour de la notion de besoin fait ¡essortir la difficulté pour les

formateurs à faire viwe un enseignement de mathématiques dans le cadre de la formation

professionnelle des futurs maîtres de l'enseignement élémentaire. Les formateurs ont tous

cependant pour objectif de satisfaire les besoins en mathématiques de ces futurs

professionnels. læurs propos reflètent un quesdonnement sur les savoi¡s pertinents pour

la formation professionnelle et leurs préoccupations sur ce que I'on doit ou non

enseigner.

Les formés attendent qu'on leur montre comment enseigner une notion mathématique. Il
en résulte que leurs besoins exprimés en mathématiques sont peu délimités et peu stables.

Les diverses stratégies des formateurs, notamment celles intégrant des savoirs en

didactique des mathématiques, apparaissent ainsi comme un compromis visant à satisfaire

les attentes immédiates des formés tout en essayant de satisfaire des besoins en

mathématiques qu'ils n'expriment pas spontanément.

Ainsi quelle que soit la stratégie adoptée, il y a une formation mathématique qui vit, même

si les objets de savoir proprement mathématiques restent parfois cachés. Ce que nous

voulons éclai¡er, c'est sous quelles contraintes se fait cette formation mathématique, qui

apparaît souvent coÍrme très particulière dans un institut de formation.

La question de la pertinence de tel ou tel objet de savoi¡ mathématique est débattue par la

noosphère de I'institution de formation. Nous nous intenogerons sur la nature de celle-

ci : pour certains objets de savoir qu'il nous faudra déterminer, nous nous demanderons

comment s'effectue la transposition didactique.

Pour apporter un éclairage sur la formation en mathématiques, nous choisirons un angle

d'attaque à la fois spécifique et limité. Nous étudierons le système didactique en

proposant un enseignement de mathématiques à propos de certains objets de savoir. Nous

analyserons les rapports qu'entretiennent les formés, les formateurs et ces objets de

31

Chapitre A1 : Le point de vue des acteu¡s su¡ la fo¡mation



savoir en essayant de comprendre pourquoi et comment s'expriment les refus, comment

se nouent les compromis enüe les différents acteurs de la formation.

Nous allons à présent regarder dans quelles conditions, et à I'aide de quels outils

théoriques, ce travail peut êre envisagé.
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CHAPITRE A2

CADRE DE L'ÉTUDE

Pour réalíser l'étude dont nous avons posé les premiers jalons dans le
chapitre précédent, nous considérons I'enseignant du primaire comme un
mathématicien d'école. Après avoír faít le choix des "systèmes de nombres"
comme objet de savoir "crucíal" et donné les raísons du dispositif choisí,
nous précisons ce que nous entendons par conditions de fonctionnement des
systèmes de nombres dans un système didactíque de formation. Les notions
de contraintes et de d¿terminøîions nous permettront d'aborder la dfficulté
que nous avons repérée à faire vivre un enseignement de mathématique
dans une institution deformatíon des maîtres. C'est enfixant les contraintes
pour certaines sítuations didactiques que nous comptons mettre en évidence
des déterminations pesant sur les systèmes dídactíques de formation, ces
dëterminations modélisant des conditions d'existence d'un enseignement de
mathématíques.

1. LA RENCONTRE AvEc LIIGNORANCE

1..1. L'enseignant du primaire considéré comme mathématicien drécole

Nous avons pris le parti délibéré de faire vivre un enseignement de mathématiques dans

le cadre de la formation professionnelle. Pour cela, nous allons prendre le point de vue

sur I'enseignant développé par Y. Chevalla¡dl, au moment de la création des IUFM .

Depuis que l'école est obligatoire, précise-t-il, et qu'être enseignant est devenu un

métier, nous considérons que la qualité d'enseignant est première et que Ie fait

d'enseigner une discipline, en particulier les mathématiques, est second. C'est notre

manière habituelle et traditionnelle de penser depuis plus de deux cent ans.

Ceci nous paraît particulièrement net avec les instituteurs où le fait d'enseigner

plusieurs disciplines a gommé en quelque sorte la spécification des unes et des autres.

Or le fait d'être enseignant ne prend sa signification dans la société que si celle-ci est

renseignée sur ce que I'enseignant "enseigne", c'esçà-dire sur les savoirs qu'il souhaite

faire apprendre, en I'occurrence pour ce qui nous préoccupe, les savoirs mathématiques.

1. Chevalla¡d Y., 1990, Pour une problématique de travail, texte interne donné au Groupe de travail
"Sciences fondamenøles et appliquees" au moment de la créadon de I'IUFM d'Aix-Ma¡seille. Ce texfe a

été fourni aux participants du séminaire de didactique des mar.hématiques les 26 et 27 octobre 1991.
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Les parents, par exemple, ne se contentent pas de savoir ce que leurs enfants

apprennent, encore veulent-ils savoir ce qu'ils sont en train d'apprendre.

Opérant un renversement, Y. Chevalla¡d propose donc d'appeler mathématicien :

<<tout sujet d'une institution qui se voit attribué par celle-ci la responsabilité du

bon usage et du devenir des mathématiques en son sein'r>

Cette définition permet de considérer I'instituteur ou le professeur des écoles comme

responsable du sort des mathématiques à l'école primaire et donc de le considérer

coûrme mathématicien d'école.

De même, le formateur d'IUFM est considéré comme responsable du sort des

mathématiques au sein de I'institut de formation et devient un mathématicien dtruFM.

Ce point de vue permet de marquer que I'unité de référence est un savoir et en même

temps d'indiquer que celui-ci va se trouver spécifié de manière différente selon

I'institution à laquelle I'enseignant appafient. Ainsi pour un savoir donné, nous nous

iutércsscrons à la façon dont il va sc fragmcnter en différents objots de savoir solon

I'institution école primaire, collège, IUFM, etc... Nous nous demanderons quelle est la

responsabilité de chacun des protagonistes par rapport à ce savoir dans I'institution à

laquelle il appartient.

1.2. Les besoins en mathémâtiques des formés et la rencontre avec

I'ignorance

Les besoins en mathématiques des formés traduisent un manque, qui peut se manifester

par leur rencontre avec I'ignorance.

Dans un système d'enseignement habituel, l'avancée du temps didactique est rythmée

par l'introduction d'objets nouveaux qui crée de I'ignorance institutionnelle.

Pour qu'il y ait apprentissage, il faut que cette ignorance institutionnellement créée se

ûanstbrme en <<une ignoranCe personnelle> de sOrte qUe le Savoir Soit perçu collllltc ullc

réponse pertinente à celle-ci.

A. Rouchier (1991) a montré que cette réponse ne peut être réalisée que lorsqu'une

dimension adidactique de la situation didactique existe et que l'objet de savoir qui sera

enseigné, est identifié.

Il s'agit, ajoute A. Mercier (1995) de

..la rencontre par un élève lici un formé], de I'ignorance institutionnellement
créée pour qu'il puisse paftager I'intention didactique et faire ce qu'il faut pour

apprendre. (. ..)>

Puisqu'il s'agit de faire vivre un enseignement de mathématiques dans le cadre

spécifique d'une formation professionnelle, se pose une double question :
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Peut-on organiser la rencontre des formés avec des objets mathématiques nouveaux

dans un univers où appatemment seuls les objets de savoir anciens ont droit de cité,

afin de leur permettre d'établir des rapports nouveaux avec ces objets a¡ciens ?

A quelles conditions les objets de savoir étudiés en formation vont-ils servir à assumer

la responsabilité d'objets de savoir enseignés?

Nous appellerons objets servant à enseigner ceux dont le statut est acceptable et

légitime dans la perspective d'une formation professionnelle.

A. Mercier (1995) a d'autre part montré que des <apprentissages institutionnellement

invisibles> étaient non seulement possibles mais encore utiles : leur invisibilité étant

<nécessaire à l'action enseignante, qui peut en user comme s'ils allaient de soi>>.

Il précise dans Ie même article que :

<Ces apprentissages invisibles mais utiles à la réussite des élèves sont le produit,
à Ia fois,
- des contraintes temporelles de larelation didactique, et
- de I'organisation (l'écologie des savoirs) d'enseignements produits par le
processus de transposition didactique.>

Aussi pouvons-nous demander :

Où et comment les étudiants app¡ennent-ils d'eux-mêmes dans le système de formation

qui leur est proposé ?

Peut-on se donner les moyens d'en observer les manifestations ?

Pour quels objets de savoir et dans quel dispositif existant, la rencontre des étudiants

avec une ignorance instilutionnelle est-elle possible ?

2. LE CHOIX DES OBJETS DE SAVOIR ET DU DISPOSTTIF

2.1. Des objets de savoir cruciaux

Nous faisons le choix d'objets de savoir "cruciaux", c'esFà-dire des objets de savoir

soumis à certaines conditions :

a) nous pouvons attester leur présence dans I'institution-cible2 et dans l'institution de

formation sous des formes nettement différenciées; ils sont donc perçus par les acteurs

de la formation comme des objets d'enseignement,

b) ils engendrent des difficultés d'enseignement reconnues dans f institution de

formation,

2. Nous appelons institution-cible, l'institution pour laquelle sont formés ceux quì y occuperont la
position d'enseignant.
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c) ils onl fait I'objet d'études didactiques dans I'institution-cible qui peuvent être

considérées comme des tentatives de détermination des savoirs à enseigner pertinents

dans cette demière. Nous disposons ainsi d'ingénieries pour des élèves du primaire

organisées autour de situations ayant une dimension adidactique.

Notre choix portant sur les objets de savoir que nous dénommons, selon le lexique de

I'institution-cible, décimaux et fractions3 entraîne une délimitation du sujet d'étude :

pour ces objets de savoir, les dive¡ses conditions mentionnées nous paraissent réunies.

Nous prenons ainsi acte du projet social, que nous ne discuterons pas, de faire que des

élèves de Cours Moyen s'approprient des connaissances ¡elatives à ces objets de savoir.

Il est clair d'aune part que les objets d'enseignement désignés ne sont que "les

emblèmes", pour reprendre une expression de Chevallard, d'un complexe d'objets

d'enseignement en inter-relation les uns avec les aures.

2.1.1. Des objets de savoir présents dans l'enseignement élémentaire et dâns les

instituts de formation

Les décimaux et les fractions sont apparus et apparaissent toujours comme un enjeu

important pour l'enseignement obligatoire. Nous pouvons le constater à partir de la

place que leur accordent les anciens comme les nouveaux programmes destinés au

primaire.

De même, les manuels font écho aux indications fournis par les programmes. Ainsi un

manuel récent4, qui consacre un nombre important de pages à ces notions (du même

ordre d'ailleurs que les autres collections en vigueur), écrit :

<(...) deux notions nouvelles, les plus importantes du cycle des

approfondissements, sont abordées : les fractions et les décimaux. Elles
nécessitent la plus grande délicatesse lors de leur présentation, tant sont difficiles

3. I,e libellé du programme version 1995, qui ne diffère guè¡e du libellé des programmes precédents est le

suivant:
Fractions: ecriture, comparaison de fractions de même dénominateu¡:

Nombrs¡ d6cimeut:
- ecriture à virgule, écriture fractionnaire, passage d'une écriture à une autre;

- ordre sur les decimàux (comparaison , encadrement)

- pratique du calcul exact ou approché en utilisant:
les æchniques opéraoi¡es (addition, sousracdon, multiplication et division d'un decimal par un

entier);

le calcul réflechi (mentalement ou avec I'aide de I écrit);

lbrdre de grandeur (encadrement, valeur approchée);

- problèmes relevant de I'addition, la sousracdon, la multiplication de deux décimaux, la division d'un

décimal par un entier, de la division décimale de deux entiers.

4. Brégeon J.L., Dossat L., Myx 4., Poli 8., Vicens P.Y. (1993) Math en flèche, Cycle des

approfondissements, Livre du maître CM1, Collection Diagonale, Nathan.
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les concepts mis en jeu et les usages dans presque tous les domaines de la vie
aussi bien dans que hors des mathématiques.>

Nous disposons d'ingénieries ayant fait I'objet d'études didactiques approfondies

notâÍnnent :

- le processus élaboré par G. Brousseau (1980, 1981, 1987)

- le processus élaboré par R. Douady et M.J. Penin (1986)

Ces objets de savoi¡ sont aussi présents dans les instituts de formation comme les

IUFM en première ou en deuxième année. Ils figurent dans tous les plans de formation

que nous avons pu consulter, en particulier celui de Grenobles :

Décimaux, rationnels et réels : objectifs
- connaître les propriétés élémentaires de D et de Q
- connaître les obstacles à I'apprentissage des décimaux
- distinction entre décimaux, rationnels et réels; propriétés de ces différents
nombres
- analyse d'erreurs d'élèves à propos des décimaux et rationnels

Les lexiques sont différents : par exemple "fractions" à l'école élémentaire et

"rationnels" dans les IUFM. Mais d'autres objets de savoir "cohabitent" avec les

décimaux et les rationnels dans les institutions de formation, par exemple les "réels".

Par exemple, dans les concours de recrutement des professeurs des écoles, les deux

exercices suivants en témoignent :

Exercice I 6

Parmi les nombres suivanß, dire ceux qui sont des décimâux et ceux qui ne le sont pas. Justifier

votre réponse :

3; 19999...(des9 jusqu'àl'infini); 0,31313131... (des 3l jusqu'àl'infini);

lluntiers);,[1 gacinecanéede2) A(quatrecinquième)
35

Exercice 2 7

On considère un cané OA1B1C dont le côté OA1, de longueur a, est porté par une demi-droite

Ox.

Soit A2 le point de Ox æl que OA2 = QBI et 82 tet que OA2B2C sol un recøngle.

Soit A3 le point de Ox tel que OA3 = OB2 et 83 tel que OA3B3C soit un rectangle; et ainsi de

suite.

Calculer OA2,OA3,Ofu ; déþrminer la valeur de OA¡.

5. Chaque académie dispose de son propre plur de formation. Extrait du plan de formation de I'institut
universitaire de formation de I'académie de Grenoble 1991-92.

6. Concours de recrutement de professeurs des écoles situé à la fin de la première année de formation
pour l'académie de Srasbourg (1992)

7. Concours de recrutement de professeurs des ecoles pour I'acadómie de Toulouse (1992)
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On peut se demander si tous les objets de savoir présents dans ces exercices ont le statut

dbbjets de savoir servant à enseigner, ou encorc :

- pour quelle raison un futur professeur des écoles doit-il faire la différence entre un

décimal et un irrationnel ?

- en quoi la connaissance des calculs faisant intervenir des racines carrées est-elle

nécessaire pour enseigner les décimaux et les fractions à l'école élémentaire ?

Ces exemples nous peÍnettent de préciser que nous n'allons pas nous préoccuper des

décimaux d'un côté, des rationnels, voire des ¡éels d'un autre. Ce ne sont pas tant les

ensembles de nombres qui nous intéressent en eux-mêmes, mais leur organisation et

leurs interrelations au sein du système didactique. Ce sont ces aspectsJà qui vont être

au centre de notre étude.

C'est pourquoi nous reprenons I'expression systèmes de nombres (Chevallard 1989b,

p.50-52) pour désigner ces objets de savoir cruciaux. Cette expression est courante dans

les pays anglo-saxons, pour indiquer l'unité des ensembles étudiés, contrairement à

I'opposition culturelle traditionnelle entre 1es entiers et les "autres nomb¡es". Les

systèmes de nombres seront considérés comme un complexe objectalS, auquel

appartient une "collection" d'objets de savoir formant ainsi une organisation equilibrée.

Nous traduisons ainsi qu'un objet mathématique comme "décimaux" ne fonctionne pas

seul dans le système didactique, mais avec d'autres objets de savoir, les uns identifiés

par un nom, qui servent d'emblèmes, les aufres cachés et cependant bien présents pour

assurer l'équilibre de I'ensemble des objets.

2.1.2. Dès dlfflcultés slgnalées

Les difficultés dans les instituts de formation professionnelle, à propos de

I'enseignement des décimaux et plus généralement des systèmes de nombres, sont

signalées de façon récurrente par les formateurs et par des chercheurs. On peut par

exemple lire dans un document destiné aux formateurs des maîtres9 :

8. Terme emprunté à Y. Chevallard.

9. Butlen D. (1993), COPIRELEM, Documents pour la formation des professeurs d'école en didactique

des mathenøtiques, déjà cité.
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<<Ainsi on peut ¡emarquer pour les nombres décimaux ou les fonctions
numériques par exemple, que le maître qui rentre sans formation, dans une classe
de CM2, n'en sait pas beaucoup plus sur le sujet que ses élèves. Il fait souvent les
mêmes eneurs.t...]. Une réorganisation profonde, voire une réconciliation ou une
remédiation des connaissances est de ce fait nécessaire.>

M.J. Perrin pour sa part, signale dans sa thèse (1992, p. 117) à propos d'un
questionnaire proposé à des élèves-instituteurs en 198510, dans le cadre d'un
enseignement du DEUG-instituteurs que :

<il apparaît que, pour la majorité d'entre eux, R est vu sous son aspect ensemble
de nombres sans ¡éférence géométrique. Les différents sous-ensembles ne sont
différenciés les uns des autres que par leur écriture, ce qui fait que R et D sont
souvent assimilés comme I'ensemble des nombres à virgule (qu'ils aient ou non
un nombre fini de décimales).>

2.2.Le choix du dispositif

Le dispositif "classe de PElll" nous paraît le plus approprié pour organiser un

enseignement de mathématiques.

D'une part les contenus choisis précédemment font partie des plans de formation.

D'aune part, le concours situé en fin de première année est un des éléments qui finalise

le dispositif "classe de PE1" et nous avons vu I'importance qui lui est accordée par les

formateurs et les formés. Le concours est un moyen qui permet d'objectiver la relation

didactique. Celuici ét¿nt actuellement académique, les formateurs sont dans

I'obligation de définir des contenus communs pour la première année afin de faire

t¡availler leurs étudiants sur des sujets qu'ils auront des chances de rencontrer au

concours. Ainsi, cette nécessité d'objectivation assure de disposer de documents qui

permettent d'analyser des éléments de la formation à ce niveau (annales, productions de

livres destinés à la préparation du concours, documents de formation, etc...).

De plus, comme nous I'avons déjà dit, l'enseignement mathématique des systèmes de

nombres pose de grandes difficultés dans la formation professionnelle des étudiants.

Ces diverses raisons nous ont conduit à travailler avec des étudiants entrant en première

année d'IUFMl2.

C'est donc prìr rapport à ce dispositif et par rapport à ces savoirs que nous abordons les

problèmes de formation en mathématiques. Nous allons préciser à présent les outils

théoriques qui vont nous pennettre d'avancer dans la clarification de ce problème.

10. læ questionnaire était proposó aussi à des élèves et étudianß de I ère S, Term. 41, C, D, E, première

année de DEUG ou D'IUT. Nous aurons I'occasion de ¡evenir sur ce questionnaire dans le chapitre 84.
I 1. Professeurs d' École en première année de fo¡mation.
12.L'étsde des "systèmes de nomb¡es" font panie du programme de première année établi par les

formateurs de I'académiè de Grenoble.
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3. DÉTERMINATIONS ET CONTRAINTES

3.1. Conditions de fonctionnement des systèmes didactiques

Du point de vue de la théorie anthropologique de Chevallard, I'IUFM, l'ensemble des

étudiants "PEl", un groupe-classe "PE1", un groupe classe "PE2", un "atelier

mémoire" sont des institutions didactiques. Nous aurons aussi I'occasion de considérer

les ma¡uels comme des institutions didactiques et nous verrons tout le parti que nous

pounons drer de ce point de vue.

Pour modéliser la réalisation de I'intention d'enseigner présente dans ces institutions

didactiques, nous considérons des systèmes didactiques (Chevallard, 1992,p.93):

<<Un système didactique (SD) comporte un ou des sujets de I qui viennent y
occuper une position d'enseignant E, un ou des sujets de I, qui viennent y
occuper une position d'élève e et enfin un objet O appartenant à E¡(e),

I'ensemble des enjeux didactiques pour I.>>

Pour un enjeu O et pour chacune des positions d'enseignantl3 et d'élève, il existe un

rapport institutionnel à cet objet de savoir. Lorsqu'une personne entre dans une

institution I, en position d'élève ou en position d'enseignant, I'objet O va "viwe" pour

elle sous la contrainte de ces rapports institutionnels.

Nous étudierons les conditions de fonctionnement de systèmes didactiques de formation

en essayant de répondre à des questions qui se rattachent aux deux grands tvpes de

questions suivantes:

- à quelles conditions un SD de formation, où l'enjeu didactique est I'objet "Système de

nombres" va-t-il pouvoir vivre au sein d'une institution didactique de formation que ce

soit l'école primaire, le collège, le lycée, la faculté ou encore I'IUFM? Sous quelle

forme, dans quel ótat, sous quelle version s'y nouve cet objet ?

- comment l'objet "systèmes de nombres" va-t-il pouvoir "viwe" pour des sujets d'une

i¡rstituúun didautique dc formation, au sein du SD ? Qucls rapports à cct objct pcuvcnt

se former dans ces institutions ? Pour quelles raisons certains rapports sont-ils

empêchés de se former ? Avec quels autres objets va-t-il être en inter-¡elation ? Va+-il

prendre le statut d'objet sewant à enseigner ?

13. Nous utiliserons indifféremment le terme de formateur, utilisé dans I'insdtution ou celui d'enseignant.

En fait, le terme de formateur a été introduit pour signaler que dans une institution de formations, il y
avait d'aure enjeux que des enjeux disciplinaires.
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Dans le premier cas, nous chercherons des conditions de fonctionnement externes au

SD et nous parlerons de déterminations (g 32).

Dans le second cas, il s'agira de conditions de fonctionnement intemes au SD. Nous

serons amené à parlerde contraintes ($ 33).

Ces deux types de conditions sont évidemment liés et nous examinerons cornment leur

étude peut s'articuler ($34).

3.2. Déterminâtions

3.2.1, Transposition institutionnelle et déterminations

Nous postulons avec Chevallard qu'un savoir S a pour "habitat d'origine" f institution
productrice de savoirs que nous nommons Ip. La façon dont s'est effectué et s'effectue

le "transport" du savoir S vers une I'institution didacrique qui abrite le système ou les

systèmes didactiques que nous étudions crée des déterminations pesant sur le
fonctionnement de ces derniers. C'est pourquoi nous examinerons pour les systèmes de

nombres comment s'est réalisée la transposition institutionnelle correspondante. Il nous

faudra étudier :

- cornment ces objets de savoir se sont fragmentés dans les institutions de formation des

maîtres et dans les institutions avec lesquelles elles sont en inter-relation,

- comment, du point de vue historique et épistémologique, ceci depuis la création de

l'école obligatoire, se sont mis en place les rapports actuels entre les savoirs enseignés

au collège, à l'école primaire et dans les institutions de formation des instituteurs.

3.2.2. D êterminations et assujettissements mul tiples

Parmi les déterminations d'un SD, il en est une qui va jouer un rôle important dans

notre étude : c'est, comme nous le rappelle Chevallard le fait que :

"(p.9a) 
(...) un système didactique n'existe jamaís seul.. É,cologiquement, son

existence appelle généralement d'auîres types de systèmes didactiques,
fonctionnant en association (...) (p.97). L'important est de voir que la formation
d'un système didactique - quel qu'il soit- suppose un environnement systémique,
dont le rôle est de créer tout un ensemble de conditions nécessaires à l'existence
du système didactique.>

[æs systèmes didactiques comportant des sujets de I'institution "PEl", un formateur e¡

un enjeu didactique O(S)14, sont liés potentiellement ou effectivement à d'autres

14. Objet de savoir à enseigner ou objet de Mvoir servant à enseigner correspondant à un objet de savoir
s.
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systèmes didactiques comportant des élèves du primaire, des étudiants et un enjeu

didacuque, par exemple :

- un système didactique réunissant un ou des étudiants d'un IUFM, des élèves, un

enjeu didactique O'(S) et un enseignant-formateu¡, en général un instituteur maît¡e-

formateur, au sein d'une institution qu'on peut appeler "classe de stage"'

- un système didactique du même type que précédemment, comprenant l'étudiant-

enseignant, des élèves el un enjeu didactique O"(S) savoir particulier qui fonctionne au

moment des stages dits en responsabilité. Dans ce dernier cas l'étudiant est en position

d'enseignant puisque la classe est sous sa propre responsabilité.

Un étudiant "PEl" est ainsi assujetti à plusieurs autres institutions (classes de stage,

classes de l'école primaire, manuels...). Comme le signale Chevallard (p.94)'

<(...) une personne n'est en fait que I'émergent d'un complexe
d'assujenissements instiîutionnels. Ce que I'on nomme "libené" de la personne

apparaît comme l'effet obtenu en jouant sur un ou plusieurs assujettissements

institutionnels conEe d'autres.>>

Nous avons déjà dit qu'un objet de savoi¡ se fragmente en plusieurs objets de savoir à

enseigner dans les diverses institutions par un processus de transposition

institutionnelle, en particulier dans I'institution de formation et dans I'institution école

primaire. L'institution didactique "PEl" va chercher à ce qu'un étudiant devienne un bon

sujet de I'institution de formation. C'est-à-dire, elle manifeste son intention de rendre le

rapport personnel de celui-ci à un objet de savoir pour sa position "d'élève"' conforme

à la norme qu'est le rapport institutionnel. Mais, en même temps, l'étudiant est destiné à

devenir un bon sujet de I'institution école primaire en position d'enseignant. L'institution

de formation se doit de faire en sorte que le rapport personnel au savoir de i'étudiant

soit aussi conforme au rapport institutionnel pour la position d'enseignant dans

I'institution-cible. S'il n'en est pas ainsi, I'institution de formation se verrait rapidement

taxée d'incompétence, ce qui au demeurant n'est pas exceptionnel'

I1 en résulte des déterminations qui vont peser sur les systèmes didactiques de

formation. Pour pouvoir les caractérise¡, nous cherchons à fai¡e fonctionner ces

systèmes didactiques au travers de situations sur lesquelles nous avons un certain

contrôle théorique. Nous mettrons donc en place une ingénierie de telle sorte qu'une

dimension adidactique des situations puisse être assu¡ée. Nous utiliserons pour cela la

théorie des situations didactiques de G. Brousseau dont nous précisons quelques

éléments centraux pour notre étude.
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3.3. Contraintes

3.3.1. Milieu et contraintes pour une situation didactique

Les situations sont modélisées en tenne de jeu, en identifiant les stratégie rationnelles

mises en @uvre par un "joueur rationnel". La connaissance permet au joueur de

contrôler ce que G. Brousseau appelle le "système antagoniste", c'est-à-dire le milieu.

Comme il le précise (1992, pp. 320-321) :

<læ système antagoniste du joueur dans une situation est pour lejoueur comme
pour lbbservateur, une modélisation de la partie de I'univers à laquelle se réfère
la connaissance en jeu et les interactions qu'elle détermine.
C'est ce système antagoniste que nous avons proposé d'appeler milieu. Il a donc
un rôle cent¡al dans l'apprentissage, comme cause des adaptations et dans
I'enseignement comme référence et objet épistémologique.>

Les interactions de l'élève avec le milieu détermine unjeu "adidactique". Si la situation

est vécue comme adidactique, c'est que celle-ci est porteuse des attentes du concepteur

de I'ingénierie et du formateur qui sont rendues invisibles pour l'étudiant.

Comme le signalent A. Bessot et D. Crenier (Cours de DEAI5, 1995) :

<le milieu adidactique modélise (...) ce qui dans la situation servi¡a comme
référence au fonctionnement des savoirs. Le milieu est donc explicatif des

changements d'état du jeu en I'absence des interventions de I'enseignant sur le
savoir en jeu : on modélise ainsi les câusesl 6 let non les raisons) de
l'apprentissage de l'élève et la signification des savoi¡s pour celui-ci.>>

Au cours du processus de dévolution, en raison des rétroactions fournies par le milieu,

I'entropie du système enseigné augmente dans un premier temps, comme le précise G.

Brousseau (1986 p.79) :

u(.,.) il est nécessaire, pour modéliser les modifications des
connaissances de l'élève, d'imaginer qu'il n'envisage pas à I'instant
toutes les positions permises (bien qu'elles le soient par les règles,
objectivement) et qu'une modification de son état de connaissance
peut consister non pas à réduire son incertitude mais au contraire à
l'augmenter par la considération à I'instant t+Ât de possibilités
nouvelles ouvertes à son choix.>

Mais la connaissance, qui se développe, elle aussi grâce aux interactions avec un milieu

qui lui-même se modifie, réduit I'ince¡titude du joueur. La fin du jeu est donc

déterminée quand celle-ci devient nulle et que le joueur contrôle complètement le jeu.

Les valeurs des variables didactiques fixent les conditions de fonctionnement ou encore

les contrainfes des situations proposées : elles permettent au che¡cheur et en principe

15. Document inteme à l'fuuipe DIDATECH.
16. C'est nous qui soulignons.
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au foÍnateur d'exercer un certain contrôle au sens où elles autorisent I'anticipation de

leur déroulement. Comme le signale Margolinas (1993, p. 72) :

<Iæ milieu est conçu comme un ensemble de connaintes à I'intérieur desquelles
l'élève est libre d'exercer sa rationalité. Ces contraintes doivent garantir Ie
fonctionnement pertinent de I'élève du point de vue du savoir à enseigner.>

Celles-ci créent des limitations de la libené de l'étudiant considéré comme un joueur

rationnel. L'analyse a priori des situations, réalisée par le chercheur, ?n mettant en

évidence les variables, et en fixant leurs valeu¡s, dessine les contours théoriques d'un

jeu adidactique possible.

Mais I'analyse du milieu peut être insuffisante pour rendre compte du fonctionnement

de la situation telle que le projette le concepteur de I'ingénierie. Ces insuffisances

peuvent provenir de la non prise en compte pil le chercheur de caractéristiques internes

à la situation, c'est-à-dire de valeur de variables qui ne "contraignent" pas suffisamment

le joueur dans la situation. Cela nécessite la reprise de I'analyse a priori de la situation

Elles peuvent provenir aussi de déterminations qui sont externes à la situation, mais qui

modifîenr la signification que donne le joueur au problème proposé. Par exemple la

limitation du temps disponible empêche de répéter le jeu plusieurs fois, condition

parfois indispensable pour que les rétroactions du milieu permettent la mise en place

d'unjeu adidactique.

3.3.2. Contraintes et déterminations pour une situation didactique

Dans le cadre de l'ingénierie, les valeurs données aux variables fixant les contraintes

des situations pennettent un jeu théorique que I'on détermine a priori. L'analyse en

terme de milieu permet de rendre visible pour le chercheur quels sont les enjeux pour

l'étudiant d¡ns la situation didaoriquo. D'aunes jeux sous ces contraintes sont possibles.

La signification de la réponse de l'élève peut ne pas être la signification visée : le jeu

adidactique de l'étudiant peut être spécifique d'une autre connaissance que celle visée

par lc conccptcur dc I'ingénicric.

Mais l'étude du jeu de l'étudiant est interdépendante du jeu du formateur : on ne peut

fai¡e l'économie de I'analyse de cette interdépendance pour conduire notre étude des

déterminations et des contraintes.

Nous postulons I'existence de cenains jeux stables de l'étudiant et du formateur dans

des situations didactiques repérables par I'analyse a posteriori, ces jeux stables étant

révélateurs de conditions de fonctionnement.
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Dans les situations didactiques, on peut interpréter certaines des interventions de

l'enseignant comme des moyens pour pallier les insuffisances du mi1ieu17. Ces palliatifs

peuvent être vus soit comme des changements des règles du jeu, cette fois-ci effectué

par le formateur, soit comme des réponses aux différents jeux des étudiants. Dans le

premier cas, le formateur apporte ainsi des informations nécessaires dont les éléments

de la situation ne permettent pas l'émergence ou il porte des jugements sur les actions

des sujets ou encore il transforme une phase de validation en une phase d'évaluation.

Dans le second cas, il peut négocier les nansformations du jeu avec les étudiants,

Nous étudierons donc a posteriori le rôle des contraintes en nous donnant les moyens de

repérer des jeux stables des étudiants et du formateur afin de rechercher certaines des

déterminations qui les règlent.

Des phases d'enseignement peuvent avoir été négociées avec le concepteur de

I'ingénierie notamment pour institutionnaliser ce qui a émergé au cours des situations

proposées pour foumir aux étudiants un certain texte du savoir. La transformation ou

I'interprétation réalisée par le formateur sera aussi révélatrice des déterminations qui

pèsent sur le système enseignant.

Enfin, le déroulement effectif de I'ingénierie peut faire apparaître des épisodes non

prévus. L'analyse de ces épisodes et de ses effets, en nous plaçant cette fois-ci du point

de vue du formateur dans ses interactions avec les é¡udiants peut nous permettre là aussi

de mettre en évidence cenaines conditions de fonctionnement extemes au système

didactique, notamment celles provenant de la transposition didactique.

4. PLAN ET ORGANIGRAMME DE L'ÉTUDE

4.1,. Plan

Dans une première partie, une étude historique des évolutions des interrelations entre

¡éels, rationnels et décimaux au sein des diffé¡ents niveaux de la scolarité obligatoire et

des institutions de formation des maîtres, aura pour objectif de caractériser la

transposition didactique dans ces différentes institutions. En particulier nous

spécifierons le statut des manuels dans le processus de transposition institutionnelle

(Chapitre B1), déterminant les conditions d'existence de ces objets de savoir dans les

écoles normales. Nous serons amené à préciser quel rôle joue I'institution collège dans

ces phénomènes de transposition institutionnelle (Chapitre B2 et B3). Cela nous incitera

à examiner les rapports institutionnels actuels aux systèmes de nombres au collège et

17. ou encore comme des éponses à des difficultés de gestion de la situarion didactíque þar exemple en

raison des contraintes de temps ) 
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dans les IUFM. Pour cela nous ferons le point à I'aide des questionnaires déjà réalisés et

au moyen de notre propre questionnaire (Chapitre B4).

Dans une deuxième panie, nous construisons une ingénierie de formation constituée de

situations où I'on peut être assuré d'une dimension adidactique afin que I'ignorance

institu¡ionnelle ainsi créée puisse deveni¡ I'ignorance personnelle du formé.

En transformant une ingénierie didactique réalisée pour des élèves de l'école

obligatoire, nous spécifierons les conFaintes intervenant dans les situations proposées

aux formés (Chapine Cl et C2). L'analyse a posteriori de ceiles-ci étudiera les

différents jeux stables des partenaires de la relation didactique et mettra en évidence des

déterminations qui pèsent sur la formation, aussi bien en ce qui conceme les étudiants

que les formateurs (Chapitre C3 et C4) .

4.2. Organigramme des différents points étudiés

L'enchaînement des différents points abordés ainsi que leurs interactions sont mises en

évidence dans l'organigramme ci-après.

Le "savoir savæt" dms la sphèfe
savæte.

+
La framentation en obiets de savoir dans les institutions
École þrimaíre, Collègé, Institution de formation.

I

Y
Le rappoÍ institutionnel aux systèmes de nombres au
Couège et à I'enûéc dans les IUFM.

I
Y

Mise en place d'une ingénierie. Les choix possibles.
Analyse a priori des situations.tŶI

Analyse á posterloll des situatiutts d'erlseitrtcrrrc¡rt-
Les jéux dês différenæ pætenaires de la relation
didactique

IAVI
Les détemlnatiutts qui pùscrtL su¡ la fùr¡Iàtiú¡Ì.
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CHAPITRE B1

LE MANUEL, PREMIÈRE INSTITUTION DE FORMATION
DIENSEIGNANTS

Nous initialisons le trayail en repéranr le moment où s'est posé le problème de
formation au métier d'instituteur. Nous verrons qu'ò ce moment-là, les livres
étaient appelés ò joucr un rôle important. Nous mettons en évídence quelle est
lafonction des livres en ce qui concerne la formation des enseignants. Nous
les madélisons en mnt qu'institutions deformatíon dans un sens qu'il nous
faudra préciser. Par rapport ò ces írstitutions de formation nous analysons ce
que représentent les lieux, institutionnels de formation que sont les écoles
normales au moment de leur création et de lew dlveloppement.

1. LE POINT DE DÉPART DE L'ÉTUDE

Avant la révolution de 1789, on peut dire qu'il existait trois grands types d'école : les

"petites écoles", sortes de garderies dépendant la plupart du temps directement des maires

et du clergé, les collèges dépendant le plus souvent des facultés et de congrégarions

religieuses, et les écoles specialisées type écoles militai¡es.

Dans les facultés et les écoles spécialisées, ce sont des mathématiciens professionnels qui

assuraient I'enseignement concernant les mathématiques. læ problème de leur formation

ne se posait pas puisqu'ils étaient issus de ce que I'on pourrait appeler la sphère savante :

ils avaient donc la compétence reconnue dans leur matiè¡e.

Pour les collèges, dont I'enseignement était destiné aux enfants des classes sociales

riches, l'origine sociale et religieuse des enseignants était un gage de compétence :

lbnseignement avait un ca¡actè¡e nès peu scientifique, en particulier, les mathématiques y

étaient quasiment absentes. Là non plus, il n'y avait pas de problème en ce qui conceme

la formation scientifique des enseignants.

Pour les "petites écoles", destinées aux enfants du peuple et inégalement réparties sur le

tenitoire, le problème de la formation des maîtres ne se trouvait pas non plus posé. Ainsi

par exemple A Rambaudl, professeur à la faculté des lettres de Paris, étudiant les

conditions d'enseignement à cene époque précise :

<<Le premier venu, faute d'un autre gagne-pain, pouvait embrasser cette
profession: en général le candidat à ces fonctions passait un examen très

1. Rambaud, 1887, Article "France", Dictionnaire de pédagogie et d'instruction primaire, pp. 1053,
édition F.E. Buisson, t.l, Paris, Hâchette
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sommaire devant une commission nommée par l'évêque et recevait de lui
l'approbation ou permission générale d'enseigner. (. ..) >

et plus loin, il ajoute :

<Le plus souvent, ces maîtres d'école savaient fon mai ce qu'ils enseignaient,
suivaient les méthodes les plus routinières : on leur reprochait de se borner à

"exercer la mémoire et à infliger quelques châtiments souvent mal entendus".>

C'est donc peu avant la révolution et notamment à la suite du rappon de La Chalotais2,

que vont se dégager des idées-forces concernan! l'éducation des enfants, que l'on va

retrouver formulées dans les diffé¡ents cahiers de doléances rédigés en 1789, c'est-à-

dire :

- I'organisation d'un système d'éducation destiné à former des citoyens,

- l'extension de l'enseignement aux deux sexes et à toutes les classes sociales,

- la création d'un corps enseignant,

- une agence centrale présidant à I'exécution d'un plan étendu à tout le ¡oyaume.

Les écoles professionnelles, délivrant un savoi¡ spécifique à certains individus pour

certaines professions, ne suffisaient pas à assurer ies besoins en instruction pour un

nombre croissant de citoyens.

De la création d'un corps d'enseignants, vont naître les idées concemant la formation des

maîtres où, comme on va le voir par la suite, les ouvrages scolaires vont être amenés à

jouer un rôle cenral. L'idée d'un lieu institutionnel de formation, l'école normale de I'an

III, en 1795, même si son existence fut éphémère, marque de manière symbolique la

nécessité de lieux institutionnels de formation des instituteurs, qui se traduira pa¡ la suite

par la création des écoles normales à partir de I 8 I 0.

2. L'IMPORTANCE DES TRAITÉS ET DES MANUELS

2.1. Le rôle historique du livre

Comme le montre Gert Schubring (1988), l'état, au moment de la révolution, va

considérer explicitement le manuel comme un outil privilégié à la fois pour apprendre de

nouvelles connaissances aux élèves mais aussi pour réaliser la formation des enseignants.

Déjà dans le plan de La Chalotais déjà cité3, on peut lire les lignes suivantes relevées par

Gréard4 :

2. La Chalotais (L.R. de ), 1763, Essa d'éducation nationale et plan d'études pour lajeunesse.

3. Ibidem
4.Ctéud,1887, Article "LaChaloøis,Dictionnaire de pédagogie et d'instruction primaire,pp.1462-

1467 édition F.E. Buisson, t.2, Pa¡is, Hachette
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<Ces livres seraient la meilleure instruction que les maînes puissent donner, et
tiendraient lieu de toute autre méthode. On ne peut se passer de liwes nouveaux,
quelque partie que I'on prenne. Ces livres étant bien faits, dispenseraient
de maîtres formés5; il ne serait plus alors question de se disputer sur leur
qualité (des enseignants), s'ils seraient prêtres, ou mariés ou célibataires. Tous
seraient bons, pourvu qu'ils aient de la religion, des moeurs et qu'ils sussent
bien lire; ils se formeraient bientôt eux-mêmes en formant les enfants. Il ne

s'agirait donc que d'avoir des liwes, et je dis que c'est la chose la plus aisée
présentement.>

Cette position correspond à I'idée fort répandue à l'époque sur le rôle importantjoué par

l'écrit pour communiquer et transmetÍe les idées et les savoirs. L'idée-force est qu'il n'y

a pas besoin deforrnation initiale comme nous le dirions aujourd'hui, mais simplement de

quelque chose qui ressembleraii à ce que nous pourrions nommer formation conünue,

formation qui serait assurée justement par le manuel. On peut noter cette idée qui demeure

fon répandue que l'on se fo¡me en formant. Mais l'on voit poindre la première

contradiction : "pourvu qu'ils sussent bien lire", nous dit La Chalotais, mais comment

apprend-on à bien lire?

Mais c'est aussi une position dictée par les contraintes institutionnelles du moment : il
aurait été de toute façon très coûteux de créer des lieux institutionnels pour mettre en

Guvre une formation d'enseignants. Il faut se rappeler qu'à l'époque les maîtres des

"petites écoles", qui furent les ancêtres des écoles primaires, étaient complètement

dépendants des maires et du clergé, étaient payés misérablement et assu¡aient en général

simultanément d'autres fonctions que celle d'enseignants. 11 aurait été nécessaire que

l'état ait une politique cohérente d'éducation nationale aniculée sur un consensus national

fort. Or certaines personnes sont opposées à l'émergence d'un corps spécifique de

formateurs (on sait que cette question est toujours d'actualité). L'idée d'une instn¡ction

pour tous est concomitante avec la dislocation de ce¡taines élites (notamment les

congrégations religieuses) ayant la main mise sur I'enseignement : I'expulsion des

jésuites en 1762 en est un bon exemple.

Condorcet avait vu, entre autres, dans la promotion d'une culture scientifique, le moyen

d'évincer les élites notamment religieuses dont I'enseignement était dirigé vers les

"humanités". Aussi declarait-¡6 qu'on ne pouvait confier une formation d'enseignants :

<...à des corps d'enseignants qui se recrutent par eux-memes, ...que ces co{ps
soient des moines, des congrégations de demi-moines, des universités, de simples
corporations, le danger est égal. L'instruction qu'ils donneront aura toujours pour

but, non le progrès des lumiè¡es, mais l'augmentation de leur pouvoir; non

d'enseigner la vérité mais de perpétuer les prejugés utiles à leurs ambitions."

5. Cbst nous qui soulignons.

6. Condorcet (édition posthume ßa1), pp. 205'206
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Cette posiúon était donc guidée par la crainte de voir apparaîre ou réapparaîne des élites

(la référence aux moines, demi-moines, université et congrégations est claire) détenant un

pouvoir spécifique contrevenant à I'idée d'égalité qui prévalait à ce moment-là. Le

manuel, disponible pour tous, pouvait assurer la fiction d'un savoir égalitaire partagé par

tous.

Cette idée du rôle central joué par les manuels est reprise dans les différents rapports

concernant l'éducation primaire dont le plus significatif est sans doute celui écrit par

ArbogastT en 1792, rappon et projet de décret qui portent exclusivement sur la

composition des liwes élémentaires desrinés à I'instruction publique. Ce rappon, qui

monFe tout I'intérêt porté aux manuels, était d'ailleurs iargement inspiré par Condo¡cet et

on pouvait y lire 8 :

<<Des livres composés ainsi auront le double avantage d'exciter l'émulation des
jeunes gens, et de soutenir le travail du professeur, en le leur facilitant; car avec un

bon ouwage, qui sert de base aux leçons, un homme à talents, quand même il ne

serait pas profond dans toutes les branches de la science ou de l'art qu'il doit
enseigner, acquerra bientôt ce qui peut lui manquer encore9. N'étant pas

obligé de composer des cahiers, il consacre à se perfectionner, dans la partie à

laquelle il se voue, le temps qu'il aurait utilisé à compiler des écrits médiocres ou
plein d'erreurs.>

Nous trouvons ici un argument de tâille : les manuels vont permetre de degager du temps

pour se former. Nous avons bien ici confirmation que la notion de formation continue

était présente avant celle de formation inidale et peut-êEe qu'en plus, Ia formation initiale

était inutile puisque le manuel palliait tous les besoins de formation.

2.2. Différents types de livres

La distinction était faite à l'époque entre trois degrés d'instruction, le primaire, le

secondaire et les instituts. Dans le même rapport, Arbogast pÉcise l0 :

<Il y a deux sortes d'ouvrages à faire composer : ceux qui contiendront les

éléments des sciences, des arts et des beaux arts, destinés aux instituts, c'est à dfe
au degré d'instruction qui répond à celui des collèges actuels; et ceux qui
renfermant les connaissances directement utiles au commun des citoyens,

connaissances dépouillées de la ftrrnre scicntifique, ct ¡uisc à la portée de

I'intelligence la moins exercée, servi¡ont aux écoles primaires et secondaires.>

7. Arbogasf était mathématicien. Ce rapport figure dans la partie "appareil critique" qui suit le livre de

Condorcet ré:édttê en 1989 par les éditions A¡t, Culture, Lecture. La pagination indiquée pæ la suite fait

référence à cet ouvrage.

8. Idem p.210.

9. C'est nous qui soulignons.

10. Idem p.212.
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Il y a une hiérarchie dans les ouvrages qui ne sont pas de même nature, les premiers en

prise direct avec le savoir savant, contenant les éléments d'une science et les autres,

comportant des connaissances dépouillées de la forme scientifique et devant être utiles

directement.

Il faut s'a¡rêter un instant sur les mots "élément", "élémentaire", qui n'ont plus la même

signification aujourd'hui et les termes "élémenter", "élémentation", qui ont disparu de la

langue française. À l'époque, extraire les éléments d'une science, l'étémenter, c'est

foumir un texte du savoir à partir duquel on peut générer I'ensemble des connaissances

de l'époque su¡ la science en questionll.

À cette hiéra¡chie d'ouwages correspond une hiérarchie de rédacteurs. Ainsi les premiers

ouwages doivent être rédigésl2 :

<par les premiers savants, par les hommes supérieurs dans une science, dans un
art, ceux qui en ont sondé toutes les profondeurs, ceux qui ont reculé les bomes,
qui soient capables de faire des élémentsl3 où il n'y ait plus rien à désirer, parce
qu'eux seuls peuvent donner la précision, la clarté et la netteté nécessaires, et
extraire de tout I'ensemble de la science les idées fondamentales, et les théories qui
doivent entrer dans les éléments servant d'introduction à toutes les branches
connues de la science elle-même.>

L'idée-force ici, que l'on trouve à deux reprises dans le texte, est que seuls les gens

faisant partie de la sphère de production des savoirs sont capables d'élémenter le savoir à

enseigner, d'enidentifieretd'enorganiserleséléments. Illeurestreconnuunrôleque

nous pouvons analyser comme celui de noosphérien et ce sont donc des savants qui

doivent effectuer le premier niveau de la transposition didactique. Il s'agit de produire des

livres effectuant une t¡ansformation du savoir en tenant compte des derniers

développements de la science. Ce sont donc les savants qui exnaient les éléments et ce

sont ces éléments qui vont servir de référence pour la deuxième catégorie de livres. Ce

type d'ouvrages va se trouver en fait sous le contrôle indirect de ces derniers, mais le

11. Dans I'ouvrage collectif, La République à l'école, Une anthologie, 1991, ed. Presses Pocket Agora,
C. Kinszler signale que la notion d'élément était un concept très présent à l'époque. Elle signale que "dans

le savoir on peut distinguer deux ordres, deux types de successions :

- I'ordre des découvertes ou I'ord¡e historique (...)

- I'ord¡e des raisons ou ord¡e des inælligibilités (...) il rérablit en quelque sofe la succession des principes

fondamentaux jusqu'aux conséquences, il ordonne les propositions, læ faits, les expériences de manière à

placer en première position ce qui conditionne la possibilité et I'intelligibilité de ce qui suit." Les
"éléments" sont les notions premières qui permettent cette reconstruction. C Kinszler fait remonter à

Descartes I'origine de ce concept mais on peut penser que c'est aussi dans ce sens que I'on peut

comprendre "les éléments d'Euclide" qui permetøient de génórer I'ensemble des connaissances de l'époque.

Plus ¡ecemment l'entreprise de de Bourbaki consisønt à Édiger des "élémens de mathématiques" relève de

la même idée.

12. Idem p.210.

13. C'est nous qui soulignons.
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savoir doit subir une nouvelle transformation. Ainsi, toujours dans le même rapport,

nous pouvons lire :

<<Pour les ouvrages destinés aux écoles primaires et secondaires, la même raison
ne subsiste plus dans toute sa force; pour les bien faire, il faut I'habitude
d'enseigner et de mettre les connaissances à la portée des enfants, plutôt que des

vues profondes dans les sciences...>>

Il est clairement indiqué qu'il faut ici d'autres compétences que de diposer du savoir lui-

même, par exemple "avoir l'habitude d'enseigner et de mettte les connaissances à la

portée des enfants". læs manuels pour le primaire ne devaient donc pas êne faits par les

savants, mais par des gens de moindre niveau. Cela ne pouvait pas être les maîtres eux-

mêmes, puisque ces ouvrages devaient servir à leur formation.

<<Un liwe élémentaire ne peut être bien fait que par ceux qui ont appris bien au-delà

de ce qu'il renferme : on expose mal ce que I'on sait déjà, lorsqu'on est

arrêté à chaque pas par les bornes de ses connaissancesl4,r,

précise Condorcet dans son premiçr mémoire (p. 217\. Ici, on voit émerger une idée tout

à fait inté¡essante : pour pouvoir enseigner, il faut disposer de savoirs mathématiques

distincts des savoirs que l'on veut faire apprendre,

Il faudra donc l'émergence d'une catégorie spécifique de rédacteurs de manuels qui

n'existait manifestement pas à l'époque. En effet, suite à un concours lancé par la

convention nationale pour la rédaction de manuels élémentaires, les ouwages réalisés

vont se révéler de médiocre qualité, suivant les critères d'unjury de savants qui avait été

désigné pour choisir les manuels. D. Julia (1981, p. 239) citeLakanal, qui faisant partie

du jury, critique un grand nombre d'auteurs :

<les citoyens qui ont travaillé (...) ont généralement confondu deux objets très

différents, des élémentaires et des abrégés. Resserrer, coarcter [rendre plus étroit]

un long ouwage, c'est I'abréger ; présenter les premien gennes et en quelque sorte

la matrice d'une science, c'est l'élémenter ; il est facile de faire un abrégé de

Mescray, tandis qu'il faudrait un Condillac pour fairc lcs óléments de I'histoire.
Ainsi I'abrégé, c'est précisément I'opposé de l'élémentai¡e(...)>

On voit donc la contradiction dans laquelle est plongé le jury : la deuxième catégorie de

manuels délinis par Atbogast est subordonnëe aux traités existants. Leurs âuteurs ne

peuvent produire que des abrégés, alors que ce qui est souhaité, c'est rendre accessible au

plus grand nombre les éléments présents dans la première catégorie d'ouwages, afin que

les jeunes enfants puissent par la suite éventuellement continuer à apprendre les sciences.

Il n'est donc pas étonnant que ce soit le livre d'un savanl, celui de Condo¡cetls, écrit

sous un pseudonyme qui a été couronné. C'était à la fois le signe que ce second type de

14. C'est nous qui soulignons.

15. ìl s'agit du livre de Condofcet complété paf Sanel J.B. à qui sera fait d'ailleurs un procès de plagiat.
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manuels n'était pas si simple à réaliser et que la catégorie intermédiaire de rédacteu¡s

capables de les rédiger ne s était pas enco¡e constituée.

2.3. Le manuel de I'élève et le livre du maître

Dans le cadre que nous venons de rappeler, c'est-à-dire le manuel instrument de

formation, Condorcet va initialiser une idée qui va faire recette : réaliser un liwe du maître

qui accompagne le manuel de l'élève. Il précisel6 quelle doit être la fonctionnalité, à son

avis, des livres du maître :

<Ils doivent renfermer :

lo des remarques sur la méthode d'enseigner
2o les éclai¡cissement nécessaires pour que les maîtres soient en état de répondre
aux difficultés que les enfants peuvent proposer, aux questions qu'ils peuvent faire
3o des définitions ou plutôt des analyses de quelques mots employés dans les liwes
mis entre les mains des enfants, et dont il est imponant de leur donner des idées
précises.>>

Il revient plus loin sur le fait qu'un livre "doit surtout contenir une explication des mots

isolés", confirmant par là que la fonction principale du livre du maît¡e est une fonction

d'apport de connaissances sous une forme ¡elativement achevée. Une autre fonction

assignée au liwe du maîne est d'être un insrrument de formation des parents en leur

permettant de suivre l'éducation de leurs enfants. Il souligne enfin que ce type de livre

crée la distance nécessaire ente les élèves et le maîre :

<Un maître qui ne se bomerait pas à la simple explication d'un ouvrage, et qui
paraîrait savoir quelque chose au-delà du livre qu'ils étudient , leur inspirerait plus

de confiance...>>

Il met donc I'accent sur un point qui, en fait, poile en lui la nécessité d'une formation

initiale : c'est le fait que le maître doit êre nettement plus rnsrrarr que les élèves.

Remarquons que la place du livre du maître est tout à fait remarquable à l'heure actuelle et

spécifique de l'école élémentaire. Il ne serait pas concevable qu'une maison d'édition ne

fasse paraître une collection de livres destinés à des écoliers sans I'accompagner de livres

du maître conséquents. Pour ne prendre que deux exemples, pour les collections "Atout-

math" et "Diagonale", les liwes accompagnant les manuels destinés à un niveau scolaire

particulier, le CMI par exemple, ont respectivement 287 et 415 pageslT, avec des parties

comportant des notions théoriques, des descriptions détaillées de mise en ceuwe des

activités, précisant les objectifs, les contenus abordés, le matériel nécessaire, etc...

16. Condorcet, deuxième mémoire, pp . 237 -239.

17. Alors que les livres de l'élève ne component respectivemcnt que 192 et l9l pages.
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Ce fait est à mettre en parallèle avec les liwes du professeur du premier cycle qui se

contentent en général de reproduire le liwe de l'élève avec quelques ajouts en marge

précisant les objectifs des activités proposées.

3. LES DIFFÉRENTES FONCTIONS DES TRAITÉS ET DES MANUELS

3.1. Les livres scolaires, produits drinstitutions transpositives

Depuis la théorisation proposée par Chevallard (1985 et 1992) sur la transposition

didactique, les livres scolaires sont habituellement considérés comme des produits de

certaines institutions transpositives. Celles-ci peuvent être des personnes particuliè¡es qui

deviendront des auteurs, des commissions ou groupes de personnes chargées de rediger

tel ou tel document. L'étude des liwes va donc fournir des indications précieuses sur la

transposition didactique de certains savoirs et ils ont été largement utilisés par les

chercheurs ces dernières années.

Notre étude, prenant comme point de départ la période précédant la révolution, va

s'intéresser particulièrement au raité de Bezoutl8. En effet, un questionnaire fait sous la

révolution19 indiquait qu'à l'époque les enseignants de mathématiques des écoles

centrales créées en 1795, qui avaient la libené de choisir leur manuel, se contentaient de

reprendre les idées et les notions exposées dans les livres de Bezout. Harlé (1984),

étudiant les manuels de l'enseignement élémentaire de la fin du XIX e siècle et au début

du XX e siècle note I'influence du traité de Bezout sur les manuels de l'époque : pour les

manuels d'arithmétique notamment, on retrouve un plan d'étude identique à celui figurant

dans le traité d'a¡ithmétique de Bezout .

Nous étudierons plus en détail dans le chapitre suivant, le rôle de ce traité par rappon aux

savoirs présents dans les écoles normales et dans I'enseignement primaire.

3.2. Le traité et le manuel, inst¡tutions de formation

Nous allons considérer à présent les liv¡es selon un deuxième point de vue, pour traduire

le fait que nous avons déjà souligné : les liv¡es ont été explicitement considérés comme

des instruments de formation.

3.2.1. Caractérisation

Nous définissons un livre destiné à l'enseignement comme une institution didactique

de formation à |tenseignement, que nous appelons institution de formation.

18, Bezout, l7&, Traìté d'arithmétique à l'usage des gardes du pavillon et de la marinei Éléments

d'arithmétique, Paris.

19. Citó par Schubring (1988) p.163.

56

Chapitre Bl : Le mmuel, première instjtution dc lormation d'enseignms



- Les savoirs

À cette institution sont artachés des objets de savoir, produits des institutions de

transposition ¡éalisés par certains auteurs. Pour ces objets de savoir se définissent des

rapports institutionnels. Dans les manuels dominants, un rapport institutionnel pour un

objet de savoir va être représentatif du rappon institutionnel à ce même objet pour la
position d'enseignant dans l'institution à laquelle il esr destiné (ici l'école élémentaire).

- Les élèves

Un certain nombre d'enseignants vont s'assujetti¡ en tant qu'élève, par exemple un
professeur préparant sa leçon en lisant et en étudíant un livre, Il se forme ainsi des

systèmes didactiques, où le professeur est à la fois enseignant et élève. C'est lui-même
qui va prendre l'initiative de lire telle ou telle panie du texte, résoud¡e tel ou tel exercice,

faire des retours en arrière..., et donc modifier son rapport personnel au savoir.

Notons que, lorsqu'un enseignant rédige son cours en utilisant des manuels, il peut être à

la fois considéré comme sujet des institutions de formation "liv¡es", mais aussi comme

une institution transpositive.

La possibilité pour un même enseignant de s'assujettir à plusieurs livres, donc à plusieurs

institutions différentes, va être pour lui un moyen d'accroîre sa marge de manæuvre dans

I'institution école élémentaire. En particulier un livre marginal permettra à un enseignant

de légitimer un rapport personnel qui n'est pas conforme au rapport institurionnel. On

voit donc, sous ce point de vue, l'imponance des manuels qui vont servir de points

d'appui pour des modifications souhaitées par certains protagonistes du système

d'enseignement.

3,2.2. Hiêrarchie entre les traités et les manuels : les scribes

Cette double modélisation du livre, à la fois comme produit d'une institution ranspositive

et comme institution de formation, nous perrnet de rendre compte de la hiéra¡chie entre

deux catégories de liwes, hiérarchie que nous avions relevée précédemment.

- Le traité

Nous appelons "traité" le livre produit par un auteur (considéré comme institution
transpositive); appartenant à la sphère de producúon du savoir que nous appelons Ip, ou

très proche de celle-ci, dans le but d'élémenter les savoirs à enseigner. Nous dirons que

I'auteur d'un traité est assujeni à Ip à un momenr r. Ainsi le livre évoqué plus haut, le

traité d'arithmétique écrit par Bezout est bien un traité au sens que nous lui donnons ici,
puisque Bezout est un mathématicien reconnu (au nroment où il écrit son livre). Il en est

de même pour Condorcet quand il écrit son livre "Moyens d'apprendre à compter
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sûrement et avec facilité", liwe qui est en général considéré plutôt comme un manuel dans

le langage habituel. Ce qui va caractériser le traité est ainsi sa fo¡te légitimité

épistémologique.

- Le scribe

Lorsqu'un auteur de liwes s'assujettit à un traité, considéré comme institution de

formation, nous I'appelons "scribe". Il est à la fois assujetti à I'exigence d'élémentation

mais aussi aux contraintes des systèmes didactiques. Ainsi Mr Tagnard Jeune déclare

dans la préface de son "Traité d'arithmétique" écrit en 1845, c'est à dire quelques 80 ans

plus tard que les premières éditions du t¡aité de Bezout, au sujet des "bases de

I'arithmétique modeme" :

<<Le calcul des nombres décimaux sui¡ immédiatement celui des nomb¡es
entiers...Cet ordre du reste ne nous appartient pas, le génie de Newton l'avait
indiqué, et c'est à Bezout que revient I'honneur de lhvoir réalisé en France.>

Nous dirons que Mr Tagnard Jeune s'assujettit au traité de Bezout et qu'il est un scribe

relativement à cehri-ci.

- Le manuel

Nous appelons "manuel", un liwe produit par un auteur (lui aussi considé¡é comme

institution Eanspositive), scribe par rapport à un traité. Avec les définitions que nous

venons de donner, le traité de Mr Tagnard Jeune est donc un manuel.

3.3. Des n¡veaux de transposition didactique

Cette modélisation nous permet de concevoir des "strates transpositives", que nous

visualisons par le schéma suivant :

Ip

------> Traité i té i+1 Traité i+2

scribes

Manuelt * Manueli+L

Ip: institution productrice de savoirs
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L'auteur d'un traité est un sujet de Ip. Il peut être ou non simultanément assujetti à un

autre traité écrit antérieurement. Ainsi dans le schéma précédent I'auteur du traité i+l est

assujetti au traité i, mais I'auteur du traité i+2 est en rupture avec les traités antérieurs.

Comme nous le venons dans le chapitre suivant, le livre de Bezout s'appuyait largement

sur d'autres traités. C'est la réorganisation des savoirs dans la sphère savante qui

détermine que la production d'un tráité se présente comme étant en rupture par rapport

aux traités précédents.

Ainsi nous pourons observer les transformations que subit le traité de Bezout pour

aboutir à un nouveau traité. Son traité d'arithmétique à I'usage des gardes du pavillon et

de la marine publié en l7Ø, devient le Traité d'arithmétique à I'usage de la Marine et de

l'Artillerie par Bezout, avec des notes et dss tables de logarithmes par A.A.L Reynaud.

En 1828, ce dernier ouwage en est à sa quatorzième réédition; entre temps A.A.L

Reynaud est devenu Baron et ses notes occupent 1 64 pages alors que la partie rédigée par

Bezout n'en comporte que 152.

Ces notes conduiront I'auteur à publier parallèlement un traité d'arithmétique2O qui diffère

sur un certain nombre de points du livre de Bezout. Nous étudierons en détail le

p¡ocessus dans le chapitre suivant ca¡ il se fait au moment où se développent des

p¡ogrammes pour les différents niveaux du primaire, notamment pour les écoles normales

qui sont en train d'être créées.

Nous mettrons à l'épreuve cette modélisation dans les chapitres suivants en essâyant

d'identifier quels sont les liwes qui ontjoué le rôle de raité et quels sont les auteurs qui

vont occuper les positions de scribes, aux différentes périodes que nous allons étudier

depuis la création de l'école obligatoire.

3.4. Ce que permet de voir une modélisation du livre scolaire
en tant qu'institution de formation

3.4.1. La formation sur le tas

Pourquoi la société at-elle accepté sans ¡éaction notable que quantité d'instituteurs que

I'on a nommés comme suppléants ou comme auxiliaires puissent enseigner di¡ectement

sans formation, c'est-à-dire sans passer par une institution officielle de formation?

Pourquoi en est-il de même de nos jours, où presque personne ne trouve à redire que

20. Reynaud, Traité d'ørithmétíque à I'usage des élèves qui se destinenl ò l'École Polytechniquc, ò ta

Marine, à l'École Militaire de Saint-cyr el à t'É,cole Forestière. En 1832, ce liwe en est à sa æizième

édition.
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certains futurs professeurs d'école2l ne disposent que de trente heures de formation en

mathématiques tandis que d'autres sont mis directement sur le "terrain"22.

Parce qu'un professeur se forme en enseignant, entend-on souvent dire : il se forme sur

le tas. Mais que recouvre une telle expression?

Comme I'a montré Chevallard (1989), dans le cas d'un apprenti :

<...1'apprentissage sur le tas a toujours été vécu comme un apprentissage par

frayage, par le moyen (qui est en même temps, ici la fin recherchée) de

I'intépgation dans une communauté professionnelle, par Ia participation à une

culare professionnelle. En d'autres termes, le métier n'y est pas en principe réduit

à un répertoire d'opérations, mais s'y présente comme une réalité sociale ømle -

coûrme une prcrls et comme we cuhure. D'un coup, I'apprenti est plongé tout

entier dans la communauté d'activité qui doit devenir la sienne.>

Cet apprentissage par frayage est assuré par le contact avec un professionnel qui "donne à

voir" les gestes du métier.

Dans certains cas, on che¡che à imiter ce type de formation professionnelle : un maîFe

auxlliaire du secondaire bÉnéficie d'utt tuteur qu'il peut observer quclqucfois dans

I'exercice de son métier et qui à son tour peut lui rendre visite et le conseiller. Mais qu'en

est-il du professeur que I'on enferme le plus souvent seul dans sa classe, charge à lui de

trouver dans la solitude les moyens de faire face aux problèmes d'enseignement qu'il

rencontre? Cette position est tout à fait spécifique et diffè¡e de celle présente pour les

autres professions.

3.4.2. Le "manuel", institution parallèle de formation, garantie du

fonctionnement de l'école publique

La formation par frayage de ces enseignants va être assurée par les institutions parallèles

que sont les manuels qui leur décrivent de manière précise les gestes qu'ils doivent

accomplir. Comme nous l'indique par exemple un livre du maître récemment paru23,

celuici foumit :

.(...) ta description des séances donnant à I'enseignant tous les éléments24

pour organiser sa classe. Chacune d'elles comprend :

- I'activlté dire de ,,familia¡isatiun ¡ruulétique" qui reprcnd cn la dóvcloppant la

rubrique "avec les nombres" du liwe de i'élève;
- les'bbjectifs poursuivis par le maîre" pour la séance;

- une description détaillée d'une mise en euvre possible d'activités (matériel,

consignes, organisation de la classe, etc'..) qui doit permettre de meltre I'enfant au

21. Ceux qui sont recrutés directement par concours en deuxième annee dans un IUFM, sans avoir effectué

leur première année à l'intérieur de celui-ci.

22. Ceux recrutés sur la liste supplémentaire par exemple.

23. Déjà cité: Livre du maîre CMl, Collection DiaSonale, maú en fleche, p. 4, Nathan.

24. C'est nous qui soulignons.
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centre de ses apprentissages en lui assu¡ant les moyens de construire son savoir,
seul ou en interaction avec les autres, de développer des compétences en
mathématiques, de faciliter la gestion de la classe;
- des remarques sur les procédures des enfants.rt

Pour préparer ses cours, trouver des exercices, chercher des réponses aux questions qu'il

se pose, I'enseignant va utiliser essentiellement les manuels, comme le montre par

exemple une enquête25 sur ce sujet. læs manuels représentent donc bien acn¡ellement des

institutions de formation parallèle, qui assurent une formation pour les agents de l'école.

Ils représentent pour celle-ci une garantie et par là même fournissent un contrôle sur les

enseignants qu'elle plonge dans un milieu inconnu.

La présence de plusieurs manuels peut-elle créer pour I'enseignant une ouverture dans la

formation par frayage "différée", comme offrait auparavant la formation par

compagnonnage qui permettait à l'apprenti d'être au contact de plusieurs manières de

faire? Les manuels "hors norme", dans la mesure où ils peuvent surviwe, leur off¡ent-ils

un certain espace de liberté?

Nous allons étudier pour le moment les rapports entre I'institution "manuel", dont nous

avons montré qu'elle est apparue la première et l'institution correspondant aux écoles

normales qui elles, sont créées peu à peu à panir de 1810. Institution de formation non

visible culturellement, nous pensons qu'elle va faire peser un certain nombre de

contraintes sur les savoirs existant au sein de l'institution de formation "officielle". C'est

sous cet angle-là que nous nous proposons d'étudier l'évolution des savoirs dans les

écoles normales. Mais d'abord, regardons les raisons pour lesquelles se sont créées ces

dernières.

4. L'ÉCOLE NORMALE ''FILLE BT MÈRE'' DE L'ÉCOLE PUBLIQUE

4.1. L'école normâle de I'an III : acquérir de l?instruction

La première tentative de création d'un lieu institutionnel de formation des maîtres a eu lieu

sous la révolution. Même si l'école normale de l'an III ne fût qu'un épiphénomène qui ne

devait pas durer, elle marquait le souci de c¡éer un espace physique où pourrait se

dé¡oule¡ une "formation".

Deux idées qui ont présidé à la constitution de cette école normale nous semblent

importantes.

25.Enquêtecité prArsacdatsLatranspositíondidactiqueenmathématíques,enphysique,enbiologie
1989, Irem de lyon.
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La première, la plus éclatante, indique que I'institut de formation doit être le lieu de

transposition à partir du savoir savant. En effet, les professeurs choisis par la convention

furent des savants reconnus. Lakanal avait précisé :

<pour la preqière fois, les hommes les plus éminents en tout genre de sciences et

de talent, les hommes qui jusqu'à présent n'ont été que les professeurs des

nations et des siècles, les hommes de génie vont être les premiers maîtres d'école.>

Ccla rcpréscntait unc première (et pcut-ôrc la dcmière) tentative d'un conrôle direct par la

sphère savante de la formation des enseignants. Son échec signe dès I'origine la quasi

impossibilité de ce passage direct et la nécessité de l'existence de couches intermédiaires

permettant à la transposition didactique de fonctionner.

La deuxième est plus cachée et néanmoins significative : on la trouve dans les objectifs

qui sont assignés aux travaux de l'école :

<ils fles instituteurs] leur [aux élèves] apprendront d'abord à appliquer à

I'enseignemcnt dc la lccture, de l'écriture, des premiers éléments de calcul de la

géométrie pratique, de I'histoire et de la grammaire française, les méthodes

tracées dans les livres élémentaires adoptés par la Convention
nationale et publiés par ses ordres26.,

Autrement dit un des objectifs de l'école de I'an III est d'apprend¡e aux maîtres à se servir

des manuels. Ce changement de point de vue par rapport à ce qu'énonçait Arbogast dans

son fapport sur les livres élémentaires où la simple utilisation des manuels suffisait à

former les maîtres était cependant en gelrne lorsque Condorcet prônait la rédaction de

livres du maître. Le manuel va toujours former les maîtres à la profession, mais pour

pouvoir se former, il faut déjà avoir un certain degré d'instruction. C'est donc bien

I'institution manuel qui engendre I'institution de formation "école normale".

Cene idée essentielle se trouve présente à partir du moment où s'est imposée la nécessité

d'une formation des enseignants.

Une centaine d'années plus tard, une fois que les écoles normales se selont affirmées

dans le paysage culturel français, le dictionnaire F. Buisson2T ne fera plus référence au

manuel mais réaffirmera le caractère "instructionnel" des écoles no¡males, tout en

inroduisant le caractère "professionnel" de celles-ci :

<les écoles normales son¡ des établissements publics où les jeunes gens qui se

destinent aux fonctions d'instituteur ou d'institutrice viennent compléter leur

instruction et s'initier aux meilleures méthodes d'enseignement. Ces

établissements ont donc un double caractère : ce sont, à la fois des maisons

d'instruction proprement.dite et des maisons d'éducation professionnelle.>

26. C'est nous qui soulignons.

27. A¡ticle "Normales" @coles), dlcdo nnaire de pédagogie et d'instruction primaire,p.2058 êdiuon.F.E.

Buisson, t.2, Paris, Hachette
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Nous examinerons ce que signifie "compléter son instruction" dans le chapitre suivant,

mais nous allons tout de suite remarquer que le manuel était, là aussi, appelé àjouer un

óle de premier plan.

4.2. L' é.cole normalisatrice

Lemot"normales" d'écoles normales était de création nouvelle en 1795. Lakanal en

expliqua le sens dans son rapport2S :

<<normales, du latin norma, règle. Ces écoles doivent être en effet le type et la règle
de toutes les autres.>

L'école normale, institution de formation, fîlle de l'école publique comme nous l'avons

vu précédemment devenait l'exemple et la règle de toutes les auEes, la "mère" qui indique

le bon chemin.

C'est ce qui allait faire dire à M¡ Guizot quelques années plus tard29 :

<l'instruction primaire est toute entière dans les écoles normales : ses progrès se

mesuent à ceux de ces établissements.>)

Et Jules Ferry renchérissait 30 '

<il n'y a pas d'enseignement public sans les écoles normales.>

Ainsi l'école issue elle-même des écoles professionnelles, allait engendrer une école

professionnelle d'un type nouveau, une école de formation des maîtres chargée de

normaliser en quelque sorte celle-ci. Le lien organique initial unissant l'école et l'école

professionnelle qui lui était associée pour former ses agents, se Eouvait inversé dans

I'esprit non seulement des responsables de l'état, mais aussi d'une fraction de plus en

plus large de la société. Ces liens très forts que nous nous proposons d'étudier dans les

chapitres suivants, nous pouvons déjà les apercevoir dans les dates concordantes des

réformes concemant I'ecole primaire et l'école normale qui lui était associée.

4.3. Le manuel élément normalisateur

Quoi de plus naturel pour normaliser que d'utiliser le manuel, en s'appuyant su¡ le fait

qu'il s'agit d'une institution de formation contrôlable. Aussi le souci constant de tous les

législateurs dans une période allant jusqu'en 188031 a été de déterminer les livres

28. Rapport de Lakanal et décret du 9 brumaire ân III. Rapporté dans l'a¡ticle A¡ticle "Convention",

Dictionnaire de pédagogie et d'instruction primaire, p. 559, édition. F.E. Buisson, r,2, Paris, Hachette.

29. Article "Normales" @coles), déjà cité, mème page.

30. Ibid., p.2058.

31. furêté du 16 Juin 1880 arrêønt le principe que le choix des liv¡es devait revenir aux maît¡es eux-

mêmes. Mais toutes les listes ainsi dressées sont transmises à I'inspecteur d'académie et une commission,

63

Chapitre B I : Le mmuel, première institution de fo¡mation d'enseignmts



autorisés. Ainsi par exemple, un arrêté du 30 décembre 1836, pris sous le ministère

Guizot, au moment justement où s'accroît de manière significative le nombre des écoles

normales, stipulait :

(tous les livres autorisés pou¡ les écoles primaires pouÌront être placés dans les

bibliotheques des écoles normales.>

et il était précisé d'autre part que :

(tous les ouvrages autorisés pour les écoles primaires ou supérieures pouront etre

utilisés pour les classes d'adulte, selon qu'il s'agûa d'y donner les premières

instructions ou de compléter et de porfectionner les connaissances acquises.>

Il est donc clair que le manuel fixe la norme à la fois pour I'enseignement, mais aussi

pour la formation des enseignants, I'institution école normale étant sous tutelle de

l'institution manuel. I-e rapport institutionnel au savoir du manuel était transféré de fait

da¡rs I'institution officielle de formation.

CONCLUSION

Nous avons commencé notre étude au moment où est en germe la volonté de mettre en

place une éducation qui s'adresse à l'ensemble de la population, idée que va s'efforcer de

metre en vigueur la révolution. Nous avons mis en lumière le fait que les liwes pouvaient

être considérés selon deux points de vue, à la fois comme produits d'institutions

transpositives et comme institutions de formation des maîres pour I'enseignement.

Nous avons mis en évidence deux catégories de livres destinés à I'enseignement : les

traités et les manuels. Les auteurs des traités sont des personnes proches de la sphère de

production du savoir. Par contre, nous avons appelé scribes les auteurs de manuels qui

s'assujettissent à un traité.

Nous avons montré que l'institution manuel a engendré I'institution école normale'

Celle.ci en tûnt qu'institution ds formation va apparaître comme un complément de

I'institution manuel, participant elle aussi à la normalisation du système du primaire.

composéc des inspectours primaires, du directeur er de la dirc¡trice des Écoles Normales 9t des maîtres-

adjoine de celles-ci révise les listes øntonales et anète lc catalogue pour le département.
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CHAPITRE B2

DU TRArrÉ rux MANUELS, ln oÉcoupAcr DES
SAVOIRS

Nous exarninons les livres dont nous pensons qu'ils ont sewi de référence
pour Ia mise en place de savoirs dans les ínstitutions de formation écoles
normales. Nous mettons ò l'épre¡ne la modelisation a¡norcée dans le chøpitre
précédent en regardant l'évolution des traítés d'aritlunétíque et lafonctíon
qu'ils ont jouée par rapport aux manuels rédigés pour les dífférents ordres
d'enseígnement du primaíre. Nous obsemons I'impact au níveau des savoirs
générés par l'apparition de ce que l'on peut consídérer comme un nouveau
traíté.

1. L'ÉVOLUTION DU TRAITÉ

1.1. Le traité de Bezout

1.1.1. Le statut du traité de Bezout

Le liwe de Bezoutl, comme nous l'avons déjà signalé, a servi comme liwe de téférence

dans les écoles centrales au moment de la révolution. Il est donc beaucoup utilisé à la fin

du XVItr ème et au début 6u ¡¡¡ ème siècle: c'est pourquoi nous en examinons en déøil

le contenu.

Il s'inscrit dans la lignée du travail de transposition didactique, qui, comme I'ont montré

Chevallard et Jullien (1989), a consisté à élaborer une "théorie moyenne" à propos des

systèmes de nombres, en particulier en ce qui concerne le statut des fractions, théorie

dont nous allons voir les éléments à favers l'analyse qui va suiwe.

La théorie des fractions s'est imposée face à la théorie des rapports, dont les auteurs

précédents ont pu montrer en détail les caractéristiques de son élaboration ¿u ¡y ème,

¡y¡ ème e¡;çy¡ ème si¿ç¡e, théorie des rappons qui remontait au temps d'Euclide.

En effet, les Grecs se refusaient à considérer comme nombre autre chose que les entiers.

La théorie des fractions, qui s'est dégagée peu à peu, a envisagé celles-ci comme

nombres, étendant ainsi I'ensemble des entie¡s, et perinettant d'exprimer des rapports

numériquement.

l. l¡ livre de Bezout ayant eu beaucoup de réeditions avec des paginations différenæs, quand nous ferons

une citation, nous donnerons comme indication les numéros de paragraphes, ceux-ci étant numérotés

depuis la premièrc édition de 1 jusqu'à 245
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Ce sont donc à la fois le produit d'une construction savante et les besoins de I'exposé

didactique cherchant à aller du simple au compliqué qui ont imposé progressivement la

theorie des fractions que l'on üouve développée à cette époque.

Ainsi, notent les auteurs précédemment cités, ce long t¡avail d'élaboration théorique, en

se renforçant, va rejeter à la périphérie du discours principal les problèmes qui avaient

justement permis son émergence. Ceux-ci deviendront les applications "pratiques" de la

théorie, applications que I'on va trouver en général à la fin de tous les traités et des

manuels sous la forme de règles, règles d'escompte, d'alliage, etc...

Nous étudions à présent comment se situe le traité de Bezout dans ce mouvement de

longue durée. C'est un livre à visée didactique puisqu'il s'adresse à des candidats à une

école militai¡e : ainsi, le terme de commençan[t]s revient souvent sous la plume de

I'auteu¡, notamment dans la préface :

<J'ai tâché d'aplanir la route, soit en simplifiant des raisonnements déjà employés,

soit en substituant de nouveaux qui m'ont paru plus clai¡s, soit enfin en employant
un langage familier et simple.>

Le livre se présente comme une suite de paragraphes non regroupés en chapitres.

Cependant dans sa préface, I'auteur indique les grandes rubriques qui sont abordées,

rubriques qui seront reprises par ses successeurs, notamment Reynaud dont nous

étudierons les notes par la suite. C'est donc ce découpage que nous utilisons à présent

pour faciliter I'analyse. Certains paragraphes sont écrits en caractères plus petits,

indiquant qu'il s'agit de contenus plus difficiles qui s'adressent à des élèves qui "auraient

le désir de s'instruire plus parfaitement". Bezout introduit donc dans son cours une

hiérarchie qui jouera évidemment un rôle dans les découpages ultérieurs qui seront faits.

Nous en étudions les éléments marquants qui vont jouer un rôle dans la transposition

didactique qui va s'effectuer par la suite en direction du "primaire".

L.L.2. Les savoirs dans le traité de Bezout

e) Présentøtion et définitíon du nombre, Opérations sur les

entiers et les décimaux

<Le nombre exprime de combien d'unités ou parties d'unités une quantité est composée>

affirme I'auteur dès la première page de son livre pour préciser par la suite qu'il existe

trois sortes de nomb¡es : les nomb¡es entiers, les fractions et les nombres fractionnaires

selon que <la quantité est composée d'unités entières, d'unités entières et de parties de

I'unité, ou de panies de I'unité>. Chaque so¡te de nomb¡es est partagée en deux
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catégories : les nombres abstraits <<qu'on énonce sans désigner I'espèce d'unités> et les

nomb¡es concrets <lorsqu'on énonce en même temps I'espèce d'unités>.

<Pour évaluer les quantités plus petites que I'unité que l'on a choisie, on panage celle-ci

en d'autres unités plus petites>), poursuit-il, ce qui le conduit à la notion de nombre

complexe quand <un nombre est composé de parties rapponées à plusieurs unités> et

celui de nombre incomplexe quand <celui-ci ne comporte qu'une seule espèce d'unités>.

Le cas où le panage de I'unité est fait en parties de dix en dix fois plus petites I'amène à

parler de décimales qui sont <<les parties de I'unité que I'on vient de décrire>, en fait les

fractions décimales qui sont plus petites que l'unité dans la terminologie de Bezout. Dans

toute cette partie, le terme de fraction qui a été introduit dans le tout premier paragraphe

n'est pas repris, le terme de nomb¡es décimaux n'est pas mentionné. Seul est utilisé le

mot "décimales" ca¡ <da formation et le calcul des décimales sont absolument les mêmes

que pour les nombres ordinaires ou entiers>.

Bezout intègre ici ce qui avait fait le succès des décimaux, c'est-à-dire la facilité des

calculs, ce qui permet de rabattre les décimaux sur les entie¡s.

Le nombre est ainsi défini en référence à une collection d'unités ou de parties de I'unité,

la manière d'énoncer les nombres avec des décimales étant elle-même significative

puisque l'on dira pour l'écriture 34,572, trente-quatre unités et cinq cent soixante douze

millièmes. Même s'il y a "évaporation" à un moment donné du nom de I'unité, pour

reprendre une expression de Guy Brousseau, ce qui permet de parler de nombre abstrait,

la référence implicite sera toujours la comparaison d'une grandeur à une unité. Notons

cependant que Bezout n'hésite pas à écrire des nombres ayant six chiff¡es après la

virgule.

Suivent donc l'ensemble des règles permettant de trouver les résultats des quatre

op'érations aussi bien pour les nombres entiers que pour les nombres comportant des

parties décimales.

Bezout ne retient ici que la partie technique des "décimaux" qui évidemment a fait son

succès après la vulgarisation de la Disme de Stevin en France par Girard à partir de 1634,

occultant par là même le fait que les décimaux servaient à l'époque à résoudre des

problèmes dans le savoir savant, par I'utilisation des écritures décimales illimitées. Le

traité de Bezout s'inscrit donc dans la filiation des traités précédents pour lesquels c'était

une tradition bien ét¿blie.
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Le cas de la divisíon

La division est toujours ramenée à la recherche d'un quotient qui, multiplié par le

diviseur, donne le dividende2:

.<On n'a pas toujours pour but dans la division, de savoir combien de fois un

nombre en contient un autre; mais on fait I'opération dans tous les cas comme si

elle tendait à ce but; c'est pourquoi on peut, dans tous les cas, la considérer comme

I'opération par laquelle on trouve combien de fois le dividende contient le

diviseur.>

Ce qui le conduit à noter, comme le faisaient d'ailleurs tous les contempolains de Bezout,

le quotient de 8769 par7,1252 5f. Évidemment ce "nombre fractionnaire" n'a pas

exAçtement Sa plaCe danS un paragraphe COnSacré aux nombreS entiers et aux nOmbres

décimaux, mais Bezout s'en tire en signalant qu'il expliquera plus loin ces sortes de

nombres, ce qui lui permet paf la suite de rattacher les fractions au quotient de deux

nombres. Mais dans le même temps, il va parler de valeur du quotient à moins d'un

cendème près ou à moi¡ts tl'urr urillièrne près.

se proposant de diviser 12,52 par 4,3, après avoir ramené cette division à la division de

l252par 430 et trouvé le quotient indiqué de la manière suivante,

1252

392

430

iI déclare3

<Mais comme I'objet qu'on se propose, quand on se sert de décimales, est d'évi¡er

les fractions ordinaires, au lieu d'écrire le reste 392 sous la forme de fraction,

comme on vient de le faire, on continuera I'opération comme dans l'exemple

suivant.

430

2,9r16

L'évitement en question permet de ramener le quotient de deux décimaux au quotient de

deux entiers en choisissant la bonne sous-unité.

Toute expression fractionnaire a ici disparu au niveau de l'écriture du quotient.

L'expression (<tous les restes de la division peuvent être réduits en décimales> jette un

voile discret sur les liens qui relient le nombre décimal ainsi trouvé et la fraction qui

2. Idem $.59.
3. Idem $.68.
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apparaissait avant dans l'écriture du quotient. Cela évite aussi le fait que le processus

engagé soit infini, ce qui renver¡ait sur les écritures décimales illimitées qui éloigneraient

des entiers.

Les opératíons abrégées

Signalons une partie importante exposée par Bezout4, écrite en caractères plus petits, qui

consiste à exposer des techniques permettant de trouver des résultats numériques plus

rapidement:

<Comme on emploie ordinairement les décimales dans la vue de faciliter les

calculs, en substituant à un calcul rigoureux une approximation suffisante, mais
prompte, il n'est pas inutile d'exposer ici un moyen d'abréger I'opération,
lorsqu'on a besoin d'avoir le produit que jusqu'à un degré d'exactitude proposé.>

L'exemple développé consiste à multiplier 45,625957 par 28,635,1e produit ne devant

être connu qu'à moins d'un millième près.La techniqøe proposée est la suivante :

<I'écris ces deux nombres comme on le voit ci dessous, c'est à dire, qu'après

avoi¡ renve¡sé l'ordre des chiffres de I'un des deux, je l'écris sous I'autre, en

faisant correspondre le chiffre de ses unités sous la décimale immédiatement
inférieure de deux degrés à celui auquel je veux bomer mon produit. Je fais ensuite

la multiplication, en négligeant dans le multiplicande, tous les chiffres qui se

trouvent à droite de celui par lequel je multiplie; (...) L'addition de tous ces

produits étant faite, je supprime les deux demiers chiffres, en observant cependant

d'augmenter le dernier de ceux qui restent, d'une unité, si les deux que je
supprime passent 50; après quoi je place la vìrgule au rang fixé par I'espèce de

décimales que je me proposais d'avoir. (...)>

On voit que la technique proposée ¡epose sur le fait que, si on fait le développement

polynomial des deux nombres proposés et que l'on multipiie ces deux polynômes, on

néglige les termes correspondant à le puissance 10-n avec n >6.

Le fait de négliger les termes de rang n+2 peut avoir des effets sur le terme de rang n,

mais il est raisonnable de faire ainsi puisque I'effet des termes évoqués précédemment sur

le terme en 10-3 ne se fe¡ait éventuellement sentir que si le multiplicateur avait 13 chiffres

et que si les chiffres aussi bien du multiplicateur que du multiplicande étaient tous des 9.

De même, les précautions prises à la fin du paragraphe cité ne conduisent pas forcément à

la meilleure approximation : il suffit par exemple de prendre, en s'inspirant d'un

exemple5 foumi par Bezout lui-même, à savoir multiplierO.227538855 par 0.6564178 en

ne conservant que 7 décimales au produit. La technique proposée par I'auteur conduit

d'abord à 0.128882013, puis en supprimant les deux demie¡s chiffres, qui correspondent

à un nombre inférieur à 50, conduit à 0.1288820. Le calcul effectif du produit lui donne

4. Idem $. 55.

5. Idem $. 55.
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0.1288820576636190, pour lequel l'aureur aurait donné pour valeur approchée

0.1288821. Mais 1à aussi la méthode reste raisonnable puisque le cas indiqué est

relativement ra¡e.

Une technique du même type est proposée à propos de la division, si i'on ne veut qu'un

quotient à une certaine unité près.

On note donc le souci dans cette paltie du liv¡e de traiter des nombres qui ne sont pas

directement liés à des mesures de grandeur, nombres ayant un grand nombre de

décimales, en proposant des problèmes d'approximation. Ces techniques de calcul

aujourd,hui disparues, répondant aux besoins de calcul de l'époque, vont perdurer au

XlXe siècle et au début 6u ¡¡e puisqu'on les trouve dans des cours de mathématiques6.

L'a¡rivée des calculatrices leur fe¡a évidemment perdre beaucoup de leur intérêt.

b) Les Íractions I nombres complexes

Une partie imponante, pour ne pas dire centrale va être consacrée aux fractions. Le

partoge deS nombres en entiers, fractions et nombres fractionnaires évoqué au début du

livre va êre développé longuement'

<læs fractions, considé¡ées arithmétiquement, sont des nombres par lesquels on

exprime les quanútés plus petites que I'unité.>

La première remarque que I'on peut fai¡e est que, dans un premier temps' les entiels ne

sont pas des fractions. Dans cette optique, le sous+it¡e trompeur "des entiers considérés

sous la forme de fraction" n'est là que pour relier division et fraction ainsi que pour

int¡oduire la notion de nombre fractionnaire, entier accompagné par une fraction' En

effet, l'auteur est amené à considérer des expressions où le numérateur est supérieur au

dénominateur, extrait "les entiels qui s'y Íouvent enfermés" en faisant la division du

numérateur par le dénominateul. On retrouve ainsi la justification de la notation du

quotient déjà innoduite auparavant, qui est du ,fp" n 
fi 

avec n, a' b entiers'

Notons que ces différentes catégories de nombres réalisent une p¿rtition des nombres

considérés jusqu'à présent : cette idée sera largement exploitée dans les nanspositions

ultérieures qui seront faites en direcfion ries enfants de l'école primaire'

Ces nombres fractionnaires, fruits de la division de deux entiers permettent d'envisagel

les fractions elles-mêmes comme des quotientsT :

<on peut considérer une fractiôn sous un autre point de vue : on peut considérel le

numérarcur comme représentant une certaine quantité qui doit êre divisée en autant

de parties qu'il y a d'unités dans le dénominateu¡.>

6. Par exemple, De combrerousse c. 1920, cours de mathématiques, Tome premier, Arithmétique,

pp.147- 157, Gauthier-villars, Paris

7. Idem $.96.
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Il considère cette fois-ci les entiers comme des fractions ou du moins comme des

nombres qui <peuvent être mis sous la forme d'une fraction>, puisqu'un entier peut

toujours êne considéré comme le quotient de luimême par 1. On voit donc que les

<résultats fractionnaires, dont le numérateur est plus grand que le dénominateurt S,

servent à établir des interrelations entre f¡actions, nombres fractionnai¡es, entiers et

décimaux.

Des notions concernant les décompositions des nombres en facteu¡s premiers, la

recherche du PGCD de deux nombres par I'algorithme d'Euclide, sont introduites de

manière spécifique pour permettre la simplification des fractions et I'introduction des

opérations sur les fractions. L'ordre de présentation adopté, identique à celui des entiers,

est celui qui s'est stabilisé depuis déjà de nombreuses années.

Cette théorie des fractions ramène les "nombres complexes", issus de mesures avec des

unités différentes dans le champ de celles-ci. Il suffit de choisir une unité de référence et

les calculs sur les nombres complexes se ¡amènent à un calcul su¡ les fractions. Mais

Bezout ne faillit pas à la tradition d'introduire les techniques opératoires spécifiques aux

nombres complexes, 'rparce que la division qu'on en fait de I'unité principale en facilite

souvent le calcul", montrant par là les talents de calculateurs des mathématiciens de

l'époque.

c) Les røcines carrées et cubiques

Entre la partie portant sur les fractions et celle consacrée aux rapports et aux proportions

s'intercale une étude de ¡acines ca¡rées et cubiques. A une époque où les réels ne sont pas

encore construits de manière précise et où les nombres comme les racines carrées,

nombres sourds, ou irrationnels, ou incommensurables restent encore myslérieux,

I'auteur cherche à raccorder les racines carrées aux nombres déjà connus, c'est à dire les

fractions, comme on peut s'en rendre compte avec I'extrait suivant9 :

<Ainsi la racine carrée de 72, par exemple est 8 en nombre entier, parce que 72

étant entre 64 et 81, sa racine est enre les racines de ceux-ci, c'est à dire entre 8 et

9, elle est I et une fractionl0, fraction qu'à la vérité, on ne peut pas assigner

exactement, mais dont on peut approcher continuellement, ainsi que nous le

verons dans peu.>

La racine ca¡rée n'est donc pas loin d'être une fraction, et l'algorithme de I'extraction de

la racine carrée, comme I'ont bien monré Chevallard et Jullien (1989), puis de manière

8. Idem $.84.
9. Idem, paragraphe 131.

10. C'est nous qui soulignons.
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plus détaillée Assude (1992), permet de s'en "approcher d'aussi près que l'on le juge à

propos" et "cette approximation se fait commodément par le moyen des décimales". En

effet, cet algorithme fournit les diffé¡entes décimales I'une après l'autre et donne ainsi des

fractions décimales à I / 1gn près. Dans ce sens I'extraction de la racine carrée d'un entier

ou d'un nombre décimal fonctionne comme la division de deux entiers ou de deux

nombres décimaux. Cet algorithme forme alors la cinquième opération, renforçant la

cohérence à I'ensemble des notions étudiees jusque là.

d) Rapports et proportìons

La notion de rappon se ffouve après la notion de f¡action. Les rapports permet[ent

d'attribuer des mesures aux grandeurs en fixant une unité. La mise en rappon de mesures

qui peuvent être fractionnaires n'étend pas enco¡e la notion de fraction d'entiers : on

"opère" sur ces rapports comme on I'avait fait sur les fractions, mais sans utiliser le

symbolisme de celles-ci. Ainsi nous dit Bezout :

<Si j'avais à examiner le rapport ae O] a rc?,:edi¡ais, en réduisant tout en43'
fraction, ce rapport est le même que celui a" ! e !, oo 

"nréduisant 
au même' 4 3'

dénominateur, le même qo. * ¿ P, ou enfin en supprimant le dénominateur l2' t2 t2'
(ce qui revient au même que de multiplie¡ les deux termes du rapport par 12), ce

rapport étant le même que celui de 81 à 128.>

On peut cependant remarquer qu'opérer sur les rapports revient d'une certaine maniè¡e à

les considérer comme des nombres, même si cela n'est pas dit explicitement.

Les rapports servent toujours à introduire les proportions pour lesquels on utilisait à

l'époque une écriture propre a:b::c:d, a, b, c, d représentant quatre grandeurs homogènes.

De longs développements sur les proportions, qui ne nous intéressent pas directement ici,

montront touto I'importance accordée à ces notions qui fonctionnent encore comme une

partie relativement autonome dans I'exposé complet : cette panie intègre la règle de rois et

le tr¿itement d'un corpus de problèmes devenus simplement des applications pratiques

dans les diffórents liv¡cs dont cclui dc Bczout cst un rcpróscntant.

e) Les logarilhmes

Nous ne faisons que signaler cette panie, même si nous allons la ¡etrouve¡ dans le travail

de transposition didactique en direction du primaire, car elle reste marginale par rapport

aux préoccupations qui sont les nôtres.
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En résumé, on voit que I'on peut identifier dans le traité de Bezout, traité qui traduit à ce

moment là, l'état de la "théorie moyenne", trois blocs, chaque bloc étendant la partie

pÉÆédente:

- un premier bloc constitué des entiers et des décimaux, ceux-ci étant rabattus sur les

entiers ce qui permet d'étend¡e les calculs sur les entiers, bloc que nous retrouverons plus

tard comme caractérisant les savoirs concernant les systèmes de nombres à l'école

élémentaire.

- un deuxième bloc, autour des fractions : le quotient de deux entiers est dès le début

rattaché aux fractions, les fractions réintègrent les décimaux par I'intermédiaire des

fractions décimales, les racines ca¡¡ées ne sont pas "éloignées" des fractions. En effet les

algorithmes de la division et de I'extraction des racines canées qui fonctionnent de la

même manière, pennettent de trouver des approximations décimales de n'importe quelle

f¡action et de n'importe quelle racine carrée (ou cubique). Ce deuxième bloc intègre donc

le précédent.

- un troisième bloc relativement autonome, autour de la notion de rapport et de

p¡oportion, généralisant la notion relative aux fractions, mais sans utiliser I'arsenal

technique reladf à celles-ci. Cela permet de traiter d'une pan des problèmes pratiques,

problèmes qui vont faire appel aux connaissances vues dans les deux blocs précédents, et

d'autre part les progressions arithmétiques et géométriques ainsi que les logarithmes qui

avaient constitué une des applications les plus probantes de la théorie des proportions.

1.2. Une tentative de modification du traité précédent : l'école
normale de I'an III

Les cours à l'école normale de I'an III avaient été confiés à de grands mathématiciens de

l'époque : Laplace, Lagrange et Monge, I'idée étant de les utiliser directement comme

formateurs d'instituteurs. Ils étaient donc censés exposer à leurs étudiants les "méthodes

nouvelles" et, comme nous avons eu I'occasion de le dire auparavant, leurs leçons étaient

destinées à fournir les matériaux pour la rédaction de bons manuels en repensant une

refonte éventuelle des contenus prenant en compte les avancées de la science.

Il y avait donc une légitimité de la part des "étudiants" instituteurs à attendre qu'on leur

montre comment ils devaient enseigner et ce, dans le langage qu'ils au¡aient à utiliser avec

leurs propres élèves. Or ces grands mathématiciens ne s'étaient adressésjusqu'alors qu'à

des étudiants d'écoles professionnelles de haut niveau : par exemple, Laplace n'avait

enseigné qu'à l'école militaire de Paris et Lagrange aux écoles royales de I'artillerie à

Turin. Ils ne pouvaient donc parler qu'un langage propre à la sphère dans laquelle ils

avaient l'habitude de professer : ils ne purent s'empêcher d'enseigner les mathématiques à

un niveau très élevé.
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Cependant I'occasion était donnée à ces savants de promouvoir leur point de vue sur les

mathématiques élémentai¡es. Voyons donc où et comment Laplace et Lagrange, qui firent

des leçons sur l'arithmétique, se démarquètent des contenus que nous avons examinés

précédemment.

Laplace consacre sa première leçon aux nombres entiers et nombres décimaux, qu'il

nomme ainsi, en montrant le lien de ceS nombres avec les nombres obtenus en utilisant le

système métrique : il préfigure en quelque sorte le contenu de l'école élémentaire que I'on

trouvera plus de 100 ans plus tard. Sa fameuse neuvième leçon, développant les

avantages du nouveau système des poids et mesures, montre le rôle qu'entendaientjouer

les savants : être en prise directe dans l'élaboration des contenus d'enseignement.

Mais, pour l'étude que nous sommes en train de mener, c'est sans doute à propos des

rapports et des proportions que l'on peut noter le parti pris de Laplace. Il entend

srappuyer sur les savoirs disponibles à l'époque dans la sphère savante pour développer

son cours.

Il considère un rapport comme le qltotient de deux nombres, qu'il écrit sous la formg 
g
b'

les nombres pouvant être entiers, fractionnaires ou inationnels, et écrit une proponion

souslaforme g=9 
.bd

Comme le note Dhombres (1992), Laplace, dans son introduction à ses leçons (p 20),

"écrase la formurc 3 = I par I'équivalence ad = bc; il mulriplie les grandeurs entre elies
b d'

et réduit les proportions à la simple résolution des équations du ler degré".

La notion de rapport apparaît donc comme un élément unificateur imponant pour les

systèmes de nombres envisagés ici, liant notamment fraction, division, fractions de

fractions, fractions de décimaux. Il sera, comme nous le verrons dans le chapitre suivant,

le ciment de la théorie moyenne assurant une stabilité à celle-ci à la fin du ¡J¡ç ème 5i¿ç1s

er au début du ¡¡ ème. Mais en attendant, nous allons assister à une évolution du trarté

de Bezout et à son découpage dans les différents niveaux du primaire qui sont en train de

se mettre en place.

1.3. Le travåll de transpusifiu¡r au niveau de la "théorie
moyennerr

En effet, les enseignements de savants comme Laplace et Lagrange, n'alìaient pas

remettre en cause le solide édifice que nous avons analysé dans le paragraphe 1.1.

cependant, à cette époque-là, les avancées de l'algèbre, dont I'exposé de Laplace était par

exemple une illustration, menaçaient cet Ordonnancement, nqta¡Iment en ce qui conceme

les proportions.
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Nous allons assister à un travail de trânsposition des savoirs à partir de I'institution

"Liwe de Bezout", ce üavail pouvant être analysé comme une protection conre I'algèbre

jugée comme mécanique. Le Baron Reynaud dans son avertissementll, précédant les

notes qu'il consacre au liwe de Bezout déclare :

<La clarté des méthodes arithmétiques convient à la faiblesse des commençansl2,
et les formes variées dont elles sont susceptibles, en exeÍçant I'esprit des jeunes
gens, les disposent à saisir les considérations abstraites de I'algèbre.
Les procedés algébriques, employés de trop bonne heure, accoutument les élèves à

se laisser aveuglément conduire par Ie mécanisme des transformationsl3,
tandis que les considérations fines et ingénieuses qu'exigent les solutions
arithmétiques forment le raisonnement et le préparent aux artifices brillansl4 de
I'analyse.>

Mais Reynaud a le souci de fournir plus d'explications, voire de démonstrations que

Bezout, ce qui le conduit à regrouper cenains éléments et à développer certains points.

Examinons quelle va être l'évolution des savoirs.

a) L'abandon d'une écríture fractíonnaire pour désígner Ie quotient de

deux nombres entíers et l'utilisøtion des termes quotíent entíer et quotient

exact 15

Si la division a bien toujours pour but : "connaissant un produit de deux facteurs, nommé

dividende, et un des facteurs nommé diviseur, de trouver I'autre facteur nommé

quotient", I'auteur n'envisage dans un premier temps que des divisions conduisant à des

restes nuls. II l'étend par la suite au cas où le reste n'est pas nul, ce qui ne correspond

évidemment pas à la définition initiaie mais l'amène à parler de quotient entier ou partie

entière du quoîíent, Par opposition, le quotient prend le nom de quotíent exact quand le

reste est nul.

Cette introduction du terme quotient entie¡ peÍnet de fai¡e un chapitre autonome sur les

entiers et les quatre opérations, la division faisant correspondre à un couple d'entiers, un

autre couple d'entiers.

ll. Reynaud (1828) Notes sur I'arithmétique p.1, à la suite du livre de Bezout, Traité d'arithmétique à

I'usage de la marine et de I'artillerie,Bachelier, Paris. Comme pour le livre de Bezout, nous donnerons le

numéro des paragraphes comme référence.

12. Ortlographe de l'époque.

13. Cþst nous qui soulignons.

14. Orthographe de l'époque,

15. Idem, $. l0
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b) L'apparítion d'un chapitre autonome sur la ilivisibilíté 16

Des propriétés relatives à la divisibilité d'une somme de nombres, les critères de

divisibilité par 2,5,9, 10, 11, la notion de nombres premiers, la décomposition en

facteurs premiers et Ia recherche du PGCD de deux nomb¡es sont exposés dans ce court

chapitre. C'est dans le but de regrouper des éléments de même nature que l'on trouvait

séparés dans le livre de Bezout , d'une part dans le paragraphe sur Ia preuve par 9 et

d'autre pan dans le paragraphe sur la simplification des fractions. La règle de la preuve

par 9, ainsi que I'algorithme dEuclide pour la recherche du PGCD peuvent donc trouver

une justification.

C'est donc la logique d'un exposé linéaire, replaçant les différentes notions dans un

environnement théorique plus important qui conduit à la constitution de ce chapire. Cela

pennet d'autre part de donner un statut plus "consistant" à l'arithmétique face à I'algèbre.

c) NuméralÍon et calcul des fractíons' Théorie des décimales

La fraction cst cnvisagóc dòs le dépan comme un quotient de deux nombres et conduit à

une écriture n I . La fraction est très rapidement considérée simultanémentl? :

b

<[...] comme indiquant le quotient du numérateur par le dénominateur, ou comme

exprimant que I'unité a été divisée en autant de parties égales qu'il y a d'unités

dans le dénominateur, et qu'on prend autant de ces parties qu'il y a d'unités dans

le dénominateur.>

Si le terme de nombre fractionnaire est prononcé ($ 47), l'auteur précise qu'il comprendra

ces deux classes de quantités (les nombres fractionnaires et les fractions) sous le nom

générique de fractions.

Contrairement à Bezout, les nombres décimaux (le terme nombre décimal est à plésent

utilisé) se placent après l'étude des fractions, mais évidemment en référence avec les

entiers, puisque "le système adopté pour écrire les nombres entiers s'applique aux

décimales". Cela permet de pa¡ler dans le même chapitre de la réduction des fractions en

décimales et d'introduire les fractions décimales périodiques, "dans lesquelles plusieurs

chiffres se répètent dans le même ordre et à I'infini". La conversion des fractions

décimales en f¡actions périodiques est abordée sans complexes en réalisant le calcul

suivant, l'exemple choisi étant O,2'72721 erc18 :

<pour y parvenir, on désignera par x la valeur de 0,2i12i7 etc; on awa

100 fois x = 27,272727 etc
1 fois x = 0,2i72727 etc

16. Idem, paragraphes l2 à 40.

17. Idem, paragraphe 41.

18. C'était la notation utilisée à l'ópoque. Idem, paragraphe 58.
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retranchant les deux égalités, I'une de I'autre, et observant que les parties
décimales périodiques disparaissent, on rouvera

99 fois x = 2'7 donc x = 27 199>>

Il signale au passage que 0,999 etc = 9 I 9 = 1. Reynaud aborde donc le problème des

écritures illimitées, parlant en terme d'approximation :

<on approche d'autant plus de la uul"u, A qu'on calcule plus de décimales au'15
quotient>

Il met ainsi en évidence la valeur des restes successifs dans une division :

8 unités
80 dixièmes
50 centièmes

50millièmes
etc.

l5

0,53333 etc.

d) Les mesures anciennes ou complexes

Il s'agit d'un chapitre de transition entre les mesures anciennes et les mesures obtenues

dans le cadre du système métrique. On voit donc trois paragraphes distincts : sur les

mesures anciennes, sur les mesures nouvelles et sur le passage des anciennes aux

nouvelles.

e) Le traítement des problèmes d'arílhmétique à l'aíde des quøtre

opératÍons

Reynaud déclare avoir trouvé en 1800 les méthodes indiquées dans ce chapiüe, méthodes

qu'il avait publiées à l'époque sous le tit¡e "Introduction à I'Algèbre". Il s'agit des

méthodes que l'on va dénommer plus ørd "méthode de réduction à I'unité", permettant de

se passer de la théorie des rapports et proportions pour résoudre les problèmes dits

pratiques. L'auteur y signale en effet "qu'on peut résoudre les problèmes d'arithmétique

les plus compliqués à l'aide des seules combinaisons des quatre règles". Cela lui permet

effectivement de résoudre des problèmes du type :

<.Deux ouwiers qui travaillent 3 heures par jour ont fait en 5 jours 90 mètres
d'ouwage; combien faudra-t-il de jours à 3 ouwiers qui travaillent 7 heures par
jour pour faire 126 mères du même ouvrage?>

L'unité peut être la fraction de I'unité, car après avoir pris soin de signaler que les

fractions qui entrent dans les énoncés de ces problèmes sont supposées être réduites au

même dénominateur, il propose comme solution au problème suivant

<Combien faut-il de mètres de toile à 5/8, pour doubler 30 mères à 6/8?

Si la toile avait 6/8 de large, il en faud¡ait .......30 mètres,
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Si la toile n'avait que 1/8 il en faudrait 6 fois plus, c'est à dire .....180 mètres

La toile ayant 5/8, il n'en faut que le cinquième de 180 m, qui est ...36 mètres>

C'est donc la théorie des fractions qui devient centrale après un travail sur les entiers,

puisque les décimaux n'apparaissent plus que comme des fractions particulières, un

chapitre sur la divisibilité devenant préparatoire aux chapitres su¡ les fractions proprement

dites. La méthode de réduction par I'unité réintègre dans ce chapitre la plupart des

problèmes dits pratiques.

1..4. Le traité de référence

Le traité de Bezout servait de référence, comme nous l'avons vu, dans I'enseignement

que nous pouvons appeler secondaire, c'est à dire les lycées et collèges. L'évolution que

nous avons constatée sous I'action de mathématiciens de moindre renom comme le ba¡on

Reynaud s'est faite sous une double contrainte :

- une contrainte due à l'évolution du savoir savant, en paÍiculier le développement de

I'algèbre, qui dcmande, pour qui sc réclamait de I'arithmétiquc, dc disposcr d'un lcxtc

ayant une plus forte unité et une légitimité accrue, d'où l'affirmation du rôle

propédeutique de l'arithmétique par rapport à l'algèbre. Cela entraîne un recentrage de la

première partie du traité autour de la no¡ion de fraction avec une partie spécifique sur la

divisibilité, puis I'utilisation des fractions pourrésoudre certains problèmes "pratiques".

La théorie des ¡apports et des proportions élargissent dans une deuxième grande partie les

notions qui avaient été vues auparavant.

- une contrainte proprement didacdque, nolamment le fait de disposer de méthodes

"simples" pour résoudre des problèmes qui apparaissent comme compliqués.

La naissance du primaire à côté du secondaire et la nécessité de définir des découpages

va entraîner une utilisation des différentes versions des traités. Il va se dessiner des

délimitations de corpus de savoirs spécifiques à différents niveaux à l'école élémentaire

qui sc mcttcnt cn placc commc nous allons le voir ù présent.

2. LE DÉCOUPAGE DU TRAITÉ

2.1. Les premières tentatives jusqu'en 1870

scribes
le travail des

2.1.1. Les scribes : les inspecteurs

Si jusqu'en 1834, les textes fixant les contenus se bornent, en ce qui concerne

I'enseignement primaire, à quelques phrases très courtes du type "premières notions de

calcul", c'est à partir de la loi du 28 Juin 1833 que I'on peut observe¡ les premières
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tentatives d'un découpage du savoir concemant les systèmes de nombres, qui aboutira en

1887 à une véritable répartition allant jusqu'au trimestre près, voire au mois près, comme

nous I'avons déjà signalé.

Ce travail va principalement être assuré par les inspecteurs généraux et les inspecteurs de

I'enseignement primaAe. Ils représentent la catégorie que nous avons appelée scribes : ils

vont faAe leur travail de noosphérien en s'assujettissant aux traités que nous venons

d'analyser. Cet assujettissement peut être repéré par le fait que le travail de transposition

consiste à découper les traités en tranches suivant les niveaux d'enseignement qui sont en

voie de création.

Ainsi le statut du 25 Awil 1834, s'appuyant sur la loi précédente, a¡rêta les contenus

suivants pour les trois divisionsl9 de l'école primaire :

Fractions o¡dinaires et

fractions décimales;

système légal des poids et

mesures

Numération écrite et les

quatre premiùes règles de

l'arithmétique

Calcul verbal

Troisième divisionDeuxième divisionPremière division

Déjà, les ordonnances de 18 16 avaient consacré un premier "découpage" pour délimiter le

savoir jugé nécessaire pour les instituteurs, lorsqu'elles fixèrent le niveau exigé pour

I'obtention du Brevet de Capacité, brevet qui comprenait trois niveaux : en

mathématiques, on devait savoir "chiffrer" pour obtenir le troisième ou degré inférieur,

connaître le calcul pour le deuxième et les principes de I'arithmétique pour le premier.

Les écoles normales, dont le règlement du 14 décembre 1832 avait fixé les matières

d'enseignement furent dotées (le 26 octobre 1838) d'un programme d'arithmétique et de

géométrie. Ces niveaux, puis ces éléments de programmes, étaient déterminés par un

découpage en "Eanches" du début du traité classique correspondant à la théorie moyenne.

Tout ce travail de fransposition didactique s'est amorcé à panir du traité de Bezout et à

partir des traités qui lui ont succédé comme celui du Baron Reynaud que nous avons

étudié en détail .

Le règlement de 1851, maintient f idée de divisions de classe, en acceptant I'idée qu'il

peut y en avoir davantage que trois, les enfants étant cette fois classés en fonction de leur

19. Notons que le terme de division utilisé à l'époque, s'entend comme division à l'intérieur d'une même

classe constituant l'école (c'est ce que nous appelons maintenant classe unique). Le critère de répartition à
l'époque éfâit I âge des enfants.
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savoir. Des répartitions de contenus sont suggérées dont une des plus significatives

semble celle proposée par Charbonneau20 :

La quatrième règle. Applications

ou problèmes, d'abord sur la

quatrième règle, puis sur les

quatre regles combinées, diverses

esþes de problèmes, mélhode

de réduction à I'unité.

Compléments et fin du système

ménioue

Numération ecrite et parlée,

Les Eois premières Ègles avec

de,s applications aux problèmes,

nombres entiers et décimaux.

Commencement du système

méÍiquq connaissances des

divenes unités de poids et

mesu¡as- exolication des termes.

Calcul de mémoire, numération,

tables daddition et de

mulriplication.

Troisième divisionDeuxième divisionPremiè¡e division

Rapet2l va plus loin en proposant un plan d'études22 qui aura un immense succès,

découpant le savoir trimestre par trimestre en fonction cle ì'existence de trOiS, qUage Ou

cinq années suivant les cas.

2.1.2. L' é.diîice institutionnel

peu à peu se construir un édifice institutionnel parfaitement cohérent qui va être défini par

la loi du 30 octobre 1886, dite loi Gobbet' qui précise que

<L'enseignement primaire est donné

1" dans les écoles matemelles et les classes enfantines;

2o dans les écoles primabes élémentaires;

30 dans les écoles primaires supé¡ieures et dåns les classes d'enseignement

supérieur annexées aux écoles élémentaires et dites "cours complémentaires";

4ddans les écoles manuelles d'apprentissage, telles que les définit la loi du 11

décembre 1880.>

Le quarrième type d'école dépendant à partir de 1892 du ministère du Commerce et de

l'Industrie, le primaire reste organisé de 1886 à 1940 en trois niveaux successifs. Les

écoles normales sont considé¡ées comme un âutre niveau puisque ce sont les écoles

primaires supérieures et les coufs complémentaires qui préparent au concours d'entrée à

l'école normale qui est chalgée de la formation des instituteuls. Les écoles normales

supérieures de Fontenay pour les fitles, et de st-cloud pour les gafçons, dont le

20. charbonneau M., 1853, L',éducation, Tome III. Charbonneau fut inspecteur de l'enseignement

primaire, puis direceur d'école nomale.

ät. Inrp".,"ut génóral de l'enseignement primaire, collaborateur du Dictionnaire pédagogique Buisson

(DPB).

22.Rape:J.J. (1876), Cours d'études des ácoles primaires,Pans
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Ecoles Normales supérieure

Ecoles Normales

Ecoles primaires supérieures
Cours complémentaires

Ecoles primaires

Ecoles matemelles

recmtement se fait au sein des écoles normales, se chargent, elles, de la formation des

professeurs d'école normales. L'édifice est donc bien charpenté, édifice que lbn peut

représenter par le schéma suivant :

læ primaire Le secondaire

baccalauréat

Lycées et collèges

classes élémentaires
des lycées et collèges

Il faut noter qu'à côté de ce bloc du primaire coexiste un bloc secondaire installé dans les

lycées de la sixième jusqu'à la première et aux classes préparant le baccalauréat, dans

lequel I'organisation des savoirs concernant l'arithmétique est depuis déjà longtemps

installée. Les lycées possèdent même certaines classes correspondant aux classes du

primaire, où exercent des enseignants titulaires d'un diplôme spécial.

2.2. Le découpage des savoirs correspondants dans le primaire

2.2.1. La notion de cours concentrique

La prise en compte, non seulement de l'âge des enfants, mais de leur niveau de

connaissances avait entraîné un découpage des savoi¡s au sein d'une même division.

Ainsi va-t-on regrouper dorénavant les enfants au sein de cours, qui, comme le signale

Gréard, promoteu¡ de cette réformez3 :

<exprime[nt] mieux l'idée d'un degré d'enseignement où les élèves sont de même
force, ont les mêmes livres, font les mêmes exe¡cices et doivent atteind¡e les
mêmes résultaß.>

Classe et cours peuvent donc coihcider, puisqu'à présent, une école à trois cours peut

avoir trois maîtres différents enseignant à chacun des niveaux. Ces trois cours sont

23. DPB (1887), Tome I, p.599.
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appelés couls éIémentaire, cours intermédiaire et cours supérieur. La scolarité des élèves

est de six ans, chaque cours devant durer 2 ans.

Deux contraintes imponantes vont peser sur la transposition des savoirs.

La première conceme la notion de cou¡s concenrique, qui marque à la fois une continuité

€t une ruptr¡Ie avec les conceptions antérieures de I'enseignement. Chaque cou¡s reprend

ce qui a été fait a¡térieurement (c'était I'idée d'un cours organisé que l'on répète autant

de fois qu'il est nécessaire dans sa forme initiale), mais auquel on rajoute quelque chose

de nouveau (il va falloir déterminer une progression des enseignements).

La deuxième est que chaque cours doit avoir sa propre autonomie et former un tout

structuré.

Gréa¡d, ardent défenseu¡ des cours concentriques' les justifie par deux arguments24 :

- la nécessité que l'enfant "Iepasse incessamment sur les mêmes traces". La mémoire

étant la base de l'enseignement, on répète à chaque niveau ce qui a été fait au niveau

précédent, en rajoutant un certain nombre d'éléments nouveaux,

- lc fait quc la fróqucntation des élèves sur le cursus complet n'étant pas assurée, il faut

que chaque cours présente "un ensemble de connaissances essentielles". Un ensemble

structuré se mémorise mieux, "rien n'étant moins durable que le souvenir des éléments

fragmentaires et sans lien".

Cette différenciation des contenus suivant les cours et la nécessité de produire un tout

structuré innoduit I'obligation de rechercher dans les Eaités des blocs cohérents et

emboîtés.

2.2.2. Les découpages effectués

Le découpage pour les trois cours va s'étendre aux écoles normales qui, manifestement,

dans I'esprit des législateurs, correspondent à un quatrième cours et même à un

cinquième, une fois que la notion de cours préparatoire se sera dégagée. Nous nous

proposons d'analyser IeS arrlcles consac¡és ù I'aritluuétit1uc25 da,rs le Dictionnairc

Pédagogique Buisson. Le premiel article indique "dans quel esprit, dans quelle mesure et

dans quelle méthode ce premier enseignement doit être donné". Le deuxième article

propose un découpage pour les quatfe cours, cou¡s élémentaire, cours ÍloyËIl, cuuls

supérieur et école normale. Bien que ces "programmes" ne soient pas officiels au moment

de la rédaction de ces a¡ticles, ils ont servi de base à la ¡édaction des programmes publiés

en 1887 qui vont reprendre les découpages proposés.

24. Greard O. !887 , Éducation e, instruction, Enseignement primaire'p.82, Paris, Hachette'

25.SonnetH., l8S0,aficlearithmêtique,D.P.B,l èrepartie,tome I'pp. 115-118'

Sonnet H., 1887, aficle a¡it¡m étiqlue, D.P.B, II ème partie, tome l, pp. 182-184'
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Après avoir précisé que le cours élémentaire (en mathématiques) ne comprend que la

numération jusqu'à mille, les quatre opérations sur les nombres entiers et les premières

notions du système métrique, le dictionnaire propose un découpage détaillé pour les

différents "niveaux ", cours moyen, cours supérieur et écoles normales. On voit bien que

ces trois niveaux forment un tout : à chaque niveau, on reprend les contenus du niveau

précédent auxquels on ajoute des suppléments. Nous indiquons les contenus du cours

moyen, cours supérieur et école normale, en ¡eprenant les ca¡actérisations qu'en donnait

le Dictionnai¡e Pedagogique Buisson.

a) le découpage pour le cours moyen

L'a¡ticle signalé plus haut stipule ainsi (p. I 1 6) :

<.Ce cours embrasse, outre les matières comprises dans le cours élémentaire, les
opérations sur les nomb¡es décimaux, les principaux caractères de divisibilité, le
calcul des fractions ordinaires, les règles de trois, d'intérêt, d'escompte, et une
étude plus approfondie du système métrique.>

L'étude sur les nombres décimaux intervenait donc immédiatement après un travail de

révision sur les nombres entiers étudiés au cours élémentaire. Le quotient est présenté

comme le nombre qui, multiplié par le diviseur, est le dividende et on n'étudie que deux

cas : le cas où le quotient est entier et celui où il est décimal, demier cas que I'on ramène

au premier en "supprimant les virgules". L'étude des fractions suit donc l'étude des

décimaux. Il est indiqué d'autre part que la règle de trois se traite avec la méthode de

réduction à I'unité. Dans le programme de 1887, le libellé indiqué pour le cours moyen

est "révision du cours précédent. La division des nombres entiers. Idée générale des

fractions. Læs fractions décimales. Application des quatre règles aux nombres décimaux

etc...", ce qui laisserait croire que l'étude des fractions précède l'étude des décimaux.

Mais dans la pratique, les décimaux sont introduits tout de suite après les entiers, puis

¡éutilisés au moment des fractions décimales, comme en témoignent les liwes de

l'époque26. Le système métrique doit permettre, puisque les nombres décimaux sont

disponibles, d'insister sur le changemenl d'unité.

Officiellement, c'est donc la première partie du t¡aité de Reynaud qui sert de ¡éférence

pour le cours considéré. Mais dans les liwes de l'époque, c'est la première partie du traité

de Bezout, avec I'adjonction du traitement des problèmes avec la technique évoquée dans

le traité de Reynaud quijoue ce rôle.

b) Le découpage pour le cours supér¡eur

Ën ce qui conceme le cours supérieur, nous pouvons lire (p. 1 17) :

<indépendamment des matières enseignées dans le cours moyen, le cours
supérieur comprend les nombres premiers, la reche¡che du plus grand diviseur

26. Notamment I'un des plus utilisés: Leysenne, 1887, 1904, 1912, 1916, la deuxième année

d'arithmétique, ou encore Leysenne, 1909, Nouveau cours d'arithmétique, Colin, Pa¡is.
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commun et du plus petit commun multiple; la conversion des fractions ordinaires

en fractions décimales; les rapports, les proportions, les règles de société, et des

notions d'arithmétique appliquée, telles que les rentes, les actions industrielles, la

caisse d'épargne.>

Il est précisé qu'on devra mener de front l'étude des nombres entiels et des nombres

décimaux, confirmant ce que nous signalions plus haut, puisque I'auteur insiste sur le fait

que <ce rapprochement, qui eût été prématuré au cours moyen, sela tout à fait à sa place

ici>>. Létude des fractions est donc reprise après les notions concernant la divisibilité.

Enfin la compæaison des mesures anciennes et du système métrique est faite à ce niveau,

mais pour faire ressortir les avantages du système mérique décimal. On retrouve ici un

découpage s'appuyant sur le traité style Reynaud, à savoir une partie sur la divisibilité et

une partie Suf la cqmpafaison entre les mesu¡es anciennes et ceiles du système métrique,

ainsi que le chapiue sur les rappons et les proportions.

c) le découpage pour les écoles normâles

Le principe de I'enseignement concentrique s'applique aussi aux écoles normales, ce qui

signifie bien que I'enseignement dans ces demières ne diffère pas de l'enseignement à

l'école primaire proprement dit :

<<le cours d'arithmétique dans une école normale doit naturellement être consacré

à la révision détaillée et approfondie du cours supérieur.'>

Les éléments nouveaux concement l'étude des racines ca¡rées et des racines cubiques,

ainsi que des progressions et des logarithmes.

lrs élèves-maîfes doivent donc recevoir principalement un enseignement dans les termes

qu'ils auront à reproduire avec leur propres élèves assorti de quelques techniques à

utiliser au moment de la préparation des leçons. Ainsi I'auteur de I'article insiste sur le

ravail à faire en école normale (p.1 18) :

<mais il y a un point sur lequel il nous paraît essentiel d'insister auprès des élèves-

maîtres : nous voulons parler du choix et de la préparation des exemples à donner

dans les cours qu'ils seront chargés de faire.>

Plusieurs exemples sont ainsi développés, indiquant comment s'appuyer "sur I'opération

inverse" de celle que les élèves auront à étudier pour fabriquer les "bons" nombres afin de

les fai¡e travailler Sur un point souhaité : par exemple comment préparer une division qui

présente un cas particulier, choisir des f¡actions dont la somme donne un nombre entier,

préparer un exemple de la règle des mélanges, etc...

L'anêté du 3 Août 1881 précise que le professeur enseignant dans l'école normale :

<<évite¡a avec soin de sonir du cadre de I'enseignement primaire et de Eaiter des

questions d'ordre purement spéculatif. (. ..) Enfin, il multipliera les exercices et les
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problèmes, en ayant soin de les choisir exclusivement parmi ceux qui se rapportent
au commerce, à I'industrie, aux arts et à I'agriculture.>

Pour les institutrices, le programme de 1881 est moins étendu, puisque ne figurent pas

les racines cubiques, les progressions et I'usage des tables de logarithmes, ce qui nous

indique bien les savoirs qui paraissaient comme importants et indispensables aux

rédacteurs des programmes de l'époque.

2.2.3. Les éléments évacués : l'évolution de la théorie moyenne

Toutes les parties que Bezout avaient écrites en petits caractères, et donc qu'il considérait

comme difficiles, disparaissent du découpage que font les scribes, c'est-à-dire tout ce qui

conceme les calculs abrégés, les calculs sur les approximations. Pa¡ contre nous allons

assister à l'émergence d'un nouveau traité d'arithmétique cette fois destiné aux lycées,

prenant en compte l'évolution des connaissances dans le savoir savant sur les réels

(appelés encore à l'époque "incommensurables"). Examinons par exemple le contenu

d'un livre2T destiné aux candidats au baccalauréat es sciences.

La partie concernant les nombres entiers se trouve amplifiée paÍ une théorie sur les

nombres entiers qui représente une amorce d'une théo¡ie sur les congruences. Les

décimaux apparaissent comme des cas particulier des fractions, comme dans le traité de

Reynaud. Des notions sur les limites pernettent maintenant à I'auteur de fourni¡ une

démonstration des "fractions ordinai¡es génératrices des fractions décimales périodiques"

s'appuyant sur les limites. Un chapitre spécial va être consac¡é aux nombres

incommensurables. On peut ainsi lire (p. 287), après une définition de ces nombres :

<tout nombre incommensurable est la limite ve¡s laquelle tend un certain nombre
décimal va¡iable dont les chiffres décimaux, en nombre infiniment croissanl, se

succèdent selon un loi déterminée.>

Ainsi, nous sommes près des développements décimaux des réels. Cela permet

notamment à I'auteur de concevoir qu'on pouna toujours trouver deux nombres

décimaux, différant entre eux de l/ 10n, comprenant un nombre incommensurable

déterminé.

Une partie complète du liwe va êEe consacrée aux approximations numériques dont on

voit qu'elles prennent une importance c¡oissante. En particulier est récupéré tout ce que

nous avions trouvé dans les traités antérieurs à propos des multiplications et divisions

abrégées, prenant ici des noms spécifiques (règle d'Ouhgred pour la multiplication, règle

modifiée de Guy pour la division) avec, là aussi, des démonstrations beaucoup plus

précises faisant intervenir les limites. Enfin pour terminer, le chapitre traditionnel su¡ les

27. Combeue E., 1882, Cours d'arithmétique à l'usage des aspiranß au baccalauréat ès sciences et des

c¿ndidats aux écoles du gouvemement, Librairie Germer Baillière et Cie, Pa¡is.
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rappons et les proportions met l'accent sur la notion de rapport qui conceme aussi les

nombres commensurables : les tègles de calcul valables lorsque les deux termes d'un

rapport sont des entiers ou des fractions sont étendues au cas ou les termes sont

incommensurables. La notion de rapport appalaît maintenant dans ce ffaité comme

unificatrice de tous les systèmes de nombres vus jusqu'à présent'

2.3. Les traités et les manuels

Les exemples que nous venons d'étudier et que nous résumons dans ie tableau de la page

suivante, illustrent bien ce que nous avions déjà indiqué dans le chapire précédent.

Nous mettons ainsi en évidence une strate de traités écrits par des gens proches de la

sphère de production du savoir qui intègrent des éléments du savoir savant. Un travail de

transposition réalisé essentiellement par les inspecteurs de l'éducation nationale, sujets de

ces institutions de formation que sont les traités, s'effectue en identifiant des "tout

structuré" à I'intérieur de ceux-ci. Ils vont réaliser un découpage des savoirs en lapport

avec les institutions officielles existantes, construisant simultanément des plans d'étude et

les manuels correspondant à ces plans d'étude.
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*Entiers
* Théorie sur les nombres entiers
*Nombres fracúonnaires
* Mesures anciennes et nouvelles
* Racines ca¡rês
* Approximations numériques

/ proponions,

* Entiers / décimaux 3* Fractions
* Règle de trois (unité)

* Divisibilité .)
* Racines carées
* Rapports et proportions

Logarithmes I

* Entiers
* Dvisibilité
* Fractions / Fractions décimaies
* Règle de trois (unité)
* Racines canées
* Rapports et propo¡tions
* Progressions / l,ogarithmes

* Entiers / décimales
* F¡acúons /Fractions décimales
* Racines carées
* Rapports et proportions
* Progressions / logarithmes

f.t*;tï.f:{ÉügldfllætltË.Èt1#l

Traités Manuels

Scribes:

généraux.
Inspecteurs
pnmarres.

I Ecole Normale
2 Cours supérieur
3 Cours moyen

L'évolution des traités et les découpages effectués dans les manuels

conespondant aux dive¡ses institutions du primaire
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3. LIIMPACT D'UN NOUVEAU TRAITÉ

3.1. Le traité de Lebesgue

3.1.1. Les modifications au niveau du savoir savant

La théorie de la transposition didactique va nous permetf¡e de comprendre l'évolution

indiquée.

La construction en I 8?2 du corps des nombres réels par Cantor et Dedekind avait entraîné

une réorganisation profonde des systèmes de nombres dans la sphère savante. Cette

réorganisation allait se répercuter inévitablement sur la "théorie moyenne". Dans celle-ci,

la theorie des fractions occupait une place centale et avait servi d'ossature aussi bien dans

lbnseignement secondaire que pou¡ les différents niveaux de l'enseignement primaire.

3.1.2. Les propos¡t¡otrs de Lebesgue

Henri Lebesgue dans la série d'anicles regroupés sous le titre "La mesure des grandeurs"

(193128) allait porter une vigoureuse attaque contre la présence des fractions dans

I'enseignement secondaire. Ainsi, parlant de I'enseignement des mathématiques à la

fin du secondaire (niveau actuel de terminale), il déclarait (p.18, édition 1975) :

<En M¿thématiques, on reprend la notion d'entier, puis celle de fraction, puis celle

de nombre décimal exact considéré comme fraction particulière. l,es définitions des

opérations suggérées par I'expérience sont posées de façon purement logique.

Tout cela est logiquement cohérent et je n'ai qu'à répéter cene remarque en sornme

déjà faite : s'il ne s'agit que de légitimer les modes de calcul sur les entiers et les

nombres décimaux, c'est là un bien long détour et qui a I'inconvénient
pédagogique d'ône nop différent de forme des premiers enseignements reçus pour

que les élèves reconnaissent bien qu'il s'agit tout simplement d'éiucider

définitivement ce qu'ils savcnt dcpuis 1'enseignement primaire.>

s'appuyant sur le fait que <le nombre écrit suivant la numération décimale, est un objet

concret sur lequel de jeunes cerveaux raisonnent plus facilement>>, læbesgue propose de

passer directement de la notion de nombre ender à la notion de nombre le plus général,

c'est à dire la notion de nombre réel. Il assimile nombre et mesure d'un segment sur une

droite. La comparaison d'un segment AB avec un segment unité U, I'amène par

découpages successifs de l'unité U en 10 panies égales, à construire une suite d'écritures

telle que <chaque nombre est obtenu en écrivant un chiffre à la droite du précédenO>. Cela

permet d'introduire les écritures constituées d'une suite de chiffres indéfinie sur la droite

28. Nous faisons référence au texte rédiÉ en 1975, éditions A' Blânchard'
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(qui sont éventuellement des zéros) et de montrer inversement que toute suite infinie (à

condition quTl n'y ait pas que des 9 à partir d'un ce¡tain rang), correspond à un nomb¡e.

Et læbesgue de conclure (p.24) :

<Mais parlerait-on encore de fractions dans I'enseignement primaire, dans les
classes de 6ème et 5ème de I'enseignement secondaire? Non, puisque cela n'est
pas indispensable à la théorie et ne sert à rien pratiquement 29(...)t

Nous allons voir que l'apparition de ce que l'on peut considérer comme un nouveau

traité, et qui n'aura une influence que beaucoup plus tard au niveau de I'enseignement

secondaire, au moment de la réforme des mathématiques modernes, a pour effet dans un

premier temps de faire émerger un corpus de savoirs pour l'école élémentaire jusqu'au

cours moyen. C'est l'æuvre des scribes qui s'appuient simultanément sur un changement

de conception à propos de l'a¡iculation des savoirs dans les cotrs successifs.

3.2. Les effets au niveau du découpage des sâvoirs

3.2.1. La notion de cours progressif

À la conception du cours concentrique dont nous avons analysé les effets sur le

découpage des savoirs, va être opposée une autre méthode dite progressive. Les

progmmmes de 1923, promulgués par le minisre de l'époque Paul Lapie, insistent sur Ie

caraclère progressifdes notions à enseigner :

<A la méthode concentrique, préférez la méthode progressive. Celle-ci exige,
comme celle-là, que les connaissances soient solidement acquises (...) Mais
I'enfant n'en aura pas moins I'impression, en passant d'un cours à un autre, qu'il
pénètre dans un monde nouveau; et, comme la graduation des programmes
apportera à chaque tranche d'âge ce qui lui convient, il retiendra aisément ce qu'il a
appris, en temps opportun avec plaisir.>

En fait cette opposition entre deux méthodes avancées par les promoteurs de la ¡éforme

n'est pas aussi forte qu'ils pouvaient le prétendre : il s'agit plus d'une continuité dans

l'évolution amorcée précédemment pour adapter les contenus de savoir au public visé.

Comme le montre A. Prost (1968), les conceptions ne peuvent guère changer

fondamentalement, les finalités de I'enseignement restant identiques. L'objectif défini

autour des années I 880, apprendre tout le savoir pratique dont un homme a besoin toute

sa vie et qui a abouti à une somme de savoirs très étendue, reste le même. Cependant, le

nombre d'enfants qui continuent leurs études dans les EPS augmente, ce qui transforme

le cours supérieur en classe de fin d'études et ce qui entraînera la rédaction de nouveaux

programmes en 1938 pour cette classe.

29. C'est nous qui soulignons.
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Dans les programmes de 1923 concernant l'ecoie primaire, on assiste, tout en galdant

globalement les mêmes contenus, à une évolution du découpage des objets de savoir

enseignés.

3.2.2. Les modifications dans les programmes de 1923 pour le

primaire

Au cours moyen, on peut noter deux modifications :

I - la première concerne I'ordre dans lequel les nombres décimaux sont présentés, ce qui

estjustifié par les profondes analogies entres entiers et décimaux :

<rien, logiquement, ne distingue les nombres décimaux des nombres entiers : aussi

leur étude est une suite immédiate de ce que l'on sait déjà, les calculs où ils

interviennent n'embarrassent guère les élèves.>

En effet les programmes insistent sur le fait que les nombres décimaux doivent être

enseignés "en liaison avec les unités théoriques et pratiques de monnaie, de longueur, de

distances, de poids et de c apacitê" . Les programmes officialisent Ie bloc "entiers", le bloc

"sysÈme métrique" et le bloc "décimaux". c'est le système de mesure qui sert de

référence pour les décimaux.

La rédaction même des programmes indique que les auteurs s'appuient sur des pratiques

déjà en vigueur dans les écoles primaires, ce qui confirme ce que nous avancions dans le

paragraphe22? a.

2 - la seconde a lieu au niveau du cours supérieur; ainsi disparaît :

<t'étude des nombres premiers, les caractères de divisibilité, le plus grand

coÍrmun diviseur, en un mot tout ce qui est arithmétique pure'>

Le commentaire qui suit est révélateur d'une coupure qui s'amorce entre les

enseignements du primaire et ceux de l'école normale :

<évidemment ces questions font la joie de quiconque a du goût pour les

mathématiq¡¡es. Elle's continueront d'ailieurs de faire la ,ioie de ceux qui, à

l'école noimale poursuivront leurs études3O.>

En fait les rédacteurs du programme souhaitaient aller plus loin. J. Gal, inspirateur des

proglammes de 1923 à qui justement on reprochait "d'avoir réservé à l'école normale

l'étude des nombre premiers, du PGCD et du PPCM" écrivait dans le journal des

instituteurs3l :

30. C'est nous qui soulígnons.

31. Extrait d,un a¡ticle de J.Gal reprodui¡ dæSle vade-Mecum pour I'enseignement du calcul de A

Souché, p.7 4, 193 1, Nathan.
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<les fractions peuvent disparaître sans inconvénient ou presque du programme à

l'école éIémentaire. Déjà, elles y sont un peu "mises au coin".>

læs argumenß avancés étaient de deux ordres :

- on ne se sen jamais dans la pratique des fractions, son expérience de physicien et

d'expert devant les tribunaux étant là pour en témoigner,

- il faut rendre progtessif I'enseignement en passant par une "pente insensible" du

nombre entier au nomb¡e décimal; de celui-ci à la fraction décimale; de celle-ci à la

fraction ordinaire.

De plus décimaux et fractions sont rabattus sur les entiers puisque 32 ;

<1,53 (m) est un nombre entier 153 avec I'unité centimère. De même une fraction
ordinaire est un nombre entier dans un système où I'unité prend un nom nouveau,

une dénomination nouvelle. >>

On peut faire I'hypothèse que I'Inspecteur général J. Gal, compte tenu de sa position

dans le monde de I'enseignement, était au courant des positions des mathématiciens

représentés par Lebesgue et que, lorsqu'il s'autorise cette diatribe contre les fractions, il
le fait sous la caution de déclarations de mathématiciens renommés.

A. Marijon, autre inspecteur général et rédacteur de manuels, énonce en 1928 33 les

mêmes arguments et dans les mêmes terrnes que nous avons trouvés sous la plume de

Iæbesgue:

(<on peut et on doit parler aux enfants de tiers, de quarts, même de septièmes. Le
chapiue de la division y conduit tout naturellement. La division en parties égales ne

demande pas une théorie des fractions. Et la notation 24ñÍ7 pour représenter la
longueur du septième d'un ruban de 24 m peut être employée sans parler de

fractions. Ce symbole de 24mfi, qui indique une longueur non exprimable
exactement en mètres, décimèt¡es, centimètres..., mais évaluable avec telle
approximation que I'on veut ne comporterait pas plus de difficultés au cours

moyen que 
^11 

n'en comportera plus tard.>

4. CONCLUSION

Les différents traités que I'on peut repérer se constituent soit en prolongement d'un traité

existant, soit en rupture. C'est à partir des traités basés sur la théorie des fractions,

rapports et proponions, par exemple le t¡aité de Reynaud, lui-même issu de traités

antérieurs, notamment celui de Bezout, que les scribes, essentiellement des inspecteurs

généraux et inspecteurs primaires, font faire un premier découpage "concentriqu€". Le

32.lbidemp.77
33. Marijon A. Manuel général, reprodui¿ dans le Vade-Mecum pour I'enseignement du calcul de A.

S ouc hé, p.7 5, 193 1, Nathan.
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premier va du cours élémentaire jusqu'au cours moyen, le deuxième jusqu'au cours

supérieur et enfin le troisième jusqu'à l'école normale. En construisant d'abord des plans

d'étude, puis en participant de manière active à la rédaction des programmes officiels, ils

vont enEaîner la fragmentation du savoir dans les diverses sous-institutions.

Dans le même temps, ils vont rédiger des manuels, en accord avec les plans d'étude, qui

vont servir à encad¡er les enseignements aux différents niveaux du primaire.

Au cours des années 1930, les articles de H. Lebesgue réunis dans un livre forment un

nouveau naité, provenant d'une modification du savoir savant avec l'apparition de la

construction des réels : il se trouve en rupture avec le traité précédent. Profitant de

I'apparition de ce traité, se met en place un second découpage progressif rejetant la

"théorie des fractions" du cours moyen, où son enseignement posait un cenain nombre de

difñcultés, vers le cours supérieur, amorçant une séparation des savoirs entre le primaire

et le secondaire.

Ainsi pendant toute la pénode étudiëe, l'institution primaire, constituée des sous-

institutions école primaire, écoie primaire supérieure, école normale, a représenté au

niveau des savoirs un bloc assujetti à I'institution de formation "traité de la théo¡ie

moyenne".

Nous résumons ce que nous avons vu dans I'ensemble des paragraphes de ce chapitre

dans le tableau ci-dessous, en distinguant les trois institudons : Ip insritution productrice

de savoi¡, It institution transpositive, Ie institution du primaire.

92

Chapitre 82 : Du uaité au mmuel, le découpage des savoirs



Institution Ip

Construction

,r* desdécimaux

lnstitution It
* Entiers
* Fractions
* Rapports et
proportions

Leçons de et Laplace

généraux.
Inspæteurs

lnstitution Ie

1634 I

I

V
Développements
polynomiâux

r7u

Développement
de I'algèbre

1795

t832

1872 Construction
des réels

l88l / 1887

1923

I Ecole normale
2 Cours supérieur
3 Cours moyen
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* Entiers (calculs sur
entien et décimales)
* Fractions
* Racines canées
* Rappors et proportions
* Progressions

Logarithmes

Traité de Lebesgue
publié en 1931

* Fractions
* Racines ca¡¡ées 2
* Rapports et proportions

Divisibilité
Pnrgressions 1
Loga¡ithmes

Règle de trois (unité)
Fractions

-t
métrique

Fractions / F¡actions

de

J

* Divisibilité
+ Racines ca¡rées
* Rapports et 2

* Progressions
I¡sãithmes r

Théorie moyenne

* Entiers
* Divisibilité
* Fractions / Fractions
décimales
+ Règle de rois (unité)
* Racines ca¡rées
* Rapporc et proportions
* Progressions

logarithmes
Livre de Reynaud

École normale de I'an III



Nous avons donc une illustration de la modélisation amorcée au chapine précédent

(Chapitre 81, $33) :

- la strate des traités, ceux qui s'enchaînent, coûìme les traités de Bezout et de Reynaud

et ceux qui représentent une rupture par lapport aux traités précédents, comme le tr¿ité de

Lebesgue.

- la strate des manuels qui correspondent à des découpages à un moment donné d'un

Eaité existant, en phase avec des institutions correspondantes dont ils déterminent le

fonctionnement des savoirs sous-jacents.

A l'évolution diachronique du savoir savant, d'où tout part, même si d'autres éléments

interviennent par la suite, va conespondre, de manière diffractée, l'évolution des savoirs

dans les institutions de formation.

Ip

It
Traité

mathématieien

-)Traité Traité

scríbe

Ie

Les Scribes S'assujettissent au nouveau traité, mais sont aussi assujettis aux manuels

existant antérieurement. Les découpages du savoir en différents blocs réalisant chacun un

bloc structuré associé à des institutions emboîtées vont représenter autant de boucliers de

protection qui mettent à distance le savoir savant. Chaque bloc est ainsi légitimé par le

bloc qui le contient.

Nous avons pu noter que la tentative de l'école normale de l'an III, représentant un effort

de la pan de la sphère savante de contrôle direct de I'enseignement primaire avait

rapidement fait long feu.
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De même, nous avons pu constater que même un nouveau traité, écrit par un pédagogue

aussi éminent que l'était H. Lebesgue, n'avait eu que des effets limités au niveau de

l'école primaire et au niveau des écoles normales. Ses idées n'auront d'impact au niveau

des manuels que vers les années soixante.

Il n'y aura donc pas pendant une longue periode de réorganisation du savoir au niveau du

primaire, mais des ajustements locaux, par exemple des glissements de certains savoirs

d'une sous-institution à une autre.

Cela va entraîner une très grande longévité des différents contenus abordés au primaire,

d'autant plus que le traité qui se met en place au niveau du secondaire, même s'il

représente des modifications importantes par rapport aux traités précédents peut

cependant toujours servir de légitimité épistémologique aux contenus dont nous avons

étudié le découpage.

Cependant, comme nous I'avons noté, Ia transposition didactique opère à I'intérieur de

cette institution sous la pression de cenaines réorganisations profondes du savoir savant,

via les scribes que sont les inspecteurs généraux, et entraîne des réajustements locaux. Ils

portent en germe un fonctionnement séparé des savoirs dans l'école élémentaire et dans

l'école normale. Ainsi au sein de l'école primaire, il se confirme que les seuls systèmes

de nombres ¡éellement étudiés sont les entiers, les décimaux étant rabattus sur ces

demiers via le système métrique. Toute Ia théorie des fractions bascule du côté des cours

complémentaires et des écoles normales.

Par conséquent s'amorce un fonctionnement des savoirs qui va prendre dans chaque

institution une certaine autonomie. Par là-même va commencer à se créer une distance

enEe ces deux institutions.

Dans le même temps, compte tenu des liens qui existent entre elles, subsiste une

nécessaire interdépendance entre les savoirs présents dans chacune des institutions .

Avec la seconde guerre mondiale, une séparation institutionnelle va se réaliser

brusquement, enraînant les deux sous-instifutions vers des destins divergents, permettânt

un fonctionnement spécifique des savoirs concernant les systèmes de nomb¡es. C'est ce

nouveau fonctionnement que nous nous proposons d'analyser dans le chapitre suivant

dans une période beaucoup plus proche de nous.
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CHAPITRE 83

LES SAVOIRS DE RÉFÉRENCE DANS LES ÉCOLES
NORMALES

La deuxíème guerre mondiale crée une rupture institutionnelle pour les
institutions de formatíon que sont les écoles normales en les séparant de
l'école primaíre, initialisant une évolution ínstitutionnelle dont nous érudíons
les grandes lignes. Mais nous avons montré dans le chapitre précédent que
cette rupture était déjà en pløce au niveau des savoirs. Nous étudions donc
quels sont les rapports atn décimatn et aux fractions qui se sont ínstallés à
l'école primaíre, en examinant s'ils sont restés sîables ou s'ils ont changé.
Nous atnorçons une étud¿ dufonctionnement des savoírs depuis cette përiode
dans les écoles narmales en mettant en regard les contenus présents dans les
progratrtnes du collège et les contenus présents dans les documents destinés à
la formation des ínstituleurs.

1. L'ÉVOLUTION INSTITUTIONNELLE

1.1. Les écoles normales et les cours complémentaires dans le
second degré

L'augmentation de la scola¡ité, le nombre croissant d'élèves faisant une scolarité longue,

c'est à dire au moins jusqu'au baccalauréat, va hausser le niveau culturel de la France tout

au long de la période 1880 - 1940. Compte tenu de sa formation, qui n'a pas changé

depuis 1881, I'instituteur en sait moins qu'une partie des parents de ses élèves. Se trouve

donc posé à cette époque le problème de la formation des instituteurs. La mise en place

progressive de degrés dans l'enseignement, le primaire du côté du premier degré et le

secondaire du côté du second degté, va naturellement faire bascule¡ les écoles normales

du côté de ce demier. En 1937, J, Zay propose un projet à l'Assemblée Nationale oir il est

dit à I'article 16 :

<.dans les écoles primaires, nul ne peut exercer les fonctions de directeur ou de
directrice, d'instituteur ou d'institutrice, ni être chargé d'une classe, sans être
pouwu du baccalauréat.>

Dans I'esprit du promoteur du projet, le baccalauréat doit donc prend la place du brevet

supérieur. Ce projet n'aboutira pas, mais le Régime de Vichy, tout en supprimant les

écoles normales, choisit ce niveau pour le recrutement dans les instituts de formation.

Cette mutation sera définitivement entérinée à la libération, avec la réouverture des écoles
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noûnales. Celles-ci préparent d'une part au baccalauréat en continuant à recruter au niveau

de la troisièmel et font suiwe cet enseignement d'une formation professionnelle d'un an.

Nous pouvons visualiser cette organisation de la façon suivante :

1945

Sccond dcgré

Lycées

Collèges

Premier degré

Les professeurs enseignant dans les écoles normales sont des professeurs enseignant

dans le secondaire sans préparation spéciale à cette fonction spécifique. Ainsi d'une

culture exclusivement primaire comme on a pu le voir dans la période précédente, on

passe à une culture du type secondaire, ce qui va introduire une contrainte très forte en ce

qui conceme le fonctionnement des savoi¡s.

1.2. L'unification du second degré, l'évolution des écoles

normales Yers le supérieur

Les cours complémentaires et les écoles nolmales sont les deux survivances de I'ancienne

organisation du primaire dans le second degré. Nous allons assister à un double

mouvement : I'unification du second degré et le glissement pro$essif des écoles normales

vers le supérieur,

Le principe de programmes symétriques dans les classes parallèles et la création de Fois

degrés en 1937 est la première étape de I'unification de ce que I'on va appeler le second

degré, La transformation des EPS2 en collèges en 194i, la suppression des classes

l. En fait il y aura coexistence de deux formations, la seconde étanf caractérisée pâr un recrutement au

niveau de la première, la prépæation au baccalauréat, puis une formation professionnelle en deux ans.

2. Écoles Primaires Supérieures
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certiñcat de fin d'étude normale

baccalauréat

brevet élémentaire

Normales



élémentai¡es des lycées et collèges en 19453 et enfin la création des coilèges

d'enseignement secondai¡e en 1963 vont continuer dans cette voie.

La suppression progressive des classes préparant au baccalauréat entraîne le recrutement

au niveau de celuici et place les écoles normales en marge du secondaire. L'allongement

de la formation à deux ans après le baccalauréat en 1969, puis à trois ans en 1979, la

formation incluant la préparation d'un DEUG-instituteur marque cette évolution en

di¡ection du supérieur. Celle-ci allait se confirmer par le recrutement après le DEUG en

1986.

1979
1986

1969-71

préparation au DEUG
à la faculté

Premier degré Premier degré Premier degré

La formation de 1986, réduite à deux ans, introduit une situation paradoxale : les écoles

nonnales reçoivent des étudiants qui, ayant fait deux années d'enseignement supérieur, se

retrouvent dans une institution dépendant du second degré.

1.3. L'intégration dans le supérieur des institutions de
formation

La création des IUFM en 1991 et 1992 supprime la contradiction précédente en portant le

requtement au niveau de la licence et en rattachant Ìes ILIFM à I'enseignement supérieur.

3. L'ordonnance du 3 Ma¡s 1945 en avait décidé la suppression, mais son enûée en âpplicarion fut très

longue. En 1958, on comptait encore 1627 classes primaires dans les lycées. Leur fermeture progressive

commence réellement en 1962 et se poursuitjusqu'à la fin des années soixante.
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1991-92

Concours

préparation à une licence
à la faculté

Second degré

Premier degé

Nous étudierons plus loin les contraintes institutionnelles introduites par ce type de

formation, et notamment la présence du concours d'entrée proprement dit placé après la

première année de formation. Nous continuons donc l'én¡de de la transposition didactique

en di¡ection des institutions de formation et des institutions qui lui sont liées, en

particulier l'école primaire.

2. LE TRAVAÍL DE LA TRANSPOSITION DIDACTIQUE

2.1. La période de 1945 à 1970

2.1.1. Les décimaux

L'évolution amo¡cée dans les programmes de 1923 se renforce. Le programme officiel de

1945 pour le cours moyen réunit dans un même alinéa les nombres décimaux et les

nombres entiers. Ainsi le discours su¡ le lien entre entie¡s, rléci¡naux et systènle métrique

est réaffirmé :

<il importe de préciser [aux élèves] leurs connaissances et de leur faire comprendre

l'équivalenCe de deUX expressions tl'un ttotttl-¡re cülìclct, soit avec dcux unitós, soir

avec une virgule

2 mètres et 15 centimè[es = 2,15 m.>

L'analyse des liwes de l'époque montre une grande adéquation entre les programmes

existants et le contenu des activité proposées. G Brousseau (1980) analysant un manuel

représentatif de l'époque caractérisait les savoirs sous-jacents utilisés dans le primaire :

<a) Le décimal est toujours I'expression d'une "mesure"(au sens non

mathématique)
b) Ces mesures s'expriment dans le système mótrique
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c) [æ décimal est défini en tant que naturel muni d'une indication d'unité et d'une
virgule qui repère le chiffre de cette unité

d) Les algorithmes de calcul sont présentés comme étant les mêmes que pour les
naturels complétés seulement d'une procédure relative à la virgule.>

2.1,2. Les fractions

Le texte portant sur les contenus développés à partir des fractions est lui-même

signifïcatif:

<Fractions nès simples de grandeurs : demi, tiers, quart, cinquième, dixième,
soixantième. Calculer une fraction d'une grandeur et problème inverse.
Additionner, comparer et soustrai¡e des fractions dans des problèmes très
simples.>

Dans les programmes de 1887, nous avions pu constater que l'expression "idée générale

sur les fractions" avait entraîné aussi bien au niveau des plans d'études que des livres de

longs développements concernant les fractions ordinaires. Les différents programmes de

1905, 1923 avaient conservé à quelque chose pês le même libellé. Pa¡ contre le terrain

est balisé à présent par les tennes de fractions simples. L'utilisation des fractions doit se

faire à propos de problèmes simples : on assiste à un véritable évitement desfractions en

tant que mesures. Le paragraphe 10 des instructions officielles est particulièrement

signiñcatif :

<les fractions, comme les pourcentages, sont considérés comme des
multiplicateurs abstraits. Prendre les quatre cinquièmes d'une grandeur, c'est
partager cette grandeur en cinq parties égales et prendre quatre de ces parties (il est
équivalent de prendre 807o) Il suffit pour cela de diviser la mesure de la grandeur
par 5 et de multiplier le quotient par 4. On retrouve ainsi le calcul de la règle de
trois; par exemple :

noidsdebléx IPoids de farine =

poids de blé x 4

5

Le problème inverse consiste à chercher une grandeur quand on connaît la valeur
des ses 4/5 ou son prduit pu al5.(. ..)
ces deux problèmes peuvent être condensés en une seule formule en disant que :

5 kg de blé donnent 4 kg de fa¡ine."
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Dans un liwe4 destiné aux instituteurs, M. Bompard, professeur d'école normale et A.

Chatelet5, professeur à la Sorbonne, commentant ces nouveaux programmes et les

instructions qui les accompagnaient, emploient le terme d'opérateurs6 à propos des

fractions (p. 86) :

<[Le programme] spécifie que ce sont des "fractions de grandeur", c'est à dire,

comme le précisent les instructions (IV, 10), des opérateurs, ou des

"multiphcateurs abshaits" indépendants des unltés cholsles.

Une telle fraction indique une opération, ou une transformation à faire sur une

grandeur, qui peut, elle, êne définie par sa mesure.,>

læ premier argument avancé pour justifier les choix du programme de ne pas commencer

"à exposer une théorie de la mesure au moyen des nombres fractionnaires", plus générale

qu'une théorie de la mesure limitée à I'usage des nombres décimaux, est que (p. 86) :

<cene généralité n'est pas suffisante, puisque des grandeurs usuelles, comme la

diagonalc d'ul carré d'un décimètrc de côté, nc pcuvcnt ôtrc cxprimées par un

nombre fractionnaire.>

l,e deuxième argument conceme les écrirures :

<alors qu'un nombre décimal n'a qu'une seule écriture possible (sauf adjonction de

zéros à la droite des chiffres décimaux), un nombre fractionnaire est représenté par

une "infînité" de fractions égales entre elles.>

L'opposition est faite entre :

- les nombres fracúonnaires qui ont un grand intérêt théorique, ensemble le plus simple

dans lequel sont possibles les quatre opérations élémentaires

- les décimaux largement suffisants pour les problèmes de mesure, puisque ce sont les

seuls utilisés "dans le calcul de la vie courante et même de la science de I'ingénieur ou de

la physique".

Décimaux et fractions vont donc fonctionner dans des registres diffé¡ents, les situations

dans lesquelles ils sont utilisés étant de nature ne$ement différente.

4. Chatelet A. , Bompard M. 1963, Enseignement de I'arithmétique, Le câ¡cul au cours moyen, cahiers de

pédagogie modeme, Collection Bounelier, Librai¡ie A. Colin, Paris.

5. Le fait, tout à fait rare, qu'un des auteurs de Ce livre destiné à I'enseignement primaire, soit un

mathématicien, membre de I'enseignement supérieur, mérite d'être signalé. Cela montre que lgs auteurs

(directeu¡s d'écoles normales, directeurs d'école annexe, inspecteurs), des diffé¡ents articles composant le

livre prérédemment cité, cherchent lâ caution de certâins mathématiciens'

6. C'esr ce terme qui sera repris par la suite dans les commentaires des progrâmmmes de 1970 et qui fera

fortune, Il est pourtant déjà bien présent dâns le discours noosphéríen de l'époque.
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2.2. Lrévolution des savoirs concernant les systèmes de
nombres au collège

Comme le montrent Chevallard et Jullien (1989), les savoirs au collège vont subir deux

modifications importantes, qui vont contribuer à I'effondrement de l'organisation de

I'exposé classique : l'évacuation de la notion de rapport de deux nombres et la disparition

de I'extraction de la racine carrée.

2.2.1. La disparition de la notion de rapport de deux nombres

Dans l'exposé classique, qui va concerner le secondaire, les rappors apparaissent comme

étendant la notion de f¡action. Cene généralisation déjà rencontrée dans le manuel

classique qui a servi de référence au niveau du primaire, comme nous l'avons vu dans le

paragraphe précédent, permet de ramener le quotient de deux décimaux ou de deux

fractions à une fraction. Les termes d'un rapport peuvent ainsi êne non seulement des

entiers, des décimaux ou des fractions, mais aussi des irrationnels. Grâce à l'utilisation de

lenres qui permet de généraliser les propriétés des rapports de fractions, les rapports vont

servir comme substitut d'une théorie des réels :

<en réalité, le problème que vient résoudre la notion de rapport est celui que pose
I'absence d'une théorie des réels (...).La théorie des nombres réels, due à
Dedekind, Méray et d'autres, n'est pas encore sortie du cercle étroìt des
mathématiciens,>

notent Chevallard et Jullien (p.125).

Cependant rapports et proportions vont disparaître, par I'utilisation de la notion de

fonction qui, elle, pennet de modéliser d'une manière plus générale les mises en rapport

de deux grandeurs. Ainsi le mot de rapport qui figure dans le programme de cinquième en

1947 disparaît dans le programme de 1960.

2,2.2. La disparition de la technique de I'extraction de la racine carrée

Comme I'a bien montré T. Assude (1992), l'exraction de la ¡acine carrée apparaît dans le

traité classique comme la cinquième opération, fournissant, ainsi que la division, les

décimales une à une et permettant d'avoir une valeur approchée par défaut ' 1¡-n près.

La technique de la division, ainsi que celle d'extraction de la racine carrée, permettait

d'encadrer un nombre x entre a,/lOn et (a+1)/10 n : tous les nombres entre a10-n et x

étaient des valeurs approchées par défaut mais il n'y avait ainsi qu'une valeur approchée

par défaut à 10-n '
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Sous I'action de noosphériens de la sphère savante, cette technique va disparaître au cours

des années 60, rendant beaucoup plus complexe tout le problème des calculs approchés

concemant les racines carrées.

2.3. Conclusion

Pour la periode considérée nous assistons à un double mouvement.

Dans le primaire, le décimal en tant que décimal-mesure devient représentatif des nombres

"non entiers". En fait, ils ont l'apparence de nombres différents des enúers, du fait de leur

écriture, mais ils sont considérés e¡ traités comme des entiers. Les fractions rejetées à la

périphérie de I'enseignement ne sont gardées que poul intervenir dans la résolution de

problèmes, notanment les problèmes de proportionnalité.

Dans le secondaire, en particulier au collège, nous assistons à un effondrement de

l'organisation antérieure de I'exposé avec la disparition de la notion de rapport' qui

fédérait les diverses notions vues jusqu'alors, et la disparition de la technique classique

d'extraction de la racine carrée qui contribuait à donner un statut à un certain type

d'approximation.

Il nous faut examiner tes candidats potentiels à la transposition didactique en di¡ection du

collège qui sont susceptibles de servir de remplaçants aux éléments qui sont en train de

disparaîre de I'exposé classique.

En effet s'est dessiné un mouvement de grande ampleur, appelé "mathématiques

mode¡nes", s'intéressant aux structures générales et en particulier aux structures

numériques.

3. L'APPARITION DE NOUVEAUX TRAITÉS

3.1. L'état du savoir savant pour les systèmes de nombres

décimaux, rationnels et réels

Sous la poussée des mathématiciens professionneis, va avoir lieu une profonde remise en

cause des contenus et des méthodes d'enseignement dans l'école obligatoire. Nous nous

proposons donc de voir quelques "lignes-forces" concernant l'état du savoir concernant

les systèmes de nombres dans la sphère proche de I'institution productrice de savoirs.

Nous ne nous intéressons qu'à celles qui nous semblent avoir joué un rôle dans la

transpOsition didactique. Nous nous servons des livres qui traduisent à ce momençlà

l'état du savoir savant, soit les livres de référence comme Bou¡baki, destinés plutôt aux

mathématiciens, ou encore les livres plus "élémentaires" comme ceux de la collection

Queysanne et Revuz, utilisés dans les classes préparatoires aux grandes écoles et à la

faculté.
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3.1.1. La quasi.disparition de I'ensemble des décimaux dans les livres
de I'enseignement supérieur

L'intérêt grandissant, dans la première moitié du ¡¡ème siècle, porté aux strucrures va

minorer le rôle des décimaux, "coincés" entre les enfiers et les ¡ationnels. Des

constructions précises de ces derniers, faites notamment par J. DrachT, commencent à

s'introduire dans I'enseignement français.

La découverte des propriétés arithmétiques des nombres algébriques þar E. Kummer, R.

Dedekind, L. Kronecker, ...) et I'intérêt de plus en plus grand porté aux théories

algébriques (J.L. Lagrange, N.H. Abel, et surtout E. Galois) ont mis en lumière

I'imponance des "corps abstraits", le corps des rationnels et le corps des classes d'entiers

modulo n étant parmi les plus élémentaires rencontrés.

[æs décimaux vont au mieux n'êre rencontrés que comme sous-ensemble des rationnels.

La plupart de ces liwes ne mentionnent même pas le terme décimal dans leurs index,

estimant que la notion va sans doute de soi et n'offre que peu d'intérêt pour la suite de la

consEuction des notions mathématiques.

Il en est toujours de même actuellement. Ainsi dans un livre destiné aux étudiants de

première année d'université, A. Deledicq et J. FluetS ne font qu'un bref rappel sur les

décimaux, signalant simplement que c'est le sous-ensemble des rationnels dont une

écriturefractionnaireestdelaforme +, a eZ,n e N, sous-anneaudeQ, engendré
10n 

'

11
(sur Z) par I et fret noté,Zl1fu l. kr décimaux sont ainsi considérés comme érant

"presque des polynômes à une variable sur Z, la variable étant assimilé" à #".
On peut remarquer une certaine désinvoitu¡e concernant les décimaux dans d'autres liwes

écrits par des universitaires éminents. Ainsi F. et J.P. Bertrandias9, professeurs

d'université de mathématiques, dans un paragraphe consacré aux variables numériques et

à la précision des nombres exprimant la grandeur d'une variable ¡apportée à une unité,

écrivent:

<<læs valeurs de la variable sont données avec une certaine précision, qui est en
principe indiquée par le nombre de chiffres significatifs. (...). En particulier,

7. Borel E. et Drach J., 1895, Introduction à la théorie d.es nombres et à I'Algèbre supérieure, pp. 135 -

140, librairie J. Gibert, Paris. J. Drach procède par adjonction à l'ensemble des symboles désignanf. les

entiers d'un nouveau "symbole" x fel a.x = I (a * +I) avec des règles de composition de ce symbole
avec les symboles désignant les entiers.

8. Deledicq A. et Ruet J., 1982, Savoir et savoir-faire, Collection Epistémon, Cedic-Nathan.

9. Bertrandias F. et J.P., 1990, Mathématiques pour les .sciences de la matière et pour la vie, p.L7 ,Pug.
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ne pas oublier les zéros significatifs à la fin d'un nombre :7,1 et 7,100 par

exemple nront pas tout-à-fait la même significationlo..."

Cela signifie bien que, à propos des décimaux, le mathématicien peut sans encombre

prendre le point de vue "approximation" en le laissant implicite comme le font les

physiciens.

3.1.2. Les quest¡ons d'approximation des nombres réels

a) Les iléveloppements illimítés des nombres réels

Quelques liwes consac¡ent, à propos des réels, un paraglaphe plus ou moins détaillé au

développement des nombres réels, dont I'utiiité va être surtout de permettre d'exprimer

des valeurs approchées de nombres réels. Ainsi Bou¡bakil I développe un paraglaphe sur

les développements usuels des nombres réels relatifs à une base a. Un simple alinéa

signale que :

<<Pour les calculs numériques manuels, on emploie les développements de base 10'

qui sont dits développements décimaux; dans les calculs sur ordinateurs, on utilise

les développements de base 2, (dits développements dyadiques).>

L'intérêt de ces développements décimaux illimités (ddi) est de classe¡ les différents

nombres renconEés suivant la nature de ceux-ci :

- ceux qui ont une période à partir d'un certain rang, qui sont des écritules de rationnels;

- ceux de période 9 ou 0, qui sont des écritures de décimaux;

- ceux qui ne sont pas périodiques, représentant les réels irrationnels.

La non unicité du développement décimal d'un decimal est évidemment une diff,rculté qui

est soulignée.

b) Les lractíons conlínues

L'autre domaine, qui joua un rôle important dans le savoir savant et qui est toujours

présent dans la littérature que nous étudions, conceme les fractions continues, dont on

pressent qu'elles pourraient être un candidat potentiel à la nansposition didactique à

propos des systèmes de nombres. Nous pouvons en constater l'émergence dans des

livres destinés à la formation des maîtres. Un nombre important d'a¡ticles abordant ce

thème a ainsi été écrit par des noosphériens. Citons par exemple une partie concernant les

fractions continues du liwe de A. Engell2 (1979), qui se trouve dans le deuxième chapitre

10. C'est nous qui soulignons.

11. Bou¡baki N., 1971, Eléments de mathématiques,Topologie générale, chåpiFe lv: Nombres róels ,

$8: développemenß usuels des nombres réels, Hermann'

12. Engel 4., 1979, Mathematique élémentaire d'un point de vue algoritlvnique,Ed' Cedic
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intitulé "Théorie des nombres" montrant la solidarité de cette partie avec d'autres parties,

notamment celle traitant l'algorithme d'Euclide. La niche occupée par les fractions

continues est celle de I'approximation des ¡éels par des fractions rationnelles.

De même F. Jabæufi3 déclare+-il dans le joumal Quadrature :

<il y a plus d'une façon de représenter un nombre réel, en dehors de
développement décimal. Par exemple le développement en fraction continue. Ce
demier ¡end d'autres services. Au moins aussi ancien dans son principe, il a été
systématiquement étudié depuis trois siècles. Toujours indispensable en
arithmétique, on I'emploie aujourd'hui dans bien d'autres domaines.>

Il montre lui aussi qu'un des intérêts des fractions continues, qui sont en fait une suite

de rationnels, est de traiter le problème des approximations rationnelles d'un réel. Cet

aspect fait d'ailleurs lbbjet d'un article complet de l'auteur cité ci-dessus.

Nous en trouvons aussi des traces dans la plupart des liv¡es, dans les chapitres

concernant les nombres réels. Par exemple J.L. Ovaert et J.L. Verleyl4, dans un chapitre

sur les propriétés fondamentales des nombres réels, soulignent 1e grand rôle joué par les

fractions continues en théorie des nombres et écrivent quelques pages au sujet du

développement en fraction continue des rationnels et des nombres quadratiques.

3.f.3. Q comme cas particulier d'un corps des fractions d'un ânneau

d'intégrité

La construction méthodique et précise du corps des nombres rationnels à panir des

nombres entiers, comme le signale A Chateletl5, dans un court historique de 1a notion de

corps, est réalisée dans la seconde moitié du XIX ème ri¿ç1.. Elle est faite soit par

adjonction de nomb¡es négatifs et d'inverses d'entiers en utilisant le principe de

pennanence de H Hankel, (1867), et de J. Drach (1895), soit par considération

d'opérateurs sur les grandeurs par Ch. Meray (1889), soit par les classes d'équivalence

de "quotients".

C'est cette dernière conception qui a été généralisée pour construire ce que A. Chatelet

appelle le corps des "quotients" d'un domaine d'intégrité, qui deviendra, dans une

terminologie adoptée depuis lors, le corps des f¡actions d'un anneau d'intégrité.

Examinons par exemple I'exposé "classique" tel qu'on peut le trouver dans Queysanne

Q96Ð (p.114-11s).

13. JabæufF., 1989, Fractíons continues, Irem de Montpellier. Ce fascicule faitpar la suite I'objet d'une

série d'anicles plus complets publiés dans les premiers numéros de la revue Quadrature.
14. Ovaen J.L. et Verley J.L., 1983, analyse vol ,1, collection Epistemon, Cedic - Nathan.

15. Chatelet 4., 1956, Arithnétique et Algèbre modernes, Tome II. Anneaux et corps. Calcul algébrique.

Idéaux et divisibilité. Commentaires du $ 5 du chapit¡e III, p. 406, P¡esses unive¡sitai¡es de France.
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Il s'appuie sur des procédés de symétrisation pour donner une première définition des

rationnels positifs Q*+. Il montre d'abord un théorème permettant de définir un groupe

G symétrisé d'un ensemble E muni d'une loi T associative, commutative et pour laquelle

tout élément est régulier. Il plonge I'ensemble E, dans le groupe G de manière que E soit

identifié à une partie G' stable de G.

Prenant comme ensemble particulier I'ensemble N* muni de la multiplication, il

construit le groupe q*+ qui cst I'ensemble N l¡-ltl, la relation R étant définie par
R

(a, a') = (b, b') si et seulement si ab' = ba'.

La partie G' stable de G est I'ensemble des classes des couples (a, a') tels que a' divise a,

classe qui contient un couple de la forme (x, 1), x appartenant à N. En identifiant

l'élément x de N et la classe correspondante à (x, 1), N se trouve plongé dans I'ensemble

Q*+'
Il cherche par la suite (p. 187-191) à plonger un anneau A dans un corps K tel que A soit

un sous-anneau de K. Il est donc conduit à formuler le problème d'immersion d'un

anneau d'intégrité dans un corps commutatif minimal K.

Utilisant un procédé de symétrisation qui généralise ce qui a été vu dans la partie

précédente, il démontre le théo¡ème suivant :

Étant donné un anneau d'íntégríté A, il existe un corps commutaîílminimal K' à un

ísomorphisme près, tel qu'un sous-anneau de K soít ßomorphe ò A.

Tous ces corps sont identifiés à Ã = 
olo * 

ou A* est le symétrisé de A et Rl la relation
R¡

d'équivalence ab'= ba'enre éléments de (a, a') et (b,b') de A*x A*.

Identifiant pour tout x de A, la classe correspondant au couple (x, e) oÌr e est l'élément

unité de A et x, il montre que pour a'* 0, la classe de (a , a') est le quotient aa'-l. Ce

quotient est représenté par la fraction I ou toute fraction -L telle que ab'=ba'. Il précise
b'

que c'est par abus de langage que l'on dit que Ã est le corps des fractions de l'anneau

d'intégrité A.

En prenant comme câs particulier d'anneau d'intégrité Z, la méthode précédente

permet d'obtenir le corps Q des nombres ralionnels. Chacun des éléments de Q est une

classe d'équivalence définie à partir d'un couple (a, a') qui admet pour représentant toute

fraction de numérateur x et de dénominateur x'* 0 telle que ax'= a'x . En identifiant la

classe de (a, 1) de Q et a de Z, cela permet de plonger Z dans Q, et donc de faire en sorte

queZcQ.
Dans le cas de Q, on peut défini¡ un représentant privilégié qui est la fraction dite

i¡reductible, c'est à dire à dénominateur positif et telle que a et a' soient étrangers.
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On voit donc que la construction de Q apparaît 1à aussi comme un cas particulie¡ d'une

théorie plus générale des corps de fractions d'un anneau d'inrégrité.

Cette vision générale d'un corps de f¡actions a pour intérêt notamment de met[e en

évidence que si I'on prend comme anneau d'intégrité l'ensemble des décimaux D,
puisque D est inclus dans Q et Q est un corps minimal, le corps des fractions de D

estQ.
Cette notion de corps des fractions d'un anneau d'intégrité, utilisé dans le savoir savant,

généralise et unifie la notion de fraction. Elle ne resreint pas son utilisation comme simple

représentant d'un rationnel comme va le faire la transposition didactique au niveau du

collège. Au contraire, elle nous permet de parler de fraction de deux décimaux d'après la

remarque précédente. Elle nous autorise ainsi à user de I'expression "fraction de deux

rationnels" puisque le corps des fractions de Q est lui aussi Q.
Le jeu entre les termes de fraction, quotient et rationnel est d'ailleurs tout à fait
intéressant. Le nombre rationnel, couplé pendant très longtemps au tenne d'irrationnel,

était défini relativement empiriquement par la notion de raison. Par contre les fractions

restaient, comme nous avons pu le voir dans le chapitre précédent, très liées au

fractionnement de I'unité. La construction des ¡ationnels comme classe de quotients

traduisait bien le fait que l'on cherchait à construire un ensemble par extension de

I'ensemble des entiers pour que la division soit toujours possible. Le terme de fraction
permettait de distinguer le représentant de la classe nommée rationnel. La généralisation

au corps des quotients d'un anneau d'intégrité et la non-nécessité de distinguer à un

certain niveau, classe et représentant a donc permis de réinjecter la notion de fraction à la

place du terme de quotient.

3.2. Les grandes lignes du nouveau traité

3,2.1, L'élargissement de la notion de traité

Nous avons défini un traité comme une institution didactique de fo¡mation à

I'enseignement. Jusqu'à présent, il s'est agi d'un ouvrage écrit par un membre de la

sphère savante ou proche de celle-ci. Nous pouvions ainsi repérer que certains auteurs de

manuels que nous avons appelés scribes s'assujettissaient à ces traités,

Nous élargissons à présent le traité à un ensemble de documents relatifs à certains objets

de savoir, textes théoriques destinés aux enseignants pour leur formation personnelle,

réflexions théoriques sur l'enseignement de ces objets de savoir avec les élèves d'un
niveau déterminé.
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3.2.2. Un "premier" ensembte de documents : I'introduction des réels

en 1970

Après I'effondrement du traité précédent, comme nous I'avons rappelé dans le paragraphe

22, allaít se poser le problème du remplacement de ce dernier. Nous allons assister à la

production d'un ensemble de documents convergents aboutissant à la rédaction des

prograrnmes de 1970, accompagnés de commentaires nès détaillés, ainsi que d'un certain

nombre de documents produits par la noosphère de l'époque qui peuvent être considérés

comme des éléments constitutifs de ce nouveau Eaité.

Les programmes de 1970, exhaussant en quelque sorte les souhaits qu'exprimait

læbesgue dans le raité "la mesure des gXandeurs", visent à réaliser une approche des ¡éels

par I'intermédiaire des développements illimités, les fractions étant complètement

marginalisées.

Les décimaux font partie des systèmes de nomb¡es dont se préoccupent les prograÍìmes

en signalant deux attitudes possibles : soit rappeler des propriétés des nombres décimaux,

donc en les considérant comme un préconstruit, soit présenter une véritable construction

des décimaux. Le procédé de construction proposé consiste à s'appuyer suf le fait que les

décimaux peuvent avoir plusieurs écritures possibles en utilisant les puissances de 10. En

appelant P I'ensemble des puissances de 10, on considè¡e dans l'ensemble Z x P' la

relation d'équivalence (qui n'est donnée qu'à partir d'exemples dans le texte), que V.

Gauthrondéfinitdelafaçonsuivantel6,lescouples(a,p)de ZxPétuttnotés ¿'10p

a.loPR b,LOcë(p>q et b=a.loe-c) ou (q>p et a=b.|0c-P).

Par passage au quotient cet ensemble est muni d'une addition qui en fait un groupe

commutatif, d'une multiplication, d'un or&e qui prolongent ceux de Z.

Le même auteur propose d'ailleurs un autre moyen de défini¡ D17 en cherchant à

construire I'anneau le plus "simple" possible contenant Z et dans lequel 10 soit inversible.

Elle considère cette fois la relation d'équivalence définie sur Z x S (avec

5 = {t0", neN},telleque (ø,tOe)R (b,10c) <+d.104 =b.|Op).

On peut donc remarquer un gros travail de la noosphère pour donner des constructions

des décimaux, mais qui cette fois sonl utilisés dans une perspective d'approche

des réelS. En effet, ce sont surtout les paragraphes consac¡és aux encadrements de

décimaux dans D, à I'approche d'un inverse d'un décimal d à 10p près (c'est à di¡e la

recherche d'un nombre décimal X = x.10p (x entier positif) tel que

0 < d.x.10p I I < d.(x + 1).10P) et I'approche d'une racine ca¡rée d'un décimal strictement

16. Proposée par V. Gauthron, 1971, Nombres décimat¡x' bulletin de I APMEP n'279'p 264'

17. Article déjà cité pp.274-278.
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positif (c'est à dire la recherche d'un entier naturel y tel que

(v.rorl'<o < [(y + 1).10p]'), qui font I'objet de développements détaillés.

Un numérol8 du bulletin de I'APMEP, centré sur le problème de I'enseignement des réels

en quatrième fournit un ensemble d'articles, les uns destinés aux élèves, les autres

destinés aux professeurs chargés d'enseigner ces contenus : nous faisons l'hypothèse que

ce numéro et les commentai¡es du programme peuvent être considéÉs comme éléments

importants d'un nouveau Eaité pour I'enseignement des systèmes de nombres au collège.

On y trouve en effet des propositions d'activités pour la classe de quatrième

essentiellement. Des méthodes de construction des Éels qui peuvent êee "enseignées en

classe de quatrième", sont proposée par exemple par C. Morin19, construction similaire à

celle de læbesgue. (Précisons que cet article est cependant rédigé pour les professeurs et

destiné à leur suggérer un plan d'étude pour les élèves).

Mais figurent aussi dans le bulletin des articles20 de plus haut niveau destinés aux

professeurs dans le cadre de leur formation peÍnanente. On y trouve notamment la

construction des réels à I'aide des suites de Cauchy.

Dans ce naité, il est à remarquer que l'on évite soigneusement de parler de rationnels

(seul le mot de fraction est présent dans les programmes de 1970), suivant en cela la

position affichée par Lebesgue. Ils sont envisagés comme un cas paniculier de quotients

de réels. Ainsi une circulu¡s2l publiée deux années pius tard et destinée à faire une mise

au point à propos de I'application des programmes de 1970 précise :

<Il figure en troisième une introduction du corps Q des rationnels : Q doit êre raité
simplement ici comme un sous-corps de R et ne pas recevoir un développement
autonome. Il n'y a pas lieu d'éviter le mot de fraction; si on I'introduit, il désignera
une écriture d'un quotien¡22.>

Il semble donc qu'il y ait eu des réticences de la part des enseignants à abandonner tout un

secteur relatif aux f¡actions, comme le prévoyait déjà Lebesgue en 1930, pour qu'il soit

nécessaire de repréciser ce point dans une circulaire. En fait devant les difficultés de mise

en place de la réforme de 1970, on va assister à l'émergence d'un traité de remplacement

dont nous allons décrire les grandes lignes.

18. Bulletin no 279, Mai-Juin 1971, APMEP.
19. Morin C., 1971, Consnucdon de I'ensemble R des nombres ¡éels, Bulledn cité.

20.RoumieuM.,197l,Insnomb¡esréelsdansl'enseignementduseconddegré, Bulletincité.
Kittel 8., 1971, Construction des réels à partirdes décimaux, Bulletin cité.

21. Circulaire n'73-087 du l9 février 1973.

22. C'est nous qui soulignons
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3.2.3. Un 'rsecond" ensemble de documents

Ceux-ci vont s'appuyer sur les constructions théoriques que nous avons rappelées dans le

pafagraphe 3.1.

Ainsi notamment à parth de 1974, I'APMEP commençait à éditer des fascicules intitulés

"Mors" et sous-titrés "Réflexions sur quelques mots-clés à I'usage des instituteurs et des

professeurs". Bien que les auteurs se défendent du fait qu'il s'agisse d'un ouvrage de

formation, théorique ou pédagogique, des maîtres de l'école élémentaire, nous allons

montrer qu'il a joué le rôle d'un traité.

Ces fascicules contenaient pluSieurs rubriques Concernant notamment : Entiers et

Rationnels, Nombre décimal - Nombre à virgule, Fraction, Ensemble de nombres,

Division, Comparaison des ordres usuels dans le dictionnaire, dans N, dans D+'

La rubrique Entiers et Rationnels propose une présentation deZ et Q+ de manière

parallèle, les auteurs précisant que :

<<la colonne de gauche décrit une démarche qui est souvent utilisée dans les classes

de sixième et cinquième.>

On y reconnaît la construction de l'ensemble Z par passage au quotient de N x N par une

relation d'équivalence appropriée. La colonne de droite décrit 1a construction de Q+ par

passage au quotient de N x N' p¿ìr une autre relation d'équivalence.

LeS fois rubriques suivantes situent les nombres les uns par rappolt aux auEes en se

basant sur les différentes écritures des nombres, un tableau récapitulatif permettant de

montrer l'inclusion des diffé¡ents ensembles N, Z, D, Q, R. Ces constructions vont être

abondamment reprises dans les documents de recyclage en direction des maîtres de

I'enseignement élémentaire, comme par exemple les chantiers mathématiques édités par la

régionale de I'APMEP de Paris.

3.3. L'assujettissement du collège aux nouveaux traités

ces documents, écrits en particulier pour les professeurs de collège, ont servi de

référence pour les auteurs de manuels qtri se sont assujettis successivement aux deux

traités que nous avons décrits précédemment.

Tous les livres de quatrième que nous avons consultés, édités après 197023, suivent à la

lettre la progression proposée par les commentaires des programmes officiels.

23. Liste des livres consultés:

- Monge, 1972, mâthómatique 4e, Belin,

- Queysanne et Revuz, 1975, mathématique 4e, Nathan'

- Cossart et Théron, 1972, mathématique 4e, Bordas,

- Gi¡ard, 1975, mathématique 4e, Hachette
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Après les programmes de 1978, signalant que :

<la nouveauté réside dans I'accent qui est mis sur la notion de fraction et la
possibilité qu'elle procure d'aborder, si on le désire les Rationnels avant les
Réels.>

beaucoup de manuels24 vont s'appuyer sur la déma¡che décrite dans ce que nous avons

appelé le "second" traité.

Nous nous intéressons à présent aux savoirs présents à l'école élémentaire et dans les

institus de formation.

4. LA PERMANENCE DES SAVOIRS À L'ÉCOLE PRIMAIRE

4.L. La période de 1970 à L980

Les instructions officielles de L97O ¡enforcent le point de vue des programmes de 1945

puisqu'elles vont les fai¡e intervenir dans le cas des grandeurs discrètes :

<Une ville compte 10 850 habitants. Le millier étant choisi comme unité, la
population s'exprime par le nombre décimal 10,850. La virguie est utilisée pour
repérer le rang du groupement choisi comme unité. D'autres exemples pouront
être trouvés à I'occasion d'exercices de mesure utilisant le système mérique.
On remarquera qu'à tout nombre naturel exprimant une mesure, on peut associer,
par un changement d'unité convenable, un nombre décimal et qu'à tout nombre
décimal on peut associer, par un changement d'unité un nombre naturel (et cela de
divenes façons).>

Iæs activités proposées font toujours intervenir des mesures qui peuvent être ranachées à

des entiers. Si un nombre complexe intervient, I m 25 par exemple, on le traduit sous

forme 125 cm. Comme I'indiquent les I.O., à I'aide d'un changement d'unité, en prenant

la centaine de centimètres pour unité, on exprime la mesure par l'écriture 1,25. Tout

repose donc sur des exercices de conversion. La "technique" mise en avant pour faire

apparaître lécriture décimale étant :

- le choix d'une unité de référence pour obtenir l'écriture d'un entier,

- Mauguin, 1975, mathématique 4e, Isüa.

24. Liste des livres consultés:

- Rouquai¡ol / Dehame, 1979, mathématique 4e, Collection Queysanne- Revuz, Nathan,

- Mongeot et alii, 1978, mathématique 4e, Nathan, Belin,

- Gerl, Vitáf, Cohen, 1979, mathématique 4e, collection m, Hachette.

Cependant, certains auteurs, par exemple Galion, mathématique 4e, Hâtier, se démarquent de cette
présenation,
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- un changement d'unité pour transforme¡ cette écriture sous forme d'une éc¡iture à

virgule.

Dans le cas précédent, la signification attachée à l'écriture 1,25 est donc 125 cm. 1,25

n'est jamais vu en tant que décimal-opérateur, il n'est jamais considéré comme opérant

sur une certaine quantité, par exemple pour signifier "l,25 fois 1 mètre". ll est vu comme

un décimal mesure, c'est-à-dire comme "1 mène plus 2 dixièmes de mètre plus 5

centièmes de mètre".

En ce qui concerne les fractions, celles-ci sont présentées comme des opérateurs, (c'est à

dire des fonctions définies sur N). Loin de représenter "une nouvelle introduction"

comme l'analyseront certaines publications25 , cet¡e présentation consomme bien la

rupture entre "decimal-mesure et fraction-opémteur", qui était déjà engagée explicitement

depuis les programmes de 1945, comme nous I'avons déjà montré.

La fraction est toujours une notation permettant de remplacer par un seul symbole une

chaîne d'opérateurs xa suivi de :b ou xb suivi de :a. On insiste sur les opérateurs

équivalents (sans trop s'appesantir sur les domaines de définition qui ne sont pas les

mêmes si a et b ne sont pas premiers enge eux), auxquels on associe des fractions égales.

La composition (appelée chaîne d'opérateurs) permet d'introduire la multiplication des

fractions et les fractions inverses.

4.2. Les sâvoirs à l'école primaire depuis 1980

4.2.1. Analyse des programmes 1980

Le nouveaux programmes pour l'école primaire paraissent en Juillet 1980. Ils sont

redigés par cycle sous forme d'objectifs et sont accompagnés d'instructions conséquentes

qui éclairent ces derniers. On peut dégager des idées-forces qui sous-tendent ces

programmes :

* les entiers sont le centre d'inté¡êt de I'enseignement du primaire. Ainsi dans la

présentation générale des objectifs du cycle moyen, on peut lire qu'il s'agit:

<de réorganise¡ , d'enrichir et d'approfondi¡ des connaissances antérieules (dans le ;
domaine des nomb'res naturels par exemple).>

25. Par exemple, APMEP, 1986, Aides pédagogiques pour le cycle moyen, 2, nombres décimaux, p'23,

publication no 61 de I'APMEP. Pa¡ contfe A. Mefcier, dans son mémoire de DEA (1978, p. 59) avâit déjà

bien monEé que le "schéma de "l'operateur-machine" a été d'abord introduit par des "innovateurs" parce

qu'il correspondait à une présentation qui éø.it precédemment utilisée et qu'il faisait -mêmc implicitement-

référence à un statut mathéma[ique des situations qu'il decrivait". En fait nous montrons que la référence

éøit expliciæ chez certains auteurs bien avan¡ 1970.
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Un paragraphe entier des objectifs du CM est consacré aux nombres naturels, intitulé

"Écri¡e, nommer et comparer les nombres naturels", faisant suite aux objectifs du cycle

élémentaire intitulé de la même manière. Il y est question "de maîtriser l'usage et le

fonctionnement des règles de la numération écrite et celles de la numération orale", de

"comparer les nombres naturels désignés sous différentes formes" et de les "situer les uns

par rapport aux autres"

* I'apprentissage des décimaux est affirmé au cycle moyen : les decimaux sont évoqués

par deux fois dans les objectifs généraux :

<(. ..) les activités mathématiques doivent pennettre aux enfants (. . .)

d'acquérir de nouvelles connaissmces (dans le domaine des nombres décimaux, de

la divß io n, p ar exemple),
d'accumuler des expériences qui serviront de support à des formalisations
ultérieures (dans le domaíne de Ia géométrie, des nombres décímaux par
exemple).>

Mais en même temps, dans I'esprit des rédacteurs de ces objectifs, l'étude des décimaux

n'est qu'amorcée au cycle moyen, puisqu'il est précisé en g¡as au terme du paragraphe

"Écrire, nommer et comparer les nombres décimaux" que :

<L'étude des nombre décimaux et de leur structure n'est pas achevée
à la fin du cycle moyen. Elle devra se prolonger tout au long de la
scolarité au collège.>

Iæs rédacteurs éprouvent d'ailleurs le besoin de borne¡ les objectifs fixés au cycle moyen

puisquTls indiquent dans un nouvelle note écrite en gras que :

<Les techniques de calcul des quotients de nombres décimaux ne

const¡tuent pas un objectif du cycle moyen.>)

A ce souci d'envisager la construction des nombres décimaux sur I'ensemble de la

scolarité obligatoire (école primaire et collège) s'ajoutent des indications tout à fait

significatives :

* les décimaux doivent apparaître comme de nouveaux nombres, différents des nombres

entiers.

Ceci est particulièrement affirmé dans les instructions qui accompagnent les objectifs. Les

auteurs insistent de manière répétitive sur le fait que suivant les situations, on est "amené

à introduire de nouveaux nombres", que "l'ensemble des nombres naturels est peu

satisfaisant", que I'on est amené à prendre conscience "de I'insuffisance des nombres

naturels". L'accent est mis sur les propriétés qui distinguent les décimaux des entiers :

<Certes I'ensemble des décimaux ne peÍnet pas de décrire ou traduire toutes ies

situations auxquelles les enfants sont susceptibles d'être confrontés. Il permet

cependant d'approcher d'aussi près qu'on le veut les nombres (non décimaux) qui

interviennent alors.>
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læs auteurs insistent particulièrement sur I'ordre des décimaux qui diffère de celui des

entiers et sur "le fait qu'entre deux décimaux, il y en a toujours une infinité d'autres", "les

réflexes acquis à propos des naturels" ne convenant plus.

* le terme de fraction n'apparaît dans les objectifs que de manière atténuée sous la forme

de "fractions simples". Cette expression "fractions simples" rejette évidemment celles-ci

au rang des accessoires, même si dans les instructions, on évoque une situation possible

faisant appel aux fractions.

4.2.2. Les programmes des premières ânnées du collège

Au moment de la parution des objectifs et instructions pour le cycle moyen, les

programmes de sixième et cinquième sont déjà parus en 1978 et 1979. L'essentiel

demandé aux enseignants est de contrôler les acquisitions concernant les nombres

décimaux, acquisitions que l'on suppose avoi¡ été faites antérieurement de manière

relativement complète :

"Contrôle de I'acquisition du sens des opérations sur les nombres décimaux,

addition, soustraction, multiplication, division (exacte ou approchée) : technique

d'exécution de ces opérations, vérification.

Pratique des symboles <, <, >: >.>>

Les décimaux sont donc considérés comme une affaire entendue qui ne nécessite pas un

gros travail de reprise, I'essentiel portant sur les algorithmes. Les décimaux relatifs vonr

être I'occasion de reprendre les règles de calcul introduites à propos des entiers relatifs.

Ceci est bien confîrmé par le programme de cinquième dont le titre du paragraphe III

s'appelle "nombres relatifs", constitué de deux sous-paragraphes dont le premier

"Ensemble Z des entiers relatifs, définition, addition, ord¡e, valeur absolue" est repris

dans le même ordre : "nombres décimaux relatifs, pratique opératoire, somme diffé¡ence,

ord¡e et valcur absolue".

Dès lors, la visée énoncée par les rédacteurs des progtammes de l'école primaire ne peut

se réaliser. L'apprentissage des décimaux ne se continuant pas au collège, le sort des

inteûdgns afflChéeS au pdmaiæ se trouvc sucllé. L'cxauten clu urauuel "math etcalcul"?6,

véritable best-seller des années 1980 - 1990, va nous donner la confirmation du

rabattement des décimaux sur les entiers.

26. Eiller R., Ravenel S., Ravenel R., (1982), Math et caÌcul, CMl, CM2' livres du maître et liv¡e de

lElève, 4 volumes, HachetÞ.
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4.2.3. Examen du manuel Imath et câlcul"

Après avoir rappelé que l'étude des fractions ne figure pas explicitement au programme de

1981, ce que nous avons effectivement vu auparavant, les auteurs précisent qu'ils ont

cependant choisi d'introduire les décimaux à partir des fractions. Pour cela, il leur a

semblé "indispensable de consacrer une séance27 à celles-ci". læ choix de ne consacrer

qu'une séance aux fractions est en soi révélateur du compromis que vont réaliser les

auteurs des manuels entre les intentions afñchées par les programmes et la pression

institutionnelle provenant à la fois des pratiques antérieures et celles provenant des

programmes des classes du collège en vigueur à ce moment-là.

Quelques pages plus loin28, ils reviennent sur les raisons de leur choix :

<(.. .) parce qu'elle (l'introduction) est la plus conecte sur le plan mathématique et
parce qublle permet de familiarise¡ les élèves assez tôt avec les fractions simples et
les ñactions décimales.>

L'expression, "la plus correcte sur le plan mathématique" est intéressante, ca¡ elle renvoie

aux éléments théoriques exposés dans la partie "fraction", où Q est construit comme

ensemble quotient de N X N* par une relation d'équivalence appropriée. Il y a

évidemment d'autres constructions tout aussi correctes sur le plan mathématique. En fait,

cette construction apparaît comme un coup de révérence au savoir savant, et doit surtout

s'analyser par rapport aux pratiques alors en vigueur en quatrième dans les différents

liwes, qui consisaient à inroduire les fractions de cette manière.

læs auteurs reprennent formellement les critiques des programmes antérieurs, en signalant

que l'ensemble des décimaux a été plus ou moins consciemment assimilé comme "un

greffon" sur l'ensemble des entiers, et que :

<l'amalgame entre D et N s'effectue d'autant plus "naturellement" que les
techniques opératoires sur les nombres décimaux sont considérées, moyennant
quelques règles à respecter sur la place de la virgule, comme analogues à celles
étudiées dans N.>

Étudions comment se fait cependant le traitement des fractions et des décimaux.

La séance consac¡ée aux fractions consiste à faire plier une bande en deux, Eois ou quatre

parties, rerouvant la présentation des fractions par fractionnement de I'unité. Après cene

première partie, on passe à un codage de points sur papier millimétré, où le point codé I

correspond à l0 cm et par conséquent le point codé + se rouvera à I cm. La partie
10

suivante est consacrée aux fractions décimales : elle prend appui essentiellement sur le

27. Idem p 39,, c'est nous qui soulignons.

28. Idem p. 43.
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codage de points de la droite numérique et c'est donc la f¡action décimale-mesure qui

arrive sur le devant de la scène.

Un jeu d'écritures avec I'utilisation du tableau de conversions, déjà utilisé pour les

entiers, permet de passer aux écritu¡es à virgule, en prenant pour unité de ¡éférence le

millième. On voit donc nettement que lbn se ¡amène ainsi à des entiers'

La comparaison de décimaux va nous le confirmer : en effet celle-ci est abordée en

considérant successivement les décimaux de I'ensemble D129, puis D2, puis D3, c'est-à-

dire en prenant bien soin de ne considérer que les ensembles ayant le même nombre de

chiffres après la virgule.

Même dans des exe¡cices dTntercalation, qui pourraient paraître à première vue cornrne un

"emblème" spécifique des décimaux, c'est la référence aux entiers qui est utilisée.

Ainsi dans le liwe de la collection que nous étudions (édition 1987), qui reprend de

manière quasi identique la présentation de l'édition précédente, dans le chapitre

concernant la comparaison des nombres décimaux30, on voit proposer des exe¡cices du

type suivant:

9 lib¡is ous les nombres décimaux ayant t¡ois chiffres après la virgule et qui sonl compris :

- enÊe7,56 e¡7,57
- entre20,12 et20,13

Ainsi, dans cet exercice, les élèves sont amenés à chercher un entier entre 7560 er7570

ou encore entre 20120 et 20130. En effet, une lechnique consistant à dire qu'il suffit de

rajouter un chiffre après le dernier chiffre du premier nombre peut ainsi se meltre

en place rapidement et pennet de répondre à I'ensemble des exercices du type proposé.

Cela revient ainsi, à chaque étape, à intercaler un entier entre deux entiers multiples de 10

qui se suivent.

Si on examine les résultats aux enquêtes dont nous disposons3l, nous nous apercevons

que les élèves ont, dès la fin du CM2, ttn taltx de réussite relativement élevé aux

questions qui sont du type des exe¡cices rappelés précédemment, par exemple écrire un

nombre entre 82,5 et82,632. Par conFe le questionnaire que nous examinerons dans le

chapitre 84 montre que les élèves de seconde ont encore beaucoup de difficultés dans les

problèmes d'intercalation quand il s'agit de passer d'un Di à un Dj où i et j diffèrent de

29. On appelle D, , I'ensemble des décimaux qui s'écrivent avec i chiffres après la virgule.

30. Exercices e¡ problèmes d'application, pp. 108-1 13.

31. Evaluations nationales CE2 - 6eme organisees depuis 1989 par le Ministèrs de l'Éducation Narionale.

32. Exercice proposó dans l'évaluation CE2-6eme 1990 : les résultats onl été les suivants:

ó4,870 donnent un nombre. correct

9,37o proposent un des nombres de I'exercice

25,9 Eo îe doÃneûLpas de réponse ou une réponse non conecte.
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plus de l, par exemple lorsqu'il s'agit de trouver deux nombres décimaux avec trois

chiffres après la virgule qui encadrent le nombre décim al 4,133 .

Nous venons de voir la grande stabilité du fonctionnement concernant les savoirs à l'école

élémentaire. Malgré les velléités des rédacteurs des programmes de 1980, ce sont les

systèmes de nombres concernant les décimaux qui restent le centre d'inté¡êt du primaire,

systèmes de nombres dont le fonctionnement est toujours celui des entiers. Nous

examinons à présent quel est le fonctionnement de ces savoirs dans les écoles normales et

comment il se différencie de celui de l'école primaire.

5. LtÉvoLUTIoN PARALLÈLE DU FONCTIONNEMENT DES

SAVOIRS AU COLLÈGE ET DANS LES ÉCOLES NORMALES

5.1. La nécessité de travailler les savoirs mathématiques dans

les écoles normales.

l¿ niveau de recrutement devenant en 1945 le baccalauréat, les écoles normales prennent

naturellement comme référence en ce qui concerne les systèmes de nombres, les savoirs

du collège, puisque c'est à ce niveau qu'y sont enseignées ces notions de base. La

formation professionnelle, d'une durée d'une année, issue des formations

professionnelles antérieures, ne comporte pas de spécification précise de contenus : il
s'agit essentiellement de stages dans les écoles annexes ou les écoles d'application

entrecoupés de cours sur les pratiques pédagogiques. En particulier les leçons modèles

sont les moments fons de cette formation.

A partir de 1969, avec la formation en deux ans, apparaît la nécessité de travailler sur les

contenus mathématiques. Un projet de programme34 ambitieux est alors établi par la

commission ministérielle sur l'enseignement des mathématiques. La nécessité d'une

solide formation mathématique au niveau de l'université est affirmée pour "disposer pour

lui-même fl'élève-maître] de ce bagage minimum sans lequei il serait un sous-développé

intellectuel dans le monde de demain" (p.27).Une réflexion sur la mathématique elle-

même est pour la première fois exprimée, qui doit pe¡mettre au maître d' "avoir

pleinement conscience de la place du jalon qu'il est en train de poser ", qui "pourra

33, Mugolinas, 1985, un bílan des connaissances sur les nombres après Ia classe de 4¿, Université de

Bordeaux. Il s'agit de la question 3 du questionnaire, p. 54: seulement 27,2Vo des élèves parviennent à

donner I'encad¡ement optimum,
34. On trouve notamment ce projet de programme dans le document édité en 1969 par I'APMEP, pp. 29-

30 et intitulé "première étåpe ... vers une ¡éforme de l'enseignement mathématique dans I'enseignement

élémenøire" contenant le rapport de la commission ministérielle, rapport ayânt proposé les nouveaux

programmes du primaire promulgés en 1970.
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s'appliquer aux propriétés des structures construites sur N, Z, Q, bien que celles-ci ne

figurent pas au programme". Ainsi dans le programme de mathématique pour la formation

des maîtres, trouve-t-on :

- dans la partie Algèbre
Analyse des sEuctures de N, Z, Q.
Systèmes de numération, anneau ordonné des nombres à virgule.

- dans la partie Fonctions numériques
Réflexion sur les plopriétés fondamentales de R (la cons[uction de R ne sera pas

traitée).

De la même façon, la fiche décrivant les unités de formation de base en mathématiques3s

pour la nouvelle formation cn trois ans, définit à partir de 1979 deux séries d'objectifs :

des objectifs de formation mathématique et des objectifs de formation pédagogique. Parmi

les objectifs d'ordre mathématique, il est précisé que la formation mathématique doit

rendre l'étudiant capable :

<<d'améliorer sa connaissance des mathématiques qui sont objet dbnseignement;

- à panir d'une réflexion sur les contenus et les modes d'acquisition des notions

antérieurement renconuées;
- à l'aide d'un enrichissenlent et d'un approfondissement des

connaissances mathématiques36.>

Nous nous proposons de montrer, en nous appuyant sur l'étude des contenus abordés

dans les écoles normales à cette période, que les savoirs de référence pour l'ensemble des

étudiants3T vont toujours rester ceux du collège, L'institution de formation va être

assujenie aux mêmes traités que ceux que nous avons pu identifier précédemment pour le

collège.

5.2. Les savoirs de référence après L910 : analyse de

documents destinés à la formation des maîtres

A cette époque, peu de liwes sont destinés à Ia formation initiale des instituteurs en

mathématiques, de même que peu d'a¡ticles38 décrivant des activités sont écrits en

direction de ce public. Cela signifie sans doute quç I'on ne considère pas qu'il y a une

35. Fiche du t2 / 10 / 79 en complémenr de la circulai¡e ü 26/06179 et de I'anêté ü 13 I 01 I 79

définissant les modatités de lâ nouvelle formaüon.

36. C'est nous qui soulignons.

37. Dans ce$e formadon, dans le cadre de la préparation du DEUG instinìteu, un système de dominante

permettait à une partie des étudiants de recevoir un enseignement universitai¡e: nous ne nous préoccupons

pæ de cet enseignement paficulier ici.

38. læs actes des colloques des professeurs d'école normale, don! le premier d'envergure réellement

nationale s'sst réuni à l'Aþ d'Huez en 1975, publient des activiÉs en direction des futurs instituteurs. De

même la revue "Grand N", publie quelques activités qui peuvent être considórées comme destinées à la

formation initiale et condnue des maîues.
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spécificité des contenus abordés dans les écoles normales, en particulier pour les

systèmes de nombres. Par exemple le colloque des professeurs d'école normale de

Bombannes39, qui se proposait de jeter les bases d'une formation des instituteurs en

prenant en compte les avancées des recherches en didactique des mathématiques, ne

comporte pas de rubrique ni sur les décimaux, ni sur les fractions. Seuls les entiers sont

présents dans deux rubriques, l'une portant sur I'approche du nombre, I'autre sur la

numération.

Nous examinons tout d'abord deux liwes4O destinés aux enseignants et aux futurs maîtres

de l'école élémentaire, tous deux écrits par des professeurs.d'école normale et

représentatifs des enseignements que lbn souhaitait donner à cette époque. D'autre part,

un bon indicateur des savoirs de référence pour la formation initiale er continue est

représenté par les contenus abordés par les livres du maître accompagnant les manuels

puisque nous les avons considé¡és comme institutions de formation. Pour cela, nous

étudions ensuite le livre du maître de la collection "math et calcul"4l, dont nous avons fait

une courte analyse plus haut en ce qui concerne le livre de l'élève, en montrant la

permanence des savoirs spécifiques à l'école primaire à I'intérieur de celui-ci. Les trois

auteurs, de par leur fonction, I'un étant directeur d'école normale, un autre directeur

d'école annexe et la dernière conseillère pédagogique, traduisent dans les parties du livre

du maîne dites théoriques, les savoirs présents à l'école normale. Il est en effet

significatif, que depuis 1970, les collections les plus utilisées soient rédigées

conjointement par des professeurs d'école normale et des conseillers pédagogiques. Ces

nouveaux scribes sont assujettis aux traités que nous avons mis en évidence plus haut et

vont avoir un rappon personnel au savoir conforme à celui de I'institution de formation

"traité". Leurs rapports institutionnels dans les deux institutions école normale et

"manuel" ne pouront donc pas être trop éloignés.

5.2.1. Les livres destinés à la formation

Les deux livres ne font que peu référence aux nombres réels, qui sont considérés comme

hors du champ de préoccupation des enseignants du primaire. Nous étudions quels sont

les savoirs de référence en ce qui concerne les systèmes de nombres décimaux et

rationnels.

39. 6 ème Colloque des Professeurs d'Ecole No¡male, Bombannes, les 4,5,6Mai 1979, Irem de Bordeaux
40, Cranney Ch. et Penot G. (1976), mathématíques et apprentissage du calcul, tome 2, colleÆfion

Pédagogie de lécole élémentaire, Delagrave.

Thirioux 4., Sanchez L., Chapeau A. (1977),formatíon ínítiale et continue pour les enseignants des

écoles maternelles et élémentaires,Collection mathématique contemporaine, Magnard.

41. Collection déjà citée.
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I-e premier liwe, "Mathématiques et Apprentissage du calcul", consacre un chapire à la

construction des décimaux, ainsi que de longs développements sur les fractions comme

opérateurs.

En ce qui concerne les décimaux, la consEuction adoptée va être celle qui est préconisée

dans les instructions officielles de la classe de quatrième. On peut reconnaître le souci de

décrire le fil conducteur de cette construction dans les précautions prises pour justifier les

étapes et leur signiñcation.

Apês avoir montré que I'ensemble P des puissances de 10 est un groupe multiplicatif, les

auteurs s'intéressent à l'étude de la multiplication dansPvN en cherchant d'abord les

éléments x et y tels que x x y ait une signification, puis en essayant de donner un sens aux

écritures telles que 900 x l0-1, 10-2 x 240000, etc... et enfin en introduisant de

nouveaux nomb¡es à partir de leurs écritures.

Ce qui amène les auterrs à conclure :

<<Nous venons de voir comment obteni¡ I'ensemble des nombres décimaux positifs

ou nuls. Pour rédiger I'exposé mathématique de cette construction, il au¡ait fallu
considérer tous les couples formés d'un nombre naturel et d'une puissance de dix,
définir dans I'ensemble de ces couples N x P, une relation d'équivalence. ('. .)
Cette construction peut être étudiée dans différents ouv¡ages et en particulier dans
les fïches destinées aux élèves de quatrième42.>

Nous voyons bien là que le système de référence des auteurs est le système des savoirs

du collège, notamment ce que nous avons appelé le "premier" traité du collège, où une

construction des décimaux était proposée dans la perspective de I'approche des

développements illimités des réels.

Ceci nous est confirmé dans une autre paltie du livre consacré aux fractions. Les mêmes

auteurs déclarent43 à propos de la question: "Qu'est-ce qu'une fraction?", faisant

référence cette fois au "deuxième" uaitéM :

<Il ne s'agit pas d'apporter une réponse de mathématicien. Tout bachelier est censé

connaître les propriétés du corps Q des nombres rationnels et le lecteur intéressé

peut se référer aux manuels du secondaire, en particulier des classes

de 4e. 3e 45,>

Toutes les considérations qui suivent sur les "opérateurs f¡actionnaires"' objets

spécifiques innoduits à l'école primaire, visent à mont¡er que ceux-ci se rattachent à la

notion de fonction, avec tous les problèmes que cela pose quand on ne dispose pas

justement de la notion de fraction en tant que nombre.

42. C'est nous qui soulignons.

43. Ibid, p. 104
¿9. Notons en effet que le livre est écrit en 19?6, au moment où se fome justement ce deuxième l¡"ité.

45. C'est nous qui soulignons à nouveau.
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Le deuxième livre "Formation initiale et continue ...", qui, lui, paraît un an plus tard, au

moment de la gestation des nouveaux programmes de 1978 du collège, précise (p. 200) :

<Il nous a paru intéressant pour les maîtres, d'exposer dans la panie "théorie", la
méthode utilisée par les mathématiciens de 1976, pour construire cet ensemble [les
rationnels], connaissant N.r>

Suit donc la construction que nous avons déjà rencontrée à I'aide des classes

d'QuivalencedeNxN*.
Iæs auteurs envisagent deux constructions des décimaux :

- I'une à panir de l'ensemble des nombres rationnels positifs (c'est à di¡e I'ensemble des

rationnels qui contient un couple (a, b) où b est une puissance de 10,

- I'autre à partir de I'ensemble des nombres naturels puisque nous disent les auteurs de

manière rès rapide (p 218) :

<La construction est la même que celle des nombres rationnels avec la seule

différence que, au lieu de classeiles couples de N x N*, on classe les couples (a,

b) tels que a e N et b est une puissance de 10.>

Nous pouvons constater I'assujettissement de ce liwe au deuxième traité. La deuxième

construction des décimaux, par son analogie avec la construction des rationnels positifs,

permet de faire habilement la ransition de I'un à I'aure.

5.2,2. Le livre du maître de la collection : "math et calcul"

Nous nous intéressons à I'edition 1982 de ce livre correspondant au livre de l'élève que

nous avons étudié. Une partie théorique importante est consacrée aux décimaux et au

fractions. Un paragraphe intitulé "Qu'appelle-t-on nombre décimal ?" est subdivisé en

deux sous-paragraphes :

1 Qu'appelle+-on nombre décimal ? Il est proposé une construction de Q similaire à celle

que nous venons de décri¡e;

2 Les nombres rationnels décimaux. Les décimaux apparaissent bien comme rationnels

particuliers. Suit comme dans le livre précédent un exposé sur les différentes écritures

d'un décimal sous forme de fraction, de fraction décimale, de nombres à virgule.

De manière très claire, I'assujettissement évoqué est ici patent : les auteu¡s, dans une note

de bas de page signalent :

<Nous conseillons aux maîlres de consulter la brochure Mots 1974 a6

publiée par l'association des professeurs de mathématiques de l'enseignement
public. Celle-ci contient des articles particulièrement intéressants sur les notions de

nombre naturel, nombre entier et rationnel, nombre décimal et fraction.>

46. C'est nous qui souligrrons.
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6. CONCLUSION

Après 1945, les savoi¡s au collège subissent deux modifications importantes, qui vont

contribuer à lþffond¡ement de l'organisation de l'exposé classique :

- d'une pan l'évacuation de la notion de rapport qui avait servi d'élément unificateur pour

les systèmes de nombres liant not¿mment fraction, division, fractions de f¡action, fraction

de décimaux et fonctionnant comme un véritable substitut à la notion de réel,

- d'autre part, la disparition de I'extraction de la racine carrée, cinquième opération

foumissant les décimales une à une et permettant d'avoir une valeur approchée par défaut
. 

1g_n près.

À partir de cene période, ce qui joue le rôle de traité est un ensemble de documents écrits

par des personnes proches de l'institution de production du savoir, des liwes mais aussi

certaines publications dans différentes revues de I'APMEP, des IREM, voire les

conrmentaires des progmmmes. Ceci nous a amené à élargir la notion de raité.

À h fin des années 1960 apparaît alors un nouveau traité: celui des "Mathématiques

modernes". Iæs écrits de ce traité font notamment des propositions pour I'enseignement

des nombres dans le secondaire, conformes au point de vue de Lebesgue d'approcher les

réels par des développements décimaux illimités, étendant la notion de fraction à Ia

construction du corps des f¡actions d'un atneau intègre, et vont servir de référence pour

les auteurs de manuels de collège.

[æs auteurs de manuels du collège, les auteurs de documents de formation pour les écoles

normales, les auteurs des livres du maître pour i'école primaire s'assujettissent au même

moment à ce même traité de référence comme le montre la grande similitude' dans la

période considérée, entre les savoits abofdés dans les institutions de formation et ceux du

collège.

Une rupture se crée pour ces trois types de documents avec les manuels antérieurs,

notaûìment au niveau du collège et des institutions de formation'

Le fonctionnement des systèmes de nombres se diffé¡encie alors nettement dans

l'institution collège (et I'institution de formation) et dans I'institution école primaire. Les

décimaux, qui sont un élément central de l'enseignement au coufs moyen sont alors

enseignés avec la volonté affrchée d'inroduire de nouveaux nombres. Cependant la classe

de problèmes que doivent résoudre les élèves ne crée pas de rupture avec les

connaissances qu'ils possèdent su¡ les entiers. l,es décimaux continuent à être manipulés

comme des entiers à l'école primaire en restant très liés aux système de mesure et en

particulier au système métrique. L'imporunce des décimaux continue de se renforcer, les

fractions intervenant simplement comme notation pour une chaîne de deux "opérateurs"
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ou souvent comme alibi rapide pour introduire les décimaux. Par contre I'imrption des

réels et des rationnels modifie profondément les objets de savoir enseignés au collège.

Nous complétons le schéma traduisant la modélisation que nous avions commencé à

élaborer dans le chapire précédent de la manière indiquée sur la page suivante.

Nous trouvons :

- la strate des raités, produits des institutions transpositives que sont les mathématiciens

de la sphère productrice du savoir Ip ou proches de celle-ci.

- une strate de plusieurs éléments, produits des institutions transpositives que sont les

scribes assujettis au mité, au niveau des deux institutions que nous appelons Ic (collège)

et If (institut de formation) :

* les manuels du collège47,
* les documents de formation4S,

* les liwes du maître correspondant aux livres de l'élève pour le primaire.

Nous plaçons les liwes du maître à ce niveau parce que nous les considérons à la fois

comme des produits réalisés par les scribes, mais aussi comme des institutions de

formation.

- la strate des manuels de l'école élémentaire, dont la partie la plus importante est écrite

par les praticiens des équipes de rédaction. Ceux-ci sont assujettis à la fois aux livres

présents dans les institutions de formation mais aussi aux manuels antérieurs.

Les savoirs en jeu à un niveau servent de savoirs justificatifs pour un niveau inférieur.

Ainsi les savoirs en jeu dans les manuels du collège, ou dans les documents de formation,

ou encore dans les liwes du Maître sewent de justification pour les savoir en jeu dans les

Manuels de l'École primaire.

47. læs scribes qui les écrivent sont en général des professeun de lycée ou de collège.

48, Dans cece période, les scribes sont de plus en plus des professeurs d'école no¡male, remplaçant les

inspecteurs qui assu¡aient ce rôle dans la période precedente.
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Actuellement, le traité appelé "Mathématiques modemes" ne sert plus de référence ni

pour les auteurs de manuels du Collège, ni pour les formateu¡s dans les IUFM. Le texte

du savoir que I'examen de la couche ìntermédiaire permet de dégager, apparaît comme un

texte incertain, où figurent des fragments des grands uaités (ceux de Bezout, de Drach, de

Lebesgue par exemple), où la logique qui régit leur organisation n'est pas lisible

di¡ectement.

Comment se répercute l'état de la transposition didactique des systèmes de nombres?

Comment différents fragments de textes du savoir vont être présents dans les institutions

de formation ? Comment y vivent-ils?

Pour répondre à ces questions, nous enreprenons

- d'analyser dans le chapitre suivant de plus près quels sont les rapports aux systèmes de

nombres dans I'institution collège à I'heure actuelle et à I'entrée à l'ruFM.

- de pénétrer au cæur même du système didactique. C'est l'objet de l'étude développée

dans la partie C.
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CHAPITRE B4

RAppoRTs AUx sysrÈMES DE NoMBRES À r,n rru ou
collÈcn nt À I'BnrnÉn À I'Iutr'trt

Dans ce chapitre nous allons caractéríser de manière plus précise quels sont
les rapports qui se nouent au collège en ce qui concerne les systèmes de
nombres. Pour cela nous examinons un cerlaín nombre de questionnaires
s'adressant ò des élèves de collège, en particulier des élèves de troisième et
de seconde. Cene étude nous permet d'ëtablir un questionnaire que nous

faisons passer à lafoß à des élèves de tin de collège et à des éudiants entrant
en premíère année de formatíon dans un IUFM. Nous examínons les liens
qui peuvent exister entre les types de réponses pow ces deux populations.

1. LES RAPPORTS AUX SYSTÈMES DB NOMBRES AU COLLÈGE

L'étude réalisée dans les chapines précédents nous a montré la diffé¡enciation qui s'était

opérée à propos des systèmes de nombres entre les savoirs présents à i'école primaire et

ceux du collège. Nous avons mis en évidence la similitude des contenus abordés au

collège et dans les écoles normales, lieux institutionnels de la formation initiale des

instituteurs. Cela nous invite à regarder de près l'état des connaissances des étudiants à

I'entrée de l'ruFM et à chercher à le mettre en rapport avec l'état des connaissances des

élèves à la fin du collège.

Pour cela nous établissons un questionnaire que nous ferons passer à la fois à des élèves

de ñn de scolarité de collège ainsi qu'à des étudiants enrant à I'IUFM.

Pour le choix des items qui le composent, nous commençons par examiner les résultats

provenant de divers questionnaires proposés en direction d'élèves de collège. Ceux qui

sont posés en fin de troisième ou au cours de la classe de seconde nous intéressent

particulièrement : ils nous apportent des renseignements sur le rapport institutionnel aux

systèmes de nombres pour les élèves de I'institution collège.

Les questionnaires examinés sont les suivants :

- un questionnaire d'évaluationl proposé dans l'académie de Nice à 320 élèves de

sixième de Nice et d'Antibes,

- les questionnaires donnés à des élèves de quatrième en fin d'année dans 8 classes (208

élèves) par M.J. Perrin en 1985, et dont les résultats sont relatés dans sa thèse (1992),

1. Questionnaire úansmis par R. Guillermard professeur à l'IUFM de Nice.
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- le questionnaire figurant dans le mémoire de DEA de M.L. Izorche en 1977; il a été

soumis à 126 élèves de seconde (sections AB3, AB2, AA),

- le questionnaire et les enEetiens individuels proposés dans le cadre du mémoire de DEA

de C. Margolinas en 1985. Le questionnaire s'est adressé à une population de 147 élèves

de 4 classes de troisième et de 4 classes de seconde. Souvent les exercices sont "hors

norme" et pointent des problèmes qui ne sont pas visibles habituellement,

- le questionnaire, base d'une étude de J.M. Digneau2 sur les connaissances des élèves à

I'entrée de la seconde, concemant 172 élèves de 5 classes de seconde et réalisé en début

d'année scolaire,

- le questionnaire EVAPM de fin de roisième3 et de fin de seconde4. La sous-population

utilisée peut être considérée cornme assez représentative de la population totale des élèves

de troisième et de seconde. Il s'agit d'une évaluation des programmes, autrement dit les

items proposés sont représentatifs du rapport institutionnel pour 1'élève, puisqu'ils sont

censés vérifie¡ des capacités exigibles chez les élèves en fin de collège'

Les résultats des questionnaires précédents devant nous aider à retenir quelques items

pour notre plopre questionnai¡e, nous considérons aussi un test en direction de deux

promotions d'élèves-instituteurs, réalisé par M.J. Perrin dans le cad¡e d'un enseignement

du DEUG premier degré en 84-85 (17 copies) et en 85-86 (13 copies). Ces tests ont été

passés pend¿rnt ou après un enseignement sur les systèmes de nombres. Ils avaient pour

objectif de voir quelles sont les difficultés qui subsistaient à propos des systèmes de

nombres. Des commentaires sur les résultats figurent dans la thèse (1992), mais aussi

dans l'étude faite par J. Robinet (1986) à propos des réels.

De ces diverses études, nous exrayons un certain nombre de conclusions que nous

avons regroupées autour de quatre gtandes questions :

- le lien entre les diffé¡ents ensembles de nomb¡es et leurs écritures ($1.1.),

- les liens ente division de deux entie¡s, rationnels et décimaux ($1.2.),

- les liens entre rationnels, réels et décimaux par I'intermédiaire de l'approximation

($ 1.3.),

- les liens entre les différents Di ($ 1.4.).

2. Digneau J.M. 1989, Une étude des connaissances sur les nombres à I'entrée de /a 2 o, groupe analyse

2ème cycle, IREM de Bordeåux.

3. APMEP, 1990, Evaluatíon du programme de mathématiques, fin de troisième 1990, publication de

I'APMEP n'80, Paris.

4. APMEP, 1991, Evatuation du programme de mathématiques, fin de seconde /991, publication de

I'APMEP n'88, Pa¡is.
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1.1. Lien entre les différents ensembles de nombres et leurs
écritures

Les résultats convergents de ces questionnaires montrent que le lien entre tes différents

ensembles de nombres n'est pas assuré. J.M. Digneau remarque que les inclusions
N c D c Q c R posent problème. Les élèves ont des connaissances concernant les

écritures des nombres. Par exemple J.M. Digneau note que les élèves reconnaissent

facilement que ß2 = ffi, ce qui signifierait que des éléments de D sont perçus cornme

des rationnels. Mais dans le même temps, pour d'autres problèmes ou exercices, ils
dissocient les ensembles auxquels appartiennent ces nomb¡es, par exemple lorsqu'il faut

trierparmi un cenain nomb¡e d'écritures celles qui sont relatives à des décimaux.

M.J. Perrin signale (p. 176) que des difficultés du même ordre subsistent auprès des

élèves-instituteurs :

<la nature des nombres décimaux, leur place par rapport aux autres ensembles de
nombres, la différence ent¡e nomb¡e et écriture d'un nomb¡e sont des questions
qui sont loin d'être réglées pour les élèves-instituteurs : les fractions sont
difficilement acceptées comme nombre décimal par cenains alors que des écritures
décimales infinies le sont,>

Ce problème de distinction entre nombres et écritures est soulevé par C. Margolinas.

Après avoir montré que les liens entre écriture des nombres et les nombres eux-mêmes

ont toujours été extrêmement profonds, elle indique qu'il n'y a pas d'explicitarion des

différences entre les nombres et leurs écritures dans I'enseignement au collège.

Ces réflexions nous ont incité à proposer un item demandant d'identifier les décimaux

parmi un ensemble d'écritures se rappo¡tant à des entiers, des décimaux, des rationnels et

des réels. L'item est de même type que le premier du test proposé par M.J. Perrin. Nous

n'avons cependant pas fait figurer d'écritures à virgule infinies, afin que les décisions

des étudiants se fassent entre écritures à virgule finies et les écrirures f¡actionnaires. Les

premières ne représentent que les décimaux tandis que les secondes représentent des

rationnels parmi lesquels figurent des décimaux.
Parmi les écritures suivantes, entourez celles qui, pour vous, représentent un nombre décimal :

o,oo; | ;0,666ó; ^'ti t f, tt; \; {.!' {ã 
' 
3,r4;15,00;

s,ttrc,|, ffi; ro,oo, f,/f ' 
o,:' {-e, f tt},#'#

D'autre part, nous voulions voir quels liens sont établis entre différentes écritures d'un

même nombre, dans un domaine où les écritures sont manipulées fréquemment. Nous

nous sommes inspiré pour cela d'un item de l'évaluation destinée aux élèves de sixième

mettant en évidence que l'équivalence entre I,4 et 1 + S n'allait pas de soi.
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Parmi les ecritu¡es suivantes, entourez celles qui représenænt |f,
14,10 1+0,4

0,14Ll*lo

L.2. Lien entre division, râtionnels et décimaux

Les relations entre les fractions et les autres écritures peuvent se faire via la division qui

est un algorithme connu des élèves au collège, mais qui pose encore beaucoup de

problèmes "techniques"5. Dans le questionnaire de C. Margolinas, à propos de questions

portant sur la division (voir annexe 84 a), peu d'élèves sont capables d'anticiper le

résultat. Ainsi à la demande qui consiste à écri¡e une division qui ne finit jamais, i1 n'y a

que 63,9Vo de réponses justes. Encore s'agit-il souvent de savoirs "locaux" provenant

d'apprentissages spécifiques concernant des nombres particuliers comme 1/3 : les élèves

savent que "1 divisé par 3, cela ne finit jamais" . Cela nous a conduit à proposer un item

où les élèves et les étudiants sont invités à se prononcer sur la perception de la nature et

du statut du reste de la division.
Une division a été posée :

415 luz310 12,16
I r8o I28 I

Entourez, parmi les égalités suivantes, celles qui sont exactes :

415(a) tE; =2,16

(b) 415 =2,16xr92+28
(c) 415 =2,16x f9Z + ffi
(O 4r5=2,16xrø+ ffi
(e) 415 = 2,16 x 192 + 0,28

L.3. Lien entre rationnels, réels et décimaux par
I'intermédiaire de I'approximation

Les nombres décimaux, considérés comme valeurs approchées de rationnels ou de réels,

semblent pris et utilisés par les élèves comme s'il s'agissait des nombres eux-mêmes. Ils

prennent ainsi le statut de représentants de lous les nombres rencontrés au collège.

Ce sont les problèmes mettant en jeu des encadrements et des approximations, ainsi que

des problèmes où I'on ne peut pas melÍe en Guvre une technique opératoire habituelle

qui sont révélateurs de ce genre de phénomène.

5. J. Guiet montre l'ampleur des difficultés qu'éprouvent les élèves du collège dans la technique

opétatoire. Guier J., (1995), Algoriùmes et schèmes: cas de la division, séminaire national de didactique

des mathémariques, Paris.
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C. Margolinas propose I'exercice suivant constitué de deux parties

1 - Ébris deux nombres décimaux avec trois chiffres après Ia virgule (sans fraction) qui encarlrent

')\ )\lenombreî : .... î <...

2 - libris Ie meilleur encadrement possible avec trois chiffres après Ia virgule:

I
La deuxième partie de l'exe¡cice fournit des renseignements intéressants. Le nombre de

réponsesjustes est très faible (9,5 qo), ce qui montre de nouveau la difficulté pour les

élèves à établir des interrelations enûe décimaux et ntionnels.

D'autre part, et c'est ce point qui est significatif, les encadrements du type :

3,57 O < ff . Z,SIZ représentent 28, 6 7o des copies et 84 7o des copies produisant

un encadrementjuste, mais non le meilleur possible. 3,57 1 est pour ces élèves la valeur

ae ff tun décimal représente donc pour eux le rationnel en question.

Les évaluations EVAPM troisième et seconde (1990 et 1991) se sont intéressés à

I'utilisation des calculatrices et aux calculs approchés, qui nécessitent I'utilisation de ces

dernières.

<(...) les résultats et I'analyse des copies d'élèves montrent que l'utilisation des

calculatrices en situation générale n'est pas vraiment maîtrisée (en particulier dans
les exercices demandant des arrondis, des approximations et des troncatures)>>,

nous précisent les commentateurs6 des résultats des items proposés. L'examen de deux

items significatifs montrent qu'à not¡e avis, ce n'est pas l'utilisation des calculatrices qui

est en cause mais plutôt le rabattement de tous les nombres sur les décimaux qui pose

problème.

Ainsi par exemple pour I'exercice suivantT :

Pour chacun des calculs suivants, écris dans les cad¡es un résuløt a¡rondi à un millième près :

o = (3,11+ l24tx 5) x (7,31 x 3,14 -0,17)

- t'72,28x (47,ss - ln,Ð'z- 17,38-2,52

les résultats sont faibles (respectivemenl 49Vo et 27 Vo). Les commentaires8 nous

signalent que :

<La faible réussite à la question D ou E I exercices précédents] confirme que les

élèves ont une grande réticence à mener leur calcul en une seule fois. Ils utilisent

6. EVAPM 3190 p. 51.
7. EVAPM 3¡90: thème calcul machine, exercice 4 et 5.

8. Idem p.91.
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des résultats intermédiaires âvec l, 2, volr 3 chiffres après la
virgule9.>

Si les élèves ne mènent pas leur calcul en une seule fois, c'est qu'ils souhaitent avoir des

moyens de contrôle des calculs qu'ils sont en train de faire. Cela nous semble confirmé

par le fait signalé que ceux qui essaient de traiter le calcul de manière globale n'arrivent

pas au résultat.

Comme I'indiquent les commentaires, les élèves remplacent les résultats intermédiaires

par des nombres décimaux ayant au plus 3 chiffres après la virgule bien que la

calculatrice leur en foumisse plus. C'est donc que les nombres intermédiaires sont

considérés comme des décimaux avec 1,2 ou 3 chiffres après la virgule.

Les mêmes calculs ont été proposés dans l'évaluation "seconde"lO, mais sous la modalité

QCM. L'augmentation des réussites (respectivement 60 lo et 52 7o ) est essentiellement

due au fait que les élèves utilisent cette fois-ci les résultats figurant sur letrr calculatrice en

se servant de la totalité des chiffres indiqués sur celle-ci, mais sans modifier pour autant

la représentation des nomb¡es signalés précédemment. Pour eux, il s'agit toujours d'un

décimal, mais dont le nombre de chiffres après la virgule est simplement plus grand. l,es

exercices pfoposés dans ce cas-là, conduisent donc à la réussite, sans remettre en cause

le fait que tout nombrre peut être considéré comme un€ "coliection finie" de décimaux.

Dans la conclusion de son mémoire, C. Margolinas modélise les rapports entre un

nombre réel quelconque et les décimaux. Elle considère la relation d'équivalence entre

deux nombres x= n + i s+ et Y= m + i.4, ", 
m entiers' ak et bk étant des- Etjr lrlo"

chiffresde0àg,tellequeXestéquivalentàYsin=metsiak=bkpourtoutkcompris
entre 1 et i. Elle émet I'hypothèse que les écritures de Di sont associées à une des classes

d'équivalence définies par la relation précédente. Pour tout élément x d'une classe

d'équivalence, l'élément de D¡ correspondant est appelé proj€ction de x dans Di.

Ainsi les stratégies des élèves dans les problèmes d'approximation pourraient être

caractédsées par:

- la recherche d'un D1 pertinent pour répondre à la question posée,

- Ia transformation des nomb¡es donnés ou rencontrés au couls de la résolution par leur

projection dans ce Di.

L'étude des liens entre tous les nombres n'a pas été prise en compte dans sa totalité dans

notre questionnaire. Nous nous Sommes centré sul ceux que pouvaient établir les

9. Cbst nous qui soulignons.

10. EVAPM 2 i 91, questionnaires no 1 et n" 2 formés de questions à choix multiples, questionnaire no 1

exercice 24 et quesdonnai¡e no 2 exercice 07.
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étudiants entre les décimaux et les rationnels. C'est pourquoi, à propos de la division de

415 pat 192,
4t5

310

I 180

28

192

2,16

nous leu¡ demandons de se prononcer sur l'égalité ffi = Z,tø.

1.4. Rapports entre les Di : lrordre dans les décimaux,
encadrements et approximation de décimaux par des décimaux

Nous nous sommes aussi intéressé aux rapports que les élèves peuvent établir entre les

Di en nous limitant à I'approximation des décimaux enre eux.

C. Margolinas signale dans son travail que les enfants ont une "tendance" à ne üavailler

que dans I'ordre de N puisqu'on peut toujours rameneÍ la comparaison de deux

décimaux en se plaçant dans un même Di, c'est-à-dire un ensemble de nombres dont les

écriturcs ont i chiffres après la virgule. Il suffit par exemple d'utiliser soit un procédé

d'extension du nombre de décimales avec des zéros pour celui qui en a le moins, soit un

procedé de troncature pour celui qui en a le plus.

Mais d'autre part, M.L. Izorche a montré dans I'analyse de son questionnaire, les

difficultés que peuvent rencontrer les élèves dans des exercices qui nécessitent le passage

d'un Di à un aure. Ainsi à la questionll

Pouvez vous donner, s'il en existe, un nombre reel qui soit compris entre 2,746 ef2J472

46,8 Vo des élèves seulement étaient capables de fournir un nombre correct er 48 Vo

répondaient qu'il n'y en avait pas ou qu'ils ne savaient pas.

Nous avons proposé cet item dans notre questionnaire. Mais comme ce type d'exercice

est devenu fréquent à l'école primaire et au collège, nous avons aussi présenté un

exercice "non classique", demandant quel est ie nombre de décimaux compris ente deux

élément de D n'appaÍenant pas à un même Di.

Combien y a-t-il de nombres entre 12,23 e't 12,2322

Pour étudier ces problèmes de passage d'un Di à un autre, C. Margolinas propose

I'exercice suivant :

I l. Izorche, 1977, question n'5, p. 19.
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furivez deux nombres décimaux avec trois chiffres après la virgule qui encadrent le nombre 472.

Encad¡ez le nombrc 47 B par deu,x nombres décimaux les plus proches comportant trois chiffres

après la virgule :

Elle constate, pour la deuxième partie de I'exercice qui est la plus intéressante pour

examiner ces difficultés, qte 27 ,2 7o seulement des élèves répondent juste. La difficulté

de se placer dans D3 pour encadrer le mieux possible un nombre décimal appartenant à

D1 renforce les constats réalisés par M.L. Izorche.

Nous avons repris dans notre questionnaire deux items similaires à celui cidessus

proposé par C. Margolinas, l'un nécessitant un passage de Dt à D3 du même type que

l'exercice précédent et I'autre un passage de D2 à D3.

Écrivez deux nombres décimaux avec deux chiffres après la virgule qui encadrent le nombre

4,15't:

Encadrsz le nombre 4,157 par deux nombres decimaux les plus proches comporønt deux chiffres

après la virgule :

2. LIANALYSE DES ITEMS, LBS RAPPORTS AUX SYSTÈMES DD

NOMBRES POUR LES ÉTUNTANTS ENTRANT À L'IUFM ET POUR

LES ÉLÈVES DE FIN DE COLLÈGE

Pour chacun des items de notre questionnaire (annexe B4 b), nous réalisons une analyse

a priori nous permettant de code¡ les différentes sfatégies que I'on peut utiliser pour

résoudre les exercices proposés. Nous ¡éalisons une étude qualitative au vu des résultats,

que nous complétons par une étude quantitative pour voir s'il n'y a pas de contradiction à

propos de nos conclusions. Dans les tableaux de résultats, nous faisons figurer les

effectifs observés et les pourcentages correspondants. Nous indiquons également les

effectifs altendus afin d'effectuer le test du ¡2 sur les deux populations conce¡nées.

Nous testons dans chacun des cas I'hypothèse nulle suivante :

la réussite aux différents items est la même pour les deux sous'

populations.

Quand l'étude qualitative nous indique un lien entre les variables, nous utilisons le

coefficient de Crame¡ c, = [x2 lNt--tr]u avec m le nombre de lignes ou de

colonnes le plus petit, N I'effectif total et X2 le chi-deux.

La force du lien est estimée à panir des limites ci-dessous :

Cr entre 0,05 et 0,09 : lien faible Cr entre 0,09 et 0,18 : lien moyen

Crentre0,18et0,36 :lienfort Crenne0,36et1 :lienrèsfon
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2.1. Lien entre les différents systèmes de nombres

2.1.1. Lien entre rationnels et décimaux

a) Exercice proposé

Parmi les écritures su¡vantes, entour€z celles qui représentent {f
l,l4 1+014
140
100

0,14

14,10
4

'101

b) Analyse a priori

1) Les rationnels n'ont pas de rapport avec les décimaux; ils fonctionnent comme un

couple d'entiers :

Code E : seule la réponr" ffi .r, fournie.

Code EE : les réponses ffi et 14,f0 (provenant de la lecture orale quatorze

dixièmes) sont fournies conjointement.

Au niveau du dépouillement, ces deux types de réponses sont regroupés sous le seul

code E.

2) La règle de décalage (qui peut être erronée) assure seule ie lien entre rationnel er

décimal. Cette règle est héritée de la division du numérareur de la fraction par le

dénominateu¡. Son application permet la production de 1+0,4 par les enchaînements

suivants :
14 1A

ili-----t 1,4 ------> 1+0,4 ou ffr-----> o,il
La non-production de l'écriture t + $ assure que seule cette règle fonctionne.

Code D : réponses l+0,4 etlou 0,14, mais sans la réponse I + fi
3) Seule la numération (écrite) établit le lien entre rarionnels et décimaux. f; est

considéré comme nouvelle unité. Cela peut condui¡e aux deux résultats , t + fi {un"

dizaine de dixièmes et quatre dixièmes), 0,14 (quatorze dixièmes, que I'on place après

la virgule puisqu'il s'agit de dixièmes), ou encore i,i4 (une unité figurant dans quatorze

dixièmes auquel on rajoute quatorze dixièmes).

Code N : réponse I + raet/ou 0,14 et /ou 1,14, mais sans 1+0,4

Code NE ; réponse I + ,a et / ot 0,14 et / ou 1,14 avec la réponse 14,10

(provenant de la numération orale), mais sans 1+0,4

Au niveau du dépouillement, ces deux types de réponses sont regroupés sous le seul

code N.
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4) Les deux réponses auendues l+0,4 et t + f; rigurent, indiquant que l'élève fait

les liens entre ¡ationnels et décimaux, soit avec ia numération, soit avec la division.

CodeC:réponses l+0,4

encore 1,14.

5) Pour les autres réponses non interprétables avec les règles que nous avons énoncées

précédemment, nous utilisons :

Code A

c) Résultats

Llen entre rat¡onnel el déc¡mal

10689Effectif oøl

2loz
t .631

lVo1

I ?6q
A(autres)

57Vo60
64.687

669o59
54.313

C(conect)

7Vo7
s 4?6

3703
4 -564

N(numération)

25Von
2R 267

28Vo25D(décalage) /DE

9Vo10
s.979

llot
5.021

E(entiers) / EE

3ème / 2 èmePE / ILJFMCodes

Tableau B4-I
* Pour chaque sous-population, dans la colonne de gauche nous avons indiqué les

effectifs observés et en italique les effectifs attendus, dans la colonne de dloite, les

pourcentages corespondant aux effectifs observés.

d) Commentaires

L'étude qualitative montre que le nombre de réponses le plus élevé conceme les deux

variables D (décalage) et C (correct). Les pourcentages obtenus sonl voisins. Pour un

quart des élèves ou des étudiants, seule la règle de décalage assure le lien entre rationnel

et décimal. Cela montre que le problème signalé paf les résultats obtenus pour le

questionnaire de référence réalisé en sixième, où un nombre nès faible d'élèves plenaient
A

en compte l'ecriture I + fn n'est pas encore complètement lésolu, même si le travail au

collège a fail bouger les connaissances des élèves. Ce pourcentage est plus élevé pour la

population IUFM. Les deux tiers t¡ouvent un résultat colrect, ce qui est relativement

faible pour un exercice qui porte sur des nombles familiers aux élèves depuis l'école

primaire. Le travail ultérieur au collègo sul cette question a donc eu un faible impact' Le

lien entre rationnels et décimaux qui peut s'établir, via la numéntion, paf la signification

des chiffres intervenant dans l'écriture des nombres, se fait difficilement poul beaucoup
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d'élèves à la sortie du collège ou à l'ennée à l'IUFM. L'égalité entre les écritures {f, e t

IAÔ

,*": est disponible chez I'ensemble des élèves des deux populations : c'est une

connaissance qui s'est naturalisée depuis l'école primaire. Par contre, on peut noter, bien

qu'il s'agisse d'effectifs réduits, le nombre nettement plus élevé d'élèves de 3ème/2ème

poo. qoi ffi "rt 
la seule écriture qui soit égale à {f; . Les activités ultérieures au collège

pourraient donc avoir fait évoluer quelques élèves sur ce point.

L'étude quantitative ne contredit pas l'analyse qualitative puisque la valeur 7,961 du ¡2
ne permet pas, au seuil de 0, 05 de rejeter I'hypothèse nulle. L'indice de Cramer (0,570)

nous indique que le lien que nous avons dégagé entre les variables est très fort.

2.1.2. Lien entre écriture des nombres décimaux et autres nombres

a) Exerciceproposé

Parmi les écritures suivântes' entourez celles qui, pour vous, représentent un

nombre décimal :

0,66; t¡ ; o,ueo;

5,7418; ?t åIt

"'lz t

30,06 ; o,s ; {s r tå, t;'#' *o
| ',
./l'

2J. r_. | ];2s'8'10"- ; 3,14 ; 15'00 ;

b) Analyse a Eiori

l. Code C

Les réponses sont correctes avec éventuellement l'oubli O" f; , ". 
rationnel nécessitant

un calcul pour déterminer si c'est un décimal.

2. Code V

La reconnaissance du nomb¡e décimal se fait selon I écriture qui contient une virgule, les

entiers pouvant ou non faire partie de I'ensemble ainsi déterminé.

Une fraction ne représente pas un nombre décimal, ho¡mis 16! qoi 
"rt.ép"rtorié 

comme

étant un decimal.

3. Code F

Un décimal est représenté par une écriture fractionnaire, c'est à dire un couple d'entiers.

4. Code VF

Un décimal est représenté aussi bien par une écriture à virgule que par une écriture

fractionnaire. Rationnels et décimaux sont confondus. Les entiers peuvent ou non faire

partie de cet ensemble.

5. Code A

Certains écritures décimales ou fractionnai¡es sont entourées, sans que I'on puisse

distinguer clairement une règle d'action.
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Remarque

L'analyse a priori ne prend pas en compte ici les écritures comportant des radicaux. Nous

nous intéressons particuliùement aux significations des écritures à virgule finies et des

écritu¡es fr actionnaires.

c) Résultats

106

Codes PE /ruFM

33Vo

I

VF (!ous les nombres,

NR I l4o

4 47o

Effectif øøl 89

77o't
5.979

Mo0
n 544

42lo45
52 72R

2Vo2
I .631

497o52
44.031

07o0
I OR7

3ème / 2 ème

TableøuB4-2

d) Commentaires

Ces résultats confinnent ce qui avait été signalé dans les différents questionnaires de

référence. Le nombre quâsiment nul de réponses correctes dans I'une ou I'auEe des

populations monre la difficulté pour les élèves et les étudiants d'identifier les décimaux

parmi les autres nombres.

Pour un tiers des étudiants, et à un degré moindre pour les élèves de fin de collège' les

décimaux sont identifiés à une ecriture à virgule.

Pour plus de la moitié, les décimaux et les rationnels sont confondus. Le pourcentage est

nettement plus élevé chez les élèves de fin de collège. Il semble qu'il y ait un effet de

compensation. Les élèves qui cessent de considérer les décimaux uniquement par le fait

que l'écriture présentée est une écriture à virgule, constatent que les décimaux peuvent

s'écrire au moins sous les deux formes, écriture à virgule et écriture fractionnaire. A

partir de là, ils en infèrent que tout nombre écrit sous la forme d'une écriture à virgule ou

fractionnaire est un decimal. fæs activités au lycée ou à la faculté au¡aient donc poul effet

de faire "bouger" quelque peu f identification entre le nombre décimal et l'écriture

décimale au profit d'une assimilation des decimaux et des rationnels.

L'étude quantitative ne cont¡edit pas l'étude qualitative puisque le test du y2 ivaleur

7,398) ne permet pas de rejeter I'hypothèse nulle. L'indice de Crame¡ (0'530) indique

qu'il y a un lien très fort entre les variables.
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2.1,3. La division comme lien entre rationnel, décimal et écriture
décimale

a) Exercice proposé

Une division a été posée :
415

310

1180

28

Entourez, parmi les égalités suivântes, celles qui sonl exactes :
415(a) i;; = 2,16

(b) 415 = 2,16 x 192 + 28

(c) 415 = 2,16 x l9Z + ffi
(d) 4ts = 2¡16 x rez + ,frf6
(e) 415 -- 2,16 x 192 + 0,28

b) Analvse a nriori

Nous distinguons les réponses pour l'égalité (a) d'une part et pour les égalités (b), (c),

(d), (e) d'autre part.

I ) Réponses à propos ae ffi = zJe

Code FD : l'égalité ffi =Z,tøest entourée.

Le rationnel représenté par la fraction est égal au nombre décimal obtenu comme

quotient décimal approché par défaut.

2) Réponses à propos de 415 = 2,16x 192+28, 415 =2,16xt92+ f*,
'Q4r5=2,16x 192+ ffi , 415=2,16x192+0,2.

* Code F (pas de reste) : toutes les égalités (b), (c), (d), (e) ne sont p¿s

entourées (l'égalité (a) par contre est entourée). La réponse est cohérente avec une

réponse codée FD : le reste ne peut pas être pris en compte.

* Code E (le reste est nécessairement entier) : seule l'égalité (b)

415 = 2,16 x 192 + 28 est entourée.

* Code NE (le reste n'est pas entier) : l'égalité (b) 415 = 2,16 x 192 + 28

n'est pas entourée, gl les égalités (c) ou (d) ou (e) le sont . Les restes de nature

décimale sont perçus. Cela peut provenir d'un simple contrôle par le calcul des égalités.

Cependant, ce type de reponse contient cependant en germe la propriété de densité de D

da¡s Q, en posant le problème de la "qualité" de I'approximation d'un rationnel par un

décimal.
* Code NR (Non Réponse) : aucune égalité n'a été entourée.
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106

Code PE/IUFM

43 48Vo

NFD

Etl'ectif total 89

39Vo4l
47.292

617o65
s8.708

3ème / 2 ème

cì Résultats

Division comme lien enlre ralionnel et décimaux

Tableau B4-3

106

Codes PE / ruFM

entier)

NE non 26 29Vo

2

Effectif¡otål 89

47o4
3.262

357a37
34.246

45lo48
5S 2il

l69ot7
9.241

3ème / 2 ème

TableauB4-4

d) Commentaires

Le tableau B4-3 montre que pour les deux populations, la fraction ffi "r, 
assimilée au

décimal 2,16 pour plus de la moitié dans la population 3ème/2ème et pour moins de la

moitié pour la population IUFM . Il faut analysel cela cependant de manière plus fine. En

effet si on met en r¿ppon ces résultats avec les lésultats du tableau B4-2, les résultats

obtenus avec le code VF pourraient laisser penser à une certaine contradiction. Comme

nous I'avons déjà remarqué à travers I'analyse des questionnaires, lorsque les étudiants

entourent t'egalrÉ ffi =Z,tø, ils expriment que la fraction ffi "rrégale 
à un des

décimaux d'une collection finie de décimaux associés à celie-ci. Le choix du décimal est

fait en fonction du degré d'approximation souhaitée. Celui-ci est obtenu en utilisant

I'algorithme de la division qui foumit la succession des chiffres I'un après I'autre.

Les pourcentages de réponses restent qualitativement du même o¡dre pour les deux

populations. Ceci n'est pas contredit par I'analyse quantitative, puisque le test

(x2=3,312) ne peûnet pas de rejeter l'hypothèse nulle au seuil de 0,05 70.Le lien entre

va¡iables estimé à I'aide de l'indice de Cramer (0,297) est fort.
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Contrairement à la première partie de I'item, le test (X2=19,806) appliqué au tableau 84-

4 permet de rejeter I'hypothèse nulle. Les populations peuvent être estimées comme

nettement différentes. Considérons les raisons qui conduisent à un tel résultat.

læs deux principaux facteurs de discordance proviennent des deux faits suivants :

- de nombreux élèves de fin de collège (177o) répondent qu'il n'y a pas de reste, en étant

ainsi cohérents avec la première réponse,

- un nombre bien élevé d'étudiants entrant à l'IttFM qui pensent que le ¡este est entier.

La division euclidienne est un savoir mathématique institutionnalisé comme technique

(dispositif et gestes associés) depuis le CM. La technique reste problématique au niveau

du collège, comme nous I'avons déjà dit et continue donc à être travaillée, notamment

quand il s'agit de trouver un quotient décimal. Les élèves du collège sont donc

sensibilisés au statut du reste de 1a division.

Aux cours des années d'études ultérieures, la division est considérée comme un objet

transparent faisant partie du milieu. Après le baccalauréat, elle devient un objet d'étude

mathématique (pour les étudiants poursuivant leurs études scientifiques) comme

application de

7*7* 
-s7*7.La division généralisée n'a pas de nom en mathématique dans l'institution savante : c'est

une notion paramathématique. Elle est simplement un outil de calcul, elle apparaît comme

un avatar de la division euclidienne et c'est cette demière qui continue donc à fonctionner

implicitement. C'est la raison pour laquelle le reste est considéré comme un entier chez

un nombre important d'étudiants. Une étude complémentaire que nous avons menée

auprès d'élèves scientifiques (usqu'aux classes de Maths Sup. et Maths Spé.) montre

d'ailleurs Ia persistance de réponses erronées de ce type.

2.2. Encadrement et comparaison des décimaux

2.2.1. Les stratégies de comparaison

Pour réaliser les analyses a priori des différents items du questionnaire mettant en æuvre

des comparaisons de décimaux, nous allons examiner les stratégies possibles d'un

'Joueur rationnel".

D'une manière générale, un décimal positif peut s'écrire : d= E(d) + E¡(d), où E(d) est la

un entier.

Certaines stratégies de comparaison vont s'appuyer sur 1es propriétés d'approximation

des décimaux, d'autres vont essayer de se ramener à des comparaisons d'entiers, qui

reposent pour la plupart sur le fait qu'un ensemble D; quelconque peut s'identifier à
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di étant un nombre compris entre 0 et 9 et n



I'ensemble N des entiers . En effet comparer deux éléments de Di revient "en supprimant

la virgule", à comparer deux entiers.

Nous allons expliciter ces diverses stratégies pour deux decimaux d et d' positifs tels que

d=E(d) +Ep(d) et d'=E(d') +Eq(d') avec p > qdonc tel p =q+r
a) stratégie L basée sur la comparaison chiffre à chiffre (ordre

lexicogra p hi que )

Lapropriéré fondamentale utilisée estur" 
å#. fr oou, tout q > 0, donc en

particulier que 
å#. 

1 pour tout n, ce qui signifie que E¡(d) <l pour tout n.

- si E(d) * E(d'), par exemple si E(d) < E(d')

puisque en particulier 0 < Ep(d) < l, il en résulte que E(d)+ Ep(d) < E(d') et par suite

d<E(d')<d'
- si E(d) =E(d')

alors 10d = l0E(d) + dl + i+ er l0d' = l0E(d') + o't . É*.,="10' îilo'
On est amené à comparer dl et d'1 et on réitère le processus précédent' Ce processus

s'arrête au maximum au bout de q fois puisque p < q.

b) stratégies basées sur des comparaisons de deux entiers

bl : le troncage, stratégie Tp,q

on considère la partie décimale Tq(d) obtenue en supprimant tous les chiffres à partir de

la position q+1. Cela revient à considérer d comme un élément de Dq. Une fois que d est

tronqué, il suffit de comparer deux éléments de Dq, ce qui revient à comparer deux

entiers.

Le résultat obtenu n'est faux que lorsque E(d) = E(d') et Tq(d) = &(d'). Le domaine de

validité de cene sratégie est particulièrement étendu.

b2 : I'extension, stratégie Eq,p

on considère la partie décimale Ep(d') obtenue en rajoutant p-q zéros à la droite du

demier chiffre. Ep(d') = uoto'l*i*=. Cela revient à considére¡ d' comme unr' fi10q.'
élément de Dp. Une fois que d' est "étendu", il suffit de comparer deux éléments de Dp'

ce qui revient à comparer deux entiers. Cette sgatégie conduit toujours à un résultat juste.

Elle est donc particulièrement efficace et donc concurente de la stratégie L. Son coût est

faible en terme "d'opérations systématiques" à faire : rajouter un nombre de zéros puìs

comparer deux entiers dans un cas, comparer chiff¡e à chiffre jusqu'à ce qu'on trouve

deux chiffres différents dans l'autre cas.

b3 : le décimal, couple de deux entiers' stratégie Cs¿ (couple partie

entière, partie décimale)
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On considère les écritures d= e,f et d'=e', f'.
-sie+e',(parexemplee>e'),alorsl'ordredesdécimauxdetd'correspondàl'ordre
des parties entières (d > d')
- sie =e', alors d >d' si f > f'.
Le résultat n'est faux que lorsque e = e', p * q et Tq(d) < Eq(d'). Le domaine de validité

de cette stratégie est là aussi étendu.

2.2.2. Íntercalation d'un décimal entre deux décimaux

a) Exercice proposé

Pouvez-vous donner, s'il en existe, un nombre qui soit compris entre 2,746 et
2,7 47 ?

b) Analyse a priori

1) Si on considère la stratégie Csd ou encore si les décimaux sont considérés

uniquement comme des éléments de D3, stratégie que nous dénommons D3, alors la

réponse est zéro.

2) Si on considère la stratégie E3,¡, qui consiste à rajouter i-3 (i > 3) zéros à la d¡oite des

nombres, alon il y a production d'un décimal correct.

3) Un cas particulier mais spécifique apparaît lorsque i = 4 et que le chiffre rajouté est un

5 : la stratégie peut s'appuyer sur la considération de type géométrique consistant à placer

un point au "milieu" des deux nombres décimaux proposés. Un algorithme qui a

fonctionné antérieurement pour des nombres décimaux ayant 1 ou 2 chiffres après la

virgule, consistant à placer un 5 à la d¡oite du dernie¡ chiffre est utilisé par la suite. Nous

notons cette stratégie E3,4 : milieu. Mais la production de 2,7 465 peut provenir aussi

de la stratégie E3,¡.

c) Résultats

Tableau B4-5
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8689Total

39a3

1.474
OVotì

I s26
autres

9Vo8
7.863

9Vo8
8.137

pas de éponse

34Vo30
16.857

5lVo45
18.14?

E3,i2,7461 ou2,7462..

42Vo35
30,469

307027
31 ,531

E3,4 .milieu ou
E?;

2,7465

1r ?ol0
I 1?7

lOTo9
9.661

Ced ou D30

3ème l2èmePE/ IUFMSnaegieType de réponses



c) Commentaires

Les résultats, sensiblement les mêmes pour les deux populations, sont nettemenl

différents des résultats obtenus par M.L. Izorche dans son questionnaire de 1977.

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre précédent, I'intercalation d'un décimai

entre deux décimaux donnés est traitée dès l'école élémentaire dans le cas précis où les

nombres décimaux ont le même nombre de chiffres après la virgule. Ceci est fait d'une

manière très standard, c'est à dire par un passage d'un Di à un D¡a1, en se limitant dans

pratiquement tous les cas à des nombres décimaux ayant un ou deux chiffres après

la virgule. Cela revient en fait à intercaler un entier entre deux multiples de l0 successifs.

Une technique, ici l'algorithme consistant à rajouter un chiffre à d¡oite au plus petit des

deux nombres décimaux, est mise en place et permet de produire de "bons ¡ésultats". Ce

problème, travaillé instilutionnellement, peut donc se résoud¡e en se plaçant dans Dial

uniquement et en utilisant une intercalation enEe deux entiers.

On peut en avoir la confirmation de cette analyse en examinant les ¡ésultats aux

évaluations cE2- 6 ème. Par exemple dans l'évaluation de 199112, I'exercice suivantl3

était proposé :

dans la case vide, ecris un nombre

82,5 et 82ó

Les résultats ont été les suivants :

- tout nombre décimal remplissant les conditions.. ..64'8 7a

- l'élève a donné l'une des bornes : 82,5 ou 82,50 ; 82,6 ou 82,60.......9,3 Vo

- autres réponses ou absence de réponse...... .........15'9 Vo

Les élèves ont déjà, dès la fin du CM2 un taux de réussite relativement élevé sur ce type

de problème. La différence enrre la population IUFM et la population 3ème/2ème

consiste en une utilisation moindre de la stratégie 83,¡ pour cette demière.

Cependant, si on cùmule les résultats corrects, les pourcentages obtenus pour chacune

des populations sont très voisins. Notons que les pourcentages des élèves qui ne sont

pas capables de donner un résultat colTect et ceux qui ne donnent pas de réponses sont

aussi Íès voisins et non négligeables ; les rJifficultés restent imponantes, comme va nous

le confirmer l'examen des résultats de I'item suivant.

L'étude quantitative (¡2=7,636¡ ne conÍedit pas ce que nous avons remarqué de manière

qualitative, I'indice de Cramer (0,532) mont¡ant que les liens entre variables sont là aussi

uès fons.

12. Enquête nadonale réalisee depuis plusieurs années par le ministère de l'éducation nationale.

13. Exercice l6c.
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2.2.3. Nombre d'éléments entre deux décimaux

a) Exercice orooosé

Combien y a-t.il de nombres enlre 12,23 et 12,232?

blAnalyse a priori

a) La stratégie Ced conduit à calculer la diffé¡ence entre232 et 23, donc à trouver 209.

Les réponses sont 207, 208 ou 209, suivant la prise en compte des bomes.

b) La stratégie E2¡ appliquée au nombre 12,23 conduit à produire le nombre 12,230 :

la réponse est l, éventuellement 2 ou 3, si les bomes sont ou non prises en compte.

c) La stratégie T3ri (i- 1,2,3) entraîne que les deux nombres obtenus sont

identiques, donc la réponse est 0.

d) La stratégie L permet de comparer les deux nombres 12,23 et 12,232puis d'insérer

de nouveaux nombres enre eux, par exemple 12,231, puis 12,231L, 12,23111 etc...

Elle conduit à des réponses du type "beaucoup" ou "une infinité".

D'autre part, si on utilise l'égalité 12,232 = 12,23 + O,0}Z,l'élément d3 02,232) de Dl
est considéré comme un élément d2 Q2,23) deD2 plus un reste. Cette sratégie conduit à

envisager qu'il y a une infinité de nombres (ou beaucoup de nombres).

e) Deux stratégies consistant à soustraire soit les deux nombres, soit les nombres formés

par les deux demiers chiffres conduit, I'une à la réponse "0,002", l'autre aux réponses

"8", "9" ou "10".

c) Résultats

Tableau 84-6
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6Vo5
5.406

7Vo6
t.t94

pas de réponse

lVa1

1.966
37o3

2.0.?4
âutrss

2'/o2
0.983

OVo0
t.ot7

de23 à328,9 ou l0

67o5
2.949

lVoI
1oil

t2,232-12,230,002

0Vo0O7o0T3.i et T2.i i=1. 2. 30

36Vo3l
28,011

3l7o')Á

28.989

Lou
d342+reste

infinité / beaucoup
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E,?1ou2ou3

'lVo6
1.440
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d) Commentaires

On ne rencontre pratiquement que les deux types de réponse "l ou 2 ou 3" et "infinité ou

beaucoup" chez les étudiants entrant à l'ruFM, la réponse "l ou 2 ou 3" étant de loin

majoritaire. Cela signifie bien que, pour cet exercice "inhabin¡el", pour lequel il ne peut y

avoir de réponse standard et qui nécessite de passer par des Di successifs, les étudiants

se t¡ouvent en difficulté dans leur majorité . C'est la même situation pour ce qui conceme

les élèves du collège, les réponses er¡onées se dispersant davantage suivant les cas

envisagés dans I'analyse a priori. La réponse exacte est plus faible chez la population

IUFM, pour qui on peut penser que le mot "combien" entraîne automatiquement un

décompte entier au détriment d'une réflexion sur la nature des nombre en jeu. D'un point

de vue qualitatif, nous voyons que les réponses pour chacune des populations vont dans

le même sens.

La valeur 6,496 du X2 ne permet pas, au seuil de 0,05 de rejeter I'hypothèse nulle donc

ne contredit pas cette analyse. L'indice de C¡amer (0,491) indique un lien très fort entre

les différentes va¡iables.

2.2.4. Les problèmes d'encadrement par deux décimaux

a) Exercices proposés

Exercice 1) Écrivez deux nombres décimaux avec deux chiffres après la virgule

qui encadrent le nombr€ 4'157 :

Encadrez le nombre 4,157 par deux nombres décimaux les plus proches

comportant deux chiffres après la virgule :

Exercice 2) Écrivez deux nombres décimaux avec trois chiffres après la virgule

qu¡ encadrent le nombre 47,2.

Encadrez te nombre 47'2 par deux nombres décímaux les plus proches

comportant trois chiffres après la virgule :

bl) Analyse a priori pour I'exercice 1

a) Pour la recherche du nombre inférieur, la stratégie Ced conduit à garder la même

partie enrière (4) et à chercher ie plus gtand entier à deux chiffres (99). Pour le nombre

supérieur, elle nécessite de prendre pour partie entière 5, puisqu'on ne peut pas trouver

d'enrier à deux chiffres supérieur à 157, puis le plus petit entier à deux chiffres (00 ou

01). L'encadrement est donc 4,99 < 4,157 < 5,00 ou 5,01.

b) l,a stratégie T3,¡ (¡- 0,1,2 ) conduit à trouver respectivement les nombres 4; 4,11

4,t5.
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Dans les cas où i = 0 et i=1, on encadre les nomb¡es tronqués 4 et 4,I puis on les

replonge par extension dans D2, ou on plonge par extension dans D2 et on encadre pæ la

suite, ce qui donne :

- pour T3,g I'encad¡ement 3,99 < 4,157 < 5,00 ou 5,01

- pour T3,l I'encad¡ement 4,t9 < 4,157 < 4,20 ou 4,16

Dans le cas où i = 2, on encadre le nombre tronqué 4,15 dans D2, d'où I'encad¡ement

4,14<4,157 <4,1.6.

c) Deux stratégies conduisent à la solution 4,15 < 4,157 < 4,16 :

- la stratégie L consistant à chercher le plus gÊnd élément de D2 inférieur à 4,157 etle
plus petit élément de D2 qui lui est supérieur,

- celle considérant 4,157 comme 4,15 + 0,007.

d) l,e fait de ne pas établir d'interrelation entre D2 et D3 aboutit à ne pas trouver

d'encad¡ement ou à rester dans D3 en foumissant I'encadrement 4,156 < 4,157 < 4,158.

cl) Résultats pour l'exercice I

86t8gt.

6Vo5

2.4s7
O7o0

2,543
auÛes

l%oI
t.966

3lo3
2.034

pas de réponse

û7o52

s4 549
664o59

s6,451

Lou
d3=d2+reste

4,15<4,r57<4,t6

3O7o26
23 589

25Vo22
24.41I

T3,z4,14<4,t57<4,16
07o009o0^lzt lEt c4.09<4.157 <4.20 or 4.16

O7o0OVa0'I?'o lEo).3.99<4.157<5-00 ou 5.01

29o2
3,440

6%5

3 560
Dz/lDzpas d'encad¡ement

ou 4,156<4,157<4,158

OVo0Ma0CJ4.99<4.157<5.00 ou 5.01

3è¡ne l2èmePE /IUFMsÍâtósieTvæ derémnses

Tableau B4-7

d) Commentaires pour I'exe¡cice 1

On peut noter la grande concordance entre les réponses des deux groupes. Ce que ne

contreditpaslavaleu¡du X2(8,011). Iælienentrelesvariablesesttrèsfort(0,606). Il
reste un tiers qui utilise le troncage sur D2 avant de faire un encadrement. Cela indique

que le rapport entre D2 et D3 est mal assuré, bien qu'il s'agisse de Di "consécutifs". Les

difficultés de passage d'un Di à un autre sont persistantes.
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b2) Analyse a priori gour l'exercice 2

a) Pour la recherche du nombre inférieur, la stratégie Ced conduit à prendre pour pafie

entière 46, puisqu'on ne peut pas trouver d'entier à trois chiffres inférieur à 2 pour la

partie décimale. Celle-ci est formée ensuite par le plus gtand entier à trois chiffres 999.

Pour le nombre supérieur, on garde la même partie entière (47) puis on indique le plus

petit nombre à trois chiffres supérieur à 2 pour la partie décimale (100 par exemple).

L'encadrement est donc 46,999 < 47,2 < 47,---14.

b) On peut encadrer 47,2 da¡s un Di (i:1,2 ou 3) en utilisant avant ou après

encadrement le procédé par extension, ce qui donne :

- encad¡ement dans D1 puis extension dans D3, soit 47,1-- < 47'2 < 47'3- ;

- extension dans D2, encadrement puis extension dans D3, soit 47,19- < 47 
'2 

< 47,21- :

- extension dans D3 puis encadrement dans D3, soit 47,i99 < 47,2 < 47,201 .

c) La stratégie L conduit aussi à I'encad¡ement 47 ,799 < 47 ,2 < 47 
'201.

c2) Résultats pou¡ I'exercice 2

86t89t

lZVo10
6.880

 Vo4
7.120

autres

llaI
0 49t

lfTo0
0.509

pas d€ réponse

6)Vo52
s9.463

787o69
6r s37

E1,3iD3
ouL

47,199<47 ,2<47 ,201

199o16
t1 269

127oll
1i.731

Et,z lD2l Et,347 ,79-<47 2<47,21

67o5
4.914

6?o5
5.086

Dr lEt,347 ,1--<47 ,2<47 ,3--

2Vo2
0.983

Wo0
I nt7

C€d46,999<47,2<47 ,-
3ème / 2 èmePE / ITJFMstrarégieType de réponses

Tableau B4-8

d2't Commentaires oour l'exercice 2

Là aussi comme dans le cas précédent, on note la bonne concordance entre les résultats

obtenus pour les deux populations, résultats figurant dans le tableau B4-8. L'étude

quantitative (X2=6,'767)necontreditpascetteanalyse,lelien(valeur0,512)étantEès

fort. læs réponses exactes sont du même ordre que précédemment (de I'ordre des deux

tiers), les résuløts éønt meilleu¡s pour la population IUFM.

3. CoNcLUSIoN

D'une manière générale, I'étude qualitative nous a montré que les deux populations

concemées obtiennent pour les items du test que nous leur avons proposé des ¡ésultats

14. I-a présence d'un tiret signifie que l'élève peut. metre un chiffre quelconque.
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significativement semblables. l,es tests du ¡2 appliqués aux différents exercices au

seuil de 0,05 nous ont indiqué que I'on ne peut pas ¡ejeter I'hypothèse nulle selon

laquelle les résultats des deux sous-populations sont semblables. Le seul point de

discordance que nous avons relevé conceme le statut du reste dans la division permettant

de trouver un quotient décimal (le reste étant considéré majoritairement comme entier et

de manière beaucoup plus forte chez la population dite IUFM).

Après la noisième, la place accordée à I'enseignement des nombres est Eès réduite. Les

insructions et programmes concernant par exemple la classe de seconde (du 5 Février

1987, puis les nouveaux progrÍrmmes du 17 mai 1990), n'envisagent pas un travail

systématique pour les différents ensembles de nombres utilisés au collège ( N, Z, D, Q,

R). Ils précisent qu'il est nécessaire de consolider et de compléter les connaissances

acquises, mais il n'est pas envisagé de travail spécifique remettant en cause les

connaissances antérieures.

Au lycée, les ensembles de nombres vont de soi et ne sont pas objets sensibles

d'enseignement. D'une manière gênérale, le domaine numérique est donc considéré

comme constitué et par conséquent peu remanié, même si l'introduction d'objets

nouveaux peut évidemment modifier par la suite les connaissances des élèves.

Ainsi les diffìcultés et les erreurs que l'on peut repérer chez I'une ou I'autre des

populations sont de même type pour les exercices que nous leur avons proposés et vont

dans le sens des remarques que nous avons faites dans I'analyse des différents

questionnaires :

- pas de distinction entre les nombres et leurs écritures,

- difficultés à metre en rapport les différents Di,

- peu d'intenelations entre les différents systèmes de nombres,

- en particulier, difficultés à voir quelle est la fonction des décimaux par rapport aux

autres ensembles de nombres.

Après avoir étudié les rappons aux systèmes de nombres à I'entrée de l'IUFM, pour

poursuivre notre étude, nous cherchons à analyser les rapports qu'entretiennent les

formés et les formateurs dans I'IUFM. Notre choix consiste à étudier les effets

provoqués par I'introduction d'une ingénierie dans un système didactique de formation.

C'est I'objet de la partie C.
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CHAPITRE Cl

CHOIX POUR LA MISE EN PLACE D'UNE INGÉNIERIE

Nous analysons certaíns enseignements qui ont pu vivre, même de manière
éphémère dans les institutíons de formation, ò la fois sous l'angle
mathématique et sous l'angle dídactique. Cela nous permet de précíser
certains chaix que nous effectuons pour mettre en place une íngénierie de

formarton. En now appuyant sur une íngénieríe dcstinée ò l'école obligatoire,
reposant sur une analyse dídactíquc approþndie, nous procédons à une
"contre îønsposition" d¿ celle-ci.I¿míse en évidence des points communs et
les éléments spécífi.ques aux situations proposées permet de spécítier les
caractéristøues du processus de formation envisagé.

I,. DES CHOIX EFFECTUÉS DANS DES INSTITUTIONS DE
FORMATION

1.1. Les textes du savoir

Est-il possible de faire des choix donnant une cohérence structurelle aux systèmes de

nombres pour une stratégie de formation professionnelle dans les ILIFM ?

Pour répondre à cette question, nous allons faire le point sur les possibilités offertes par

les traités, traduisant l'état du savoir savant à un moment donné.

Comme nous I'avons déjà vu, la cohérence mathématique nécessite que f intenelation

entre deux ensembles de nombres s'exprime soit comme extension, soit comme une

restriction d'un ensemble par rappon à I'autrel. On s'intéresse ainsi aux propriétés qui se

conserventquand on passe d'un ensemble à I'autre ou aux propriétés qui lient certains

ensembles enEe eux coÍlme la densité.

Résumons ciaprès quelques constructions mathématiques ayant eu une existence

effective même marginale ou temporaire dans les institutions de formation (écoles

normales, [UFM, manuels), où interviennent des interrelations entre les systèmes de

nombres : nous chercherons à expliciter simultanément la structu¡ation mathématique

sous-jacente.

1. Nous renvoyons aux a.rticles de G. Brousseau (1980 et l98l) pour un catalogue des constructions
possibles de D.
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1.1.1. Constructions de D comme extensions de N

Nous avons déjà anesté de tentatives de construire D comme extension de N. Ce choix a

été fait au cours des années 70 pour le collège, et par voie de conséquence était présent

dans les liwes de l'époque, destinés à la formation des maîtres. La volonté de mettre en

évidence les structures sous-jacentes des ensembles avait ainsi conduit les promoteurs de

la réforme à envisager une construction de D en utilisant la relation d'équivalence définie

sur Z x N défînie pa¡ (a, n) = (b, n) si et seulement si a. lOn = b. 10n'

Comme nous avons pu le constater par exemple dans I'analyse du texte du livre
,,Mathématiques et apprenrissage du calcul" de Cranney et Perrot (voir chapitre 83, $52),

lbrganisation logique du texte du savoir était proche de celle des traités de I'enseignement

universitaire. Les développements y étaient simplement plus longs et plus détaillés'

chaque étape de la construction y étant justifiée de manière minutieuse. Nous ne savons

cependant pas si un enseignement effectif a pu être fait devant un public de futurs

instituteurs.

Ce n'est pas la seule façon de construire D comme extension de N. G. Brousseau (1980'

pp. 53-54) décrit un procédé de consrrucrion par adjonction d'un élément d tel que

10d = 1 où il écrit :

<Cette méthode pennet de mieux voir que l'on a ajouté le moins de choses

possibles à N (...). Par contre elle exige une prise de conscience de ce qui

représente toutes les opérations possibles d'un élément avec les autres, c'est à di¡e

le semi-anneau des polynômes à coeffîcients naturels N [x].>

Mais il critique ainsi cette consrucdon :

<<Elle correspond certes à la meilleure récupération des connaissances antérieures

des propriétés de N, mais ne favorise pas une rupture qui pennettrait de bien

différencier D de N.> (1980, P.54)

Nous n'avons pas connaissance de la transposition d'une telle proposition dans des

documents de formation.

1.1.2. Construct¡ons de Q comme extension de N, D cons¡déré comme

restriction de Q

Ermel (1982)2 reprend, dans la partie théorique du chapitre consacré aux décimaux et aux

rationnels, la construction de J. Drach (1S95, pp. 135-140). Celle-ci consiste à décider

2. Sigle signifianl Équipe de recherche mathémaúque à l'école élémenøire. Cette équipe a écril de 1978 à

1982 six volumes intitulés: Apprentissages mathématiques à l'école élémenøire, Hatier. Il s'agit ici de:

Erme| lgS2,apprentissages mathématiqws à l'école élémentaire, cycle moyen, tome 2'Hâliel'
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d'adjoindre formellement à N des éléments (notes 9) qui permettent de résoudre des' b'
équations du type suivant dans ce nouvel ensemble Q :

fbxx=a
I

lbeN, b+0
I

[aeN
On cherche à définir sur Q des opérations qui vont prolonger celles définies sur N,

conservant la distributivité de la multiplication par rapport à I'addition et I'associativité de

la multiplication.

Sil'on a*= 3 
",y=9 don. bxx=a et dxy=ç ilenrésulreb'd

(bxd)xx=axd et (bxd)xy=ç¡5 etparsuite

b.d. (x + Y) = a.d + c.b

b.x.d.Y = ¿.s

Ces exigences conduisent à défini¡ nécessairement une addition telle que
a , c _ (dxa)+(bxc)
bd bxd

et une multiplication telle que
a c axc
-X-=-bdbxd

Toute écritu¡e d'un même élément de Q, nommé rationnel, peut se mettre sous la forme
NXD--'-" où p et q sont premiers entre eux. Les décimaux sont alors des rationnelsnxq

particuliers qui s'écrivent sous la forme I n e N.
10"

Ermel poursuit en montrant que tout rationnel a un développement décimal illimité

périodique et que I'on peut approcher un quotient ! "d'aussi près que I'on veut",
q

traduisant ainsi la densité de D dans Q.

Il s'agit d'une construction de Q formelle et économique. On dispose ainsi d'un
"système" de relations entre des objets formels, qui permet de modéliser certaines

situations, par exemple celles de fiactionnement. En effet, considérons une mesure p

sur un ensemble A de parties d'un ensemble O tel que pour un élément U de A , on ait

lt(U)=let considérons un élément X de A. Dans le cas où on partage U en n parties

égales U¡ suivant la grandeur considérée Ip(U) = n x p(U")] et qu'il existe un entier p

tel que p(X)=px¡r(fl.), alors on voit que la mesure p(X) esr relle que

n x p(X) = p x p(U) = p. La valeur de la mesure de X par rapport à U est donc donnée

par le rationnel noté P .

q
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Une autre construction de Q, qui, nous I'avons vu, a été présente au collège et dans les

écoles normales autour des années 80 a consisté à considérer Q comme ensemble quotient

deZxZe¡ utilisant la relation d'équivalence définie par (a, b) =(c, d) si et seulement si

a x d = b x c. Les décimaux sont des rationnels pæticuliers qui s'écrivent sous la forme

-1- ¡E¡.
l0'
Là aussi, les présentations très formelles que nous avons pu rencontrer dans les liwes

autour des années 1975 avaient I'organisation logique des raités de I'enseignement

supérieur de cette époque.

1.1.3. Les ensembles D et Q, restrict¡ons de R ensemble préconstruit

Nous rendons compte d'un enseignement donné en première année de formation de

professeurs d'école paf un professeur d'université nouvellement nommé dans un IUFM3.

Pour lui, cet enseignement est une innovation en opposition avec ce qui se fait

habituellement. Nous en donnons à présent les grandes lignes.

L'ensemble des réels positifs est préconstruit : il est donné par la demi-droite graduée sur

laquelle on a placé deux points correspondant à zéro et à un. Un point de la demi-d¡oite

représente ainsi un nombre réel positif. L'ordre des points sur celle-ci "traduit" I'ordre

des réels. Dans cet ensemble, on "montre" que l'on peut effectuer les opérations

suivantes : I'addition, la soust¡action, la multiplication, la division et l'extraction des

racines canées :

pour cela, on s'appuie sur des propriétés géométriques de la droite et sur la construction à

la règle et au compas.

Ainsi l'addition et ia soustraction de deux nombres s'obtiennent par repon de distances à

I'aide du compas à partir des points correspondants A et B. Les nombres entiers peuvent

donc êne désignés sur la d¡oite à partir des points notés 0 et 1: ils apparaissent ainsi

couune des récls particuliers.

Pour ce qui concerne la multiplication et la division de deux nomb¡es a et b, on s'appuie

sur les propriétés du théorème de Thalès, qui, dans cet enseignement, est un oåiel

d.'enseignement sensible, bien qu'ancien. Le schéma suivant indique la construction

utilisée du point conespondant à f .
b

3. Nous remercions Mr Moralès, professeur à I'IUFM de Lyon de bien avoir voulu nous communiquer

une première rédaction de son cours.
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o ah a b

Iæs propriétés géoméniques du theorème de Thalès permettent de mettre en évidence que
aac
bbc

Dans le cas particulier où les nombres a et b sont entiers, les rationnels avec les fractions

qui les désignent sous la forme |, apparaissent conìme quotients de deux entiers.
b

Tout nombre entier est un rationnel et tout rationnel est un nombre réel. L'ensemble des

rationnels est un sous-ensemble de R et par suite est totalement ordonné.

Le théorème de Pythagore et sa réciproque permettent de construire à I'aide de la règle et

du compas le point conespondant à ./p. On obtient ainsi l'ensemble des nombres

constructibles dont Carrega (1989, p. 37) rappelle qu'il est le plus petit sous-corps de R

stable parracine carée. Il contient évidemment Q, mais par conre æ n'en fait partie.

La cohérence mathématique des inclusions de N et de Q dans R est montrée dans toute

cette partie du cours par un contexte géométrique où les propriétés et notamment les

opérations se matérialisent effectivement. Par contre, elles n'apparaissent pas comme

solutions de problèmes posés aux étudiants.

Une deuxième partie du cours va s'intéresser aux relations de densité entre D, Q et R.

L'axiome d'Archimède sous la forme suivante, "Soít b un nombre entier plus grand ou

égal ò 2, alors tout nombre réel a se trouve entre deux puissances successives de b" est

utilisé pour obtenir la décomposition et par suite l'écriture d'un entier selon une puissance

de la base b. D'autre part, ce même axiome permet de montrer que tout réel a un

développement décimal illimité. Les rationnels et les décimaux sont alo¡s caractérisés par

les panicularités de leur développement décimal.

Dans sa logique, I'organisation de cet enseignement suit celle de certains textes

représentatifs du savoir savant, mettant en évidence que I'ensemble Q est inclus dans R et

D dans Q. C'est I'ensemble des nomb¡es réels qui donne ainsi la cohérence aux autres

systèmes de nombres que sont les décimaux et les rationnels. Mais les nombres réels,
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implicitement restreints aux nombres constructibl€s à la règle et au compas' restent eux-

mêmes une "nébuleuse" représentée par la droite gaduée.

1.f.4. Q et R comme extensions de N, D restr¡ction de Q et de R

La formation proposée4 consiste à reprendre avec les étudiants les activités telles qu'elles

sont menées avec les élèves, en choisissant plus particulièrement les situations qui "sont

susceptibles d'une réflexion plus poussée au niveau de I'enseignant". L'ingénierie de

référence était celle construite par R. Douady (1980).

læs élèves et donc les étudiants ¡ésolvent une suite de problèmes qui doivent satisfaire à

certaines conditions. Iæ texte du savoir sous-jacent de I'ingénierie initiale peut se décrire

de la manière suiva¡te :

a) Construction de Q+ comme extension de N : c'est Ia même constn¡ction que

celle décrite au paragraphe I 12, c'est-à-dire celle qui consiste à adjoindre des éléments x

tels que k = x . n, éléments notés !. C"o*-"i p¡ennent le statut de nombres g¡âce aux
n

opérations qu'il est possible de définir et qui étendent les opérations dans N'

b) construction de R : la recherche d'un élément de R se fait par la construction de

suites (un) et (vn) de rationnels telles que (un) soit croissante, (v¡) soit décroissante et

un - vn tende vers 0.

c) D restriction de Q et de R : la const¡uction de R et I'utilisation des suites de

rationnels montrent I'intérêt des fractions décimales, ce qui amène la mise en évidence

d'un sous-ensemble de Q. Ce sous-ensemble noté D est dense dans R et il est aussi dense

dans Q.

1.2. La caractéristique actuelle : les systèmes de nombres

considérés comme Préconstruits

Nous examinons les textes de deux manuels, qui, par I'importance de leur diffusion sont

actuellement représentatifs de ce qui eSt proposé tl¿rrs ie cadre de la formation dcs

professeurs des écoles : le cours diffusé par le cenÍe national d'enseignement à distance

(CNED) et un livre 5 paru en 1993 "Se former pour enseigner les mathématiques".

utilisation
ytg-208,4.DouadyR.'DidryJ.,1978,QuefaireenF'P.pourpréparerlesfutursinstituteulsàune

critique des programmes et insEuctions ? 5 ème colloque des professeurs d'ecole normale, pp.

Auberive, Université de Reims.

5. Dubois c., Fénichel M,, Pauvert M., 1993, Se former pour enseigner les mathématiques, Tome 3

Numération, décimaux, pp' 63, I 19, A¡mand Colin.
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t.2,1, Le cours du CNED

Dans la partie "problèmes spéciñques posés par les nombres décimaux", les aureurs nous

signalent que

<l'essentiel de ce qui est rapporté figure de façon plus détaillée dans les pages 5 à
19-GrandN-1979>>

Nous allons analyser ce document 6, qoe nous avions écrit en 1979 dans cette ¡evue
destinée aux maîtres de I'enseignement élémentaire. Il ne s'agit pas à proprement parler

d'un document pour la formation initiale, mais la présentation sous forme de fiches de

travail, la nature des activités demandées indiquent qu'il s'agit d'un document destiné à la
formation des enseignants. Initialement, ces fiches avaient été écrites pour les étudiants en

formation initiale.

Le titre de l'anicle s'intitule "Décimaux", bien que dans celui-ci, nous abordions la
question des écritures des rationnelsT, ce qui est significatif de ce que nous estimions être
central à propos de ces questions.

L'article est composé de deux parties, I'une s'intitulant "Écritures", I'autre "Graduations
- ordre".

L'objectif de la partie concernant les écritures, qui représente le corps principal de

I'a¡ticle, va consister à élaborer des critères de reconnaíssance des nombres à panir de

leurs écritures. La fìche I vise à déstabiliser un critère supposé être utilisé de manière
fréquente chez les étudiants : "on est souvent tenté de ne classer comme décimal que les

nombres qui se présentent sous forme d'une écriture à virgule',. Elle montre que des

nombres qui s'écrivent sous forme d'une fraction peuvent aussi s'écrire sous forme
d'écritu¡e à virgule. Cette fiche vise à amener le lecteur à faire la distinction entre écriture

décimale périodique et écriture décimale finie afin qu'il puisse ',assimiler,' cene

affrmation:

"Un nombre est un décimal s'il a une écriture finie"

La fiche 2 permet d'exhiber une éc¡iture décimale non périodique en l'occurrence

0,010010001. . . et évoque deux nombres fétiches qui garderont tout leur mystère grâce à

cette phrase "On a montré depuis longtemps pour 
"/2 

et récemment pour r que ceux-ci
n'ont pas d'écriture à virgule périodique". Un commentaire historique signale que c'est

6. Neyret R. , 1979, "les décimaux" , Revue GRAND N n.17, pp. 5-19. CRDP de Grenoble. Ce
document avait été écrit à la suite d'un travail réalisé avec les normaliens.
7. Ibid. p. 9.
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quelque chose de difficile, puisqu'il a fallu attendre 1882 pour voir Lindermann

démontrer I'irrationalité de æ8. Cette ñche se termine par cene affirmation :

"On reconnaîÍa un rationnel s'il a une écriture periodique inftnie"

La fiche 3 vise à donner des critères de reconnaissance permettant de distinguer parmi les

fractions celles qui désignent un décimal.

Enfin une fiche 4 montre que, suivant la base choisie, un nombre qui a une écriture finie

dans un système de numération de base donnée peut avoir une écriture décimale intìnie

dans un autre système.

Signalons pour conclure sur ce texte que la deuxième paÍie nommée "Graduations -

ord¡e" est elle aussi centrée en grande partie sur les écritufes puisque sont examinés dans

la fiche 6 les différents ordres que I'on peut repérer pour les entiels et pour les décimaux

à partir de leu¡s écritures.

L'essentiel du travail proposé ne porte que sur les écritures permettant de catégoriser les

différents nombres.

Nous avons pu disposer d'ailleurs de documents montrant la réduction opérée par

certains formateurs à partir de cet article, ce qui confone I'analyse. Les seules activités

retenues portaient sur les fiches 1, 2, 3 qui sont centrées exciusivement sur des critères de

reconnaissance des écritures. Ainsi était éliminée la fiche 4 qui d'une certaine façon

pouvait permettre de relativiser ces critè¡es en montmnt que le ca¡actère limité ou illimité

des écritures dépend fortement de la base choisie et qu'en définitive, c'est le concept de

rationnel qui est unificateur.

1.2.2. Le livre "Se former pour enseigner les mathématiques"

Examinons ce liwe , qui fait panie d'une collection de quatre tomes dont l'ambition est de

s'adresser à la fois aux formateurs et aux formés. Le problème des savoirs

mathématiques nécessaires au futur professeur d'école pour pouvoir enseigner les

décimaux et les fiactions est abordé dans le paragraphe 4 du chapitre 1 intitulé "Aperçu

historique et généralités". Les auteurs dressent une liste des "savoirs à acquérir et à

¡éactiver"9 :

<. Ies étudiants doivent découvrir ou se remémorer pourquoi la création d'autres

nombres que les entiers a été nécessaire.
. ils doivent savoir déterminel si un nombre donné par une de ses écritures est un

nombre décimal, un nombre rationnel, un nombre entiel et connaître les relations

entre les divers ensembles de nombres abo¡dés à l'école élémentaire'

A. Une erreur s'étâit glissée dans ce texte puisque c'est Lamben qui en I 761 a montré I'inaúonnalité de ¡,
Lindermann ayant mont¡É la transcendance de æ en I 882.

9.Ibid.p.12-75
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. ils doivent, avant de les enseigner, organiser pour eux-mêmes les diverses
propriétés de ces nombres décimaux et leur structure (opérations, relation
d'ordre).>

Cette partie du texte s'adresse manifestement aux formateu¡s et on peut y repérer, même

s'il n'est pas développé de manière nès détaillée, un texte du savoir cohérent mettanr en

évidence les éléments pafiicipant à la construction des ensembles de nombres et à leur
relation enÍe eux.

Iæs auteurs distinguent deux catégories d'étudiantsl0 :

- ceux qui ont des connaissances estimées insuffisantes.

<<(...)certains étudiants ont des connaissances très locales sur décimaux et
rationnels, (..,) ils disposent de peu d'éléments mathématiques pour contrecarrer
des impressions fausses, liées aux écritures par exemple. Leur maîtrise des calculs
n'est pas assurée et ils ne disposent guère de moyens pour les contrôler en
changeant l'écriture des nombres ou en approximant les résultats.>

Nous dirons que les auteurs estiment qu'ils ne disposent pas de suffisamment de savoirs

servant à enseigner pour pouvoir prendre des décisions pédagogiques.

- ceux qui possèdent un texte du savoir, mais ont des difficultés à le rendre opérationnel.

<<d'autres étudiants, titulaires de diplômes mathématiques, disent que la
connaissance qu'ils ont des structures, intellectuellement satisfaisante, constitue un
écran pour la pédagogie de I'apprentissage des décimaux.>

Cela conduit les auteurs à ne pas donner dans I'ouvrage des activités spécifîques sur la

structure algébrique de D et Q, même s'ils pensent qu'il est possible de le faire avec

certains étudiants.

Étudions à présent les activités proposées aux étudiants et censées leur faire acquérir ces

connaissances : elles figurent dans le chapitre 2 "Activités pour les enseignants en

formation" .

Huit activitésl1 sont ainsi proposées : nous nous intéressons particulièrement aux trois
premières qui :

10. Ibid. p. 80.

ll. p. 81 : l. Suite dbxercices et problèmes sur decimaux et fracdons.

2. Analyse de passations su¡ les décimaux et consFuclion d'un protocole de passation pour
I'observation dElèves du cours moyen.

3. I-€cture de lextes théoriques concernant les connaissances des élèves sur decimaux.
4. Étude de problèmes proposés en CM2 et de solutions apportées par les élèves.
5. Traduction de recettes de gâteåux califomiens.

6. Analyse d'activités proposées dans l'ouvrage de N. et G. B¡ousseau: Ratønnels et décimaux
pour la scolariÉ obligatoire pour I'apprentissage de la multiplication.
7. Critique de quelques exemples de présenøtions des decimaux à I école élémentâire.

161

Chapiue Cl : Choix pour la mise en place d'une ingénierie



<(...) doivent être I'occasion, pour chacun, de reprendre à la base leurs

connaissances, de les évaluer et de reconstruire éventuellement des connaissances

corTectes.)>

L'activité 1 est composée de huit exercices faisant appel, selon les auteurs à des savoirs

différents :

<.- la mise en ord¡e des décimaux (exercice l)
- les critères de reconnaissance des décimaux à partir des écritures (exercice 2)

- I'approximation à 10-n de décimaux et de rationnels (exercice 3)

- le problème du quotient de deux entiers (exercice 4)

- I'approximation par un décimal d'une racine ca¡rée (exercice 5)

- le calcul de sonìmes et de quotients de fractions (exercice 6 et 7)

- la limite d'une suite de fractions continues (exercice 7)

- l'utilisation des fractions pour évaluer les aires (exercice 8)"

En fait les solutions de ces exercices sont des algorithmes, objets d'enseignement de la

scolarité obligatoire et supposés connus du public de ce liwe : algorithme de comparaison

des décimaux, algorithmes de calcul sur les décimaux et les fractions, algorithmes

permettant de transformer des écritures. Les exercices sur I'approximation visent à la

mise en place d'un algorithme "de troncature au rang n" de la partie décimale de l'écriture

décimale, donnée par la calculette, de nomb¡es décimaux, rationnels ou irrationnels

(racines carrées). on demande toujours des valeurs approchées à 10-n avec n < N, N

étant Ie nombre ma.\ímum de chílfres ffichés par la calculette. Par exemple on demande

de trouver la valeur approchée d 
" J e 10-0 , 10-1 , 16-2 près ou encore celle ¿e l¡8 à

256

16-3 près. La recherche de la limite d'une suite de fractions continues pourrait sembler

dépareiller dans cette suite d'exercices : il n'en n'est rien, puisqu'il s'agit de calculer avec

la calculette un certain nombre de fractions, et que I'on constate qu'elles sont de plus en

plus proches de l'écriture décimale "approchée" de lã donnée par la calculette.

<cet éventail est volontairement large (il pourrait même l'être plus), pour permettre

à chacun des étudiants de se poser des questions, de faire le point sur ses

connaissancesr>,

assurent les auteurs. La largeur de l'éventail est celle constituëe de types d'exercices

repérés comme associés à des pfatiques anciennes, supposées problématiques parce que à

savofu. Cet éventail est celui, non exhaustii de types d'exe¡cices que I'on peut fiouver

actuellement dans les manuels du collège, I'exercice 7 ne faisant exception qu'en

appafence.

L'activitë 2 propose une analyse de réponses d'élèves de la fin du primaire ou du début

du collège à des exercices sur la comparaison des décimaux issus de protocoles de

8. tæcû¡r€ de textes de G. Brousse¿u.
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passationl2 : son objectif exprimé est soit de metEe en évidence "les représentations des

élèves à propos des fractions usuelles", soit de repérer leurs erreurs à propos d'exercices

concernant I'ordre des décimaux.

L'activité.1 invite les étudiants à lire les articles dont sonr exrrairs les passations

précédentes.

læs deux dernières activités visent à sensibilise¡ le lecteur sur le fait qu'un nombre encore

important d'élèves font des erreurs dans le rangement des décimaux au moment où le

rapport aux objets de savoAs associés est en cours d'institutionnalisation (ñn du primaire

et début du collège).

La stratégie de formation, suffisamment représentative pour que les auteurs s'autorisent à

la rendre publique, est de se référer successivement :

- à des algorithmes de calcul de I'enseignement obligatoire comme savoirs pertinents pour

enseigner les systèmes de nombres (les solutions aux huit exercices, activité l);
- aux erreurs d'élèves à des niveaux où ces savoirs ne sont plus sensibles et à la
signification de ces erreurs, donnée par des chercheurs en didactique.

Cene stratégie appa¡aît comme une solution au problème de la relation savoir disciplinaire

savoir professionnel : elle serre au plus près les objets de savoir tels qu'ils fonctionnent

dans I'institution cible. Les choix épistémologiques ne peuvent donc être qu'un reflet de

ceux de lbnseignement obligatoire, la référence étant ici encore les savoirs du collège.

Nous avons montré dans la partie B que les choìx faits dans les écoles normales à propos

des systèmes de nombres s'alignaient sur les choix du collège. L'évolution que l'on peut

constater ces derniè¡es années dans les programmes ainsi que dans les manuels du collège

est de considérer les systèmes de nombres comme préconstruits : les savoirs y sont

présentés de manière éclatée, ce qui entraîne les nombreuses difficultés que nous avons

pu repérer à ravers I'analyse des différents questionnaires analysés dans le chapitre 84.

Or nous pouvons constater, à travers I'analyse de deux documents de formation, que

cette situation de concordance entre les objets de savoir et la façon de les appréhender

dans les institutions de formation et au collège, perdure avec la création des IUFM.

12. M.J. Perrin, (1986), Petit x, no10; C. Comiti et R. Neyret, Grand N, n' 18; C. Grisvard et F.

Léona¡d, bulletin APMEP, n'327.
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2. LES CHOIX POUR UNE INGÉNIERIE DE FORMATION

2.1. Des choix différents?

Le curriculum que I'on cherche à construire s'adresse à des étudiants ayant au moins une

licence et ayant suivi les enseignements du collège, puis du lycée. Comme nous avons pu

le constater dans le chapine 84, une très grande majorité d'én¡diants entrant en formation

n'établissent pas de relations nettes entre les décimaux et les fractions. Les fractions ne

renvoient pas généralement à un ensemble de nombres. Le terme lui-même de rationnel

est mal connu et les liens ente fractions et rationnels peu clairs.

Une contrainte de la transposition didactique, comme I'a montré Chevallard est qu'une

ingénierie détient sa légitimité épistémologique du savoir savant. Une ingénierie de

formation, s'adressant à des étudiants ayant fait au minimum ¡rois années d'études

supérieures après le baccalauréat doit viser à une reprise théorique d'une partie des

savoirs concernant les systèmes de nombres. La réorganisation qui en résulterait doit

pennettre aux étudiants de disposer de connaissances organisées en une "théorie" proche

dans la mesure du possible de celles que I'on peut trouver dans cenains textes de

I'enseignement supérieur (comme précédemment). Cependant comme I'a montré

Brousseau, ce n'est pas une simple transformation du texte du savoir qui rend intelligibie

à l'étudiant la construction mathématique sous-jacente. Analysant les divers procédés

formels de transformation du discours mathématique en un autre, il signale (Brousseau,

1981, p.4l) :

<.Ces divers procédés appliqués de façon presque automatique fournissent toujours

un discours, un exposé que l'on peut espérer plus simple, plus clair, plus

redondant... er donc plus intelligible, plus assimilable que le discours

mathématique initial. (...) ces procédés ont en commun de ne pas remettre en

cause, de ne pas interroger la construction elle-même.>

Une étude épistémologique sur laquelle nous ne reviendrons pas et que nous ferons nôtre

dans le cadre de ce travail, le conduit à dégager les types de situations qui modélisent les

activités à proposer aux élèves. Nous reproduisons ci-dessous les extraits qui justifient

aussi nos propres choix : (pp. 51- 52)

<a) Notre étude épistémologique nous permet de comprendre que pour qu'une

théorie puisse être institutionnalisée, il est nécessaire qu'au préalable, elle ait

foncuonné comme telle dans des débats scientifiques et dans des discussions entre

élèves, comme moyen d'établir des preuves et d'en rejeter. (. ")
b) Pour que ces rhéories aient un sens pour celui qui les utilise, il "faut" qu'elles

aient préalablement fonctionné comme solution à un problème posé à chaque élève

dans ães conditions qui lui permettent, soit de trouver lui-même cette solution, ou
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plus exactemen: de la construire (éventuellement progressivement), soit de
l'emprunter toute faite de lui-même, entre plusieurs qu'il pouvait envisager sans
qu'une intention didactique ou une pression culturelle I'y contraigne. (. ..)
c) Pour que le vocabulaire soit acquis, et que les termes aient du sens, il "faut
qu'ils servent suffisamment à exprimer et à communiquer des informations dans
des situations qui en justifient I'emploi et le contrôle. (...)>

Brousseau mettait ainsi en évidence la nécessité de proposer des activités modélisées en

tant que situations de validation, d'action et de formulation.

Il nous faut donc trouver un enchaînement de situations qui permettent de créer ce que

nous pouvons appeler les causes du savoir chez les étudiants. Une phase

d'institutionnalisation doit permettre de reformuler le savoi¡ dans les termes d'un texte du

savoir légitime pour la communauté scientifique.

2.2. L'utilisation d'ingénieries existantes pour I'école
obligatoire

Une des idées pour construire une ingénierie de formation est de proposer à des étudiants

des activités proches de celles figurant dans les ingénieries construites pour les élèves de

l'école obligatoire. Ce point avait déjà été souligné dans I'une des stratégies

d'enseignement signalées par Kuzniak (1994) nommée stratégie d'homologie. Nous

avons pu la trouver par exemple dans un compte rendu des réflexions d'un gtoupe de

professeurs d'école normalel3 :

<.Les situations plus particulièrement intéressantes sont celles qui, se situant dans

leur formulation initiale au niveau de la classe primaire, sont susceptibles d'une
réflexion plus poussée au niveau de I'enseignant.>

Nous ne disposons pas de la description des activités réellement proposées aux étudiants :

seules sont décrites en ¿mnexe les activités élèves. S'agit-il des mêmes activités pour les

étudiants ou ont-elles été aménagées?

Dans I'analyse de ces stratégies d'homologie, A. Kuzniak signale que l'idéologie sous-

jacente à ces pratiques consiste souvent à vouloir faire avec les étudiants ce que les

formateurs voudraient qu'ils fassent avec leur élèves. Il en identifie deux gtandes formes

qu'il décrit ainsi (p.150) :

<La première ignore totalement le processus de transfen qui sous-tend ce type de

stratégie. Elle est très proche de la monsration [stratégie qui consiste à montrer
comment on enseigne] mais sous une forme indirecte puisque ce sont les étudiants

13. Douady R., Didry J., 1978, Que faire en F.P... déjà cité.
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qui jouent le rôle des élèves. Il s'agit d'une reprise directe du modèle de

I'enseignement primaire.
La deuxième approche consiste à instiller des éléments propres à provoquer une

certaine réfleion critique de la part des étudiants. Les objectifs sont explicités, des

détails sur la mise en ceuwe de situations dans les classes primaires sont travaillés
dans le cadre du cours. Cependant, même dans ce cas, on peut dire que la
réflexion sur le phénomène de transposition du savot qui s'opérera ensuite de la
pert des étucli¡nts est ignoré. Les explications ne visent de la part du formateur
qu'à mieux se faire comprendre.>>

Pour notre pan, nous pensons qu'il est possible de s'appuyer sur certaines ingénieries

existantes, c'est à dire en utilisant la stratégie d'homologie pour reprendre les termes de

Kuzniac, en adoptant un point de vue différent.

Nous choisissons de "contre-transposer" une ingénierie reposant sur une analyse

didactique approfondie, pour faire en sorte d'exercer un certain conrôle théorique sur les

situations de cette ingénierie. Nous faisons en soile de provoquer une accélération du

processus d'enseignement en prenant en compte les contraintes de temps au sein de

I'institution de formation ainsi que du passé des étudiants, anciens sujets du collège, du

lycée et de la faculté.

2.3. Le choix de I'ingénierie initiale

Notre choix s'est porté sur le processus, classique dans la communauté des didacticiens,

élaboré par G. Brousseau (1981)14 . Nous rappelons ses différentes oplions et en gras'

nous indiquons quels sont les choix que nous avons nous-même effectués parmi celles-

ci:
<a) L'acquisition des décimaux-mesure suiwa un processus distinct de celui visant

les decimaux-applications. IIs se succéderont dans cet ordre

b) Dans les deux cas, les décimaux seront présentés comme des

rationnels, simple réécriture des fractions décimales. Les rationnels
seront donc construits les premiers dans les deux étapes. Cela n'est pas très

original pour les opérateurs. Par contre, pour les mestlres, cela va à

I'encontre des habitudes culturelles les mieux établies.
c) les fractions décimales-mesures seront choisies par les élèves
pour approcher tes rationnels à cause des facilités de calcul qu'elles
présentent. Les problèmes topologiques exigent justement de

nombreuses compâraisons et des calculs d'intervalles. Ils mettront
de plus en évidence les propriétés de l'ordre nâturel de Q et de D qui
sropposent à celles de N.

14, N. et G. Brousseau décrivent en détail le processus dans Rationnels et décimaux dans la scolarité

obligatoire, 1987, Publicâtion de I'I.R.E.M. de Bordeaux.
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d) Cene approche topologique ne sera pas ¡eproduite dans l'étude des applications
linéaires rationnelles (...).

e) Nous tenterons de faire acquérir, ou fonctionner, s'ils sont acquis, les modèles
implicites avant d'en provoquer la formulation ou l'analyse. Nous admettrons que
les enfants possèdent un modèle implicite de la proportionnalité dans N.
f¡ Les sommes d'applications rationnelles, bien que rencontrées, ne seront pas

théorisées ni institutionnalisées.>

Nous rajoutons pour notre part :

<une relecture des act¡v¡tés dans les termes d'un texfe du savoir sera
faite par le professeur au cours de séances de synthèse, relecture
permettânt de donner un statut épistémologique aux connaissances
mises en jeu dans les activités proposées aux étud¡ants,>

Ces choix portent en eux-mêmes de fortes limitations, dues principalement aux nécessités

horaires de la formation : nous disposions, pour respecter la répartition effectuée par les

professeurs de I'ILIFM de Grenoble, de 12 heures de formation à consacrer à ce sujet.

Ces limitations consistent à ne retenir que la première partie du processus de G.

Brousseau ce qui signifie que :

- le produit de deux rationnels n'est pas abordé

- le rationnel comme application linéaire n'est pas traité: or on sait que ce point de vue,

utilisé par Brousseau permet dans la deuxième partie de son processus de donner une

signification au produit de deux rationnels.

Le processus devait en outre comporter une analyse d'extraits de livres, qui finalisait en

quelque sorte le ravail engagé.

Nous allons à présent décrire le canevas des différentes situations envisagées en les

mettant en regard avec les situations décrites dans le processus de Brousseau. L'analyse a

priori détaitlée de ces situations sera effectuée dans le chapitre suivant C2.

2.4. Une situation fondamentale des rationnels

2.4.1. La formulation générale du problème de la mesure rationnelle

Il peut se formulerdans les termes suivantsl5 :

un ou deux joueurs conviennent d'une grandeur et d'un objet U dont chacun dispose. Cet

objet U servira de référence pour la grandeur donnée.
* Soit le premier joueur possède n objets : A1, A2, ...4¡ parmi lesquels il choisit un

objet que nous désignons par Ab. Il doit alors transmett¡e au second joueur un message

l5.Cetteformulationd'uneclassedeproblèmesestissued'uneformulation donnéepârH.Ratsimba-
Rajohn (1982, pp. 72-73).
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contenant une information concernant la grandeur de cet objet A1g, inconnu pour le

second joueur, afin que celuici puisse :

- soit reconnaître ou identifier un objet A' choisi parmi les (Al' A2' ...4n ) tel que A' ait

lamême mesure que Aig,

- soit retrouver un objet A' ayant la même mesure que A¡g.

- soit construire un objet A' ayant même mesure que Aig.

* Soit le premierjoueur (éventuellement solitaire) reçoit une information à propos des n

objets dont il dispose : il doit déterminer si cette information est ¡elative à I'un de ceux-ci

et si oui déterminer cet objet.

2.4,2, Les contextes utilisés dans les s¡tuât¡ons de commensuration

ø) Døns l'íngéníeríe de G. Brousseøu : les feuílles de papier

Le contexte utilisé par Brousseau dans la phase I de son ingénierie consiste à prendre

pour objets deux collections de cinq tas d'environ 200 feuilles de même format, de même

couleur mais d'épaisseur différente (feuille de polycopie, bristol, ...). Certaines

différences ne peuvent être appréciées au simple toucher. Les enfants disposent de pieds à

coulisse pour mesurer éventuellement des épaisseurs de feuille de papier. Un rideau

sépare chaque joueur de son conespondant.

b) Dans notre íngénieríe de formatíon : les automates

Une piste est graduée régulièrement uniquement par les entiers naturels. Un automatel6

se déplace sr¡I' cette piste en partant du point 0 et en faisant des sauts réguliers. Nous

chOiSissons des autOmates qui passent par au moins un nombre entier n aprèS un celtain

nombre de sauts s.

Par exemple, nous définissons un automate par le fait qu'il arrive au point 7 en 3 sauts

réguliers, ce que I'on peut représenter de la manière suivante :

012 Lt t2 2t 22 23

Le joueur "possède" un ou plusieurs automates désignés par un couple (n, s). Il dispose

d'une portion de droite numérique et d'un transparent sur lequel figure un réseau de

parallèles équidistantes pelmettant, sur cette portion, de visualiser le "déplacement" de

16, Cette situation, au moins dans sa phase initiale a été utilisée, dans une autre optique et avec un

déroulement nettement différent dans ERMEL CM Tome 2 l982,EdHatier. Une séquence de formation

s,appuyant su¡ la même siruation a été réalisée par A. Bessot et M. Eberhard dans le cadre d'un stâge de

fomation au Laos en 1992.
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cenains automates en mettant en évidence les "points" par lesquels passe I'automate. Il
reçoit un ou plusieurs couples de nombres entiers et doit déterminer si ces couples

correspondent ou non aux automates en sa possession.

Examinons à présent les éléments de ressemblance et de différence au niveau des deux

problèmes,

2,4.3. Les caractér¡st¡ques communes de ces situations

a) La caractérísatíon malhêmatíque

Il s'agit dans I'un et I'autre cas d'un problème qui peut se c¿uactériser formellement

comme un problème de commensuation, c'est à diÌe de la manière suivante :

soit p une mesure sur un ensemble A de parties d'un ensemble C) telle que pour un

élément U de A , on ait p(U) = 1. Pour un élément quelconque X de A, il existe un

élément(p,q)deNxNvérifiantl'égalitéqxp(X)=pxp(U).Celasignifiequeqobjets
identiques à X ont même mesure que p objets identiques à U. La mesure p(X) représente

lerationnel ! .
q

Par exemple, pour l'automate qui arrive à 7 en 3 sauts :

tt t2 l7 14 t5 ló l? lt 19 20 2t 22 u

U est fixé, X définit I'automate.

Il s'agit de déterminer tous les couples (p, q) tels que 7 x p(X) = 3 x p(U).

Dans le cas des feuilles de papier si un papier A est tel que q feuilles ont ensemble la

même épaisseur que p feuilles d'un auee papier U dont l'épaisseur est prise pour unité,

alors lamesuredel'épaisseurd'unefeuilleest I . Dun, le cas des automates, si avec q
q

sauts d'un automate A, on a¡rive au même point qu'avec p sauts d'un automate U, dont le

saut est pris comme unité, alors la mesu¡e du saut de l'automate A vaut 9.
q

b) Le passage du mÍlíeu matéríel à un autre milieu

Le choix des épaisseurs vise à obliger les enfants à utiliser de manière implicite une

relation d'équivalence entre les couples constitués du nombre de feuilles et de la mesure

de l'épaisseur du tas correspondant (mesure effectuée à I'aide du pied à coulisse).

Comme I'a montré C. Margolinas (1992, p. 126 puis pp. 139-140), les nomb¡euses

manipulations de paquets de feuilles ainsi que les approximations des mesures des

r69

Chapitre Cl ; Choix pour la mise en place d'une ingénierie



épaisseurs amènent peu à peu la disqualification du milieu matériel au profit de

I'utilisation de critères de validité basés sur I'utilisation implicite d'un modèle linéaire,

modèle qui est par la suite explicité.

Pour la situation des automates, la portion de la droite numérique représentée, ainsi que la

possibilité d'utiliser des réseaux de droites parallèles permet de la même façon d'avoir un

milieu matériel fornissant des rénoactions à des anticipations que peuvent faire les

étudiants. Læs limitations produites lapidement, d'une part par I'imprécision relative des

réseaux en question, et par les dimensions réduites des portions de droite graduée, créent

les contraintes nécessaires à l'apparition d'un autre milieu "mathématique" constitué

d'arguments s'appuyant sur la fonction linaire de N dans N faisant correspondre à un

nombre de sauts donné, I'entier n atteint par un automate détenniné.

c) Eríslence ilu couple spécítique

L'épaisseur comme le saut est ainsi caractérisée par un ensemble de couples dont I'un

peut être choisi comme représentant. Dans les deux situations, il existe un couple tel que

les autres se déduisent de celui-ci pff multiplication de chacune de ses composantes par

un nomb¡e entier.

- pour les feuilles de papier, le couple (fo, eo), tel que fs soit le plus petit nombre de

feuilles nécessaires pour obtenir une mesure entière e0,

- pour les automates, le couple (nq, s6¡ constitué du premier entier n0 atteint par l'automate

et du nombre sç de sauts correspondants.

d) La possíbítíté de déterminer la comparaísott et l'addílíon

La comparaison et I'addition de ce qui va devenir les "rationnels" se font en s'appuyant

sur la signification des situations (l'accolement de deux feuilles pour les épaisseurs, la

mise en relais pour les sauts des automates), et en considérant que l'on veut définir des

relations et des opéfations qui prolongent les opérations déjà existantes dans I'ensemble

des entiers.

La comparaison, ainsi que ces opérations, pelmettent ainsi de donner aux "épaisseurs"

ou aux "sauts" le statut de nomb¡e, en I'occu¡rence celui de nombre rationnel'

Les deux situations pennettent de fournir des cOntextes de construction de I'ensemble

des rationnels qui leur donnent le sens suivant :

1. une épaisseur ou un saut est un rationnel;

2. un ¡ationnel a une infinité de représentants (fractions *, o¡ a et b sont des
b

entiers);
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3. lþnsemble des représentants d'un rationnel peut être généré par I'un d'entre

eux (fraction irréductible);

+. I est l'épaisseur d'une feuille telle que si on "ajoute" b feuilles, on obtient une
b

épaisseur a, ou encore le saut qui permet d'atteindre I'entier a en ajoutant b sauts de

longueur 3. I est te nombre qui multiplié par b donne a (a = b x 1¡." b b b'

Ainsi I'addition étant déñnie, on peut utiliser la division euclidienne pour faire apparaître

la partie entière d'un rationnel supérieur à 1. Si a est plus grand que b, on peut diviser a

par b au sens habituel de la division euclidienne :

a=b.q+ravec 0<rcb,donc å=q*I uu"" O<l.tet q< s < q+1.b'bb'b
Ceci permet de situer un rationnel non entier enEe deux entiers.

Par contre le produit de deux ralionnels ne peut s'interpréter dans les termes de ces

situations, entraînant des limitations de sens.

Les rationnels sont ainsi obtenus par passage au quo¡ient su¡ I'ensemble des couples

d'entiers. Les classes d'équivalence sont engendrées par un élément générateur. Cet

ensemble muni d'un algorithme de comparaison, d'une addition et d'une sousffaction et

par la suite d'une multiplication et d'une division par un entie¡ réalise ainsi une extension

des nombres entiers.

2.4.4. Les éléments spécifiques de la situation des automates

a) Accélératíon du passage du mìlíeu matéríel à un milíeu

ulílísant des crítères de validité

Le passage d'un milieu à un autre doit être beaucoup plus rapide dans le cas de la

situation "Automate", compte tenu de la facilité des manipulations, des connaissances des

étudiants et de la présence de la fonction linaire. L'automate est déjà en quelque sorte un

"modèle linéaire", ce qui permet cette accélération. Nous examinerons dans le chapirre

suivant, à travers l'analyse a priori de la situation, les moyens de ralentir cependant le

pÍocessus en int¡oduisant des éléments d'incertitude dans le repérage des couples (n, s)

rejoignant ainsi en partie les éléments d'incertitude dus aux mesures approximatives des

épaisseurs des feuilles de papier dans la situation construite pil G. Brousseau.
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b) Rôle du coaple générateur

Ce contexte fait jouer aù couple constitué du premier entiel atteint par l'automate et du

nombre de sauts correspondants, un rôle tout à fait spécifique, en raison de sa position

particulière sur la droite numérique. Ce couple générateur met particulièrement en

évidence la fraction i¡éductible désignant un rationnel.

c) La façon de iléfínír les opérøtíons, en partículíer l'aililílion

Pour la situation "Feuilles de papier", I'accolement des feuilles est prégnant pour définir

I'addition, en s'appuyant sur la signifîcation induite : accoler revient à "ajouter" de¡x

feuilles et c'est bien sur cet aspect que s'appuie I'enseignant dans l'ingénierie de G'

Brousseau. La nécessité de passer par des afguments liés au fait que l'on souhaite étendre

l'ensemble des entiers ne s'impose donc pas.

Par contre, dans la situation des automates, il est possihle de <léfinir plusieurs additions

en s'appuyant Sur la signification fournie dans le contexte des automates (voir chapitre

suivant). Il est donc nécessai¡e de disposer d'arguments mathématiques pour disqualifier

certaines des additions qu'un joueur peut foumir.

Fonctionnant rapidement avec un milieu qui cesse d'être matériel, les conditions sont

favorables à la production de définitions et d'arguments d'ord¡e mathématique. læ retoul

au contexte des automates permet de donner par la suite une signification à I'addition

choisie pour des raisons mathématiques.

d) Présence el ñle de la droite numér¡que

Ce sont les entiers figurant sur la droite graduée, notamment un point paÍiculiel noté O

correspondant à l'entier 0, qui vont jouer un rôle prépondérant. Les rationnels, construits

à I'aide des sauts des automates, peuvent être associés à des points X extrémités des

segments OX. Ils réalisent une extension des nombres entie¡s et sont leprésentés par les

points de cette droite qui visualisent en quelque sorte ce processus d'extension.

2.5. Une situation fondamentale de décimaux

2.5.1. Le problème

Soit un rationnel I non connu. Quelque soit e> 0, il existe deux rationnels 
f, "t $ t"rt

que r soit dans rinrervare [i,i[ " 
t *. li,ll . '
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2.5.2, Les contextes utilisés

a) Dans l'íngéníerie de G. Broasseau : les explorateurs

Deuxjouews A et B disposent chacun d'une fraction correspondant à un rationnel enfre 0

et 10. Chacun doit localiser le rationnel de l'autre joueur, d'abord en proposant des

intervalles du type [a, b[ dont les bomes a et b sont des entiers, puis des rationnels de

telle sone que I'intervalle soit de plus en plus petit. Iæs joueurs ont intérêt à coopérer car

ce sont ceux qui obtiennent les encadrements les plus fins qui gagnent.

b) Dans notre ingénierìe de formalion : le tireur d'élite

Nous utilisons un contexte géomérique permett¿nt de visualiser les rationnels. Un réseau

à maille carrée est construit à partir de deux axes gradués régulièrement uniquement par

les entiers naturels à panir d'un même point O de coordonnées (o, o). On considère un

nceud M de ce réseau repéré par les nombres x et y coordonnées de ce point. A chaque

point est associée une fraction { et à chaque fraction, un point. Aux diverses fractions

désignant le même rationnel, correspond un ensemble de points alignés avec le point O.

"" 
;;; ;;" ;iÏ;;ffiiffi;;',äffi (c'es,,a pen,e de,a droi,e

d'équation y = ax). L'angle de tir des divers points associés aux fractions désignant un

même rationnel est donc le même. On appelle écan enffe deux angles de tir correspondant

aux points M (x, y) et M' (x' , y'), le nombre lO - +llv v'l

Les joueurs "jouent" par goupe de quatre. Ils jouent deux contre deux. Chaque binôme

dispose d'une fraction correspondante à un point du quadrillage que I'autre binôme ne

connaît pas. Chacun va s'efforcer de viser au plus près le point inconnu Z de I'autre
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binôme, en pfoposant deux fractions telles que l'écart enre les deux angles de tir soit le

plus petit possible, I'angle de tir de Z étant ent¡e les deux angles de tir proposés.

2.5.3. Les caractéristiques communes des situations

ø) La caractórísatíon mathématíque

Soit un rationnel I non connu, il s'agit de trouver deux rationnels $"t $rt' lrut

proches possibles tels que I soit dans l'interv"" 
[i'$[

b) Le rôle des décímaux dans la recherche des røtionnels "bons"

canilidats à l'encadrement

Quand on est émetteur, il faut déterminer l'écart enFe deux rationnels. Quand on est

récepteur, il faut chercher si un rationnel est entre deux aut¡es. Dans tous les cas, on est

amené à faire de nombreux calculs d'écarts. Pour des raisons d'efficacité, les joueurs

vont privilégier les fractions dont les dénominateurs sont des puisances de 2 ou de 10.

l-es fractions décimalesjouent un rôle spécifique en raison des facilités de calcul qu'elles

procurent. Nous étudierons de manière plus précise, dans I'analyse a priori de la

situation, (chapitre c2, $3) quelles sont les fractions privilégiées suivant que les binômes

sont émetteurs ou récePteurs.

2.5.4. Les éléments spécifiques de ta situation du tireur d'élite

a) Le choíx du quadríIlage

Dans la situation des explorateurs, le support utilisé est la d¡oite numérique : I'ensemble

R est considéré comme préconstruit, Q étant un sous ensemble de R. un point de la

droite numérique correspond ainsi à l'ensemble des fractions désignant un rationnel : ces

objets tendent donc à être confondus.

Dans le contexte du ti¡eur d'élite, I'objet fraction, associé à un point du quadrillage qui est

"visé" par les joueurs, apparaît comme nettement distinct de I'objet rationnel qui

correspond à la pente de la droite. Le savoir concernant les fractions et les rationnels

apparaît comme "décompactifié", permettant de dissocier deux types d'objets distincts.
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D'autre part, cela permet, dans une première partie, de poser le problème de

l'approximation d'un rationnel par d'aunes rationnels et de donner du sens à la notion

d'écart entre deux angles de tir.

Nous fixons ainsi un point Z du quadrillage. Il s'agit de trouver da¡s une portion

détermitúe du quadrillage contenant le point Z, un point S tel que I'angle de tir de S soit

différent ef le plus proche possible de I'angle de tir de Z. La formulation générale du

problème peut êEe la suivante :

Soit une fraction {. n s'agit de trouver une fraction 
} rcile Oue, p étant inférieur ou

égal à ps, q inférieur ou égal à qs, le rationnel [ * ] ..it le plus proche possible du

rationnel { , "'"st 
à dire tel *" 

li 
- îl soit Ie plus petit possible (en étant différent de

zéro).

b) L'ouverlure possíble de lø sítuatíon

Comme le signale T. Assude (1992,pp.59-62),

<ce problème est un des rares problèmes élémentaires où la notion d'irrationalité
apparaît comme notion-clé.

C'est parce ce que la pente d'une droite passant par I'origine du quadrillage (considé¡é

comme infini) est rationnelle ou irrationnelle, que celle-ci passe ou non par un point du

quadrillage. L'existence de d¡oites ne passant par aucun point du quadrillage, a priori peu

évident pour les élèves ou les étudiants, est liée à I'existence de nombres ir¡ationnels.

L'auteur rapporte un moyen relativement simple proposé par un enseignantlT. fl
considère une d¡oite d dont la pente par râpport à I'axe des abscisses Ox est de 60o. Si

cette droite passait par un point P de coordonnées (m, n), alors on aurait, en considérant

le triangle OPH, H projection de P sur I'axe 0x :

m2 +n2=(2n)2,soit rr? =3n2
Ce qui aboutit à une contradiction, puisque dans la décomposition de m2 , les exposants

des facteurs sont tous pairs tandis que dans celle de m2 apparaît le facteur premi er 3 avec

un exposant impair.

Cette situation perrnet une ouverture à un formateur qui souhaite¡ait montrer qu'il existe

d'autres nombres que les rationnels.

17. Pascual Ibana, 197ó, I¡ nombre ¡eel dans l'enseignement secondaire. Iæçon active pou élèves dg 14 à

l5 ans, Actes de la XXVIIIènìe Rencontre organisee par la CIEAEM.
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Ces deux situations (explorateurs et tireur d'élite) permettent de fournil des contextes

mettant en évidence la possibilité d'approcher un rationnel d'aussi près que I'on veut par

deux décimaux ou par deux nombres dyadiques (densité de D dans Q). Elles permettent

de fournir un moyen de trouver le quotient decimal de la division de deux entiers.

3. CONCLUSION

Nous venons de tracer le canevas d'un processus possible pour une ingénierie de

formation. Ce choix s'oppose à une simple transformation du texte du savoir, comme

nous avons pu le repérer dans dive¡s enseignements proposés, et à une juxtaposition

d'exercices ne pe¡mettant pas de donner une vision cohérente des systèmes de nombres et

de leu¡s interrelations. Le choix consiste à "cont¡e-transposer" une partie d'une

ingénierie, pour laquelle nous disposons d'une étude didactique approfondie, en

l'occurrence celle élaborée par G. Brousseau, en l'adaptant pour le public considéré. En

utilisant les mêmes situations fondamentales, nous avons construit, dans la classe des

différents problèmes possibles, ceux qui nous paraissent adaptés à un public d'étudiants

en formation et nous avons indiqué les caractéristiques communes avec les problèmes

proposés par Brousseau ainsi que les éléments spéciflques.

Nous rappelons ci-dessous les ca¡actéristiques des systèmes de nombres des deux

"Automates" et d'élite":

Les connaissances, solutions des problèmes proposés dans I'ingénierie de formation,

peuvent être relues dans les te.rmes d'un texte dìl savoir cohérent , qui apparaisse comme

légitime au regard de la communauté scientifique. Nous allons dans le chapitre suivant,

en réalisant I'analyse a priori des deux principales situations, en faire une étude plus

détaiUé¿.
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D dense dans Q.

Automates Rationnel comme mesure,

(modèle de la commensuration)

¡ationnel comme classe d'équivalence

l,es situations Ca¡actéristiques des systèmes de nombres



CHAPITRE C2

ANALYSE A PRIORI DE SITUATIONS ADIDACTIQUES
CONCERNANT LES NOMBRES RATIONNELS ET

DECIMAUX

Nous développons daw ce chapítre l'analyse a príori des deux situations dont
nous avons donné Ie canevas dans le chapitre précédent. Nous mettons en
évídence des variables de chacune de ces siîuations, en précisant quel rôle
peuvent jouer certoines des valeurs que I'on peut leur attribuer. Nous verrons
ainsi la spécificité de chacune de ces sítuations au sein des deux grandes
classes de sítuations correspondant l'une à une situation fondamentale des
rationnels et I'autre à wte situationfondamzntale des décimntx.

1. ANALYSE A PRTORI DE LA PREMIÈRE PARTIE DE LA
SITUATION DES AUTOMATBS

1.1. Formulation du problème

Un automate est défini par un couple que nous appelons couple de base ou plusieurs

couples (ni, s¡),i e B, BcN, s¡ désignant le nombre de sauts lui permettant

d'atteindre un entier n¡ situé sur une droite numérique dont une portion est rep¡ésentée.

Le fait que I'automate se déplace régulièrement sur une piste remplace la donnée d'une

relation d'équivalence entre les couples et foumit implicitement une relation de linéarité

entre les entiers et les sauts correspondants. L'explici¡ation de ces classes d'équivalence

apparaît ainsi comme un jeu caractéristique permettant de définir les rationnels.

Les données initiales n'étant constituées que d'un couple ou d'un ensemble fini de

couples, on regarde quels sont les candidats à être réellement des automates. En

particulier, on est donc amené à se poser le problème de la "compatibilité" des couples
(ni, si), i e B , B c N, autrement dit, s'il y a une relation de linéari¡é entre eux. Une

fois celle-ci assurée, on recherche I'ensemble P des différents couples ou points (n, s) ,

c'est à dire les entiers n par lesquels passe I'automate après s sauts, dans le but d'avoir

une désignation en compréhension.

Le problème général, lomqu'on prend en compte plusieurs automates (chacun étant

déterminé par au moins un couple dont les deux termes sont fournis) est le suivant:

177

Chapite C2 : Analyse a priori de situations adidactiques concernânt les nomb¡es ¡ationnels et décimaux



Par quels points (nj,sj) d'une zone (sous'ensemble de N) passent les

"candidats" automâtes Aj ¡ e l,PcN définis par les couples (ni,si)

i e B, BcN?

Par exemple, A1 est défini respectivement par les couples (4, 6) et (6, 9) et ¡2 par les

couples (7, 3) et (21, 8).

On regarde tout d'abord s'ils sont des automates :

A1 est un "bon candidat" et I'ensemble des couples est de la forme (2k' 3k), k e N'

A2 n,est pas un ,,bon candidat". I1 faut donc modifier I'une des données, par exemple le

couple (21, 8) en (21, 9) : I'ensemble des couples correspondant à cet automate est de la

forme (7k, 3k), k e N. Mais on peut remplacer aussi (21, 8) par (21, 6), I'ensemble des

couples cherchés étant alors de la forme (7k, 2k)' k e N.

Remarques :

1. Cerøins couples déterminant les automates ne sont donnés que par l'un de ses termes.

2. Certaines données définissant les automates peuvent ne pas être compatibles. L'étude

et 1a modification de celles-ci représentent alors un sous-problème préliminaire du

problème général posé plus haut. on cherche dans ce cas à rendre minimales les

modifications nécessaires.

1.2. Les variables liées au savoir en ieu

Les variables qui sont du côté du savoir en jeu peuvent être considérées comme des

variables de la situation adidactique. En effet, elles permettent' lorsqu'on fixe les valeurs

de ceiles-ci, de caractériser des classes de sous-problèmes pouf lesquelles certaines

stratégies sont possibles. Nous déterminons celles qui sont pertinentes vis-à-vis de

l'apprentissage visé, c'est-à-dire celles qui contraignent un joueur "rationnel" à utiliser

telle ou telle stratégie.

Nous svons identifié les variables suivantes, dont nous incTiqtrons les valeurs qu'elles

sont susceptibles de prendre :
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zone située dans le dessin matériel

zone située à I'extérieur du dessin matériel

zone mixte

zone dans laquelle on cherche les points

par lesquels passe un automate

Yu7

n et s sont premiers entre eux

n et s ne sont Das oremie¡s ent¡e eux

rapport entre les deux nombres entiers n et

s ficurant dans un couole

Var 6

spécifiées comme exactes / non

"compatibles" (certaines peuvent être

considérées comme enonées)

données relatives à un même automateVar 5

les points appârtiennent / n'appartiennent

Þas au dessin matériel

qualité des points associés aux couples

déærminant les automâtes

Yar 4

les couples sont déterminés par deux

entiers

les couples sont incomplets

nature des couples servant à la désignaúon

d'un automate

Va¡ 3

l,2,3... n couplesmode de détermination d'un automateYar2

1.2. ....nnombres d'automates éludiésVa¡ I
Valeurs des variablesVariables

Deux exemples

Nous donnons à titre d'exemples deux classes de sous-problèmes que I'on obtient en

spécifiant certaines valeurs des variables.

Exemple 1 : en fixant Var I = I:Yar 2- 3; Var 3 : 2 couples incomplets ; Var 5 :

données compatibles, on obtient la classe de sous-problèmes :

Un âutomâte est déterminé par les trois couples (n1, s1), (n2, ), ( , s3),

compléter les couples proposés.

Ces problèmes reviennent à chercher deux points par lesquels passe I'automate déærminé

par (n1, sl), points dont on connâît I'un des deux termes.

Exemple 2 : en lixant Var I = | ; Yar 2 = 4 ; Yar 3 par la donnée de 3 couples

incomplets ; Var 5 par des données non compatibles, on obtient alors la classe de sous-

problèmes:

Un automate est déterminé par les quåtre couples (n1, s1), (n2, ),
( , s3), (n4, ), modifier si nécessaire les données (avec un minimum

de changements) et compléter les couples proposés.

Le problème revient à vérifier si les diverses données sont compatibles, c'est-à-dire si les

automates passent par des points correspondants aux entiers rrl,n2,rr4, et si le nombre

de sauts s3 peut être effectivement réalisé compte tenu du nombre de sauts s3. On sera
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ainsi amené à trois changements maximum, le problème par la suite revenant là à chercher

trois points, c'est à dire trois couples dont on connaît I'un des deux termes.

1.3. Deux sous-problèmes "élémentaires"

1.3.1. Premier sous-problème

Si la résolution d'un problème général nécessite obligatoirement la résolution de sous-

problèmes, nous di¡ons que ces derniers sont des Problèmes élémentaires relativement à

ce problème.

Dans le cas que nous étudions, se poser le "problème général" revient à chercher des

points par lesquels passe chacun des automates. Puisque nous disposons pour la

détermination de chacun des automates d'au moins un couple que nous appelons couple

de base, nous sommes amené dans les différents problèmes que nous pouvons envisager

à mettre en rapport les autres couples (données compatibles ou non, complètes ou non)

avec le couple en question. Nous sommes donc conduit à examiner la classe de sous-

problèmes en fixant var 1 = 1, var 2 = l, ce qui nous permet d'expliciter l'énoncé du

premier sous-problème élémentaire :

Est-ce que I'automate déterminé par le point (n1' sl) passe par le point

(n' s) ?

1.3.2. Les stratégies possibles pour résoudre ce sous-problème

a) Stratégie Res s'øppuyattt sur ur.e pratique d'utilisation d'un

réseau de parallèles

Un réseau de parallèles équidistantes découpe sur toute droite sécante des segments

égaux. Cette proprióté peut être utilisée pour trouver géométriquement les points par

lesquels passe un automate arrivant par exemple à la graduation n en s sauts. On partage

le segment allant du point gradué 0 au point gradué n, en s segments égaux.

Ainsi, dans le schéma ci-dessous, on a représenté le parcours d'un automate qui arrive à

la graduation 15 en effectuant 9 sauts.

I 6
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On peut constater expérimentalement (à I'aide du réseau) que I'automate passe par les

points conespondant aux entiers 5, 10,15,20,25, 30 en faisant respectivement 3, 6, 9,

12, 15, 18 sauts.

Autrement dit, on peut savoir si I'automate passe par un point (nt, s1), n1 < L de la

portion de droite graduée [0, L[.

b) Stratégíes utílisønt une des propríêtós ile la fonctíon linéaíre

f: n ---> s de N dans N

bl) Stratéeie Flimulent

Appelons f la fonction linéaire de N dans N, faisant correspondre les entiers par lesqueis

passe l'automate et les sauts correspondants. Les règles d'action déterminant la stratégie

appelée Flimulent s'appuient sur le fait que f(kn) = kf(n), k entier.

Cette stratégie permet d'affirmer que I'automate passe par les points de la forme

(k.n, k.s) . Elle s'interprète dans les termes de la situation par p réitération d'une suite de

s sauts : l'automate atteint ainsi la graduation p.n.

En reprenant I'exemple cité plus haut, sans utiliser le support matériel réseau de

parallèles, tous les multiples de 15 sont atteints par l'automate, les multiples de 9

correspondants représentant le nombre de sauts .

b2) Stratégie Gén utilisant le couple correspondant au premier point atteint par un

automate

Elle consiste à chercher le premier entier, non nécessairement donné, atteint par

I'automate en utilisant le modèle linéaire précédent grâce aux diviseurs communs des

deux entiers n et s du couple déterminant I'automate.

Si (nq , sq) est le couple colrespondant au premier entier atteint, alors tous les autres

entiers n atteints en p sauts sont de la forme n = p.no et s = p.so.

En effet, si un entier n atteint en k sauts n'était pas de cette forme, alors n serait compris

entre deux entiers de la forme kn6 et (k+1)n6, atteints respectivement en ks6 sauts et

(k+l)ss sauts. Il en résulterait que l'entier n - kng < ns serait atteint en s - ksq sauts ce

qui est contradictoire avec le t'ait que n6 est le premier entier atteint.

Par exemple, si I'automate arrive à 15 en 9 sauts, l'entier 5 est le premier atteint en 3

sauts. L'ensemble couples conespondant aux entiers atteints sont de la forme (3p ,7p).
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On voit que cette stratégie fait jouer au couple (no , so) un rôle tout à fait particulier,

couple que nous nommerons couple générateur.

D'après ce qui précède, si un automate est défini par I'entier n et le nombfe de sauts

correspondant, alors n9 divise n et ss divise s avec le même quotient, autrement dit il

existe d tel que ns=n:d et so=s: d. destle plus grand diviseurde netdes

sinon n9 ne serait pas le premier entier atteint.

Ceci donne une méthode systématique pour trouver le coupie générateur : il faut chercher

le P.G.C.D des deux termes et diviser chaque ærme par celui-ci.

h3) Stratéoie Flimulrat

Cette stratégie consiste à passer d'un entier à un autre par la succession de deux

opérations, division par un entief puis multiplication par un entier. Elle correspond

d'abord à la recherche d'un point antérieur (n:q, s:q) au point donné puis à la

détermination des poinrs de ia forme (k.(n:q), k.(s:q)). Il s'agit d'u[e stfatégie

intermédiaire entre la procédure Flimulent et la stratégie Gen

c) Stratégie Res/Flímul

Cette srratégie consiste à déterminer le premier point par lequel passe l'automate à I'aide

du réseau de parallèles. Comme pour la stratégie Res, elle est dépendante de la

représenta[ion sous forme de dessin foumie au moment de la donnée de l'automate.

Iæs autres sont déterminés en utilisant une propriété de la fonction linéaire f comme pour

les stratégies précédentes. Celle-ci permet de trouver tous les points par lesquels passe

I'automate.

d) Strøtégíe Procroíx

Eile est basée sur le fait que deux couples ( nt, sl) et ( n2, s2) sont considéIés comme

formant une proportion à propos duquel on applique I'automatisme du produit en croix.

Elle permet de vérifier que I'automate passe bien par les deux points conespondants. Elle

peut permettfe, par des essais successifs, de trouver des points par lesquels passe

l'automate déterminé par le point ( n1, s1).

e) Stratógies s'appuyant sut les fractíorts ou les dócimaux

e1 ) Stratégie Frac utilisant les fractions n/s

On recherche les multiples de n1/s1 qui sont entiers, soit par addition réitérée, soit par

multiplication par des entiers successifs. Cette stratégie interprète n/s comme étant la
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"Iongueur" du saut de I'automate. On met ainsi en évidence les points par lesquels passe

I'automate, en particulier les entiers.

e2) Stratésie Dec utilisant une annroximation décimale de n:s

Elle consiste à calculer le quotient décimal approché q de n par s. On recherche ensuite si

des multiples de q sont des entiers. Compte tenu de I'approximation du quotient, cette

stratégie ne permet pas, sauf cas particuliers, de trouver les entiers par lesquels passe

I'automate.

1.3.3. Étude de coût pour les stratégies, domaine de fonctionnement

Il s'agit toujours du problème :

Est-ce que I'automate déterminé par le point (n1, sl) passe par le point (n, s)? Nous

supposons que n> n1 et s;,sl Êt que s1 n'est pas multiple de n1. D'autre part, n' et n1

sont supposés non premiers entre eux, sinon la réponse au problème est immédiate.

Nous déterminons ici le coût d'une stratégie par le nombre d'opérations arithmétiques

qu'il faut faire pour pouvoir résoudre le problème, nous considérons comme négligeable

le coût de ia manipulation du réseau.

Le coût de la stratégie Res est donc fixée à 0, puisque elle ne nécessite pas d'opérations

arithmétiques, elle ne fonctionne que si les points correspondant à n1 et à n sont dans le

dessin matériel.

Pour la stratégie Flimulent, qui ne fonctionne que si n est multipie de n1, deux opérations

sont nécessaires : diviser n par nlet diviser s par s1. Le coût est le même pour la stratégie

Res/Flimulent, qui ne fonctionne que si le premier couple est dans la zone du dessin

matériel. En effet, c'est la manipulation du réseau qui permet de trouver le premier entier

par lequel passe l'automate, et par la suite, on est ramené au cas précédent.

Pour la stratégie Flimulrat, qui tbnctionne toujours, il faut trouver un enúer k que divise à

la fois n et nl, ce qui conduit au minimum aux deux opérations n:k et n1:k et ensuite à la

vérification que les deux nombres t¡ouvés divisent respectivement s et sl.

Pour la stratégie Gen, qui elle aussi, fonctionne toujours, si n et s sont premiers entre

eux, le coût est idenrique à celui de la stratégie Flimulent. Par contre si n et s ne sont

premiers entre eux, la recherche du premier couple (ne , ss) entraîne la décomposition de

nl et sl en facteurs premiers, c'est-à-dire au moins deux opérations, suivie des divisions

de n par no et de s par ss. Au total, il faut au minimum quatre opérations.

Procroix nécessite de faire les deux opérations nl x s et sl x n, ce qui est toujours

possible.
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Pour la stratégie Frac, qui fonctionne toujours, la recherche des multiples de nl/sl qui

sont entiers, nécessite au moins deux opérations (multiplication de n1 par un entier et

division par sl). Cela foumit en fait le premier entier no par lequel passe I'automate. Puis

une opération pour trouver so est nécessaire, puis deux opérations le sont pour voir si n

et s sont multiples respectivement de nq et de so.

Nous résumons ce qui précède dans le tableau suivant :

fonctionne toujours* n et s non premiers

entre eux: minimum 4
* si n et s premiers

entre eux : 2

Gén

fonctionne tou'ioursminimum 5Frac

ne fonctionne que si le premier couple

est dans la zone du dessin matériel

2Res/Flimulent

fonctionne touiours2Procroix

fonctionne toujours

ne fonctionne que si n' est multiple de n

minimum 4

2

Flimulrat

Flimulent

ne peut fonctionner que si les points

sont dans la zone du dessin matériel

oRes

domaine de fonctionnementCoûtStratésie

Remarque:

on peut constater que les stratégies sont les mêmes et leur coût identique pour le

problème suivant qui, lui aussi, peut être considéré comme élémentaire.

Est-ce que I'automate déterminé par le point (n1, sl) pâsse par le point

(n', ) ?

La deuxième composante n'est pas connue et il s'agit de la spécifier quand la réponse est

positivc. Qucllcs quc soicnt ìes strrtégies, on est conduit à faire les mêmes opérations que

pour le problème précédent excepté pour la stratégie Procroix, où I'on est amené à faire

une multiplication suivie d'une division.

1.3.4. Les contraintes provoquées par le choix des valeurs des autres

variables

D'après l'étude qui précède, qui a mis en évidence le domaine de fonctionnement des

diverSes stratégies, nous voyons les contraintes engendrées sur les stratégies par certaines

valeurs des autres variables.
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a) La zone dans laquelle on recherche un ou des entiers

Si la zone est à I'intérieur du dessin matériel, la stratégie Res peut toujours fonctionner

Par contre si la zone proposée est à i'extérieur, la stratégie Res se trouve bloquée.

b) Le choíx du couple inítíal désígnønt l'øulomate

. Si le point conespondant au couple proposé au départ pour définir I'automate est dans la

zone correspondant au dessin matériel de la graduation, il est toujours possible d'utiliser

le réseau de parallèle pour mettre en évidence le premier entier atteint (stratégie

Res/Flimul).
. Si Ie point se trouve hors de la zone matérialisée, les stratégies Res et Res/Flimul se

trouvent bloquées.

. Si le couple correspond à deux nombres qui sont premiers entre eux, les stratégies

Flimulent, Procroix et Gén ont un coût comparable.

. Si le couple est constitué de deux nombres qui ne sont pas premiers entre eux, c'est Ia

stratégie Procroix qui est la moins coûteuse.

Si nous voulons privilégier la stratégie Gén, qui est la stratégie visée par I'apprentissage,

il nous 1àut examiner des problèmes qui rendent les stratégies fonctionnant dans tous les

cas plus coûteuses.

1.3.5. Une autre classe de sous-problèmes élémentaires

Pour résoudre le problème général, il faut s'intéresser à chacun des automates. Nous

verrons plus loin I'intérêt de poser le probième général concemant plusieurs automates.

Énoncé du deuxième sous-problème élémentaire :

Un automate est déterminé pâr un couple (n1, sl), par quels points (n, s)

passe cet automâte pour Ll < n < L2,
Toutes les stratégies envisagées pour le problème précédent peuvent être utilisées pour ce

nouveau problème. Seule la stratégie Flimulrat ne se distingue guère de la stratégie

Flimulent car elle ne fournit pas non plus toutes les solutions. Nous ne l'envisageons

donc pas pour les calculs de coût que nous déterminons à présent.

Nous appelons :

- D le nombre de divisions nécessaires pour déterminer le P.G.C.D de n1 et de s1 par

décompositions successives,

- p la longueur de I'intervalle lLl,L2l,
- g(p:no) le quotient entier de p par n0, g(p:nt) le quotient entier de p par nt, g(Ll:nl) le

quotient entier de Ll par n1.
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Coût de la procédure Flimulent

On recherche la suite des multiples situés dans I'intervalle considéré de longueur p. Le

premier entier situé dans i'intervalle nécessite le calcul du quotient entier de Ll par n1

(nlqG-r:nr) + 1). Le nombre de multiples de n1 dans I'intervalle [Ll,L2] est égal au

quotient de p par n1. La recherche des multiples de n1 dans f intervalle nécessite donc

I + gþ:nr) calculs. I1 en esr de même pour la recherche des multiples de s1. Le coût total

est donc de 2 + 2Q1p:nr).

Coût de la procédure Gen

Il est nécessaire de trouver le premier ng par lequel passe I'automate, ce qui nécessite la

recherche du P.G.C.D de ng et de sg, soit D opérations suivi de 2 divisions, d'où D+2

opérations. Ensuite le nombre de calculs pour trouver les entiers situés dans I'intervalle

ILl,L2l est du même type que précédemment, c'est-à-dire I + q(p:n6)' I1 en est de

même pour la recherche des multiples de s1. Le coût totâl est de D+ 4 + 2q(p:no)l'

Coût de la procédure Frac

Pour trouver le premier ender par lequel passe I'automate, les procédés sont divers. Nous

admettons que cela consiste à trouver la fraction irréductible correspondante' ce qui

conduit à faire D+2 opérations. Les mêmes considérations que précédemment pour la

recherche des multiples de n1 et sl font que le coût est identique au coût de la procédure

Gen.

Coût de stratégie Res/Flimulent

Le premier entier n6 est déterminé à I'aise du réseau, le coût est donc simplement de

2Qip:no).

Coût de la procédure Procroix

Po|¡- chaque valeur n de I'intervalle ÍLl,L2), il est nécessaire de faire 2 opérations

(produit de n par s1, puis division du résultat par nl pour déterminer si le point

correspondant est un point par lequel passe I'automate), ce qui conduit à 2p opérations si

p est lâ longueur de i'intervalle lLl'L2l'

Nous résumons ce que nous venons de trouver dans le tableau ci-dessous

1. Le coût de cette procédure peut être très va¡iable selon les valeurs de n1 et s1 '
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oulfonctionne touioursD+4+2qrn.nntGén

oulfonctionne touioursD+4+2or.."nlFrac

oulne fonctionne que si le
premier couple est dans la

zone du dessin matériel

2g(n:no)ReslFlimulent

ou1fonctionne touiours2xpProcroix

nonfonctionne touiours2 + 2oç."t¡Flimulent

orxne peut fonctionner que si

les points sont dans la zone

du dessin matériel

oRes

Foumit toutes

les solutions

Conditions de

fonctionnement

CoûtStratégie

Si p augmente, p croît plus rapidement Que Q(p:ng) ). Par exemple si on prend

p > ll2(D + 4 + 2Q1p:no)), 1es stratégies Frac et Gen ont un coût moindre que la stratégie

Procroix. De la même façon, on voit que pour p suffìsamment grand, toutes les stratégies

ont un coût moindre que Procroix.

1.4. Analyse du problème général : choix des variables

1.4.1. Mode de détermination d'un automâte

Nous recherchons les valeurs des variables tendant à rendre nécessaire l'utilisation de la

stratégie Gén, qui est la connaissance visée, par un blocage des aulres stratégies ou une

augmentâtion importante de leur coût. Nous avons vu que les problèmes élémentaires où

un automate est déterminé par un seul couple ne le permettent pas. Il en résulte que nous

allons prendre un nombre de couples déterminant un automâte supérieur à2(Yar 2>2).

1.4.2, Les données relatives à un même âutomate

Si les données relatives à un même automate sont compatibles, nous sommes ramené à un

ensembie de sous-problèmes élémentaires du type de ceux étudiés précédemment. Nous

allons donc choisir au moins un automate dont les données ne sont pas compatibles et

examiner les eftèts sur les stratégies explicitées précédemment.

La non compatibiiité des données nécessite donc que celles-ci soient modifiées et nous

imposons dans ce caslà que le nombre de modifications soit minimum. Puisqu'il existe

un couple de base complet, celui-ci va servir de référence. Prenons un exemple qui peut

187

Chapiûe C2 : An¿lyse à priori de situôtions adidactiques concernant les nombres rationnels et décimâux



être généralisé : considérons l'automate J donné par trois couples et dont il faut

déterminer un point dans une zone délimitée :

(360; 140)4

(60: )J

(:20)2

(:)I
Automate J

Les stratégies Res et Res / Flimul sont bloquées en raison du choix du couple

(360 ; 140). Les stratégies Procroix et Frac permettent de constater que les données ne

sont pâs compatibles. Pour faire les modifications nécessaires, il faut faire des essais, ce

qui rend ces stratégies très coûteuses en terme de nombre d'opérations.

Par contre, la stratégie Gén permet de solutionner le problème de manière économique.

On cherche le couple initial (18 ; 7) à partir du couple (360 ; 140). Ceci est contradictoire

avec le troisième couple ( ; 20). On peut donc penser à modifier les données 20 et 60

en fonction du couple initial, par exemple en les remplaçant par 14 el 72, ce qui

conespond à deux modifications.

Une solution consiste à prendre pour les composantes du premier couple un diviseur de

60 (60 = 2x2x3x5) eT de20 (20=2x2x5), par exemple (5,2) et faire en sorte de

ne modifier qu'un terme du dernier couple, ce qui conduit aux solutions :

Ce ne sont évidemment pas les seules solutions possibles avec un seul changement,

puisqu,on peut prendrc d'autres diviseurs de 20 et 60 pour former le premier couple.

D,une manière générale, la mise en évidence d'un couple générateur, qu'il soit compatible

ou non avec les autres données, permet de résoudre toutes les situationS du type suivant :

(350; 140)

(60:24)
(50;20)
(5:2)

Solution 1

(n¡ ; s3)

( n2;

(;st
(:)Solution I

(360 144)

(60:24)
(50;20)
(5:2)

Solution 2

ou encofe

(n3 ; s3

fi),;

st)
( no; )

Solution 2
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La condition est que les dit'férentes données ne soient pas compatibles mais que n2 et n3

dans le cas de la solution I et que nO , nZ , n3 dans le cas de la solution 2 aient un

diviseur commun. On est ainsi assuré de n'avoir à faire qu'une modification.

1.4.3. Le nombre d'automates

En choisissant plusieurs automates, on peut faire en sorte que la procédure Gén soit la

seule procédure qui permette de résoudre systématiquement tous les cas. Autrement

dit, dans le calcul du coût, nous prenons non seulement le nombre d'opérations que

nécessite la stratégie mais aussi le caractère systématique ou non de celle-ci pour

résoudre une classe de problèmes donnés. La procédure Gén en assure ainsi Ie caractère

optimal.

1.5. Choix des types de problèmes proposés

1.5,1. Les problèmes proposés

Premier problème
Un auÍo¡nte arrive à 15 en effectuant 9 sauts.

0 I 2 3 4 5 6 1 I 910 ltl2 13141516t7r8 202122232/. 2E 29

Trouyer tous les entiers par lesquels passe I'autohnte avant 31.

Deuxième problème

Un aulonwe urrive à I0 en 14 sauts : trouver tous les entiers entre 150 et 180 par où passe cet

autonule aißi que le nontbre d¿ sauts correspond.ant-

Troisième problème

Vous allez jouer le rôle d"'expens" pour exarniner un tableau de relevé de "contrôleurs en

auÍonates". Irs contrôleurs ont d¿cid.¿ d'écrire (10 : 14) pour iuliquer qu'un autonat¿ arrive à I0
en l4 sauls.

Voici un tableau où sont consignés des relevés concernant quatre automates A, B, C, D, Ces

relev¿s iilco,nplets onl été faiîs par quoire contrôleurs I, 2, 3 et 4 : ces conrrôleurs sonl placés de
plus en pfus loin de I'origine de la piste.

Q4:28)QI: \( :84)120;96)Contrôletrr 4

(1230)i+o; )Contrôleur 3

ß2: )(25 
" 

19)Conrôleur 2
ó; l0)(8 ; 14)Cont¡ôleur 1

DcBA

Consigne
Conplétez et corrigez ce tableau. (Ne corrígez un nontbre que si vous êtes certains que

ce nontbre est erroné)
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Quatrième problème

Même texte et même consigne que précédemment mâis avec le tâbleâù sûivant

1160: 1401(210: 1365)( :144\(41 : 28\Contrôleur 4

160: )I :5071(35:. )130: )Cnntrôler¡r 1

(:20)ø1 .. ì125:90)l.l8: 12)Contrôlerrr 2

( )f'16:104)(15 :54 )(12 :8\Conrrôlerrr 1

IIHF

1,5.2. Le choix de certaines des valeurs des variables

Trois variables différentes identifiées au $ 12 affecænt le couple de base :

Var 5 : læs données relatives à un automate

Une valeur non compatible avec les aut¡es couples ne pelìt évidemment être donnée que

s'il y a d'autre couples. Dans le cas où il n'y a pâs compatibilité, compte tenu de lå

contrainte de faire le moins de modifications, nous avons soit une vâleur du couple de

base que I'on laisse inchangée, soit une valeur qu'il faut modifier : c'est ce que nous

notons sous les lermes "à laisser" et "à modifier".

Var 6 : Le rapport entre les deux nombres entiers figurant dans le couple

Le couple est ou non générateur. Nous I'appelons générâteur contingent quand ses deux

tefrnes ne sont pas premiers entfe eux, mais qu'il est susceptible d'engendrer les autres

couples en multipliant chacun des termes par un entier.

Var 4 : Qualité des points associés aux couples déærminant I'automaæ

Le point se trouve dans ou hors de la zone matérielle.

Deux variables concernent les autres points (que ce soient ceux qui participent à la

détermination de l'âutomâte ou ceux que l'on cherche à trouver).

Var 2 : Mode de déterminaúon d'un automate

l1 y a z&o ou plusieurs autres points qui déterminent I'automate (ici les detrx valeur,s

envisagées sont 0 et 3; dans le premier cas, il y a p points à chercher, dans l'autre 0

point).

Yar 7 : Zone dans laquelle on cherche les points par lesquels passe I'automate

Les poins se trouvent dans ou hors de la zone matérielle.
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[,e choix des variables est résumé dans le tableau ci-dessous pour un automate déterminé.

*siz
.1uro*r,

3 ème pb

Autromate
A

3 ème pb.

Automate
c

3 ème pb.

Automate
B

Dans et hors
de la zone
matérielle

3 points ¿

vérifìer

0 point à
chercher

4 ème pb.3-4 ème pb

2 ème
problème

Hors de la
zone

matérielle

O point à
vérifier

p poinß à

chercher

,¡;..,:jiiiiiiiir'¡'i
:,:;;i¡¡¡¡;¡i;,,"tt,
rilr ':!tjlii¡i¡ìlii'. :',,,i1 '.

1;f:iii.;l¡:l!ì¡ill:1r1er
problème

Dans la zone
matérielle

à modifier
à laisser

à modifier
à laisser

Non
générateurGénérateur

Couple de
base

Autres points

Non générateurGénérateur
contingent

Non compatibleCompatible

Seuls automates pour lesquels le couple de base est hors de Ia zone matérielle-

D'après I'analyse a priori faite auparavant, nous pouvons conclure (nous regroupons

sous le terme de Flimul toutes les stratégies faisant appel aux propriétés de linéarité de la

fonction n ---> s de N dans N) :

Premier problème

Les stratégies possibles sont Res, Flimui, Res/Flimul, Frac, Dec, Gén.

Deuxième problème

La stratégie Res est bloquée, les autres restent possibles-

Troisième problème (concernant les 4 automates A, B, C, D)

Res/Flimul, Procroix peuvent êre utilisees localement pour certains automates

Flimul et Gén sont utilisables pour tous les automates.

Quatrième problème (concernant les 4 automates F, H, I, J)

ResÆlimul, Plocroix, Flimul peuvent être utilisées localement pour certains automates.

Seul Gén est utilisable dans tous les cas,
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1.6. Les variables organisationnelles ou variables de la

situation didactique

Une des variables didactiques concerne I'organisation des interâctions entre les étudiants

pour les n phases de l'activité. Elle est constituée de n sous-variables correspondant à

chacune des phases. Parmi les différenæs valeurs que peuvent prendre ces sous-variables

nous avons les suivantes : travail individuel, confrontation par groupes' concertation,

coopération, etc...

Nous déterminons les valeurs pertinentes afin de créer les conditions pour que certaines

phases de la situation puissent être vécues par lcs ótudiants comme des phases

adidactiques, c'est-à-dife des phases où leur propre responsabilité est engagée vis-à-vis

de I'apprentissage.

La première partie de la situation des âutomates est organisée en quatre phases. Les

valeurs que peuvent prendre les sous-variables correspondantes à celles-ci sont les

suivantes :

- première phase : travail individuel,

- deuxième phase : confrontation des différentes procédures pour aboutir à une solution

commune,

- troisième phase : coopération au niveau d'un groupe d'étudiants pour obtenir une

affiche commune,

- quatrième phase : confrontation des différentes affiches pour permettre le choix de

I'affiche la ptus représentative de la solution-

Nous détaillons ci-dessous le lonctionnement et le rôle que peuvent jouer ces différentes

phases.

1.6.1, Une première phase : mise en place d'une situation d'action

La première activité proposée individuellement se compose de trois problèmes- Pendant

cette phase, i'étudiânt en tant que joueur exécute des "actions" en vue de résoudre les

probièmes proposés. Examinons les décisions et anticipations qu'il est amené à faire au

cours de ces Problèmes.

Problème 1

Le sujet peut mettre en ceuvre des stratégies diverses comme nous I'avons montré dans

1'analyse a priori du problème mathématique.

S'il utilise les stratégies Frac et Gén, il dispose de connaissances qui lui permettent de

résoudre le problème. S'ii utilise une des stratégies Flimul, le milieu matériel constitué de
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la droite graduée et du réseau de parallèles lui foumit des rétroactions sur les anticipations

qu'il a été amené à faire.

S'il utilise la stratégie de base Res, il n'y a pas d'anticipation de la part du joueur, mais

une lecture directe des points par lesquels passe l'automate, qui donne la solution au

problème.

Cependant, les imprécisions dues au tracé des parallèles créent les conditions pour que

des arguments mathématiques s'appuyant sur l'utilisation du modèle linéaire, permettent

notanment d'ânticiper le premier point par lequel passe un automate.

Problème 2 et problème 3 pour les automates A, B, C
La stratégie Res est bloquée. Le réseau de parallèles permet toujours de mettre en

évidence le premier point entier de chacun des automates. Les rétroactions que peut

exercer le milieu matériel sont 1à pour montrer que les autres entiers par lesquels passe

l'automale ne sont pas exclusivement les multiples de i'entier qui sert à le définir.

Dans le cas particulier de I'automate C, les données sont compatibles mais le couple de

base n'est pas générateur. L'application de la stratégie Flimul ne permet donc pas

d'envisager le nombre 21 (premier terme du dernier couple) comme correct, puisque 2l
n'est pas un multiple de 6. Cela peut amener certains étudiants à modifier 21 (en 24 par

exemple), ce qui pouna être considéré comme une erreur, compte tenu des consignes qui

ont été données-

Problème 3 pour I'automate D

Les données ne sont pas compatibles et ont les caractéristiques que nous avons étudiées

au paragraphe 14. Cependant les nombres n3, i2, nI sont multiples I'un de I'autre, ce

qui facilite la recherche d'un couple initial.

Les automates C et D sont donc susceptibles de fournir des solutions ditïérentes suivant

les stratégies utilisées par les joueurs.

Cependant la conclusion sur la validité des résultats trouvés par les joueurs ne peut pas

avoir lieu au cours du travaii individuel, le milieu matériel servant essentieliement pour

réaliser des actions et ne servânt que très peu pour des rétroactions relativement à des

anticipations. Par cont¡e il participe à la mise en place d'un milieu mathémâtique qui joue

un rôle important dans ia phase de confroniation suivante.

Les propositions de réponse concemant les trois problèmes sont reportées sur une fiche

individuelle destinée à être le support d'une discussion pour un groupe de quatre à cinq

étudiants.

La réalisation de cette fiche dégage, dans la phase des activités individuelies, la

responsabilité du t'ormateur par rapport à une demande de la part des étudiants concemant
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I'évaluation par ce dernier des résultats et des méthodes utilisées. Celui-ci peut les laisser

responsables de leurs propres démarches en les renvoyant à la phase suivante.

Elle place les étudiants en situation réflexive pal fapport à leur propre travaii et favorise

I'explicitation de raisonnements engagés en facilitant la confrontation des méthodes

utilisées.

La phase de travail individuel est donc finalisée par une phase de conclusion effectuée par

un gfoupe de pairs.

1.6.2. Une phase de travail de groupe servânt comme phase de

conclusion du tr¿v¿il précédent

Le travail sur les tableaux comporte, comme nous I'avons vu, plusieurs élémenfs

d'incertitude en ce qui concerne les automates C et D. Plusieurs réponses sont en effet

possibles pour compléter ou modifier le tableau précédent, les stratégies pouvant être

différentes. La confrontation des résultats et le débat qui s'ensuit doit déboucher sur une

solution unique proposée par le groupe. Cette solution est recueillie par le formateur avant

de passer à la phase suivante; celui-ci ne fait aucun commentaire.

Les conditions pour qu'un débat puisse avoir lieu entre les différents étudiants sont

réalisées- Cette phase de conclusion a ainsi les caractéristiques d'une phase de validation,

les étudiants disposant de critères de validité2 basés sur les propriétés de 1a fonction

linéaire qui fait corespondre entier et nombre de sauts, notamment par I'intermódiaire de

relations multiplicatives. En et-tet, soit les étudiants possèdent les connaissances requises

dès le début de I'activité, soit celles-ci se sont mises en place en faison de la

disqualification des stratégies basées sur l'utilisation du réseau de parallèles.

La phase de travail individuel et de la phase de confrontation qui la suit peuvent être

vécues par les étudiants comme une situation adidactique d'action. Les

formulations qui interviennent dans la phase de confrontation restent privées vis à vis du

formateur et il n'y a pas d'organisation de débat sur les formulations elles-mêmes.

1.6.3. Une phase de travail de groupe : situation de formulation

Les valeurs des variables fixées dans le problème 4, notamment pour les automates I et J

visent à contraindre les joueurs à utiliser la stratégie Gén.

2. Nous reprenons ici la défìnition du critère ds validité donné par C. Margolinæ (1983) p.130: Nous

appelleroni critère ¿e validi¡é une connaissanre donnée quand elle sen à l'élève pour la valiàation dans une

phase de conclusion.
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Les étudiants réalisent une seule affiche3 par sous-groupe. Celle-ci est destinée à être

présentée à I'ensemble du groupe. Sa rédaction a certaines fonctions similaires à celle de

la fiche individuelle décrite au paragraphe 1.ó.1. Elle oblige à un travail réflexif sur les

procédures utilisées et contraint les étudiants à se mettre d'accord sur les formulations qui

seront présentées âux autres. Elle participe donc à l'émergence de critères de validité

concemant I'utilisation du couple générateur pour valider leur propre travail.

La responsabilité du formateur quant à la validation du travail dans les petits groupes se

trouve là aussi dégagée : il peut donc renvoyer à la mise en débat tìnal les sollicitations

éventuelles des membres de certains sous-groupes. Il est par ailleurs précisé par le

formateur que le représentant du groupe sera tiré au sort, dans ie but évident de

responsabiliser tous les étudiants.

Durant tout le temps de discussion et d'élaboration de l'affiche, les formulations orales

restent privées. Cependant les étudiants doivent produire sur leur affiche des arguments,

puisque les consignes de travail précisent :

les affiches des différents groupes permettront de communiquer vos résultats
et justifications à I'ensemble du groupe.

Ce travail est donc finalisé par un débat collectif qui représente la conclusion de cette

phase.

1.6.4. L'organisation d'un débat

La mise en regard des différentes aftìches vise à dégager les points de convergence et les

points de divergence. C'est le sous-groupe des représentants de chacun des petits

groupes qui a la responsabilité de la validation finale. L'accord doit se faire sur les

arguments utilisés pourjustifier les compléments ou modifications apportés aux tableaux

des contrôieurs. Elle doit, cette fois-ci, déboucher sur la rédaction d'une affiche

commune à 1'ensemble du groupe.

Autrement dit, ce sont non seulement les modifications apportées au tabieau mais surtout

les arguments qui sont objet d'étude de la part des étudiants, certains arguments devant

êt¡e validés par ceux-ci-

L'activité de groupe, suivie du débat collectif sur le contenu des différentes affiches, peut

donc être vécue comme une situation adidactique de formulation.

D'autre part ce débat collectif participe au processus d'institutionnalisation qui doit

conduire cette fbis-ci 1'enseignant à s'engager sur les déclarations faites par les étudiants.

Celui-ci met en évidence la connaissance consistant à calculer ie couple générateur d'un

3. Le dispositifdécrit a déjà été uúlisé pu A¡sac et alli (1992).
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automate quand on connaît un de ses éléments. Ce couple permet de désigner de manière

commode un automate et de définir en compréhension l'ensemble des désignations

possibles.

2. ANALYSE A PRIORI DE LA DEUXIÈME PARTIE DELA

SITUATION DES AUTOMATES

2.1. Le Problème

2.1.1. Ltensemble des sauts, extension de N

Considérons les automates dont l'ensemble des désignations est de la forme (3n ; n)' n

étant un entier. On décide de désigner de la même façon le premier point atteint par

'l'ãutÕmate et le saut associé à celui-ci. Un entier n est un saut dont le couple générateur

est (n ; 1). N apparaît comme plongé dans l',ensemble s des sauts. Il reste à voir que I'on

peut prolonger les opérations (comparaisons, additions et soustractions définies dans N)

à ce nouvel ensemble pour que celui-ci puisse être considéré comme étant potentiellement

un système de nombres. Nous ne disposerons pas au terme de ce travail d'opération

comme 1a division de deux rationnels, en raison des limitations âpportées par 1a situation

elle-même. Mais les rationnels apparaîtront bien comme des nouveaux nombres englobant

les entiers, dont certaines propriétés seront différentes, comme le montrera la situation

suivante.

a) la compøraison des sauls

Soient deux automates A et B.

A atteint a en b sauts : son saut SA peut êt¡e désigné par (a ; b)

B atteint c en d sauts : son saut Sg peut être désigné par (c ; d).

On pcut raisonner de deux façons dans le contexte des âutomates :

1. S¡est pius grand que sB si pour un même nombre de sauts I'automate A atteint un

entier plus grand que l'entier atteint par B- Ainsi, puisque (a ; b) = (ad ; bd) et

(c ; d) = (cb ; db) , on peut dire que SA est plus grand que Ss si ad > cb et que SA est

plus petit que Sg dans le cas contraire.

2. S4 est plus grand que sg, si un même entier est atteint par A et B avec un nombre de

sauts pour A plus petit que le nombre de sauts pour B. Puisque (a ; b) = (ac ; bc) et

(c ; d) = (ca ; da) , S4 est plus grand que Sg si cb < ad et que SA est plus petit que Ss

dans le cas cont¡aire.
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Ces règles étendent bien la comparaison des entiers puisque

m > n si et seulement si (m ; 1) > (n ; 1) ou (mn ; n) > (nm ; m)

Dans I'un ou l'autre des cas, nous retrouvons les mêmes conditions pour comparer deux

sauts et nous pouvons décider d'adopter arbitrairement la règle suivante : S4 est plus

grand que Sg si, pour un même nombre de sauts, l'automate A atteint un entier plus

grand que I'entier atteint par B.

b) l'addition des søuts

læ problème est de savoir si on peut définir une addition des sauts S4+ S¡ qui puisse

étendre I'addition des entiers dans N. Or, comme nous allons le voi¡, il est possible de

définir plusieurs additions dans le contexte des automates et il va falloir vérifier si celles-

ci sont compatibles avec I'addition des entiers.

2.1.2. Les définitions possibles d'une addition

Soient deux automates A et B. A atteint a en b sauts : son saut S4 peut être désigné par

(a ; b), B atteint c en d sauts : son saut S¡ peut être désigné par (c ; d). On peut, dans le

contexte des automates, définir trois grands types d'addition S¡ + Sg ¡

Addition 1 : (notée Add5¿¡.6¡1)

On additionne les teÍnes de chacun des couples.

(a ; b) + (c ; a¡ = (a+c ; b+d)

56 + Sp est ainsi le saut de I'automate désigné par (a+c ; b+d). Ce type d'addition traduit
la volonté d'étendre à I'ensemble des couples l'addition dans N appliquée à chacun des

couples séparément. Cela correspond à la succession des sauts du premier puis du second

automate.

01234 7 910111213t415 17
. Variante l1 (Addm.sau)

Une première variante est construite à partir de I'idée que si les automates ont parcouru

une même distance, alors pour le double de cette distance, on va additionner le nombre de

sauts, ce qui donne formellement:

(ac ; bc) + (ca ; da) = (2ac ; bc+da)

12345678 lt2t3t4 tst617
Cela consiste en fait à considérer une "moyenne" des sauts pour une certaine distance

parcourue.
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. Variante 12 (Add¡¡.s¡¡;

Une deuxième variante peut être aussi envisagée sur la même idée de moyenne, mais

cette fois-ci à partir d'un même nombre de sauts :

(ad ; bd) + (bc ; bd) = (ad+bc ; 2bd)

Addition 2 ( Addsaut)

Pour un même point atteint par les deux âutomates, on additiurure les sauts

correspondants.

(ac ; bc) + (ca ; ad) = (ac ; bc+ad)

Addition 3 (Adds¡¡¡6¡¡

Pour un même nombre de sauts, on additionne les entiers atteints par les deux automates.

(ad ; bd) + (cb ; bd) = (ad+bc ; bd)

La somme de sauts de deux âutomates A et B est le saut qui caractérise un aulotlìate

fabriqué en associant comme en relais l'automate A suivi de I'automate B'

01

0
,,

4s67

123456 8 9 10 7lt2 74 ls 16 t7

t2 t3 14

9 11 t3 t4 ls 16 174567

2,1.3. Des critères de type mathématique

Une addition sur les sauts doit saúsfaire les deux critères suivants :

c Crítère "índêpendance"

La somme de deux sauts est un saut indépendant des couples particuliers qui les

représentent.

Examinons donc si les trois additions définies précédemment satisfont à ce critère.

L'addition 1 ne satisfait pas à ce critère : il suffit de le constater pour un exemple. On voit

que si on prend le couple (5; 6) et le couple (1; 3), I'addition conduit au couple (8; 15) et

que si on prend les deux couples (10 ; 12) et (3 ; 9) respectivement équivalents aux deux

précédents, leur somme égale au couple (13 ; 21), qui lui n'est pas équivalent au couple

(8;15).
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Par contre les additions 2 et 3, ainsi que pour les variantes 1I et 12, respectent le c¡itère

"indépendance". Pour ces deux définitions, quels que soient les couples choisis, le saut

est bien toujours le même : le couple générateur de l'automate SA est (a ; b) et le couple

générateur de Sp est (c ; d), donc tout couple désignant S4 est de la forme (an; bn) et

tout couple désignant Sg est de la forme (cm; dm).

L'addition 2 consiste à fabriquer le couple (acmn ; bcmn+admn) soit le couple

(acmn ; (bc+ad)mn) qui est bien égai au couple (ac ; bc+ad). Il en est de même pour la

variante 1 1, puisque la seule différence avec l'addition 2 est que le premier terme est le

double, ce qui n'intervient pas dans les calculs considérés.

L'addition 3 consiste à fabriquer Ie couple (admn+bcmn ; bdmn ) soit le couple

((ad+bd)mn ; bdmn) qui est bien équivalent au couple (ad+bd ; bd). Les mêmes

considérations que précédemment s'appliquent à la variante 12 qui ne diffère de I'addition

3 que par le fait qu'un des facæurs est multiplié par 2.

t Critère "prolongement de I'addítiott sur les entiers"

Les entiers sont des sauts d'automates et on sait additionner deux entiers. L'addition

définie sur les sauts doit pouvoir s'identifier sur les sauts entiers à I'addition de deux

entiers.

Pour I'addition I, examinons ce que donne l'addiúon pour deux entiers 2 et 3

(2 :1) + (3; 1) = (5; 2) qui n'est pas la désignation d'un entier.

Pour l'addition 2, ainsi que pour la variante l1 et la variante 12, pour les deux mêmes

entiers 2 et 3, on obtient dans les différents cas des couples qui ne représentent pas des

entiers :

(2; r) + (3; 1) = (6; J)

(2 ; 1) + (3; l) = (6; 3) + (6 ; 2) = (12:5)

(2;1)+(3;1)=(5;2)

Pour I'addition 3, si I'on considère deux entiers quelconques, que I'on désigne

respectivement par (n; 1) et par ( m; i), alors la somme est lâ suivante :

(n ; 1) +( m; 1) = (n+m; 1).

Cela est valabie quelles que soient 1es désignations utilisées pour les entiers puisque :

(nk ; k) +( mq ;q) = (nkq ;kq) +( mqk ;qk) = ((n+m)kq ;kq).
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Il en résulte que seule I'addition 3 satisfait aux deux critères mathématiques que nous

avons énoncés plus haut. Nous pouvons donc définir la somme des sauts de deux

automates par le saut représenté par le couple (m+n ; s), m et n étant les entiers atteints

par les deux automates pour un même nombre de sauts s.

2.2. Les variables organisationnelles ou variäbles de la

situation didactique

2.2.1. lJne phase de travail de groupe : situation de formulation'

Le travail de groupe doit permettre ia production de formulations privées au sein de

chacun des groupes, puisque ceux-ci doivent fournir des règles permettant de défi¡ir une

addition tJe deux sauts. Il faut donc définir, à partir de deux couples déterminant deux

automates, un troisième couple æl que I'automate qui lui est associé puisse être considéré

comme la somme des deux premiers. ces formulations sont faites en fonction de la

situation des automâtes : elles sont affichées au fur à mesure de leur production pour être

rendues publiques et soumises à la criüque des autres groupes'

La réalisation d'une affiche par sous-groupe devant indiquer des arguments justifiant le

choix ou le rejet des règles écrites au tableau, destinée à être présentée à I'ensemble du

groupe, a la même fonction que dans la première partie : elle contraint les étudiants à se

mettre d'accord suf les arguments qui seront présentés aux autres' Elle participe donc à

l'émergence de preuves de type mathématique pour éliminer certaines propositions

d'additions. Ces preuves forment le milieu pour la validation

La responsabilité du formateur quant à la production des petits groupes se trouve donc là

aussi dégagée : il peur renvoyer à la mise en débat final les sollicitations éventuelles des

membres de certains sous-groupes. Il est également à nouveau précisé par le formateur

que le représentant de chaque sous-groupe sera tiré au sort.

2.2.2. L'organisation d'un débat

L'exposition des différentes affiches vise à rendre publics les arguments émis au sein des

différents sous-groupes. Leurs représentants ont lâ responsabilité de la validation finale.

L'accord doit se faire sur les arguments utilisés pouf accepter ou refuser une règle

d'addition.

L'activité de groupe, suivie du débat collectif sur le contenu des différentes affiches peut

donc être vécue dans ce cas comme une situation adidactique de validation.
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La possibilité d'additionner deux automates, de façon à ce que les règles produites

prolongent celles définies sur N, en utilisant des critères mathématiques, permet de

poursuivre le processus d'institutionnalisation à propos d'un ensemble de nombres

prolongeant N, amorcé au cours de la comparaison des sauts.

3. ANALYSE A PRIORI DE LA SITUATION TIREUR D'ÉLITE

3.1. Tir dans une zone limitée

3.1.1. Le problème

Formulation générale :

Soient deux nombres entiers po et qo et soit une f¡action |. tt s'aglt de trouver une

fraction I telle que, p étant inférieur ou égal à p6, q inférieur ou égal à qe, le rationnelp

å 
flu I I soit le plus proche possible du rationnel {, "'"r, 

à dire tel o* 
lf 

- {l ,"r, r"

plus petit possible.

On peut contextualiser le problème précédent de la manière suivante :

Soit un point M6 du réseau de coordonnées po et Qo. Ce point M6 se projette en deux

points A (po , 0) et B (0 , q6) des axes. Appelons "rectangle OAMgB I'ensemble fini des

points M(x, y) du réseau tels que x < ps et y < qo.

Soit Z un point de ce rectangle.

Il s'agit de trouver un point S (p , q) dans le rectangle MAOB tel que l'angle de tir de S

soit le plus proche possible de I'angle de tir de Z-Dans ce contexte, le rationnel est

considéré comme un "angle de tir".

3.1.2. Les stratégies possibles de résolution du problème.

Nous faisons dans un premier temps une analyse des stratégies possibles

indépendamment des connaissances des étudia¡ts à qui sera proposé le problème.

Plusieurs strâtégies peuvent être envisagées :

a) Recherche des poírtts du réseau proches du poittt proposê

Une stratégie consiste à rechercher les angles de tir des points les plus proches de Z,la
distance étant celle induite par le réseau.
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q-1

q

q+l

p-1 p p+l

on peut donc examiner les points conespondant aux rationnels $ t $ t ¡ t ¡
p> 2.

Des quatre rationnels précédents, le rationnel Fh"" le plus proche du rationnel $ ,

en effer 9 - q.:l = 
I er qtl - 1= I---- -- p p p p p p

q q_
p p+l-

q_
p

I
p(FÐ

I
16Ð

_9_
p-1

et
11

p(p+Ð < mÐ
1

p

Cette stratégie consiste donc à atfirmer que le rationnel le plus proche de 
fl 

est celui de

même numérateur et dont le dénominateur est augmenté de 1.

b) Recherche des pentes des droítes Ox les plus proches de la

pente de la ilroíte OC

Cette stratégie consiste à s'appuyer sur des considérations géométriques pour déterminer

les points les plus proches de la droite OC, la distance étant ici ia distance euclidienne

dans le pian.

Prenons un exemple pour expliciter cette stratégie. Soit le point Z de coordonnées

(61,38),àcepointcorrespondlerationnelquel'onpeutdésignerparlafraction ff.
Dans le cas proposé, on peut donc constater, en traçant la droite OZ que les angles de tir

des points A, B, C, D , E , F, C, H, I, J, K, L, M sont_proches du rationnel

Its correspondentaux fractions ? t t tttt å, *,t*o t?rt'+ t # t#
considéré.

JJ
53
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56



40
t9
38
21

3ó
35
v
33

ll
30
29

27
26

25

u
21

22
2r
20
t9
l8
t7
16

l5
t4
13

t2
l1
l0
I
E

7

6
5

1
2

¡
0

l9
]E
t1
ì6
t5
A
,3
t2
ll
ì0
29

¿8

¿1

ó
ð
u
a

¿l
¿0

l9
l8
l7
tó
t5
l4
¡l
t2
lt
l0
)
¡
I
5

t
I
¡
2

I
)

on peut remarquerque les tiactions #t n,#,tÅr 'o+t '* sont de ta rorme ff ,

les numérateurs restant inférieurs à 40 et les dénominaleurs restant i¡férieurs à 63.

En effet tous les points situées sur la droite de pente déærminée correspondent à un même

rationnel, dont nous pouvons prendre la fraction f "orrna 
représentant.

Nous pouvons à présent examiner l'écart entre les différents rationneis associés aux

fractions précédentes et le rationnel correspondant au point Z.

12 381_ 8 13 381_ 9 ls 381_ I l8 381_ 6ll-6tl-3'6t' ll-6Tl-s*r' ls-611-s'6t' It3 -n'l-13.61

l2r_381= 3 l3r_381 = e l31_3nl= I
137 6tl 3'tx6t ' 150 611 30x61 ' 153 6tl 53x61'

or comme + t ? t å t å tåt + t å, il en résulte que parmi les

différents rationnels que nous avons trouvés par l'intermédiaire du support géométrique,

le lationnel désigné par la liaction S est te plus proche du rationnel ff .
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On peut remarquer en trâçant les droites OA et-OB que celles-ci "s'éloignent" nettement

de la droite oZ, et que ies rationnels I ", 
35 ron, plus éloignés que les rationnels

conespondant aux autres points C, E, ...M.

Cetæ stratégie permet de trouver des rationnels proches du rationnel donné, en utilisant la

propriótó géomótrique d'olignement des points du réseau, associés à un rationnel On

n,est cependant jamais assuré de trouver le ou ìes rationnels qui sont les plus prOches.

c) Recherche de tø réituíte4 de rang le plus êlevé dans le

développement en fractíon cotttínue du ratíonnel proposó'

Les réduites P su""essiues d'un rationnel I développé en fraction continue, sont--------'-- b¡ Y

telles que â¡ ( x êt b¡ < y donc Que â¡ ( ps et b¡ < qo. Les réduites répondent aux

critères énoncés dans le problème. Les points associés à ceiles-ci sont donc bien dans le

rectangle spécifié dans le contexte géométrique

on sait que la réduite ffi de rang le plus élevé (disúncte de la fraction proposée) est celle

qui est ia plus proche parmi toutes celles dont Ie dénominateur est inférieur à b¡ .

D'autre part, on connaît l'écart entre la réduiæ de rang le plus élevé et le rationnel initial

pulsque :

lan_ x l- I

lu" Y I bnY

On a donc une bonne approximation pour le rationnel déterminé. Ainsi dans le cas

nous intéresse, les réduites successives dans le développement en fraction continue de

. 1 2 3 5
sontrespectlvementt t; 3; 5; B.(538 I

f estlaréduitederangleplusélevé.L'écartentref, et ã est d" 8*61 '

On obtient ainsi un rationnel qui donne une bonne approximation. Mais celle-ci peut être

améliorée puisque on a déjà pu constater dans le paragraphe précédent que les rationnels

4. Si nous notons rn+1=[40,aI,42,'..an+1], le développement en fraction continue

al+
du rationnel ! , oou, appelons réduite de rang le plus élevé, la

v

a)1-' a3+.'
1

an+1
fraction rn = [a0, a1,a2'... anl.
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J

?'ÃÍ

23 33^ 1r
fr *"å fournissent une meilleure approximation de ff, les écarts respectifs étant de

.,53h

3.1.3. La détermination des conditions de jeu

[æs étudiants sont par binômes.

IIs ont la possibilité de jouer plusieurs fois, mais ne disposent que d'un laps de æmps

déterminé.

Matériel :

Un réseau limité du type précédent : un point ne peut avoir une abscisse supérieure à

g0=63 et une ordonnée supérieure à po=40.

Consigne :

Soit le point Z du quadrillage repéré par les coordonnées 62 et 27 .

Il s'agit en un temps limité de trouver un point P du réseau (dift-érent de Z) dont l'angle

de tir soit le plus proche possible de I'angle de tir correspondant au point Z. Le gagnant

est celui dont l'écart entre les deux angles de tir est le plus faible.

Remarque : le réseau est à maille relativement senée, de façon que la perception visuelle

ne permette pas de savoir immédiatement quel est le point le plus proche.

Raisons du choix du point C
Il existe un nombre imponant de points (14) qui sont proches de la droite OC, c'est-à-dire

ceux qui correspondent aux fractions suivantes :

3 6 7 9 t0 12 13 L4 16 17 20 21 23 24

7' 14' ß' 21' 23' 28' n' n' 37' 39' 46' 48' 53' ss

Parmi cette liste, il y a trois groupes de fractions qui correspondent chacune à un même

rationnel.
36912 7142t 1020xl:7'14'2r':ß; x2

16'32' 48 " 23'46

Ces trois rationnels xl,x2,x3correspondent aux trois réduites du rationnel 
2$. 

You,

des points alignés avec le point O, donc pour différentes fractions désignant un même

rationnel, on constate que les écarts sont les mêmes. On compare donc les pentes des

droites ainsi déterminées.
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Le rationner le plus proche aefr exainsi le rationnel correspondant à la fraction S ,

qui est la réduite de rang le plus élevé. Par conséquent, les deux points de coordonnées

(23,10) et (46,20) permettent de gagner.

La stratégie ($ 312 a) consistant à recherche¡ des points proches de Z (a't sens de la

distance usuelle sur quadrillage) peut être considérée comme stratégie de base pour

entrer dans le problème proposé.

Une stratégie (ç 312 b), que nous considérons comme optimale ici, consiste à chercher

les points les plus proches (au sens de distance euclidienne cette fois) de la droiæ joignant

I'origine au point Z.

Cette recherche doit conduire à la conclusion qu'il existe des points qui ont même angle

de tir: ce sont des points alignés conespondant au même rationnel.

Le fait que la stratégie de base se révèle très vite insuffisante, Ia possibilité de répéter le

jeu plusieurs fois et le tãit que le mitieu matériel foumisse des rétroactions, font que la

situation proposóe a les caractères d'une situation adidactique d'action. La

connaissance viSée (un rationnel correspond à un ensemble de points alignés sur le

quadrillage) est logiquement requise pour passer de la stratégie de base à celle qui est

considéree comme oPtimale.

3.2. Tir dans une zone non limitée

3.2.1. Rappel du problème ProPosé

Soit un rationnel I non connu, il s'agit de trouver deux rationnels |"t $f"' nfu'

proches possibtes tels que I soit dans l'interv"- 
[i,$[

Par exemple, un des joueurs peut demander si le rationnel qu'ils recherchent est entre

le 2t . lts 2rl ,-.- ,- loo
l ^ Zg 

, l'écart proposé 
lA 

- æl est arors o" F .

3.2.2. Les conditions de jeu

Comme nous I'avons indiqué (Chapitre C1, $ 252b),les étudiants disposent d'un réseau

à maille carrée, zone matérielle d'un quadrillage illimité. Les joueurs jouent par groupes

de quatre, deux contre deux, mais en coopérant.
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2

L'animateur fournit à chaque binôme A et B d'un même groupe un rationnel que I'autre

binôme ne connaît pas. Læ rationnel proposé est plus petit que 1, donné sous la forme

d'une fraction I uu", y < x, conespondant à un point (x, y ) du quadrillage.
x

Le binôme A doit arriver à encadrer le rationnel du binôme B (et de même le binôme B

celui de A) par deux rationnels tels que l'écart entre eux soit le plus petit possible.

Pour cela, à l'aide de messages écrits, chaque binôme propose à I'autre binôme, un

couple de rationnels. Il lui demande si ie rationnel cherché est "entre" les deux rationnels

proposés, en iui indiquant l'écart conespondant. Le deuxième binôme répond par oui ou

non. Si, par exemple, la réponse à la question est oui, on pourra dire que I'angle de tir

correspondant au rationnel cherché est à I'intérieur du faisceau ON, OM, N étant le point

de coordonnées (31, 19) et M le point de coordonnées (29, l9). Les rôles de chaque

binôme sont par la suite échangés altemativement.

Le problème est donc de t¡ouver le tàisceau le plus petit. La durée du jeu est limitée dans

le temps (par exemple 30 minutes). Au bout de ce laps de temps, le groupe gagnant est

celui qui a la somme la plus faible en additionnant le dernier écart du binôme A et le

dernier écart du binôme B. C'est pour cette raison que les quatre personnes des deux

binômes sont amenées à coopèrer.

3.2.3. Les tâches des émetteurs : des stratégies possibles

Ils doivent proposer un intervalle pius petit que celui qui leur a permis d'encadrer Ie

rationnel r, contenu dans le précédent intervalle, alìn d'obtenir une information. Ils

calculent l'écart entre les deux rationnels donc la différence entre les deux rationnels

proposés.

læs stratégies suivantes peuvent être envisagées :
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a) Stratégíe qua : choíx de couples successifs de points du

quadríllage

Un couple de points du quadrillage déærmine "un angle de tit'''

Si la réponse des récepteurs est oui, on propose deux fractions correspondant à deux

points à I'intérieur de cet angle de tir. Si la réponse est non, on propose deux fractions

conespondant à deux points à I'extérieur de cet angle de tir. On réitère le processus.

b) Stratégíe f¿¿: Choix de fractíotts à "dénominateurs

c ottsla nts t'

on choisit un entier p et on pose des questions à propos des intervalles ti il [i ;[
..... [U,tf . Lorsque l,inrervaue [t,"{

LP PL LP PL
est déterminé, ce qui fixe un faisceau , on

explore par un procédé analogue l'intervalle

faisceau.

Un cas particulier consiste à prendre p = 10 puis n = 10'

c) Stratêgíe il2 : Par dichotomíe

[u,"<q*tifoui correspond au même
Lnp np L

Cela consiste à poser des questions sur les intervalles de la form "l+'+lpour 
n = 1'

2, .... Une réponse par oui ou par non détermine à chaque fois dans quel intervalle se

trouve le rationnel.

d) Stratégie d19 :

ta rorme l-e-.r!l" LlO" 10" L

par dichotomíe applíquée à des intervalles de

Elle combine la stratégie fcd et la stratégie D2' Lorsque l'intervalle 
I

on recherche te rationnel dans 1e même intervalle 
t# *#[

a a+lf
-.-l 

est trxe,
10"' 10" L

Cela nécessite de

poser dans le cas le plus défavorable quatre questions. En effet cela revient à déterminer

par dichotomie un nombre entier entre 0 et 10, c'est-à-dire un procédé consistant à

séparer l'intervalle [0 ; 10 [ en deux intervalles disjoinrs, tels que la réunion de ces deux

intervalles soit I'intervalle [0 ; 10 [.

Les stratégies d2 et d10 sont des stratégies systématiques : il est donc intéressant d'en

déterminer le coût. Nous le définissons par le nombre de questions que I'on doit poser
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dans le cas le plus défavorable pour être sûr que le rationnel sera dans un intervalle de
.1

longueur lnleneure a ffi.
Pourlastratégied2,ceciestréaliséquand 

1 .-l-,¿on. ln l0
' zo lgp 

:quand ntPLnz

Pour la stratégie d1g, il suffit que n soit égal à 4p, puisqu'il faut quatre questions à

chaque étape. Comme 
I;n 

P=3,32, il est facile de voir que si p= 2, il suffit de 7
tn¿

questions pour la stratégie d2 et 8 pour la stratégie dl0. L'écart ne fait qu'augmenter

quand p croît. La stratégie d2 est donc la moins coûteuse des deux.

Les rationnels choisis par 1'animateur sont non décimaux, proposés sous forme de

fractions inéductibles. Les points conespondants ne se trouvent pas dans le réseau dont

disposent les étudiants.

Compte tenu de la présentation du problème, une stratégie de base pour amorcer le jeu

consiste à choisir deux points du réseau afin de déterminer un angle de tir. On est donc

assuré qu'aucun de ces points n'est Ìe rationnel cherché, ce qui interromprait le jeu

prématurément. C'est la réitération du jeu et le fait que les deux binômes coopèrent pour

obtenir I'encadrement le plus petit au moment de l'arrêt du jeu, qui doit inciter les joueurs

à opter pour une stratégie systématique. C'est la stratégie par dichotomie, utilisant les

fractions ayant pour dénominateurs une puissance de deux, qui est la moins coûteuse au

sens défini plus haut.

Les émetteurs sont ensuite des récepteurs et inversement. C'est pourquoi nous analysons

la tâche des recepteurs.

3.2.4, Les tâches des récepteurs

Ils doivent comparer une fraction I ldont ils disposent) avec les bornes de I'intervalle
x

it,t:l[ proposées par les émerreurs. Ils onr donc, enrre autres, à calculer xq, yp,
LP PL
xq+x, qx- py. Le travail leur est facilité si p est une puissance de 10, les produits par une

puissance de 10 étant calculés très facilement. Les calculs sont donc plus rapides si les

encadremenls sont tbumis avec des liactions décimales, ce qui peut inciter les joueurs à

utiliser ces dernières.

Quand les.joueurs disposent d'une calculette, la tâche des émetteurs est inchangée

puisqu'ils doivent produire un encadrement avec des fractions. Par contre, la calculette

permettant dc fournir des quotients décimaux approchés, la tâche des récepteurs est

allégée, puisqu'il suffit de comparer convenablentent les quotients approchés
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corfespondant âux fractions, bornes de f intervalle qu'ils reçoivent, avec celui

conespondant à leur propre fraction. L'incitation à foumir des fractions décimales quand

ils sont en position d'émetteur est ici contrainte par l'outil calculette, puisque la

comparaison en est considérablement simplifiée au moment où ils sont récepteurs.

3.2.5. Une situation adidactique d'action

Ce¡te situation de communication peut être vécue comme une situation adidactique

d'action. En effet la stratégie de base "qua" est rapidement inefficace, puisque le réseau

matériel est limitó ct que son prolongement serait vite tfès coûte'lìx. La réitération des

questions-réponses permet aux différents joueurs d'avoir des rétroactions sur les choix

effectués : il existe donc un milieu pour la validation permettânt aux joueurs de juger de la

rapidité avec laquelle ils accèdent à des encadrements de plus en plus fins. La stratégie

optimale D10 doit apparaître sans qu'il soit hesoin de faire de nombreuses parties.

4. CONCLUSION

L'analyse a priori des deux situations précédentes nous a permis d'idenúfier quelles sont

les variables didactiques. Nous avons montré qu'en leur fixant certaines valeurs,

pouvaient être vécues :

- comme situation adidactique d'action, la phase de travail individuel, puis de travail de

groupe de la première partie de la situation "Automates",

- comme une situation adidactique de formulation, la phase de travail de groupe puis de

confrontation de cette même partie,

- comme situation adidactique de validation, la deuxième partie de la situation

"Automate",

- comme situations adidactiques d'action' les deux phases de la situation "Tireur d'élite"

(tir dans une zone limitee et tir dans une zone illimitée)'

Les valeurs de ces variables t'ixent les contraíntes qui limitent la liberté de 1'étudiant

considéré comme un joueur rationnel. Mais en taison de détertninaîíotts, dont nous avons

précisé le sens dans le chapitre 42, les étudiants peuvent être soumis à d'autres

limitations. c'est pourquoi nous nous proposons à présent d'étudier le jeu de l'étudiant

face aux situations qui lui sont proposées afin de repérer quelles sont ces déterminations'

210

Chapit¡e C2 : Analyse a Priori de situations adidactiques concetnant les nombres rationoels et dÉcimaux



CHAPITRE C3

ANALYSE A POSTERIORI DES SÉQUENCES
D'ENSEIGNEMENT, CONTRAINTES ET

DÉTERMINATIONS DU JEU DE L'ÉTUDIANT

L'analyse a posteríori des dew situations d'enseignement des "Automates" et

du "Tireur d'élite" montre des dffirences signifícatíves selon les deux
expérinæntations successives de 1992-93 et 1993-94. A partír dc cefait, nous

menons en évidence deta "placements " possibles des formés qui sont permis
dans certaines situatíons par I'existence de deux jew possíbles. Nous
chercløns ò caractérßer ces placements en montrant en quai ils s'opposent et
en quoí ils sont complémentaires. Ils nous permettent ensuite d'analyser et
d'ínterpréter certains faits didactiques. En particulier, nous regardons la
stabilité et les passages d'un placement ò un autre, p6sa.g3s qui peuvenr ête
source de d.fficubés, mais aussi moyens d'établir des rapports nouveatu ò

dffirents objets de savoir ancíens. Ces placements sont révélateurs de

déterminations qui règlent les condítions de fonctionnement des situations
dans le caàre du système didactique donné.

1. INTRODUCTION

1.1. Le repérage des déterminations

Nous examinons donc à présent, à I'aide du déroulement effectif de la situation

didactique, si les conÍaintes provoquées par certaines valeu¡s des variables didactiques,

qui se situent au niveau microdidactique, ont joué le rôle qui a été envisagé dans les

analyses a priori.

Nous avions montré (Chapine A2) que le formé est assujetti à plusieurs institutions

différentes au cours de sa formation :

- en position délève dans I'institution de formation elle-même (IIIFM),

- en position d'enseignant dans les institutions "classes de stage" au moment où il fait

cours,

- en position d'élève et d'enseignant dans les institutions "manuels" lorsqu'il prépare un

cours ou qu'il étudie un livre de l'école primaire.
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Il a aussi été assujetti en tant qu'élève à plusieurs autres institutions : collège, lycée,

faculté, avant d'entrer dans l'institution officielle de formation. Enf,rn, le projet principal

de l'étudiant est de s'assujettir en tant qu'enseignant dans I'institution-cible école

primaire.

Nous avons appelé déterminations, les diverses limitations externes, qui cette fois-ci se

situent au niveau macrodidactique, provenant de ces divers assujettissements.

Nous utilisons deux éléments pour repérer les déterminations du jeu de l'étudiant :

I - les procédures de base utilisées par les étudiants dans les différents problèmes

proposés,

2- lesdistorsionsenrel'analysepréalablequenouspouvonsfaireàpartirdel'analysea

priori des situations et le déroulement effectif constaté.

Nous suiwons pour cela le déroulement chronologique et donc le découpage en phases

considérées soit comme nécessaires, soit comme possibles dans l'analyse des deux

situations d'enseignement. Ces situations peuvent êne a priori cont¡ôlées grâce aux

valeurs fixées des variables.

Deux expérimentations ont eu lieu pendant deux années successives, intégrant les deux

situations évoquées ainsi que d'autres séances qui ont pu être différentes suivant les

années. Nous rappelons cldessous I'organigramme des deux expérimentations :

Exercices

Analyse de liwes
Séance 6

Tireur d'élite 2 ème partie

Svnthèse / exercices

Tireur d'élite 2 ème partie

Synthèse / exercices

Séance 5

Synthèse automates

Tireurd'élite I è¡e partie
Épisode "étudiants"

Tireur d'élite I ère partie

Séance 4

Automates 2 ème PartieAnalyse de liwesSéance 3

Automates I ère partieAutomates 2 ème PartieSéance 2

Exe¡cices préliminai¡esAutomates 1 ère PartieSéance I

Année 1993-94Année1992-93

Les situations "Automates" et "Tireur d'élite" ont été p¡oposées de manière quasi

identique les deux années, à part quelques modifications au cours de la deuxième

expérimentation.
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En t993-94, deux changements ont été apportés à I'ingénierie réalisée pendant I'année

scolaire 1992-93.

a) Une première séance qui sera analysée dans le chapire suivant, a consisté à proposer

les trois exercices suivants (voir annexe C3a) :

. calculer des produits de deux nombres décimaux dont I'un est une puissance de 10 ;

. classer des nombres en utilisant lbrdre lexicographiçe ;

. placer un nombre décimal ayant beaucoup de chiffres après la virgule sur une droite

gladuée.

L'objectif de ces exercices d'apparence simpie était de montrer aux étudiants qu'ils

pouvaient avoi¡ encore des difficultés. Cela mettait en évidence une certaine ignorance

concemant les notions qui allaient être abordées pendant le module de formation .

b) La séance d'analyse de manuels a été placée en fin du processus au cours de la

deuxième expérimentation. Nous indiquons à présent rapidement le canevas de

l'ingénierie de formation de 1993-94.

L.2. Description de la séquence "les automates"

La séquence commence par la mise en place d'une technique de partages de segments à

I'aide d'une fiche de travail "Comment partager un segment en n segments égaux"

(annexe C3b : durée 20 minutes).

Par la suite, elle comporte deux parties principales, chacune étant constituée de rrois

phases, dont nous rappelons les grandes lignes.

1.2.1. Première partie - Lundi 28 Mars 19941 (séance 2)

Première phase

Résolution de problèmes en travail individuel : chaque étudiant reçoit la fiche de travail

intitulée "Comment désigner le saut d'un automate, activité 1 et activité2" (on trouvera en

annexe C3c page 1 le texte donné aux étudiants). Il remplit une feuille appelée "feuille

annexe individuelle" où on lui demande de noter ses résultats et d'indiquer comment il a

procédé. Cette feuille est photocopiée immédiatement après la fin de I'activité puis

redonnée à chaque étudiant. Elie est destinée à être discutée par goupe de quatre pour

aboutir à un corrigé commun. (durée 45 minutes).

Nous disposons donc des notes individuelles à partir desquelles nous avons réalisé les

analyses figurant dans le paragÌaphe 2.1.

Deuxième phase

Travail par groupe de 4 ou 5.

l. l,es dâtes indiquees correspondenf à l'experimentation 1993-94.
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a) - les étudiants corrigent les problèmes conespondant aux deux activités précédentes. Le

tableau commun conigé est recueilli.

b) - Ils reçoivent par groupe la fiche de travail "Comment désigner le saut d'un automate,

activité 1 " (annexe C3c, page 2).

Ils réalisent dans chaque groupe un poster complenant un tableau à remplir avec les

rema¡ques et les argumentations leur ayant permis de le compléter. Ce poster est destiné à

êre affiché en fin de séance devant I'ensemble du groupe (durée 50 minutes).

Troisième phase

Les 6 posters sont au tableau. Un rapporteur est désigné par tirage au sort pour chaque

pgoupe. Il doit commente¡ devant I'ensemble de la section d'étudiants la façon dont le

groupe est arrivé au résultat. Seuls les points éventuels de divefgence font I'objet d'une

discussion entre les rapporteurs. L'objectif est de réaiiser une affiche de synthèse. (durée

20 minutes )

1.2.2. Deuxième partie - Mercredi 30 Mars 1994 (séance 3)

Première phase

Disribution du document intitulé "Vers de nouveaux nomb,res" (voir annexe C3d)

Retour sur la séance précédente. Il s'agit d'une phase d'institutionnalisation : un automate

est défini par un ensemble de couples d'entie¡s qui se déduisent d'un premier couple

générateur (durée 45 minutes).

Deuxième phase

Présentation du problème par I'enseignant : certains sauts peuvent êEe considérés comme

des entiers et on cherche à définir des règles de comparaison (durée 30 minutes).

Troisième phase

Travail de groupe. Les étudiants cherchent à répondre à la question : "peut-on additionner

deux sauts ?"

Les groupes affichent au fur et à mesure au tableau les diverses règles d'addition qu'ils

ont trouvées et prennent connaissance des autres règles proposées. En même temps, ils

les inscrivent sur une affiche en essayant d'argumenter le choix ou le rejet des règles

trouvées (durée 30 minutes).

Quatrième phase

Discussion entre les gloupes àpanirdes différentes affiches exposées au tableau (durée

l0 minutes).
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1.3. Description de la séquence du tireur d'élite

1.3.1. Première partie - Mercredi 6 Avril 1994 (séance 4)

Dans un quadrillage limité, recherche de rationnels approchant un rationnel déterminé

(voir en annexe C3e, page l, le texte donné aux étudiants). Ceux-ci proposent par binôme

un rationnel. t¿ détermination du "plus proche" se fait collectivement (durée t heure).

1.3.2. Deuxième partie - Lundi ll Avril 1994 (séance 5)

Jeu du tireur d'élite sur fond de quadrillage : recherche par groupes de quatre (deux

binômes travaillant en cooperation) d'encad¡ements de plus en plus fins d'un rationnel par

d'autres rationnels (voir annexe C3e, page 2, le texte donné aux étudiants). Confrontation

des démarches utilisées et des résultats trouvés par les étudiants (du¡ê t h). La suite de la

séance vise à faire une synthèse par le formateur de tout ce qui a précédé. Le temps

consacré à l'activité proprement dite du tireur d'élite est donc de deux heures.

2. LA PREMTÈRE PARTIE DE LA SÉQUENCE DES AUTOMATES :

DEUX PLACEMENTS POSSIBLES POUR LE FORMÉ

2.1. Le révélateur : une différence significative des résultats
au cours des activités individuelles

2.1.1. Les problèmes I et 2 de I'activité I

a) Rappel de l'øctívité

- Activité 1 (individuelle).

Problème l- Un automate arrive à la graduation 15 en ffectuant 9 sauts.
I

Y
ffi
0 t 2 3 4 S 6 7 t 9 l0 ll 12 13 14 15 1617t8 192¡ 21 22 23 24 25 26 27 1ß29 n 3t

Trouver tous les entiers par lesquels passe l'aulomale avanl 3l .

Problème 2- Un automate arrive à l0 en 14 sauts : trouver tous les enûers entre 150 et 180 par où

passe cet aulomate airci que le rcmbre d4 sauts conespondant
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b) Les résultats

Arulrêe 92-93 (21 étudiants)

T79Procédure Gen

4l1Procédure Res

01Procédure Frac

Problème 2Problème 1

Arnén 93 -94 (22 étudiants)

94Procédure Gen

12Procédure Flimulent

04P¡océdure Res

46Procédure Dec

86Procédure Frac

Problème 2Problème I

Remarques sur les procédures utilisées :

. La procédure Frac consiste à recourir à des fractions, (ici 5/3 et 5f)' puis par addition

réitérée ou multiplication par des entiers successifs à rechercher les multiples entiers de

ces fractions.
Étudiant l-94 : Je savais qu'en 9 sauts I'automate arrive à la graduation 15.

Donc chaque saut correspondait à l5¡9, soit 5/3 d'unité de graduation.

Or seul 15/3, 30/3, 4513,6013,75/3, et 90/3 sont équivalents à des entiers.

. Le recours aux nombres décimaux, appelée procédure Dec, est le fait des étudiants qui

utilisent le quotient approché de l5 par 9 (en général 1,66). Ensuite par additions réitérées

ou multiplication par un entier, ils recherchent les entiers par lesquels passe l'automate.

Étudiant 13-94: l5l9 = 1,66, puis j'ai multiplié ce nombre par 2 puis par 3,

puis par 4, ... et j'ai noté les entiers obtenus par ces multiplications jusqu'à 30.

Notons que l'étudiant trouve 4,98 ;9,96 etc... qui sont assimilés à des entiers dans le cas

présent. Pa¡ contre, cela conduit celtains étudiants à ne pas trouver d'autres entiers que

15, comme I'indique I'exemple suivant.

Étudiant 16-94 :En divisant 15 par 9, je trouve 1,66 sur la graduation, il ne

tombe jamais sur un entier. Donc 15 est le premier entier sur lequel il tombe et on

peut conclure que 30 sera le second entier.

. La procédure Res consiste à utiliser le réseau de parallèles et pennet de déterminer le

premier entier par lequel passe I'automate.

* Il s'agit en fait de la procédure Res/Flimulent, adaptation de la procedure Res qui consiste à Eouver le

premier entier par lequel passe I'automate à I'aide du réseau de parallèles, puis à anticiper les autres

valeurs.
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Étudiant 7-94 : Grâce au réseau de parallèles, j'ai découpé le segment de 0 à 15

en 9 segments. J'ai regardé lesquels des 9 segments correspondaient aux
g¡aduations entières : j'ai Íouvé 5, 10 et 15 et par extrapolation, 20, 25 et30.

. Les étudiants qui utilisent la procédure Flimulent n'envisagent que les multiples des

entiers figurant dans le couple définissant l'automate.
Etudiant 14-94 : L'automate n'a¡rive sur les nombres entiers que pil 9 sauts,
j'ai donc cherché immédiatement pour 18 sauts.

. La procédure Gen consiste à s'appuyer sur le modèle linéaire pour trouver le premier

entier par lequel passe I'automate.
Etudiant 94 - 8: 15--->9; 5----->3, donc 10---->6, etc...

c) Les changements de procédures : le rôle de la contraínte

inlrodaíte dans le problème 2

Nous faisons figurer les changements de procédures pour les deux expérimentations

dans les schémas ci-dessous.

La contrainte inroduite par le problème 2 consiste à Fouver des entiers hors de la zone

matérialisée).

1992-93 1993-94

Problème I Problème 2 Problème I Problème 2

E¡ 1992-93, nous constatons qu'un nombre important d'étudiants utilisent comme

procédure de base Ia procédure Res, sans doute parce qu'ils viennent d'être invités à

représenter le déplacement d'un automate en utilisant le réseau de parallèles. Dans les

conditions de cette expérimentation, on voit que la contrainte introduite va inciter sept

étudiants ayant utilisé la procédure Res, à se servir de Gen en s'affranchissant du

matériel. Quatre étudiants vont adapter la procédure Res qui leur permet, à l'aide du
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réseau, de trouver le premier entier paf lequel passe I'automate, puis ensuite d'anticiper

les autres entiers par addition réitérée (procédure que nous avons appelé ResÆlimulent

dans I'analyse a priori).

E¡ 1993-94, quatre étudiants seulement utilisent la procédure Res dans le problème 1,

trois évoluant vers la procédure Gen et le quatrième vers la procédure Dec dans le

problème 2.

Pour les étudiants qui entrent dans le problème avec la procédure Res, la contrainte

introduite dans le deuxième problème les fait évoluer, à une exception près, vers une

procédure de type Gen : les résultats expérimentaux confîrment donc le rôle joué par la

contrainte quand les étudiants utilisent la procédure de base Res.

2.1.2. Ltactivitê 2

a) Rappel ile l'act¡v¡té

Il s'agit de vérifier des tableaux de relevés faits par des contrôleurs peu compétents

(relevés incomplets ou comportant des ereurs) :

- Activité 2 (individuelle) (problème 3)

Vous allez jouer le rôle d"'experts" poù examiner un tableau de relevé de "cont¡ôleurs en automates". [æs

conEôleufs ont décidé d écrife (10 ; 14) pour indiquer qu'un auüDmate arive à 10 en 14 sauts.

Voici un tableâu où sont consignés des relevés concemant quatre automates A, B, C, D. Ces relevés

incomÞlets ont été faiß par quatre cont¡ôleurs l, 2,3 e¡ 4 : ces contrôleurs sont placés le long de la piste,

de plus en plus loin de l'origine de la piste.

(24 :28\(21; )( r84)(120:96\Conrôleur 4

(12i )( :30)(a0; )( :32)Conrôleu¡ 3

(6: )(12:' )(32:. )(25: 19\Contrôleur 2

( r4)16: 10)(8i 14)(5:4)Conrôleur I

DcBA

Consigne

Complétez sw lafeuille annexe no I les relevés des contrôlews en indi4rnnt commenl vous Lvez procédé.

Ne corrigez évenluellement un nombre que si vous êtes ceÛaìns que ce nombre est eftoné.

b) Les résultøts

Nous examinons les deux éléments pouvant créer ploblème, c'est à dire les relevés des

contrôleußCetD:
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Année 92-93 (21 étudiants)

;a)Pour le couple incomplet (21, ) du contrôleurC

579Nombre d'étudiants

Non réponseRemplacement

oat 24

Maintien de 2lhoposition pourle

couole 121. )

Nous avons indiqué ci-dessous les procédures repérées pour maintenir ou remplacer 21,

en les mettant en relation avec celles utilisées dans les problèmes précédents.

t992-93

Problème 1 Problème 2 problème 3

couple (21, )

Sept érudiants répondent 24, autrement dit, ils utilisent la procédure Flimulent, prenant

pour référence le premier couple indiqué. Parmi ces sept étudiants, on en reuouve quatre

qui avaient utilisé uniquement la procédure Res dans les problèmes 7 et 2 précédents, et 2

parmi ceux qui avaient utilisé la procédure Res dans le premier problème et la procédure

Gen dans le deuxième. La procédure Gen utilisée par les deux étudiants dans le cas

particulier du problème 2, où la détermination du couple origine était facilitée puisqu'il

suffisait de diviser par 2 les deux termes du couple (10,14), n'est donc pas disponible

dans ce problème.

Certains étudiants qui maintiennent2l, ne mettent pas forcément en évidence le couple

générateur, mais ayant constaté que pour l0 sauts, l'automate a avancé de 6,

ils envisagent que pour une progression de 5 sauts , I'automate avance de 3 graduations.
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Cette remarque leur permet de conclu¡e que pour passer de 18 et 21, il faut 5 sauts

supplémentaires, d'où le couple (21,35). Mais l'absence de commentaires explicites pour

un certain nombre d'entre eux ne nous pefrnet pas de dénombrer de maniè¡e exacte ceux

qui procèdent de cette manière. C'est pourquoi nous les regroupons sous le terme

générique Fli, c'est-à-dire ceux qui ont utilisé des propriétés que I'on peut rattacher aux

propriétés de linéarité.

Les non-réponses proviennent des étudiants qui n'ont pas eu le temps de remplir les

colonnes correspondant aux automates C et D. Par con¡.e, On voit à partir des traces

écrites, I'utilisation de coefficients multiplicateurs permettant de passer d'un couple à un

autre pour les automates A et B.

b) Pour le couple incomplet (0, 4) du conuôleur D

06J110INombre d'étudiants

autre

non

reponse

couple

( 4)

bané

(4,4)(3,4)(3,42;4)

Premiercouple ( ,4 )
complété ou modifié

Nous avons confirmation de ce que nous avons noté précédemment dans les réponses

concernant I'automate D. La majorité des étudiants se situent dans la logique de la

recherche d'un premier couple qui soit compatible avec les données suivantes (6, ) et

(12, ). Cela les conduit à choisir (3; 4) (ou encore (4; 4)) et à modifier le dernier couple

en le remplaçantpar (24;32). Quatre étudiants proposent d'ailleurs deux changements

possibles pour le dernier couple, c'est-à-dire (24; 32) et (21; 28). L'étudiant qui propose

Q,42; Ð est celui qui recherche un coefficient de proportionnalité entre des colonnes.

Année 93-94 (22 étudiants)

a) Pour le couple incomplef (21, )du contrôleur C

4018Nombre d'étudiants

Non réponseRemplacement

par 24

Maintien de 21Proposition pour le

couole (21. )

La totalité des étudiants qui répondent, ne modifient pas 21. Nous reportons les

procédures repérées à partir des traces écrites recueillies, dans le schéma ci-dessous.

* Il s'agit des étudianß qui ne donnent pas de réponse pour Ie premier couple, ni de réponses pour les

autes couple de la colonne.
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Problème 1

1993-94

hoblème 2 Problème 3

couple (21, )

Ceux qui font référence aux fracdons ou aux nombres décimaux utilisent de manière

systématique le produit en croix, ce qui les conduit à compléter le couple (21, ) pat

(2I,35) sans nécessai¡ement se poser de question sur la signification de ce résultat.

Ceux qui utilisent la procédure Gen dans le problème 2, gardent 21, sans que I'on voie

apparaître de manière explicite sur les feuilles le couple générateur. Quant à celui qui se

sert de la procédure Flimulent dans le problème 2, ayant utilisé la procédu¡e Dec dans le

problème I , il se sert du produit en croix pour conclure par le maintien de 2 1 .

b) Pour le couple incomplet (0, 4) du contrôleur D

IJ50J10Nombre d'étudiants

autre

non

feponse

couple

( 4)

bané

(4,4)(3,+¡
Q,a2;4)

ou

Q4Í1:4)

Premiercouple(,4)
complété ou modifié

Nous avons confi¡mation de ce que nous avons noté précédemment. Une majorité

d'étudia¡ts donne pour réponse le couple (3,42;' 4) ou (24fi;4) obtenu par l'utilisation de

la règle de trois. Ils se placent dans la "logique" de I'utilisation de savoirs dont ils

disposent au moment où ils abo¡dent le problème.
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2.1.3. La différence entre les deux résultats pour les deux années

D'où provient la différence des procédures observées dans les deux expérimentations ?

Les activités précédant la situation "Automates" semblent avoir joué un rôle primordial

dans cette difftrenciation. Pourquoi ?

Un premier niveau d'analyse nous permet de faire les constatations suivantes:

- en 1992-93, la mise en plâce de la technique de partage d'un segurent, qui fournit une

procédure de base pour les étudiants, a étê placée en tout début de séance. Utiliser dans

un premier temps uniquement les réseaux de parallèles comme technique de partage les

place dans un envlronnement de problèmes pcrçus coulure ¡elatifs au primaire. Ils

envisagent par la suite la situation proposée comme une situation qu'il est possible de

proposer à des élèves du primaire. Ils vont s'attacher à résoudre le problème comme

pourraient le faire des enfants de l'école primaire tout en essayant d'avoi¡ une attitude

réflexive sur les procédures utilisées. L'utilisation de la procédure Res favorise la prise de

conscience de l'existence d'un premier entier par lequel passe I'automate. Cette procédure

étant bloquée, la très grande majorité des étudiants passe directement à I'utilisation de la

procédure Gen, conformément aux prévisions que fournit l'analyse a priori. D'une

manière générale, ils cherchent à mettre en ¡elation les couples les uns par rappo¡t aux

autres, en recherchant des multiplicateurs adéquats.

- en 1993-94, une séance entière (séance 1) avait préÆédé cette partie. Les étudiants

devaient résoudre une série d'exe¡cices de présentation relativement anodine, mais

suffisamment ,,résistants" pour pfovoquer une analyse des raisons des problèmes

t€ncontrés et par conséquent une "mise en appétit de savoir". La séance s'était terminée

par la mise en place de la technique de partage d'un segment .

læs trois exercices de la première séance portaient de manière explicite sur les décimaux et

les fractions. Un des exercices sur lequel nous reviendrons plus longuement par la suite

(chapitre c4, paragraphe l.l) acréê un événement par l'intérêt qu'il a suscité et par la

longueur de la correction qui lui a été consacrée. Les étudiants ayant eu I'occasion de

manipuler des décimaux, des fractions, se sentent donc autorisés par la suite à utiliser ces

notion5 sur lesquelles on leur a mOnEé en quelque solte une Certaine ignolance. D'autre

part, ils se replacent natulellement dans un environnement de techniques calactéIistiques

du collège : ceci les amène à interpréter le saut comme un quotient de la "distance

parcourue" par le nombre de sauts. D'aute part, l'éloignement de I'aclivité concemant les

réseaux de parallèles, puisque celle-ci a été faite la semaine plécédente, n'incite que très

peu d'étudiants à I'utiliser comme procédure de base'
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Nous allons à présent procéder à une analyse plus fine de la situation "Automates" pour

mettre en évidence un phénomène qui rende compte du fait observé.

2.2. Deux jeux possibles

Nous analysons la première situation "Automates" à I'aide du modèle de sEucturation du

milieu de la théorie des situations de G. Brousseau (1986, 1989b). C. Margolinas

(1993a, 1993b) a complété et renommé les différents niveaux déjà introduits. On trouvera

en annexe C3f le schéma de structuration du milieu présenté par C. Margolinas dans

1993b. Nous adoptons la terminologie proposée pour les noms attribués aux différents

milieux et aux différentes situations correspondantes. Nous utilisons parcontre le terme

de "place" de préférence à celui de "position" que nous réservons pour la théorie

antlropologique de Chevalla¡d.

2.2.1. Un jeu sur les entiers

La première partie de la situation "Automates" est construite de sorte qu'elle soit porteuse

des intentions de l'enseignant, mais en les rendant invisibies à l'étudiant. C'est ainsi que

la notion de fraction, en particulier celle de fraction génératrice pennettant de générer

I'ensemble des fractions représentant un rationnel, doit rester cachée pour que la situation

soit vécue de manière adidactique.

Dans cette situation, le jeu des étudiants peut être caractérisé comme un "jeu sur les

entiers", utilisant les propriétés de linéarité de la fonction de N dans N f: s-->n.

Pour la situation objective, le milieu matériel est constitué des graduations et réseau de

droites parallèles, Ies connaissances en jeu consistant à lier les nombres correspondant

aux graduations, à placer un point sur la graduation pour indiquer par où passe un

automate, à Eacer des segments sur réseau de parallèles pour pouvoir les panager. Cette

situation objective nous permet d'envisager un milieu objectif, constitué des éléments de

la situation objective : les connaissances en jeu nécessitent de savoi¡ utiliser le réseau de

parallèles pour metre en évidence les points par lesquels passe un automate défini par un

couple (n , s). Ceci caractérise la situation de référence qui va servir de milieu de

référence pour le fonctionnement des savoirs. Ces connaissances sont nécessaires pour

metre en place la stratégie de base Res qui consiste à utiliser le réseau de parallèles pour

déterminer sur la graduation I'ensemble des points entiers par lesquels passe l'automate.

Pour la situation d'apprentissage proprement dite S-1, que nous avons étudiée en détail

dans les chapitres précédents, les principales connaissances en jeu concement les entiers

ainsi que les propriétés des fonctions linéaires définies sur l'ensemble des entiers.

L'étudiant qui adopte les règles du jeu des entiers va se trouver dans une situation

adidactique d'apprentissage. Nous avons montré, que dans ce cas là, les contraintes de la

223

Chapite C3 ; Analyse a postériori des séquences d'enseignemcnt,
æntrainte et déteminations de jeu de l'étudìmt



situation avaientjoué le rôle qui leur avait été assigné. Les procédures que peut mettre en

route un joueur rationnel sont les procédufes Res, Flimulent, Flimul¡at, Res/flimul et

Gen. Avec les contraintes fixées, la procédure optimale est la procédure Gen. Mais du fait

que le formé se destine à êfe professeur, il se trouve nécessairement en position réflexive

par rapport à sa propre activité : il réfléchit à son propre apprentissage, aux fonctions de la

connaissance en jeu, mais dans le même temps cela lui permet d'obtenir des

renseignements sur des procédures que poulraient utiliser les élèves, des erreurs qu'ils

pouraient commettre, etc... Il peut ainsi disposer de connaissances qui lui apparaissent

comme utiles lorsqu'il sera enseiglant. Il occupe à la fois les places nommées par C.

Margolinas E0 et El. Cette dernière place est similaire à la place du professeur dans la

situation de projet : en effet l'étudiant envisage le projet de réaliser l'activité avec des

élèves.

Dans le tableau ci-dessous, nous résumons les principales connaissances en jeu dans les

différents niveaux envisagés :

Tableau C4- a

2.2.2. Le jeu de la mesure

Un deuxième jeu des étudiants est possible: "le jeu de la mesure du saut". Les étudiants

vont chercher les entiers par lesquels passent les automates en utilisant la longueur du

saut.

Le milieu marériel est différent, les graduations "physiques" et les réseaux de parallèles

n'en font pas partie. Il est constitué de la droite numérique, matérialisée éventuellement

par un dessin approximatif, et du fait que I'automate proglesse de s bonds réguliers pour

atteindfe un point n entier. læs connaissances en jeu dans la situation objective concement

les entiers et leurs propriétés. Les connaissances à plopos des fractions, l'égalité des

fractions, le produit en croix, sont mobilisées. Par exemple le saut d'un automate
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déterminé par le couple (n , s) est ainsi interprété comme le quotient de n par s et par la

fraction 1 , deux couples (n, s) et (n', s') sont considérés comme représentant le même
s

.n n'
automate rt ï =i ou encore si le produit en croix est vérifié, c'est-à-dire si

on nxs'=n'x s . Le quotient décimal de n:s est considéré comme représentant la

fraction 1. Les procédures Frac, Dec, Procroix sont donc utilisées comme procédures de
s

base par l'étudiant, procédures qui mettent enjeu des connaissances anciennes. L'énrdiant

peut se trouver, mais pour des raisons qui ne sont pas directement liées aux contraintes

introduites par le concepteur de I'ingénierie dans la situation, dans des phases

adidactiques relatives à certains objets anciens. C'est ainsi que I'introduction d'un

ensemble de couples représentant un même rationnel peut faire "bouger" des objets

a¡ciens comme le produit en croix. Au niveau de la situation d'apprentissage, il existe

donc un milieu adidactique qui sert de référence pour le fonctionnement du savoir,

déterminant un jeu adidactique différent de celui prévu par le concepteur. 11 s'agit d'une

situation S'-1 qui est donc bien diffáente de la situation S-1.

L'étudiant se place en position réflexive E'g par rappon à son propre apprentissage, mais

aussi en position réflexive E'1 par rappon à la situation didactique, puisqu'il est amené 1à

aussi à réfléchir su¡ les procédures qui peuvent être utilisées par les élèves du primaire. Il
peut ainsi considérer que les connaissances en jeu sont des objets de savoir servant à

enseigner et essayer de voir quelles sont les interrelations de ceux-ci avec les objets

d'enseignement à l'école primaire.

Les connaissances en jeu dans les différents niveaux sont résumées dans le tableau

suivant:

Tableau C4- b.

225

Chapitre C3 : Analyse a postériori des séquences d'enseignenent,
contrainte et déteminations de jeu de l'étudimt

S',-3:

situation objective
connaissances sur la droiæ numériqueE'-3:

E-objectif

M'-3:

M-matériel

s'-2:

situation de róférence

connaissances sur les fractions, l'égalité des

ftactions et fractions ineducúbles

. connaissances sur le produit en croix

E',-2:.

E-agissant

M',-2:

Mobjectif

S',-l:

situadon d'apprent.

relâtion entre fractions, produit en croix ea

fonctions linóaires
E'-1:

E-aDDrenant

M'-t:
Mdeñfâence

s'0:

situation didacdque

. classe d'équivalence de couples de nombres
entiers, couple généraþur, relation enEe couple
sénérateur et fraction inéductible

E'0:

Élène

M'0:

M-d'æprentissage

s'1:

situation de projet
. connaissances sur les différentes procedures
pour résoudre les problèmes de
commensuration

E'l:
E-réflexif

M'1:

Mdidætiqæ



L'étude précedente nous amène à compléter I'analyse a priori de la situation "Automates"

que nous avons effectuée dans le chapitre C2. En effet, nous avions été amené à mettre

sur le même plan les différentes stratégies susceptibles de modéliser les procédures mises

en æuwe par les formés.

L'analyse en teÍne de milieu a permis de montrer que, dans la situation "Automates",

deuxjeux sont permis correspondant à deux milieux diffé¡ents, donc à deux siluations

différentes. En effet, il n'y avait pas de règles explicites interdisant I'utilisation des

nombres non entiers. Nous avions montré dans I'analyse a priori que, dans la dernière

activité proposee, les stratégies conespondant à ce deuxième jeu étaient rendues coûteuses

par npport à la sratégie Gen.

Cette analyse en tetme de milieu ne nous explique cependant pas pourquoi les étudiants

vont interagir plutôt avec un milieu conespondant au jeu des entiers plutôt qu'avec le

milieu correspondant au jeu de la mesure, c'est ce que nous nous proposons d'examiner à

présent.

2.3. Le phénomène : deux placements possibles pour le formé

2.3.1. L'identification des deux placements

Nous considérons la différence observée dans les deux expérimentations comme liée à

deux placements possibles que peut prendre le formé au cours d'une activité proposée par

le formateur. Nous situons noÍe analyse du côté du sujet en donnant une description et

une caractérisation de ces placements. NOus n'utilisons pas volontairement le terme de

"positions" utilisées dans la théorie anthropologique de Chevallard et dans le modèle de

structu¡ation du milieu de Brousseau.

Nous distinguons :

- un placement que nous qualifions de sémantique : les formés vont résoudre le

problème comme ils supposent que pounait le faire un élève du primaire. Ils acceptent de

jouer ce jeu-là parce qu'il sont des futurs professeurs et que cette attitude leur permettra en

quelque sorte d'anticiper ce que feront leurs élèves auxquels on pfoposela une situation

similaire. l,es phases adidactiques considé¡ées comme nécessaires vont donc se dérouler

conformément à I'analyse a priori. Les contraintes de la situation, compte tenu de la

transformation effectuée de I'ingénierie, vont plovoquer en accéléré les adaptations

souhaitées par I'expérimentateur et I'utilisation de la procédure optimale.

- un placement syntâxique : les formés vont mobiliser des techniques anciennes rendues

sensibles par un phénomène d'ignorance, ces savoirs anciens étant rattachés à des

-techniques de l'école obligatoire. Ils vont essayer de déterminer parmi eux quels sont les
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savoirs en jeu dans la situation proposée par le formateur. Ils cherchent à s'assurer que

ces connaissances vont pouvoir fonctionner dans le contexte proposé.

Nous allons ca¡actérise¡ maintenant de manière plus précise ces deux placements en nous

appuyant sur les échanges ayant eu lieu pendant les activités de groupe.

Au niveau du travail de groupe, les étudiants reviennent dans un premier temps sur le

ravail individuel (en 1994, nous I'avons finalisé par la production d'un premier tableau

commun), puis ils ont à remplir le deuxième tableau suivant (les tableaux ne diffèrent que

pour I'automate I) :

Tableau à compléter lors du ravail de groupe

En 1994, nous avions modifié la présentation de I en pensant que cela allait favo¡iser

I'apparition du couple générateur.

L'enregistrement de tous les groupes a été effectué pendant l'année I992-93.8n 1993-

94, seuls deux groupes ont été enregistrés. Pour les deux expérimentations, nous

disposons des posters réalisés par les différents groupes ainsi que de l'enregistrement de

la phase de confrontation appelée "panel". C'est à partir de ces éléments que nous avons

fait les analyses suivantes. Nous indiquons, pour chacun des étudiants de chaque groupe,

les procédures utilisées pour les deux premiers problèmes, les éléments ca¡actéristiques

pour le tableau rempli individuellement relativement aux deux problèmes posés par les

automates C et D. Les résultats du groupe par rapport à la reche¡che des couples

générateurs ainsi que les arguments fournis sur les posters sont ¡appelés.

2,3.2. Le placement sémantique

Nous allons étudier un groupe qui a fonctionné pendant I'expérimentation 1992-93,

(chronique complète en annexe C3g) . Le groupe est inté¡essant dans la mesure où il
réunit quatre personnes ayant utilisé des procédures différentes dans les problèmes

initiaux. La confrontation des points de vue va nous servir de ¡évélateur. Les étudiants

vont se trouver dans des placements différents, ce qui va nous aider à caractériser
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essentiellement le placement que nous avons appelé sémantique. L'autre placement sera

en filigrane: celui-ci sera caractérisé dans le paragraphe suivant, en nous appuyant sur

l'analyse du fonctionnement des groupes pendant I'expérimentation 93-94. Nous

reviendrons dans le paragraphe 4 sur le "jeu" entre ces deux placements.

Groupe 4 (expérimentation 92-93)

Argument final fourni par le groupe :

On chcrche le plus grand diviseur commun du couple et ce couple, une fois

simplifié par le diviseur, sert de base aux autres calculs.

Analyse du déroulement du fravail de groupe

Au début du rravail par groupe, les étudiants E 5 et E 9 n'arrivent pas à compléter le

nouveau tableau qui leur est proposé. Ce sont donc les deux étudiants E 3 et E 12 qui vont

s'attacher à expliquer aux autres comment ils procèdent.

L'étudiant E 3 avait utilisé la règle de rrois, pour remplir le premier tableau tandis que

l'étudiant E l2avait utilisé la procédure Flimulrat, consistant à diviser par 2 puis à

multiplier par 3 chacun des termes du premier couple de I'automate F. On peut estimer

que ces deux étudiants occupent un placement syntaxique : ils mobilisent des techniques

anciennes issues de l'école obligaOire. E 12 cherche à exposer sa technique aux autres

étudiants, tandis que E 3 explique en même temps qu'on peut se servir de la règle de trois.

Les étudiants

s'occupent de

I'automate F:

(l2l 8)

(ts; iz)

(30; )
Q3; 28)

Extrait 1

E 3 - si tu fais par proportionnalité, pâr règle de trois, regarde ...

E 12 - oui, ce que tu peux faire à parfu de 12, comme tu passes à 18, eh

bien 12, tu le divises par 2 et t't multiplies par 3, il faut faire deux

opérations successives.

E5-etlàçadonne12?
E 12 - oui, parce que 8 divisé par 2, ça donne 4 et multiplié par 3, ça

donne 12.

E 9 - tu essayes de voir comment tu peux passer de I'un à I'autre ?

E 12 - oui, avec deux opérations, avec deux opérâtions, ça marche en

général, 18 divisé par 3, ça fait 6, multiplié par 5, ça fait 30.

E5-ohlàlà!
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Les étudiants E s et E 9 sont intéressés dans la mesure où ce que propose E 12 est du

même type que la technique qu'ils avaient utilisée dans le premier tableau pour passer

d'un couple à un autre. C'est une technique qui leur paraît contextualisée et plus générale

que la leur. Ils essaient de la faire fonctionner pour d'autres couples de la colonne de

I'automate F, avec les multiplicateurs 2 et 3 comme I'avait fait E 12, mais aboutissent à

une contradiction.

Extrâ¡t 2

E 5 - donc là, c'est faux le 30.

E 12 - mais si pour passer par exemple de là à là. [il montre les nombres 12 et 30]

E 9 - ah, mais û¡ repa¡s du 12.

E 12 - ben oui, tu reprends la même méthode, mais tu changes les chiffres chaque fois de 12 à 30.

E 5 - mais, j'ai fait de 18 à 30, divisé par 2 et multiplié par 3.

E 9- mais, ce n'est pas un coefficient de proportionnalilé ?

E 5 - mais ton coefficient, il sera propre à chaque doublette, comment tu veux passer de là à là et

de là à là, tu n'as qu'une possibilité.

C'est le c¿¡ractère apparemment non systématique qui est mis en cause, puisqu'il faut

s'appuyer sur une valeur intermédiaire dépendante du couple initial choisi. E 3 en profite

pour indiquer que la technique du produit en croix marche à tous les coups. Mais les

étudiants sont toujours sur la technique de E lz à laquelle ils che¡chent à attribuer une

sigriification dans le contexte.

Extrait 3

E 5 - ça me gêne de changer de coefficient, c'es[ gênant de faire un coefficient là, un autre là...

E 3 - oui, mais ça marche à tous les coups aussi, si tu prends Ia proportionnalité avec un produit

en croix
E 5 - ça me gêne qubn change de coefficient pæce qu'on dirait que le robot n'est plus régulier.

E 3 - mais ça ne remet pas en cause [e ¡obot !

Cette recherche de signification oblige E tz à expliciter sa technique qui est en

concrurence avec la technique de la règle de trois. Celle-ci va se trouver disqualifiée parce

que E 12 est capable d'expliquer sa technique dans les termes de la situation, ce qu'il

traduit par I'expression "c'est pareil que la règle de rois, sauf que cela donne du

sens". En fait, la propriété de linéarité qu'il utilise rend compte de la technique, qui peut

s'interpréter dans le cadre de la situation : mise en évidence d'un couple (6; 4) diffé¡ent

des couples (12; 8) et (18; l2) qui conespond à un entier 6 par lequel passe I'automate.

Extrait 4

E 12 - moi, je fais avec le rapport comme ça, comme on passail de 5 à 25, après on fait la même

recette s¡¡r le nomb¡e 4 ef on esmie d'obtenir I'auEe.

E 3 - je suis partie avec I'idee ...
E 12 - on chercbe un multiplicateur commun.

Extrait 5

E 5 - mais ça me semble plus régulier, tândis que là, ça â l'air vraiment de petits calculs...

E 12 - mais ça revient exactement au même, la règle de trois...

229

Chapiue C3 : Analyse a postériori des séquences d'enseignement,
@ntrainte et déteminations de jeu de l'érudim¡



E 9 - on dirait waiment que c'est de la cuisine. ..

E 12 - la riale de trois, c'est aussi une aure recetþ de cuisine'

E 5 - oui deux opérations quoi, pour moi, c'est moins régulier.

E 12 - c'est pareil que la Ègle de rois, saufque ça donne du sens, c'est tout.

E 5 - mais moi, je ne faisais pas la règle de uois, je faisais rien.

Iæs expressions "recette de cuisine", "petits calculs", "donne¡ du sens" sont significatives

dans cet extrait et montrent bien que I'enjeu de la discussion toume autoul de la question

du.'Sens". Cela amène E 12 à fournir progressivement I'argument de la recherche du

premier point par lequel passe I'automate.

Extrâit 6

E 12 - ben si tu veux, on obtient te plus petit possible, si tu divises par deux, ça te fait (6, 4)' on

peut même obtenir plus petit, c'est (3,2), si tu divises encore par deux, à palir de là, tu peux

obtenir tous les autres, c'est plus facile : là tu multiplies par 6' là par 10.

E 9 - en fin de compte, on va chercher à chaque coup le plus petit.

E 12 - oui, on peut faire comme ç4, on cherche le plus petit possible.

E 9 - mais c'est plus facile.

Les étudiantS Se trouvent alors dans un placement sémantique : un indice confirmant ceci

est I'expression "passe" utilisée par E 9 qui se réfère explicitement à un automate.

Cette technique va emporter la conviction des autres membres du groupe palce qu'elle est

généralisable et qu'elle se justifie par la recherche du plus grand diviseur coÍìmun.

læs étudiants se trouvent alo¡s dans un placement syntaxique.

Extrait 7

E 9 - oui, avec ceûe méthode, on passe par le plus petit possible.

E5-jepréfbe.
E 12 - oui, mais ça revient au meme.

E 9 - on cherche un multiPle commun?

E 12 - on cherche le plus gros diviseur commun aux deux.

E 3 n'intervient plus à la fin du travail, mais c'est lui cependant qui fournit

l'argumenhtion finale que I'on Eouve sur le poster qu'il s'agit de rédiger.

Nous avons ici un déroulement représentatif de recherche de solution. Le placement

sémantique prend le relais quand un étudiant ne peut fournir de justifications sur la

technique qu'il utilise. Il y a abandon du placement sémantique dès que les étudiants

peuvent trouver une justification, par exemple ici, recherche du plus petit couple en

divisant chaque terme du couple par le P.G.C.D des deux nombres.

Nous donnons trois caractérisations pour le piacement sémantique:

- la première est relative au jeu auquel jouent les étudiants dans la situation déterminée

(nous avons mis en évidence deux jeux possibles): ici c'est lejeu sur les entiers dans le

contexte des automates. Cette caracté¡isation est donc du côté des contraintes de la

situation.
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- la deuxième met en avant la question du sens qui est au centre des propos des formés.

Ici le sens est lié au contexte des automates. I¿ linéarité rend compte de la technique, elle
permet d'inßrpréter la technique dans les termes de la situation. Cette recherche du sens

découle, semble-t-il, des déterminations que nous cherchons à expliciter et sur lesquelles

nous reviendrons.

- la troisième se place du côté des déterminations extérieures à la situation proprement

dite. Elle caractérise le fait que les étudiants se sentent autorisés à utiliser des techniques

contextualisées.

Nous avons confirmation de la validité de cette caractérisation grâce aux analyses du

fonctionnement des aures groupes 1, 3 et 5 ( annexe C3h).

Les groupes I et 5 ont ainsi un comportement analogue au groupe 4, même si le niveau

dbxplicitation est beaucoup plus faible pour le groupe 5.

Le point "a" de 1a modélisation précédente rend bien compte du fonctionnement du

groupe 3. Les étudiants ont ainsi bien élabo¡é une méthode mais ne comprennent pas

exactement pourquoi cela les conduit au résultat. Ils trouvent que leur "méùode" n'est pas

assez systémaúque. La phase collective, par f intervention d'autres groupes (groupe 4 et

groupe 2) ayant mis en évidence les éléments générateurs et le moyen de les obtenir, leur

foumira la technique générale souhaitée.

Quant au groupe 2 (chronique complète en annexe C3i), la modélisation précédente ne

rend que paniellement compte de son fonctionnement, nous y reviendrons après avoir

caractérisé le placement syntaxique .

2,3,3, Le placement syntaxique

Nous nous servons essentiellement des travaux de groupe réalisés pendant

l'expérimentation 1993-94, puisque le placement majoritaire était de ce type. Nous ne

faisons figurer que les tableaux récapitulatifs, obtenus à partir des éléments recueillis
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Caractérisation du placement sémantique

a - élaboration d'une technique contextual¡sée dont le domaine de validité
est l'ensemble des problèmes proposés (dans le cas de la situation

"Automatest', il stagit de la procédure GEN)

b - le "sens" de cette technique est celui du contexte dans lequel elle

mise en (Euvre,

- la légitimité de cette technique est assurée par le fait qu'elle

lede I'institution-cibleble à des



(fiche individuelle, tableaux remplis etposterréalisé collectivement). Nous indiquons si

des couples générateuts sont marqués explicitement sur le deuxième tableau. Nous

regroupons les groupes 1,2,3,5 :

- le couple générateur ne figure pas dans le deuxième tableau,

- le produit en croix et des propriétés concernant la proportionnalité sont

systématiquement utilisés comme I'indiquent les arguments fournis sur les posters.

Groupe I (expérimentation 93-94)

Argument final :

On fait le rapport entre 2 graduations ou deux nombres de sauts.

On obtient le coefficient de proportionnalité.
On multiplie ou on divise par ce coefflcient pour trouver la valeü manquante.

,18
exemple : -=1,5 1,5x8=12

Groupe 2 (expérimentation 93-94)

Pas de couple générateur

( ;4)*2lFracFracEq

(1.4)2lDecDecEt¡
( l4)*2lFracFracEr

NRNRGenResErn

2 ème tableau (pa¡ groupe)1 er tableauPb.2Pb. I

Argument final :

On a comparé les couples d'un même automate un à un et on a fait le produit en

croix pour vérifier la proportionnalité elou trouver le nombre manquant.

Pour J

z+l4O360

v60

20x
. 360 2+140

on s¿ut que ;= n
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Pas de couple générateur

NR2lDecResEt

( :4)*2lGenResEo

ß,ß:a\2tFracDecËro

ß,43:4'¡2lFracDecEl
Automates F, H, I, J,AutomateDAutomaeC

Pb.2Pb. I 2 ème tableau (pa¡ sroupe)I er tableau (individuel)

* ( ;4) barré



Groupe 3 (expérimentation 93-94)

Pas de couple générateur

ß.4\2tGenGenEt
(3.42:4\21GenResEr

NRNRFracFracEs

NRNRFracFr¿cErn

2 ème tableau (oar erouDe)I er tableauPb.2Pb. I

Argument linal :

Méthodes : x 1,5

- rapport d'une paire à I'autre (12 ; 8) ---> (18 ; l2).
:1,5

- ¡:rpport d'une valeur à I'autre 12 -*-> 8.
- par additions successives :

1282030
+19 ____>

30 20 28 42
- passage au rapport fractionnaire.
Remarques :

- comment trouver l'entier le plus proche de 41 pour lequel le rapport sera le même
que pour les autres valeurs : 40 , 42'l
- pour la dernière colonne : est-il possible de trouver des valeurs en pa¡tant d'un
seul rapport 360 --> 140? Par exemple, est-ce que 36 -*> 14 se¡a valable?

Groupe 5 (expérimentation 93-94)

Argument final :

On considère que les couples sont propoÍionnels et on le vérifie par un produit en

croix. Si on ne tombe pas sur un nombre entier, on recherche le nombre entier le
plus proche qui convient.

Un seul groupe fait référence à une fraction correspondant au couple générateur, mais cela

ne remet pas en cause les couples trouvés, qui ne sont pas des couples d'entiers, et donc

ne peuvent pas s'interpréter dans Ie contexte des automates.
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Pas de couple générateur

( :4)*21GenFlimulentEn
(:4\*2lFlimulentDecEt<

Q4n.4)21ÞcDecE4

(24/7.4\2lGenGenErr

(3.4)2lGenCenEc¡
2 ème tableau (par soupe)1 er tableauPb.2Pb. I



Référence à une fraction de base

correspondant au couple générateur

(3.43:4\2tGenFlimulentEr¡
Q4n.4\zlFracFracEr<

ß.43:4\2lDecDecEr¡

(24n,4',)21FracFracEr

ß,4)2tGenGenErn

2 ème ¡ableau (par groupe)1 er tableauPb.2Pb. 1

Groupe 4 (expérimentation 93-94)

Argument final :

Pour compléter I'affiche :

- respect de la proportionnalité pour un automate,

- r'éduction de la fraction à sa plus petite expression ex
12 3x2x2 3

=-. alnsl J
8 2x2x2 2'

graduations correspondent à 2 sauts,

- par référence à la fraction de base, on rectifie les er¡eurs.

- pour I'automate J, nous avons modifié le dernier relevé (contrôleur 4) afin de

n'effectuer qu' une seule correction (360' 1 44)

Le langage et les notions utilisés dans les argumentations (coefficients de

proportionnalité, propriétés d'additivité, écritures utilisant les lettres'.) font appel à des

techniques anciennes que les formés mobilisent majoritairement. Ils essaient d'identifier

quels sont les savoirs en jeu et de reconnaître ceux qui vont être utiles dans la situation.

L'utilisation de certains savoirs automatisés peut les conduire à produire des résultats qui

ne sont pas interprétables dans la situation, comme par exemple trouver des couples du

type (24fl ,4) ou (3,43;4).

cependant, au cours des travaux de groupe, une ¡éflexion s'engage au sein des groupes

sur la proportionnalité, le produit en croix et la recherche des multiplicateus pour passer

d'un couple à un autre. C'est ainsi que dans tous les tableaux réalisés collectivement, tout

élément rajouté est un nombre entiel, conraifement à ce qui avait été indiqué dans de

nombreux tableaux au cours du navail individuel. Cela indique qu'au cours de cette

phase, un lien a été établi entre les résultats trouvés et 1a signification du problème. Il

s'agit de phases adidactiques au sens où A. Mercier (1997, 1995) a montré que cÔs

phases perme$aient d'établir des rapports nouveaux à des savoirs anciens. Certains de ces

apprentissages ont été rendus visibles ici par le recueil de données : feuilles individuelles

dans un premier temps, puis production des groupes dans un deuxième temps. Des

savoirs automatiséS, COmme le produit en croix, sont repenséS, notamment au couts des

périodes de travaux de groupes, et mis en lappoil avec d'autres procédures qui

fonctionnent dans la situation. Les étudiants, futurs enseignants se mettent en position
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¡éflexive et établissent des liens entre les procédures. Ils cherchent ainsi à déterminer

quelles sont les raisons qui permettent de justifier ces techniques. Une technique a besoin

d'une légitimation, nous dit Chevallard2. Cette légitimation peut être réalisée par une

technologie, c'est à dire les éléments qui vont pouvoir justifier cette technique. Il sont

donc à la recherche de technologies explicatives qui légitiment l'emploi des techniques

utilisées. Ils veulent ainsi Eouver et ¡econstruire à travers la situation un certain texte du

savoir.

Pour ca¡actériser le placement syntaxique nous reprenons les rois éléments définissant le

placement sémantique.

Caractérisation du placement syntaxique

a) repérage et utilisation de techniques anciennes adaptées aux problèmes

proposés qui ont un domaine de validité étendu dans le champ

d'expérience (ici le cadre scolaire, par exemple, dans le câs de la situation

".Automates" ce sont celles qui relèvent de la proportionnalité),

b) le "sens" de ces techniques est celui des raisons qui les justifient,

c) la légitimité de ces techniques provient de leur existence en tant
qu'objets de savoir déjà étiquetés dans les institutions de référence (ici

collèee et lycée).

Nous mettons à présent à l'épreuve cene modélisation. Nous allons retrouve¡ le même

phénomène à propos de la sfuuence du "Tireur d'élite". Nous allons montrer en quoi

cette identification de deux placements est éclairante pour comprendre le déroulement de

la deuxième partie de la situation "Automates"; cela nous permettra de discuter de la

"stabilité" de ces deux placements.

3. LA SÉQUENCE DU TTREUR D'ÉLITE: ANALYSB EN TERME DE

PLACEMENT

Comme au cours de la séquence "Automates", I'initialisation du travail à propos de la

séquence du tireur d'élite va avoir des conséquences sur le placement pris par les

étudiants, ce qui nous pennet d'interpréter les résultats obtenus auprès des étudiants.

2. CHEVALLARD Y., 1993, Contrat social et institurions didactiques, Remarques sur quelques notions

et problèmes, Séminaire de didactique des mathématiques du 4 Avril 1993, texte non publié, Paris.
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3.1. L'activité d'initialisation : tir dans une zone limitée

E¡ 1992-93, le début de la séance avait été perturbé par des défauts de rédaction de la

fiche proposée aux étudiants et avart rendu le début de la séance difficile. Ainsi la grande

majorité des étudiants n'ayant pas encore compris le problème, deux propositions avaient

été faites rapidement par un binôme pour approcher le nombre proposé ff n.. t",

radonnels I at 4. Ce dernier ratiortrtel est la tueilleurc approximation : les deux
858

étudiants l'avaient constaté en se servant des approximations décimales données par leur

calculette. Nous n'avons pas eu les moyens de repérer si les étudiants utilisaient la

procédure de base prévue dans I'analyse a priori et nous n'avons pas vu apparaîne des

points alignés comme nous le souhaitions. Pa¡ la suite nous avons pu cependant observer

que deux procédures émergeaient : chercher des points près de I'origine, chercher des

points près du point proposé, ce qui tendrait à confirmer ce que nous avançons. Ces

points de vue ont été cependant rapidement disqualifiés par le premier binôme expliquant

qu'on s'occupait en fait des pentes des droites correspondant aux points repérés.

En 1993-94,nous avons donc repris en choisissant le rationnel l, .orr"rpond*t uu
62

point Z de coordonnées (62,27). Il a I'intérêt d'avoir un grand nombre de points proches

de la droite joignant 02, ces points se répartissant en diverses classes assez fournies

correspondant à différents rationnels.

Effectivement, les diverses propositions faites par les étudiants ont été les suivantes :

2, 9,!, 9, 4 t 4,lademièreayantétéproposéeplusieursfois.2r' t4 '7 ' 28 ' 58' 63''---""-'--'--'--
certainsconstatentquelespointsconespondantàå; Á '1 ' 12 4 "on,-*"'*21 ' 14 '7 ' 28' 63'
alignés mais la plupart ont signalé très rapidement que ceux-ci correspondaient au même

rationnel. Ils ont donc utilisé un savoir mis en place au cours de l'activité précédente,

conformément à ce qui était attendu d'après I'analyse a priori.
)1

Le choix de !i, qui fait partie des rationnels intéressants d'après I'analyse a priori
ö¿

théorique, se justifie donc expérimentalement.

Le constat sur le fait que le rationnel ! eturtplus proche a" !^ qr"les autres, est faits8 62'
par certains étudiants à I'aide des approximations fournies par la calculette, couil-

circuitant ceux qui se lancent dans le calcul à la main de la différence entre les différents

rationnels.

L'activité aurait nès bien pu en rester là sans I'insistance du concepteur de I'ingénierie à

vouloir faire rejouer le jeu avec d'aure nombres rationnels, comme il était prévu sur la
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fiche. Il pensait que cela permenrait à ceux qui avaient utilisé la procédure de base d'avoir

I'occasion de changer de stratégie, læ formateur a interprété cette demande de la manière

suivante : il était nécessaire de bien montrer que les rationnels correspondaient à des

pentes de droite et que I'on pouvait comparer ces pentes en utilisant les approximations

décimales de ceux-ci. Cela allait donc renfo¡cer le ravail sur les approximations décimales

et allait avoir une influence sur la suite.

3.2. Tir dans une zone non limitée: deux placements possibles

Nous disposons des feuilles remplies par chaque binôme sur la suite des propositions

qu'ils ont faiæs. C'est à partir de ces traces écrites que nous caractérisons la démarche de

chacun des binômes, ce qui nous fera percevoir de nouveau des différences entre les deux

expérimentations. De plus, pour chacune des années, nous avons enregistré les propos

des deux binômes d'un même gfoupe : nous analyserons le travail de I'un d'eux car il
porte témoignage de I'apprentissage qui peut s'effectuer au cours de cette activité de

groupe pour certains étudiants en placement syntaxique, mettant en lumière de manière

nette des phases que nous pouvons analyser comme adidactiques.

3.2.I. Des résultats différents pour les deux années

Nous reprenons les codes correspondant aux stratégies envisagées dans I'analyse a

priori :

qua : Choix de couples successifs de points du quadrillage,

f¿ç : Choix de fractions à "dénominateurs constants",

d2 : Stratégie pa¡ dichotomie,

d1g : Stratégie par dichotomie appliquée à des intervalles de la 
"-"" [#,#[

Deux jeux sont possibles dans la situation. Un premier jeu que nous appelons "tireur

d'élite" consiste à essayer de trouver un faisceau de d¡oites qui "contienne" la droite

correspondant au rationnel recherché. Les procédures qua et fdc, très contextualisées se

rattachent à ce jeu. Un deuxième jeu que nous appelons "encadrement par deux

¡ationnels" fait appel à des connaissances sur les fractions, connaissances indépendantes

du contexte : passage écriture fractionnaire / écriture à virgule, fracfions décimales,

"milieu" de deux nombres désignés par une écritu¡e à virgule ou une écriture

fracrionnaire, etc... Iæs sratégies d2 et dlg se rattachent à ce deuxième jeu.

En ce qui conceme les deux expérimentations, le détail des démarches utilisées par les

étudians figure en annexe C3j. Le tableau récapitulatif pour les deux années indiquant les

stratégies initiales et finales utilisées au cours du jeu indiquent les résultats suivants (les
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nombres sont relatifs aux binômes de joueurs : au couts de cette séance, les effectifs sont

les mêmes).

l01ù1010s
9542dro

IJ42d2

00t-tfdc

02IJqua

finaleinitialefinaleinitialeSratésie

93-9492-93

Stratégies initiales et finales utilisées au coun du jeu

Si on regarde séparément les deux a¡nées, les résultats sont nettement différents.

- e¡ 92-93, les procédures initiales qua et fdc sont plus importantes (6), les procédures

finales d2 et d16 étant equilibrées,

-en93-94,lesprocéduresinitialesdlg sontnombreuses,laprocédurefinaleestpresque

exclusivement la procédure d1¡.

Nous faisons fîgurer sur le schéma ci-dessous les changements de stratégies qui

confîrment les différences observées.

¡lneetgg1-g3 Awrcel993-94

fdc

3

Changements de statégie au cours du jeu.

Nous expliquons ces faits par des raisons similaires à celles avancées à propos de la

séance 3, c'est-à-dire par le placement des étudiants au cours de cette activité. La première
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4
6

qua ou



activité 'tir dans une zone limitée" a ainsi joué un óle important dans la détermination de

ce placemenL

En 92-93, celle-ci s'est déroulée très rapidement pour les raisons que nous avons

expliquées plus haut, la plupart des étudiants sauf deux, n'ayant pas eu véritablement la

possibilité "d'entrer" dans lejeu proposé. Elle leur a cependant permis de comprendre en

quoi consistait un angle de tir. La deuxième activité fut perçue comme le prolongement de

I'activité précedente. Ils ont joué en majorité le jeu dit du "tireur d'élite. Nous avons noté

I'utilisation de procédures srappuyant sur la présence matérielle du réseau þrocédure qua)

et de procédures s'appuyant sur les fractions ayant un dénominateur fixé (procedure fcd).

Les étudiants occupent majoritairement le placement que nous avons défini comme

sémantique. Seuls les étudiants appanenant au groupe 1 et au groupe 2 (voir annexe C3j)

occupent un placement syntaxique : nous reviendrons plus loin en détail sur le

fonctionnement d'un binôme du groupe 1.

Par conre, en93-94, la réitération des propositions au cours de I'activité d'initialisation a

amené le formateur à insister sur les approximations obtenues à I'aide de la calculette, des

rationnels considérés comme quotients de deux entiers. Ils vont donc che¡cher à réutiliser

leurs connaissances anciennes dans la situation. Le jeu quasi exclusif esf le jeu

"d'encad¡ement des rationnels". Ce sont donc les décimaux et les fractions décimales qui

sont au cenEe de leurs préoccupations, de sorte qu'ils font jouer rapidement aux fractions

décimales un rôle important. Ils occupent un placement que nous avons qualifié de

syntaxique.

3.2.2. Une confirmation de la caractérisation du placement syntax¡que.

En nous appuyant sur la chronique de la recherche de deux étudiants occupant le

placement qualifié de syntaxique (étudiants appelés E1 et E2 du binôme 1 du groupe 1

(année 1992-93) (voir annexe C3k), ainsi que sur l'interview d'un des deux étudiants,

réalisé à la suite de cette recherche (voir annexe C3l), nous allons retrouver les

camctéristiques que nous avions avancées dans le paragraphe précedent.

a) le problème de I'utílísation des techniques anciennes

Les étudiants utilisent des techniques anciennes dont ils ont souvent I'occasion

d'éprouver la validité dans les différents domaines où ils les ont mises en ceuwe. Après la

séquence, cet étudiant met en évidence le problème qu'il a rencontré :

<j'avais l'impression d'avoir compris les décimaux, parce que je les avais
employés dans les soustractions, multiplications, etc... dans toute ma scolarité.
Pourtant j'étais plutôt scientifique, j'ai fait un bac D. Je les employais
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nornalement. Mais je n'avais pas la notion de ce qu'étaient ces chiffres après la

virgule. Je ne comprenais pas bien.>

Aufement dit, cet étudiant ne ressentait pas le besoin d'apports de connaissances puisque

les connaissances ou les savoirs qu'il possédait, lui avaient largement suffi dans toutes les

situations qu'il avait rencontrées dans sa scolarité :

<oui, c'cst dur parce qu'on o dos connaissances qu'on veut absolument calquer.

Oui, cet ensemble des rationnels comment on l'appelle. On ne savait pas pourquoi

on a besoin de faire les rationnels par rapport aux entiers. Pourtant on savait bien

qu'il y avait des choses qui s'emboîtaient. ))

Il y a donc une volonté de se servir de connaissances déjà acquises aupafavant dans les

situations proposées. <On n'a plus I'esprit vierge> déclare-çil plus loin, signalant par là

que ses connaissances ont été un obstacle à l'acquisition de nouvelles. D'où la difficulté

de viwe la situation :

<et puis en plus, ça me mettait en situation mal à I'aise parce que ça me faisait voir
que ce que je croyais maîtrisé, ce n'était pas ça. Dans le tireur d'élite, je m'en suis

bien rendu compte que je maîtrisais pas.t>

C'est bien ce qu'exprime un étudiant dans l'épisode que nous analyserons dans le

chapitre suivant C4, une discussion s'étant engagée entre le formateur et le gloupe sur

I'intérêt de la première activité proposée :

<c'est plus difficile à gérer, à fai¡e les liens entre ce qu'on savait déjà et ce qu'on

voit là.>

Se trouve donc renforcée dans le cad¡e de la formation des enseignants, la difficulté de

remise en cause de connaissances qui ont eu un champ de validité étendu. Il en résulte une

demande forte du travail à faire afin de pouvoir en quelque sorte "cadrer" le travail. Un

cours suivi dbxercices lui paraît plus intéressant :

<mais là j'aurais voulu presque plus recentre¡ mes connaissa¡ces avant de passer à

l'acte.>

Évoquant les réactions d'un l'étudiant "contestataire", il signale que c'est aussi la même

demande qui est exprimée :

<quand X demande à quoi ça sert, il avait besoin en fin de compte de définitions lui

aussi. læ fait que vous donniez des définitions, c'est ce qu'il attendait aussi. Je ne

sais pas s'il ressent la même chose que moi, mais ça a été dur.>

b) Les phøses adídactíques

Dans certains cas, les étudiants sont amenés à retravailler certaines notions

mathématiques. Nous suivons à titre d'exemple des phases adidactiques d'apprentissage
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de ces deux étudiants , Ces phases concernent le passage écritu¡e décimale / écriture

fractionnaire et la signification des chiffres après la virgule dans l'écriture décimale des

nombres décimaux.

bl) passaqe écriture décimale. écriture fractionnaire:

læs étudiants viennent de démarer I'activité et ont proposé I'intervalle
[],r[wu,r"oo"r

ils ont reçu la réponse oui. Ils adoptent une stratégie de dichotomie utilisant les

connaissances qu'ils ont sur les décimaux (ils savent que le "milieu".noa ] et 1, c'est
2

0,75). Mais va se poser le problème du passage de 0,75 sous la forme d'une écriture

fractionnaire:
Extra¡t I
El - Il fau¡ cemer en fait les poinfs qui sont compris dans ce domaine là. Iå on a fair [0,5;1[ donc

c'est compris, donc on essaie de faire 0,5 et 0,75, on essaie de parøger en deux le domaine.

E2 - en deux, il vaut mieux.

El - donc ll2 et0,75, ça fait quoi, ça ? Comment on fait pour le trouver en fraction ?

E2- (petit rire)

El - comment on fait ?

E2 - 75 dixièmes ? et si on p¡enait 2/3 ?

(El s'adressanf à un membre d'un autre groupe)

- un nombre à virgule, comment on fait pour le transformer en fraction ?

autre étudiant - Eansformer quoi ?

El - un nombre à virgule en fraction.

autre étudiânt - 0,2 ça fait 2 dixièmes.

E2 - 75 dixièmes ?

El - non,75 centièmes.

On peut remarquer d'après la réponse d'un étudiant "extérieur" que I'exemple standard est

un nombre décimal avec un chiffre après la virgule (0,2), exemple qui permet de

solutionner le problème posé. Ils vont ainsi déterminer successivemenr t'int"rvafte[1,f|,
t2'L'

l-1 7sl 11 62sl _
puis les intervalles L;'*1" L¡'roool 

Ils ont des connaissances sur les nombres

décimaux qui leur ont permis de trouver le milieu de l'in¡erv"" 
[å,{ 

puis de l'intervalle

l+,}t Les calculs sont ainsi toujours faits avec les décimaux puis reconvertis en
L2'1001

fractions décimales.

b2) la signification des chiffres anrès la virgule

Les étudiants se trouvent au cours du jeu confrontés au statut de la partie entière pour

trouver le codage d'un point situé enre deux autres. Ainsi, pour l'intervalle li,gt"" Lz'roooL'

l'écart uouvé de 0,125, écrit par ta suite ffi leur paraît trop grand. Ils sont conduits,
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en observant ce qu'ont écrit les étudiants de l'autre binôme, à proposer les intervalles

|.Í.iq[. |-9.9[, "nn" |-9,9[. ,. ,rouu, donc posée la question de
Lloo'tool'Ltoo'lool Lloo'lool
trouver le milieu de ce demier intervalle.

Extr^it 2 
I

E2 - attends, aúends, moi þ crois qu'on p€ut proposer enEe 60 et 61, donc l'écart, c'est 

-
El - allez, c'est bon, on pa¡tage encore en deux, on est à 60 pour la borne inférieure et pour la

bome superieure ? 605 ?

E2 - qu'est-ce que m fais ?

El - tu es d'accord? enre 600 et 605 ?

Ils contint¡ent rlonc à employer la technique précédente, en considérant le milieu de

I 600 610 T

t ffi,ffil, ce qui produit le nomb're entier 605. Mais ils sont perplexes car ils veulent

faire la liaison avec les parties décimales, ce qui les amène à examiner le statut des

nombres entiers 600 et 605.

Extrait 3

E2 - mais, oui, mais enre 60 et 61, 60,5 ; 60,6 c'est forcément entre".

El - non, on a proposé ça, et en fin de compte, il aurait plufôt fallu pfoposef de remettre des

chiffres après.

L'observation à nouveau de la méthode utilisée pil I'autre binôme leur permet de

comprendre le processus d'intercalation en attribuant une signifìcation aux chiffres après

la virgule, puis de fate le lien entre le nombre de ces chiffres et l'écriture fractionnaire

correspondante. C'est d'ailleurs ce que nous confirme l'étudiant E1 interrogé après la

séance:

<j'ai eu un peu le déclic, mais j'ai encore beaucoup de mal à donner du sens à un

nombre décimal : par exemple entre 0,602 et 0,610 à cause des chiffres après la

virgule. J'ai du mal à voir un dixième, un centième. Pour moi, ce n'est pas très

clair. Je me rep¡ésente un peu quand c'est 0,2, mais quand c'est 0'233' je me sens

très mal à I'aise. ce 233,j'ai envie de le prendre comrne 233 et de m'en servil

coÍìme un nombre entier.>

Puis précisant les difficultés rencontrées, il nous explique :

<pafce que d'encadrer une fraction, j'ai bien vu sur ma calculatrice cela faisait 0,

avec plein de chiffres, mais j'ai du mal de le mettre en f¡action et de le reporter sul

le graphisme, de voir à quoi cela correspond, de cerner ce point, j'avais du mal oh

1¿ là. bonc je ravaillais avec mon binôme et on se posait des questions : iI avait les

mêmes difficultés. On avait du mal à calculer, par exemple si on savait que c'était

enre 0,65 et 0, 66 et on voulait faire la moitié de cet éca¡t. On a pataugé'>

Voilà donc un étudiant, scientifique de surc¡oît, qui a conservé un rappon fréquent aux

mathématiques - dans un cadre scolaire - n'ayantjamais eu de diffîcultés avec certains
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savoirs, confronté à un besoin ou encore un manque qu'il n'avaitjamais ressenti. Dure

épreuve:

<je suis sorti de cet exercice-là, j'avais moins zéro, parce ce que j'avais
I'impression de bloquer, je sentais bien que ça n'allait pas, je n'arrivais pas à aller
vite, j'avais du mal à comprendre et en même temps cela me permettait de
comprendre un certain nombre de choses.>

Dure épreuve, mais à laquelle il va réagir positivement :

<je viens de m'apercevoir seulement maintenant que je donnais une mauvaise
signification à ces chiffres après la virgule. C'est flagrant, je l'ai reconnu dans les
petits tests que j'ai passés en premier. (...) Mais je sens encore que ça n'est pas

vraiment maîtrisé. Mais je sens qu'il y a un problème. Je sais où est mon
problème, je sais ce qui ne va pas.>>

Cet étudiant s'est mis à douter puis à repérer "son" problème : il s'est mis en position

d'apprendre. Il cherche à donner du "sens" aux techniques qu'il emploie, dans I'idée d'en

trouver les raisons, de chercher les relations entre des objets de savoir. Il se sent autorisé

à utiliser ces techniques car ce sont des techniques anciennes qu'il a déjà renconüées

comme objets de savoi¡ dans les institutions fréquentées antérieurement (notamment

collège, lycée et même faculté).

Après avoir mis en évidence ces deux placements, qui s'opposent sur les nois points qui

nous ont servi à les caractériser, nous allons nous intéresser aux changements de

placement que nous avons pu repérer.

4. LES CHANGEMENTS DE PLACEMENTS

4.L. Changement et permanence de placement : analyse des

difficultés rencontrées au cours de la deuxième partie de la
situation 6tAutomates"

Au cours des deux années d'expérimentation, le jeu proposé aux étudiants dans la

deuxième partie de la situation "Automates" est celui que I'on peut appeler le'Jeu de

I'extension des nombres entiers". Un placement sémantique est peu probable. Les

étudiants sont invités à définir des règles d'addition et à établi¡ des critères de validité de

ces règles, mais il est difficile d'établir des règles d'addition dans le contexte des

automates.

Nous allons voir que les réactions au cours des deux expérimentations ont été

significativement différentes.
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4.1.1. Du placement sémantique à celui de syntaxique (année 1992-93):

un passâge difficile

Nous avons vu que le placement majoritaire adopté au cours de la première partie de la

situation "Automates" a été sémantique.

Pour la deuxième partie, les étudiants reçoivent une fiche de travail (voir annexe C3m)

dont I'objectif est de fate établir à la fois des règles de comparaison et des règles

d'addition sur les Sauts. La présentation tlu tlavail couunerlcc par I'introduction d'un objct

de savoir:
..un entier n peut être considéré comme un saut dont le couple générateur est

(n ; l). on dira que les sauts sont des nombres si I'ensemblc dcs sauts a certaines

propriétés analogues à celles de l'ensemble des nombres entiers, c'est à dire si on

peut les comparer et faire des opérations."

Cet objet de savoir consiste en I'identification entre la longueur n d'un "saut" et la

désignation n du point extrémité correspondant:

n

n

Cet objet de savoir ancien est rafement manipulé de manière explicite : il reste caché.

Il leur est demandé par la suite d'établir des règles de comparaison entre les sauts et les

règles d'addition.

Cette séance est révélatrice de certaines déterminations qui pèsent sur la formation. Nous

avons relevé dans certains groupes des réactions de ¡efus significatives aux décisions du

formateur, réactions sur lesquelles nous reviend¡ons dans le chapitre C4 ($ 1.2). C'est

pourquoi nous analysons d'abord le comportement d'un groupe caractéristique. Nous

donnons ensuite les règles d'addition apparues dans chaque groupe ainsi que celles qui

seront officiellement présentées à I'ensemble de la classe à l'aide des posters.

a) D'un groupe particípatif à un groupe contestatø¡re: le passøge

d'un placement sémantíque à un placement slnlaúque

Les étudiants du groupe 4 (Chronique complète en C3n), dont nous avons longuement

décrit le travail dans le paragraphe2.3.2., se trouvent dans un placement sémantique. Ils

ont aussi ¡éussi à trouver une justification à la technique qu'ils emploient. Ils se Eouvent

aux prises avec un Objet "nouveau" pour eux. Nous allons assister à une contestation qui

se déroule en nois temps, comme I'indiquent les extraits significatifs suivants :

- premier temps : expression de la non-compréhension de la consigne
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Extra¡t I
- n, c'est le nombre de sauts ?

- oui, tu as raison, n c'est la position et 1, c'est le saut.

-je ne comprends ri€n de ce qu'il faue faire.
- monsieur, on ne comprend pas les consignes. (le fomateu est en fair trop loin pour

entend¡e, il ne s'appræhe donc pæ)

- oh là là, ce n'est pas clair.

- je ne comprends rien.

- deuxième temps : contestation du formateur qui ne respecte pas les règles d'un jeu3 qu'il

a utilisé auparavant.

Extra¡t 2

- qu'est-ce qu'il veut, qu'on lui fasse un petit tableau comme ça ?

- c'est à dire que le nombre de sauß doit oujours être un nombre ender.

- oui, mais ça a Oujours été comme ça.
- la position sera toujours un entier aussi.

- regarde, c'€st vach€ment imposé : un entier n peut être considéré comme un saut dont le

couple générateur est n, ils reprennent n, c'est pou¡ un nombre entier ou pour une inconnue.

- pour un nombre entier.

- pourquo¡ ils disent un entier n peut être considéré comme un saut ?

- alors que le sauq c'esf ça, mais c'est vachement mal fait.

- Eoisième temps : mise en cause et critique de la consigne elle-même, ce qui nécessite des

explications de la part du formateur, interpellé par les étudiants qui vont intervenir en

"¡afale".
Extrait 3

- le problème, c'est I'entier : un entier n peut être considéré comme un sauL

- oui, là, c'est mal expliqué.

- en plus, c'est bizarre parce qubn voulait comparer les sauts.

- ça, c'est une note explicative, qui annonce tout ça ou c'est un truc à faire, je ne comprends pas

- c'est une consigne ?

- c'est super mal fait comme consigne.

- c'est quoi, cbst ce qubn va faire ?

læs récriminations des étudiants portent essentiellement sur l'assimilation d'un entier à un

saut:
Extrait 4

- pourquoi mélanger n en position et vous dites, un entier n se ramène, peut eÍ9 ramené à un

saut.

- cela nous embrouille, il ne fallait pas msttre n.

læ formateu¡ est "contraint" d'abandonner le problème posé qui était celui de l'extension

de I'ensemble des nombres entiers au profit du saut considéré comme quotient de deux

3. On peut penser que c'est l'expression contenant la lettre n qui pose problème âux étudianls et qu'en
prenant un cas paniculier, par exemple I'automate déterminé par le couple (5, l), les reactions auraient été

moins vives. Nous pensons que c'est surtout I'introduction d'un objet de savoir nouveau, I'identification
ent¡e un ensemble de couples et un entier qui déstabilise les étudiants.
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entie¡s. Celui-ci est en effet la forme habituelle sous laquelle vit caché le nombre rationnel

au collège.
Extrâit 5

P:non,c'estlecontraire,essaíederéf\échirunpeu,parcequ'unsdut,c'estquoi? Tuaslesaut

qui te permet en 3 sauts d'arriver à 4, ça veut ilbe qu'en ún saut, lu vas arrìver en quel

en¡lroít ?

- en un saut : à 4 divisé par 3.

P'.ilonc en fail tu cherches à catactétiser Ia longueut ¡lu saut, c'est bien l'endroít où

tu arrives en un saut.

- oui, mais c'est pas un entier,

P: queþues foß, ce n'est pas un entier, ça peut âlre un entíer

- c'esa c€ qubn â vu.

P; c'est pour ça : icí, ce qui est proposé, c'esl qu'eJTeclivement, c'4t qu'un entiet peut ètre

considéré comme un saut.

- ah, d accord !

Les étudiants sont donc invités à leconnaître dans la situation proposée des techniques

anciennes caractéristiques de l'école obligatoire. À partir de ce moment, le groupe va

s'orienter sur la signification en terme de fraction de la longueur d'un saut, la règle

proposée étant celle de I'addition des fractions. L'intervention du formateur amène ainsi

les étudiants dans unjeu où les objets de savoir anciens sont plus visibles' ce qui réduit

ainsi les tensions observées en début de séance.

b) Les proposit¡ons tles ilíffórents groupes

Nous indiquons pour chacun des groupes de I'année 92-93,\e résumé des propositions

de règles d'addition qui ont émergé successivement au cours de la discussion et celles qui

ont été en définitive retenues pour la rédaction de I'affiche.

Groupe I
- discussion sur les deux propositions :

. Addg¿¡¡ (pour une même distance , on additionne les sauts),

. Addentier (pour un même nombre de sauts on additionne les entiers atteints

par les deux automates).

- proposition d'additionner les "longueurs" des sauts, c'est-à-dire les fractions I et 16-'3'
qui sera retenue pour la proposition finale.

Groupe 2
- émergence des diverses propositions Addsau,ent, Add¡¡.5¿¡.s¡t, Addsaut'

Addentier.
- recherche d'une interplétation de Addsaut en terme de relais.
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- recherche de la distance parcoun¡e en un saut, extension de l'écritu¡e du couple d'entiers

(10 ; 12) et (3 ; 9) sous la forme (* = : ; l) et 1l = : = 3 ; 1). L'addition proposée'12 6' '9 3 6

se fait à pa¡tir de I'addition des fractions, le nouvel automate étant défîni par le couple

<1 , tt.
ó

Groupe 3
- recherche de la "longueur" des sauts traduite à I'aide de nombres décimaux 0, 8333 et

0,333.
- émergence des trois propositions Adds¿¡¡.s¡¡, Adds¿¡¡¡ Add6¡1is¡.

- retour su¡ la recherche de la distance correspondant à un saut, exprimée sous forme de

fractions.

- recherche d'une moyenne des distances parcoures pour un saut.

-relour sur la valeu¡ d'un saut et addition des fractions correspondantes, proposition qui

est faite sur I'affiche.

Groupe 4 (dont nous avons analysé la chronique)

- recherche de la valeur d'un saut : la règle d'addition est proposée sous la forme d'une
. 1037

acldlbondetraclon -+-=-.t29 6

Groupe 5
- recherche des points où les automates se renconEent.

- recherche de la valeur d'un saut par la division de 10 par 12, arrêt par le fait que celle-ci

ne "termine pas".

- mise sous forme de fraction de la valeur des sauts et présentation d'une règle sous la

forme d'une addition de fracions.

Cessant d'apparaître comme une activité pouvant s'adapter au primaire, la situation

proposée crée des ¡éactions de refus fo¡tes et explicites dans trois groupes, comme nous

avons pu le constater à propos du groupe 4 en paÍiculie¡. Nous interprétons cette réaction

comme un indice de la perception d'une rupture par l'enseignant des règles du jeu

antérieurement établies. Ceux qui acceptent le nouveau jeu proposé (groupe 2, groupe 5,

puis groupe 3), en proposant au sein des groupes des règles d'addition qui sont d'ailleurs

conformes avec I'analyse a priori que nous avons faite, ne le font qu'un moment. Ils vont

chercher à reconnaître dans la situation proposée des savoirs anciens, soit qu'ils I'aient

déjà fait dans la séance précédente comme le groupe 2, soit qu'ils y soient incités par le

formateur luimême sous la pression des formés comme pour les groupes 3 et 4, soit

qu'ils le fassent d'eux-mêmes comme pour le groupe 5. Nous interprétons ce changement

d'attitude comme un changement de placement. Ils ne vont donc pas chercher à construire
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un nouvel ensemble, mais à'te-connaîre" I'ensemble des fractions et de leurs propriétés.

C'est ce qui explique la grande uniformité des propositions rendues publiques et

fon¡rulées sous la forme d'une addition de fractions.

4.1.2. La permanence du placement syntax¡que (Année 93-94)

Le déroulement a été modifié en 93-94. Les règles de comparaison sont établies en

commun et c'e.st le formater¡r qui présente le fait qUe ççrtains sauts peuvent être

considáés comme des entiers. Pa¡ conEe, l'établissement des règles d'addition sont à la

charge des étudiants.

L'activité provoque des questions des formés du type suivant :

"- pe¡rquoi on fait ça?"

signe que nous interprétons là aussi comme une interrogation à propos de I'objet nouveau

rappelé plus haut (identification saut et extrémité du saut).

Mais les réactions ne sont pas aussi vives que I'année précédente : le jeu qui s'était établi

avec ce groupe dans la séance précédente avait déterminé pour la plupart des formés un

placement que nous avons qualifié de syntaxique. D'autre palt I'activité faite en commun

à propos de la comparaison des sauts des automates avait fixé les nouvelles règles

souhartées par le formateur et le concepteur de I'ingénierie. Les propositions faites par les

étudiantS vont portel majoritailement sur les couples d'entiers, en faisant beaucoup moins

référence aux fractions.

Nous les présentons dans l'ordre et sous la forme oÌ¡ elles ont été écrites au fur et à

mesure au tableau par les étudiants poul être soumises à la critique du groupe entier.

a) Les propositions des dilférents groupes

Groupe 3

(5,6) + (2,6) cela fait (7,6) (Addenrier).

Groupe 2
(a,x) et (b,x) cela fait (a+b,x) (Addentier)

puis (a,x) et (b,y) cela fait (ay+bx,xy).

Groupe 4
Première proposition : (5,6) + (3,8) cela fait (8,8) le premier 8 représentant 5+3, le

deuxième le plus grand des deux'

Deuxième proposition : (5,6) et (1,3). On choisit une référence commune : la première

graduation atteinte et on fait la moyenne du nombre de sauts' 
),1

On trouve (5,6) et (5,15), ce qui donne (5, + ) , c'est à dire (10, 2l) car Ç n'est pas

entier.
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Groupe I
(5,6) + (3,8) cela fait (8,14) (Addsau.enr).

Groupe 4 ( qui rajoute à nouveau)

On fait la moyenne des graduations atteintes en choisissant comme référence le nombre de

sauts, Pour (5,6) et (1,3), cela donne (+'r* (;'r).
Puis le groupe écrit par la suite : I'automa¡e "somme" atteint la graduation 7 en 12 sauts.

b) La míse en commun et la Jïn de lø séquence

Il ne restait plus que dix minutes avant la fln de la séance et le formateur tenait à faire une

mise en commun sinon "c'est trop inconfortable" d'après ses dires. Aussi, il est

intéressant de voir ce qu'il choisit de metne en évidence pour conclure cette séance. Il
s'appuie sur une production d'un g¡oupe, en I'occurrence celle du gloupe 2, en validant

cette addition par le sens qu'on peut lui donner dans la situation des automates. Il réalise

un schéma où I'automate "somme" est constitué en associant comme en relais le premier

automate caractérisé par le couple (5; 6) suivi de l'automate caractérisé par le couple

(2;6).
La problématique d'extension des entiers pour laquelle les étudiants paraissaient prêts,

avec l'élaboration de critères mathématiques susceptibles de valider ou d'invalider les

additions proposées, a donc été abandonnée au profit du "sens" que I'on pouvait donner à

une addition dans le contexte proposé.

C'est le formateur qui les invite à se mettre dans un placement de type sémantique : nous

analyserons plus en détail dans le chapiûe suivant lejeu du formateur.

4.2. L'oscillation d'un placement à un autre

Nous avons déjà pu constater au cours de I'analyse du travail du groupe 4 (nnée92-93)

que les étudiants occupaient un placement sémantique quand il se trouvaient en difficulté

élaborer des justifications pour les techniques employées. Mais cette recherche les

conduisait à occuper un placement syntaxique en recherchant des ¡aisons au

fonctionnement de la technique GEN. La technique ancienne de décomposition d'un

nombre en facteurs premiers leur est apparue comme une technologie rendant compte des

divisions successives pour metre en évidence le premier couple.
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Les deux placements sémantique et syntaxique ne sont pas clivés dans la situation, mais

apprìraissent d'un certaine façon comme complémentaires. Nous regardons le groupe 2

(chronique en annexe c3i) dont le fonctionnemenr est significatif de ce point de vue.

It s'agit d'un g¡oupe ayant travaillé pendant I'expérimentation 92-93, dont nous rappelons

les résultats globaux à propos de la première partie de la situation "Automates".

Groupe 2 (expérimentation année 1992-93)

Argument final :

Pour chaque automate, on cherche le plus petit couple (graduation, saut)'

on cherche le multiplicateur qui permet de passer d'un contrôleur à un autre (s'il

existe) et on applique ce multiplicateur à l'élément manquant.

Analyse du déroulement du travail de groupe

C'est un groupe homogène: le travail demandé leur paraît simple. Ils utilisent d'emblée la

procédure Gen dans les deux premiers problèmes. Par contre, dans le troisième problème

ils vont utiliser des techniques non contextualisées (produit en croix, coefficient de

proportionnalité, recherche de multiplicateurs poul passer d'un couple à un autre..').

Nous pouvons dire qu'ils occupent un placement syntaxique. Très sûrs d'eux, ils vont

rapidement estimer avot fini. L'étudiant E 13 a explicité deux procédures possibles, le

produit en croix et le fait que le robot doit passer par un point antérieuI à ceux figurant

dans le tableau. Il n'élabore cependant pas une technique systématique pour Eouver le

premier point et contrôler les résultats obtenus'

Des erreu¡s sont commises comme on peut le constater dans l'échange suivant :
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Il faut compléter

le tableau de

I'automate I:

t (t992-93)

(; )

(tA; )

( ;884 )

(42Oi 2730)

E 17 - pour le I, 42 da¡s 273 ?

E 13 - ça, ça ne se divise pæ ça, ah là là !

E 15 - dans 273, il y va 39, ça fait...

E16-273par7.
E 17 - 273 par 7 ça pose quelques problèmes...

E 7 - en tôte, tu peux bien metFe ce que tu veux.

E 17 - oui, mais chaque contrôleur, il a une zone, celui là il faft 12,15,

l'autre 18, 25, l'aut¡e 30, 35, oui, mais celui là, il va jusqu'à 420, il n'est

pas bien.

E 17 - non , mais 39, ça fait 3 fois 13, mais 44, ce n'est pas un multiple

de 3 déjà ?

E 15 - 884 divisé par 13.

E 17 - on laisse faire ?

El5-68.
E 13 - donc 68 fois 3, 204, mais qu'est-ce qu'on fait du 44 ? Eh bien 45, ça

fait 3 fois 15.

E 15 - 13 fois 15, ça fait 195.

On voit nettement la confusion enre la recherche d'un coefficient de proponionnalité (42

dans 273) et la recherche d'un scalaire multiplicateur 39 (273 = l3 X 39). 39 est pris

par la suite comme coefficient de proportionnalité.

Cela les amène à trouver (3,13) comme couple initial pour l'automate I et par la suite à

changer 44 en 45.

Les difficulrés éprouvées à manipuler et à justifier les techniques utilisées, les incitent à

se replacer dans le contexte de la situation. Comme le monEe l'argument final à la fin du

travail de groupe, c'est la recherche du plus petit couple qui est invoqué.

Dans la deuxième partie de la situation "Automates" (chronique en annexe C3p), nous

allons retrouver la même oscillation enre les deux placements.

La nature de la consigne ne leu¡ pose apparemment pas de problèmes : il n'y a pas de

remarques de leur part sur ce sujet. De fait, le formateur n'intervient pas auprès de leur

gloupe, contrairement à l'ensemble des aures groupes.

Nous analysons le déroulement de I'activité :

. ils font appel à leurs connaissances anciennes en leur donnant du sens dans le contexte

adopté : c'est ainsi que voulant défini¡ une règle de comparaison par référence à la

distance parcourue pour un même nombre de sauts par chacun des automates, ils

cherchent à interpréter ce que représente ce nombre (ils ont déjà remarqué dès la séance

précédente que la valeur d'un saut correspondait à une fraction) :

Extrait I
- en fait ça revient à chercher, comment ça s'appelle, les dénominateurs communs?

- oui, les dénominateurs communs.
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. de même, au moment de la recherche des règles d'addition, ils essaient de donner une

signification en terme de "relais" à I'addition de chacun des couples, ce qui les conduit à

constater la non-compatibilité de cette addition avec l'équivalence des couples :

Extra¡t 2

- on peut imaginer qu'ils prennent le relais : si Sd prend le relais de Sc.

- ah , oui.

- voyons voir si cela marcherait là si on addidonne les deux couples de départ, l0 et 3 ça fait 13 et

12 etg,21, ben non, puisque là il a¡¡ive en 10 en 2l (its ont déjà observé auparavant qu'en

addiliommt les æuples (5; 6) et (5; 15), on obtenait le couple ( 10; 21))'

Cela les conduit d'une part à définir une addition qui soit compatible avec la relâtion

d'équivalence et d'au6e par't qui puisse s'interprétel dans le contexte des automates.

Extrait 3

- il faut les ramener à un dénominateur commun, qu'il soit de l'un ou de I'autre'

- oui, au lieu de fai¡e 5, 6 et l, 3, on va faire la deuxième colonne pareille'

- tu comprends ce qu'on veut di¡e!

- ça fâit 5,6 et 2,6.

- donc çâ fait ?, 12.

- si on additionne ça fait quoi, est'ce que ça peut s'interpréte¡ sous fo¡me de relais'

- ça veut dire, il ne va pas sauter en même temps, il vont sauter I'un après I'autfe'

Et de nouveau la discussion va s'engager sur le lien en6e les fractions qu'ils ont repérées

et les couples qu'ils manipulent.

Extrait 4

- si tu mes des fractions, ce n'est pas des entiers.

- mais c'est un nouvel ensemble de nombres.

- là, en un saut, lâ distance ne peut pas êre un nombre enlier'

- combien on avait trouvé pour les Fucs, 15/6 et 16/6 et là 1 saut'

- on a Eouvé le dénominateur commun.

- si on ramène à un saut, comme on a fait au dépæt.

La question du sens dans le contexte sous la forme de 1a recherche des raisons des

techniques qu'ils emploient est bien au centre de leurs débats.

On voit donc que, dans ce g¡oupe, les changements de placements sont fréquents et

permettent aux étudiants de progresser en cherchant à donner du sens aux techniques dans

le contexte proposé mais aussi d'établir de nouvelles ¡elations entre des techniques

anciennes en essayant de leur trouver des justifications.

CONCLUSION : CONTRAINTES ET DÉTERMINATIONS DU JEU DE

LIÉTUDIANT

L'analyse en terme de milieu que nous avons détaillée à propos de la première partie de la

situation des "Automates" nous permet de mettre en évidence les milieux de deux jeux

stables repérés paf l'analyse a posteriori : un 'Ieu sur les entiers" et un jeu "sur les

mesures". Dans la seconde partie de la situation, nous pouvons repérer deux autres jeux:

le jeu de "l'extension des entiers" et un jeu "sur la comparaison et l'addition des
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mes¡¡res". Il en est de même dans la situation "Tireur d'élite" pour le jeu du "tireur d'élite"
proprement dit et lejeu "d'encadrement des fractions".

Si cesjeux sont stables, c'est que certaines conditions de viabilité sont réalisées. C'est
pourquoi nous avons associé à ces jeux deux placements caractérisés par trois critères;

les techniques employées, la question du sens et la légitimité institutionnelle de l'emploi

des techniques.

Nous les rappelons dans Ie tableau suivant en mettant en regard les éléments qui les

différencient:

La question du sens est centrale dans la caractérisation des deux placements. C'est à elle

que nous nous référons pour les qualifications de sémantique et syntaxique. La première

caractérisation conce¡nant les techniques employées renvoie aux contraintes de la

situation, tandis que la caractérisation à propos de la légitimité des techniques employées

renvoie aux déterminations qui pèsent sur la formation.

Les placements sont donc permis par les contraintes de la situation mais aussi par les

déterminations qui règlent les conditions de leur fonctionnement dans le cadre du système

didactique donné. Celles-ci doivent permettre d'expliquer pourquoi ces placements sont

effectivement occupés et stables.

Dans la première partie de la situation "Automates", nous avons remarqué que, dans

certains groupes, les étudiants pouvaient passer d'un jeu à un autre et par suite pouvaient

adopter I'un ou I'autre des placements. Dans la situation "Tireu¡ d'élite", c'est le

placement syntaxique qui va devenir progressivement dominant. Dans la deuxième partie
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de la situation "Automates", des résistances à entrer dans lejeu proposé, sont apparues,

paniculièrement au cours de la première expérimentation.

Dans les situations "Automates" et "TiIeuI d'élite", qu'est-ce qui permet à certains

étudiants d'occuper un placement sémantique et à d'auÛes un placement syntaxique?

Pourquoi une telle résistance à occuper un placement syntaxique dans la deuxième panie

des "Automates".

Nous attribuons ces phénomènes aux deux déterminations suivantes :

La première détermination est relative à une position idéologique dominante à l'heure

actuelle dans la noosphère du système d'enseignement, qu'a relevée Brousseau (1986,

p.48) :

La société voudrait bien que I'enseignement obtienne des élèves la compréhension

en plus de I'apprentissage des savoirs institutionnalisés. (...) la recherche de la

compréhension se trouve alors directement opposée à celle de I'apprentissage des

savoirs institutionnalisés qu'elle est accusée d'abandonner. ces deux activités ne

sont pas logiquement ou techniquement contradictoi¡es, mais elles apparaissent

telles, dans le-modèle culturel qui régit le contrat didactique.(...) ces conditions

ont conduit les enseignants à reponer sur la connaissance la discrimination qui leur

est imposée, et à distinguer dans le savoir une fomre et un contenu (ou un sens).

On ne peut enseigner une technique (et plus pa¡ticulièrement un algorithme) sans

enseigner le "sens" de celle-ci, "sens" étant pris dans les deux acceptions qui restent

largement implicites :

- I'une qui se Íaduit par une demande de justifications de cette technique, justifications

qui peuvent être foumies par une technologie ou une théorie,

- I'autre qui se réfère à I'activité proprement dite: le sens est donné par le contexte du

problème pour lequel cette technique est valide.

C'est pourquoi les étudiants vont accepter un placement sémantique quand ils sont dans

I'incapacité de justifier une technique employée. Nous I'avons vu par exemple à propos

de I'utilisation de la technique du produit en croix qui se trouve en concurrence avec la

technique contextualisée leposant sur la linéa¡ité. Mais ils vont se retrouver dans un

placement syntaxique lorsqu'il pourront justifier la technique de ¡echerche du premier

entier par une "petite" technologie reposant sur la décomposition en facteurs premiers.

La quête du sens est ainsi un enjeu professionnel dans la situation de formation, et cette

quête elle-même est le reflet des débats qui ont cours dans une partie de la noosphère

proche du système de formation. Autou¡ de cet enjeu relatif au sens, vont se fattacher une

constellation d'objets de savoir qui ne sont pas étiquetés dans I'institution-cible et qui

vont représenter pour les formés autant d'objets de savoil servant à enseigner.

La deuxième détermination concerne la légitimité des techniques employées qui ne le sont

que lorsqu'elles sont rattachables à des objets à enseigner.
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Le "bouleversement" créé par I'introduction de nouveaux objets de savoir que les

étudiants n'identifient pas comme pouvant se rattacher à des objets qui pourront être

enseignés, entraîne de fones résistances. C'est ce que nous avons pu voir au début de la

deuxième partie de la situation "Automates", au moment de I'identification d'un ensemble

de couples avec un entier : les étudiants manifestent leur désapprobation d'autant plus

foræment qu'ils se trouvaient auparavant dans un placement sémantique.

Iæurs besoins en mathématiques se limitent à une technologie rudimentaire qui puisse leur

permettre de légitimer une technique employée. En I'absence de déterminations fortes

provenant d'injonctions de l'institution savante, comme il a pu en exister au moment de la

réforme des Mathématiques modernes par exemple, ils ne souhaitent pas disposer d'une

théorie trop développée qui pounant justifierait et unifierait l'ensemble des techniques

anciennes qu'ils utilisent.

L'identifrcation des placements et leurs caractérisations nous ont ainsi permis de metre en

évidence deux déterminations pesant sur le formé. Il va de soi que ces placements

permettent un jeu du formateur, mais sont aussi permis par lui : c'est cet aspect interactif

que nous nous proposons d'étudier plus en détail dans le chapitre suivant afin de

poursuivre la recherche des déterminations.
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CHAPITRE C4

ANALYSE DU JEU DE L'ENSEIGNANT DANS LES SÉQUENCES
D'ENSEIGNEMENT, REPÉRAGE DE DÉTERMINATIONS

In négociation entre les formés et le Íormateur à propos du savoir, suívant
les placements des fortnés, l'analyse de phases dites de synthèse, où
l'enseignant reprend la main pour énoncer un texte du savoir, les épísodes

non prévus où Ie formateur est obligé de réagír face ò des sollicitatíons des

formés, nous permet d'examiner le jeu duformateur. La modélisation du
texte du savoir tel qu'il apparaît au cours de ces différentes phases, nous
pennet de l'analyser comme un compromis entre le projet du concepteur de

I'ingénierie et les pressíons que peuvent exercer les formés. Enfin la
recherche d'une légitimité par le formateur s'exerce ò travers divers
regislres que nous précisons.Tous ces éléments nous permettent de cerner
les déterminations qui pèsent sur Ie formateur.

1. LA NÉGOCIATION FORMÉS / T.ONUETNUN

La pression des étudiants sur le formateur peut se manifester par deux attitudes

complémentaires : soit la manifestation de leur accord, qui peut inciter le formateu¡ à

développer de manière non prévue une partie de son cours, soit la manifestation d'un

désaccord avec pou¡ objectif de ramener le formateur sur le terrain souhaité. Nous

examinons deux épisodes qui illustrent ce phénomène.

1.L. La négociation "à la hausse"

1.1.1. La nature de l'exercice proposé

Au début de nore ingénierie, pour I'année 93-94, figurent rois petits exercices (annexe

C3a) où interviennent des décimaux, qui ont les caractéristiques d'exercices pouvant

être proposés à l'école primaire, donc susceptibles d'être reconnus comme tels par de

futurs enseignants du primaire. Les étudiants sont donc amenés à utiliser des techniques

anciennes et le placement qui en résulte est donc syntaxique. Nous pouvons prévoir que

les étudiants vont être amenés à ¡echercher des justifications aux techniques employées.

Ces exercices comportent un certain nombre de difficultés intrinsèques (que nous

analysons par la suite), ce qui contribue, avec les questionnaires initiaux donnés en tout

début d'année, à mettre en évidence de I'ignorance. Cette condition avait étéjugée à ce
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momentlà comme nécessai¡e en situation de formation professionnelie pou¡ amorcer

un apprentissage sur des contenus mathématiques concemant les systèmes de nombres.

Un exercice va nous permettre de revenir sur le jeu des étudiants dont nous avons fait

l'étude dans le chapitre précédent et d'illustrer quel va être le jeu du formateur. Il est

inspiré d'un item de l'évaluation de I'APMEPI destiné aux élèves de sixième qui

propose une série de calculs dont celui-ci :

0,t278:0,001

Ce dernier est très faiblement réussi en sixième (34 Vo de réponses exactes). J. Bolon'

dans une étude2 comportant un questionnaire en direction d'un pnblic de funlrs

professeurs d'école dans lequel figure cet item, signale que celuici leur pose encore

bien des diffìcultés (637o de réussite).

Ainsi pour augmenter l'effet que nous voulons créer, nous I'avons légèrement

complexifié, en tenant compte des diverses techniques qui peuvent être mises en æuvre

et que nous étudions dans le paragraphe suivant.

Nous I'avons fait de deux manières diffé¡entes :

. en faisant en sorte que les deux nomb¡es décimaux n'aient pas le même nombre de

chiffres après la virgule : cela rend le décalage de la virgule moins évident et

I'utilisation des puissances de 10 plus difficile, I'exposant n'étant pas le même dans

l'écriture de chacun des deux nombres,

. en introduisant un nombre décimal de plus de trois chiffres après la virgule : on rend

ainsi plus difficile l'utilisation de résultats mémorisés tels que I'inverse de 0,1 est 10 .

Le texte de I'exercice est le suivant :

Compléter les égalités :

0278:0,0001 = 0,0278:0,001 =

Dans notre esprit, cet exe¡cice devait être résolu rapidement. Outre I'objectif signalé

plus haut, il devait nous permettre d'obtenir des renseignements sur le type de

techniques utilisées par les étudiants, techniques lenvoyant à telle ou telle institution.

En effet nous faisions I'hypothèse que diverses techniques étaient susceptibles

d'apparaîue, certaines relatives à I'enseignement primaire, puisqu'il s'agit d'un exercice

qui est du "type école primaire", certaines relatives au collège, conformément au fait

que les savoirs manipulés à I'IUFM sont des savoirs ayant pour référence le collège et

enfin d'autres relatives au lycée où des étudiants ont pu suiwe des filières scientifiques

LAPMEP, 1989,Évaluationensüème,thème: lesnombres,itemn"2T,PublicationsdeI'APMEP.

2. Bolon J., 1993, L'enseignement des décimaux ò la charnière école - collège, mémoire de DEA de

sciences de l'éducation, Pa¡is V.
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ilyapeud'années.

1.1.2. Les différentes techniques : analyse a priori

a Lø technique de l'école primaire

Technique du décalage

Cette technique fait appel aux règles de décalage de la virgule dans la division de deux

nombres décimaux, elle s'applique en prenant pour référence soit le diviseur soit le

dividende:
. décalage à panir du nombre de chiffres du diviseur : on se ramène à la division de

2780 par I

0,278 0,0001 -+ 0'2780 0,0001

-)
2780

. décalage à partir du nombre de chiffres du dividende : on ramène à la division de 278

par 0,1,

0,278 0,0001 __> 278 0,1

ensuite la connaissance locale de la division par 0,1 qui revient à multiplier par l0
conduit au résultat. Cene deuxième façon de faire est rendue possible par le fait que le

nombre de chiffres après la virgule du diviseur est supérieur à celui du dividende. Elle

nécessite de combiner la règle de décalage avec une autre "technique" très liée au fait

qu'il s'agit du décimal 0,1.

b. La techníque domínante du collège

Technique "pour diviser un nombre, on peut multiplier par I'inverse"

C'est "1a" technique du collège qui peut se présenter sous diverses formes :

. L'inverse de 0,0001 est 10000 puisque le produit des deux donne 1

0,278 : 0,0001 =0,278 x 10000 = 2780

. On la trouve sous une forme légèrement différente, utilisant le fait que I'inverse

de 104, c'esr 104 puisque l0-4 xl04 = 1

0,278 : l0-4 = 0,278 x lO4 = 27 80

. On utilise une sous-technique "multiplier par I'inverse" combinée à des calculs sur les

fractions.
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Le quotient de deux décimaux est considéré comme une fraction de deux décimaux.

MaiS On envisage de nouveau chaque décimal comme une fraction palticulière et leul

écriture comme une fraction de fraction. On lui applique alors la règle de

"retoumement" de fraction, ce qui donne :

n8

#,##=+=ffi .ryoo =278xro
10000

Cene règle de retournement de fraction représente en fait la multiplication par la

fraction inverse.

. On trouve enfin une variante de cette dernière technique : seul le dénominateur est

considéré coÍrme une fraction. Ainsi 0,0001 est considéré comme une fraction, ce qui

conduit au calcul suivant : I'inverse de ¡ffi etant t0000

0,278 :0,0001 = 0'178 
=0,278x 10000=2780.

lmoõ
Le produit est calculé avec la règle de décalage habituelle.

Plusieurs techniques sont utilisées en fonction des transformations d'écritures que I'on

peut effectuer à partir de l'écriture initiale et des conespondances établies enre division

et fractions.

c. Les techníques du lYcée

Nous regroupons un certain nombre de techniques qui vont cohabiter au lycée, puisque

ces questions ne sont pas véritablement retravaillées. Cela ne signifie pas qu'elles ne

sont pas apparues au collège, mais elles sont restées périphériques par fapport à la

technique dominante du collège.

a) Technique faisant appel aux puissances de 10 et à un calcul formel sur celles-ci

Cette technique repose sur le fait que 10m : 10n = 10m-n '

Tous les décimaux présents dans les écritures sont écrits à I'aide des puissances de 10,

en particulier des puissances négatives de 10'

0,278:0,0001 =278x 10-3: 10-4 =278x10=2780'
b) Technique faisant appel aux calculs sur les fractions

Le quotient de deux décimaux est considéré comme une fraction de deux décimaux, sur

laquelle les règles habituelles de calcul sur les fractions s'appliquent' On multiplie et

divise numérateur et dénominâteul par un même nomb¡e :

o 2'18 0.278x10000
0,278 : o,ooo1 = AiiOm =Atffi = 2 tóu.
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c) Technique combinant puissances de 10 et calcul sur les fractions

S'appuyant sur la transformation d'écriture et sur des règles concemant les puissances

de l0 notamme*, -1# = 10 m-n, elle entraîne des écritures du type :

0,278 :o,ooor = î#ts = ffi =ztao.

1.1.3. Hiérarchisation des techniques et technologies

Une technique a besoin d'êne justifiée par une technologie. Une technologie peut être

elle-même justifiée par une théorie qui, à un niveau supérieur, se rapproche du savoir

savant (Chevall¿¡¿3¡. Suivant la position que I'on occupe dans une institution, une

technologie peut être vue comme une théorie ou peut être considérée comme une

technique. Nous visualisons dans le schéma qui suit, les éléments qui peuvent être

qualifiés de techniques, de technologies ou de théorie suivant les niveaux considérés,

sachant qu'à certains niveaux une technologie peut être analysée comme une technique.

Nous hiérarchisons donc les techniques signalées dans I'analyse a priori en distinguant

quatre niveaux qui correspondent à quatre institutions différentes : le niveau primaire

(Iprf, le niveau collège (Iç), le niveau lycée (Ifet le niveau savoir savant (Ip).

Au niveau primaire, on peut constater qu'il n'existe qu'une seule technique qui permet

de résoud¡e le problème (celle du décalage). Elle est donc particulièrement "lisible" par

les différents acteurs de I'institution primaire. Il est possible de l'institutionnaliser sans

problèmes et elle sera disponible pour tous les protagonistes. L'autre élément que nous

avons mis au même niveau est une technique locale, qui consiste à dire que lorsqu'on

divise par 0,1, voire 0,01 ou 0,@1, il faut multiplier par 10, 100, 1000.

Au niveau du collège, la technique dominante, quand on a une division de ce type à

faire, est la règle de multiplication par I'inverse. Une sous-règle connue sous le terme de

"fraction retoumée" s'applique lorsque la division se présente comme quotient de deux

f¡actions.

Au niveau du lycée, deux types de règles fonctionnent pour résoudre le type d'exercices

proposé et peuvent servir ainsi de technologie pour la règle de décalage :

- I'une s'appuie sur les puissances de dix avec l'utilisation des exposants négatifs.

- I'autre conceme le quotient de deux fractions.

Ces deux techniques coexistent car elles s'appliquent à des domaines de savoirs

différents. En effet ces techniques ou technologies du lycée se rattachent, i'une à une

"théorie" concernant le corps des rationnels, dans lequel on peut faire "toutes" les

3. CIiTEVALLARD Y., 1993, Cont¡at social et institutions didactiques, Remarques sur quelques nodons

et problèmæ, Séminaire de didactique des mathémadques du 4 Avril 1993, texte non publié, Paris.
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opérations que l'on veut et en particulier toujours calculer I'inverse d'un nombre, l'autre

à la "théorie" des développements décimaux des réels.

Enfin la technique, concernant le fait que I'on peut multiplier ou diviser les deux termes

d'un quotient de rationnels par un même nombre, comme il est indiqué sur le schéma,
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Ipri

c

Il

Ip
Tout réel a un développement
decimal

Les rationnels forment un corps:
tout rationnel non nul a un inverse

décimal a un
décimal fini

On ne change pas le
quotient de deux ¡ationnels
a et b en multipliant ou en
divisant les deux termes du
quotient par un même
nombre entie¡
a:b = a/b =
axc:bxc=axclbxc

Tout décimal Deut s'écrire
sous la forme^ a x l0.n
n entier, a entier

Règles
sur les

de calcul formel
puissances de 10

On ne change pas le
quotient de deux
rationnelsaetben
multipliant les deux
termes du quotient par
I'inverse de b

Règle: on ne change pas une
"fraction de décimaux" en
multipliant ou en divisant le
numérateur et le dénominateur
par une même puissance de 10

Règle: diviser, c'est
multiplier par l'inverse

Règle de la fraction
retournée

Diviser par 10-rì
c'est multiolier
par l0n

Règle de décalage
Division euclidienne

par 10

Règle locale
diviser par 0,1
c'est multiplier



va pouvoir aussi servir de technologie pour la technique du collège (règle de l'inverse).

Sur ce schéma, le sens des flèches indique le "sens" en terme de justifications attnbuées

à une technique à I'aide d'une technologie ou d'une théorie.

Nous synthétisons le tableau précédent gxâce au schéma suivant où I'on peut voir les

différentes articulations entre les différentes techniques ou technologies situées dans

quatre institutions différentes. Une "rupture" est mise en évidence dans le schéma : la

technique du primaire va faire référence à une technologie du lycée et non à une

technologie du collège.

Technique
Technique
locale Instituion

primaire

Technique Technologie Institution
collège

Technique / Technologie Technologie /Théorie
Institution
lycée

Théorie

Institution
de production
de savoirs

1.1.4. Quelques résultats

Examinons dans un premier temps quelles sont les techniques utilisées dans deux

groupes différents d'étudiants pour résoudre I'exercice proposé :
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Résultats pour le premier groupe (23 étudiants)

Règle de décalage (division)

décalage portant sur le dividende ...........'..........

décalage portant sur le diviseur

décalage erroné (de type multiplicatiÐ.....................

multiplication par 10000 de chaque terme de la division

Règle de la multiplication par l'inverse (multiplier par l'inverse de ¡o*,
Utitisation des puissances de 10 : .............

Total

Résultats pour le deuxième groupe (22 étudiants) :

Règle de décalage (division)

décalage portant sur le dividende ..........'......................".""""""""" 3

décalage portant sur le diviseu¡

Règle
I

décalage erroné (de type multþlicatiÐ..........'....'....'....................""" 1

de la multiplication par I'inverse (multiplier par I'inverse de 0,0001,

rm ou 10-4 ).

Utilisation des puissances de 10.................'

Non-réponse....
Total

Les étudiants, dans leur majorité, (environ les deux tiers dans chacun des groupes)

utilisent la technique du décalage : elle ne nécessite pas de nouvelles écritures et peut se

gérer entièrement mentalement. Un nombre non négligeable d'entre eux utilise

cependant la technique du collège et très peu une technique s'apparentant à celle du

lycée. Nous remarquons de plus qu',il y a peu d'eneurs ou de non-réponses (trois dans

le premier gfoupe et trois dans le second), montrant que I'exercice n'apparaît pas comme

très difficile aux étudiants.

1.1.5. Analyse de la séquence didactique

Dans la construction initiale de la séance conçue avec le formateur, la recherche et la

corection des trois exercices devaient être rapides. Si la résolution paI les étudiants pnt

peu de temps, la correction fut beaucoup plus longue que prévue, notamment poul

l'exercice que nous sommes en train d'analyser (Chronique complète en annexe C4a).
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Celui-ci représentait un enjeu important à la fois pour le formateur et pour les étudiants

qui ont été très intéressés durant toute la séance. En effet on peut noter que neuf

étudiants (sur 22 présents) vont intervenir sans sollicitation individuelle de la part du

formateur, faisant chaque fois rebondt et progresser le débat.

Cela correspond à notre avis à une conjonction d'intérêt des deux parties qui parfois

sbpposent, parfois coopèrent.

Le premier élément de réponse est certainement à rechercher dans I'idéologie dans

laquelle baignent actuellement tous les protagonistes du système d'enseignement (aussi

bien les étudiants, les professeurs que le concepteur de I'ingénierie) : un problème est

d'autant plus intéressant qu'il est susceptible de provoquer de la part des élèves des

procédures différentes qui pourront être par la suite mises en commun et confrontées

entre elles. Du côté de l'étudiant, cela favorise une attitude réflexive sur ses

productions; du côté du formateu¡, cela lui ménage une large latitude pour parler de ce

qui lui paraît important au regard de son travail de formation.

Examinons la situation du point de vue du savoir en analysant successivement la

séquence selon la position de l'étudiant, puis selon la position du formateur.

a, Du côté des étudiants

a) le centrage sur la technique du primaire

La technique du décalage, propre au primaire, majoritaire, est le cenüe d'intérêt pendant

le temps de la correction. Beaucoup d'interventions des étudiants nous le confirment

tout au long de la discussion.

La première intervention porte sur la technique de décalage (sur le diviseur), relayée

aussitôt par une deuxième intervention représentant un autre point de vue sur le

décalage (sur le dividende). Après un intermède sur une technique mettant en cpuwe des

écritures où figurent des puissances de 10, un étudiant va de nouveau intervenir pour

signaler que le décalage de quatre rangs sur la droite, visant à rend¡e le diviseur entier

est la technique la plus performante. Un deuxième signale par la suite qu'il ne

comprend pas les raisons d'un décalage dans une direction plutôt que dans une autre.

Un troisième propose de lier décalage et multiplication du dénominateur et numérateu¡

par un même nombre. Après une discussion sur l'utilisation de la technique utilisant

I'inverse d'un nombre, un quatrième déclare :

E : Moi, je me rappelle que quand on divisait par 0,000 quelque chose cela
donnait un nombre plus grand que le diviseur, alors je me suis dit, on doit
pouvoir décaler et j'ai décalé.

Enfin, quelque temps plus tard, un cinquième rappelle des différences entre la technique
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de décalage et I'utilisation des puissances.

Nous conStatonS à traverS toutes ces intewentiOns de natures fort diverses que la

technique du décalage leste au centre des préoccupations des étudiants qui ramènent

régulièrement le sujet dans la discussion. Essayons d'analyser d'un peu plus près quelles

sont les grandes lignes de ces discours.

b) la sensibilité aux automatismes et le problème du sens

Il s'agit flhn exercice pour lequel tous les étudiants ont trouvé une réponse en utilisant

des automatismes : nous retlouvons trace de cette sensibilité particulière dans

I'expression ,'dans ma tête", comme on peut le remarquer dans les deux exemples

sr¡ivants :

E4 : pour moi, dans ma tête, c'est automatisé, cela devient des règles sur les

exposants (...)
El1: I'expliciter, non, c'est automatique, quand ii y a deux fractions l'une sur

l'aure (...)

or ces automatismes, ils vont devoir peut-être les enseigner, mais ils ne sont pas

capables d'expliciter les raisons qui justifient leur fonctionnement. Ils sont donc en

attente d'un discours explicatif du formateur sur les raisons qui légitiment la technique

employée. un point de vue idéologique en vigueur actuellement et pafiagé, comme

nous le verrons, par le formateu¡ et les formés, est qu'on ne doit pas enseignel une

technique "sans lui donner de sens"'

Les étudiants sont donc sensibles aux plopos du formateur portant su¡ cet aspect. Cette

préoccupation en rapport avec les élèves du primaire, comme en témoigne I'intervention

d'un étudiant :

E4 : Le problème que j'ai avec les miens, des gamins de CP' c'est qu'ils

retiennenabien les procédures, ils sont très sensibles aux procédures, mais ils ne

donnent pas de sens : par exemple décaler une virgule, c'est une procédure

automatique.

Cette adhésion aux propos du fo¡mateur va porter sultout sur la technique utilisée à

l'école primaire : c'est bien la recherche d'un sens relatif au décalage qui est évoquée

dans le discours précédent.

c) la technique du décalage comme objet d'étude : recherche d'explications et

d'une technologie

Mais dans le même temps, ils vont prendre la technique de l'école primaire comme

objet d'étude, d'où les nombreuses interventions portant sul le problème du décalage

ramenant le débat sur ce terrain alors que le formateur, manifestement, préférerait le

placer sur un autre terrain, comme nous le verrons par la suite.

On peut distinguer plusieurs niveaux de ¡echerche d'explications :
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* essai de rattachement à une autre technique connue

La technique se lrouve justifiée parce qu'elle peut être identifiée à la technique de la

division dans les entiers : I'explicitation par un étudiant de l'intérêt de "rendre entier le

diviseur" plutôt que le dividende illusre ce que nous avançons :

E6 : Moi je détache la virgule; je m'occupe du diviseur, je déplace la virgule de
quare ra¡gs, après je déplace la virgule de quatre rangs sur le nombre de gauche

E : cela revient au même.
P : cela nécessíte d'écrire un zéro de plus.
E6 : Si c'est un gros nombre, on peut très bien voir un nombre avec des chiffres
après, mais pratiquement le diviseur n'a pas de virgule et la division ne pose pas

de problèmes.

La plus grande généralité de cette règle, qui ramène le calcul à une division euclidienne,

n'est pas relevée par le formateur qui signale qu'il s'agit "d'une légère variante" de la

règle de décalage rendant entie¡ le dividende, alors que celle-ci ne fonctionne bien ici

que parce que le diviseur est égal à 0,1 et que l'on dispose d'une seconde règle sur le fait

que diviserpar0,l, c'est multiplierpar 10.

* essai de généralisation de la règle de décalage

Les étudiants cherchent à voir si les règles de décalage peuvent s'unifie¡. Ainsi une

étudiante intervient en signalant que lorsqu'elle divise par 10, 100, 1000, la virgule se

déplace vers la gauche, alors que là, on la déplace vers la droite. Cette remarque est

rapidement écartée par le formateur qui signale que c'est une autre règle quand on

divise par 10, 100, 1000, la considé¡ant comme une sous-technique différente.

On peut pounant les voir commela même technique, c'est à dire :

- quand on divise par 10n, puis par 16n+1,6¡ déplace la virgule d'un cran vers la

gauche,

- quand on divise par 10-n, puis par 10-n-1, on déplace ia virgule d'un cran vers la

d¡oite.
* recherche d'une technologie

Il s'agit d'un étudiant établissant un lien ent¡e ia division de deux décimaux et une

fraction. Il applique alors les règles de transformation d'une f¡action par multiplication

et division pil un même nombre.

E8 : Est-ce qu'on ne peut pas donner une règle plus générale : pour qu'un nombre
donné sous forme de fraction soit égal à lui-même, il faut multiplier le
numérateur par un nombre et il faut multiplier le dénominateur par ce même
nombre ou I'inverse.
P : Tu me suggères, sí j'ai bien comprîs, une autre façon de procéder.

E8 : en fait, quand il déplace dans 0,0001 la virguie vers la droite, il a multiplié
par 10000, donc cela veut dire aussi qu'on multiplie le numérateur par 10000.
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Mais considérer une "fraction" de deux décimaux comme une f¡action de deux entiers

demanderait au niveau explicatif de remonter à un niveau théorique sur le fait que le

quotient de deux rationneis est un lationnel. Le formateur ne peut s'at1¿lder sur ce point

qui lui demanderait de longs développements et il est en quelque sorte "obligé"

d'interpréter les propos de cet étudiant comme l'expression d'une aure procédure.

b, Du côté dufonnateur

a) Le centrage sur la technique de l'¡nverse par lâ reformulation des propos des

étudiants

Le projet du formateu¡ vise l'applopriation par les étudiants de la technique d'utilisation

du calcul de I'inverse. Aussi va-t-il saisir I'occasion qui lui est donnée au colu.s de

I'exposé d'un étudiant sur I'utilisation des puissances pour I'amener à parler de I'inverse.

A plusieurs reprises, il va proposer une Íansformation du discouls de l'étudiant,

espérant ainsi pennettre à tous d'établir des liens entre divers éléments en jeu'

Quand l'étudiant parle de "fractions I'une sur l'autre", puis de "fraction retoumée", il ne

se préoccupe de rien d'aune que de l'écriture et de la gestion de celle-ci. Le formateur

par confre intervient pour parler de I'inverse, comme en témoignent les extraits

successifs suivants concemant son discours :

P : Oui mais tu pars de deux fractíons I'une sur l'autre, c'est-ò-dire simplement

\e... le quotient de deux frøctions, non ? ('..)
Alors tu passes par le quotient de deux fractions et le quotient de deux fractions,

c'est diviser deux fractions, c'est...

811 : Multiplier par la fraction retou¡née.

P ; l'ínverse ou la fraction retournée comme vous voulez(. ') '

Pour faire le quotíent de deuxfractions, il suffít de multiplier la première par

l'ínverse de la seconde (, . .).

De même, peu de temps après une intervention d'un étudiant sur le décalage, le

formateur recentre le débat sur l'utilisation de la technique de I'inverse'

P : oui, sí on multiplie dividende et diviseur par un même nombre et on ne

change pas une fractíon si on divise numérateur et dénominateur par un même

no*bre. Icí, c'est un peu pareil que tout à I'heure : ie cherche ò éliminer Ia

virgule. on peut être un peu plus précis : ie prends I'ínverse de 0,0001, c'est-à-

diie le nombre qui, multiplié par 0,0001, donne l. Au passage,i'ai rappelé ce

qu'étøít l'ínverse d'un nombre, i'espère que tout le monde l'a bíen saísí :

i'ínurrte d'un nombre, c'est Ie nombre qui, multíplíé par ce nombre, donne l '

Pour le formateur, cette technique est un enjeu important, ce qui I'amène à insister et à

rappeler de manière assez solennelle ce que signifie pour lui f inverse d'un nombre. Cet

enjeu rejoint la question du sens comme justification d'une technique'
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b) la recherche du sens pour les techniques utilisées

Ce souci transparaît dès sa première intervention à propos du quotient de deux

fractions.

P : Pour faire le quotient de dew fractions, il suffit de multiplíer la première par
I'inverse de la seconde en espérant avoir donné du sens ò la notion d'inverse
d'une fraction.

Pour le formateur, la règle de décalage n'est pas péjorée, mais elle est dénuée de sens.

Cela va être la toile de fond de ses interventions initialisées par la déclaration.

P : Je voudrais simplement auirer votre attentíon sur le fait que la plupart des
explicatíons que vous avez données sont essenfiellemenr mécaniques, c'est-ò-dire
qu'elles sont dénuëes de sens.

Or, pour les étudiants, la notion d'inverse n'a pas plus de "sens" que le décalage : en

effet, pour lui donner une signification, ii faud¡ait là aussi remonterjusqu'à la stn¡cture

des rationnels comme groupe multiplicatif, théorie à laquelle pour le moment seul le

formateur a accès.

Ce problème du sens est repris plusieurs fois, à propos de la notation 10-4.

P : on peut donner du sens ò ceci en disant que I 04, c'est.diviser par 10, 4 fois
de suíte (.. .)vous pouvez très bien aider des enfants ò constuire du sens en étant
très proches de la notation avec des exposants, mais sans en parler.

En fait, si on analyse les interventions faites par le formateur avec la grille de lecture

que nous propose Chevallard, on peut remarquer que les justifications de sens pour une

technique se ramènent à la recherche d'une technologie associée à celle-ci, c'est-à-dire

à la reche¡che d'une logique du savoir. Mais le formateur ressent I'ambiguité de cette

position, car il est bien conscient que le sens se construit aussi au travers des activités.

P ; les donne+-on fles règlesl comme des règles dénuées de toute significatíon si
ce n'est que d'appliquer une règle donnée, un déplacement de virgule. Ou íl y a
possibilité effectivement de mettre ces règles avec des activités quí se traduisent
très concrètement et qui donneraient du sens entre guillemets parce que moi,je
ne sais pas très bíen expliquer ce que c'esl que construire du sens, donner du
sensrj'ai toujours un peu de møl avec ces expressions. ,le croís que l'on arríve
cependant ò s'entendre lò-dessus.

Il exprime par là, la difficulté à aniculer aspects syntaxiques et sémantiques.

Dans cette analyse d'un court moment de I'ingénierie, consacrée à l'examen de

techniques de résolu¡ion d'un exercice, nous avons donc un double phénomène qui

illustre les jeux entre formés et formateur quand les étudiants sont dans le placement

que nous avons appelé syntaxique :

. un phénomène de coopération entre les étudiants d'une part pour rechercher des
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raisons aux techniques employées, parce qu'ils auront peut-être un jour à enseigner ces

techniques, du moins celles qu'ils perçoivent comme lelevant de l'école élémentaire, et

le formateur d'aune part parce qu'elles vont lui perrnettre de faire des liens entre

différents savoir-faire. Pour le formateul, nous pouvons remarquel que la recherche des

raisons se fait dans les savoirs relatifs au collège, qui apparaissent comme explicatifs de

ce qui est utilisé dans le primaire.

. un phénomène de tension (qui se déroule dans un climat serein, il faut le préciser), en

raison du contrage des principaux protagonistes sur des techniques particulières. Celle

du formateur (diviser, c'est multiplier par I'inverse) ne peut servir comme technologie

de celle utilisée majoritairement paI les formés (le décalage). Cela se Ûaduit par 1â

"résistance" qu'opposent cenains étudiants aux leformulations faites par I'enseignant'

par exemple la déclaration d'une étudiante après une reformulation du formateur.

Ell : Non, mais moi dans ma tête, ce n'est pas I'inverse, c'est la fraction

retoufnée.

On peut noter qu'à ce moment-là, dans l'état d'avancement de I'ingénierie et dans l'état

des connaissances des étudiants, il ne selait de toute façon pas possible au formateur de

donner une théorie unificatrice pour ces différentes technologies et techniques en usage

chez les étudiants. Il en résulte à leur niveau I'impression de savoirs déconnectés les uns

des autres. C'est ainsi qu'on peut interpréter la remarque d'une étudiante:

E8 : Si on déplace la virgule de 0,0001, c'est pas la même chose que d'utiliser des

puissances de 10 ?

Il faut remarquef que ces deux phénomènes, coopóÉtion et tension se conjuguent poul

faire progresser la séance, permettant à la fois une écoute mutuelle des arguments

avancés par les uns et les aut¡es, mais aussi la ¡elance "à la hausse" du débat dans la

recherche de savoirs explicatifs. Il est intéressant de noter que cette négociation à la

hausse est provoquée par la recherche du "pourquoi" des techniques employées. Elles

renforcent le placement syntaxique des formés, placement dans lequel nous les avons

trouvés au début de l'étude de la situation "Automates" pendant I'expérimentation

1993-94 (Chapitre C3, $ 4.1.2.).

l.2.Lapression des étudiants sur le formâteur

1.2.1. Le cadre

Nous nous proposons d'analyser un épisode4 (chronique en annexe C4b) non prévu de

4. Nous utilisons le mot épisode dans le sens utilisó pa¡ Ma¡golinas (t992) p. ?4, tefme fepris de voigt
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I'ingénierie didactique au cours de I'expérimentation 92-93. Les étudiants ont été

amenés à construire au cours de deux séances de deux heures, l'ensemble des rationnels

à partir de la situation des automates. Ils ont été invités par la suite à analyser

I'introduction des fractions telle qu'elle est proposée dans un liv¡e du CM2.

La quatrième séance a débuté par une synthèse faite par I'enseignant portant à la fois sur

les séances de construction des ¡ationnels et sur I'analyse du liwe évoqué auparavant.

L'enseignant s'apprête à présenter aux étudiants la situation du tireur d'élite susceptible

de faire le lien enre rationnels et décimaux.

L'intervention d'une étudiante va alors provoquer un "intermède" d'une durée d'une

demi-heure à trois quarts d'heure.

A ce moment là, le groupe est globalement partagé en deux sous-groupes. Le premier

sous-groupe que nous appelons Gl, représentant environ deux tiers de l'effectif
manifeste un intérêt soutenu pour les activités proposées. L'indicateur de cet intérêt est

la qualité de la réponse aux "éléments pour une fiche de synthèse"5 , éléments qui

avaient servi à préparer la synthèse de I'activité "Automates". A ce premier sous-groupe

appanient le délégué de la section. Le deuxième sous-groupe (appelé G2) est constitué

d'un noyau de quatre personnes qui va progressivement manifester son

mécontentement. Nous apprendrons par la suite qu'elles se sont concertées le matin et

ont fait une démarche auprès du délégué pour que celui-ci intervienne auprès de

I'enseignant. Il ne I'avait pas fait, n'étant pas en accord avec les arguments de ce sous-

groupe. Autour de ces quatre étudiantes, gravitent deux ou trois personnes qui sont sans

doute globalement en accord avec elles mais qui ne se manifesteront que très peu par la

suite,

Ainsi I'intervention d'une "représentante" du sous-groupe des quatre étudiantes, dans la

mesure où elle crée une perturbation obligeant I'enseignant à réagir "à chaud", va

entraîner des réactions aussi bien du côté du professeur que du côté des autres étudiants

à propos du savoir.

1.2.2. Les faits : la pression des étudiants sur I'enseignant

Nous voulons monrer que dans le jeu qui se déroule au sein du groupe entre les

différents protagonistes agissant avec leur rationalité propre, une fraction du groupe va

(1985). "L'épisode dépend d'une observation particulière, c'esI une reconstruction ¡otalement à posteriort.

La détermination d'un épisode dépend de I'analyse de protocole"

5. Les étudiants avaient à remplir une fiche où on leu¡ demandait de noter les différentes propriótés

construiæs au cours de I'activité, les significacions que l'on pouvait attribuer à la fraction y'b, puis à l/b
dans le contexte considéré, d'interpréter l'égalité (?; 3) = (2;1) + (l; 3) en terme de sauts puis en terme de

ftaction, enfin de préciser les limi¡es de la construction des rationnels dans le contexte des automafes.
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être capable d'entraîner le professeur sur les positions souhaitées par ses membres.

Nous analysons tout d'abord le début de l'épisode, puisque c'est lui qui va déclencher les

diverseS interactiOns. Le professeur annonce que l'on va travailler sur une nouvelle

situation. Il est alors interrompu par une étudiante, ce qui enrraîne l'échange suivant :

E I : sur décimaux, il y a combien de séances ?

P : sur décimaux, il y a encore 3 séances.

El : depuis qu'on a abordé le module sur décimaux, je ne vois pas du tout où est-

ce qu'on va !
P : où est-ce qu'on va par rapport à quoi ?

El : Par rapport à ce que I'on doit apprendre sur les décimaux.

Les arguments vont être développés dans trn premier temps sur des regisfes différents :

* L'avancée du temps d'enseígnement : il s'agit indirectement de savoir combien de

séances il leste pour traiter ce que les étudiants souhaitent voir aborder, indiquant par 1à

que I'on a déjà passé beaucoup de temps sur le sujet. on reconnaît sans peine un

phénomène d'obsolescence des situations proposées. Dans la culture commune et sur la

base de l'épistémologie spontanée des élèves, le temps d'apprentissage d'un objet de

savoi¡ doit être nécessairement court (Chevallard, 1988).

* Le savoir visé: tottt d'abo¡d l'étudiante rappeile le libellé de l'objet de savoir que

I'enseignant est tenu d'étudief. En effet le module s'intitule "Décimaux"6 : elle signale

ainsi que l'enseignant est tenu d'établir un lien entre ce qu'il propose et le savoir visé.

C'est aussi en quelque sorte un rappel à I'ordre pour signaler qu'à l'école primaire' ce

sont les décimaux qui sont des objets de savoi¡ cenraux et que les lationnels ne sont

pas des objes d'enseignement à ce niveau'

Dans un deuxième temps, un troisième registre sera mis en avant :

* lzs moyens pour faire acquërír le savoir visé :

L'étudiante signale qu'il y a rupture du connat habitueì institué dans le groupe'

El : oui, pa¡ce que nous, on a une méthode et cela ne correspond pas à ce qu'on

faisait avant.

Ceci avait été signalé par un autre étudiant quelques minutes auparavant :

E : ce qu'elle veut di¡e c'est que c'est plus difficile à gérer, à faire les liens entre

ce qu'on savait déjà et ce qu'on voit 1à.

Le professeur le confirme, puisqu'il déclare à plusieurs reprises que ce qui a été proposé

,'est plus déstabilisant". En fait c'est déstabilisant pour les formés mais aussi

6. ll est intéressant de noler ici que le tit¡e du module étâbli pâf les formateÙs de mathématiques de

I'académie est identifió seulement par le terme "dé¡imaux" et non "décimaux et rationnels", ce qui est

ma¡ifestement un indice significatif de la place attribué pa¡ les formateurs aux décimaux par rapport aux

rationnels.
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déstabilisant pour lui dans la mesure où cela provient de propositions du concepteur qui

ne correspondent sans doute pas à ses habitudes d'enseignement.

Il faut remarquer cependant que cette critique n'entraîne pas l'unanimité des membres

du groupe comme en témoigne I'intervention d'un des leade¡s de l'autre sous-groupe, en

I'occurrence le délégué élu.

E : pour un enfant, c'est plus facile de rentrer dans des situations comme ça, que
comme nous, on I'a fait avant.
P : je ne sais pas si c'est plus facile avec l'exemple que l'on vous a donné. Ce que
je dis c'est que ça vous a permis de poser des problèmes de l'apprentissage des
nombres rationnels.
E l moi, personnellement, cela me paraît plus intéressant.

Notons que l'étudiant qui intervient ne fait pas référence à l'apprentissage /es

concernant, ni même à l'apprentissage des élèves, mais emploie Ie terme enfant,

signalant par là qu'il se situe dans le cadre d'un apprentissage "vinuel" basé sur des

situations qui n'ont pas cours acruellement.

Par la suite, une autre étudiante du groupe G2 va relayer 1a première et amener

I'enseignant sur le terrain souhaité par ce sous-groupe :

Étudiante 2 du sous-groupe G2 : moi, je n'arrive pas à faire la différence entre les
rationnels et les fractions
P r moi, je croyais... : quelqu'un peut répondre ou pas ?

Une discussion animée s'engage dans la salle à propos de rationnels et de
fractions.
Intervention d'un membre du groupe Gl : il peut y avoir plusieurs fractions pour
un même rationnel, en fait un rationnel, le résultat, c'est une fractionT.
P : I0l12, c'est une fraction, 516, c'est une autre, d'accord mais ça représente le
même ratíonnel.
Étudiante 2 : mais le décimal là-dedans ?

Le détou¡ a été fait par ¡ationnel et fraction de façon à ne pas heurter de front

l'enseignant, en se plaçant sur son terrain, tout en lui montrant les limites de son

enseignement. Mais la dernière intervention replace 1e débat sur la position souhaitée,

c'est-à-dire sur les écritures des différents nombres, débat que I'enseignant voulait éviter

au moins pendant un certain temps.

L'enseignant fait une tentative de renvoi au groupe :

P : Ie décimal, le problème, moi, je veux bien répondre, le décímal pour vous
qu'est-ce que c'esî ? Je vous renvoie la question. Quand même, vous avez des

idées sur la question ?

7. On peut remarquer, dans l'intervention de cet étudiant, le ¡ationnel a pris un ståtut par rapport à

f¡action, celui de résultat.
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Mais devant le mutisme du groupe, il est amené à produire un exemple (5,7) qui va

enEaîner un flot de questions de la part des étudiants et va l'obliger à aborder le

problème des écritures décimales illimitées avec toutes les difficultés inhérentes à ce

sujet qui en fait touche les nombres réels.

Le professeur, étant sollicité pour indiquer la différence entre les décimaux et les

rationnels, se propose donc de montre¡ que l/3 n'est pas un décimal, en s'appuyant sur

le fait que 1/3 x 3 doit donner 1. A cet effet, il montre que tout nombre ayant une

écriture finie du type 0,333, ainsi d'ailleurs que tout nombre ayant une écriture finie

décimale, multiplié par 3 ne peut pas donner I (en utilisant I'algorithme classique de la

multiplication d'un nombre décimal par un entier). C'est alors qu'un étudiant va

envisager le cas des écritures décimales illimitées :

E : et si c'était à l'infini, ce ne serait pas un décimal ?

P : ò l'ínfíni, ça devient quoi? Envisageons le. (brouhaha)' Ta question ?

E : pourquoi 0 ,33333...ça n'est pas un décimal ?

P : àlors lò, je mets des poínts de suspension pour índiquer que j'aí des 3 qui

continuent iusqu'à I'infini. Qu'est ce qui vous pose problème ?

E : si on iajoute des 3 autant qu,on veut et qu'on multiplie par 3, on n'obtient

jamais 1.

Le formateur se place sur le même terrain que celui des formés, c'est à di¡e celui des

écritures. I1 ne répond que par un argument d'autorité, ne voulant pas entrel dans des

démonstrations :

P : Ie problème, pourquoi on S,eSt Íixé ça ? I]ne telle opération devrait donner ]
et en réalité, si je rn,en tiens aux algorithmes classiques, j,ai cette famewe

écriture0,ggg....Poursímplifíer,ienesaispas,ilyalSans'oneweignait
carrément que ça, c'était une écriture de l. Peut-ête, il y en a parmi vous pour

qui0,999..,,r"r'rttpasautrechosequel'Nediscutezpas,c'estl'Sivous
invisagez des écritures décimales illimítées, vous êtes obligés d'envisager que

l'écriture 0,99999.. ' c'est I .

Ce qui est intéressant dans cet épisode, c'est que I'intervention d'une étudiante,

représentante d'un groupe minorilai¡e au début, va entraîner l'ensemble du gloupe sur le

même terrain. Ainsi le leader déjà signalé et faisant partie du sous-gtoupe G1 qui a

marqué un intérêt soutenu depuis le début de la séquence, va se placer dans la même

optique en relançant le débat au moment où I'on aurait pu croire qu'il était clos :

E : on se demandait si n est un rationnel ?

P : n n,est pas un rationnel parce que même 2217 est une fraction qui donne une

approxímation de x'
E : ça se termine ?

P : non, 22t7 ça ne se termine pas. Il y a une période qui se répète' n' lui' Ies

mathématiciens ont démontré qu'it ne pouvait pas s,écrire sous forme de

rationnel.
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E:ahbon?
P : pardon, sous forme de fraction, donc, ce n'est pas un rationnel.
E : et quand on fait périmètre divisé par le diamètre, on a bien une fraction ?

Ceci va obliger de nouveau I'enseignant, bien qu'il ait refusé quelques minutes

auparavant de répondre à une question du même ordre, à réagir positivement à une

sollicitation qui, cette fois, émane d'un étudianr qui le "soutient" . Mais de la même

façon que précédemment, la réponse à cette question ne peut se faire qu'à l'aide d'un

argumenl d'autorité :

P : non, parce que çaveut dire que tu n'as pas un entier divisé par un entier. Si
tu prends périmètre divisé par diamètre, cela veut dire que sí le diamètre est
entier, le pér¡mètre ne l'est pas, íl n'est même pas rationnel. C'est claír ou pas?
Si tu prends par exemple un cercle de diamètre 5, eh bien la longueur du cercle
ne peut pas être un rationnel. Sínon n serait ce rationnel divisé par 5, ça serait
encore un rationnel. Les mathématiciens ont montré que r n'était pas un
rationnel.

Nous voyons d'ailleurs que les arguments d'autorité sont à deux niveaux : I'affirmation

que si un diamètre est entier, alors le périmètre n'est pas rationnel, ce qui suppose que

implicitement que t n'est pas lui-même rationnel, ce qui revient à dire que æ n'est pas

rationnel parce qu'il...n'est pas rationnel! D'où la nécessité d'avoir un aut¡e type

d'argumentation faisant appel à une légitimité extérieure : c'est un point sur lequel

nous reviendrons ultérieu¡ement.

Suite à cette tentative d'explication, une nouvelle question va alimenter le débat, à

laquelle I'enseignant ne peut plus échapper :

E : moi je ne comprends plus, parce que le rationnel, il a un nombre infini de
chiffres après la virgule ?

Celle-ci va de nouveau faire ¡ebondir le débat. Nous voyons donc bien I'enchaînement

des questions posées, questions qui nécessitent une réponse de I'enseignant dans les

termes souhaités par les étudiants.

Nous voyons à travers cet exemple, que les étudiants en placement syntaxique,

s'appuyant sur certaines connaissances issues de leurs études antérieures, dans leur

volonté de se constituer un "texte du savoir", obligent progressivement le formateur à

foumi¡ des arguments qui vont pour certains dans le sens qu'ils souhaitent, mais aussi à

donner des réponse fondées sur des arguments d'autorité.
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2. LES SÉANCES DITES DE SYNTHÈSB : LE TEXTE DU SAVOIR DU

FORMATEUR ET LE PROJET DU CONCEPTEUR DE L'INGÉNIERIE

2.l.Le projet du concepteur de lringénierie

La volonté du concepteur de I'ingénierie à propos des systèmes de nombres est de créer

les conditions pour que les étudiants, à travers les activités proposées, engagent une

certaine responsabilité par rappon au savoir, enjeu de la formation. De ce fait, la

contextualisation du savoir dans ces activités peut êEe identifiée "au sens du savoir"

conìme causes de ce savoir. D'où I'arlaptation d'une pa-rtic d'unc ingénicrie existante qui

puisse permetre au formateur de contrôler les apprentissages des étudiants.

Mais d'autre part, un des choix du concepteur est que ceux-ci aient accès à un texte du

savoir qui soit "correct", c'est-à-dire un texte du savoir légitime du point de vue

mathématique, afin qu'ils soient en mesure par la suite de procéder au t¡avail de

transposition didactique en direction de leurs élèves. Dans l'esprit du concepteur, ce

texte est destiné à mettre en évidence I'intérêt des activités menées et doit servir à

montrer la cohé¡ence et la pertinence des savoirs enseignés antérieurement.

Les étudiants ont donc accès aux raisons du savoir en procédant à une relecture des

activités qui soit effectuée dans la logique d'un texte du savoir. Autrement dit, au coufs

du processus d'institutionnalisation, il est prévu une "traduction" des objets de savoir,

enjeux des différentes situations dans les termes de ce texte. Cela doit donner l'occasion

aux étudiants de réorganiser un ensemble de notions anciennes plus ou moins bien

connues : fraction, fraction ir¡eductible, fractions égales, couple, entiel en les rattachant

à des notions qui peuvent être nouvelles pour eux comme celle de rationnel. Ces phases

de relecture doivent se faire au cours de séances dites de synthèse que nous rappelons

ci-dessous, séances sous le conüôle direct du formateur' qui dispose donc d'une

certaine marge de manceuvre. Une discussion et éventuellement une négociation a lieu

sur certains éléments entre le concepteur de l'ingénierie et ]e formateul don! nous

précisons aussi les modalités.

Séquence I : Mercredi 6 Avril 1994 ( au cours de la séance 4)

La synthèse venant à la fin de la séquence des automates prend appui sur un document

intitulé "Construction des rationnels à partir des entiers" (Voir annexe C4c). Cene

fiche met en correspondance les éléments intervenant dans la situation des automates

(saut d'un automate défini par un couple, couple origine, comparaison et addition des

sauts) avec les notions mathématiques (rationnel défini par une fraction, fraction

irréductible, comparaison et addition de rationnels). Nous avons rédigé ce document
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sous le contrôle du formateur.

Séquence 2 : Lundi l1 Avril 1994 ( au cours de la séance 5), Mercredi 13 Avril (au

cours de la séance 6)

La synthèse qui suit la séquence du tireur d'élite doit mettre en évidence les

interrelations entre les systèmes de nombres rencontrés au cou¡s des séances

précédentes : rapport entre rationnels et décimaux au niveau des écritures, lien ent¡e

I'algorithme de la division et I'encadrement de plus en plus fin d'un rationnel par des

décimaux, densité de D dans Q. Elle doit permettre aussi de préciser la sarcture de Q.

L'accord s'est fait oralement sur ces différents points. Une note manuscrite décrivant

les points de la synthèse jugés importants par le concepteur a été remise au formateur,

note qui est reproduite ci-dessous :

Pour terminer, il est entendu que le formateur peut proposer cenains exercices pour

indiquer qu'il y a d'autres nombres qui ne sont pas rationnels.

277

Chapire C4 : Analyse du jeu de ì'enseignmt dans les séquences d'enseignement, repérage de déte¡minations

1- Construction de Q+

Ensemble Q+

1

I

quotient de deux entiers

quotient de deux rationnels
Ensemble des
de rationnels:

fractions
d

Classes d'équivalence
surNxN

E'xtenslon Fraction en tant oue
de N couple d'entier '

Extension de lâ notion
de fraction

Régle de simplification
des fractions

+
Fraction
de deux rationnels

N

2 - Liens entre Q+et D+

- Q+>D+
- Un décimal est un rationnel particulier qui peut s'écrire sous la fome * a entier.

10n

- Le quotient de deux decimaux n'est pas toujours un décimal.
I\7

- On peutparlerde la fiaction ffi .

- Un rationnel quelconque peut être encâdré par deux nombres de la forme * .t *, u an,i",10n 10n'

et. n aussi grand que I'on veut.

- D+ est dense dans Q+



Nous considérons que les choix faits par le formateu¡ sont révélateurs des

déterminations qui pèsent sur ce dernier dans I'institut de formation auquel il

appartient. L'analyse des distorsions éventuelles entre les souhaits exprimés plus ou

moins explicitement par le concepteur et la réalisation effective au couls des séquences

de synthèse nous peûnet d'amorcer une cafactérisation de ces déterminations.

2.2. Le texte du savoir du formateur : le poids de la logique des

ttsavoirstt du collège

2.2.1. Un épisode révélateur

Dans la séance située à la fin de la séquence des automates, la relecture et la

réorganisation proposée apparaît donc dans la fiche intitulée "Const¡uction des

radonnels à partir des entiers". Au cours de l'élaboration de la fiche, le fo¡mateur avait

insisté pour que figure sur la fiche la propriété suivante :

Élément de la situation Propriété ponant sur les fracdons

Deux couples désignant un même saut
peuvent s'ãdditionner. Le couple obtenu
désigne le même saut.

Ses motivations proviennent du fait que la réactualisation de cette connaissance lui

permet d'établir une relation avec un travail sur la proportionnalité qui avait été fait

quelque temps auparavant. cet ajout nous paraissant anodin, nous avions accepté, car

nous pensions que cela ne demanderait que peu de temps pour être rappelé'

Une "erreur" due à une inattention du formateur (il additionne les deux fractions

en additionnant les numérateurs et les dénominateurs, donc en et'iu"nt f + $

crée un épisode révélateur (voir chronique en annexe C4d) sur I'importance que le

formateur accorde, à ce moment-là, à la propriété mentionnée plus haut. Il va ainsi

"rattraper" son e(Ieur en montrant en quoi cette propriété est intéressante selon lui :

P: alors cene propriété, i'attíre votre attention sur le fait que c'est cette

propriété qui 'vous pennet de déterminer des partages proportionnels '

suit la proposition de I'exercice suivant : "3 enfants ont par exemple 5, 7, 10 ans' j'ai

une somme de I 10 francs que je veux partager proportionnellement à l'âge des enfants".

Le traitement de cet exercice va prendre en fait plus de temps que I'explicitation des
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autres points du document de synthèse.

Or à aucun moment, les étudiants ne manifestent un désinté¡êt par rapport à l'exercice,

bien au contraire. Ce que résume fon bien le formateur à la fin de son intervention :

P : j'insiste sur ce point-là, parce que ce sont des erercíces très cløssíques de
partage proportionne{ comme vous pouvez très bien en avoir òfaire soit au
concours, soit à. l'école élémentaire, puisqu'il peut y avoir des problèmes de cet
ordre-là, qui peuvent se poser. Ces problèmes ont une solution avec cette
propriété.

Nous pouvons noter la conjonction d'intérêt entre les étudiants et le formateur, point sur

lequel nous aurons I'occasion de revenir dans le paragraphe suivant, à propos d'un

savoir qui paraît aux yeux du concepteur de I'ingénierie comme un savoir éclaté par

rapport à la cohérence qu'est censée produire la fiche en question.

Cet épisode manifeste la nécessité pour le formateur de mettre I'accent sur un objet de

savoir présent au collège, d'une pan pour effacer la mauvaise impression laissée par

une écriture inexacte, mais aussi pour maintenir et relancer I'intérêt de l'auditoire qui

reconnaît un savoir imponant.

2,2,2. Le rat¡onnel considéré comme quotient

Pour le formateur, le rationnel est considéré comme un quotient. C'est ce que nous

pouvons noter au cours de la séance du 11 Avril 1994 (annexe C4e) dont nous

extrayons les extraits suivants de son discours :

P : une fraction, on a vu que c'était une écriture d'un rationnel. Qu'est-ce que

c'est que le rarionnel 1, ae¡1, beN, b*g 9 . Quetle est la définition d'un
b

rationnel? On a dit que le module devait apporter des définitions. Depuis deux
séances, on parle de ratíonnel, on le mélange avec le terme de fraction.
(....)
P : oui, le rationnel "a sur b" , c'est le quotient de a par b. Comment on va
definír le quaTient de a par b ?

(...)
P : oui, alors le quotient de a par b, c'est le nombre qui multiplié par b donne a.
Lorsqu'on construit les rationnels, on adrnet que le quotient de deux enTíers, dont
le deuxième n'est pos nul, existe toujours. Et c'est ce quifait construire de

nouveaux nombres parce qu, ! n'rr, pos un entier. Et ò un momenr donné, on
J

se dít : est-ce qu'on ne pourrait pas le consídérer comme un nouveau nombre?

Le texte du savoir auquel se réfère le formateur peut être modélisé de façon

8. C'est nous qui soulignons.

9. Texte en itålique écrit au tableau.
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satisfaisante par la description que nous avons donnée d'une construction possible de

l'ensemble Q, déjà repéré dans cenains textes de formation (Voir chapire Cl' $ I ' I .2.).

Cette construction consiste à décider d'adjoindre formellement à N des éléments (notés

a-
i) qui permettent de résou&e des équations du type suivant dans ce nouvel ensemble
b

Q:
fbxx=a
I

lbeN, b+0
I

[aeN
On cherche à définir sur Q des opérations qui vont prolonger celles définies sur N,

co¡servart la distributivité dc la multiplication par rapport à I'addition et l'associativité

de la multiplication.

La situation des automates paraît satisfaisante au formateur, cal susceptible de faire

apparaîne rapidement le saut comme étant un nombre correspondant à la définition

donnéc ci-dessus et pennottsnt de donner du "sens" à une entité définie de manière

abstraite. C'est un moyen de contextualiser un certain texte du savoir, mais en même

temps de pouvoir, quand le besoin s'en fait senti¡ d'en extraire les raisons. Cela permet

de "récupérer" les étudiants qui considèrent d'emblée la longueur du saut comme étant

la division de la "distance parcourue" par le nombre de sauts et qui ne jouent pas

exactement le jeu proposé par la définition des automates.

Cette modélisation du texte du savoir du formateur permet d'expliquer ses interventions

qui ne correspondent pas toujours aux souhaits du concepteur de I'ingénierie.

2.2.3.Le rejet d'un certain type de construction des rationnels comme savoir

fondamental pertinent

Le discours final de synthèse va revenir à exclure du champ des savoirs de l'étudiant, la

construction des ratiOnnelS Comme extengion de N pal passage au quotient avec des

classes d'équivalence. C'est ainsi qu'au cou¡s de la séance de synthèse du 6 Avril,

après avoir signalé que pour répondre à la demande de définition des étudiants, et avoir
,'tourné la difficulté" en disant que les rationnels étaient des quotients, le formateur

explique quel est le point de vue des mathématiciens :

P : mais iustement, la question que I'on peut se poser, c'est : est'ce que ce

quotient exíste, est-ce qu'il n'existe pas, est'ce qu'on en a seulement une valeur

approchée, est-ce que c'est unvéritable nombre ? Alors justement, çaprendra le

siatut de nombre si on sait faire des opérations dessus, si on sait comparer. Alors

t'idée, c'était : est'ce que à partir de ce qu'on connaît sur les entiers, ò l'aide des

couples, on peut définir de nouveaux nombres qui prolongent un peu ces

entiers ? Alors si vous avíezfail des êtudes ile mathématíques, c'est une activíté
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qui vous aurait été familíère. Dès qu'on pousse un peu dans les études
mathématiques, on est amené ò construire I'ensemble des nombres rationnels.
Com¡nent on les construit, les rnathématícíens proposent de les constru¿re à
partir de couples d'entíers, on essaie de trouver des prolongements des
opérations de ces entiers.

Les expressions notées en gras montrent que pour le formateur, il ne s'agit pas d'un

savoir qui peut être utile pour le futur professeur des écoles, mais bien d'un savoir

exogène à I'institution de formation. Les étudiants sont donc invités à ne pas accorder

trop d'importance à ce sujet difficile.

2.2.4. Le gommage de la densité de D dans Q comme savoir fondamental

pertinent de la division fournissant un quotient décimal

Comme nous I'avons indiqué dans le chapitre Cl, la situation du lireur d'élite avait été

choisie pour déboucher sur un retour réflexif sur la signification des chiffres que I'on
obtient en cherchant le quotient décimal issu de la division entre deux entiers. Cela

ouvrait la possibilité d'établir des inter¡elations entre fractions, quotient décimal,

quotient décimal approché : cela nécessitait d'y consacrer un temps relativement

important. Dans I'esprit du concepteur, il s'agissait de montre¡ que dans la stratégie

appelée d16 (stratégie par dichotomie appliquée à des intervalles de la forme
f a a+lf. -. -.
I 
=,--l 

), I'affinement des intervalles d'encad¡ement correspondait à la recherche du
110' 10" L

chiffre suivant dans I'algorithme fournissant le quotient décimal.

Or ce ne fut pas le choix du formateur qui s'intéressa particulièrement à la comparaison

des stratégies mises en ceuwe par les étudiants dans la deuxième partie du jeu (pendant

environ une demi-heure). En effet la situation lui apparaît intéressante parce qu'elle

permet de développer des sûatégies diverses. Toutes les srratégies de l'analyse a priori

sont appan¡es: cela a permis une discussion sur ceiles qui sont les plus économiques, en

particulier les procédures dlg et d2 qui ont été longuement étudiées. Il ne développa

pas le point évoqué plus haut sur le lien entre la division et les approximations

successives qui renvoient à la densité de D dans Q.

2,2.5. Les exercices de clôture

La sfouence se termine par un certain nombre d'exercices dont nous avons montré dans

la partie B que les techniques de ¡ésolution s'étaient natu¡alisées dans les institutions de

formation, à savoir:

- la recherche de la période du quotient décimal de deux f¡actions avec une calculette :

ici, il s'agissait de I divisé par 23,
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- la recherche d'une fraction égale à une écriture décimale périodique'

- la démonsnation du fait que JI n'est pas un rationnel.

Le formateur considère qu'il s'agit d'un savoir important, compte tenu du temps qu'il

consacre aux différentes démonstrations, démonstrations qui sont très détaillées. On

peut dire que le formateur reprend ici le statut d'enseignant, statut reconnu

manifestement par les étudiants qui, bien qu'ayant de la peine en général à suiwe les

démonStrationS proposées, ne prgtestent pas et prennent des notes consciencieuSement.

2.3.Lejeu du formateur : un compromis entre diverses contraintes

Nous pouvons noter à partir de I'analyse précédente que le texte du savoir développé

par le formateur va être le résultat d'un compromis entre lui, ses étudiants et le projet du

concepteur. Il permet d'intégrer les savoirs présents au collège (notamment f¡action,

fraction irréductible, décimal, quotient de deux entiers, apploximation décimale etc...).

Nous retrouvons là une détermination que nous avons déjà plusieurs fois mise en

évidence.

Dans le cas où les formés sont dans un placement sémantique, leur problème va être de

disposer d'un texte du savoir qui leur permette de se dégager des techniques

contextualisées qu'ils ont eu I'occasion de mettre en ceuvre dans la résolution des

problèmes proposés. Mais ce texte du savoir doit pouvoir intégrer des savoirs anciens

afin de pouvoir leur apparaître comme solution aux problèmes de "sens" qu'ils se

posent. C'est pourquoi nous avons pu noter la pression exe¡cée par les étudiants sur le

formateur, en particulier lorsque celui-ci cherche à respecter f ingénierìe proposée,

s'éloignant des attentes professionnelles des formés.

Le texte du savoir du formateur représente un compromis acceptable entre le projet du

concepteur et la pression des étudiants qui souhaitent retrouver les objets de savoirs

anciens apprêtés de telle manière qu'ils puissent les interpréter dans les termes des

situations contextualisées.

La notion de rationnel comme quotient, que nous avons déjà identifió comme lapport

institutionnel à ce savoir au collège, va de nouveau agir comme une contrainte sur la

volonté de construction des rationnels que nous avions souhaitée.

Ainsi I'extrait suivant (voir annexe C4d) est significatif de "l'acco¡d" qui va se dessiner

entre la plupart des étudiants et le formateur, au prix de cenaines ambigui'tés :

P : (...) et peut-être que tout de suile, on pourrait donner une défínition, ou en

tout cas un élément caractérisant la fraction. Pourquoi dans la situation

automates, on fait appet aux fractions? Quand on dit par exemple arriver à 12

en 18 sauts, quelle est la première actívité que I'on a fait pour dessiner les sauts
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des automates ?

El : on a divisé 12 par 18.

P : oui, on a diiisé 12 par 18. En réalité qu'est-ce qu'on pourra donner comme
definition d'un rationnel ?

E1 : la division de deux entiers.
P: effectivement le quotient de deux entiers va définir un rationnel, on verra.
sous quelles conditions. Douze dix-huitièmes, c'est le quotient de 12 par 18.

Quøndje partage 12 par 18, eh bíenj'arrive au rationnel 12 sur 18.
E4 : si on parle de quotient, c'est qu'on sait déjà diviser !

Si un élève avance une objection, étant conscient que si on part de N, on ne sait pas

diviser, la grande majorité des étudiants n'arrivent pas se "représenter" le rationnel

autrement que comme le "résultat" de la division de 12 par 18, ou encore de 2 px 3,

c'est à dire une écriture, comme en témoigne I'extrait suivant :

El : le rationnel, c'est le résultat d'une division ?

E2 : c'est le quotient.
E1 : c'est deux-tiers ou c'est deux...? (...)
E3 : deux tie¡s.
El : c'est 0,666 le rationnel ?

P : est-ce que 0,66 est le rationnel ? A ce momentlò...
E5 : c'est une valeur approchée du rationnel.
P : oui, ça serur une valeur approchée, mais moi, je préférerais reprendre ce que
j'avais proposé tout à I'heure, c'est à dire le quotient. Le quotient est le même
pour 213 (deux tiers) pour 416 (quatre sixièmes), etc....Qu'esr ce qu'elles
caractérisent toutes ces fractions, elles caractérisent le même quotient. Ce
quotient, si vous voulez, c'est l'équivalent du saut, ça va ? Ca répond à vos
questions oupas ?

Il ne semble pas que pour la majorité des élèves le travail de synthèse élucide le rapport

qu'entretiennent les fractions et les rationnels, mais que le rationnel s'assimile ni plus ni

moins à une écriture à virgule, produite par l'algorithme de division de deux entiers tel

que le connaissent les étudiants.

Nous aurons confirmation de ce point de vue au cours de la deuxième synthèse (voir

annexe C4e), au moment où le formateur dési¡e fournir des définitions (définitions

demandées fortement par les formés au cours du questionnaire préliminaire et au cours

de la discussion de la séance 4 où le formateur leur avait demandé leur point de vue) :

P : (...) quelle est la dértniüon d'un rationnel ? On a dít que le module devait
apporter des définitíons. Depuís deux séances, on parle de rationnel, on le
mélange avec le terme de fractíon.
E: c'est un quotient.
P : ouí, c' est le quotient de a par b. Comment on va déJínír le quotient de a par b,

c' est le résultat de la division : c'est ça que tu voulais dire? Seulement íl y a des
divisions qui ne s'arrêtent pas. Comment peut-on le définír ? C'est ?....C'est le
nombre qui... ?
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C'est ainsi que le jeu du formateur, fortement déterminé par les savoirs en jeu au

collège, détermine le jeu des formés quand ils occupent les différents placements

envisagés. En retour, le jeu des formés pèse sur le formateur pour que celui-ci ¡este

garant d'un texre du savoir qui ne soit pas trop éloigné de celui qu'ils ont eu I'occasion

de fiÉquenter au cours de leurs études antérieures.

3. UNE RECHERCHE DE LÉGITIMITÉ

3.1. L'analyse drun épisode

Lc formateur doit rechercher constÍrmment la légitimité de son enseignement auprès

des formés. Nous allons le montrer en poursuivant I'analyse de l'épisode précédent :

pour cela, il peut se servir de trois registres différents, le registre historico-

mathématique, métamathématique et didactiquel0.

* Le registre hístorîco-mathém&t¡4ue

L'enseignant cherche àjustifier le fait d'aborder les rationnels avant les décimaux. Pour

cela il va faire appel à I'histoire des mathématiques.

Le premier argument avancé va concerner lajustification du fait que les décimaux ont

été inventés pour pouvoir étendre les techniques opératoires sur les entiers :

P : les mathématiciens, quand íls ont défíni les décimaux, se sont arrêtés à un

nombre finí de chiffres après la virgule pour pouvoir définir des opérations sur

les décimaw. En réalité, Ies d'écimaux ont été construits bien après, au WI eme

síècle, parce que justement, ils permettaient des techniques opératoires rrès

íntéressantes par rapport ò notre numératíon. Donc en réalité, quand ils ont

déJíni tes décímaux, pour avoír des techníques opéraloíres, il fallait se fixer un

nombre Jîni de chffies non nuls après la virgule.

Implicitement, le professeur montre pal là qu'il s'intéresse à autre chose que les

techniques opératoires, comme il I'a déjà signaló aupalavant, ce qui justifie le choix

réalisé.

En deuxième lieu, il montre que f introduction des décimaux est 1ié à I'introduction en

France du système métrique, ce qui n'est pas le cas pour d'autres pays comme

I'Angleterre:

10, Nous utilisons le terme de diclactique dans son sens le plus large, autfement dit qui a trait à

l'enseignement, mais nous venons qu'en fait à t¡avers un discours "pédagogiste", le formateur cherche

une légitimation par rapport à une sphère savante, qui sera soit la sphère des didacticiens, soit la sphère

des 
,,scribes" du système de formation. Ici, I'enseignant fait référence de manière implicite à la sphère des

didacticiens puisque la séquence a éré bâtie avec un "didacticien", ou du moins prétendu tel !
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P : Ies décimaux n'ont été mis en place qu'au yy¡ ème siècle alors que les
rationnels étaient en place dans I'antíquité. Il a fallu d'aílleurs attendre la
révolutíonfrançøíse qui a imposé le système métrîque en France pour que les
décimaux puissent être utilísés, parce que c'étaít lié aussi au système de mesures
utilisées. Justement pour vous donner une idée, quand on compte par douzaines,
on a encore des traces, vous avez des unités anglaises qui sont faítes avec des

fractions, pas des décimaux. Ils n'utilisent pas les décimaw parce que leur
système tradítionnel d'unités n'est pas un système décimal.

Il veut indiquer par là que c'est le concept de rationnel qui est Ie plus imponant sur le

plan conceptuel, les décimaux n'étant développés que pour leur caractère opératoire

notamment en liaison avec le système métrique.

I Le rcgislrc métamathématìque llet dídacrtque

Le discours mathématique, compte tenu du terrain sur lequel les étudiants ont obligé

I'enseignant à se placer, ne peut être que de faible niveau. Autrement dit un bon

étudiant, ayant quelques connaissances sur les nomb¡es décimaux et ralionnels aurait pu

sensiblement répondre de la même façon que I'enseignant. Aussi I'enseignant pou¡

réaffirmer sa position spécifique et créer la "distance" correspondante à cette position

est naturellement contraint de se placer sur un autre registre que nous pouvons appeler

métamathématique ou encore discours de justification des choix faits, à I'aide

d'arguments d'ordre mathématique.

P : alors, étant donné le cours, nous, on avatt pensé faire les ratíonnels d'abord
et voir les décimaux ensuite. Pourquoi les décimaux peuvent intervenir, parce
que chaque fois que I'on a une fraction, on a une approximation décimale de
cette fraction. Actuellement, c'est vrai que les décimaux ont pris une grande
importance à cause des calculatrices.

Le "on" associe cette fois l'observateur, puisque le travail prévu d'ingénierie devait

pernettre de traiter les problèmes de densité des décimaux dans les rationnels. Mais à

ce momentlà, les problèmes d'approximation ont peu de chances d'être significatifs

pour le public visé. Faisant référence aux mathématiques à venir qu'il "était prévu de

faire dans le module", l'enseignant reste celui qui a une certaine maîtrise du futur, et, de

ce fait, permet de reprendre un cenain avantage sur ceux qui ne savent pas encore.

Il s'agit aussi de prendre de la distance par rapport à ce¡tains ouvrages de préparation au

concours, donc par voie de conséquence par rapport à certaines formes d'enseignement

essentiellement basées sur I'apprentissage d'algorithmes, donc péjorées au niveau du

"sens" :

11. Nous utilisons le terme de métamathématique ici pour désigner un discours de justification qui va
porter sur les mathématiques.
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P : je me vois mal faire (...), les opérations sur les fractions' encore que si je
regarde certaíns ouvrages qui se disent vouloir préparer au concours, on voit

des calculs de réductíon au même dënominateur ou des míses sous forme
ratíonnelle des dénominateurs, c'est-à-d'ire des connaissances relativement
traditionnelles. Je me vois mal par rapport au groupe, faire des activités comme

ça. Éventucllement en self-service 12.

Il s'agit d'un argument à destination d'un public qui, dans la majorité des cas, a été plus

ou moins en échec en mathématiques au cours de sa scolarité. L'évocation d'une rupture

avec un enseignement dit "traditionnel", et qui correspond dans l'idée du formateur à

celui qu'ils ont reçu, doit permettre de recueillir un large accord de principe.

L'argument donné par la suite, porte sur I'utilité de ce qui est fait dans I'optique d'une

formation professionnelle.

P : il me semble que cela représente plw d'apport par rapport ò ce que vous avez

òfaire l'année prochaíne ou dans deux ans, c'esïà-dire àprendre une classe en

charge éventuellement. ll me semblait que cette approche vous donnait plu's

d'indications justement en tant que futur enseignant.

Le paradoxe apparent, ici, c'est que les ótudiants ne peuvent se rendre compte si ce

qu'on leur enseigne leur sera utile dans un, voire deux ans. Les seuls critères de

référence sont I'enseignement qu'ils ont leçu eux-mêmes quand ils étaient élèves, qui ne

renvoie justement pas au type d'apprentissage qui leur est proposé. Ils ne peuvent donc

émettre ni objections ni critiques surce point-là.

3.2. Une confirmation : Ia présence dans le discours des formateurs de

trois registres différents

Nous allons voir que dans les documents et livres consacrés à la formation déjà

évoqués, trois registres de discours "savant" vont aussi se côtoyer, éventuellement

s'entrecroiser : le registre historico-mathématique, le registre mathématique "savant" et

le registre didactique.

3.2,1. Le registre historico-mathématique

Un premier type de discours est un discours "parallèle", comme nous le propose le livre

de Dubois C., Fénichel M., Pauvert Mi3. La première partie notée I commence par

12. Le self-ærvice avait été imaginé pour accompagner la mise en place de l'ingénierie afin de répondre

individuellement aux questions que sont susceptibles de se poser les futurs p¡ofesseu¡s d'école e[ donc de

limiter d'une certaine manière les pressions de certains átudiants, pressions que notls avons dec¡ites dans

le paragraphe précédent. En fait le sell organisé en marge de I'institution, ne peut changer de manière

signilicative le jeu que mènent les différents acteurs âu sein d'un groupe de formation professionnelle.

i3. Dubois et al., pp. 65-72
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"Aperçu historique et généralités" composée de trois sous-paragraphes :

1. L'idée de fractions de l'unité dans trois civilisations anciennes
2. D'une numération décimale positionnelle aux nombres décimaux
3. Pourquoi tant d'obstacles pour les décimaux ?

L'idée développée par les auteurs est résumée par une phrase;

<On ne peut concevoir les décimaux sans numération décimale de position avec
le zéro, et sans reconnaître aux rationnels la qualité de nombre.>>

Ainsi une partie importante du texte est consacrée aux différents systèmes d'écritures

renvoyant en cela à la première pa¡tie du livre où de longs développements ont permis

d'examiner les différents types de numération.

La justification donnée apparaît en fin de paragraphe :

<Le rapide rappel historique précédent montre la lente gestation d'une découverte
et les courants de différente nature qui concourent à l'émergence d'une notion.
mais l'étudiant futur enseignant est dans une tout autre situation. Læ système de
position décimale lui est familier, ses liens avec le système métrique sont pour
lui quasi-automatiques (...). Par contre, il n'est pas toujours au clair sur les
caracté¡istiques des différents ensembles de nombres et sur les relations
d'inclusion entre ces ensembles.>>

Autrement dit le discours historique va servi¡ à montrer qu'il faut savoir quelques

mathématiques d'une part, et d'autre part va servir à marquer la dístance entre le

formateur et Ie formé, ce dernier ne sachant pas grand chose sur toutes ces questions.

On peut noter que pas moins de treize auteursl4, renvoyant à des ouvrages que ne liront

sans doutejamais les étudiants, sont cités en notes de bas de pages en moins de quaÍe

pages, alors que peu de notes sont mentionnées dans les autres parties.

De la même façon, J. Briand et G. Vinrich, dans un document déjà cité15, donnent une

justification de I'enseignement proposé à I'aide de deux citations dont l'une semble

minimale, celle de Brossard (cahier 18, IREM de Bordeaux):

<Il y a un rappon à établir entre les processus historiques de mathématisation par
lesquels les hommes ont construit des modèles pour rendre intelligibles teis
aspects du réel, et les processus de mathématisation que l'on s'efforce de susciter
chez l'enfant pour que ce demier s'approprie de manière active les connaissances
mathématiques.>

Suite à cette déclaration d'intention, le texte met en avant des éléments

épistémologiques sur le développement des notions de fractions et de décimaux, à

savoir "les fractions et les irrationnels, révélateurs de deux âges des mathématiques",

14. dont Al-Uqlidisi, AI-Kasi, Rudolph, Viete, Stevin, Dedekind, Kantor, etc.

15. COPIRELEM, p.l0
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avec le traditionnel exemple ae -11 ,la construction des décimaux et les débuts du

système métrique en France.

3.2.2. Leregistre mathématique "savant"

A côté du registre sur les écrirures, que nous avons analysé plus haut et dont nous avons

analysé la fonctionnalité, va se développer dans les livres que nous avons examinés un

registre de discours "savant", dont nous précisons le contenu et la fonctionnalité. Nous

ne I'observons pas de manièIe aussi systématique dans les articles dont I'ambition est

moinúe et le contenu souvent plus "pointu".

a) Les ensembles structurés et emboîtés

Examinons, pour commencer, le cours du CNED, tout à fait caractéristique de ce point

<1e vue. Dans le chapitre 2fígwe un paragraphe 1216 "les diffé¡ents ensembles de

nombres", lui-même composé de trois sous-paragraphes :

121 point de vue des ensembles,
122 point de vue de I'algèbre,

123 point de vue de I'analyse.

Dans le paragraphe 121, ce sont les critères de reconnaissance des écritures qui sont

évoqués à nouveau : ce point-là va donner lieu à plusieurs exercices dits d'enraînement,

dont certains, d'après les auteurs, ne peuvent absolument pas être évités. Le paragraphe

122 va puticulièrement nous intéfessel. On y apprend (c'est encadré dans le texte)

successivement que:

<On dit qte (2,+, I ) a une structure de groupe abélien ordonné et que

(2, + , t) a une stn¡cture d'anneau ordonné commutatif (commutativité de x) et

unitaire (1 est neutre pour la multiplication).

On dit que (Q, +, x, 3) est un corps commutatif totalement ordonné.

(R, +, x, < ) est aussi un corps commutatif totalement ordonné, de plus toute

écriturede laforme ¡=y'oùx€R*et y€R*et n.N où x seréécritde façon

uniqueenY={i.
L'ensemble (C, +, x, <) des nombres complexes est un corps commutatif' non

totalement ordonné...>

Il y a 1à brusquemeni un changement de niveau dans le discours et on peut d'ailleurs

constater qu'aucun exercice n'est proposé sur ce palaglaphe. 11 en est de même de la

notion abordée dans le paragraphe suivant, dont nous allons trouver trace dans tous les

liwes.

16. Cours du CNED, pp.36-38.
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b) la densité ile certains ensembles

Dans le même document, quelques phrases sibyllines nous annoncent que N et Z sont

des ensembles discrets, D et Q des ensembles infinis dezs¿s et que dans Q, il y a des

"trous", les irrationnels. Læ style ici est du type: on peut toujours trouver..., on montre

dans Q... Notons que le terme "dense" est ici utilisé tout seul : on peut penser que les

auteurs se réfèrent, sans le dùe, au fait que I'ordre dans les décimaux et les rationnels

est un ordre dense en s'appuyant sur la propriété qu'entre deux décimaux, ou enûe deux

rationnels, on peut toujours en intercaler un autre. Mais la signification, dans l'étar

d'imprécision du texte, risque d'être celle du langage courant, à savoir qu'il y en a

beaucoup et qu'ils sont "rapprochés"!

On trouve la même chose dans le cours de M. Fréminl7

<N et Z sont discrets.
D et Q sont denses mais pas complets.
R est complet: c'est Ie seul dans lequel deux suites, (l'une minorante, l'autre
majorantÐ dont l'écan tend vers zéro "attrapent" à tout coup un nomb¡e.>>

On y trouve I'expression de "D et Q denses", agrémentée du terme "complets", ce

dernier terme étant explicité dans une phrase qui laissera perplexe plus d'un étudiant,

puisque les suites n'ont jamais été abordées dans une autre panie du cours.

<L'ensemble des décimaux est dense dans I'ensemble des réels> affirment par conEe les

trois auteurs de "Se former pour enseigner"lS et ils ajoutent :

<Il est hors de question de demander une justification mathématique aux
étudiants. Mais on peut leur faire constater qu'entre deux réels quelconques qu'ils
choisissent, ils trouvent toujours un décimal.>

Mais ce qu'il vont proposer, c'est qu'entre deux décimaux, il y a toujours un décimal :

on peut penser que les auteurs ont plutôt en tête le fait qu'il s'agit d'un ordre dense!

Les imprécisions, voire inexactitudes du texte, montrent bien que pour les auteurs, cette

partie n'est pas Eès importante : elle ne s'adresse pas manifestement à la sphère savante,

sinon une attention beaucoup plus grande aurait été apportée à la rédaction de cette

partie, mais participe au fait que I'enseignant doit mener un discours assez court, de

type savant, dont la fonction principale est de marquer la différence de position du

formateur par rapport au formé.

17. COPIRELEM, p.18.

18. Ouwage cité p.75.
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3.2.3. Le registre didactique.

Les liwes consacrés à la formation des futurs professeurs des écoles font presque tous

de manière plus ou moins implicite, réîêrence à des savoirs de nature didactique. Ainsi

chacun des quatre tomes de "Se former pour enseigner les mathématiques" commence

par six pages, identiques pour chacun des volumes, intitulées "À propos de quelques

expressions concemant la didactique des mathématiques utilisées dans cet ouvrage".

Les auteurs y abordent successivcmcnt les notions de situation didactique, situation

adidactique, contrat didactique, variables didactiques, dialectique outil-objet, champ

conceptuel, jeu de cad¡es, obstacle, transposition didactique.

De la Drêmc façon, dans lc cours du CNED, ou chapine 9 19, intitulé "les situations

d'apprentissages", le paragraphe 2 traite du "savoir scientifique, savoir à enseigner,

savoir enseigné, ou la transposition didactique" en une page et demie' Dans le

paragraphe 4, un sous-paragaphe 42 "Comment consEuire des situations didactiques"

aborde en cinq pages les situations adidactiques, les variables didactiques de la situation

problème, une typologie des situations didactiques.

Dans un article2O consacré au thème "Quelle didactique en formation des maîtres?", D.

Butlen, ferme partisan de I'introduction explicite de contenus didactiques signale, après

avoir examiné l'évolution des contenus d'enseignement de certains PEN2l:

<Ainsi la didactique ne sert plus seulement d'idéologie à ces PEN, ils ressentent

la nécessité de I'enseigner. Il leur apparaît nécessaire d'expliciter leurs choix, de

présenter les outils qui leur peñnettent d'une part d'analyser certains phénomènes

d'enseignement et d'autre part de déterminer les lignes directrices d'une

formation qui leur paraît plus cohérente (même si ces dernières ne sont pas pour

autant complètement explicitées).>

Puis il pose tout de suite après la question:

<Il est toutefois nécessaire d'analyser plus précisément les causes de cette

évolution et notamment de repondre à cette question: n'est-ce pas le résultat d'une

volonté de légitimisation de ces formateurs, par ailleurs soumis à un changement

de statut et aux éventuels inconvénients pouvant accompagner ce genre de

bouleversements?>

Ici D. Butlen parle donc de légitimisation; il s'agit sans doute dans son esprit d'une

volonté de légitimisation en direction de la société, puisqu'il parie de changement de

statut des formateurs, mais la sui¡e de I'article montre que ce n'est pas pour cette raison

que certains formateurs introduisent des savoirs didactiques. D'arlleurs la polémique

19. Ouvrage cité, pp.171-188.

20. COPIRELEM, Ppl79- 195

21. hofesseurs dEcole Normale.
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autour de cette introduction 22, montre que ce n'est pas de ce côtélà que les formateurs

peuvent actuellement recevoir une quelconque légiimité . Plus éclairantes sont les

phrases qui suivent:

"(...) En fait on constate, chez une grande partie d'entre nous, la recherche de
moyens pour diversifier notre intervention, pour I'en¡ichir, pour la renouveler
afin de répondre aux attentes des formés.(...) Nous faisons l'hypothèse qu'il (un
enseignement de didactique) répond de manière relativement efficace, à des
besoins ressentis par les formés.>

Le terme de besoin n'est pas précisé dans le corps de l'article, mais on voit nettement

que c'est en di¡ection des formés qu'est utilisé le registre didactique qui permet, en

disposant de cadres théoriques, de justifier des analyses faites par les formateurs.

Il est tout à fait symptomatique de lire, quelques pages plus loin23, à la suite d'un débat

entre des formateurs ayant participé à un stage national, les notions didactiques pouvant

être introduites en formation grâce à un large accord entre les différents participants :

<Les points faisant I'unanimité des participants sont les suivants:
. dégager une classification de procédures d'élèves,
, dég ger une classification et une hiérarchie d'erreurs d'élèves (notion d'obstacle
en particulier),
. reconnaître les variables d'une situation et, parmi celles-ci, les variables
didactiques,
. amorcer une anaiyse a priori,
. identifier des cadres.>

On voit que cet accord se fait essentiellement sur des termes qui peuvent être interprétés

de manière très différente.

Les procédures et erreurs sont des expressions faisant largement partie maintenant du

langage courant utilisé à l'école élémentaire. On peut dire que le terme d'"er¡eurs" a

largement envahi le discours à tous les niveaux du Ministère de l'éducaúon nationale. Il
n'y a qu'à se référer aux différents textes concemant les évaluations qui ont été faites de

manière institutionnelle ces derniè¡es années. Les notions de variable et

particulièrement de variable didactique peuvent, elle aussi, être interprétées de manière

différente, d'autant plus qu'elles ne sont pas reliées à la notion de situation adidactique,

ni à celle de milieu qui sont pourtant partie constitutive de la théorie des situations de

G. Brousseau.

L'analyse a priori est souvent rapidement assimilée à I'analyse préalable que font les

enseignants lorsqu'ils préparent leur cours.

22. Comme l'ont mise sn évidence les débats parfois très violents de ces dernières années jusqu'au niveau
le plus élevó au Ministère de l'education nationale!

23. Ibid. p.193
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Enfin identifier les cadres signifie sans doute simplement reconnaître si l'on est dans un

cadre géométrique, numérique, algébrique ou autre? Cette identification est, elle aussi,

séparée du jeu de ca&es, qui est un élément important de la thèse avancée par R.

Douady.

Nous voyons ainsi que le regisre didactique va donc bien êt¡e un moyen utilisé par le

formateur pour définir sa position de formateur par lapport au formé, en lui indiquant

que les questions que se pose celui-ci peuvent se replacer dans des cadres théoriques

"savants".

4. CONCLUSION

Une grande partie de la négociation entre formateurs et formés prend appui sur la
..quête du senS". C'est une des déterminations fortes que nous avons mises en évidence

précédemment qui contraint l'étudiant et le formateur, mais leur ouwe aussi un espace

de liberté.

Le fait que le "sens" soit polymorphe, et rattachable aux deux placements sémantique et

syntaxique petmet aux différents acteurs de négocier. L'analyse d'un épisode nous a

montré des partenaires mettant sur le devant de la scène des justifications différentes à

propos d'une technique utilisée à l'école primaire. cela se traduit par un phénomène,

que nous avons appelé négociation à la hausse, permettant aux différentes pafiies de

trouver un compromis acceptable au travers de justifications différentes. De même,

nous avons pu constater, dans le chapife précédent, que dans cenains cas, le formateur,

pour éviter des blocages et emportel l'adhésion des formés, poussait les étudiants dans

des placements différents. Par exemple, dans la deuxième partie de la situation

"Automates" dans laquelle les étudiants entrent avec léticence, il interprète en terme de

relais une règle d'addition des sauts de deux automates en se replaçant dans le contexte

de la situation. Inversement, il va auprès de certains groupes "contestataires", s'appuyer

sur I'addition des fractions pour permettre à certains formés d'utiliser des savoirs

anciens et relancer leur intérêt pour I'activité proposée.

Mais la négociation peut deveni¡ explicite, se Eansformel en revendication autour de

l'objet de savoir en jeu. Au cours d'un épisode significatif, le projet de I'enseignant est

tenu en échec au moins momentanément, malgré l'appui du dispositiPa initiaiement

prévu et la présence d'un observateu¡, qui "contraignent" le p¡ofesseur à essayer de tenir

24. Dispositif qui avait demandé enlfe I'observateur et I'enseignant un travail relativement long de

préparation et qui rend I'enseignant plus "sûr" de la validité de son enseignement (bien que ce soit la

première fois qu'il soit amené à le faire).
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ce qui a été préalablement décidé. La pression venant des étudiants est progressivement

suffisamment forte pour obliger I'enseignant à se placer sur la forme de savoir souhaitée

pa¡ eux et entraîner une négociation à la baisse. læ "dialogue" qui s'instaure montre que

les étudiants ne souhaitent pas une théorie qui les éloigne trop de leurs connaissances

anciennes, mais quelques justifications limitées à leur propos. Le formateur, de pan sa

culture d'enseignant, dispose de divers registres, les regisrres historico-mathématique,

métamathématique et didactique. I1 les utilise pour disposer d'argumenrs d'autorité afin

de trouver un terrain d'entente avec les formés. Il maintient ainsi la distance entre lui et

les formés et garde une maîtrise au sein de I'institution.

De la même façon, à propos du phénomène général d'obsolescence des situations, déjà

repéré par G. Brousseau et que nous avons retrouvé dans le cadre de la formation, les

étudiants indiquent de manière explicite leur désapprobarion quand 1'activité leur paraît

trop longue. Le formateur, déjà contraint par le temps très court de formation, ne peut

se pennetue de faire durer trop longtemps une situation donnée sous peine d'une

revendication très forte des formés.

Ces remarques nous invitent à examiner lejeu entre le professeur et les étudiants sous

I'angle du "pouvoir" dont disposent les différents protagonistes. Dans I'analyse
systémique que nous faisons de I'institution de formation, nous rejoignons les

préoccupations de Crozier et Friedberg (1971) qui, s'intéressant aux "organisarions "er

en particulier aux "frontières organisationnelles" entre une organisation et son

environnement, affirment que :

u(...) on ne pouvait comprend¡e la stratégie d'un acteur au sein d'une organisation
qu'en la replaçant dans l'ensemble des jeux auxquels ii participait simultanément,
en identifiant, d'autre par!, la maîtrise des relations avec des segments de
I'environnement comme une source de pouvoir à I'intérieur d'une organisation
(...) > (p. 131)

Nous employons Ie terme de pouvoir dans le sens de Crozier et Friedberg pour lesquels

il est <<une relation, non un attribut des acteurs.>r (p. 65). Le pouvoir est ((une relation

d'échange, donc réciproque, mais où les termes sont plus favo¡ables à l'une des parties

en présence. o (p. 69)

Nous avons déjà souligné qu'il y avait une relation de dépendance institutionnelle d'un

institut de formation des maîtres par rapport à l'école, en ce sens que I'existence de

celui-ci est subordonnée à I'existence de celle-1à. De ce fait, la nature et la fonction des

savoirs à l'école pèsent sur la nature et la fonction des savoìrs au sein des IUFM. La
position de futur enseignant permet aux étudiants d'être les canaux pil lesquels se font
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ces transactions, ce qui leur permet de renforce¡ leur pouvoir en tant que formés au sein

de I'institution de formation.

La forte légitimité culturelle de l'objet "décimaux" dans no6e société a entraîné sa forte

pertinence culturelle25 dans l'institution école primaire, c'est-à-dire que I'objet

"décimaux" appafaît fonctionnel pour spécifier la cultule du primaire. Les étudiants qui

peuvent ainsi apparaître comme les galants de la culture du primaire, exercent, dans le

système de formation, une ptession pour travaillel essentiellement sur les décimaux.

Cette analyse est largement confortée par l'étude de documents disponibles

actuellement, destinés à la formation d€s futurs enseignants. Les différents caractères

que nous avons mis en évidence, la parcellisation des savoirs, I'intérêt presque exch¡s'if

apporté aux décimaux, notamment aux écritures de ceux-ci, montrent le poids des

déterminations de l'école élémentaire sur le système de formation.

Inversement la transposition didactique qrìi s'effectue vers I'institution de formation par

l'intermédiaire des faités conditionne le fonctionnement des savoils. Conrairement aux

décimaux, les rationnels ont une fone légitimité épistémologique26 dans I'institution

Savante. L'analySe du "texte du savoir" du formateur nous a permis de montrer que les

objets de savoir présents au collège sont déterminants pour établir des compromis entre

les propositions du concepteur de I'ingénierie et les revendications des formés.

25. Nous reprenons la terminologie proposee par M. Bosch et G. Nim au cours des travaux dirigés de la

VI ème École d'éÉ de Didactique des Mathématiques (1991), Plestin-les-grèves : L'institution dans lâ

cultue, légitimités et pertinences.

26. L'objet de savoir "rationnel" appatient au savoir savan! et est reconnu en tant que tel par I'institution

Ip producrrice de savoirs. Cela lui donne, vis-à-vis de l'institution de formation, le statut d'objet

incontoumable.
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coNcI,usroN cÉNÉRALE

Les propos de différents acteurs de la formation des enseignants du premier degré

manifestent la difficulté à faire vivre un enseignement de mathématiques. Les diverses

stratégies des formateurs peuvent s'analyser comme un compromis entre les attentes

immédiates des formés, dont les besoins en mathématiques sont peu délimités, peu

stables, et la satisfaction de besoins en mathématiques, que les formateus chargés d'un

enseignement effectif, ressentent comme nécessaires pour pouvoir enseigner à l'école

primaire.

Noue projet a été d'étudier les déterminations qui règlent le fonctionnement d'un

système didactique de formation quand I'enjeu est un objet de savoir mathématique

"crucial", c'est-à-dire à la fois incontoumable et source de difficultés. Nous avons, pour

cela, adopté le point de vue qui consiste à considérer l'enseignant du primaire comme

un mathématicien d'école et le formateur comme un mathématicien d'IUFM,
responsables chacun du devenir des mathématiques au sein des institutions auxquelles

ils sont assujettis. Nous avons choisi comme enjeu didactique les systèmes de nombres,

complexe objectal "crucial", où figurent des objets emblématiques comme "décimaux",

"fractions", "rationnels", "réels". Ce choix a été fait en raison des problèmes

spécifiques posés par I'enseignement de ces notions, problèmes récunents signalés par

les formateurs et les chercheu¡s depuis de nombreuses années. Ceci nous a été confrrmé

par un questionnaire (chapitre B4) donné à l'entrée de I'IUFM.

Nous avons postulé que la gestion didactique de cet objet de savoir crucial, par essence

difficile, était la mieux à même de nous renseigner sur les déterminations qui

conüaignent le système didactii¡ue. Par les tensions créées au sein de celui-ci, en

"grossissant" et en rendant explicite des épisodes significatifs, nous pouvions espérer

mettre en reliefdes phénomènes spécifiques aux institutions de formation.

Pour repérer des déterminations, nous avons alors mené une double étude:

- une étude historique et épistémologique qui nous a permis d'étudier la nansposition

institutionnelle des savoirs à partir de I'institution de production des savoirs (notée Ip)

vers I'institution de formation des enseignants du primaire (notée If ), mais aussi vers les

deux institutions qui sont en interrelation avec celie-ci, I'institution enseignement

primaire (Ipr) et I'institution collège (Iç),

- une étude au sein du système didactique lui-même, en élaborant une ingénierie de

formation, à vocation phénoménotechnique.
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La méthodologie adoptée a consisté à fixer des contraintes de certaines situations

adidactiques afin de prévoir a priori un jeu stable des étudiants. L'étude a posteriori,

identifiant d'autres jeux stables, nous a permis de montrer que le jeu du formateur avec

les jeux des étudiants étaient soumis à des contraintes, nommées déterminations,

externes au système didactique. Au cours de cette étude, l'analyse des épisodes

identifiés à partir des réactions des formés, la mise en évidence d'un "texte du savoir"

du formateur et sa mise en relation avec le "texte du savoir" du concepteur de

I'ingénierie, a confirmé des déterminations qui sont appalues soit dans l'analyse

historique et épistémologique, soit dans I'analyse des situations considéfées a priori

comme adidactiques.

L'absence actuelle d'un traité

Les liwes ont joué, dès ia mise en place d'un système d'enseignement primaire, un rôle

important dans le cadre de la formation des enseignants. Nous les avons considérés

selon deux points de vue : comme produits d'institutions transpositives et comme

institutions de formation des maîtres du primaire.

Cela nous a permis de les hié¡archiser en mettant en évidence le niveau des traités écrits

par des personnes proches de la sphère productrice des savoirs et le niveau des manuels

écrits par des sujets, appelé scribes, des institutions didactiques que représentent les

traités. De ce point de vue, les manuels sont la première institution (au sens de

Chevallard) de formation des enseignants.

La nécessité d'avoir des enseignants de plus en plus instruits, a amené les décideurs

"politiques" à compléter ce dispositif de formation des enseignants par la création de

lieux officiels de formation comme les écoles normales, puis les IUFM, qui ont caché

peu à peu le rôle de formation des manuels. Dans ces institutions' des objets de savoir

enseignés (résuitant d'une transposition didactique) ont le statut implicite de savoirs

professionnels au sens où ils seront considéfés comme pefmettant à celui qui les

acquiert d'occuper la position d'enseignant d'école primaire. Ces institutions de

formation vont apparaître dans un premier temps comme un complément de I'institution

manuel, participant ainsi à la normalisation du système du primaire'

L,étude de l'évolution historique des rapports entre les savoirs en jeu dans les

institutions Ip, If , Ipr et Iç, monffe comment s'établissent les liens entre les savoirs

abordés dans les institutions de formation et ceux du collège'

En élargissant la notion de traité à un ensemble de documents écrits par des personnes

proches de I'institution de production du savoir, on constate que les auteurs de manuels

du collège, les auteurs de documents de formation pour les écoles normales, les auteurs

de livres du maître sont assujettis au même moment à un même raité de référence'

296

Conclusion générale



Les différents uaités que I'on peut repérer se constituent soit en prolongement d'un

traité existant, soit en rupture. Ainsi, nous avons étudié longuement le traité de Bezout

basé sur la théorie des fractions, rapporls et proportions ainsi que les modifications

apportées par le baron Reynaud, mathématicien de moind¡e renom. Ils ont servi de

référence aux scribes à la fois pour découper en tranches le traité, suivant les niveaux

d'enseignement du primaire, en particulier pour les écoles normales à partir de leur

création progressive en 1810, et en même temps pour réaliser les manuels

corespondants. Au cou¡s des années 1930, les articles de H. Lebesgue réunis dans un

livre "la mesure des grandeurs" forment un nouveau traité en n¡pture avec le traité

précédent.

Les scribes s'assujettissent au nouveau traité, mais sont aussi assujettis aux manuels

existant antérieurement. Ce nouveau traité n'a eu que des effets limités au niveau de

l'école primaire et au niveau des écoles normales.

Au niveau du primaire, on assiste simplement à une évolution du découpage des objets

de savoir enseignés, tout en gardant globalement les mêmes contenus. On peut ainsi

constater que l'évolution est allée dans le sens du rejet des fractions du primaire, au

profit des décimaux dont l'étude est rabattue sur celle des entie¡s et du système

métrique.

À la fin des années 1960 apparaît alors un nouveau traité, dans lequel on peut placer les

éléments de Bourbaki, qui va jouer un rôle important : celui que I'on peut nommer

"mathématique moderne". La notion de fraction est notamment étendue grâce à la

construction du co¡ps des fractions d'un anneau intègre. Le traité contient des

propositions qui rejoignent le point de vue de Lebesgue d'approcher les réels par des

développements décimaux illimités. Il se place ainsi dans la continuité du traité

précédent.

Les scribes, auteurs de manuels du collège s'assujettissent alors au traité

"mathématiques moderne" et une rupture est créée avec les manuels antérieurs. Il y a

ainsi des différences chronologiques entre des ruptures au niveau des traités et des

n¡ptures au niveau des manuels

L'ensemble des documents, manuels du collège, documents de formation, livres du

maître, constitue alors un "traité intermédiaire" auquel sont assujettis les auteurs des

manuels destinés aux élèves de l'école élémentai¡e, auteurs en général issus de

I'institution-cible.

Nous modélisons ainsi dans notre étude trois strates hiérarchisées de documents,

considérées chacune comme Institution de formation pour les sujets de la strate
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inférieure: les traités proprement dits, écrits par sujets de Ip, les "traités intermédiaires'',

et les manuels de l'élève. Les savoirs en jeu à un niveau servent de savoirs justificatifs

pouf un niveau inférieur. Ainsi les savoirs en jeu dans les manuels du collège, ou dans

les documents de formation, ou encore dans les livres du maî[e, servent de justification

pour les savoirs en jeu dans les manuels des élèves de l'école primaire.

Actuellement, le traité "mathématique mode¡ne" ne sert plus de référence ni pour les

auteurs de manuels du collège, ni pour les formateurs dans les IUFM. L'analyse du

"traité intermédiaire" met en lumière un texte du savoir disparate, contenant des

fragments de grands traités antérieurs. Ainsi par exemple, grâce à l'étude du système

didactique lui-même, note analyse a permis de rattacher ceftains éléments du discours

du formateu¡ à propos des systèmes de nombres à un "texte du savoir hypothétique"

(Chapitre C4) reprenant des éléments d'un t¡aité ancien, celui de J. Drach écrit en 1895.

Ce.,texte du savoir", dont nous avons aussi ¡etrouvé des traces dans des documents de

formation, peut être considéré actuellement comme représentatif des savoirs en jeu au

collège.

De nos jours, I'absence d'un nouveau tfaité articulé avec une théorie sur les inte¡-

relations enEe les systèmes de nombres, qui remplacerait le traité "mathématique

modeme", ne permet pas aux formateurs d'avoir une légitimité qu'ils tireraient de son

existence. C'est pourquoi, à I'intérieur du système didactique, ils sont obligés de jouer

sur d'autre registres comme les registres historico-mathématique, métamathématique et

didactique. Ces différents registres dont nous avons observé l'utilisation effective,

suffisent à I'heure actuelle à créer la distance nécessaire entre formés et formateurs : ils

légitiment la position des formateurs et leur assulent la possibilité de disposer d'un

pouvoir (au sens de Crozier et Friedberg) au sein de I'institution de formation. Ils les

pourvoient d'arguments d'autorité à propos des ensembles de nombres, leur permettant

de couper court à des développements de natule théorique. Dans I'intimité du système

didactique, en I'absence d'un tlaité actualisé, ces développements théoriques trop

élaborés apparaissent aux différents acteurs (étudiants comme formateurs) comme non

légitimes et non pertinents .

On peut noter que l'évolution récente des manuels tend à faire disparaître tout

développement mathématique dans les livres du maîtle, tel que celui que nous avions

relevé par exemple dans l'édition 1980 de la collection "math et calcul", au profit d'un

texte ne comportant que des info¡mations "didactiques". Nous tenons ce phénomène

comme un indice supplémentaire venant étayer ce que nous venons de dire

précédemment.
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Le poids des savoirs du primaire

Les déterminations pesant sur l'école primaire créent des contraintes sur le système

didactique de formation. Même si les décimaux, objet d'enseignement important au

cours moyen, sont actuellement enseignés avec la volonté d'introduire de nouveaux

nombres, ils continuent à être manipulés comme des entiers en restant très liés aux

systèmes de mesure, en particulier au système métrique. Ils sont le produit d'un

processus de transposition institutionnel (chapitre B3) qui s'est affirmé au moment où le

primaire et le secondaire ont suivi des chemins divergents. Iæs techniques employées,

pour les problèmes d'o¡dre, de mesures, pour les différents calculs mis en æuvÍe,

relèvent essentiellement de techniques relatives aux entiers. L'analyse de documents de

formation que nous avons effectuée (chapitre Cl) pour fixer les choix épistémologiques

de notre ingénierie de formation a. montré le poids des savoirs du primaire dans les

enseignements existants. La forte légitimité culturelle des décimaux dans notre société a

entraîné une forte pertinence culturelle de ces derniers dans I'institution école primaire.

Les différents c¿uactères que nous avons mis en évidence, la parcellisation des savoirs,

I'intérêt presque exclusif apporté aux décimaux, en particulier aux écritures de ceux-ci,

sont le reflet de déterminations de l'école élémentai¡e sur le système de formation.

Comment ces contraintes externes, I'une provenant de la transposition institutionnelle

en direcúon de l'école primaire, I'autre en direction de I'institution coliège, via les

institutions traités, contraintes apparemment cont¡adictoires, peuvent-elles cependant

permettre à un enseignement de mathématiques de vivre dans un institut de formation ?

Ceci est possible grâce à une autre détermination que nous avons mise en évidence.

La quête du sens

Pour crée¡ une ignorance institutionnelle à propos des décimaux et ¡ationnels qui puisse

se traduire en tenne de besoins mathématiques chez les formés, nous avons construit

une ingénierie de formation en t¡ansformant I'ingénierie proposée par G. Brousseau.

Nous avons étudié les variables didactiques de deux situations fondamentales, I'une

concernant la mesure rationnelle par commensuration d'un objet, I'autre la densité de D

dans Q. Nous avons ainsi fixé les contraintes théoriques pour que les situations puissent

être vécues par les étudiants de manière adidactique (chapitre Cl et chapitre C2), en

déterminant a priori un jeu stable. Parmi les différents autres jeux laissés possibles par

ces contraintes, I'analyse a posteriori en terme de milieu nous a permis d'identifie¡ au

moins un autre jeu stable (chapirre C3). Nous avons modélisé l'entrée dans ces deux

jeux stables par deux "placements" des étudiants que nous avons nommés placements

sémantique et syntaxique. Ces deux placements sont caractérisés par trois aspects

complémentaires : les techniques employées, Ieur légitimité et la quête du sens. C'est
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cette dernièfe caractérisation, dans la mesure où elle joue un rôle central, qui nous a

incité à choisir les dénominations.

Le mot d'ordre de "la quête du sens" est le reflet de la position dominante dans la

noosphère qui veut qu'une technique ne peut être enseignée que si on lui donne du sens.

Cependant le sens associé à une technique est "traité" d'au moins deux manières

distinctes :

- I'une se traduit par une demande de justifications de cette technique, justifications qui

peuvent être foumies par une technologie ou une théorie.

- l,autre se réfère à l'activité proprement dite; le sens est donné par le domaine

problématique pour lequel cette technique est valide,

ces deux placements sont à fapprocher des processus de dévolution et

d'institutionnalisation.

Le placement sémantique, dans la mesure où il modélise le fait que le formé élabore une

ou des techniques contextualisées, participe au processus de dévolution de la situation.

La légitimité de ces techniques est assurée paf le fait qu'elles sont identifiables à des

techniques de I'institution-cible.

Le placement syntaxique traduit la volonté du fo¡mé de rattacher des techniques

anciennes au problème proposé en essayant de trouver des justifications à ces

techniques. Il conespond à I'enrée du formé dans un processus d'institutionnalisation,

lui permettant de disposer d'une technologie qui tient lieu de théorie'

La quête du sens est ainsi un enjeu professionnel dans la situation de formation, enjeu

autour duquel vont se rattacher une constellation d'objets de savoir, non étiquetés dans

I'institution-cible, par exemple les stratégies envisageables pour la classe de problèmes

liés à la mesure rationnelle d'un objet. Ils constituent alors pour les formés des objets de

savoir servant à enseigner.

La détermination révélée par cette quête du sens contraint les divers protagonistes, mais

leur ouwe aussi un espace de liberté' leur permettant de négocier'

. Dans certains cas, il s'agit d'une négociation "à la hausse", entre les étudìants eux-

mêmes ou entre le formateur et les étudiants.

Dans des gfoupes, à des changements de placements correspondent des apprentissages

institutionnellement non visibles. Par exemple, la technique du produit en croix'

utilisée par des étudiants dans un placement syntaxique, est ainsi repensée, par

confrontation avec des étudiants dans un placement sémantique, pour être mise en

relation avec une fonction linéaire.
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Cesdeuxplacementssontutilisésparleformateurpournégocieretéviterdesblocages:

retoluaucontextesila..théorie''sous.tendantunetechniqueemployéeparaîttrop
difficileauxformés,passageàunejustificationdetechniquesilesétudiantsn,arrivent

pas à trouver de solutions dans le contexte proposé'

Lanégociationàlahausseintervientaussiquandlesétudiantsrecherchentune
justificationàunetechniquequ'ilsontemployée(lesétudiantssontalorsdansun

plu""rn"n, syntaxique : chapitre C4)' Grâce aux ambiguités sur les différentes

justifîcationsquipeuventêreapportéesparlesunsetlesautres'ledialoguepeut

s,établiretdescompfomiss,installersurle..sens''quel'onpeutdonneràlatechnique

initiale.

. Dans d'autres cas, il s'agit d'une négociation "à la baisse"'

Leplacementd'équiiibrequetendentàoccuperiesétudiantsestleplacement
syntaxiquedanslamesureoùilsleurpermetderetfouvefdessavoi¡sanciens.
Capand*t,unethéorierudimentaire'souventsouslaformed'uneautretechnique'les

satisfait dans ra mesure où elle apporte des justifications à ce qu'ils apperlent des

"automatismes'

Ainsi, les étudiants offrent une forte résistance à l'élaboration d'une théorie unificatrice'

mettantl,accentsu¡lesextensionssuccessivesdesensemblesdenombresetleursinter-

relationsetpermettantdedonnerunecohérenceàunensembledetechniques
éparpilléesenlesreiiantlesunesauxaures.Cettethéories'éloignetropdeleurs
connaissances anciennes. Ils obrigent alo¡s re formateur à négocier à la baisse. Nous

pouvonsexpliquercephénomèneparl,absenceactueiledetraitéexplicitequifoumirail

auformateurlalógitimitémathématiquesuffisantepourfairevivreuneingénieriede

formation, lui permettant d'institutionnaliser un texte du savoir cohérent avec ceux en

vigueur dans la sphère productrice de savoi¡s'

Lejeuduformateur,fofiementdéterminéparlessavoirsenjeuaucollège,déterminele
jeudesformésquandilsoccupentlesdifférentspiacementsenvisagés'Enretour'lejeu

desforméspèsesurieformateurpourqu'illestegalantd'untextedusavoirquinesoit

pastfopéloignédeceluíqu.ilsonteul.occasiondefréquenteraucoulsdeleursétudes

antérieures.

Enl,absenced,untraitéqui,àl'heureactuellefonderaitlelienculturel'social'
épistémologique entre les diverses institutions, notamment l,institution IUFM et l,école

primaire,letextedusavoirduformateurvadoncreprésenteruncompromisacceptable

entreleprojetduconcepteuretlaplessiondesétudiants.Parexemple,lanodonde
radonnel comme quotient, qu" nou' avons identifié comme rapport institutionnel à ce
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savoir au collège, va agir comme une contrainte sur ra voronté de construction des
rationnels comme classe d,équivalence.

ce travail est une tentative pour poser et élucider ie probrème de la constitution d,un
fragment de texte de savoir à propos des systèmes de nombres, robuste, compatible
entre plusieurs institutions soumises à des exigences épistémorogiques et des
contraintes différentes.

Des questions restent ouvertes après l,étude que nous avons faite.
L'existence de deux placements sémantique et syntaxique ont été repérés dans le cadre
d'une ingénierie de formation cent¡ée sur res systèmes de nombres, construite à partir
d'un ingénierie à destination du primaire. Pourrait-on utiliser cette modélisation, en Ia
complétant éventueilement à d'autres domaines en s'appuyant par exempre sr¡r d,autres
ingénieries faisant intervenir d'aurres objets de savoi¡?

L'absence d'un traité actualisé à propos des systèmes de nomb¡es représente une
détermination forte sur res institutions de formation. pourquoi cet ,.arrêt,,dans 

ra
transposition didactique, pourreprendre I,expression de T. Assude?
La nécessité de disposer d'un nouveau traité qui ,,coiffe,, à ta fois le colrège et
I'Institution de formation des professeurs des écoles nous amène à nous demander quels
pourraient en êre res contours. Le "texte du savoir,'de Brousseau, qui nous u s..ui pou,
élaborer notre ingénierie (Chapitre Cl), pounait-il être un élément de ce traité
ac0ellement absent ?

Nous savons le rôre que jouent les manuels dans la pratique quotidienne des
enseignanß. Nous les avons considérés comme institutions de formation. or nous ne
savons encore que rrès peu de choses sur reur fonction à l'heure actuelle. c,est donc un
champ d'investigation qui reste Ìargement ouvert à l'heure actueile.
Y retrouvons-nous les mêmes déterminations que nous avons repérées dans res
institutions de formation officielles ?

Peut-on notamment identifier, comme nous l'avons montré pouÍ une institution de
formation "officiete", des placements possibles distincrs pour un enseignant qui
s'assujettit à un manuel, notamment un pracement syntaxique? Il semble en effet que re
placement sémantique est actuelrement privilégié pâr Ie cenfage su¡ l,activité des
élèves.
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Annexe ALa

L'évolution de la formation initiale des instituteurs avant la création
des IUFM : Quelques grandes étapes

I L'émergence d'un enseignement professionnel spécifique

Remontons simplement en 1881, date à laquelle, dans pratiquement tous les
départements, est_installée au moins une école nõrmale d'institilteuri et date à laquelle
qaraît. un arrêtél relatif à "l'emploi du temps, à la répartition des matières
d'enseignement et aux programmes détudes".
Le terme de formation n'est donc pas utilisé. Seul fîgúre le mot enseignement.
Enseignement général et enseignement professionnel y sont confondus. En faii, dans le
pnpairg, l'enseignement général est encore un enseignement professionnel, puisqu,il
doit préparer à toutes les professions. Ën ce sens, ne s'est pas encore dégagé la
spécific-ité de laprofession d'instituteurs qui nécessiterait une formation paniculiérá
Le professeur d'école normale enseigne des contenus disciplinaires, 

-notamment 
des

contenus mathématiques, fixés par les programmes dans les différentes matières
d'enseignement et l'élève-maître les apprend. Cet enseignement est jugé suffisant pour
entrer dans le métier, où la formation proprement dite au métier se feralargement sur le
tas, par intégration à un corps déjà largement amorcé dans le champ clõs de l,école
normale, dans ce que I'on pourrait appeler une culture du primaire. -

Le décret du 4 Août 1905, fixant les nouvelles modaliiés d'organisation des études,
insiste.sur certains aspects professionnels, tout en n'utilisant tõujours pas le mot de
formation, en donnant notamment à la troisième année une fonctioñ paniôuhère.
Après les différents programmes de chacune des matières d'ènseignement, un
p.qlgraphe spécial intitulé',Education professionnelie des élèves-maîtresn indique que
si l'éducation professionnelle a commencé indirectement pendant les deux pre:mières
années :

<sous I'influence des qualités de savoir, de méthode, d'intelligence pédagogique
des professeurs et des bonnes habitudes d'esprit qu'ils avaient su faire acquérir à
leurs élèves,>

elle devient directe la troisième année :

<- par des leçons choisies , préparées et eiposées en vue de l'école primaire (.. .)
- par I'examen critique des méthodes d'enseignement et des moyens d'éducation,
examen qui se fait sunout pendant les cours et conférences de pédagogie (...)
- par les exercices pratiques de l'école d'application (. . .)>

Ainsi, dans le tableau de répartition des matières d'enseignement on distingue pour ce
qui conceme les mathématiques, une pafüe cuhure géñérale nommée,1n 

-ce 
qui

concerne les mathématiques, Mathématiques appliquées, et une parrie éducatibn
professionnelle intitulée Arithmétique, ce qui esi significatif de ce qui est considéré
comme important du point de vue professionnel.

l. A¡rêté du 3 Août l88l faisant suite au decret du 29 Juillet relatif à l'organisation des Ecoles normales
primaires.
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Il s'aSit donc d'une juxtaposition d'un enseignemenr de contenus mathématiques2 et d'un

ãniei-enement profðssionnel peÍnettant de reproduire les "rites" du métier. Durant les

deux-première3 années, c'estle professeur d'école normale.qui sert de modèle. Dans la

i.olsiåme, ce sont les exercicei pratiques qui vont être- le prolor.l-gement.naturel de

ifnægratiôn des "gestes" du métiei. Pour lesleçons "en-chambre",.il-est typiqr:e.gÌe le
iéeisiut"u., vanranr les mérites des "transpolitions de leçons à I'usage de l'école
primaire" sans les élèves, remarque qu'ainsi :

<le professeur peut corriger sur le champ la leçon faite, au besoin l'interrompre,

la réfaire; il peut discuter sur le vif les idées choisies, les procédés employés

etc...>

C'est en oueloue sorte une répétition "in vitro" de ce que fera le futur profcssionncl

o*n¿ ll aira ôht se d'élèves. Le terme de transposition est pn luimême révélateur des

c'ont"nos enjeu : íl s'agit des contenus qui ontété abordés dans les enseignements de

première et ieconde ainée, justifiant a-posteriori de I'intérêt de ceux-ci auprès des

élèves-maîtres.
Dans le texte du 18 Septembre 1920, dans son chapitr-e IV traitant de l'organisation des

écòles normales et de lìenseignement prodigué dans celles-ci, le législateur ne parle plus

ãéducation professionnelle.bn revient pratiquement aux textes^de 1881 qui servent de

rédt"n." au'x rédacteurs. Seul est indiqúé aui anicles 99 et 100 que les élèves,-maîtres

dãwont participer pendant chacune des trois années à cinquante delú-joumées.de classe

ããns unö écold éldmentaire ou matemelle, et que, pendañt la demière année d'étude, il
ðti inrtitu¿ un exercice hebdomadaire de pédãgogle. Le terme de "conférence" uúlisé

ããns le texte antérieur est ici remplacé pai le mof moins noble d' "exercice" indiquant
qu'il consiste :

<<soir en une leçon à des enfants qui auront été amenés à cet effet, soit dans la

discussion d'une question de méthode ou de discipline, soit dans l'examen ou la

critique d'ouvrages scolaires, de devoirs écrits, soit enfin dans la lecture

expliquée d'une page de pédagogie.>

A travers les plans précédents, on voit transparaître quelques lignes de. force. pour la
oériode considérée : primauté attribuée aux contenus disciplinaires, mathématiqìes en

år.i"rfiåi- La I'fotmäúon Þrofessionnelle" est essentiellement conçue, même dans la

i,¿rio¿" tS0S-t920 où est aifirmée une volonté plus marquée concemant cet.afPict, qar

irne oréoaration du futur instituteur à enrer dans Ia culture du primaire qul lul tournua
;; ü fiir" une formation sur le tas. Il sera, à travers les exercices pratiques, les

ã*fjt"n."r de pédagogie, les leçons préparées et critiquées en chambre", initié aux

gestes du métier.

2 L'affirmation d'une formation professionnelle : la formation pédagogique

Le décret du 6 Iuin 1946, traitant de la réorganisation des écoles normtes qui avaient

ãø r"pp¡-¿ér èn 1940,'pour être remplaðéespar celui d'Institut de Formation des

Itiuir"ï("'"rt la première'fois que le terme de formation est-employé dans les textes

i¿-"ìJáii¡ìl- narlidans l'article 59, modifiant le décret du l8 janvier 1887, de deux

aínées de'préparation professionnelle, puis dans le même a¡ticle :

<A titre transitoire, la préparation au baccalauréat pourra être faite en fois ans, le

temps résewé à la formation professionnelle étant alors réduite à un an'>

2. Il s'agit de complémenls d'instncdon mmafhématique portânl sur la levée des plans et arpentâges (10

le4ons), la cosmographie (10 leçon$, Ia méthode des sciences maùématiques (3 leçons)
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Ainsi dans le cou¡s du texte lui-même, le mot "formation", auquel est accolé celui de
professionnelle se substitue à celui de préparation professionnelle. On parlera plus loin
de stages de formation professionnelle (article 69). Le mot de formation est donc
étroitement lié à celui de profession, S'y affirme ainsi la volonté de séparer nettement
formation professionnelle des instituteurs et enseignement général.
Les professeurs chargés de l'enseignement dans les années préparatoires au baccalauréat
peuvent êne appelés à participer à I'enseignement dela formation professionnelle. Le
terme d'enseignement réapparaît, mais à propos, cette fois-ci, de la formation elle-
même. Apparaissent donc des contenus spécifiques à la formation professionnelle et il
nþst plus fait référence aux contenus proprement disciplinaires qui ont été étudiés dans
les classes préparant au baccalauréat.

La circulaire du 6 Juin 1969, précisant la nouvelle formation de deux ans mise en place,
parle d' "instruction pour \a formation pédagogíqu¿ des élèves-maîtres et des élèves-
maîtresses". Dans le cours du texte, le mot "formation" apparaît parfois seul. On y
précise que :

<<la première année sera consac¡ée à la consolidation des connaissances
fondamentales, au développement culturel et à une initiation aux problèmes
pédagogiques. (...); ils fies élèves-maîtres] étudieront les dive¡ses disciplines
enseignées à l'école élémentaire en les abordant au niveau supérieur, en
approfondissant leur culture générale et en examinant les problèmes
pédagogiques qu'elles posent à la fois en elles-mêmes et dans leurs relations
nécessaires au sein d'une action pédagogique globale.>

Le maître mot y est "pédagogie" : formation pédagogique, problèmes pédagogiques,
action pédagogique. On relève un discours très général, consolidation des connaissances
fondamentales, développement cultu¡el etc, qui marque I'intérêt du législateur pour des
considérations sur les méthodes plutôt que sur les contenus confirmant I'orientation que
l'on pouvait décele¡ à travers la nouvelle formation instituée en 1945.

3 La formation professionnelle initiale à la recherche de son identité

La ci¡culaire du 26 Juin 1979 précise que :

<La fo¡mation vise à donner aux futurs instituteurs et institutrices une
qualification professionnelle affirmée, s'appuyant elle-même su¡ une formation
générale élargie, I'ensemble amorçant et permetnnt la formation pennanente.
Elle tend à former des éducateurs autant que des enseignants. (...) On assurera
une intégration éroite de la formation théorique et de la formation pratique.>

On voit apparaître la notion de formation initiale, même si le terme ne figure pas
explicitement, puisque celle-ci doit amorcer et pe¡mettre la formation pennanente,
formation qui vient d'être instituée. Le mot "éducateur" vient se substituer au mot
"enseignant", signifiant sans doute un glissement de la conception de I'enseignant,
faisant apprendre des savoirs, vers un éducateur qui s'intéresse surtout aux méthodes :

c'est le fameux apprendre à apprendre qui commence à faire "école".
La formation est organisée en unités de formation et parmi celle-ci, on distingue les
unités de formation de "didactique". Le mot de "didactique", qui est employé pour la
première fois, semble l'être comme synonyme de "pédagogique". En effet, dans les
fiches du 12 octobre 1979 édités par le ministère de l'éducation nationale pour décrire
ces unités, dans le paragraphe intentions - objectifs, on y définit :

- des objectifs de formation mathématique,
- des objectifs de formation pédagogique.
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C'est donc la première fois aussi qu'on associe formation et mathématique dans les
textes concernãnt la formation initiale; et on y lit de manière plus précise qu'il s'agit de :

<être capable d'amélio¡er sa connaissance des mathématiques qui sont objet
d'enseignement

- à partir d'une réflexion critique su¡ les contenus et les modes d'acquisition
des notions mathématiques antérieurement rencontrées;
- à l'aide d'un enrichissement et d'un approfondissement des connaissances
mathématiques.>

Un programme de mathématiques y est défini, marquant la nécessitg d'app:entissages
spéCifiquçs concemant la discipline aussi bien que i'enseignement de la discipline.

Dans le texte définissant la formation des instituteurs en 1986, on parle de formations
disciplinaires. Le terme d'enseignement mathématique est à nouveau employé,
enseignement qui doit établir un lien entre théorie et pratique.
La diitinction enre "pédâgogique" et "didactique" coltlmencc à être faite à propos dc

ces formations disciplinaires, comme on peut le remarquer dans le texte suivant3 :

<La pédagogie gên&ale a pour objet l'étude des principes généraux et des

grandes conceptions de la pédagogie. Elle ne saurait se confondre avec l'étude
des démarches, méthodes et procédés pédagogiques pafiiculiers, ni les dicter.
Leur découverte, leur évolution et, le cas échéant, leur apprentissage, doivent
être réalisés dans le cadre de I'enseignement de chaque discipline et de sa
didactique....>

Les termes "didactique" et "pédagogique" sont nettement distingués puisque dans la
panie de ce texte coñcernant spécifiquement les mathématiques, on peut relever deux
þaragraphes, le premier relatif aux contenus de la disciplines et le second intitulé
t'aspècts didactiques et pédagogiques". Sont placées sous le terme "didactique" les
rubriques suivantes :

<- développement de la pensée logique de I'enfant;

- mise en rela¡ion avec les théories psychologiques et didactiques. État actuel

des connaissances (courants psychologiques et épistémologiques);
- I'activité mathématique : résolution de problèmes : découverte de nouvelles

notions en réponse à des problèmes.>

Les termes "didactique" et "épistémologique" sont donc mis en contrepoint au tenne
psychologique. On þeut voir, à travers ce texte, la ¡econnaissance de théories ne
ielêvant pas directement de la psychologie qui régnait en maît¡e dans les écoles
normales-, au point d'avoir créé une catégorie spéciale de professe,urs appelés
"psychopédagolues". C'est sans doute aussi les retombées des recommandations faites
par Alfred Kastler4 signalant que toute formation pour des enseignants de sciences doit
èomporter une partie d'histoire et d'épistémologie de celles-ci.

3. Circulaire du 14 Ma¡s 1986, B.O. n' 35 du 9 Octobre 1986, Ministère de l'éducation nationale.

4. Motion rédigée par Kastler A. et adoptée pa¡ l'académie des sciences en 1984.
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Annexe Alb
Interview d'un instituteur maitre-formateur

(. ..)A ton avis, quels sont les besoíns des étudiants ?

Compte tenu du niveau de recrutement qui est supérieur à celui qui était avant, par
exemple à celui d'il y a 10 ou 15 ans, puisque chacun est recruté au moins au niveau de la
licence et que dans les faits, ils ont même plus que ça (beaucoup ont même des maîtrises),
ils n'ont pas tellement besoin d'un appon disciplinaire, ils ont beaucoup plus besoin d'un
appon sur le plan de la formation professionnelle. Maintenant l'apport disciplinaire, c'est
wai que souvent ils sont spécialisés dans un domaine et c'est vrai qu'ils ont besoin de se
remettre à niveau. Mais à mon avis, vu leur passé, le niveau qu'ils ont obtenu et les
capacités qu'ils montrent, cela pounait être presque de l'auto-formation ou de I'auto-
didactisme. La remise à niveau pourrait presque se faire toute seule. Il suffirait qu'il y ait
un moment où il y ait une évaluation et qu'iis prennent conscience de leurs manques. On
leu¡ foumirait une certaine bibliographie et ils travailleraient tout seuls pour se former
dans les disciplines. Ie crois que la baisse qui est intervenue dans la formation se situe
surtout au niveau de la formation professionnelle et non pas au niveau des disciplines, ni
au niveau de la didactique. Dans la formation professionnelle avant, il y avait de
nombreuses interventions des IMF, les stages en tutelle étaient plus nombreux. Les
contacts avec les classes étaient beaucoup plus nombreux, il y avait les exercices
pratiques, auparavant, il y avait eu même les leçons modèles qui sont rès critiquables
mais qui avaient des aspects positifs aussi. Tout ça, il y avait un beaucoup plus grand
nombre de contacts avec ia classe et dans lesquels ils étaient actifs.
Dans le domaine de la pratique de la classe, il faudrait qu'ìl y ait des stages en tutelle tels
quTls existaient avant; de manière différente peut-êúe, c'est-à-dire qu'ils peuvent être
plus couns et plus centrés sur certaines disciplines, mais ils ne sont pas actuellement
assez nombreux, il faut en faire plus. Les IMF peuvent intervenir, non seulement sur le
plan pratique, mais sur le plan de la relation "théorie-pratique"; ils seraient capables de
montrer quels seraient les soubassements théoriques aussi bien disciplinaires que
pedagogiques ou didactiques qui leur permettent leur action en classe. Et ça, on s'en sert
assez peu actuellement dans la formation. Les IMF n'en parlent que de manière
périphérique. Les mémoires, on n'en parle que parce que le stagiaire, à propos d'une
question..., nous on déborde un peu et on établit la liaison. Les IMF, quand ils sont
¿menés à faire ce lien théorie-pratique, c'est presque en marge de ce qui leur est demandé.
Ils le font en plus, mais à la limite, si on voulait, on ne le ferait pas.
Je te donne un exemple : hier je suis allé voir des PE2 qui font leur mémoire, sur la
division. Donc quand je suis allé les voi¡ on n'aurait pu ne parler que de la division, j'en
ai profité, parce que cela me semblait tellement évident et tellement gros, pour leur parler
de la gestion de la classe, de la gestion du tableau, la manière de se déplacer, la pratique
professionnelle sur le terrain.
Ce que je veux dire, c'est qu'on est obligé de faire ça en marge. '
tr y aurait I'aspect recherche; quand la recherche porte sur la didactique ou la pédagogie, il
faut bien qu'il y ait une liaison entre la pratique et le terrain. Les IMF, ils ne jouent pas le
rôle des profs qui, eux aussi, font une liaison théorie-pratique. Eux, ils partent de la
théorie, alors que nous on part plus de la pratique; on se rejoint à un certain moment,
mais ce n'est pas la même liaison qui est rencontrée. On part des questions qui sont
posées par les élèves-profs. Ils ne posent pas les mêmes questions à un prof qu'à un
IMF.

Comment toi, en tant qu'lMF, comment tu formulerais les besoins des luturs
enseignants ?
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J'évacue les besoins en tenne de contenus de savoirs disciplinaires et même de savoirs.
Je crois que maintenant, ils ont au moins la licence, ils ont I'habitude de Eavailler avec
des bouquins, ils ont I'habitude de se documente¡, il faud¡ait les laisser autonomes et
qu'ils s'aþproprient eux-mêmes les manques qu'ils ont dans les disciplines. Les besoins
qu'ils oni, je pense que ce sont des besoins de relation, de communication' de savoir-
faire et d'expérience

Ils ne butent jamais sw les problèmes de contenus quand ils ont à enseigner?

Ça arrive.

Et øi, rufaís l'analyse que lorsqu'ils butent sur les problèmes de contenus....

A mon avis, ce n'est pas moi qui vais les amener et à mon avis ce nbst même pas un prof
à IIUFM qui leur amène les contenus. Quand ça arrive au cours d'un stage, et cela a¡rive
souvent, moi je leur dis : vous prenez tel document, vous le lisez et on en reparle après,

vous allez lire tel bouquin; on voit comment ce document, cela aidc à voir cc qui se passe

en classe. Je prends un exemple, en grammaire, même ceux qui ont fait des études-de
français, ils ne sont pas à l'àise avec la grammaire telle qu'on la pratique en CM2
actuéllement. Je ne leur fais pas un cours de grammaire, je leur fais lire cenaines parties
des instructions officielles, la préface du bouquin de Pruvot sur la grammaire, qui doit
faire 5-ó pages, je leur fais lire òertaines pages de certains ouvrages et je lerìr dis on verra
dans 4-5-jours.- Je leur donne mes progressions et on voit comment I'un est tiré de
I'autre.

A propos du concours. ..

Ils préparent un concours, ce n'est pas de la formation professionnelle. Ily en^a qui ont
l'aii de dire le concours c'est secondãire, mais ils laissent de côté tout ce qui est formation
prrrtique. Iljoue le rôle inverse du rôle qu'it devraitjouer. Si c'est tout à fait au début, il
Îaudrãit que cela sélectionne des gens que I'on suppose Çtre aptgs à suivre I'enseignement
et êue aptes à devenir un enseignant, qui ont les qualités pour le devenir. Si le concours
est tout à fait à la fin, cela peut sanctionner une formation.

L'arp,ument qui a été donné pour Ie placer au début c'était que les critères d¿ recrutement
étaient uniquement des critères disciplinaires, académiques et pas du tout des critères
professíoniels. Le placer au mílieu, cela permettait, uia une épreuve professionnelle
d'aioir des critères de recrulemenl autes que purem¿nt disiplinaíres

D'accord dans le principe, mais on peut pas le placer au milieu, ce qui voudrait dire que la
deuxième partie ñ'est pãs professionnelle. Élever encore le niveau théorique ?

(..,)
Èst-ce que pour enseigner les décimaux et les rationnels, tu as besoín de connaissances
un peuþlui étendues iur les nombres que les simples nombres eta-mêmes ?

Ça dépend ce que I'on appelle la connaissance sur les nombres eux-mêmes. En tout cas,

ii faui avoir un niveau ñèttement supérieur à celui qui est enseigné à l'école primaire.
Maintenant quel statut doivent avoiiles réels? A priori, le gars qui sait, qui ne faitpas
d'erreurs, qui est à I'aise avec les décimaux, les fractions, mais pas.seuiement¿vec les

décimaux ét les fractions, mais avec tout ce que cela signifie, tout cela sous-tend comme
notions de base qui enEent dans les décimaux et les fractions' '.

Qu'est-ce quc u mexrais derríère, parce que cela reioint le problème d¿s besoíns ?
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Disons que pour les décimaux, il ne suffit pas que l'étudiant sache les ranger les uns par
rapport aux autres, ou -bien faire des opérations avec les décimaux ou prendre Aes
mesures. Tout ça ne suffit pas, il faut qu'il sache ce que signifie par exemple faire un
changement d'unités, qu'est ce que cela signifie qu'encadrer des nbmbres, mais sur un
plan plus général qu'encadrer par deux décimaux, faire une approximation, ...
(...)
Ce n'est p,as sûr qu'ayant travaillé dessus, ils puissent I'utiliser, parce qu'au niveau des
élèves, cela n'app.araîtra pas fo¡cément de la même manière qu'à lèur nivèau à eux, parce
qgq le! élèves, ils ont en plus d'aut¡es difficultés. Dans un problème, ils ont des
difficultés de lecture : donner du sens à ce qui est Iu et ensuite donner du sens au
problème. (...)
Là dessu.s, si tu as u¡ problème qui porte sur les décimaux, il y a plus qu'un problème
sur-les décimaux; donc pour les étudiants, il n'y a pas qu'|une difficulté, {ue de la
difficulté relative aux décimaux. Travaillant en dehors d'unè classe primaire, én dehors
du contact avec les enfants, ce n'est pas sûr qu'ils identifient les problèmes rencontrés par
les élèves
(...)
On powraít imagíner des formes de travaíl où on ne travaille pas ayec la classe mais avec
des matériaux íssus de la classe.

Comme cela se fait dans le concours, on amène des travaux d'élèves et on dit voilà
comment ils ont résolu et qu'est-ce que vous en pensez. Moi, il me semble que quelqu'un
qui n'a pas vu foncrionner une classe, ce n'esr pas sûr qu'il arrive à identifieidani les
tr, ava_ux, -à-.qgttre en correspondance ce qu'il voit dans lei ravaux des élèves et ce qui a
été identifié dans un cours comme par exemple un probième sur les ord¡es de grancieur.
Je reviens toujours à mon truc. Il faudrait qu'ils identifient des problèmes au niveau des
enfants.

Est-ce quc pour identifier des problèmes, il ne faut pas déjà un outil th¿orique ?

Oui, mais d'abord, qu'ils se cassent la figure, qu'ils voient les enfants se casser la figure,
qu'ils se posent la question : pourquoi ça ne marche pas avec les enfants. Ils peulent
essayer avec eux-mêmes : est-ce que moi, je peux arriver à résoud¡e ce truc-là ? Îu veux
dire que s'ils ont les outils théoriques cela leur permettra de comprendre ce qui se passe
chez les enfants.

Peut-être!. Quand tu as ta classe, que tu identifies justement les dfficultés, tu les
identifies par rapport ò tout un construir théorique que ru {es fait, toi, sur le
fonctionnement, qui vient de ta pratique depuis des années. La quesrton que je me pose,
c'est quelqu'un qui n'a pas justement tout ce bagage théorique, estce qu'il est capable
d'analyser ?

Tout seul peut-être pas, mais justement il faut fai¡e des stages avec des gens qui isolent le
petit truc et qui le mettent en évidence : voilà qu'est-ce que vous pensez de ceite situation,
de cette réponse de l'élève ? C'est ce que tu dis que tu fais à panir de travaux d'élèves,
enfin cþst ce que tu dis qu'il est possible de faire ?

C'est une question que je me pose.

Mais, il me semble que c'est un peu artificiel, soni du conrexte. Est-ce que cela aura la
valeur d'un obstacle ou de quelque chose apporté. D'abord, ce n'est pas tous les enfants
qui vont renconrer ce problème, ensuite, il faut arriver à I'isoler, parcè que le gros ravail
dans une classe, c'est ça : mettre en évidence les problèmes, p¿ìrce que là le travail il est
fait. On dit il y a telle procedure, le ravail esr fair. Or le gros problème, c'est de faire cerre
classification. Alors tu vas dire, si on n'a pas les outils pour faire la classification? Mais
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justement dans une classe avec un instit, il pourrra le faire : qu'est-ce qui s'est passé à ce
momenr là ? (...)
D'un cenain point de vue le mémoire, c'est pas mal. Se centrer sur un type de difftcultés
et de voir comment cela apparaît dans une classe et de voir tout ce qui, comment les
enfants le voient, le mettent en ceuvre et tout ç4, ça c'est intéressant. Ils se donnent les
outils qui vont permettre d'analyser, mais ils se les donnent en même temps qu'ils sont en
train d'observer.

Mais lò, si on regarde le mémoire, on investit beaucoup de temps pour un tuc un peu
réduit. A rebours, est-ce que la réalíté de la classe n'est pas trop complexe dans un
premier temps pour faire tout ce travail d'analyse qui devra effectivement être fait à un
moment donné.

Ie comprends ce que tu veux dire. Dans les classes, quand il y a les stagiaires, ils le
disent ious, ils sont crevés à la fin d'un stage, le maître aussi il est pompé parce que
justement, tous les soirs... C'est trop complexe, mais il y a une analyse qui est faite très
fine de certaines situations qui sont vécues avec le stagiaire. C'est vrai que l'on ne peut
pas tout voir, mais on peut en isoler beaucoup.(...)
Je n'ai pas répondu sur les points en mathématiques. J'ai parlé d'encadrement, d'ordre de
grandeur et d'approximation. Ce qui est intéressant c'est de voir quelles sont les
procédures utilisées par les gamins dans tous les domaines, y compris les décimaux et les
iationnels. Dans I'apprentissage de certaines notions comme celles-là, décimaux et
rationnels, j'ai souvent vérifié que pour des adultes qui sont souvent des littéraires,
adultes qui ont des problèmes de contenus sur les décimaux et les fractions, ils vont
fonctionner de la même manière que les enfants. Ils ne fonctionnent pas, pour résoudre
un problème, comment on leur apprend à fonctionner, mais ils fonctionnent beaucoup
plus, justement par approximation ordre de grandeur plutôt que mettre.en @uvre des
iègles. Ie parle à la fois des adultes et des enfanls qui n'ont pas déjà un niveau suffisant
pour être déjà dans des moules.

Si je te comprends bien, tuveux dire que leurs procédures sont assez proches de celles
des enfants ?

Pour les étudiants "nalïs" pour simplifier, il faudrait leur faire faire des trucs très simples.
Hier, j'étais dans la classe des deux filles qui travaillent sur la division : faire une
répartilon de 2345 feuilles à panage¡ enne 26 élèves) Et bien, moi, la première chose que
je fais, etje pense que c'est une démarche que beauco,up d'adql¡e¡ font, si tu n'as pas de
ðrayon, tu nè poses pas d'opération, tu te dis il va 100 fois, !00 fois 26 c'est à peu près

ça, il y a autou¡ de cent feuilles. J'essaye pas de dire je vais faire la division, . . . ce sont
des piocédures mentales d'approximation, ça ne fait pas uès.mathématique aux yeux des
nonipécialistes, ils disent ça, ce n'est pas des maths. (. . .) là ils ne se rendent pas 

-coqlptg
qu'ils comprennent : là il y a le sens de l'opération. Les points sur lesquels il faudrait
insister sul le plan des contenus, ce n'est peut-être pas des contenus, ce sont des
procédures. Je èrois qu'il faudrait mettre en évidence des fonctionnements-.qui sont
naturels, non pas natulels, spontanés disons, non pas spontanés, non formalisés..Il y
aurait des situations qui font appel justement à autre chose que des formalisations
mathématiques : je suis en train de penser justement à quelque chose quej'utilise souvent
avec les enlants et aussi avec les stagiaires. Tu connais le bouquin de Sam Loyd, c'est
très intéressant, parce que il y en a où il faut faire vraiment des maths, maisìl y en a où
c'est seuiement <ie la réflexion, aranger les données d'une cenaine maniè¡e. Je crois que

souvent avec les étudiants qui sont na'fs, il faudrait faire plus de choses comme cela que
de I'approfondissement mãthématique. Quelquefois cfest nécessaire. Pour un même
problème, il peut y avoir des procédures et que, quelquefois, la procédure la plus
élaborée, ce n'est pas la plus efficace.
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Quand tu u-oís qu'il y a des problèmes au niveau du contenu avec des étudiants, que tu
voß qu'ils butent sur une dfficulté, tu leur proposes des activités ?

Soit c'est des gens débrouillés et je leur donne ERMEL, je leur dis vous rravaillez cette
partie là et on en reparle après. Soitje leur donne des peiits exercices du genre de ceux
que I'on propose aux élèves, ou bien je leur fais faile, c'est un peu caricatural. pa¡
exemple avec un étudiant qui avait des þroblèmes avec la circonféråce du cercle : jè lui
avais dit, il faudra faire cette séance et à la fin je lui explique ce qubn peut faire et il me
dit qu'est ce qu€ c'est æ. Je me dis, il ne sait rien, ie gars,je ne luiai pas donné de
formules, rien du tout. Cette séance je vais la faire en ðlasse, tu vas l¿ fãi¡e en même
temps que les gamins, tu_fais comme si tu étais un gamin et tu comprendras ce que c,est
que ?t, comment on calcule la circonférence du cercle et tout. Avec céux qui sont 'hajLfs" il
faut agir nai'vement.

r, avec les gamins tu abordes comment ?

Souvent, j'aborde comme cela, on fait mesu¡er la ¡oue de vélo, alors il y a une trace, on
fait le développem€nt, avec plusieurs circonfé¡ences de diamètre différents, puis on fait le
rapport longueur du développement sur diamètre et on s'aperçoit qu'il y a uie constante,
donc on en déduit une régularité qui devient une règle à partir du mbment où on la vérifie
sur d'autres exemples qui sont des choses foumies. On va trouver quelque chose quelque
part et on va vérifier que.... A partir d'une expérimentation, on dégãge une régularité qui
ensuite se transforme en règle parce qu'elle esr roujours vérifîéè. C'est paitout à fãit
mathématique.

Ils sauent que c'est une constante, mais íls ne savent pas trop de quoi il s'agit : íls le
rattachent à quoi, à un entíer ?

On s-ait, pqrce que les décimaux, on a beaucoup travaillé dessus, donc cela ne leur pose
pas de problèmes.

Donc, íls le rattachent aux décimaux ?

Oui, ils le rattachent aux décimaux, c'est gênant? Ils le ranachent aux décimaux, mais en
tant que rapport, parce qu'on l'écrit systématiquement sous la forme ci¡conférence sur
diamètre et on voit sur plusieurs exemples. Donc on voit que c'est un nombre qui
représente circonférence sur diamètre. J'aborde souvenr les décimaux par les fractions et
donc ils ont I'habitude : un décimal, on peut toujours l'écrire sous forme de fraction.

L'articulation entre divisions et fracríons, les étudiants n'ont pas de problèmes ? Est-ce
qu'ils ont des problèmes par exemple entre divíser 37 par 47 et lafraction 37/47 ?

Là, je ne sais pas.

Et au niveau des gatnins? L'articulatíon entre quotient décimal, issu d'une division...

Moi, j'aborde les décimaux par les fractions. Les fractions d'abord, sous forme
géométrique si tu veux, on partage une tarte en trois, les trucs bêtes comme ça et les
fractions simples ll2,114,1/5. On essaie de reconstituer la tarte entière, donc on fait 3
tiers cela fait une tarte et donc, un entier divisé par 3, on se sert beaucoup des
calculatrices, on ne fait pas d'opérations. Donc ils auront au bout d'un moment 0,5;
0,3333333;0,2 donc d'emblée, il y a une liaison qui est érablie enrre le décimal et la
fraction. D'ailleurs cela permet de prendre conscience pour les gamins que 1,333333
c'est plus petit que 1,4, enfin parce que 1,333333, c'est 413 et on a vu de manière
géoménique que 1,4, c'est 7/5, il y a un moment où on voir, mon exemple est peut-être
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mal choisi, géométriquement ou par des diagrammes-en bâtons, avec des guide-ânes. On
montre à un moment que 7/5, c'est plus grand que 4/3.

C'estpeut-êtreplusfacíIe devoir avec l13 et4lI0 ?

Là, c'est bon. Ce que je veux montIer, c'est que 1,33333 avec une infinité de chiffres
c'eit plus petit qúe i,4. Parce qu'on I'a vu avec Ie guide-âne et on peut le voir
géométriquement, au moins dans certains cas.

Áu niveaû des adultes, je ne sais pas s'ils énblissent un lien, mais au niveau des enfants,

ils l'établissent forcément parce que c'est le point de dépan en fait.

Les étudiants quand ils font la divisíon de 39 par 17, tu trouves un quotient 2,2, le
problème c'est Ie statut de ce 16? Pour eux, c'est 16 unités : íls mettent touiours un statut
'd'entíer pour le reste. J'attribuais cela sur lefait que Ie lien n'était pas complètementfair
entre le'faít de diviser, ce que représentaient les restes à chaque étape et le quotient

décimal, qui est une approxímation de lafractíon 39117.

Oui, moi, avec les élèves, je le traite de cene manière' On flait39117 
' 
il y unmoment où

on écrit 39117= 2 + 5/17 ei donc on travaille sur la partie entière et la partie décimale. Je

ne le fais pas avec ç4, parce que c'est trop compliqué. Fn général, je 
J.e 

fais.avec des

nombres <iéci-aux 
-: 

cêla me-permer de le voir avec les parties entières,_dixièmes,
centièmes etc. Donc le reste, il áppartient aux dixièmes, aux centièmes etc... En fait une

division, on isole la partie entièré,-puis ensuite, la partie décimale en fait une division' il
reste la partie "centirìale", puis on ietravaille à chaque fois. Ca permet de montrer que le
reste apiartient à la catégorie où on en est : décimale, centimale. ..

Moi, ce que j'essaie d'isoler, ce sont les points où il y a des manques.ll me semble qu'il
y en a un là. Est-ce qu'it n'y a pas besoin de travailler avec eur( : que ewc soíent placés

îace ò un problème àui faii que te faít de résoudre, le jour où ils youveront les gamins
'confrontéi à Ia même ãt¡icùtte, ils auront I'outíl qui leur permettait d'interpréte.r Ia

difricutté. s'ils rencontrént Ia díffícutté et que sí derríère, íl y a un lMF capable de Id
pointe, et defaire bosser dessui, c'est intéressant..Le problème, c'est que I'on ne peut

þas le faíre súr toutes les natíons qu'ils sont susceptibles de rencontrer.

Ce que ie proposais, c'est qu'il faudrait débuter par un stage de trois ou quatre semaines.

Tu ôoiñrei lés difficultés. Tu rerournes à I'IUFM et là il y a un travail dans lequel
inteiviendraienr I'IMF er les profs, qui résoudraient les difficultés propres à l'étudiant,
avec des t¡ucs mis sur papiei. Il faudrait que l'étudiant lui-même se fasse sa pfopre

évaluation en rermes je-sáis, je ne sais pas, j'ai besoin de... Quels sont mes-besoins.

L'obiectif, ce n'est pas-de prenðre la classé, c'est un moment pour mettre en évidence des

manäues.'Au retoúr à I'IÚFM, il faudrair des équipes de profs qui centralisent tous les

machìns, fonr des listes de points à aborder, les regroupent et ensuite fassent des groupes

d'étudiants et ensuite chaque étudiant va travailler dans un ou deux domaines, pas

Dartout. ou'il se centre sur un ou deux domaines et là il y aurait un mois et demi de travaii
bour exoioiter tout ce qui a été mis en évidence dans le stage. Peut-êne après, mais je ne

ie placeiais que vraimént à la fin, il y aurait des interventions de type universitaire pour

chäpeauter le tout, pour formalisei vraiment les choses, pour les intégrer dans un
ensemble de savoi¡s Plus vaste.

C'est un renversement de la conception du stage que îu proposes, de tout le monde et en

particulier des étudiants, parce que, eux, ils-se -mex.ent dans la perpective qu',ls vont
'avoir 

à erseígner. Donc ce' qui les préoccwent, c'est d'avoír des fiches de préparation.

Moi, c'est ce que je dis toujours, mais c'est quand même de la professionnalisation, un

stagó professiônnäI. Ce n'eit pas l'efficacité immédiate. Je sais, on avait une réunion à
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propos des stâges. Moi, j'avais dit cela, il faudrait que les étudiants, eux, pointent, avec
I'aide des IMF, leurs savoirs, leurs manques,etc... et que ça soit pris en compte, que cela
soit regroupé par les profs à IIUFM. Mais cela demande un réorganisation du ravail
autre que ce qui existe- On ne fera pas faire à tous la même chose au même moment, si en
plus les IMF qui ont participé au stage interviennent.

Lc travail de I'IMF, ce serait d'isoler les points sur lesquels il serait nécessatre de
travaíller ?

Oui, exactement.

Discussion sur le mémoire (. ..)
Là, il faud¡ait redéfinir les objectifs du mémoire. Dans le principe, cbst pas mal. Ils sont
en situation de rencontrer des problèmes et d'avoir un retour après avec des IMF et des
profs pour analyser les problèmes rencontrés. Mais certains sont maintenant tellement
obnubilés par le mémoire en tant que papier à produire qu'il va falloir défendre comme
outil d'évaluation, que cela perd un peu de sa richesse. Ie pense que pour le mémoire, il
faudrait leur donner deux séances par semaines en réduisant le temps d'intervention sur
quatre semaines . Trop souvent les gamins ont oublié ce qui s'est passé, ou il s'est passé
autre chose dans Ia classe entre temps.
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Annexe Alc
Interview d'un universitaire, formateur PEl.

Quel rôle peuvent jouer les memhres de I'enseignement supérieur stricto-sensu ?

X m'avait dit que mon rôle consistait à remonter le niveau du concours et que je devais
être le garant scientifique de la formation. c'est lui qui a défini mon rôle, möi jé connais
I'ecole primaire, mais je ne connaissais pas du toui la formation des maîtrei A priori
j'étais plutôt.orienté pour aller.enseigner.au cAPES dans la formation disciplinaire,^Mais
finalement ils ont depuis plusieurs^années des problèmes avec le corps dei ex-pEN qui
ont fait une corporation, qui se défendent contre toute innovation, toìrt changement. ils
craignent pour leur.carrière aussi. Dès le début, ils m'ont dit que je suis I'homine de X. Il
y a desproblèmes institutionnels. X a déjà voulu réformer uñ pétit peu depuis plusieurs
années la formation, défini¡ la formation. ll veut orienrer sur dei conñ:nus mathé'matiques
glus forls Il pense que le niveau mathématiques doit êre plus fort. on parle toujouri de
l'équivalent.de la formation secondaire, donc on dit niveau troisième, niïeau cin-quième,
niveau sixième ou niveau seconde. La référence, c'est plutôt le collège. Alois X, ii
prÇférerait que la référence.soit plutôt la seconde. Pour lês formateurs õbst tou¡ours le
collège, mais-pas la troisième, c'est plutôt quatrième ou cinquième. parfois, ils
voudraient se limiter aux mots, au pied de la lettre, du programme de l'école primaire,
rien que cela peut-être avec des développements un petitþeu plus grands, mais se limiter
aux nombres naturels, les décimaux presque pas. D'ailleurs, ils onimis les décimaux, les
rationnels et la didactique des opérations dans les réels en deuxième année, pas en
première a¡née. Ils ont évacué de la première année tout ce qui est un peu difficile. Dans
le programme en première année, il y a l'introduction des nòmbres nãturels, les entie¡s
san_s doute, rapidem^ent un aperçu sur les décimaux et puis on doit ne pas parler ni des
opérations, ni des fractions d'ailleurs. Dans le chapitre numération,'il y a juste une
présentation de matériel, beaucoup de didactique suila façon de présentei lesïombres,
peu de contenu sur les nombres.. Ils- o¡t laissé pour la deuxièmè année avec très peu
d'heures_. E_n quarante heures, ils doivent fairè les opérations er la didactique äes
rationnels. Je ne pense pas qu'on puisse séparer, parce que les étudiants, ils ont viaiment
des difficultés eux-mêmes à propos des décimaux, donc on ne peut pas se contenter de
présenter.tout simplement des T9!hodes d'enseignement. La pluþart, ìnême ceux qui ont
un bac scientifique, ils ont des difficultés.

Quels sont les besoíns des futurs professeurs des écoles ?
As+u un wis aujourd'huí sur lafaçon dont on peut répondre à ces besoíns ?

Je fais un test tout à fait banal si tu veux, au début du chapitre décimaux, je fais un test
assez simple, ordonner une suite de décimaux, savoir si tel nombre esi décimal, les
différentes troncatures de n par exemple, quelques opérations. Donc ordre sur les
nombres et classement à I'intérieur de la droite réelle, des nombres réels. Savoi¡ s'ils
n'appartiennent pas à I'ensemble des décimaux, si un entier est décimal ou non. Dans le
test, il y en a qui font les mêmes fautes que tu vois dans le primaire. A partir du deuxième
nombre.après la virgule, ils ont des problèmes pour les clásser dans l'ôrdre. Quant à leur
place à I'intérieur des nombres réels, là, c'esr beaucoup plus dur. Les entiers, ils ne les
considèrent pas comme des décimaux, ils considèrent lès ensembles de nombres comme
disjoints les.uns des autres : ça, c'est une conception qui est très ancrée et qui est difficile
à éliminer. Après je fair faire quelques exercices de calcul d'opérations aveð des nombres
entiers, dan-s lesquels tu dois respecter les priorités des opérafions, parenthésage. Là, il y
en I quand même qui ne respectent pas les règles de parenthésãge, qui cõnfondent
addition et multiplication. Même des gens de sciencés nat fontdeterreurs assez
grossières : ce ne sont pas uniquement des erreurs de calcul, ce sont des erreurs de non
respect des règles de calcul. j'avais fait exprès de metrre des négatifs, des positifs, des
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multiplications, des parenthèses, pas très compliqués, mais il fallait quand même
respecter les règles.

Tu arrives à repérer les besoirc professionnels ?

Oui, je pense déjà qu'un professeur d'école, il ne peut pas se contenter de connaître à ras
le niveau du primaire. Il doit avoir une vue un peu plus élevée qui lui permette d'avoir un
point de vue global sur le genre de problèmes qu'il est en t¡ain de faire développerà ses

élèves. Parce que d'une part la classe peut êrre tout à fait passive et dans ces cas-là un
cours peut se passer très bien, mais ii y a souvent des enfants, je pense, pas souvent les
meilleurs, il y en a des aunes qui ont des points de vue tout à fait différents et auxqlels le
maîre peut Ce üouver confronter. S'il n'a pas une vision un tout petit peu plus globale de
la situation, il peut ne pas savoir que ça amène au même résultat. C'est extrêmement
important. D'aure part, un professeur d'école, s'il a un niveau un peu plus élevé,_cela lui
permettra de preparer un peu mieux ses cours, d'avoir une vue extrêmement rapide-su-r le
èontenu de sès cburs et d¿ ne pas se pencher sur tous les exercices qu'il faut avoi¡ fait.
(...) Il y a des problèmes qui m'ont un peu frappé dans I'enseignement primaire, c'est
surtout des problèmes tiés à la proponionnalité. Il y a beaucoup d'implicites dans
l'enseignemeìt : on ne dit pas, mais tout le monde sait que ça doit être une situation de
proporfonnalité. Ce n'est qìe maintenant que je vois que dans les manuels apparaissent
ies ãeux situations, proponlonnalité et non proportionnalité. Avant, cela n'existait pas, il
y avait un seul poinide vue et on avait tendance à croire que toute situation se ramenait à

ó. ryp". En paniculier il y a des ras de situations dans lesqùelles le maîre ne dit pas que la
loi (ire suit-ce phénomène relève de la proportionnalité : les élèves disent il n'y a qu'a
I'appliquer.(. . .)
La formation du maître doit être très bonne. Savoir que la pression atmosphérique relève
de la proportionnalité jusqu'à une cenaine hauteur, les limites de la modélisation. (.. ')
De mêmè le fameux exercice qui apparaît partout avec I'ombre des arbres, à partir d'un
étalon, on peut le mesurer : il faut quand même le dire, c'est le théorème de Thalès, mais
on ne le dii pas et le maître ne sait pas non plus que c'est le théorème de Thalès qy'on ne
le lui apprend pas. Il applique une règle. II y avait un livre de Eiiler où on donne la taille
d'un enïãnt à 2 ans, à 4 ans et on demande à 8 ans : ça tend à faire penser que ça va être
proponionnel. En plus le dessin est très suggestif, les têtes des enfants sont aiignées.
(...) h, c'était simþlement un exercice tout petit et l'élève n'avait pas les éléments pour
répond¡e. (...)
Prbportionnel, c'est régulièrement croissant, à la rigueur uniformément croissant(. ..) Il
fauifaire entrer ce schéma du théorème de Thalès et son interprétation géomérique dans

I'enseignement des instituteurs, pas pour déduire des propriétés.géométriques
compliquées. (...) Je pense qu'il faut I'introduire dans.le but des applications simple-s et
surtóut ãans l'étude dè la prõportionnalité. Il faut qu'ils 1e sachent et puis qu'en même
temps tout n'est pas situation proporrionnelle.

Quel rôle joue le concours situé aumilieu de laformation ?

C'est difficile à dire parce que je manque d'expérience. Mais c'est une question qui
revient souvent. A I'IUFM, ils sont presque tous pour la suppression du concours ou que

le concours soit déplacé avant la première année. Mais je me suis dit que d'auÍe p^art,

c'est bien que le cóncours soit placé là : ça permet de faire une fo-rma-tion,-Peut-être
d'amélioref le niveau mathématique et dans les aures matières. Le fait d'avoir un
concours, ça les pousse à bosser, õ'est un garde-fou aussi bie,n pour les étudiants que
pour les formateurs parce que les formateurs ont un peu tendance à rester dans leurs
iavates, dans leu¡s trùcs faditionnels. C'est un peu ça la première impression en a¡rivant
à l'ruFM, c'est d'arriver dans une école maternelle dans laquelle les professeurs sont très
prévenants vis-à-vis des élèves, des étudiants. On les materne. Certains étudiants me

ibnt dit : ça nous choque par rapport à la fac où les gens ne sbccupaient-pas de nous, on
était ià pai centaines ei on-a¡rivé à lruFM et on est matemé. On les prend par la main, on
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leur prépare leur cours pour après. C'est un peu ça, I'organisation : on donne des cours
de maths avec très peu de théorie, de v¡ais cours de mãths, mais surtout on prend les
leçons comme elles doivent êne faites à l'école et on prépare une leçon et puis of passe au
chapitre suivant. -On 

p¡épare v¡aiment le cours du fuìuimaîrre. Cam'a beaucoup choqué
ce point de vue dans lequel finalement on ne donne pas de liberté au futur en3eignant.
C'est bien qlll ait déjà du matériel prêt pour affrontei, cenains étudiants demande--nt ça,
c'est wai. J'ai pas eu de problème avec ceux qui venaient d'arriver, ceux là, ils étaiént
plu.tôt contents de voir que cela continuait dans le style de la faculté. Je ne pense pas
qu'ils soient,moinlprépafts, mais ils auront pas uniquèment à ouvrir le cahierþour ailer
devant les élèves. Eux-mêmes, ils me disent qu'ils ne vont pas se contenter de suivre un
manuel, je veux-prendre deux ou trois manuels, puis-avec les photocopies... Ils
p¡éparent un peu leur cours à la façon universitaire et pas forcémeni comme les autre
I'entendent.(...) Ils faut qu'ils préparent un peu leur cours, ce n'est pas la peine de leur
donne¡ tout mâ9!á. Aprè¡ tour, il y a de nès bons manuels er de bontlivres ãe maître qui
sont d'une qualité exceptionnelle.(. ..) Les livres du maître mâchent le ravail, mais c'èst
un peu ce styleJà qui a été adopté dans les écoles normales. Je fais travailler sur des
manuels les étudiants et puis après on a regardé les liwes du maîne et ils étaient heureux :

on est rassuré, avec ça on ne peut pas louper son entrée à l'école, il y a le planning de
I'année, le planning-de la semainè. Toui est détailté, les erreurs fossibiês, I'atãlier
possible pour ceux qui ont fait telle erreur, I'atelier pour ceux qui ont fait la deuxième
erreur... et I'atelier les bons. En début du cours, il te présente des élèves fictifs que tu
suis tout le long du cours.
pqi le ,concours est un garde-fou qui permet de travailler de maniè¡e un peu
indépendante, en I'absence du fait qu'il n'y a pas un programme ministériel. Même sil y
a un programme, c'est difficile pour qu'il soit respecté par tout le monde, les gens
interprètent. C'est écrit nombres décimaux, il y en a qui vónt faire l'addition et d'autres
vont le faire en profondeur. S'il y avait un p¡ogrâmme fait par le ministère avec un
contenu assez élevé, les aufres seraient au moins obligés de faire une grosse partie, donc
dans ce cas là, ça serait intéressant. Sinon, cela donne l'impression de fãire unè formation
maison, on a nos élèves : le matin je conçois un truc et je me dis je vais le raconter à mes
élèves, ça fait un peu ça. Il faut penser d'une façon un peu plus giobale et ne pas avoir un
seul point de vue sur I'enseignement.

A propos des décímaux, rationnels, réels

Les décimaw et les fractions font partie des programmes de I'enseígnement élémenmire.
Quel statut doivent avoir à ton avis les réels dans la formation des futurs proþsseurs
d'école? Y a+-il des poiws de recoupement possibles avec la formation des professeurs
de collège et de lycée ?

Quels sont les points au niveau des contenus mathématiques sur lesquels il faudraít
insßter ò propos des décímaax et des ratíonnels (fractions) ?

Alors je pense qu'il faut dissocier : la formation pour les maîtres ne peut pas être la même
que celle que les maînes devront donner à leu¡s élèves. On ne peut pas se contenter de
faire les nombres naturels, décimaux, rationnels, comme ça. Il me semble qu'il faut une
grande cohérence là-dessus et la cohérence ne peut être apportée que par les nombres
réels tout entiers et je vois ça par la présence de la droite graduée. Donc on peut dire que
les nombres réels, c'est un ensemble de nomb¡es dans lequel on peut effectuer toutes les
opérations, l'addition, la multiplication, la division et après les racines carrées des
nombres positifs. Les étudiants connaissent les opérations, ils les ont déjà vues. C'est
donc un axiome de départ. C'est un ensemble fourre+out dans lequel on peut faire ça. Il
faut un support physique et pour avoir un support physique, je choisis la droite gaduée.
Je dis, la droite graduée, cela va représente¡ la droite réelle : un point sur la droite, c'est
un nomb¡e réel. Ensuite, il faut placer le zé¡o et le un. A partir de là, avec la règle et au
compas, on peut démontrer que tous les nombres que les gens connaissent peuvent tous
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êre placés. Donc on peut monrrer que I'o1 peut additionher : on prend deux points et
avec'le compas on repõne, on a l'addition. On peut se limiter aux nombres positifs, parce

que les relaiifs et toût ça, ça pose des problèmes. On n'en a pas waiment besoin dans

l'bnseignement primairé et'ori peut s'en passer. Uniquement en se fixant le zéro et en

allant iers les fositifs, tu peui faire la multiplication avec-la règle et le compas. Tu
visualises les ôpérations ét tu montres que les fractions, les décimaux ce sont des

nombres et que òe ne sont que des représentations. Quand on écrit 4/5-, pourbeaucoup,

c'est 4 riret 5, or ce qui est iirponant, c'est de dire que !15, cþst le rés,ultat de la division
de 4 oar 5. cþst le nõmbre quì est le résultat de la division de 4 par 5 et qui est écrit de

""tt"^facon 
et oui est écrit 0,8 après. Tout ça, il faut bien insister entre la représentation

d,un noñrbre dais ces diverses éèritures et puis le nombre lulmême qui de toute façon va

exister. Du moment que tu as figé ta droite graduée, que tu as mis le 0 et le- 1, quatre

cinquièmes, 0,8, 40cbi5000, c'eit toujours au même endroit parce-qu_ec'est le résultat
de ú división.'Ça évite beaucoup de mânipulations qu'on faità l'école élémentaire.et qui
sont nécessai¡ei, mais au niveau des instituteurs, ceìa est nécessaire. On évite ainSi le
travail formel sui les jeux d'écritures, que si je multiplie par,2 en haut et en bas,.ça.ils le
voient immédiatemeni : si tu multiplies par 2 et flivises par 2, comme c'est une division,
cela revient au même : tu peux exptiquer avec le de.ssin que c'est pareil. IJs arrivent à

visualiser donc à donne¡ u¡icontenú. iout ce qu'on utilise, les décimaux o9 les fractions,
ce ne sont que des représentations des nombrei réeis q.ui sont les lésultats des opérations.

En fait c'eit un peú ça mon point de vue, c'est quril faut.représenter aussi bien les

décimaux que tes ratiónnels, cè sont les résultats_de-s opérations qylgn_pgyt faire.etque
I'on a oas lâ place dans les nombres entiers pour le faire. On est obligé d'innoduire une

nogtión poui indiquer le résultat des opérations. Donc on introduit une notation pour dire
que c,esi le résultàt de la division, niais je pense qu'on insiste tçt_pgu là dessus. En

¡iénérat, le rationnel, c'esr à lui tout seul uri symbole, c'est très lourd. Effectivement, si tu

ñe connais pas ]a dioite réelle...Les f¡actioñs- n'ont pas le statut de nombres, on le voit
g.ès bien dans la const¡uction des nombres ¡éels, tu pars des naturels' après tu définis une

classe d'équivalence, tu passes à Z, après tu passei à Q et après tu passes à-R, mais,je
peux le coicevolr tr¿i Uién dans un enieignemènt de mathématique* la fac : O¡ part des

ðbiets abstraits dans lesquels on consrruit, on Pan du vide quoi! On construit toute la
théorie, mais au niveau ies élèves et des instrituteurs, je pense qu'on ne.peut pas. se

òont"nt". de présenter de cette façon là parce que pouI.eux, ils n'o.nt pas l'absnaction
nãcåssaire poir comprendre qu'après tour, on_eit eñ train de grandir un ensemble,.de
i;èi"n¿tè ¡¡ãdulo lesielarions'd'équivalence. Ce n'est pas évident. Par contre, leur dire
qu'il y a déià un ensemble qui contient tout ça et que ð'est à I'intérieur de cet ensemble

d,.r'on't uua"ille, c'est déjà fait un peu sur les'manutls : on part sur la droite graduée et

d'on. on place ies nombies là dessi.rs, c'est un_peu leurfaire comprendre que les nombres

réels se ietrouvent tous sul cette dfoite gfaduée. A chaque fois, on se rapporte à cctte

droite eraduée. on met des nombres sur óette droite graduée, donc cette droite graduée

ãoit biãn contenir tous les nombres qu'on est en train de fabriquer. Mais il faudra peut-

ètre leur dire qu'effectivement elle les-contient et elle les contient tous. Cela.donne un peu

àãiotr¿r"n"..^tl y a aussi cette histoire de I'ordre : le fait d'avoir une droite, ça permet

ãáuóit 
""n" 

notión d'ordre. Ils comprennent rès bien que ì'ordre, c'est aller de droite à

nuu"fr" , ils le voient très bien et du ôoup, tu n'as pas besoin de définir ce que c'est, parce

fiu" pour 
"u* 

c'esr très difficile : si cela ãrrive en vrac, si les décimaux t'arrivent en vrac,

ätu'ne uois pas qu'il y a une structure qui fait d'eux-qu'ils se trouvent tous alignés sur

un" Oroitr poi.quiti n"î*+u qu'il y ait une idée naturelle, qull y ait un ordre et pourquoi

veux-tu oue t'oñ dise que c'est uñ ensemble totalement ordonné. C'est encore un truc

imolicite äue les décimàux sont totalement ordonnés, pourquoi? On peut les oldonner en

doirnant dås règles, mais on ne te dit pas que cþst un ensemble totalement ordonné dans

feãuei si iu pr"ñ¿r des éléments, tu peix les ordonner et réciproquement.-Il faui{ait qu ils
viíualisent qu'ils sont ordonnés parce qu'ils se trouent sur une dfolte, donc 1l taut talre

un oetit tru.näil sut la représentation graþhique pour qu'ils voient que du moment que tu

Éiôi; iiign¿r, c'esr nåturel. Tous iés ioniUrel réeli sont ordonnés, c'est un ensemble

ióialementãr¿onné. Les décimaux, souvent poureux ce sont des entiers déguisés. Pour
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les comparer, c'est pareil, ils déplacent la virgule, on rajoute des zéros et après on gonìme
carrément la virgule, on conseille même parfois de gommer la virgule. On se rabat sur les
entiers, c'est commode, mais ça porte préjudice parce que du coup, les décimaux ne sont
pas considérés comme des nombres à part entière, dans la catégorie des nombres, mais
comme des dérivatifs des entiers. C'est un problème. Autre chose implicite qui joue un
rôle important dans I'enseignement, qui n'est nulie part, même pas dans I'enseignement,
du supérieur, moi que je fais cette année aux élèves instituteurs, c'est I'axiome
d'Archimède. Tout est basé 1à dessus, l'écriture des nombres décimaux, l'écriture en base
dix, tout est basé là-dessus. C'est un truc illimité que l'étudiant doit avoir en tête que
quand ça forme 1,2,3, ça te fait une division de la droite réelle que lbn ne dit nulle pan,
mais on l'utilise souvent. On dit 1,5 est compris entre 1 et 2. Ca tombe un peu comme ça,
mais c'est plutôt une définition parce qu'on dit que 1,5 est plus grand que I et plus petit
que 2. Or tout ça, aussi bien l'écriture décimale que les décimaux fonr couramment appel
à l'axiome dArchimède, de même que la division euclidienne. Pourquoi tu peux le faire,
pourquoi tu divises par un nombre ? L'axiome d'Archimède, ce n'est pas autre chose
que I'algorithme d'Euclide, mais ce n'est dit nulle pan. Le fait de le pointer, certains ça
les choque parce qu'ils ne sont pas habitués, ils ne I'ont jamais vu, mais pour d'autres
cela doit les rassurer parce qu'ils doivent se poser des questions comme celles-là et qu'ils
n'ont jamais eu de réponses. Ils restent figés avec des questions et ils ne peuvent pas
progresser. Je pense que c'est déstabilisant de te poser des questions et qu'on te répond
pas et que lbn te répond par des règles tout simplement. Justement le rôle du maître,
c'est d'avoir une formation qui donne de la cohérence et qui rassure. De même dans les
exercices du concours, il y a très souvent des tnrcs implicites : on te donne une figure, on
ne te dit rien(...).
J'ai vu un exercice de Besançon : tels enfants A, B, C , ils ont trois paquets de billes. Les
nombres de billes est propo¡tionnels aux nomb¡es 3,4, 5 et après la partie, les nombres
de billes sont proportionnels à I 5, 16, 17 . ll dit que sachant qu'un élève a gagné 8 billes
en déduire le partage. C'est rès implicite : dans la deuxième pafiie de l'énoncé, quand ils
disent que les nombres sont proportionnels, c'est dans le même ordre que c'était au
dépan. Or il n'y a pas de raison, ça a pu changer complètement (...) Moi, cela me
semblait compliqué, j'ai fait la solution en prenant tous les cas, il y avait au moins t¡ois
cas et dans la solution, ils considèrent un seul truc sans aucun commentaire. C'est un cas
typique de sous-entendu et il n'y a pas de raison : il y a des étudiants qui vont se planter,
en particulier ceux qui se posent des questions.

Ta te semais de l'axiome d'Archímède, tu abordaís les développements décimaux des
réeß ?

Oui, carrément, j'aborde les développements décimaux de tous les réels. Ie pense qulls
ont compris. Je ne I'ai pas fait dans toute sa généralité, d'abord,j'ai insisté su¡ l'écritu¡e
décimale d'un nombre entier plus grand que 1 et après j'ai parlé des nombres décimaux
compris entre 0 et l. Parce que ce sont eux-mêmes qui m'ont demandé : c'est le problème
des changements de base. Ils disaient, je n'ai jamais rien compris, je ne sais rien, mais
une fois quel'ai fait par l'axiome d'Archimède, c'est allé. De la même façon que I'on
présente la base dix, tu présentes n'importe quelle base, ils ont très très bien compris,
donc ils ont fait leurs schémas avec nb, (n+l)b tout ça en base b. Même ceux qui ne
comprenaient rien aux bases, ils ont compris, ils calculaient dans n'importe quelle base.
Et c'est eux-mêmes qui m'ont dit et les nombres entre 0 et 1. Plus tard, j'ai fait la même
chose pour les nombres entre 0 et I avec les puissances de I sur l0l, donc c'est pareil.
Mais je ne I'ai fait qu'en base 10. Puis j'ai présenté le fameux théorème qui est dans tous
les liwes. Mais j'ai pris la formulation dans un des liwes pour la formation des maîtres
pour l'énoncer dans toute sa généralité, qui dit que tout nombre réel s'écrit avec une
écriture inñnie.

Oui, dans les livres, c'est le næLtd central sur les systèmes de nombres, le développement
decîmal illimíté.
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Sur les systèmes de nombres, c'est très imponant le développement en base quelconque.
Dès que tu parles de nomb¡es, dès que tu veux entrer dans les systèm€s de nombres, les
nombìes réels, tu es obligé de faire le développement en base décimal. C'est pareil, pour
le faire pour les nombres décimaux simplement ou pour lout nombre ¡éel, c'est
exactemént la même chose, sauf que pour les décimaux, tu vas traÍêter à un moment
donné. Il n'y a vraiment pas de raison de le fai¡e exclusivement pour les nombres
décimaux. D'ailleurs cela pourrait induire des ambigu'rtés. Il faut le faire pour tous les
nombres réels. Tout nombre réel a une écriture décimale, du même coup, tu parles
d'écritu¡e décimale et pas des nombres décimaux, même si on en parle de toute façon.

Pour dc ttombreux étudiants íly a confusion entre écriture décimale et rnmbre décimaw.

Il y a toujours le problème entre nomb¡e et sa ou ses représentations. Le problème, c'est
juitement de voii qu'il y a beaucoup de représentations d'un même nomb¡e. Ce ne sont
que des représentations, des manipulations. Cela a un intérêt de ravailler dans d'autres
6ases ou dãns des systèmes numérique anciens, dans ce but pour leur montrer que ce ne
sont que des représentations. En définitive, c'est le même nombre. Pour eux,
effectivement, ils commencent à dissocie¡ : ils ont un ensemble de nombres en base 10,
un autre ensemble en base 5, un aufre ensemble de nombre en langage maya et donc du
coup cela peut devenir un tnrc immense et extrêmement compliqué. Or ils travailllnt dans
un seul enìemble, c'est la droite réelle, et les aufres ne sont que des représentations. En
parlant de tout ç4, tu les ¡assures en même temps parce que, pour eux, il y a les e_ntiers là,
les rationnels, ils sont un petit peu plus loin par là, les décimaux sont là, ils ne se
touchent pas, il y a des conflits entre eux et c'est exrêmement compliqué' En mettant tout

ça ensemble et èn disant que ce ne sont que des points de vue, des représentations, qu'on
ñe peut pas les saisir et qu'il faut bien qu'on les manipule et qu'on leur donne des noms.
Il faudrait faire plus.

Quand tu prends ce point de vue là, tu ne te réfères plus du touî au collège, Au collège, ce
n'est pasfait du tout ?

Oui, ce que je présente se rapproche plus de lbrganisation du savoir à la fac. Depuis que
j'enseigrie à lá fac, en licenòe ou en DEUG B, j'ai toujours remarqué que l'axiome
ä'Archimède faisait défaut, c'est-à-dire que pour les étudiants, cela manquait dans leur
imagination. Ils ne savent pas utiliser ce truc : si tu as deux nombres, I'un sera_compris
enEé deux multiples de I'autre. C'est un mrc extrêmement simple : même au CAPES, il y
a des exercices dans lesquels ça joue un rôle nès important. C'est la base de la division,
de la complétude de R, des limites ... On doit aller à l'infrni.q!.and on fait comme ça :

quand on þrend les multiples d'un nombre positif, on va à finfini, ce n'est pas du tout
évident. Si on prend deux points et si on prend les multiples de I'un, à un moment donné,
on va le dépasser. D'ailleurs, c'est le paradoxe de Xénon et la tonue, c,e n'est pas pour
rien que c'elt un paradoxe. Je l'ai d'ailleurs vu dans certains exame!s du c_oncours,j'ai
été très étonné qutils leur posent : la réponse c'est quand même la notion de limite et tout

ça. Avec quels éléments ón peut juger à part de philosopher là dessus. L'infiniment petit
ét I'infiniment grand, si tu prends un infiniment petit, si tu le répètes un nomb¡e très
grand de fois, ça va être plus grand qu'un infiniment grand. Ce,sont des choses
èxrêmement duies, mais il faut les donner. Cela choque beaucoup de monde de voir
I'axiome d'Archimède là-dedans mais je tiens bon : ça fait progresser à I'intérieur des

mathématiques de savoir que ce n'est pas du tout évident ça. En fait c'est trivial,-mais on
ne le dit pa3. Que ce soit fórmulé comme ça et qu'il ne soit pas_besoin de se le reformuler
dans son propre langage, que ce soit formulé en langage.abstrait,-je pense que cela
appone béauóoup. Sinon, il-doit se le formuler à chaque fois, dans chaque situation : il
fâüOrait chercheidans l'enseignement dans quelles applications éventuelles on peut avoir

ça, mais je pense que c'est uñ point qui est négligé et qui dev¡ait y êne dans toutes les
écoles.
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Même dans I'enseignement supérieur, on parle peu des réels.

Ça a été évacué complètement. Ça tient au fait que cela a été présenté de façon abstraite.
Avant les nombres réels, on faisait la construction de Peano o¡ la constructiôn de cantor
avec les naturels. Donc avec toute sa liste d'axiomes : souvent dans le bouquin d'analyse,
c'était comme ça, en première page, il y avait les nombres réels et toute la liste d'axiomes
à décourager n'impone qui. Finalemenr perir à perit, on a décidé de navailler dans les
réels sans le dire. D'autre paf, on ne fait plus tellement de démonstrations dans le DEUG
et du. coup, si on fait pas de démonstrations, tu n'en as pas besoin. Tu n'as pas besoin de
savoir que R est complet, tu n'as pas besoin de savoir qu'il y a un ordre total, tu n'as
besoin de rien du tout. Tu ne fais pas de démonstration, chaque fois que tu as besoin de
quelque chose, tu fais un dessin.

C'est le dessin droite rëelle qui remplace tout.

La notion de limite, tu ne dis pas que R est complet, ni quoi que ce soit. Tu définis la
limite, c'est implicite encore une fois que la limite c'est un nombre réel. Donc on ne
travaille plus avec les epsilon parce que ça en a découragé plus d'un, on a évacué des
chapires entiers de I'enseignement : tout ce qui est nombre réel, tout ce gui fait
démonstration, connaissance de la droite réelle et tour et les parties difficiles du
programme ont été évacuées au profit de techniques. Donc I'enseignèment en DEUG A et
DEUG B ressemble beaucoup plus à un technicien qui sait cálculer des limites des
dérivées, qui sait calculer des intégr-ales, qui connaît dès calculs assez compliqués, qui
sait quand même qu'il y a des embûches dans le calcul des limites, que tout i'est pas
permis. Il y a des différences avec un ingénieur mais il connaît extrêmement peu de
démonstrations. Il sait faire quelques récurrences, mais les démonstrations, il ne sàit pas,
donc il y a. un manque très important de logique par exemple. Il ne manipule pas
d'ensemble infinis non plus puisque la droite est unique : c'est un seul objet. Ça àrrive en
licence de maths qu'il y a ce concept de voir que les nomb¡es réels, c'esi un ùr¡c discret.
Le fait que les nombres ¡éels soit un ensemble continu disparaît et il y a encore cette
persistance, comme à l'école élémentaire de deux ensembles qui sont donnés un peu en
fractionnant. Ça pose énormément de problèmes, parce qubn licence de maths, on
commence à démonner, on reprend toutes les démonsrrationi et ils ne savent pas du tout
démontrer._Ils ne manipulent pas ni la logique, ni la théorie des ensembles par exemple,
toute I'algèbre de Boole, ils ne savent pas faire ça. Ils n'ont pas une connaissance réèlle
des nombres réels. Pounant, ils travaillent avec les réels, les ñombres complexes, parfois
des trucs plus compliqués, mais ils n'ont pas une maîtrise de l'objet très concrète. Là,
dans la préparation du CAP€S de maths, il y a des nucs classiques dans lesquels on fait
intervenir aussi bien la division euclidienne que l'axiome d'Archimèdef il y a des
propriétés très simples dans lesquelles si tu ne connais pas ces trucs, tu es coinõé. Pour
étudier les groupes, les sous-groupes de R, ru es bien obligé d'utiliser tour ça er ru es
complètement cuit.

A propos ile la ilídaclígue

Vous avez évacué en première année tout ce qui est didactique des décimaux et
rationnels ?

Moi, je le fais.

Justement qu'est-ce que tu faís sur cet aspect ?

Ie suis moins à I'aise : je prends un peu des problèmes des concours, la partie
professionnelle. Je fais aussi travailler sur des thèmes qui sont rravaillés dans ERMÊL ou
dans d'autres livres de formation des maîtres. Je m'inspire un peu des visites que je fais
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dans les écoles. Je fais t¡availler beaucoup sur les manuels. Chaque fois, on examine les
manuels, on les critique, on les compare.

Quand vous examinez les manuels, qu'esl-ce que tu Íais faire ?

Par exemple, sur les décimaux, j'avais fait un grand travail et je. ne savais p-as que la
didactiquê des décimaux étair évácuée de la première année. J'avais pris 5 ou 6 manuels

différenìs et pas de la même époque et on a examiné la façon dont les gens introduisaient
les décimaui dans chaque mañuel. on ne peut pas s'empêcher de les comparer, j'en avais

des vieux, 70, 80, j'en ãvais qu'un seul qui était moderne qui était "diagonale"l "math et

calcul" étáir de la ie¡sion desãnnées 70.-Le but était qu'ils se rendent compte des façons
qu'ont les gens pour introduire un concept comme les ¡omb¡es décimaux. Mais on avait
¿1¿la fait litl¿orie là dessus, j'avais fait tõut le travail de représentation des décimaux sur
la-droite réelle. Donc ils ont été étonnés par la plupart des manuels : la présentation les a

choqués, c'était que des nombres, toute une liste, de,même. que les exercices étaient tous

du type calculatóire. Les exercices étaient souvent des opérations ou des classements. Il
n'y ávait pas un seul dessin de droite graduée déjà,.mai.s il fallait les classer selon une
tdle. On'n'avait même pas fait du travail préliminaire pour la règle. Ils.ont vu que dans

u¡iauffe manuel, il y avait un ravail prélimìnaire avec les mots dans un dictionnaire. Juste

aorès le classement des nombres décimaux. Cela leur avait plu : ils avaient dit oui, comme

çä on comprend nès bien, on voit qu'il y a une analogie. Comme on avait ça' lbrdre
iexicograpliique, ils avaient vu ça. Il y avait aussi un manuel dans.lesq,uels ils présentaient

les noäbies äéci.uu* avec unê infiniré de zéros, je crois que c'est Kangourou, un truc
conìme ça. Cela les a choqués : ils ont dit, c'est très comp.liqué de concevoir un nombre
avec une infinité de chiffrés à droite. Après dans le livre, ils reviennent, ils s'expliquent.
Cela les avait beaucoup choqués qu'un ènfant puisse concevoir. comme_çq. C'est cert¡in
qu'une fois qu'on a faii le navail iu¡ les décimaux et qu'on voit que l'écriture peut être
ihfinie, on pèut peut-êrre travailler là-dessus. Là c'était en premier que c'était présenté

co.n*é ça.Ïl n'y avait pas de présentation t¡ès bien. Oui, ils versaient du laitau_ssi avec

un litre äans dés verres et il iestait un petit bout. Deux litres ça monte, trojs litres ça
monte encore, à cinq liÛes ça fait un verrè entier et à côté on marque combien de verres ça
fait. Mais comme ili n'ont þas d'écriture décimale, le nombre de verres_changeait de toute

façon... II y avait des sauis, les décimaux n'étaient int¡oduits que plus tard, à la page

d'áprès, ceÍa les avaient frappés parce qu'ils disaient. mais comme¡t un enfant peut

coràprendre ça, que là ça fait-2 verres, 3 verres eJ tout-d'un coup ça fait un.verre de plus.

Ca vã même ã i'eicontre de la proporrionnaliré. Dans le tas de livres que j'avais gpp.grté,

il y avait la dernière version dê diãgonale, ils étaient ravis : c'était bien présenté, c'était
cláir mais ce n'était pas unanime. Je-donne un liwe à chaque gloupe et ils.doivent prendre

des nores, noter toütes les critiques qu'ils font, d'abord la façon dont ils présentent Ie

sujet, les êxercices s'ils sont adâptés òu pas, les-commentaires, qu'est-ce qu'ol dewait
faire pour améliorer. Il y en a un parmi eux qui fait le secrétai¡e, ensuite on échange les
*unuils. A la fin on fait la synrlièse, c'est vlte fait : en général, cela se transforme en
plébiscite d'un manuel. Réceniment, je les ai fait ravailler sur la géométrie : un groupe va
iaire CP, un groupe va faire CEI éct. Pour le CP, vous. allez me prendre.tel livre je
choisis éntre-"dialonale" et "objectif calcul". Ils ont dû avoir une.vue globale.dans

Iaquelle ils avaientã présenter le rñanuel en géométrie, montrer le chapit¡e et l'évolution et

p.ês"nt". une leçon particulière avec les exercices du livre. Je leur ai donné deux
semaines à I'avance.
L'analyse des livres du maître, cela fait parrie de la didactique. sinon je prends PRMFL,
¡e preríds une acdvité de ERMEL, je les iais travailler là-dessus. Dans ERME*L, il y a déjà

ïes^ conclusions et tout. Parfois, jê prends aussi des articles de Grand N. Par exemple
ceiui sur les décimaux, j'ai expliqúé.'De même sur la matemelle, un article sur partage. Je

fais la moitié du temps de la'didactique : ce n'est peut-être pas didactiqueau sens de la
didactique. Je leur efplique les difficìltés. Ca leur permet de voir là oÌ¡ il faut mettre ìe
paquet, parce qu'a pri'ori, ils ne se rendent pas compte de leurs propres difficultés. Au
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moins qu'ils sachent qu'il y a des difficultés er que, s'ils ont eux-mêmes des difficultés,
qu'ils soient rassurés.

Ils ont déjò des contu issances. Des fois ilfaut les déstabiliser ?

Oui, il faut les déstabiliser et aussi les rassurer qu'ils sont comme tout le monde, que s'ils
ne comprennent pas tel ou tel chapine, ce n'est pas très grave à condition qu'il le sachent
et qu'ils se mettent à travailler là dessus, que de toute façon, ce n'est pas iñsurmontable,
cþst sunout ça. S'ils entrent en début d'année en disant, je suis nul èn maths, de toute
façon je n'ai jamais rien compris aux maths et qu'à la fin de I'année ils disent la même
chose, I'enseignement il a servi à rien. Il faut qu'au niveau manipulatoire, au niveau
technique, il faut qu'ils acquièrent quelques techniques qui leur permènent d'être un peu à
I'aise pendant leur enseignement. Après ils vont être devant des élèves et il faudra quïs
répondent juste tout de suite : pour les élèves le maîrre est quelqu'un de très supérieur, ce
n'est pas comme à la fac où on peut se permettre de raconter des conneries d'une semaine
à I'autre en disant la semaine dernière je me suis complètement planté, tu rectifies. Au
primaire ce n'est pas possible, je ne crois pas que tu puisses leur dire "la semaine demière
je vous ai dir quelque chose de faux". J'ai remarqué que si tu racontes quelque chose de
faux aux enfants, cela reste et c'est très difficile à évacuer après. Ils te disena "vous avez
dit la semaine dernière que..". c'est peut-être lié à la psychologie de I'enfant, remerrre en
cause des choses.(...)

A propos du mémoíre

A ton avis, quel intérêt présente le mémoire pour les futurs PE?

Apparemment ça marche pa¡ce que j'ai vu les tirres : la place des décimaux dans
I'enseignement primaire, la place des rationnels, Ia numération, ... Les contenus, je ne
suis pas allé voir et les notes de mémoire sont très bonnes. C'est pour ça que je te dis que
ça marche. Maintenant les contenus, il faut aller voir. Comme il y a de plus en plus de
scientifiques, je crois qu'ils vont prendre des mémoires en maths. Mais je n'ai pas d'avis
très précis là-dessus.
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ANNEXE B4-a

ftems concernant la
Margolinas

division dans le questionnaire de C

Question ll
l)Ecrivezunedivisionqui ne finitjamais: ...... : ......
2) Pensez-vous qu'il y a une règle pour trouver les divisions qui finissent?

tr oui

tr non

Si oui, pouvez-vous dire à quelle règle vous pensez:

tr
Question 12

On se pose la question suivante :

periodique?

On donne le début de I'opération 3:31
30r0

2tp
23p

l3ro
061 0

29

la fraction f a-teffe une écriture décimale illimitée

oui, le développement est périodique car

non, il ne se répète pas car

non

3!
0,0967741

Question 14

Y a t-il des nombres qui ne sonr pas le résultat de la division de deux nombres entie¡s

tr oui, je peux en dire un : ........

tr non, il n'y en a pas

E oui, maisje peux pas dire lesquels
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ANNEXE B4.b

QUESTIONNAIRE

1. Parmi les écritures suivantes, entourez celles qui ,"pér"nt"nt lf, ,

14,10 1,74

140

l+0,4

¿.

t+lo a,r4
100

2. Parmi Ies écritures suivantes, entourez celles qui, pour vous, représentent
un nombre décimal:

0,66; |;o,eo66; 11 :Ln ;t;ft' å'å; "{q ;3,r4:tl,oo;

s,74t8tl, ffi; 30,06 ,^[T,0,3; {s; #ti,#, #,
3. Une division a été posée:

415

310

1180

28

192

2,16

Entourez, parmi les égalités suivantes, celles qui sont exactes:

ffi =z,rø
415=2,16x192+28

415=2,16xt9Z+ ffi
18

415 =2,76 x 192 + frfu
415=2,16x192+A,28
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4.1 Ecrivez deux nombres décimaux avec deux chiffres après la

virgule qui encadrent le nombre 4,157:

Encadrez le nombre 4,157 par deux nombres décimaux les plus

proches comportant deux chiffres après la virgule:

4.2 Combien y a-t-il de nombres entre 12,23 et 12,2321

4.3 Ecrivez deux nombres décimaux avec trois chiffres après la

virgule qui encadrentle nombre 47,2.

................< 47,2<

Encadrez le nombre 47,2 par deux nombres décimaux les plus

proches comportant trois chiffres après la virgule;

..',.,,...,..,.,.,< 47,2<

4.4 Pouvez-vous donner, s'il en existe, un nombre qui soit

compris entre 2,746 el 2,741 ?
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Annexe C3a

Exercices préliminaires (travail individuel)

Essayer de répondre aux trois exercices suivants
laissant apparent vos calculs et vos recherches)

(Compléter en

l. Compléter les égalités

0,278 : 0,0001 = 0,0278 : 0,001 =

2. Ranger du plus petit au plus grand les nombres suivants

22- 19 - 2010 - 10 - 1001 -103 -13 _1412 - 2004_20

Dresser la liste de ces nombres dans I'ordre où ils apparaîtraient
s'ils étaient rangés de la même façon que I'on range les mots d,un
dictionnaire, I'ordre correspondant à I'ordre normal des chiffres,
c'est à dire 0, l, 2,3, 4 ,5, 6, 7, 8, 9.
Comparer les deux listes. Sont-elles différentes?

3. Sur une portion de droite graduée, on a placé 1,2 et 1,3
enAetB.
Placer le nombre 1,240457 sur cette droite en tenant compte de la
graduation existante.
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Annexe C3b: Comment partager un segment en n
segments égaux ?

Mise en place d'une pratique de partage

Étant donné un segment tracé sur une feuille, il faut partager ce segmenr en n segments

égaux en disposant d'un réseau de parallèles. ce réseau foumit des familles d'échelles
régulières (guide).

Justífícalíon géométríque de cette pratíque

si un faisceau de parallèles découpe sur une sécanre des segments, il découpe sur toute
autre sécante des segments égaux (propriété de Thalès).

Matéríel

. un réseau de parallèles.

'une feuille de papier blanc transparent sur laquelle sont tracés deux segments AB et cD.
. la règle graduée n'est pas disponible.

Consigne

Partager avec le réseau de parallèles le segment AB en 5 parties égales et le segment cD
en7 parties égales (feuille annexe dessin).

Limíte ile I'utilisation d'un réseau de parallèles

La possibilité de partage d'un segment donné est limitée par la taille du réseau de

parallèles.
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Annexe C3c: Situation "Les automatesrf

Sítuøtíon générale

Une piste est graduée régulièrement uniquement par les entiers naturels. Un automate se

déplace sur cette piste en partanr de la graduarion 0 et en faisant des sauts réguliers.Un

automate est caractérisé par son saut. Nous cherchons à répondre à la quesdon suivante;

Comment désigner le saut d'un automate ?

- Activité I (individuelle).

Problème l- Un automare anive à lø graduation 15 en effectuant 9 sauts.

0 r 2 3 4 s 6 7 E e r0 lr lz r3 14 15 16 17 rE le zí zi zi zi ù zi N ù zid n ,t
Trower tow les entiers par lesquels passe I'automate avant 31.

(Remplir la feuille questionnaire annexe no I )

Problème 2- Un automate arrive à l0 en 14 sauts: îrouver tous les entiers entre 150 et

180 par où passe cet automate ainsi que le nombre de sauts corespondant.

(Remplir la feuille questionnaire annexe no l)
- Activité 2 (individuelle).

Vous allez jouer le rôle d"'expens" pour examiner un tableau de relevé de "contrôleurs en

automates". læs contrôleurs ont décidé d'écrire (10 ; 14) pour indiquer qu'un auromate

arrive à l0 en 14 sauts.

Voici un tableau où sont consignés des relevés concemant quatre automates A, B, C, D .

Ces relevés incomplets ont été faits par quatre contrôleurs 1,,2,3 e¡ 4 : ces contrôleurs

sont placés le de la de sen loin de de la

Q4 :28\Ql: )( :84)02û 96)Contrôleur 4

(12: )( ;30)(40: )(:.32\Contrôleur 3

(6: )(r2: \ß2: )(25: 19)Contrôleur 2

(:4)(6; 10)(8: 14)(5: 4)Contrôleur I

DcBA

Consigne

Complétez sur la feuílle annexe no I les relevés des contôleurs en indiquant comment

vous avez procédé.

Ne corrígez éventuellement un nombre que sí vous êtes certains que ce nombre

est enoné.
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- Activité 3
Pour cette activité, vous trâvaillez par gloupe de 4. Voici un tableau où sont consignés

des relevés concemant quâtre automates F, H, I et J. Ces relevés incomplets ont été aussi

faits par les quatre contrôleurs 1,2,3 et 4 .

Consigne:

Complétez les relevés des contrôleurs en iustifiant vos propositions et ne corrigez

éventuellement un nombre que sí vous êtes certaíns que ce nombre est

erronó.
Réalísez une affiche avec le tableau complété, vos remarques et vos argumentalions.

Les affiches des différents goupes permett¡ont de communiquer vos résultâts et

justifications à l'ensemble du groupe.
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(360; 1a0)(210; 1365)( :144)@3 ;28)Contrôleur 4

(60; )( ;507)(35; )(30; )Contrôleur 3

( ;20)(4r; )(25;90)(18; 12)Contrôleur 2

(;)(16; 104)(15 ;54 )(12; 8)Contrôleur I

JIHF



Le saut de n'importe quel automate est-il un
nombre?

on se propose d'étendre I'ensemble des nombres entiers grâce à I'ensemble des sauts;
les règles de comparaison et les règles d'addition définies sur ce nouvel ensemble dewont
fonctionner aussi sur I'ensemble des entiers.

Règles de comparaison

on décide d'adopter Ia règle de comparaison suivanre : s4 est plus grand que sg si pour
un même nombre de sauts l'automate A atteint un entier plus grand que I'entier aneint par
B: cette règle fonctionne bien sur I'ensemble des entiers.

A présent on se propose d'examiner la question suivante:

Peut.on additionner deux sauts ?

Soient deux automates C et D:
C atteint l0 en 12 sauts: son saut Sg peut êrre désigné par (10; l2)
D aneint 3 en 9 sauts: son saur S¡ peut être désigné par (3; 9).

Consigne

vous travaillez par groupe de 4 ou s et vous allez essayer de construire un nouvel
ensemble de nombres.

I )Proposez des règles permettant de déJinir une addition des sauts sc et so. e0 à ts
minutes): ínscrivezJes sur une affíche que vous exposerez au tableau.

2) Prenez connaíssance des autres affiches et des règles proposées.

Essayez de touver des arguments justifiant Ie choix que vous feriez pour une règle
paniculière au niveau de votre groupe.
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Annexe C3d: Vers de nouveaux nombres

Deux questions à propos de la séance précédente.

Un gloupe a proposé de rernplacer'41 plr'40 ou 42. E¡,¡t-ce légitinte ?
Commztú corriger I.e conl.rôleur n"3 ?

Ensemble des couples relatifs à un automate

Détenniner I'ensambl.e de couples rektffi ù I'auknntÍe F, ... à l'automate H.

Comparaison des sauts des autom¡tes

Comparer les saut"s de F et H rì parl.ir de I'en.rentble des cou¡tle.t Ics dërtnitsutt.
Cont¡ta.rer les suut:; ¿l¿s ¿tltþtltltae uluctérisós par la¡' liste¡' suiv¿utte.t :

(4,3) (8,6) (r2. e) (16, 12) (20, is)...
er (3,2) (6,4) (9.6) (12, 8) (15,10) ...

Les sauts de certains âutomâtes sollt des entiers

Lesc¡uels ?

Peut.on additionner deux sauts ?

On se propose d'étendle I'eusemble des nourhle.s enticls grâce ù I'enser¡ble cles sauts, les
Ègles de comparaison f onotionncnt.
Peuton définir des règ,les d'udditit¡tt sur ce ru¡utel en¡'e ntl¡le.
Soient deux automates C et D:

C atteint 10 en l2 siluLs: son saut S(-. peut êtrc désigné par (10; l2).
D atteint 3 en 9 sanls: son slut S¡¡ peut êtrc cìésigné par (3; 9).

Consigne
Vou,t travaill.ez.lru' grutpe de 4 ou 5 et w¡u.l ulla?. essuvar de ultstntire tm notwel
etts em.ble de n ontbr e s.

1) Proposez.des r¿'g1.6 tr)(nncltunt le ¿léÍinir une ddirion ¿(s.tüLtÍ.\ Sget S¡¡ ù purtir ¿e Ia
li,tte des cottpl.es l.es curtct¿ri:to,lt :(,t'os propo,ritiorr,t seront in:;<t'ites tnr.fiu'at ù m6urc au
tableau.).

2) Prenez connai.tsance des uutre,s règla.r proposécs.
Essayez de txnner des arguntents .ju,rtifiult Ie choi.r ou Ie re.iet tpa vous .fÞriet.ltour une
règ,le porticu.liàr'e uu. nívent de vote ¿roupt'.
Râalisezune t.fJÌche pour Ir mise (n contutil,t.
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Annexe C3e: LE TIREUR D'ÉLITE

un réseau à maille carré est consrruit à partir de deux axes gradués régulièrement
uniquement par les entiers natu¡els à partir d'un même point o de coordonnées (o, o).
on considère un næud N de ce réseau repéré par les nombres x et y coordonnées de ce

point, par exemple le point (3 l, 19). A chaque point peur être associée une fraction r
x

Le jeu consiste à viser un point N (x , y) à partir du poinr o. on appelle angle de tir le
rationnel associé à la fraction ¿. Par exemple I'angle de tir correspondant au point N est

x
1ô )1

le rationnel ff. L'angle de tir du point P (29 , 2l) est $ etl'éczrl.entre les deux angles

. 21 19 100
de tlr est de 29 31 899

Première situation (mise en place)

vous disposez d'une portion d'un réseau que nous appelerons rectangle MAOB (le point
de coordonnées maximum M (63, 40) se pdene sur les axes en A et B).
Un point Z de ce rectangle, correspondant à un rationnel est choisi par I'animateur.
II s'agit de trouver en un temps déterminé un point S (p , q) différent de Z dans le
rectangle MAOB tel que I'angle de tir du point s soit le plus proche possible de I'angle de
tir du point Z.

Gagne celui dont l'écart entre les deux angles de rir est le plus faible.
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Deuxième situation

Vous allez "jouer" par groupe de quare. Vous allezjouer deux contre deux, mais en étant

coopérants.

L'animateur va fournir à chaque binôme A et B d'un même groupe un rationnel que

I'autre binôme ne connaît pas. Les râtionnels proposés sont plus petits que l.
Le rationnel est donné sous la forme d'une fraction I avec y < x t correspondant à un

x

point (x, y ). Anention, cet¡e fois le quadrillage n'est pas limité.

Le binôme A devra a¡river à encadrer le rationnel du binôme B (et de même le binôme B

celui de A) par deux rationnels tels que l'écan entre eux soit le plus petit possible.

Pour cela, à I'aide de messages écrits, chaque binôme proposera altemativement à I'auüe

binôme un couple de rationnels en lui demandant si le rationnel cherché est "entre" les

deux rationnels proposés et en indiquant l'écart correspondant.

Par exemple, il peut lui demander si le rationnel qu'ils recherchent est enre # " i ,

l'écart proposé sera alors ¿" *.
899

Les réponses se font par oui ou par non.

Si la réponse à la question précédente est oui on pourra dire que l'angle de tir

correspondant au rationnel cherché est à I'intérieur du faisceau ON, OM

o | 2 3. J 6 7 a 
'ro¡t1213¡art16r

l,e problème est donc de trouver le faisceau le plus petit.

La durée du jeu est limitée dans le temps (par exemple 30 minutes).

Au bout de ce laps de temps, le groupe gagnant de 4 personnes sera celui dont la somme

du dernier écan du binôme A et du dernirer écart du binôme B est Ia plus faible.
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ANNEXE C3f

SCHÉMA DE STRUCTURATION DU MILIEU DE
C. MARGOLINASl

Comme dans le schéma de Brousseau, on a toujours Mn+l=Sn, le niveau n est donc

dans le n+l "d on a Sn= Pn 2

Commentaire:

. Ie qualifie ici de "sur-didacrique" les niveaux positifs, plutôt que de "méta-

didacdque" qui aurait pu êne proposé. En effet, pou¡ rout niveau n, le niveau n+l est

méta (méta (n) = n+l), si l'on considère que: <l'on adjoint ce préfixe à des activités
cognitives pour nommer la forme que revêtent ces activirés lorsqu'elles se prennent elles-

mêmes pour objs¡3r, ce qui est tès exactement le cas.

ll-e schéma présenté ci-dessous correspond à celui de Margolinas 1993b.
2Plus exactement, la situation Sn correspond aux mpports entre Mn, En, Pn.

3BOUTFFARTTGUE Jean et DELRIEU Anne-Ma¡ie, |98l,Trésors des racines grecques,

ed Belin, p. 72.
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E-1:

E-app¡enant

M-1:

M-de référence

SO:

situation didactiqueProfesseur

P0lEO:

Elève

MO:

M-d'apprentissage

S1:

situation de oroietP-proieteur

P1Ë1:

E-réflexifMdidactique
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S2:

situation de constructionP-constructeur
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situation noosphérienneP-noosphérien
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1

2
3
4
5
6
7
8
9

l0ll
l2
l3
l4
15
l6
t7
l8
t9
20
2l
22
23
24
25
26
27
28
29
30
3l
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4t
42
43
44
45

Annexe C3g : Groupe no4 (première partie automates)

E : j'ai compris taméthode, mais je n'arrive pas à I'appliquer.
E : vous avezgardé le 28 vous, dans l'activité 2. - -

E : vous voulez revoir I'activité 2, parce que les autres ça va quoi.
E : il y a ça, là l0 en 14 sauts.
E : nous on a pris 7 en fait sur la graduation en considérant que une unité, ça passait par
deux sauts, donc on a pris 7.
E : les autres, on a fait par tâtonnement.
E : nous, on a fait le contraire, on a multiplié par 2, mais ça revient au même. C'est pareil
que vous, on a multiplié I échelle par 2.
E : eux, c'est ça qu'ils ont muldplié par deux et nous, c'est les sauts.
E : et les premiers, vous les avez fait au pif?
E : non pareil avec les échelles, on ne peut pas faire aurement.
E : bon on fait I'activité 2, comment vous avez fait?
E : ben, moi audébut,.je faisais en additionnant, et après en multipliant et en divisant,
quoi, avec la calculatrice.
E : en fait, vous trouvez quoi?

F i(5,1), Ql,2q,@0,32). (120, e6), (8,r4), (32,s6), (40,70), (48, 84), (6,10), (12,
20), (18, 30), (24,4s), (3,4), (6, 8), (12, 16) er (24,32).
E : tu as mis (24, 32), il n'est pas bon.
E : et le demier tu as mis combien, on peut aussi avec 21.
E : non tu ne peux pas, il faut changer, c'est (24, 60).
E : oui, ou (18,42).
E : au lieu dechangerle 24 en32,j'u changé en 24,24(inaudible).
E : en fait, il n'y a pas le même rapport entre les deux.
E : et si c'est ça 24, 32.
E : moi, j'ai mis (4, 4), (6, 6), (r2, t2), (24,24).
E : oh joli, oui, oui.
E : oui, mais là ça dépend si tu considères qu'il...
E : ben là, c'est pareil, il arrive à 4 en 4 sauts.
E : oui, parce que toi, tu rectifies aussi là, à la fin pareil.
E : il y a plusieurs solutions en fait.
E : 21 était considéré comme multiplié par...
E : tu n'as rien changé d'autre?
E : si, j'ai mis celui-là, 25, 52, mais 52, ce n'est pas juste.
E : tu n'en as changé aucun pour le C.
E : j'ai multiplié par 3,5, ça fait 21.
E: oui.
E : et 15 multiplié par 3,5 ça fait 52,5 je crois...
E : j'avais mis 52, parce qu'on pouvais dire que c'était un peu...
E : oh non, ce sont des entiers.
E : d'accord.
E : le coefficient de conélation, il n'a pas besoin d'êre entier, mais les nombres là
doivent être entiers.
E : on est d'acco¡d?
E : le tableau de l'activité 3.
E3 : si tu fais par proportionnalité par règle de nois, regarde...
E12 : oui, ce que tu peux faire à partir de 12, comme ru passes à 18, eh bien 12 tu le
divises par 2 et tu multiplies par 3, il faut fai¡e deux opérations successives.
E5 : et là ça donne 12?

E12 : oui, parce que 8 divisé par 2, çadonne 4 et multiplié par 3, ça donne 12.
E9 : nl essayes de voir comment tu peux passer de I'un à I'autre?
E12 : oui, avec deux opérations, avec deux opérations, ça marche en général.
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53
54
55
56
57
58
59
60
6l
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67
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69
70
7r
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8l
82
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84
85
86
87
88
89
90
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100
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Annexe C39 : Groupe n04 (première partie automates)

E5 : oh là là!
P. passe en renversant le micro
E : oh là là ça déménage!
E : ça n'existe pas les micros sans fil! etc.. ..
E5 : donc là, c'est faux le 30.
E12 : mais si pour passer par exemple de là à là lil montre les nombres 12 et 30].

E9 : ah, mais tu repars du 12.

Ei2 : ben oui, tu reprends la même méthode, mais tu changes les chiffres chaque fois de

t2 à30.
E5 : mais, j'ai fait de 18 à 30, divisé par 2 et multiplié par 3.

E9 : mais, ce nbst pas un coefficient de proponionnalité?
E5 : mais ton coefficient, il sera propre à chaque doublet¡e, comment tu veux passer de là

à là et de là à là, tu n'as qu'une possibilité.
E, : c'est plus une,,.
E : si c'est une proportionnalité, puisque tu en as un là.
E : oui, mais tu procèdes de 2 en 2.

E : ben oui, de tôute façon, c'est obligé, quand tu as un coefticient. ' '
E : je crois que c'est faux ça.
E : ben oui, écoute.
E : ça doit rester le même sur toute la colonne'
E : óui, c'est comme si tu changeais, tu changes de sauts.

E : voilà.
E : mais ce n'est pas par rapport à ça.
E : il faut que ceioitìoujoûis un dêmi ou toujours trois demis.
E : mais co'mment tu peüx passer alors? parcè que là, ils ne disent pas qu'ils sont à

intervalles réguliers.
E : oui, mais il est bidon ce tableau! (rires)
là P. oui vient d'arriver)
È , es¡'-ce que notre robot, il fait toujours les mêmes sauts'

E : non, ce n'est pas ça.
P,: le robot, c'est le robot.. .

E : tu vois, il est rég1é pour faire tant de sauts et. ..
E : mais ça, cela nðreri-ret pas en question ça, la question c'est: est-ce que lesquatre

contrôlelirs sont à des distänces pioportionnelles les uns des autres, on ne sait pas

exactement.
P.: effecrtvement, íIs sont dans des zones le long de la pßte_et effectiveûtent celui là il est

auxZnvirons de. . . par exemple là, il estime qu'íl passe en 25 en 90 sauts.

E: donc il est à 25
P.: aux environs de...
E : c'est sênant de Ie Prend¡e.. .

gS , C" tñ. gêne de cÉanger de coefficient, c'est gênant de faire un coeflicient là, un autre

là...
È3 : oui, mais ça marche à ¡ous les coups aussi, si tu prends la proportionnalité avec un

produit en croix.
ij5 : ça ma gêne qubn change de coefficient parce qu'on dirait que le robot n'est plus

régulier.
Ej : mais ça ne remet pas en cause le robot.
Pi ton idé|, toí, c'est que le contrôleur, il est touiours aumême endroít?, le contrôleur est

atu envírons de 18.
É, eil" n"ut uue" une méthode comme ça passer de I'un à l'aure et de celui-là à celui là.

E : je voudrais toujours rester à la même chose.
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Annexe C3g : Groupe no4 (première partie automates)

E : mais les contrôleurs ne sont pas forcément au même end¡oit, il y en a un qui peut être
là, I'autre là, l'aure effecdvemeñt êre là et le quarrième, il peut êné là. '
E : oui, mais pourquoi ça marchair dans I'aureìas, de là à là.
E : quand tu fais la règle de trois, cela marche.
E : mais pourquoi cela.ma¡chait ici, on avait un coefficient de proponionnalité.
E : ça va, si tu prends la proponionnalité avec un produit en cioii.
P: ma.is entre quai et quoi? tu as le même cofficient d.e proportionnalité?
effectivement , il y.en a un qui est cofficient de proporiionnalité, éventuellement, mais ça
aepena, enûe quot et quatl
E : mais il change ton coefficient.
P.: qu'est-ce qui change d'après toi?
E12 : moi, je fais avec le rapport comme ça, comme on passait de 5 à 25, après on fait la
même recette sur le nombre 4 et on essaie d'obtenir I'aut¡e.
E3 : je suis partie avec l'idée . ..
812 : on cherche un multiplicateui commun.
E : oui, voilà, i.l est clair que tu ne peux pas passer de celui là à celui là avec une méthode
et passer de celuilà à celuilà avec la mêmeiecette, à chaque fois, il faut trouver aure
chose pour passer de celui:là à celui:là.
E i oui, mais moi, à chaque fois, je reprenais du haur.
E : moi aussi.
E : d'accord, mais même en reprenant du haut, tu ne peux pas avec une seule méthode
passer là, tu^obtiend¡as à chaque fois le même chiffré si tu multiplie 5 par 4, tu ne peux
obtenirque 25 par exemple, mais tu ne pourras pas obtenir 40 avec le inêmê nomblre ¿.
P.: autant prendre 5
E : 5 oui, mais après
P., * 1.ò 25, tu multþlíes par 5 et après eÍectivement, ce qu,il dit, c,est que c'6t pas en
multþliant par 5, mais ce n'est pas ça qu'ellefaisait, elle enieprenait un autre.
E : oui, maisje repartais toujours du hãut.
E mais ça revient au même puisque tu changeais le coefficient.
P.: ouí, c'est la même mëthode, vous êtes daccord.
E-: pour passer de là à là, tu ne multipliais pas par le même nombre que pour passer de là
à là.
E : on change de coefficient pourquoi, parce qu'il n'est pas à la même hauteur?
E : parce qu'ils ne sonr pas placés ãu même e¡idroit.
E : un conrôleur peut être à 4 carreaux et puis il peut aller à l0 mères de 4 ca¡reaux
E : oui, c'est la position des contrôleurs. 

-

P.: ouí, la position des,contôleurs n'est pas régulièrement réparîie. Maß enfaít, a as
bien changé, puisque là, tu avaís propoié. -

E5 : mais ça me semble plus régulier, tandis que là, ça a I'air waiment de petits calculs. . .

E12 : mais ça revient exactement au même, la règle de rois...
E9 : on dirait waiment que c'est de la cuisine...
E12 : la règle de trois, c'est aussi une autre recette de cuisine.
E5 : oui deux opérations quoi, pour moi, c'es¡ moins régulier.
E12 : c'est pareil que la règle de trois, sauf que ça donne du sens, c'est tout.
E5 : mais moi, je ne faisais pas la règle de trois, je faisais rien.
P.: ffictivement, ce qu'elle te dit, c'est que Iò il y a un muhiplicateur entíer, lò, c,est
mubiplié par 5, lò multiplié par 8.
E : bon d'accord, mais comment elle fait pour passer de là à là?
E : bon d'accord, je comprends que tu ne puisses pas le faire et que tu cherches une
méthode_ pour.essayer de passer de celui:là à celui:là, mais ça fait cuisine
P..: ça a l'air de cuisine, mais justement qu'est-ce qui différdncie, parce que toi tout à
I'heure a as dit quelquc chose quí me paraît important.

367

146
147
148
149
150
151
152
153
t54
155

Amexe au Chapirre C3 ; Croupe 4 - séance du29 103 I 93



156
r57
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159
160
161
t62
t63
164
165
t66
r67
r68
t69
t70
t7t
172
t73
174
175
176
177
178
r79
180
18r
r82
183
184
185
186
t87
r88
189
190
r91
192
t93
r94

Annexe C39 : Groupe no4 (première pârtie automates)

E:parcequandieprendscelui:làetquejeledivisepar5,jetrouvetoutdesuite le
coeificieni et toút de suite, je remultiþlie I'autre par Ie même coefficient .

P.: effectivement.
E : là tu peux le faire mais tu n'auras pas un entier,.c'est.tout.
P.: Ià, u'disaís que tu te servais touiours du contrôleur du haut et est:ce que tuvois
pourqwi tu ne peux pas.
E : párce qu'ils ne sont pas à intervalles réguliers, les contrôleurs.
P.: mais k'i non plus , ils- n'étaient pas ò íntenalles réguliers puisque là, il y avait 5 . . .

E : oui, ils n'étaient.
P.; effectivemenr, tà, il y a des muhiples et lò il n'y a p-øs tout òfait des mrthíples.-Bon

ben åtvancez. Alors toi,-ru es gênée þar cette cuisine effectivenwnt; Qu'est:ce qu'elle
pennet cette cuisine? de divíser par delu d'abord?
E : c'est d'arriver à un multiple.
E12 : ben si tu veux, on obtiènt le plus petit possible, si tu divises par deux' ça te fait (6'

4), on pcut même obtenir plus petit, c'est (3, 2), si tu divises encore P{ deux' à partir de

lá, tu pèux obtenir tous les autrès, c'est plus facile: là-tu multiplies par 6' là par 10'

E9 : eir fin de compte, on va chercher à chaque coup le plus petit'

El2 : oui, on peut faire comme ç4, on cherche le plus petit possible.

E9 : mais c'est plus facile.
P.; à ce moment là, peut:êne, cette petite cuísine.
E : oui, on voit mieìx, ça ne fait qû'une opération au lieu d'en faire deux., d'accord.
E : ben voila oui.
E : je n'ai pas suivi là.
E : äu lieuie faire deux opérations, on réduit celui là au plus petit possible, tu- peux

diviser par quatre, ça fait 3, et là ça fait 2, cela fait qu'après, tu peux les obtenir tous.

E : d'acco¡d oui..
E : oui, c'est mieux.
(ils cherchent à appliquer cette méthode aux autres automates).

E : mais le deuxième, tu ne Peux Pas.
Ë : il faut toujours diviser par le même nombre pour Eouver le plus petit?

E : oui, mais à partir de lui là tu peux.
E: pardeux...
E : non, par deux, tu ne peux pas.

E ; par 5 alors, non par 3 alors.
E : oui, par trois.
E : tu remplis le premier.
E9 : oui, avec cette méthode, on passe par le plus petit possible.

E5 : je préfère.
E12: oui, mais ça revient au même.
E9 : on cherche un muiuple commun?
812 : on cherche le plus gros diviseur commun aux deux'

E : voilà.
E : et tu peux diviser?
E : ben çã on pourra le limiter au maximum pour obtenir ça.
E : maii celui'-là je fais d'abord divisé par 2 þuis par 5?, il faut toujours que je divise des

deux côtés par la même chose.
E : oui, voilà.
E : et après tu mets quoi?
(calcul'à panir du cóuple (420,2730) puis du couple (360, 140)'
È : c'est tjon tu l'as? tú peux encore av-oir plus simple.
E : et pour celui là, tu trouves 18, 7 (il s'agit du couple (3ó0' i40).
E : oui, tu vois, celui-là, il te pose problème.
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Annexe C3g : Groupe no4 (première partie automates)

E: oui.
E : c'est bon I'autre (il s'agit de I'automate H).
E : oui, 35,136 et 40,144.
F_: Ie dernier, parce qu'on est pas tous d'accord, combien tu trouves? 18, 7, oui ça fait
blocage.
E : oui, il faut changer.
E : nous on a changé directement celui:là, on a mis 350, après c'est possible, mais ça fait
un gros changement quoi.
E : ce n'est pas du tout, du tout possible?
E : si tu gardes 18, 7, ça te fait changer deux rrucs, le 60 et le 20.
E : oui, là, tu n'en changes qu'un.
E : pourquoi tu ne peux pas faire ça.
E : parce que tu changes deux trucs et tu es assez éloigné.
E : et vous avez pris quoi alors?
E: 350, 140.
E : et ça marche?
E : comment vous avez fait pour trouver 350.
E : pour passer le ]!p an, il faut diviser par 7, il faut que l'aune soit divisible par 7 et
le plus proche de 360, c'est 350.
E : ben tu sais, 350, ça fait 10, 72 çafait 12 d'écart, oui, I'avantage pour vous, c'est
qu'après tu ne changes plus quoi.
E : oui, là, on pourrait faire de plusieurs façons différentes.
E : oui, tu vois ce que je veux dire.
E : oui, mais comme celui là, il est loin, on peut supposer qu'il a plus de chance de se
tromper que ceux qui sont près.
E : oui (sceptique).
E : tu vqrassur le premigr tableau, il n'y a que ceux qui sont loin qui se sont trompés
E : oui, bon ben on a fini.
Nous allons rend¡e I'antenne, à vous les studios de Cognac-Jay.
Rédaction de I'affiche.
Fin du travail de groupe.
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Annexe C3h: Analyse des autres travaux de groupes (groupes 1,31 5)

Groupe I

Mise en évidence de couples de

référence (sans que ce soient les couples

générateurs)

(3 .4)24GenCenElr
NRNRGenResEx
NR24GenResElo

(3 .4\2lGenResEl
(,4)*24GenResEtd

2 ème tableau (par proupe)1 er tableauExo2Exo 1

Argument final:
Pour F, deux méthodes pour un même résultat:
. soit dans la première colonne, on ajoute 6 et dans la deuxième 4,
. soit on trouve la référence inférieure minimale, le multiple de base (6, 4) et on
multiplie par 2,3,6,7.

Analyse du déroulement du travail de groupe

Il s'agit de cinq étudiants dont quatre sont entrés dans le problème par la procédure Res.

Une longue discussion va avoir lieu à propos du premier tableau, certains n'ayant pas

trouvé les mêmes résultats. L'accord se fait au sein du groupe pou¡ déduire les éléments

manquants à partk du premier couple, ce qui ne pose pas de problèmes pour A, B, C.

On retrouve dans ce groupe deux méthodes s'appuyant sur les deux raisonnements:

. I'un utilisant I'addition réitêrée, ce qui conduira d'ailleurs plus tard I'un des étudiants

promoteur de cette méthode à rajouter un élément quand il examine par la suite des

positions occupées par I'automate F,
. I'aut¡e reposant sur le modèle linéaire et I'utilisation des multiples.

La proximité des méthodes n'apparaît pas d'emblée à l'ensemble du groupe comme en

témoigne une longue discussion à propos du couple (43,28) (dernier couple de

I'automate F) que les uns ont remplacé par (42,28) et les autres par (42, 32) (les

étudiants ayant raisonné par addition s'étant trompés dans le calcul).

Ceci les amène d'ailleurs à s'interroger sur la validité de leu¡ méthode:

- et on n'a pas le droit de faire par addition?

- si.

- mais on n'anive pas aux mêmes résullats.

- non, deux méthodes diffórentes dewaient arriver au même résulmt.

- il y a quelque chose qui cloche quelque part.

* couple ( ,4) banó
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La mise en conespondance élément par élément et le rajout d'un couple supplémentaire

(24; l8) leur permet de corriger leur erreur.

L'addition réité¡ée empêche ces derniers de voir que I'automate peut passer par des points

antérieurs aux premiers donnés et d'imaginer que I'on puisse avoir des renseignements

sur un couple situé antérieurement au premier de chaque colonne.

La solution apportée par l'étudiant E g à propos de I'automate D (diviser par 2 à panir de

32 plusieun fois) permet aux autres d'envisager des points antérieurs au plemier proposé

dans le tableau.

La compréhension de cette méthode va leur penneltre de lever la difficulté à concevoir

I'existence d'un couple antérieul de base et ce sont eux qui vont déterminer les éléments

manquants pour I'automate H.

Groupe 3

Argument final: seul figure le rexte suivanr (la colonne J n',est pas remplie) qui naduit

le perplexité du groupe relativement aux relevés concemant I'automate I.
J: si on considère 360 et 60 "justes", on a 6x60 = 360, mais 140 n'est pas

divisible par 6. Si on considère 140 et 20 "justes", on a 7x20 = 140' mais 360

n'est pas divisible Par 7.

Analyse du déroulement du travail de groupe

L,étudiant E 1 s'esr servi du coefficient de proportionnaUte ] Aans le premier tableau4-
pour trouver 40 (deuxième élément du troisième couple pour I'automate A), mais,

udlisant le même coefficient pour le premier élément du deuxième couple du même

automate, cela le conduit à remplacer 19 pat 31,25,ce qui est fortement contesté pal les

autres. Cette méthode se trouve alors disqualifiée et c'est le raisonnement utilisé par E 4

pour rrouver le couple (3,4) (diviser successivement 24 parZ trois fois de suite) qui les

amène à rechercher des décompositions possibles des différents termes du tableau.

C'est ce que rappelle le rapponeur E t au cours de la mjse en colnmun:

P: (4, 26) vous I'avez t¡ouvé comment?

- ben (rires), quand on est anivees à 44 et 186, on avair 1 1 fois 4 d'un côté et I 1 fois 26 de I'aure

etj'ai repris le 4 e¡le26.
P: oui, mais le 26 comment tu I'as trouvé?
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Décomposition de chaque couple

en un produit de la forme (xXa, yXb)

de telle sorte que a et b apparaissent

dans chaque terme de la colonne.t3.4)2lGenGenE4

ß,43,4)21GenGenEl
NRNRReslFlimulentResErn

NRNRGenGenErn

2 ème tableau (par groupe)1 er tableauExo 2Exo I



- parce que 884, ça faisair 34 fois 26.
P: : ah oui!, c'était en dêcomposant?

- On a tâtonné quoi et on vu que ça marchait. On n,a pas vrâ¡ment de méthode.
P: mais vous avez véri{ìé que 26 marchaitpour 42.A et2)130 quand même?

- on a vu que 2730, céøit 105 fois 26.

P: est ce que vous vous êtes servi pour choisir 26. -.

- on s'est servi du 420 etdo,2730.
P: ou de 884 non? c'est de 420 et de 2730?

- on a remarqué que 44, c'est 4 fois 11, non on n'a pas vraiment de méthode.

ce qui caractérise le compte rendu du groupe et que I'on trouve dans le protocole de
dépouillement du t¡avail proprement dit, c'est I'expression que nous avons soutignée
précédemment et qui ¡evient cinq fois dans les propos du rapporteur "on n'avait pas de

méthode". Deux extraits du travail de groupe soulignent ce souci de trouver ce que nous

appelons une technique:

Extra¡t I
- il faut trouver une méthode pour justifier, on avait 5 ea 4 er l2O et 96. Moi, ce que j ai

fait: est-ce qu'on peur lrouver 5 et 4 avec 120 et 96? on voit que si on fait 24 fois 5 on trouve
l2O eaU fois 4, on rrouve 96, après j'en ai dédùit que 5 et 4, c'érait bon après, tu gardes ton 5 er
ton 4 et après chaque nombre tu le multiplies.
- Moi, j'ai pas fail ça, j'ai dir en quaúe sauß, on arrive à 5, donc on a passé pa¡ 514, on a
muldplié 4 par 5/4 , donc 96 par 514 ç fa¡ tzl. Là, il faltair que je fasse 25 divisé par 514, o¡ j,ei
fait multiplié, c'esr pour ça quej'ai rrouvé 3 1,25 au lieu de 20.
- Enfin, c'est dur de trouver une technique, en fait c'est des tâtonnemenß.
Extrait 2

- Moi,je serais curieuse de savoir si avec la méthode qui utilise les coefficients, on pouvait
être sûr de arouver les résultats.

En fait, ce qui gêne ces érudiants, ce n'est pas rant l'absence de méthode, puisqu'ils en

ont une, mais bien plutôt de ne pas comprendre exactemen¡ pourquoi cela les conduit au

résultat. Ils ont donc besoin d'un savoir mathématique explicatif. En ce sens la phase

collective, par I'intervention de groupes (groupe 4 et groupe 2), ayant mis en évidence les

éléments générateurs et le moyen de les obteni¡, leur foumira la technologie nécessaire à

la compréhension de leur mérhode. L'étudiant E1 nous déclarera d'ailleurs la semaine

suivante, après un t¡avail sur un exe¡cice du même type, avoir compris les raisons
justiñant la reche¡che du PGCD des termes de certains couples figurant dans le tableau.

Groupe 5
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Mise en évidence de couples de

référence dans les colonnes F et H.

Utilisation d'un coeffìcient de

Droportionnalité pour I.(3.4)2lGen/Frocroix*ResE,A

(3.4\24Res/FlimulentResE,,I

NRNRResÆlimulentResErq

NR24GenResElr
2 ème tableau (par groupe)I er tableauExo2Exo 1

Argument final:
Il n'y a pas de texte écrit sous le tableau. Dans la colonne F, figure I'indication

multiple de 6, multiple de 4, dans le colonne H multiple de 5, multiple de 18, dans

la colonne I figure le couple (2,13) et I'indication d'un coefficient de
proporrionnalité 6,5 reliant 420 et2730. La colonne J n'est pas remplie: il y figure

I'indication multiple de 6 pour les premiers termes des couples.

Analyse du déroulement du travail de groupe

Les quane étudiants ont utilisé la procédure de base Res dans le premier exercice, que

deux ont abandonnée au profit d'une procédure par calcul (Gen ou produit en croix). Une

longue discussion dans le groupe va porter sur la validité de cette technique et la

justification va en êEe fournie:

- soit par I'utilisation du modèle linéaire:

- ce qu'on peut dire, c'est quc, on ne sait pas si ça provient du dessin, suivant où tu places ton

dessin sur le graphique, ça porte à confusion: si tl¡ ne ['en tiens qu'au graphique, tu peux avoir

effectivement des nuances et s¡ tu passes par une méthode mathémat¡que de calcul'

tu arrives forcémenl à une logique.

- c'est plus fiable que simplement par le graphisme.

- soit pa¡ I'utilisation du produit en croix:
-moi,j'aitrouvóqu'endivisantl0en?partieségales, onaremarquóqu'enTsaus,onarrivaiten

5. euand je divise, je t¡ouve 7 sauts. Donc quand tu fais 14 sauts tu tomberas effectivement sur

10, le double. Si en ? sauts, il anive sur 5, on 14 sauts, il anivera sur 10. C'est logique' Si tu

fais un produit en croix, s'il fait 7 sâuts, il a¡rive sur 5, 14 sauts, il arrivera forcément sur l0 par

un produit en croix. Donc moi, j'ai tfouvé quc tous les 7 sauls, il tombe sur un nombre entier qui

est de 5 en 5.

Nous allons donc t¡ouver ces deux "technologies" mises en ceuvre poul expliquer ]a

technique utilisant les réseaux de parallèles.

* l, est utilisé conjointement avec le produit en croix
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Annexe C3i : Groupe n"2 (première partie automates)

I E.r J'ai pris-ma- gnlle et j'ai vr.r, bon,_ ça, fait rous les multiples de 5, après pour 150, ça2 allait de multipìes de 5, en multiples dé 5. Pour complérer lés tableaux, j'ai rêcherché ûñe3 inconnue avec les produits en croix, par exemple pour (5;4) et ( ;32), õn fait 5x32 et on4 divise par 4.
5 E : (12, 8), donc il en fair 6 en 4.
6 E : il fait même 3 en 2.
7 E: le robot H il fait du 5 en 18, 18 fois 7, ça fait combien?
8 E: 126.

9 Eretdans 144, il nevapas 8 fois?
I 0 E : donc ça fait 40.
I I E : le I, c'est 2 en 20 fois.
1 2 E17 : pour le I, 42 d,ans273?
I 3 E13 : ça, ça ne se divise pas ça, ah là là...
l4 E15 : dans 273,ily va 39, ça fait...
l5 813 : 273par1.
I 6 F.11 : 273 par 7 ça pose quelques problèmes...
I 7 E7 : en tête, tu peux bien metre ce que ru veux.
I q E17 : oui, mais chaque conrrôleur, il a une zone, celui là il fait (12,15), I'autre (lg, 25),
\2 l'aune (30,35), oui, mais celui là, il va jusqu'à 420, il n'est pas bien.
?O E13 : non , mais 39, ça fait 3 fois 13, mais 44, ce n'esr pasin multiple de 3 déjà.
2l E15 : 884 divisé par 13
22 817: onlaissefai¡e?

815 : 68.
E13 : donc 68 fois 3, 204, mais qu'esr-ce qu'on fait du 44? Eh bien 45, ça fait 3 fois
15.
817 : 13 fois 15, ça fait 195.
E : alors le 36etl40?
E : c'est 14.
E ; ça va pas plus loin, on va mettre 19, 7.
E : il va y avoir un problème avec le 60 et le 20.
E : oui, on va êrre emmerdé, le 60, ça va être 57 non, 19 fois 3.
E : oui, c'est ça.
E : (57,21), eh ben en dessous, c'est le même, c'est pas grave.
E : ou alors, il faut prendre celui qui est en dessus, au lieu de (57,21), ru prends juste
celui qui est au dessus.
E: oui,-mais ça fait loin , ça fait 76, d'acco¡d, il a bu mais il est placé avant celui-là
quand même.
E : ben voilà, c'es¡ une affaire qui se conclut.
E : le papier blanc, c'est pour mettre les remarques.
P.: c'est wai, il y a un expen d'expertl
E : j'aime travailler avec eux!
E : ca, c'est le plus petit couple d'entiers.
P.: vous (Nez pu vous menre d'accord avec des explications suffisamment claires?
E: oui!
E : oui, çasertàrien dedirequ'il y aun contrôleur 1,2,3,4.
P.: oui, o-n les a simplement répartis le long de la piste, qu'est-ce qu'il y avait dans votre
question?
E : moi, j'ai utilisé le coefficient de proportionnalité er bien sûr, je trouvais des
contradictions parfois, donc cela ne va pas parce qu'on ne peut pas fai¡e des demi-sauts
ou des trois-quarts de sauts et je me demandais s'il ne pouvait pas y avoir des erreurs
possibles du fait que si l'expert était loin de la ligne d'arrivée, avec la'distance, iI y a une
marge d'erreur possible.
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Annexe C3i : Groupe no2 (première partie automates)

p.: oui, enfait, iI y a une confusíon, vous dites-: plus. ils sont loin, mais-íIs sont loin de

à*¡l bà,ní t;¡á¿râe Ia préseitarion, ils étaient loíns dupoint dc.départ. On peut íntnginer

ia situation où ít y a ui automate qui a un compteur de .sauts, si tu veux et qui est le long

ãti* ¡¡o. Tu vois son compteur', là, chaque fois qu'il faít un saut, il .y a son.compteur
q;i'ã;;;;", dhccird, et apr'ès tu as un contrôleur qui est Ie long Ie pístg, mais la piste,

ô;ãtl ti poþi* transparent, c'est ça la.piste. S'il-y en a un qui est près, il.estprès du

âäori. ít äs por exemple aux enviions [e Ia zone 5, abrs il voít quc lorsquc l'auømate A

;,;t;;, íi ;;;i¿ pile sur 5 quand son compteur affíche,4' Autrement dit, en 4 sauts, il
Lîili, a S. p"* il y ,, u, autre qui est dais cette zone-là, aux envírons de 25, et alors íl
jigi qifi 

"o 
tomber pite sur 25 àu moment du 19 ème saut. Oui, qu'est-ce que tu avaís

comprß?
É-, 

-i;uuais compris que le premier expert, il est là et les autres ils sont de plus en plus

loin.'P*.*..pie s'il'voit qir'il est sur ie 17, en fait' il est sur le l6'
i.-,-'oi¡, ,;àil-Cã. ili òontrôtànt te long de la piste. C'est que, peut-êt¡e, les contrôIeurs, iß

i;r;-;i^-;ri ;"in's attention, iI þeut y- avoir effeuivement des erreurs dans les

estimarions.
ïi"iîii-ri-tn¡rr: tout ò l'heure, ily en avaít certains qui avaient des problèmes en.dßant:
'¡ï 

":rrlií 
¿10 en Ia sauts, i! y a ies gens qui se sont demandé: "mais est-ce qu'il passe

iar 5?". Dans le premier traiail, vous, vous avez dit tous les 5 '
'g : ãu début ie nè comprenais pas pourquoi vous cherchiez (19, 7)'
E ; ;; ;ñ;Ë¿ ie plus ietit multipte et ón est sûr qu'il ne passera que par les multiples de

celui-là..
fr ãn ðft"t"ft" le facteur multiplicateur entre le nombre donné et ce plus petit rapport, non

avec le nombre corresPondant.
Ë , 

-iãuuiJ 
¿.¡t: conñaissant le rapport graduation, nomb¡e de- sauts, je commence par

,éduïr" l",rpporr. C,est le rapport iéduit én fait, non, ce n'est même pas un lapport.

E : on cherche le multiplicateur....
Rédaction de I'affiche.
Fin du navail par groupe.
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Groupe I

Annexe C3j : les travaux des binômes dans la situation
du tireur d'élite

a) Aclívités de groupe: année 92-93

1
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l4d10RomEl
Ca¡ E2

4
100000

I4di0Che / Nlc
bcart obtenuNb. toursStratésiesEtudiants
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Ânnere au Chapitre C3 : Travaux de groupe - Tireur d'élite -

Le deuxième binôme de ce groupe utilise une sraÉgie de dichotomie, mais s'appuyant
sur des connaissances sur les nombres décimaux (division par 2 d'un nombre décimal).

Ils vont tout d'abord demander si le nombre cherché est dans l'intervalle l-1.il. oui, t",
L2' L''

ll 7sT rr 6251
intervalles L;,*1" Lt, jirñl, les conversions nombres décimaux ne se faisant

d'ailleurs pas sans problème. Ce n'est que par la suite, au vu des questions posées par
I'autre binôme qu'ils feront une recherche systématique pour trouver successivement un
encadrement à un cendème près, puis à un millième près.

Ce groupe s'appuie sur le support quadrillage pour visualiser les angles de tir, en
choisissant des points à I'intérieur de I'angle de dr choisi précédemment. Le premier
binôme va faire des choix s'appuyant sur cette visualisation pendant 6 tours avant de
mettre en place une srratégie systématique qui lui permet de s'affranchir du support.
L'aure binôme ayant choisi de rechercher des angles de tir avec les points ayant tous une

même abscisse 50, va t¡ouver un encadrement a l, puis à panir de là trouver des
50''

ll
encadrements a 

-. -Durs 
a

100'200'

Groupe 2

I
1A4Rs76

20d2-Flor/ Læn

1

1n?)19).

20d2uar/ Lau
Ecart obtenuNb. loursStrateslesEtudrants

Ce groupe, qui obtient I'encad¡ement le plus fin en adoptant la stratégie d2 se trouve au
moment de I'interruption du jeu à la limite de calcul possible avec la calculene. Celle-ci ne
peut plus leur donner I'approximation decimale des nombres rationnels qu'ils proposent
comme bomes de leur encad¡ement. Un des binômes nous a déclaré par la suite qu'ils ont
envisagé d'utiliser la stratégie d16, mais que la stratégie d2 leur paraissaît plus sûre du
fait qu'on avait un renseignement déterminant à chaque éupe. Il se¡ait inté¡essant de
poursuiwe le jeu plus longtemps pour voir s'ils allaient changer de stratégie.

Groupe 3

I
400

tztdc - d2 (ó)Chr / Mar

1

115).

12qua - d2 (ó)lvlar / est

Ecart obtenuNb. toufsöEate$esEtudlants

I_ Drec.
400 '



Groupe 4

Groupe 5

Le proupe 4 utilise la même méthode que le groupe précédent, mais n-'arrive pas à se

¿¿tã.t ri ¿u support, ce qui explique le peu dã pelormance des encad¡ements obtenus.

I
lrn

Etdc - a(J)Mur/ Eli

I
12

ðfdcVér / Cla

bcart obtenuNb. toursSEatégresL,tudlants

I
lf)0000

zt)qua - d(2)Béa / Nat

I
100m

z1)qua - d2 (4) - dlO (10)Bla/ Nat
ÈcaÍ oþtenuNb. loursSEatégiesEtudiants

378

Annexe au Chapitrc C3 : Travaux de groupe - Tireur d'élite

Ce groupe étant entré dans le jeu par la pro99d9¡e d.e ba¡e v-a rapidement I'abandonner au

pioFrt aó suategie de dichotoräie 6asée sir I'utitisation des fractions décimales et devient
vite performant.



Groupe I

Groupe 2

Groupe 3

Groupe 4

Groupe 5

b) Aclívités de groupe: année 93-94
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I
20000

l5d10¡qnn /uel

4
lffXvx)

t5d10l-¿u / Kar ()
Eca¡t obtenuNb. tou¡ssratéslesEtudiants

I
128

EdzSan/ Cla

2

100

Iqua - dZ (2) - dt0 (4)vanl ¡/lag
Ecart obtenuNb. toursSratésiesEtudiants

I
r0000

l3qua - dl0 (J)Mar/Þãb

5

r00000

l3dtoMar/Ste
Ecart obtenuNb, toursStratésiesHtucuants

2
10rn0

IJd2 - d10 (3)Mar
Mag

Kry

I
rrno

l3d2 - dr1 Q)Uar / Kar
Emm

Ecart oþtenuNb. toursStratéslesEtudiants

I
l00fxn0

23d10Gio/Phil/ Dor

1

t0fn000

23d10Hel Kry
Mag

.Ecart obtenuNb. toursSEatésiesEtudiants





Annexe C3k : Travait du binôme El I E2 (tireur d,étite)

El - Il faut cerner en fait.les points qui sont compris dans ce domainelà. Là on a fait 0,5
et I donc c'est compris, doni on essãie de faire 0,5 et 0,75, on essaie de parrager en
deux le domaine.
E2 - en deux, il vaut mieux.
9l -.dol" l/2 et1,75, ça fait quoi, ça? Comment on fait pour le Íouver en fraction?
E2- þetitrire).
El - corffnent on fait ?
E2 - 75 dixièmes ? et si on prenait 2/3?
(El s'adressa:rt à un membre d'un aure groupe):- un nomb¡e à virgule, comment on fait
pour le transformer en fraction ?
autre étudiante - transformer quoi ?
El - un nombre à virgule en fraction.
autre étudiante - 0, 2 ça fait 2 dixièmes.
E2 - 75 dixièmes.
El - non,75 centièmes.
E2 - oui, (rire).
El - et l'écan, c'est 25 cenrièmes.
(réception du message).
El - donc c'est compris entre 0,5 et 0,75.
E2 - on divise encore par 2 I'intervalle, 15 divisé par 2, ça fait 7,5, plus 0, ...
El - ça ne marche pas, réfléchis!
E2 - on putage I'intervalle en 2 entre 0,5 et 0,75, l'écart, cela fait 15, donc 7,5.
El - l'écart, c'est 0,25, donc divisé par 2, cela fait 0,12.
E2 - donc çafait0,62. Cela fait 1/2 et 625 divisé par 1000 et l'écan est de 0,125, 125
divisé par 1000.
El - ça peut êne de I'auue côté.
Elles reçoivent le message.
E2 - alors, c'est bon ?
El - oui.
E2 - on divise pot 2 encore,O,S er 0,625; ça fait quoi comme écarr.
P. (à la classe eûtière): ju.ste une seconde, il y a un élément que je n'ai pas donné. A la
fin, on_va s'arrêter dans quelque temps, on regardera, panii tous les froupes, on
regardera ceux qui sont arrivé.s au t¡r le plus précis. Il y a un challenge intergroupe, si
vous voulez, on regardera quel est le groupe qui est arrivé ò ffiner ion tir le plus
possible.Vous avez donc intérêt àjouer sur la rapidité des calculs.
E2 - nous, on est mal parti (rires).
(à lhutre binôme):
E2 - anends, on a même pas fini de réfléchir.
El - c'est compris entre... il faut prendre la borne inférieure 0,56.
P.: s'ils ont di¡ oui là et non là, qu'est-ce que vous pouvez en déduire ?
El - en fait il y a deux chiffres après la virgule, on esr sûr que c'esr Ià dedans.
E2 - non, tu remets 1/2.
El - non, je ne remets pas 1/2, je remets 56 quoi, tu es d'accord ?
E2 - attends, attends, moi je crois qu'on peut proposer entre 60 et 61, donc l'écart, c'est
l/100.
El - allez, c'est bon, on partage encore en deux, on est à 60 pour la bome inférieure et
pour la bome supérieure ? 605 ?
E2 - qu'est-ce que tu fais ?

E I - tu es d'accord? entre 600 et 605 ?

El - donc, c'est entre 605 et 61.
El - tu es d'accord, on le divise en 2 encore? Ca fait 0,607.
(allez dépêchez-vous )
E2 - Anends, attends, il faut êrre sûr ?
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(mais de quoi doutez-vous?) (rires)
È.: ca y esì, ça accélère un peu | (rires) alors là' vous semblez tenir une précision.

E1 - là, c'est bon.
E2 -lal, ça va mieux.
(elles répóndent vite mais c'est pour poser les questions)

Èt - oui, mais on réfléchit pas bìen. Laisse tomber qu'on aille doucement !

E2 - attends, c'est non, doñc c'est supérieur à 607.
El - d'accord oui..
E2 - 609 par exemple on met...
El - Attends, là, c'était compris entre ça et ç4.
E2 - 609 on peut metre ou 61?
El - tu pouriais reprendre, oui, mais enfin, tu vois ce qu'ils font eux, ils rajoutent à

chaque fois leur chiffre derrière.
E2 - mais là ce n'est pas bon.
El - en fin de compté, nous on essaie de s'approcher par tâtonnement et tu vois ce que je
veux dire et on se plante.
E2 - C'est pas parìâtonnement, ce n'est pas là-dedans, donc c'est après.

El - tu voia ilslemontent d'une unité à chaque fois.
E2 - on fait comment alors?
Bt - U"n 0,607 c'est ça et 0, 609 et ils nous ont dit non, alors regarde tout ce qu'on a

comme "non", alors que là on avait 0,60'..
E2 - mais, oui, mais eìre 60 et 61, 60,5 ; 60,6 c'est forcément enre...
Bi - non, ôn aþroposé ça, en fin de compte, il aurait plutôt fallu proposer, remetge des

chiffres après.
fi - i¿ on'sait que ce n'est pas cornpris dedans, donc c'est forcément supérieur à 0,609

c'est forcément compris entre 609 et 610.
E1 - oui, mais on s'égare, parce qu'on avait bien cem-é entre ça et ça.
E2 - oui, mais c'est iñrpréóis, il fáut un troisième chiffre.
El - mais pourquoi avõir mis toujours ce chiffre 5. 

.

si - ;âi. iton dn a mis d'abord 60 c'est 600, ça revient à la même chose. Après 605' on

nous a dit non, donc on monte plus haut, enrê 605 et 607, on nous a dit non, donc on

rnìntè pfus haut 607 et 609, on nous a dit non, donc c'est encore plus haut. Tu ne c¡ois
pas ? moi je proposerais 61 '
El - 0,61, c'est ça que tu dis ?

ËZ - nån j'u.tiudpaä à rajouter un autre chiffre, puisque c'est entre çà (0'609) et çà
(0,61).
P. : On peut arrêter là. . .

P.: Esi-ce qu'onpeut stopper les activités d9 qro.uPe.-.
(si c'est oas bon,"c'est que-vous nous avez donné une fausse information)
Èi - ¿;;'t bon, cêlui-là, il est supérieur à celui qu'on a nous, donc forcément il n'est pas

bon.
E2 - le nombre qu'on a nous, si vous mettez <.-

E2 - c'est un chifire à virgule qui se termine, celui que tu as calculé!
Ëi - non ça ne se terminãpas,ie n'est pas possible que ça se termine, je mettais les

chiffres qu'il y avait derrière.
(intervention de P.)
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Ce qui 
-m'a 

dérangé dans les exercices, c'est que j'ai beaucoup de mal à voir ce que sont
ces chiffres après la virgule.

P:Ton problème, ce sont les chffies après lavirgule?

Oui, c'est waimenl un problème. J'ai eu un petir peu le déclic, c'esr avec le tireur d'élite,
quqn{ o¡ a commencé à encadrer not¡e cible par deux nombres. J'ai eu un peu le déclic,
mais j'ai 

-encore 
beaucoup de mal à donne¡ du sens à un nombre décimalfpar exemple

enhe 0,602 et 0,610 à cause des chiffres après la virgule. J'ai du mal à voir un dixième,
un centième. Pour moi, ce n'est pas très clair. fe me représente un peu quand c'est 0,2,
mais quand c'est 0,233, je me sens très mal à l'aise. Ce 233, j'ai ènvie de le prendre
comme 233 et de m'en servir comme un nombre entier. A wái dire, j'ai aussi appris
qu'un nombre décimal, ça finissait. Le fait d'utiliser ses connaissânces dans- ães
exercices, ça m'a remis en situation maths comme j'étais en terminale. Je savais pas trop
pa¡ quel bout prendre l'exercice et je me senrais mal en situation. Au lycée, on faisait des
exercices pour aborder la fameuse connaissance en mathématiques, çá m'a toujours mise
mal à I'aise. Je ne dis pas que le cours magistral, qui est hors pónée,b'est mieux. Mais là
j'aurais-voulu presque plus recenrrer mes connaissances avánt de passer à I'acte. Moi,
j'avais du mal à voir ce que c'était ces chiffres après la virgule. C'eit vrai que j'avais du
mal à voir où on allait avec le premier exercice. La finalité de I'exercice, je croii que c'est
ça qui a été un peu gênant.

P: Ça, c'est la première siruation.

Les petits rebonds? oui. Moi, ça a été plus le déclic avec rireur d'élite er encad¡emenr.

P: Ça répondait awc qucstions que vour vous posiez?

C'était aussi parce que nous étions avec en face I'autre groupe qui marchait bien et
poussait à aller vite. Donc il fallait qu'en réfléchissant sur 0,60, 1è mettre sous forme
"fractionnelle" et il fallait aller vite. Er la correcrion, voir que 0,62, c'était 62/100 e¡
620/1000.

Rl: C'était þbjectif de la séance de voir qu'un rarionnel pouvait être encadré par les
décimaux. Cela donne du sens, non seulement aux chiffres après la virgule pour les
nombres décímaux, mais aux chiffres après la virgule pour les rationnels.

Voilà. Je suis sortie de cet exercice-là, j'avais moins zéro, parce que j'avais l'impression
de bloquer, je sentais bien que ça n'allair pas, je n'arrivais pas à aller vire, j'avais du mal
à comprendre et en même temps cela me permettait de comprendre un cenàin nombre de
choses. Tandis que le robot. ..

P: c'est celui-lò qui a déclenché le refus?

Le robot. Je me retrouvais avec N. et C. qui sont rapides. Ils m'amenaient à raisonner
dans le bon sens si je puis dire. Parce que je m'en suis rendu compte quand il a fallu
réexpliquer, je n'ai pas su réexpliquer et c'est là que je me suis aperçu que je n'avais pas
si bien compris que ça. Quand on se retrouve avec des gens qui ont une pensée qui va
d¡oit au but, moi, je ne suis pas, j'ai du mal à suivre.

Annexe C3l : Entretien étudiant E1 après le tireur d'élite

1. Il s'agit de I'observateur de Ia sóance.
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R: Justement par rapport ò un cours magistral, l'hypothèse qtte l'on fait c'est qu'ily a des

interactions àu sein des groupes. Vous pouvez intervenir plus fttcilement au seín d'un
groupe que dans un cours magi,ttral.

Avec le tireur d'élite, j'ai commencé à voir la correspondance fractions-décimaux. fe ne

voyais pas du tout. J'ai compris le rapport des chiffres après la virgule avec les-fractions.
Jehe pèux pas dire encore (ueje trouve ça très facile. Je n'aurais pas besoin d'un cou¡s
magistral, mais de reprendre...

P: Est-ce que ru peur idendrter b nature du tavail que tu vas faire maíntenant?

Je vais regarder le cours et je pense que le tireur d'élite ou le robot, je vais voir ça d'un
aure æil.Þa¡ce quand j'ai fáit le roboi et le tireur d'élite, c'était vraiment le tâtonnement.
Au départ, je ne voyais pas que l'écart en fin de compte, cela donnait la di¡ection de tir. Je

ne voyals pas.

P: In situation t'a posé problème?

Elle m'a posé problème. Parce que d'encad¡er une fraction, j'ai bien vu sur ma
calcularicè cela laisait 0, avec plein de chiffres, mais j'ai du mal de Ie mettre en fraction et
de le reporter sur le "graphisme", de voir à quoi cela correspond, de cer,ner ce point,
j'avais du mal oh là là. Donc je travaillais avec mon binôme et on se posait des questions:

iI avait les mêmes difficultéi. On avait du mal à calculer, par exemple si on savait que

c'était enne 0,65 et 0, 66 et on voulait faire la moitié de cet écart. On a pataugé.

P: Vous I'identifiez très bien ça. Tu as du mal àfaire Ie lien entre décimal et fraction?

Oui.

R: Vous avez des connaíssances. Rationnels, c'est quelque chose qui n'est pas connu, si
on ennonce ò I'avance ce que l'on veut vous faire apprendre, on tue Ia situntion. Parce
que justement les situations, elles visent ò ce que les gens reconstruísent un certain
nombre de notions.

J'aurais eu un c6ufs magiStral sur IeS décimaux: c'est une écriture avec une virgule etC...

Je ne pense pas que je me poserais les questions que je me pose. J'avais I'impression
d'avoii com¡iris lès décimaux, parce que je les avais employé¡ d¿ns les sousractions,
multiplicatións, etc. . . dans tout¿ ma scolarité. Pourtant j'étais plutôt scientifique, j'ai fait
un bac D. Je les employais normalement. Mais je n'avais pas la notion de ce qu'étaient
ces chiffres après la virgule. Je ne comprenais pas bien.

R: Le problème, c'est que vow allez avoir ò les enseiSner. II va falloir lrouver des

contextes où les enfants vont devoir donner du sens.

Je viens de m'apercevoir seulement maintenant que je donnais,une mauvaise signification
à ces chiffres après la virgule. C'est flagrant, je l'ai reconnu dans les petits tests que j'ai
passés en premier. C'est flãgrant, quand il a fallu donner le nombre de chiffres entre deux
äécirnau*. Moi, j'ai fait une sousrraction. Mais je sens encore que ça.n'est pas waiment
maîtrisé. Mais je sens qu'il y a un problème. Je sais où est mon problème, je sais ce qui
ne va pas. Ce que je n'ai pas aimé, 

-c'est 
aussi les situations, à la fin, ça angoisse pas mal:

on se dit que ðes petits èxercices ça irait plus vite. Et puis en pl r.s, ça-me mettait en

situation nial à I'aiie parce que ça mê faisaifvoir que ce que je croyais maîtrisé, ce-n'était
pas ça. Dans le tireuf d'élite, je m'en suis bien rendu compte que je maîtrisais pas. Même
dans le robot.
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R,:. ì!o4g îaß,gns l'hyporhèse qu'il y a apprentíssage que s'il y a une phase de
déséquílibre. Il faut qu'il y aít une stabilisation par la suite.

P: C'est ce que j'avaís essayé de faire la dernière fois enfaisant les mises au point, en
particulier la définitíon du décîmal, du rationnel, je vous l'aí donnée, les critères de
reconnaissance,je les ai donnés. Petit ò petit.

Moi, cela ne s'est vraiment déclenché qu'après la correction du tireur d'élite. J'ai compris
ce qu était v¡aiment un décimal parce qu'avant, je ne savais pas.

P: Tu confirmes qu'íl n'y a apprentissage que si il y a déstabilisation parce que
j'imagine...

Il y aurait eu un cours magistral, j'aurais rien vu en fait. Quand N. demande à quoi ça
sert, elle avait besoin en fin de compte de définitions elle aussi. Le fait que vous dònniéz
des définitions, c'est ce qu'elle anendait aussi. Je ne sais pas si elle iessent la même
chose que moi, mais ça a été dur.

P: Il m'a semblë qu'il y a eu un problème avec la dénomination. On a appelé Modules
Décimatn et on a commcncé à parler dc fractions et de rationnels.

Oui, c'est dur parce qu'on a des connaissances qu'on veut âbsolument calquer. Oui, cet
ensemble des rationnels comme on I'appelle. On ne savait pas pourquoi on a besoin de
faire ìes rationnels par rappon aux entiers. Pounant on savait bien qu'il y avait des choses
qui s'emboîtaient.

R: Pour moi, c'est rassurant parce que, quand les gens se posent des questíons, ce sont
Qe bonyes questions. Le problème, c'est de pas cr¡íer une déstabilísation trop grande: il
faut à løfois qu'íl y ait un déséquilibre mais pas trop fort pour que les gens ie se sentent
p a.s comp lèteme nt p e rdus.

Pounant, toutes ces choses-là, il faut que ce soit clair dans ma tête si je veux pouvoir les
enseigner correctement. Cbst imponant queje clarifie tout ça.

P: A un moment donné, N., il part du principe qu'il a besoin de connaíssances. Alors lò,
il y avait besoín de connaissances par rapporT aux déc¡mawc. Il y avait un module
"décimaux",je prends un exemple,je ne sais pas ce que c'est que tous ces chíffres après
løvirgule, j'aí oublié, il peut avoir éventuellement le même point d¿ vue et nous on arrive
au lieu de parler de décinnl, on parle de fractioht et de rationnels.

R:1Vous, on pense que les décimaw sont intéressants que si on les situe par rapport aw
rationnels. C'est dfficile de parler de décímaw si on ne parle pas de rationnels.

(une autre étudiante rejoint le groupe)

Toi, cela t'a gêné les séances sur les décimaux?

Non, pas particulièrement.

Moi, c'est plutôt ça: je pensais avoir bien compris et en fin de compte cela m'a tout foutu
en I'air. Parce que je me suis aperçu que je ne mettais pas de sens.

R: Le problème, c'est d'avoir un processus qui vous aide ò reconstruire.

Oui, oui, mais je I'ai reconstruit à la fin en sortant du rireur d'élite. Pas avant, pas avec le
robot.
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P: Estce qu.e vous perßez qu'íl y a eu des séance.s qui ont été trop.lon-gws?
En orincíne le tàvait d.'auioird'hui sur calculatrices vise à faire le lien entre valeurs
appi.ochéi:s. C'est bien préþaré par le tireur .d'élite. Là, on doitvoir les límites de ces

décimaw par rapport aux autei objets mathématíques que I'on manípule c-omme 1/3-ou
,/5, iäce que ta'calculatrice est obliþée d'ínterpréter pour être corforme aufait que I13 x3

cetã doit¡àire l. Sirøn elle ne rêpondrait que des 9.

Dans le robot, je n'ai pas vu de décimaux là dedans.

R: On voulaít montrer que les ratíonnels étaient en quelque sorte índépendanß deí
décimaux,. Dans le test de départ, il y a deux catégories de gens, ceux pour qu.í c'est tout
le même "pataquès",fractions, déclmaux, c'est tout pareil et les autres qui séparent: ce

sont les tiucs dvec une virgule. A part pour une ou deux persoryry9-s pour lesquelles. cela

semble clair, pour Iaplus þrande þartiè, "décímal" est associé ò "franíon"..L'actívíté est

donc forcéneìt désnbilisarice parce qu'elle dissocie les deux dans ttn premier temps,

pour moi, c'était ça, pour moi c'était pareil. La fraction et la division, je ne sais plus: une

division comme 
-on 

en a parlé, c'esi plus facile de la voir par i¡érations. On n'a plus

I'esprit vierge.
BoÅ, moi, lãs mathématiques, j'ai toujours eu du mal. En physique,. on parle par exemple

d'un'petít skieur, ou tiême-en Biologie, c'est parlant. La biologie, on voit' En

mathématiques, moi, je ne sens Pas.
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Annexe C3m

Le saut de n'importe quel automate est-il un
nombre?

Un entier n peut êre considéré coÍrme un saut dont le couple générateur est (n ; l)
On dira que les sauts sont des nombres si l'ensemble des sauts a certaines propriétés

analogues à celles de I'ensemble des nombres entiers, c'est à dire si on peut les comparer

et faire des opérations .

Consigrw

Vous travaillez par groupes de 4 ou 5 et vous allez essayer de construire un nouvel

ensemble de nombres. Vous devez produire une affiche permettant de communiquer à

tous les résultats et leurs justiJícatíons.

l. Peut-on comparer deux sauts ?

Soient deux automates A et B:

A atteint 8 en 3 sauts: son saut S¡ peut êre désigné par (8; 3).

B atteint 5 en 2 sauts: son saut Sg peut être désigné par (5; 2).

Proposer des règles de comparaíson des sauts S¡ et 53.

Fournßsez des argwnents sur la pertinence des règles fournies

2. Peut-on additionner deux sauts ?

Soient deux automates C et D:

C atteint l0 en 12 sauts: son saut 56 peut êne désigné par (10; l2).

D aneint 3 en 9 sauts: son saut So peut êne désigné par (3; 9).

Consigne

Proposez des règles permertant de dértn¡r une addition des sauts S¿ et S¡t.

Fournissez des arguments sur lapertinence des règlesfournies.
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Annexe C3n Groupe no{ (deuxième partie
au tom ates )

I)
J
4
5
6
7
I
9

l0
l1
l2
l3
t4
15
t6
l7
r8
l9
20
2t
22
23
24
25
26
27
28
29
30
3l
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4t
42
43
44
45
46
47
48
49
50
5l
52
53

E : n, c'est le nombre de sauts ?

E : oui, tu as raison, n c'est la position et l, c'est le saut.
E : je ne comprends rien de ce qu'il faur faire.
E : monsieur, on ne comprend þas les consignes.
E : oh là là, ce n'est pas ôlar.
E : je ne comprends rien.
E : Zorro est a¡rivé!

E : qu'est-ce qu'il veut, qubn lui fasse un perir tableau comme ça ?
E : c'est-à-dire que le nombre de sauts doit touiours être un nonibre entier.
E : oui, mais ça a toujours été comme ça.
E : la position sera toujours un entier âussi.

F: regarde, c'est vachement imposé: un entier n peut être considéré comme un saut dont
le couple généra¡eur es¡ n, ils reprennent n, c'est pour un nombre entier ou pou. une
rnconnue.
E : pour un nombre entier.
E : pourquoi ils disent un ender n peut être considéré comme un saut.
E : alo¡s que le saut, c'est ça, mais c'est vachement mal fait.
E : il y a A. qui dit pour tour le monde.
E : iI y a P. qui parle pour tour le monde (rires).
E : je ne comprends rien, je sens que ça va m'énerver.
E : et puis c'est vachement mal fait.
E : pardon Monsieur.
E : pourquoi tu rigoles.
p : regarÇe, un entier peu,t êre considéré comme un saut dont le couple générateur est n et
l, et 1, c'est la position du saut et n c'est la position de l,automate.
E : n peut être considéré pour la position et þour le saut.
E : avant n, c'était pour la positión, regarde, là un automate arrive à l0 en 14 sauts. Donc
au début, l0 c'était la posirion.
E : n était bien entier aussi.
E : mais c'était la position.
E : n, c'est I'entier où on arrive en I saut.
E : oui, regarde, l'entier n peut être considéré comme un saut.
E: si en fait, c'est ça, il atteint 8 en 3 sauts.

! : oui, c'est ce que j'ai compris depuis le début, non, mais ce que je n'aime pas...
E : cþst bien le même couple alors ?

_E 
: non, moì je disais.que c'était pareil, mais vous m'avez fait changer.

E : le problème, c'est I'entier: un entier n peut êFe considéré commð un saur.
E : oui, là, c'est mal expliqué.
E : en plus, c'est bizarre parce qu'on voulait comparer les saurs.
E : ça, c'esr une note explicativé, qui annonce tout ça ou c'est un m¡c à faire, je ne
comprends pas.
E : c'est une consigne ?
E : c'est super mal fait comme consigne.
E : cþst quoi, ce qu'on doit faire ?
P.: vous devez produíre une affiche pour communiquer à tous les résultats et kur
signification. Le problème: vow voulez comparer deux sauts.
E : mais je ne vois "essayer de consm.¡ire un nouvel ensemble de nombres,,.
E : parce qu'effectivement, un saut va être considéré comme un nombre.
E : moi, je cherchais ça, mais je ne comprends pas.
P.: regarde, le saut de n'importe que! automate est-il un nombre? Un entier n peut être
cotsídéré comme un saut.
E : ben ça c'es! faux, parce que position, c'est n et l, c'est le saut. On a changé alors.
P.: non, en I saut il arrive ò 3.
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57
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60
61
62
63
64
65
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77
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Annexe C3n Groupe no4 (deuxième partie
a u tom ates )

E : pourquoi mélanger n en position et vous dites, un entier n se ramène, peut être ramené

à un saut.
E : justement, cela peut être ramené à 1, parce que c'est un saut.

P.: c'est un saut,
E : combien il fait en un saut, c'est très...
P.: ça caractérise .

E : cela nous embrouille, il ne fallait pas mettre n.

E : c'est employer n .

P.; non, c'e& Ià contraire, essaie de réfléchir un peu, parce qu'un saut, c'est quoi ? ' Tu
aS le SAut qui te permet en 3 sautS d'arriver à 4, ça veut díre qu'en un s4ut, tu vas Arriver
en quel endroit ?
E : en un saut à 4 divisé par 3.
P.: donc en fait tu cherclies à caractériser Ia langueur du sartt, c'est hien I'endroit où tu

arríves en un saut.
E : oui, mais c'est pas un entier.
P.: quelques fois, ce n'est pas un entier, ça peut être un entier'
E : c'est ce qu'on a vu.
P.: c'est poui ça ici, ce qui est proposé, c'est qu'effectívemenÍ, c'est qu'un entier peut

être consídéré comnTe un saut.
E : ah, d'accord.
P.: on a pas dit quc tous les sauts étaient des entiers, mais que tous les entiers peuvent

être consídérés comme des sauts.
E: oui.
P.: tu n'as pas I'aír d'être convaincu.
E : non, mãis c'est la manière dont c'est écrit, c'est mal écrit'
E :ce n'est pas explicite.
P.: effectivement,^ maís ie crois que c'est parce que le sujet est d-ffic.ile.Vous refusez,
parõe su'íI me sembte que ce qui vous ckoque, c'est que d'un côté, il y a un entíer, et .'d'unautrecôté,ilyauncoupieetilyalemêmen.Pourvous,unsaut,c'estuncoupleet
ò un moment donié, onva dire qu'un saut, ça peut être aussi un entier. Si ie dis en 1

saut. i'arrive à 3, moi, i'aurais envie de dire, c'est ça' Je laisse tomber.

E : eisi en deux sauts, j'arrive à 3, ben mon saut, il sera de 1,5.

E : c'est pertinent.
E : d'accord.
E : donc nous, on s'intéresse qu'aux couples comme dans cet exercice, où ça tombe sur

des entiers en fait.
P.: ou alors, tuvas essayer de caractériser.
E: un saut.
P.: non, parce que regarde! vous allez essayer de construire un nouvel ensemble de

nombres.
E : mais, c'est ça qu'on ne comprend pas, consfruire un.nouvel ensemble de nombres.
p.t ¡iite^ent. iaròe aue Ià on òarle ães sauts' Le problème, c'est que parfois, les sauß

soit det entieis, alori tò, ça và bien, mais quand c'est pas des entiers qu'est-ce que tu

fais ? Tu écarteras les sauts si tu veux prendre en compte. . .

E : ben non.
P.: justement, c'était pour répondre ò cette préoccuPat¡on..

E : d'accord.
P.: Etvous, vous ne vous êtes pas intéressés ò cette questíon.

E : ben, on essayait de comparer les sauts.

E : si on essayait de trouver le rapport.
E : ón cherchá qui va le plus viteïu qui va le moins viie. Comment comparer ?

E : on ne pourrá pas aller voir le rapport pour un saut 'i

E : il arrive à 8 en 3 sauts.
E : si parce qu'il y a 6 sauts à un moment donné pareil.
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Annexe C3n : Groupe no4 (deuxième partie
a u tom ates )

E : on ne pourra jamais I'avoir.
E : on ne peut pas avoi¡ la même position pour le même nombre de sauts.
E_: sic'était 9, 3 ça serait bon, mais là on a 8, 3, c'est pas possible parce que 8 n'est pas
divisible par 3.
E : construire un nouvel ensemble de nombres.
E : c'est ça qui ne va pas !

E : non d'abord, il faut les comparer
E : avec cet exercice, on doit arriver à constntire un nouvel ensemble de nombres, c'est ça
qubn doit faire !

E : les décimaux, oui, d'accord.

E : laisse tomber, là on ne peut pas. Il faut qu'on compare, ensuite on verra.
E : si on comparait avec le même nombre de sauts.
E : voilà.
E:etbienilya6et6.
E : ben oui, là tu multiplies ici pat 2 et là par 3 ru vois que le premier, il fait 16, 6 et le
deuxième il fait 15, 6.
E : et alors.

!-: þn av.9c 6 sauts, il y a en a un qui est dans la position 16 et I'autre dans la position
15, donc il y en a un qui race plus vite que I'auré.
E : un petit peu plus vite.
E : I'automate A est plus rapide que l'automate B.
E : et pour poser les règles de comparaison, c'est de chercher le même nombre de sauts
E : celui d'en haut va plus vite.
E : ou alors, si on ramène à un saut, cela fait 8/3 et 5/2.
E : tu ramènes à un saut ?
E : ça évite de ramener aux entie¡s.
E : c'est pourquoi, ma méthode est beaucoup plus pertinente.
(rires)
E : on peut utiliser les deux en fait.
E : et là, tu fais par 30 ?
E : en 2l sauts à quelle position est-ce que cela va se trouver? c'est ça qu'on nous
demande ?

F : les sauts tu peux arriver à les additionner, ce que ru ne peux pas additionner, ce sont
les positions.
E : et pourquoi tu additionnerais comme ça les sauts ?
E : oui,mais justement, là cela fait un couple de sauts, cela a rapport à ce qu'il avait dit, il
faut additionner un saut de C et un saut de D. Là, il en a fait 12, là il en faii 9, donc il faut
ramener à 1. Donc ça, c'est pour un saut ce sera l0/12 et I'aute en saut il va être en 3/9,
et donc, il faut additionner ces deux sauts.
E : il faut donc retoumer à I'unité: en un saut, tu peux les ajouter.
E : et justement, cela les fait sous forme de fractiõns.
E : cela ajoute les deux sauts.
E: il faut menre au même dénominateur.
E : ben oui.
E : c'est bien un saut de C et un saut de D qu'il faut additionner.
E : il faut donc bien merre au même dénominareur, ce qui fait 516 + 2/6,i16.
E : attends.
E : c'est fini, tu as deux automates C et D, un saut de D peut être désigné par la doublette
(3, 9). Si on a un automate et qu'on le règle de telle sone qu'il fasse un saut de C et un
saut D.
E : oui, il faut que chacun saute son tour.
E : mais ru ne peux pas le désigner autrement.
E : en additionnant un saut de C et un saut de D, on obtient 7/6. On peut le noter de la
forme suivante, c'est à dire, il sera à la position 7/6 en un saut.
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E: oui.
E : ou alors, à la position 7 en 6 sauts.

E : oui, c'est bon.
E : on revient comme ça à des nombres entiers, alors. ..

E : c'est I'addition des-deux couples (5, 6) er (2,6)'
E: voilà.
E : ben, c'est bon.
E : proposer des règles.
E:ben.cavest!
E : Ia rédle. c'est de chercher à quoi correspond un saut'

E' : fãurñisée, ¿es règles sur Ia þertinencd des règles, c'est très pertinent l^ 
.

g , .ò--.nt tu as ad-ctitionné? îu as reduit avant d'additionner, tu n'as pas fait comme

ca.
Ìl'' .o.-ent ça, je n'ai pas fait comme ça? l0ll2 et 5/6 c'est bien pareil'

E : oui, tu réduis à l/3 , c'est bien pareil!
E : ben oui, ru peux réduire, enlever les 2 et les 3.

E : faisle aveita machine 319 et U3' c'est le même nombre.

E : Dour les additions, c'est pas pareil.
E : õui si was5+21 6+2, tu ne peux pas faire 5/6-
E : oui, d'accord.
E : arguments sur la pertinence des règles (rires).

E : oui, il faut des arguments.
f , ãéiã iu pt".nière phrase n'était pas waiment clai¡e, alors la pertinence !

E : ce n'esipas un objectif clair !

E : on reorend la comparaison, comment on a fait ?

E : on esiaie de voir à quelle position on arrive avec le même nomb¡e de sauts.

E : ã ñ; ivis, il fallaifutiliser la même méthode avec les deux, si o.n ramène à un rapport

tñ;;rói.auisi quel est celui qui va le plus vite. Le premier, il va être à la position

8/3 alors que l'aune il va êre à la position 52.
E: oui.
E : comme ça chaque fois, on essaie de revenir à un saut.

E : mais ca ne tombe Pas sur un ender.
e , iuit.rit"nt, ça pemiet de voir que l'on peut passer par des nombres qui ne sont pas

entiers.
E : mais après, comment tu comPares ?
E : ben en un saut...
E : mais on du mal à évaluer, je nouve cela moins précis'

E:512, c'est2,5 et8/3, c'est plus que 2'5'
g , .oí, ça ne me parle pas, çâ me parle mieux 16, 6 et 15, 6 que ' ' '
E : tu oeux faire les deux.
E : maìs ce que tu peux faire après, c'est les calculer'
E : d'accord en calculant oui.
Ë , -ê¡¡è Jou, forme d'une fraction, 8/3 et 5/2 on peur tÈs bien multiplier 2 en bas et en

haut, ça fait l616 et là 15/6. Si on réduit au même dénominateu¡'

E : on arrive de nouveau au 15,6 et au 16,6.
E : oui, mais on I'a sous une autre forme.
E : mais c'est moins visible.
E : moi, je ne vois Pas la différence.
E : si. là ca permet d'avoir tou¡ours l.
Ë ; ;;;;¿lJ;ului. ãiré 

"'"rtta 
au départ, rrouver le couple (n,l), c'est ce qu'on a fait là

ã le. tai¿ii que là, on n'a pas les couples sous la forme (n'i)'
È, d. tout t iaçons, il fauibien a¡riveì aux décimaux, donc !

f 
' 
Oón. le nouiel ensemble de nombres, cela devient des fractions !

E : en moins clair.

Annexe C3n Groupe no4 (deuxième Partie
a u tom ates )
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au tom ates )

E : et produire une affiche pour communiquer à tous les résultats !
E : c'est pour montrer qu'en fait dans beaucoup de cas on arrive pas à obtenir en un saut
une position définie.
E : si le robot fait un saut aléatoirement, il y a vraiment peu de chances qu'il tombe sur un
nombre entier!
E: oui.
E : et tous ces autres nombres. Un nombre entier on pourra l'obtenir s'il fait plusieurs
sauts et après on poura l'exprimer sous forme de fraction, c'est ce qu'on a fãit en fait.
E : qu'est-ce que tu as dit là.
E : dans I'ensemble des nombres, il y a peu de chances qu'il tombe sur un nombre entier,
mais on pourra toujours le ramener à une position entièré si on fait plus de sauts et ensuite
exprimer le saut sous forme de fraction.
E : d'accord, dans le cas ici, ce n'est quand même pas un nombre entier.
E : là, non justement, c'est pour montrer qu'en un saut, il arrive très ra¡ement sur des
décimaux. On peut rès bien obteni¡ un entier si on mulriplie tout ça par 9. ..
E : ça me gêne d'avoir constn¡it ce nouvel ensemble de nombres.
E : ben si on I'a fait ça, on va marquer cela d'entrée, avec un saut, il y a vraiment peu de
chance qu'il tombe sur un entier, il tombera sur un décimal en fait.
E : C'est la conclusion, on le dira à la fin.
E : Oui, c'est ça nore ensemble..
E : oui, nore ensemble, c'est l'ensemble de toutes les positions qui peuvent s'exprimer
quand le robot fait un seul saut et vu la quantité de décimaux qu'il y a par rapport aux
entiers, et ben il a vraiment peu de chances.
E : mais tu peux avoir aussiT l/4 en un saut.
E : oui, tous les décimaux, tu pouras les exprimer sous forme d'entiers. Il y a des cas où
tu por¡rras tomber sur un décimal.
E : et jamais sur un entier alors ?
E : 3,333333. . . c'est un décimal ?
E : si, c'est un décimal.
E : non, c'est un réel.
E : ça ne finit jamais.
E : donc il n'en fait pas panie.
E : donc on n'a pas à se poser la question.
E : comment on ecrit ça.
E : quand même la phrase de départ avec son (n, 1).
(rédaction de l'affiche).
E : tu te rappelles quand on faisait les devoirs de maths avec les "donc, dbù, par
conséquent" (rires).
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Annexe C3p : Groupe n"2 (deuxième partie automates)

E : i I faud¡ait approximer sur I échelle.
E : tu fais pareil pour l'autre.
E : on compare les deux sur les deux graduations.
E : celui là il va de 5 en 5.
E:ilyaplussimple,celui-là,en6saurs,ilarriveàl5etceluilàen6sauts,ila¡riveà14
E : tu æ trouvé quelque chose de commun.
E : oui, là, ça fait 6, j'ai multiplié par 2 en haut et par 3 en bas pour arriver au sixième
saut pour trouver un entier.
E : en 6 sauts Sa aneint 14 er Sb aneint 15, anends, je vais conrinuer.
E : celui-là, il va de 2 en 2 et I'aure de 3 en 3.
E : on pelt continuer, encore multiplier par 2 et encore multiplier par 3, 12.
E : et ru fais ça pourquoi ?
E : pour comparer les sauts Sa et Sb.
E : oui, mais ils ne se rejoignent pas.
E : c'est pas 14, c'est 16,
E : oui, 16, Sa, il va plus loin que Sb.
E : en fait ça revient à cherche¡ coûìment ça s'appelle, les dénominateurs cornmuns.
E : oui, les dénominateurs communs.
E : on peut revenir à 2 sauts...
E : 16,.6.et 15, 6, les règles de comparaison, par exemple en regardant ça, on peut dire
que celui qui est arrivé en 16 en 6 sauts et I'aune qui atteint l5 en 6 sauis.
E : donc Sa va plus loin que Sb.
E : le saut de Sa est plus grand que le saut de Sb.
E : c'est ça les règles de comparaison.
E : on réduit au même dénominateur.
E : pourquoi on a choisi ce couple Ià 3 et 2 et pas celui-là ?
E : on peut faire pareil avec 40, on peut multiplier par 5.
E : là, il ferait 40 en 15 saurs er là il ferait 40 èn l6sauts.
E : oui, de toutes façons, Sa est plus grand que Sb.
E : les règles de comparaison , c'est de trouvèr les dénominateurs communs aux deux.
E : on aurait pu le trouver aussi avec ça.
E : non, il lui faut un saur de plus.
E : il faut multiplier par 5 et là par 8.
E : mais ça revient au même de toutes façons.
E : ici il arrive en l5 en 6 sauts et l'aurre en 16 en 6 sauts, donc lui il a des sauts plus. . .
non, attends !
E : plus courts.
E : Sa va plus loin que Sb.

E : donner des arguments sur la pertinence des règles.
E : mais quel est I'intérêt d'additionner deux saura.
E : tu en es déjà là, toi.
E:etvous?
E : ben à Eouve¡ des arguments sur la perrinence des règles.
E : les arguments de toute façon , c'est de trouver le dénominateur commun.
E : oui, c'est la règle qui nous permet justement de comparer les deux automates soit au
même nombre de sauts, soit à la même distance.
E : peut-on additionner des saurs ?
E : ben oui, tu peux le faire avec les dénominateurs communs.
E : ça sert à quoi ?
E : je ne sais pas.
E : donc, il faut additionner ça.
E : ils n'ont pas la même longueur de sauts.
E : oui, ils n'ont pas la même longueur de saut.
E : et bien, ru re ramènes soit au même nombre de sauts, soit à la même distance, comme
ça on ajoute, il me semble.
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Annexe C3p : Groupe n"2 (deuxiènle partie automates)

E : attends, moi, je veux bien additionner.
E : donc 5, 6 et 5, 15.
E : si tu additionnes, ça fait le mrc 5 en 21.
E : u peux aussi rediviser Par 6.
E : mais j'ai déjà divisé par 3 le tout.
E : tu peux encore rediviser Par 2.
È : ma'is ca veut dire que C áneint 5, 6 tous les 5, 15.

E : ils sorit tous les deux à la distance 5 en 21 sauts.

E : il faut ajouter les distances aussi.

E : comment ça ?

Ë' i;i;ii,rri*}" à 5 en 6 saurs, et celui là, il arrive en 5 en 15 saurs, si tu les additionnes

óus tes deux avec leurs sauts, ils arrivent en 10, ils ne peuvent pas arriver en 5.

E : oui, c'est wai .

E' , on p"ut i-"giner qu'ils prennent le relais: si Sd prend le relais de Sc'

E:ah,oui.
Ë , 

"ã"o* 
roit si cela marcherait là si on additionne les deux couples de dépan, 10 et 3

cu fuit' t¡ et 12 et 9,2 l, ben non, puisque là il arrive en 10 en 2l'
E : oroooser des rèqles.
E , ïLfäut les rameñer à un dénominateur commun, qu'il soit de I'un ou de l'au6e.

Ë , ãììlã, ii"" ¿e faire 5, 6 et 1, 3, on va faire la deuiième colonne pareille'

E : tu comprends ce qu'on veut dire.
E:çafait 5,6et2,6.
E : donc çafait1,12.
Ë , üoi åJ¿i¡onirr, ça fait quoi, est-ce que ça peut sTnterpréter sous forme de relais.

È , c. u"ut dire, il ne"va pus .rouier en même'temps, il vont sauter I'un après I'autre.

E : ii tu mets des fractioñs, ce n'est pas des entiers.
E : mais c'est un nouvel ensemble de nombres.
E : là, en un saut, la distance ne peut pas être u,n nom-bre entier'

E : cõmbien on avait trouvé pouiles mrcs' 1516 er 16/6 et là 1 saut'

E : on a trouvé le dénominateur commun'
E : si on ramène à un saut, comme on a fait au départ'

P. à I'ensemble de la classe: vous pensez '.
(ils amorcent la rédaction de I'affiche)
il;;;;;i;;;;;ble, c'est les fraitions en fait, ce n'est pas les décimaux, ce n'est pas

la même chose.
E : on laisse sous forme de fraction.
E : on ne Deut pas le mettre sous forme décimale'

Ë , i"*lji."ii.rr ront des décimaux, puisque 1 = 1,00000 donc c'est un décimal.

E : bon en un saut, cela donne 8/3 pour 1.

E : et pour Sb tu feras comment ?

E : la irême chose, 5/2 pour l, on ramène tout.à l.
E : dans la consigne, rién ne dit qu'on ramène à l'. 

.

E ; ;;;;"il il f;llair consrruire Ln nouvel ensemble: notrs, on est resté dans les entiers.

E : quoique, non, on n'est plus dans les entiers, là'

E 
' 
oi;"á on ta.êne au même dénominateur, on parle de fractions'

E, : tã, il faut diviser par 6 pour ramener à un saut'

e , ri'on formule, là,'on a råmené au même dénominateur commun en ramenant à un seul

saut dans un Premier temPs.
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Annexe C4a : Chronique de 
ff;jËit* 

de I'exercice prétiminaire

P : Quelles réponses ?

F.låi Vtgi, je Te. lUls occupé de la virgule, 4 chiffres après la virgule. Ie me suis dit
0,0001, il y a 4 chiffres après la virgule, donc je vais d-éplacer lñirgule de 4, je la
supprime.
P : Autrement dit, ce ¡'est peut-êrre 

,pas comme ça que tu le conçois mais si je pose la
nrvr$on et que Je decale la v[gule, Je la pose cornrne ça.
(la division est écrite au tableau)
E 19 : J'ai bané la virgule.
P : Je barre la virgule.
E : Moi j'avais commencé pæ 0,278, je la déplace de 3 pour avoi¡ un nombre entier 27g
et ensuite jerefais la même,chose.sur I'au-tre nombre, doirc j'ai 0,1. Donc à la suite de ça,la division elle est facile: 278 divisé par 0,1, on sait qu'on ia décaler la virgule d'un rang
à ggrche pour le nombre 278. On n'eit même pas obligé de la poser, cette dïvision.
P : Tu n'es même pas obligé de la poser ?
E : Oui, parce quej'ai les données uniquement sur les virgules.
P : Autrement dit, tu continues Ie décalãge.
E : Oui, mais dans l'autre sens. Dans.mã tête, je me dis 278 divisé par 0,1. Disons que je
r¿isonne da_ns l'autre_sens pour aboutir au fait iue je divise un nomlire par I et ce noinb¡e
divisé par l, c'est 27,8.

0,278 0,0001 278 0,1
transformé en

P : Alors la, tu dans l'aurre sens pour diviser par 0,1. il y en a qui ne sonf pas
d'accord ?
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Ell : Il.faud¡ait qu'elle continue dans le même sens, à continuer de décaler sa virgule
vers la droite.
P : Elle a commencé à décaler vers la d¡oite. A un moment donné, elle a voulu repartir
dans.l'autre sens. Toi tu proposes de continuer le décalage vers la d¡oite: làje contiirue à
décaler et-pourpouvoir continuer à décaler, je rajoutè un zéro, Donc la-méthode de
décalage. Il semblerait,_c'esr un_peu cg gqe !u exprimes, que ru as eu peur de te rromper,
tu.savais pas trop bien dans quel sens il fallait déðaler. Il y a d'autres métodes ?
E4 : Avec des puissances de 10.
P: Vas-y je t'écoure.
E4 :0,278 =278x 10-3divisépar 0,0001,c'esr 10-4
P écnt 0,278: 0,0001 = 219 y ]'o'3' i,1.-4

= 278 x 10-3 x 104 .

Tu l'écris comme ça ?

E4 : J'ai tout de suire écrit 104.
P: Comment tu l'expliques ça ?

E4 : Ca correspond à une fraction, en fait 10-l= * ", 
l0-4= *bõO .

@8 encourage et approuve ce qui vient d'être dit).
P: Vous suivez là. Les remarques des uns et des autres, c'est intéressant pour la
réactualisation de connaissances, parce qu'il y a des aspects auxquels on n'a paô pensé,
auxquels pense I'autre, qui peuvent être intéressants à réãcrualise¡. 

-

E4 : Donc I'inverse de ça, c'est 10000.
P : Donc tu utilises une règle qui est diviser, c'est aussi.. .

E4 : Multiplier par I'inverse.
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P : Diviser, c'est aussi multiplier par I'inverse, donc vous utilisez cette règle.-lstce que

vous avez envie de distingüer légèrement cette méthode diviser, c'est multiplier par
I'inverse, mais la méthode qui avail été utilisée ici. Je précise: est-ce que pour vous, c'est

une règle sur les exposants ou est-ce que , Pierre, quand tu expliques ta méthode est-ce
que tuiais référencê à des règles sur les exposants ou est-ce que tu fais référence à cene
rèsle multiolier Dar l'inverse?
Eã: Pour rioi, dans ma tête, c'est automatisé, cela devient des règles sur les exposants'
P : Ahl des règles sur les exposants, peut-êu.e est-ce qu'on va les expliciter avec une règle
diviser, c'est aussi multiplier par l'inverse:

0,278 : 0,0001 =278 x ro-3 * ;L -- 278 x l0-3 x 104 .
10-q

Il y a une légère nuance: toi, tu es complètement automatisé au niveau des règles sur les

échtures. Dãns les deux cas on trouvè 278 x 10. Je n'ai pas trop déformé vos deux
explications?
D'autres...?
El I : Moi j'ai posé sous fortne de fractions:

n8
0,278 =

0,0001
1 000

-iõ0õ0

0,2780 0,0001

=ffi - tqp =278x10

et i'ai réduit les deux fractions.
P :"Est-ce que tu peux expliciter la règle que ru utilises?
E I 1 : L,exiticitei, non, ó'est automaiiquè, quand il y a deux f¡actions I'une su¡ l'autre. . .

P : Oui mäis tu pars de deux fractions I'uñe sur I'auue, c'est à dire simplement 1e... le
quotient de deux fractions, non?
El1 : Oui.
P : Quand tu dis deux fractions I'une sur l'autre...
El 1 : Oui, le quotient de deux fractions.
p : Alors iu pásses par le quotient de deux fractions et le quotient de deux fractions, c'est

diviser deux fractions c'est...
El I : Multiplier par la fraction retournée'
P : L'inversè ou la fraction retoumée comme vous voulez'
E1l : Non, mais moi dans ma tête, ce n'est pas l'inverse, c'est la fraction retournée.
p : D'accord, alors effectivement, pour divìser deux fractions, on n'a qu'à.multiplier la
o¡emière fraction par la deuxième ietournée. Si on essaie de donner un petit peu plus de

iens à cette règle ùn peu mécanique, comment tu l'énoncerais ? Pour faire le quotient de

deux fractions]il sufiit de multipiier la première par I'inverse de la seconde en espérant

avoir donné du sens à la notion d'inverse d'une fraction.
Fais-nous Dart de tes remarques.
E6 : En faiì, j'ai une seule règle: c'est de déplacer la virgule du no9þr9 qui divise jusqu'à

ce qu'il n'y ai plus de virgule et à ta fin on s arrange pour finir la division:

2780
transformé en

de quatre

P : Cela nécessite d'écrire un zéro de plus.
È6 .Si 

"'"rt 
un gros nombre, on peui très bien voir u.n.nombre avec des chiffres après'

mãis pratiqueme"nt le diviseur n'a þas de virgule et la division ne pose pas de problèmes.
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P : D'accord, c'est une légè_re variante avec cette méthode là (la première énoncée). Ce qui
te guide, c'est le diviseur. D'autres remarques ?
E7 : Quand on a divisé
,-la _virgule, elle se déplace ve¡s la droire, mais quand je divise par 10, 100, 1000, elle se
déplace vers la gauche ?
P : Vous avez tous entend.g? La division par 10, est-ce qu'elle invoque ta même règle
dans ce caslà- Si tu ve,r'x, il t'a donné une règle lorsqu'il y avait une vìrgule au diviseur.
Quand on divise par 10, il n'y a pas de virgule au diviseui. C'est une auúe Êgle dans ce
cas.
E8 : Est-ce qu'on nepeut pas donner une règle plus générale: pour qu'un nombre donné
sous forme de fraction soit égal à lui-même, il faut multipl-ier le^numérateur par un
nombre et il faut multiplier le dénominateur par ce même nom-bre ou I'inverse.
P : Tu me- suggères, si j'ai bien compris, une autre façon de procéder.

ttl^: Fn-fait quand il Çéplace dans 0,0001 la virgule vers la droite, il a multiplié par
10000, donc cela veut dire aussi qu'on multiplie le ñumérateur pa¡ 10000.
P : Fst-ce-que tout_ le monde est d'acco¡d avec ça, tachez de ne þas décrocher parce que je
crois, là dessous il y a tout un tas de connaissances qui sont nìises enjeu: oñ np chànge
pas une fraction, on ne change pas un quotient si on mlltiplie..
E : Les deux.
E8 : Oui, les deux.
P : Oui, si on multiplie divide¡de et diviseur par un même nombre er on ne change pas
une fraction si on divise numé¡ateur er dénominateur par un même nombre. Ici, cÉst un
peu pareil que tout à I'heu¡e: i-e cherche à éliminer la virgule. On peut être un peu plus
précis: je prends I'inverse de 0,0001, c'esr à dire le nom6¡e qui, multiplié parb,000t ,
donne l. Au passage, j'ai rappelé ce qu'étair I'inverse d'un nombre. J'espèrè que tout le
monde l'a bien saisi au passage: l'inverse d'un nombre, c'est le nombre qui, muitiplié par
ce nombre, donne l.
E : On peut aussi dire que c'est le numérateur et le dénominateur.
P : Oui, oui.
E : Au niveau du langage...
P : Oui, numérateur et dénominateur, mais j'ai multiplié par I'inverse de 0,0001 parce que
là c'était commode de fai¡e apparaître I en dénominateur. 10000 est I'inverse áe 0,000t
parce que c'est le nombre qui, multiplié par 0,0001, donne 1.
D'aures procédures encore ?
E4 : 0,7780: 0,0001 , on est dans la même unité, donc c'est équivalenr à 2780.
P:-Donc, sij'ai bien compris ta règle, ru t'¿uranges...cela te renvoyait à des techniques
utilisées à l'école élémentaire. Tu proposes d'avoir le même nomb¡è de chiffres après la
virgule. La première action qu'il a, c'esr de compléter l'écriture de 0,278 pour avoir le
même nombre de chiffres après la virgule, ici quarre chiffres après la vtgule.
E4 : Et après, comme c'est dans la même unité, on dit que c'est équivalent.
P_ : Je dirais. qu'on est dans [e même nombre de chiffres aprèi la virgule. L'unité ne
gh.an_gg p1s, j9 te.signale qu'enrre 0,278 er 0,2?80, esçce que ru as changé d'unités.
E4 : L'idée, c'était de dire, comme on peut dire des millièmès, non des dii millièmes.
P : Oui, I'idée, c'est d'aller jusqu'aux dix millièmes.
D'autres rema¡ques ? Je voudrais simplement attirer votre attention sur le fait que la
plupart.des explications que vous avez données sonr essentiellement mécaniques, õ'est à
dire qu'elles sont dénuées de sens.
E3 : Elles sont intuitives !

E4 : Je ne sais pas si elles sont automatisées ou si c'est automatique.
P : Vous dites que c'est automarisé; Mais quand vous voulez expliquer à quelqu'un:
quand tu dis, je décale la virgule de 4 rangs, comment vous pouvez quálifier ce genre de
siruation ?
E3 : Moi,je me rappelle que quand on divisair par 0,000 quelque chose cela donnair un
lgmb¡e plus grand que le diviseur, alors je me suis dit, on doit pouvoir décaler et j'ai
décalé.
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p : Tu comprends bien que quand tu. dis, je décale la virgule, tu n'as aucun€ explication

relative à u'n sens, tu n'ai paé de repères, tu ne peux pas le mettre en relatlon avec autre

chose ou'une simple règle que tu dis.
Éï' Gïðut¿rnä qu" iai âvec les miens, de gamins au CP' c'est qu'ils retiennent bien

f"i oioiéãui"r, ils ioni très sensibles aux proðédures, mais ils ne donnent pas de sens:

naräxemnle décaler une virgule, c'est une procédure automatique'

Þ : Tu apielles ça une procãure, j'appelle ça une règle:.ils retiennent bien une rÈgle.--

È,i 
'-O,íii 

*uis]ils ne sont pas óapâUtes äe donner du.sens à la règle. Les meilleurs

ãti"nneni ca sans problèmes, mais èux, je suis confronté justement" '
E20 : Maiitoi, tu én donnes du sens à la règle ?

f¿ , i. .ònrmiis du sens, mais quand je coñstruis du sens cela ma¡che pour les meilleurs

P : Mais comment tu consruis du sens par rapport à ça '¡

È¿; iü Ë;tp"rt à ça, mais moi,i.e riav{ûé sur aúre chose. Mais on pourrait toujours

expliquei le seni par eiemple on le donne là.

Ë8'*;tï;d¿pia'ce ta 
"irgute 

de 0,0001, c'est pas la même chose que d'utiliser des

ouissances de 10.
Þ , Ài¿et quelqu'un à voir que 0,1 c'est la même chose que quoi ?

E8 : Que un dixième.
p; ô¡i;Ë¡r t" Ãè'''e 

"tros" 
que un centième, mais un centième, c'est encore diviser par

l0.etievoussignalequ..'.rrpareil:onpeutdonnerdusensàceciendisantque 10-4'

.Ëliäli,rléipar-iO,¿ioir de si¡ite. Toutã I'heure dans le groupe, il y a quelqu'un-qui a

dit oui, mais ãvec 10 exposant quelque chose, on ne peut pas avolr ce type d expllcauon a

l'école élémentaire. Effectivement la notation 10-a ou 10-J , vous ne.la rencontrerezpas

;i,ä;, n-et.! A;;n"."i pas à l'école élémentaire, mais on pe-ut très bien dire que 9'ry1
c'est divisé par 10 quaire fois de suite, et vous.pouvez très blen arder des enlants a

;ji;r";Ëã,i;;ns 
"ti 

étuit très proche de la notati-on avec des exposants sans en parler.

103 c'est multiplier par 10 par 10 9t p-q 10. Vous pouvez aussi construire du sens en

åiruni, ii je prdnds un numêruteu. 10'fois plus grand, et un dénominateu¡ 10 fois plus

*^"ã. l" ie ïais pas changer. Alors vous pôuveãcommencer en disant si le numérateur

Ë.i'iöÍõü pl"J!".u"J, lãí¿i"ltat est 10 fois plus grand, sj je.prends un diviseur 10 fois

olus erand.'le réiultat est dix fois plus petit. En ayant multiplié-le-numérateurpaf lU' Je

inuttiotie le résultat par 10, en multipliant le dénominateur par 10, J€ dlvlse le lesulmt par

10. oüand ie fais les deux à la fois, eh bien je ne change pas la valeur du quotlent: vous

poui"" essäyet d'imaginer des explications qui permettent de donner un peu plus Õe sens

à ces questions-là.

P : læ deuxième exercice, juste la deuxième réponse'
(Il écrit 0.0278 : 0,001 = )
Èapidement, qu'est-ce qu'on peut dire en bref?

E :-On peut apþliquer les mêmes procédures qu'avant'

822: Cest le même résultat.
ñ;õ;;;"-;";uà. tou,., lés procédures de tout à I'heure qui vont pouvoir..s'ap.pliquer

ici. plus ta remarque que tu åuais envie de faire. C'est le hême résultat d'après toi ?

Comment tu expliquerais que c'est le même résultat ?

E2: Non !

F , î;i t" n,es pas d,acco¡d. Est_ce que c'esr le même ¡ésultat ou pas. Qui est pour le

même résultat ?

E : Non, non ce n'est pas le même résultat.

ñ ì òã.Åi"t t" pãi,iàtr aider, quand tu dis que c.'est le même résultat. Est-ce qu'on

;";;il ;id;. po,i. sauoir,'ãit-óe qu'on peut reiativiser les deux résultats. Est<e qu'on

ñii';nJåì;t:...1;ì;;; fiop*,i de rêpondre à cette question :1ql'1-t-q^il:,11*
fuêmås proceOures que toui à i'heure mais que.pil contrè on peut très bien calculer le

;illi"t'"" faisant référence à ia question préõédênte. Comment je m'y prends, alors vas-

y!
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p^2^: On a0,0278, par rapport au premier on a divisé par 100. Le nombre esr divisé par
100.
820 : Non par 10.
E2: Oui, par 10.
P: Donc on part de 2780 à 278 et on ne tient pas compte de ça.
E2 : Pour le deuxième, c'est pareil, on a diviié par 10.
E : Moi, j'ai pas multiplié, j'ai divisé le premierèxemple.
E : Oui, mais cela ne marche pas.
E2 : Moi j'ai comparé 0,27 8 er 0,0278.
P (écrit au tableau)
E : On a divisé par 10.
P : Alors quand tu passes de là à là, tu divises par l0 ?
E : Après, j'ai comparé 0,0001 et 0,001.
P : (écrit au tableau), attends, je vais mertre ça dans l'ordre chronologique:

0,278 : 0,0001
0,0278 : 0,001

On est d'accord avec ça, la première opération que l'on a faite:
tu passes de 0,278 à 0,0278 en divisant par 10,
tu passes de0,0001 à 0,001...
E2 : en multipliant par 10.
P : Ah c'est mieux, tout Ie monde est d'acco¡d. Tu dis cela fait rien, parce qu'on obtient
le même.résultar parce.que. d'un côté on divise par 10 et de I'autre côté-on muliiplie par 10
E : O^n divise et on multiplie pas les mêmes nombres, donc on ne peut pas comþarei.
P : Quand on divise 0,278 par 0,0278, qu'esr-ce qui se passê ? <iuand oñ divise le
numérateur par 10 ?
E : On multiplie par 10.
P : Toi, tu as référence au "multiplier", mais le résultat n'est-il pas lui même... un
numérateur qui est un dividende plus petit, à l'a¡rivée le nombre va être comment ?
E.: Eh bien 10 fois plus perit si je ne change pas le diviseur. C'est clair ou quoi ?
Si au. lieu de partir d.'un no-mbre que je m'étais donné dans une premièrè opération, je
pre¡d¡ y1 nombre qui esr 10 fois plus petir, le résulrar que je vais rrouver esr i0 fois ptús
petit. Maintenant, si au lieu de diviser par 0,001 je divisepar quelque chose qui esi l0
fois plus grand.
E : Iæ résultat est l0 fois plus petit.
P : Là c'est pareil si je multiplie le diviseur par 10, cela va diminuer le résulrar er cela va
diviser le résultat par 10. C'est bien cette idée, puisque que j'ai partagé en l0 fois plus de
parties, mais chacune de mes panies sera 10 fois plus petite, Là aussi cela nécessitèrait de
faire. des-manipulations pour donner du sens à ceci: qu'est-ce qui se passe quand je
multiplie le diviseur par uñ nombre ? l,e résulrat est divisê par l0 efrout ài'heure, on a dit
que le rés.r¡ltat était divisé par 10. Quand je conjugue ces déux actions, je divise le résulrat
par 100. Donc vous avez trouvé 27,8 au lieu de278O.
Vous pouvez essayer de répondre à la question suivante: comment donne t-on les
méthodes relatives aux opérations ? Les donne-r-on comme des règles dénuées de toute
sìgnification si ce.!'est que d'appliquer une règle donnée, un déplacèment de virgule ? Et
il y a possibilité effectivement de mettre ces règles avec des activités qui se traduisent très
conc¡ètement et qui donneraient du sens entre guillemets parce que mói, je ne sais pas très
bien expliquer ce que c'est que construire du sens, donner du sens, j'ai toujoursln peu
de mal avec ces expressions. Je crois que I'on arrive cependant à s'entend¡e là dessus.
Bon on passe à l'exercice suivant.
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Annexe C4b: Chronique de "l'intermède" du 06104193

P : Pour la suite, vous changez de situation.
E : Sur decimaux, il y a combien de séances ?

P : Sur décimaux, il y a encore 3 séances.
E : Depuis qu'on a abordé le module sur décimaux, je ne vois pas du tout où est-ce qu'on
val
P : Où est-ce qu'on va par rapport à quoi ?
E : Par rapport à ce que I'on doit apprendre su¡ les décimaux.
P : Pour répondre à la question, est-ce que cela veut dire que tu ne fais pas le lien entre
décimaux et fractions ? Est-ce que tu ne fais pas le lien enEe fraction et ra¡ionnel ? Ou est-
ce que tu ne fais pas le lien entre l'activité que I'on a proposée et les connaissances su¡ les
fractions ?
E : Entre I activité et les connaissances.
P : Concernant les rationnels, qu'est-ce qui vous tracasse ? Est-ce qu'on n'est pas arrivé à
donner une définition de rationnel ? Peut-êre que justement vous ne le voyez pas à I'issue
de l'activité "Automates". Par exemple à un moment donné, vous m'avez posé la
question: mais qu'est-ce que c'est qu'un rationnel ? qu'est-ce que c'est qu'un décimal ?
qu'est-ce que c'est qu'un nombre réel ? La question "qu'est-ce que c'est qu'un
rationnel", est-ce qu'on n'est pas arrivé avec cetre synthèse à y repondre ?
E : Si. þlusieurs voix dans la salle)
P : Je crois qu'on est arrivé à dire qu'un rationnel, c'était une écriture de la forme a,/b, a et
b éunt entie¡s, et on sait qu'il y a deux aspects là-dedans, ça représente a fois l/b et a,/b x
b donne a (il écrit au tableau). Ce sont les deux caractérisations du rationnel a/b. Il me
semblait..., mais peut-être que ça veut dire qu'on a pas assez fait la synthèse. Alors par
rappon à ça, vous voyez qu'il y a des écritures fractionnaires des rationnels, et pour
additionner des rationnels, on a vu qu'il fallait les réduire au même dénominateur, que
pour comparer des rationnels on a vu qu'on pouvait, soit les réduire au même
dénominateur, soit les réduire au même numérateur. Quand vous avez deux rationnels à
comparer, vous pouvez nès bien. . . Si par exemple, je veux comparer 3/4 et 213, je perx
très bien m'arranger pour avoi¡ ici 6/8 et là 6/9. Ou alors on peut passer par 9ll2 et 8/12.
Dans le contexte que I'on avait choisi, ii me semble que ces connaissances étaient
apponées. En principe, la situation que l'on vous propose devrait faire le lien entre
décimaux et rationnels. Ca va ? tu n'as pas l'air bien convaincue ? Qu'est-ce que tu
voulais apprendre par rapport aux rationnels que tu penses qui te manque ?
E : Je ne sais pas, je ne savais pas à I'avance.
P : Tu trouves que c'est déstabilisant comme méthode (silence). L'année demière, le
module "décimaux / rationnels" on I'avait fait assez bref. Je me vois mal fai¡e si tu veux,
les opérations sur les fractions, encore que si je regarde certains ouvrages qui se disent
vouloir préparer au concours, on voit des calculs de réduction au même dénominateur ou
des mises sous fo¡me rationnelle des dénominateurs, c'est-à-dire des connaissances
relativement traditionnelles. Je me vois mal par rappon au groupe, faire des activités
comme ça. Eventuellement en self-service. Dans un module de formation, cola me paraît
peu utile. On sait tous à peu près additionner ou soustraire ou comparer des fractions.
E : læs puissances, on ne connaît pas bien.
P : Oui, les puissances, c'est au niveau de l'écritu¡e. Ce que l'on pourra faire, c'est faire
un travail avec des puissances de 10 encore que I'on avait revu la notation des puissances
au moment du module multiplicatif. D'un autre côté, il m'a semblé qu'il était intéressant
de pouvoir réfléchir à I'apprentissage des fractions et des rationnels.
E : (phrase inintelligible)
E : Ce qu'elle veut dire c'est que c'est plus difficile à gérer, à faire les liens entre ce qu'on
savait déjà et ce qubn voit Ià.

403

Explications de I'enseignant suite une intervention d'étudiânts
- séance du 06104193

Annexe au Chapitre C4



P : Il me semble que cela représente plus d'apportparfapport.à ce que vous avez à faûe
l,année prochainè ou dans deux añs, c'est à dire à prendre une classe en charge
éventueliement. Il me semblait que cette approche vôus donnait plus d'indications
justement en tant que futur enseignant. Elle est plus déstabilisante'
"E 

: Oui, parce que nous, on a une méthode et cela ne correspond pas à ce qu'on faisait
avant.
E : Pour un enfant, c'est plus facile de ¡ent¡er dans des situations comme ça, que comme

nous, on l'a fait avant.
P : Je ne sais pas si c'est plus facile avec l'exemple que I'on vous a donné. Ce que je dis
c'est que ça vous a peniis de poser des problèmes de I'apprentissage des nombres
rationnels.
E : Moi, personnellement, cela rne paraît plus intéressant.
P : Tu voulais dire ?

E : Moi. ie n'arrive pas à faire la différence ent¡e les rationnels et les fractions.
P : Moi, je croyais. . .: quelqu'un peut répondre ou pas ?

(Une disðussion animéê s'eñgage dans lã salle à propos de fraction et rationnel).
È : Il peut y avoir plusieurífiactions pour un'nrêine rationnel, en fait un ¡ationnel, le
résultat, c'est une fraction.
p : l,li2,c'est une fraction, 5/6, c'est une autre, d'accord, mais ça représente le même

rationnel.
E : Mais le décimal là dedans ?

P : læ décimal ? le problème, moi, je veux bien repondre, le décimal pour vous qu'est-ce

que c,est ? Je vous ienvoie la question. Quand même vous avez des idées sur la question

?
E : Maintenant, je ne sais Plus.
P : Qu'est ce qïe 5,7 ?, cbst un décimal, vous êtes tous d'accord. Vous savez qu'est-ce

que c'est ?
E : Oui, je suis d'accord, mais les limites.. .

E : Mais ça peut être un nombre entier aussi!
E : Un dé-cimal, ça ne peut pas être un lationnel ?

E : Un décimal, c'est un genre pa¡ticulie¡ de rationnel!
P : Est-ce que l/3 est un décimal ?

E : Non! (plusieurs non dans la salle)
p : Justemènt, le problème, est-ce qu'on arrive à donner une écriture à virgule de 1/3 ?

E : Non! (plusieurs non dans la salle)
E :0,333
Þ : Í disait que c,est le décimal 0,333. Tu sais que le rationnel l/3 multi^plié par 3 doit
donner 1. Doic 0,333 x 3 devraitdonner 1' Est-ceque 0'333 x 3 donne I ?

E: Non.
p : l/3 est un rationnel mais l/3 n'est pas un décimal, désolé, mais.c'est-colnme ç4. Parce

que chaque fois que je vais avoir unè écriture décimale multiplié par 3, je ne peux pas

obtenir 1.
E : Et ¡, c'est un rationnel ?

P : Ca. ie ne Deux pas te répondre actuellement.
E : Ët pourqüoi 0,i133¡ n'e3t pas un décimal ?

P : Tu me d-is que 0,3333 ce n'est pas un décimal.
E : Je demande pourquoi ?

P : Ca. c'est un äécimal, Ça aussi c'est un décimal (il montre 0,333)

E :'Eisi c'était à I'infini, ôe ne serait pas un décimal ?

P : À I'infini, ça devient quoi ? Envisãgeons-le- (brouhaha). Ta question ?

E : Pourquoi O,tlll:. . .ça n'est pas un décimal. ?

F , ÀË;i ià. i. n'.6 d'es points de suspension pour indiquer que j'ai des trois qui

continuent jusäu'à I'infini. Qu'est ce qui vous.pose problème ?
g , 5i o" tujoutr d.r 3 auran-t qu'on véut et qu'ôn multiplie par 3, on n'obtient jamais 1.
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P : Si c'était un décimal, tu as appris à faire des opérations avec des décimaux, si tu as un
décimal, on doit savoir multiplier par 3. Alors on y va ? Comment on va démarrer, on ne
peut-p-as parce qu'on n'a pas le premier, mais est-ce qu'on ne peut pas imaginer ?
E : 0,3.
P : ça veut dire quoi, ça ?,
E : C'est une approximation.

P : Pa¡ce qu'à ce, moment là, ça voudrait dire que 0,33 avec une infinité de 3 est-ce que
c'est 1/3 ou pas ? Pour toi, j'ai I'impression qtte l/3, c'esr 0, 3333... avec une infinité-de
3, c'est ça ?
E: Oui.
P_:-.!on, 1/3 multiplié par 3, cela donne 1. Alors, ce n'est pas si simple que ça! En
réalité, on ne pourrair pas envisager les décimaux comme ayant une infinité de chiffres
apres la virgule. Iæs mathématiciens, quand ils ont défini les décimaux, ils les ont définis
comme ayant un nombre de chiffres fini après la virgule. Parce que sinon, il faud¡ait
appry1dre..., j'essaie de donner un argumenr, je vous signale que c'étair prévu dans le
module, parce que, quand vous m'avez demandé combien il restait de séances, on voulait
simplement le faire en guise de synthèse une fois que l'on avait bien vu. Je vais quand
même m'arrêter parce que je ne veux pas tout faire avant, mais je vais essayer de m'en
sonir. [æs mathématiciens, quand ils ont défini les décimaux, se s-ont a¡rêtés à un nombre
fini de chiffres après la virgule pour pouvoir définir des opérations sur les décimaux. En
réalité, les décimaux ont été construits bien après, au XVI ème siècle, parce que
justement, ils permettaient des techniques opératoiies rès intéressantes par rappõrt à notre
numéradon. Donc en réalité, quand ils ont défini les décimaux, pour avoi¡ deltechniques
opératoires, il fallait se fixer un nomb¡e fini de chiffres non nuls après la virgule. Le
problème, pourquoi on s'est fixé ça: une telle opération dewait donne¡ I et en réalité, si je
m'en tiens aux algorithmes classiques, j'ai certe fameuse écriture 0,999.... Pour
simplifier, je ne sais pas, il y a I 5 ans on enseignait carrément que ça, c'était une écriture
de l. Peut-être, il y en a parmi vous pour qui 0,999..., ce n'est pas autre chose que 1. Ne
discutez pas, c'est 1. Si vous envisagez des écritures décimales illimitées, vous êtes
obligés d'envisager que l'écriture 0,99999... c'esr 1. On appelle nombre décimal, un
nombre qui compone un nombre fini de chiffres non nuls après la virgule. Au bout d'un
moment, ça s'anête. Ca va, ça éclaire un peu ?
E : On se demandait si rc est un rationnel ?
P : æ n'est pas un rationnel parce que même si22fi est une fraction, elle donne seulement
une approximation de ¡.
E : Ça se termine ?
P : Non, 22ft ça ne se termine pas. Il y a une période qui se répète. ¡, lui, les
mathématiciens ont démontré qu'il ne pouvait pas s'écrte sous forme de rationnel.
E; Ah bon ?
P : Pardon, sous forme de fraction, donc, ce n'est pas un rationne¡.
E : Et quand on fait périmètre divisé par le diamèEe, on a bien une fraction ?
P : Non, parce que ça veut dire que tu n'as pas un entier divisé par un entier. Si tu prends
périmène divisé par diamèrre, cela veut dire que si le diamère est entier, le périmètre ne
I'est pas, il n'est même pas rationnel. C'est clair ou pas ? Si tu prends par exemple un
cercle de diamètre 5, eh bien la longueur du cercle ne peut pas être un rationnel. Sinon æ

serait ce rationnel divisé par 5, ça serait encore un rationnel. Les mathématiciens ont
montré que fi n'était pas un rationnel.
E : Moi je ne comprends plus, parce que le rationnel, il a un nombre infini de chiffres
après la virgule.
P: Il peut avoir, non, 2/5 est un rationnel. 3 est un ¡ationnel: il peut s'écrire 3,0 , il n'y
pas de chiffres non nuls après la virgule.
E : Oui, mais il peut avoir un nombre de chiffres infini après la virgule.
P: oui, bien sûr. 1/7...
E : Mais quelle différence avec n ?
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P : La différence est essentiellement la suivante, c'est que dans l'écriture décimale de

U7,si je divise 1 par ?, il y a au maximum 7 restes possibles 0,1'2,3'....6, mais au

bout d'i¡n moment; j'abaissé toujours des zéros, ça ne va jamais s'arrêter, comme je.ne
peux avoir comme-reste 0, je vais avoir soit 1, soit.2 soit 3, soit 4.'.'.au bout d'un
'mo*"nt co*me les restes soni limitéS et comme on abaisse toujours un zéro, il va y avoir
le quotient qui va se reproduire. Là aussi,j'anticipe, c'est prév.u: on doit vous faire faire
deiactivités'pour vous montrer qu'il y a dês écriiures à virg-ule qui reviennent. Ce sont

les écritures ã virgule dites périõdiques. Tous les rationnels. peuvent s'écrire de cette
façon et peuvent aioir des apiroximaiions par un décimal. aussi proche que lbn voudra et

uu'boot ô'un moment, tu peù-x te rendre compte que les 4]fférentes approximations sont

de olus en plus précises. Au bout d'un momènt, les chiffres reviennent, donc tu as une

aodroximatìon d'écimale périodique de n'importe quel rationnel. La chose qui se passe,

cbìt qu'on est sûr qu'au b'out d'un moment lès chiffres de fapproximation latronnelle.de
n ne r;viennent pai régulièrement. C'est exactement la même chose que-{2-, le nombre

dont le carré vairt 2, iI n'est pas ¡ationnel, il ne peut pas s'écrire sous la forme d'une
fraction, Je m'arrête là. Voris avez les nombrçS entiels qui sont contenus dans les

décimaux, qui eux-mêmes sont contenus dans les nombres.¡ationnels. Quand, j'en suis

là, æ n'y eitþas en"ote. (Le professeur dessine des "patates" sucessives représentant les

différents ensembles).
E : læs rationnels ce sont des quotients ?

ñ ;õ;;ã;;õ;ti";;; d.*il;. ä"", n n'y-est pas encore là dedans ni {2, ils sont en

áetrors. 
.Qgux 

qui sont en dehors, on les app'elle les inationnels et tous les nombres qu'on

ðonsidère là, ónt les nombres réels. Toúi les nombres que I'on connaît à ce niveau là,
oue ce soit lás rationnels ou les irrationnels, tous les nombres issus de la mesure si vouS

Joulez, sont appelés les nombres réels.
E : Les irrationnels sont à Part ?

F: Oui, ce qui est appelè inationnel, c'est I'extérieu¡, les irrationnels ne.sont-pas les

rationnels. Si.¡e mettáii une étiquette ici, ce serait les réels. Est-ce que j'ai répondu.à vos

intè..oe"tioni? Je vous signaleþu'au point où on en est, on a consmiit les rationnels. On
n'a pas"parlé encore des décimaúx. Les fractions petmettent d'aneindre les rationnels. Il
i" douJ" qu", quand on fractionne une unité, quand on panage 4.en 7 panies égales, on
tombe suilei iationnels. Les rationnels ont été connus et étudiés, mis en évidence,
utilisés avant les décimaux. Les décimaux n'ont été mis en place qu'au XVI ème siècle
;ñ;ì* les rarionnels étaient en place dans I'Antiquité. Il a fallu d'ailleurs attendre la
Révolütion Française qui a imposé ie système métrique en France pour que. les décimaux
oui.."nt êre utilìsés, platce què c'était iié aussi au système de mesures utilisé. Justement

bou1. uous dOnner une'idée, quand on COmpte par douzaines, On a enCOre des traces, vous
'avez des unités anglaises {ui sont faiteì avec des fractions, pas.des décimaux. Ils
n'utilisent pas les d?cimaui parce que leur système d'unité traditionnel_ n'est pas un

"u..ii-" dé'òimal. Alo¡s, étanidonné le cours,-nous, on avait pensé faire les rationnels

drabord et voir les décimaux ensuite. Pourquoi les décimaux peuvent intervenir? Parce

ãu" ttruou" fois que I'on a une fraction, 
-on 

a une approximation décimale de cette

Ër*tion-'À.tu"llefuent, c'esr vrai que les décimaux oni pris une grande importance à

cause des calculatrices.
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Annexe C4c: Construction des rationnels à partir des entiers

Un saut est désigné par un couple:
exemple (12;18).

Il e-st aussi désigné par le couple d'origine
(2;3) obtenu en divisant 12 e¡ 18 par leur
PGCD.

Si deux couples (a;b) et (c;d) désignent le
même saut, alors ad = bc.

Il est aussi désigné par I'ensemble des
couples:
(2;3\ , Ø;6), (6;8).....(2k; 3k) k entier.

1'.>
(12;18) estla fraction ff .

(2;3) est la fraction ineductible 3

å = å ,t ad = bc (produit en croix).

Un rationnel est défini par I'ensemble des
fracfions
24682k
3= 6= -e=Tr=""'= 3E'

On dit que les fractions sont égales
puisqu'elles désignent le même rationnel.

et
paf et (c; d) correspondant

à deux automates A et B

Sa <Su
. si pour le même nombre de sauts, I'entier
atteint par A est inférieur à I'entier aüeint
par B,
. si pour le même entier atteint , le nombre
de sauts de A est supérieur au nombre de
sauts de B.

La recherche du même nombre de sauts
correspond à la ¡echerche du PPCM de b
et de d (produit de b et d si b e¡ d sonr
premiers entre eux).

aca+c
5=a=6rã

ett
désignés par deux fracúons i " å
r<t
. si ayant réduit au même dénominateu¡ les
deux fractions, le numérateur de la
première est inférieur au numérateu¡ de la
seconde,
. si ayant réduit au même numérateur les
deux fractions, le dénominateur de la
première est supérieur au dénominateur de
la seconde.
Réduire au même dénominateur consiste à
rechercher le PPCM de b et d
(produit de b et d si b et d sonr premiers
entre eux).

un saut
Le coupie obtenupeuvent

désigne le même saut.

par d) correspondant
à deux automates
C'est Ie saut défini par le nouvel automate
défini par le couple (n; s) s étant un même
nombre de sauts réalisés par chacun des
automates, n la somme des entiers atteints
par chacun des automates.

Exemple
(12; I 8)+( 15; 12¡=(24;3$+@5;36)=(69;36)
ou
(13)+(5;4)=(8; 1 2)+(1 5;12)=(23;12)

désignéspardeuxfractions å " å.
C'est le rationnel désigné par la fraction fi
obtenu en additionnant les numérateurs
après avoir réduit au même dénominateur
(en cherchant le PPCM de b et d).

Si fi et ! sont inéductibles alors

+
a
b d

ad+cb-5ã-
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Annexe C4d : Automates et rationnels. Synthèse conduite par P. Séance
du A6104194

P : Vous voyez, un saut est désigné par un couple. Par exemple, I'automate qui arrive à
12 en 18 sauts. Le saut, lui-même, la longueur du saut, vous I'avez dit vous-même,
puisqu'en l8 sauts il a¡rive à 12, eh bien, chaque saut peut être caractérisé par la fraction
12118. Donc en fait le l2l18 conespondra à la longueur du saut. Et peut-être que tout de
suite, on pourrait donner une définition, ou en tout cas un élément caractérisant la
fraction. Pourquoi dans la situation "Automates", on fait appel aux fractions ? Quand on
dit par exemple arriver à 12 en 18 sauts, quelle est la première activité que lbn a fait pour
dessiner les sauts des automates ?

El : On a divisé 12 par 18.

P : Oui, on a divisé 12 par 18. En réalité qu'est-ce qu'on pourra donner comme définition
d'un rationnel ?

El : l¿ division de deux entiers.

P : Effectivement le quotient de deux entiers va défini¡ un rationnel, on verra sous quelles
conditions. Douze dix-huitièmes, c'est le quotient de L2 pat 1 8. Quand je partage 12 pæ
18, eh bienj'arrive au rationnel 12 sur 18.

E4 : Si on parle de quotient, c'est qu'on sait déjà diviser !

P : Alors qu'est-ce qui te gêne dans le fait d'avoir déjà divisé ?

E4 : Dans la mesure où il y a des fractions qui ne se terminent pas.

P : Justement, qu'est-ce qu'on vous a proposé pour arriver à représenter les automates:
est-ce qu'on vous a demandé de poser des divisions ?

E4: Non !

P : Et comment vous avez fait pour trouver chaque saut ?

E2 : Quand on calcule, on a plus dans l'idée de calculer un coefficient de proportionnalité.

P : Le calcul du coefficient de proponionnalité revient au calcul de quotient. La question
que tu poses, que j'entends, c'est: comment vous arrivez à calculer un quotient: vous
parlez de rationnel et je ne sais pas calculer un quotient. Si je pose une division et je
risque effectivement d'avoir des problèmes parce que la division ne se termine pas, c'est
la question que tu poses ? Comment on peut répondre à cette question ? Est-ce qu'on
vous a proposé de faire une division ?

E : (plusieurs) Non.

P : Comment on vous a proposé au départ pour représenter les sauts des automates ?

E : Avec un réseau.

P : Oui, qu'est-ce que vous a permis de faire ce réseau ?

E : I-e fait que ce soit des intervalles réguliers.

409

Amexe au Chapiùe C4 : -Automates et ¡ationnels - sémce de synthèse - sémce du 06/04¡94



p : [æ réseau vous a permis de panager 12 en l8 paftjes, i I aura it pu pemrettre de Frtager
12 en 18 parties. Doñc on anivait à se donner un idée de ce fameux quotlcnt en dlsant'..
utoir, .oå1¡n.nt on pourrait le caractérise¡, ce quotient ? Pour l'instant, on arrive à le

ã"isiie. uppto*imativement, est-ce qu'on peut en.calculer une valeur approchée ? Alors
f¡-,-iu prniér à la division. ie pense'que h division nous perrnetra d'avoir une valeur

^l*"ón¿". 
mais est-ce qu'on atTivera-à une valeur exacte ? Dans certains cas, il faudra

rãii-ãrJ rã ooser la queition. Tu auras peut-être un lien entre les nombres rationnels et

í"i-no.U..s äecimauipar I'intermédiaire de ces valeurs,approchées ou par I'intermédiaire

ããrutiomèispurticulieis. Justement on pourrait faire le lièn entre I'activité automates, qui

ðifèüiu.rn.ni peut très bien être utiliiée potr une certaine lPProche de la notion de

i.uõtiòn..n toui cas de la notion de quotient-. Quqqd jq sais que I'a¡tomate a¡rive avec des

iãutJ reluners à 12 en 18 sauts, c'eit qu'il franchit chaque f'ois douze dix huitièmes. La

iituation",.Automates" permettait de donner un certain sens à cette situation là.

ó" uã uit"r assez vite. ïous m'arrêtez si vous trouvez que ça va trop vite ou si vous avez

J". tã-uiqr"r intéressantes. Est-ce que vous arrivez à suivre un peu le contenu de la
fiche ?

p : on arrivait à la notion de couple origine, vous l'aviez appelé couple_ origine, c'e1t-à-

di¡e c'est la fraction inéductible. 12l18 peut s'êcnre 213 palce que je simplrtie par ö en

haut et en bas. Pour cela au passage, j'urilise le PGCD.-
Á-¿i. ó" iráit vu que deux coriples désignent le même saut et vous aviez utilisé le

oräduii en croix. Deux fractions soit égales si le produit en croix(" ')'
il"nrJrUl" ¿.r couples étair caractéri-sé par l'enìemble des couples 2W.3k,k entier. Un

ãtlã"*f Lìiáeiiitii- l'ensemble des fìactions 2kl3k. On- pourra même envisager k
négatif, ce qui n'était pas envisagé dans le cas de la situation des automates'

E : lr rationnel, c'est le résultat d'une division ?

E : C'est le quotient.

E : C'est 213 ou c'est 2...'!

p : si ie ne te réponds pas et que je te renvoie à la situation des automates. Qu'est-ce que

"'aui,i 
li v avaii les cduples eì I'ensemble des couples caractérisait quoi ?

E : læ saut.

p : Le saut, c'esr-à-dire le saut, c'est ça (il fait un dessin); I'ensemble des couples.qui

õatact"risuiónt les automates, c'était le éaut élémentaire que faisait I'auOmate en question'

vrai"iè"ãni sl¡eregarde, 2ß,416'6/9... quel est le nombre qui caractérise ?

E:213.

E : C'est 0,666 le rationnel ?

P : Est-ce que 0,66 est le rationnel ? A ce moment là. . '

E : C'est une valeur approchée du rationnel.

p : oui, ça sera une valeur approchée, mais moi, je préférerais reprendre ce.quej'avais

o.o1ìZ ð";tih;;r", ;';sçd-åire le quotient. Le quoiient est le même pour 213 pour 416,

Ëõ.:iü';r;"" q"tfiå, caracrérisenr'toures ces fiactions, elles caractérisent lemême
q;;iÈ;. ð"ìrótient, si vous voulez, c'est l'équivalent du saut, ça va ? Ca répond à vos

questions ou pas ?
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E : On reformule ce qu'on avait déjà appris. (rires)

P : Oui ce qubn avait déjà appris avec l'automate.
Alors deux colples désignant un même saut peuvent s'additionner, alors le couple obtenu
désigne.le_ même saut, alors ça c'est une propriété. Vous vous souvenez, si je prends le
couple 4,6 et le couple 6,9, c'est à dire I'auromate qui arrive à 4 en 6 sauts, cresi aussi un
automate qui arrive en 6 en 9 sauts et on avait vu qu'on pouvait additionner les premiers
termes du couple en disant que cet automate arrive à 10 en ... \
E : En 15 sauts, (après une discussion et une er¡eur due à une faute de frappe).

P : J'attire votre attention sur cette propriété, si je regarde la fraction 4/6 et la fracaon 6/9.
Qu'est ce que vous pensez de cette égalité ?

E : Elle n'est pas juste !

E : Si, elle estjuste !

P : Essayons de donner du sens à ça.

E : Ce nþst pas ce qu'on a essayé de faire la dernière fois, on avait deux sauts.

P : Attendez, on n'est pas encore dans I'addition des automates, on avait remarqué que
pour un même_ automate A, ça me paraît importanr parce que c'est une connaissañce que
j'ai_envie de réactualiser, il me semble qu'on a un peu de mai avec ça, votre réaction ne
m'étonne pas. Je s-uis toujours obligé de m'y reprendre à deux-fois: j'ai un même
automate (2,3), (4,6),...on avait_remarqué qu'on pouvait ajouter les éléments de chaque
couple et on tombait sur un couple définissant le même automate. Si je raduis ça en terme
de fraction, ça veut dire que 4/6 + 619 me donne la fracrion 10/15. Alors-cela paraît
étonnant parce que vous n'avez pas le souvenir d'avoir effectué des sommes de fraôtions
comme ça,

E : læ problème , on peut pas écrire comme ça, parce que cela a fait un saut plus un saut

E:Cafut2/3 +2/3.

P.: Je.le note comme ça 4/6 = 6/9 = 10/15, oui vous avez raison, je me suis complètement
planté excusez moi, c'est pas ça. Excusez-moi, je vous ai mis dans le doute.

E : Moi, je n'ai rien vu (rires). Cela ne m'a pas gênée, je ne comprends rien. (rires)

P 
-: 

Il ne s'agit pas de somme de fractions, je ne sais pas pourquoi j'ai écrit ça. (...)
Alors, est ce qu'on a Ie droit d'ajouter les numérateurs et lès dénominaieurs de deux
fractions égales comme ça ?

E: Oui !

P : Par rappon à la situation.

E : Puisque le quotient est le même, on peut écrire les égalirés..

P: Est-ce que vous êtes étonnés que I'on ajoute les numérateurs et les dénominateurs et
qu'on obtienne la même fraction. Cette propriété, si on le fait dans le cadre de I'addition,
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ce que i'avais fait tout à I'heure, si vous essayez d'appliquer cette méthode à cette

addiiion, est-ce que cela va fonctionner ?

E: Non !

P : Pour l'addition des fractions, on n'a pas le droit d'additionner les numérateurs et les

dénominateurs. Par contre, je ne change Þas de fraction sij'ai une éq,alité et que-je forme

une nouvelle fraction en additionnaniles numérateu¡s et les dénominateurs. Alors cette

propriété, j'attire votre attention surle fait que c'est cette propriété qui vous pennet de

ãéterminer des partages proponionnels.
Ouand vous avèzoar eiemple la situation suivante: 3 enfants ont par exemple 5' 7' 10

al-o, j,ui une somme dc 1lo-francs que je veux partagef propoltionnellement à l'âge des

enfáåts, vous comprenez ce que je veui dire ? Ëh bien si je dis que je donne au premier

énfu"ti, au seconri y et au tro:isièhe z , cette propriété me permet de trouver facilement la
solution de ce parÞge.
Si ie veux oue ie oañae" soit proportionnel aux âges, il faut que le quotient de chaque part

o"í l'âee c'orresóondànt soii le même: c'est çà l'idée de proportion. b,h, bien, si on
ötre.ctrë à résouilre ce problème avec la somme que j'ai donnée, on est coincé,.parce
ouion n,v arrive Das. Àlors que si vous pensez que quand vous avez l'égalité de

rjroportións, uous obtenet la même proportiòn en ajoutant les numérateurs d'une part et

ies äénominateurs d'autre pafi, il y a, à õe moment là, la somme-des-trois parts_qu_e-vous

partag".... la proportion itS = Vn = zl10 = x+y+z/ 5+7 +10= 110122, ¿s¡ç x/J= ll0/22
(...).
i;iniirt" sur ce point-!à, parce que ce sont des exercices.très classiques de partage

DroDortionnel. còmme vous pouvez très bien en avoir à faire, soit au concours' soit à

Íèóãi" ¿i¿-"itaire, puisqu'il þeut y avoir des problèmes,de cet ordre-là, qui peuvent se

poser. Ces problèmes ont une solution avec cette propnete.

Excusez-moi encore pour mon ereur.
Fr Àlotr la comparaiìon de deux sauts, on avait v,u qu'on pouvait comparer.deux sauts,

Soit en les ramenant à la même graduation, soit en la ramenant au même nombre de SautS.

Àl,o.r est-." qu'il en est de mê-me pour les fractions_?_ Est-ce qu'on peut comparer des

fráctions et si ilui comment ? Je veui comparer 2/3 et3l4, comment je m'y prends ?

E : On les réduit au même dénominateur.

P : Il v a moven de les réduire au même dénominateur et de compaler les numérateurs.

Est-ce qu'on þeut faire aurrement ?

E: On peut les réduire au même numérateur.

(écriture des fractions)

p : Eh bien, quand je pafage 6 en 9, j'en ai moins_que si je panage 6 en 8. [æ quotient de

6 par 9 est plus petit que le quotient de 6 par 8. Vous retrouvez une deuxleme s¡falegle

pdssible. Tú ne ðomprends toujours rien ?

E : Non, ça va mieux. (rires)

P : Bon, on va en profiter pour condnuer.

(étude des additions avec le critère d'additions des entiers)

p : Je ne vais pas m'attarder longtemps, mais j'aurais aimer y revenir brièvement.

(... )
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P : Ce que I'on voulait vous faire remarquer, je n'ai pas assez insisté. On avait dit que le
cas particulier des entiers: si on applique les règles que vous aviez proposé à des entiers,
alors là, c'est un peu plus difficile, il faut queje prenne un exemple-(2,i) et (3,1).

(...)
P : Autrement, si àpartir de la situation "Automates" et à partir de ce que je connais su¡
les entiers, je n¡e1{1 l9s couples qui caractérisent les autoi¡ates et grâce à ce que je sais
sur lesentiers, je définis une comparaison ou une addition, je me renãs compte Que parmi
toutes les règles que_vous avez proposées, il n'y a que cette-règle qui permefde prolõnger
les opérations sur les entie¡s. Alors les maihématiciens jristemerit se sont-posé à'es
questions à propos de ces nombres rationnels. Vous me dites: comment les définir ? Vous
souhaitiez avoir une définition tout de suite, on a un peu toumé la difficulté en disant que
les quotients, c était dans un premier temps, pour fixèr un peu les idées. Mais justement,
la question que I'on peut se-poser, c'est est-cè que ce quoti-ent existe, est-ce qüil n'existe
pas,-est-^ce qu'on en a seulement une valeur approchée, est-ce que c'est ún véritabte
nombre ? Alors justement, ça prendra le sratut dä nombre si on sait faire des opáations
dessus, si on sait comparer. Alors I'idée, c'était: est-ce que à pardr de ce qu'oñ connaît
sur les entiers, à I'aide des couples, peut-on définir de nouveaux nombres qúi prolongent
un.peu ces entiers, alors si vous aviez fait des études de mathématiques, c'est uìe activité
qui vous aurait été familière. Dès qu'on pousse un peu dans les études mathématiques, on
est amené à construire I'ensemble des nombres rationnels. comment on les constiuit, les
mathématiciens p¡oposent de les construire à partir de couples d'entiers, on essaie de
trouver des prolongemenrs des opérations de ces entie¡s. On va définir de la même façon
les opérations sur les rationnels, mais en respectant, en prolongeant les entiers. J'appélb
gltie-{ gn couplg (2,1), out couple de la forme (a,1). Je me rends compte qu'avec láiègle
d'addition quej'ai encadrée, quandj'additionne deux couples qui sonr¿amðrérisés aveðle
nombre de sauts égal à I, j'arrive à un couple qui peui êrre ramené à la forme (x, l).
Autrement la somme de deux couples qui sont des entie¡s sera un couple d'entiers. Çava?
Oui, en faisant la somme de deux sauts entiers, j'arrive à un saut entier. Ça va ?
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Annexe C4e: Synthèse générale conduite par P. lll04l94
Iæ formateur a tout d'abord proposé I'exercice suivant :

Écrire un entie¡ naturel à la ce soit
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Il enclenche la synthèse à partir de la correction de cet exercice.

P : C'est facile d'avoir une fraction qui soit un entier naturel ! Qu'est-ce qu'il faut prendre
pour numéraæur ?
E : Un multiple du dénominateur.

P : Donc, vous donnez une réponse du type 
81I n. fout nombre entier peut s'écrire

85
sous forme d'une fraction. Une fraction, on a vu que c'était une écriture d'un rationnel.

Qu'est-ce que c'est que le ration net (, a e N, b e N, b * 0. Quel est la définition d'un
b

rationnel? On a dit que le module devait apporter des définitions. Depuis deux séances,
on pmle de rationnel, on le mélange avec le terme de fraction.
E : C'est un quotient.
P : Oui, c'est le quotient de a par b. Comment on va définir le quotient de a par b, c'est le
résultat de la division : c'est ça que tu voulais dire ? Seulement il y a des divisions qui ne
s'arrêtent pas. Comment peut-on le définir ? C'est ?....C'est le nombre qui...?
E : C'est le nombre qui multiplié par 3 donne 2.
P : Oui, alors le quotient de a par b, c'est le nombre qui multiplié par b donne a.
Lorsqu'on construit les rationnels, on admet que le quotient de deux entiers, dont le
deuxième n'est pas nul, existe toujours. Et c'est ce qui fait construire de nouveaux

)
nombres parce que 3 n'est pas un entier. Et à un moment donné, on se dit : est-ce qu'on

ne pourrait pas le considérer comme un nouveau nombre ? L'automate qui arrive en 2 en
3 sauts, vous vous rappelez : on peut considérer des additions et même un produit par un
entier. Mais dans la dernière activité, on vient d'utilise¡ des rationnels un peu paniculiers?
E : Ils avaient un dénominateur qui était une puissance de dix.

P : Voila. Les rationnels qui s'écrivent sous la forme ft, a e tl, n e N sont appelés

nombres décimaux. Alors quand vous avez #, on peut l'écrire sous la forme d'un
1000'

nomb¡e à virgule, les chiff¡es après la virgule signifiant : le premier chiffre donnant le
nombre de dixièmes, le deuxième le nombre de centièmes, puis le roisième, le nombre de
millièmes, etc... A cause des conventions d'écritures, les chiffres après la virgule sont
des dixièmes, des centièmes, des millièmes.. à cause de la numération de position en base
10. Cela permet d'écri¡e d'une autre façon des radonnels qui ont pour dénominateur une
puissance de dix. Le problème, c'est que les rationnels ont plusieurs écritures. Un même

rationnel a plusieurs écritures fractionnaires t?=+=1 Donc, on peut se poser la369
. 0.2

question pour :=, est-ce que l'on considère que c'est une écriture fractionnaire ou pas?
U,J

858585
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E: oui.
F , lgi auls sont panagés, je ne sais pas trancher : (se tournant vers l'observateur) je ne

sais pas ce que tu en penses R.1? Je crois qu'il y a des personnes qui considèrent 

'ueffi
est l'écriture d'une ftaction et il y en a d'aures qui considèrent que ce n'est pas l'écriture
d'une fraction.
R. : Cela dépend à quel niveau on se place !

È', I-lo¡i"i oon.a!"s sont à peu prés concordants, c'est pour dire que les fractio¡s sont

essentiellement des écritures. Alors, il y en a qui ont I'air de dire que Ia fraction i n'est

p¿ts tout à fait la même chose que la f¡action l, *ul, qr" cela définit le même rationnel. A'ó
cause de ça, certains ouwages disent que ce sont des fractions équivalentes au lieu de dire

quc ce sonr des fracrions égales. eu'est-ce que c'est qr¡e I t on 
^un 

partage en 3 et on

prend 2 parts. eu,est-ce que c'esr qu" ! t on a un partage en 6 et on prend 4 parts.
o

Alors suivant les approches, suivant les livres, certains diront que cela rePrésente des

fractions équivalentes, d'autres diront des fractions égales. Mais le rationnel i est le

A2
même oue le rationnel l, le rationnel qui a l'écriture i est le même que le rationnel qui a'-'--------- 6' 3

t'¿criturel. Par conre ceux qui prennent le point de vue "ftaction", c'est un partage' Eh
6

bien à ce moment là, ils auront envie de dire que les fractions_sont Euivalentes.
ii-uouilienulequeâanslanotionderationnél,ilyat'idée deraPportau-lieude.partage'
ä-iì*óñ*, iiy a plutOt I'idée de fractionner, de, partager, tandis que dans rationnel, il
y a plutôt I'idée d'e chercher lerapport qu'il y a- Et le rapport, ce n'est pas ar.¡tre chose que

í"ïuotlãnt.Áoti on retrorue biéri ces itlstiñcdons. Oui, un rationnel a toujours plusieurs

écritures f¡actionnaires et l'écriture décimale représente un décimal. Est-ce que I est

un décimal, oui ou non ?
E : Oui. oarce qu'on peut atteindre 100 à partir de 25.
p : Tu éfi ou'oñ peufaneindre 100 avec 25, tu précises ?

È : On peui ransibrmer le dénominateur en une puissance de 10'

P: Voilal

Si tu as 9, ¿'.pr¿, toi est-ce qu'on arrive à une puissance de 10 ?
30

E : Si ceñieprésente un décimal, c'est que ça représente déjà un rationnel'

P : On est bién d'accord, c'est un ralionnel ? D'accord ?

E : Alors, ce n'est pas une fraction décimale ?

t'7
P : Est-ce que 1 s5¡ u¡ décimal ?

E: Non.
F : nst-ce qu'it peur se mertre sous la forme- d_'u¡e puissance de 10 ? Est-ce qu'àlartir de

t3,ïù* ailver à une puissance de 10 ? Tu ne pourras absolument pas. Donc ce

1. Il s'âgit de I'obsenateùr
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rationnel n'est pas un décimal. Alors est-ce qr. {"., un décimal ou pas. On a parlé de

multiple de l0 ou de puissance de 10 ? 
30

E : l..Ion, c'est pareil.
P : A-quelle co_ndition une fraction peut-elle-être uansformée en une fraction égale, mais
donq le dénominateur est une puissance de 10?

F : A.condition q]¡e le dénominateur soit un diviseur entier d'une puissance de 10.
P : Alors, tu me donnes des exemples ?
E:25,4.
P_ r oui, à partir de.quel moment a-t-on un diviseur d'une puissance de l0? euels sont les
diviseurs d'une puissance de 10 ?
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RÉSUMÉ

L'étude didactique porte sur les rléternlinrtj;;rrs ("exterltes") et les contrairìtes ('(internes")

à propos des systènres de nonlbles (clí:eirnrux, t'ationtrcls, réels) qui délinlitent le champ

des possibles dans la fornratiotr tle:i ¡rrofesseurs tl'écttle.

La première partie, utilisunl plincip:ìlcrììent ll théorie anthrop<tlogique de Chevallard

analyse l'évolution des ír.rvoirs d:lns I'institutiou dc fot'tnatiotr des lnaîtres, Les manuels

sont envisagés conille une institLrtioll de li¡t'nlrtion des etrseignants. De ce point de vue

sont mis en évidence deux triverux tltlts la tlalrs¡rositiott didlctique: <l'une part la

productie:1 par des nrathénraticiens ou de gens proclìes de la sphère savå¡rte de traités

dont ie but est d' 'rélénre¡rter" le savoir à ettseigtler, d'en identifier et d'en organiser les

élérnents, d'autre part I:r réulisutiorr d'un trrité interntédiaire, texte du s¿¡voir à I'usage des

maîtres (et des fornrateurs), écrit par les "scribes", assqiettis à I'exigence d'élémentation,

mais aussi aux co¡rtraintes des systènres didactiques.

Dâns une deuxiè¡le pirrtie on erìtreplerìd cle pénéller au c(Bur urênre tlu tlidactique, dans

I'espace où vivent ensernblc, s'afflr¡¡llent ct colhbore¡rl fìrrntlteurs et forlnés. Le choix

consiste à étudier lu ¡rc'rtulbutiun rlu s¡'stènre ¡r:rr le biuis tl'L¡ne itrtroductio¡r d'un produit

didactique issu tl'u¡rc itrgérricric didtctiquc. Cctte irrgénielie, s'lppuJ'ânt sur la théorie des

situations de Brousscau, vise à cr'éer les cuuses tlu sr.tvt¡it' cltez les étucliants et à permettre

une institutionnalisation da¡rs lcs lerlnes d'un tcxtc (lu snvoir. L'atralyse des différents

placements des étuiliants (sétluntique et s)'rltltxique), litrsi que les négociations à propos

des systèmes cle no¡lbres pernret d'identificr deux tlétert¡rinations: I'utre donrilrante

åctuellement dans lu noosphère, qui veut que l'on tre ¡teuf ettseiguer uue techltique sans lui

do¡rner du serìs, l'îutre relative ù l.r légitiruité iustitution¡rclle tles techttit¡ues entployées

(technologie justificative ou l'cloul' ilu colltextc).

Ce travail est donc une tentutiye pour poser ct élucitlcl le ¡rroblèrne de h constitution d'un

fragment de texte de suvoir ù propos des s-vstènres tle Itulttbres, robuste, conrpatible entre

plusieurs institutions sounìises :ì tìes exigcnces ópistónrologiques et des contrai¡ltes

différentes.

Mots clés

enseignernent otrlig:rtoire, fi¡n¡ution cles rtt:tÎtres, ttLtttuels, traités, situiltion didactique'

situatio¡r acliclactique, nrilieu, institLttio¡ì, tf1ìrrsp{rsiliolr, didactiqrre, ingénierie,

eléterminatio¡, contraitìte, s¡,slèrucs tle uorttbrcs, é¡ristérnologie, placernerrt sémar.rtique,

placement syntaxir¡ue, stratégic, technique, techtrttl0gie, théorie, ac<¡uisition des

connaissances


	1ère page
	Thèse Neyret_1
	Scan_UNIGE_3823_001
	Thèse Neyret_1

	Thèse Neyret_2
	Scan_UNIGE_3824_001
	4° couverture



