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Introduction

Ce mémoire résume mes travaux de recherche depuis ma theése en probabilités et en
mathématiques financieres. Ces travaux ont été regroupés en quatre chapitres.
Dans mes travaux de these, je m’étais essentiellement intéressée aux propriétés de repré-
sentation des martingales dans une filtration brownienne grossie progressivement et de
leurs applications a la couverture de produits dérivés de crédit dans 1’approche forme ré-
duite. Le premier chapitre prolonge ces travaux en considérant des équations stochastiques
rétrogrades associées présentant un unique saut au moment du défaut qui permettent de re-
trouver la couverture des dérivées de crédit ou de déterminer un prix d’indifférence en
cas de marché incomplet. La modélisation des contrats d’assurance-vie et plus particu-
lierement des contrats de type variable annuities fait intervenir les mémes outils (temps
aléatoire et grossissement de filtration progressif). Ainsi, nous nous sommes naturelle-
ment intéressés a appliquer les résultats obtenus pour les équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades afin de déterminer une prime d’indifférence pour I’assureur en prenant
en compte la pire stratégie de retraits possibles. Enfin, dans un modele de risque de crédit
structurel avec une barriere aléatoire évoluant au cours du temps, nous avons été amenées
a considérer une succession de grossissements initiaux et a calculer les espérances condi-
tionnelles dans ce contexte.
Le deuxieme chapitre est consacré a la résolution de trois problemes de controle stochas-
tique issus de trois questions financieres. Dans ces trois problémes, la solution est obte-
nue en considérant 1’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman associée. Le premier probleme
consiste a caractériser le portefeuille d’investissement optimal lorsque 1’horizon est aléa-
toire. Dans le second, nous analysons I’impact d’informations supplémentaires sur la stra-
tégie de liquidation d’une position. Enfin, le troisieme probleme consiste a maximiser le
temps d’occupation d’une martingale exponentielle dont on contr6le le niveau de la vola-
tilité.
Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a la loi de temps d’atteinte de proces-
sus. Tout d’abord, nous déterminons la loi de sortie d’un brownien bidimensionnel d’un
domaine polyédral. Ainsi nous déterminons le prix d’un contrat CDS en tenant compte
du risque de contrepartie. Dans un second temps, nous déterminons la densité du temps
de passage d’un processus de renouvellement perturbé par un mouvement brownien. Les
sauts du processus de renouvellement peuvent €tre soit positifs, soit négatifs. De plus, nous
proposons une méthode de simulation de la densité basée uniquement sur I’observation du
processus aux instants de sauts. L.’avantage principal de cette méthode est d’obtenir la pro-
babilité de ruine a partir de moins de simulations que la distribution empirique du temps
de ruine.
Le quatrieme chapitre résume les résultats obtenus en collaboration avec des membres du
projet TOSCA-INRIA-Sophia-Antipolis sur I’analyse technique. Si on considere un mar-



ché financier, il n’est pas possible de calibrer un modele qui tienne compte de tous les
risques pendant un intervalle de temps long. Ainsi, il est nécessaire d’examiner des mo-
deles avec ruptures. Dans ces situations, il peut apparaitre plus opportun d’utiliser I’ana-
lyse technique dont le but est de capturer les tendances basiques du marché sans supposer
de modeles. La question suivante est donc naturelle et pourtant a notre connaissance elle
n’avait jamais été étudiée auparavant : est-il possible de comparer les performances obte-
nues par I’utilisation de modeles inappropriés a celles obtenues par 1’analyse technique ?
Pour cela, nous avons développé une étude mathématique et numérique avec le but de
comparer les stratégies basées sur des modeles mathématiques mal-spécifiés et des straté-
gies purement empiriques dans un modele présentant une rupture de drift. Dans un second
temps, nous avons étudié un probleme de contrdle stochastique faisant intervenir un pro-
cessus de Black et Scholes a régime markovien. Nous avons entierement caractérisé la
fonction valeur de ce probleme comme unique solution de viscosité d’un jeu d’équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman, proposé un schéma d’approximation de cette fonction valeur
et d’une stratégie de gestion proche de I’optimalité. Nous avons comparé les performances
de la stratégie mathématique optimale en présence d’erreurs de calibration des parametres
du modele avec une stratégie de type moyenne mobile qui ne requiert aucune modélisation
sous-jacente.

Ce mémoire d’Habilitation a Diriger les Recherches se base sur les publications et
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Chapitre 1

Grossissements de filtration :
applications au risque de crédit et
assurance-vie

Depuis une vingtaine d’années, les travaux sur le grossissement de filtration des années
80 ([36, 37, 42, 41, 43]) ont été réinvestis dans le cadre des applications a la finance, plus
particulierement dans le contexte de 1’asymétrie d’information ([5, 28, 31]) et du risque
de crédit ([8, 9, 10, 11]). Le grossissement de filtration progressif apparait classiquement
pour modéliser I’information disponible en risque de crédit ou en assurance vie. Le temps
aléatoire est soit le temps de défaut, soit I’instant de déces. Dans mes travaux de these, je
m’étais essentiellement intéressée aux propriétés de représentation des martingales dans
une filtration brownienne grossie progressivement et de leurs applications a la couverture
de produits dérivés de crédit dans les modeles formes réduites. Par la suite, dans une série
de travaux [BS5, B6, B9], nous avons étudié et utilisé les solutions d’équations différen-
tielles rétrogrades dans une filtration brownienne élargie progressivement par un temps
aléatoire. Les solutions d’équations différentielles stochastiques rétrogrades avec horizon
aléatoire ont été étudi€es par S. Peng [69] E. Pardoux [65], P. Briand et Y. Hu [15], M.
Royer [72] lorsque I’horizon est un temps d’arrét pour la filtration brownienne ou par A.
Eyraud-Loisel et M. Royer [27] lorsque I’horizon est un temps d’arrét pour la filtration
brownienne grossie initialement par une variable aléatoire. Dans [B5], nous considérons
une équation différentielle rétrograde avec horizon aléatoire qui n’est pas un temps d’ar-
rét pour la filtration de référence. Par conséquent, nous introduisons la filtration élargie
progressivement G et nous cherchons des solutions de 1’équation différentielle adaptées a
cette filtration. Pour un générateur lipschitzien, 1’existence et 1’unicité des solutions sont
établies. Ce qui nous a permis de retrouver les résultats de couverture des dérivées de cré-
dit obtenus précédemment dans [11].
Lorsqu’on impose des contraintes d’investissement, par exemple si on ne peut traiter les
dérivés de crédit, le marché devient incomplet. Une méthode pour évaluer les actif dans ce
cas est de déterminer le prix d’indifférence introduite par Hodges et Neuberger [34]. Nous
avons utilisé 1’approche développée par El Karoui et Rouge [71] introduisant deux pro-
blemes d’optimisation stochastique pour déterminer le prix d’indifférence d’un dérivé de
crédit. Dans notre contexte de risque de crédit et de contraintes d’investissement, la réso-
lution du probleme de maximisation fait apparaitre une équation différentielle rétrograde



dans la filtration élargie avec un générateur quadratique. Nous avons montré dans [B6]
que la solution pouvait s’écrire comme un combinaison de solutions d’équations écrites
dans la filtration brownienne et ainsi caractérisé le prix d’indifférence d’un dérivé de cré-
dit comme solution d’une équation différentielle rétrograde dans la filtration élargie avec
un générateur quadratique.

En assurance, le temps de mort d’un assuré est naturellement modélisé par un temps aléa-
toire et donc le cadre du grossissement de filtration progressif est adapté pour la modé-
lisation des contrats d’assurance vie dont I’évaluation est complexe. Dans [B9], nous dé-
terminons le prix d’indifférence de contrats de type variable annuities comme la solution
d’un probleme d’optimisation min-max. Nous montrons que ce probleme peut se résoudre
de maniere séquentielle. A chaque étape, la résolution de 1’équation différentielle stochas-
tique rétrograde associée permet d’obtenir la stratégie optimale d’investissement.

Enfin, dans [B13], nous avons considéré un modele de défaut de type structurel ou I’instant
de défaut est le premier instant ou la valeur de I’entreprise passe en-dessous d’une barriere
qui est réactualisée au cours du temps. Ce modele est une généralisation de celui introduit
dans [33] en considérant que 1’agent initi€é peut réactualiser le niveau de la barriere de
défaut. Soit ¢;,7 = 1,...,n une famille de temps discrets et L?,i = 1,...,n les variables
aléatoires modélisant I’information supplémentaire disponible a I’instant ¢;. L’ information
disponible pour I’agent initié est modélisé par la filtration G donnée par la de grossis-
sements initiaux de la filtration de référence par les variables aléatoires L;, i = 1,...,n.
Dans les cas d’un seul grossissement initial par la variable aléatoire L , ’hypothese dite
de Jacod ou I’hypothese de densité lorsque 1’on suppose que la loi conditionnelle de la
variable L par rapport a la filtration de référence est équivalente a la loi de L joue un rdle
important. En effet cela implique en particulier qu’il existe une martingale mesure équi-
valente et la propriété de No Free Lunch with Vanishing Risk (cf [31] et [3]). De plus, en
suivant I’approche de Follmer et Imkeller [28], il est possible de construire (cf [31]) une
martingale mesure équivalente sous laquelle la filtration de référence est indépendante de
la variable aléatoire L. Notre travail a consisté a généraliser ces propriétés dans le contexte
d’une succession de grossissements.

Ce chapitre repose sur les articles [BS, B6, B9, B13]. Pour plus de clarté, nous présen-
tons les résultats obtenus dans [B5, B6] en dimension un. Le lecteur pourra se référer aux
versions publiées pour le cas général.

1.1 EDSR dans une filtration élargie progressivement

Dans la suite, on considere (€2, 7, P) un espace probabilisé et F = (F;);> la filtration
engendrée par un mouvement brownien unidimensionnel (W;);>o . Soit 7 un temps aléa-
toire et on note G := (G;);>o la plus petite filtration continue a droite contenant F et telle
que 7 est un G temps d’arrét. Plus précisément G = (G;):>( est définie, pour tout t > 0
par

G = ﬂg~t+aa

o G, == F.V o(lr<y , u € [0,5]), pour tout s > 0.
On note (V;)¢>o le processus de défaut défini par N; = 1,<;, ¢t > 0.



Sans hypothese supplémentaire sur 7, les [F-martingales ne sont plus des G- semimar-
tingales. Plusieurs hypotheses (temps honnétes, hypothese de densité, hypothese (H) as-
surent cette propriété. Dans le cadre de la modélisation du risque de crédit, afin d’éviter
les opportunités d’arbitrage, on considérera les hypotheses suivantes.

Hypothese 1.1. Hypotheése de densité : 1l existe une fonction F; x B(R™)-mesurable o :
(w,0) = ay(w, 0) telle que

P(r € do|F;) :== au(0) df, P — ps.
Hypothese 1.2. Hypothése H : Le processus (W;):>q reste un G-mouvement brownien.

Hypothese 1.3. Le processus (N;)i>o admet un G-compensateur de la forme fO'AT Aedt,
i.e. le processus (M)~ défini par

tAT
0

est une G-martingale, out \ est un processus positif borné T -prévisible.

Remarque 1.4. Sous I’hypothese de densité, I’Hypothese (H) ou propriété d’immersion est
équivalente a
ar(u) = ay(u), Yu<t.

De plus, I’Hypothese 1.1 implique I’Hypothese 1.3.

Soit (7;) une filtration arbitraire. On note par

— H*(J:) = { X, processus (J;)-prévisibles, E (fOT |Xt|2ds) < 00},

— H>(J:) = { X processus (J;)-prévisibles essentiellement bornés},

- RP(J;) = {X; processus (J;)-optionnels, E (supse[oﬂ |X5|p) < 00},

- R>*(J;) = {X; processus (J;)-optionnels bornés},

- 8%(J;) = {X; processus (J;)-prévisibles, E ( OT/\T |X5|2)\Sds> < oo}

1.1.1 Horizon aléatoire et générateur lipschitzien

Dans cette section, on suppose que 7 vérifie I’Hypothese 1.1 et donc I’Hypothese 1.3.
Dans ce contexte toute (F,P)-martingale (X;);>o est une (G, P) semi-martingale. Soit

F,=P(r <t|lFR) = fg a(s)ds et le processus (X;)¢>o défini par

o v /wd<x,F>s B /t d(X,a(u))s’ £ 0 (12)
' ' 0 1 — F- e Qs (u) e .

est une (G, P)-martingale ([38]). On note (WW;);>o le G-mouvement brownien associé a
W, défini par (1.2).
Soit T > 0 et € L*(Gra, ). On considere I’équation différentielle stochastique rétrograde
suivante

TAT TAT TAT

Yipr = €+ F(5,Ys, Z, Uy)ds —/ Z.dW, — UdM, 0<t<T. (13)

tAT tAT tAT

Cette équation intervient naturellement dans le cadre de la couverture d’actifs soumis au
risque de défaut. En effet, les processus (Z;, U;):>o permettent la construction de I’'unique

9



portefeuille de couverture lorsqu’on considere un marché composé d’un actif sans risque,
d’un actif risqué dirigé par le mouvement brownien et d’un actif soumis au risque de
défaut. Le processus (Y;);>o représente la richesse associée a ce portefeuille.

Le théoreme suivant établit 1’existence et I’unicité d’une solution a 1’équation différen-
tielle stochastique rétrograde définie par (1.3) avec la condition que le générateur f est
lipschitzien. Il repose sur le théoréme de représentation des G-martingales disponible sous
I’hypothese de densité.

Théoreéme 1.5. Soit £ € L*(Q, Grpr, P) et f: Q x [0,T] x R¥ — R be G-mesurable,
vérifiant E (fOT |f(s,0,0,0)|? ds) < 0o et

’f(57y7z7u) - f(57y/72/7u/)‘ S K (|y - yll + ||Z — Z/H) + )\s ’U/ — U//’ .

ou K est une constante positive et \ est défini par (1.1). Il existe un unique triplet de
processus (Y;, Zy, Ut)O<t<T appartenant a R*(G;) x H?*(G;) x 8®(G,) a valeurs dans
R x R x R solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

TAT TAT

TAT
YWZH/ f(s,YS,Zs,US)ds—/ Z,dW, — U,dM,, 0<t<T.
t

AT tAT tAT

Ce résultat permet de retrouver la couverture d’un actif soumis au défaut obtenu précé-
demment dans [11].

1.1.2 Générateur quadratique

Lorsque I’on introduit des contraintes sur les investissements possibles, les problemes
d’optimisation de portefeuille se trouvent assez naturellement reliés a des équations dif-
férentielles stochastiques rétrogrades avec un générateur quadratique. On suppose dans ce
paragraphe que les Hypotheses 1.2 et 1.3 sont vérifiées. Plus précisément, nous considé-
rons I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

Y, = &£— /T ZdWy — /T UsdMg + /T f(s, Zs,Us)ds (1.4)
t t t
ou £ est une v.a Gr-mesurable bornée et f un générateur vérifiant une condition de crois-
sance quadratique en z de la forme suivante :
Hypothese 1.6. Le générateur f peut se décomposer en une somme
f(s,z,u) =[l(s,z) + j(s,u)](1 — Ns—) + m(s, z) Ns_,
ol :AxR xR R m: QxR xR = Retj: QxR xR — R vérifient :

— (-, 2), m(-, 2) et j(-,u) sont prévisibles pour tous z € R? et u € R respectivement,
—1(+,0),m(-,0) and j(-,0) sont bornés par A € R,
— il existe une constante L € R telle que pour tous z et 2’ € R?

[1(s,2) —U(s,2")| + |m(s,z) —m(s,2")| < L(1+ |z] + |Z])]z — 2|,

— j >0, et j est Lipschitz sur (—K, o0) pour tout K € R, avec une constante de
Lipschitz L;(K).
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Parfois, nous supposerons que le générateur f vérifie de plus I’hypothése suivante :

Hypothese 1.7. 1] existe une fonction continue croissante vy telle que pour tout s € [0, T]
etu, v’ € [-n,n|,n €N,

[3(s,u) = (s, u)] < y(n) v/ As|u — ],
ou \ est défini par (1.1)

Comme £ est une v.a Gp-mesurable bornée, elle s’écrit sous la forme suivante

§= 501{T<T} + 51(7)1{79}7

ou &% est une v.a Fr-mesurable bornée et £ est un processus Fr X B(RT)-mesurable
borné.

Afin d’obtenir un résultat d’existence de solutions pour I’équation différentielle stochas-
tique rétrograde (1.4), on commence par montrer des estimations a priori sur les solu-
tions. Le contrdle de la norme BMO de la martingale fo ZsdW et le fait que le processus
(Ut)o<t<r est borné permet d’obtenir :

Théoréme 1.8. Soit &' et €2 deux variables aléatoires bornées Gr-mesurable, f' et f?
deux générateurs vérifiant les Hypothéses 1.6 et 1.7, et soit (Y}, Z!, Ul)o<i<T apparte-
nant @ R*(Gy) x H?(G;) x H*(G;) solutions des équations différentielles stochastiques
rétrogrades

. T . T . T ; . 3
=g [ zaw - [ v [ s ziuas
t t t

Onpose 6§ = ' —&2, 6 fs = fl(s, ZL U — f2(s, Z1,UY), 6Y =Y'-Y2 62 = 7' - 72
et U = U' — U2 Il existe des constantes ¢ > 1 et C' € R, dépendant seulement de T,
suD,epo.r) Vs llloor || SUDsepo.r) [YE oo et des fonctions Ly et v, tels que

o s (AT(|5ZS|2+I6US2<1Ds)zs)ds)} <cC (E |6¢[* + (/OT 5fs|ds)2"D3.

te[0,T]
A T'aide des résultats techniques préliminaires, nous pouvons montrer 1’existence de
solutions pour (1.4)

E

Théoréme 1.9. (Existence) Soit £° une v.a Fr-mesurable bornée et (£'(t))o<i<7 un pro-
cessus (JF;)-prévisible borné, tel que t — £'(t) est presque siirement continu a droite sur
[0, T']. Soit f vérifiant les Hypothéses 1.6 et 1.7. Alors il existe une solution (Yy, Zy, Uy)o<t<r
appartenant a R>®(G;) x H*(G;) x H>(G,) a I’équation différentielle stochastique rétro-
grade

T T T
Y;=§§T>T}+51(r)1{T<T}—/ ZSdWS—/ USdMS+/ f(s, Z,Uy)ds.
t t t

On construit explicitement une solution a partir des solutions de deux équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades auxiliaires. En effet, nous considérons deux équations
différentielles quadratiques dirigées par le mouvement brownien de conditions terminales
€% et ¢!, Lexistence de solutions de ces équations auxiliaires résultent des travaux de Ko-
bylanski [54]. Le processus (U;):>o est quant a lui défini pour compenser exactement le
saut dans la solution a I’instant 7. Enfin le Théoréme 1.8 permet d’obtenir le théoréeme
suivant sur I’unicité des solutions.
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Théoreme 1.10. Soit & une v.a Gr-mesurable bornée et f un générateur vérifiant 1.6 et
1.7, alors I’équation différentielle stochastique rétrograde (1.4) a une unique solution dans

R>(Gr) x HA(Gr) x 8®(Gy).

On peut noter que sous les Hypotheses 1.6 et 1.7, le générateur f ne dépend pas de y. Par
la suite, T. Lim et I. Kharroubi [52] ont affaibli ces conditions en considérant entre autre
des générateurs dépendant de y en montrant que des que les équations différentielles auxi-
liaires écrites dans la filtration brownienne admettaient des solutions, on pouvait construire
une solution pour I’équation différentielle (1.4). Ils ont de plus étendu ces résultats au cas
de défauts multiples. Récemment, Crépey et Song [23] ont considéré des équations diffé-
rentielles stochastiques avec un horizon aléatoire 7 vérifiant une hypothese plus faible que
I’Hypothese 1.2. Le temps aléatoire est un temps invariant au sens de Crépey et Song[22].
La condition terminale peut aussi dépendre de la solution a I’instant 7—.

1.2 Utilité espérée et investissement optimal

Nous allons utiliser le résultat précédent pour résoudre un probleme d’investissement
optimal en présence de contraintes. Nous déterminons aussi un prix d’indifférence pour
un actif soumis au risque de crédit. Pour cela nous commencgons par décrire le modele
financier considéré. On suppose encore que les Hypotheses 1.2 et 1.3 sont vérifiées.

1.2.1 Mode¢le financier

Le marché financier est composé d’un actif risqué, d’un actif non-risqué (utilis€ comme
numéraire) et d’un bond soumis au défaut. Le prix de I’actif risqué actualisé évolue suivant
I’équation suivante

dSt = St(,utdt + Utth)a

ou /4 et o sont des processus F-prévisibles bornés et o est borné inférieurement par o > 0.
La prime de risque, donnée par

9,5:&
Ot

Y

est bornée. Le prix du bond soumis au défaut p; est
dpt = Pt— (tht + Ctth — th) (15)

ou (at, ¢¢)¢>o sont des processus mesurables.
Un processus d’investissement est un processus G-prévisible (v, v*), ot v est a valeurs

t P . N
dans R (ou un sous-ensemble) tel que le processus fo Uy dgr est défini , et v” a valeurs dans

R (ou un sous-ensemble) tel que fot v ;lﬁ est défini.
o

Définition 1.11. Soit p;, = v,04 et ¢ = V*p;—. On appelle stratégie le couple (p,q). Le
gain total a I'instant t pour une stratégie (p, q) est

t t t
Gf,q = / (pses + QSCLs)dS + / (ps + q$cs>dWs - / QSdMS'
0 0 0
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Soit Ay I'ensemble des stratégies admissibles (p, q), vérifiant

T
E (/ ps|* + Iqsl2d8) < 0.
0

Soit un investisseur dont les préférences sont décrites par U, la fonction d’utilité ex-
ponentielle de coefficient d’aversion au risque 7 > 0. On suppose que des contraintes
d’investissement sont imposées a 1’agent, de sorte qu’a tout instant, toute stratégie (p;, ¢;)
appartient & ensemble C; = C} x C? C Ro; x Rp;-. vérifiant (0,0) € C} x C? pour
tout ¢, et

C/ estfermé,  C? est borné.

Si I’agent possede la position soumise au défaut F' dans son portefeuille, alors son utilité
maximale espérée est donnée par

VE(v) = sup {E(U(v +GRI+F)): (p,q) € A1, (ps,qs) € CLxC2 forall s € [O,T]}.
(1.6)

Théoréme 1.12. Soit F' = F°loqy + F'(7)1l{r<ry ot F° est une v.a Fr-mesurable
bornée et F'' est un processus (JF;)-prévisible borné. Soit

1 1
h<37p7 q, z, 'LL) = _pes —qas + 577|P +qcs — 2‘2 + 5(1 - Dsf)ks [en(u+q) -1- U(U + q)} )

f(8?27u):(min h’(s7p7q’z7u)7 (1‘7)

p,q)€Cs
et (Y, Zy, Up)o<t<T solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde (1.4) avec
le générateur défini par (1.7) et F'.
Supposons que le générateur défini par (1.7) vérifie les Hypotheses 1.6 et 1.7. Alors

Vi) =U(v - Yp),
et tout processus prévisible (p, q) vérifiant P @ \-ps.
h(&ﬁsa qu Zs; Us) = min h<57p7 q, Zs; Us)
(r,9)€Cs

est une stratégie optimale.

1.2.2 Prix d’indifférence pour le risque de crédit

Supposons que le bond soumis au défaut ne soit pas négociable, ainsi I’ensemble de
contraintes est de la forme C; = C} x {0}.
Soit £ une v.a Fp-mesurable bornée représentant la valeur d’une position si aucun défaut
ne se produit. Le prix d’indifférence de risque de crédit est le montant c tel que un investis-
seur est indifférent a détenir un actif & non soumis au défaut, ou détenir un actif soumis au
défaut £1¢,~7 et recevoir un compensation ¢ a 'instant 0. En notant V*(v) et V&1r>73 (v)
I’utilit€ maximale espérée avec une richesse initiale v, et de payoff § et {1~ respecti-
vement, alors le prix d’indifférence c est défini comme I’unique réel vérifiant

VE(0) = V&1 (¢).

En appliquant le Théoréme 1.12, on a que V¢(0) = U(—Yj), (resp VL7 (¢) = U(c — ),
ou (Y, Z), (resp. (Y, Z,U)), est solution de I’équation différentielle stochastique rétro-
grade associée au probleme d’optimisation. Ainsi, on obtient le résultat suivant
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Proposition 1.13. Prix d’indifférence pour le risque de crédit vérifie
c =Yy,

ot (Ys, Zs, Up)o<s<r est solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde
- T T T o
Y, = <y — / ZdWs — / UsdM, —|—/ h(s, Zs,Us)ds,
t t t

avec le générateur h(t, z,u) = —0;z + %(1 — N )M[e™ — 1 —nu] et W, =W, + fot dsds,
out 0 est le processus prévisible défini par

_ dist®(Z, + 105, Cy) — dist*(Z + 105, C})
’ Zs - Zs
De plus, on peut calculer une borne inférieure pour le prix d’indifférence c.

Corollaire 1.14. Soit () la probabilité définie par

dQ = '
@ = 5(/0 gdes)Tg(/O 5SdW5)T'

Alors le prix d’indifférence c est minoré par E?[¢ Li-<ry]. De plus, si le coefficient d’aver-
sion au risque 1 tend vers zéro, c converge vers EQ[¢ Lir<myl.

1.3 Prime d’indifférence pour des contrats variable annuities

En assurance vie, de nombreux contrats dépendent de I'instant de mort de 1’assuré.
Parmi ceux-ci, les variable annuities ont connu ces dernieres années un fort développe-
ment. Cependant, ces contrats sont complexes avec de nombreuses clauses possibles de
retraits par I’assuré, ce qui rend difficile leur évaluation. Nous proposons une méthode
d’évaluation basée sur le prix d’indifférence en considérant la pire stratégie de retraits du
point de vue de I’assureur. Ceci correspond a une évaluation prudente du risque.

1.3.1 Marché financier et variable annuities

Nous commengons par décrire le modele financier et les caractéristiques d’un contrat
de variable annuities. Le marché financier sur lequel I’assureur peut investir est composé
de deux actifs. Le premier est un bond sans risque S0 et le second S est un portefeuille
de référence d’actifs risqués servant de sous-jacent a la police de variable annuities. Les
processus S° et S vérifient les équations

ds? = rS%t, vtelo,T], S)=1,
dS’t = St(utdt + Utth) y t Z 0 y S(] =S 2 0 s

ou r, u et o sont des processus F-prévisibles, bornés et o est borné inférieurement par
a > 0.
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On note S la valeur actualisée de S et 0 la prime de risque de S

¢ A -
St = efforsdsst et Qt = o t,

O

pour tout ¢ € [0, 7.
Soient 14 et v5 deux G-temps d’arrét tels que 0 < 14 < vy < T. Un processus G-
prévisible m = (7m;)o<:<r est une stratégie d’investissement admissible si la stratégie est

autofinancée, si
v
2
E(/ I dt) —
v1

et si la famille { exp(—nX7), v un temps d’arrét tel que v; < v < 1/2} est uniformément
intégrable ou X est la valeur actualisée du portefeuille de richesse initiale O et de stratégie
7. On note As[v1, 15| ’ensemble des stratégies admissibles sur [vq, vs].

Les préférences de I’assureur sont de nouveau données par la fonction d’utilité expo-
nentielle U de parametre 7 > 0. Les contrats de type variable annuities sont complexes
et peuvent posséder de nombreuses garanties. Nous décrivons brievement un contrat de
variable annuities assez classique.

Investissement initial. [’assuré investit un capital initial noté Ay, dans un fonds relié au
contrat a I’instant ¢ = 0.

Retraits. Soit T := (;)o<;<, I’ensemble des dates anniversaires du contrat, avec ¢ty = 0
ett,="1T.

A tout instant ¢;, pour ¢ € {1,...,n — 1}, I’assuré, s’il est toujours en vie, peut retirer
un montant d’argent qui est plus petit qu’une v.a positive G;,-mesurable Gi, dépendant des
retraits précédents, de la valeur précédente du fonds et des garanties du contrat.

Soit W un sous-ensemble fini de [0, 1] contenant 0 et 1, 1’ensemble des politiques de retrait
admissible est

£ = {(OéiGAi)lgiSn_l : «a; estune v.a. G, -mesurable telle que
a; €W pourtouti € {1,...,n— 1}} .

Pour é e fetic {1,...,n — 1}, fz est le retrait effectué par I’assuré a I’instant ¢; et
ti A . < ST L6
on note & := e~ Jo'7s95¢; le retrait actualisé effectué a I'instant ¢;. Nous définissons &

I'ensemble des politiques de retraits actualisés admissibles avec { € £ si et seulement si
e Pourtoutk € {0,...,n—2}eti e {l,...,n—k— 1}, ensemble &} défini par
& = {§€St.q.§j = 0 pour tout j ¢ {k+1,...,k+i}} .

&l est1’ensemble des politiques de retraits actualisés admissibles telles que tous les retraits
sont effectués entre les instants £ 1 et tj;.
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Dynamique du fonds relié au contrat. Soit A7 la valeur actualisée au temps ¢ du fonds relié
au contrat vendu avec une prime de taux p. Si I’assuré effectue les retraits £ € £, on a

dA? = Af[(ut—rt—p)dt+atdBt], pourt & T,
AY = (Af_—fi)\/o, pourl <i<n-—1,

fi est une v.a G, -mesurable supérieure ou égale a & pour tout i € {1,...,n — 1} et
dépendant des retraits précédents, de la valeur précédente du fonds et des garanties du
contrat. Le cas le plus simple est d’avoir f; = & mais les contrats peuvent &tre beaucoup
plus complexes.

Payoff du contrat. Le payoff est croissant par rapport a la valeur du fond et décroissant par
rapport aux retraits. Soient '~ et I'P vérifiant ces propriétés, le payoff est payé a I’instant
T N 7 al’assuré ou ses bénéficiaires, et est égal a

F(p.&) = FHT,& E)lery + FP(rd" Ly |
ou af = (Af /\T)o cicn: L est le payoff si ’assuré est toujours en vie a I’instant 7' et
FD estle payoff si ’assuré déceéde a I'instant 7. Dans la suite, on note F'(p, é ) le payoff
actualisé.

1.3.2 Maximisation d’utilité et prime d’indifférence

Comme le marché financier est incomplet, nous avons utilisé 1’approche de prix d’in-
différence pour déterminer le taux de prime. Nous cherchons la prime p*, si elle existe,
telle que

— D’assureur a intérét a vendre le contrat si la prime est supérieur a p*,

— il a intérét a ne pas vendre si la est inférieur a p*.

La prime optimale p* est le plus petit p tel que

n—1
sup E(U(X])) < sup infE (U(Ao + X7 — Z&ltigf — F(p, f))) . (1.8)
i=1

TE€A[0,T] r€A[0,T] §€€

Une solution de (1.8) est appelée prime d’indifférence. On peut remarquer que, comme la
fonction d’utilité est exponentielle, la prime d’indifférence ne dépend pas de la richesse
initiale de I’assureur qui est investie mais seulement du dépdt initial A, réalisé par I’as-
suré. C’est pourquoi, nous considérons toujours une richesse initiale égale a zéro pour
) 0_

I"assureur. On note V* = sup ¢ 4,011 E (U(X;E)) et

n—1
V(p)= sup infE(U(Ao+ X7 =3 &luer — Flp,€))
TEAL[0,T] E€€ i1

Une des difficultés de cette approche est que la prime est payée continliment par 1’as-
suré et qu’elle apparait dans le payoff F'(p, f) Ainsi, on ne peut utiliser les propriétés
algébriques de la fonction d’utilité pour obtenir une expression semi-explicite de la prime
d’indifférence. Cependant, nous obtenons des résultats de monotonicité de la fonction va-
leur V' qui permettent de prouver I’existence ou non d’une prime d’indifférence, et de la
calculer numériquement.
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Proposition 1.15. La fonction valeur V' est croissante sur R.
Ainsi,
—si V(—o0) < V? < V(+400), alors il existe p* tel que si p < p*, ’assureur n’a pas
intérét a vendre le contrat, et si p > p* I’assureur a intérét a vendre le contrat.
— si V(—o0) > VY, I'assureur vendra toujours a vendre le contrat.
— si V(+00) < VY TI’assureur ne vendra jamais le contrat.
Le comportement asymptotique de V" est étudié dans [B9] pour des garanties usuelles.

1.3.3 Probléme d’optimisation Min-Max

La résolution du probleme d’optimisation (1.8) n’est pas classique. En effet,
— larichesse terminale est Gr-mesurable et le payoff est G ,,.-mesurable,
— il y a une maximisation par rapport aux retraits £ et une minimisation par rapport a
la stratégie d’investissement 7.
L’idée est de résoudre ce probleme de manicre séquentielle.
Notations : Pour z € R" et 1 < k < n, z*) est le vecteur de R* défini par

e® = (. Ty,
et pour y € R*, ¢ le vecteur

R t1 ik

y = (ylefo reds | yeedo Tsds) .
Enfin on note

n—1
w(p) = _inf supE (u (X7 - &lusr - Fl, é)))
i=1

m€A2[0,T] ¢ce

ot u(y) = e ™. Onaque V(p) = —e "ow(p).

Maximisation d’utilité séquentielle

On commence par modifier le probleme pour obtenir une richesse terminale Gra,-
mesurable et un payoff Gr,,-mesurable.

Soit v un temps d’arrét et 7 € A5[0, 7] une stratégie d’investissement, on note par
(X;"™)i>0 le processus défini par

tAv tAv
Xty’ﬂ- = / 773(/15 - Ts)ds + / Ts0sdW RS [07T] : (1.9)

X;"™ correspond a la richesse a I’instant ¢ pour une stratégie 7 commengant a 1’instant v
avec une richesse 0.

Proposition 1.16 (Initialization). Pour tout p € R, on a

T€A[0,TAT] ¢eg

n—1
w(p) = inf SU.pE <U( ;:/\T - ZfiltiST - H(p7 é))) )
=1

~ ~

H(p,&) = F(p,§)+llog[ ess inf E[U(X;AT’W)‘QT/\TH ;

y TEA[TAT,T]

et X;CAT’W est donné par (1.9).
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En effet, apres le déces de ’assuré le contrat continue a exister jusqu’en 7' mais il n’y
a plus de retrait possible. Entre 7" A 7 et I, I’assureur a donc a maximiser son utilité sans
faire face a des retraits ou au déces de I’assuré. Ainsi, nous commengons par résoudre ce
probleme classique.
La proposition précédente nous permet de considérer un probleme de maturité 7' A 7 avec
un payoff modifié, noté . Ensuite, nous décomposons ce nouveau probleme en n sous-
problemes.

Théoreme 1.17. La fonction valeur w est donnée par

= inf E XT 1
wp) = il B (u(Xf,)o(1)
ou A
— v(i, €07V est définie récursivement pour tous i € {2,...,n} et £ € & par
v(n, €07 = HEETY)
v(i,07) = esssup  essinf  J(i,7, 07D (),

Ceg_l_l TEA[ti AT tip1 AT]
avec pourtousi € {1,....n—1}, 1 € At AT, tipa AT et € EL

Jim i o) = B (u (Xf;ff{; - Qltiq)v(i £ 1, (€5, 0)) gtm> 7

—v(l):=esssup essinf E (u (XEAAZ” - §1t1<7>v(2, ¢)

Ceg& TeAs [t1/\7’,t2/\7’]

Giune ).

La preuve de ce théoreme se fait en deux étapes. Pour chaque étape, on utilise une
méthode inductive de type forward pour la premiere étape et de type backward pour la
seconde. La premiere étape consiste 2 montrer que

w > inf  E(u(X], )v(l)).
(p) > reAol0,t1AT] ( ( t1/\7') ( ))
en réalisant une induction croissante sur le nombre de dates anniversaires. La seconde
étape consiste a montrer I’'inégalité inverse par une induction décroissante.

Investissement optimal et pire politique de retraits pour ’assureur

Le résultat suivant montre qu’il existe un retrait £ et une stratégie d’investissement
7% qui permettent d’atteindre les fonctions v(i,.) quel que soit ¢ € {1,...,n}. D apres
le Théoreme 1.17, cela correspond a la stratégie d’investissement optimale et a la pire
politique de retraits pour I’assureur. Par un raisonnement par récurrence descendante en
deux étapes on montre

Proposition 1.18. Quel que soiti € {1,... ,n — 1}, il existe une stratégie
7 € Aglt; A T, tiyr A T, un retrait £ € &} |, et une fonction y* de W' dans
L*>®(Q, Gy nr, P) tels que

0(i, €)= B (u(XENE &) v(i + 1,607, €0) |Guonr

= exp (ny@*(€0D)) .
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De plus il existe y©) tel que la fonction valeur v du probléme initial (1.8) est donnée par

w(p) = exp(ny®).

*,7

A chaque étape de la récurrence, on obtient la stratégie optimale 7** a I’aide de la
solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde, puis la stratégie de retraits
&7 en utilisant que I’ensemble des retraits possibles est fini.

1.3.4 Résolution numérique

Les résultats précédents permettent de mettre en place une méthode numérique itérative
pour calculer V' (p). Nous présentons maintenant quelques illustrations numériques de la
sensibilité de la prime d’indifférence aux parametres. Pour cela nous calculons la solution
des deux problémes d’optimisation : V°, le probleéme d’optimisation sans contrat de va-
riable annuities, et V' (p), le probleme d’optimisation avec un contrat de variable annuities.
Nous utilisons la méthode décrite dans [52, B6] pour décomposer les équations diffé-
rentielles stochastiques rétrogrades avec saut en un systeme récursif de deux équations
différentielles stochastiques rétrogrades browniennes. On utilise le schéma de discrétisa-
tion étudié dans [13] pour simuler ces équations différentielles stochastiques rétrogrades
browniennes. Les espérances conditionnelles sont évaluées en utilisant un méthode de ré-
gression paramétrique sur une base polynomiale. On trouve p* tel que

p* = inf{peR, V' <V(p)}.

par une méthode de dichotomie.
Par simplicité, on suppose que 1’assuré ne peut retirer que tous les dix ans et les para-
metres ont les valeurs suivantes.

v=13,T=30, Ag=1, =001, p=0.04, c =0.1.

La Figure 1.1 montre la dépendance de la prime d’indifférence par rapport a certains para-
metres : le drift, la volatilité, le taux d’intérét et la valeur initiale du dépot Ay.

Dans la Figure 1.1(a), on constate que la prime d’indifférence est décroissante par rapport
au drift jusqu’a une certaine valeur. En effet, plus le drift est élevé, moins les garanties
du contrat sont intéressantes pour I’assuré. Lorsque p est tres grand, la prime augmente
car vendre un contrat oblige 1’assureur a se couvrir contre les variations du taux d’intérét.
De méme, la monotonicité de la prime par rapport a la volatilité observée dans la Figure
1.1(b) s’interprete par le fait que si la volatilité augmente, les garanties deviennent plus
intéressantes pour couvrir ce risque.

La sensibilité au taux d’intérét est plus complexe comme le montre la Figure 1.1(c). La
prime est croissante lorsque la valeur absolue de la différence entre le drift et le taux d’in-
térét augmente. D’un cOté, si r est inférieur a y, lorsqu’il augmente, I’actualisation rend les
paiements futurs moindres et donc la prime baisse. D’un autre c6té, quand r est supérieur
au drift, un agent avec une utilité exponentielle ne devrait pas s’exposer a la volatilité du
marché. Donc il doit recevoir une plus grande compensation pour cela. Si I’assureur vend
un contrat, il doit se couvrir contre la volatilité et avoir une position non-nulle dans les
actifs risqués. Le prix du contrat sera donc plus cher si le taux d’intérét est supérieur a p
et augmente.
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(a) Sensibilité w.r.t (b) Sensibilité rate w.r.t. o

(c) Sensibilité rate w.r.t. (d) Sensibilité rate w.r.t. Ag
FIGURE 1.1 — Prime d’indifférence par rapport a resp. u, o, 7, Ag

Comme la prime est proportionnelle, plus 1’assuré investit au début, plus I’assureur ga-
gnera. Ainsi, la prime d’indifférence est décroissante en fonction du capital initial Ay in-
vesti (cf Figure 1.1(d)).

1.4 Grossissements initiaux successifs

Dans les sections précédentes, nous avons considéré que I’information disponible pour
I’agent était modélisée par une filtration élargie progressivement. Nous considérons ici un
agent initié dont I’information supplémentaire est révélée au cours du temps aux instants
{tiyi=1,--- ;n}telsque 0 =t; < --- <t, <T.Par convention t,,;; = 7. La filtration
de référence F = (F;)o<i<7 représente dans cette section I’information commune sur le
marché financier ou 7" I’horizon de temps est fini. L’ information de I’initié est décrite par
une famille de variables aléatoires {L?,i = 1,--- ,n}, F-mesurables et 2 valeurs dans une
espace polonais £. On note & la tribu borélienne associée F. L’initié regoit 1I’information
L alinstant t;, ainsi I’information de 1'initié est décrite par la filtration G’ = (G/);> ol

gtI = ft\/O'<L1)\/\/O'(LZ>, t e [ti,ti+1).
La théorie du grossissement de filtration permet d’interpréter cette information de deux

maniéres différentes mais équivalentes. D’une part, pour tout ¢ € [0,7], on définit le
processus d’information supplémentaire par

L= L'y, (1.10)
i=1
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alors G = F; V o(L,,s < t). La filtration G’ est la filtration F grossie progressivement
par le processus L. D’autre part, on peut définir la famille de filtrations G* = (G} )>0, pour
touti=1,---,n,ol

Gl i=FNVo(l')Vv---Vva(L), telo,T).

Par définition, on a G = G! pour t € [t;,t;11) et G! = G/~ V o(L?), avec la convention

G? = F;. Chaque filtration G est la filtration G'~! élargie initialement par la variable

aléatoire L'. On construit ainsi une famille croissante de filtrations obtenues par des gros-

sissements initiaux successifs.

On note L le vecteur aléatoire (L', - - - , L") etpourtouti = 1,--- ,n, LV := (L', ...  L7).
De méme, x représente le vecteur (z',--- ,2") de E", et x® := (z!,--- ,2%). Pour tout

t € [0, T], on remarque que la tribu G; est engendrée par F; et O'(L(i)). Par conséquent, tout

processus Gi-adapté peut s’écrire (Y;(LY),0 < t < T) ot Y;(-) est F;, ® E¥"-mesurable

(c.f. Jeulin [41, Lemme 3.13]).

1.4.1 Hypothese de densité

Dans la théorie du grossissement, la loi conditionnelle de L’ par rapport aux différentes
filtrations joue un réle important dans 1’étude des propriétés dynamiques de G’. Nous
introduisons 1’hypothese de densité successive :

Hypothese 1.19. Pour tout i € {1,--- ,n}, la loi conditionnelle de L par rapport a G
est équivalente a sa loi conditionnelle par rapport a (]tli_l sous la probabilité P, i.e il existe

une fonction positive G ' ® £-mesurable o@i_l(L(i*l), ) telle que
P(L' € de|Gi") = oy (LYY, 2)P(L' € da |GiT).

Cette hypothese de densité est 1égerement différente de 1’hypothese de Jacod [37] in-

troduite pour un grossissement initial. Elle permet d’une part, de prendre en compte I’in-
formation de I’initié de maniere progressive a chaque instant. D’autre part, la loi condi-
tionnelle P(L’ € dx |G, ') étant aléatoire, il apparait difficile d’appliquer la méthode de
Jacod [37, Lemme 1.8] pour prouver I’existence d’une version martingale du processus
de densité. Nous avons choisi de travailler avec un horizon 7" a la place de tout ¢ pour
contourner cette difficulté. De fait, I’'Hypothese 1.19 implique que pour ¢ € [t;, T, la loi
G/~ '-conditionnelle de L sous P est équivalente 2 la loi g,f;l—conditionnelle de L‘.
Cette hypothése permet de montrer la continuité a droite de la filtration G* sur [t;, T et
donc la continuité a droite de la filtration G’ (La démonstration suit celle proposée par
Amendinger dans [3]). En particulier, toutes les espérances conditionnelles seront prises
par rapport a des filtrations continues a droite.

Nous introduisons maintenant deux familles de probabilités équivalentes qui permet-
tront par la suite de calculer les espérances conditionnelles par rapport 2 la filtration G,

Définition 1.20. Soit P° := P, et pour tout i € {1,--- ,n}, soit P la probabilité définie
sur (Q, F) par
P

dPi=t =L p o)y’
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Pour tout ) € E', on pose

i

) ) 1
@) =] ————, t€tsT]ps.
t H 0

La Proposition 1.21 décrit les propriétés des probabilités (P*);—; _,, définies précédem-
ment.

Proposition 1.21. Les probabilités (P*);—,
touti € {1,...,n},

n sont bien définies et équivalentes a P. Pour

77777

1. les probabilités P* et P~ coincide sur g;—l, en particulier, toutes les probabilités
(P*);=1,.. » coincide avec P sur Fr,

2. LY ¢t Fr sont indépendantes conditionnellement a JF;, sous P,

3. pourtout t € [t;,T), la densité de Radon-Nikodym de P* par rapport a P~ est don-
née par Ozi‘l_l(L(i))*l sur G} et celle de P' par rapport a P est donnée par ¢§(L(i))
sur G..

Démonstration. La preuve se fait par induction sur 7. Le résultat pour ¢ = 1 est une gé-
néralisation de Follmer et Imkeller [28] et Grorud et Pontier [31]. Pour la démonstration
de 7« — 1 a ¢, on utilise la stabilité de I’Hypothese 1.19 par changement de probabilité
équivalente. O]

Cette construction de probabilités successives est naturelle et n’utilise que la connais-
sance de L pour construire P?. Cependant, sous la probabilité P?, 1a loi de L*, k €
{i+1,---,n} n’est pas égale a la loi de L* sous Pi~1. C’est pourquoi nous construisons
dans la Proposition 1.23 une famille de probabilités sous lesquelles la loi conditionnelle
de L reste inchangée. La construction utilise un changement backward de probabilité. La
famille de probabilité ainsi obtenue sera cruciale pour I’évaluation d’actifs financiers.

Définition 1.22. Soit Q" = P, et pouri € {1,...,n}, soit Q' la probabilité sur (2, F)
définie par
dQ’ o 1

dQt T Qi (L)

On note

- 1
pr(e) = H kb1

k=i Q7 (k) ,

alors la densité de Radon-Nikodym de Q'par rapport a P est donnée par

La variable ©'-(L) est une variable aléatoire G--mesurable.

Proposition 1.23. Les probabilités équivalentes (Qi)l-:17..,,n sont bien définies et vérifient
les propriétés suivantes pour tout i € {1,--- n}

1. Q' coincide avec P sur G %,
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2. pour tout k € {i,--- ,n}, LF et g§i—1 sont indépendants conditionnellement a gfk—l
sous Q,

3. pour tout k € {1,--- n}, L* a la méme loi conditionnelle sachant Q’fk_l SOus

(Q")iz1,..n et P.

A T’aide de la proposition précédente, nous pouvons nous intéresser a calculer les es-
pérances conditionnelles par rapport 2 G. Ces espérances conditionnelles représentent la
valeur d’un actif financier vue par I’initié. L’idée est d’exprimer les espérances condition-
nelles par rapport & G’ a ’aide d’espérances conditionnelles par rapport a IF qui seront
plus faciles a évaluer.

Soit Y7 (L) une variable aléatoire G1.-mesurable positive. Notre but est de calculer I’espé-
rance conditionnelle de Y7 (L) sachant I'information de I'initié G/ a I'instant ¢ € [0, T).
Pour cela, on introduit I’opérateur .J; pour tout i € {1,--- ,n} J; défini de la maniére
suivante. Soit une variable aléatoire positive bornée G-mesurable XT(L(i)), on pose

Ji(Xp(LY)) = EQ[X4(LY) | Gi7"].

Ainsi, en décomposant I’espérance conditionnelle sur chaque intervalle de temps et en
utilisant les probabilités Q°’,7 = 1, ..., n, on obtient le résultat suivant

Théoréme 1.24. Soit Y7 (L) une variable aléatoire GL.-mesurable bornée ou positive. Pour
tout t € [0, T, il vient que

77% (w(i))*l 2 =L

EP[YT(L) | gtI] = Z 1[t¢,ti+1)(t)
=1

oYy, (-) est F,,, ® E€"-mesurable telle que Yy,,, (') = EP[Y7(L)
suite de variables aléatoires (Y, , (L(i)))i:(]"”’n Vvérifie la relation de récurrence suivante

Gi.. |- De plus, la

Ji+1 (Y;fz'+2 (L(Prl))q)th (L(i+1) ))

@)y
Y;ti+1 (L ) - Ji+1(q)t¢+2 (L(i-l—l)))

, 1e€{0,---,n—1},

oYy, (L™) = Yp(L) et le noyau est donné par

&, (L) = Jiipo---0J, (ai““(L(i)) .. ozf}'”_l(L(")))

i+2 ( tiyo

avec la convention ®,, = 1.

1.4.2 Des hypotheéses de densité plus fortes

Nous introduisons d’autres hypotheses de densité plus fortes que I’Hypothese 1.19 que
nous comparons. Pour plus de simplicité nous supposons que F est triviale.
Hypothése de densité avec différentes tribus initiales

Dans un premier temps, nous considérons la loi conditionnelle de L‘ par rapport a la

tribu Gi ! = o(LUY).
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Hypothese 1.25. Pour touti € {1, -- n} la loi conditionnelle L' sachant QT est équi-
valente a sa loi conditionnelle sachant QO sous la probablllte P, i.e il existe une fonction

strictement positive Gi' ® E-mesurable B (LY, .) telle que
P(Li € dx|Gi") = BN (LYY, ) P(L € do | GIY). (1.11)

Une autre hypothese naturelle est de supposer 1’hypothese de Jacod vérifiée a chaque
grossissement, i.e la loi conditionnelle de L' sachant la filtration précédente GU~Y est
équivalente a sa loi de probabilité.

Hypothese 1.26. Pour tout i € {1,--- ,n}, la loi conditionnelle de L' sachant G est
équivalente a sa loi sous la probabilité P, i.e il existe une fonction ng_l ® E-mesurable

pﬁi_l(L(i_l), ) telle que
P(L € dz|GiY) = pli (LD 2)P(L € dx).
En raison de la transitivité des relations d’équivalence, on obtient
Hypothese 1.26 = Hypothese 1.25 = Hypothese 1.19.

On trouvera dans [B13] des exemples permettant de comparer ces différentes hypotheses.
Sous ces hypotheses, il est possible d’obtenir un énoncé plus simple pour la Proposition
1.24 en explicitant les opérateurs .J,i = 1,...,n , ainsi qu'une formulation adaptée de la
Proposition 1.23.

Grossissement global de filtration

Jusqu’a présent nous avons supposé une hypothese de densité successive, nous considé-
rons maintenant le vecteur L globalement et nous supposons une hypothese de type Jacod
pour le vecteur comme suit :

Hypothese 1.27. La loi conditionnelle sachant F de L = (L', --- | L™) est équivalente a
sa loi de probabilité, i.e., il existe une fonction Fr & E™-mesurable pr(-) telle que

P(L € dx| Fr) = pr(x)P(L € dx)
oudx = (dxt, - da™).

On note (pi(x),t € [0,7]) la densité de L sachant F, qui est une (P, F)-martingale
pour tout & € E™. La filtration G* = (GF),cp0.7), ot G := F; V o(L) coincide avec G'.
De plus, L et IF sont indépendants sous une probabilité équivalente P définie par

daPL 1
dP lgz = p(L)
Par contre, L', --- , L™ ne sont pas mutuellement indépendantes sous P~.

La proposition suivante permet de comparer I’Hypothese 1.27 avec les hypotheses précé-
dentes.

Proposition 1.28.  [. L’Hypothese 1.27 est équivalente a I’Hypothese 1.25. Les densités
conditionnelles sont données par : d’une part,

H Bz\z 1 i
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et d’autre part,

fEniipT(L(z’—lxxij . ,%)P(Lzﬂ cdrt, ... " e da:"|gé)
fEn—H-l pT(L(i—1)7$i’ e ,,’L'n)P(LZ c dl-i’ e ’Ln c dxn‘gé—]_> )

LY gty =

2. la probabilité P coincide avec la probabilité Ql construite sous I’Hypothese 1.25.

3. L’Hypothese 1.27 avec la condition supplémentaire P(L € dx) ~ [[_,P(L" €
dx;) est équivalente a I’Hypothése 1.26. Les densités conditionnelles sont données
par : d’une part,

pT(CU cc H

CU

zz i

et d’autre part,

S ’%(L("*l), xt - a")P(LT € datth) - P(L € dx™)

— pC—T(L(i_l), gi - 2n)P(LF € da)---P(L™ € dam)

ili—1 i— i
pp (LY ) =

o ((+) est la densité de Radon-Nikodym de [[;_, P(L" € dz") par rapport P(L €
dx).

4. Sous I’Hypothese 1.27 et si P(L € dx) = ((x) ']/, P(L' € da') on ((-) est une
fonction positive sur E™, la probabilité équivalente Q* definie par

dQL Y (L)
gT pT(L)
vérifie
(a) T et les variables aléatoires L',--- | L™ sont mutuellement indépendants sous
QL
(b) la loi marginale de chaque L, - - - , L, sous Q¥ coincide avec celle sous P.

5. La probabilité QF coincide avec la probabilité Ql définie sous I’Hypothese 1.26.

Espérance conditionnelle avec I’approche globale

Afin de calculer I’espérance conditionnelle par rapport a la filtration de I’initié sous les
Hypotheses équivalentes 1.25 et 1.27, nous utilisons la probabilité P*, qui rend les calculs
plus faciles.

Proposition 1.29. Supposons I’Hypothése 1.27. Soit Y1 (L) une variable aléatoire positive
GJt-mesurable. Alors, pourt € [0, T],

. fEM EP (Yr(z)pr(z)|F) P (Li+1 €de'tt,... " e dxn|L<i>)
E )G 1 _ .
( L) t) Z lte,ts +l) fE"*i pe(x)P (LA € doitl,. - L™ € d:c"\L(’))

2O =L
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1.4.3 Application et illustrations numériques

Modele de défaut

Comme illustration, nous appliquons les résultats obtenus a un modele de risque de
défaut avec un agent initi€é qui est une extension du modele considéré dans [33]. Plus
particulierement, nous déterminons la probabilité de défaut/survie avec différents niveaux
d’information. Soit la barriere de défaut (L;,¢ € [0,7]) de la forme (1.10), I’instant de
défaut est défini par

To=1inf{t: X; < L;}
ot (X;,t > 0) est un processus continu F-adapté et ou les variables aléatoires L', - | L™
représentent I’information privée du manager sur la barrieére aux instants ¢4, - - - , ¢,,. Cette
information n’est pas disponible pour un agent standard. Afin de comparer les différents
niveaux d’information, nous introduisons la filtration G = (gt)te[m ol

G = ﬂfs Vao(rAs)
s>t

La filtration G est la filtration ' grossie par un temps aléatoire 7 et est utilisée classi-
quement pour modéliser I’information disponible pour un agent standard sur un marché
soumis 2 un risque de défaut. La filtration G représente 1’information de I’initié.

La probabilité de survie, quantité fondamentale dans les modeles de risque de crédit est
donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.30. Soit 0 < t < s < T, i et j les indices tels que t; < t < t;11 et
t; < s <tjp1. Alors

1 EF [xi(=)| 7]
T>t - - m
{r> }fEnﬂ- %(w(z)’xz-‘rl e am) Hk:i+1P(Lk € dz*)

Cvs  ve C
on X} = X[o,t[ = O%I}LEtXu’ sii < j,

P(r > s|G) =

2O =L@

i (i Ds - k k
xi(@”) = /En_l_—(fv>1{x[’;,tim>zi}1{x* w L sey [] PR € da?),

C [ti+1vti+2[>x
k=i+1

etsii =]

i)\ Ps , - k k
) = [ P@g e [] PUEe )
k=i+1

Ce résultat découle de la Proposition 1.29 appliquée a la variable aléatoire
YT(ZL‘) = 1{X[’;1

ou X f; o= inf X,. Pour comparer les probabilités de survie sous les différents niveaux
) t<u<s

d’information, on rappelle que pour I’information standard,
] P(r > s|F)
P > 1) F)

Dans la suite, nous comparons les probabilités de survie pour I’initié et pour un agent
standard dans un cas particulier afin d’étudier I’impact de I’information de I’initié.

>m1} ce . 1{X[§i,t[>xi}1{xﬁ,t

ol >gt} - - l{Xﬁj,s[>xj}

i1l

P(T > S|gt)
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Résultats Numériques

Trois périodes 0 = t; < ty < t3 = T sont considérées et la valeur de la firme X
suit un mouvement brownien géométrique (avec dérive y et volatilité o). L’information
sur le niveau de la barriere L' (resp. L?) est révélée a I'instant ¢, (resp. t). L' et L?
sont des variables aléatoires exponentielles d’intensité A\; and \,, dont la loi jointe est
donnée par une copule de Gumbel-Barnett (cf [32]) avec le parametre 0 < 6 < 1. De plus,
L = (L', L?) est indépendant de Fr. Ainsi, on a que

1
C(l‘ 1 w2)
Les valeurs des parametres sont x = 0.05, 0 = 0.8, \y = 1l.bet Ao = 1,1, =0, =1 et
t3 =T = 2. On analyse plus particulierement 1I’impact du parametre de corrélation entre
L' et L? a travers le parametre 6. Le cas § = 0 correspond au cas ol les deux barrieres
sont indépendantes. Nous présentons ici une situation ou un événement de défaut survient
avant la maturité. On trouvera dans [B13] d’autres situations. Nous comparons sur une
trajectoire de la valeur de la firme les probabilités de survie P(r > T|Gl) et P(7 > T|G;).
La Figure 1.2 représente la trajectoire réalisée de la firme. On suppose que le manager
réajuste le niveau de la barriere 2 ¢, = 1 de L' = 0.8 a L? = 1.5. Le risque de défaut
t5 est élevé et surtout beaucoup plus grand que la valeur espérée. Dans tous les cas (see
Figure 1.3 ), I'initié modifie immédiatement son estimation et on observe un saut dans
la probabilité de survie a I'instant ¢, quelque soit la valeur du parametre 6. Tandis que
I’investisseur standard n’ayant pas acces a cette information garde une estimation élevée
de la probabilité de survie et ne pourra réajuster son estimation que quand le défaut se
produira. Enfin, si on analyse a travers ces trois graphiques 1’impact du parametre ¢, on
remarque que, comme le niveau de la firme est élevé a I’approche de t,, I'initié a une
estimation plus €levée de la probabilité de survie lorsque la corrélation est forte (grande
valeur de #) que dans le cas indépendant. En effet, dans le cas d’une corrélation forte,
I'initié s’attend a ce que le niveau L? soit proche de L'. Ces différences disparaissent des
que la valeur exacte de L? est connue a I’instant ¢,.

— (A homiar) ((6A1z1 + 1)(OAozs + 1) — 6).

FIGURE 1.2 — Default during [1,2], L' = 0.8, L?> = 1.5
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FIGURE 1.3 — Probabilités de survie P(7 > T'|G]) et P(1 > T|G;) pour § = 0,0.5 et 1
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1.5 Bibliographie récente et Perspectives

Dans un travail récent en collaboration avec D. Dorobantu et Y. Sahli, nous avons dé-
terminé le prix d’indifférence du rachat d’un portefeuille d’assurance-vie. Les instants de
déces des assurés n’étant pas ordonnés, le nombre d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades a résoudre augmente de maniere exponentielle avec la taille du portefeuille.
Pour contourner cette difficulté, nous avons proposé une approche *Model-Point’, i.e basée
sur la construction d’un portefeuille représentatif (cf [B15]). Cette approche Model-point
permet est une facon de répondre aux problemes de gestion des risques des assureurs. En
effet, contrairement aux banques, les assureurs couvrent leurs risques non pas contrats par
contrats, mais de maniere plus globale par type de produits. Dans une perspectives proche,
en continuité avec les travaux sur les variable annuities et les portefeuille d’assurance-vie,
nous souhaitons développer une méthodologie permettant de construire des portefeuilles
représentatifs par type de contrat (par exemple pour des variable annuities, equities in pre-
sence of impairment). Ceci nécessite entre autre de définir des criteres pour préciser la
notion de portefeuille représentatif qui puissent €tre utilisés en pratique. Le travail initié
dans [B13] a permis de poser un cadre théorique de grossissement successif de filtrations.
Pour I’instant, nous n’avons appliqué ce contexte que pour un modele tres simple de risque
de crédit ou I’Hypothese 1.26 est vérifiée et ou de plus la filtration de référence [F est in-
dépendante des variables aléatoires L’,i = 1,...,n. Dans la suite, il est nécessaire de
développer d’autres exemples pertinents en finance ou seulement I’Hypothese 1.19 serait
vérifiée et pour lesquels 1’évaluation des espérances conditionnelles dans la filtration G!
est numériquement réalisable. Par ailleurs, nous n’avons pas pour ’instant investigué le
probléme de la décomposition des martingales dans la filtration G. Ceci doit pouvoir se
faire en utilisant les résultats de Song [77, 78] sur la décomposition des martingales. Ainsi
nous pourrons nous intéresser au probleme d’optimisation de portefeuille et la quantifi-
cation de I’information supplémentaire détenue par un agent initié. Enfin, une extension
naturelle serait de considérer des instants ¢;,7 = 1, ..., n aléatoires.
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Chapitre 2

Trois problemes de controle
stochastique

Ce chapitre présente trois problemes d’optimisation liés au contrdle stochastique. Ces
problémes ont tous les trois une motivation financiere au départ et sont résolus en uti-
lisant I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman associée. Le premier probleme [B3] est un
probléme investissement optimal lorsque 1’horizon de temps est incertain. On suppose que
I’horizon temporel de I’agent 7 n’est pas un temps d’arrét pour la filtration des prix [F et
nécessite I’introduction de la probabilité conditionnelle F' de I’horizon aléatoire sachant la
filtration [F. Le cas ou 7 est un temps d’arrét a été traité auparavant par Karatzas et Wang
[50]. Dans le cas ot le processus F' est déterministe, nous obtenons par une approche pro-
grammation dynamique une solution optimale pour les fonctions d’utilité de type CRRA.
Le cas d’une probabilité F' stochastique est regardé dans un cadre particulier. Par la suite,
Bouchard et Pham [12] ont prouvé I’existence d’une stratégie optimale en utilisant la théo-
rie de dualité convexe sans hypothese sur la probabilité conditionnelle F'. Récemment, ce
probléme a été résolu a 1I’aide d’équations différentielles stochastiques rétrogrades permet-
tant une caractérisation de la fonction valeur et de la stratégie optimale (cf Kharroubi et al.
[53] et Jeanblanc et al. [39]).

Le probleme de cloturer de maniere optimale un large portefeuille d’actifs sur le mar-
ché est une question récurrente pour les entreprises. Dans ce contexte, il peut arriver que
les agents de part leur position aient des informations sur les prix futurs des actifs. Dans
[B10], nous étudions la valeur de cette information avant qu’elle ne soit publique. Pour
cela, nous considérons un agent devant cldturer sa position et pouvant (agent informé) ou
ne pouvant pas (agent non informé) détenir une information supplémentaire. L’ information
de I’agent informé est modélisée en utilisant un grossissement de filtration. Comme dans
[4, 6, 7, 48], la valeur de I’'information supplémentaire est obtenue a partir d’un probleme
de maximisation d’utilité. Dans la littérature sur la liquidation, I’impact d’une information
supplémentaire n’a que tres peu été étudié. Dans [1, 74], les stratégies optimales ont été
étudiées dans la cas de préférences CARA pour un modele discret ou un modele de type
Bachelier avec une tendance. Dans [73], I'influence de la tendance sur les stratégies de
liquidation est analysée dans une modélisation tres générale ol les prix sont modélisés par
des semimartingales. Notre optique est de considérer un modele simple de type Bachelier
avec un drift. En considérant le critere de maximisation du revenu final, ce modele permet
d’évaluer explicitement le gain additionnel provenant de 1’information supplémentaire et
d’analyser I’'impact des parametres du modele sur le gain additionnel.
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Enfin dans [B14], nous considérons le probleme de maximisation du temps d’occupation
au-dessus d’une barriere par un brownien géométrique lorsque le niveau de volatilité peut
étre choisi entre deux valeurs oy et o5 ol 07 < 9. Le probleme similaire pour un mouve-
ment brownien arithmétique a déja été étudié dans la littérature. MacNamara [62] étudie
les fonctions objectifs pour lesquelles le contrdle, qui vaut o; si le mouvement brownien
controlé est au-dessus de O et o5 sinon, est optimal. Dans ce méme contexte, Keilson et
Wellner [51] ont quant a eux étudié la probabilité de transition pour le processus controlé
optimalement dZ; = o(Z;)dW,. Enfin, récemment Althofer et al. [2] ont étudié le contrdle
bang-bang o pour une marche aléatoire. On montre que pour le brownien géométrique le
contrdle qui maximise le temps d’occupation au-dessus de 1 est le contrdle de type bang-
bang qui consiste a choisir oy lorsque le processus est au-dessus de 1 et o5 sinon. De plus,
on obtient une expression pour la transformée de Laplace du temps d’occupation au-dessus
de la barriere.

Ce chapitre repose sur les articles [B3, B10, B14].

2.1 Investissement optimal en horizon aléatoire

2.1.1 Modele

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité, W' un mouvement brownien standard n-
dimensionnel et 7' € R 1’horizon économique. On considere un actif risque, dont le prix,

S;, est donné par
dSt = St(ﬂtdt + Utth)7

ol (f1t)>0 et (0¢)¢>o sont déterministes. Un actif sans risque est aussi disponible dont le
prix est dS—%J = rdt, ol (r)s>0 est le taux sans risque supposé déterministe. L’informa-
tion est modélisée par la filtration F = {o(Ss,s < t);¢ > 0}, vérifiant les hypotheses
usuelles. On suppose les hypotheses classiques suivantes qui assurent que le marché est
sans arbitrage

(1) les coefficients u, r sont bornés et r; > 0,

(ii) le coefficient o est borné, inversible et o~ est aussi une fonction bornée,

(iii) (W%)¢>0 est un F—mouvement brownien.
On note (Z;);>o la densité de Radon-Nikodym permettant de construire 1’unique probabi-
lité risque-neutre. Son équation est dZ, = —8,Z,dW,, ou 6, = o, *(u; — 1r,), o 1 est le
vecteur formé de 1 de dimension n. Une stratégie d’investissement (ou portefeuille) est un
processus 7, F—prévisible tel que
fOT(’ﬂ's)2dS < 400 p.s. Un investisseur utilise de maniere autofinancée la stratégie 7 en in-
vestissant le montant 7; dans 1’actif risqué a la date . Le processus de richesse X,f =,
vérifie I’équation différentielle stochastique

dX?ﬂ’m = Xz’mxrsds + WS[(NS - rs)ds + O-SdWS]v t<s<T.

Un portefeuille (m;, 0 < ¢ < T') est dit admissible si la richesse associée est positive et
A(t, z) est ’ensemble des portefeuilles admissibles de valeur x a I’instant ¢.

L’horizon de I’agent est modélisé€ par 7 un temps aléatoire par rapport a F. Cet horizon
peut représenter par exemple 1’instant de déces de 1’investisseur. Comme 7 n’est pas un
temps d’arrét pour la filtration [F, nous introduisons la probabilité conditionnelle F; =
P(7 < t| F;), et faisons ’hypothése suivante :
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[G]: F;, = P(7 < t|F;) est un processus croissant absolument continu par rapport a la
mesure de Lebesgue, dont la densité est notée f,i.eF; = fot fsds.

Une condition suffisante pour le processus F' soit croissant est que P(7 < t| F;) =
P(7 <t| Fy), i.e., T est modélisé par un processus de Cox. De maniere plus générale il
existe des cas ou (G) est Vérifiée et P(7 < t| F;) # P(7 < t| ). Ces temps sont appelés
pseudo-temps (cf. [64]).

Les préférences d’un agent sont représentées par une fonction d’utilité U, continue,
strictement croissante, strictement concave et dont la dérivée est continue et vérifie lim,_, o, U'(z) =
0 et lim, o U’'(x) = 4+00. Le probléme d’optimisation s’écrit

V(z)= sup EUXLL)) @.1)
e A(0,x)
ou 7 est I’horizon de I’agent et X™* = X %™,
Le probleme peut se réécrire a 1’aide du processus (F});>o de la maniére suivante

ve) = sw B( [ i)

meA(0,x)

T
= sup E (/ UX]")dF, +U(X7)(1 — FT)>
meA(0,x) 0

2.1.2 Probabilité conditionnelle déterministe

On considere dans ce paragraphe que le processus F' est déterministe de densité f. Ce
cadre restrictif nécessite I’'indépendance entre 7 et (F;)o<¢<r. Comme dans le cas d’un
horizon fixé (Cox-Huang [21], Karatzas et al [47]), le probleme peut étre résolu par 1I’ap-
proche programmation dynamique ou par I’approche dualité convexe. On introduit de ma-
niere classique la fonction V' a tout instant ¢

T

V(t,z) = sup E (/ U(XE™™) f(s)ds + (1 — F(T))U(X;”%)
TEA(t,x) t

Le résultat suivant donne un caractérisation de la fonction valeur comme solution d’une

équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

Théoréme 2.1. i) Si Y est une CY*(R,R) solution de I’équation d’ Hamilton-Jacobi-
Bellman suivante
aY (t
0= f(t)U(x)+ <# + sup A(t, x,w)) (2.2)

TR

ou A(t,z,m) = [xry+ (e — 1) Yo (t, 2) + 27207 Y0 (t, @) et Yy, (resp. Yy,) est la dérivée
premiere (resp. seconde) par rapport a la variable d’espace, et avec la condition au bord

Y(T,x) = U(z)(1 - F(T)),

alors V =Y.
ii) Si la condition (i) est vérifiée, la stratégie optimale est donnée par
Ve (t, x)
-1 x\Y -1
mn=—0, Op——S. 0, =0 — 7).
t t t‘/}m(t,x) t ¢ (e =)
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La démonstration peut se faire par des arguments classiques de vérification. La dif-
ficulté est d’obtenir une solution explicite de I’équation (2.2) ce qui n’est pas facile en
général. On trouvera dans [B3], les solutions explicites dans le cas ou la fonction d’uti-
lité est la fonction logarithme ou une fonction puissance. Il est aussi possible d’avoir une
caractérisation du portefeuille optimal en utilisant une approche de dualité convexe. Le
théoreme suivant en donne le résultat.

Théoreme 2.2. Soit I (z) = (U")~" (). Si I est C? et s’il existe une fonction déterministe
v vérifiant I(v(0)) = x telle que le processus (H.I(v(t)Hy), t > 0) est une martingale,
alors le processus de richesse X* défini par X; = I(v(t)H;) est optimal et la stratégie
optimale T* est définie par

7 =—I'(v(t)H,) v(t)H,o; 0,
o H; = exp(— fot rsds)Zy

La difficulté de cette approche est de montrer I’existence de la fonction v. Dans le cas
de coefficients constants, cette existence est acquise uniquement pour une utilit¢ CRRA.
On obtient que les stratégies optimales coincident avec celles obtenues en horizon fixé.
Ce résultat provient du fait que les stratégies optimales dans ces cas simples ne dépendent
pas de I’horizon. Dans le cas d’un horizon temporel possiblement infini, moyennant une
adaptation de la notion de stratégies admissibles, on obtient aussi une caractérisation de la
fonction valeur a I’aide d’une équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman.

2.1.3 Probabilité conditionnelle stochastique

Nous élargissons ensuite 1’étude au cas ou le processus F' n’est plus déterministe. Ce
cas est évidemment plus réaliste. Cependant, afin de garder des expressions explicites,
nous supposons que le processus F' vérifie F;, = fot fsds avec f solution de 1’équation
différentielle stochastique suivante

dfs = fo(a(s)ds +b(s)dW?!), fo=4,0<s<T.

Les coefficients a, b sont déterministes avec fo exp ( fo ds) du < oo et (Wt )e>0 est
mouvement brownien corrélé aux mouvements browniens (W )t>0,7=1,...,n, avec une
corrélation og s = (0;f)1<i<n. L'inconvénient de cette modélisation est que rien n’em-
péche le processus F' de prendre des valeurs plus grandes que un. Ce modele ne reste donc
pertinent que sur un ensemble de parametres ou la probabilité que le processus F' prenne
des valeurs plus grandes que un est suffisamment faible. Ce qui est réalisable en pratique.
La fonction valeur V' dépend maintenant de ¢, z, y. A I’instant 0, on a

V(O,Sﬁ,y) = SupweA(Om (fo fu Xff/\ﬂT) )
Soit Q la probabilité définie sur Fr par
d T e
% = exp(/0 b(u)dWi — 5/0 b (u)du),

et A une primitive de a s’annulant en 0, alors la fonction valeur peut s’écrire

VX = sw B2 (s [ oAU )

meA(0,x)
Dans le cas de coefficients constants et d’utilit¢ CRRA, on obtient les solutions explicites.
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2.2 Liquidation et information supplémentaire

2.2.1 Liquidation dans un modéle brownien avec drift

Soit un agent ayant une position Xy € R d’actifs a cloturer avant 7° > 0. Le prix
fondamental forward de I’ actif vérifie

dSt = CL(t, St)dt + O'th,

ol 0 > 0 est contant, a : [0,7] x R — R une fonction mesurable telle qu’il existe
C € Ry, la(t,s)] < C(1 + s) pour tout t € [0,7] et (W;);>o un mouvement brownien
(2, F, (Ht)tepo,m, P). Le drift peut étre interprété comme des vues directionnelles ou une
information supplémentaire sur le prix futur. La filtration H = (H;)¢c[o,r) représente I’in-
formation de 1’agent.

Une stratégie de cloture (ou stratégie) de la position x € R a I'instant ¢t € [0,7") est un
processus & = (&, )o<u<r (H)-prévisible vérifiant ftT &udu = x. La stratégie & étant fixée,
la position a I'instant ¢ € [0, 7’| est donnée par

t
Xt = X() - / gst.
0

On peut noter que X7 = 0, i.e. la position est cloturée en 7'
On impose sur les stratégies (pour des raisons techniques) les hypotheses d’intégrabilité
suivantes : une stratégie (&, )o<u<r est dite admissible si

(A1) le processus € est L2-intégrable, i.e E (fOT §§du> < 00,

(A2) la famille ((Tth)2> it est uniformément intégrable, et lim; ,p TX—i = 0, ps ou

(Xt)o<t<r est la stratégie associée.
On note par A*(t,x) I’ensemble de toutes les stratégies de cloture admissibles de valeur
x en t. Les positions a cloturer en un temps court ont un impact sur le prix de I’actif. On
suppose que cet impact est temporaire et proportionnel au taux de vente. Le prix auquel
est réalisé la vente est donc

St = St — nés,
ou 17 > 0 est le parametre d’impact du prix. En suivant la stratégie £ le revenu final d’un
agent est

T ~
Ry = / gusudu-
0

Apres réécriture, maximiser le revenu final espéré revient a résoudre le probleme d’opti-
misation

T
V(t,z,s)= sup E (/ (Xua(u, Su) — 7752) du
ceAM(tx) t

Xt =T, St = 8) . (23)

pour (t,z,s) € [0,7] x R x R.
L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman associée au probleme de controle (2.3) est

1
—Vi —a(t,s)V, — 50°Vis — aft, s)z — sup[—EV, — n&’] =0,
2 ¢€R
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avec la condition terminale singuliere

. 0, if x =0,
LITI:IFIV(t,iE,S) - { —o0, ifx 75 0.

Si le drift a(, x) est linéaire en x, alors la fonction valeur est quadratique en le prix et
la position restante, comme le montre le théoréme suivant :

Théoreme 2.3. Supposons que a(t,s) = a(t) + B(t)s, ou « et  sont bornés. Alors la
fonction valeur vérifie

V(t,z,s) = b(t)z? + c(t)xs +d(t)s® +e(t)x + f(t)s + g(t), (2.4)

oub, c, d, e, f etg sontdes fonctions déterministes explicites. La position optimale est
donnée par

., T —t 1 [ T
X; = 5 (XO + %/o [e(u)S, + e(u)]T — udu) :
On trouvera dans 1’appendice de [B10] les expressions explicites des fonctions b, c,
d, e, f et g. Ce résultat peut étre obtenu a partir des résultats de [73]. Néanmoins, nous
proposons dans [B10] une preuve plus simple basée sur des arguments classiques de véri-
fication.

2.2.2 Comparaison agent informé et agent non-informé

On suppose que I’information supplémentaire est un signal sur le prix de I’actif a I’ins-
tant 7. On souhaite quantifier la valeur de ce signal. Pour plus de simplicité, on considere
que le processus de prix S est un mouvement brownien, i.e S; = oW,. En particulier, S
est une martingale par rapport a la filtration engendrée par I, notée (F}V)o<;.
L’information sur le prix a I’instant 7" est modélisée par G = S + N, ou N est une v.a
gaussienne centrée indépendante du processus .S. Ceci est équivalent au signal envoyé par
Sts, pour T" > T'. La différence o?(T" — T') peut s’ interpréter comme la variance du bruit
de I’'information. Si I’agent dispose de cette information, on dira qu’il est informé et son
information est modélisée de maniere classique (cf par exemple [5, 31]) par

G =F"Vo(Sp), 0<t<T.

Sinon, on dira que I’agent est non-informé. Conditionnellement a Sz, la fonction valeur
du probleme d’optimisation associé a la cl6ture du portefeuille est pour I’agent informé

T
Vit,z,s) = sup E {/ (Xua(ua Su) — 7752) du
e A9 (t,x) t

Xt =x, St =S, ST/:| s (25)
et pour I’agent non-informé

T
VN(t7 zr,s)= sup E </ (Xua(% Su) — 7753) du
EEAT (t,z) t

Xt =, St = S) . (26)
On remarque que la dynamique du prix sous la filtration (G;) vérifie

S = 5 dt, (2.7)

dSt = Uthg +UT/——t
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ot W9 est un mouvement brownien par rapport (G;) (cf par exemple [61]). Le drift de
la (G;)-dynamique dans (2.7) est linéaire avec «(t) = T€ft etf(t) = —7. SiT' > T,
alors « et 3 sont bornés, on peut donc appliquer le résultat du théoréme 2.3. On obtient le

résultat suivant pour les fonctions valeurs de I’agent informé et non-informé.

Théoreme 2.4. Soit T" > T. La fonction valeur de I’agent informé est de la forme donnée
par

Vit z,s) = 2+l (t)as + d (t)s* + el )z + L (t)s + ' (1),

Ny

oucl, dl, el, fI et g! sont les fonctions déterministes explicites, dépendant de T, T" et Sy
suivantes

1T -t
I f— —_——
) = 37
1 (T —1t)?
d'(t) = 1 T-tr
48n (T" —t)?
17—t
I —
c) = o
1 S 1 1 1 (T"-T)3
I T / ! 2
t) = - —(T" =TT —1t)— —=(T"—t ——
P = s (- -0 - g - ot
Sz, (1 1(T"-T)* 1 T-—t 1 1 (T"—-T)>3
1 T ! ’
t) = —|=I"-7T)—-—=—""—-—=(T"-T —(T—1)+ —————
gt 0 (12( S T e L Vi R T
o ((T'—=T)>3 1 T —t 1
—3(I"-T)*( = -1 =3I =T)(T —t)+=(T"
+4877( T —t ( )(2 n(T’—T)) ( (T —1)+5(
Pour le non-informé, la fonction valeur est donnée par VY (t,x,s) = —7775”—:.

Le gain additionnel espéré

Comme dans Karatzas et Pikowsky [48], on définit la valeur de I’information addi-
tionnelle comme le gain additionnel espéré, i.e £ [VI (0, s, x)] — V™(0, s, ). Le résultat
précédent nous permet d’obtenir une expression explicite.

Théoreme 2.5. Soit T > T. Le gain additionnel espéré vérifie

I N 0-2 ! 2 T ! 3 2
E[V(0,s,2) = VN0,s,2)] = 67 ((T T)*In (T/ — T) TT + 2T ) . (2.8)
On remarque que ce gain ne dépend ni de la position initiale, ni de la valeur du sous-
jacent. Pour la position initiale, on peut I’expliquer par le fait que I’information n’est pas
tres précise et donc que 1’on peut avoir un drift positif ou négatif. En moyenne les effets
se compensent. En effet, I’espérance de 57, est égale a s et donc le gain est indépendant de
la position. Le fait que le gain ne dépende pas du prix provient du modele utilisé. En effet,
donc un modele brownien, la taille des incréments du prix ne dépend pas de la valeur de
départ du prix.
On notera dans la suite A(T,T") = E [V!(0,s,2) — VN(0,s,z)] ou A(T,T",0,7) si
on souhaite insister sur la dépendance en o et 7). Il est & noter A(7T,T") converge vers une
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valeur finie quand 7" | T'. Si T' = T", le marché admettrait des arbitrages s’il n’y avait pas
d’impact sur le prix. En effet, dans un marché sans friction, Karatzas et Piskowsky [48]
et Grorud et Pontier [31] ont montré qu’un agent informé peut obtenir une utilité¢ espérée
infinie.

On remarque que si 7" = T, alors le drift dans (G;)-dynamique du prix (2.7) n’est
plus borné. Par conséquent, on ne peut appliquer le Théoreme 2.3. Cependant, dans ce
cas particulier, les résultats restent valides car le candidat pour le contrdle optimal est
admissible. D’ou la proposition suivante

Proposition 2.6. Si T’ = T, alors le gain additionnel espéré pour I’agent informé est égal
a

o
32n

La stratégie optimale est admissible et le processus de position vérifie
T—t 1 " Sr— S,
X =— —T | ——du|.
T (m T /0 T—u u)

2.2.3 Sensibilité par rapport aux parametres

EV(0,s,2) — VN 0,s,7)] = (2.9)

L’expression explicite du gain additionnel espéré nous permet d’obtenir sa sensibilité
par rapport aux parametres du modele.

Sensibilité par rapport au bruit

Lemme 2.7. Le gain additionnel décroit quand T" croit et limp:_,. A(T,T") = 0.

Sensibilité par rapport a I’horizon

On remarque que le gain additionnel augmente lorsque I’horizon de 7' croit jusqu’a
T’ fixé. Trois raisons expliquent cette augmentation : premierement 1’information est de
plus en plus précise si la différence entre 7" et 7" diminue, c’est ce qu’on appelle [’effet
information ; deuxiemement, plus 7' est grand, plus I’agent a du temps pour cloturer sa
position et il peut donc réduire ces colts de transaction, c’est [’effet liquidité. Enfin la
variance du prix sur la période augmente (I’effet variance). On peut analyser ces effets
séparément. Le gain additionnel dépend linéairement de la volatilité au carré. On peut
donc éliminer I’effet variance en considérant le gain corrigé de la variance [

(T, z) = A(T,z,0/VT.n) = 10; ((x _TT)2 In (x - T) —r+ %T) ,

pour 0 < T < x. Pour étudier I’effet liquidité, on change simultanément 7" et 7" de telle
sorte que I’information mutuelle contenue dans le signal reste inchangée. En introduisant
I’information mutuelle entre deux variables aléatoires, on a pour v > 0 I’information
mutuelle /(St, S¢y41yr) = % In (1 4 ) ne dépend pas de T'. On peut donc interpréter

R(T)=UT,(1+~)T)

comme le gain corrigé de la variance et de I’information (v&i). Le gain corrigé v&i est
croissant quand I’horizon temporel augmente comme le montre la proposition suivante.

36



Proposition 2.8 (L’effet liquidité). Soit v > 0. Le gain corrigé v&i est linéaire, croissant
et vérifie h(0) = 0.

On peut expliquer ce résultat par le fait que 1’allongement de I’intervalle de trading permet
de réduire les colts de liquidité et de profiter plus longtemps de 1’avantage d’information.

Enfin, nous analysons I’effet de I’information en introduisant le gain corrigé de la va-
riance et de la liquidité (v&l) par

k(y) = Ay, T', 0 /\/y,my),

défini pour tout y € [0,7"]. La fonction k décrit le gain qui provient exclusivement de
I’information supplémentaire, quand 7" tend vers 7”. Il vient que :

Proposition 2.9 (L’effet information). Le gain corrigé v&l croit de maniére surlinéaire
2

sur [0, T"] et vérifie limg k(x) = 375,

2.3 Maximisation du temps d’occupation d’une martingale exponen-
tielle

On souhaite maximiser le temps moyen passé au dessus d’un niveau constant pour une
martingale exponentielle dont on contrdle le niveau de volatilité. Soit I/ un mouvement
brownien sur ’espace de probabilité (2, F, P) et (F;);>¢ sa filtration naturelle augmentée.
Soit A I’ensemble des processus (F; )-progressivement mesurables a valeurs dans [oq, 03],
ou 0 < g1 < 0. Poura € Aetx > 0, X est la solution de 1’équation différentielle
stochastique suivante :

AXP® = XPdW,, X5 =z

On note
t
K(t7x7a> :/ 1{Xf’a21}d57 te [0700]7
0

le temps d’occupation de (X;");>o au-dessus du niveau 1 jusqu’a I'instant ¢. On consi-
dere le probleme de maximisation du temps d’occupation moyen. Soit la fonction valeur
associée au probleme

t
v(t,z) = sup F[K(t,z,a)] = sup/ P(X7* > 1)ds, te]0,00). (2.10)
acA acAJo

Le résultat suivant montre que le controle optimal est de type feedback et consiste a choisir
la volatilité la plus faible quand le processus (X;);>( est au-dessus de 1 et la volatilité la
plus élevée quand (X;);>¢ est en-dessous de un. Ce probleme de contrdle est une version
stylisée d’une situation ou un manager peut controler le niveau de volatilité de la valeur de
la firme en prenant plus ou moins de risque. Si le manager recoit un bonus constant tant
que la valeur de I’entreprise est supérieure a un indice. Ainsi I’objectif du manager sera
de maximiser le temps moyen que la valeur de la firme passe au-dessus de 1’index. Un tel
schéma de bonus va inciter le manager a choisir une stratégie risquée lorsque le niveau de
la firme sous-performe et sécurisée dans le cas contraire.

Le calcul explicite de la fonction valeur est par contre difficile él obtenir A la place, nous
donnons une expression pour sa transformée de Laplace L[v(- fo e Mu(t, z)dt.
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Théoreme 2.10. L’unique contrdle optimal pour le probléme (2.10) est la fonction n,

définie par

o 01, 372 17
77(!17) - { oy, x <1.

La transformée de Laplace de t — v(t, x) vérifie

1
1 1 A1 /o218 75 V03 +8)A—1

et L\ /o2 +8)+L /o2 +8)
Llv(-,x)](N) = N oz V"2
[ (7 )]( ) Lx%ﬂ%m éw/af—&-S)\—l
A2 ot 8Ly /o8
Soit

Qt, ) = P(X" =2 1)

ifr =1,

ifx <1.

etw(t,z) = f(f Q)(s, x)ds. On montre que w coincide avec la fonction valeur v. Pour cela,
on commence par montrer que la transformée de Laplace de () est solution d’un probleme
de contrdle en horizon infini (Proposition 2.11). Ensuite, on obtient par une inversion de
Laplace une formule intégrale pour () qui nous permet de montrer sa régularité (Proposi-
tion 2.12). On obtient ainsi que w € CH2((0,00) x (0,00) \ {1}) NCH1((0,00) x (0, 0)).

2.3.1 Un probléme de controéle auxiliaire

Pour tout contréle o € A on introduit la fonction de gain
J(z,a; \) :/ e MP(X[ > 1)dt,
0

avec A > 0, et la fonction de valeur associée par

V(A z) =sup J(z,a; \).

acA

Proposition 2.11. Soit la fonction G définie par

1
N Bll"h, xXr 2 1,
Gla) = { ;}12%82, r <1

Alors V() = G(x) et n est 'unique contréle optimal pour le probléme (2.11).

(2.11)

(2.12)

La preuve est réalisée par vérification. Il faut juste noter que la fonction GG n’est pas
deux fois dérivable en 1. Néanmoins, la fonction est continliment dérivable avec des déri-
vées absolument continues et donc on peut appliquer la formule d’1t6 & G (cf Section 3.7
dans [49]). Une conséquence immédiate de ce résultat est que la transformée de Laplace

det — Q(t,x) est égale a L[Q(-, x)|(\) = G(\, x).

2.3.2 Propriété de la densité du temps d’occupation

Dans cette section afin de pouvoir démontrer le théoreme 2.10, on étudie la régularité
de la fonction (¢, x) — Q(t, x). Soit 7(z) = inf{s > 0 : X&" = 1}. Jusqu’au temps 7(x),

le processus X*" est un brownien géométrique de volatilité oy ou os.
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Soit g(t) = Q(t,1) et ¢ = %2-. La propriét¢ de Markov appliquée a X*" implique
que pour tout ¢, pour z < 1

Qt.2) = Ellprwenglt — 7(@))] = / gt — u)H(z, du),

etpourz > 1,

Q(t,&?) = E[l{T(x)>t} + 1{T(x)§t}g<t - T(x)>] =1- H(Q?,t) + /0 g<t - U)H(SL’, du)

ou H est définie par

H(z,t) = @ (52111(96) _UQt/2> ad (%m(x) +02t/2> Lz e (0,1),

H(z,t) = @ <_%ln(f/)¥+ Ult/2> +z® <_‘%ln($) _ Ult/2> , x> 1

A partir de cette expression intégrale de (), on montre le résultat suivant

Proposition 2.12. @ € C%?((0,00) x (0,00) \ {1}) NC*'((0,00) x (0, 00)).

La preuve assez technique repose sur les propriétés de la transformée de Laplace in-
verse. En effet, on montre que 1’on peut obtenir une expression explicite de g a ’aide de
la transformée inverse de Fourier, puis ensuite que g est absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue et décroissante.

2.4 Bibliographie récente et Perspectives

L’hypothese contraignante sur la modélisation du processus (F});>o dans la premiere
partie de ce chapitre nécessitait des investigations supplémentaires. Celles-ci ont été réali-
sées en autre dans les travaux postérieurs de Bouchard et Pham [12], Kharroubi et al. [53]
et Jeanblanc et al. [39]. Plus particulicrement, Bouchard et Pham [12] ont prouvé I’exis-
tence d’une stratégie optimale en utilisant la théorie de dualité convexe sans hypothese
sur la probabilité conditionnelle (F});>o. Récemment, ce probleme a été résolu a 1’aide
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades permettant une caractérisation de la
fonction valeur et de la stratégie optimale (cf Kharroubi et al. [53] et Jeanblanc et al. [39]).
Le cas ou I’agent peut investir dans ’actif apres le défaut a été aussi investigué. On peut
citer par exemple les travaux de Lim et Quenez [57, 56], Jiao et Pham [45, 44].

De nombreuses questions restent ouvertes sur le contrdle 7 et le processus optimal
X", Pour le mouvement brownien, Keilson et Wellner [51] ont déterminé la probabilité de
transition associée au processus solution de dZ; = o(Z;)dW, ot o est défini par o (z) = oy
siz > 0 et par o(x) = o9 sinon. Qu’en est-il dans le cas exponentiel ? Le processus X"
admet-il une densité ? D’autre part, peut-on caractériser comme le fait MacNamara [62]
les fonctions objectifs pour lesquelles le contrdle 7 serait optimal.
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Chapitre 3

Temps d’atteinte et applications

Les temps d’atteinte d’un niveau donné par un processus apparaissent dans les modeles
structurels de risque de crédit introduits par Merton [63]. En assurance, I’instant de ruine
d’une compagnie est lui aussi modélisé par le premier instant de passage d’un processus
(en général un processus de Poisson composé) en-dessous du niveau z€éro. Dans ce chapitre
nous étudions la loi de deux temps d’atteinte. Dans la premiere partie, nous considérons
le premier temps de sortie d’un brownien bidimensionnel d’un domaine polyédral et nous
déterminons le prix d’un contrat CDS en tenant compte du risque de contrepartie. Dans
la seconde partie, nous généralisons les travaux de [20] a un processus de renouvellement
perturbé par un mouvement brownien. Les sauts du processus de renouvellement peuvent
étre soit positifs, soit négatifs. De plus, nous proposons une méthode de simulation de la
densité basée uniquement sur 1I’observation du processus aux instants de sauts. Lorsque les
sauts sont négatifs, ce modele a été€ introduit pour modéliser les réserves d’une compagnie
d’assurance (cf par exemple [29, 75]). Le calcul de la probabilité de ruine est un enjeu
important et I’avantage principal de cette méthode est d’obtenir cette probabilité a partir
de moins de simulations numériques que la distribution empirique du temps de ruine.

Ce chapitre est basé sur les travaux [B7, B12, B8].

3.1 Evaluation du risque de contrepartie dans un modéele structurel

Soit (2, F, P) un espace de probabilité sur lequel seront définis tous les processus.

3.1.1 Le modéele

Un CDS est un contrat entre un acheteur de protection qui souhaite se couvrir contre
le défaut d’un sous-jacent en contrepartie du paiement a un vendeur de protection d’un
coupon périodique. Alors que le défaut du sous-jacent est couvert par le CDS, ’ache-
teur de protection reste exposé au défaut du vendeur si la valeur de marché du contrat
est positive. Normalement, le risque de contrepartie est bilatéral. Mais comme le risque
possible de contrepartie subi par le vendeur est moins problématique, nous ne considé-
rons que le risque subi par I’acheteur (cf [30] pour plus de détails et Brigo-Masetti [16]
comme référence classique sur le risque de contrepartie). De plus, on consideére qu’il n’ y
a pas d’accord de marge. Dans [B7], on explique comment adapter les résultats suivants
dans les cas ou il y a des accords de marge. L’évaluation du risque de contrepartie dans
un modele structurel nécessite de connaitre la distribution conjointe des temps de défaut.
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Cela impose de considérer un modele relativement simple. Le modele pour lequel nous
obtenons des formules explicites est une version générique du modele de Black et Cox en
dimension deux. On note 1 et 2 les deux entités soumises au défaut. La contrepartie est
notée 2. Les défauts sont déclenchés lorsque deux processus log-normaux V; et V5, avec
des dynamiques risque-neutres

dvi(t)
Vi(t)

associés a la premiere et a la deuxiéme entité passent en-dessous des barrieres v;(t) :=
K;e*. Alors, si on note 7; I'instant de défaut de I’entité i, 7; = inf{¢, V;(¢) < K,;e""}. En-
fin, on suppose que les mouvements browniens B; et By sont corrélés : Cov(By(t), Ba(t)) =
ot,1 < p < 1. On note F; la filtration naturelle engendrée par les deux mouvements brow-
niens By (t), By(t). La corrélation refléte le fait que la contrepartie (le vendeur de protec-
tion) est souvent bien notée et ne fait défaut que dans des cas ou la conjecture économique
est tres mauvaise. En particulier, si la contrepartie fait défaut, on peut s’attendre a ce que
les spreads de CDS sur d’autres entités augmentent considérablement simultanément. Ce
phénomene est pris en compte par une corrélation positive.

3.1.2 Jambe de défaut de contrepartie

Les caractéristiques du CDS sont de maniere classique :

— C la valeur nominale,

— si le sous-jacent fait défaut, I’acheteur recoit du vendeur (1 — R,,) - C, ou R, est le
taux de recouvrement du sous-jacent,

— si la contrepartie (le vendeur) fait défaut en ¢, I’acheteur regoit I(p;) = R, - p;, ou p;”
est la partie positive de la valeur de marché p, du CDS en ¢, et ou R, est le taux de
recouvrement de la contrepartie,

— le spread de CDS s est payé continiment.

En utilisant la loi jointe du temps de défaut de la contrepartie et du sous-jacent du CDS,
nous calculons la probabilité de défaut du sous-jacent conditionnellement au défaut de la
contrepartie et nous obtenons une formule pour la jambe de contrepartie. Dans la suite, le
moment présent est normalisé a ¢ = 0 qui peut ou peut ne pas coincider avec le début du
contrat.

L’évaluation de la jambe de défaut de contrepartie D, est donnée par

D. = E (e—rm . l(p(‘/l(TQ)7 T2>>172<(T/\71))

ou p(Vi(m), ) est le prix de marché du CDS a ¢t = 7 (quand 74 > 7). La valeur
p(Vi(72), T2) est obtenue par différence entre la jambe de défaut (sans risque de contre-
partie) et la jambe fixe, c’est-a-dire :

sC
p(Vi(r2).72) = DiVi(ma).ma) === B (1= )L | Fy)

Di(Vi(r2), ) = E(C(1 — R,)e ™" ™1, o 7| Foy).

42



Ce qui peut se réécrire de la maniere suivante
S
p(‘/I(TQ)v 7—2>1’7'2<(T/\7'1) - C]-T2< T/\Tl) <E ((1 - Ru + _)e_T(Tl_T2)1TQST1<T|-FTQ)

-E ( ’T2<T1"FT2> + E ( (T_T2)1’7'2ST<7'1|‘F’7'2)) .

Ainsi, la valeur de D, est donnée de maniere quasi explicite par le théoréme suivant

Théoreme 3.1. La jambe de défaut de contrepartie D, est donnée par :

Dc = CRC
e 5y (erra 6= —try =T = 72)\ | iy (5t g [ —Hra (T = T2)
*E |1, le"(A-Ry+-)| e try (B=m) Af (2—>+e pry (B+m) £y [ ZHr2 T~ T2)
2<(TA 1>( (1-Ru r)( T e
+
-2 (1 _ e T(TT) (1 N (M) e 2mmb (M)))
r VT — 12 VT — 1
1 2 L2 In(Yalr2)y
o =1k = = bt o= [ 4 2n 6= By o= TR

Le théoreme s’obtient par des calculs standards d’intégrales sur des densités gaus-
siennes. On peut noter que dans beaucoup de situations, le terme 7' A 7; est remplacé par
T ce qui simplifie les expressions. On peut justifier cette simplification par le fait que pour
des valeurs usuelles du spread et des probabilités implicites de défaut, I’évaluation de la
jambe fixe du CDS conditionnellement a I’absence de défaut est une bonne approximation
de premiere ordre la jambe fixe du contrat non conditionnée.

Formules explicites

La condition V;(t) < K;eit se réécrit : Wi(t) > yi, ou Wi(t) = ln(fi/e(z)f) - ln(%)
etyp = In V;(0) — In K;. Ainsi, si on pose v; := 1 — k; —; — =02, W;(t) est une diffusion
vérifiant

Définissons Z(t) par :

1 o —005" yo — Wi(t)
Z(t) = (Z,(t), Zo(t)) = ——— | '} 2 9 ) :
Ona:
dZ,(t) = ¢rdt + dX(t), dZs(t) = podt + dXo(t),
ou X(t) = (Xi(t), X2(t)) est un mouvement brownien standard bidimensionnel et

V109 — V2010 Vo
1= ——"F—=,02=

01094/ 1 — 0? oy
En particulier, Z(t) mouvement brownien 2-dim avec drift et les conditions de barriere

Vi(t) = v;(t) deviennent : Zy(t) = 0 et /1 — p?Z1(t) + 0Z2(t) = 0. Par conséquent, le
calcul de la jambe de défaut D, est équivalent :

E (h(By(1), ) lnsirar) = B (R(Z1(72), ) lrzrnm))

+oo
= / / h(a,s)P(1y € ds, 70 = 72 A1, Z1(2) € da)dads

43



ou h(z,t) :=

“rH1- 2y [ epai=m) e — (T — t)) i, (B+1) (_,ua:,t + (T - t)) )
(e (1 R“+7’)(e N( — +e N —

5 (e (1 (P A0 e (<t AT 20))) )
r T—t T—1

o = 07 (it + oz + InVi(0) — In K,) and Az, 1) = h(=440 4 /T — 2 2 4).
En appliquant le théoréme de Girsanov, (Z;(t), Z2(t))* est un mouvement brownien stan-
dard sous la probabilité Q :

~

@ — €7¢1X1(T)7¢2X2(T)—[§+¢27%]T

Pps.
AP ps

Soit roei® := Z,(0) + iZy(0) = Yhoz=edor | ;g

o102/ 1—0? o2’

Lemme 3.2. Pour (a,0) € R? tel que. a > 0, il vient :

P(ry € dt, 7y = Ty A1, Z1(72) € da) = efr(erocoso)=earo sin(0)—LEt _;Tt o (@’ +rg) /2t
a?ta
= nmo ar
Z n sin —Olm/a(—o)dadt.
o t
n=0
o ||9]]2 = ¢*+ ¢ o = arcsin(o) + T et Iqq est la fonction modifiée de Bessel

d’indice nm /.

La preuve est une extension a la dimension deux du théoreme de Daniels ([25]) du
premier temps d’atteinte d’'un domaine polyédral qui se trouve sans démonstration dans
Iyengar [35]. La distribution du processus sous-jacent avant la sortie du domaine est don-
née par la solution de 1’équation de la chaleur qui est résolue en utilisant la méthode des
images. On obtient ainsi le résultat suivant

Théoreme 3.3. La jambe défaut de contrepartie D,. du CDS est donnée par :

T +oo o,
D, = CRC/ / h(/% t)6¢1(u—7”0 cos(00))—paro sin(eo)_%
0 0

m 2.2 > nm6 r
—(u2+r3) /2t - 0 HTo
aztue 0 ngonsm - Lz ja( ; )dtd .

Bien qu’il apparaisse une intégrale double avec des densité gaussiennes et des fonc-
tions de Bessel (dont le comportement asymptotique est bien connu et les approximations
numériques faciles a réaliser et efficaces), il est possible d’évaluer numériquement ces
expressions.
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3.1.3 Le juste prix d’'un CDS

En utilisant I’évaluation de la jambe de défaut de contrepartie, nous pouvons maintenant
calculer le juste prix d’'un CDS a I’instant ¢ compris entre le début du contrat et sa maturité.
Il est obtenu par la différence entre la jambe de défaut et la jambe fixe, mais contrairement
a ce qui était fait habituellement on prend en compte le risque de contrepartie dans la jambe
de défaut.

Notons D, pour la jambe standard de défaut, qui est la valeur actuelle des cash-flows
correspondants aux paiements par le vendeur s’il y a un défaut sur le sous-jacent pendant
la durée du CDS. La jambe totale de défaut D,,; du CDS est D+ D, ou D, est donnée par
Théoreme 3.3. En appliquant le méme raisonnement que dans le lemme 3.2, on obtient :

Lemme 3.4. La jambe ’standard’ de défaut est égale a :

+00 =
Dy 1 — / / 1(p cos(a) —rg cos (o)) +¢2 (usin(a)—ro sin(fp) ) — H(f’” ™
a’tu

6 r
—(u?+r)/2t —1)* 1 si nT O HTo dudt.
¢ Z( )y hsin 0 o (M) dp
Comme la jambe fixe d’un CDS est la valeur actuelle des paiements cumulés par I’ache-
teur. En notant 7 pour 7y A 75, 0on a:
Lemme 3.5. La jambe fixe F' du CDS vérifie :

1— —rT 1 —rT
Fs™ = ———P(r 2 1) + E[——1,<]

T 5
1 —€ / / 1(pcos(k)—rp cos(0p))+ad2 (usin(k)—rg sin(fp))— ¢ 2:“
aT

0
wEHTE)/2T Z sin _mm sin 0 Im/a(—ﬂr;o Ydpudk
«

T +oo —rt -
+ / / l—e e¢1 (e cos(a)—rog cos(8o))+¢2 (e sin(a)—rg sin(6p)) — |‘¢Q2T m
0 Jo r

(e}

*(#2+7'(2))/2t -1 n+1 . nﬂ-@OI HTo dudt
e Z( )" nsin - mr/a( )dp

L4l T

T +00 —rt
+/ / I—e e¢l(H*TO cos(0p))—¢aro sin(fp) — 22t
0 a?tp

—(p +r0 /2t§ :TLSIH

La premier terme a été calculé dans [68], les deux suivants viennent des résultats pré-
cédents.

0 nw/a(luTO )dtd:u

Théoreme 3.6. Enfin, nous pouvons calculer le juste prix du CDS en prenant en compte
le risque de contrepartie comme
Dyor — F

ou F' et Dy, sont donnés précédemment.
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De plus, la plupart des dérivés de crédit sur deux entités avec des payoffs dépendant du
temps peuvent étre évalués (au moins théoriquement) en utilisant les mémes techniques
que celles présentées précédemment. On trouvera dans [B7] le spread pour un contrat
firts-to-default sur deux sous-jacents. On peut noter que nous avons obtenu des formules
exactes en vue de contribuer a la théorie générale du risque de crédit sur plusieurs entités.
Mais que d’un point de vue pratique, il peut étre intéressant pour simplifier les formules et
accélérer leur évaluation de supposer par exemple que les défauts ne peuvent survenir qu’a
des instants ¢;,7 = 1...n. Ainsi les expressions intégrales sont remplacées par une somme
ol on a seulement besoin de calculer les probabilités de défaut P(m; A 7 < ¢;).

Dans une prépublication avec Diana Dorobantu et Areski Cousin [B12], nous nous
sommes intéressés au cas ol nous aurions trois ou plus entités dans le méme modele.
L’extension a des dimensions supérieures ou égales a trois de la loi du temps d’atteinte
en utilisant la méthode des images n’est possible que pour des domaines polyédraux bien
particuliers. En effet, en dimension trois cette méthode est équivalente a trouver un moyen
de recouvrir I’espace par le méme triedre en utilisant uniquement des symétries planes. Or
il n’existe que peu de solutions pour réaliser ceci. Dans ce travail, nous montrons que la
méthode des images en dimension trois ne donne des expressions analytiques pour la loi
des temps d’atteinte que dans quelques cas particuliers. Ce résultat a ét€ obtenu de maniere
concomitante par Escobar et al. [26]. Malheureusement, ces configurations particulieres ne
correspondent pas a celles qui apparaissent dans les applications au risque de défaut.

3.2 Temps de passage pour un processus de renouvellement perturbé
par une diffusion

Dans cette section, on propose une expression de la densité du temps de passage d’un
processus de renouvellement perturbé par un mouvement brownien. Proposer une expres-
sion qui puisse €tre évaluée facilement théoriquement ou numériquement est important
en assurance (cf [19] et les références se trouvant dedans), car cela permet d’avoir une
idée plus précise des périodes qui peuvent se révéler dangereuses et revét donc une grande
importance pour 1’asset-liability management.

3.2.1 Notations et hypotheses

Soient (W}):>0 un mouvement brownien standard, (N;):>o un processus de renouvel-
lement et (Y;, i € N*) une suite de v.a i.i.d. de fonction de répartition Fy. On suppose
(Wi)es0, (Ne)eso et (Y;, ¢ € N*) indépendants.

Soit F; = o(Ws, s <t)Va(Ng, s <t Yi,...Yn,).

Soit (X})s>0 le processus défini par X; = mt + W, + Ef\il Y;, t>0,oum € R.

Soit 7, le premier temps de passage du niveau z < O par X : 7, = inf{u > 0: X, < z}.
Soient (7,,,n € N*) la suite des instants de sauts du processus N et (S; = T; — T;_1,i €
N*) les temps d’inter-sauts i.i.d. Par convention, 7, = 0. On suppose que la suite (.5;, i €
N*) vérifie I’hypothese suivante :

Hypothese 3.7. Pour tout i € N* S; est une v.a absolument continue positive dont la
densité fs est continue et bornée. On note Fg la fonction de répartition.
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3.2.2 Densité du premier temps de passage

Le premier résultat qui s’inspire fortement du résultat de [20] permet de montrer 1’exis-
tence d’une densité pour le temps d’arrét 7,

Théoreme 3.8. La fonction de répartition de 7, admet une dérivée a droite en O et est
différentiable en tout point de |0, oo[. Sa dérivée, notée f(.,x), est égale a

3Fy (z) + Fy(z7)
4

f0,2) = [s(0)

et pour toutt > (

f(t2) = B (Lnory) f (= Tnow = Xny,) )
+ S E (e fs(t = TIE (1n,_y, wenFyle = X, = Wiog, = m(t = T)|F ) ),
>0

~ Z*muQ
on 7, = inf{t >0 :mt+W, <z}, z < 0et fu,z) = -2 e~ Lo, () sa

2mus

densité.
De plus si Sy et Y sont intégrables, alors P (1, = 00) = 0 si et seulement si mE (S7) +
E(W) <o.

Une des difficultés de la formule précédente du Théoreme 3.8 vient du fait que la den-
sité est donnée comme une espérance dépendant d’un temps d’atteinte, qui requiert donc
le calcul de sa densité. Le résultat suivant permet d’exprimer la densité de 7, a partir seule-
ment de la taille des sauts, du processus X aux instants de sauts, i.e. (Xr,,7;,Y;), ¢ € N*.

Théoreme 3.9. Soitt > 0 et v < 0. La densité de T, peut s’écrire comme :
~ Nt
f(t.x) =E (f(t —T'n,, X1y, — fE)’Ym) +E (Z fs(t =Ty)g(t = T0, Xr, — I)%)
i=0

oit g(.), f(.) et {7i}izo sont :

~ | z | 7(z—mu)2

f(UJ Z) = \/2—u36 2u 1u>0,z<07
s
2ab

Bla,b,d) = (1= ¢ ) Tuasso,

Y = HB(Xijl — {L’,XTJ. — Y} — I,E - T‘j—l)lXTj—x>07
j=1

0 +00
g(t,a) = / fm,t(avu)FY(_a —u)duda,

—aJa

V2(u — 2a) o (_ (u—2a)? m;t - mu) |

Tt3 2t

fM,t<a7 u) =

Cette formule présente un réel avantage d’un point de vue numérique. En effet, la simu-
lation peut s’écrire comme une chaine de Markov de dimension trois (Xr,, 7}, Y;), i € N*.
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Cela évite en particulier les problemes de discrétisation en temps et donc de temps de cal-
cul : seul un ensemble fini d’accroissements gaussiens est nécessaire. On trouvera dans
[B8] des simulations numériques dans le cas markovien (inter-sauts de loi exponentielle)
et dans le cas non-markovien.

3.3 Bibliographie récente et Perspectives

Depuis la parution de [B7], de nombreux travaux sur le risque de contrepartie ont été

réalisé. Dans une série de travaux, S. Crépey [24, 23, 22] a développé une analyse pour
le risque de contrepartie bilatéral et le probleme de funding. Les techniques utilisées dans
ces articles sont différentes de celles de [B7] puisque le temps de premier défaut est modé-
lis€ comme un temps aléatoire et les techniques de grossissement progressif sont utilisées.
Pour une approche plus financiere, on peut citer les travaux de Brigo el al [17].
La loi des temps d’atteinte ou de passage d’un processus est reliée aux lois du maximum ou
du minimum du processus sur un intervalle donné. En météorologie, les observations trans-
mises sont souvent les maximas de température observés chaque jour. Or pour déterminer
des probabilités de dépassement de seuil, il nous faut reconstruire le processus tempéra-
ture sous-jacent. Les processus utilisés pour les modeles de température sont en général
des processus de retour a la moyenne de type Orstein-Uhlenbeck. Dans un travail en cours
en collaboration avec D. Dorobantu,V. Maumes-Deschamps et P. Ribereau nous cherchons
une procédure d’estimation des parametres d’un processus d’Orstein-Uhlenbeck a partir de
I’observation des maxima sur des intervalles de temps consécutifs. Les travaux de Patie et
al [67] donnent la loi du temps d’atteinte d’un Orstein-Uhlenbeck, ce qui permet d’ obtenir
la fonction de répartition du maximum du processus. Deux questions se posent : dans un
premier temps, peut-on estimer avec des techniques de type Quantile Matching [55] les
parametres du processus ? Dans un second temps, il apparait pertinent de considérer des
processus d’Orstein-Uhlenbeck plus généraux, intégrant notamment dans leur tendance
une composante saisonniere.
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Chapitre 4

Analyse technique

Bien qu’utilisée par les investisseurs depuis plus d’un siecle, 1’analyse technique est
toujours considérée avec un certain scepticisme par la communauté académique. En effet,
I’analyse technique (ou I’analyse chartiste) repose sur I’analyse des graphiques des cours
de bourse et de différents indicateurs construits a partir de ces cours dans le but d’antici-
per les évolutions du marché. Elle apparait donc comme ayant une justification théorique
limitée. Quelques travaux sont apparus dans les années 1990-2000 pour étudier la perfor-
mance des investissements basés sur les méthodes d’analyse technique. La plupart de ces
travaux cherchent a montrer la sur ou sous-performance des regles de trading de 1’analyse
technique par rapport a un portefeuille benchmarkt ( [18, 40, 58, 79]). Plus récemment,
Pastukov [66] a étudié les propriétés mathématiques des indicateurs basés sur la volati-
lité. Si on considere un marché financier, il n’est pas possible de calibrer un modele qui
tienne compte de tous les risques pendant un intervalle de temps long. Ainsi, il est néces-
saire d’examiner des modeles avec ruptures. Dans ces situations, il peut apparaitre plus
opportun d’utiliser 1’analyse technique dont le but est de capturer les tendances basiques
du marché sans supposer de modeles. La question suivante est donc naturelle et pourtant a
notre connaissance elle n’avait jamais €té étudiée auparavant : est-il possible de comparer
les performances obtenues par 1’utilisation de modeles inappropriés a celles obtenues par
I’analyse technique ?

Dans un ensemble de travaux en collaboration avec le projet TOSCA de I'INRIA Sophia-
Antipolis, nous avons développé une étude mathématique et numérique dans le but de
comparer les stratégies basées sur des modeles mathématiques mal-calibrés et des stra-
tégies purement empiriques. Dans une seconde étape, nous avons naturellement étendu
notre modele a un modele avec un nombre aléatoire de changement de régime et incluant
des cofits de transaction. En particulier nous avons étudi€¢ un probleme de controle sto-
chastique faisant intervenir un processus de Black et Scholes a régime markovien. Nous
avons entierement caractérisé la fonction valeur de ce probleme comme unique solution de
viscosité d’un jeu d’équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman, proposé un schéma d’approxi-
mation de cette fonction valeur et d’une stratégie de gestion proche de I’optimalité. Nous
avons comparé les performances de la stratégie mathématique optimale en présence d’er-
reurs de calibration des parametres du modele avec une stratégie de type moyenne mobile
qui ne requiert aucune modélisation sous-jacente.

Ce chapitre est basé sur les travaux [B11, B1, B2, B4]
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4.1 L’analyse technique comparée aux modeles mathématiques

4.1.1 Le modele

Nous considérons un modele financier avec deux actifs traités en continu : un actif sans
risque S° dont le taux d’intérét r est déterministe et d’une action dont I’évolution du prix
a I’instant ¢ est donnée par I’équation différentielle stochastique suivante

dS; =S; (Mz + (1 — M2)1(t§7)) dt + 0Sid By, @1

Sy =99, '
ol (B)s>+ est un mouvement brownien sur I’espace probabilisé (2, F, P) et o > 0 la
volatilité est constante. Le temps aléatoire 7 ou le drift change est indépendant du mouve-
ment brownien (B;);>¢ et suit une distribution d’exponentielle de parametre A. A 1’instant
T, qui n’est pas connu, ni directement observable, le rendement espéré change instantané-
ment de j; a puo.

o? o?

On suppose de plus 1 — 5 <r < g — 5 c’est-a-dire que le rendement actualisé de
Iactif risqué est tout d’abord négatif, puis devient positif apres 7. On note F* := (F°, 0 <
t < T') la filtration engendrée par les prix.

4.1.2 Portefeuille optimal

Dans le but de comparer les performances des stratégies chartistes avec celles des stra-
tégies basées sur un modele mathématique, nous commengons par caractériser le porte-
feuille optimal lorsque I’agent connait parfaitement les parametres du modele i1, po, A et
o. Bien que cette situation soit peu réaliste, cela nous servira comme référence optimale.
Soit 7; la proportion de richesse de I’investisseur investie dans le sous-jacent a I’instant ¢ ;
la proportion restante 1 — 7; est investie dans le bond. Soit W*™ le processus de richesse
correspondant au portefeuille 7 pour un capitale initial z > 0. On a

AW = W (rdt +m [(pn — 7+ (p2 — i) lr<y)) dt + 0dBy]) .

Pour avoir des stratégies comparables aux stratégies de 1’analyse technique, nous im-
posons des contraintes sur le portefeuille. En particulier, nous excluons les stratégies de
short-selling ce qui impose que la proportion investie dans le sous-jacent soit comprise
dans [0, 1]. Ainsi, I’ensemble .A(x) I’ensemble des stratégies admissibles vérifie

A(z) = {r F%-progressivement mesurable a valeurs dans [0, 1] tel que
W™ =x, W™ > 0 pour tout t > 0}.

L’aversion au risque de I’agent est caractérisé par une fonction d’utilité U(-) supposée
logarithmique. La stratégie optimale est donnée par

V(z) := sup E(UWZT)).
TeA(x)

Pour calculer la richesse optimale sous cette contrainte, nous adaptons 1’approche martin-
gale développée par Karatzas-Shreve [49]. Nous introduisons un marché auxiliaire sans
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contrainte M,, défini comme suit : soit D le sous-ensemble des processus v ¥ — progres-
sivement mesurables définis de [0, 7] x € dans R tels que

E (/OT u(t)dt) < 00,0l u(t)” == —inf(0, v(t)).

Le processus de prix du bond S°(v) et le prix du sous-jacent S(v) vérifient

dsp(v) _ dsy
Sty 8¢
ds,(v)  dS,

S0 S5, + (v(t) + v (t)) dt.

v~ (t)dt,

Pour chaque marché auxiliaire, on note (IW,”™);>¢ la richesse associée au portefeuille
7 qui vérifie I’équation

dWV,:E,ﬂ' dWx,ﬂ' o
Wt’ix’” = Wéz’“ + (v (@) + mr(t)) dt, W™ =a

et A(z, v) ’ensemble des stratégies admissibles, i.e,
A(z,v) := {m F¥-progressivement mesurable tel que W™ = x, W,”™ > 0 pour toutt > 0}.

Nous avons donc a résoudre, pour tout v dans D, le probleme (P,) suivant :

V(v,z):= sup E(UWZR")). 4.2)
m.€A(v,z)

Pour tout v € D, on caractérise la stratégie et la richesse optimales. Elles s’expriment
en particulier a partir de la probabilité conditionnelle a posteriori que le point de change-
ment apparaisse avant ¢, not€¢ F, := P (7' < t|F° ) et du processus d’innovation (B );>0
défini par

2

— 1 K
Bt:;(1og<st>—<u1—%>t—<u2—m> / Fd) t >0,
0

On obtient ensuite la stratégie optimale sous contrainte a partir de stratégies optimales
non contraintes.

Proposition 4.1. S’il existe v dans D tel que

V(v,z) = inf V(v,x),

veD

alors un portefeuille optimal 7" pour le probléme sans contrainte Pj est aussi un porte-
feuille optimal pour le probleme original avec contraintes P, tel que

Wit = WE™7 e V(z) = V(5,z).

Dans le cas particulier ou la fonction d’utilité est logarithmique, il est possible de déter-
miner explicitement . On remarque que la stratégie optimale est la projection sur I’espace
des contraintes de la stratégie optimale non contrainte.
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Proposition 4.2. Si U(-) = log(-) et x est la richesse initiale, alors v vérifie :

p — 7+ (o — 1) Fy

— (1 =7+ (g2 — 1) Fy) si =~ <0,
o . —u)F,
v(t) = 0 sio BT i (122 m)F € [0,1],
o

02 — (1 —r+ (po — 1) Fy)  sinon.
De plus, la stratégie optimale est donnée par :

p — 7+ (o — p1) Fy
02 '

T = pij[o,l] (

4.1.3 Deux stratégies de détection

Suivre la stratégie optimale nécessite de réactualiser son portefeuille en continu. Dans
cette partie, on suppose que 1’agent ne peut rebalancer son portefeuille qu'une seule fois.
Pour cela, il utilise une procédure de détection optimale de I’instant de changement du
rendement de 1’actif. Le but des méthodes de détection est de construire une regle d’arrét
© qui détecte I'instant 7 auquel le drift du sous-jacent change. Nous considérons deux
méthodes de détection : la premiere proposée par Karatzas [46] minimise la perte espérée
et I’autre proposée par Shiryaev [76] minimise le critére P(© < 7) + cE (© — 7). Afin
de comparer ces performances a 1’analyse technique, on suppose que le poids du sous-
jacent dans le portefeuille est 7 = 0 avant © et m = 1 ensuite. Ainsi, la richesse de 1’agent
calculée par pluging dans les deux cas vérifie :

o _ 59 0
Wy = S—STl(egT) + 2S71(e>T)-
e
Si on note ©F le temps d’arrét qui minimise la perte espérée E|© — 7| parmi tous les temps
d’arrét © avec E(O) < oo, resp. pour tout ¢ > 0, ©° le temps d’arrét qui minimise

B(e) := igf{]P’(@ <7)+cE((©-7)")}

On montre que OF (resp. ©°) est défini comme le premier instant ot le processus (F});>o
dépasse un seul p* (resp. A*) entieérement caractérisé.

4.1.4 Les modeles mal calibrés

Dans la réalité, il est extrémement difficile de connaitre parfaitement les parametres du
modele. Il est possible de calibrer la valeur iy du drift avant le changement et la volatilité
sur les données historiques. Par contre la valeur 5 ne peut étre déterminée a priori et la loi
de 7 est difficile a estimer par manque d’observations. On consideére donc un modele mal
calibré.

s, = S; (ﬁz + (1, — ﬁz)l(té?)) dt +75,dBy, 4.3)

ot la loi de 7 est exponentielle de parametre )\, tandis que le vrai prix du sous-jacent est
toujours donné par I’Equation (4.1). Les stratégies optimales ou de détection dans ce cas
se réécrivent de la méme facon avec les nouvelles valeurs des parametres.
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4.1.5 L’investissement chartiste

De nombreux indicateurs (cf Sullivan et al [79]) sont utilisés par les praticiens. Nous
avons limité notre étude a la moyenne mobile. Elle est en effet facile a calculer et est
tres utilisée pour détecter les changements de tendance dans les prix des sous-jacents. On
considere un chartiste qui prend des décisions aux instants de temps discrets :

0:t0<t1<...<tN:T; tk:l{?At.

ou At = % L’indicateur de moyenne mobile M} est défini par

t
M = E / S, du. (4.4)
0 Ji—s

Le parametre ¢ représente la taille de la fenétre de temps utilisée pour calculer la moyenne
mobile.

A T'instant 0, I’agent connait I’historique des prix et a assez d’informations pour calculer
M. A chaque t,, n € [1---NJ], le chartiste suit une stratégie trés simple : il investit
toute sa richesse dans le sous-jacent si S;, est plus grand que la moyenne mobile an.
Dans le cas contraire, il investit toute sa richesse dans I’actif sans risque. Cette stratégie
d’investissement est similaire a celle utilisée par 1’agent qui cherche a détecter le point de
rupture. Ainsi,

(4.5)

T = Lsi, 2 )

Soit = la richesse initiale du chartiste, sa richesse a I’instant 7" est

N-1
S,
Wi =2 H [th (% — exp(rAt)) + exp(rAt)} :
n=0 tn

On suppose que le chartiste utilise une fonction d’utilité logarithmique. Dans ce cas,
nous pouvons calculer I’utilité espérée de sa richesse terminale. Le calcul fait en particu-
lier apparaitre la loi du mouvement brownien et de I'intégrale du mouvement brownien
obtenue par Yor [81]. On trouvera dans [B2] I’expression explicite de son utilité espérée.

4.1.6 Quelques comparaisons numériques de diverses stratégies

Voici quelques comparaisons numériques en appliquant différentes stratégies. La pre-
miere question que I’on peut se poser est le choix de la fenétre pour le calcul de la moyenne
mobile. La Figure 4.1 illustre la relation entre E log(1W7r) et § pour deux valeurs de la vo-
latilité. Il est clair que le choix de la valeur optimale de ¢ dépend du niveau de la volatilité.
Quand la volatilité est faible a 0.05 (Fig. 4.1(a)), le choix optimal de J est autour 0.3 tandis
que, lorsque la volatilité est égale a 0.15 (Fig. 4.1(b)), le choix optimal de § est autour
0.8. Ceci s’explique par le fait que le prix de I’actif étant plus variable, il faut prendre une
moyenne mobile sur une plus grande période pour pouvoir analyser le dépassement de la
moyenne mobile comme un signal de croissance. Une étude plus poussée de 1I’impact de
tous les parametres a été réalisé dans [B11].
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FIGURE 4.1 — Logarithme de la valeur espérée de la richesse terminale (E(log(WWr))) pour I’agent utilisant
une moyenne mobile d’ordre § comme fonction de §.

Enfin, nous pouvons répondre a notre principale question : Est-il plus intéressant de
suivre une stratégie de détection dans un modele mal-spécifié ou bien de suivre une straté-
gie de type chartiste « libre de tout modele ». Les résultats numériques suivants permettent
de donner des éléments de réponses.

La Figure 4.2 montre que, malgré un grand nombre de parametres mal-spécifiés, les
stratégies de détection représentées dans les Figures 4.2(a) et 4.2(b) présentent de bonnes
performances et sur-performent la stratégie chartiste. Cependant, la Figure 4.2(c) que la
stratégie optimale avec des parametres mal-calibrés est sur-performée par la stratégie char-
tiste. Ceci suggere que les techniques de détection ou 1’approche de 1’analyse technique
peuvent étre plus intéressante lorsque les parametres sont mal-spécifiés. D’autre simula-
tions sont disponibles dans [B11, B1, B2]. Pour conclure, notre étude numérique suggere
qu’il n’y a pas de solution universelle au probleme de la mauvaise spécification des para-
metres.

4.2 Modele avec changements aléatoires de drift et coiits de transac-
tion

Par la suite, il est apparu naturel de généraliser le modele précédent en un modele pré-
sentant un nombre aléatoire de changement dans le drift. De plus, des cofits de transactions
ont été introduits afin d’€tre plus réaliste.

4.2.1 Modele

Le marché est constitué d’un actif non-risqué S avec un taux sans-risque déterministe
r, et d’un actif risqué de prix S dont la dérive ne prend que deux valeurs 1 et o avec
1 < r < us. Les changements dans la dérive interviennent aux instants 7,, définis comme
suit :

=0T =+ 4, n>1

ou les intervalles de temps v; entre deux changements sont indépendants. Les variables
Vant1 (resp. va,) sont identiquement distribuées de loi exponentielle de parametre A (resp.
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FIGURE 4.2 — Comparaison de la valeur espérée du logarithme de la richesse quand I’agent utilise une
stratégie avec les parametres exacts et avec les parametres mal-calibrés.

A2). Ainsi le processus de dérive vérifie

fo S Topp1 <t < Topgo.

On suppose que la dynamique du prix du stock satisfait I’équation

ds: = pu(t)dt + odBy,

St

ol (B;)¢>0 est un mouvement brownien sous la probabilité historique et la volatilité sup-
posée constante, o > 0.

Afin de pouvoir comparer les stratégies optimales aux stratégies chartistes, on impose
que I’agent rebalance completement son portefeuille idéalement a un instant égal au chan-
gement de tendance. Cependant les instants 7,, ne peuvent étre détectés avec précision et
la stratégie de 1’agent doit étre progressivement mesurable par rapport a la filtration des
prix F¥. Or cette filtration est strictement plus petite que la filtration engendrée par le
mouvement brownien et les instants 7;,.

Soit T" 1a période d’investissement. On note comme précédemment 7, la proportion de
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richesse investie a I’instant ¢ dans 1’actif risqué et par U la fonction d’utilité de 1’agent
ayant les proprié€tés suivantes :
— U est la fonction log de |0; 400 dans R, ou U est strictement croissante et concave
de [0; +o00[ dans R, U(0) = 0, et U est C"! sur ]0; o0,
— il existe une constante C' = Cy et 0 < k < 1 tels que pour tout z > 0,

U'(x) <C(1+a27").

Une stratégie 7 est dite admissible si c’est un processus constant par morceaux, cadlag,
a valeurs dans {0; 1}, progressivement mesurable par rapport 2 la filtration F° et satisfai-
sant
E([UWF)[) < 400,

ou W™ est la richesse associée a la stratégie .
Comme précédemment, on introduit le processus de projection optionnelle
S
Fpo=P(u(t) = m | F7),

et le processus d’innovation qui est défini dans ce cas par

~ 1 St ¢ 0'2
B, :=—(log— — F 1—-F,)— —
= (og S, /0 (ul + 1o( ) 5 ) dS)

qui est un F°-mouvement brownien. On obtient que 1’équation de 1’ actif risqué S se réécrit

ds 5
?t = (1 F, + po(1 — F))dt + 0dDB,. (4.6)
t

L’agent fait, de plus face, a des coflits de transactions proportionnels (go; pour I’achat du
stock et gio pour la vente). Ainsi en utilisant (4.6), le processus de richesse vérifie, pour
toutt > 0,

awr
Wi
ou Am; := m; — m_. Soit t € [0,T], on note .A; I’ensemble des stratégies admissibles 7

définies sur [t, T']. Pour i € {0;1} et pour tous ¢ € [0;7], x > 0,0 < f < 1, w contrdle
admissible, on pose :

Ji(t,{E,f”]T) = E(U(W'ZT) | - = i) Wtf =7, -F;f = f)7

= (M Fy + po(1 — Fy) —r) + 1) dt + m0d By — gor1lam=1 — giolam——1, (4.7)

et on s’intéresse au probleme d’optimisation suivant :

Vit,z, f) = sup J(t,z, f,7), i =1,2.

TEA:

D’autres travaux traitent d’un probleme similaire pour d’autres dynamiques (Brekke et
Oksendal [14], Ly Vath et Pham [59], Ly Vath et al [60], Pham [70], Tang et Yong [80]).

4.2.2 Les fonctions valeurs comme solutions

Le systeme d’inéquation d’Hamilton-Jacobi-Bellman associé au probleme d’optimisa-
tion est donné par
(s) { min { — 22 — LV VO(t,z, f) — V(t, 2(1 — gor),

ot

U s
min{ — 86—‘21 — LWV Vit x, f) = VOt z(1 — go), 0 '
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Le systeme précédent combine les spécificités des équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman
pour des contrdles impulsionnels et de switching. La partie impulsionnelle qui provient des
colits de transactions, donne la comparaison entre le terme d’EDP et le terme de frontiere.
La partie switching est due au changement de valeur du portefeuille a chaque transaction.
On montre ensuite que les fonctions valeurs (VY V1) sont solutions de viscosité de ce
systeme.

Théoreme 4.3. Soit V,, I’ensemble des fonctions ¢ continues sur [0;T] x [0; +00[x[0; 1]
telles que (1,0, f) =0 et

sup ’(p(uxuf)_@(ti'vfﬂ _
0:7]x]0;+002x[051]2 (1 4+ z@~ L + 2oV (Jo — 2| + 2| f — f])
On suppose que la fonction d’utilité appartient a la classe U définie ci-dessus. Alors le
couple (VO V1) est I'unique solution de viscosité de (4.8) sur V, xV, vérifiant V(T z, f) =
VNT,x, f) = U(x) = pour tout (x,f) € [0,+00) x [0,1]. Si U est l'utilité loga-
rithmique, alors (V°, V) est I'unique solution de (4.8) dans ’ensemble des fonctions
{In(z) + V(t, f)} oit V est continue sur [0, T] x [0, 1].

La preuve est assez classique. La difficulté réside dans le fait de trouver deux controles
admissibles proches qui ont le méme colit .

4.2.3 Résultats numériques

Schéma numérique

La caractérisation de (V°, V') comme unique solution de (4.8) permet de proposer un
schéma numérique d’approximations. On considére le cas ou la fonction d’utilité U (z) =
z* avec 0 < o < 1. Dans ce cas, pour tous ¢, z, f,ietmona Vi(t,z, f) = U(x)V'(t, 1, f)
pour i € {0,1}. En notant V*(¢, f) = V'(t, 1, f), le systtme (4.8) se simplifie de la
maniere suivante

{min{ %th(t,f) LOVOt, f); VOt f) = (1= go)* V' (E, f)} =
min { — &= (¢, f) = LV, £); VIt f) = (1= g10)* VO (¢, f)}=

avec les conditions VO(T', f) = 1 et VI(T, f) = 1 pour tout 0 < f < 1. Les opérateurs
L', i = 1,2 sont obtenus 2 partir des opérateurs £’,7 = 1,2 définis précédemment.
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On construit les approximations (V°, V') des fonctions valeur (V°, V1) par discrétisa-
tion. Soit VO(T,-) = V(T -) = 1. A chaque instant,
— onpose VO(t,-) = VO(t,) et V1(t,-) = V(t, ),
— on calcule V(¢ — dt, f) solution de S*V'(t, f) = 0 ol S* est I’opérateur différences
finies défini pour un pas de discrétisation en temps Jt et en espace J f par

gp(t,f)—gp(t—ét,f)

Sigo(t,f) = 5/ + ﬁz’gp(t, )
_ et f) - ?t(t — 0t f) +olf.olt. )
iy TN Z RS g ) = 0] =)
ra(py Pl +00) - 2@((;]; 81) + ¢t = 35)
ou gt = e o pm = rlr

— enfin on pose VO(t — 6t, f) = max{V°(t — 6t, f); (1 — gor)*V(t — dt, f)}, et
Vit —ot, f) = max{V(t — t, f); (1 — g10)*VO(t — 6, f)}.
Par induction, on obtient le résultat suivant

Lemme 4.4. (V°, V") est 'unique solution du systéme

min { — S%(t, f); Ot —dt, f) — (1 — go1)¥p'(t — ot, f)} =0,
min { — ST(t, f); o' (t =8t f) — (1 — g10)*°(t — 0t, f) } =0,
VT, ) =VY(T,) =1.

Fonction valeur approchée

Le schéma précédent a été implémenté pour U(z) = +/x. La Figure 4.3(a) montre la
fonction valeur approchée V0 en fonction du temps et de la variable f. La Figure 4.3(b)
est un zoom du graphique précédent pour 2.5 < ¢ < 3. La Figure 4.4 montre la régularité
en temps. En particulier, il apparait que la dérivée en temps est discontinue, ce qui est
conforme au résultat du Théoreme 4.3. En effet, nous avons montré que la fonction valeur
est Lipschitz continue en la variable f et Holder d’indice 1/2 en temps.

Stratégie efficiente

Comme 115 > puq1, 'investisseur souhaite investir dans le sous-jacent quand y(t) = po,
i.e lorsque f est proche de 0, et vendre quand p(t) = pu, i.e lorsque f est proche de 1.
Sous réserve de donner un sens a cette notion de proximité, nous proposons une stratégie
que nous appelons “efficiente’ qui correspond au Principe de Programmation Dynamique
pour VO V'lie

— Calculer (VU, Vl) pour tous ¢ et f sur une grille de discrétisation.

— ATlinstant ¢ de la grille, calculer une estimation F,deF, a partir des observations des

prix
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FIGURE 4.3 — Fonction valeur V°
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FIGURE 4.4 — Régularité de V° en temps

A

— Comparer VO(t, F}) et V1(t, F}) : acheter si VO(t, F}) = (1 — go1)*V(t, F}), vendre
siVi(t, F) = (1 — gio)*VO(t, ).
Une étude numérique a montré que les performances de cette stratégie étaient comparables
a celles de la stratégie optimale.

Parametres mal spécifiés

Enfin, dans la suite des études menées dans [B2], nous comparons deux stratégies : la
premiere nommée stratégie mal-spécifiée est la stratégie efficiente lorsque les coefficients
sont mal calibrés. La seconde provient d’un stratégie utilisant I’analyse technique et basée
sur la moyenne mobile. Cette seconde stratégie ne requiert aucune connaissance sur la
dynamique du sous-jacent (cf [B1]). La stratégie est définie par m, = 1g,> 55 ou M % estla
moyenne mobile définie par (4.4).

Les vrais parametres du modele sont py = —0.2, o = 0.21, Ay = Ay = 2, 0 = 0.15,
go1r = 910 = 0.005. On utilise comme benchmark la stratégie efficiente avec les vrais
parametres et une stratégie de type 'buy and hold’. Dans la Figure 4.5(a), les parametres
mal spécifiés sont j1; = —0.2, s = 0.21, 0 = 0.3, Ay = 0.5, Ay = 1. On observe dans ce
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cas que la stratégie efficiente sur la modele mal calibré est encore meilleure que la stratégie
basée sur la moyenne mobile. Cependant, pour un autre jeu de parametres mal spécifiés
p1 = —0.3, uo = 0.17, 0 = 0.3, \; = 2, Ay = 2, la Figure 4.5(b) montre au contraire que
la stratégie chartiste est plus performante.

rot0]
1 035:
1 oau:
1 025:
1 azu:
1 ms:

1.0104

1.005- ~
1,000+

T T T T T T T LI S I LI e S s L — LI e s T
00 05 1.0 15 20 25 30 00 05 1.0 15 20 25 30
Performance optimale Buy and Hold Performance optimale Buy and Hold
mance mal s
Performance chartiste

1
Performance chariste

(a) (b)

FIGURE 4.5 — Comparaison de stratégies

Lors de ces travaux, nous avons étudié les performances de stratégies chartistes par rap-
port a des stratégies d’investissement basés sur des modeles mathématiques. En particulier,
nous avons montré que pour certains choix de parametres mal-calibrés, les stratégies char-
tistes étaient plus performantes. Des études mathématiques supplémentaires pourraient
étre faites pour bien comprendre les effets de la mauvaise calibration des parametres dans
les modeles étudiés.
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