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Résumé xi

De nouveaux théorèmes limites sur les extrêmes et les systèmes dynamiques.
Résumé

Dans cette thèse, nous établissons quelques théorèmes limites en théorie des valeurs extrêmes et
en systèmes dynamiques. La thèse est composée de deux parties. Dans la première partie, nous
nous intéressons au comportement du maximum d’une suite qui ne satisfait pas les hypothèses
classiques de la théorie des valeurs extrêmes. La suite que nous considérons est générée par une
marche aléatoire en milieu aléatoire. Nous établissons un résultat de convergence sur le processus
ponctuel des excédents associé à la suite et calculons l’indice extrémal. Des propriétés de mélange
de la suite sont également discutées.
Dans la deuxième partie, nous étudions la convergence presque sûre de différents types de moyennes
ergodiques avec poids (aléatoires et/ou déterministes), en développant une nouvelle technique
pour donner des vitesses de convergence. Cette technique est basée sur des travaux de Móricz
concernant l’étude de sommes de variables aléatoires. Elle nous permet d’établir des résultats
sur la vitesse de convergence dans la loi forte des grandes nombres. Nous déduisons ensuite des
propriétés de convergence ponctuelle de la transformée de Hilbert unilatérale pondérée.

Mots clés : valeurs extrêmes, théorèmes limites, suites stationnaires, marches aléatoires, processus
ponctuels ; moyennes ergodiques pondérées, contractions de l’espace de hilbert, transformée
de hilbert unilatérale pondérée, convergence presque partout, inégalités de moment.

Abstract
In this PhD thesis, we establish some limit theorems in Extreme Value Theory and on dynamical
systems. This thesis is divided into two parts. The first one deals with extremes of a sequence
which does not satisfy the classical properties appearing in Extreme Value Theory. The sequence
is generated by a random walk in random scenery. We establish a limit theorem on the point
process of exceedances and we make explicit the extremal index. Some mixing properties are also
discussed.
The second part of this thesis deals with almost sure convergence of various ergodic averages with
weights (the weights can be random or deterministic) and is based on new techniques to provide
rates of convergence. Our techniques are based on a work due to Móricz dealing with sums of
random variables. The same technique allows us to establish results on the rates of convergence
for the strong law of large numbers. Then we state several properties for the point convergence of
weighted unilateral Hilbert transform.

Keywords: extreme values, limit theorems, stationary sequences, random walks, point processes;
weighted ergodic averages, contractions of hilbert space, one-sided weighted ergodic hilbert
transformation, almost everywhere convergence, moment inequalities.
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Introduction (version française)

Notre thèse est structurée en deux parties distinctes : la première porte sur les valeurs
extrêmes et la seconde sur les systèmes dynamiques. Pour chacune de ces parties, nous
commençons par un chapitre rassemblant les résultats connus, suivi d’un chapitre portant
sur les résultats établis durant la thèse et d’un troisième portant sur un travail en cours.

Valeurs extrêmes La théorie des valeurs extrêmes est un domaine à l’interface des
probabilités et de statistique dont le problème est de modéliser et de prévoir des événe-
ments rares. Les applications de cette théorie, ainsi que les avancées théoriques, sont de
plus en plus nombreuses et touchent des domaines variés, comme la météorologie [69]
pour les vagues de chaleur, l’hydrologie [63, 64] pour étudier par exemple la hauteur
d’eau d’une rivière, le phénomène de crue et le niveau de la mer afin de savoir à quelle
hauteur construire les digues, la démographie pour prévoir la loi de probabilité de l’âge
maximum que l’être humain pourra atteindre, ou encore la finance.

Formellement, la théorie classique des valeures extrêmes a pour but d’étudier la
loi du maximum d’une suite de variables aléatoires réelles. Cette théorie a d’abord
été développée pour des suites de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées (Xi)i≥1. Concrètement, il s’agit de déterminer un seuil (un) de telle sorte que
P(maxi≤nXi ≤ un) converge vers une limite non dégénérée. L’un des résultats les plus
importants de cette théorie, connu sous le nom de théorème de Fisher-Tippett-Gnedenko,
garantit que, à renormalisation près, le maximum se situe dans le bassin d’attraction
d’une des trois lois suivantes : Fréchet, Gumbel et Weibull.

De nombreux travaux ont été effectués pour étendre l’étude à des suites de variables
aléatoires stationnaires qui ne sont pas nécessairement indépendantes, mais qui vérifient
une condition d’indépendance asymptotique. En 1974, une des hypothèses les plus faibles a
été introduite par Leadbetter [76]. Sous ces hypothèses, Leadbetter a établi un résultat sur
les statistiques d’ordre de la suite, c’est-à-dire sur les r plus grandes valeurs, et démontré
que le maximum converge vers l’une des trois lois mentionnées précédemment. Lorsque la
suite de variables aléatoires ne satisfait pas la condition D′(un), les excédents (c’est-à-dire
les variables aléatoires dépassant un certain seuil) se rassemblent en des clusters. La
notion sous-jacente est celle d’indice extrémal. Ce terme a été introduit par Leadbetter
et al. [78] en 1983 et a conduit à de nombreuses recherches [21, 54, 79, 80]. Récemment,
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2 Introduction (version française)

une caractérisation explicite de l’indice extrémal a été fournie dans le contexte de la
géométrie aléatoire par N. Chenavier et al. [17, 20].

La théorie des valeurs extrêmes n’est pas seulement un domaine des probabilités, elle
est aussi une branche de la statistique. Une approche naturelle est d’estimer, par exemple,
la queue de distribution d’une variable aléatoire, et par conséquent de déterminer le
bassin d’attraction dans laquelle elle se situe. Un grand nombre d’estimateurs a été
introduit dans ce contexte (par exemple l’estimateur de Hill, Asymptotic Equivalent,
Functionnal Plug-in, estimateur de Weissman, etc). Parmi les méthodes classiques, nous
citons la méthode POT (Peaks Over Threshold). Cette dernière se base sur l’observation
des excédents, c’est-à-dire sur l’ensemble des valeurs dépassent un certain seuil. Cette
approche est fondée sur la convergence vers une loi de Pareto Généralisée (GPD) et
a été développée dans un travail de Pickands [91]. L’étude des extrêmes s’est ensuite
étendue dans un cadre multivarié. En théorie spatiale des extrêmes, beaucoup de travail
a été par exemple réalisé sur les processus max-stables, notamment avec les travaux de
Schlather [94], Kabluchko [70] et Dombry [40]. La théorie des valeurs extrêmes apparait
naturellement dans des problèmes de géométrie aléatoire [15, 16, 19, 40, 90, 95]. Pour
plus de résultats sur les valeurs extrêmes, nous faisons référence aux livres de de Haan et
Ferreira [36], Leadbetter et al. [78], Resnick [92] et Embrechts et al. [46].

En 2009, Franke et Saigo [57] ont étudié le comportement du maximum d’une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées indexées par une marche
aléatoire. Leur résultat principal porte sur la convergence du processus ponctuel des
excédents. Ce dernier permet en particulier d’étudier les extrêmes. Dans cette thèse,
nous avons généralisé leur résultat en considérant le même type de problème mais en ne
supposant plus que l’environnement est constitué de variables aléatoires indépendantes.
Pour obtenir cette généralisation, nous avons adapté une méthode due à Leadbetter
de [77] et nous avons appliqué un résultat caractérisant la convergence de processus
ponctuels dû à Kallenberg [72].

La théorie des valeurs extrêmes est l’objet de la première partie de cette thèse. Nous
consacrerons trois chapitres. Le premier fera l’objet de quelques rappels sur les valeurs
extrêmes. Le second portera sur nos résultats et a fait l’objet d’une publication dans
le journal «Statistics & Probability Letters », voir (N. Chenavier et A. Darwiche [18]).
Quant au troisième, nous présenterons quelques travaux en cours sur les extrêmes.

Théorie ergodique La théorie ergodique des systèmes dynamiques trouve ses origines
dans des problèmes de mécanique statistique étudiés dans la deuxième moitié du 19ème

siècle, par Boltzmann et Gibbs. Ces derniers affirment que, dans l’évolution d’un système
de particules, presque toutes les trajectoires s’équirépartissent sur les surfaces d’énergie
constante dans l’espace des phases. Cette théorie s’est considérablement développée
et a interagi avec de nombreux domaines des mathématiques, notamment l’analyse
fonctionnelle, la géométrie, la topologie différentielle et la théorie des nombres.

Version intermédiaire en date du 17 février 2021



Introduction (version française) 3

L’objet de la théorie ergodique est l’étude des systèmes dynamiques du point de vue
de la théorie de la mesure. Un système dynamique mesuré est un espace mesuré (X,A,µ)
muni d’une transformation T qui préserve la mesure µ. Le plus souvent la mesure µ
est une probabilité. En théorie ergodique, on s’intéresse à la description des propriétés
statistiques des trajectoires des points sous l’itération de la transformation et on établit
une classification des systèmes dynamiques mesurés.

En 1890, Poincaré a démontré un résultat affirmant que si l’on considère un système
dynamique (X,A,µ,T ) et un élément A ∈ A tel que µ(A)> 0, alors pour presque tout
élément x ∈ A, x revient une infinité de fois dans A sous les itérations de T . Par la
suite, au début des années 1930, les théorèmes de von Neumann et de Birkhoff ont été
établis et ont significativement enrichi la théorie ergodique. Pour une fonction f de carré
intégrable, von Neumann a montré que la suite

(
Anf := 1

n

∑n−1
k=0 f(T k)

)
converge en

moyenne quadratique vers une fonction laissée invariante par T , tandis que Birkhoff a, de
son côté, établi un théorème de convergence presque partout. Dans le cas où le système
dynamique possède la propriété d’irréductibilité naturelle appelée ergodicité, la limite de
la suite (Anf) est la valeur moyenne de la fonction f pour la probabilité µ. Les lois des
grands nombres sont des cas particuliers de théorèmes ergodiques.

Dans les années 40, N. Wiener et A. Wintner [103] ont étendu le théorème de Birkhoff
à des poids se situant dans le cercle unité. Bourgain [11] a démontré que le théorème de
Birkhoff reste valable pour des sous-suites polynômiales. Le cas des nombres premiers,
avait été résolu auparavant par Wierdl dans [104]. Au cours des dernières années, de
nombreuses généralisations du théorème de Birkhoff ont été établies en particulier si la
suite des entiers naturels représentant le nombre d’itération de T est remplacée par une
suite (uk) déterministe ou aléatoire, si les termes de la somme sont pondérés par une suite
(wk) déterministe ou aléatoire ; voir par exemple [2, 25, 30, 35, 43, 45, 49, 81, 82, 100].

Notre objectif dans cette thèse est de généraliser des résultats qui ont été établis
au cours des dix dernières années, en développant une nouvelle approche pour donner
des vitesses de convergence ponctuelle pour des moyennes ergodiques pondérées (avec
poids aléatoires et/ou déterministes). Cette approche utilise des travaux dus à Móricz
concernant l’étude des sommes de variables aléatoires.

L’étude de la convergence ponctuelle des moyennes ergodiques fera l’objet de la
deuxième partie de cette thèse. Nous consacrerons trois chapitres. Le premier fera l’objet
de quelques rappels sur les systèmes dynamiques. Le second portera sur nos résultats
et a fait l’objet d’un article soumis, voir (A. Darwiche et D. Schneider [33]). Quant au
troisième, nous présenterons quelques travaux en cours sur la loi forte de grands nombres.
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Introduction (english version)

Our PhD thesis is divided into two : the first one deals with extreme values and the
second one deals with dynamical systems. For each of these parts, we start with a chapter
gathering the known results, followed by a chapter on this results established during the
thesis and a third one on a work in progress.

Extreme values Extreme value theory is a field at the interface of probability and
statistics whose the aim is to model and predict rare events. The applications of this
theory, as well as theoretical advances, are increasingly numerous and affect various fields,
such as meteorology [69] for heat waves, hydrology [63, 64] to study the height of a river’s
water level, flood phenomenon and sea level in particular to determine the height at
which the dikes have to be built, demography to predict the law of probability of the
maximum age that a human being can reach, or finance.

Formally, the extreme value theory aims to study the law of the maximum of a series
of real random variables. This theory was first developed for sequences of independent and
identically distributed random variables (Xi)i≥1. The natural question is to determine a
threshold (un) so that P(maxi≤nXi ≤ un) converges towards a non-degenerated limit.
One of the most important results of this theory, known as the Fisher-Tippett-Gnedenko
theorem, ensures that, under suitable renormalization, the maximum is of one of the
following three types : Fréchet, Gumbel and Weibull.

A lot of work has been done to extend the study to sequences of stationary random
variables which are not necessarily independent, but which verify a condition of asymptotic
independence. In 1974, one of the weakest hypotheses was introduced by Leadbetter
[76]. Under these hypotheses, Leadbetter established a result on the order statistics,
i.e. on the r largest values, and showed that the maximum converges to one of the
three laws mentioned above. When the sequence of random variables does not satisfy
the condition D′(un), the exceedances (i.e. the random variables exceeding a certain
threshold) can be divided into clusters. The underlying notion is the extremal index.
This term was introduced by Leadbetter et al. [78] in 1983 and has led to to various
researches [21, 54, 79, 80]. Recently, an explicit characterization of the extremal index
has been provided in the context of random geometry by N. Chenavier et al. [17, 20].

Extreme value theory is not only a field of probability, it is also a branch of statistics.
A natural approach is to estimate, for example, the tail of the distribution of a random
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6 Introduction (english version)

variable, and therefore to determine the domain of attraction in which it lies. A large
number of estimators has been introduced in this context (e.g. Hill’s estimator, Asymptotic
Equivalent, Functional Plug-in, Weissman’s estimator, etc). Among the classical methods,
we quote the POT (Peaks Over Threshold) method. The latter is based on the observation
of exceedances, i.e. on the set of values exceeding a certain threshold (this approach is
based on the convergence towards a Generalized Pareto Law (GPD) and developed by
the work of Pickands [91]). The study of extremes has been extended into a multivariate
framework. In spatial theory of extremes, a lot of work has been done for example
on max-stable processes, notably with the work of Schlather [94], Kabluchko [70] and
Dombry [40]. The theory of extreme values appears naturally in problems of random
geometry [15, 16, 19, 40, 90, 95]. For more results on extreme values, we refer to the
books by de Haan and Ferreira [36], Leadbetter et al. [78], Resnick [92] and Embrechts
et al. [46].

In 2009, Franke and Saigo [57] studied the behavior of the maximum of a sequence
of independent and identically distributed random variables indexed by a random walk.
Their main result concerns the convergence of the point process of exceedances. The
latter allows in particular to study the extremes. In this thesis, we have generalized
their result by considering the same type of problem but no longer assuming that the
environment is made up of independent random variables. To obtain this generalization,
we have adapted the Leadbetter method of [77] and used a convergence theorem for point
processes from [72].

Extreme value theory is the subject of the first part of this thesis. We will devote
three chapters to it. The first will be the subject of some reminders on extreme values.
The second one deals with our results and has been published in the journal «Statistics
& Probability Letters », see (N. Chenavier and A. Darwiche [18]). In the third one, we
will present some work in progress on extremes.

Ergodic theory The ergodic theory of dynamical systems has its origins in problems
of statistical mechanics studied in the second half of the 19th century, by Boltzmann and
Gibbs. The latter asserts that, in the evolution of a particle system, almost all trajectories
are equidistributed on surfaces of constant energy in phase space. This theory has been
developed considerably and has interacted with many areas of mathematics, including
functional analysis, geometry, differential topology and number theory.

The object of ergodic theory is the study of dynamical systems from the point of
view of measure theory. A measure dynamical system is a measure space (X,A,µ) with
a T transformation that preserves the measure µ. Most of the time the measure µ is
a probability. In ergodic theory, we are interested in the description of the statistical
properties of the trajectories of the points under the iteration of the transformation and
we establish a classification of the dynamical systems.

In 1890, Poincaré demonstrated a result stating that if one considers a dynamical
system (X,A,µ,T ) and an element A ∈ A such that µ(A)> 0, then for almost any element
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Introduction (english version) 7

x ∈A, x returns an infinite number of times in A under iterations of T . Subsequently, in
the early 1930s, von Neumann and Birkhoff’s theorems were established and significantly
enriched ergodic theory. For a f function which is square integrable, von Neumann showed
that the

(
Anf := 1

n

∑n−1
k=0 f(T k)

)
function converges in square root mean to a function

which is invariant by T , while Birkhoff has, on the other hand, established a convergence
theorem almost everywhere. In the case where the dynamical system has the property of
natural irreducibility called ergodicity, the limit of the sequence (Anf) is the mean value
of the function f for the probability µ. The laws of large numbers are special cases of
ergodic theorems.

In the 1940s, N. Wiener and A. Wintner [103] extended Birkhoff’s theorem to weights
in the unit circle. Bourgain [11] demonstrated that Birkhoff’s theorem remains valid for
polynomial subsequences. The case of prime numbers was previously solved by Wierdl
in [104]. In the last few years, many generalizations of the Birkhoff result have been
made for example if the sequence of natural integers is replaced by a deterministic or
random sequence (uk), if the terms of the sum are weighted by a deterministic or random
sequence (wk) ; see for example [2, 25, 30, 35, 43, 45, 49, 81, 82, 100].

Our objective in this thesis is to generalize results that have been established over
the last ten years, by developing a new approach to give rates of (point) convergence
for weighted ergodic averages (random and/or deterministic weights). This approach is
based on the work of Móriczon the study of sums of random variables.

The study of the point convergence of ergodic averages is the subject of the second
part of this thesis. We will devote three chapters. The first one will be the subject of
some reminders on dynamical systems. The second will deal with our results and has
been the subject of a submitted paper, see (A. Darwiche and D. Schneider [33]). In the
third one, we will present some work in progress on the strong law of large numbers.
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Première partie

Théorèmes limites pour des valeurs
extrêmes





Chapitre 1

Quelques outils de probabilités

Dans ce chapitre, on présente quelques outils de probabilités et quelques notions de
valeurs extrêmes qui nous serviront dans les chapitres 2 et 3. La fin du présent chapitre
est consacrée à une présentation formelle de notre sujet de thèse.

1.1 Processus ponctuels et processus ponctuel de Poisson

Le couple (E,E) désignera un espace mesurable où E est un espace topologique
localement compact et E est la tribu Borélienne sur E i.e. la plus petite tribu sur E
contenant tous les ensembles ouverts. Soit {xi, i≥ 1} un ensemble dénombrable de points
de E. Une mesure ponctuelle définie sur E est une mesure m de la forme m=

∑∞
i=0 δxi

où δx désigne la mesure de Dirac au point x. Désignons par Mp(E) l’espace de mesures
ponctuelles sur E et parMp(E) la tribu de sous ensembles de Mp(E) comme étant la
plus petite tribu contenant tous les ensembles de la forme {m ∈Mp(E) : m(F ) ∈ B}
pour F ∈ E , B ∈ B[0,∞]. Alternativement,Mp(E) est la plus petite tribu rendant les
fonctions m→m(F ) (de Mp(E) dans [0,∞]) mesurables pour tout F ∈ E .

Processus ponctuel Un processus ponctuel sur E est une fonction mesurable d’un
espace probabilisé (Ω,B,P) dans (Mp(E),Mp(E)). Autrement dit, un processus ponctuel
est un élément aléatoire de Mp(E).

Convergence de processus ponctuels On dit d’une suite de processus ponctuels (Φn)
converge vers un processus ponctuel Φ si, pour toute fonction continue f de E dans R à
support compact, on a

E(exp(−Φn(f))) −→
n→+∞

E(exp(−Φ(f))) .

En d’autre termes, la fonction de Laplace de Φn converge vers la fonction de Laplace de
Φ.

En 1975, Kallenberg [72] donne un critère plus explicit. Nous énoncons ci-dessous son
théorème tel qu’il a été réécrit par Resnick (voir la Proposition 3.22 de [92]).

Théorème 1.1.1 (Kallenberg) Supposons que Φ est un processus ponctuel de E et I une

11



12 CHAPITRE 1. Quelques outils de probabilités

base d’ouverts relativement compacts telle que pour tout I ∈ I

P(Φ(∂I) = 0) = 1.

Si (Φn) est une suite de processus ponctuels sur E telle que pour tout I ∈ I,on a

lim
n→+∞

P(Φn(I) = 0) = P(Φ(I) = 0)

et
lim

n→+∞
E(Φn(I)) = E(Φ(I)) .

Alors Φn converge vers Φ dans Mp(E).

On présente ci-dessous deux types de processus ponctuels que sont le processus ponctuel
de Poisson et le processus de Cox.

Processus ponctuel de Poisson Le processus ponctuel de Poisson est un exemple
fondamental de processus ponctuel. Un processus Φ est appelé un processus de Poisson
d’intensité λΦ avec λΦ(B) = E(#Φ ∩B), où B est un Borélien de E, si

1. Pour tout Borélien B borné de R
d, le nombre de points de Φ tombant dans B suit

une loi de Poisson de paramètre λΦ(B). Autrement dit, pour tout k ≥ 0

P(#Φ ∩B = k) = e−λΦ(B)λΦ(B)k

k! .

2. Pour tous Boréliens deux à deux disjoints B1, . . . ,Bn de R
d, n ≥ 2, les variables

aléatoires #Φ ∩B1, . . . ,#Φ ∩Bn sont indépendantes.
Processus de Cox Un processus de Cox est un processus de Poisson à densité aléatoire.

Désignons par ΛΦ la densité aléatoire d’un processus de Poisson Φ, alors

P(#Φ ∩B = k) = E

(
e−ΛΦ(B)ΛΦ(B)k

k!

)
.

pour tout Borélien B borné de R
d.

1.2 Théorie des valeurs extrêmes
Dans cette section, on donne un aperçu de la théorie probabiliste des valeurs extrêmes.

On commençe par rappeler quelques notions et outils issus de la théorie des valeurs
extrêmes. Puis, on présente des résultats connus sur les valeurs extrêmes en se limitant à
ceux qui nous seront utiles dans la thèse.

1.2.1 Notions sur les valeurs extrêmes
La théorie des valeurs extrêmes a pour but d’étudier la loi du maximum d’une suite

des variables aléatoires réelles. Formellement, considérons (Xi)i≥1 une suite de variables
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1.2. Théorie des valeurs extrêmes 13

aléatoires réelles i.i.d de fonction de répartition F définie par

F (x) = P(X1 ≤ x) pour tout x ∈R

Pour étudier le comportement extrême des événements, on considère la variable
aléatoire

Mn = max{X1, . . . ,Xn}.

Comme les variables aléatoires sont i.i.d., alors la fonction de répartition de Mn est
donnée par

P(Mn ≤ x) = Fn(x).

L’objectif est de trouver un seuil de telle sorte que la probabilité pour que le maximum
soit inférieure à ce seuil converge vers une limite non dégénérée. Pour cela, on cherche un
seuil sous la forme suivante

un(t) := ant+ bn

où (an)n∈N ⊂R
+ et (bn)n∈N ⊂R sont des suites telles que

P(Mn ≤ un(t)) = Fn(un(t)) −→
n→+∞

H(t),

où H est une fonction de répartition non dégénérée. Ici, la non-dégénérescence de H
signifie qu’il n’existe pas y0 ∈R tel que H(y0) = 1 et H(y) = 0, pour tout y < y0.

Le premier résultat fondamental de la théorie des valeurs extrêmes est le théorème
de Fisher-Tippett [55] dont la première preuve rigoureuse est due à Gnedenko [61]. Le
théorème de Fisher et Tippett est un résultat de classification sur les extrêmes.

Théorème 1.2.1 (Fisher-Tippett-Gnedenko) Supposons qu’il existe deux suites de nor-
malisation (an)n∈N ⊂R

∗
+, (bn)n∈N ⊂R et une fonction non dégénérée H tels que pour

tout t ∈R

P

(
Mn− bn
an

≤ t
)
−→

n→+∞
H(t)

Alors H appartient à l’un des trois types suivants :

1. Type Fréchet d’indice β > 0 : Φβ(t) =
{

0, t≤ 0
e−t

−β
, t > 0

.

2. Type Gumbel : Λ(t) = e−e
−t

t ∈R.

3. Type Weibull d’indice δ > 0 : Ψ (t) =
{
e−(−t)δ , t < 0
1, t≥ 0

.

Ce théorème donne un résultat très intéressant, quelle que soit la loi limite de la variable
parente, la loi limite des extrêmes a toujours la même forme, sous réserve que la limite
existe.

Un autre résultat évident est l’équivalence

P(Mn ≤ un) −→
n→+∞

e−τ ⇐⇒ nP(X1 > un) −→
n→+∞

τ (1.1)
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14 CHAPITRE 1. Quelques outils de probabilités

où τ ≥ 0 est une constante fixée.
On propose trois exemples illustrant le théorème de Gnedenko.

Exemple 1. Soient X1, . . . ,Xn n variables aléatoires i.i.d suivant la loi exponentielle
de paramètre 1, de fonction de répartition commune F telle que

F (x) = 1− exp(−x), x > 0.

Soient τ > 0 et un tel que n(1−F (un)) = τ , alors

un = log(n)− log(τ).

Donc
P(Mn− log(n)≤− log(τ)) −→

n→∞
e−τ .

Pour tout x > 0, on prend τ = e−x, alors

P(Mn− log(n)≤ x) −→
n→∞

e−e
−x
.

Prenons an = 1 et bn = log(n). Le maximum normalisé par les suites (an) et (bn) de la
loi exponentielle converge vers la loi de Gumbel. On dit aussi que le maximum Mn se
situe dans le domaine d’attraction de la loi de Gumbel.

Exemple 2. Soient X1, . . . ,Xn une suite de v.a i.i.d suivant la loi de Pareto, c’est-
à-dire F (x) = 1− kx−α, où k > 0, α > 0 et x > k

1
α . Pour τ > 0, on choisit un tel que

n(1−F (un)) = τ , cela implique que

un =
(
kn

τ

) 1
α

.

Donc
P

(
(kn)−

1
αMn ≤ τ−

1
α

)
−→

n→+∞
e−τ .

En prenant τ = x−α, pour tout x≥ 0, on obtient

P

(
(kn)−

1
αMn ≤ x

)
−→

n→+∞
e−x

−α

c’est-à-dire que le maximum convenablement normalisé de la loi de Pareto converge vers
la loi de Fréchet. Ainsi, la loi de Pareto appartient au domaine d’attraction de la loi de
Fréchet.

Exemple 3. Soient X1, . . . ,Xn une suite de v.a i.i.d suivant la loi uniforme sur l’inter-
valle (0,1). On a F (x) = x, 0≤ x≤ 1. Pour τ > 0, on choisit un tel que n(1−F (un)) = τ ,
i.e un = 1− τ

n . Par conséquent

P(n(Mn− 1)≤−τ) −→
n→+∞

e−τ .
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Cela veut dire que
P(n(Mn− 1)≤ y) −→

n→+∞
ey

où y =−τ . Donc le maximum normalisé par les suites an = n et bn = 1 de la loi uniforme
sur l’intervalle (0,1) converge vers la loi de Weibull.

1.2.2 Valeurs extrêmes pour des suites non i.i.d

Plusieurs travaux ont été effectués pour généraliser l’étude du cas i.i.d à des suites à
dépendance faible. On cite, par exemple, les travaux de Watson [99] sur la k-dépendance,
Loynes [84] et Welsch [102] sur des suites satisfaisant une condition de mélange fort.
L’une des conditions les plus faibles sur la dépendance de la suite est la condition D(un)
de Leadbetter, introduite en 1974 dans [76]. On présente ci-dessous la condition D(un)
et une seconde condition, notée D′(un), dont il est également l’auteur et qui concerne
une propriété locale de la suite. Désignons par Fi1,...,in(x1, . . . ,xn) la probabilité
P(Xi1 ≤ xi1 , . . . ,Xin ≤ xin) et plus brièvement Fi1,...,in(u) = Fi1,...,in(u, . . . ,u) pour tout n,
i1, . . . , in et u. Avant d’énoncer ces conditions, commençons par rappeler la définition de la
stationnarité. On dit qu’une suite (Xi)i≥1 est stationnaire si elle est invariante par trans-
lation en loi, c’est-à-dire, pour tout h ∈N, Fi1+h,...,in+h(x1, . . . ,xn) = Fi1,...,in(x1, . . . ,xn).

Condition D(un). Soit (Xi)i≥1, une suite de variables aléatoires stationnaires réelles
et (ui)i≥1 une suite déterministe réelle. On dit que la suite (Xi)i≥1 satisfait la condition
D(un) si pour tout n, l et pour tout entier i1, . . . , ip, j1, . . . , jp′ tels que 1≤ i1 < i2 < · · ·<
ip < j1 < · · ·< jp′ ≤ n avec j1− ip ≥ l, on a

|Fi1,...,ip,j1,...,jp′ (un)−Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jp′ (un)| ≤ αn,l
où αn,ln → 0 quand n→+∞ pour une certaine suite (ln)n≥1 avec ln = o(n).

Cette condition de dépendance faible est peu restrictive car elle ne porte que sur des
événements A du type

A= ∩pr=1{Xir ≤ un}

et pas nécessairement sur les lois jointes. Informellement, cette condition signifie que des
événements de type extrême tendent à être indépendants dès lors qu’ils sont éloignés. Une
telle condition est en particulier satisfaite si la suite de variables aléatoires (Xi) satisfait
une condition de mélange, c’est-à-dire une condition d’indépendance asymptotique.

Lorsque la suite ne satisfait que la condition D(un), l’équivalence (1.1) n’est pas
toujours vraie. Pour remédier à cela, Leadbetter introduit une seconde condition.

Condition D′(un). Soit (ui)i≥1 une suite de nombre réels et (Xi)i≥1 une suite sta-
tionnaire de variables aléatoires satisfaisant la condition D(un). On dit que la suite
(Xi)i≥1 satisfait la condition D′(un) s’il existe une suite d’entiers (kn) telle que kn→∞,
knαn,ln → 0, knln = o(n) et telle que

lim
n→+∞

n

b n
kn
c∑

j=2
P(X1 > un,Xj > un) = 0.
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16 CHAPITRE 1. Quelques outils de probabilités

Informellement, cette condition signifie que, avec grande probabilité, on ne peut pas avoir
deux variables aléatoires Xi,Xj prenant simultanément de grandes valeurs et dont les
indices i et j sont proches. En d’autres termes, les excédents, c’est-à-dire les variables
aléatoires dépassant le seuil un, sont isolés. Une telle condition est en particulier satisfaite
si la suite (Xi) est i.i.d.

Théorème 1.2.2 [Leadbetter] Soit (Xi)i≥1, une suite de variables aléatoires réelles satis-
faisant les conditions D(un) et D′(un) et 0≤ τ <∞. Alors

nP(X1 > un) −→
n→+∞

τ.

si et seulement si
P(Mn ≤ un) −→

n→+∞
e−τ

Dans le théorème précédent, la condition D′(un) joue un double rôle : avec D(un),
elle garantit l’existence d’une loi limite pour Mn et entraine que la limite est la même
que si les variables aléatoires étaient i.i.d. Lorsque D′(un) n’est pas satisfaite, Leadbetter
[77] obtient le théorème suivant.

Théorème 1.2.3 (Leadbetter) Soit (Xi)i≥1, une suite de variables aléatoires réelles et
stationnaires et (un) une suite déterministe telle que nP(X1 > un) −→

n→+∞
τ pour tout

τ > 0. Supposons que la condition D(un) est satisfaite. Alors sous réserve que la limite
existe, il existe une constante 0≤ θ ≤ 1 telle que

P(Mn ≤ un) −→
n→+∞

e−θτ .

Indice extrémal Soit (Xi)i≥1, une suite de variables aléatoires réelles. Si nP(X1 >
un) −→

n→+∞
τ et P(Mn ≤ un) −→

n→+∞
e−θτ pour tout τ > 0, on dit que la suite (Xi)i≥1 a

un indice extrémal θ.

Si D(un) et D′(un) sont satisfaites il est clair d’après le Théorème 1.2.2, que l’indice
extrémal est égal à 1. Si on n’a pas la condition D′(un) l’indice extrémal peut être
interprété géometriquement. Revenons à la définition de D′(un), cette condition garantit
qu’on ne peut pas avoir deux excédents proche l’un de l’autre avec grande probabilité.
Cela signifie que les excédents sont isolés. En revanche, lorsque la condition D′(un) n’est
pas satisfaite, les excédents se répartissent en des clusters et l’indice extrémal représente
alors l’inverse de la taille moyenne d’un cluster d’excédents. Plus précisément, Chernick
(voir le Corollaire 1.3. [21]) a montré sous de bonnes conditions et sous réserve que l’indice
extrémal existe, que

P(X1 > un(τ),X2 ≤ un(τ), . . . ,Xk ≤ un(τ))
P(X1 > un(τ)) −→

n→+∞
θ

pour tout τ > 0. De cette relation on peut interpréter l’indice extémal comme le nombre
moyen de clusters divisé par le nombre moyen d’excédents.
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Distribution asymptotique des plus grandes valeurs Il est connu que les dépassements
au-dessus d’un certain seuil des processus normaux stationnaires en temps continu ont
tendance à se comporter de manière asymptotique comme un processus de Poisson (voir
[8, 28]). Un résultat analogue est valable en temps discret sous de bonnes hypothèses
(voir [76]). Plus précisément, étant donnée une suite de variable aléatoire X1, . . . ,Xn telle
que nP(X1 > un) −→

n→∞
τ , on désigne par

Un =
n∑
i=1

1{Xi>un}

le nombre de variables aléatoires se situant au dessus du seuil un. Il est clair que

P(Un ≤ r) = P

(
M

(r)
n ≤ un

)
pour tout r ≥ 1, où M

(r)
n est la r−ième plus grande valeur de la suite X1, . . . ,Xn. Le

théorème suivant montre que grâce aux conditions D(un) et D′(un), la variable aléatoire
Un peut être approchée par une variable aléatoire de Poisson de moyenne τ .

Théorème 1.2.4 (Leadbetter) Soient X1, . . . ,Xn une suite stationnaire de v.a satisfaisant
les conditions D(un) et D′(un). Alors

P

(
M

(r)
n ≤ un

)
−→

n→+∞

r−1∑
s=0

e−τ τ s

s! .

Ce résultat est une extension du Théorème 2 aux statistiques d’ordre.

Processus ponctuel des excédents Soit X1, . . . ,Xn une suite de variables aléatoires
i.i.d. Notons Φn le processus ponctuel des excédents dans [0,1]×R, c’est-à-dire

Φn =
{(

j

n
,
Xj − bn
an

)
,1≤ j ≤ n

}
où un(t) = ant+ bn satisfait nP(X1 > un) −→

n→+∞
τ . On définit respectivement les extré-

mités de l’intervalle sur lequel τ(.) est définie,

∗x= inf{t ∈R, τ(t)<∞} et x∗ = sup{t ∈R, τ(t)> 0}

et on considère un processus ponctuel de Poisson Φ dans R
+ × (∗x,x∗], de mesure

d’intensité ν telle que

ν ((a,b]× (s, t]) = E[#Φ ∩ (a,b]× (s, t]] = (b− a)× (τ(t)− τ(s))

pour tout 0≤ a≤ b≤ 1 et tout segment (s, t] inclus dans (∗x,x∗]. D’après le Théorème
2.1.2. [37] le processus ponctuel des excédents Φn converge vers le processus ponctuel de
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18 CHAPITRE 1. Quelques outils de probabilités

Poisson Φ,
Φn

(loi)−→ Φ.

Ce résultat a été généralisé pour des suites non i.i.d satisfaisant une condition moins
restrictive que les conditions D(un) et D′(un) (voir Chap. 5 dans [78]).

1.3 Présentation des problèmes

Chapitre 2

Dans la deuxième section du présent chapitre, nous avons rappelé deux conditions
classiques de théorie des valeurs extrêmes : la condition D(un) et la condition D′(un),
et nous avons vu que, lorsque ces dernières sont satisfaites, le maximum se comporte
comme si les variables aléatoires étaient indépendantes. Dans cette thèse notamment
dans le chapitre 2, nous étudions des extrêmes pour des suites de variables aléatoires qui
ne satisfont pas les conditions D(un) et D′(un).

Plus précisément, étant données une suite de variable aléatoire (ξk)k∈Z et une marche
aléatoire {Sn,n≥ 0} sur Z, on s’intéresse au comportement limite du maximum

max{ξ(Sj) : j ≤ n}

quand n tend vers l’infini. On parle alors d’extrêmes en milieu aléatoire. Récemment,
Franke et Saigo ont étudié le comportement limite de ce maximum dans le cas où les
variables aléatoires sont i.i.d. Notre résultat de [18] porte sur l’étude du comportement de
ce maximum lorsque la suite (ξk)k∈Z satisfait seulement les conditions D(un) et D′(un).
Plus précisement, si {Sn,n≥ 0} est transiente et nP(ξ(0)> un) −→

n→+∞
τ pour un certain

τ > 0, on démontre que

P

(
max
k≤n

ξ(Sn)≤ un
)
−→

n→+∞
e−τq,

avec q = P(∀k ∈N+,Sk , 0). En particulier, on obtient que l’indice extrémel est égal à q.
Notre résultat est issu d’un travail avec N. Chenavier paru dans "Statistics & Probability
Letters".

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré à des travaux en cours. On considère le problème suivant. Dans
[57], en étudiant le comportement limite de la transformée de Laplace, Franke et Saigo
ont étudié la convergence faible du processus des excédents, lorsque l’environnement
aléatoire est basée sur une suite {ξ(k),k ∈Z} i.i.d.

Dans ce chapitre, nous étudions ce type de convergence des processus ponctuels
lorsque la suite {ξ(k),k ∈Z} satisfait uniquement les conditions D(un) et D′(un). Plus
précisement, en utilisant le théorème de Kallenberg, on montre que si un = anx+ bn et
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1.3. Présentation des problèmes 19

τk = inf{m ∈N+,#{S1, . . . ,Sm} ≥ k}, alors le processus ponctuel

N (n) :=
∑
k

δ( τk
n
,
ξ(Sτk )−bn

an

)
converge vers un processus ponctuel de Poisson avec une mesure d’intensité explicite.
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Chapitre 2

Théorèmes limites pour des valeurs
extrêmes en environnement aléatoire

Extremes for transient random walks in random
sceneries under weak independence conditions

Nicolas Chenavier & Ahmad Darwiche

2.1 Introduction

In the 1940s, Extreme Value Theory has been developed in the context of independent
and identically distributed (i.i.d) random variables by Gnedenko [61]. It is straightforward
that if {ξ(k),k ∈Z} is a sequence of i.i.d random variables then the following property
holds : for any sequence of real numbers (un), and for τ > 0,

nP(ξ(0)> un) −→
n→∞

τ =⇒ P

(
max
k≤n

ξ(k)≤ un
)
−→
n→∞

e−τ .

The above property has been extended for sequences of dependent random variables
satisfying the so-called conditions D(un) and D′(un) of Leadbetter [76, 77].

More recently, Franke and Saigo [56, 57] have investigated extremes for a sequence
of dependent random variables which do not satisfy the conditions D(un) and D′(un).
More precisely, they consider the following problem. Let {Xk,k ∈N+} be a sequence
of centered, integer-valued i.i.d random variables and let Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈N+.
Assume that {Xk,k ∈N+} is in the domain of attraction of a stable law, i.e. for each
x ∈R,

P

(
n−

1
αSn ≤ x

)
−→
n→∞

Fα(x),
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where Fα is the distribution function of a stable law with characteristic function given by

ϕ(θ) = exp(−|θ|α(C1 + iC2sgnθ)), α ∈ (0,2].

The sequence {Sn,n ∈N+} is referred to as a random walk. When α < 1 (resp. α > 1), it is
known that this random walk is transient (resp. recurrent) [73, 75]. Now, let {ξ(k),k ∈Z}
be a family of R-valued i.i.d random variables independent of the sequence {Xk,k ∈N+}.
In the sense of [57], the sequence {ξ(Sn),n ∈N+} is called a random walk in a random
scenery. Franke and Saigo derive limit theorems for the maximum of the first n terms of
{ξ(Sn),n ∈N+} as n goes to infinity. An adaptation of Theorem 1 in [57] shows that in
the transient case, i.e. α < 1, the following property holds : if nP(ξ(0)> un) −→

n→∞
τ for

some sequence (un) and for some τ > 0, then

P

(
max
k≤n

ξ(Sk)≤ un
)
−→
n→∞

e−τq, (2.1)

where q = P(∀k ∈N+,Sk , 0). Notice that q > 0 because the random walk {Sn,n ∈N+}
is transient. According to a result due to Le Gall and Rosen [75], the number q can be
also expressed as

q = lim
n→∞

Rn
n

a.s., (2.2)

where Rn = #{S1, . . . ,Sn} is the range of the random walk.
In this paper, we extend (2.1) to sequences {ξ(k),k ∈Z} which are not necessarily i.i.d.

but which only satisfy conditions of type D(un) and D′(un). More precisely, we consider
the following problem. Let Sn =X1+· · ·+Xn, where {Xk,k ∈N+} is a sequence satisfying
the same properties as above, i.e. a sequence of centered, integer-valued i.i.d random
variables in the domain of attraction of a α-stable law, with α < 1. Let {ξ(k),k ∈Z} be
a stationary sequence of random variables independent of {Xk,k ∈N+}. Assume that
there exist a sequence (un) such that

nP(ξ > un) −→
n→∞

τ (2.3)

for some τ > 0, where ξ has the same distribution as ξ(k), k ∈ Z. In the following,
the sequence {ξ(k),k ∈Z} is supposed to satisfy conditions of type D(un) and D′(un).
Roughly, the condition D(un) (see e.g. p29 in [85]) is a weak mixing property for the
tails of the joint distributions. To introduce it, we write for each i1 < .. . < ip and for
each u ∈R,

Fi1,...,ip(u) = P(ξ(i1)≤ u, . . . , ξ(ip)≤ u) .

Condition D(un) We say that {ξ(k),k ∈Z} satisfies the condition D(un) if there exist
a sequence (αn,l)(n,l)∈N2 and a sequence (ln) of positive integers such that αn,ln → 0 as
n goes to infinity, ln = o(n), and

|Fi1,...,ip,j1,...,jp′ (un)−Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jp′ (un)| ≤ αn,l
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for any integers i1 < · · ·< ip < j1 < · · ·< jp′ such that j1− ip ≥ l. Notice that the bound
holds uniformly in p and p′.

The condition D′(un) (see e.g. p29 in [85]) is a local type property and precludes the
existence of clusters of exceedances. To introduce it, we consider a sequence (kn) such
that

kn −→
n→∞

∞, n2

kn
αn,ln −→n→∞ 0, knln = o(n), (2.4)

where (ln) and (αn,l)(n,l)∈N2 are the same as in condition D(un).

Condition D′(un) We say that {ξ(k),k ∈Z} satisfies the condition D′(un) if there exists
a sequence of integers (kn) satisfying (2.4) such that

lim
n→∞

n

bn/knc∑
j=1

P(ξ(0)> un, ξ(j)> un) = 0.

In the classical literature, the sequences (αn,l)(n,l)∈N2 and (kn) only satisfy knαn,ln −→n→∞ 0

(see e.g. (3.2.1) in [85]) whereas in (2.4) we have assumed that n2

kn
αn,ln −→n→∞ 0. In this

sense, the condition D′(un) as written above is slightly more restrictive than the usual
condition D′(un). We are now prepared to state our main theorem.

Theorem 2.1.1 Let {Sn,n ∈ N+} be as above and let {ξ(k),k ∈ Z} be a stationary
sequence of random variables such that nP(ξ(0)> un) −→

n→∞
τ , for some sequence (un)

and τ ≥ 0. Assume that the conditions D(un) and D′(un) hold. Then for almost all
realization of {Sn,n ∈N+},

P

(
max
k≤n

ξ(Sk)≤ un
)
−→
n→∞

e−τq,

where q = P(∀k ∈N+,Sk , 0).

The above result extends (2.1) to sequences {ξ(k),k ∈Z} which only satisfy the conditions
D(un) and D′(un). Notice that our theorem is only stated when α < 1, but it remains true
on the opposite. We did not deal with this case because, when the random walk is recurrent,
the number q equals 0 and the limit is degenerate, i.e. P

(
maxk≤n ξ(Sk)≤ un

)
−→
n→∞

1.
The main idea to derive Theorem 2.1.1 is to adapt [77] to our context. We think

that our method combined with Kallenberg’s theorem ensures that the point process of
exceedances converges to a Poisson point process, in the same spirit as Theorem 3 in [57].
More precisely, if the threshold is of the form un = un(x) = anx+ bn, for some x ∈ R,
and if we let τk = inf{m ∈N+,#{S1, . . . ,Sm} ≥ k}, then the point process

Φn =
{(

τk
n
,
ξ(Sτk)− bbqnc

abqnc

)
,k ≥ 1

}

converges to a Poisson point process with explicit intensity measure.

Version intermédiaire en date du 17 février 2021



24CHAPITRE 2. Théorèmes limites pour des valeurs extrêmes en environnement aléatoire

The rest of the paper is devoted to the proof of Theorem 2.1.1.

2.2 Proof of Theorem 2.1.1

The main idea is to adapt [77] to our context. To do it, let (kn), (ln) be as in (2.4).
For n large enough, let rn = b n

kn−1c+ 1. Given a realization {Sn,n ∈N+} of the random
walk, we write Sn = {S1, ...,Sn} and Rn = #Sn. To capture the fact that the random
scenery {ξ(k),k ∈Z} satisfies the condition D(un), we construct blocks and stripes as
follows. Let

Kn =
⌊
Rn
rn

⌋
+ 1. (2.5)

There exists a unique Kn-tuple of subsets Bi ⊂ Sn, i ≤ Kn, such that the following
properties hold :

⋃
j≤KnBj = Sn, #Bi = rn and maxBi < minBi+1 for all i ≤ Kn− 1.

Notice that Kn ≤ kn and #BKn =Rn− (Kn− 1) · rn almost surely (a.s.). The sets Bj ,
j ≤ Kn, are referred to as blocks. For each j ≤ Kn, we also denote by Lj the family
consisting of the ln largest terms of Bj (e.g. if Bj = {x1, . . . ,xrn}, with x1 < · · · < xrn ,
j ≤Kn−1, then Lj = {xrn−ln+1, . . . ,xrn}). When j =Kn, we take the convention LKn = ∅
if #BKn < ln. The set Lj is referred to as a stripe, and the union of the stripes is denoted
Ln =

⋃
j≤KnLj . In the rest of the paper, we write MB = maxk∈B ξ(k) for all subset

B ⊂Z. To prove Theorem 2.1.1, we will use the following lemma.

Lemma 2.2.1 With the above notation, we have for almost all realization of {Sn,n ∈N+},

(i) P(MSn ≤ un)−P

(
MSn\Ln ≤ un

)
−→
n→∞

0 ;

(ii) P

(
MSn\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤KnP

(
MBj\Ln ≤ un

)
−→
n→∞

0 ;

(iii)
∏
j≤KnP

(
MBj\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤KnP

(
MBj ≤ un

)
−→
n→∞

0.

The first and the third assertions mean that, asymptotically, the maximum is not affected
if we remove the sites which belong to one of the stripes. Roughly, this comes from the
fact that the size of the stripes is negligible compared to the size of the blocks. The
second assertion is a consequence of the fact that the sequence {ξ(k),k ∈Z} satisfies the
condition D(un). To derive Theorem 2.1.1, we will also use the following lemma.

Lemma 2.2.2 With the above notation, we have for almost all realization of {Sn,n ∈N+},∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
−→
n→∞

e−τq.
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Proof of Lemma 2.2.1. First we prove (i). To do it, for all n ∈N+, we write

0≤ P

(
MSn\Ln ≤ un

)
−P(MSn ≤ un)≤ P(MLn > un)

≤#LnP(ξ > un)
≤KnlnP(ξ > un)
≤ knlnP(ξ > un) . (2.6)

Since knln = o(n) and nP(ξ > un) −→
n→∞

τ , we have knlnP(ξ > un) −→
n→∞

0. This together
with (2.6) concludes the proof of (i).
Now we prove (ii). Noticing that {MSn\Ln ≤ un}=

⋂
j≤Kn{MBj\Ln ≤ un} and bounding

P

(
MBKn\Ln ≤ un

)
by 1, we have

∣∣∣∣∣∣P
(
MSn\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣P
 ⋂
j≤Kn

MBj\Ln ≤ un

−P

 ⋂
j≤Kn−1

MBj\Ln ≤ un

P

(
MBKn\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣P
 ⋂
j≤Kn−1

MBj\Ln ≤ un

− ∏
j≤Kn−1

P

(
MBj\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣ .
It follows from the definition of Ln that infj≤Kn−1 d(BKn \ Ln,Bj \ Ln) ≥ ln, where
d(A,B) denotes the distance between any pairs of sets A,B ⊂R. Thanks to the condition
D(un), this gives∣∣∣∣∣∣P

(
MSn\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣
≤ αn,ln +

∣∣∣∣∣∣P
 ⋂
j≤Kn−1

MBj\Ln ≤ un

− ∏
j≤Kn−1

P

(
MBj\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣ .
By induction, we have∣∣∣∣∣∣P

(
MSn\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)∣∣∣∣∣∣≤ (Kn− 1)αn,ln ≤ knαn,ln ,

which converges to 0 as n goes to infinity. This concludes the proof of (ii).
It remains to prove (iii). To do it, notice that, for n large enough, P

(
MBj ≤ un

)
, 0
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because P

(
MBj > un

)
≤ rnP(ξ > un) −→

n→∞
0. This allows us to write for n large enough,

∣∣∣∣∣∣
∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)∣∣∣∣∣∣
=

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

) ∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
P

(
MBj ≤ un

) − 1

 ,
≤

∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
P

(
MBj ≤ un

) − 1.

(2.7)

Now, let j ≤Kn be fixed. Because #{Bj ∩Ln} ≤ ln, we can prove, in the same spirit as
(2.6), that

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
−P

(
MBj ≤ un

)
≤ lnP(ξ > un) .

Adapting (2.6) again, we also have

P

(
MBj > un

)
≤ rnP(ξ > un) . (2.8)

This implies that

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
P

(
MBj ≤ un

) = 1 +
P

(
MBj\Ln ≤ un

)
−P

(
MBj ≤ un

)
1−P

(
MBj > un

)
≤ 1 + lnP(ξ > un)

1− rnP(ξ > un)

= 1 + τ ln
n

+ o

(
ln
n

)
,

where the last line comes from the fact that P(ξ > un) ∼
n→∞

τ
n . This together with (2.7)

and the fact that Kn ≤ kn implies∣∣∣∣∣∣
∏
j≤Kn

P

(
MBj\Ln ≤ un

)
−
∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)∣∣∣∣∣∣≤
(

1 + τ ln
n

+ o

(
ln
n

))kn
− 1

∼
n→∞

τknln
n

.

The last term converges to 0 as n goes to infinity since knln = o(n). This concludes the
proof of (iii). �

Proof of Lemma 2.2.2. First, we provide a lower-bound for
∏
j≤KnP

(
MBj ≤ un

)
. To do
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it, for all n ∈N+, we write

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
= exp

 ∑
j≤Kn

log
(
1−P

(
MBj > un

))
≥ exp(Kn log(1− rnP(ξ > un))) ,

where the last line comes from (2.8). To deal with the right-hand side, we notice that

log(1− rnP(ξ > un)) ∼
n→∞

−rnP(ξ > un)

since rnP(ξ > un) converges to 0. It follows from (2.2), (2.3) and (2.5) that, for almost
all realization of {Sn,n ∈N+},

lim
n→∞

exp(Kn log(1− rnP(ξ > un))) = exp(−τq).

Therefore a.s.
liminf
n→∞

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
≥ exp(−τq).

Now, we provide an upper-bound for
∏
j≤KnP

(
MBj ≤ un

)
. To do it, we write

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
= exp

 ∑
j≤Kn

log
(
1−P

(
MBj > un

))
≤ exp

− ∑
j≤Kn

P

(
MBj > un

) .
This together with the Bonferroni inequalities (see e.g. p110 in [53]), implies that

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)

≤ exp

−(Kn− 1)rnP(ξ > un)+
∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)

 .
Since KnrnP(ξ > un) −→

n→∞
τq a.s., we have a.s.

limsup
n→∞

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
≤ exp

−τq+limsup
n→∞

∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)

 .
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Therefore, it is enough to prove that∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ(α)> un, ξ(β)> un) −→
n→∞

0.

To do it, we write the sum appearing in the above equation into two terms : the first one
deals with the case when β−α < rn, and the second one deals with the opposite. For the
first term, we use the fact that the sequence {ξ(k),k ∈Z} is stationary. This gives∑

j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)1{β−α<rn}

≤
∑
j≤Kn

∑
β∈Bj

rn∑
k=1

P(ξ(0)> un, ξ(k)> un)

≤ knrn
rn∑
k=1

P(ξ(0)> un, ξ(k)> un)

The last term converges to 0 as n goes to infinity according to the condition D′(un) and
the fact that knrn ∼

n→∞
n. Now, we deal with the same series but this time by replacing

1{β−α<rn} by 1{β−α≥rn} . We have

∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)1{β−α≥rn} ≤
∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ > un)2

+
∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

∣∣∣P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)−P(ξ > un)2
∣∣∣1{β−α≥rn} . (2.9)

We prove below that the two terms of the right-hand side converge to 0. For the first one,
we have ∑

j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

P(ξ > un)2 ≤ knr2
nP(ξ > un)2 ∼

n→∞
τ2 rn
n
.

The last term converges to 0 according to (2.4). To deal with the second term of (2.9),
we use the condition D(un). This gives

∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

∣∣∣P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)−P(ξ > un)2
∣∣∣1{β−α≥rn}

≤
∑
j≤Kn

∑
α<β;α,β∈Bj

∣∣∣P(ξ(α)> un, ξ(β)> un)−P(ξ > un)2
∣∣∣1{β−α≥ln}

≤ knr2
nαn,ln ∼

n→∞
n2

kn
αn,ln ,

(2.10)

which converges to 0 as n goes to infinity according to (2.4). This concludes the proof of
Lemma 2.2.2. �

Theorem 2.1.1 follows directly from Lemmas 2.2.1 and 2.2.2.
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Chapitre 3

Processus ponctuel des excédents en
environnement aléatoire

This chapter contains a work in progress and will be submitted for publication.

3.1 Introduction

Let {Xk,k ∈N} be a sequence of centered, integer-valued i.i.d random variables and
let Sn :=X1 + · · ·+Xn, n ∈N

∗. Assume that, for any x ∈R,

P

(
Sn

n1/α ≤ x
)
−→
n→∞

Fα(x)

where Fα is the distribution function of a stable law with characteristic function given by

φ(θ) = exp(−|θ|α(C1 + iC2sgnθ)), α ∈ (0,2].

When α < 1 (resp. α > 1), it is known that the random walk {Sn,n ∈N} is transient
(resp. recurrent) [73, 75]. We denote by Rn := #{S1, . . . ,Sn} the range of the random
walk {Sn,n ∈ N} and by {Y (t), t ∈ R} the right-continuous α−stable Lévy process
with characteristic function given by φ(tθ). In [73], it is showed that the processes
S(n)(t) := S[nt]

n1/α converges in distribution to Y with respect to the Skorokhod topology.
Let us recall the following result due to LeGall and Rosen [75] on the asymptotic

behavior of the range of S(n).

Theorem 3.1.1 (LeGall and Rosen) (i) If α < 1, then

R[nt]
n
−→
n→∞

qt P− a.s. (3.1)

with q := P(Sk , 0,k ∈N).
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30 CHAPITRE 3. Processus ponctuel des excédents en environnement aléatoire

(ii) If α= 1, then

h(n)R[nt]
n

−→
n→∞

t in Lp(P), (3.2)

where h(n) := 1 +
∑N
k=1P(Sk = 0).

(iii) If 1< α≤ 2, then for any L ∈N and any t1 < · · ·< tL, we have

1
n1/α

(
R[nt1], . . . ,R[ntL]

)
−→
n→∞

(m(Y (0, t1)), . . . ,m(Y (0, tL))) , (3.3)

in distribution, where m is the Lebesgue measure on R.

Let {ξ(k),k ∈Z} be a family of R−valued i.i.d random variables independent of the
sequence {Xk,k ∈N

∗}. For any sequence of real numbers (un) and for τ > 0, it is known
that

nP(ξ > un) −→
n→∞

τ ⇐⇒ P

(
max
k≤n

ξ(k)≤ un
)
−→
n→∞

e−τ ,

with ξ = ξ(1).
Now, assume that the threshold is of the form un(x) = an + bnx (an ∈R, bn > 0 and

x ∈ R) and write Pn(x,∞) = P(ξ > un(x)). In what follows, we consider a measure ν
defined on some topological space E, by

ν(x,∞) := lim
n→∞

nPn(x,∞). (3.4)

As mentioned in p.13, the measure ν is of the form :

ν(x,∞) =


x−β , if E = (0,∞]
(−x)−δ, if E = (−∞,0]
e−x, if E = (−∞,∞]

where β and δ are as in p.13.
In [57], by using the Laplace functional, Franke and Saigo investigated the weak

convergence of the point processes of exceedances, associated with {ξ(Sn),n ∈N}, where
{ξ(k),k ∈Z} is i.i.d. In this chapter we extend their results by only assuming that the
sequence {ξ(k),k ∈Z} satisfies the D(un) and D′(un) conditions as we did in Chapter 2.
Our main results is stated as follows.

Theorem 3.1.2 For α < 1, let (un)n∈N be such that nP (ξ > un) → τ , as n → ∞, for
some τ ≥ 0. And let τk = inf{m ∈N; #{S1, . . . ,Sm} ≥ k} the stopping times. Assume
that conditions D(un) and D′(un) hold for the sequence {ξ(k),k ∈ Z}. Then the point
process

N (n) :=
∑
k

δ( τk
n
,
ξ(Sτk )−b[qn]

a[qn]

)
converges weakly to the Poisson point process N with intensity measure m× ν.
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In the following, let µ be the measure defined by

µ(dt,dx) =mY (dt)× ν(dx),

where mY (t) = m(Y (0, t)) and let NY be the Poisson point process on R
+ ×E with

random intensity measure µ. Since mY is a random measure, the random measure NY is
a Cox point process. The following theorem deals with the recurrent case.

Theorem 3.1.3 For 1< α≤ 2, the point processes

N (n) :=
∑
k

δ(
τk
n
,
ξ(Sτk )−b

[n1/α]
a

[n1/α]

)
on R

+×E converges weakly to the point process NY .

3.2 Proof of Theorem 3.1.2

We only give a detailed proof of Theorem 3.1.2 since Theorem 3.1.3 can be proved in
a similar way. First, we define

Q(n)(t1, t2] := card{m ∈N;nt1 <m≤ nt2,Sm < {S1, ...,Sm−1}},

The process S(n) visits a new site during the time (t1, t2] if and only if there exists an
integer k such that τk

n
∈ (t1, t2]. This implies that the total number of new sites visited

by S(n) during the time interval (t1, t2] is
∑
k δ(t1,t2]

(
τk
n

)
. Therefore we have

Q(n)(t1, t2] =
∑
k

δ(t1,t2]

(
τk
n

)
=R[nt1]−R[nt2].

The next lemma states the independence of the sequence {ξ(Sk),k ∈N} and the sequence
{τk,k ∈N}.

Lemma 3.2.1 For all measurable sets B ⊂N and A⊂R, we have

P(τk ∈B,ξ(Sτk) ∈A) = P(τk ∈B)P(ξ(k) ∈A) .
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Proof. Since the random walk and the random scenery are independent, we have

P(τk ∈B,ξ(Sτk) ∈A) =
∑
m∈B

P(τk =m,ξ(Sm) ∈A)

=
∑
m∈B

∑
z∈Z

P(τk =m,Sm = z,ξ(z) ∈A)

=
∑
m∈B

∑
z∈Z

P(τk =m,Sm = z)P(ξ(z) ∈A)

= P(τk ∈B)P(ξ(k) ∈A) .

�

According to Kallenberg’s Theorem, it suffices to show that for all open set I = [a,b)×B
in R+×E, we have

1. lim
n→∞

E

(
N (n)(I)

)
=m× ν(I),

2. lim
n→∞

P

(
N (n)(I) = 0

)
= e−m×ν(I),

Firstly, we have

E

(
N (n)(I)

)
=E

∑
k

δ( τk
n
,
ξ(Sτk )−b[qn]

a[qn]

)(I)


=
∑
k

P

((
τk
n
,
ξ(Sτk)− b[qn]

a[qn]

)
∈ I
)

(3.5)

Now, by Lemma 3.2.1, and because the sequence {ξ(k),k ∈Z} is stationary, we have

P

((
τk
n
,
ξ(Sτk)− b[qn]

a[qn]

)
∈ I
)

=P

(
τk
n
∈ [a,b)

)
P

(
ξ(Sτk)− b[qn]

a[qn]
∈B

)

= P

(
τk
n
∈ [a,b)

)
P

(
ξ(1)− b[qn]

a[qn]
∈B

)

= P

(
τk
n
∈ [a,b)

)
P[qn](B). (3.6)

Combining (3.5) and (3.6), and using the fact that
∑
k δ τk

n
((a,b]) =R[nb]−R[na], we have

E

(
N (n)(I)

)
=
∑
k

P

(
τk
n
∈ [a,b)

)
P[qn](B)

= E

(∑
k

δ τk
n

[a,b)
)
P[qn](B)

= E

(
R[nb]−R[na]

)
P[qn](B).
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Moreover, by (3.1) and according to the dominated convergence theorem, we know that
E(R[nb]−R[na])∼ nq(b− a). Thus we have

E(R[nb]−R[na])P[qn](B) →
n→∞

(b− a)× ν(B).

Secondly, we have

P

∑
k

δ( τk
n
,
ξ(Sτk )−b[qn]

a[qn]

)(I) = 0

= P

 ⋂
k≥1: τk

n
∈[a,b]

{
ξ(Sτk)− b[qn]

a[qn]
<B

} .

Since #{k; τkn ∈ [a,b]}=R[nb]−R[na] and
R[nb]−R[na]

nq
→

n→∞
(b− a) a.s., we have

lim
n→∞

P

 ⋂
k≥1: τk

n
∈[a,b]

{
ξ(Sτk)− b[qn]

a[qn]
<B

}= e−(b−a)ν(B),

as desired. The above equation relies on an adaptation of the proof of Theorem 2.1.1 in
[18].

3.3 Weak mixing property for transient random walks in random
scenery

Recall that the conditions D(un) and D′(un) ensure that the limiting distribution
of a stationary sequence is the same as if the random variables are independent and
identically distributed. In [18], we extended this result for transient random walks in
random scenery. The following result is due to Franke and Saigo (see Proposition 2 in
[57]).
Theorem 3.3.1 (Franke and Saigo) Let {ξ(k),k ∈Z} be a family of R−valued i.i.d ran-
dom variables which is independent of the sequence {Xk,k ∈N

∗}. Then for α < 1, the
sequence {ξ(Sn),n ∈N} satisfies the D(un) condition with

un := a[nq]x+ b[nq],

where q = P(Si , 0,∀i ∈N) .
In the following theorem, we claim that the previous result remains true if we assume
that the conditions D(un) and D′(un) hold instead of assuming that {ξ(k),k ∈ Z} is
i.i.d.
Theorem 3.3.2 Let {ξ(k),k ∈ Z} be a stationary sequence of random variables such
that nP(ξ > un) −→

n→∞
τ for some sequence (un) and τ > 0. For α < 1, assume that the

conditions D(un) and D′(un) hold for the sequence {ξ(k),k ∈ Z} . Then the sequence
{ξ(Sn),n ∈N} satisfies the D(un) condition.
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Proof. Let ε be fixed. Assume that, for any n ∈N, there exists 0≤ i1 < · · ·< ip < j1 <
· · ·< jq ≤ 2n a family of integers, with j1− ip > ln, where ln = o(n) and

|Fi1,...,ip,j1,...,jq(un)−Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq(un)|> ε. (3.7)

We use below the following notations

1. Ri1,...,ip,j1,...,jq = #{Si1 , . . . ,Sip ,Sj1 , . . . ,Sjq},

2. Ri1,...,ip = #{Si1 , . . . ,Sip},

3. Rj1,...,jq = #{Sj1 , . . . ,Sjq},

4. Ri1,...,ipj1,...,jq
= #{Si1 , . . . ,Sip}∩ {Sj1 , . . . ,Sjq}=Rj1,...,jq +Ri1,...,ip −Ri1,...,ip,j1,...,jq .

By the choice of ip (resp jq), we can assume without loss of generality that

ip
n
−→
n→∞

u (resp jq
n
−→
n→∞

v).

From (3.1) it follows that

R1,...,ip
n

−→
n→∞

qu P− a.s and
Rip,ip+1,...,jq

n
−→
n→∞

q(v−u) P− a.s.

Since D(un) and D′(un) conditions hold and since nP(ξ > un) −→
n→∞

τ , we obtain, by
adapting the proof of Theorem 2.1.1, that

Fi1,...,ip(un)−E

(
e−

Ri1,...,ip
n

τ
)
−→
n→∞

0.

Moreover,

|Fi1,...,ip,j1,...,jq(un)−Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq(un)|

≤
∣∣∣∣Fi1,...,ip,j1,...,jq(un)−E

(
e−

Ri1,...,ip,j1,...,jq
n

τ
)∣∣∣∣

+
∣∣∣∣E(e−Ri1,...,ip,j1,...,jqn

τ
)
−E

(
e−

Ri1,...,ip+Rj1,...,jq
n

τ
)∣∣∣∣

+
∣∣∣∣E(e−Ri1,...,ip+Rj1,...,jq

n
τ
)
−Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq(un)

∣∣∣∣ .
For each real number ε > 0, there exists a natural number N such that, for every natural
number n ≥ N , the first and the third term of the right-hand side of the previous
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inequality are strictly smaller than ε. Moreover,

e−
Ri1,...,ip,j1,...,jq

n
τ − e−

Ri1,...,ip+Rj1,...,jq
n

τ

= e−
Ri1,...,ip+Rj1,...,jq

n
τ

eRj1,...,jqi1,...,ip
n

τ − 1


≤

eRj1,...,jqi1,...,ip
n

τ − 1


≤

eRip,ip+1,...,jq
1,...,ip

n
τ − 1

 .
Moreover,

R
ip,ip+1,...,jq
1,...,ip

n
=
R1,...,ip
n

+
Rip,ip+1,...,jq

n
−
R1,...,jq
n

converges almost surely to qu+q(v−u)−qv = 0 as n→∞. This contradicts the inequality
(3.7). �

3.4 Extremal index

The notion of extremal index appeared in the work of Loynes [84] but was formally
introduced by Leadbetter in [77]. One can interpret the inverse of the extremal index as
the mean number of exceedances in a cluster of exceedances.

Definition 3.4.1 Let θ ∈ [0,1]. We say that θ is the extremal index for the sequence
{Xi, i ∈N} if, for every τ > 0,

1. There exists a sequence un ↑∞ such that n(1−F (un))→ τ ,
2. P(max{X1, . . . ,Xn} ≤ un)→ e−τθ.

Let rn =
⌊
n

kn

⌋
where kn is as in p.15 and let Mi,j := maxi≤t≤j ξt for i ≤ j. The

following result is due to O’Brien and characterizes the extremal index (see Theorem 2.1.
in [89]).

Theorem 3.4.2 (O’Brien) Let {ξ(k),k ∈Z} be a stationary sequence of random variables
such that nP(ξ > un) −→

n→∞
τ , for some τ > 0. Assume that the condition D(un) holds for

the sequence {ξ(k),k ∈Z}. Then

P(Mn ≤ un)− e−nP(ξ1>un≥M2,rn) −→
n→∞

0.
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In particular, if P(M2,rn ≤ un|ξ1 > un) −→
n→∞

θ, then the extremal index of the statio-
nary sequence {ξ(k),k ∈Z} is equal to θ. In the following theorem, we investigate the
asymptotic behaviour of P(MSn ≤ un), where Sn = {S1, . . . ,Sn}. Although the sequence
{ξ(Sk),k ∈N} is not stationary, we also make explicit its extremal index. To do it, we
will subdivide the set Sn into Kn blocks in the same spirit as we did in Chapter 2. To
simplify the notation, we assume without loss of generality that the last block has the
same size as the others. In other words, we suppose that Rn

Kn
is an integer.

Theorem 3.4.3 Let {Sn,n ∈ N+} be as above and let {ξ(k),k ∈ Z} be a stationary
sequence of random variables such that nP(ξ > un) −→

n→∞
τ , for some sequence (un).

Assume that the condition D(un) holds for the sequence {ξ(k),k ∈Z}. Then for almost
all realization of {Sn,n ∈N+},

P(MSn ≤ un)−exp

− ∑
j≤Kn

rn−1∑
i=1

P

(
ξ(S((j−1)rn+i))> un ≥M ′((j−1)rn+i+1,jrn)

) −→
n→∞

0,

where M ′(i,j) :=
{

maxi≤t≤j ξ(S(t)) i≤ j
−∞ i > j

and where S(i) is the i-th order statistic.

Remark 3.4.4 1. In the previous theorem we take the condition D(un) and not D(un).

2. If for almost all realization of {Sn,n ∈N},

µ′(un) := 1
n

∑
j≤Kn

rn−1∑
i=1

P

(
M ′((j−1)rn+i+1,jrn) ≤ un|ξ(S((j−1)rn+i))> un

)
−→
n→∞

θ,

then the extremal index of the sequence {ξ(Sk),k ∈N} is equal to θ.

3. According to Theorem (2.1.1), if D(un) and D′(un) hold for the sequence {ξ(k),k ∈
Z}, then for almost all realization of {Sn,n ∈N}, the limit of µ′(un) exists and is
equal to q.

Proof. Recall that Sn = {S(1), . . . ,S(Rn)} with S(1) < S(2) < · · · < S(Rn). Let Bj =
{S(j−1)rn+1, . . . ,S(jrn)} so that

⋃
j≤KnBj = Sn. Following the same lines as the proof

of Theorem 2.1.1 and according to Lemma 2.2.1, we have for almost all realization of
{Sn,n ∈N+},

P(MSn ≤ un)−
∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
−→
n→∞

0.
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Moreover,

P

(
MBj ≤ un

)
= 1−P

(
MBj > un

)
= 1−

rn−1∑
i=1

P

(
ξ(S((j−1)rn+i))> un ≥M ′((j−1)rn+i+1,jrn)

)
.

Since
∑rn−1
i=1 P

(
ξ(S((j−1)rn+i))> un ≥M ′((j−1)rn+i+1,jrn)

)
≤ rnP(ξ > un) and since

rnP(ξ > un) −→
n→∞

0, we have

∣∣∣∣∣∣
∑
j≤Kn

log
(
1−P

(
MBj > un

))
+
∑
j≤Kn

P

(
MBj > un

)∣∣∣∣∣∣
≤
∑
j≤Kn

∣∣∣log
(
1−P

(
MBj > un

))
+P

(
MBj > un

)∣∣∣
=
∑
j≤Kn

o
(
P

(
MBj > un

))
≤ knrnP(ξ > un)o(1).

The last term converges to 0 as n goes to infinity since knrn ∼ n and since
nP(ξ > un) −→

n→∞
τ . This implies that for almost all realization of {Sn,n ∈N+},

∏
j≤Kn

P

(
MBj ≤ un

)
− exp

− ∑
j≤Kn

rn−1∑
i=1

P

(
ξ(S((j−1)rn+i))> un ≥M ′((j−1)rn+i+1,jrn)

)
converges to 0 as n goes to infinity. This concludes the proof of Theorem 3.4.3. �

In [21], the authors introduce a local mixing condition which allows to express the
extremal index in terms of joint distribution.

ConditionDk(un). Let {ξ(k),k ∈Z} be a sequence of random variables. In conjunction
with the D(un) condition, for any positive integer k we say that the condition Dk(un)
holds if there exist sequences of integers (kn) and (ln) such that

kn→∞, knαn,ln → 0 and knln = o(n) (3.8)

and

lim
n→∞

nP
(
ξ1 > un ≥M2,k,Mk+1,rn > un

)
= 0, (3.9)

where Mi,j =−∞ for i > j, Mi,j := maxi≤t≤j ξt for i≤ j, and rn = b n
kn
c. As mentioned
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in [21], (3.9) is implied by the condition

lim
n→∞

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ1 > un ≥M2,k, ξj > un

)
= 0. (3.10)

Observe that the last line is the condition D′(un) if k = 1. For each k and u, define
µk(u) = P

(
ξ1 > u≥M2,k

)
.

Similarly to the condition Dk(un), we introduce the D∞(un) condition as follows.

Definition 3.4.5 We say that the D∞(un) condition holds if there exist sequences of
integers (kn) and (ln) satisfying (3.8) such that

lim
k→∞

lim
n→∞

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ1 > un ≥M2,k, ξj > un

)
= 0. (3.11)

The following result ensures that the sequence {ξ(Sn),n ∈ N} satisfies the above
condition.

Theorem 3.4.6 For α < 1, assume that the D(un) and D′(un) conditions hold for the
sequence {ξ(k),k ∈Z}. Then the sequence {ξ(Sn),n ∈N} satisfies the D∞(un) condition.

Proof. For all integer k, we have

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un)

)

= n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj = S1

)
P(Sj = S1)

+n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj , S1

)
P(Sj , S1) (3.12)

The first term of the right-hand side of the previous equation tends to zero when n→∞
and k→∞. Indeed

P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj = S1

)
P(Sj = S1)

= P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k)

)
P(Sj = S1) .

Since, (Sn) is a transient random walk i.e (Sn) returns finitely in S1 a.s, this gives that∑∞
j=2P(Sj = S1)<∞. Therefore

lim
k→∞

lim
n→∞

nP(ξ(S1)> un)
rn∑

j=k+1
P(Sj = S1) = 0.
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Now, we prove that the second term of (3.12) goes to 0. We have

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj , S1

)
P(Sj , S1)

= n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj ∈B(S1, rn) \ {S1}

)
P(Sj ∈B(S1, rn) \ {S1})

+n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj <B(S1, rn)

)
P(Sj <B(S1, rn))

(3.13)

We prove below that the last two terms converges to zero. For the first one, we write

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj ∈B(S1, rn) \ {S1}

)
P(Sj ∈B(S1, rn) \ {S1})

≤ n
rn∑
j=2

P(ξ(0)> un, ξ(Sj −S1)> un|Sj ∈B(S1, rn) \ {S1}) .

The last quantity converges to 0 because the sequence {ξ(k),k ∈Z} satisfies the D′(un)
and because Sj ∈B(S1, rn) \ {S1} implies |Sj −S1| ≤ rn. To deal with second term, we
write

n
rn∑

j=k+1
P

(
ξ(S1)> un ≥M ′(2,k), ξ(Sj)> un|Sj <B(S1, rn)

)
P(Sj <B(S1, rn))

≤ n
rn∑

j=k+1
P(ξ(S1)> un, ξ(Sj)> un|Sj <B(S1, rn)) .

Since Sj <B(S1, rn), we have |Sj −S1|> rn. In the same spirit as (2.10), we obtain

n
rn∑

j=k+1
P(ξ(S1)> un, ξ(Sj)> un|Sj <B(S1, rn))≤ nrnP(ξ > un)2 +nrnαn,rn .

Since rn = o(n), we have

lim
n→∞

nrnP(ξ > un)2 = 0.

Moreover, by assumption we know that nrnαn,rn → 0 as n→∞. This concludes the
proof Theorem 3.4.6. �

Version intermédiaire en date du 17 février 2021



40 CHAPITRE 3. Processus ponctuel des excédents en environnement aléatoire

Version intermédiaire en date du 17 février 2021



Deuxième partie

Théorèmes limites dans les système
dynamiques





Chapitre 4

Quelques outils de systèmes
dynamiques

Dans ce chapitre, on présente les notions de base concernant les systèmes dynamiques
mesurés et quelques théorèmes sur des moyennes ergodiques avec ou sans poids qui
nous serviront dans les chapitres 5 et 6. La fin du présent chapitre est consacrée à une
présentation formelle de notre sujet de thèse.

4.1 Quelques éléments de théorie ergodique

Définition 4.1.1 On appelle système dynamique un quadruplet (X,A,µ,T ) où (X,A,µ)
est un espace probabilisé et T une application mesurable de (X,A) dans lui-même qui
préserve la mesure µ, c’est-à-dire telle que

∀A ∈ A µ(T−1(A)) = µ(A).

On dira aussi que la mesure µ est invariante par T .

Définition 4.1.2 On considère maintenant un système dynamique (X,A,µ,T ). On dit que
T est ergodique pour µ ou bien que µ est ergodique pour T si pour toute partie invariante
par T est soit pleine soit négligeable. Plus précisément, si pour toute partie mesurable A
de X telle que T−1(A) =A, alors µ(A) ∈ {0,1}.

Le théorème de Birkhoff dans [9] est un résultat fondamental de la théorie ergodique
qui établit la convergence pour µ− presque tout x des moyennes ergodiques. Il en existe
de nombreuses preuves.

Théorème 4.1.3 (Birkhoff) Soit (X,A,µ) un espace de probabilité, soit T : X →X une
application mesurable qui préserve la mesure µ et qui est ergodique pour µ. Soit f une
application L1 définie sur X. Alors, les sommes de Birkhoff associées à f convergent
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presque sûrement vers l’intégrale de f selon µ :

lim
N→∞

1
N

N∑
k=1

f(T kx) =
∫
X
fdµ µ− p.p.

De nombreuses généralisations de ce résultat ont été établies : si la suite des entiers
naturels est remplacée par une suite (uk) déterministe ou aléatoire, si les termes de la
somme sont pondérés par une suite (wk) déterministe ou aléatoire.

Dans les années 80, le résultat de Birkhoff a été étendue à des moyennes pour des
sous-suites polynomiales plus générales par Bourgain [11], qui a prouvé le célèbre théorème
suivant.

Théorème 4.1.4 (Bourgain) Soit (X,A,µ,T ) un système dynamique. Soit P un polynôme
à coefficients entiers. Alors, pour tout f ∈ Lp(µ), p>1, la limite

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

f(TP (k)x)

existe µ− presque partout.

Si on remplace la suite (P (k)) par la suite des nombres premiers Wierdl [104] a montré
que le théorème précédent est encore vrai. Enfin, si on remplace la suite (P (k)) par une
suite de temps de retour pour un systeme dynamique fixé alors Bourgain [12] a montré
également que le théorème 4.1.4 est vrai pour f ∈ L1(µ).

Dans [82] Lesigne a donné des théorèmes ergodiques le long d’une suite q−multiplicative
(voir la section suivante pour la définition d’une suite q−multiplicative).

Théorème 4.1.5 (Lesigne) Soit (X,A,µ) un espace probabilisé, soit T :X →X une ap-
plication mesurable qui préserve la mesure µ. Soit u une suite q−mutltiplicative à valeurs
dans une partie finie du groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. Pour
toute valeur λ prise par la suite u, on note par (nk) la sous-suite définie par

{k ∈N,u(k) = λ}= {n1 < n2 < n3 < .. .}.

Alors pour tout f ∈ L1(µ), la limite

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

f(Tnkx)

existe µ− presque partout.

Un grand nombres de résultats portent sur des convergences ponctuelles de moyennes
ergodiques le long de suites aléatoires, voir par exemple les traveaux de Schneider et al
[43, 59, 62].
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4.2 Théorèmes ergodiques à poids déterministes

Dans cette section, on va s’intéresser à la convergence presque partout des moyennes
ergodiques avec des poids déterministes. Plus précisément, sous de bonnes conditions sur
les suites (uk) et (wk), on va étudier la convergence presque partout des moyennes de
type

1
N

N∑
k=1

wkf(Tukx)

où (uk) est une suite d’entiers et (wk) est une suite de nombres complexes. Diveres
conditions ont été établies pour obtenir la convergence presque partout de ce type de
moyennes. On cite par exemple les deux conditions qui s’appellent H1 et H2. Avant
d’énoncer ces conditions, commençons par rappeler quelques définitions, notations et
résultats.

Suite q−multiplicative Soient q ≥ 2 un entier et U = {ξ ∈ C, |ξ| = 1} le groupe
multiplicatif des nombres complexes de module 1. On dit qu’une suite (uk) ⊂ U est
q−multiplicative si

uaqn+b = uaqnub

pour tous entiers n ≥ 1, a ≥ 0 et 0 ≤ b ≤ qn. Une suite q−multiplicative est donc
complètement déterminée par ses valeurs pour tous les entiers de la forme aqn, où n≥ 0
et 0≤ a≤ q− 1. En effet, si k =

∑
ajq

j avec 0≤ aj ≤ q− 1 pour tout j ∈N, alors

uk =
∏
wajqj .

Suite de Thue-Morse La suite de Thue-Morse est définie par tn = (−1)S2(n) où S2(n)
est la somme des chiffres de n en base 2. Autrement dit, (tn) est une suite de Thue-Morse
si

t0 = 1, t2n = tn et t2n+1 =−tn.

On remarque que la suite de Thue-Morse est 2−multiplicative.

Suite de Bourgain On dit qu’une suite (un) est r−Bourgain, 1 ≤ r <∞ s’il existe
C > 0 tel que pour tout système dynamique (X,A,µ,T )∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ sup
1≤N

∣∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
k=0

Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
r

≤ C ||f ||r

pour tout f ∈ Lr(µ). Bourgain a montré que la suite un = p(n), où p(x) est un polynôme
à coefficients entiers, est une suite r−Bourgain, r > 1.
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La condition de Bourgain représante une inégalité maximale forte qui signifie que
l’ensemble de fonctions de Lr(µ) pour lesquelles la moyenne ergodique converge µ-presque
partout est un fermé dans Lr(µ).

Fonction de Möbius On appelle la fonction Möbius la fonction µ : N∗ → {−1,0,1}
définie par

µ(k) =


0 si k a au mois un facteur répété,
1 sik = 1,
(−1)j si k est le produit de j facteurs premiers distints.

Théorèmes ergodiques à poids bornés L’étude de la convergence des moyennes ergo-
diques à poids se situant dans le cercle d’unité fera l’objet de ce paragraphe. Le théorème
suivant est dû à Wiener et Wintner [103].

Théorème 4.2.1 (Wiener-Wintner) Soit (X,A,µ) un espace de probabilité, soit T :X →
X une application mesurable qui préserve la mesure µ. Alors pour toute fonction f ∈ L1(µ),
il existe Xf dans la tribu A tel que : µ(Xf ) = 1 et pour tout x ∈Xf , pour tout θ réel, la
suite  1

N

N∑
k=1

e2πikθf(T kx)


est convergente.

Le cas particulier θ = 0 est le théorème de Birkhoff. L’intérêt du théorème de Wiener-
Wintner est que l’ensemble Xf peut être choisi indépendamment du réel θ. Ensuite,
Lesigne [81] a démontré le même résultat que le théorème précédent si la suite de poids
(e2πikθ) est remplacée par (e2πiP (k)), où P (k) est un polynôme à coefficients réels. Une
autre extension pour le théorème de Wiener et Wintner a été accompli par Eisner et
Krause [45] pour une suite de poids de la forme (e2πiH(k)), où H est une fonction de
Hardy (voir Section 2. dans [45]).

Revenons aux définitions des conditions H1 et H2 dont on a parlé au début de cette
section.

Condition H1(wk,uk,M,N) On dit que les suites (wk) et (uk) satisfont la condition
H1(wk,uk,M,N) s’il existe une constante C > 0 et 1

2 ≤ α < 1 tel que pour tout 0≤M <N

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=M

wke
2iπθuk

∣∣∣∣∣∣≤ C(N −M)α.

Dans le cas où M = 0, H1(wk,k,0,N) est appelée la condition de Gelfond (voir [49]). On
définie l’exposant de Gelfond ∆ comme le plus petit α satisfaisant H1(wk,k,0,N). Dans
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4.2. Théorèmes ergodiques à poids déterministes 47

le cas où (wk) appartient au groupe des nombres complexes de module 1, il est clair que ∆
est inférieur ou égal à 1 et il est bien connu dans le cas où (uk) est strictement croissante
qu’il est supérieur ou égal à 1

2 (voir [71]). Gelfond [60] a démontré que ∆ = log3
log4 pour la

suite de Thue-Morse. Plus récemment, Fan et al [51] ont étudié l’exposant de Gelfond
∆ = γ(q,c) pour des suites de type Thue-Morse généralisées, définies par t(q,c)n = e2πicSq(n),
où Sq(n) est la somme des chiffres de n en base q et c est un paramètre dans [0,1). La
figure suivante représente le graph de la quantité γ(2, c) pour diverses valeurs de c ; le
paramètre c correspondant à des mesures Sturmiennes périodiques dont la période ne
dépasse pas 13 (voir section 1. dans [51]).

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.75

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

Figure 4.1 – Le graphique de γ(2, c).

D’autres suites ayant l’exposant de Gelfond inférieure à 1 sont aussi étudiées par Fan
et al dans [47].

Il est clair que la condition H1(wk,uk,M,N) implique la condition H1(wk,uk,0,N)
quelles que soient les suites (wk) et (uk). Fan [49] a démontré que l’inverse reste valable
lorsque uk = k pour tout k ∈N et lorsque (wk) est q−multiplicative.

Theorem 4.2.2 (Fan) Soit (wk) une suite q−multiplicative. Supposons qu’existe une
constante C > 0 et une constante 1

2 ≤ α < 1 telles que pour tout N ∈N
∗

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

wke
2iπθk

∣∣∣∣∣∣≤ CNα.

Alors il existe une constante D > 0 telle que

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=M

wke
2iπθk

∣∣∣∣∣∣≤D(N −M)α.

pour tout 0≤M <N .

Condition H2(wk,uk) On dit que les suites (wk) et (uk) satisfont la condition
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H2(wk,uk) s’il existe β > 0 et une constante C > 0 telle que pour tout N ∈N
∗

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

wke
2iπθuk

∣∣∣∣∣∣≤ C N

logβN
.

H2(wk,k) est appelée la condition de Davenport (voir [49]).

Rappelons le résultat suivant de Davenport [34] sur le comportement des sommes
exponentielles correspondantes.

Theorem 4.2.3 (Davenport) Soit µ une fonction de Möbius. Alors pour tout β > 0 il
existe une constante C > 0 telle que

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

µ(k)e2iπθk

∣∣∣∣∣∣≤ C N

logβN
.

Théorèmes ergodiques avec les poids de Möbius On présente brièvement quelques
résultats lorsque les poids sont donnés par la fonction de Möbius. Une conjecture célèbre
en théorie des nombres est la conjecture de Sarnak [93].

Conjecture de Sarnak Soit (X,T,d) une dynamique topologique d’entropie nulle.
Alors pour tout x ∈X et toute f ∈ C(X), on a

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0.

De plus, il est également noté dans [93] que l’approche de Bourgain permet de prouver
que pour tout système dynamique (X,A,µ,T ), pour tout f ∈ L2(µ), on a

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0

pour µ-presque tout x ∈X.

En utilisant l’estimation de Davenport mentionnée dans le Théorème 4.2.3, El Abda-
laoui et al [1] apportent une extension de la conjecture de Sarnak à L1(µ).

Théorème 4.2.4 (El Abdalaoui et al) Soit T un automorphisme d’un espace probabilisé
de Borel standard (X,A,µ) et soit f ∈ L1(µ). Alors µ−presque partout, on a

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

µ(k)f(T k(x)) = 0.

Dans [31], selon l’estimation de Davenport, Cuny et Weber ont établi une généralisation
de ce résultat. Plus précisément, ils ont donné le théorème suivant.
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Théorème 4.2.5 (Cuny-Weber) Soit (X,A,µ,T ) un système dynamique. Pour tout H > 0
et tout p > 1 il existe une constante CH,p > 0 telle que pour tout f ∈ Lp(µ)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

logHN
N

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

µ(k)T k(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

≤ CH,p ||f ||p .

En particulier, pour tout H > 0,

lim
N→+∞

logHN
N

N∑
k=1

µ(k)f(T kx) = 0,

µ−presque partout.

Théorèmes ergodiques sous H1 et H2 Dans ce paragraphe, on présente des résultats
de la convergence preseque partout des moyennes ergodiques dont les poids satisfont la
condition H1 ou H2. Schneider et Durand [41] ont démontré le théorème suivant.

Théorème 4.2.6 (Schneider-Durand) Soient (wk) une suite de nombres complexes bornée
et (uk) une suite d’entiers strictement croissante. Supposons que les suites (wk) et (uk)
satisfont la condition H1(wk,uk,0,N). Alors, pour tout système dynamique (X,A,µ,T )
et pour tout f ∈ L2(µ) on a

lim
N→+∞

1
N

N−1∑
k=0

wkf(Tukx) = 0

µ−presque partout. De plus, pour tout ε > 0, tout f ∈ L2+ε(µ) et pour tout β > α+2
3 on a

lim
N→+∞

1
Nβ

N−1∑
k=0

wkf(Tukx) = 0

µ−presque partout.

Ils ont aussi obtenu plus d’informations sur la vitesse de convergence. Plus précisément,
soient (wk) et (uk) comme dans le théorème précédent satisfaisant en plus une condition
un peu plus forte que la condition H2(wk,uk) (voir page 2 de [41]), alors ils obtiennent
pour tout système dynamique (X,A,µ,T ), tout f ∈ L2(µ) et pour tout β > α

lim
N→+∞

1
Nβ

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0

µ−presque partout.
Fan [49], dans son étude du théorème ergodique de Birkhoff pondéré avec des poids

oscillants, a prouvé le théorème suivant.
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Théorème 4.2.7 (Fan) Soient (wk) une suite de nombres complexes bornée et (uk) une
suite d’entiers strictement croissante. Supposons que

1. (un) est une suite r−Bourgain, 1≤ r <∞,

2.
∑∞
n=1

1
n3 max0≤t≤1

∣∣∣∑n−1
k=0wke

2πiukt
∣∣∣2 <∞, (Condition DEL).

Soit (X,A,µ,T ) un système dynamique. Alors pour tout f ∈ Lr(µ) on a

lim
N→+∞

1
N

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0

µ−presque partout.

Ici, le mot DEL se réfère à Davenport-Erdös-LeVeque. On remarque que la Condition
H2(wk,uk) avec β > 1

2 , implique la condition DEL. D’autre part, les suites un = n et
un = p(n) sont 1−Bourgain et r−Bourgain respectivement. Donc d’après le théorème
précédent, pour tout f ∈ L1(µ) on a

lim
N→+∞

1
N

N−1∑
k=0

wkT
k(f) = 0

µ−presque partout. Pour tout f ∈ Lr(µ) on a

lim
N→+∞

1
N

N−1∑
k=0

wkT
p(k)(f) = 0

µ−presque partout.

4.3 Théorèmes ergodique à poids aléatoires
Dans cette section, on présente brièvement des résultats de convergence pour des

moyennes ergodiques pondérées par des variables aléatoires. Soit (Xk) une suite de
variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Ω,B,P). Soit (X,A,µ,T ) un
système dynamique. Le problème de la convergence presque partout des moyennes
1
N

∑N
k=1Xk(ω)T k(f) a reçu un intérêt significatif, partiellement commencé par le théorème

des temps de retour de Bourgain (voir [12]). Assani [2] a obtenu le théorème ergodique
pondéré suivant.

Théorème 4.3.1 (Assani) Soit (Xk) une suite de variables aléatoires symmétriques i.i.d
telle que E(|X1|p)<∞, 1< p <∞. Il existe un ensemble Ω′ ⊂Ω avec P(Ω′) = 1 tel que
si ω ∈Ω′ alors pour tout système dynamique (X,A,µ,T ), pour tout r, 1< r ≤∞ et pour
tout f ∈ Lr(µ), la limite

lim
N→+∞

1
N

N∑
k=1

Xk(ω)f(T kx) = 0
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µ−presque partout.

Dans le cas où f ∈ L2(µ), Durand et Schneider [42] ont étendu ce résultat pour une suite
uk =O(2kβ ), 0< β < 1. Dans [10] Boukhari et Weber ont obtenu des informations sur
la vitesse de convergence. Plus précisément, ils ont prouvé que si (Xk) est une suite de
variables aléatoires symmétriques, i.i.d et de carré intégrable et si H > 2, alors il existe un
ensemble Ω′ ⊂Ω avec P(Ω′) = 1 tel que pour tout ω ∈Ω′, pour tout espace probabilisé
(X,A,µ), pour toute contraction T ∈ L2(µ) et pour tout f ∈ L2(µ) on a

lim
N→+∞

1√
N logHN

N∑
k=1

Xk(ω)T k(f) = 0

µ−presque partout.

4.4 Convergence ponctuelle de la transformée d’Hilbert unilaté-
rale pondérée.

Soit (X,A,µ) un espace probabilisé. Dans cette section, on s’intéresse à la convergence
presque partout de la transformée d’Hilbert unilatérale

∞∑
k=1

T k(f)
k

(4.1)

où T est une contraction de Lp(µ) dans Lp(µ) et f est une fonction dans Lp(µ). Izumi
[68] a considéré le problème suivant. Soit τ une application mesurable de X dans X
qui préserve la mesure µ. Sous quelle condition la série

∑∞
k=1

τk(f)
k converge presque

partout, pour tout f ∈ L2(µ) avec E(f) = 0 ? De nombreuses études ont été consacrées à
la convergence presque partout de la transformée d’Hilbert unilatérale (voir par exemple
[22, 26, 29, 65, 67]). Enfin, nous citons également un remarquable résultat de Cuny [29] :
pour toute contraction positive T de Lp(µ) (1< p <∞) telle que la serie (4.1) converge
dans Lp(µ), alors (4.1) converge presque partout.

Soient (wk) une suite de nombres complexes. On appelle transformée d’Hilbert
unilatérale pondérée la serie suivante

∞∑
k=1

wkT
k(f)
k

. (4.2)

Dans le cas où wk = λk (|λ|= 1), la convergence presque partout de (4.2) a été étudiée
par Chevalier et al. [22]. Plus récemment Krause et al. [74] ont étendu ce résultat en
remplaçant λk par λH(k) où H est une fonction admisible de Hardy (admissible Hardy
field function) (voir Section 3 de [74]). En particulier, ils ont établi le théorème suivant.

Théorème 4.4.1 (Krause et al) Soit (X,A,µ,T ) un système dynamique. Supposons que
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H est une fonction admisible de Hardy. Alors pour tout f ∈ Lr(µ), 1≤ r <∞,

∞∑
k=1

e2πiH(k)T k(f)
k

converge µ−presque partout.
Ce type de recherche est également étroitement lié à l’étude de la convergence presque
partout de séries ergodiques de la forme

∑∞
k=1wkT

k(f), où (X,A,µ,T ) un système
dynamique et f est une fonction de Lr(µ), 1≤ r <∞ (voir [7, 48]).

4.5 Quelques théorèmes sur la loi forte des grands nombres
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires dans Lp(X,A,µ) où p≥ 1 et soit φ : N+→

R
+ une fonction telle que φ(n) −→

n→∞
∞. On dit qu’une suite de variables aléatoires (Xn)

satisfait à la loi forte des grands nombres par rapport à φ si :

1
φ(N)

N∑
i=1

Xi −→
N→∞

0, (4.3)

µ-presque sûrement. Dans ce paragraphe on s’instéresse à des suites vérifiant cette
condition : il existe une constante C > 0 telle que E

∣∣∑n
i=m+1Xi

∣∣p ≤ CΨ (n−m) où
Ψ : R+→R

+ est une fonction positive.
Dans [58] Gál et Koksma ont démontré les résultats suivants (voir Théorème 3, 5 et 7

de [58]).
Théorème 4.5.1 (Gál-Koksma) Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout n >m

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ CΨ (n−m)

où Ψ (N)
N est une fonction non-décroissante. Alors pour tout ε > 0 on a

1(
Ψ (N) logp+1+ε(N)

)1/p

N∑
i=1

Xi −→
N→∞

0,

µ-presque sûrement.

Théorème 4.5.2 (Gál-Koksma) Supposons qu’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout n >m

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ CΨ (n−m)
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où Ψ (N)
N1+η (η > 0) est une fonction non-décroissante. Alors pour tout ε > 0 on a

1(
Ψ (N) log1+ε(N)

)1/p

N∑
i=1

Xi −→
N→∞

0,

µ-presque sûrement.

Théorème 4.5.3 (Gál-Koksma) Supposons que

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ Cnp−σ(n−m)ση(n−m) (σ > 1).

Si la fonction η(n)> 0 et si
∑ η(n)

n <∞, alors

1
N

N∑
i=1

Xi −→
N→∞

0,

µ-presque sûrement.

Soit A(m,n) =
∑n
k=m+1ak où (ak) est une suite de réels positifs. Weber [100, 101] a

donné des résultats similaires aux résultat de Gál et Koksma pour la série A(m,n). Plus
précisément, il a prouvé le théorème suivant (voir Théorème 8.4.1 [101]).
Théorème 4.5.4 (Weber) Soit (Xn) une suite de variables aléatoires réelles telle que pour
tout n >m,

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1
Xi

∣∣∣∣∣∣
p

≤ Ψ

 n∑
k=m+1

ak

 .
Supposons que la série

∑n
k=m+1ak diverge et que pour un certain réel η ≥ 0, Ψ (x)

x1+η est
non-décroissante. Alors, pour tout ε > 0

lim
N→∞

1(
Ψ (A(N)) logp+1+ε(A(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− p.s. (η = 0)

lim
N→∞

1(
Ψ (A(N)) log1+ε(A(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− p.s. (η > 0).

En mettant ak ≡ 1 dans le résultat ci-dessus, on obtient immédiatement les Théorèmes 3
et 5 dans [58].

D’autres mathématiciens ont obtenu dans cette direction des résultats avec des
conditions suplémentaires sur les fonctions d et φ en utilisant des techniques différentes
(voir [6, 23, 88]).
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4.6 Présentation des problèmes
Dans cette partie, nous traitons quelques questions de vitesse de convergence presque

sûre de moyennes ergodiques pondérées et de vitesse de convergence presque sûre dans
la loi des grands nombres pour des variables aléatoires se situant dans Lp, p≥ 1. Pour
cela, nous déveleppons une nouvelle approche en adaptant des résultats de Moricz. Notre
approche nous permet d’établir de nouveaux résultats sur les vitesses de convergence.
Elle est simple d’utilisation et permet de retrouver facilement les résultats mentionnés
dans ce chapitre et même, parfois, de les améliorer.

Chapitre 5

Dans ce chapitre, on considère le problème suivant. Soient (X,A,µ) un espace de probabi-
lité et T une contraction agissant sur L2(µ). Dans notre article "Convergence of weighted
ergodic averages" [33], nous donnons des conditions sur les suites (wk), (uk) et (Ak) de
sorte que la limite des moyennes ergodiques pondérées

lim
N→∞

1
AN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− p.p.

pour toute f dans L2(µ). Comme conséquence de nos principaux résultats, nous étudions
également des propriétés de convergence ponctuelle de la transformée de Hilbert unilatérale
pondérée ∑

k≥1

wk
Ak

Tuk(f).

De plus, nous donnons plusieurs applications illustrant nos principaux résultats.

Chapitre 6

Dans ce chapitre, on considère le problème suivant. Soient (X,A,µ) un espace probabilisé
et (Xk)k∈N une suite de variables aléatoires dans Lp(µ) où p≥ 1. Pour toute fonction
non décroissante φ : R+→ R+ telle que φ(x) ↑ ∞ lorsque x→∞, on dit que (Xk)k∈N
satisfait à la loi forte des grands nombres (LFGN) par rapport à φ (ou φ-SLLN) si

lim
N→∞

1
φ(N)

N∑
k=1

Xk = 0 µ− p.p.

Nous donnons des conditions sur le p-ième moment des sommes partielles de (Xk) et la
fonction φ de sorte que la suite (Xk) satisfait à la φ−LFGN.
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Chapitre 5

Théorèmes limites pour des moyennes
ergodiques pondérées

Convergence of weighted ergodic averages
Ahmad Darwiche & Dominique Schneider

5.1 Introduction
Let (X,A,µ) be a probability space and let T :X →X be a transformation preserving

µ, i.e. µ(T−1A) = µ(A) for any A ∈ A. In what follows, we write (T kf)(x) = f(T kx) for
any function f : X → R, x ∈ X and k ≥ 1. The study of averages over iterations of T
started in 1930s with the classical Birkhoff’s Ergodic Theorem [9]. Wiener and Wintner
[103] generalized this result by showing that, for any f ∈ L1(µ), µ−almost everywhere
(µ-a.e.), for any θ ∈R,

lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

e2iπkθT k(f)exists.

Lesigne [81] went on to prove the same property when the term e2iπkθ is replaced by any
weight of the form wk = e2iπP (k), where P is a polynomial. In this way, many results on
the convergence of averages of the form

1
N

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) (5.1)

were established for various weights (wk) and for various sequences of integers (uk).
Bellow and Losert in [4] proved that, if we have (Ω,B,ν,S) a dynamical system where
S has countable Lebesgue spectrum, then for any g ∈ L∞(Ω) there exists a set Ωg of
probability one such that for any ω ∈Ωg : for any ergodic dynamical system (X,A,µ,T ),
for any f ∈ L∞(µ),
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lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

g(Skω)T k(f) exists µ− a.e.. (5.2)

As a famous extension of the work of Bellow and Losert, we have the Bourgain’s return
times theorem in [13], which states that if we take (Ω,B,ν,S) an ergodic dynamical
system the previous result stays true, see also Assani [3] and Demeter, Lacey, Tao and
Thiele [38]. For the Von Mangoldt weight in relation with the prime numbers see Eisner
and Lin [97]. For more weighted ergodic theorems see Berend, Lin, Rosenblatt and
Tempelman [5], Lin, Olsen and Tempelman [83]. For a different type of weighted ergodic
theorems with arithmetic weights we refer to Cuny and Weber [31] and Buczolich [14].

In this paper, we consider the question for the rate of convergence. More precisely,
let (wk), (uk) and (Ak) be sequences of complex numbers, integers and real numbers,
respectively. We provide suitable conditions over these sequences to ensure that the
weighted ergodic average

1
AN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f),

converges to 0 µ-a.e., where T is a contraction on L2(µ) and where f ∈ L2(µ). We also
investigate the almost everywhere convergence of the so-called one-sided weighted ergodic
Hilbert transforms, namely ∑

k≥1

wk
Ak

Tuk(f).

Before stating our theorems, we first give some notation and conditions. For any
M <N , we let

VM,N (θ) =
N−1∑
k=M

wke
2iπθuk .

When M = 0, we take the convention V0,N (θ) = VN (θ). In what follows, we denote by C
a generic positive constant which may differ from line to line. We will mainly consider
the two following conditions, referred to as Condition (H1) and Condition (H2).

Condition (H1) : we say that the sequences (wk) and (uk) satisfy condition (H1) if
there exists δ ≥ 0, 1

2 ≤ α < 1 and β ∈R, with δ+α < 1, such that for any M <N ,

sup
θ∈R
|VM,N (θ)| ≤ CN δ(N −M)α logβN. (5.3)

The rate of convergence with weights generated by independent random variables, has
been an active area of research over the past few decades. In this regard, many researchers
assumed a condition of type (H1), see for example Cohen and Lin [27], Weber [100] and
Choi and Reinhold [24] see also Cuny and Weber [32] for other type of weights.
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Condition (H2) : we say that the sequences (wk) and (uk) satisfy condition (H2) if
there exist 1

2 ≤ α≤ 1 and β ∈R such that, for any N ,

sup
θ∈R
|VN (θ)| ≤ CNα logβN. (5.4)

Notice that, if (H1) holds with δ = 0, then (H2) also holds. Moreover, when (wk)
is a q−multiplicative sequence (see Section 4 in [49] for a definition), for some integer
q ≥ 2, it was proved that (5.3) holds with β = δ = 0 if and only if (5.4) holds with β = 0
(see Theorem 4 in [49]). In [41, 50, 51] we find constructions of sequences satisfying the
condition (H2).

In [41], Durand and Schneider proved that, if (5.4) holds with β = 0, then for any
dynamical system (X,A,µ,T ), for any ε > 0, f ∈ L2+ε(µ), β′ > α+2

3 ,

lim
N→∞

1
Nβ′

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− a.e.. (5.5)

The main results in this paper consist in obtaining the rate of convergence for weighted
ergodic averages under Condition (H2). The following theorem deals with the case α < 1.

Theorem 5.1.1 Let (wk) be a bounded sequence of complex numbers and let (un) ⊂N

be a sequence of integers such that Condition (H2) holds, with α < 1. Then for any
contraction T on L2(µ), and for any f ∈ L2(µ), H > 3

2 +β, we have

lim
N→∞

1
N

α+1
2 logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− a.e.

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
N

α+1
2 logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C ||f ||2,µ .

In the above equation, || · ||2,µ stands for the standard norm in L2(µ). Notice that our
result generalizes [41] into two ways : first, in our theorem, the term appearing in the ratio
is N

α+1
2 , whereas in (5.5) the term which is considered is Nβ′ , with β′ > α+2

3 ; secondly
we only assume that f ∈ L2(µ) whereas (5.5) holds only for functions f ∈ L2+ε(µ).

Corollary 5.1.2 Under the same assumption as in Theorem 5.1.1, for any contraction T
on L2(µ), for any f ∈ L2(µ) and for any H > 3

2 +β, the series∑
k≥1

wk

k
α+1

2 logH k
Tuk(f)
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exists µ-a.e., and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk

k
α+1

2 logH k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

The following theorem deals with the case α= 1.

Theorem 5.1.3 Let (wk) be a bounded sequence of complex numbers and let (un)⊂N be
a sequence of integers. Suppose that, for some β > 0,

sup
θ∈R
|VN (θ)| ≤ C N

logβN
. (5.6)

1. If β > 1, then for any contraction T on L2(µ) and for any f ∈ L2(µ), we have

lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ−a.e. and

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C ||f ||2,µ .

2. If 1
2 < β ≤ 1, then for any contraction T on L2(µ), for any f ∈ L2(µ) such that

there exists τ > 4 + 2
2β−1 with

∫
X |f |

2
2β−1 logτ (1 + |f |)dµ <∞, we have

lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− a.e..

Similar results were established in the particular case where the weight is a Möbius
sequence (µ(k)). Recall that such a sequence is defined as µ(1) = 1, µ(k) = (−1)j if k is a
product of j distinct primes, and µ(k) = 0 otherwise.

By using the classical Davenport estimate [35] : for any β > 0, there exists a constant
Cβ such that

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

µ(k)e2iπkθ

∣∣∣∣∣∣≤ Cβ N

logβN
,

Abdalaoui et al [1] proved that, for any f ∈ L1(µ),

lim
N→∞

1
N

N∑
k=1

µ(k)T k(f) = 0 µ− a.e..

In [31] Cuny and Weber obtained an estimation of the rate of convergence. More precisely,
for any H > 0, any p > 1 and for any f ∈ Lp(µ),

lim
N→∞

logHN
N

N∑
k=1

µ(k)T k(f) = 0 µ− a.e..
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Eisner [44] showed that the previous result of Abdalaoui et al [1] remains true if we
replace T k(f) by TP (k)(f), where P is a polynomial. In 2017, Fan [49] extended these
results to any Bourgain’s sequence (see Section 2 in [49] for a more precise definition),
and for any bounded sequence (wk) satisfying Equation (5.6), with β > 1

2 . Our Theorem
5.1.3 deals with a more general problem since we consider a general sequence of integers
(uk), and not necessarily Bourgain’s sequences.

By adapting the proof of Theorem 5.1.3, we can show that if we have supθ∈R |VM,N (θ)| ≤
C N−M

logβN for any M < N , then the second assertion of Theorem 5.1.3 remains true for

any function f ∈ L2(µ), which do not necessarily satisfy the condition
∫
X |f |

2
2β−1 logτ (1 +

|f |)dµ <∞.

Corollary 5.1.4 Assume that (5.6) holds.

1. If β > 1, then for any contraction T on L2(µ) and for any f ∈ L2(µ), we have

∑
k≥1

wk
k
Tuk(f) exists µ− a.e. and

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

wk
k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

2. If 1
2 < β ≤ 1, then for any contraction T on L2(µ), for any H > 1− β, for any

f ∈ L2(µ) such that there exists τ > 4 + 2
2β−1 with

∫
X |f |

2
2β−1 logτ (1 + |f |)dµ <∞,

we have ∑
k>1

wk

k logH k
Tuk(f)

exists µ-a.e..

More recently, Fan [49] investigated weighted ergodic averages under Condition (H1),
with δ = β = 0. He obtained that for any dynamical system (X,A,µ,T ), and for any
f ∈ L2(µ),

lim
N→∞

1
Nα log2Nφ(logN)

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− a.e..

In the above equation, the function φ : R+ → R+ is assumed to be increasing and
to satisfy the following properties : φ(x) ≤ Cφ(2x) for any x ∈ R+, with C > 1, and∑∞
n=0

1
nφ(n) <∞.

The following theorem deals with ergodic averages under Condition (H1) and improves
Fan’s result as follows.

Theorem 5.1.5 Assume that Condition (H1) holds. Let H be such that H > 1
2 + β if

α , 1
2 , or such that H > 3

2 +β if α= 1
2 , where α,β are as in Condition (H1). Then for
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any contraction T on L2(µ), and for any f ∈ L2(µ), we have

lim
N→∞

1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f) = 0 µ− a.e.

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C ||f ||2,µ .

As a corollary, we obtain the following result dealing with the convergence of the one-sided
weighted ergodic Hilbert transform

∑
k>1

wk
kα+δ logH kT

uk(f).

Corollary 5.1.6 Assume that Condition (H1) holds. Let H be such that H > 1 + β if
α , 1

2 , or such that H > 3
2 +β if α= 1

2 , where α,β are as in Condition (H1). Then for
any contraction T on L2(µ), and for any f ∈ L2(µ), the following series∑

k>1

wk

kα+δ logH k
Tuk(f)

exists µ-a.e., and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk

kα+δ logH k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

The type of questions that we deal with has already been investigated and many methods
have been provided in this way (for example we can mention the result of Weber [100]).
However, our methods are simpler and provide new examples. The rest of this paper is
organized as follows. In Section 2, we recall some known results, which will be used in the
proofs of our main theorems, including spectral theorem, Móricz’s lemma and van der
Corput’s theorem. In Section 3, we prove Theorems 5.1.5, 5.1.1 and 5.1.3 (in ascending
order of difficulty). In Section 4, we discuss convergences of ergodic weighted averages
with respect to the harmonic density. In the last section, we provide several examples
illustrating our main results.

5.2 Preliminaries
In this section, we recall some known results. The first one, referred to as the spectral

lemma, reduces the problem of evaluating norms to Fourier analysis questions. Let T be
a contraction in a Hilbert space H, that is, a linear operator such that ||T (f)|| ≤ ||f || for
each f ∈H, and put

Pn(f) = 〈Tn(f),f〉 for n≥ 0 and Pn(f) = P−n(f) for n < 0.
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The sequence (Pn(f))n∈Z is non-negative definite. By Herglotz’s theorem, there exists a
finite positive measure µf on B(R/Z) (called the spectral measure of f) such that for all
n≥ 0, we have

〈Tn(f),f〉=
∫
R/Z

exp(2iπnt)µf (dt).

The spectral lemma can be stated as follows.

Lemma 5.2.1 (Spectral lemma). Let T be a contraction in a Hilbert space H and let
f ∈H. Let P (x) =

∑N
k=0akx

k be a complex polynomial of degree N ≥ 0. Then we have

||P (T )f ||2 ≤
∫
R/Z
|P (exp(2iπt)|2µf (dt).

The second result we recall is due to Móricz. A direct consequence of Theorems 1
and 3 in [87] is the following lemma.

Lemma 5.2.2 (Móricz’s lemma). Let (Nk) be an increasing sequence of integers and
let (Xn)n≥1 be a sequence of random variables on a probability space (X,A,P). Assume
that there exist λ≥ 1 and a non-negative function g : N×N 7−→R

+, such that for any
j ∈N

∗, m,n ∈ ~Nj ,Nj+1� with m< n

1. E(|
∑n
k=m+1Xk|2)≤ Cgλ(m,n),

2. g(m,j) + g(j,n)≤ g(m,n) for all j ∈ ~m,n�.
Then, if λ > 1

E

 nsup
j=m+1

∣∣∣∣∣∣
j∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2
≤ C(λ)gλ(m,n) for any m,n ∈ ~Nj ,Nj+1�with m< n,

where C(λ) is a constant only depending on λ.
If λ= 1,

E

 nsup
j=m+1

∣∣∣∣∣∣
j∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2
≤ C log2 (2(n−m))g(m,n) for anym,n ∈ ~Nj ,Nj+1�withm< n,

where C is an absolute constant.

The following lemmas are due to van der Corput (see Theorems 3 and 4 in [98]) and
will be used in our examples.

Lemma 5.2.3 Let a and b be two integers, with a < b, and let f be a function on [a,b].
Assume that the second derivative is such that −f ′′(x)≥ ρ for any x ∈ [a,b], and for some
ρ > 0. Then ∣∣∣∣∣∣

b∑
k=a

e2iπf(k)

∣∣∣∣∣∣≤ (|f ′(b)− f ′(a)|+ 2)
(

4
√
ρ

+ 3
)
.
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Lemma 5.2.4 Let n≥ 2 be an integer and put K = 2n. Suppose that a≤ b≤ a+N and
that f : [a,b] → R has continuous nth derivative that satisfies the inequality 0 < λ ≤
|f (n)(x)| ≤ hλ for any x ∈ [a,b]. Then∣∣∣∣∣∣

b∑
k=a

e2iπf(k)

∣∣∣∣∣∣≤ ChN
(
λ

1
K−2 +N

−2
K + (Nnλ)

−2
K

)
.

5.3 Convergence of ergodic weighted averages with natural den-
sity

Let f be a measurable function and denote by SN (f) the weighted sums associated
with f , i.e.

SN (f) =
N−1∑
k=0

wkT
uk(f).

Let (AN )N>0 be a sequence converging to infinity as N goes to infinity. In this section,
we prove Theorems 5.1.5, 5.1.1, 5.1.3 and their corollaries. Our proofs can be divided in
two types. The first one concerns Theorem 5.1.5, Theorem 5.1.1 and the first statement
of Theorem 5.1.3 and uses Móricz’s lemma as a crucial role. The second one concerns the
second statement of Theorem 5.1.3 and uses another method.

The first type of proof operates in the following way. Let (Nk) be an increasing
sequence of integers. Let N be a sufficiently large integer and let j ∈N

∗ be such that
Nj <N ≤Nj+1 and Nj+1 <CNj . The main idea is to prove that for any f ∈ L2(µ),

lim
j→∞

∣∣∣∣∣SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e. (5.7)

and that

lim
j→∞

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣SN (f)
AN

−
SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e.. (5.8)

Proving Equations (5.7) and (5.8) is sufficient since for any j ∈N, we have∣∣∣∣SN (f)
AN

∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣SN (f)
AN

−
SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣
≤

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣SN (f)
AN

−
SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣ . (5.9)

To deal with (5.8), we introduce for any k ≥ 1 the following random variable

Xk = Sk−1(f)
Ak−1

− Sk(f)
Ak

.
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Notice that for any n,m ∈ ~Nj ,Nj+1� with m< n,

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣∣∣∣Sm(f)

Am
− Sn(f)

An

∣∣∣∣∣∣∣∣2
2,µ
≤ ||f ||22,µ sup

θ∈R
L2(m,n,θ),

where the last inequality comes from Lemma 1, with

L(m,n,θ) :=
∣∣∣∣Vm(θ)
Am

− Vn(θ)
An

∣∣∣∣ . (5.10)

The main idea is to bound supθ∈RL2(m,n,θ) by Cgλ(m,n) for λ ≥ 1 and for some
function g of the form

g(m,n) =
∫ 1

m

1
n

1
x logL 1

x

dx,

with L > 1. Indeed, if we do it, then according to Móricz’s lemma we have

E

 Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣SN (f)
AN

−
SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣
2
≤ Cgλ(Nj ,Nj+1).

By taking the sum over j, and by applying Beppo Levi theorem, this proves (5.8).
In our computations, we also prove that for any 0< l < L− 1,

∑
j≥1

jl
Nj+1sup

N=Nj+1

∣∣∣∣∣SN (f)
AN

−
SNj (f)
ANj

∣∣∣∣∣
2

<∞ µ− a.e..

Proof of Theorem 5.1.5. Let Nj = 2j . Notice that, for any m,n ∈ ~2j ,2j+1� with m< n,
we have m< n ≤ 2m. First, we deal with (5.7) for AN = Nα+δ logHN . It follows from
Lemma 1 and from the assumption of Theorem 5.1.5, that∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ SNj (f)
Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤
∫
R

∣∣∣∣∣∣ VNj (θ)
Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣
2

µf (dθ)≤ C||f ||22,µ
1

log2H−2βNj
.

Since H > 1
2 +β, this implies

∑
j≥1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ SNj (f)
Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

<∞.

Consequently

lim
j→∞

SNj (f)
Nα+δ
j logHNj

= 0 µ− a.e..
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Now, we have to prove that the limit of the oscillation as defined in (5.8) is equal to 0
µ-a.e.. For any θ ∈R, we write

L(m,n,θ) =
∣∣∣∣∣ 1
nα+δ logH n

n−1∑
k=0

wke
2iπθuk − 1

mα+δ logHm

m−1∑
k=0

wke
2iπθuk

∣∣∣∣∣
≤
(

1
mα+δ logHm

− 1
nα+δ logH n

)∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

wke
2iπθuk

∣∣∣∣∣+ 1
nα+δ logH n

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=m

wke
2iπθuk

∣∣∣∣∣ .
(5.11)

According to Condition (H1), we have

sup
θ∈R

L(m,n,θ)≤ C
( 1
mα+δ −

1
nα+δ

)
mα+δ logβm

logHm
+ nδ(n−m)α logβ n

nα+δ logH n

≤ C (n−m)α

nα logH−β n
. (5.12)

Now we consider two cases.
Case α > 1

2 . Let ε > 0. For any n,m ∈ ~2j ,2j+1� with m< n, and for any θ ∈R, we have

L2(m,n,θ) =
(
L(m,n,θ)L(m,n,θ)

1−ε
1+ε
)1+ε

≤ C

( (n−m)α

nα logH−β n

)(
(n−m)α

nα logH−β n

) 1−ε
1+ε
1+ε

= C

( 1
m
− 1
n

)
mn(n−m)α−1

nα logH−β n

(
(n−m)α

nα logH−β n

) 1−ε
1+ε
1+ε

= C

∫ 1
m

1
n

mn(n−m)α−1

nα logH−β n

(
(n−m)α

nα logH−β n

) 1−ε
1+ε

dx

1+ε

≤ C

∫ 1
m

1
n

(n−m)α
2

1+ε−1

nα
2

1+ε−2 log
2(H−β)

1+ε n
dx

1+ε

. (5.13)

Since α > 1
2 , we have α 2

1+ε − 1 > 0, by taking ε small enough. In particular, we have
(n−m)α

2
1+ε−1 ≤ nα

2
1+ε−1. Thus

sup
θ∈R

L2(m,n,θ)≤ C

∫ 1
m

1
n

n

log
2(H−β)

1+ε n
dx

1+ε

. (5.14)
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For any 1
n ≤ x≤

1
m and m< n≤ 2m, we notice that 1

n ≤ x≤
2
n . Therefore

sup
θ∈R

L2(m,n,θ)≤ C

∫ 1
m

1
n

1

x log
2(H−β)

1+ε 1
x

dx

1+ε

. (5.15)

Consequently, for any m,n belonging in ~2j ,2j+1� with m< n, we have

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C ||f ||22,µ

∫ 1
m

1
n

1

x log
2(H−β)

1+ε 1
x

dx

1+ε

.

Applying Móricz’s lemma with λ= 1 + ε and

gε(m,n) =
∫ 1

m

1
n

1

x log
2(H−β)

1+ε 1
x

dx,

we obtain

E

 nsup
N=m+1

∣∣∣∣∣ Sm(f)
mα+δ logHm

− SN (f)
Nα+δ logHN

∣∣∣∣∣
2
≤ C(ε) ||f ||22,µ g

1+ε
ε (m,n).

Since the previous inequality is true for any m,n ∈ ~2j ,2j+1� with m< n, we have

E

 Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣∣ SNj (f)
Nα+δ
j logHNj

− SN (f)
Nα+δ logHN

∣∣∣∣∣∣
2
≤ C(ε) ||f ||22,µ g

1+ε
ε (Nj ,Nj+1).

Notice that the function x 7→ 1

x log
2(H−β)

1+ε 1
x

is locally integrable in 0 because H > 1
2 + β.

Moreover there exists a constant C > 0 such that g1+ε
ε (Nj ,Nj+1) ≤ Cgε(Nj ,Nj+1).

Therefore ∑
j≥1

g1+ε
ε (Nj ,Nj+1)<∞.

By Beppo Levi’s theorem, we have

lim
j→∞

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣∣ SN (f)
Nα+δ logHN

−
SNj (f)

Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e..

Now, we prove the strong maximal inequality. To do it, we use (5.9), and we take the
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supremum over j. This gives

sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2sup
j≥1

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣∣ SN (f)
Nα+δ logHN

−
SNj (f)

Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣
2

+2sup
j≥1

∣∣∣∣∣∣ SNj (f)
Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣
2

.

Integrating over µ, we get∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤ C ||f ||22,µ
∑
j≥1

g1+ε
ε (Nj ,Nj+1)

+C ||f ||22,µ
∑
j≥1

1
log2H−2βNj

.

Case α= 1
2 . According to (5.12), for any m,n ∈ ~2j ,2j+1� with m< n, we have

sup
θ∈R

L2(m,n,θ)≤ C n−m
n log2(H−β)n

.

Similarly to (5.13), (5.14) and (5.15) with α= 1
2 and ε= 0, we obtain

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C ||f ||22,µ
∫ 1

m

1
n

1
x log2(H−β) 1

x

dx.

Applying Móricz’s lemma with λ= 1 and g(m,n) =
∫ 1
m
1
n

1
x log2(H−β) 1

x

dx, we obtain for any

m,n ∈ ~2j ,2j+1� with m< n, that

E

 nsup
N=m+1

∣∣∣∣∣ Sm(f)
mα+δ logHm

− SN (f)
Nα+δ logHN

∣∣∣∣∣
2
≤ C ||f ||22,µ log2(2(n−m))g(m,n).

Since n
2 ≤m, we have log2(2(n−m))≤ log2n. In the same spirit as (5.14) and (5.15), we

can write
log2(2(n−m))g(m,n)≤

∫ 1
m

1
n

1
x log2(H−β)−2 1

x

dx.

Since the function x 7→ 1
x log2(H−β)−2 1

x

is locally integrable in 0 (because H > 3
2 + β), it
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follows from Beppo Levi’s theorem that

lim
j→∞

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣∣ SN (f)
Nα+δ logHN

−
SNj (f)

Nα+δ
j logHNj

∣∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e..

Moreover∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=0

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤ C ||f ||22,µ
∑
j≥1

∫ 1
Nj

1
Nj+1

1
x log2(H−β)−2 1

x

dx

+C ||f ||22,µ
∑
j≥1

1
log2H−2βNj

.

This concludes the proof of Theorem 5.1.5. �

Proof of Corollary 5.1.6. By Abel’s summation formula, we have

N−1∑
k=2

wk

kα+δ logH k
Tuk(f) =

N−2∑
k=2

(
1

kα+δ logH k
− 1

(k+ 1)α+δ logH(k+ 1)

)
k∑
j=2

wjT
uj (f)

+ 1
Nα+δ logHN

N−1∑
k=2

wkT
uk(f).

According to Theorem 5.1.5, the last term of the right-hand side converges to 0 µ-a.e..
Moreover, according to Lemma 1 and the fact that∣∣∣∣∣ 1

kα+δ logH k
− 1

(k+ 1)α+δ logH(k+ 1)

∣∣∣∣∣≤ C 1
kα+δ+1 logH k

,

it follows from the assumption of Corollary 5.1.6, that∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
k>1

(
1

kα+δ logH k
− 1

(k+ 1)α+δ logH(k+ 1)

)∣∣∣∣∣∣
k∑
j=2

wjT
uj (f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C
∑
k>1

1
kα+δ+1 logH k

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

wjT
uj (f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ
∑
k>1

1
k logH−β k

.

The last term is finite because H > 1+β. According to Beppo Levi’s theorem, this proves
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that
∑
k>1

wk
kα logH kT

uk(f) exists µ-a.e.. Moreover,

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk

kα logH k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
k>1

(
1

kα logH k
− 1

(k+ 1)α logH(k+ 1)

)∣∣∣∣∣∣
k∑
j=2

wjT
uj (f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
Nα logHN

N−1∑
k=2

wkT
uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

.

Therefore ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk

kα logH k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

�

Proof of Theorem 5.1.1. Here AN =N
α+1

2 logHN . Choosing Nj = 2j and following the
same lines as in the proof of Theorem 5.1.5, we obtain∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
SNj (f)

N
α+1

2
j logHNj

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤ C||f ||22,µ
1

2j(1−α)j2(H−β) .

Recall that L(m,n,θ) is defined in (5.10). To bound supθ∈RL2(m,n,θ), we first notice
that

sup
θ∈R

L(m,n,θ)≤
(

1
m

α+1
2 logHm

− 1
n
α+1

2 logH n

)
mα logβm+ |Vm,n(θ)|

n
α+1

2 logH n

≤
(

1
m

α+1
2 logHm

− 1
n
α+1

2 logH n

)
mα logβm+ n−m

n
α+1

2 logH n

≤ C n−m
n
α+1

2 logH−β n

≤ C
∫ 1

m

1
n

n2

n
α+1

2 logH−β n
dx.

Moreover

sup
θ∈R

L(m,n,θ)≤ C nα logβ n
n
α+1

2 logH n
.
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Therefore

sup
θ∈R

L2(m,n,θ)≤ C
∫ 1

m

1
n

n2

n
α+1

2 logH−β n
× nα

n
α+1

2 logH−β n
dx

= C

∫ 1
m

1
n

n

log2(H−β)n
dx.

Consequently, for any m,n in ~2j ,2j+1� with m< n

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C
∫ 1

m

1
n

1
x log2(H−β) 1

x

dx.

By Móricz’s lemma applied to λ= 1 and g(m,n) =
∫ 1

m

1
n

1
x log2(H−β) 1

x

dx, we obtain

E

 nsup
N=m+1

∣∣∣∣∣ Sm(f)
m

α+1
2 logHm

− SN (f)
N

α+1
2 logHN

∣∣∣∣∣
2
≤ C ∫ 1

m

1
n

1
x log2(H−β)−2 1

x

dx,

which converges if H > 3
2 +β. The end of the proof follows the same lines as the one of

Theorem 5.1.5. �

Proof of Corollary 5.1.2. We proceed as in the proof of Corollary 5.1.6, by using Abel’s
summation formula and Theorem 5.1.1. �

Proof of Theorem 5.1.3. First assume that β > 1. We only give a sketch of proof. Taking
Nj = 2j , we can easily prove that∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣SNj (f)
Nj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

2,µ
≤ C 1

log2βNj
,

and that

E

 Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣SNj (f)
Nj

− SN (f)
N

∣∣∣∣∣
2
≤ C(ε) ||f ||22,µ

∫ 1
m

1
n

1
x logβ

1−ε
1+ε 1

x

dx

1+ε

.

The end of the proof also follows the same lines as the one of Theorem 5.1.5.

Now assume that 1
2 < β ≤ 1 and let ρ > 1. For N large enough there exists an integer

k such that ρk1−ε logk < N < ρ(k+1)1−ε log(k+1), where 0 < ε ≤ 1
2 is chosen in such a way
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that β = 1
2(1−ε) . Letting ρ(k) = ρk

1−ε logk, we have∣∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
n=0

wnT
un(f)

∣∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣∣ 1
N

bρ(k)c−1∑
n=0

wnT
un(f)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ 1
N

bρ(k+1)c−1∑
n=bρ(k)c

wnT
un(f)

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ 1
ρ(k)

bρ(k)c−1∑
n=0

wnT
un(f)

∣∣∣∣∣∣+ 1
ρ(k)

bρ(k+1)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f)| ,

where b·c denote the integer part. We prove below that the two terms of the right-hand
side converge to 0 µ-a.e. as k goes to infinity. To deal with the first one, we use the
spectral lemma and our assumption. For any f ∈ L2(µ), this gives∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ 1
ρ(k)

bρ(k)c−1∑
n=0

wnT
un(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤
C ||f ||22,µ
log2β ρ

× 1
k(1−ε)2β log2β k

.

Since β = 1
2(1−ε) , the right-hand side is the term of a convergent series. This shows that

lim
k→∞

1
ρ(k)

bρ(k)c−1∑
n=0

wnT
un(f) = 0 µ− a.e..

To deal with the second term, consider a sequence (ak) converging to infinity (this
sequence will be defined later) such that f = f1 + f2, where f1 = f1{|f |≤ak} and f2 =
f1{|f |>ak} . In particular, we have

Tun(f) = Tun(f1) +Tun(f2).

Therefore

1
ρ(k)

bρ(1+k)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f1)| ≤ 1
ρ(k)

bρ(1+k)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f)|1{|Tun(f)|≤ak}

≤ ak
bρ(1 + k)c− bρ(k)c

ρ(k)

≤ Cak
logk
kε

,

where the last inequality comes from the mean value theorem. Now, choose ak = kε

logδ k

(δ > 1). The above computations show that 1
ρ(k)

∑bρ(1+k)c−1
n=bρ(k+1)c |T

un(f1)| converges to 0 as
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k goes to infinity, µ-a.e.. Moreover

1
ρ(k)

bρ(1+k)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f2)| ≤ 1
ρ(k)

bρ(1+k)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f)|1{|f |>ak} .

By the Cauchy–Schwarz inequality and because the square function is convex, we obtain

∑
k≥1

∫
X

1
ρ(k)

bρ(1+k)c−1∑
n=bρ(k)c

|Tun(f2)|dµ≤ C

√√√√∑
k≥1

∫
X

|f |2

k logδ k
dµ×

√√√√∑
k≥1

k log2+δ k

k2ε µ(|f |> ak).

Since
∑
k≥1

1
k logδ k is a convergent series, we have

√√√√∑
k≥1

∫
X
C

|f |2

k log1+ε k
dµ≤ C ||f ||2,µ .

To conclude the proof, it is enough to show that
∑
k≥1

k log2+δ k
k2ε µ(|f |> ak)<∞. To do it,

we write for some p > 0,

µ

(
|f |> kε

logδ k

)
≤ µ

(
|f |p logτ (|f |+ 1)>Cε,τ

kpε

logpδ k
logτ k

)
,

where the last inequality comes from the fact that

|f |> kε

logδ k
⇐⇒ logτ (|f |+ 1)>

(
logkε− log logδ k+ log

(
1 + logδ k

kε

))τ
.

This gives that

∑
k≥1

k log2+δ k

k2ε µ(|f |> ak)≤ C
∫
X
|f |p logτ (1 + |f |)dµ

∑
k≥1

1
k(2ε+pε−1) log(τ−2−δ−pδ) k

.

The last series converges when pε+ 2ε− 1 = 1 and τ − 2− δ− pδ > 1, i.e. when p= 2
2β−1

and τ > 4 + 2
2β−1 . Taking f ∈ L

2(µ) so that
∫
X |f |p logτ (1 + |f |)dµ <∞, we deduce that

1
ρ(k)

∑bρ(1+k)c−1
n=bρ(k)c |Tun(f2)| converges to 0 as k goes to infinity, µ-a.e.. This concludes the

proof of Theorem 5.1.3. �

Proof of Corollary 5.1.4. We proceed as in the proof of Corollary 5.1.6, by using Abel’s
summation formula and Theorem 5.1.3. �
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5.4 Convergence of ergodic weighted averages with respect to the
harmonic density

In this section, we will investigate the almost everywhere convergence of some averages
with respect to the harmonic density. More precisely, let (wk) be a sequence of complex
numbers and let (uk) be a sequence of integers. For any integers M,N such that M ≤N ,
denote by

V ∗M,N (θ) =
N∑

k=M

wk
k
e2iπθuk .

If M = 1, we will simply write V ∗M,N (θ) = V ∗N (θ). We also denote by

S∗N (f) =
N∑
k=1

wk
k
Tuk(f),

where f is a measurable function. The following result is related to Theorem 5.1.5, and
is stated in the context of the harmonic density.

Theorem 5.4.1 Let (wk) be a sequence of complex numbers and let (uk) be a sequence of
integers. Suppose that there exists 1

2 ≤ α < 1 such that for any M ≤N

sup
θ∈R

∣∣∣V ∗M,N (θ)
∣∣∣≤ C (logN − logM)α . (5.16)

Then for any contraction T on L2(µ), any f ∈ L2(µ) and for H > 1
2 , we have

lim
N→∞

1
logαN logH logN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f) = 0 µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>2

∣∣∣∣∣∣ 1
logαN logH logN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

Proof of Theorem 5.4.1. We proceed as in the proof of Theorem 5.1.5. First, we choose
Nj = 22j , then by using the spectral lemma and assumption (5.16), we obtain for H > 1

2

∑
j>1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ S∗Nj (f)
logαNj logH logNj

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

2,µ
≤ C||f ||22,µ

∑
j>1

1
log2H logNj

≤ C||f ||22,µ
∑
j>1

1
j2H <∞.

This implies that

lim
j→∞

S∗Nj (f)
logαNj logH logNj

= 0 µ− a.e.. (5.17)
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Moreover, for any m,n in ~Nj ,Nj+1�, with m< n, we have∣∣∣∣∣ V ∗n (θ)
logαn logH logn

− V ∗m(θ)
logαm logH logm

∣∣∣∣∣≤ C (logn− logm)α

logαn logH logn
.

Now, let

Xk = S∗k(f)
logα k logH logk

−
S∗k+1(f)

logα(k+ 1)logH log(k+ 1)
.

Following the same lines as in the proof of Theorem 5.1.5, we obtain for all ε > 0

E

∣∣∣∣∣∣
Nj+1−1∑
k=Nj

Xk

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C

∫ 1
Nj

1
Nj+1

1
x log 1

x logH
1−ε
1+ε+H log 1

x

dx

1+ε

.

This, together with Móricz’s lemma with λ= 1 + ε, implies

E

 Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣ S∗N (f)
logαN logH logN

−
S∗Nj (f)

logαNj logH logNj

∣∣∣∣∣
2

≤ C

∫ 1
Nj

1
Nj+1

1
x log 1

x logH
1−ε
1+ε+H log 1

x

dx

1+ε

.

Using the Beppo Levi’s theorem with H > 1
2 , we deduce that

lim
j→∞

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣ S∗N (f)
logαN logH logN

−
S∗Nj (f)

logαNj+1 logH logNj

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e.. (5.18)

Theorem 4 follows from (5.17), (5.18) and from the following inequality∣∣∣∣∣ S∗N (f)
logαN logH logN

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣ S∗Nj (f)
logαNj logH logNj

∣∣∣∣∣
+

Nj+1sup
N=Nj+1

∣∣∣∣∣ S∗N (f)
logαN logH logN

−
S∗Nj (f)

logαNj logH logNj

∣∣∣∣∣ .
�

By adapting the proof of Theorem 4 and assuming that

sup
θ∈R

∣∣∣V ∗M,N (θ)
∣∣∣≤ C

log log . . . logN︸               ︷︷               ︸
p−iterates

− log log . . . logM︸                ︷︷                ︸
p−iterates


α

,

we obtain the same result as Theorem 4 with normalization logα(log . . . logN)︸                   ︷︷                   ︸
p−iterates

×logH(log . . . logN)︸                    ︷︷                    ︸
(p+1)−iterates
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instead of logαN logH logN .

Theorem 5.4.2 Let (wk) be a bounded sequence of complex numbers and let (un)⊂N be
a sequence of integers. Suppose that there exists 0≤ α < 1 such that

sup
θ∈R
|V ∗N (θ)| ≤ C logαN.

Then for any contraction T on L2(µ), any f ∈ L2(µ) and for any H > 1+α
2 , we have

lim
N→∞

1
logHN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f) = 0 µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
logHN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

The proof of the above theorem is omitted and relies on a simple adaptation of the proof
of Theorem 5.1.5.

Theorem 5.4.3 Let (wk) be a bounded sequence of complex numbers and let (un)⊂N be
a sequence of integers. Suppose that, for some β > 0,

sup
θ∈R
|V ∗N (θ)| ≤ C logN

logβ logN
.

1. If β > 1, then for any contraction T on L2(µ) and any f ∈ L2(µ), we have

lim
N→∞

1
logN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f) = 0 µ−a.e. and

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
logN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

2. If 1
2 < β ≤ 1, then for any contraction T on L2(µ), any f ∈ L2(µ) such that there

exists τ > 4 + 2
2β−1 with

∫
X
|f |

2
2β−1 logτ (1 + |f |)dµ <∞, we have

lim
N→∞

1
logN

N∑
k=1

wk
k
Tuk(f) = 0 µ− a.e..

Proof. We follow the same lines as in the proof of Theorem 5.1.3, with

ρρ
k1−ε logk

<N ≤ ρρ(k+1)1−ε log(k+1)
.

�
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Remark 5.4.4 1. Under the assumptions of Theorem 5.4.1, for any contraction T on
L2(µ), any f ∈ L2(µ) and for H > 1, we have∑

k>2

wk

k logα k logH logk
Tuk(f) exists µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>2

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=3

wk

k logα k logH logk
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

2. Under the assumptions of Theorem 5.4.2, for any contraction T on L2(µ), any
f ∈ L2(µ) and for H > 1+α

2 , we have∑
k>1

wk

k logH k
Tuk(f) exists µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk

k logH k
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

3. Under the assumptions of Theorem 5.4.3 when β > 1, for any contraction T on
L2(µ) and any f ∈ L2(µ), we have∑

k>1

wk
k logkT

uk(f) exists µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

wk
k logkT

uk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

5.5 Examples

In this section, we present several examples illustrating our main results.

Example 5.5.1 Let f ∈ L2(µ), d ∈N
∗ and δ > d. In what follows, we let ||δ||= min({δ},1−

{δ}), where {δ} denotes the fractional part of δ. As a first example, under suitable condi-
tions over K and H which will be given later, we obtain that

∑
k≥1

e2iπkδ

k
1−||δ|| 1

3(K−2) logH k
T k

d(f) (5.19)

exists µ−a.e.. Before proving this, we notice that Krause, Lacey and Wierdl [74] in their
study of the convergence of oscillatory ergodic Hilbert transforms showed that, for any
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f ∈ Lr(µ), 1≤ r <∞, the limit

lim
N→∞

N∑
k=1

e2iπh(k)

k
T k(f)

exists µ-a.e., where h(k) is a Hardy field function. Recall that (see Section 3 in [74]) a
function of the form kδ = eδ logk is a Hardy field function. In that case, our result is more
precise than [74].

Now, we prove that (5.19) exists µ− a.e.. According to Corollary 5.1.2 it is sufficient
to prove that

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣≤ CN1−||δ|| 2
3(K−2) , (5.20)

where K = 2n with n− 1< δ < n.

In what follows, we consider the function g(x) = θxd + xδ. For any x ∈ [N1−ε,N ],
where ε is a positive constant which will be defined later, we have

g(n)(x) = δ(δ− 1) . . .(δ− (n− 1))xδ−n.

Consequently,
C(n,δ)
Nn−δ ≤ f

(n)(x)≤ C(n,δ)
N (1−ε)(n−δ) ,

where C(n,δ) = δ(δ − 1) . . .(δ − (n− 1)). According to Lemma 4 with λ = C(n,δ)
Nn−δ and

h=N ε(n−δ), we get∣∣∣∣∣∣
N∑

k=bN1−εc
e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣≤ CN
(

1

N
n−δ
K−2−ε(n−δ)

+ 1
N

2
K
−ε(n−δ)

+ 1
N

2δ
K
−ε(n−δ)

)
.

Now, choosing ε= 1
3(K−2) and using the fact that δ > 1, we have∣∣∣∣∣∣
N∑

k=bN1−εc
e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣≤ CN
(

1

N ||δ||
(

1
K−2−ε

) + 1
N

2
K
−ε(n−δ)

)

≤ CN
(

1

N
||δ|| 2

3(K−2)
+ 1

N
6−n+δ
3(K−2)

)
.

Since ||δ|| ≤ 1
2 and δ > n− 1, we obtain∣∣∣∣∣∣

N∑
k=bN1−εc

e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣≤ CN
(

1

N
||δ|| 2

3(K−2)

)
.
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It follows that∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣∣
bN1−εc−1∑

k=1
e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

N∑
k=bN1−εc

e2iπ(kδ+θkd)

∣∣∣∣∣∣
≤ C

(
N

1− 1
3(K−2) +N

1−||δ|| 2
3(K−2)

)
≤ CN1−||δ|| 2

3(K−2) .

This proves (5.20). Notice that (5.20) and Theorem 5.1.1 also imply that

lim
N→∞

1

N
1−||δ|| 1

3(K−2) logHN

N∑
k=1

e2iπkδT k
d(f) = 0 µ− a.e.,

for any contraction T on L2(µ), any f ∈ L2(µ) and for H > 3
2 .

Example 5.5.2 In this example, we take uk = k and wk = e2iπkδ for some 1> δ > 0. First
we prove the following inequality

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(kδ+θk)

∣∣∣∣∣∣≤ CN1− δ2 . (5.21)

To do it, the main idea is to apply the van der Corput theorem. Let a=
√
N , b=N and

f(x) = θx+xδ. In particular, we have

f ′(x) = θ+ δxδ−1 and f ′′(x) = δ(δ− 1)xδ−2.

Moreover for any x ∈ [
√
N,N ], we have

−f ′′(x)≥ CN δ−2 := ρ.

According to Lemma 3, this gives∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(kδ+θk)

∣∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣∣∣
b
√
Nc∑

k=1
e2iπ(kδ+θk)

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

N∑
k=b
√
Nc

e2iπ(kδ+θk)

∣∣∣∣∣∣∣
≤
√
N +

(
|δN δ−1− δN

δ−1
2 |+ 2

)( C

N
δ−2

2
+ 3
)

≤ CN1− δ2 .

This proves Equation (5.21). Now, according to Theorem 5.1.1, for any contraction T on
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L2(µ), any f ∈ L2(µ) and for H > 1
2 , we have

lim
N→∞

1
N1− δ4 logHN

N∑
k=1

e2iπkδT k(f) = 0 µ− a.e..

Moreover, by Corollary 5.1.2, the series

∑
k≥1

e2iπkδ

k1− δ4 +ε
T k(f)

exists µ-a.e., for some ε > 0. Notice that our results also improve [74].
As a remark, if we take wk = e2iπ logδ k for some δ > 2. Similarly to the proof of (5.21),

a simple calculation yields

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(logδ k+θk)

∣∣∣∣∣∣≤ C N

log
δ−1

2 N
.

Then we can apply Theorem 5.1.3 and Corollary 5.1.4.

Example 5.5.3 To deal with this example, we first state the following inequality due to
Hlawka (see Theorem 1 in [66] with a(t) = 1

t ).

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

e2iπ(h logk+θk)

k

∣∣∣∣∣∣≤ 30
(
|h|+ 1

|h|

)
,

with h , 0.
Now, according to Theorem 5.4.2 with α= 0, for H > 1

2 ,

lim
N→∞

1
logHN

N∑
k=1

e2iπh logk

k
T k(f) = 0 µ− a.e.

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
logHN

N∑
k=1

e2iπh logk

k
T k(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ.

Moreover, according to Remark 5.4.4 (assertion 2. with α= 0), for H > 1
2 , we also have

∑
k>1

e2iπh logk

k logH k
T k(f) exists µ− a.e. and

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

e2iπh logk

k logH k
T k(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C||f ||2,µ,

respectively.

Example 5.5.4 Here we deal with an example which was considered in [25, 100]. Let (Xk)
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be a sequence of i.i.d random variables defined on some probability space (Ω,B,P), and
let Wk(ω) = e2iπXk(ω), ω ∈Ω. Without loss of generality, assume that E(Wk) = 0. Let
(uk) be an increasing sequence of integers such that uk =O

(
e

k

log2β k

)
for some β > 0.

According to Theorem 1.1 in [25] in the one-dimensional setting, there exists some
random variable C(ω) which is almost surely (a.s.) finite and independent of M,N and θ
such that, for almost every ω ∈Ω,

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=M+1
Wk(ω)e2iπθuk

∣∣∣∣∣∣≤ C(ω)

√√√√ N∑
k=M+1

|Wk|2×
√

loguN

≤ C(ω)
√
N −M ×

√
N

logβN
.

Theorem 5.1.3 applied to β > 1 ensures that there exists a measurable set Ω∗ ⊂Ω of full
measure, such that for any ω ∈Ω∗, any contraction T on L2(µ) and any f ∈ L2(µ),

lim
N→∞

1
N

N−1∑
k=0

Wk(ω)Tuk(f) = 0 µ−a.e. and

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣ 1
N

N−1∑
k=0

Wk(ω)Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C(ω) ||f ||2,µ .

(5.22)
Moreover, by Corollary 5.1.4, we also obtain that

∑
k≥1

Wk(ω)
k

Tuk(f) exists µ− a.e.. (5.23)

A weak version of (5.22) could be derived from a theorem due to Weber. Indeed, according
to Theorem 4.2 in [100] with φ(x) = x

log2β x
, for any τ > 3

2 , there exists a measurable set
Ω∗ ⊂Ω of full measure, such that for any ω ∈Ω∗, any contraction T on L2(µ) and any
f ∈ L2(µ),

lim
N→∞

1
N logτ−βN

N−1∑
k=0

Wk(ω)Tuk(f) = 0 µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
N logτ−βN

N−1∑
k=0

Wk(ω)Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C(ω) ||f ||2,µ .

However, (5.22) is more precise.

Remark that, Cohen and Cuny could also obtain (5.23) with a more restrictive
condition. Indeed, (5.23) can be deduced from Theorem 1.2 in [25] provided that

∑
k≥1

||Wk||22
k2 (log2 k)(loguk)<∞.
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However this condition needs that
∑
k>1

1
k log2β−2 k

<∞ which holds when β > 3
2 . Our

result is more general since we only assume that β > 1.

Example 5.5.5 LetWk(ω) = e2iπXk(ω), where (Xk) is an i.i.d sequence of random variables

on (Ω,B,P) and let uk = O

(
e

log2 k
log2β logk

)
. According to Theorem 1.1 in [25] in the one-

dimensional setting, there exists some random variable C(ω) which is P−a.s. finite and
independent of M,N and θ such that, for almost every ω ∈Ω,

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=1

Wk(ω)
k

e2iπθuk

∣∣∣∣∣∣≤ C(ω)

√√√√ N∑
k=1

∣∣∣∣Wk

k

∣∣∣∣2×√loguN

≤ C(ω) logN
logβ logN

.

Applying Theorem 5.4.3 with β > 1, there exists a measurable set Ω∗ ⊂Ω of full measure
with the following property : for any ω ∈Ω∗, there exists C(ω) <∞ such that for any
contraction T on L2(µ) and any f ∈ L2(µ),

lim
N→∞

1
logN

N∑
k=1

Wk(ω)
k

Tuk(f) = 0 µ− a.e.,

and ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N>1

∣∣∣∣∣∣ 1
logN

N∑
k=1

Wk(ω)
k

Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2,µ

≤ C(ω) ||f ||2,µ .

The study of weighted means of the form

1
AN

N∑
k=1

Zk(ω)T k(f),

where (Zk) is a sequence of random variables and where (Ak) is a sequence of integers,
is classical. For example in [10], it is proved that this mean converges to 0 µ-a.e. when
AN =

√
N logβN (β > 2) and when (Zk) is an i.i.d sequence of symmetric and square

integrable random variables. In [2], the same type of result was established when AN =N
and when (Zk) is a sequence of i.i.d symmetric random variables such that E(|Zk|p)<∞
for some 1< p <∞.

Example 5.5.6 Let (Xk) be a sequence of independent Bernoulli random variables on some
probability space (Ω,B,P) such that P(Xk = 1) = 1

logk = 1−P(Xk = 0). In this example,
we consider the random set of integers N (ω) := {k ≥ 2 :Xk(ω) = 1}. This set is referred to
as the Cramer’s random model of primes. In particular, we have N (ω) = {uk(ω),k ≥ 1},
where

u1(ω) = inf{i≥ 2 :Xi(ω) = 1} and uk+1(ω) = inf{i > uk(ω) :Xi(ω) = 1}.
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In what follows we denote by

Π(N) = #N ∩ [2,N ] =
N∑
k=2

Xk.

The above random variable satisfies the following law of large numbers : lim
N→∞

Π(N) logN
N = 1

(see Proposition 6.2. in [52]). We deal with below the almost everywhere convergence of
the following average

1
Nβ

N∑
k=1

Tuk(f) = 1
Π(uN )β

uN∑
k=2

XkT
k(f)

(1
2 < β ≤ 1

)
.

To do it, it is sufficient to deal with the almost everywhere convergence of

1
Π(N)β

N∑
k=2

XkT
k(f).

First we write

1
Π(N)β

N∑
k=2

XkT
k(f) = 1

Π(N)β
N∑
k=2

(
Xk−

1
logk

)
T k(f) + 1

Π(N)β
N∑
k=2

T k(f)
logk .

According to Theorem 1.1 in [25] in the one-dimensional setting, there exists some random
variable C(ω) which is P−a.s. finite and independent of M,N and θ such that, almost
surely

sup
θ∈R

∣∣∣∣∣∣
N∑

k=M

(
Xk−

1
logk

)
e2iπθk

∣∣∣∣∣∣≤ C(ω)

√√√√ N∑
k=M

∣∣∣∣(Xk−
1

logk

)∣∣∣∣2×√logN

≤ C(ω)
√
N −M ×

√
logN.

Applying Theorem 5.1.5, for H > 2, we get P−a.s.

lim
N→∞

1√
N logHN

N∑
k=2

(
Xk−

1
logk

)
T k(f) = 0 µ− a.e..

Since supN>1

√
N logHN
Π(N)β is bounded, we have P−a.s.

lim
N→∞

1
Π(N)β

N∑
k=2

(
Xk−

1
logk

)
T k(f) = 0 µ− a.e..
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Now, by Abel’s summation formula,∣∣∣∣∣∣ 1
Π(N)β

N∑
k=2

T k(f)
logk

∣∣∣∣∣∣≤ 1
Π(N)β

N−1∑
k=2

log(k+ 1)− logk
log(k+ 1)logk

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=2

T j(f)

∣∣∣∣∣∣+ 1
logN

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=2

T k(f)

∣∣∣∣∣∣


≤ logβN
Nβ

N−1∑
k=2

1
k1−β log2 k

∣∣∣∣∣∣ 1
kβ

k∑
j=2

T j(f)

∣∣∣∣∣∣+ 1
log1−βN

∣∣∣∣∣∣ 1
Nβ

N∑
k=2

T k(f)

∣∣∣∣∣∣ .
(5.24)

In what follows, we only deal with the case where the function f is such that

lim
N→∞

1
Nβ

N∑
k=1

T k(f) = 0 µ− a.e.. (5.25)

Examples of function f satisfying the above equation are given in [30, 39, 100].
According to the above assumption, the second term of (5.24) converges to 0 µ-a.e..

To deal with the first term of (5.24), recall that

∑
k≥1

bk = +∞ and lim
k→∞

ak = 0 =⇒ lim
N→∞

∑N
k=1 bkak∑N
k=1 bk

= 0

for any sequences (ak), (bk). Applying this to ak = 1
kβ
∑k
j=2T

j(f) and bk = 1
k1−β log2 k

,

and using the fact that logβN
Nβ

∑N
k=2

1
k1−β log2 k

is bounded, it follows that

lim
N→∞

logβN
Nβ

N−1∑
k=2

1
k1−β log2 k

∣∣∣∣∣∣ 1
kβ

k∑
j=2

T j(f)

∣∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e..

Consequently, P−a.s.

lim
N→∞

1
Nβ

N∑
k=1

Tuk(f) = 0 µ− a.e..

As an open question, is it true that (5.25) implies that

lim
N→∞

1
Nβ

N∑
k=1

T pk(f) = 0 µ− a.e.
(1

2 < β ≤ 1
)
,

where P = {pk}k≥1 denotes the set of prime numbers ?
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Chapitre 6

Loi forte des grands nombres par
rapport à φ

This chapter contains a work in progress and will be submitted for publication.

6.1 Introduction

Let p≥ 1 be a constant and let {Xk,k ≥ 1} ⊂ Lp(X,A,µ) be a sequence of random
variables. For any nondecreasing function φ : R+→ R

+ such that φ(x) ↑ ∞ as x→∞,
we say that {Xk,k ≥ 1} satisfies the strong law of large numbers with respect to φ (or
φ−SLLN) if

lim
N→∞

1
φ(N)

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

Many authors have provided conditions to ensure that the above limit holds, e.g.
Kolmogorov et al. Weak conditions are due to Gál-Koksma [58] and are of the form,

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ d(m,n) for any m,n ∈N with m< n. (6.1)

for some function d : N×N→R
+.

More recently, Weber [100, 101] has established strong law of large numbers by
adapting a result of Talagrand. In this chapter, we also provide conditions to obtain rates
of convergence for the strong law of large numbers. To do it, we develop a new approach
by adapting results due to Móricz. Our approach allows us to obtain new results in
several cases. Moreover, our proof is much simpler than the one of Weber.

The main results read as follows.

Theorem 6.1.1 Let p≥ 1 be a constant and let {Xk,k ≥ 1} ⊂ Lp(X,A,µ) be a sequence
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84 CHAPITRE 6. Loi forte des grands nombres par rapport à φ

of random variables. Suppose that

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ d(m,n) for any m,n ∈N with m< n.

If one of the two following assertions is satisfied

1. d(m,n) is a sub-additive function and
∑
j
jpd(0,2j+1)
φp(2j) <∞.

2. there exists a constant α > 1 such that d
1
α (m,n) is sub-additive and∑

j
d(0,2j+1)
φp(2j) <∞.

Then,

lim
N→∞

1
φ(N)

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e and sup
N≥1

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣ ∈ Lp(µ).

As a consequence of this result we have the following corollary.

Corollary 6.1.2 Let p≥ 1 be a constant and let {Xk,k ≥ 1} ⊂ Lp(X,A,µ) be a sequence
of random variables. Suppose that

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ d(m,n) for any m,n ∈N with m< n,

where d(0,2x)≤ Cd(0,x) for some C > 0. If d(m,n) is sub-additive, then for τ > p+ 1

lim
N→∞

1
(d(0,N) logτ (N))1/p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

If there exists a constant α > 1 such that d
1
α (m,n) is sub-additive, then for τ > 1

lim
N→∞

1
(d(0,N) logτ (N))1/p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

The following corollary gives an example of function φ such that the series
∑
k≥1

Xk
φ(k)

converges.

Corollary 6.1.3 Let p≥ 1 be a constant and let {Xk,k ≥ 1} ⊂ Lp(X,A,µ) be a sequence
of random variables. Suppose that

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ (n−m)β for any m,n ∈N with m< n.
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If β = 1 and τ > p+ 1, then

∑
k≥1

Xk

(k logτ (k))1/p exists µ− a.e.

If 1< β < p and τ > p, then

∑
k≥1

Xk

(kβ logτ (k))1/p exists µ− a.e.

6.2 Applications

In this section, we will show how our theorem extends the results of Gál-Koksma
[58] and Weber [100, 101]. Let {Xk,k ≥ 1} be a sequence of random variables with
probability space (X,A,µ) and let Ψ : R+ → R

+ be a non-decreasing function such
that Ψ (2x) ≤ CΨ (x) for some C > 0. Assume that there exists a constant η ≥ 0 such
that Ψ (x)

x1+η is non-decreasing. In particular, there exists a constant λ ≥ 1 such that
Ψ

1
λ (x) +Ψ

1
λ (y) ≤ Ψ

1
λ (x+ y) for all x,y ∈ R

+. Assume that the condition (6.1) holds
with :

d(m,n) = Ψ

 n∑
k=m+1

ak

 ,
where (ak) is a sequence of positive reals.

Several theorems of Gál-Koksma and Weber can be seen as particular cases of our
theorem.

Let A(n) =
∑n
k=1ak and let χ(n) be a non-decreasing function. Assume that one of

the two following assertions is satisfied :

1. λ= 1 and
∑
j

jp

χ(A(2j)) <∞,

2. λ > 1 and
∑
j

1
χ(A(2j)) <∞.

Then

lim
N→∞

1

(Ψ (A(N))χ(A(N)))
1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

In particular, if λ= 1 and
∑
j

jp

log(A(2j)) <∞,

lim
N→∞

1(
Ψ (A(N)) logp+1+ε(A(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ−a.e. (Theorem 8.4.1 [101] with η = 0).
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86 CHAPITRE 6. Loi forte des grands nombres par rapport à φ

If λ > 1 and
∑
j

1
log(A(2j)) <∞,

lim
N→∞

1(
Ψ (A(N)) log1+ε(A(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ−a.e. (Theorem 8.4.1 [101] with η > 0).

Weber’s technique consists in applying a majorizing measure theorem of Talagrand
to obtain uniform bounds for sums of random variables satisfying increment conditions
of the type considered in Gál-Koksma Theorems.

Case ak = 1. This case covers two theorems of [58]. Indeed, when ak = 1, we have
A(n)=n. Then it is clear that if λ= 1,

lim
N→∞

1(
Ψ (N) logp+1+ε(N)

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e. (Theorem 3 [58]).

If λ > 1,

lim
N→∞

1(
Ψ (N) log1+ε(N)

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e. (Theorem 5 [58]).

Case ak = 1
k . This case allows us to establish a result which we could also obtain by

applying Theorem 8.4.1 in [101]. In this case we have A(n)∼ log(n). Consider now the
following configurations :

1. λ= 1 and
∑
j
jp

χ(j) <∞,

2. λ > 1 and
∑
j

1
χ(j) <∞.

If one of the previous properties is satisfied, then

lim
N→∞

1

(Ψ (log(N))χ(log(N)))
1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

In particular, if λ= 1 and χ(n) = n1+p logβ(n) (β > 1), then

lim
N→∞

1(
Ψ (log(N)) log1+p(N) logβ(log(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

If λ > 1 and χ(n) = n logβ(n) (β > 1), then

lim
N→∞

1(
Ψ (log(N)) log(N) logβ(log(N))

) 1
p

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.
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6.3 Proofs

Let us recall a result due to Móricz concerning the moment inequalities. A direct
consequence of Theorems 1 and 3 in [87] is the following lemma.

Lemma 6.3.1 (Móricz’s lemma). Let (Xn)n≥1 be a sequence of random variables on a
probability space (X,A,P). Assume that there exist λ ≥ 1 and a non-negative function
g : N×N 7−→R

+, such that for any m,n ∈N with m< n

1. E(|
∑n
k=m+1Xk|p)≤ Cgλ(m,n),

2. g(m,j) + g(j,n)≤ g(m,n) for all j ∈ ~m,n�.

Then, if λ > 1

E

 nsup
j=m+1

∣∣∣∣∣∣
j∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p≤ C(λ)gλ(m,n) for any m,n ∈Nwith m< n,

where C(λ) is a constant only depending on λ.
If λ= 1,

E

 nsup
j=m+1

∣∣∣∣∣∣
j∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
p≤ C logp (2(n−m))g(m,n) for any m,n ∈Nwith m< n,

where C is an absolute constant.

Proof of Theorem 6.1.1. The main idea is to prove that

lim
j→∞

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e. (6.2)

and that

lim
j→∞

2j+1
sup

N=2j+1

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N) −
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e.. (6.3)

Proving Equations (6.2) and (6.3) is sufficient since for any j ∈N, we have∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N) −
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣
≤ 2j+1

sup
N=2j+1

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N) −
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣ . (6.4)
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To deal with (6.2) we write

E

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣
p

≤ d(0,2j)
φp(2j) .

It follows from the assumptions of the theorem that
∑
j
d(0,2j+1)
φp(2j) <∞, Thus, according

to Beppo Levi Theorem,

lim
j→∞

1
φ(2j)

2j∑
k=1

Xj = 0 µ− a.e.

Now, we have to prove (6.3). Let Yk = 1
φ(k−1)

∑k−1
i=1 Xi− 1

φ(k)
∑k
i=1Xi, then we get

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Yk

∣∣∣∣∣∣
p

= E

∣∣∣∣∑m
k=1Xk

φ(m) −
∑n
k=1Xk

φ(n)

∣∣∣∣p

≤ 2p−1
(( 1

φ(m) −
1

φ(n)

)p
E

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣
p

+
E

∣∣∑n
k=m+1Xk

∣∣p
φp(n)

)

≤ 2p−1
(( 1

φ(m) −
1

φ(n)

)p
d(0,n) + d(m,n)

φp(m)

)
. (6.5)

Case where d(m,n) is sub-additive. Since φ(n) is nondecreasing, d(0,n) is nondecreasing
and since d(m,n) is sub-additive, then the function

g(m,n) :=
( 1
φ(m) −

1
φ(n)

)p
d(0,n) + d(m,n)

φp(n)

is also sub-additive. By applying the Móricz’s lemma (λ= 1), we have

E sup
m<N≤n

∣∣∣∣∣
∑m
k=1Xk

φ(m) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣
p

≤ 2p−1 logp(2(n−m))
(( 1

φ(m) −
1

φ(n)

)p
d(0,n) + d(m,n)

φp(m)

)
.

Moreover,

E sup
2j<N≤2j+1

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣
p

≤ 22p logp(2)j
pd(0,2j+1)
φp(2j)
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Since
∑
j
jpd(0,2j+1)
φp(2j) <∞, it follows from Beppo Levi theorem that

lim
j→∞

sup
2j<N≤2j+1

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e.

This proves (6.3).
Now, we prove the strong maximal inequality. To do it, we use (6.4), and we take the
supremum over j. This gives

sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣ 1
φ(N)

N∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 2p−1 sup
j≥1

2j+1
sup

N=2j+1

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xk

φ(N) −
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣
p

+2p−1 sup
j≥1

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j)

∣∣∣∣∣
p

.

Integrating over µ, we get∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣ 1
φ(N)

N∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

p,µ

≤ 23p−1 logp(2)
∑
j≥1

jpd(0,2j+1)
φp(2j) + 2p−1∑

j≥1

d(0,2j+1)
φp(2j) .

The last term is finite by assumption.
Case where there exists a constant α > 1 such that d

1
α (m,n) is sub-additive. According

to (6.5)

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Yk

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 2p−1
(( 1

φ(m) −
1

φ(n)

) p
α

d
1
α (0,n) + d

1
α (m,n)
φ
p
α (m)

)α
.

Let λp,α :=
{

1, p≤ α
p
α , p≥ α

.

It is clear that the functions
(

1
φ(m) −

1
φ(n)

)λp,α
d

1
α (0,n) and d

1
α (m,n)
φ
p
α (m)

are sub-additive.
Thus, the function

g(m,n) :=
( 1
φ(m) −

1
φ(n)

)λp,α
d

1
α (0,n) + d

1
α (m,n)
φ
p
α (m)

is also sub-additive. Applying the Móricz’s lemma (λ= α), we have

E sup
m<N≤n

∣∣∣∣∣
∑m
k=1Xk

φ(m) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣
p

≤ 2p−1
(( 1

φ(m) −
1

φ(n)

)λp,α
d

1
α (0,n) + d

1
α (m,n)
φ
p
α (m)

)α
.
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Moreover,

E sup
2j<N≤2j+1

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣
p

≤ 2p+α−2
(( 1

φ(2j) −
1

φ(2j+1)

)αλp,α
d(0,2j+1) + d(0,2j+1)

φp(2j)

)

≤ 2p+α−1d(0,2j+1)
φp(2j) .

Since
∑
j
d(0,2j+1)
φp(2j) <∞, according to Beppo Levi theorem, this gives

lim
j→∞

sup
2j<N≤2j+1

∣∣∣∣∣
∑2j
k=1Xk

φ(2j) −
∑N
k=1Xk

φ(N)

∣∣∣∣∣= 0 µ− a.e.

This proves (6.3).
Now, we prove the strong maximal inequality. According to (6.4), taking the supremum
over j and integrating over µ, we get∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ sup
N≥1

∣∣∣∣∣∣ 1
φ(N)

N∑
k=1

Xk

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p

p,µ

≤ 22p+α−1∑
j≥1

d(0,2j+1)
φp(2j) + 2p−1∑

j≥1

d(0,2j+1)
φp(2j) .

The last term is finite by assumption. �

Proof of Corollary 6.1.2. It is a direct consequence of Theorem 6.1.1 with
φ(x) = (d(0,x) logτ (x))1/p. �

Proof of Corollary 6.1.3. Using the Abel’s summation formula, we have

N∑
k=1

Xk

(kβ logτ (k))1/p =

N−1∑
k=1

(
1

(kβ logτ (k))1/p −
1

((k+ 1)β logτ (k+ 1))1/p

)
k∑
j=1

Xj

+ 1
(Nβ logτ (N))1/p

N∑
k=1

Xk. (6.6)

If β > 1, then there exists α > 1 such that the function (m− n)β/α is sub-additive.
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Moreover, the series ∑
j≥1

2jβ

2jβ logτ (2j)
,

is finite if and only if τ > 1. Applying Theorem 6.1.1 with d(m,n) = (m− n)β and
φ(n) = nβ logτ (n), we have

lim
N→∞

1
(Nβ logτ (N))1/p

N∑
k=1

Xk = 0.

This implies that the last term of the right-hand side of (6.6) converges to 0 µ-a.e.
Moreover, ∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

(
1

(kβ logτ (k))1/p −
1

((k+ 1)β logτ (k+ 1))1/p

)∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p,µ

≤ C
N−1∑
k=1

1
kβ/p+1 logτ/p(k)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

Xj

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
p,µ

≤ C
N−1∑
k=1

kβ/p

kβ/p+1 logτ/p(k)

By assumption we have τ > p. Thus the last term is finite as desired. This concludes
the proof for β > 1. The case β = 1 can be proved by following the same steps that we
implemented and by using Theorem 6.1.1 with d(m,n) = (n−m) and φ(n) = (n logτ (n))1/p.
�

6.4 Examples
Sequences of quasi-stationary random variables.

Let f : N→ R
+ be a non-negative function. Let {Xk,k ∈N} be a real or complex-

valued sequence. We say that {Xk,k ∈N} is f−quasi-stationary if for any k ∈N

E(Xk) = 0, E(X2
k)<∞ and E(XmXm+k)≤ f(k). (6.7)

Theorem 6.4.1 Let {Xk,k ∈N} be a f−quasi-stationary sequence and let φ be a non-
decreasing function. Suppose that

∑
j≥1

j22j+1∑2j+1
k=1 f(k)

φ2(2j) <∞.
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Then

lim
N→∞

1
φ(N)

N∑
k=1

Xk = 0 µ− a.e.

This type of quantities has been considered by several authors, see for example [86, 96].

Proof. By (6.7) it follows easily that for any m< n

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Xk

∣∣∣∣∣∣
2

≤ C
n∑

k=m+1
f(k)(n−m− k)≤ Cn

n∑
k=m+1

f(k).

Theorem 6.4.1 is a direct consequence of Theorem 6.1.1 with d(m,n) = n
∑n
k=m+1 f(k).

�

Firmely contraction

Let (X,A,µ) be a probability space. A lot of works has been done to investigate
ergodic averages of the form

1
Nβ

N∑
k=1

Tuk(f), (6.8)

for some 0 < β < 1 (rate of convergence), where (uk) is a sequence of integers, T is a
contraction on L2(µ) or transformation derived from the dynamical system (X,A,µ,T )
and f ∈ L2(µ). The goal of this section is to give an example of contraction T from which
and under certain conditions we will have the µ−almost everywhere convergence of (6.8).

A firmely contraction T is a contraction of the form T = I+T0
2 , where T0 is a contraction

on L2(µ) and I is the identity contraction on L2(µ) i.e. I(f) = f , for all f ∈ L2(µ). Let
(Xk) be a sequence of independent Bernoulli random variables on some probability space
(Ω,B,P) such that P(Xj = 1) = P(Xj = 0) = 1

2 . We can write T as follows :

T = I +T0
2 = ETX1

0 and Tuk = ET
X1+···+Xuk
0 . (6.9)

Theorem 6.4.2 Let (uk) be a sequence of integers and φ be a nondecreasing function. Let
T be a contraction defined as in (6.9). Suppose that

∫
(− 1

2 ,
1
2 )

1
t4(1−β)µT0,f (dt)<∞ where

µT0,f is the spectral measure of T0 in f and that one of the following assertions is satisfied

1. β > 1
2 and

∑
j≥1

2j(2β)

φ2(2j) <∞,

2. β = 1
2 and

∑
j≥1

j22j
φ2(2j) <∞.
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Then

lim
N→∞

1
φ(N)

N∑
k=1

Tuk(f) = 0 µ− a.e.

A coboundary with respect to T0 is a function of the form g−g ◦T0, where g :X →R

is a measurable function.

Theorem 6.4.3 Let (uk) be a sequence of integers and let T be a contraction defined as
in (6.9). If τ > 3

2 , then for any f coboundary with respect to T0,

lim
N→∞

1√
n logτ (n)

N∑
k=1

Tuk(f) = 0 µ− a.e.

Proof of Theorems 6.4.2 and 6.4.3. We give a detailed proof of Theorem 6.4.2 ; however,
a proof of Theorem 6.4.3 can be obtained from this by choosing φ(n) =

√
n logτ (n) and

by using the following property :

f = g− g ◦T0, g ∈ L2(µ) ⇐⇒
∫ 1
|t|2

µT0,f (dt)<∞.

By the spectral lemma, we have∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n∑

m+1
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

=

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n∑

m+1
ET

X1+···+Xuk
0 (f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤
∫
(− 1

2 ,
1
2 )

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣
2

µT0,f (dt).

Since (Xk) is i.i.d, we have∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣≤
n∑

k=m+1

∣∣∣Ee2iπX1t
∣∣∣uk ≤ 1

1−
∣∣
Ee2iπX1t

∣∣ .
We have 1−

∣∣∣Ee2iπX1t
∣∣∣≥ Ct2 for some constant C > 0. Then∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m+1

Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣≤ C 1
t2
.
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It is clear that
∣∣∣∑n

k=m+1Ee
2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣≤ n−m. This gives that

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1
Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣
2β ∣∣∣∣∣∣

n∑
k=m+1

Ee2iπ(X1+···+Xuk )t

∣∣∣∣∣∣
2(1−β)

≤ C 1
t4(1−β) (n−m)2β .

Since
∫
(− 1

2 ,
1
2 )

1
t4(1−β)µT0,f (dt)<∞, we have

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
n∑

m+1
Tuk(f)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
2

2,µ

≤ C(n−m)2β .

According to Theorem 6.1.1, we deduce the proof. �
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De nouveaux théorèmes limites sur les extrêmes et les systèmes dynamiques.
Résumé

Dans cette thèse, nous établissons quelques théorèmes limites en théorie des valeurs extrêmes et
en systèmes dynamiques. La thèse est composée de deux parties. Dans la première partie, nous
nous intéressons au comportement du maximum d’une suite qui ne satisfait pas les hypothèses
classiques de la théorie des valeurs extrêmes. La suite que nous considérons est générée par une
marche aléatoire en milieu aléatoire. Nous établissons un résultat de convergence sur le processus
ponctuel des excédents associé à la suite et calculons l’indice extrémal. Des propriétés de mélange
de la suite sont également discutées.
Dans la deuxième partie, nous étudions la convergence presque sûre de différents types de moyennes
ergodiques avec poids (aléatoires et/ou déterministes), en développant une nouvelle technique
pour donner des vitesses de convergence. Cette technique est basée sur des travaux de Móricz
concernant l’étude de sommes de variables aléatoires. Elle nous permet d’établir des résultats
sur la vitesse de convergence dans la loi forte des grandes nombres. Nous déduisons ensuite des
propriétés de convergence ponctuelle de la transformée de Hilbert unilatérale pondérée.

Mots clés : valeurs extrêmes, théorèmes limites, suites stationnaires, marches aléatoires, processus
ponctuels ; moyennes ergodiques pondérées, contractions de l’espace de hilbert, transformée
de hilbert unilatérale pondérée, convergence presque partout, inégalités de moment.

Abstract
In this PhD thesis, we establish some limit theorems in Extreme Value Theory and on dynamical
systems. This thesis is divided into two parts. The first one deals with extremes of a sequence
which does not satisfy the classical properties appearing in Extreme Value Theory. The sequence
is generated by a random walk in random scenery. We establish a limit theorem on the point
process of exceedances and we make explicit the extremal index. Some mixing properties are also
discussed.
The second part of this thesis deals with almost sure convergence of various ergodic averages with
weights (the weights can be random or deterministic) and is based on new techniques to provide
rates of convergence. Our techniques are based on a work due to Móricz dealing with sums of
random variables. The same technique allows us to establish results on the rates of convergence
for the strong law of large numbers. Then we state several properties for the point convergence of
weighted unilateral Hilbert transform.
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weighted ergodic averages, contractions of hilbert space, one-sided weighted ergodic hilbert
transformation, almost everywhere convergence, moment inequalities.
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