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Résumé

Les analyses de fiabilité sur des problèmes d’ingénierie complexes impliquent souvent
des temps de calcul très élevés et requièrent l’utilisation de méthodes numériques avan-
cées pour l’estimation d’une probabilité de défaillance. Les approches d’apprentissage
actif de processus gaussiens pour la fiabilité sont un moyen de fortement réduire les
temps de calcul en diminuant le nombre d’appels au code de simulation numérique
coûteux tout en conservant une précision d’estimation suffisante de la probabilité de
défaillance. Cette thèse s’est concentrée sur l’amélioration de ces techniques autour de
deux axes : la caractérisation des erreurs d’estimation et leur prise en compte dans l’al-
gorithme d’apprentissage ainsi que le couplage entre apprentissage actif et les approches
de réduction de modèles.

Les approches d’apprentissage actif de processus gaussiens pour la fiabilité consistent
à construire une approximation par processus gaussien de la fonction de performance.
L’approximation est construite en se basant sur une fonction d’apprentissage de ma-
nière à la rendre précise au voisinage de l’état limite de défaillance. L’estimation de
la probabilité de défaillance est alors typiquement obtenue en classant une population
d’échantillons évalués à partir du métamodèle construit. Ainsi, on peut identifier deux
sources d’incertitude influant sur l’estimateur de la probabilité de défaillance, qui sont
respectivement l’approximation par métamodèle et la variabilité de l’échantillonnage.
Dans ces travaux de thèse, nous proposons une méthodologie pour quantifier la sensi-
bilité de l’estimateur de la probabilité de défaillance à ces deux sources d’incertitude.
Cette analyse est ensuite intégrée à l’algorithme d’apprentissage actif afin de focali-
ser l’enrichissement sur la réduction de la source majeure d’incertitude. Elle permet
également de quantifier et contrôler l’erreur globale associée à l’estimation de la pro-
babilité de défaillance et ainsi de définir un critère d’arrêt de l’algorithme. L’approche
est développée aussi bien dans le cas d’un échantillonnage par Monte Carlo que par
échantillonnage préférentiel pour l’estimation de probabilités d’évènements rares. La
méthode a été validée sur différentes applications et a montré un potentiel de réduction
du nombre de points d’apprentissage.

Une autre voie de réduction du coût numérique des analyses de fiabilité étudiée
dans cette thèse concerne les techniques de réduction de modèles qui constituent une
autre approche prometteuse pour diminuer les temps de résolution de certains modèles
numériques. Ainsi, afin de réduire encore davantage le coût numérique des analyses
de fiabilité, nous proposons un couplage entre les approches d’apprentissage actif et la
réduction de modèle de type base réduite. Plus précisément, nous avons mis en place une
méthodologie adaptative permettant de choisir, par le biais d’un critère de couplage, si
une solution réduite peut être utilisée à la place du modèle numérique complexe pour
évaluer la fonction de performance. L’utilisation du couplage sur différentes applications
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(mécaniques et thermiques) montre un fort potentiel de réduction des temps de calcul
tout en assurant des approximations raisonnables des probabilités de défaillance.

Mots clés : modélisation par processus gaussien, classification, apprentissage actif,
probabilité de défaillance, réduction de modèles, base réduite, analyse de fiabilité.
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Abstract

Running a reliability analysis on engineering problems involving complex numerical
models can be computationally very expensive, requiring advanced simulation methods
to reduce the overall numerical cost. Gaussian process based active learning approaches
for reliability analysis are thus a way to strongly decrease the computational time by
reducing the number of calls to the expensive numerical model while maintaining a
sufficiently accurate estimation of the probability of failure. The work of this PhD
thesis is focused on two improvement paths for these methods : the characterization
of the estimation errors and their inclusion in the learning algorithm as well as the
coupling of active learning and model order reduction approaches.

Gaussian process based active learning methods for reliability analysis involve a
learning phase that consists in building a Gaussian process approximation of the per-
formance function. The resulting approximation, obtained using a learning function,
is built such as to be accurate in the vicinity of the limit state of the failure domain.
Then, the failure probability estimation can typically be obtained by a classification of
a sample population evaluated on the final surrogate model. Hence, two sources of un-
certainty that are impacting the failure probability estimator can be identified. These
are respectively related to the metamodel approximation and the sampling variability.
In this PhD thesis project, we propose a methodology to quantify the sensitivity of
the failure probability estimator to these two uncertainty sources. This analysis is then
integrated into an active learning algorithm in order to focus the enrichment on the
reduction of the major source of uncertainty. It also allows to quantify and control the
global error associated to the probability estimation and thus to define a stopping cri-
terion for the algorithm. The approach is developed for both a Monte Carlo sampling
and an Importance Sampling to tackle rare events probability estimation problems.
The method has been validated on several applications and has shown a potential to
reduce the number of learning points.

Another way to reduce the numerical cost of reliability analyses that is studied in
this thesis is related to model order reduction techniques, which are another promi-
sing way to reduce the numerical model resolution time. In order to further reduce the
numerical cost of reliability analyses, we propose a coupling between active learning
approaches and model order reduction, specifically the reduced basis approach. More
precisely, we set an adaptive methodology that allows to choose, on the basis of a cou-
pling criterion, if a reduced solution can be used instead of the whole numerical model
to evaluate the performance function. The use of the coupling on different applications
(mechanical and thermal) shows great potential of computational time reduction while
ensuring reasonable approximations of failure probabilities.

Keywords : Gaussian process modeling, classification, active learning, probability
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of failure, model order reduction, reduced basis, reliability analysis.
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Introduction

Cadre

Ce travail de thèse s’est déroulé entre l’Université Toulouse 3 Paul Sabatier (UT3)
et l’Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales (ONERA) au sein de
l’école doctorale aéronautique et astronautique (EDAA). Le travail de recherche s’est
effectué dans l’unité Modélisation des Systèmes et Microsystèmes Mécaniques (MS2M)
de l’Institut Clément Ader (ICA) et l’unité Méthodes Multidisciplinaires, Concepts
Intégrés (M2CI) du département Traitement de l’Information et Systèmes (DTIS) de
l’ONERA.

Les développements effectués durant la thèse s’inscrivent dans le cadre du projet de
recherche ReBReD porté par Christian Gogu (ICA) et financé par l’Agence Nationale
de la Recherche.

Contexte et formulation du problème

Les problèmes d’ingénierie sont sujets à de nombreuses incertitudes sur la modélisation
(mathématique ou numérique) du problème ou sur les valeurs des paramètres physiques
(incertitudes des propriétés matériaux, variabilités sur les charges appliquées, variabi-
lités géométriques, etc.). Ces incertitudes peuvent alors affecter le comportement ou
les performances du système et mener à une défaillance. Ainsi, les différentes sources
d’incertitude d’un système doivent être identifiées et quantifiées pour assurer la fiabi-
lité de celui-ci. Les incertitudes des paramètres d’entrée sont souvent prises en compte
par des méthodes d’analyses probabilistes, dont l’utilisation a pris son essor en ingé-
nierie mécanique depuis les années 70. Ces approches reposent sur une modélisation
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probabiliste des incertitudes, en représentant les paramètres d’entrée incertains par des
variables aléatoires.

Une fois les incertitudes quantifiées et modélisées, l’analyse de la fiabilité d’une
structure passe par la définition d’un état limite (par exemple un déplacement excessif
ou un dépassement de contrainte) à partir duquel le système est considéré défaillant.
Au cours des dernières décennies, de nombreux développements ont concerné des outils
mathématiques pour la modélisation, l’amélioration du calcul parallèle et les ressources
informatiques disponibles. Ces progrès permettent aujourd’hui de simuler de manière
plus précise le comportement de nombreux phénomènes à l’aide de modèles numériques
dont la complexité va en grandissant. Ces modèles reposent, par exemple, sur la ré-
solution numérique d’équations aux dérivées partielles par les méthodes des éléments
finis ou des volumes finis.

Ainsi, le comportement de nombreux systèmes peut être simulé de façon suffisam-
ment précise de façon à pouvoir étudier numériquement leur fiabilité. Pour cela, les
incertitudes sur les paramètres d’entrée sont propagées à travers le modèle pour pou-
voir analyser l’influence de ces incertitudes sur la variabilité de la sortie et estimer la
probabilité de défaillance de la structure considérée.

Au cours des dernières décennies, différentes méthodes d’analyse de fiabilité ont été
développées pour évaluer les risques liés aux diverses incertitudes sur les paramètres
d’un système dans le cas où l’état limite de défaillance n’est pas connu de façon ex-
plicite, c.-à-d. lorsqu’on ne dispose pas d’une expression analytique de l’état limite.
Ces méthodes peuvent être classées en deux catégories : les approches d’approximation
analytique et les approches statistiques.

Dans le premier cas, il s’agit essentiellement des méthodes FORM (First Order)
et SORM (Second Order Reliability Method) [Lemaire et al., 2009] qui sont basées
sur un développement de Taylor (respectivement à l’ordre 1 et 2) de la fonction de
performance du système autour du point de défaillance le plus probable, obtenu par
une optimisation. La méthode SORM est plus largement applicable que la méthode
FORM, qui repose sur une hypothèse de linéarité de la surface d’état limite, mais né-
cessite le calcul des dérivées premières et secondes de la fonction de performance et est
donc plus coûteuse. Ces méthodes ont néanmoins un coût de calcul relativement rai-
sonnable (souvent de l’ordre de la centaine d’évaluations). Malgré tout, les hypothèses
sur lesquelles reposent l’approximation de l’état limite de défaillance par ces méthodes
sont restrictives et l’erreur commise si ces hypothèses sont fausses n’est ni contrôlable
ni vérifiable.

Dans le second cas, il s’agit essentiellement des méthodes d’échantillonnage. En
général, ces méthodes requièrent un nombre important de simulations (> 103 simula-
tions) dans l’optique d’effectuer une analyse statistique (méthode de Monte-Carlo) et
ainsi évaluer la probabilité de défaillance. Dans ce cadre, la probabilité de défaillance
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obtenue est une estimation statistique qui a donc une variabilité liée aux tirages aléa-
toires que l’on peut caractériser par sa variance ou par son coefficient de variation.
De nombreuses méthodes ayant pour objectif de réduire la variance des estimateurs de
la probabilité de défaillance obtenus par échantillonnage ont ainsi été développées. On
peut notamment citer l’échantillonnage préférentiel [Melchers, 1989] et l’échantillon-
nage directionnel [Ditlevsen et al., 1988] parmi les précurseurs de telles méthodes,
ayant donné lieu à un riche panel de méthodes dérivées. Malgré cela, dû à l’augmen-
tation continuelle de la taille et de la complexité des modèles numériques, les coûts de
calculs n’ont jamais cessé de représenter un obstacle majeur à l’utilisation pratique des
méthodes d’analyse de fiabilité. Ainsi ce problème de coût numérique a également été
abordé sous deux nouveaux angles par la suite, visant à diminuer le plus possible le
temps de calcul lié aux appels des modèles numériquement coûteux : les modèles de
substitution et la réduction de modèle.

Une première approche de réduction de coût consiste à considérer un modèle de
substitution de la sortie du code de calcul. Ce modèle de substitution est construit
à partir d’une base de données et permet de prédire à moindre coût la réponse pour
d’autres paramètres d’entrée indépendamment du modèle physique. Historiquement,
les premières approches pour les analyses de fiabilité se sont appuyées sur l’utilisation
de surfaces de réponse polynomiales. Une des problématiques liées à l’utilisation de
modèles de substitution globaux, tels que les surfaces de réponse polynomiales, est
qu’ils sont construits de manière à être précis sur l’ensemble du domaine de variation
des paramètres. Cela est en revanche inutile en vue de la réalisation d’analyses de fia-
bilité, où la précision n’est requise qu’à proximité de l’état limite de défaillance. Des
nouvelles méthodes ont ainsi été développées. Elles consistent à choisir judicieusement
la base de données de manière à être précis du point de vue de la classification plutôt
que du point de vue de la régression sur l’ensemble du domaine. Ainsi, la probabilité
de défaillance peut être estimée de façon précise en évaluant le modèle de substitution
sur une population générée par une méthode d’échantillonnage. Les méthodes d’ap-
prentissage actif de modèles de processus gaussiens [Echard et al., 2011; Bichon
et al., 2008] pour la fiabilité, développées au cours des dix dernières années, ont pour
objectif de construire la base de données pour obtenir une approximation suffisamment
précise de l’état limite avec un nombre réduit d’évaluations du modèle numérique. Ces
approches sont des méthodes adaptatives qui reposent sur un critère d’enrichissement,
utilisé pour enrichir judicieusement la base de données, et sur deux critères pour l’arrêt
de l’algorithme : d’une part un critère d’arrêt d’apprentissage, qui permet de maîtri-
ser la précision de l’approximation de l’état limite, et d’autre part un critère sur le
coefficient de variation de l’estimation par échantillonnage, qui permet de contrôler
que le nombre d’échantillons est suffisant. Or, la précision locale de l’approximation
de l’état limite de défaillance n’est qu’un des facteurs affectant la variance globale de
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l’estimation de la probabilité de défaillance. Ainsi, la stratégie qui consiste à imposer
un critère très précis sur l’approximation de l’état limite de défaillance n’est pas for-
cément la mieux adaptée pour contrôler la variabilité de l’estimation de la probabilité
de défaillance et peut mener à un apprentissage trop conservatif. Dans ce manuscrit,
nous nous intéressons à la caractérisation des erreurs d’estimation induites à la fois par
l’approximation par processus gaussiens et par l’échantillonnage. On note également,
que l’évaluation de chaque point d’apprentissage nécessite de résoudre le modèle nu-
mérique. Il peut être intéressant de considérer des modèles de fidélité moins élevée avec
des coûts de calcul plus faibles pour évaluer certains points d’apprentissage, ce qui est
l’objet de notre second axe de travail.

Un second type d’approche visant à réduire les coûts associés aux modèles nu-
mériques considère la réduction de systèmes d’équations obtenus par la méthode des
éléments finis. Cela consiste donc à chercher une solution dans un sous-espace engen-
dré par les modes dominants du problème, obtenus grâce à des solutions connues du
modèle numérique. C’est le principe des méthodes de réduction de modèles appelées
en base réduite [Kerschen et al., 2005], qui ont pour objectif de réduire le coût de
résolution du problème en le projetant sur un sous-espace de dimension notablement
réduite par rapport à l’espace initial. Cet espace réduit est généralement construit afin
de minimiser sur l’ensemble du domaine l’erreur d’approximation sur la solution, ou
encore plus précisément l’erreur sur une quantité d’intérêt qui dépend de la solution à
l’aide de méthodes dites goal-oriented. Néanmoins, ces méthodes ont pour objectif de
minimiser l’erreur sur l’ensemble du domaine et peuvent donc potentiellement mener
à évaluer des solutions dans des régions où la défaillance est très improbable. Afin de
prendre en compte la distribution des entrées dans le processus de construction de la
base réduite, l’article [Gogu et al., 2016] a proposé une approche de construction à la
volée de la base réduite sur les points d’une population échantillonnée par Monte-Carlo
ou par échantillonnage préférentiel en contrôlant l’erreur sur la solution réduite. Cette
méthode permet de réduire les points d’apprentissage de la base réduite aux points
localisés dans le domaine dans lequel la réponse peut préférentiellement prendre ses
valeurs. Or en fiabilité, il est uniquement nécessaire d’être précis du point de vue de la
classification. Pour cela, il suffit de connaître précisément l’état limite et non pas les
valeurs exactes de la réponse sur l’ensemble des points échantillonnés. Ainsi, il serait
judicieux de choisir les candidats pour l’enrichissement de la base réduite parmi des
points améliorant la connaissance de l’état limite. Il serait donc intéressant d’utiliser
les points déterminés par le critère d’enrichissement d’une méthode d’apprentissage
actif pour les analyses de fiabilité comme candidat pour la construction de l’espace
réduit. On disposerait alors de solutions de fidélités différentes (évaluées par le modèle
éléments finis ou le modèle réduit) pour les points d’enrichissement d’un processus
gaussien, ce qui permettrait de réduire davantage le coût d’apprentissage de celui-ci.
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Objectifs et plan de la thèse

D’une part le nombre de points d’apprentissage ajoutés au cours de la phase d’ap-
prentissage du processus gaussiens peut potentiellement être réduit en se basant sur
l’erreur introduite par l’incertitude du métamodèle sur l’estimation de la probabilité
de défaillance. D’autre part, une réduction significative des temps de calcul liés à l’éva-
luation des points d’apprentissage peut être rendue possible via une synergie entre
les approches d’analyse de fiabilité par apprentissage actif et la modélisation en base
réduite.

Ce travail de thèse se place dans le cadre de l’estimation de défaillances faibles en
considérant un seul scénario de défaillance avec un nombre modéré de variables et son
objet est alors de :

1. proposer des estimateurs des contributions de l’approximation par processus gaus-
sien et de l’intégration numérique des méthodes d’échantillonnage (Monte Carlo
et échantillonnage préférentiel) à la variabilité de l’estimateur de la probabilité
de défaillance. Pour cela l’analyse de l’influence des deux sources d’incertitude
peut être étudiée comme un problème d’analyse de sensibilité basé sur la décom-
position de la variance. Une stratégie d’enrichissement basée sur la quantification
de la variabilité de l’estimateur liée aux incertitudes pourra ainsi être construite
à partir de ces estimateurs.

2. développer le couplage entre les approches d’apprentissage actif et de réduction de
modèles afin de rendre possible une synergie permettant de réduire les temps de
calcul. Le développement de cette nouvelle méthode permettra ainsi des analyses
de fiabilité à fidélité adaptative, ajustant la fidélité du modèle aux besoins de
l’analyse de fiabilité.

Ce manuscrit de thèse se décompose en trois chapitres. Le premier chapitre corres-
pond un l’état de l’art de ces problématiques et les deux chapitres suivants décrivent
les contributions de la thèse :

Le chapitre 1 a pour objectif de dresser un état de l’art des différents métamodèles et
des différents outils et méthodes numériques utilisés dans cette thèse. Dans un premier
temps, la modélisation par processus gaussiens pour prédire la réponse d’un simulateur
ainsi que les méthodes de réduction d’ordre de modèles sont introduites. Dans un second
temps, ce chapitre présente un ensemble de méthodes d’estimation de probabilités,
classiques et dédiées à l’estimation de probabilités d’évènements rares.

Dans le chapitre 2, nous nous intéresserons à l’analyse de la contribution des in-
certitudes liées à l’approximation par processus gaussien et à l’échantillonnage à la
variabilité de l’estimateur de la probabilité de défaillance en montrant que cette pro-
blématique s’écrit comme un problème d’analyse de sensibilité. En se basant sur cette
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analyse, nous proposerons un apprentissage ciblant la source majeure d’incertitude et
s’arrêtant à l’aide du coefficient de variation total de l’estimation. Les performances de
cette stratégie seront étudiées sur différents exemples.

Dans le chapitre 3, des stratégies basées sur l’utilisation de solutions réduites pour
l’amélioration de l’efficacité numérique des approches d’apprentissage actif pour cer-
tains problèmes d’analyse de fiabilité seront présentées. L’hybridation entre les deux
approches est rendue possible grâce à une stratégie de construction adaptative des bases
réduites basée sur un critère de couplage. Deux critères seront proposés et leurs perfor-
mances seront étudiés sur des cas d’applications thermique et mécanique. Finalement
un exemple combinant les deux contributions est développé dans ce chapitre.

Une conclusion et des perspectives viendront dans ce document.
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CHAPITRE 1

État de l’art

• Introduire les différents modèles et outils pour la réduction du coût nu-
mérique utilisés dans la thèse.

• Présenter un panel des différentes méthodes numériques d’estimation de
probabilité d’évènements rares ou non.

Objectifs du chapitre
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CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

1.1 Modèles pour la réduction du coût numérique

1.1.1 Introduction

Dans le cadre de la quantification d’incertitudes ou de l’optimisation d’un système, les
études nécessitent d’effectuer un nombre important de simulations correspondant aux
variations des paramètres de ce système. Pour un jeu de nu paramètres x ∈ X ⊆ Rnu ,
la réponse d’une structure à une sollicitation est obtenue grâce à un code numérique
Mu(·) calculant (par exemple par éléments finis) le champ de réponse u :

Mu : X ⊆ Rnu −→ V ⊆ Rnddl

x 7−→ u =Mu(x)
(1.1)

Au cours d’une étude paramétrique on ne s’intéresse généralement pas à la réponse
u elle-même mais plutôt à une variable d’intérêt y qui permet de caractériser les perfor-
mances du système et qui dépend de u. Finalement, on considère le calcul paramétrique
défini par le code de calcul M(x) = M(u(x),x) et un jeu de paramètres d’entrée x
dont la sortie est la variable scalaire y :

M : X −→ R

x 7−→ y =M(x)
=M(u(x),x)

(1.2)

Différentes études sont effectuées dans le cadre du calcul paramétrique, par exemple
l’analyse de la sensibilité aux paramètres x, la détection ou la prévision de défaillances
de systèmes, l’optimisation des paramètres de conception d’une structure ou la caracté-
risation de la sortie y du modèle. Ces analyses requièrent souvent un nombre important,
plusieurs milliers, d’appels au code numérique et leur coût peut devenir rédhibitoire
pour des modèlesM(·) avec des temps de calcul élevés. Il est alors nécessaire de rem-
placer les modèles précis et coûteux par des modèles donnant une approximation de
leur(s) réponse(s) avec un coût d’exécution fortement réduit.

On a alors deux approches pour construire un modèle approchant la sortie du code
de calcul :

• Une première approche consiste à construire un modèle mathématique M̂(x)
de la réponse y = M(x) du code de calcul, appelé méta-modèle ou modèle de
substitution. Ces modèles permettent de prédire la réponse en se basant sur les
simulations pour d’autres paramètres d’entrée du code de calcul et ce à moindre
coût.

• Une autre approche consiste à construire un modèle réduit du modèle numérique,
qui tient compte de la physique du problème par des méthodes de réduction de
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modèles, pour obtenir une approximation ur(x) du champ de réponse u(x). Ainsi,
une estimation ŷ =M(ur(x),x) de la quantité y peut être obtenue en utilisant
l’approximation de u(x). En effet, le coût numérique est généralement lié au
calcul du champ u(x) à partir duquel la quantité y est obtenue pour un coût qui
est en comparaison négligeable.

Dans un premier temps, cette section introduit la notion de méta-modélisation
et présente plus précisément la modélisation par processus gaussien. Dans un second
temps, le principe de la réduction de modèles est présenté, ainsi que quelques unes des
méthodes les plus utilisées.

1.1.2 Régression par processus gaussiens

1.1.2.1 Introduction

La méta-modélisation consiste à construire une approximation par un modèle mathé-
matique M̂(x), appelé méta-modèle ou modèle de substitution, de la sortie scalaire
y ∈ R d’un simulateur numérique M(x) en fonction de ses entrées x ∈ X ⊆ Rnu , à
partir d’une base de données composée de n jeux d’entrées xdoe = (x1, . . . ,xn), appelés
Plan d’expériences, ou Design of Experiments (DoE), et des sorties correspondantes du
simulateur ydoe =M(xdoe). Il s’agit alors d’estimer les paramètres θ ∈ Rnu du méta-
modèle M̂(x) = M̂(x,θ) par apprentissage statistique [Vapnik, 1998; Hastie et al.,
2009] à partir des observations du DoE afin d’obtenir une précision optimale (dans un
sens à définir) de l’approximation de la sortie du simulateur sur l’espace des entrées X .

Dans la littérature, les méthodes consistant à apprendre une fonction de prédiction
à partir d’observations sont plus généralement connues sous le nom d’apprentissage
supervisé. Parmi les méta-modèles classiques utilisés pour les codes de calcul, on trouve
les méta-modèles polynômiaux [Myers et al., 2012], les modèles de fonctions à base
radiale (RBF) [Buhmann, 2000], le chaos polynomial [Ghanem et Spanos, 1991],
les réseaux de neurones [Hopfield, 1982; Haykin, 1994; Schmidhuber, 2015], les
Machines à vecteurs de support ou, Support Vector Machine (SVM) [Vapnik, 1998;
Bourinet et al., 2011; Smola et Schölkopf, 2004; Hurtado Jorge E. et Alvarez
Diego A., 2003] et les modèles de régression par processus gaussien [Rasmussen et
Williams, 2006; Jones et al., 1998]. L’ensemble de ces métamodèles ne sera pas décrit
dans ce manuscrit par souci de concision mais pour plus de détails, on pourra se référer
à [Hastie et al., 2009; Murphy, 2012].

La nature probabiliste des processus gaussiens étant particulièrement intéressante
pour nos travaux, nous nous sommes concentrés sur cette approche dans le manus-
crit. En effet, ils présentent l’avantage par rapport aux autres méta-modèles de fournir
intrinséquement une estimation de l’incertitude a priori de la prédiction puisque la
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variance du processus gaussien conditionné peut servir d’indicateur d’erreur. Cet in-
dicateur trouve son intérêt notamment dans le cadre de l’enrichissement adaptatif des
données d’apprentissage.

1.1.2.2 Généralités sur la modélisation par processus gaussiens

La Régression par processus gaussiens, ou Gaussian process Regression (GPR) [Ras-
mussen et Williams, 2006; Forrester et al., 2008], aussi dénommée Krigeage,
d’abord introduite par Daniel Krige [Krige, 1951] en géostatique et formalisée plus
tard par Georges Matheron [Matheron, 1963], est une méthode de prédiction bayé-
sienne. Cette méthode consiste à prédire la réponse d’une fonction par une GPR et
son utilisation pour la prédiction des résultats de codes de calcul a été introduite dans
[Sacks et al., 1989].

1.1.2.3 Formulation

Un processus gaussien, ou Gaussian process (GP) G(x), x ∈ X , est une collection
infinie de variables aléatoires définies sur le même espace de probabilité (ΩP ,A,P),
c.-à-d. un processus stochastique, dont chaque sous-ensemble fini suit une loi normale
multi-variée.

La distribution d’un GP G est entièrement caractérisée par sa moyenne µ(x) et un
noyau (ou fonction de covariance) k(·, ·) :

µ(x) = E [G(x)] , x ∈ X (1.3)

k(x,x′) = CoV ar (G(x),G(x′)) , (x,x′) ∈ X 2 (1.4)

où CoV ar(·, ·) désigne la covariance entre deux variables aléatoires.
Par la suite, cette distribution est notée :

G ∼ GP (µ(·), k(·, ·)) (1.5)

La distribution a priori du GP G peut être définie comme suit :

G(x) = µ(x) + Z(x) (1.6)

où

• µ(x) = f(x)Tβ avec f(x) le vecteur des fonctions d’une base à définir et β le
vecteur contenant les coefficients de régression associés.

• Z(x) un GP stationnaire centré et de variance σ2
Z , vérifiant que le noyau du GP
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s’écrit :
k(x,x′) = CoV ar(G(x),G(x′)) = σ2

Zrθ(x,x′)

où rθ(x,x′) est une fonction de corrélation définie par un ensemble d’hyperpara-
mètres θ.

La distribution a posteriori Gn du GP sur le domaine X correspond à la distri-
bution a priori du GP G conditionné aux n observations {xdoe = (x1, ...,xn),ydoe =
M(xdoe)} ∈ X n × Rn, c.-à-d. aux réponses du modèle M(x) évalué aux points d’un
DoE xdoe.

La distribution a priori du GP non conditionné G est supposée gaussienne, la dis-
tribution a posteriori est donc gaussienne. On a alors :

Gn = G|xdoe, y ∼ GP (µn(·), kn(·, ·)) (1.7)

où la moyenne µn(x), la variance σ2
n(x) et la covariance kn(x,x′) de la prédiction

de la réponse G(x) par le GP conditionné Gn sont données par les expressions :

µn(x) = f(x)Tβ + k(x)TC−1(ydoe − Fβ) (1.8)

σ2
n(x) = k(x,x)−

(
k(x)T f(x)T

)C F T

F 0

−1k(x)
f(x)

 (1.9)

kn(x,x′) = k(x,x′)−
(
k(x)T f(x)T

)C F T

F 0

−1k(x′)
f(x′)

 (1.10)

où k(x) = (k(x,x1), . . . , k(x,xn))T , F est une matrice dont les lignes i valent f(xi)T ,
C := (k(xi,xj))i,j est la matrice de covariance entre les observations.

La Figure 1.1 représente une fonction G(x) et son interpolation par un GP, construit
à partir d’un DoE de 5 points, dont on a représenté la moyenne µn(x) et l’Intervalle
de confiance (IC) à 99% (en prenant µn(x)± 3σn(x)) sur le domaine X = [0, 1].

1.1.2.4 Estimation des hyperparamètres

À noyau fixé k(·, ·), les hyperparamètres θ, σZ et β doivent être estimés pour appro-
cher la réponse en tout point du domaine. Il existe de nombreuses techniques permet-
tant d’obtenir les valeurs des hyperparamètres, par exemple ils peuvent être obtenus
par maximum de vraisemblance [Jones, 2001], par maximum a posteriori [Fuglstad
et al., 2019] ou par validation-croisée [Rasmussen et Williams, 2006].

Lorsque les hyperparamètres sont remplacés par les estimateurs obtenus par maxi-
mum de vraisemblance, les estimateurs de σZ et β ont des expressions analytiques
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Figure 1.1 – Illustration d’un modèle de GP pour un DoE initial de 5 points

alors que celui de θ nécessite de résoudre numériquement un problème d’optimisation
non linéaire. Les estimateurs de σZ et β sont donnés respectivement par les équations
(1.11) et (1.12) :

β̂ = (F TC−1F )−1F TC−1ydoe (1.11)

σ̂2
Z = 1

n
(ydoe − β̂F )TC−1(ydoe − β̂F ) (1.12)

1.1.2.5 Noyaux de covariance

Les noyaux de covariance permettent de modéliser la corrélation entre les valeurs du
GP en deux points x et x′. Un noyau de covariance k(x,x′) sur l’ensemble X est un
noyau défini positif, c.-à-d. une fonction satisfaisant :

• ∀(x,x′) ∈ X 2, k(x,x′) = k(x′,x) (fonction symétrique)

• ∀N ∈ N, (x1, . . . ,xN) ∈ XN , (a1, . . . , aN) ∈ RN ,

N∑
i=1

N∑
j=1

aiajk(xi,xj) ≥ 0

De nombreux modèles de noyaux existent pour définir une fonction de corrélation.
Dans le cadre de la modélisation par GP, les noyaux les plus couramment utilisés

sont les noyaux gaussiens, de Matérn et exponentiel. Ces noyaux ont la particularité
d’être des noyaux stationnaires, c’est-à-dire qu’ils ne dépendent que de la distance entre
deux points d = |x− x′|.
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Le noyau le plus utilisé est certainement le noyau gaussien, dont la fonction de
corrélation est donnée par :

rSE(d) = exp
[
−d

2

θ2

]
(1.13)

Cette fonction de corrélation est indéfiniment dérivable, ce qui implique que les GPs
construits à partir de ce noyau sont très lisses.

Pour de nombreuses applications numériques, il a été montré que l’utilisation du
noyau gaussien abouti à des matrices de covariance mal conditionnées [Zimmermann,
2015]. En effet, le conditionnement dépend du nombre de points et de la distance
maximale entre ces points. Ainsi, les matrices de covariance construites en se basant
sur ce noyau sont particulièrement mal conditionnées quand les points d’apprentissage
sont fortement corrélés [Kostinski et Koivunen, 2000].

Parmi la classe Matérn, ce sont les noyaux Matérn 3/2 et Matérn 5/2 qui sont fré-
quemment considérés. Leurs fonctions de corrélation sont données par :

rMat3/2(d) =
(

1 +
√

3d
θ

)
exp

[
−
√

3d
θ

]
(1.14)

rMat5/2(d) =
(

1 +
√

5d
θ

+ 5d2

3θ2

)
exp

[
−
√

5d
θ

]
(1.15)

L’expression de la fonction de corrélation du noyau exponentiel est la suivante :

rexp(d) = exp
[
−d
θ

]
(1.16)

Il s’agit du noyau le moins régulier comparé à ceux précédemment définis.

La Figure 1.2 représente l’évolution sur l’ensemble du domaine [0, 1] de la cova-
riance kn(·, x∗) du GP conditionné de l’exemple précédent, construit avec un noyau de
covariance gaussien, pour x∗ = 0.5 et x∗ = 0.7.

Sur la figure, on peut observer que la covariance est plus forte au voisinage du
point x∗. On peut également voir que la covariance est nulle aux points du DoE de
construction, qui correspondent aux 5 points du DoE de la Figure 1.1, car il s’agit
de points sans bruit (déterministes). On a donc aux points pour lesquels la distance
d = |x− x∗| est faible et qui sont éloignés des points du DoE la corrélation la plus
importante.

Dans la section suivante, nous allons présenter les techniques de génération de tra-
jectoires de GP. Ces techniques nous seront utiles pour caractériser certaines quantités
d’intérêt dépendantes d’un GP à partir des réalisations (ou trajectoires) de celui-ci.
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Figure 1.2 – Covariance entre l’ensemble des points du domaine et les points x∗ = 0.5 et
x∗ = 0.7

1.1.2.6 Génération de trajectoires de processus gaussiens

Une trajectoire d’un GP Gn ∼ GP (µn(·), kn(·, ·)) simulée sur un ensemble de ndata
points x̃ = (xi)i=J1,ndataK ∈ X ndata correspond à une réalisation de Gn(x̃) ∼ GP (µn(x̃),Cn(x̃)),
avec Cn(x̃) := (kn(xi,xj))i,j la matrice de covariance de taille ndata × ndata condition-
née par (xdoe,M(xdoe)) calculée aux points x̃. Elle est obtenue suivant l’expression
suivante :

Gn(x̃) = µn(x̃) +Ln(x̃)ξ (1.17)

avec ξ ∼ N (0ndata , Indata,ndata) et Ln(x̃) ∈ Rndata×ndata obtenue par décomposition de
Cholesky de Cn(x̃) tel que :

Cn(x̃) = Ln(x̃)Ln(x̃)T (1.18)

La procédure de génération des trajectoires d’un GP conditionné Gn est donnée par
l’Algorithme 1.

Algorithm 1 Procédure d’évaluation de nt trajectoires d’un GP
Require: x̃,Gn(x), nt
1: Construction de Cn(x̃) := (kn(xi,xj))i,j
2: Décomposition de Cholesky de Cn(x̃) = Ln(x̃)Ln(x̃)T
3: Génération d’une matrice ξnt de taille ndata×nt dont les colonnes sont échantillon-

nées selon la distribution N (0ndata , Indata,ndata)
4: Évaluation des nt trajectoires : gn(x̃) = µn(x̃) +Ln(x̃)ξnt

La Figure 1.3 représente 3 trajectoires simulées à partir du GP de la Figure 1.1 à
ndata = 100 points du domaine [0, 1].
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Figure 1.3 – Exemple de trajectoires générées à partir d’un GP

Cependant pour des jeux de données de taille ndata importante et une dimension nu
importante, le calcul de réalisations de Gn(x) représente un coût numérique très élevé
et peut être sujet à des problèmes numériques tels que des matrices de covariance mal
conditionnées.

De plus, la variance de la prédiction du GP Gn est proche de zéro aux points voisins
des points du DoE ce qui mène quasi systématiquement à des matrices de covariance
conditionnées Cn(x̃) singulières, rendant ainsi impossible le calcul de la décomposition
de Cholesky et donc le calcul des réalisations du GP par cette méthode. Ce problème nu-
mérique peut être évité en simulant un GP non conditionné [Rasmussen et Williams,
2006; Villemonteix et al., 2009; Le Gratiet et al., 2014], puis en conditionnant les
réalisations comme suit :

Soit G̃(x) un GP centré ayant la même fonction de covariance k(x,x′) = σ2
Zr(x,x′)

que G(x) :
G̃(x) ∼ GP

(
0, σ2

Zr (x,x′)
)

(1.19)

où les θ et σZ sont les hyperparamètres estimés par maximum de vraisemblance pour
Gn à partir des observations (xdoe,M(xdoe)).

On note µ̃(x) sa moyenne prédite en conditionnant l’hyperparamètre β aux va-
riables aléatoires G̃(xdoe) :

µ̃(x) = f(x)T β̃ + k(x)TC−1
(
G̃(xdoe)− F β̃

)
(1.20)

avec β̃ = (F TC−1F )−1F TC−1G̃(xdoe) l’estimateur par maximum de vraisemblance
des hyperparamètres β conditionnés aux points

(
xdoe, G̃(xdoe)

)
.
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Définissons ensuite G̃n(x) :

G̃n(x) = µn(x)− µ̃(x) + G̃(x) (1.21)

avec µn(x) la moyenne prédite par Gn(x) aux points x.
On note que G̃n(x) suit la même loi de probabilité que Gn(x), c.-à-d. G̃n(x) est

un GP de même moyenne et de même variance que Gn(x), conditionnellement aux
observations (xdoe,ydoe). On a en d’autres mots :

G̃n(x) L= Gn(x) (1.22)

En résumé, les différentes étapes de la méthode présentée ci-dessus pour obtenir une
réalisation g(x) du GP Gn(x) sont les suivantes :

1. Construction du GP Gn(x) conditionné aux observations (xdoe,M(xdoe)), c.-à-d.
estimation des hyperparamètres θ, σz et β par maximum de vraisemblance.

2. Construction du GP G̃(x) ∼ GP (0, σ2
Zr (x,x′)) en utilisant les estimations ob-

tenues pour θ et σz dans l’étape 1.

3. Calcul de la moyenne µn(x) de la prédiction par Gn(x).

4. Simulation d’une réalisation g̃ de G̃ aux points (x,xdoe)

5. Calcul de µ̃(x) pour la réalisation g̃(xdoe) à partir de l’Eq. (1.20).

6. Calcul de g(x) = µn(x)− µ̃(x) + g̃(x).

Ainsi, la simulation d’une trajectoire de Gn(x) peut être obtenue en ajoutant l’er-
reur de prédiction G̃(x) − µ̃(x) de G̃(x) à sa moyenne µn(x). Cette méthode permet
de simuler le GP non conditionné G̃(x) à la place de Gn(x). Contrairement au GP
conditionné, les valeurs de la variance du GP non conditionné aux points proches du
DoE ne sont pas proches de zéro. Cela permet d’avoir un meilleur conditionnement de
la matrice de covariance et d’éviter ainsi les problèmes numériques qui en résultent.

La Figure 1.4 illustre l’obtention d’une réalisation g(x) du GP Gn(x) en utilisant
cette procédure sur l’exemple utilisé précédemment dans cette section. Sur la Figure
du haut, on a représenté la fonction interpolée ainsi que la moyenne µn(x) du GP Gn
conditionné aux points du DoE, dont on souhaite simuler des trajectoires. Sur la Figure
centrale, on a tracé une réalisation g̃(x) du GP G̃(x) et une réalisation de la moyenne
µ̃(x) calculée à partir de la réalisation aux points du DoE g̃(xdoe). Finalement, sur la
dernière Figure (figure du bas), la réalisation g(x) du GP Gn obtenue à partir de la
réalisation g̃(x) du GP G̃(x) et de la formule Eq. (1.21) est représentée.
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Figure 1.4 – Exemple de génération d’une trajectoire de Gn(x) à partir de l’Eq. (1.21)

De plus, l’utilisation de cette méthode permet d’utiliser des représentations de
champs aléatoires comme l’expansion de représentation de Karhunen-Loève pour géné-
rer des trajectoires du GP non conditionné G̃(x). Cette technique est très intéressante
car elle permet de résoudre les problèmes numériques liées à la simulation de trajec-
toires sur des grands ensembles de données (mauvais conditionnement des matrices de
covariance et coûts de calcul très importants). La représentation de représentation de
Karhunen-Loève de GPs est présentée dans la section suivante.

1.1.2.7 Représentation de Karhunen-Loève d’un processus gaussien

L’expansion de KL d’un GP G(x) est basée sur une décomposition spectrale de sa
fonction d’autocovariance ou noyau. L’expansion de KL d’un GP G ∼ GP (µ(·), k (·, ·))
s’écrit [Karhunen, 1947; Loeve, 1948] :

G(x, ω) = µ(x) +
∞∑
i=1

√
λiφi(x)ξi(ω) (1.23)

où les ξi(ω) : ΩP → R sont des variables aléatoires normales centrées réduites in-
dépendantes et λi ≥ 0, φi : X → R les valeurs et fonctions propres normalisées du
noyau.

En effet d’après le théorème de Mercer, les λi sont positives et le noyau k admet la
représentation :

k(x,x′) =
∞∑
i=1

λiφi(x)φi(x′) (1.24)

Les fonctions propres et les valeurs propres associées sont obtenues en résolvant
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l’équation intégrale suivante :

λiφi(x) =
∫
X
k(x,x′)φi(x′)dx′ (1.25)

En pratique, il existe un nombre infini de fonctions φi(x).

L’expansion de KL peut être approchée en tronquant l’expansion au M ième terme
après avoir classé les valeurs propres λi et les fonctions propres φi(x) associées par
ordre décroissant des λi :

Ĝ(x, ω) = µ(x) +
M∑
i=1

√
λiφi(x)ξi(ω) (1.26)

Pour M > 0 fixé, l’approximation Ĝ(x, ω) est optimal par rapport à l’erreur qua-
dratique moyenne globale eG :

eG =
∫
X
E

[(
G(x, ω)− Ĝ(x, ω)

)2
]
dx (1.27)

Et la variance de Ĝ(x, ω) est donnée par :

V ar
[
Ĝ(x, ω)

]
=

M∑
i=1

λiφ
2
i (x) (1.28)

Les fonctions et valeurs propres peuvent alors être estimées numériquement par la
procédure de Nyström ou par des méthodes de Galerkin comme présenté dans [Betz
et al., 2014]. Dans cette thèse, la méthode de Nyström a été utilisée et est détaillée
ci-dessous.

Dans la méthode de Nyström, l’intégrale de l’Eq. (1.25) est estimée par intégration
numérique. On a ainsi :

λ̂iφ̂i(x) =
nq∑
j=1

wjk(x,xj)φ̂i(xj) (1.29)

avec (xj)j=J1,nqK ∈ X nq un ensemble de nq points d’intégration et wj les poids d’in-
tégration associés à chaque xj. Ainsi dans la méthode de Nyström, l’équation (1.29)
est résolue aux points d’intégration, ce qui équivaut à résoudre le système matriciel
suivant :

CWyi = λ̂iyi (1.30)

avecC la matrice (symétrique définie positive) de covariance nq×nq calculée aux points
d’intégration,W = Diag(w1, ..., wnq) et yi un vecteur de taille nq tel que yi,j = φ̂i(xj).
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Le problème de l’Eq. (1.30) peut se réécrire sous la forme :

By∗i = λ̂iy
∗
i (1.31)

avec :
B = W

1
2CW

1
2 (1.32)

B est une matrice symétrique définie positive, ses valeurs propres λ̂i sont donc positives
et ses vecteurs propres y∗i sont orthogonaux. On peut en déduire les vecteurs propres
yi = W

−1
2 y∗i . L’approximation suivante des fonctions propres φi(x) est ainsi donnée

par :

φ̂i(x) = 1
λ̂i

nq∑
j=1

√
wjy

∗
i,jk(x,xj) (1.33)

Finalement, on peut approcher le GP G par :

Ĝ(x, ω) ≈ µ(x) +
M∑
i=1

1√
λ̂i

nq∑
j=1

k(x,xj)
√
wjy

∗
i,jξi(ω) (1.34)

Un cas particulier de la méthode de Nyström consiste à utiliser une distribution
uniforme des points d’intégration (xj)j=J1,nqK sur le domaine X . Cette procédure est
dérivée de la méthode Expansion optimal linear estimation (EOLE) développée dans
[Li et Der Kiureghian, 1993], qui est une méthode de développement en série de
champs aléatoires.

Dans le cadre de cette méthode, les nq points d’intégration (xj)j=J1,nqK sont soit des
échantillons générés aléatoirement selon la distribution uniforme sur X , soit des noeuds
équidistants d’une grille structurée. Dans ces deux cas, les poids d’intégrations wj sont
tous égaux wj = w, ∀j ∈ {1, . . . , nq} et valent w = |X |

nq
où |X | =

∫
X dx.

Notons que dans le cas d’une grille structurée, la méthode utilisée est en fait une
intégration par la formule des rectangles. D’autres formules de quadrature d’ordre
supérieur peuvent également être utilisées pour cette intégration en adaptant alors les
valeurs prises par les poids d’intégration.

Remarque

• Dans le cadre de la Section 1.1.2.6, une représentation de KL du GP non condi-
tionné G̃(x) peut être utilisée pour simuler ses trajectoires. Dans ce cas on a la
représentation tronquée de KL suivante du GP G̃(x) :

G̃(x) ≈
nq∑
i=1

1√
λ̂i

nq∑
j=1

k(x,xj)
√
wjy

∗
i,jξi (1.35)
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et l’approximation de µ̃(x) définie par l’Eq. (1.20) pour une trajectoire ξ de G̃(x)
est calculée pour :

G̃(xdoe) =
nq∑
i=1

1√
λ̂i

nq∑
j=1

k(xdoe,xj)
√
wjy

∗
i,jξi (1.36)

La Figure 1.5 représente le noyau de covariance k(x, x′) = σ2
Zr(x, x′) conditionné

par (xdoe,ydoe) sur l’exemple précédent de la fonction G(x) et les valeurs de sa repré-
sentation de KL, estimée grâce à la méthode de Nyström sur 13 points d’intégration,
sur le domaine X 2. On observe sur cette Figure que l’expansion de KL du GP calculée
pour 13 points d’intégration donne une approximation correcte du noyau de covariance.

(a) Noyau de covariance k(x, x′) sur X 2

(b) Approximation du noyau de covariance par une représentation de KL sur X 2

Figure 1.5 – Exemple de représentation de KL du noyau de covariance d’un GP
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Pour résumer, dans cette section et les sections précédentes, nous avons présenté
la GPR et les différents outils numériques permettant de construire un modèle de GP
puis d’en obtenir des réalisations.

Dans la section suivante, une extension des modèles de GP, le modèle de co-
Krigeage, est présentée. Ce dernier utilise des GPs pour modéliser une quantité pour
laquelle on dispose des données de fidélités différentes.

1.1.2.8 Modèle pour la multi-fidélité : co-krigeage

Un code de calcul peut être exécuté avec différents niveaux de complexité ou diffé-
rents niveaux de précision d’un modèle. Le co-krigeage permet de combiner une grande
quantité de données basse fidélité d’un modèle avec peu de données haute fidélité pour
améliorer la précision du métamodèle du modèle haute fidélité, qui correspond géné-
ralement au modèle le plus coûteux à simuler. Un premier modèle de co-krigeage a
été proposé par [Kennedy et O’Hagan, 2000] pour des analyses à plusieurs niveaux
de fidélité distincts. La présentation du co-krigeage dans [Forrester et al., 2008]
donne davantage de détails sur l’estimation des paramètres du modèle. Des approches
bayésiennes pour l’estimation des hyperparamètres θ de ce modèle ont également été
proposées [Le Gratiet, 2013; Qian et Wu, 2008] car elles permettent une meilleure
estimation de la variance de la prédiction.

Dans cette section, nous présenterons uniquement les formules pour la prédiction
par co-Krigeage d’un problème pour lequel on dispose de deux modèles à deux niveaux
de fidélité distincts : Gb(x) et Gh(x).

Le co-krigeage est une forme GPR qui permet de corréler plusieurs ensembles de
données xdoe = (xb,xh), qui sont des données basse fidélité {xb, yb = Gb(xb)} et haute
fidélité {xh, yh = Gh(xh)}. Ce modèle est basé sur des GPs Gh et Gb approchant
respectivement les réponses yh et yb.

Le modèle auto-régressif de [Kennedy et O’Hagan, 2000] impose que :

CoV ar(Gh(x′),Gb(x)|Gb(x′)) = 0, ∀x 6= x′ (1.37)

Ce qui implique que lorsque la réponse haute fidélité est connue en un point, la réponse
basse fidélité n’apporte aucune information supplémentaire.

La réponse haute-fidélité peut s’écrire :

Gh(x) = ρ Gb(x) + δ(x) (1.38)

avec ρ un facteur d’échelle constant et δ(x) la différence entre Gh et ρ Gb.
La prédiction de la sortie du modèle haute fidélité peut alors être obtenue en condi-

tionnant le GP à l’ensemble des observations {xdoe,ydoe =
(
yb yh

)
}, aux hyperpara-
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mètres β, σZ , θ de chaque GP et à ρ :

Gh,n = Gh|xdoe, y, (βh,βb, ρ), (σ2
Z,h, σ

2
Z,b), (θh,θb) (1.39)

La moyenne µh,n(x) et la variance σ2
h,n(x) de la prédiction de la réponse par le GP

conditionné Gh,n sont données par les expressions :

µh,n(x) = f(x)Tβ + k(x)TV −1(y −Hβ) (1.40)

σ2
h,n(x) = ρ2σ2

Z,b + σ2
Z,h − k(x)TV −1k(x) (1.41)

où β =
(
βb βh

)
, f(x)T =

(
ρ fb(x)T fh(x)T

)
, k(x)T = CoV ar(Gn,h(x),y), H est

une matrice définie comme suit :

H =
 Fb(xb) 0
ρ Fb(xh) Fh(xh)

 (1.42)

et V est la matrice de covariance aux points du DoE (haute et basse fidélités) :

V =
 σ2

Z,brb(xb) ρσ2
Z,brb(xb,xh)

ρσ2
Z,brb(xb,xh) ρσ2

Z,brb(xh) + σ2
Z,hrh(xh)

 (1.43)

1.1.2.9 Bilan

Dans cette section, nous avons présenté des métamodèles basés sur les GPs. Dans un
premier temps, la GPR a été introduite ainsi que différents outils numériques pour la
génération de réalisations d’un GP. Dans un second temps, une extension des modèles
basés sur les GPs pour la multi-fidélité, le co-Krigeage, a été présenté.

Ces métamodèles permettent de prédire la sortie du code de calcul avec un coût
de calcul moindre car les modèles construits par apprentissage statistique donnent une
approximation à partir d’expressions analytiques.

Dans la suite, une approche différente de modélisation consistant à construire un
modèle réduit du modèle numérique initial, gardant ainsi des informations sur la phy-
sique du problème, est présentée.

1.1.3 Méthodes de réduction de modèles

1.1.3.1 Introduction

Nous nous intéressons maintenant aux méthodes de réduction du modèle numérique,
qui ont l’avantage par rapport aux métamodèles de tenir compte de la physique du
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problème considéré et aussi d’approcher un champ de solutions d’un modèle et pas
seulement un scalaire.

Les approches de réduction de modèles reposent sur l’idée qu’un phénomène phy-
sique, même complexe, peut être décrit par ses modes dominants et que la solution
d’un problème modélisant le comportement d’un système peut donc être obtenue dans
le sous-espace engendré par ces modes. Ces approches sont notamment utilisées dans
le cadre de la réduction de systèmes d’équations obtenus par la méthode des éléments
finis, dont la résolution peut atteindre des temps de calcul très élevés pour des systèmes
complexes.

Dans cette section, la modélisation d’un problème de mécanique par la méthode
des éléments finis et le principe de la réduction de ces modèles sont introduits. Un tour
d’horizon, non exhaustif, des différentes approches de réduction de modèles est ensuite
effectué puis une description plus précise des méthodes pour la réduction de modèles
linéaires paramétriques est proposée.

1.1.3.2 Formulation du problème

La méthode des EF permet de décrire numériquement le comportement physique d’un
système régi par une équation d’équilibre et défini par un ensemble de paramètres géo-
métriques et physiques. Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, elle permet
de calculer numériquement la déformation des solides et l’écoulement des fluides. Ici
on s’intéresse uniquement à la déformation des solides.

On considère le domaine d’étude Ω ⊂ Rd, d = 1, 2 ou 3, de frontière Γ = ∂Ω. L’état
de la structure étudiée est défini par les champs de déplacements, de déformations et
de contraintes, définis sur Ω et sur le domaine de temps [0, T ].

La formulation la plus générale permettant de décrire le comportement physique
d’une structure, qui correspond au cas de la dynamique avec amortissement, est donnée
par le système suivant :

divσ + fv = ρü+ µu̇ sur Ω équation d’équilibre local
σ = Dε sur Ω loi de comportement
ε = 1

2

(
grad(u) + gradT (u)

)
= Lu sur Ω relation cinématique

(1.44)
auquel s’ajoute les conditions aux limites suivantes :

u = uD sur ΓD condition limite (Dirichlet)
σ · n = σN sur ΓN condition limite (Neumann)

u̇(t = 0) = u̇0 sur Ω condition initiale
u(t = 0) = u0 sur Ω condition initiale

(1.45)
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avec ρ la masse volumique, µ le facteur d’amortissement visqueux, fv la force volumique,
ε le tenseur des déformations, σ le tenseur des contraintes, D la loi de comportement
(relation de Hooke), ΓD ⊂ Γ et ΓN ⊂ Γ.

Notons que cette formulation correspond au cas le plus général. Ainsi, si une struc-
ture est sans amortissement alors µ = 0 ou si le problème est statique, c.-à-d. qu’il ne
dépend pas du temps, ü = u̇ = 0.

Ce problème mis sous forme faible (formulation en déplacements) est alors donné
par :
∫

Ω
ρvü+

∫
Ω
µvu̇+

∫
Ω
Lv : DLu−

∫
Ω
fvv−

∫
ΓN
σNv = 0, ∀v tel que v = uD sur ΓD

(1.46)
La méthode des EF se propose de discrétiser le problème Eq. (1.46) afin d’obtenir

un système matriciel à résoudre.
Ainsi, après discrétisation par la méthode des EF des équations d’équilibre et l’ap-

plication des conditions aux limites, le système matriciel suivant est obtenu :

Mü(t) +C(x)u̇(t) +Ku(t) = F (t) (1.47)

avec M la matrice de masse, C la matrice d’amortissement, K la matrice de rigidité,
u(t) le vecteur des déplacements, F le vecteur des efforts extérieurs.

Dans le cadre de cette thèse, on s’intéresse plus précisément à des problèmes sta-
tiques linéaires, c.-à-d. indépendants du temps. La modélisation EF correspondante est
donnée par le système linéaire suivant :

Ku = F (1.48)

Ce système est en fait paramétré par l’ensemble des paramètres physiques et géo-
métriques x ∈ X du modèle étudié. Finalement, le système matriciel étudié est le
suivant :

K(x)u(x) = F (x) (1.49)

La méthode des EF revient à étudier le comportement d’une structure dans un
espace V de dimension nddl, le nombre de Degrés de liberté (ddl) de la discrétisation
du problème. A l’heure actuelle les modèles EF donnent les résultats les plus précis
pour l’étude du comportement des systèmes physiques notamment en comparaison aux
méthodes analytiques utilisées avant l’avènement des EF. Cependant, la résolution de
systèmes tel que le système (1.47) pour un grand nombre de ddl nécessite des temps
de calcul importants.

Les méthodes de réduction de modèles consistent à construire une base optimale en
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un sens à définir Ψ ∈ Rnddl×nr afin de se ramener dans un sous-espace Vr de dimension
nr plus faible que la dimension de l’espace de départ V . Une telle base est constituée
de nr vecteurs Ψi de dimension nddl, la dimension d’une solution du problème EF, et
est généralement choisie orthonormée. Ces méthodes permettent alors d’obtenir une
approximation ur du vecteur de déplacements u en l’exprimant dans la base Ψ :

ur(x) =
nr∑
i=1

αi(x)Ψi

= Ψα(x)
(1.50)

Les coefficients α(x) du vecteur déplacement u(x) dans la base Ψ sont obtenus en
résolvant le problème de l’équation (1.47) projeté dans cette base :

Kr(x)α(x) = ΨTF (x) (1.51)

avec Kr(x) = ΨTK(x)Ψ la matrice de rigidité réduite.
L’obtention d’une solution par le modèle réduit passe alors par la résolution du

système matriciel (1.51) de taille nr � nddl et est donc numériquement moins coûteuse
que le calcul de la solution EF.

Notons que la décomposition (1.50) n’est pas unique vis à vis du choix de Ψ. Les
sections suivantes décrivent différentes approches de construction de la base Ψ.

1.1.3.3 Tour d’horizon des méthodes de réduction majeures

De nombreuses méthodes de réduction de modèles existent dans la littérature que l’ont
peut classer en différentes catégories : optimalité de l’ordre de réduction, capacité à
traiter des problèmes non-linéaires, capacité à conserver des paramètres de conception
dans le modèle réduit.

Parmi les méthodes existantes, on peut citer les méthodes de sous-structuration
telles que la méthode de Guyan [Guyan, 1965], la méthode de Craig-Bampton [Craig
et Bampton, 1968; Friswell et al., 1995; Rixen, 2004] ou la méthode des modes de
composants [Roches et al., 2010], qui s’appuient sur une condensation des ddl pour
réduire la taille du modèle.

D’autres approches existent permettant de construire de manière optimale par rap-
port à un critère d’erreur la base réduite, dont la Décomposition Orthogonale aux
valeurs Propres, ou Proper Orthogonal Decomposition (POD), les approches de type
algorithme glouton, les approches goal-oriented ou des méthodes de constructions adap-
tatives, qui seront décrites en détail dans la section suivante. Les méthodes citées
précédemment sont des méthodes a posteriori, se basant sur des observations du pro-
blème étudié. Il existe également des méthodes de réduction a priori, qui ne nécessitent
aucune information sur la solution pour construire la base réduite. C’est le cas de la
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Décomposition Propre Généralisée, ou Proper Generalized Decomposition (PGD) [Chi-
nesta et al., 2011; Ladeveze, 2012] introduite par [Ladevèze, 1985], qui consiste à
construire itérativement la base réduite en partant directement des équations d’équi-
libre. Néanmoins, les méthodes de construction a priori sont bien plus intrusives que
les approches a posteriori. Des travaux récents [Zou et al., 2018; Leon et al., 2019]
ont ainsi proposé des méthodes de PGD non intrusives afin de faciliter leur utilisation
pour des codes de calcul industriels.

Pour notre étude, le caractère non intrusif des méthodes a posteriori nous a poussés
à nous intéresser uniquement à ces dernières.

1.1.3.4 Méthodes optimales pour la réduction de modèles linéaires para-
métriques

Dans les paragraphes suivants, les méthodes optimales de type a posteriori de construc-
tion de la base réduite Ψ pour des systèmes linéaires paramétrés du type (1.49) sont
présentées.

1.1.3.4.1 Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres
La Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres, ou Proper Orthogonal Decompo-

sition (POD) est une technique pour extraire une base de modes propres orthogonaux
dominants, permettant d’accéder à un modèle réduit représentatif du comportement
d’un système. Elle a d’abord été introduite en mécanique des fluides et adaptée pour
la turbulence par [Lumley, 1967]. Cette méthode est aujourd’hui présente dans divers
domaines d’applications sous le nom de Décomposition de représentation de Karhunen-
Loève (KL) ou Analyse en Composantes Principales (Principal Component Analysis).
En effet, elle a d’abord été développée pour caractériser à moindre coût le comporte-
ment de systèmes complexes mais elle est aussi utilisée dans les domaines des statis-
tiques, du traitement du signal, de la compression de données ou encore en contrôle
optimal.

La méthode POD repose sur la représentation de la forme (1.50) de la solution
u(x) d’un modèle EF. Pour construire l’approximation de u, on dispose d’un ensemble
de solutions U = (u(x1), . . . ,u(xnv)) d’un modèle EF à nddl ddl pour nv jeux de
paramètres x1, . . . ,xnv , où (xi)i∈J1,nvK ∈ Rnu . Cependant la décomposition (1.50) n’est
pas unique et est dépendante de la forme des fonctions de base. Dans le cadre de la
POD, ces fonctions de base sont appelées modes POD et sont construites de manière
à minimiser l’erreur de reconstruction au sens des moindres carrés :

Ψ = arg min
nv∑
i=1

∥∥∥∥∥u(xi)−
nr∑
k=1

< u(xi),Ψk > Ψk

∥∥∥∥∥
2

2
(1.52)
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où < ·, · > désigne le produit scalaire entre deux fonctions et nr ≤ nv la taille retenue
pour la base Ψ.

L’ensemble des observations de u aux points x1, . . . ,xnv est rangé dans la matrice

A = [u(x1), . . . ,u(xnv)] (1.53)

de Rnddl×nv , appelée matrice des snapshots.
Dans la littérature, on trouve plusieurs méthodes pour calculer ces modes mais la

méthode la plus utilisée est certainement la Décomposition en Valeurs Singulières, ou
Singular Value Decomposition (SVD), dont le principe est expliquée dans le paragraphe
suivant.

La Décomposition en Valeurs Singulières, ou Singular Value Decomposition (SVD)
de la matrice des Snapshots A correspond à sa factorisation sous la forme :

A = UΣV T (1.54)

où U ∈ Rnddl×nddl et V ∈ Rnv×nv sont des matrices orthogonales, appelées vecteurs
singuliers gauches et droits respectivement, et Σ ∈ Rnddl×nv est une matrice diagonale
contenant r = min(nddl, nv) éléments diagonaux (σi)i=1,..,r, appelés valeurs singulières
de A, tels que σ1 ≥ . . . ≥ σr ≥ 0. Dans le cadre de notre étude, on se trouve générale-
ment dans le cas où nv � nddl, donc r = nv.

En pratique, l’obtention des valeurs singulières et des vecteurs singuliers associés
par un calcul direct est fastidieuse. Ils sont donc calculés en résolvant le problème aux
valeurs propres équivalent associé à la matrice carrée :

ATA = V ΛV T , où Λ = ΣTΣ (1.55)

Ainsi les valeurs propres λi de ce problème sont telles que σi =
√
λi et les vecteurs

propres correspondent aux vecteurs singuliers droits V . On peut ainsi retrouver les
vecteurs singuliers gauches à l’aide de la relation U = Σ−1AV .

La méthode de calcul des modes POD utilisant la SVD est la méthode des snapshots.
Dans le cadre de cette méthode, les modes POD correspondent aux vecteurs singuliers
gauche. Ainsi l’approximation de u dans le sous-espace de taille nr � nddl est obtenue
en retenant les nr ≤ r premières valeurs singulières non nulles de la matrice Σ et les
fonctions propres associées déterminées en résolvant le problème de l’Eq. (1.55).

1.1.3.4.2 Approche offline/online : algorithme glouton
Une stratégie offline/online peut être adoptée pour exploiter la base réduite. Celle-

ci consiste à construire l’espace réduit au cours d’une phase offline afin de pouvoir
projeter le système sur cet espace réduit et calculer rapidement les solutions réduites
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lors de la phase online.
Une approche naturelle pour construire l’espace réduit lors de la phase offline

consiste à enrichir itérativement la base réduite par des vecteurs afin de minimiser
l’erreur d’approximation sur le domaine X . Dans cette optique, il est possible d’utiliser
une méthode comme l’algorithme glouton. Cette méthode permet de contrôler l’erreur
du modèle réduit tout en assurant un bon compromis entre la précision et la taille du
modèle réduit [Veroy et al., 2003; Zahm et Nouy, 2016].

Ainsi à chaque itération de l’algorithme glouton, on recherche le paramètre x∗ pour
lequel l’estimation de l’erreur ∆(x) est maximale :

x∗ = arg sup
x∈X

∆(x) (1.56)

La mesure utilisée pour estimer l’erreur ∆(x) peut prendre plusieurs formes précisées
ci-après.

La solution EF est alors évaluée pour le jeu de paramètre x∗ et est utilisée pour
enrichir la base réduite Ψ.

L’utilisation de l’erreur e(x) = ‖u(x)− ur(x)‖V pour le problème d’optimisation
donné par l’Eq. (1.56) nécessite de résoudre le problème EF complet à chaque itération
de l’optimisation. Or on cherche à réduire au minimum le nombre de résolutions du
système EF complet.

En pratique, ce sont donc d’autres mesures de l’erreur qui sont utilisées telles qu’une
borne a posteriori de l’erreur ∆r(x) :

‖u(x)− ur(x)‖V ≤ ∆r(x) (1.57)

où ∆r(x) est donnée par exemple par l’expression :

∆r(x) = ‖F (x)−K(x)ur(x)‖V ′
γ(x)1/2

(1.58)

où V ′ est l’espace dual de V et γ(x) > 0 vérifie :

γ(x) ≤ ‖K(x)v‖V ′
‖v‖V ′

, ∀v ∈ V (1.59)

Dans de nombreux cas, on s’intéresse plutôt à une quantité d’intérêt y(x) =M(u(x),x) ∈ Y
dépendante de u(x) et pas à la solution u(x) elle-même. On souhaite alors contrôler
l’erreur commise en approchant y(x) par yr(x) = M(ur(x),x). Les approches goal-
oriented sont des méthodes populaires pour construire la base réduite [Zahm et al.,
2016] dans ce cadre. Celles-ci consistent alors à sélectionner les vecteurs de la base
réduite par un algorithme glouton en contrôlant l’erreur ‖y(x)− yr(x)‖Y . Elles sont
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toutefois limitées àM(·) linéaire.
Ces approches offline/ online sont coûteuses lors de la construction offline afin de

garantir une erreur faible dans tout le domaine. L’étape online est elle au contraire très
rapide car on applique la projection sur la base trouvée durant la phase offline.

1.1.3.4.3 Méthode de construction de base à la volée
Cette méthode a été développée pour l’utilisation de solution en base réduite pour

la construction de surfaces de réponse [Gogu et Passieux, 2013].
Elle consiste à construire adaptativement une base au fil de l’évaluation des points

d’un DoE en utilisant un critère sur un estimateur d’erreur pour choisir si le point
courant du DoE doit être évalué par le modèle numérique pour enrichir ou non la
base réduite. En comparaison aux méthodes offline/online, la base réduite est à la
fois exploitée et enrichie au cours de la phase online. En pratique, les points du DoE
correspondent alors aux points d’un DoE généré pour construire une surface de réponse
ou aux points d’apprentissage sélectionnés par une méthode d’apprentissage actif pour
l’analyse de fiabilité ou pour une optimisation. Notons ainsi qu’en fonction de la position
des points du DoE, la base réduite obtenue peut permettre de calculer des solutions
réduites très précises dans certaines régions du domaine et très mauvaises dans d’autres
régions. Contrairement, aux méthodes offline/online, l’erreur n’est pas contrôlée sur
l’ensemble du domaine mais seulement dans les zones d’intérêt pour l’exploitation des
solutions.

L’estimateur d’erreur proposé dans [Gogu et Passieux, 2013] est basé sur le résidu
de la solution en base réduite, sur lequel on reviendra dans la suite du manuscrit (voir
Section 3.2.3).

La méthodologie débute par la génération d’un DoE sur lequel on veut construire
une surface de réponse. Après une phase d’initialisation, l’évaluation successive des
points du DoE est ensuite effectuée en utilisant la solution en base réduite si l’estimateur
d’erreur basé sur le résidu respecte un certain seuil, sinon la solution du modèle EF
est calculée. Dans ce dernier cas, la solution ui, correspondant à la i-ème solution EF
calculée, est utilisée pour enrichir la base réduite Ψ après avoir été orthonormalisée
par le procédé de Gram-Schmidt en suivant les équations Eq. (1.60) et Eq. (1.61) :

Ψi = ui −
i−1∑
k=1

< ui,Ψk > Ψk (1.60)

Ψi = Ψi

‖Ψi‖2
(1.61)

avec < ·, · > le produit scalaire dans L2.
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1.1.3.5 Bilan

Parmi les différentes techniques de réduction de modèles linéaires vues dans cette sec-
tion, la méthode de construction à la volée d’une base POD se démarque dans le cadre
de ces travaux. En comparaison aux stratégies offline/online qui consistent à construire
une fois pour toute une base réduite précise sur l’ensemble du domaine, cette approche
ne comporte pas de phase offline coûteuse et permet d’enrichir la base réduite tout au
long de l’exploitation des solutions afin d’améliorer les approximations dans les zones
d’intérêt lorsque cela est nécessaire. Ainsi, le caractère adaptatif de la construction de
la base est particulièrement adéquate pour les travaux effectués dans la thèse car dans
le chapitre 3 on s’intéressera notamment à l’utilisation de solutions réduites dans un
algorithme d’apprentissage actif pour l’étude de la fiabilité. De plus, elle a l’avantage
d’être simple à mettre en oeuvre et d’offrir des estimateurs d’erreur relativement peu
coûteux à évaluer.

1.1.4 Conclusion

Dans cette section, plusieurs modèles pour la réduction du coût numérique ont été
introduits.

D’une part la modélisation par GP a été présentée, qui permet de construire une
fonction approchant les sorties scalaires d’un simulateur complexe afin d’en obtenir une
prédiction à moindre coût. De plus, la structure de ces modèles leur donne l’avantage de
fournir une prédiction probabiliste et donc l’incertitude sur l’approximation effectuée.

D’autre part, différentes méthodes de réduction pour les modèles linéaires para-
métriques ont été présentées. Parmi ces méthodes, la méthode de construction à la
volée d’une base POD se démarque dans le cadre de ces travaux de thèse. En effet,
la méthode itérative de construction de la base réduite est particulièrement adaptée à
l’évaluation successive d’une base d’apprentissage d’un métamodèle.

Ces deux approches peuvent être utilisées pour remplacer des codes numériques
complexes précis et coûteux par des modèles donnant une approximation de leur(s)
réponse(s) avec un coût numérique fortement réduit. Elles sont donc particulièrement
utiles pour effectuer des analyses nécessitant de nombreux appels au modèle numérique.

Dans la suite, on s’intéresse à l’analyse de fiabilité. Dans un premier temps, les
différentes méthodes numériques classiques d’analyses de fiabilité seront présentées puis
les analyses de fiabilité basées sur l’approximation par un métamodèle de la fonction
de performance relative au critère de défaillance seront introduites.
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1.2 Analyse de fiabilité

1.2.1 Introduction

1.2.1.1 Prise en compte des incertitudes

Les problèmes d’ingénierie sont sujets à de nombreuses incertitudes, qui peuvent être
classées selon leur origine :

• incertitudes sur la modélisation (mathématiques ou numérique) du système ou
des paramètres ;

• incertitudes sur les valeurs des paramètres physiques (incertitudes des propriétés
matériaux, variabilités sur les charges appliquées, variabilités géométriques).

Dans le cadre de cette thèse, on considère que la modélisation par EF des systèmes
étudiés est suffisamment précise pour que l’incertitude associée puisse être négligée. En
revanche on considère le système est affectée par des incertitudes sur les paramètres
physiques.

Les approches probabilistes sont un moyen de prendre en compte les incertitudes
affectant les paramètres physiques x d’une structure modélisée numériquement par un
modèle déterministeM(x) (cf Eq. (1.2)) dans le cadre d’une étude paramétrique.

La Figure 1.6 décrit le fonctionnement général d’une étude liée à la quantification
des incertitudes en mécanique [Sudret, 2007].

• Étape 1 : La première étape consiste à construire un modèle numérique M(·)
permettant de simuler le comportement du système que l’on souhaite étudier et
les sorties du modèle que l’on souhaite obtenir.

• Étape 2 : La deuxième étape consiste à identifier et modéliser les différentes incer-
titudes sur les paramètres d’entrées du modèle. Dans le cadre de la modélisation
probabiliste des incertitudes, les paramètres d’entrée sont des variables aléatoires
X suivant des lois de probabilité (gaussienne, Weibull, uniforme,etc.) qui seront
à définir.

• Étape 3 : La troisième étape consiste à propager les incertitudes portant sur les
paramètres d’entrée X en utilisant le modèle numérique. La sortie y du modèle
est alors également une variable aléatoire Y = M(X), qu’il sera intéressant
de caractériser afin d’effectuer les analyses permettent d’évaluer l’impact des
incertitudes (analyse de fiabilité, analyse de sensibilité, etc.). Celle-ci peut être
caractérisée en simulant le modèle numérique pour des réalisations des paramètres
d’entrée aléatoires X pour obtenir des réalisations de Y .
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• Étape 4 : La quatrième étape consiste à effectuer une analyse de sensibilité afin
d’étudier la contribution des entrées à la variabilité des sorties en utilisant les
résultats de la propagation d’incertitudes effectuée à l’étape 3.

Étape 1 
Définition du problème

Modèle numérique

Étape 2 
Modélisation probabiliste des

incertitudes

Entrées

Paramètres d'entrées aléatoires 

Étape 3
Propagation des incertitudes

Sorties

Caractérisation de la sortie

Analyse de fiabilité

Étape 4
Analyse inverse

Analyse de sensibilité

Figure 1.6 – Schéma des différentes étapes de la méthode de quantification des incertitudes.

1.2.1.2 Formulation du problème de fiabilité

Considérons un problème à nu paramètres incertains (x1, ..., xnu) ∈ X . Ces para-
mètres sont modélisés par un vecteur aléatoire absolument continu X de variables
aléatoires Xk, k = 1, . . . , nu caractérisé par une distribution jointe de densité de pro-
babilité fX : X ⊆ Rnu → R

+.
La défaillance d’une structure est caractérisée à l’aide d’une fonction de performance

G(·), encore appelée fonction de défaillance, qui associe la performance d’un système
à un jeu de paramètres x. En fiabilité, la fonction de performance est généralement
formulée pour vérifier que la valeur de la sortie du modèleM(x) ne dépasse pas le seuil
S ∈ R à partir duquel le système est considéré défaillant :

G : X −→ R

x 7−→ S −M(x)
(1.62)

Par convention, le domaine de défaillance Df correspond à une valeur négative de la
fonction de performance, il est donc donné par :

Df = {x ∈ X , G(x) ≤ 0} (1.63)

Le domaine de sûreté Ds correspond à une valeur strictement positive de la fonction de
performance. La frontière entre ces deux domaines (G(x) = 0) est appelée état limite.

L’objectif d’une analyse de fiabilité est d’estimer la probabilité de défaillance d’un
système en tenant compte des incertitudes sur ses paramètres.
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La probabilité de défaillance Pf est définie par :

Pf = P [G(X) ≤ 0] (1.64)

=
∫
Df
fX(x)dx (1.65)

=
∫
X
1G(x)≤0fX(x)dx (1.66)

= EfX

[
1G(X)≤0

]
(1.67)

En pratique, la probabilité de défaillance est évaluée à l’aide de méthodes numé-
riques. Dans la suite, nous présenterons les méthodes basées sur une approximation de
l’état limite par un hyperplan ou une surface quadratique, puis les méthodes classiques
d’échantillonnage pour l’intégration de l’intégrale donnée par l’Eq. (1.66) et finalement
nous introduirons les méthodes basées sur l’apprentissage de l’état limite par un mé-
tamodèle de GP, qui sont plus générales que les approximations du premier ou second
ordre.

1.2.2 Méthodes FORM/SORM

Les méthodes de fiabilité du premier et du second ordre respectivement FORM, pour
First Order Reliability Method, et SORM, pour Second Order Reliability Method [Le-
maire et al., 2009; Ditlevsen et Madsen, 1996], sont des méthodes d’approximation
de l’état limite. Elles reposent sur l’utilisation d’une approximation linéaire (FORM)
ou quadratique (SORM) de la fonction d’état limite dans l’espace normal standard
U (l’espace normal standard désigne l’espace où toutes les variables aléatoires suivent
des lois normales centrées réduites indépendantes) pour évaluer la probabilité de dé-
faillance. Ces méthodes reposent néanmoins sur certaines hypothèses, qui en limitent
les cas d’application, mais donnent des résultats satisfaisants quand ces hypothèses
sont vérifiées.

Une transformation isoprobabiliste T (·) de Nataf [Nataf, 1962] ou de Rosenblatt
[Rosenblatt, 1952] est effectuée sur les variables d’entrées X pour se ramener à
des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes U . La fonction de
performance dans l’espace normal standard est alors notée H(u) et vérifie :

P [G(X) ≤ 0] = P [H(U) ≤ 0] avec U = T (X) (1.68)

La probabilité de défaillance s’écrit alors :

Pf =
∫
Dfu

φnu(u)du (1.69)
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où φnu(·) est la densité de probabilité jointe de la loi normale centrée réduite de di-
mension nu et Dfu = {u ∈ U , H(u) ≤ 0} est le domaine de défaillance dans l’espace
standard.

Le point de défaillance le plus probable, ou encore appelé point de conception, est
le point appartenant à l’état limite où la densité de probabilité des variables aléatoires
est maximale. Ainsi le point de conception, noté P ∗ de coordonnées u∗, correspond au
point du domaine de défaillance le plus proche de l’origine de l’espace normal standard
et est obtenu en résolvant un problème d’optimisation.

L’indice de fiabilité d’Hasofer Lind [Hasofer, 1974] β correspond à la distance
entre l’origine de l’espace standard et le point P ∗ :

β = ‖u∗‖ avec u∗ = arg min
u∈Dfu

‖u‖ (1.70)

Si la fonction d’état limite est linéaire dans l’espace normal standard, alors on peut
montrer qu’on a :

Pf = Φ(−β) (1.71)

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
La méthode FORM consiste alors à se ramener dans l’espace standard pour pouvoir

approcher la surface d’état limite H(u) = 0 par un hyperplan tangent au point de
conception P ∗ vérifiant :

Ĥ(u) = −αu+ β = 0 (1.72)

où les αi = u∗i
β
, i = 1, . . . , nu sont les cosinus directeurs du vecteur OP ∗ (où O désigne

l’origine de l’espace standard). L’hyperplan est orthogonal au vecteur OP ∗ et l’ap-
proximation de la probabilité de défaillance P̂ u

f obtenue en utilisant l’approximation
par l’hyperplan de l’état limite est donnée par :

P̂ u
f = P

[
Ĥ(U) ≤ 0

]
= P [αU ≤ −β]
= Φ(−β)

(1.73)

La Figure 1.7 illustre la méthode FORM sur un exemple en deux dimensions. L’état
limite et la distribution des entrées X sont représentés dans l’espace physique X sur
la Figure 1.7a. Sur la Figure 1.7b l’état limite dans l’espace normal standard U , son
approximation par un hyperplan et la distribution des variables U sont représentés.

Lorsque la fonction d’état limite n’est pas linéaire, une approximation de second
ordre peut être utilisée. La méthode SORM [Lemaire et al., 2009; Ditlevsen et
Madsen, 1996] est alors utilisée pour approcher l’état limite par une surface qua-
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(a) Etat limite dans l’espace physique.

(b) Approximation linéaire de l’état limite dans l’espace normal standard par la méthode FORM.

Figure 1.7 – Exemple d’application de la méthode FORM.

dratique pour déterminer une approximation de la probabilité de défaillance. Cette
approximation est valable asymptotiquement et vaut :

P̂ u
f = Φ(−β)

nu−1∏
i=1

1√
1 + βκi

(1.74)

où les (κi)i=1,...,nu−1 sont les courbures principales de la surface d’état limite.

Avantages et inconvénients
Ces méthodes sont très populaires pour leur coût de calcul relativement raisonnable

lié à la méthode utilisée pour résoudre l’optimisation de l’Eq. (1.70). Cependant, elles
ont certaines limitations qui ne leur permettent pas de traiter correctement certains
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problèmes de défaillance. En effet, l’approximation de la probabilité de défaillance par
ces méthodes n’est exacte que si l’état limite est linéaire ou quadratique dans l’espace
standard et l’erreur engendrée par une mauvaise approximation de l’état limite n’est
ni connue ni contrôlable. Notons que la méthode SORM est plus largement applicable
que la méthode FORM. Cependant, cette méthode nécessite le calcul des courbures
principales, donc des dérivées premières et secondes de la fonction de performance,
dont le calcul peut être très élevé lorsque la dimension stochastique augmente et que
la fonction de performance est évaluée en utilisant un code de calculs EF de la struc-
ture. De plus, si les hypothèses sur lesquelles reposent l’approximation de l’état limite
de défaillance par ces méthodes sont fausses, l’erreur commise n’est ni contrôlable ni
vérifiable.

De plus ces approches ne sont adaptées que pour un seul mode de défaillance. En
effet, ces méthodes ne permettent de déterminer qu’un unique point de conception et ne
peuvent pas approcher correctement l’état limite lorsqu’il existe plusieurs zones de dé-
faillance. Un exemple d’application de la méthode FORM sur un cas comportant deux
zones de défaillance distinctes et de même importance est illustré sur la Figure 1.8. En
effet, sans connaissance a priori du nombre de zones de défaillance, il s’agit d’un cas où
l’application de la méthode FORM mène à une approximation erronée de l’état limite
et donc de la probabilité de défaillance, d’autant plus que sur cet exemple les zones de
défaillance sont de même importance. Afin de déterminer plusieurs points de concep-
tion, l’algorithme "multi-FORM" a été proposé par [Der Kiureghian et Dakessian,
1998]. La méthode proposée consiste à répéter l’algorithme FORM avec une fonction
de performance modifiée qui permet d’orienter la recherche d’un prochain point de
conception hors de la zone où se trouvent le(s) points(s) de conception trouvé(s).

Figure 1.8 – Approximation linéaire de l’état limite par la méthode FORM dans le cas de
deux modes de défaillance distincts.

Les méthodes par échantillonnage présentées par la suite, ne souffrant pas des
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mêmes limitations, permettent d’aborder les calculs de probabilité de défaillance dans
un cadre plus général.

1.2.3 Méthodes par échantillonnage

Dans cette partie, nous allons introduire différentes techniques d’intégration de l’in-
tégrale donnée par l’Eq. (1.66) basées sur l’échantillonnage d’une population [Morio
et al., 2014]. Tout d’abord, la méthode de MC, adaptée à l’analyse de domaines de dé-
faillance complexes, sera introduite. Le principe de l’échantillonnage préférentiel pour
l’estimation d’évènements rares sera ensuite présenté ainsi que les différentes méthodes
numériques permettant d’utiliser cette technique.

1.2.3.1 Méthode de Monte Carlo

Plusieurs méthodes d’échantillonnage peuvent s’appliquer pour approcher l’intégrale
donnée par l’Eq. (1.66). Une des méthodes les plus simples et la plus générale est la
méthode de Monte-Carlo (MC) puisqu’elle fonctionne en théorie pour tout type de pro-
blème de fiabilité. Les MCS permettent d’estimer la probabilité de défaillance en s’ap-
puyant sur un tirage aléatoire pour intégrer numériquement l’intégrale de l’Eq. (1.66).
En effet, la probabilité de défaillance s’exprime comme une espérance (voir Eq. (1.67)) :

Pf = EfX

[
1G(X)≤0

]
(1.75)

Cette définition de la probabilité de défaillance montre que le problème revient à estimer
une moyenne. L’estimation de la probabilité de défaillance est alors obtenue par la
classification des échantillons du tirage aléatoire basée sur les valeurs prises par la
fonction de performance en ces points.

Étant donnée un tirage indépendant et identiquement distribué (i.i.d) d’échantillons
X1, ...XnMC

de taille nMC de distribution fX , la probabilité de défaillance est alors
estimée par :

P̂MC
f = 1

nMC

nMC∑
i=1
1G(x)≤0(Xi) (1.76)

La loi forte des grands nombres précise que P̂MC
f converge presque sûrement vers

EfX

[
1G(X)≤0

]
= Pf .

La variance de l’estimateur P̂MC
f est donnée par :

V ar
(
P̂MC
f

)
=
V ar

(
1G(X1)≤0(X1)

)
nMC

= Pf (1− Pf )
nMC

(1.77)

En pratique, le Coefficient de variation (COV) est généralement utilisé pour quan-
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tifier l’erreur de cet estimateur. Son estimation est obtenue en utilisant l’estimation
empirique de la variance et est donnée par :

ĈOV P̂MC
f

=

√√√√√(1− P̂MC
f )

nMCP̂MC
f

(1.78)

L’exemple classique du système en séries à 4 branches, qui correspond à un cas
en deux dimensions à zones de défaillances multiples, sera utilisé comme exemple fil
rouge dans la suite de la Section 1.2 pour illustrer les différentes méthodes sur le cas
de défaillances multimodales. Pour cet exemple, on considère deux variables aléatoires
X1 et X2 suivant des lois normales standards et une fonction de performance donnée
par :

y = min
x1, x2



3 + 0.1(x1 + x2)2 − (x1+x2)√
(2)

;

3 + 0.1(x1 + x2)2 + (x1+x2)√
(2)

;

(x1 − x2) + 6√
2 ;

(x2 − x1) + 6√
2


(1.79)

La méthode de MC est illustrée sur cet exemple sur la Figure 1.9.

Figure 1.9 – Classification d’une population de Monte-Carlo.

Avantages et inconvénients La méthode de Monte-Carlo étant la plus générale
possible, elle est adaptée en théorie pour tout type de problème de fiabilité, c.-à-d. pour
des domaines de défaillance très complexes. En pratique, elle a cependant certaines
limitations quand l’évaluation des échantillons représente un coût de calcul important.
En effet, l’inconvénient principal de la méthode de Monte-Carlo est le nombre important
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de simulations nécessaires pour obtenir un coefficient de variation de MC raisonnable
(< 10%), et ce d’autant plus que la probabilité recherchée est faible comme le montre
l’Eq. (1.78).

En effet, pour obtenir une probabilité de défaillance de 10−m avec un coefficient
de variation de 10%, on déduit de l’Eq. (1.78) que 10m+2 simulations sont nécessaires.
Pour estimer des probabilités de défaillance faibles (< 10−3), le coût de calcul de cette
méthode devient donc prohibitif lorsque le modèle numérique est coûteux en temps de
calcul (par exemple pour un code EF). Sur la Figure 1.10, ce problème est illustré sur
un exemple où la probabilité de défaillance est estimée à 0 par MC.

Figure 1.10 – Méthode de Monte-Carlo pour une probabilité faible. Illustration de l’inef-
ficacité de l’inefficacité de la méthode puisqu’aucun points n’est trouvé dans le domaine de
défaillance.

Afin de diminuer ces temps de calcul des méthodes telles que les méthodes d’Échantillonnage
préférentiel, ou Importance Sampling [Melchers, 1989] ou les Subset Simulations (SS)
[Au et Beck, 2001a] ont été proposées.

1.2.3.2 Échantillonnage préférentiel

1.2.3.2.1 Principe de l’échantillonnage préférentiel
Dans la section précédente, la méthode classique de MC a été présentée et nous avons

vu que malgré sa capacité théorique à traiter tout type de problème son efficacité est
fortement réduite lorsqu’il s’agit de l’estimation de probabilité d’évènements rares. La
raison pour laquelle les MCS ne sont pas efficaces pour estimer des probabilités faibles
est que la majorité des points d’un échantillonnage standard sont localisés dans la
région où la densité de probabilité est la plus élevée. Cette zone correspond au voisinage
du point moyen de la distribution des entrées, alors que les échantillons menant à la
défaillance se trouvent typiquement dans la queue de la distribution. Les méthodes
Échantillonnage préférentiel, ou Importance Sampling (IS) utilise une densité auxiliaire
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faux qui permet de concentrer l’échantillonnage dans la zone d’intérêt. Le principe
des méthodes IS est d’utiliser une densité de probabilité auxiliaire faux permettant
d’échantillonner dans les zones d’importance pour l’estimation de la probabilité de
défaillance.

En effet, la description naturelle de Pf comme une espérance par rapport àX ∼ fX ,
donnée par l’Eq. (1.67), peut se réécrire comme une espérance par rapport à la densité
faux :

Pf = EfX

[
1G(X)≤0

]
=
∫
X
1G(x)≤0fX(x)dx

=
∫
X
1G(x)≤0

fX(x)
faux(x)faux(x)dx

= Efaux
[
1G(X)≤0

fX(X)
faux(X)

]
(1.80)

La probabilité de défaillance peut donc être estimée en se basant sur des échantillons
générés selon la nouvelle densité faux qu’il va falloir déterminer. Or, cette densité étant
biaisée, on ne peut pas appliquer directement l’estimation sur les simulations obtenues
pour un échantillonnage selon cette densité. En effet, pour estimer Pf les simulations
sont pondérées comme le montre l’expression de l’Eq. (1.80).

Ainsi considérant un tirage indépendant et identiquement distribué (i.i.d) d’échan-
tillons X1, ...XnIS de taille nIS de distribution faux, l’estimation de la probabilité de
défaillance par IS est donnée par :

P̂ IS
f = 1

nIS

nIS∑
i=1

w(Xi)1Gn(Xi)≤0(Xi) (1.81)

avec w(Xi) = fX(Xi)
faux(Xi) les poids des échantillons Xi.

La variance de cet estimateur est alors donnée par :

V ar
(
P̂ IS
f

)
=
V ar

(
w(X1)1G(X1)≤0(X1)

)
nIS

= 1
nIS

(
Efaux

[(
w(X1)1G(X1)≤0(X1)

)2
]
− P 2

f

) (1.82)

Ainsi, si elle est bien choisie la densité auxiliaire faux peut permettre de réduire considé-
rablement la variance de l’estimateur et améliorer sa convergence. La meilleure densité
auxiliaire faux possible et notée fopt correspond naturellement à la densité permettant
d’obtenir une variance nulle de l’estimateur. D’après l’Eq. (1.82), son expression est
donnée par :
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fopt(x) = 1G(x)≤0fX(x)
Pf

(1.83)

En reprenant l’exemple de la Figure 1.10 illustrant les limites de la méthode MCS pour
les probabilités faibles, la densité optimale de l’IS est représentée sur la Figure 1.11.
L’échantillonnage selon cette densité permet d’avoir davantage de points défaillants
pour une taille de population plus faible.

Figure 1.11 – Illustration des lignes de contour de la densité des entrées (lignes grises) et
des lignes de contour de la densité optimale de l’IS (lignes en couleur).

En pratique l’expression théorique de la densité optimale fopt donnée par l’Eq. (1.83)
ne peut être utilisée directement puisqu’elle dépend de la quantité Pf que l’on cherche
à déterminer. Une difficulté des méthodes d’IS est alors de déterminer une densité faux
correcte, aussi proche que possible de la densité optimale fopt. De nombreuses méthodes
ont été développées pour estimer la densité optimale [Schuëller et Stix, 1987; Mel-
chers, 1989; Zhang, 1996; Rubinstein, 1999; De Boer et al., 2005; Morio, 2012;
Papaioannou et al., 2016]. Par exemple, le point de défaillance le plus probable peut
être utilisé comme centre de la densité optimale [Melchers, 1989; Schuëller et
Stix, 1987]. Or dans le cas où il existe plusieurs domaines disjoints dans l’espace phy-
sique ou standard, plusieurs points de conception doivent être déterminés ce qui peut
être en pratique difficilement réalisable. De nombreuses méthodes adaptatives d’ap-
prentissage de la densité optimale de d’IS ont été proposées. Ces méthodes ont pour
objectif d’approcher itérativement la densité optimale en estimant la densité de manière
paramétrique [De Boer et al., 2005; Rubinstein, 1999] ou de manière non paramé-
trique [Morio, 2012; Zhang, 1996; Papaioannou et al., 2016] à l’aide d’échantillons
bien choisis.

Un exemple d’échantillonnage utilisant l’approximation de la densité optimale ob-
tenue par une méthode d’IS adaptatif est illustrée sur la Figure 1.12, où la population

43



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

est concentrée autour de l’état limite.

Figure 1.12 – Illustration de l’échantillonnage préférentiel pour une probabilité faible.

1.2.3.2.2 Échantillonnage préférentiel adaptatif
Dans cette section, deux procédures classiques d’apprentissage itératif de la densité

optimale d’IS sont présentées.

• Méthode d’entropie croisée
Une manière d’estimer la densité auxiliaire est de considérer qu’elle appartient à

une famille de distributions paramétriques, dont il faut alors déterminer les paramètres
pour approcher au mieux la densité optimale [Rubinstein, 1999, 1997]. Supposons
alors que la densité auxiliaire faux appartient à la famille paramétrique suivante :

faux ∈ {f(·,p),p ∈ Rnp} (1.84)

où p = (p1, . . . , pnp) est un vecteur de np paramètres réels. L’objectif est alors de
déterminer les paramètres p pour que faux soit la meilleure approximation possible de
la densité optimale fopt.

La méthode d’Entropie Croisée, ou Cross-Entropy (CE) [Rubinstein et Kroese,
2004; De Boer et al., 2005] permet d’estimer la densité auxiliaire faux en se basant sur
la divergence de Kullback-Leibler, ou encore entropie relative, [Kullback et Leibler,
1951], qui permet de mesurer la dissimilarité entre deux densités.

44



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

La divergence de Kullback-Leibler entre faux et fopt est donnée par :

DKL (faux(·,p), fopt) =
∫
X
fopt(x) ln

(
fopt(x)
faux(x,p)

)
dx (1.85)

=
∫
X
fopt(x) ln (fopt(x)) dx−

∫
X
fopt(x) ln (faux(x,p)) dx

(1.86)

Les paramètres optimaux p∗ de la densité auxiliaire correspondent à la solution du
problème d’optimisation :

p∗ = arg min
p

DKL (faux(·,p), fopt) (1.87)

= arg max
p

∫
X
fopt(x) ln (faux(x,p)) dx (1.88)

En pratique le problème d’optimisation formulé par l’Eq. (1.88) ne peut pas être
résolu tel quel car il dépend de la densité auxiliaire optimale fopt que l’on cherche à
déterminer. Les paramètres optimaux p∗ peuvent être évalués en utilisant le problème
équivalent [Rubinstein et Kroese, 2004] suivant :

p∗ = arg max
p

∫
X
1G(x)≤0(x) ln (faux(x,p)) fX(x)dx (1.89)

= arg max
p

EfX

[
1G(X)≤0 ln (faux(X,p))

]
(1.90)

En considérant que l’on veut échantillonner selon une densité mieux adaptée faux plutôt
qu’en utilisant la densité initiale fX , on a :

p∗ = arg max
p

Efaux

[
1G(X)≤0

fX(X)
faux(X,p) ln (faux(X,p))

]
(1.91)

Ce problème peut alors être résolu de manière adaptative à partir de seuils intermé-
diaires γ0 > γ1 > . . . γk > . . . ≥ 0, où le seuil γk correspond au ρ-quantile de l’échan-
tillon

(
G(Xk

i )
)
i=1,...,nIS

obtenu en évaluant la fonction de performance sur nIS échan-
tillons distribués selon faux(X,p(k−1)), densité auxiliaire estimée à l’itération (k − 1).

Les paramètres p(k) de la densité auxiliaire faux à une itération (k) sont alors estimés
en maximisant une estimation par MCS de l’Eq. (1.91) :

pk = arg max
p

1
nIS

nIS∑
i=1
1G(Xi)≤γk

fX(Xi)
faux(Xi,p(k−1)) ln (faux(Xi,p)) (1.92)

Le critère d’arrêt de l’algorithme correspond à une valeur de seuil intermédiaire γk ≤ 0.

Finalement, la probabilité est estimée en utilisant la formule donnée par l’Eq. (1.81)
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avec la densité auxiliaire optimale estimée f̂aux
(
·,p(k∗)

)
estimée à la dernière étape (k∗)

de l’algorithme d’IS adaptatif, ou Adaptive Importance Sampling, basée sur la CE et
noté AIS-CE :

P̂AIS−CE
f = 1

nIS

nIS∑
i=1
1G(Xk∗

i )≤0
fX(Xk∗

i )
f̂aux

(
Xk∗

i ,p
(k∗)

) (1.93)

Avantages et inconvénients
L’inconvénient principal de la méthode CE est qu’elle repose sur l’hypothèse que

la densité auxiliaire optimale appartient à une famille paramétrique. Cette limitation
ne permet pas de traiter correctement des problèmes complexes avec des domaines de
défaillance multimodaux. Afin de résoudre ce problème, l’utilisation des modèles de mé-
lange gaussien avec l’AIS-CE [Kurtz et Song, 2013] a été proposée. Cependant, pour
des problèmes de grande dimension ces méthodes sont très peu efficaces. Ainsi, certains
travaux récents proposent d’utiliser d’autres modèles de mélange afin de résoudre ce
problème [Wang et Song, 2016].

L’avantage de la méthode de CE par rapport aux méthodes non-paramétriques
utilisant des noyaux, décrites dans la section suivante, est qu’elle n’est pas soumise aux
difficultés de paramétrage des noyaux tels que le réglage de la largeur de bande.

• Non parametric Adaptive Importance Sampling
L’objectif de l’échantillonnage préférentiel non paramétrique est d’approcher la den-

sité auxiliaire optimale fopt de l’IS sans connaissance a priori du modèle, c.-à-d. sans
hypothèse sur la nature de la distribution. Une estimation non paramétrique de la
densité, plutôt que l’estimation des paramètres d’une loi paramétrique choisie a priori,
est davantage en mesure d’apprendre une loi complexe dans le cas de domaine de dé-
faillance non régulier. L’utilisation pratique de l’estimation par noyau requiert d’une
part le choix d’un noyau k et d’autre part un paramètre de lissage h à estimer.

La méthode NAIS [Morio, 2012] repose sur l’estimation par noyaux pondérés de
la densité de probabilité optimale fopt [Zhang, 1996], donnée par l’Eq. (1.83) à partir
de la densité de probabilité initiale fX . Cette méthode consiste à apprendre la densité
auxiliaire optimale de l’IS de façon adaptative comme pour la méthode CE mais en
estimant chaque densité intermédiaire par un estimateur à noyau à la place d’une loi
paramétrique.

L’algorithme NAIS permet ainsi d’adapter itérativement la densité auxiliaire esti-
mée par noyau, en considérant des seuils intermédiaires γk. La méthode introduit un
paramètre ρ ∈]0, 1] permettant de définir chaque seuil intermédiaire γk comme le ρe-
quantile de l’ensemble des réponses de la fonction de performance

(
G(Xk

i )
)
i=1,...,nIS

évaluées pour nIS échantillons générés à partir de la dernière densité auxiliaire estimée
par noyau.

46



CHAPITRE 1. ÉTAT DE L’ART

A l’itération k de l’algorithme, la densité auxiliaire mise à jour est donnée par :

f̂opt
(k+1)(x) = 1

knISdet(B)Ik

k∑
j=1

nIS∑
i=1

wj
iKnu

(
B−1

(
x−Xj

i

))
(1.94)

où les poids wj
i sont donnés par :

wj
i =

1G(Xj
i )≤γkfX

(
Xj

i

)
f̂ optaux

j (
Xj

i

) (1.95)

Ik vaut :

Ik = 1
knIS

k∑
j=1

nIS∑
i=1

wj
i (1.96)

Knu est un noyau gaussien de dimension nu et B est une matrice de covariance diago-
nale.

A la dernière étape k∗ de l’algorithme NAIS, la probabilité est estimée avec la
dernière densité auxiliaire optimale estimée f̂opt

(k∗) :

P̂NAIS
f = 1

nIS

nIS∑
i=1

1G(Xk∗
i )≤0fX(xk∗i )

f̂opt
(k∗)(Xk∗

i )
(1.97)

L’algorithme de la méthode NAIS est donné par l’Algorithme 2.
Finalement, la probabilité est estimée en utilisant la formule de l’Eq. (1.81) avec la

densité auxiliaire optimale estimée f̂opt
(k∗) estimée à la dernière étape k∗ de l’algorithme

NAIS :

P̂NAIS
f = 1

nIS

nIS∑
i=1

1G(Xk∗
i )≤0fX(Xk∗

i )

f̂opt
(k∗)(Xk∗

i )
(1.98)

où les Xk∗
i sont tirés i.i.d. selon f̂opt

(k∗).

Avantages et inconvénients de la méthode
L’avantage majeur de la méthode NAIS est qu’elle est bien adaptée pour des do-

maines de défaillance Df complexes (c.-à-d. dans le cas de zones de défaillance mul-
tiples). L’efficacité de la méthode NAIS sur ce type de problème est illustrée sur la
Figure 1.13 où les 4 zones de défaillances non connexes ont été détectées. De plus,
l’erreur sur l’estimation peut être contrôlée à l’aide de l’estimation de la variance en se
basant sur l’Eq. (1.82).

Cependant, l’algorithme NAIS n’est efficace que pour des entrées dont la dimension
est relativement faible (nu < 10). En effet, la méthode étant basée sur l’estimation par
noyau, son efficacité diminue lorsque la dimension augmente. De plus, l’estimation du
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Algorithm 2 Non parametric Adaptive Importance Sampling (NAIS)
Require: ρ, nIS, fX , G
1: k ← 0
2: X̃0 ← population de taille nIS générée suivant fX
3: Y0 ← G(X̃0)
4: S∗ ← ρe quantile de Y0

5: γ0 ← max(S∗, 0)
6: w0 ← 1Y0≤γ0

7: I0 ← 1
nIS

∑nIS
i=1 w

0
i

8: f̂ optaux

(1)
(x)← 1

nISdet(B)I0

∑nIS
i=1 w

0
iKnu (B−1 (x−X0

i ))
9: while γk > 0 do

10: k ← k + 1
11: X̃k ← population de taille nIS générée suivant f̂ optaux

(k)

12: Yk ← G(X̃k)
13: S∗ ← ρe quantile de Yk

14: γk ← max(S∗, 0)

15: wj
i ←

1
Yj
i
≤γk

fX(Xj
i )

f̂optaux

(j)
(Xj

i )
, for i, j ∈ [1, nIS]× [1, k]

16: Ik ← 1
knIS

∑k
j=1

∑nIS
i=1 w

j
i

17: f̂ optaux

(k+1)
(x)← 1

knISdet(B)Ik
∑k
j=1

∑nIS
i=1 w

j
iKnu

(
B−1

(
x−Xj

i

))
18: end while
19: P̂NAIS

f ← 1
nIS

∑nIS
i=1

1Yk≤0fX(Xk
i )

f̂optaux

(k)
(Xk

i )

paramètre de lissage optimal pour l’estimation par noyau peut être complexe et peut
donc affecter la qualité de l’estimation par NAIS.

Figure 1.13 – Estimation par noyaux de la densité optimale en utilisant la méthode NAIS
pour un état limite complexe.
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1.2.3.3 Bilan

Dans cette section, différentes méthodes d’échantillonnage ont été introduites pour
résoudre des problèmes de fiabilité dans le cas de domaines de défaillance complexes
(c.-à-d. non réguliers ou multimodaux) et pour l’estimation de probabilités faibles.
D’autres méthodes basées sur l’échantillonnage telles que l’échantillonnage directionnel
[Ditlevsen et al., 1988] ou les Subset Simulation [Au et Beck, 2001b] existent mais
ne sont pas considérées dans le cadre de cette thèse par souci de concision.

1.2.4 Analyse de fiabilité basée sur l’utilisation de métamo-
dèles

Afin de réduire le coût de l’analyse de fiabilité, un métamodèle (cf Section 1.1.1) Ĝ(x)
de la fonction de performance peut être construit pour obtenir une approximation
D̂f du domaine de défaillance Df . Dans cette optique, le choix du DoE sur lequel se
base la construction du métamodèle est primordial car il doit permettre d’obtenir une
approximation suffisamment précise de l’état limite mais contenir un nombre minimal
de points afin que le coût numérique de la construction du métamodèle ne soit pas trop
élevé.

Les méthodes d’analyse de fiabilité par apprentissage actif, ou d’échantillonnage
adaptatif, permettent d’enrichir le métamodèle en apprenant de façon précise l’état
limite là où il affecte le plus l’estimation de la probabilité de défaillance. La Figure 1.14
illustre le principe de ces méthodes sur l’exemple du cas 4 branches en remarquant que
des points ont été ajoutés dans les quatre zones d’intérêts, c.-à-d. la grande majorité
des points se trouvent au voisinage de l’état limite.

Figure 1.14 – Exemple d’apprentissage actif pour le cas 4 branches
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Ces méthodes reposent principalement sur le choix de 4 éléments :

• le type de métamodèle.

• la méthode d’échantillonnage.

• le critère d’enrichissement utilisé pour enrichir le DoE afin d’obtenir une approxi-
mation précise de l’état limite.

• le critère d’arrêt de l’algorithme, qui est imposé pour déterminer quand l’appren-
tissage du métamodèle est suffisant pour obtenir une classification précise des
échantillons.

Il existe de nombreuses méthodes d’analyse de fiabilité par apprentissage actif,
notamment pour les SVM [Basudhar et Missoum, 2013; Bourinet et al., 2011],
les GPs [Vazquez et Bect, 2009; Echard et al., 2013; Bichon et al., 2008, 2011;
Fauriat et Gayton, 2014; Li et al., 2012; Bect et al., 2012; Dubourg et al., 2013]
et le Krigeage combiné au chaos polynomial [Schöbi R. et al., 2017].

Considérons un métamodèle Ĝ(x) de la fonction de performance. Dans ce cas, l’ap-
proximation du domaine de défaillance obtenue en utilisant le métamodèle est donnée
par :

D̂f = {x ∈ X , Ĝ(x) ≤ 0} (1.99)

Finalement, une approximation de la probabilité de défaillance peut être estimée à
moindre coût en remplaçant les appels à la fonction de performance coûteuse G(x) par
des évaluations du métamodèle Ĝ(x) :

Pf ≈ P
[
Ĝ(X) ≤ 0

]
(1.100)

= EfX

[
1Ĝ(X)≤0

]
(1.101)

=
∫
X
1Ĝ(x)≤0fX(x)dx (1.102)

=
∫
D̂f
fX(x)dx (1.103)

Dans cette thèse, le type de métamodèle utilisé est un GP conditionné construit sur
n observations noté Gn. Dans la prochaine section, les différentes manières possibles
d’estimer l’intégrale donnée par l’Eq. (1.103) pour un métamodèle Gn seront présentées.

1.2.4.1 Estimation de la probabilité de défaillance

L’estimateur de la probabilité de défaillance calculée sur une population de MC X̃ = (Xi)i=1,··· ,nMC

avec Xi i.i.d de même distribution que X est alors donné par :
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P̂f = 1
nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi) (1.104)

En pratique, la moyenne de la prédiction du GP est souvent utilisée pour estimer
la probabilité de défaillance car on considère que les GPs construits par apprentissage
actif sont généralement très précis du point de vue de la classification. Dans ce cas, le
domaine de défaillance Df est approché par :

D̂f
0 = {x ∈ X , µn(x) ≤ 0} (1.105)

et la probabilité de défaillance est estimée par :

P̂ 0
f = P [µn(X) ≤ 0]

= 1
nMC

nMC∑
i=1
1µn(X)≤0(Xi)

(1.106)

Cependant, si le métamodèle construit n’est pas suffisamment précis son utilisation
peut introduire un biais dans l’estimateur de la probabilité de défaillance.

La structure d’incertitude du GP offre une prédiction probabiliste. La probabilité
de défaillance s’exprime alors comme :

Pf ≈ EGn
[
EfX

[
1Gn(X)≤0

]]
=
∫

ΩP

∫
X
1gn(x)≤0fX(x)fGn(gn)dxdgn

(1.107)

Lorsque la méthode de MC est utilisée pour approcher EfX

[
1Gn(X)≤0

]
, on se ramène

à :

Pf ≈ EGn
[
EfX

[
1Gn(X)≤0

]]
≈ EGn

[
P̂f
] (1.108)

En un point x, on peut déterminer la probabilité que ce point appartienne au
domaine de défaillance en évaluant la fonction de classification probabiliste p(x) définie
par :

p(x) = P [Gn(x) ≤ 0] = Φ
(
−µn(x)
σn(x)

)
(1.109)

Notons que 1Gn(x)≤0(x) est une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli
B(p(x)) de paramètre p(x), qui correspond à la probabilité que x appartienne au do-
maine de défaillance considérant le GP Gn. L’espérance de P̂f définie par l’Eq. (1.104)
est donnée par :
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EGn
[
P̂f
]

= EGn
[

1
nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi)

]

= EGn
[

1
nMC

nMC∑
i=1
B(p(Xi))

]

= 1
nMC

nMC∑
i=1
EGn [B(p(Xi))]

= 1
nMC

nMC∑
i=1

p(Xi)

(1.110)

Les travaux [Picheny et al., 2010; Picheny, 2009; Bect et al., 2012] proposent
un estimateur de la probabibilité de défaillance utilisant toute l’information du GP en
calculant pour chaque point la probabilité qu’il appartienne au domaine de défaillance :

P̂ p
f = 1

nMC

nMC∑
i=1

p(Xi) (1.111)

L’utilisation de la fonction de répartition permet de prendre en compte l’incertitude de
la prédiction, et donc de la classification, en prenant une valeur comprise entre 0 et 1
si la variance est élevée ou si la moyenne de la prédiction est proche de 0. La fonction
de répartition prend des valeurs proches de 0 aux points où la variance de la prédiction
est faible et la moyenne bien supérieure à 0 et proches de 1 aux points où la variance
de la prédiction est faible et la moyenne bien inférieure à 0.

Dans la prochaine section, nous nous intéresserons aux processus adaptatifs d’ap-
prentissage du GP basés sur des fonctions d’apprentissage. Rappelons que ces mé-
thodes reposent principalement sur les 4 éléments suivants : un choix de métamodèle,
une technique d’échantillonnage et les critères d’enrichissement et d’arrêt qui guident
l’apprentissage du modèle. Le métamodèle considéré ici étant un GP, un état de l’art
des critères d’enrichissement classiques et des critères d’arrêt pour l’apprentissage de
ce type de métamodèle est proposé dans la section suivante.

1.2.4.2 Analyses de fiabilité basées sur l’apprentissage actif d’un GP

1.2.4.2.1 Critères d’enrichissement
Dans la littérature de nombreuses fonctions d’apprentissage d’un GP ont été pro-

posées dans le cadre des analyses de fiabilité, parmi les plus connues on trouve les
fonctions d’apprentissage introduites dans [Ranjan et al., 2008; Bichon et al., 2008;
Echard et al., 2011; Picheny et al., 2010; Bect et al., 2012; Chevalier et al., 2014].
Cette section se limite aux fonctions U [Echard et al., 2011] et EFF [Bichon et al.,
2008] qui sont simples à implémenter et dont l’évaluation est rapide en comparaison
aux critères basés sur une intégration.
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Fonction U

La fonction U a été proposée dans le cadre de la méthode d’apprentissage actif Active
learning reliability method combining Kriging and Monte Carlo Simulation (AK-MCS)
par [Echard et al., 2011].

La fonction U à un point de l’apprentissage x est donnée par :

U(x) = |µn(x)|
σn(x) (1.112)

La fonction U quantifie la distance en terme d’écarts type entre la moyenne de la
prédiction par GP et l’état limite. Elle est évaluée sur une population de MC et la
fonction de performance G(x) est calculée au point de l’échantillonnage qui minimise
U . Dans AK-MCS, le critère de fin d’apprentissage est défini par :

min
x

(U(x)) ≥ 2 (1.113)

Ce critère correspond à une probabilité inférieure à Φ(−2) = 0.023 de faire une erreur
sur le signe de la fonction de performance.

Fonction EFF

La fonction EFF (x) pour Expected Feasibility Function, inspirée des travaux sur
l’estimation de contour [Ranjan et al., 2008], a été introduite pour la méthode Effi-
cient Global Reliability Analysis (EGRA) [Bichon et al., 2008] et peut également être
utilisée pour la méthode AK-MCS [Echard et al., 2011]. Cette fonction correspond à
l’espérance que la vraie valeur de la fonction de performance en un point x appartienne
à l’état limite, c.-à-d. vérifie G(x) = 0.

EFF (x) = EGn(x)

[
ε(x)−min

x
(ε(x),Gn(x))

]
(1.114)

Le paramètre ε(x) définit une région dans le voisinage proche de l’état limite ±ε(x),
dans laquelle on veut concentrer l’apprentissage.

L’expression de la fonction EFF est obtenue en intégrant sur le domaine ±ε(x) :

EFF (x) =
∫ ε

−ε
(ε− |gn|) fGn(x)dgn (1.115)

où fGn(x) est la distribution du GP Gn au point x et gn est une réalisation de Gn(x).
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Cette intégrale peut être exprimée analytiquement comme suit :

EFF (x) = µn(x)
[
2Φ

(
−µn(x)
σn(x)

)
− Φ

(
−ε(x) + µn(x)

σn(x)

)
− Φ

(
ε(x)− µn(x)

σn(x)

)]

− σn(x)
[
2φ
(
−µn(x)
σn(x)

)
− φ

(
−ε(x) + µn(x)

σn(x)

)
− φ

(
ε(x)− µn(x)

σn(x)

)]

+ ε(x)
[
Φ
(
ε(x)− µn(x)

σn(x)

)
− Φ

(
−ε(x) + µn(x)

σn(x)

)]
(1.116)

où Φ(·) est la fonction de répartition de la loi normale standard et φ(·) la densité de
probabilité de la loi normale standard. Dans les méthodes EGRA et AK-MCS+EFF ,
la fonction EFF est construite avec ε(x) = 2σn(x).

A chaque itération de l’algorithme, le meilleur point pour l’évaluation correspond
au point qui maximise la fonction EFF . Dans la méthode AK-MCS, il est déterminé
parmi les points d’une population de MC et dans la méthode EGRA il est déterminé
à l’aide d’une optimisation.

L’apprentissage est stoppé lorsque le critère suivant est vérifié :

max
x

(EFF (x)) ≤ 0.001 (1.117)

On peut différencier les critères d’enrichissement des différentes méthodes par la
fonction d’apprentissage utilisée mais aussi par la procédure suivie pour déterminer le
meilleur point en s’appuyant sur le critère choisi. En effet selon la méthode, le meilleur
point peut être :

• sélectionné en évaluant la fonction d’apprentissage sur un ensemble déterministe
de points d’une population de MC ;

• déterminé par une optimisation sur le critère d’apprentissage.

Concernant les deux méthodes citées ci-dessus, la méthode EGRA [Bichon et al.,
2008] s’appuie sur l’optimisation du critère d’apprentissage EFF pour sélectionner le
meilleur point à ajouter au DoE tandis que la méthode AK-MCS [Echard et al.,
2011] sélectionne le meilleur point parmi les échantillons d’une population de MC. Le
Tableau 1.1 fournit un récapitulatif des différents éléments de ces deux méthodes.

La procédure d’apprentissage de la méthode AK-MCS, sur laquelle on s’appuiera
plus particulièrement pour certains développements proposés dans ces travaux de thèse,
est détaillée ci-après.

Méthode AK-MCS
Les différentes étapes de la méthode AK-MCS sont décrites ci-dessous et illustrées
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Méthode EGRA AK-MCS
Fonction(s) d’apprentissage EFF EFF ou U
Méthode de sélection du
meilleur point

Optimisation sur X Sélection déterministe sur
une population de MC

Méthode d’échantillonnage IS multimodal adaptatif MCS

Tableau 1.1 – Tableau récapitulatif des éléments des méthodes EGRA et AK-MCS

sur l’exemple du cas 4 branches :

1. Génération d’une population de MC de nMC échantillons.

2. Définition d’un DoE constitué de n échantillons (en utilisant la méthode d’échan-
tillonnage Latin Hypercube Sampling (LHS) [McKay et al., 1979; MacKay,
1992]). Évaluation de la fonction de performance G(x) en chacun des n échan-
tillons.

L’initialisation de la méthode AK-MCS est illustrée sur la Figure 1.15, sur laquelle
est représentée une population de MC initiale et un DoE initial généré par LHS.

Figure 1.15 – Initialisation de AK-MCS.

3. Construction du métamodèle de GP Gn de la fonction de performance G(x) en
utilisant les observations du DoE.

4. Estimation de la probabilité de défaillance Pf sur la population MC en se basant
sur la formule suivante :

P̂AK−MCS
f = P̂ 0

f = 1
nMC

nMC∑
i=1
1µn(x)≤0(xi) (1.118)
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5. La fonction d’apprentissage U donnée par l’Eq. (1.112) est évaluée sur toute la
population de MC pour sélectionner le meilleur point à évaluer x∗ pour enrichir
le GP. Ce point correspond au point de la population de MC qui minimise U ,
x∗ = arg minU(x).

Une étape de l’apprentissage itératif de la méthode AK-MCS est illustrée sur la
Figure 1.16, où le point x∗ symbolisé par l’étoile sur le graphique a été ajouté au
DoE.

Figure 1.16 – Exemple d’enrichissement du GP par AK-MCS à une étape de l’apprentissage.

6. Si le critère de fin d’apprentissage donné par l’Eq. (1.113) est atteint le métamo-
dèle est considéré comme suffisamment précis pour la population et l’apprentis-
sage est arrêté puis l’algorithme passe à l’étape 8. Sinon il passe à l’étape 7.

7. La fonction de performance G(x) est évaluée au point minimisant la fonction U
et le nouveau point x∗ est ajouté au DoE. Puis l’algorithme retourne à l’étape 3.

8. Le COV de MC de la probabilité de défaillance estimée P̂AK−MCS
f est calculé en

se basant sur l’expression suivante :

ĈOV MC =

√√√√√(1− P̂AK−MCS
f )

nMCP̂
AK−MCS
f

(1.119)

La valeur estimée du COV de MC ĈOV MC est vérifiée pour s’assurer de la
cohérence de la taille de la population de MC par rapport à l’ordre de grandeur
de la probabilité de défaillance estimée. Si le COV est trop élevé, de nouveaux
échantillons sont ajoutés à la population de MC utilisée et l’algorithme retourne
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à l’étape 7. Sinon, si le COV est suffisamment faible par rapport à un seuil fixé
par l’utilisateur, la dernière estimation de la probabilité de défaillance obtenue
est retenue comme estimation finale. Le résultat final de l’algorithme, où l’on a

Figure 1.17 – Résultat final de AK-MCS à la fin de l’apprentissage.

bien identifié les quatre zones de défaillance, est illustré sur la Figure 1.17.
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Les différentes étapes d’AK-MCS sont résumées sur le diagramme de la Figure 1.18.

Generation of a MC population 
 

DoE of  points

Evaluation of  
Building of a GP 

Computation of GP prediction at
each point of  

Estimation of the probability of
failure 

Identification of the best point 
using the learning criterion

YES

Stopping condition of learning

Stopping condition on
 

Add of the point  to the DoE

Adding samples to End
YES

NO

NO

Figure 1.18 – Diagramme de l’algorithme AK-MCS.

Remarques

• D’autres méthodes basées sur la fonction d’apprentissage U ont été proposées afin
de pouvoir traiter des problèmes plus spécifiques tels que l’estimation d’évène-
ments rares (ou estimation de probabilités faibles) [Echard et al., 2013; Huang
et al., 2016; Lelièvre et al., 2018; Balesdent et al., 2013; Dubourg et al.,
2013; Li et al., 2012; Cadini et Gioletta, 2016], problèmes à régions de dé-
faillance multiples [Cadini et al., 2014; Lv et al., 2015; Zhang et al., 2019;
Wang et Shafieezadeh, 2019b] ou l’obtention de probabilité de défaillance de
systèmes [Fauriat et Gayton, 2014; Gaspar et al., 2017; Bichon et al., 2011;
Vazquez et Bect, 2009; Bect et al., 2012; Perrin, 2016].

• Les fonctions d’apprentissage ont un comportement différent. Sur la Figure 1.19,
l’évolution de la probabilité de défaillance au cours de l’algorithme AK-MCS est
donnée pour les deux critères d’apprentissage EFF et U sur le cas 4 branches.
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Concernant, la fonction U on peut observer une évolution par paliers de la pro-
babilité de défaillance au cours de la convergence de l’algorithme. Chaque palier
correspond à l’apprentissage d’une branche différente de l’état limite, c’est-à-dire
que le critère va apprendre précisément une portion de l’état limite avant d’ex-
plorer le reste du domaine. Concernant le critère EFF , on peut voir que des
valeurs plus dispersées de la probabilité de défaillance sont obtenues au début de
l’algorithme ; cette phase correspond à une exploration plus large du domaine. Le
critère EFF alterne donc davantage entre l’exploration et l’exploitation que le
critère U . On remarque cependant que les deux critères permettent de converger
vers la même valeur de P̂f .

Figure 1.19 – Évolution de la probabilité normalisée pour les critères d’apprentissage EFF
et U sur le cas 4 branches.

1.2.4.2.2 Autres critères d’arrêt
Dans la partie précédente, les critères d’arrêts d’apprentissage présentés étaient direc-

tement liés à la fonction d’apprentissage utilisée mais ces critères sont souvent conserva-
tifs. D’autres critères d’arrêt d’apprentissage ont été développés pour éviter un appren-
tissage trop conservatif du métamodèle de la fonction de performance tout en vérifiant
une certaine précision de la prédiction. C’est notamment le cas dans le domaine de
l’optimisation sous contrainte de fiabilité [Moustapha et Sudret, 2019; Chaud-
huri et Haftka, 2015]. Dans la même optique de réduction du nombre de points
d’apprentissage, des critères d’arrêt globaux ont été proposés pour contrôler l’erreur
sur l’estimation de la statistique d’intérêt, c.-à-d. ici la probabilité de défaillance. Dans
ces travaux, nous nous intéresserons à la variabilité de l’estimateur de la probabilité de
défaillance, on choisit donc d’introduire ici les critères construits à partir d’une mesure
d’erreur ou de stabilité de l’estimation. Parmi les critères d’arrêt nous pouvons citer :
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• Dans [Schöbi R. et al., 2017], il a été proposé un critère d’arrêt basé sur la marge
de l’état limite Mf , qui correspond à l’intersection entre les bornes inférieure et
supérieure du domaine de défaillance : [Dubourg et al., 2011] :

Mf = D+
f ∩ D−f (1.120)

où
D±f = {x ∈ X , µn(X)± kσn(X) ≤ S} (1.121)

Ainsi la phase d’apprentissage est stoppée lorsque la condition suivante est vérifiée
pour deux itérations consécutives :

P̂+
f − P̂−f
P̂ 0
f

≤ εPf (1.122)

où εPf permet de mesurer la taille de la marge de l’état limite Mf et

P̂±f = P [µn(X)± kσn(X) ≤ S] (1.123)

Dans l’article [Schöbi R. et al., 2017], εPf est fixé à 5% et k = 2.

• Dans le cadre de la méthode AK-MCSi, [Lelièvre et al., 2018] a proposé un
nouveau critère d’arrêt basé sur la probabilité d’exactitude de la classification
de la population de MC, dont le but est notamment d’améliorer l’estimation de
probabilités faibles.

Soient C l’évènement "tous les points de la population de MC sont classifiés cor-
rectement" et Ci l’évènement "le point xi est classé correctement". La probabilité
de C peut s’exprimer comme suit :

P [C] = P [C1 ∩ C2 ∩ . . . ∩ CnMC
] (1.124)

On considère l’hypothèse simplificatrice selon laquelle les évènements C1, C2, . . . , CnMC

sont considérés indépendants pour que le calcul de l’Eq. (1.124) soit faisable pour
de grandes populations de MC. L’Eq. (1.124) peut alors se réécrire comme suit :

P [C] ≈
nMC∏
i=1
P [Ci] (1.125)

De plus, la probabilité de chaque évènement Ci est donnée par :

P [Ci] = Φ
(
|µn(xi)|
σn(xi)

)
(1.126)
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Le critère d’arrêt consiste à vérifier que la probabilité que tous les points du MC
soient bien classées soit plus élevée qu’un certain seuil Plim, c.-à-d. que l’algo-
rithme continue tant que :

P [C] ≤ Plim (1.127)

Ce critère d’arrêt permet de considérer l’ensemble de la population de MC en
comparaison au critère classique donné par l’Eq. (1.113) qui ne prend en compte
que le pire cas.

• Le critère d’arrêt ESC proposé dans [Wang et Shafieezadeh, 2019a] est basé
sur l’erreur relative de l’estimation de la probabilité de défaillance par rapport à
la valeur estimée par MCS sur la vraie fonction P̂MC

f :

ε =

∣∣∣P̂f − P̂MC
f

∣∣∣
P̂MC
f

=
∣∣∣∣∣ n̂fnf − 1

∣∣∣∣∣ (1.128)

avec nf le nombre réel de points défaillants (c.-à-d. appartenant à Df ) de la
population de Monte-Carlo et n̂f le nombre de points de la population classés
dans Df . Le nombre réel nf de points défaillants vérifie :

nf = n̂f + Ŝs − Ŝf (1.129)

avec Ŝs = card(Df ∩ D̂f ) et Ŝf = card(Df ∩ D̂s), où D̂s est l’approximation de
Ds en utilisant le modèle de substitution de la fonction de performance.

Il vient alors :
nf ∈

[
n̂f − Ŝuf , n̂f + Ŝus

]
(1.130)

où Ŝuf et Ŝus sont les bornes supérieures de l’intervalle de confiance d’un certain
niveau α des estimateurs Ŝf et Ŝs. Il peut être démontré que Ŝf et Ŝs suivent
des lois de Poisson binomiales et leurs bornes peuvent donc être calculées en
conséquence comme explicité dans l’article [Wang et Shafieezadeh, 2019a].

Finalement, l’erreur maximale est estimée comme suit :

ε =≤ max
∣∣∣∣∣∣ n̂f

n̂f − Ŝuf
− 1

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ n̂f

n̂f + Ŝus
− 1

∣∣∣∣∣
 = ε̂max (1.131)

Le critère d’arrêt ESC consiste à vérifier que :

ε̂max ≤ εl (1.132)

où εl correspond à une valeur limite acceptable pour l’erreur.
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• Dans [Gaspar et al., 2015] un critère d’arrêt basé sur la stabilité de l’estimation
de la probabilité de défaillance en utilisant le GP est proposé. Ce critère d’arrêt
est donné par :

P̂
(i)
f − P̂

(1)
f

P̂
(i)
f

≤ γ, ∀i ∈ {2, . . . , nγ} (1.133)

où P̂ (1)
f est une valeur de référence utilisée pour détecter la stabilisation de l’esti-

mation de la probabilité de défaillance et P̂ (i)
f pour i = 2, . . . , nγ sont les estima-

tions de la probabilité de défaillance aux nγ−1 itérations suivantes. La valeur de
référence est initialisée en utilisant la première probabilité estimée puis elle est
redéfinie au cours de l’algorithme par la valeur de l’estimation de la probabilité
de défaillance lorsque celle-ci ne vérifie pas la condition (1.133). Ce critère dépend
des deux paramètres γ, la tolérance sur l’estimation P̂f , et nγ, le nombre d’itéra-
tions successives de l’apprentissage où la condition (1.133) doit être vérifiée.

Ce critère est plutôt utilisé comme un critère additionnel aux critères proposés
dans [Echard et al., 2011] pour la méthode AK-MCS et est utile (ou devrait être
utilisé) uniquement dans le cas où un fort effet de stabilisation de l’estimation
de Pf est observé durant l’apprentissage actif du modèle de GP. En effet, en
revenant sur la Figure 1.19 et plus précisément sur l’évolution de l’estimation de
Pf au cours de l’algorithme avec le critère U , on peut voir que l’utilisation de ce
critère comme unique critère d’arrêt avec un choix de nγ mal avisé (trop petit)
pourrait mener à une estimation finale erronée.

1.2.5 Conclusion

Dans cette section, différentes méthodes d’analyse de fiabilité ont été présentées. Les
méthodes FORM/ SORM ont l’avantage d’être peu coûteuses car elles demandent peu
d’appels au modèle mais leur efficacité est limitée au cas où l’état limite est relativement
simple.

Différentes méthodes d’échantillonnage, permettant de résoudre des problèmes de
fiabilité complexes et d’estimer des probabilité d’évènements rares, ont aussi été intro-
duites dans cette section. Ces méthodes ont néanmoins l’inconvénient de nécessiter un
nombre important de simulations. Ceci les rend inadaptées pour l’analyse des modèles
complexes, pour lesquels les temps de calcul sont très élevés.

Finalement, les méthodes d’analyses de fiabilité basées sur l’utilisation de métamo-
dèles, et plus précisément de métamodèles de GP, ont été introduites. Ces méthodes
permettent de traiter des problèmes de fiabilité complexes et sont prometteuses d’un
point de vue de la réduction des temps de calcul et ce notamment lorsque le DoE est
judicieusement choisi. C’est l’objectif des méthodes basées sur un processus adaptatif
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d’apprentissage du GP à partir de fonctions d’apprentissage telles que les méthodes
classiques EGRA ou AK-MCS, qui ont été présentées. De plus, la précision de la pré-
diction de l’état limite étant vérifiée par un critère d’apprentissage, ces techniques
adaptatives garantissent que l’erreur sur l’estimation de la probabilité de défaillance
est contrôlée. Différents critères d’arrêt de l’apprentissage ont été présentés parmi les
critères existants. On peut les classer en deux catégories : d’une part les critères liés à
la fonction d’apprentissage, qui sont souvent conservatifs, et d’autre part des critères
construits à partir d’une mesure de la stabilité ou de l’erreur de l’estimation de la
probabilité de défaillance. En effet, la statistique d’intérêt de ces analyses est l’estima-
teur de la probabilité de défaillance, il serait donc intéressant d’estimer l’erreur sur la
probabilité de défaillance liée à l’approximation par GP pour la contrôler au cours de
la procédure d’apprentissage.
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Dans un premier temps, ce chapitre a introduit différentes méthodes de ré-
duction du coût numérique de modèles qui peuvent prendre ou non en compte
la physique du modèle. D’une part le principe de la métamodélisation, qui
consiste à construire une approximation par une fonction mathématique de la
sortie d’un code numérique, a été introduite. Le modèle de processus gaussien,
ou Gaussian process a été présenté plus précisément car sa structure d’incerti-
tude est particulièrement intéressante en fiabilité. En effet, elle lui permet de
fournir un indicateur d’erreur utile pour l’enrichissement de la base d’appren-
tissage dans le cadre de problèmes de classification, qui sont sous-jacents aux
études de fiabilité. D’autre part, le principe de la construction de modèles ré-
duits, tenant compte de la physique du problème, a été présenté dans le cadre
de la réduction de modèles Éléments Finis et un état de l’art plus approfondi
des méthodes de réduction de modèles linéaires paramétriques a été dressé.
Dans un second temps, différentes méthodes d’analyses de fiabilité ont été in-
troduites. Tout d’abord, les méthodes FORM/SORM ont été présentés, celles-
ci sont très populaires pour leur faible coût de calcul mais uniquement efficaces
pour des fonctions d’état limite régulières. Les méthodes d’échantillonnage,
plus générales, ont ensuite été introduites. Parmi ces méthodes, nous nous
sommes plus particulièrement intéressés aux techniques d’Échantillonnage pré-
férentiel, ou Importance Sampling qui seront utilisées dans ces travaux pour
traiter des probabilités de défaillance faibles.
Cependant, ces méthodes, efficaces d’un point de vue de la réduction de la
variance, sont inadaptées lorsque le coût d’évaluation de la fonction de perfor-
mance est très élevé. L’utilisation d’un métamodèle pour prédire les résultats
de la fonction de performance semble être une solution naturelle pour réduire
le nombre d’évaluations de la fonction coûteuse. Dans ce cas, le choix du Plan
d’expériences, ou Design of Experiments utilisé pour construire le métamo-
dèle est évidemment primordial. Les méthodes d’analyse de fiabilité basées
sur l’apprentissage actif présentées ensuite permettent de choisir le DoE de fa-
çon adaptative et sont donc particulièrement prometteuses pour la réduction
du nombre d’appels à la fonction de performance. Différents critères d’appren-
tissage et critères d’arrêt de ces algorithmes sont présentés et les différentes
étapes de la méthode classique d’apprentissage actif AK-MCS, qui sera utilisée
dans ces travaux, sont détaillées.

Résumé du chapitre
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Étude de la sensibilité de la probabilité de
défaillance à l’approximation par processus
gaussien et à l’intégration par Monte-Carlo

et construction d’un nouveau critère
d’apprentissage associé

• Analyser l’influence de l’échantillonnage de Monte-Carlo et de l’approxi-
mation par processus gaussien sur l’estimateur de la probabilité de dé-
faillance.

• Proposer un nouveau critère d’apprentissage basé sur cette analyse de
sensibilité pour les méthodes d’analyse de fiabilité par apprentissage ac-
tif.

• Proposer une extension de la méthodologie pour l’estimation de proba-
bilité d’évènements rares.

Objectifs du chapitre
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L’ESTIMATEUR DE LA PROBABILITÉ DE DÉFAILLANCE

2.1 Introduction

Les approches d’apprentissage actif présentées dans le chapitre 1 sont un moyen de
réduire fortement les temps de calcul des analyses de fiabilité en réduisant le nombre
d’appels au modèle. Pour cela, ces méthodes s’appuient sur la construction adaptative
d’un modèle de GP Gn, précis du point de vue de la classification, de la fonction de
performance coûteuse à évaluer. L’arrêt de l’apprentissage du métamodèle se base gé-
néralement sur un critère sur l’erreur de la prédiction au voisinage de l’état limite pour
déterminer si celui-ci est suffisamment précis. Finalement, l’estimation de la probabilité
de défaillance est obtenue en évaluant une population de MC grâce au métamodèle Gn
ainsi construit.

La probabilité de défaillance estimée sur une population de MC X̃ = (Xi)i=1,··· ,nMC

avec Xi i.i.d de même distribution que le vecteur aléatoire X de dimension nu est
généralement estimée en se basant sur la moyenne de la prédiction du GP :

P̂MC
f (X̃) = 1

nMC

nMC∑
i=1
1µn(Xi)≤0 (2.1)

Ainsi, l’erreur finale d’estimation de la probabilité de défaillance obtenue prend
uniquement en compte la variabilité due à l’intégration par Monte-Carlo et non l’incer-
titude de l’approximation par un métamodèle car celui-ci est considéré suffisamment
précis. Néanmoins, la méthodologie qui consiste à considérer l’erreur locale de la pré-
diction au voisinage de l’état limite est souvent trop conservative. Certains travaux ont
déjà proposé de prendre en compte la contribution du processus gaussien sur la préci-
sion de la probabilité de défaillance en utilisant des bornes de l’estimateur [Schöbi R.
et al., 2017] ou une approximation de l’erreur relative [Wang et Shafieezadeh, 2019a]
pour définir un critère d’arrêt d’apprentissage. A partir de là, les axes d’amélioration
suivants peuvent être relevés :

• D’une part, il serait intéressant de pouvoir quantifier l’erreur individuelle intro-
duite par chaque source d’incertitude et d’adapter en fonction l’enrichissement,
c.-à-d. améliorer le GP ou enrichir la population de MC.

• D’autre part, pour pouvoir valider la précision de l’estimation de la probabilité de
défaillance, il serait intéressant de se baser sur la variance totale de l’estimation
tenant compte des incertitudes de prédiction et d’intégration.

Dans ces travaux, nous montrons que l’analyse de l’influence de l’échantillonnage
du MC et du métamodèle sur l’estimateur de la probabilité de défaillance défini par
l’Eq. (2.1) peut s’écrire comme un problème d’analyse de sensibilité basé sur la dé-
composition de la variance. Dans la Section 2.2.1 nous proposons des estimateurs de
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ces indices de sensibilité et de la variance totale. Il est alors possible d’analyser quan-
titativement quelle source d’incertitude doit être réduite pour améliorer la précision
de l’estimation de la probabilité de défaillance à partir de ces estimateurs. De plus, ils
permettent de donner une estimation du COV total de l’estimation de la probabilité de
défaillance obtenue. Dans la Section 2.3, nous proposons ensuite un nouvel algorithme
d’analyse de fiabilité qui intègre cette analyse pour améliorer adaptativement la source
d’erreur majeure durant la phase d’apprentissage. Un critère d’arrêt global basé sur la
variance totale de l’estimation de la probabilité de défaillance est également proposé
pour cet algorithme. Finalement, nous présentons dans la Section 2.5 une extension
de cette méthode afin de pouvoir traiter des problèmes d’estimation de probabilité
d’évènements rares, via un algorithme basé sur l’IS.

2.2 Mesure de la sensibilité de la probabilité de dé-
faillance aux incertitudes du GP et à l’estima-
tion par une simulation de Monte-Carlo

Dans le cadre des analyses de fiabilité par apprentissage actif, l’estimateur de Pf est
en fait une variable aléatoire dont la variance dépend à la fois de l’incertitude de
l’intégration par MCS et de l’approximation de la fonction de performance par un
modèle de substitution. L’idée est alors de considérer l’estimation par MC donnée par
l’Eq. (2.1) mais de remplacer la moyenne du GP par le GP Gn :

P̂f (X̃,Gn) = 1
nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi) = Γ(X̃,Gn) (2.2)

où Γ est une fonction déterministe ayant pour entrées le vecteur aléatoire de l’échan-
tillonnage par MC X̃ et le GP conditionné Gn.

Les contributions de chacune des deux sources d’incertitude sur la variabilité (i.e.
variance) de l’estimateur P̂f peuvent être obtenues en se référant à un outil classique
en analyse de sensibilité qui est l’expression de la décomposition de la variance [Iooss
et Lemaître, 2015] :

V arGn,X̃
(
P̂f (X̃,Gn)

)
= VX̃ + VGn + VGn,X̃ (2.3)

où :

• VX̃ = V arX̃
(
EGn

[
P̂f |X̃

])
est une mesure de l’influence de l’échantillonnage par

MC sur la variance de P̂f ,

• VGn = V arGn
(
EX̃

[
P̂f |Gn

])
donne une mesure de l’influence de l’incertitude du
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GP sur la variance de P̂f ,

• VGn,X̃ = V arGn,X̃
(
E
[
P̂f |Gn, X̃

])
− VGn − VX̃ est une mesure de la contribution

jointe sur la variance de P̂f des incertitudes due à la fois à l’utilisation de la
méthode de MC et à l’approximation par un GP.

2.2.1 Estimation des contributions à la variance de P̂f

Lors de la phase d’enrichissement, les points d’entraînement du GP étant choisis parmi
les points constituant la population de MC, les deux sources d’incertitude ne sont
théoriquement pas indépendantes. Cependant, comme les échantillons de la popula-
tion de MC utilisés pour l’apprentissage du GP ne représentent dans les cas qui nous
intéressent qu’une infime partie de la population, les estimateurs développés dans la
prochaine section sont basés sur des hypothèses d’indépendance.

2.2.1.1 Estimateur de variance

Supposons que l’on dispose d’un échantillon i.i.d. de taille ns (Z1, . . . , Zns) d’une va-
riable aléatoire Z de distribution inconnue. La moyenne de Z est approchée par sa
moyenne empirique sur les ns échantillons, notée Zns . La variance empirique d’une
variable aléatoire Z, notée V̂ ar(Z), est définie par :

V̂ ar(Z) = 1
ns − 1

ns∑
i=1

(
Zi − Zns

)2
(2.4)

Néanmoins, une estimation ponctuelle ne prend pas en compte la variabilité due aux
variations d’échantillonnage et ne donne pas d’information sur la précision de l’es-
timation de V̂ ar(Z). Afin d’avoir ces précisions, il faut calculer une estimation des
intervalles de confiance contenant avec une probabilité définie la valeur correcte de la
variance. L’intervalle de confiance asymptotique de la variance de niveau 1− α estimé[
V̂ arinf (Z), V̂ arsup(Z)

]
est donné à l’aide du théorème centrale limite par :

[
V̂ ar(Z)− k 1

1− ns

√
nsV̂ ar

((
Zi − Zns

)2
)

; V̂ ar(Z) + k
1

1− ns

√
nsV̂ ar

((
Zi − Zns

)2
)]

(2.5)
où k correspond au quantile d’ordre 1− α de la loi normale centrée réduite.

Cette propriété de l’estimateur de la variance permet de comparer les bornes des
intervalles de confiance de VX̃ et VGn et d’ajuster le nombre de simulations à calculer
pour obtenir des intervalles de confiance disjoints, permettant ainsi de pouvoir identifier
la source d’incertitude ayant le plus d’influence sur la variabilité de P̂f .
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2.2.1.2 Expression de l’estimateur de VX̃

Rappelons que la variable aléatoire Y = 1Gn(x)≤0(x) suit une loi de Bernoulli B(p(x))
de paramètre p(x), la probabilité que x appartienne au domaine de défaillance Df
considérant le GP Gn, qui est défini par :

p(x) = P [Gn(x) ≤ 0]

= Φ
(
−µn(x)
σn(x)

) (2.6)

avec Φ(·) la fonction de répartition de la loi normale standard.
L’espérance de P̂f , étant donnée une population de MC de nMC échantillons X̃ =

(Xi)i=1,..,nMC
, peut s’exprimer comme suit :

EGn
[
P̂f |X̃

]
= EGn

[
1

nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi)|(Xi)i=1,..,nMC

]

= EGn
[

1
nMC

nMC∑
i=1
B(p(Xi))

]

= 1
nMC

nMC∑
i=1
EGn [B(p(Xi))]

= 1
nMC

nMC∑
i=1

p(Xi)

(2.7)

En se basant sur l’expression de EGn
[
P̂f |X̃

]
donnée par l’Eq. (2.7) et celle de VX̃

donnée à la suite de l’Eq. (2.3), la variance VX̃ peut être obtenue en évaluant :

VX̃ = V arX̃

(
1

nMC

nMC∑
i=1

p(Xi)
)

= V arX̃(p(X))
nMC

(2.8)

On obtient la dernière égalité car p(X) est une variable aléatoire continue entre 0
et 1 dont les p(Xi) sont des réplications iid.

En pratique, l’Eq. (2.8) est estimée sur la population de MC utilisée pour l’estima-
tion de la probabilité de défaillance. L’estimateur de VX̃ , dénoté V̂X̃ , sur une réalisation
d’une population de MC est ainsi donné par :

V̂X̃ = V̂ arX̃(p(X̃))
nMC

= 1
nMC(nMC − 1)

nMC∑
i=1

p(Xi)−
1

nMC

nMC∑
j=1

p(Xj)
2

(2.9)

et l’estimation de son intervalle de confiance d’ordre 1 − α exprimée en utilisant les
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opérateurs définis dans la Section 2.2.1.1 est donnée par :

V̂ inf

X̃
=

̂
V arinf

X̃
(p(x̃))

nMC

V̂ sup

X̃
=

̂V arsup
X̃

(p(x̃))
nMC

(2.10)

2.2.1.3 Expression de l’estimateur de VGn

Le calcul de l’espérance de P̂f conditionnée à une réalisation de Gn peut être interprété
comme une simulation de MC classique pour un modèle déterministe. Ainsi elle vérifie
l’égalité suivante :

EX̃
[
P̂f |Gn

]
= EX̃

[
1

nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi)|Gn

]
(2.11)

= Pf (Gn) (2.12)

où Pf (Gn) est la probabilité de défaillance calculée pour une réalisation de Gn.
Généralement, cette probabilité de défaillance est estimée à l’aide d’un estimateur

de MC :
P̂MC
f (Gn) = 1

nMC

nMC∑
i=1
1Gn(Xi)≤0(Xi) (2.13)

avec (Xi)i=1,...,nMC
une réalisation d’une population de MC.

Ainsi, la variance VGn peut être estimée numériquement en simulant différentes
trajectoires de Gn et en calculant l’estimation par MCS de Pf pour chaque trajectoire
simulée.

Soient (Gi)1≤i≤nt nt réalisations de Gn, l’estimation de la variance VGn correspond
à la variance empirique de l’échantillon P̂MC

f (Gi)1≤i≤nt :

V̂Gn = V̂ arGn(P̂MC
f (Gn)) = 1

nt − 1

nt∑
i=1

(
P̂MC
f (Gi)−

1
nt

nt∑
i=1

P̂MC
f (Gi)

)2

(2.14)

L’estimation des bornes de son intervalle de confiance de niveau 1−α, exprimée en
utilisant les opérateurs définis dans la Section 2.2.1.1, sont données par :

V̂ inf
Gn = V̂ arinfGn (P̂MC

f (Gn))

V̂ sup
Gn = V̂ arsupGn (P̂MC

f (Gn))
(2.15)

En pratique, la génération de réalisations du GP conditionné Gn est sujet à de nom-
breux problèmes numériques. Ces problèmes numériques et leurs causes ont été exposés
dans la Section 1.1.2.6 ainsi qu’une méthode alternative, présentée dans les travaux de
[Le Gratiet et al., 2014; Villemonteix et al., 2009], basée sur la simulation d’un
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GP non conditionné permettant d’éviter ces problèmes numériques.

Remarque Notons que dans le cas où on considérerait uniquement l’incertitude
du GP et pas du MC, i.e. Xi = xi, la variance de P̂f (Gn) par rapport au GP admet
une expression analytique. Notons Yi = 1Gn(xi)≤0(xi), on a en effet :

V arGn
[
P̂f (Gn)

]
= V arGn

[
1

nMC

nMC∑
i=1

Yi

]
(2.16)

= 1
n2
MC

nMC∑
i=1

V ar [Yi] +
∑
j 6=i

CoV ar [Yi, Yj]
 (2.17)

avec :
V ar [Yi] = p(xi)(1− p(xi)) (2.18)

et :

CoV ar [Yi, Yj] = P [Gn(xi) ≤ 0,Gn(xj) ≤ 0]−EGn [Yi]EGn [Yj] (2.19)
= Φ2,Cn,2(0, 0)− p(xi)p(xj) (2.20)

où Φ2,Cn,2(·, ·) est la fonction de répartition de la loi normale de dimension 2 de moyenne
(µn(xi), µn(xj)) et de matrice de covariance Cn,2 la matrice de covariance conditionnée
du GP Gn calculée aux points xi et xj.

Ces expressions analytiques sont par exemple utilisées dans [El Haj et Sou-
bra, 2021; Zhu et Du, 2016] pour proposer une fonction d’apprentissage définie par
ci = V ar [Yi] +∑

j 6=iCoV ar [Yi, Yj]. Or le calcul successif des termes CoV ar [Yi, Yj] sur
une population de MC représente des coûts de calculs importants. L’article [El Haj
et Soubra, 2021] propose de ne calculer les ci que sur un sous-ensemble de points du
MC sélectionnés en se basant sur leurs contributions individuelles. Or la stratégie qui
consiste à ne considérer qu’un sous-ensemble de points n’est pas possible pour l’esti-
mation de la variance. De plus, ces expressions ne sont pas applicables dans notre cas
puisqu’on tient compte de l’incertitude sur le MC.

2.2.1.4 Expression de l’estimateur de la variance totale

La variance totale de P̂f peut être estimée comme suit :

V̂tot = ̂V arGn,X̃
(
P̂f (X̃,Gn)

)
= 1
nt − 1

nt∑
i=1

P̂f (Gi, X̃i)−
1
nt

nt∑
j=1

P̂f (Gj, X̃j)
2

(2.21)

où les (Gi, X̃i), i = 1, . . . , nt sont nt réalisations de Gn et populations de MC X̃

72



CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE ACTIF BASÉ SUR L’ÉTUDE DE LA VARIANCE DE
L’ESTIMATEUR DE LA PROBABILITÉ DE DÉFAILLANCE

et P̂f (Gi, X̃i) est l’estimation de la probabilité de défaillance obtenue pour la ième

réalisation (Gi, X̃i) de Gn et de population de MC donnée par :

P̂f (Gi, X̃i) = 1
nMC

nMC∑
j=1
1Gi(Xij)≤0(Xij) (2.22)

où Xij est le jème échantillon de la population de MC X̃i. L’estimateur de la variance
totale V̂tot est la variance empirique de l’échantillon (P̂f (Gi, X̃i))1≤i≤nt .

En pratique, les nt estimations des P̂f (Gi, X̃i) = P̂f (Gi(X̃i)) nécessaires pour avoir
une variance suffisamment faible de l’estimateur V̂tot peut représenter un coût de cal-
cul important. Pour réduire ce coût de calcul, on propose d’utiliser une procédure
bootstrap. En effet, la simulation de trajectoires multiples Gi d’un GP sur le même
ensemble de points X̃ est bien plus efficace numériquement que l’obtention des réa-
lisations Gi(X̃i). On peut ainsi s’appuyer sur la méthode bootstrap présentée dans
[Archer et al., 1997] pour simuler plusieurs populations de MC X̃i à partir de la po-
pulation X̃ sur laquelle nt trajectoires du GP auront été simulées. La méthode suggérée
pour estimer les P̂f (Gi, X̃i) est présentée dans l’Algorithme 3.

Algorithm 3 Procédure d’évaluation des P̂f (Gi, X̃i)
Require: x̃,Gn(x), nt
1: Simulation de i = 1, . . . , nt trajectoires Gi(x̃) = (Gi(xj))j=1,...,nMC

de Gn(x) aux
points de la population de MC x̃

2: for i = 1, . . . , nt do
3: Échantillonnage avec remplacement d’un échantillon z à partir de Gi(x̃)
4: Estimation de P̂f (Gi, X̃i) à partir de l’Eq. (2.22) avec X̃i = z
5: end for
6: return Estimations de

(
P̂f (Gi, X̃i)

)
i∈1,...,nt

L’estimation de l’intervalle de confiance de niveau 1−α de V̂tot, exprimée en utilisant
les opérateurs définis dans la Section 2.2.1.1, est finalement donnée par :

V̂ inf
tot = ̂V arinfGn,X̃(P̂f (Gn, X̃))

V̂ sup
tot = ̂V arsupGn,X̃(P̂f (Gn, X̃))

(2.23)

Finalement, la probabilité de défaillance est estimée par la moyenne empirique des
(P̂f (Gi, X̃i))1≤i≤nt , c.-à-d. par :

P̂ t
f = 1

nt

nt∑
i=1

P̂f (Gi, X̃i) (2.24)

Le COV total, noté COVtot, de l’estimateur de MC P̂MC
f de la probabilité de dé-

faillance P̂f pour une réalisation d’une population de MC est estimé par :
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ĈOV tot =

√
V̂tot

P̂ t
f

(2.25)

Son intervalle de confiance de niveau 1− α est alors estimé par :

ĈOV
inf

tot =

√
V̂ inftot

P̂ t
f

ĈOV
sup

tot =

√
V̂ suptot

P̂ t
f

(2.26)

Notons enfin que la contribution jointe VGn,X̃ de l’intégration par MC et de l’incerti-
tude de l’approximation par un GP peut être estimée en évaluant les trois estimateurs
précédents et en utilisant l’expression de la décomposition de la variance Eq. (2.3) :

VGn,X̃ = V arGn,X̃
(
P̂f (X̃,Gn)

)
− VX̃ − VGn (2.27)

2.2.2 Motivation pour le développement d’une nouvelle ap-
proche illustrée sur un cas test

Dans cette section, l’idée est d’expliquer les raisons qui motivent la proposition d’une
nouvelle approche permettant un compromis entre l’amélioration du GP et l’ajout
d’échantillons au MC en s’appuyant sur un cas test.

L’application porte sur l’exemple du système en séries à 4 branches, également
étudié dans les travaux de [Echard et al., 2011; Schueremans et Van Gemert,
2005]. Pour cet exemple, on considère deux variables aléatoires X1 et X2 suivant des
lois normales standard et une fonction de performance donnée par :

y = min
x1,x2



3 + 0.1(x1 + x2)2 − (x1+x2)√
(2)

;

3 + 0.1(x1 + x2)2 + (x1+x2)√
(2)

;

(x1 − x2) + 6√
2 ;

(x2 − x1) + 6√
2


(2.28)

L’algorithme AK-MCS+EFF a été appliqué à cet exemple avec une population de MC
initiale de taille 104 et un COV maximum autorisé de 5%. A chaque itération de l’algo-
rithme, les variances imputées au GP Gn et à l’intégration par une méthode de MC ont
été estimées en se servant respectivement des Eq. (2.14) et Eq. (2.9). L’évolution de la
probabilité de défaillance et des variances estimées correspondantes à chaque itération
de l’algorithme sont respectivement représentées sur les Figure 2.1 et Figure 2.2.

Sur la Figure 2.2, on peut observer que la variabilité de la probabilité de défaillance
est due majoritairement au GP sur les 18 premières itérations. Puis, jusqu’à la fin
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Figure 2.1 – Évolution de l’estimation de la probabilité de défaillance en fonction du
nombre d’itérations au cours d’une exécution de l’algorithme AK-MCS+EFF (P̂MC

f =
4.46× 10−3(1.6%))

0 20 40 60 80 100

Number of iterations
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10−12

10−10
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10−4

VX̃
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Figure 2.2 – Évolution des estimations des variances VX̃ et VGn en fonction du nombre
d’itérations au cours d’une exécution de l’algorithme AK-MCS+EFF

de l’algorithme la source principale de variabilité est l’intégration par MCS. On peut
observer sur la Figure 2.1, que l’arrêt de la dispersion des valeurs prises par l’estima-
tion P̂f est observé approximativement à la 15ème itération de l’algorithme puis que
les estimations évoluent autour de la valeur de la bonne valeur de la probabilité de
défaillance. Cependant, le GP est encore enrichi après la 18ème itération et à la fin
de l’algorithme 99 points ont été ajoutés au total pour apprendre le GP. A la fin de
l’algorithme, la part de la variabilité de P̂f due à l’intégration par MCS est 1.1 × 104
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plus grande que celle attribuée au GP.
Cette comparaison entre les variances nous amène à conclure qu’il n’est pas néces-

saire d’apprendre de manière aussi précise le GP et qu’il est possible de s’affranchir de
quelques simulations qui ne sont pas nécessaires. Il semble donc intéressant d’intégrer
ces mesures de variance au sein de la procédure d’apprentissage pour palier à une pré-
cision excessive de l’apprentissage du GP. La méthode proposée est détaillée dans la
section suivante.

2.3 Approche basée sur les mesures de sensibilité
aux incertitudes

2.3.1 Principe général

La nouvelle méthode proposée consiste à utiliser les estimateurs de variance obtenus
dans la section précédente à la fois comme critère de décision entre l’enrichissement
de la population de MC et l’amélioration du GP et comme critère d’arrêt dans un
algorithme d’apprentissage actif.

En effet, les parts de variabilité de P̂f attribuées à l’intégration par MCS et au GP
peuvent être utilisées pour choisir d’améliorer le GP en l’enrichissant ou d’augmenter la
taille de la population de MC. Ces contributions à la variance peuvent être quantifiées
en s’appuyant sur les estimateurs de variances définis par l’Eq. (2.9) pour la contribu-
tion de l’intégration par MC et par l’Eq. (2.14) pour la contribution de l’incertitude
de l’approximation par GP.

D’autre part, la variance totale de la variable P̂f , dont l’estimateur est donnée par
l’Eq. (2.21), donne une indication de l’erreur sur l’estimation qui peut être utilisée pour
stopper l’algorithme lorsque la précision est suffisante.

2.3.2 Algorithme proposé

La procédure Apprentissage actif de GP basé sur la variance, ou Variance based Active
GP learning (Vb-AGP) proposée est résumée sur la Figure 2.3 et ses différentes étapes
sont décrites ci-dessous :

1. Génération d’une population de MC initiale x̃ de taille nMC .

2. Définition d’un DoE initial de n échantillons en s’appuyant sur une méthode
d’Échantillonnage par hypercube latin, ou Latin Hypercube Sampling (LHS). La
fonction de performance G(x) est évaluée aux n points du DoE.

3. Construction d’un modèle de GP Gn(x) de la fonction de performance G(x)
conditionné aux points du DoE.
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4. Estimation de la probabilité de défaillance Pf sur la population de MC x̃ par :

P̂MC
f (X̃) = 1

nMC

nMC∑
i=1
1µn(xi)≤0 (2.29)

5. Estimation des intervalles de confiance des variances VX̃ et VGn en utilisant res-
pectivement les Eq. (2.9) et Eq. (2.14).

Afin de pouvoir comparer les valeurs des variances, on cherche à obtenir à partir
des estimateurs obtenus dans la Section 2.2.1 des intervalles de confiance vérifiant
que : [

V̂ inf

X̃
, V̂ sup

X̃

]
∩
[
V̂ inf
Gn , V̂ sup

Gn

]
= ∅ (2.30)

Ainsi, tant que la condition de l’Eq. (2.30) n’est pas vérifiée, des nouvelles réali-
sations du GP Gn sont simulées afin d’affiner l’intervalle de confiance de VGn .

6. Calcul de ĈOVred =

√
V̂ supGn +V̂ sup

X̃

P̂MC
f

.

Si ĈOVred < COVmax, avec COVmax la valeur maximale autorisée par l’utilisateur
du COV total, l’algorithme passe à l’étape 7 pour vérifier que le COV total ne
dépasse pas la valeur maximale autorisée.

Sinon, l’algorithme passe à l’étape 8 afin de réduire la source d’incertitude ma-
jeure.

7. Estimation de l’intervalle de confiance du COV total COVtot à partir de l’Eq. (2.26) :
simulations de nouvelles réalisations différentes de population de MC X̃i et du
GP Gi tant que COVmax ∈

[
ĈOV

inf

tot , ĈOV
sup

tot

]
.

Si COV sup
tot ≤ COVmax l’estimation de P̂f par P̂ t

f , dont l’expression est rappelée
par l’Eq. (2.31), est suffisamment précise et l’algorithme est stoppé.

P̂ t
f = 1

nt

nt∑
i=1

P̂f (Gi, X̃i) (2.31)

avec nt le nombre final de simulations réalisées.

Sinon, l’algorithme passe à l’étape suivante.

8. Si V̂Gn < V̂X̃ , de nouveaux échantillons sont ajoutés à la population de MC et
l’algorithme retourne à l’étape 4 pour mettre à jour l’estimation de Pf .

Sinon si V̂Gn > V̂X̃ , l’algorithme passe à l’étape 9.
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9. La fonction d’apprentissage EFF (x) définie à l’Eq. (1.116) est évaluée sur la
population de MC pour déterminer le meilleur candidat x∗ à évaluer pour enrichir
le modèle de GP. La fonction de performance est calculée à l’échantillon x∗ et le
DoE est enrichi avec le nouveau point x∗ et l’algorithme retourne à l’étape 3.

Suite à cette définition de l’algorithme, faisons maitenant quelques remarques.
L’arrêt de l’algorithme est conditionné à la vérification du critère suivant :

ĈOVred =

√
V̂ sup
Gn + V̂ sup

X

P̂MC
f

< COVmax (2.32)

où COVmax est la valeur maximale autorisée par l’utilisateur du COV total.
Le critère de l’Eq. (2.32) consiste à vérifier dans un premier temps que la somme des

deux contributions ne dépasse pas la valeur maximale admissible en faisant abstraction
de leur contribution jointe, qui n’est jamais évaluée au cours de l’apprentissage. Elle
permet donc de déterminer, sans coût numérique supplémentaire, si le calcul de la
variance totale pour choisir de stopper ou non l’apprentissage est nécessaire. Ainsi, si
l’Eq. (2.32) est vérifiée, la variance totale Vtot (et par la suite le COV total COVtot),
comprenant la contribution jointe, peut être estimée pour vérifier qu’elle respecte la
valeur maximale de la variance acceptée. Si cette condition est vérifiée, il faut ensuite
vérifier que le COV total ne dépasse pas la valeur maximale autorisée.

Notons que le critère d’arrêt de l’algorithme Vb-AGP dépend d’une valeur limite
du COV comme pour les méthodes AK. Or, le COV calculé dans l’algorithme proposé
prend en compte l’ensemble des incertitudes, plutôt que seule celle liée au MC, et est
construit de manière à équilibrer la contribution du GP et du MC à la variance de
l’estimation. Ceci est à prendre en compte lors du choix de la valeur de COVmax.

Pour la mise en place de l’algorithme, nous avons fait le choix d’utiliser la fonction
EFF (x) pour l’apprentissage du GP. En effet, comme expliqué dans la Section 1.2.4.2.1
du chapitre 1, le critère EFF (x) assure un meilleur compromis entre l’exploration
et l’exploitation durant l’apprentissage et permet ainsi d’identifier plus rapidement
les différentes zones de défaillances dans le cas où la défaillance est multimodale. Ce
choix permet d’éviter d’avoir une prédiction du GP très précise au voisinage d’une des
zones de défaillances alors que d’autres zones n’auraient pas encore été détectées et où
l’estimation de la probabilité de défaillance pourrait alors ne différer que très peu pour
différentes trajectoires du GP, ce qui pourrait mener à une erreur d’estimation par
l’algorithme. Plusieurs tests ont en effet été effectués avec la fonction d’apprentissage
U et ont conduit à de moins bons résultats.
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Figure 2.3 – Diagramme de l’algorithme d’apprentissage actif Vb-AGP + MCS

2.4 Applications

2.4.1 Méthodologie et mesures de comparaison

Mise en place pratique de l’algorithme
Dans la Section 1.1.2.5 du chapitre 1, les problèmes numériques rencontrés par les

GP construits à l’aide de noyaux gaussiens ont été soulignés. En effet, les matrices de
covariances construites à partir de ce noyau sont particulièrement mal conditionnées
pour des points d’apprentissage fortement corrélés, ce qui est le cas lorsque ces points
sont sélectionnés sur la base d’un critère d’apprentissage pour les analyses de fiabilité
par apprentissage actif d’un GP. Pour cette raison, le noyau Matérn 5/2, défini par
l’Eq. (1.15), sera utilisé dans ces travaux.
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L’estimateur de la variance VGn donné par l’Eq. (2.14) est obtenu en simulant des
réalisations Gi du GP conditionné Gn. Or en pratique, la génération de nombreuses
réalisations Gi sur des grandes populations de MC pose des problèmes numériques liés
au conditionnement et à la mémoire expliqués dans la Section 1.1.2.6 du chapitre 1.

Le recours à une méthode alternative, présentée dans les travaux de [Le Gratiet
et al., 2014; Villemonteix et al., 2009], basée sur la simulation d’un GP non condi-
tionné combinée à l’utilisation d’une représentation de représentation de Karhunen-
Loève (KL) de ce GP permet de réduire ces problèmes numériques. La simulation de
l’expansion de KL permet également d’être numériquement plus efficace. L’expansion
de KL est alors obtenue en utilisant la méthode EOLE décrite dans la Section 1.1.2.7,
un cas particulier de la méthode de Nyström, qui est particulièrement efficace pour
obtenir des approximations de GP [Betz et al., 2014]. La méthode EOLE correspond
en fait au cas particulier où l’intégration sur laquelle repose la méthode de Nyström
est effectuée sur des échantillons distribués uniformément. L’utilisation d’échantillons
générés aléatoirement selon une distribution uniforme sur le domaine d’étude permet
alors de gérer le nombre nq de points d’intégration dépendament de la dimension par
rapport à l’utilisation d’une grille uniformément structurée, où le nombre de points est
de nnul (nl le nombre de niveaux de la grille et nu la dimension du domaine d’étude).
Du point de vue de la gestion de la mémoire, cette méthode est donc plus intéressante
lorsque le nombre d’entrées nu augmente.

Finalement, pour un nombre de points d’intégration fixé nq, la représentation de
KL est approchée par une expansion Ĝ tronquée à M ≤ nq termes dont on rappelle
l’expression ci-dessous :

Ĝ(x, ω) = µ(x) +
M∑
i=1

√
λ̂iφ̂i(x)ξi(ω)

= µ(x) +
M∑
i=1

1√
λ̂i

nq∑
j=1

k(x,xj)wjyi,jξi(ω)
(2.33)

où les ξi(ω) : ΩP → R sont des variables aléatoires normales centrées réduites
indépendantes, les xj sont les nq points d’intégration. λi ≥ 0, φ̂i(x), les valeurs propres
et les fonctions propres associées au noyau k, wj les poids d’intégration et yi un vecteur
de taille nq tel que yi,j = φ̂i(xj) déterminés suivant la méthode EOLE selon la procédure
expliquée dans la Section 1.1.2.7.

Il est important d’avoir une approximation précise de la représentation du GP car
l’estimateur de la variance VGn est très sensible aux trajectoires simulées. La Figure 2.4
représente l’évolution de l’estimation de la variance VGn en fonction du nombre nq de
points d’intégration utilisés pour la méthode EOLE sur l’exemple du cas 4 branches
d’une part à l’itération i = 50 de l’apprentissage et à la dernière itération de l’algo-

80



CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE ACTIF BASÉ SUR L’ÉTUDE DE LA VARIANCE DE
L’ESTIMATEUR DE LA PROBABILITÉ DE DÉFAILLANCE

rithme. Pour ces estimations, on a choisi M = nq.
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Figure 2.4 – Estimation de COVGn =
√
VGn
P̂f

pour un nombre de points d’intégration nq

croissant

On observe sur cette figure qu’un nombre insuffisant de points d’intégration, c.-à-d.
une précision trop approximative de l’expansion de KL, mène à une mauvaise estima-
tion de la variance VGn mais qu’à partir d’un certain nombre de points l’estimation de
la variance se stabilise.

Il faut alors noter que l’obtention d’une représentation de KL précise nécessite un
nombre important de points d’intégrations en grande dimension et peut alors repré-
senter un budget non négligeable en terme de mémoire.

Ainsi, pour un nombre de points d’intégration fixé nq, la représentation de KL est
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approchée par une expansion tronquée à M termes dont l’expression est donnée par
l’Eq. (2.33) et telle que M vérifie :

1−
∑M
i=1 λi∑nq
i=1 λi

< εtronc (2.34)

avec λi les valeurs propres et φi(x) les fonctions propres associées rangées par ordre
décroissant et εtronc un seuil à fixer. La valeur de εtronc doit être relativement faible pour
avoir un nombre de modes suffisamment représentatifs. Pour les applications présentées
ensuite, nous avons fixé εtronc = 10−8.

En pratique, on cherche à évaluer la représentation de KL du GP sur une population
de MC X̃ de nMC points. L’Equation (2.33) devient alors le système matriciel suivant :

Ĝ(X̃, ω) = µ(X̃) +C(X̃)WY ξ(ω) (2.35)

Afin de construire de manière numériquement efficace la matrice de covariance C(X̃)
de taille M × nMC entre les points du MC et les points d’intégration la demande en
mémoire est importante. Ainsi, il faut noter que la méthode est limitée d’un point
de vue mémoire pour l’évaluation efficace des trajectoires sur une grande population
de MC lorsque la dimension stochastique augmente et nécessite un nombre de points
d’intégration plus important pour la précision.

Mesures de comparaison
La comparaison des performances des différentes méthodes d’apprentissage actif peut

être effectuée en se basant sur différents critères ou mesures d’erreur :

• COV (P̂f ) : le COV des estimations P̂f obtenues sur un nombre nrun de répétitions
de l’ensemble de la procédure d’estimation de P̂f ;

• er : l’erreur relative absolue moyenne entre les nrun estimations P̂fi , i = 1, . . . , nrun
obtenues et une valeur de référence Pfref (obtenue par exemple par MCS avec un
grand nombre d’échantillons)

er = 1
nrun

nrun∑
i=1

∣∣∣P̂fi − Pfref ∣∣∣
Pfref

; (2.36)

• νMC : un coefficient permettant de comparer l’efficacité numérique de la méthode
à une estimation classique par MCS, qui est défini comme suit :

νMC = NMC
sim

Nsim

(2.37)

où Nsim correspond au nombre d’appels de la méthode d’apprentissage actif à la
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fonction de performance et NMC
sim est le nombre d’échantillons de MC nécessaires

pour obtenir le même coefficient de variation COV (P̂f ) sur l’estimation de la
probabilité de défaillance.

L’efficacité νMC correspond en fait au facteur par lequel le budget de MCS est
divisé pour un algorithme donné avec le même niveau de précision.

La méthode Vb-AGP proposée va ensuite être appliquée à deux cas tests pour
évaluer ses performances et le gain potentiel atteint par rapport à la méthode classique
AK-MCS.

2.4.2 Système en série à 4 branches

La méthode AK-MCS et la méthode Vb-AGP proposée dans ces travaux ont toutes
deux été appliquées sur l’exemple du système en série à 4 branches introduits dans la
Section 2.2.2.

La méthode proposée a été appliquée pour un DoE initial de 16 points, une popu-
lation de MC initiale de ninitMC = 5 × 104 échantillons et une valeur du COVmax limite
de 3%. A chaque enrichissement de la population de MC, ninitMC échantillons supplémen-
taires sont ajoutés à la population.

Les DoE finaux résultant de AK-MCS+EFF et de la méthode Vb-AGP sur les
mêmes DoE initiaux et populations de MC sont représentés respectivement sur la
Figure 2.5a et la Figure 2.5b. Sur ces Figures, on peut voir que l’algorithme proposé
ajoute moins de points d’apprentissage (triangles rouges sur les Figures) pour atteindre
le critère d’arrêt d’apprentissage.

L’évolution des deux variances VX̃ et VGn estimées au cours d’une exécution de
la méthode proposée est donnée sur la Figure 2.6. On observe sur cette Figure que
la variance liée au MC X̃ subit des chutes importantes. Cela correspond à un ajout
d’échantillons dans la population de MC effectué car la valeur de VX̃ est devenue plus
importante que celle de VGn à l’itération précédent la chute de la variabilité due à X̃.

Comme pour l’algorithme AK-MCS, l’influence du GP est prédominante au début
de l’algorithme et le métamodèle doit être amélioré. Cependant, on peut observer qu’à
la fin de l’exécution les valeurs estimées de VX̃ et VGn sont plus équilibrées et la valeur
de VGn n’est pas beaucoup plus faible que celle de VX̃ . La valeur estimée du COV total
de l’estimation de Pf à la fin de l’algorithme est de 2.9% sur cet exemple et respecte

donc la valeur limite de 3%. Ici, la quantité

√
V̂X̃

P̂f
correspondante au COV du MC,

généralement utilisée comme mesure de la variabilité de l’estimation, vaut 2%.
L’algorithme a ensuite été lancé à 100 reprises pour différents DoE initiaux de 16

points et différentes populations de MC initiales de taille 2 × 104 et un COV total
maximal autorisé de 3%.
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(a) Résultat de AK-MCS+EFF

(b) Résultat de l’approche Vb-AGP + MCS

Figure 2.5 – Comparaison de deux DoE : un résultant d’une exécution de la méthode AK-
MCS+EFF et un autre obtenu par la méthode proposée pour les mêmes DoE et population
de MC initiaux avec COVmax = 3%

L’histogramme des estimations P̂f de Pf obtenues à partir de l’algorithme Vb-AGP
+ MCS est donné sur la Figure 2.7. De plus, la probabilité de référence Pfref obtenue
à partir des 100 répétitions de MCS avec nMC = 106 simulations et son intervalle de
confiance à ±3σ (où σ est son écart-type) est représentée sur la figure.

Les résultats de référence obtenus sur une moyenne de 100 répétitions de MCS
(nMC = 106) et les résultats moyens obtenus sur 100 exécutions de chaque méthode
sont présentés dans le Tab. 2.1.

Les résultats montrent que la méthode Vb-AGP permet de réduire le nombre de
points d’apprentissage nécessaires pour respecter une même précision. La méthode Vb-
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Figure 2.6 – Évolution des logarithmes des variances VX̃ et VGn estimées en fonction du
nombre d’itérations au cours de l’algorithme Vb-AGP
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Figure 2.7 – Histogramme des estimations P̂f sur 100 répétitions de Vb-AGP + MCS sur
le cas test système en série à 4 branches

Méthode Nsim COV (Nsim) P̂f COV (P̂f ) er νMC

MCS 106 - 4.46× 10−3 1.6%
AK-MCS + U 128 6.6% 4.48× 10−3 3% 2.4% 1976

AK-MCS + EFF 144 6.6% 4.46× 10−3 3% 2.5% 1690
Vb-AGP + MCS 68 9.0% 4.46× 10−3 2.6% 2.0% 5146

Tableau 2.1 – Système en série à 4 branches— résultats moyens sur 100 répétitions - para-
mètres de la méthode adaptative : ninitMC = 5× 104, ninitDoE = 16, COVmax = 0.03
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AGP permet même d’obtenir dans cet exemple un COV plus faible que les autres
techniques d’apprentissage actif.

L’indicateur νMC de la méthode Vb-AGP, indiquant l’efficacité numérique de la
méthode montre que celle-ci est 3 fois plus efficace que AK-MCS + EFF et 2.6 fois
plus efficace pour que AK-MCS + U .

La méthode a ensuite été appliquée sur d’autres exemples pour valider ces résultats.

2.4.3 Réponse dynamique d’un oscillateur non linéaire

Cet exemple a été utilisé à de nombreuses reprises dans la littérature [Echard, 2012;
Echard et al., 2013; Lelièvre et al., 2018] et s’intéresse à la réponse dynamique d’un
oscillateur non-linéaire à un degré de liberté et non-amorti illustré sur la Figure 2.8.

F (t)

z(t)
C1

C2

M

F (t)

t

F1

T1

Figure 2.8 – Schéma de l’oscillateur non-linéaire à un degré de liberté

L’expression de la fonction de performance étudiée est donnée par :

G(C1, C2,M,R, T1, F1) = 3R−
∣∣∣∣∣ 2F1

Mω2
0

sin
(
ω0T1

2

)∣∣∣∣∣ (2.38)

avec ω0 =
√

(C1+C2)/M.
Ce problème dépend de six variables aléatoires listées dans le Tab. 2.2. Deux cas

d’étude sont proposés ici pour deux jeux de paramètres de la distribution de la force F1

menant à deux valeurs de la probabilité de défaillance d’ordre de grandeur différents.
La méthode proposée Vb-AGP + MCS et la méthode classique AK-MCS ont été

appliquées sur le premier cas, pour F1 ∼ N (1, 0.04), qui correspond à une probabilité de
défaillance de Pfref = 2.86×10−2 (2%) obtenue pour 100 répétitions de la méthode MCS
avec un MC de taille nMC = 1×105. Les deux méthodes Vb-AGP + MCS et AK-MCS
ont chacune été répétées 100 fois pour des DoE initiaux de 12 points et des populations
de MC initiale de ninitMC = 104 échantillons en considérant un COV maximum de 3%.
De plus, pour chaque enrichissement de la population de MC, ninitMC = 104 échantillons
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Variable Distribution Moyenne Écart type

C1 Gaussienne 1 0.1
C2 Gaussienne 0.1 0.01
M Gaussienne 1 0.05
R Gaussienne 0.5 0.05
T1 Gaussienne 1 0.2

F1 – Cas n° 1 Gaussienne 1 0.2
F1 – Cas n° 2 Gaussienne 0.6 0.1

Tableau 2.2 – Oscillateur non-linéaire à un degré de liberté - Distributions des paramètres
du problème

supplémentaires sont ajoutés à la population. Les résultats de référence et les résultats
moyens sont donnés dans le Tab. 2.3.

Méthode Nsim COV (Nsim) P̂f COV (P̂f ) er νMC

MCS 1× 105 - 2.86× 10−2 2% - -
AK-MCS +U 59.8 6.4% 2.85× 10−2 2.7% 2.2% 792

AK-MCS +EFF 52.5 7.1% 2.87× 10−2 2.8% 2.4% 890
Vb-AGP + MCS 22.5 14.4% 2.84× 10−2 3.2% 2.6% 1436

Tableau 2.3 – Oscillateur non linéaire (µF1 = 1, σF1 = 0.2) — Résultats moyens sur 100
répétitions - Paramètres de l’algorithme : ninitMC = 104, ninitDoE = 12, COVmax = 0.03

En terme d’efficacité du coût de calcul par rapport à la précision, la méthode Vb-
AGP reste plus avantageuse en comparaison des autres techniques sur cet exemple avec
un coefficient νMC bien plus élevé. En effet, le coefficient νMC montre que Vb-AGP +
MCS est 1.6 fois plus efficace par rapport à AK-MCS + U et 1.8 fois plus efficace par
rapport à AK-MCS +EFF .

Dans le Tab. 2.3, l’estimation du COV vaut 3.2% pour la méthode Vb-AGP sur les
100 répétitions effectuées et son intervalle de confiance à 99% est donné par [0.022, 0.041].

De plus, l’histogramme des estimations P̂f de Pf obtenues à partir de l’algorithme
Vb-AGP + MCS ainsi que la probabilité de référence Pfref et son intervalle de confiance
à ±3σ sont représentés sur la Figure 2.9. On observe sur la figure que la majorité des
P̂f estimés se trouvent dans l’intervalle de confiance de la probabilité de référence.

On peut remarquer que le COV de la taille Nsim du DoE finale de l’algorithme
est plus élevé pour la méthode Vb-AGP que pour les autres méthodes. Une hypothèse
expliquant une variabilité plus importante du nombre de simulations est que la qualité
du DoE initial (par rapport à la classification) a une influence sur le nombre de points
supplémentaires pour atteindre le critère sur l’erreur de l’estimation. Cette idée est
renforcée par le fait que le nombre de points ajoutés par l’algorithme, montant au
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Figure 2.9 – Histogramme des estimations P̂f sur 100 répétitions de Vb-AGP + MCS sur
l’exemple de l’oscillateur non linéaire

maximum à 16 points sur les 100 répétitions, n’est pas excessivement élevé par rapport
à la taille du DoE initial qui est de 12 points ici.

2.5 Amélioration avec l’Échantillonnage préféren-
tiel, ou Importance Sampling

L’utilisation de l’Échantillonnage préférentiel, ou Importance Sampling (IS) a pour
objectif de réduire fortement la variance d’un estimateur basé sur l’intégration par une
méthode de MC. Par conséquent, l’utilisation de l’IS permet de traiter des problèmes
d’estimation de probabilités d’évènements rares car le nombre d’échantillons nécessaires
à l’intégration peut être considérablement réduit.

2.5.1 Estimateur de la probabilité de défaillance dans le cas
de l’IS

Comme rappelé dans le chapitre 1, l’estimation de la probabilité de défaillance calculée
par IS sur un GP Gn est donnée par :

P̂f (X̃,Gn) = 1
nIS

nIS∑
i=1

wi1Gn(Xi)≤0(Xi) (2.39)

avec wi = w(Xi) = fX(Xi)
faux(Xi) les poids des échantillons générés par IS et faux la densité

auxiliaire de l’IS.
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Les contributions du GP et de l’intégration par IS à la variance de la quantité d’in-
térêt peuvent également être estimées. Ces valeurs peuvent être obtenues en réécrivant
les indices de variance proposés dans la Section 2.2.1 en les adaptant pour l’IS.

2.5.2 Estimateurs de variance

L’espérance de P̂f conditionnée à une population de nIS échantillons X̃ = (Xi)i=1,..,nIS

générés par une densité auxiliaire faux peut être exprimée en écrivant l’expression
donnée par l’Eq. (2.7) comme suit :

EGn
[
P̂f |X̃

]
= EGn

[
1
nIS

nIS∑
i=1

wi1Gn(Xi)≤0(Xi)|(Xi)i=1,..,nIS

]

= 1
nIS

nIS∑
i=1

wiEGn [B(p(Xi))]

= 1
nIS

nIS∑
i=1

wip(Xi)

(2.40)

L’estimateur de la variance VX̃ est ainsi obtenu en adaptant l’Eq. (2.9) pour l’IS :

V̂X̃ = V̂ arX̃((w(x̃)p(x̃))
nIS

= 1
nIS(nIS − 1)

nIS∑
i=1

w(Xi)p(Xi)−
1
nIS

nIS∑
j=1

w(Xj)p(Xj)
2 (2.41)

et les bornes de son intervalle de confiance d’ordre 1 − α peuvent être estimées en
utilisant les opérateurs définis dans la Section 2.2.1.1 par :

V̂ inf

X̃
=

̂
V arinf

X̃
(w(x̃)p(x̃))
nIS

V̂ sup

X̃
=

̂V arsup
X̃

(w(x̃)p(x̃))
nIS

(2.42)

De la même manière que dans la Section 2.2.1 pour MCS, une fois le premier terme
VX̃ estimé, l’idée est de donner une expression du second terme de variance VGn .

Le calcul de l’espérance de P̂f conditionnée à une réalisation de Gn peut être inter-
prété ici comme une estimation classique de probabilité de défaillance par IS pour un
modèle déterministe, qui correspond à la réalisation concernée. Cette espérance vérifie

89



CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE ACTIF BASÉ SUR L’ÉTUDE DE LA VARIANCE DE
L’ESTIMATEUR DE LA PROBABILITÉ DE DÉFAILLANCE

donc l’égalité suivante :

EX̃
[
P̂f |Gn

]
= EX̃

[
1
nIS

nIS∑
i=1

wi1Gn(Xi)≤0(Xi)|Gn
]

(2.43)

= Pf (Gn) (2.44)

La probabilité de défaillance Pf (Gn) est approchée ici par son estimation par IS

P̂ IS
f (Gn) = 1

nIS

nIS∑
i=1

wi1Gn(xi)≤0(xi),

où (xi)i=1,...,nIS les points constituant une réalisation de la population d’IS X̃.

Ainsi, de la même façon que pour MCS, VGn peut être obtenue numériquement en
évaluant l’estimateur de l’IS de Pf pour différentes trajectoires de Gn. L’expression de
l’estimateur de VGn donné par l’Eq. (2.14) pour MCS devient :

V̂Gn = 1
nt − 1

nt∑
i=1

P̂ IS
f (Gi)−

1
nt

nt∑
j=1

P̂ IS
f (Gj)

2

(2.45)

où nt est le nombre de réalisations de Gn.

De plus, les estimations des bornes de son intervalle de confiance d’ordre 1−α sont
données par :

V̂ inf
Gn = V̂ arinfGn (P̂ IS

f (Gn))
V̂ sup
Gn = V̂ arsupGn (P̂ IS

f (Gn))
(2.46)

Finalement, comme pour la méthode Vb-AGP +MCS, l’estimation de la probabilité
de défaillance P̂ t

f et sa variance totale peuvent être estimées à partir des expressions
données respectivement par l’Eq. (2.24) et l’Eq. (2.21).

L’estimation finale de la probabilité de défaillance est alors donnée par :

P̂ t
f = 1

nt

nt∑
i=1

P̂ IS
f (Gi, X̃i) (2.47)

où (Gi, X̃i)1≤i≤nt sont nt réalisations du GP Gn et de populations d’IS X̃ générées selon
la densité auxiliaire faux et P̂f (Gi, X̃i) est l’estimation de la probabilité de défaillance
obtenue pour la ième réalisation (Gi, X̃i) de Gn et d’une population d’IS donnée par :

P̂ IS
f (Gi, X̃i) = 1

nMC

nMC∑
j=1

w (Xij)1Gi(Xij)≤0(Xij) (2.48)
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La variance totale de P̂f peut ainsi être estimée comme suit :

V̂tot = 1
nt − 1

nt∑
i=1

P̂ IS
f (Gi, X̃i)−

1
nt

nt∑
j=1

P̂ IS
f (Gj, X̃j)

2

(2.49)

L’estimation de l’intervalle de confiance de niveau 1−α de V̂tot, exprimée en utilisant
les opérateurs définis dans la Section 2.2.1.1, est finalement donnée par :

V̂ inf
tot = ̂V arinfGn,X̃(P̂f (Gn, X̃))

V̂ sup
tot = ̂V arsupGn,X̃(P̂f (Gn, X̃))

(2.50)

Puis l’estimation du COV total de l’estimation P̂ IS
f de la probabilité de défaillance

P̂f obtenue sur une réalisation d’IS est donnée par :

ĈOV tot =

√
V̂tot

P̂ t
f

(2.51)

Son intervalle de confiance de niveau 1− α est alors estimé par :

ĈOV
inf

tot =

√
V̂ inftot

P̂ t
f

ĈOV
sup

tot =

√
V̂ suptot

P̂ t
f

(2.52)

2.5.3 Méthode étendue à l’échantillonnage préférentiel

Afin de pouvoir traiter des problèmes d’estimation de probabilités faibles, nous pro-
posons d’intégrer l’échantillonnage préférentiel à la méthode Vb-AGP proposée précé-
demment.

L’idée est de remplacer la population de MC par une population d’IS pour l’estima-
tion de la probabilité de défaillance. Dans ce cas, les variances VX̃ et VGn sont calculées
sur les échantillons X̃ générés par IS et leurs estimations sont obtenues en appliquant
les expressions des Eq. (2.41) et Eq. (2.45). Cependant, les échantillons candidats pour
l’enrichissement du GP correspondent à l’ensemble des échantillons Xaux générés au
cours de l’exécution de l’algorithme d’IS adaptatif effectuée pour la dernière mise à jour
de la densité auxiliaire. Ici, l’algorithme d’IS adaptatif utilisé est l’algorithme NAIS,
détaillé dans la Section 1.2.3.2.2 du chapitre 1, qui permet notamment de traiter les
cas de domaines de défaillances multimodaux.

Au début de l’algorithme, les candidats initiaux pour l’apprentissage sont simple-
ment les échantillons d’une population de MC classique générée selon la distribution
fX .
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Ensuite les étapes 8 et 9 décrites dans la Section 2.3 pour MCS sont modifiées
comme suit :

8. Si V̂Gn < V̂X̃ alors :

8.1. Si il s’agit du premier passage dans cette boucle ou si Gn a été mis à jour,
alors une nouvelle densité auxiliaire faux est construite avec le GP Gn. La
population d’IS et les échantillons candidats pour l’apprentissageXaux sont
également remplacés par les plus récemment générés. Puis l’algorithme re-
tourne à l’étape 4.

Sinon, l’algorithme passe à l’étape 8.2.

8.2. Des nouveaux échantillons sont ajoutés à la population d’IS et la méthode
retourne à l’étape 4.

Sinon si V̂Gn > V̂X̃ , l’algorithme passe à l’étape 9.

9. La fonction d’apprentissage EFF (x) est évaluée sur l’ensemble de la population de
points candidats Xaux pour déterminer le meilleur candidat x∗ pour enrichir le
métamodèle de GP. La fonction de performance est évaluée au meilleur point x∗

et le DoE est enrichi avec cette nouvelle observation. Ensuite la méthode passe à
l’étape 3 pour mettre à jour le modèle de GP.

La procédure de l’extension de la méthode Vb-AGP + IS est résumée sur la Fi-
gure 2.10.

De plus, pour des problèmes d’estimation de probabilités faibles, la probabilité
estimée avec les données initiales pour le DoE et la population de MC a une forte
probabilité d’être nulle. L’estimation des variances pour la phase d’enrichissement est
alors impossible. Pour résoudre ce problème, l’algorithme NAIS est exécuté une fois en
utilisant le GP construit à l’aide du DoE initial. Ceci permet d’une part d’estimer une
densité auxiliaire mieux adaptée pour l’estimation de la probabilité de défaillance et
également de fournir des candidats plus appropriés pour l’apprentissage du GP.

En effet, dans le cadre de l’estimation de probabilités de défaillance très faibles,
pour obtenir un GP initial approprié pour continuer l’apprentissage, un DoE initial
adapté devrait être échantillonné dans un certain voisinage de l’état limite. Cepen-
dant, le manque d’information concernant le domaine de défaillance à l’initialisation
de l’algorithme peut conduire à une estimation de la première densité optimale par
NAIS relativement éloignée de la vraie densité optimale. Lorsque l’estimation de la
probabilité de défaillance est égale à zéro, un second DoE initial de taille 2nu, plus per-
tinent pour l’apprentissage, est alors généré après que NAIS ait convergé. Les points
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Figure 2.10 – Diagramme de l’algorithme d’apprentissage actif Vb-AGP + IS

du DoE sont choisis itérativement parmi l’ensemble des échantillons générés par l’al-
gorithme NAIS à l’aide du critère d’apprentissage EFF , avec une mise à jour du GP
après chaque point ajouté au DoE.
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Figure 2.11 – Illustration de la méthode Vb-AGP + IS (NAIS) sur l’exemple du système
série à 4 branches

2.5.4 Applications

2.5.4.1 Système série à 4 branches en probabilité faible

La méthode Vb-AGP + IS a été appliquée sur un cas test dérivé de la fonction de per-
formance du système en série à 4 branches défini par l’Eq. (2.28). Ici, la défaillance est
définie par G(x) ≤ 1.5 et le problème de fiabilité associé correspond à une probabilité
de défaillance de 5.29× 10−5 avec un COV de 2.1% estimée par MCS (100 exécutions
pour nMC = 5× 107).

La méthode basée sur la variance proposée Vb-AGP + IS avec la méthode d’IS
adaptatif NAIS appliquée sur ce cas test est illustrée sur la Figure 2.11. La popula-
tion intermédiaire (points verts clairs), générée au cours de l’algorithme NAIS pour
la densité auxiliaire finale, utilisée comme échantillons candidats pour l’apprentissage
du GP et la population d’IS (points verts) utilisée pour calculer la probabilité sont
représentées sur cette figure.

L’histogramme des estimations P̂f de Pf obtenues à partir de l’algorithme Vb-AGP
+ IS ainsi que la probabilité de référence Pfref et son intervalle de confiance à ±3σ
sont représentés sur la Figure 2.12.

Les résultats moyens obtenus sur 100 répétitions de l’algorithme sur ce cas test sont
donnés dans le Tab. 2.4. Ils montrent que la méthode Vb-AGP + IS respecte le COV
maximal fixé à 3% sur les 100 répétitions de l’algorithme avec un nombre d’appels à la
fonction de performance correspondant au nombre de points d’apprentissage nécessaires
pour vérifier ce COV.

Notons qu’on ne se compare pas à AK-MCS ici, car ce type de problème de fiabilité,
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Figure 2.12 – Histogramme des estimations P̂f sur 100 répétitions de Vb-AGP + IS sur le
cas test système en série à 4 branches - cas probabilité faible

Méthode Nsim COV (Nsim) P̂f COV (P̂f ) er νMC

MCS 5× 107 - 5.29× 10−5 2.1% - -
Vb-AGP + IS 104 16.2% 5.33× 10−5 3.0% 2.4% 201437

Tableau 2.4 – Système en série à 4 branches - cas probabilité faible — résultats moyens
sur 100 répétitions - paramètres de la méthode adaptative : ninitMC = 1 × 104, ninitDoE = 12,
COVmax = 0.03

avec des probabilités de défaillance faibles, est très difficile à traiter par cette méthode.
L’application des méthodes adaptatives à base d’IS est également délicate, car ces
algorithmes sont difficilement applicables directement à des états limites avec des zones
de défaillance multiples. On peut tout de même noter que l’indice d’efficacité νMC de
la méthode par rapport à MCS est très élevé.

2.5.4.2 Réponse dynamique d’un oscillateur non linéaire

La méthode Vb-AGP + IS a ensuite été appliquée au deuxième cas d’étude (cf Sec-
tion 2.4.3) dérivée de l’exemple basé sur la réponse dynamique d’un oscillateur à un
degré de liberté non-linéaire et non-amorti avec F1 ∼ N (0.6, 0.01), qui correspond à
une probabilité de défaillance de 9.08× 10−6 (2.47%) estimée par MCS. La méthode a
été exécutée 100 fois pour des DoE initiaux de 12 points et un COV limite de 3%.

Ce type de problème de fiabilité est très difficile à traiter par la méthode AK-MCS
mais il a été traité par la méthode AK-IS [Echard et al., 2013]. L’IS est échantillonné
via une méthode FORM+IS dans cet algorithme. A l’initialisation, une optimisation est
donc effectuée pour déterminer le point de conception puis la phase d’enrichissement
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est effectuée sur l’IS.
On compare donc ici les résultats obtenus par l’approche Vb-AGP + IS avec les ré-

sultats obtenus par AK-IS présentés dans le papier [Echard et al., 2013]. Ces résultats
sont donnés dans le Tab. 2.5.

Méthode Nsim COV (Nsim) P̂f COV (P̂f ) er νMC

MCS 1.8× 109 - 9.08× 10−6 2.47%
FORM+IS 29 + 104 - 9.13× 10−6 2.29%

AK-IS [Echard et al., 2013] 29 + 38 - 9.13× 10−6 2.29% 1943812
Vb-AGP + IS 58 20% 9.09× 10−6 2.9% 2.3% 2240946

Tableau 2.5 – Oscillateur non linéaire (µF1 = 0.6, σF1 = 0.1 ) — Résultats moyens sur 50
répétitions - Paramètres de l’algorithme : ninitMC = 104, ninitDoE = 12, COVmax = 0.03

Sur cet exemple, la méthode Vb-AGP divise en moyenne le nombre d’appels à la
fonction de performance d’un facteur 1.16 par rapport à AK-IS. Ce gain est moins
important que ceux que nous avons pu obtenir sur les exemples précédents avec AK-
MCS, il reste donc sans doute des améliorations possibles sur le couplage avec NAIS. En
effet, on peut noter que le COV deNsim est relativement élevé pour la méthode Vb-AGP
+ IS. Ceci peut s’expliquer par l’influence du DoE initial, qui va avoir un effet important
pour cette méthode sur les performances du NAIS. De plus, la dimension d’entrées de
ce cas d’application est de six paramètres aléatoires et s’approche donc des limites
de l’algorithme NAIS. En effet, l’efficacité de cette méthode est fortement diminuée
lorsque la dimension stochastique augmente comme expliqué dans la Section 1.2.3.2.2.

L’histogramme des estimations P̂f de Pf obtenues à partir de l’algorithme Vb-
AGP + IS ainsi que la probabilité de référence Pfref et son intervalle de confiance à
±3σ sont représentés sur la Figure 2.13. On observe sur cette Figure que l’ensemble des
estimations de la moyenne de P̂f se trouve dans l’intervalle de confiance de l’estimation
obtenue par MCS.
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Figure 2.13 – Histogramme des estimations P̂f sur 50 répétitions de Vb-AGP + IS sur
l’exemple de l’oscillateur non linéaire - cas probabilité faible

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé d’analyser la contribution des incertitudes liées
à l’approximation par processus gaussien et à l’échantillonnage d’une population de
Monte-Carlo à la variabilité de l’estimateur de la probabilité de défaillance. Après
avoir montré que cette analyse peut s’écrire comme un problème d’analyse de sensibilité
basé sur la décomposition de la variance, des estimateurs des variances dues à l’effet de
chaque variable et de la variance totale ont été proposées. Nous avons ensuite montré
sur un exemple, en comparant les valeurs obtenues pour les variances, qu’il n’est pas
nécessaire d’apprendre de manière aussi précise le processus gaussiens que l’impose le
critère d’arrêt classique de l’algorithme d’apprentissage actif et qu’il est possible de
s’affranchir de quelques simulations qui ne sont pas nécessaires.

L’approche Vb-AGP intégrant cette analyse pour améliorer adaptativement la source
d’erreur majeure durant la phase d’apprentissage ainsi qu’un critère d’arrêt basé sur
la variance totale de l’estimation de la probabilité de défaillance a ensuite été propo-
sée. Nous avons montré sur deux exemples, que cette approche est prometteuse d’un
point de vue de la réduction du nombre de points d’apprentissage, en respectant le
COV maximal imposé par l’utilisateur. De plus, elle donne une estimation du COV
total, c.-à-d. prenant en compte toutes les incertitudes de la probabilité de défaillance
estimée.

Une seconde approche, qui est une extension de la méthode précédente à l’IS, afin
d’être adaptée à l’estimation de probabilité d’évènements rares, a ensuite été présentée.
Dans ces travaux, la méthode d’IS adaptatif NAIS a été utilisée pour pouvoir traiter
des domaines de défaillance multimodaux sans connaissances a priori. L’approche a
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été illustrée sur un premier exemple puis testée sur un deuxième cas d’application, sur
lesquelles elle s’est montré efficace du point de vue de la précision des estimations et
de la réduction du nombre de simulations.

Les approches proposées nous ont ainsi permis de réduire le nombre de points d’ap-
prentissage nécessaires pour estimer la probabilité de défaillance et fournissent égale-
ment une estimation du COV total sur l’estimation obtenue. Néanmoins, l’application
de la méthode Vb-AGP + MCS est limitée pour des problèmes dont la dimension
stochastique est peu élevée à cause du coût en terme de mémoire de l’évaluation des
trajectoires en utilisant l’expansion de KL sur des populations de MC importantes.
L’utilisation de la méthode Vb-AGP + IS permet alors de réduire fortement la taille
de la population de MC mais l’algorithme NAIS n’étant efficace que pour des entrées
dont la dimension est relativement faible, son utilisation dans l’état n’est pas adaptée
non plus pour des problèmes dont la dimension stochastique est importante.
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CHAPITRE 3

Apprentissage actif combiné à la
modélisation en base réduite

• Présenter une méthodologie combinant les analyses de fiabilité par ap-
prentissage actif et la modélisation en base réduite.

• Proposer des critères de couplage efficaces.

• Étudier les performances (gain en temps de calcul et précision) sur des
cas d’application concrets.

Objectifs du chapitre
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés aux méthodes d’analyse de
fiabilité par apprentissage actif. Nous avons proposé d’utiliser la variance de l’esti-
mateur de la probabilité de défaillance en prenant en compte l’incertitude du modèle
de processus gaussien, ou Gaussian process (GP) pour réduire le nombre de points
d’apprentissage ajoutés par les algorithmes. Néanmoins, l’évaluation de chaque point
d’apprentissage nécessite de résoudre le modèle numérique. Ainsi, le coût lié à ces éva-
luations peut encore être élevé, voir prohibitif pour des problèmes complexes, résolus
par des codes de calcul coûteux.

Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particulièrement au cas de modèles paramé-
triques de grande taille (c.-à-d. avec un grand nombre de Degrés de liberté (ddl)). Nous
nous intéressons ici aux problèmes résolus par la méthode des Éléments Finis (EF) et
nous nous restreignions aux problèmes éléments finis. Par exemple, dans le cadre de
la mécanique des milieux continus (cf Section 1.1.3.2) ces problèmes s’écrivent sous la
forme d’un système linéaire :

K(x)u(x) = F (x) (3.1)

avec K(x) la matrice de rigidité, u(x) le vecteur déplacement et F (x) le vecteur des
efforts extérieurs.

Afin de réduire les temps de calcul représentés par les appels successifs au modèle
numérique complet, nous proposons dans ce chapitre d’utiliser des solutions en base ré-
duite dès lors que l’estimation obtenue est suffisamment précise. En effet, les techniques
de réduction de modèles permettent de diminuer les coûts de calcul liés à la résolution
du système donné par l’Eq. (3.1) en le projetant dans un sous-espace de plus petite
dimension. Plus précisément la méthode utilisée dans ce travail est la modélisation en
base réduite ou réduction de modèles par projection [Benner et al., 2015; Kerschen
et al., 2005]. Les modèles par projection, présentés dans le chapitre 1, visent alors à ré-
soudre le système Eq. (3.1) en projection sur une base réduite Ψ de taille nr construite
à partir de solutions du problème complet. Ainsi le problème initial projeté sur cette
base peut s’écrire :

ΨTK(x)Ψα(x) = ΨTF (x) (3.2)

Ces méthodes permettent d’obtenir une approximation ur(x) du vecteur des dé-
placements u(x) en l’exprimant dans la base Ψ :

ur(x) = Ψα(x) (3.3)

où les coefficients α(x) du vecteur déplacement u(x) dans la base Ψ sont obtenus en

101



CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE ACTIF COMBINÉ À LA MODÉLISATION EN BASE
RÉDUITE

résolvant le problème de l’Eq. (3.2). Le gain de calcul permis par la résolution en base
réduite est dû au fait que le système linéaire de l’Eq. (3.2) à résoudre est un système
de taille nr bien inférieure à la taille du système matriciel dans l’espace de départ qui
est de dimension nddl.

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. Dans une première partie, nous
exposerons le concept général de l’approche développée. Les différentes étapes de la
nouvelle méthodologie seront ensuite détaillées. Enfin, nous illustrerons l’approche sur
deux applications et nous étudierons les gains obtenus en terme de nombre de résolu-
tions du système EF et de temps de calcul.

3.2 Approche combinant apprentissage actif et mo-
délisation en base réduite

Nous proposons ici une méthode d’analyse de fiabilité hybride combinant les approches
d’apprentissage actif de modèles de GP et de réduction de modèles. Nous présentons
d’abord les motivations qui nous ont poussés à développer cette méthodologie et son
concept général. Ensuite le couplage concret de la modélisation en base réduite avec la
méthode d’analyse de fiabilité AK-MCS est détaillé avec un premier critère puis avec
un second critère amélioré pour répondre aux limitations du premier.

3.2.1 Motivations

Au cours des procédures d’apprentissage des algorithmes d’analyse de fiabilité par
apprentissage actif, les points sont en majorité ajoutés dans les mêmes régions de
l’espace, au voisinage de l’état limite, et de nombreux points du DoE sont proches les
uns des autres. En reprenant l’exemple de l’application de la méthode AK-MCS sur le
cas test à 4 branches présenté dans le chapitre 1 et dont le résultat est rappelé sur la
Figure 3.1, on observe que la grande majorité des points du DoE final sont concentrés
sur les 4 branches de l’état limite.

Considérant un cas d’application EF, un nouveau point d’apprentissage ajouté
proche de l’état limite a de fortes chances de se trouver au voisinage d’autres points
du DoE ajoutés au cours de la procédure d’apprentissage et déjà évalués en utilisant le
modèle numérique complet. Ainsi, l’approximation de la solution calculée en projection
sur la base réduite construire à partir des solutions complètes déjà existantes sera rela-
tivement précise en ce nouveau point. Une solution réduite pourrait donc être suffisante
pour préciser le comportement du système en un certain nombre de nouveaux points
du DoE construit au cours de l’algorithme.
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Figure 3.1 – Résultat final de AK-MCS à la fin de l’apprentissage

3.2.2 Concept général de la méthodologie adaptative proposée

La procédure proposée débute par la définition d’un DoE initial qui sert à la fois à
initialiser le modèle de substitution et la base réduite. Le premier point du DoE est
évalué à l’aide du modèle numérique complet et est pris comme premier élément de la
base réduite. Ensuite, à chaque point du DoE, la solution du modèle en base réduite et
un critère sur la précision de la solution réduite sont calculés. Sur la base de ce critère
de précision, le choix est pris à chaque itération d’utiliser la solution en base réduite ou
de résoudre le modèle complet. Dans ce dernier cas, la solution obtenue en résolvant le
modèle complet est également utilisée pour enrichir la base réduite Ψ. Un métamodèle
est ensuite entraîné en utilisant l’ensemble des solutions évaluées, sans faire de différence
entre les solutions obtenues en utilisant le modèle réduit et le modèle complet puisque
le critère de précision est fixé de manière à avoir des solutions réduites très précises. A
chaque itération de la phase d’apprentissage, les points d’apprentissage sont évalués en
suivant la même procédure que pour les points du DoE initial. Un schéma récapitulant
les étapes de l’algorithme générique, en ne considérant aucune méthode d’apprentissage
spécifique, est donné sur la Fig 3.2. Finalement, la probabilité de défaillance est estimée
en utilisant la moyenne de la prédiction du métamodèle de GP Gn sur une population
X̃ = (Xi)i=1,··· ,nMC

, avecXi i.i.d de même distribution queX, en suivant l’expression :

P̂AK−MCS+BR
f = 1

nMC

nMC∑
i=1
1µn(X)≤0(Xi) (3.4)

Dans les sections suivantes, la méthode combinant l’algorithme d’apprentissage actif
AK-MCS et la modélisation en base réduite avec différents critères est décrite plus
en détails. Pour cela, un premier estimateur de la précision de la solution réduite peu
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Figure 3.2 – Schéma de l’algorithme générique de couplage

coûteux à évaluer sera d’abord donné et la méthode utilisant cet estimateur d’erreur
comme critère de couplage sera ensuite détaillée, puis un second estimateur de l’erreur,
plus performant, sera proposé. Enfin, nous proposerons d’aborder la méthode comme
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une approche multi-fidélité à travers plusieurs propositions qui seront étudiées dans la
suite.

3.2.3 Estimation de l’erreur de la solution du système projetée
sur la base réduite

Jusqu’ici la base réduite Ψ, sur laquelle le problème était projeté, n’était pas spécifiée
puisque de nombreuses méthodes existent pour définir un sous-espace de projection
[Kerschen et al., 2005; Rozza et al., 2008; Benner et al., 2015], parmi lesquelles des
méthodes très efficaces existent pour des équations affines par rapport aux paramètres.
Cependant, on cherche ici à proposer une méthode applicable à tout problème linéaire,
y compris les problèmes pour lesquels la décomposition affine est difficilement accessible
et pour lesquels d’autres alternatives plus simples sont préférables. Ainsi, la méthode
de construction à la volée [Gogu et Passieux, 2013], décrite dans le chapitre 1, est
utilisée pour construire la base réduite. En effet, cette méthode est particulièrement
bien adaptée pour le couplage avec l’apprentissage actif puisqu’elle consiste à enrichir
de manière adaptative la base réduite au cours de la procédure itérative d’apprentissage
actif avec les simulations correspondantes à la résolution du problème EF Eq. (3.1). Un
couplage de cette méthode avec une optimisation à base de métamodèles avait ainsi
été proposé dans l’article [Soilahoudine et al., 2017].

En pratique, l’erreur exacte entre la solution réduite et la solution du problème EF
complet e(x) = ‖u(x)− ur(x)‖2 n’est pas calculée puisque l’on cherche justement à
éviter l’évaluation de la vraie solution u(x). De nombreuses techniques existent dans
la littérature pour estimer cette erreur sans recourir au calcul de u(x) [Rozza et al.,
2008; Tonn et al., 2011; Janon et al., 2016; Gogu et al., 2016; Smetana et al., 2019].

Dans ces travaux, on propose dans un premier temps de quantifier la précision des
solutions en base réduite en s’appuyant sur un estimateur d’erreur basé sur un résidu
tel que proposé dans les travaux de [Gogu et al., 2016] sur la méthode de construction
à la volée de la base réduite. Cet estimateur a l’avantage de représenter un faible coût
de calcul et d’un point de vue pratique, d’être simple à implémenter. Ainsi la qualité
de l’approximation du déplacement par une solution réduite ur(x) = Ψα(x) peut se
quantifier par l’estimateur d’erreur basé sur le résidu suivant :

εBR(x) = ||K(x)Ψα(x)− F (x)||2
||F (x)||2

(3.5)

En pratique, la construction de la base réduite et le calcul du résidu, nécessitent
tous les deux d’assembler la matrice de rigidité K(x). Le coût numérique de cette
opération peut être non négligeable mais pour des problèmes de grande dimension, ce
coût devient d’autant plus négligeable en comparaison à la résolution du système de
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l’Eq. (3.1) que la dimension (nombre de ddl) augmente.
En plus de l’assemblage de la matrice de rigidité K(x), le calcul du résidu εBR(x)

implique seulement un produit matrice-vecteur et des différences dont le coût est aussi
négligeable pour des problèmes de grande dimension. La réduction de modèle est donc
une technique puissante pour réduire le coût de calcul et son utilisation au cours de
l’algorithme AK-MCS est proposée dans la suite.

3.2.4 Couplage de AK-MCS et de la modélisation en base
réduite

Nous proposons ici un algorithme combinant la méthode AK-MCS, décrite dans la
Section 1.2.4.2.1 du chapitre 1, et la modélisation en base réduite dans le cadre de la
méthode générale présentée dans la section précédente. Cela implique notamment de
prendre en compte des solutions de modèles réduits dans les phases d’initialisation et
d’apprentissage de AK-MCS.

L’algorithme, noté AK-MCS + BR pour la combinaison de AK-MCS et de la Base
Réduite, de la méthode proposée est fourni dans l’Algorithme 4 et ces différentes étapes
sont décrites ci-dessous.

L’algorithme démarre par l’initialisation de la base réduite. Pour cela, le premier
échantillon du DoE initial est calculé et normalisé pour servir de premier élément Ψ1 à
la base réduite. Puis les autres échantillons du DoE, i.e. les échantillons du DoE initial
et les points d’enrichissement ajoutés au cours de la phase d’apprentissage, sont évalués
suivant la procédure suivante :

1. Calcul de la solution réduite uri au point xi par projection sur la base réduite
disponible.

2. Calcul du résidu εBR(xi) pour la solution précédente en utilisant l’Eq. (3.5).

3. Évaluation de la précision de la solution réduite uri . Si la valeur de εBR(xi) est
inférieure à un seuil limite ε défini par l’utilisateur (voir aussi les discussions
dans les Section 3.2.5 et Section 3.3 pour le choix de ε), la solution réduite est
considérée suffisamment précise et est ajoutée au DoE. Sinon, l’algorithme passe
à l’étape suivante.

4. Si la solution réduite n’est pas jugée suffisamment précise en se basant sur le
critère défini, le modèle numérique complet est résolu en ce point. La solution
associée ui est ajoutée au DoE et utilisée pour enrichir la base réduite après avoir
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été orthonormalisée suivant les Eq. (3.6) et Eq. (3.7).

Ψi = ui −
i−1∑
k=1

< ui,Ψk > Ψk (3.6)

Ψi = Ψi

||Ψi||2
(3.7)

avec < ·, · > le produit scalaire dans L2.

La méthodologie adaptative proposée permet de choisir d’utiliser les solutions en
base réduite ou celles associées au modèle numérique complet. Ce couplage peut ainsi
fortement réduire le temps d’exécution de l’algorithme AK-MCS puisque le calcul de
solutions réduites est bien moins coûteux que la résolution du modèle EF de départ.
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Algorithm 4 Algorithme du couplage AK-MCS + BR
Require: nMC , fX , G, n
1: X̃ ← population de taille nMC générée suivant fX
2: xdoe ← définition d’un DoE initial de taille n
3: u← solution de K(x1)u(x1) = F (x1)
4: ydoe ← G(u,x1)
5: for x ∈ xdoe\{x1} do
6: α← solution de ΨTK(x)Ψα(x) = ΨTF (x)
7: u← Ψα
8: εBR ← ||KΨα−F ||2

||F ||2
9: if εBR > ε then

10: u← solution of K(x)u(x) = F (x)
11: V ← u−Ψ(ΨTu)
12: Ψ← [Ψ, V

||V ||2 ]
13: end if
14: ydoe ← [ydoe, G(u,x)]
15: end for
16: while COV < COVmax do
17: while Critère d’apprentissage non atteint do
18: Gn ← Entraînement du GP avec (xdoe, ydoe)
19: µn, σn ← Gn(x),∀x ∈ X̃
20: P̂ 0

f ← 1
nMC

∑nMC
i=1 1µn(x)≤0(xi)

21: COV ←
√

1−P̂f
P̂fnMC

22: U ← |µn|
σn

23: x← arg min
x′∈S

U(x′)

24: if minU(x) < 2 then
25: α(x)← solution de ΨTK(x)Ψα(x) = ΨTF (x)
26: u← Ψα
27: εBR ← ||KΨα−F ||2

||F ||2
28: if εBR > ε then
29: u← solution de K(x)u(x) = F (x)
30: V ← u−Ψ(ΨTu)
31: Ψ← [Ψ, V

||V ||2 ]
32: end if
33: xdoe ← [xdoe,x]
34: ydoe ← [ydoe, G(u,x)]
35: end if
36: Critère d’apprentissage non atteint
37: end while
38: end while
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3.2.5 Amélioration du critère de couplage par l’utilisation de
préconditionneurs

La corrélation entre la vraie erreur et le résidu défini par l’Eq. (3.5) dépend notamment
du conditionnement de la matrice de rigidité. Le résidu peut donner une estimation in-
exacte de l’erreur de la solution en base réduite dans certains cas où le conditionnement
est mauvais. De plus, le choix d’un seuil limite pour l’estimateur d’erreur de l’Eq. (3.5),
qui est défini sur le vecteur du chargement (par exemple les forces extérieures ou les
flux de chaleur), peut être difficile à estimer car la quantité d’intérêt dont on cherche
à estimer l’erreur est en fait le vecteur de la variable d’état (par exemple le vecteur
déplacement ou le champ de température).

L’utilisation d’un résidu préconditionné, homogène à la variable d’état u, peut
améliorer la précision de l’estimateur d’erreur basé sur des résidus [Zahm et Nouy,
2016].

En effet, l’opérateur matriciel K(x) est un endomorphisme linéaire continu, symé-
trique, coercif. Il existe donc γ(x) > 0 et β(x) tels que :

γ(x) = inf
v∈V,v 6=0

<K(x)v,v >
‖v‖2

2
(coercivité) (3.8)

et

β(x) = sup
v∈V,v 6=0

sup
u∈V,v 6=0

<K(x)v,u >
‖v‖2 ‖u‖2

(continuité) (3.9)

D’une part, l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwartz et l’équation Eq. (3.8)
permettent d’écrire :

γ(x)||v||22 ≤ <K(x)v,v > ≤ ||K(x)v||2||v||2, ∀v ∈ V (3.10)

Ainsi on peut écrire (en prenant v = u(x)− ur(x)) :

‖u(x)− ur(x)‖2 ≤
1

γ(x) ‖K(x)ur(x)− F (x)‖2 (3.11)

D’autre part, la propriété donnée par l’Eq. (3.9) permet d’écrire en considérant les
vecteurs v ∈ V et u = K(x)v ∈ V que :

<K(x)v,K(x)v >
||v||2||K(x)v||2

= ||K(x)v||2
||v||2

≤ β(x) (3.12)

Finalement, l’erreur e(x) = ‖u(x)− ur(x)‖2 entre la solution exacte et la solution
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réduite satisfait les inégalités suivantes :
 ‖u(x)− ur(x)‖2 ≤

1
γ(x) ‖K(x)ur(x)− F (x)‖2

‖u(x)− ur(x)‖2 ≥
1

β(x) ‖K(x)ur(x)− F (x)‖2
(3.13)

Ainsi on a :

1
β(x) ‖K(x)ur(x)− F (x)‖2 ≤ ‖u(x)− ur(x)‖2 ≤

1
γ(x) ‖K(x)ur(x)− F (x)‖2

(3.14)
Supposons que l’on dispose d’un bon préconditionneur P pour K(x), le condition-

nement κ de P−1K(x) est alors tel que :

κ = λmax
λmin

≈ 1 (3.15)

où λmin ≈ 1 et λmax ≈ 1 correspondent respectivement à la valeur propre minimale et
maximale de P−1K(x). De plus, on a dans ce cas :

β(x) = sup
v∈Rn,v 6=0

‖P−1K(x)v‖2
‖v‖2

≈ λmax (3.16)

et de la même façon :
γ(x) = λmin (3.17)

Ainsi, le calcul de ||P−1K(x)ur−P−1F (x)||2, avec un bon préconditionneur P , a
de fortes chances de fournir une bonne approximation de l’erreur e(x) = ‖u(x)− ur(x)‖2.

On propose donc d’utiliser un résidu préconditionné donné par la formule suivante
pour améliorer les performances du couplage proposé :

εPBR(x) = ||P
−1K(x)Ψα(x)− P−1F (x)||2

||P−1F (x)||2
(3.18)

avec P un préconditionneur qui pourra prendre différentes formes, proposées ensuite.
Notons que l’évaluation du résidu préconditionné εPBR(x) a généralement un coût

plus élevé que celle du résidu non préconditionné εBR(x), car elle nécessite le calcul
du terme P−1K(x)Ψα(x). Cependant pour des préconditionneurs indépendants du
paramètre x, la factorisation de P peut être effectuée une unique fois puis stockée
pour toute la durée d’exécution de l’algorithme. Ainsi, le seul coût restant correspond
à la résolution du système en fonction du type de factorisation choisie, qui doit être
effectuée quel que soit le résidu et qui n’induit donc pas un coût de calcul additionnel
significatif.

Il existe de nombreuses méthodes pour construire un préconditionneur, qu’on sou-
haite ici indépendant de x. Dans ces travaux, la méthode proposée sera exécutée avec
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deux techniques de construction de préconditionneurs possibles :

• le préconditionneur Pmean calculé au point moyen [Ghanem et Kruger, 1996],
dénommé préconditionneur moyen dans la suite : la matrice de rigidité K0 est
assemblée pour le point moyen du domaine physique et est utilisée comme pré-
conditionneur Pmean = K0.

• le préconditionneur au plus proche Pnearest : chaque fois que le modèle numérique
complet est évalué pour enrichir la base réduite, la matrice de rigidité obtenue
Ki = K(xi) est stockée pour servir de préconditionneur.

Notons Xfull = {xi, i = 1, . . . , nfull} ⊂ X l’ensemble qui contient tous les points
auxquels la solution complète a été évaluée. A chaque évaluation d’un point
d’apprentissage x∗, le résidu préconditionné est calculé en utilisant le précondi-
tionneur :

Pnearest = K(xi) tel que xi = min
x∈Xfull

||x− x∗||2 (3.19)

Notons que ce préconditionneur n’est pas entièrement indépendant de x puisque le
choix de la matrice utilisée dépend de la distance de x aux xi mais les matrices elles-
mêmes sont indépendantes de x.

Les préconditionneurs présentés ci-dessus sont construits à partir de valeurs de
la matrice de rigidité, i.e. P−1 = K−1(x′) avec x′ un point particulier du domaine
des entrées. On peut ainsi supposer qu’en un point x du domaine la matrice K−1(x)
est relativement proche de P−1 et que le conditionnement du problème avec un tel
préconditionneur est ainsi très bon. Ainsi, εPBR(x) peut être considéré comme une bonne
approximation de l’erreur relative ur(x) par rapport à la vraie solution du système EF
u(x). En se basant sur ces résultats, le précondionnement du résidu facilite le choix
d’une valeur seuil ε, qui permet d’assurer que l’erreur sur u(x) ne dépasse pas l’erreur
maximale autorisée.

De plus, on peut s’attendre à ce que l’erreur sur la fonction de performance G(x)
soit faible si le seuil ε est fixé pour avoir une erreur relative faible sur u(x) (par exemple
10−3, valeur qui sera discutée par la suite). Cependant, le lien entre ces deux erreurs est
fortement dépendant de la forme de G : x→ G(u(x),x). Généralement, on observe ce
résultat car G est souvent faiblement ou moyennement non linéaire en u(x). Si G(x)
est fortement non linéaire en u(x) le choix de ε n’est pas trivial et peut nécessiter
plusieurs essais pour obtenir une valeur raisonnable.

Ainsi la méthode proposée précédemment pour combiner l’algorithme AK-MCS et
la modélisation en base réduite peut être améliorée en utilisant un résidu préconditionné
εPBR(x). Ce nouvel estimateur de l’erreur permet d’améliorer l’estimateur basé sur un
résidu défini par l’Eq. (3.5) utilisé comme critère de décision pour choisir si une solution
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réduite est suffisamment précise pour remplacer une simulation du modèle numérique
complet.

3.2.6 Etude de l’extension potentielle à la modélisation multi-
fidélité

3.2.6.1 Reformulation du problème comme un problème multi-fidélité

L’utilisation des solutions réduites et complètes comme solutions du même modèle pour
construire un modèle de substitution se discute. Dans les faits, les données ont différents
niveaux de fidélité : les solutions complètes sont des données haute fidélité alors que les
solutions réduites sont des données basse fidélité avec nr (nombre d’éléments de la base
réduite) niveaux différents. En effet, à chaque fois que la base réduite est enrichie, le
modèle réduit est amélioré et correspond à un nouveau niveau de fidélité. L’utilisation
d’un métamodèle comme le co-krigeage, basé sur différents niveaux de fidélité, peut
donc être envisagé. Cependant, relativement peu de simulations sont disponibles en
pratique pour chaque niveau de fidélité et il est donc impossible de construire un bon
modèle de co-krigeage à nr niveaux de fidélité. Une simplification du problème consiste à
considérer deux niveaux de fidélité : un niveau haute fidélité pour les solutions obtenues
en résolvant le système complet et un niveau basse fidélité pour les solutions obtenues
en résolvant tout modèle réduit du modèle de départ. Ainsi, un modèle de co-krigeage
à deux niveaux pourrait être utilisé.

La reformulation comme un problème de co-krigeage en utilisant les solutions du
modèle numérique complet comme des données haute fidélité et les solutions du modèle
réduit comme données basse fidélité peut être abordée de trois façons différentes :

1. en remplaçant le modèle de GP par un modèle de co-krigeage tout le long de
l’algorithme d’apprentissage,

2. en utilisant un GP au cours de la phase d’apprentissage, puis en remplaçant
le GP final par un modèle de co-krigeage avec les points des solutions réduites
(considérées basse fidélité) et les points des solutions complètes (considérées haute
fidélité),

3. en suivant la même stratégie que le point 2, excepté que les données basse fidélité
sont recalculées à la fin de l’algorithme en utilisant la base réduite finale pour
avoir exactement le même niveau de fidélité pour tous les points issus de solutions
réduites.

Ces différentes stratégies seront comparées lors des applications numériques.
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Dans la section suivante, une étude numérique des deux stratégies de couplage de
la méthode AK-MCS avec la modélisation en base réduite avec ou sans précondition-
nement est menée afin de comparer leurs performances sur deux cas d’applications. De
plus, une étude des stratégies multi-fidélité basées sur un modèle de co-krigeage sera
menée sur une application pour déterminer le potentiel de cette approche du problème.
La première application est un problème thermique et la seconde porte sur un problème
mécanique.

3.3 Applications

Dans la suite, deux applications numériques de la méthode sont présentées. Pour chaque
application, une description du problème physique est donnée et est suivie par une
comparaison numérique des différentes stratégies d’estimation de la probabilité de dé-
faillance.

3.3.1 Premier exemple : Analyse de fiabilité sur un problème
thermique

3.3.1.1 Description du problème

Dans cette section, l’application considérée est une analyse de fiabilité impliquant le
transfert de chaleur à travers la paroi d’une chambre de combustion d’un moteur de
fusée refroidi par régénération [Gogu et al., 2016]. De l’hydrogène liquide passant par
des canaux de refroidissement à travers la paroi de la chambre de combustion à une
température de 40K permet de refroidir le moteur. On considère qu’il y a défaillance
lorsque la température maximale de la paroi interne de la chambre de combustion
dépasse une valeur critique Tallow, ce qui correspond à une rupture de la paroi de la
chambre de combustion due aux contraintes induites thermiquement.

La Figure 3.3 fournit un schéma de principe de la chambre de combustion d’un tel
moteur de fusée à propulsion liquide hydrogène (LH2) / oxygène (LOX) refroidi par
régénération. Comme illustrée sur cette figure, la paroi de la chambre de combustion est
formée de deux parties différentes chacune constituée d’un matériau : une partie interne
composée d’un alliage de cuivre et une partie externe composée d’un alliage de nickel.
Les échanges de chaleur ont lieu par convection entre les parois de la chambre de com-
bustion et les sources de chaleur (gaz de la chambre de combustion), de refroidissement
(hydrogène liquide) et aussi avec l’extérieur. Considérant ces conditions aux limites, le
transfert thermique dépend des paramètres suivants : la conductivité entre la partie
intérieure de la paroi (kCu), la conductivité de l’enveloppe (kNi), la température des
gaz sur la partie interne de la chambre de combustion (Thot), le coefficient de transfert
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Figure 3.3 – Schéma de la chambre de combustion d’une fusée refroidie par régénération.

Entrée kCu kNi Thot hhot Tout hout Tcool hcool Tallow

Unité W/mK W/mK K kW/m2K K kW/m2K K kW/m2K K

Distribution gaussien gaussien uniforme uniforme uniforme uniforme uniforme uniforme uniforme

Moyenne 310 75 900 31 293 6 40 250 230

COV 2% 2%
Moitié de la taille de l’intervalle 10% 10% 5% 5% 5% 10% 7.5%

Tableau 3.1 – Lois de probabilité des paramètres du problème thermique.

par convection de la partie interne de la chambre de combustion (hhot), la température
de la face externe de la chambre de combustion (Tout), le coefficient de transfert par
convection de la face externe de la chambre de combustion (hout), la température du
liquide de refroidissement (Tcool) et le coefficient de transfert par convection du canal de
refroidissement (hcool). Ces paramètres ainsi que la température maximale admissible
Tallow sont supposés incertains et modélisés par des variables aléatoires indépendantes
suivant les distributions données dans le Tab. 3.1.

Le champ thermique à l’équilibre stationnaire est obtenu en résolvant une équation
de convection-diffusion par une approche EF. Le maillage EF de la paroi de la chambre
de combustion et les conditions aux limites sont illustrés sur la Figure 3.4 (par condi-
tions de symétrie seule la partie dénommée "discretized segment" dans la Figure 3.3 est
modélisée). Dans ces travaux, un solveur EF maison implémenté en Python est utilisé
pour calculer le champ thermique. Un exemple du champ de température calculé au
point moyen par rapport aux bornes du Tab. 3.1 est fourni dans la Figure 3.5. Ainsi, la
température maximale Tmax(x) est accessible et nous pouvons en déduire la fonction de
performance, définie ici par G(x) = Tallow(x)− Tmax(x). La probabilité de défaillance

114



CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE ACTIF COMBINÉ À LA MODÉLISATION EN BASE
RÉDUITE

Figure 3.4 – Maillage EF de la paroi de la chambre de combustion et conditions aux limites
du problème thermique.

peut ensuite être estimée en utilisant une MCS ou en utilisant une approche d’analyse
de fiabilité par apprentissage actif telle que la méthode AK-MCS par exemple.

Les résultats de comparaison entre la méthode classique de MC, la méthode AK-
MCS et les deux stratégies de couplage AK-MCS + BR (avec et sans préconditionne-
ment) sont présentés dans la suite.

3.3.1.2 Résultats

En premier lieu, la méthode classique MCS nous a permis d’avoir une estimation de
référence de la probabilité de défaillance sur une simulation de MC. L’estimation obte-
nue est alors P̂fMC = 6.22 · 10−3 avec un COV de MC estimé ̂COVPfMC = 5.65% (pour
nMC = 5× 104).

La méthode AK-MCS combinée à la modélisation en base réduite a été implémentée
avec les critères basés sur le résidu classique et les résidus préconditionnés avec les deux
préconditionneurs (au point moyen Pmean et au plus proche Pnearest) proposés dans la
Section 3.2.5.

Une étude préalable a d’abord été menée pour s’assurer que l’utilisation du résidu
est un critère de couplage valide.

3.3.1.2.1 Étude du critère de couplage
Afin de vérifier si les résidus utilisés comme critères d’enrichissement (cf Eq. (3.5)

et Eq. (3.18)) décrivent correctement l’évolution de la vraie erreur (la vraie erreur est
définie comme l’erreur entre la solution réduite et la solution calculée par la méthode
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Figure 3.5 – Champ de température calculé au point moyen.

des EF) nous avons dans un premier temps calculé le coefficient de corrélation de
Pearson (corrélation linéaire) entre ces résidus et la vraie erreur. Ces estimations sont
effectuées pour différentes tailles de base réduite et sont calculées avec les valeurs des
résidus et des vraies erreurs sur une population de MC aléatoire.

Sur la Figure 3.6, on peut constater que le résidu préconditionné est quasiment
parfaitement corrélé à la vraie erreur, ce qui peut s’expliquer par la formulation du pro-
blème. On peut noter que les performances des deux préconditionneurs sont similaires
et qu’ils fonctionnent tous deux aussi bien ici. Concernant le résidu non préconditionné,
le coefficient de corrélation de Pearson est moins élevé et on observe graphiquement
que la corrélation est moins forte, avec notamment l’existence d’un biais, en particulier
pour des bases réduites de taille plus importante. A noter cependant qu’étant donnée
la formulation du critère d’enrichissement basé sur ce résidu, ce biais n’est pas trop
pénalisant, nécessitant uniquement un décalage du seuil.

Cette première étude ayant vérifié la validité des résidus préconditionnés (avec les
deux préconditionneurs proposés) et non préconditionnés comme estimateurs d’erreur,
les performances du couplage pour ces trois résidus vont ensuite être étudiées.

3.3.1.2.2 Étude des performances du couplage
La représentation graphique des trois premiers modes (c.-à-d. les trois premiers vec-

teurs) d’une base réduite du champ de température construite à la volée durant le
couplage basé sur εBR pour ε = 10−3 est donnée sur la Figure 3.7. La méthodologie
de construction utilisée implique que le premier mode correspond au mode dominant,
c’est-à-dire celui qui représente le mieux le comportement général du champ thermique.
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Taille de la base réduite = 5

Taille de la base réduite = 10

Taille de la base réduite = 20

Figure 3.6 – Corrélation entre les résidus et la vraie erreur pour le problème thermique.
Trois tailles de base réduite sont considérées (5, 10 et 20).
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Cependant, des vecteurs de base supplémentaires (correspondant à des modes supplé-
mentaires) sont nécessaires pour capturer les variations fines du champ thermique et
obtenir des solutions réduites précises. Cela montre bien l’utilité d’un critère de pré-
cision, permettant d’ajouter de nouveaux modes à la base réduite lorsque le champ
thermique n’est pas suffisamment bien approché avec les éléments disponibles.

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Figure 3.7 – Trois premiers modes de température obtenus en utilisant la procédure de
construction à la volée au cours de AK-MCS pour le problème thermique.

Il est donc intéressant d’étudier l’influence de la valeur du seuil ε utilisé comme
critère de couplage sur les performances de la méthode proposée. Dans ce but, la
procédure suivante est exécutée :

• Exécution de l’algorithme AK-MCS et sauvegarde du DoE obtenu (i.e. DoE initial
et points d’enrichissement)

• Pour des valeurs différentes de ε : application du couplage avec la base réduite
sur les échantillons du DoE obtenus avec AK-MCS en conservant l’ordre d’ajout
des points au cours de l’algorithme AK-MCS

Deux critères différents sont utilisés pour comparer les performances du couplage
en fonction de la valeur de ε :

• l’accélération atteinte en utilisant l’approche proposée pour la méthode AK-MCS,
i.e. le rapport entre le nombre d’évaluations du modèle numérique complet pour
la méthode AK-MCS nAK−MCS

full et son nombre d’évaluations quand le couplage
est utilisé nAK−MCS+BR

full . On compare uniquement les calculs correspondant aux
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appels du modèle numérique complet car le coût d’inversion du système projeté
sur la base réduite devient négligeable lorsque la taille (le nombre de ddl) du
problème augmente.

• la précision de l’estimation de la probabilité de défaillance. Les estimations de
P̂AK−MCS+BR
f et P̂AK−MCS

f sur le même DoE initial et sur la même population
de MC sont comparées par ce critère.

La précision est obtenue en calculant :

1−
|P̂AK−MCS
f − P̂AK−MCS+BR

f |
P̂AK−MCS
f

.

Ainsi une précision exacte de la solution réduite correspond à une valeur de 1.

Afin de prendre en compte la variabilité stochastique de l’approche AK-MCS dans
l’évaluation de l’influence du paramètre ε, la procédure décrite précédemment a été ré-
pétée 10 fois pour différents DoE initiaux et différentes populations de MC. La moyenne
des deux critères de comparaison sur 10 exécutions a été calculée pour différentes va-
leurs du seuil. L’évolution de ces deux critères est donnée sur la Figure 3.8 pour le
résidu non préconditionné εBR et sur les Figure 3.9 et Figure 3.10 pour le résidu pré-
conditionné εPBR avec respectivement le préconditionneur du point moyen Pmean et le
préconditionneur du point le plus proche Pnearest.

Figure 3.8 – Précision (étoiles rouges) de Pf et accélération (points bleus) de la méthode
proposée en fonction du seuil ε pour le résidu non préconditionné pour différents DoE et
populations de MC générés par l’algorithme AK-MCS pour le problème thermique.

A partir de ces résultats (avec ou sans préconditionnement), on peut déduire qu’un
bon compromis entre l’accélération obtenue par le couplage et la précision de l’esti-
mation de la probabilité de défaillance est obtenu pour une valeur ε = 10−3 sur cette
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Figure 3.9 – Précision (étoiles rouges) de Pf et accélération (points bleus) de la méthode
proposée en fonction du seuil ε sur le résidu préconditionné pour le préconditionneur du point
moyen pour différents DoE et populations de MC générés par l’algorithme AK-MCS pour le
problème thermique.

Figure 3.10 – Précision (étoiles rouges) de Pf et accélération (points bleus) de la méthode
proposée en fonction du seuil ε sur le résidu préconditionné pour le préconditionneur du point
le plus proche pour différents DoE et populations de MC générés par l’algorithme AK-MCS
pour le problème thermique.

application. On peut également remarquer que même si la corrélation entre la vraie
erreur et le résidu non préconditionné n’est pas aussi forte qu’avec le préconditionne-
ment (résultats donnés par la Figure 3.6), elle est suffisante sur ce cas pour obtenir des
résultats satisfaisants pour l’estimation de la probabilité de défaillance.

Sur la base de ces résultats, une nouvelle étude est menée ensuite pour comparer plus
en détails les méthodes AK-MCS et AK-MCS + BR pour ε = 10−3. En comparaison
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à l’étude précédente, la sélection des points d’enrichissement dans l’approche proposée
est potentiellement guidée par des solutions obtenues en utilisant l’approximation en
base réduite dans la méthode AK-MCS + BR.

Pour l’étude comparative, chaque version de la méthode AK-MCS + BR proposée
(avec et sans préconditionneur) et de AK-MCS pour le même DoE initial et la même
population de MC a été executée 30 fois. La moyenne Pf et l’écart-type σPf de l’échan-
tillon basé sur les résultats obtenus sont donnés dans le Tab. 3.2 pour la version non
préconditionnée, le Tab. 3.3 pour le préconditionneur au point moyen et le Tab. 3.4
pour le préconditionneur au plus proche.

Pf σPf nsim nfull

MCS 6.22× 10−3 3.5× 10−4 5× 104 5× 104

AK-MCS 6.52× 10−3 1.88× 10−4 38.2 38.2

AK-MCS + BR 6.52× 10−3 1.90× 10−4 38.1 6.7

Tableau 3.2 – Résultats de MCS et résultats moyens de AK-MCS et AK-MCS + BR avec
le résidu non préconditionné pour le problème thermique.

Pf σPf nsim nfull

MCS 6.22× 10−3 3.5× 10−4 5× 104 5× 104

AK-MCS 6.52× 10−3 1.88× 10−4 38.2 38.2

AK-MCS + BR - Pmean 6.52× 10−3 1.88× 10−4 40.7 6

Tableau 3.3 – Résultats de MCS et résultats moyens de AK-MCS et AK-MCS + BR avec
le préconditionneur du point moyen pour le problème thermique.

Pf σPf nsim nfull

MCS 6.22× 10−3 3.5× 10−4 5× 104 5× 104

AK-MCS 6.47× 10−3 3.03× 10−4 38.1 38.1

AK-MCS + BR - Pnearest 6.47× 10−3 3.02× 10−4 39.4 6

Tableau 3.4 – Résultats de MCS et résultats moyens de AK-MCS et AK-MCS + BR avec
le préconditionneur du point le plus proche pour le problème thermique.

Premièrement, on remarque que chaque valeur moyenne obtenue avec l’algorithme
AK-MCS ou avec la méthode proposée (avec ou sans préconditionneur) est cohérente
avec la valeur de référence P̂fMC = 6.22×10−3 (avec un COV estimé à 5.65%) obtenue
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par MCS. Plus précisément, les moyennes des échantillons de P̂f obtenues pour chacune
des variantes de l’algorithme de couplage sont très proches de la moyenne des échan-
tillons P̂AK−MCS

f résultants de la méthode AK-MCS. De plus, les variances estimées ne
prennent pas des valeurs extrêmes lorsque la base réduite est utilisée et leurs valeurs,
en particulier pour la stratégie utilisant le préconditionnement, sont même très proches
de la référence σ̂

P̂AK−MCS
f

.
Pour ces simulations, l’accélération (la moyenne sur les 30 répétitions des ratios

nAK−MCS
full /nAK−MCS+BR

full
) de l’algorithme en terme de nombre d’évaluations du modèle nu-

mérique complet pour l’approche basée sur le résidu préconditionné est de 6.37 pour
le préconditionneur au point moyen Pmean et 6.33 pour le préconditionneur au plus
proche Pnearest. Concernant la méthode avec un résidu non préconditionné, le facteur
d’accélération est plus faible et vaut 5.74 ce qui peut s’expliquer par un meilleur choix
des points servant à la construction des bases réduites (qui sont par conséquent de
plus petite taille) grâce au préconditionnement des résidus. De plus, les évaluations
du modèle complet représentent 15% et 15.5% du nombre total de simulations respec-
tivement pour une exécution de l’algorithme de couplage avec les préconditionneurs
du point moyen et du point le plus proche. Sans préconditionnement le pourcentage
d’évaluations du modèle complet s’élève en moyenne à 17.8%.

Les différentes reformulations du problème, présentées dans la Section 3.2.6.1, comme
un problème multi-fidélité modélisé à l’aide d’un modèle de co-krigeage ont ensuite été
testées sur cette application.

3.3.1.3 Étude de l’extension avec le co-krigeage

Dans cette section, les trois reformulations du problème avec le co-krigeage (cf Sec-
tion 3.2.6.1) sont étudiées.

3.3.1.3.1 Prédiction par co-krigeage
Dans cette section, on rappelle brièvement les formulations de la moyenne et de la

variance de la prédiction par co-krigeage. Pour davantage de détails sur ce modèle, le
lecteur pourra se référer à la Section 1.1.2.8 du chapitre 1.

Supposons que l’on dispose de données haute-fidélité {xh, yh = Gh(xh)}, les points
calculés en utilisant le modèle complet ici, et de données basse-fidélité {xb, yb = Gb(xb)},
les points calculés en utilisant un modèle réduit ici. Le modèle de co-krigeage à deux ni-
veaux de fidélité est basé sur deux GP Gh et Gb approchant respectivement les réponses
yh et yb.

La moyenne µh,n(x) et la variance σ2
h,n(x) de la prédiction de la réponse par le GP

Gh,n conditionné à l’ensemble des sorties {xdoe,y =
(
yb yh

)
} sont données par les
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expressions :
µh,n(x) = f(x)Tβ + k(x)TV −1(y −Hβ) (3.20)

σ2
h,n(x) = ρ2σ2

Z,b + σ2
Z,h − k(x)TV −1k(x) (3.21)

où ρ est un facteur d’échelle, β et σZ sont des hyperparamètres, f(x)T =
(
ρ fb(x)T fh(x)T

)
,

k(x)T = CoV ar(Gn,h(x),y), H est une matrice et V est la matrice de covariance aux
points du DoE.

Dans ces travaux, le modèle de co-krigeage est construit en utilisant la classe MFK
de la librairie opensource Python Surrogate Modeling Toolbox [Bouhlel et al., 2019].

3.3.1.3.2 Première reformulation possible
Dans cette étude, les modèles de co-krigeage sont des modèles à deux niveaux de

fidélité en considérant pour les deux niveaux :

• données haute fidélité : solutions du modèle numérique complet

• données basse fidélité : solutions calculées en projection sur la base réduite dis-
ponible

Étant donnée la forte variance du modèle de co-krigeage appris sur ce problème et
la forme de la fonction d’apprentissage U(x) = |µn(x)|

σn(x) , l’utilisation du co-krigeage dans
l’ensemble de l’algorithme à la place du krigeage (GP) n’a pas permis un apprentissage
efficace du modèle.

Les résultats obtenus en se basant sur 20 répétitions de l’algorithme avec le co-
krigeage conduisent aux conclusions suivantes :

• l’algorithme d’apprentissage converge en moyenne au bout de 231 itérations (en
moyenne 40 itérations sont nécessaires lorsque qu’un GP est utilisé avec un seul
niveau de fidélité)

• 4 exécutions (sur les 20) ont été stoppées après avoir atteint le nombre maximal
d’itérations autorisés, qui était fixé à 500.

Les causes potentielles de l’échec de cette stratégie sont diverses :

• le co-krigeage fonctionne mieux quand le ratio entre le nombre de points basse
fidélité et haute fidélité se trouve dans une certaine gamme de valeurs, comme le
montre l’étude de l’article [Toal, 2015]. Or au début de l’algorithme d’appren-
tissage, ce ratio est loin des valeurs optimales pour le co-krigeage car on dispose
de très peu de solutions basse-fidélité provenant du modèle réduit.
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• Le problème considéré est simplifié, il s’agit en réalité d’un problème à nr niveaux
de fidélité et non à seulement deux niveaux de fidélité comme l’hypothèse qui a été
faite ici. Lorsque la base réduite est enrichie la corrélation entre la base réduite et
la solution complète peut possiblement complètement changer entre un nouveau
point et un point se trouvant dans son voisinage qui a été calculé avec une base
réduite précédente. Ainsi, le modèle de co-krigeage est amené à apprendre des
points très proches mais corrélés de façon très différentes aux points haute fidélité.
Ce qui peut perturber le processus d’apprentissage.

• L’algorithme d’apprentissage actif pour les analyses de fiabilité a tendance à
concentrer les échantillons d’apprentissage au voisinage proche de l’état limite.
La plupart de ces échantillons seront en fait des données basse fidélité évaluées
par le modèle réduit. Cet échantillonnage très concentré n’est probablement pas
adapté pour un apprentissage raisonnable des hyperparamètres du co-krigeage.

3.3.1.3.3 Deuxième reformulation possible
Les performances du co-krigeage ont été comparées à celles du modèle de GP en

suivant la procédure suivante :

• Exécution de l’algorithme de couplage avec un GP à un seul niveau de fidélité
(cf Section 3.2.4) et sauvegarde des points haute et basse fidélité.

• Après convergence de l’algorithme d’apprentissage, un modèle de co-krigeage à 2
niveaux est construit à partir des données haute et basse fidélité. Notons toujours
qu’en réalité il y a nr niveaux de fidélité du fait que la base est améliorée au cours
de l’algorithme mais le problème est simplifié à seulement 2 niveaux.

• Évaluation des probabilités de défaillance sur une population de MC fixée en
utilisant d’une part le modèle de GP et d’autre part le modèle de co-krigeage afin
de comparer les estimations de Pf .

La procédure précédemment décrite a été répétée 50 fois pour différents DoE initiaux de
taille 14 et différents populations de MC de taille nMC = 106. Afin de comparer les mé-
tamodèles l’erreur relative absolue entre la probabilité de référence P̂MC

f (obtenue par
une méthode de MCS) et la probabilité de défaillance estimée er = |P̂MC

f −P̂AK−MCS+BR
f

|
P̂fMC

a été calculée pour chaque métamodèle. Les résultats obtenus sont donnés dans le
Tab. 3.5.

Finalement, les résultats montrent que les probabilités de défaillance estimées avec
le co-krigeage sont moins précises en moyenne que celles obtenues avec le modèle de
GP.
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GP co-krigeage
erreur relative absolue maximale 0.15 1.85

erreur relative absolue moyenne 4.18× 10−2 2.77× 10−1

Tableau 3.5 – Résultats de la 2ème stratégie pour le co-krigeage

La mauvaise qualité des prédictions du co-krigeage peut potentiellement s’expliquer
par l’erreur importante sur les premières solutions en base réduite (calculées sur des
bases réduites disponibles insuffisantes) qui sont très éloignées des vraies solutions du
problème et qui perturbent aussi significativement le processus d’apprentissage.

Le problème de la variabilité des corrélations quand la base réduite est enrichie, qui
a été discuté pour la première stratégie, peut aussi être une des raisons pour laquelle la
qualité des estimations obtenues avec le co-krigeage est médiocre. L’échec de ces deux
premières stratégies montre ainsi notamment que le problème est bien un problème
à nr niveaux de fidélité et que considérer toutes les solutions en base réduite comme
issues d’un seul niveau de fidélité ne permet pas d’obtenir des résultats acceptables.

3.3.1.3.4 Troisième reformulation possible
Enfin, les performances du co-krigeage ont été comparées à celles de la régression

par GP en suivant la procédure suivante :

• Exécution de l’algorithme de couplage avec un GP à un seul niveau de fidélité
(cf Section 3.2.4) et sauvegarde des points haute et basse fidélité.

• Après convergence de l’algorithme d’apprentissage : réévaluation des points basse
fidélité à partir de la base réduite finale afin d’avoir uniquement deux niveaux de
fidélité.

• Construction d’un modèle de co-krigeage à partir des données haute et basse
fidélité.

• Évaluation des probabilités de défaillance sur une population de MC fixée en
utilisant d’une part le modèle de GP et d’autre part le modèle de co-krigeage afin
de comparer les estimations de Pf .

La procédure précédemment décrite a été répétée 50 fois pour différents DoE ini-
tiaux de taille 14 et différents populations de MC de taille nMC = 106. Afin de comparer
les métamodèles l’erreur relative absolue er = |P̂MC

f −P̂AK−MCS+BR
f

|
P̂fMC

entre la probabilité
de référence P̂MC

f (obtenue par une méthode de MCS) et la probabilité de défaillance
estimée en suivant la procédure a été calculée pour chaque métamodèle. Les résultats
obtenus sont donnés dans le Tab. 3.6.
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GP co-krigeage
erreur relative absolue maximale 0.15 0.15

erreur relative absolue moyenne 4.18× 10−2 4.20× 10−2

Tableau 3.6 – Résultats de la 3ème stratégie pour le co-krigeage

Le co-krigeage construit en utilisant cette stratégie permet d’obtenir une estimation
précise de la probabilité de défaillance. Cependant, les résultats donnés dans le Tab. 3.6
montre que le co-krigeage n’améliore pas la précision de l’estimation alors que son uti-
lisation augmente le coût de calcul puisque les solution réduites doivent être réévaluées
sur la base finale. Ce faible écart peut s’expliquer par le fait que les solutions en base
réduite sont in fine très précises, ne justifiant pas ici le recours au co-krigeage.

Cette troisième stratégie a en revanche pour intérêt de fournir un moyen de vérifier
l’estimation finale de la probabilité de défaillance obtenue avec l’approche basée sur un
GP en contrôlant qu’elle ne diffère pas significativement de celle obtenue avec l’approche
utilisant le co-krigeage.

3.3.1.3.5 Bilan
Parmi les trois stratégies d’étude du problème avec le co-krigeage, la seule stratégie

donnant des résultats satisfaisants est la troisième stratégie, qui consiste à utiliser un
modèle de GP dans la phase d’apprentissage, puis à réévaluer les points basse fidélité
à l’aide de la base réduite finale pour construire un modèle de co-krigeage en se basant
sur ces données basse fidélité ainsi que les données haute fidélité du modèle complet.
Cependant, l’utilisation du co-krigeage n’améliore pas de façon significative la précision
de l’estimation pour ce problème alors qu’elle implique une légère augmentation du coût
numérique puisque les solutions réduites doivent être réévaluées. Ainsi, on choisit de
conserver la stratégie basée sur la modélisation par GP pour la méthode proposée et
l’étude du co-krigeage ne sera pas réitérée pour la seconde application.

3.3.2 Second exemple : application à la rupture d’une plaque
composite trouée soumise à un chargement complexe

3.3.2.1 Description du problème

Dans cette section, on considère l’application des méthodes proposées à un problème
mécanique impliquant une plaque stratifiée en matériaux composites de type carbone-
epoxy, potentiellement non-symétrique à cause des incertitudes dans l’empilement des
plis du composite. La structure étudiée, illustrée sur la Figure 3.11, est une plaque stra-
tifiée de 6 plis trouée, encastrée sur un côté et soumise à une pression uniformément
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répartie sur la partie supérieure et à du cisaillement sur le côté opposé à l’encastre-
ment. L’analyse de fiabilité de cette structure est effectuée en considérant le critère de
défaillance de Tsaï-Hill, rappelé ci-dessous :

(
σL(θ,h)
Xult

)2

+
(
σT (θ,h)
Yult

)2

+
(
τLT (θ,h)

τult

)2

− σL(θ,h)σT (θ,h)
X2
ult

> 1 (3.22)

avec Xult, Yult and τult les contraintes ultimes et σL, σT et τLT respectivement les
contraintes longitudinales, transversales et de cisaillement.

Figure 3.11 – Conditions aux limites et chargement imposés à la plaque stratifiée.

Les paramètres θ et h représentent respectivement les angles d’orientation des
fibres et les épaisseurs de chaque pli. Ces paramètres sont considérés aléatoires du fait
de variabilités de fabrication et sont modélisés par des variables aléatoires distribuées
selon les lois suivantes :

• les épaisseurs des plis hi suivent des lois Gamma Γ(µ, σ, γ) dont les paramètres
sont donnés dans le Tab. 3.7,

• les angles d’orientation des plis θi suivent des lois uniformes U(a, b) dont les
paramètres sont donnés dans le Tab. 3.8.

µ 2 · 10−4

σ 2 · 10−5

γ 0

Tableau 3.7 – Paramètres de la loi de probabilité gamma utilisée pour modéliser les épais-
seurs h des plis.
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θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6
a -2.5 42.5 -47.5 -47.5 42.5 -2.5
b 2.5 47.5 -42.5 -42.5 47.5 2.5

Tableau 3.8 – Paramètres de la loi de probabilité uniforme utilisée pour modéliser les angles
d’orientation des fibres.

Notons que le stratifié nominal contient des plis de 0.2 mm d’épaisseur et a une
séquence d’empilement [0, 45,−45]s. Cependant, pour le stratifié réel les valeurs des
épaisseurs et des orientations peuvent différer à cause des variabilités. Plus particuliè-
rement, le stratifié réel est non-symétrique en général. Un code de calcul EF développé
en MATLAB est utilisé ici pour calculer le champ de contraintes. Nous avons utilisé
des éléments de plaque de type Mindlin à 4 noeuds avec 5 ddl par noeud et un facteur
de correction en cisaillement calculé en se basant sur [Ferreira, 2009]. Le maillage
EF de la plaque stratifiée utilisé ici est illustré sur la Figure 3.12.

Les constantes élastiques d’un pli du stratifié sont données dans le Tab. 3.9. Les
contraintes ultimes longitudinales en traction et en compression (resp. XT

ult et XC
ult),

les contraintes ultimes transversales en traction et en compression (resp. Y T
ult et Y C

ult)
et la contrainte ultime de cisaillement dans le plan (τult) du pli sont données dans le
Tab. 3.10.

Figure 3.12 – Maillage EF de la plaque stratifiée trouée.

Dans la section suivante, la probabilité de défaillance sera estimée avec les mé-
thodes MCS, AK-MCS et les stratégies proposées AK-MCS + BR afin de tester les
performances du couplage sur le problème de mécanique présenté ci-dessus.
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E1 E2 ν12 G12

181 GPa 10.3 GPa 0.28 7.17 GPa

Tableau 3.9 – Constantes élastiques d’un pli.

XT
ult XC

ult Y T
ult Y C

ult τult

997 MPa 847 MPa 38 MPa 198 MPa 60 MPa

Tableau 3.10 – Contraintes ultimes d’un pli.

Le champ de déplacement du stratifié nominal est illustré dans la Figure 3.13.

Figure 3.13 – Champ de déplacement du stratifié nominal.

3.3.2.2 Résultats

D’abord, une estimation de référence de la probabilité de défaillance à partir de la mé-
thode MCS a été calculée sur ce problème. L’estimation obtenue est P̂fMC = 7.6× 10−4

avec COV de MC estimé à 9.36% (pour nMC = 1.5× 105).
Une étude similaire à celle effectuée pour le problème thermique de la Section 3.3.1

a donc été menée pour analyser ce problème.

3.3.2.2.1 Étude du critère de couplage
Tout d’abord, la corrélation entre les résidus et la vraie erreur a été estimée.
La Figure 3.14 présente les résultats de cette estimation, obtenus pour différentes

tailles de base réduite. Sur cette figure, on observe graphiquement que la corrélation
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entre le résidu non préconditionné et la vraie erreur n’est pas significative, ce qui est
vérifié par des coefficients de corrélation relativement faibles. De plus, on remarque
qu’un grand nombre des résidus relatifs calculés prennent des valeurs supérieures à 1
et ce indépendamment de la taille de la base réduite. Ces valeurs sont certainement
liées au mauvais conditionnement du problème, en comparaison au problème thermique
précédent. Ce mauvais conditionnement est dû à l’absence de symétrie du stratifié
considéré, qui induit un couplage flexion-torsion. Sur la base de ces résultats, il serait
difficile de trouver une valeur pertinente pour le seuil ε afin d’assurer l’efficacité du
couplage.

Ensuite, la corrélation avec les résidus préconditionnés a été évaluée et les résultats
obtenus sont aussi présentés sur la Figure 3.14. On peut remarquer que les deux pré-
conditionneurs (point moyen et point le plus proche) ont des performances similaires
pour ce problème avec des coefficients de corrélation supérieurs à 0.9, ce qui représente
une amélioration considérable par rapport aux résultats obtenus avec le résidu non
préconditionné.

3.3.2.2.2 Étude des performances du couplage
Comme pour le problème thermique, les premiers modes du champ de déplacement

construits à la volée au cours d’une exécution de l’algorithme de couplage, basé sur εPBR
pour ε = 10−3, peuvent être représentés graphiquement. Les représentations des quatre
premiers vecteurs de la base réduite du champ de déplacement dans la direction hors
plan sont données sur la Figure 3.15. Les premiers modes ont évidemment beaucoup
de similarités avec la forme générale du champ de déplacement, qui est asymétrique
à cause du chargement combiné en flexion et cisaillement. Concernant, les modes plus
élevés (au sens de l’ordre des éléments de la base) représentés ils décrivent des va-
riations plus complexes des champs de déplacement qui peuvent être liés au couplage
flexion-torsion découlant du caractère possiblement non-symétrique du stratifié. Ainsi,
le comportement relativement complexe de ce problème amène à penser qu’un nombre
plus important de modes est nécessaire pour satisfaire le critère d’erreur ε = 10−3.

Les performances des méthodes proposées en fonction du seuil sur le résidu précon-
ditionné εPBR ont ensuite été étudiées en suivant la même procédure que pour la première
application, c.-à-d. en utilisant la stratégie de couplage sur un DoE fixe généré au cours
d’une exécution de AK-MCS pour différentes valeurs du seuil. La méthode AK-MCS +
BR sans préconditionneur n’a pas été retenue pour la suite de l’étude sur cet exemple
étant donnés les résultats obtenus lors de l’étude du critère de couplage.

Les valeurs moyennes de l’accélération et de la précision calculées sur 10 exécutions
en fonction de ε sont données sur la Figure 3.16 pour le préconditionneur au point
moyen et sur la Figure 3.17 pour le préconditinneur du point le plus proche.
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Taille de la base réduite = 5

Taille de la base réduite = 10

Taille de la base réduite = 20

Figure 3.14 – Corrélation entre les résidus et la vraie erreur pour le problème lié à la plaque
stratifiée trouée. Trois tailles de base réduite sont considérées (5, 10 et 20).
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Mode 1 Mode 2

Mode 3 Mode 4

Figure 3.15 – Quatre premiers modes de déplacement selon l’axe Z obtenus en utilisant la
procédure de construction à la volée au sein de l’algorithme AK-MCS pour le problème de la
plaque stratifiée trouée.

Figure 3.16 – Précision (étoiles rouges) de Pf et accélération (points bleus) de la méthode
proposée en fonction du seuil ε sur le résidu préconditionné pour le préconditionneur au point
moyen Pmean pour différents DoE et populations de MC générés par l’algorithme AK-MCS
pour le problème de la plaque stratifiée trouée.
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Figure 3.17 – Précision (étoiles rouges) de Pf et accélération (points bleus) de la méthode
proposée en fonction du seuil ε sur le résidu préconditionné pour le préconditionneur calculé
au point le plus proche Pnearest pour différents DoE et populations de MC générés par
l’algorithme AK-MCS pour le problème de la plaque stratifiée trouée.

En s’appuyant sur la Figure 3.16 et sur la Figure 3.17, le meilleur compromis entre
la précision des estimations et une accélération conséquente de la méthode d’analyse
de fiabilité semble à nouveau correspondre à un seuil ε = 10−3 pour les deux pré-
conditionneurs. Ce résultat s’accorde avec l’hypothèse formulée dans la Section 3.2.5,
selon laquelle fixer le seuil ε à une valeur jugée acceptable de l’erreur relative sur le
champ de déplacement mène à une erreur raisonnable sur l’estimation de la probabilité
de défaillance (avec un préconditionneur permettant d’avoir un bon conditionnement
de P−1K(x)). Ainsi, une valeur limite de 10−3 pour l’erreur relative sur le champ de
déplacement semble être une valeur de départ raisonnable pour un nouveau problème,
sur lequel on ne dispose pas de données préalables.

L’algorithme AK-MCS et la méthode proposée AK-MCS + BR ont ensuite été
exécutés 40 fois pour différentes populations de MC et différents DoE initiaux avec ε =
10−3. La moyenne Pf et l’écart type σPf qui en résultent sont donnés dans le Tab. 3.11
pour le préconditionneur au point moyen et dans le Tab. 3.12 pour le préconditionneur
au plus proche. La moyenne des estimations de la probabilité de défaillance par la
méthode proposée se trouve dans l’intervalle de confiance à 95% obtenus pour les
estimations par AK-MCS [8.20×10−4, 8.80×10−4]. De plus, les valeurs des écarts types
sont du même ordre de grandeur avec ou sans base réduite. En moyenne, le recours à
la méthode proposée AK-MCS + BR par rapport à l’utilisation directe de AK-MCS
permet une accélération de 6.8 et 6.7 respectivement pour les préconditionneurs du
point moyen et du point le plus proche. De plus, les évaluations du modèle complet
représentent 16.2% et 14.4% du nombre total de simulations lors d’une exécution de

133



CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE ACTIF COMBINÉ À LA MODÉLISATION EN BASE
RÉDUITE

l’algorithme de couplage avec les préconditionneurs respectivement du point moyen et
du point le plus proche.

Pf σPf nsim nfull

MCS 7.6× 10−4 7.1× 10−5 1.5× 105 1.5× 105

AK-MCS 8.47× 10−4 5.58× 10−5 99.95 99.95

AK-MCS + BR - Pmean 8.48× 10−4 7.14× 10−5 98.87 15.97

Tableau 3.11 – Résultats de MCS et résultats moyens de AK-MCS et AK-MCS + BR avec
le préconditionneur du point moyen pour le problème de la plaque stratifiée trouée.

Pf σPf nsim nfull

MCS 7.6× 10−4 7.1× 10−5 1.5× 105 1.5× 105

AK-MCS 8.50× 10−4 6.36× 10−5 100.2 100.2

AK-MCS + BR - Pnearest 8.23× 10−4 6.47× 10−5 105.7 14.97

Tableau 3.12 – Résultats de MCS et résultats moyens de AK-MCS et AK-MCS + BR avec
le préconditionneur du point le plus proche pour le problème de la plaque stratifiée trouée.

3.3.3 Gain en temps de calcul pour des problèmes de grande
dimension

Les études numériques précédentes ont été menées pour analyser les performances du
couplage avec la modélisation en base réduite du point de vue de la précision des
résultats et de la réduction de nombre de résolutions du système complet. Afin de
pouvoir comparer les résultats aux vraies valeurs de probabilités de défaillance obtenues
par MCS, des modèles avec relativement peu de ddl ont été considérés pour les deux
problèmes étudiés.

Cependant, le gain de temps CPU permis par l’utilisation de solutions réduites est
particulièrement intéressant pour des problèmes de grande dimension (plusieurs mil-
lions de ddl). Dans cette section, des maillages raffinés sont donc utilisés pour comparer
la durée en temps CPU du couplage avec le préconditionneur au point moyen et celle
de la méthode classique AK-MCS sur les deux problèmes précédents.

3.3.3.1 Premier exemple : Analyse de fiabilité d’un problème thermique

Le problème thermique admettant une décomposition affine simple de la matrice de
rigidité K(x) = ∑

i γi(x)Ki, l’assemblage des matrices Ki est effectué une fois pour
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toutes. Les temps CPU d’assemblage et de résolution des systèmes par le code de calcul
Code Aster [Electricité de France, 1989–2017] sont fournis, afin d’avoir une valeur
représentative du temps CPU nécessaire à l’assemblage de la matrice par un code de
calcul EF industriel (et non pas par notre code Python). Le temps CPU donné dans le
Tab. 3.13 correspond à un problème à 1,321,537 ddl.

AK-MCS + BR AK-MCS
Temps d’assemblage de Ki (une seule fois) 3.20 3.20

Nombre d’évaluations de G(x) 40 38

Nombre de solutions réduites ur(x) évaluées 40 -

Nombre de solutions complètes u(x) évaluées 6 38

Temps de projection ΦTKiΦ avec la base réduite initiale 0.6 -

Temps de projection ΦTKiΦ avec la base réduite finale 1.8 -

Temps moyen d’évaluation d’une solution complète u(x) 43.6 43.6

Temps moyen d’évaluation d’une solution réduite ur(x) 0.01 -

Temps moyen d’évaluation du résidu préconditionné εPBR(x) 1.3 -

Temps CPU total 324 1657

Tableau 3.13 – Temps CPU (en secondes) des opérations pour l’analyse de fiabilité du
problème de thermique en grande dimension.

Ainsi, l’accélération en terme de temps CPU est environ égale à 5 pour ce problème.

3.3.3.2 Second exemple : application à la rupture d’une plaque composite
trouée soumise à un chargement complexe

Concernant cette application, la matrice de rigiditéK(x) doit être assemblée à chaque
point x évalué durant la procédure d’apprentissage car la décomposition affine n’est
pas immédiate. En revanche, le vecteur des forces F (x) = F ne dépend pas de x
dans ce cas. Ainsi la valeur P−1F peut être évaluée une fois pour toutes au début de
l’algorithme. Le temps CPU donné dans le Tab. 3.14 correspond à une étude pour un
modèle à 1,029,700 ddl.

Finalement, l’accélération en terme de temps CPU est de 5.4 pour ce problème.
Jusqu’ici le couplage entre la modélisation en base réduite et les approches d’ap-

prentissage actif de GP a été effectué en se basant sur la méthode AK-MCS. Dans la
section suivante, le couplage entre l’approche Vb-AGP présentée dans le chapitre 2 et
la réduction de modèles est étudiée sur un cas d’application.

135



CHAPITRE 3. APPRENTISSAGE ACTIF COMBINÉ À LA MODÉLISATION EN BASE
RÉDUITE

AK-MCS + BR AK-MCS
Temps de calcul de P−1F (une seule fois) 4.84 -

Temps moyen de l’assemble de K(x) 86 86

Nombre d’évaluations de G(x) 101 101

Nombre de solutions réduites ur(x) évaluées 101 -

Nombre de solutions complètes u(x) évaluées 15 101
Temps moyen d’évaluation d’une solution complète u(x) 2041 2041

Temps moyen d’évaluation d’une solution réduite ur(x) 1.28 -

Temps moyen d’évaluation du résidu préconditionné εPBR(x) 2.92 -

Temps CPU total 39734 214838

Tableau 3.14 – Temps CPU (en secondes) des opérations pour l’analyse de fiabilité du
problème mécanique en grande dimension.

3.3.4 Application du couplage entre la méthode Vb-AGP et
de la modélisation en base réduite

Dans cette section, on s’intéresse au couplage entre les approches Vb-AGP (version
MCS ou IS) et la modélisation en base réduite implémentée selon le concept proposé
dans la Section 3.2.2 avec le critère de couplage basé sur le résidu préconditionné (voir
Section 3.2.5). Les performances obtenues en couplant ces deux approches sont étudiées
sur le cas test thermique, décrit dans la Section 3.3.1. Néanmoins, comme nous l’avons
expliqué dans le chapitre 2, l’efficacité de l’algorithme Vb-AGP est fortement réduite
lorsque la dimension d’entrée du problème augmente. Ainsi, afin de pouvoir appliquer
la méthode efficacement sur ce cas d’application, une analyse de sensibilité fiabiliste
[Lemaître, 2014; Raguet et Marrel, 2018] est d’abord effectuée afin de pouvoir
réduire le nombre d’entrées du problème.

Les indices de Sobol Si du 1er ordre [Perrin et Defaux, 2019; Gamboa et al.,
2016] et les indices totaux STi [Janon, 2012] sur la variable aléatoire 1G(X)≤0 sont
utilisés pour mesurer la sensibilité de l’estimateur de la probabilité de défaillance aux
paramètres d’entrée :

Si =
V arXi

(
EX−i

[
1G(X)≤0|X i

])
V arX

(
1G(X)≤0

) (3.23)

et :

STi = 1−
V arX−i

(
EXi

[
1G(X)≤0|X−i

])
V ar

(
1G(X)≤0

) (3.24)

oùX−i correspond au vecteur aléatoire des paramètresX sans le i-ème paramètreX i.
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Les indices de Sobol du 1er ordre et les indices totaux calculés par pick freeze sur
le métamodèle de la fonction de performance sont donnés dans le Tab. 3.15.

kCu kNi Thot hhot Tout hout Tcool hcool Tallow

Sobol 1er ordre 1.37× 10−5 1.2× 10−3 3.76× 10−2 8.14× 10−3 7.53× 10−5 8.75× 10−5 9.9× 10−5 1.03× 10−4 3.4× 10−2

Sobol total 5.9× 10−3 0.24 0.89 0.64 7.7× 10−3 3.7× 10−3 2.3× 10−2 4.9× 10−3 0.87

Tableau 3.15 – Résultats de l’analyse de sensibilité fiabiliste.

Au vu des résultats du Tab. 3.15, on considérera pour l’étude du couplage entre
l’approche Vb-AGP et la modélisation en base réduite que les paramètres kCu et hout
sont fixés à leur valeur nominale. Le problème considéré comporte donc 7 variables
d’entrées incertaines.

Dans un premier temps, la précision de l’estimation de la probabilité de défaillance
Pf par la méthode Vb-AGP + IS avec une valeur de COVmax fixée à 3% couplée à la
modélisation en base réduite avec le résidu préconditionné Pmean a été étudiée pour
différentes valeurs du seuil ε. La méthode Vb-AGP + MCS n’a pas été utilisée car
pour la dimension stochastique et le COV fixé considérant l’ordre de grandeur de la
probabilité à estimer (c.-à-d. la taille de la population de MC nécessaire), la génération
de trajectoires suffisamment précises (plus précisément la construction de la matrice
C(X̃), comme discuté dans la Section 2.4.1) était trop gourmande en mémoire.

La Figure 3.18 représente les intervalles de confiance à 98% de la précision de l’esti-
mation par la méthode Vb-AGP + IS + BR pour des DoE initiaux et des échantillon-
nages différents par rapport à la moyenne obtenue sur 70 répétitions de la méthode
AK-MCS en fonction de différentes valeurs de ε. Notons que chaque intervalle est évalué
à partir des différents échantillons P̂f (Gi, X̃i) (définis par l’Eq. (2.22)), où les (Gi, X̃i)
sont des réalisations de Gn et de populations de MC X̃, calculées pour l’estimation
finale de la probabilité de défaillance par une exécution de la méthode par Vb-AGP +
IS + BR.

On peut observer sur cette figure que pour une valeur de ε inférieure à 5 × 10−3,
l’erreur introduite par l’utilisation de solutions réduites a un impact faible par rapport
à l’incertitude due au GP et au MC pour un critère d’arrêt COVmax = 0.03.

La méthode Vb-AGP + IS + BR avec le résidu préconditionné Pmean a été appliquée
à 70 reprises sur le problème thermique à 7 variables pour un seuil ε = 10−3, un DoE
initial de 14 points et une valeur du COV limite de 3% en faisant varier les DoE initiaux
et populations de MC initiales. De même les méthodes AK-MCS + U , AK-MCS + U

+BR et AK-MCS + EFF + BR ont été répétées 70 fois pour des DoE initiaux de 14
points et une valeur du COV de MC COVMC limite de 3%.

Pour ce cas test, l’efficacité numérique est mesurée par deux indices νMC (voir
définition Section 2.4.1) en terme de nombre total de simulations νnsimMC et en terme
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Figure 3.18 – Intervalles de confiance obtenus par l’approche Vb-AGP + IS + BR
(COVmax = 0.03) de la précision de Pf en fonction du seuil ε sur le résidu préconditionné
pour le préconditionneur calculé au point moyen Pmean pour le problème thermique.

d’appels au modèle numérique complet νnfullMC dont les expressions sont donnés par :

νnsimMC = NMC
sim

nsim
(3.25)

et :
ν
nfull
MC = NMC

sim

nfull
(3.26)

où nsim correspond au nombre d’appels de la méthode d’apprentissage actif à la fonction
de performance,nfull est le nombre de points évalués par le modèle numérique complet
et NMC

sim est le nombre d’échantillons de MC nécessaires pour obtenir le même coefficient
de variation COV (P̂f ) sur l’estimation de la probabilité de défaillance.

Les résultats moyens obtenus sur ces 70 répétitions de ces méthodes sont donnés
dans le Tab. 3.16.

P̂f COV (P̂f ) nsim nfull νnsimMC ν
nfull
MC

AK-MCS 6.48× 10−3 2.85% 32.1 (9%) 32.1 5880 5880

AK-MCS + EFF + BR 6.54× 10−3 2.96% 34.9 (13%) 5.99 4980 29072

AK-MCS + U + BR 6.50× 10−3 2.98% 32.3 (12%) 6.03 5336 28580

Vb-AGP + IS + BR - Pmean 6.40× 10−3 3.46% 15.3 (8%) 6 8480 21563

Tableau 3.16 – Résultats moyens de AK-MCS et Vb-AGP + IS + BR (Pmean) avec ε = 10−3

pour le problème thermique - paramètres de la méthode adaptative : ninitMC = 104, ninitDoE = 14,
COVmax = 0.03
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Les résultats présentés dans le Tab. 3.16 montrent qu’en terme d’efficacité numé-
rique la méthode permet d’obtenir des indices d’efficacité νMC plus élevés en terme
de nombre de simulations et d’appels au modèle numérique complet. D’une part, la
méthode Vb-AGP + IS permet d’obtenir un coefficient νnsimMC 1.4 fois plus important
en terme de nombre total de simulations que AK-MCS, 1.7 fois plus important que
AK-MCS + EFF + BR et 1.6 fois plus important que AK-MCS + U + BR. D’autre
part, l’utilisation de la réduction de modèles permet d’avoir un indice νnfullMC 3.7 fois
plus élevé en terme d’appels au modèle numérique complet en comparaison à AK-MCS.
Cependant, les indices νnfullMC des méthodes AK-MCS + EFF + BR et AK-MCS + U

+ BR sont plus élevés que celui de la méthode Vb-AGP + IS + BR pour laquelle
COV (P̂f ) est plus élevé. Or ces COV sont des estimations obtenues sur 70 exécutions,
cette constatation est donc à nuancer puisque l’erreur commise sur ces estimations ne
permet pas de les comparer rigoureusement.

Il est donc intéressant d’observer la distributions des 70 estimations P̂f obtenues
par la méthode Vb-AGP + IS + BR. L’histogramme des estimations P̂f de Pf obtenues
à partir de l’algorithme Vb-AGP + IS + BR (Pmean) est donné sur la Figure 3.19. De
plus, la probabilité de référence Pfref obtenue à partir des 70 répétitions de AK-MCS
avec COVMC = 0.03 et son intervalle de confiance à ±3σ (où σ est son écart-type) est
représentée sur la figure. On peut observer sur cet histogramme que les estimations
centrées autour de la moyenne des P̂f , dont la valeur est proche de la probabilité de
référence obtenue par AK-MCS, et que la majorité des estimations obtenues sont dans
l’intervalle de confiance à ±3σ de la valeur de référence.

0.0058 0.0060 0.0062 0.0064 0.0066 0.0068 0.0070
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Figure 3.19 – Histogramme des estimations P̂f sur 70 répétitions de Vb-AGP + IS + BR
(Pmean) avec ε = 10−3 et COVmax = 0.03 sur le cas test thermique
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, des stratégies basées sur l’utilisation de solutions réduites pour l’amé-
lioration de l’efficacité numérique des approches d’apprentissage actif pour les analyses
de fiabilité ont été présentées. L’hybridation des approches d’apprentissage actif et de
réduction de modèles est possible en considérant une construction adaptative des bases
réduites.

La méthode proposée débute par l’initialisation d’une base réduite au cours de la
phase initiale d’un algorithme d’apprentissage actif, i.e. lors de l’évaluation des points
du DoE initial. Puis, pour chaque point ajouté au cours de l’apprentissage, l’algorithme
décide d’utiliser une solution réduite ou de résoudre le système complet en se basant sur
un critère sur la précision de la solution réduite obtenue. Les critères d’apprentissage de
l’échantillonnage adaptatif étant construits pour apprendre précisément l’état limite,
une large partie des points d’apprentissage se trouve alors concentrée au voisinage de
l’état limite. Ainsi, la modélisation en base réduite est très efficace puisque les nouveaux
points à évaluer ont de fortes chances de se trouver à proximité de points où le modèle
complet a été résolu auparavant.

Deux critères de couplage basés sur une mesure de l’erreur entre la solution réduite
et la vraie solution du problème par des résidus ont été proposés. Les performances
d’un premier critère s’appuyant sur un résidu relatif classique puis de l’amélioration
de ce critère en utilisant un préconditionnement ont été étudiées. L’application de
la méthode avec le premier critère de couplage sur deux cas d’application a montré
les limitations de l’utilisation d’un résidu classique pour des problèmes pour lesquels
le conditionnement n’est pas suffisamment bon. Le second critère de couplage, basé
sur un résidu préconditionné, a également été testé. Dans ces travaux, nous avons
proposé d’utiliser deux types de préconditionneurs construits à partir de valeurs de la
matrice de rigidité : le premier correspond à sa valeur au point moyen et le second
correspond à sa valeur au point le plus proche (parmi les points évalués au préalable).
Finalement, l’utilisation du second critère a permis d’obtenir de bons résultats pour
les deux préconditionneurs proposés, dus à une bonne estimation de l’erreur, même
lorsque le conditionnement de la matrice de rigidité est mauvais.

L’utilisation du résidu classique ne permet pas en général de choisir efficacement
une valeur du seuil puisqu’elle ne permet pas de représenter correctement le compor-
tement de l’erreur sur la solution réduite. L’utilisation du préconditionnement permet
alors de fixer le seuil en fonction de l’erreur tolérée sur l’approximation de la solution
réduite, puisque le résidu préconditionné est alors homogène au déplacement u(x). En
considérant alors que la fonction de performance G(u(x),x) est relativement linéaire
en u(x), nous avons observé sur les applications considérées que l’on peut considérer
un seuil ε de l’ordre de 10−3. Néanmoins, dans le cas où la fonction de performance est
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fortement non linéaire en u(x), une étude du seuil peut être nécessaire en débutant
par la valeur recommandée de ε = 10−3.

L’étude des performances de l’approche proposée sur deux applications a montré que
celle-ci avait un potentiel important de réduction des coûts de calcul, tout en donnant
une estimation précise pour un seuil bien choisi. L’accélération dépend naturellement
du problème étudié mais sur les applications considérées précédemment, l’accélération
théorique (en terme de nombre d’évaluations du modèle complet) a atteint un facteur
7.1 et l’accélération pratique (en terme de temps CPU) a atteint un facteur 5.4. Plus
le nombre de ddl du modèle EF augmente, plus l’accélération pratique de l’algorithme
est susceptible d’approcher l’accélération théorique de l’algorithme.

Finalement, la méthode a été couplée à l’approche Vb-AGP proposée dans le cha-
pitre 2 et appliquée sur un cas thermique. Le couplage des deux méthodes a montré
un fort potentiel de réduction du nombre d’appels au modèle numérique complet d’une
part et d’autre part du nombre d’évaluations de solutions réduites.

Une piste d’amélioration du critère de couplage consisterait à s’intéresser à la phase
d’exploration de l’apprentissage. En effet, l’exploration des régions moins connues du
domaine pour clarifier les performances du système mène à ajouter des points parfois
éloignés de l’état limite et donc des autres points d’apprentissage. Considérant le critère
de couplage actuel, de tels points seront probablement évalués avec le modèle numérique
complet alors qu’une précision approximative de la solution en ces points pourrait
être suffisante pour clarifier le comportement du système dans la région concernée du
domaine. L’intégration de ces considérations dans le critère de couplage pourrait être
une perspective pour réduire encore davantage le nombre de résolutions du système
complet.
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Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés au développement de nouvelles mé-
thodes permettant de réduire le coût numérique des méthodes d’analyse de fiabilité
par apprentissage actif de GP. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à
l’erreur introduite par l’incertitude du métamodèle de GP sur l’estimation de la pro-
babilité de défaillance par une méthode d’apprentissage actif de GP. Puis, nous avons
étudié le couplage entre les méthodes d’analyse de fiabilité par apprentissage actif de
GP et les approches de réduction de modèles.

Dans le chapitre 2, nous avons proposé d’analyser la sensibilité de l’estimateur
de la probabilité de défaillance aux incertitudes liées à l’approximation par processus
gaussien et à l’échantillonnage d’une population de MC. Des estimateurs permettant
d’estimer numériquement les variances dues à l’effet de chaque source d’incertitudes et
de la variance totale ont été proposés. En comparant les valeurs de ces variances sur
un exemple, nous avons montré que la précision de l’apprentissage du GP imposée par
un critère d’arrêt classique est trop conservative. L’approche proposée Vb-AGP intègre
cette analyse pour améliorer adaptativement la source d’erreur majeure durant la phase
d’apprentissage ainsi qu’un critère d’arrêt basé sur la variance totale de l’estimation de
la probabilité de défaillance. Les résultats obtenus ont montré que les estimateurs de
la variance permettent d’obtenir une estimation de la variance totale cohérente avec
la valeur de la variance empirique obtenue sur plusieurs répétitions de l’algorithme.
Ils ont de plus montré que cette approche est prometteuse d’un point de vue de la
réduction du nombre de points d’apprentissage. L’approche a ensuite été étendue via
l’IS à l’estimation de probabilités d’évènements rares, en utilisant plus précisément la
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méthode NAIS. Les résultats ont montré que l’approche permet de respecter la précision
fixée sur l’estimation et a un potentiel de réduction du nombre de simulations.

Dans le chapitre 3, des stratégies basées sur l’utilisation de solutions réduites pour
l’amélioration de l’efficacité numérique des approches d’apprentissage actif pour les ana-
lyses de fiabilités ont été présentées. L’hybridation des approches d’apprentissage actif
et de réduction de modèles par projection est possible en considérant une construction
adaptative des bases réduites. La méthode proposée débute par l’initialisation d’une
base réduite au cours de la phase initiale d’un algorithme d’apprentissage actif. Puis
pour chaque nouveau point d’apprentissage, l’algorithme décide d’utiliser une solution
réduite ou de résoudre le système complet en se basant sur un critère sur la précision
de la solution réduite obtenue. Dans ce cadre, la modélisation en base réduite est très
efficace puisque les nouveaux points d’apprentissage se trouvent majoritairement au
voisinage de l’état limite et donc à proximité de points où le modèle complet a été
résolu auparavant. Deux critères de couplage basés sur une mesure de l’erreur entre la
solution réduite et la vraie solution du problème par des résidus ont été proposés : un
premier critère s’appuyant sur un résidu relatif classique et un critère amélioré en uti-
lisant un préconditionnement. Les résultats ont montré les limitations de l’utilisation
du résidu classique et l’utilité de recourir à un résidu préconditionné, d’une part car
il facilite le choix de la valeur seuil et d’autre part car il donne une meilleure estima-
tion du comportement de l’erreur. L’étude des performances de l’approche proposée
sur deux applications a montré que celle-ci avait un potentiel important de réduction
des coûts de calcul, tout en donnant une estimation précise pour un seuil bien choisi.
Finalement, le couplage de l’approche d’apprentissage actif de GP proposée dans le
chapitre 2 et de la modélisation en base réduite a été étudié sur un cas d’application.

Dans la suite, les perspectives induites par les différentes proposées dans ces travaux
de thèse sont présentées.

Perspectives

Perspectives pour l’approche Vb-AGP

Pour la mise en place de la méthode Vb-AGP + IS présentée dans ces travaux de thèse,
nous avons fait le choix d’utiliser la méthode d’IS adaptatif NAIS [Morio, 2012] pour sa
capacité à traiter des domaines de défaillance multimodaux sans connaissance a priori.
Or, nous avons vu que cette méthode souffre du fléau de la dimension, c.-à-d. qu’elle
perd beaucoup en efficacité en grande dimension, du fait de l’utilisation de l’estimation
par noyau des densités auxiliaires. En ce sens, la méthode pourrait être améliorée en
s’intéressant à d’autres méthodes de réduction de variance pour l’échantillonnage. Dans
le cas où des informations sur l’état limite sont disponibles, par expérience par exemple,
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une autre méthode d’IS telle que la CE [Rubinstein et Kroese, 2004] ou une méthode
multi-FORM peut être utilisée puisque les estimateurs de variances proposés dans ces
travaux sont valables pour toute méthode d’IS.

Une autre perspective serait de proposer des estimateurs de variance dans le cas
où la méthode d’échantillonnage utilisée serait la méthode des subset simulations (SS)
[Au et Beck, 2001a]. L’utilisation des SS à la place de l’IS permettrait de calculer des
probabilités de défaillance faibles en grande dimension. Néanmoins, l’expression donnée
par cette méthode de l’estimation de la probabilité de défaillance comme un produit
de probabilités intermédiaires ne permet pas une déduction directe des estimateurs de
variance à partir de ceux proposés pour les MCS ou l’IS.

Une perspective d’utilisation des approches Vb-AGP pour le Dimensionnement op-
timal sous contrainte de fiabilité, ou Reliability Based Design Optimisation (RBDO),
plus précisément pour les méthodes de RBDO assistés par métamodélisation [Mous-
tapha et Sudret, 2019], est également possible. En effet, puisque ces méthodes per-
mettent de fournir une estimation précise du COV total de la probabilité de défaillance,
il serait possible de régler judicieusement l’arrêt de l’algorithme par rapport à la valeur
limite de la contrainte de fiabilité à partir de l’estimation de la probabilité et la valeur
du COV total. En effet, lorsque l’intervalle de confiance de l’estimation de la proba-
bilité de défaillance, calculé à partir du COV total, permet de montrer que sa valeur
est bien inférieure ou supérieure à la valeur seuil il n’est pas nécessaire de continuer
l’apprentissage pour obtenir un COV très bas.

Perspectives pour le couplage entre les méthodes d’analyse de
fiabilité par apprentissage actif et la modélisation en base ré-
duite

Le critère de couplage proposé dans ces travaux pour combiner les méthodes d’analyse
de fiabilité par apprentissage actif de GP et la modélisation en base réduite prend
uniquement en compte l’erreur sur la solution et non son intérêt par rapport à l’amé-
lioration de la connaissance de l’état limite. Une piste d’amélioration du critère de
couplage consisterait à s’intéresser à la phase d’exploration de l’apprentissage pour
prendre en compte l’amélioration potentielle de l’apprentissage de l’état limite. En ef-
fet, l’exploration des régions moins connues du domaine pour clarifier les performances
du système mène à ajouter des points parfois éloignés de l’état limite et donc des autres
points d’apprentissage. En se basant sur le critère actuel, de tels points seront probable-
ment évalués avec le modèle numérique complet alors qu’une précision approximative
de la solution en ces points pourrait être suffisante pour clarifier le comportement du
système dans la région concernée du domaine. L’intégration de ces considérations dans
le critère de couplage pourrait être une perspective pour réduire encore davantage le
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nombre de résolutions du système complet.
Dans la méthodologie proposée l’erreur sur la solution réduite est uniquement uti-

lisée pour le critère de couplage et n’est pas propagée, c.-à-d. qu’elle n’est pas prise en
compte dans l’estimation de la probabilité de défaillance. Notons, qu’une première
étude pour prendre en compte les différentes fidélité des solutions a été effectuée
dans ce manuscrit en utilisant un modèle de co-Krigeage. Différentes méthodologies
de construction ont été considérées et les résultats n’ont pas montré d’amélioration
notable de l’estimation de la probabilité de défaillance. Une perspective d’amélioration
pour propager l’erreur due à l’utilisation de solutions réduites consisterait à construire
un modèle de GP bruité de la fonction de performance, en considérant un bruit corres-
pondant à l’erreur sur la fonction de performance aux points d’observations évalués à
partir du modèle en base réduite. La mise en place de cette méthodologie nécessiterait
un estimateur précis de l’erreur pouvant être évalué avec un coût de calcul raisonnable.
En effet, le critère d’erreur actuel se base sur un estimateur de l’erreur de la solution
du système linéaire car cet estimateur offre une bonne estimation de cette erreur avec
des coûts de calcul relativement faibles et une mise en place facile.

Finalement, la méthode peut être utilisée pour réduire le coût de calcul des RBDO.
Elle est pertinente pour les méthodes de type nested RBDO [Moustapha et Sudret,
2019; Moustapha et al., 2016], c.-à-d. lorsqu’une analyse de fiabilité est effectuée à
chaque itération d’une optimisation. Dans ce cas, des travaux ont proposé d’utiliser un
seul GP pour toute l’optimisation qui sera construit dans un espace augmenté [Au,
2005] afin de réutiliser les informations des itérations précédentes à chaque nouvelle
analyse de fiabilité par apprentissage actif. Le même principe pourrait alors être utilisé
pour la construction de la base réduite, c.-à-d. qu’une seule base réduite pourrait être
construite et enrichie dans l’espace augmenté au cours de l’optimisation.
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