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INTRODUCTION GENERALE

Ces dix derniéres années ont vu l'essor d'une nouvelle famille d’alliages de titane aux propriétés
a froid trés prometteuses, allant a 'encontre de 'habituel compromis résistance/ductilité. En effet, ils
présentent a la fois une excellente résistance maximale (~ 800 MPa) et une ductilité tout a fait re-
marquable pour des alliages de titane (~ 40%). Ces propriétés ramenées a la masse des alliages sont
donc exceptionnelles et permettent d’envisager de nouvelles applications dans le domaine aéronau-
tique. Cette combinaison de propriétés souvent opposées est obtenue en mobilisant deux types de
transformations que subit, sous contrainte, la phase cubique centrée du titane () stabilisée par des élé-
ments d’alliage comme le molybdéne : d’une part, une transformation martensitique 8 — «”; d’autre
part, un maclage de type {332}(113), mode inhabituel dans les métaux cubiques centrés. Ces deux
transformations contribuent a la ductilité et a I'écrouissage de ces alliages qualifiés pour cette raison de
TRIP/TWIP pour respectivement Transformation et Twinning Induced Plasticity. Sans surprise, la mi-
crostructure combinant ces produits de transformation se révele tres complexe : elle est constituée d'un
réseau de macles qui s'entrecroisent a I'échelle des grains. Au sein de chacune des macles, des macles
secondaires et la martensite o’ cotoient une morphologie particuliere de la phase w dans une sorte
d’imbrication récursive qui s’accentue a mesure qu'on déforme le matériau.
Ces alliages font évidemment 'objet d’intenses recherches a la fois pour leur potentiel d’applications, et
pour les questions qu’ils soulévent. Aussi, de nombreuses études de caractérisation sont menées depuis
dix ans, combinant d’une part des techniques post-mortem pour identifier les différents produits de
transformation et leur agencement dans la microstructure, et d’'autre part des techniques in-situ pour
comprendre le processus dynamique. Malheureusement, la séquence des transformations reste incer-
taine et fait toujours l'objet d'un débat nourri dans la littérature, méme si de nombreux éléments sont
maintenant mieux compris.
Curieusement, on peut noter 'absence d’études de modélisation consacrées a la formation de cette mi-
crostructure, dont la raison en est probablement I'extréme complexité. Il n’en demeure pas moins que
le développement de modeles capables de prédire 'évolution des microstructures permettrait d’ap-

porter des réponses aux questions en suspens, validant ou invalidant les différents scénarios proposés
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jusqu’a maintenant sur la base des observations expérimentales. Il semblait cependant périlleux de vou-
loir d’emblée embrasser toutes les transformations évoquées, et plus raisonnable de se concentrer sur
la principale transformation sous contrainte dans ces alliages, a savoir le maclage {332}(113). Par
ailleurs, la méthode dite de champ de phase est apparue comme la plus adaptée pour s’intéresser a la
formation du réseau de macles, et la plus versatile pour intégrer dans un futur proche les autres trans-

formations dans un méme formalisme.

Ainsi, le présent travail a pour objectif le développement d'un modele de champ de phase du ma-
clage {332} (113) capable de simuler la croissance de macles primaires. Le manuscrit est structuré en

suivant la démarche progressive de notre travail.

Tout d’abord, une étude bibliographique est proposée dans le Chapitre 1. Aprés quelques géné-
ralités sur les alliages de titane, dont les alliages de titane S-métastables auxquels appartiennent les
alliages TRIP/TWIP, nous présentons en détail les différentes transformations sous contrainte, et plus
particulierement le maclage mécanique {332} (113), objet de notre étude. La fin du chapitre présente

un apercu de différents modeles champ de phase consacrés au maclage mécanique dans la littérature.

Nous présentons ensuite dans le Chapitre 2, aprés quelques rappels sur 'approche par champ
de phase, le développement d'un modéle permettant de simuler la croissance anisotrope de macles
{332}(113). Pour cela, on a tout d’abord choisi d’adapter le modéle champ de phase de maclage mé-
canique mis en place par Heo et al. [2011] au systéme de maclage {332}(113). Ce modele est de type
Allen-Cahn (Allen et Cahn [1979]) et intégre une contribution élastique exprimée dans le formalisme
géométriquement linéaire. Nous procédons a une analyse classique mais approfondie du modele de Heo
et al. [2011] pour en montrer les limites en terme de force motrice élastique et d'intensité de 'anisotro-
pie d’énergie d'interface. Puis, nous examinons les formes générées par les deux sources d’anisotropie.
Dans le cas de l'anisotropie d’énergie d’'interface, nous proposons une amélioration du modele pour
que I'épaisseur de I'interface reste indépendante de son orientation. Nous étudions enfin le cas de I'ani-
sotropie de I'énergie élastique associée au maclage et mettons en place une analyse permettant de faire

le lien avec les descriptions géométriques usuelles.

Dans le Chapitre 3, on remet en question le bien fondé d’'utiliser I'élasticité en géométrie linéaire
dans la mesure ot les cisaillements accompagnant le maclage {332} (113) sont de I'ordre de 35%. On
développe donc un solveur spectral de I'équilibre mécanique statique. Dans la mesure ou ce type de
solveurs est beaucoup moins courant en géométrie non-linéaire qu'en géométrie linéaire, nous pré-

sentons en détail 'algorithme et discutons I'optimisation de ses parameétres sur des cas de validation.

Dans le Chapitre 4, le modeéle champ de phase développé en fin de Chapitre 2 est ré-écrit dans
le formalisme géométriquement non-linéaire. On met ensuite en évidence les différences de micro-
structures prédites par les deux formalismes. Pour simuler les réseaux de macles observés expérimen-
talement, nous proposons un modeéle multi-variants implémenté dans les deux formalismes, linéaire et

non-linéaire. Nous comparons & nouveau les prédictions avec ces formalismes en analysant plus par-
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ticulierement l'influence des conditions aux limites périodiques imposées par les méthodes spectrales.
Nous examinons les capacités du modele a faire germer des variants dans le voisinage d'un défaut et
nous étudions comment les variants sont sélectionnés dans une telle configuration. Nous terminons

en discutant les limitations du modeles et proposons quelques pistes d'amélioration.

Dans le Chapitre 5, nous présentons les prémisses d'un modele qui permettrait d'incorporer, de
maniere trés générale, la génération récursive de macles d’ordres supérieurs aux macles primaires. Ce
modele repose sur le repliement d'un potentiel élastique périodique sur son domaine fondamental, par
le biais d'un algorithme de réduction de Lagrange (ou Seeber), et I'introduction d’une variable gardant
la mémoire du changement de référence par rapport a laquelle 'équilibre élastique est résolu. Nous

illustrons cette méthodologie par l'application d'un « toy model » dans une configuration 1D.

Enfin, nous résumons dans la conclusion générale les points essentiels apportés par notre travail

et les perspectives qu’ils ouvrent.

Les travaux de cette thése ont été réalisés au sein du Laboratoire d’Etude des Microstructures (LEM,
ONERA-CNRS) dans le cadre du projet ANR TITWIP, en partenariat avec I'Institut de Recherche de
Chimie Paris (IRCP, Chimie ParisTech) et le Centre des Matériaux (CdM, MINES ParisTech).
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CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

Ce chapitre présente d'une part le type de matériau étudié dans cette thése, et d’autre part les dif-
férents modeles champ de phase de maclage mécanique proposés dans la littérature. La Section 1.1
introduit le titane et ses alliages et permet de définir les alliages dits TRIP/TWIP concernés par notre
étude. Dans la Section 1.2, nous recensons les mécanismes proposés dans la littérature pour expliquer
le comportement singulier des alliages TRIP/TWIP. Nous nous attardons plus particulierement sur le
mode de maclage {332} (113) . Enfin, la Section 1.3 présente certains modéles champ de phase de ma-
clage mécanique retrouvés dans la littérature qui ont joué un rdle sur le choix des hypotheses de départ

concernant les modeles développés dans les Chapitres 2 et 4.

1.1 Généralités sur le titane et ses alliages

1.1.1 Le titane pur

Le titane pur est un métal de transition du groupe 4 qui présente une structure cristallographique
hexagonale compacte (h.c.) 2 température et pression ambiante, appelée phase «v. Cette phase est stable
jusqu'a 882°C, ou le titane subit une transformation allotropique (McQuillan [1963]). Le résultat de
cette transformation est une phase de structure cristallographique cubique centrée (c.c.), appelée 3. La
température T3 = 882°C est appelée température de transus /3.

Enrestant a température ambiante, tout en appliquant une pression de 'ordre d’'une dizaine de GPa, on
observe la transformation de la phase v en phase w, dont la structure cristallographique est constituée
d’un réseau de Bravais hexagonal et de trois atomes par maille primitive (Jamieson [1963], Jayaraman
et al. [1963], Sikka et al. [1982]). On peut conserver cette phase w, dans un état métastable, en revenant
a pression atmosphérique. Mais un recuit ou un laminage a froid conduit a un retour a la phase « la
plus stable dans ces conditions (Jamieson [1963], Vohra et Spencer [2001]). Ces différentes structures

cristallines du titane sont présentées sur la figure 1.1.

Ca=4.685 A

ag = 3.269 A
aa=2.957 A

(a) Phase a. (b) Phase w. (c) Phase /3.

FiGurek 1.1 - Structures cristallines des phases allotropiques du titane. Les paramétres de maille sont issus de (a-b)
Vohra et Spencer [2001] a température ambiante et a 10°Pa, (c) de Senkov et al. [2001] ot1 la valeur a température

ambiante est extrapolée du parameétre de maille mesuré entre 900°C et 1050°C.
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1.1.2 Les alliages de titane

L'ajout d’éléments d’alliage au titane permet de modifier la stabilité des différentes phases réperto-
riées dans le titane pur. Les éléments d’addition peuvent étre classés en 3 catégories majeures en fonc-
tion de leurs effets sur la température de transus 73 (Liitjering et Williams [2007], Veiga et al. [2012]) :
neutres, a-génes ou [3-génes.

Les éléments neutres (Sn, Zr, ...) affectent 1égerement la valeur du transus 7). Leur effet est ainsi négli-
geable du point de vue de la stabilité de la phase (3 & haute température, mais peut influencer sa stabilité
a basse température sous sollicitation mécanique.

Les éléments a-geénes (AL, O, N, B, C, ...) stabilisent la phase « du titane en élevant la température de
transus 7}3. A noter que les éléments O, N, B et C s'insérent dans les sites interstitiels des mailles, tandis
que I'aluminium forme une solution solide de substitution avec le titane (Liitjering et Williams [2007]).
Les éléments 3-genes stabilisent quant a eux la phase 3 du titane en abaissant la valeur du transus 7.
Les travaux de revue de Kolli et al. [2015] et Kolli et Devaraj [2018] sur la stabilité en température de la
phase 3 dans les alliages de titane montrent que 'on distingue les éléments isomorphes (Mo, V, Nb, Ta,
...) des éléments eutectoides (Cr, Fe, Mn, Ni, Cu, Au, ...).

Outre leur incidence sur les phases d’équilibre « et 3, les éléments d’alliage modifient les températures
d’apparition des phases métastables a pression atmosphérique, issues le plus souvent de transforma-
tions displacives de la phase 3. D'une maniére générale, un enrichissement en élément 3-géne conduit

a diminuer les températures de début de ces transformations.

Les alliages obtenus sont ensuite classés en fonction des phases stables en présence. La stabilité des
phases étant liée aux types d’élément d’addition («-géne, 3-géne ou neutre), il existe une corrélation
entre types d’élément en présence dans l'alliage et classe d’alliage. Afin de prendre en compte les diffé-
rents éléments d’alliage et d’en tirer un indicateur sur la stabilité des phases en présence, Bania [1994]

propose un parametre empirique nommé molybdéne équivalent, noté MoE :

MoE = 1Mo + 0,67V + 0,44 W + 0,28 Nb +
0,22Ta+ 2,9Fe + 1,6 Cr + 0,77 Cu + (1.1)
1,11 Ni+ 1,43 Co + 1,54 Mn — 1 Al

ou les symboles chimiques se lisent comme les pourcentages massiques des éléments d’alliage corres-
pondants. Le coefficient multiplicateur devant chaque élément représente le ratio entre la quantité de
molybdéne nécessaire pour obtenir une structure de trempe 100% [ (valeur d’environ 10% massique),
et la quantité de I'élément X a considérer pour obtenir le méme résultat. On note le coefficient négatif
attribué a 'aluminium, mettant en valeur le caractére a-géne de cet élément.

Un autre indicateur, noté AlE, rend compte du caractére a-géne des éléments d’addition et peut étre

pris en compte en lieu et place de I'aluminium dans 'équation (1.1) (Cotton et al. [2015]) :
AlE = 1Al+0,17Zr + 0,33Sn + 10 (O + N). (1.2)

Anoter qu'en général, une valeur de MoE de 10% mass. est requise pour stabiliser la structure de trempe
100% [ (Bania [1994]) et qu'une augmentation de MoE est liée a4 une diminution de la température de

transus 3. Les MoE d'un nombre important d’alliages de titane sont reportés dans Welsch et al. [1993].



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART
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FiGure 1.2 — Diagramme de phase schématique des alliages de titane (inspiré de Laheurte et al. [2005] et Zhang
[2014]). 5. représente la valeur minimale d’éléments 3-génes permettant d’'obtenir une structure de trempe /3 (ou
[B-métastable); 3, est la teneur en éléments beta-génes minimale pour que la phase 3 soit stable a température
ambiante; T} est la température de transus B; T, est la température ambiante; M et M ¢ sont respectivement

les températures de début et de fin de transformation martensitique 3 — «’.

La figure 1.2 montre un diagramme schématique des alliages de titane, ot 'axe des abscisses corres-
pond a une quantité d’éléments 3-génes équivalente (liée au MoE) présente dans I'alliage. Les différentes

catégories/classes d’alliage sont reportées en haut de la figure.

Les alliages o et quasi-a contiennent une quantité d’éléments (3-génes faible. Lors d'un refroidis-
sement lent & partir de la phase (3, la phase « apparait sous forme de lamelles arrangées ou en vannerie.
Plus le refroidissement est lent, plus on observe un épaississement d’aiguilles de phase cv. A lissue
d’une trempe, on observe des aiguilles fines correspondant au produit de la transformation marten-
sitique 8 — «/, de structure hexagonale compacte comme la phase d’équilibre (Davis et al. [1979]).
Contrairement aux alliages monophasés o dont les propriétés mécaniques ne sont pas exceptionnelles,
les alliages quasi-« présentent une trés bonne tenue au fluage (Weiss et Semiatin [1999]) et une excel-

lente résistance a 'oxydation (Polmear et al. [2017]) jusqu’a 600°C.

Les alliages o 4 3, biphasés, contiennent suffisamment d’éléments 3-génes pour qu'a tempéra-
ture ambiante les phases « et 3 coexistent a I'équilibre. Cette catégorie comprend de nombreux alliages
et permet d’obtenir une grande variété de microstructures, impliquant généralement différentes mor-
phologies de phase , grace a des traitements thermiques et thermo-mécaniques complexes, pouvant
comporter jusqu’a quatre ou cinq étapes (Semiatin et al. [1997]). Lors de refroidissements rapides, la
phase (3 peut subir des transformations displacives donnant naissance, d'une part a la martensite o de
structure hexagonale compacte sous forme de plaquettes tres fines; d’autre part a la phase w athermique
(notée wyyp) sous forme de précipités nanométriques distribués de maniére homogene dans la phase 5.
Ces phases métastables se décomposent lors de revenus et de vieillissements ultérieurs : la martensite

o/ réverse en un mélange « et 3 avec partition des éléments d’alliage conformément au diagramme
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de phase; les précipités d'wgy, disparaissent au profit de précipités plus gros (O(10 — 100) nm) dits
w isotherme (w;s,) pauvres en éléments B-geénes et dont la croissance est diffusive ( Hickman [1969],
Williams et Blackburn [1969], De Fontaine et al. [1971]). Les alliages «v+ (3 sont ceux que 'on retrouve le
plus sur le marché, notamment dans le domaine de I'aéronautique (par ex. TA6V, Ti-6242). Ils couvrent
en effet une large gamme de propriétés mécaniques grace aux nombreuses microstructures qu'on peut

obtenir par des traitements thermo-mécaniques complexes, mais industriellement réalisables.

Les alliages (§ contiennent suffisamment d’éléments 3-génes (a droite de 3, sur la figure 1.2) pour
retenir la phase 3 lors de la trempe, et éventuellement de I'w athermique (Bania [1994]). En effet, dans

ces alliages la température M d’'o est inférieure a la température ambiante (figure 1.2). On distingue :

— Lesalliages [3-stables dont la teneur en éléments 3-geénes est supérieure a 3 sur la figure 1.2. La
phase (3 est stable thermodynamiquement & température ambiante, quelles que soient les condi-
tions de refroidissement. Ils sont donc insensibles aux traitements thermiques et ne peuvent étre
durcis par précipitation. Si ces alliages correspondent bien a des MoE élevés, la corrélation entre
le MOE et 35 n’est pas parfaite : ainsi, alors que le MoE du Ti-35V-15Cr est de 47,5, Bania [1994]

reléve qu'il est mécaniquement instable.

— Les alliages S-métastables correspondent a des teneurs en J-génes comprises entre 3. et (.
La phase /3 peut donc étre retenue au cours d'une trempe (avec l'apparition éventuelle d'wg:),
mais elle peut se décomposer au cours de traitements thermiques ou mécaniques post-trempe.
Certains alliages -métastables sont qualifiés de mécaniquement instables parce qu'’ils se trans-

forment sous l'action de contraintes extérieures. Leur comportement mécanique est particulier :
— superélastique lorsque la phase 3 se transforme en martensite o’ (Ramarolahy et al. [2012]);

— TRIP/TWIP (pour respectivement Transformation et Twinning Induced Plasticity) lorsque
la phase 3 se déforme principalement par maclage en sus de I'apparition d’a” (Sun et al.
[2015], Brozek [2017], Danard [2019)).

1.1.3 Utilisation des alliages de titane 5-métastables

Aux nombreuses microstructures qu'on peut obtenir dans les alliages de titane 3-métastables est
associée une vaste gamme de propriétés mécaniques intéressantes. Leurs domaines d’application sont
par conséquent variés : aéronautique, biomédical, énergie, industrie chimique, automobile ou encore
sport (Bania [1994], Peters et al. [2003], Zhao et al. [2012], Hosoda et al. [2017], Kolli et Devaraj [2018],
Veiga et al. [2012]).

Ces alliages, & vocation structurale, sont généralement utilisés dans leur état biphasé o 4+ (5 dans des
applications requérant généralement une résistance spécifique élevée, une bonne résistance en fatigue
et une excellente résistance a la corrosion. Par ailleurs, leur mise en forme a chaud est facilitée par leur
transus plus bas que dans les autres familles d’alliages. En revanche, en raison de leur cott élevé, ils sont
réservés a des secteurs a haute valeur ajoutée et des applications de niche (Banerjee et Williams [2013]).
Pour citer quelques exemples, on retrouve l'alliage Beta-C (Ti-3A1-8V-6Cr-4Mo-4Zr) dans les ressorts
et systemes de fixation en aéronautique (Boyer [1994]), dans les tuyaux de transport souterrains et

le matériel de forage dans l'industrie pétrochimique, mais aussi dans les équipements géothermiques
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(Cotton et al. [2015]). Lalliage Ti-10-2-3 (Ti-10V-2Fe-3Al) est quant a lui utilisé pour les trains d’at-
terrissage des avions et hélicopteres (Cotton et al. [2015]). Les alliages les plus chargés en [3-génes
présentent généralement des modules d'Young suffisamment faibles pour étre bio-compatibles mécani-
quement. On retrouve ainsi les alliages Ti-15Mo (ASTM International [2018]) et Ti-29Nb-13Ta-4,6Zr

(Niinomi et al. [2002]) dans des implants osseux.

Ces derniéres années, de nouveaux alliages ont été développés en s’inspirant des aciers Fe-Mn-Al
(Frommeyer et al. [2003]) : d’excellentes propriétés a froid (résistance spécifique et ductilité) peuvent
étre obtenues en mobilisant la capacité de la phase 3-métastable a se transformer en martensite o et
a macler, donc en combinant les effets dits TRIP et TWIP (Marteleur et al. [2012], Brozek et al. [2016],
Zhang et al. [2017]).

1.2 Mécanismes a I'origine du comportement mécanique des alliages
de titane TRIP/TWIP

Les alliages de titane 5-métastables a effet TRIP/TWIP ont une limite d’élasticité pouvant aller de

600 MPa a 900 MPa, associée a des valeurs d’élongation a la rupture de 30% a 45% et a une résistance
mécanique pouvant atteindre ~ 1,5 GPa (voir figure 1.3). Comme on peut le voir sur la figure 1.3a
ou la résistance spécifique est tracée en fonction de I'allongement a la rupture, ces alliages s’écartent
fortement du comportement des métaux purs et permettent d’atteindre le centre du diagramme, a la
maniere des aciers TWIP.
La figure 1.3b montre une courbe de traction a température ambiante de différents alliages de ti-
tane TRIP/TWIP (Danard [2019]). Ces essais de traction ont été réalisés a une vitesse de déforma-
tioné = 1,7 x 1072 s~L. On note qu'ils présentent tous une limite d’élasticité supérieure 2 600 MPa,
des valeurs d’élongation a la rupture supérieures a 27%, et une résistance mécanique supérieure a
800 MPa. Cependant, on peut voir que I'écrouissage n’est pas le méme pour tous les alliages. Pour 'al-
liage Ti-7Cr-1Al-1Fe (en jaune), I'écrouissage est pratiquement linéaire. En revanche, dans d’autres al-
liages TRIP/TWIP, I'écrouissage n’est initialement pas linéaire (entre 1% et 10% de déformation vraie).
Cette différence de comportement est directement liée a I'évolution de la microstructure au cours de
la déformation, avec l'activation de différents modes de déformation : glissement cristallographique,
transformation martensitique 5 — o’ sous contrainte et maclage mécanique.

Cette combinaison de modes de déformation conduit a une microstructure complexe. En effet, au
cours de la déformation, un réseau de macles {332} (113) enchevétrées se développe a l'échelle des
grains, comme l'illustre la figure 1.4. Obtenues par EBSD (Electron BackScattered Diffraction), ces mi-
crographies montrent que le réseau est constitué de deux ou trois variants de macle parmi les douze
possibles correspondant aux douze plans (332) équivalents dans une structure cubique (voir Annexe B).
Cette microstructure mobilise également a une échelle plus fine la martensite orthorhombique o (fi-
gure 1.5) et une morphologie particuliére de la phase w.

Cest cette microstructure particuliére qui est a 'origine de I'effet TWIP, la ductilité étant assurée par les

déformations propres portées par les macles et la martensite, et 'écrouissage par un effet dit Hall-Petch

10
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(@ (b

Ficure 1.3 - (a) Résistance spécifique fonction de 'allongement a rupture de différents métaux (Brozek [2017]).
(b) Courbes de traction de différents alliages de titane de type TRIP/TWIP (Danard [2019)).

FiGurE 1.4 - Micrographies EBSD d’un alliage Ti-15Mo (% massique) apreés traction uniaxiale & 5% a température
ambiante (Zhou et al. [2017]). Chacune des micrographies montre l'intérieur d’'un grain (couleur de fond) traversé

par un nombre variable de variants de macle {332} (113) formant une microstructure en “squelette”.

dynamique ou le libre parcours moyen des dislocations dans la matrice 3 se réduit & mesure que de

nouvelles macles apparaissent (Sun et al. [2013], Lilensten et al. [2019]).

1.2.1 Glissement cristallographique

La déformation permanente des métaux, dite plastique, repose dans la majorité des cas sur le glis-

sement cristallographique dit au déplacement des dislocations dans des plans et le long de directions
cristallographiques spécifiques.
Les plans et directions cristallographiques dans et selon lesquels se déplacent les dislocations (définis-
sant des systemes de glissement) sont généralement denses. Dans le cas des matériaux cubiques cen-
trés, les systéemes de glissement sont de type {110}(111), {112}(111) et {123}(111) (Taylor et Elam
[1926]).

Dans la phase /3 des alliages de titane, seul le systéme de glissement {112} (111) est observé expé-
rimentalement (Yang et al. [2009], Yao et al. [2017]). Ishiyama et al. [1991] et Abdel-Hady et al. [2006]

montrent que le glissement cristallographique est le mode de déformation préférentiel lorsque la te-

11
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FIGURE 1.5 — Micrographies MET (Microscopie Electronique a Transmission) et clichés de diffraction associés
d’un alliage Ti-7Mo-3Cr (% massique) aprés traction uniaxiale a 5% a température ambiante (Gao et al. [2018]).

En partant de la phase /3, on retrouve aprés déformation des macles {332} (113), de la martensite o’ et de l'w.

neur en éléments d’alliage est suffisante pour que la phase 5 soit mécaniquement stable. Dans ce cas, la
limite d’élasticité est de 'ordre de 900 MPa a 1 GPa mais la ductilité ne dépasse pas les 10% (Hanada
et al. [1986]). En revanche, dans les alliages TRIP/TWIP la ductilité est bien plus grande et les disloca-
tions ne sont observées qu’associées aux macles (figure 1.6), mode de déformation principal (Hanada
et al. [1985], Furuhara et al. [1994]).

1.2.2 Transformations de phase sous contrainte
1.2.2.1 Phase w induite sous contrainte

La phase wgy, est généralement observée dans les alliages de titane S-métastables de type TRIP /
TWIP, avant déformation dans la matrice initiale. Des précipités nanométriques d’'wg;y, apparaissent
lors d’'une trempe, plus ou moins sphériques et répartis de maniére homogeéne dans la matrice (3. Le
mécanisme a 'échelle atomique de la transformation 8 — wgp a été suggéré par Hatt et Roberts dans

des alliages de Zr (Hatt et Roberts [1960]), repris par Sass pour les alliages de titane (Sass [1969]) et ra-

12
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@ (b)

FIGURE 1.6 — Micrographies MET de macles {332} (113) et de dislocations (a) localisées au joint de macle dans
un alliage Ti-Mo-Zr (Qian [2018, thése en cours]); (b) distribuées dans la macle dans un alliage Ti-22V (Hanada
et al. [1985)).

FiGure 1.7 - Relations entre les phases 3, c.c., et w, hexagonale simple (Lai et al. [2015]). (a) Représentation de la
maille c.c. en vert, avec en bleu les sites de la future maille hexagonale. (b) Projection (011) 5 //(1210),, illustrant

le shuffle possible pour réaliser la transformation § — w.

tionalisé par De Fontaine (de Fontaine [1970]) : il consisterait en I'effondrement de deux plans adjacents
sur trois de type {111} de la structure cubique centrée, comme illustré sur la figure 1.7. Lorsque la te-
neur en éléments 5-génes est conséquente (MoE > 12), la fraction volumique d’wgyp, est relativement
faible (Blackburn et Feeney [1970], Nemirovskii [1998], Marteleur et al. [2012], Sun et al. [2013], Sun
et al. [2015]).

Au cours de la déformation, la fraction de phase w augmente. Sun et al. [2013] a clairement observé
cette augmentation dans un alliage Ti-12Mo lors d’essais de traction par diffraction des rayons X (DRX)
haute énergie in situ. Dans la mesure ol la phase w produite sous contrainte adopte une morphologie en
fines plaquettes (Banerijee et al. [2006]) différente de celle d’wq¢p, on la désigne par wy (s pour « stress »).
Par ailleurs, Sun ef al. [2013] ainsi que Blackburn et Feeney [1970] dans un alliage Ti-11,5Mo-6Zr-4,5Sn
ont observé que la fraction d'w diminue jusqu’a disparaitre au-dela d'une déformation de 'ordre de 7%.

Hanada et al. [1986] ont réalisé des essais de traction a température ambiante sur divers alliages [3-

13
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Ficure 1.8 — Formation de l'wy & partir d'un mécanisme associant cisaillement homogene et shuffle (Banerjee
et al. [2006])). Les plans (112) sont cisaillés dans la direction [111]; le shuffle est décrit en haut a droite de la
figure.

métastables Ti-Mo, Ti-V, Ti-Fe et Ti-Nb. Pour expliquer pourquoi ils n‘observent la formation d’ws
que dans les alliages les moins chargés en [3-génes, ils ont étudié par microscopie électronique a trans-
mission I'écart d'w a sa structure idéale en fonction de la teneur en [-génes. Ainsi, il savére que plus
les alliages sont riches en [3-génes, plus les tiches de diffraction correspondant aux plans {0002},
s'écartent de leurs positions idéales en axe de zone (110)g. Alors que pour une structure idéale { =
do02,,/ d399, = 0,667 !, ce rapport a tendance a décroitre avec les concentrations croissantes en élé-
ments S-génes. Pour ¢ < 0,66, la phase w; n'est pas observée et les alliages se déforment par glissement
cristallographique. On peut souligner que ce critére a par la suite été appliqué par Nemirovskii [1998]
pour expliquer la disparition du maclage {332} (113) dans les alliages trés chargés en 3-génes.

Pour expliquer la morphologie particuliére d'ws en plaquettes accolées a 3 suivant des plans {112}
(Sun et al. [2013)), certains auteurs ont proposé de réinterpréter le mécanisme d’effondrement des plans
{111} comme I'association d’un cisaillement dans les plans {112} suivant les directions (111) et d'un
shuffle (voir figure 1.8). On peut souligner que I'importance du cisaillement des plans {112} avait déja
été identifiée par Hatt et Roberts [1960] dans les alliages de Zr.

Par ailleurs, il est remarquable que I'apparition d'w; soit souvent concomitante aux macles {112}
(111) mettant en jeu le cisaillement mentionné (voir plus loin Section 1.2.3), comme l'ont systémati-
quement étudiée Xing et Sun [2008], puis Sun et al. [2013] et Lai et al. [2015].

Si dans ces travaux, w; est retrouvée majoritairement aux joints de macles {112}(111), certains va-
riants d'wg sont localisés a I'intérieur des macles. Il faut souligner que des observations similaires ont
été réalisées aux joints des macles {332} (113) (Marteleur et al. [2012], Hanada et Izumi [1986]) et a
leurs frontiéres (Hanada et al. [1985], Lai et al. [2016]), méme si le lien entre les mécanismes a I'échelle

atomique est moins évident a percevoir.

En résumé, la formation de la phase w; est étroitement liée a la stabilité de la phase 3 et aux autres

modes de déformation dans les alliages de titane 3-métastables. Son role en tant que mode de défor-

1. d},,;, représentant l'inverse de la distance entre les plans (hkl), est mesuré sur les clichés de diffraction.

14
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FiGURE 1.9 — Relations d’orientation entre 5 (c.c.) et o’ (orthorhombique), et shuffle nécessaire a I'obtention du

réseau orthorhombique (Lai et al. [2016]).

mation sur les propriétés mécaniques reste encore a identifier. De par sa faible fraction volumique, on

peut penser que sa contribution directe a la plasticité reste limitée.

1.2.2.2 Phase o induite sous contrainte

Certains auteurs présentent la phase orthorhombique «”” comme une phase intermédiaire entre
la phase (3 et la phase v (Inamura et al. [2007], Li et al. [2013]). En effet, le mécanisme a I'échelle ato-
mique qu'on peut proposer pour expliquer sa formation est trés proche de celui de Burgers pour la
phase a (Burgers [1934]). Ce dernier repose sur un cisaillement selon les plans {112} et dans les di-
rections (111), suivi ou précédé d’'un shuffle d'un plan {110} sur deux, dans les directions (110). La
transformation 3 — ' peut étre décrite de facon similaire par les mémes cisaillement et shuffle mais
d’amplitudes moins importantes. Les relations d’orientation entre les phases /3 et o sont illustrées sur
la figure 1.9 (Lai et al. [2016]).

Dans les alliages de titane [-métastables mécaniquement instables, on peut former la phase o
a température ambiante, au-dessus de M (figure 1.2), en appliquant une contrainte (Grosdidier et Phi-
lippe [2000], Sun et al. [2015], Lai et al. [2016]). Tout comme la transformation 5 — ws, il s’agit d’'une
transformation displacive. Elle est de surcroit qualifiée de martensitique car elle met en jeu une dé-
formation a forte composante de cisaillement. Cette transformation sous contrainte a été largement
étudiée, notamment pour ses capacités de réversion lors du relachement de la contrainte, permettant
de générer un comportement superélastique (Duerig et al. [1982], Grosdidier et Philippe [2000], Parad-
kar et al. [2008)).

Cette transformation est également a l'origine de l'effet TRIP dans les alliages de titane J-méta-
stables. Dans les aciers TRIP, cet effet est bien connu et permet d’'obtenir des matériaux présentant une
haute résistance mécanique et une ductilité élevée en utilisant, dans le domaine plastique, la déforma-
tion associée a la transformation martensitique pour accommoder une partie de la contrainte appliquée
(Olson et Azrin [1978], Yu [2008]). De maniére analogue dans les alliages de titane mécaniquement in-

stables, on peut utiliser la transformation 3 — «” (Karasevskaya et al. [2003], Marteleur et al. [2012],
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F1cure 1.10 — Représentation schématique des quatre éléments géométriques définissant un systéme de maclage.
Les directions 7, et 7, ainsi que les normales au plan de maclage (K1) et au plan de maclage réciproque (K>)

sont toutes contenues dans le plan (P) (Christian et Mahajan [1995]).

Sadeghpour et al. [2015], Sun et al. [2015]). Dans les alliages sujets également au maclage {332} (113),
la phase o’ se présente sous forme de plaquettes dites primaires, parce que localisées dans la matrice
B, souvent proches ou aux joints de macle (Lai ef al. [2016]). On la retrouve également a l'intérieur des
macles, en relation d’orientation avec la structure c.c. maclée : on qualifie alors o’ de secondaire (Sun
et al. [2015], Lilensten et al. [2019]).

1.2.3 Maclage mécanique
1.2.3.1 Généralités

Le maclage mécanique est un mode de déformation plastique dont la description formelle est si-
milaire a celle des transformations martensitiques. En effet, on peut décrire les deux transformations
comme procédant d'une déformation homogeéne dominée par un cisaillement qui laisse un plan parti-
culier invariant. De ce point de vue, le maclage se différencie d’'une transformation martensitique par
son produit de transformation identique a la phase de départ, a une rotation particuliére pres. Dans le
cas des métaux c.c., la rotation doit correspondre a une réflexion par rapport au joint de macle et une
rotation de 180° par rapport a sa normale (Christian et Mahajan [1995]). Par ailleurs, la déformation
correspond a un cisaillement simple paralléle au joint de macle dont la manifestation macroscopique
est visible par une déflection de la surface ou la macle débouche.

A basse température, le maclage mécanique est I'un des modes de déformation privilégié dans les mé-
taux. On le retrouve par exemple dans les métaux/alliages de structure cubique centrée ( Cahn [1954],
Lagerlof [1993]), hexagonale compacte (Yoo et Lee [1991], Wu et al. [2011]), ou cubique faces centrées
(c.f.c.) (Suzuki et Barrett [1958], El-Danaf et al. [1999]). Pour définir les différents systéemes de maclage
mécanique, on utilise deux éléments géométriques parmi les quatre qui restent invariants lors du ci-

saillement simple produisant une macle, a savoir (figure 1.10) :
— le plan de maclage, ou plan invariant par cisaillement, noté (K7 );
— la direction de cisaillement ou de maclage, notée 7),, comprise dans le plan (K1);
— le plan noté (K2) subissant une simple rotation;

— la direction notée 7, comprise dans le plan (K3) perpendiculairement a (K71 ).
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Ficure 1.11 - Modes de maclage pour g variant de 1 a 4 (de a a d) (Tobe et al. [2014)]). Les fleches rouges en poin-
tillés correspondent aux déplacements induits par le cisaillement. Les cercles verts en pointillés correspondent
aux positions correctes du réseau maclé. Un shuffle est nécessaire dans les cas (c) et (d) pour atteindre les positions

correctes du réseau maclé.

Le plan contenant 1, et 7,, noté (P), est le plan dit de cisaillement.

Dans le cas général, la donnée du couple (K1),n, ou (K2),n, suffit pour définir un systeme de maclage.
Dans le cas des phases cubiques dans les alliages métalliques, les quatre éléments géométriques appar-
tiennent au réseau cristallin (leurs coordonnées exprimées dans le systéme de coordonnées du réseau
cubique de départ sont des nombres rationnels) et le systeme est dit composé (ou dégénéré) : on préfere
alors définir le systéme de maclage par la donnée du couple (K- 1)@1 et de 'amplitude du cisaillement.
Pour chaque systéme de maclage (K1), (K3), 7,1, il existe un systeme de maclage conjugué (ou réci-
proque) (K7), (K3), 7,7, de méme amplitude de cisaillement, tel que (K7) = (Kj;) et = Q’i#.
Les éléments 7, et (K3) sont ainsi nommés respectivement direction de maclage réciproque et plan
de maclage réciproque.

Bilby et Crocker [1965] ont montré qu’un cisaillement homogene décrit par les éléments géométriques
introduits ci-dessus n’est pas toujours suffisant pour reconstruire le réseau cristallin en relation de
macle. Ils introduisent alors la notion de shuffle (appelé parfois mode optique) concernant des déplace-
ments coordonnés qui ne se réduisent pas a des déformations. Dans le cas des structures simples ot un
seul atome occupe les sites d'un réseau de Bravais, il est facile de savoir si le maclage requiert un shuffle
en sus du cisaillement, et quel en est le degré de complexité.

Comme illustré sur la figure 1.11, on considére les mailles 2D construites a partir de deux vecteurs
primitifs (c’est-a-dire rejoignant des noeuds voisins) du réseau dans le plan de cisaillement (P), paral-
leles an, et 7, respectivement. On compte alors le nombre ¢ de plans du réseau paralleles a (K1) qui
coupent le vecteur primitif parallele a 77,. Lorsque ¢ < 2, tous les atomes se retrouvent aux bonnes
positions % aprés cisaillement homogene. Dans le cas contraire, seuls 1/q ou 2/q des plans se déplacent
aux bonnes positions quand q est respectivement pair ou impair (Crocker [1962]).

Comme les cisaillements et shuffle possibles ne sont généralement pas uniques, Bilby et Crocker [1965]
ont proposé quatre critéres pour sélectionner ceux qui sont les plus plausibles pour un systeme de

maclage donné :
— le cisaillement doit étre de faible amplitude;

— le mécanisme de shuffle doit étre simple, c’est-a-dire que ¢ doit étre le plus petit possible;

2. Les bonnes positions correspondent ici aux positions en relation de macle avec le réseau initial.
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— les mouvements atomiques du shuffle doivent étre de faibles amplitudes;

— le shuffle devrait étre dans la direction paralléle au cisaillement plutot que perpendiculaire a

celui-ci.

Cette théorie permet de retrouver un nombre important de systemes de maclage observés expérimen-

talement.

1.2.3.2 Maclage dans les structures cubiques centrées

Dans le cas des métaux c.c,, les deux modes de maclage observés expérimentalement, a savoir
{112} (111) et {332} (113}, avaient été identifiés par Crocker [1962] en utilisant les critéres énoncés
ci-dessus : {112} (111) est le plus courant, alors que {332} (113) n’a été observé, jusqu’a maintenant,
que dans les alliages 5-métastables (Blackburn et Feeney [1970], Rusakov et al. [2006], Marteleur et al.

[2012]). Le tableau 1.1 référence les caractéristiques liés a ces deux modes de maclage.

(K1) (K2) m 0, s q
{112} {112} (111) (111) V2/2 2

{332} {112} (113) (111) V2/4 4

TaBLEAU 1.1 — Caractéristiques des systémes de maclage observés expérimentalement dans les métaux et alliages

métalliques cubiques centrés.

Comme le montre le tableau 1.1 et la figure 1.12, le maclage {112} (111) ne nécessite qu'un méca-
nisme de cisaillement pour que tous les atomes soient amenés aux positions correctes. C’est le mode de
maclage le plus répandu dans les matériaux c.c. (Priestner et Leslie [1965], Boucher et Christian [1972]).
Par ailleurs, il peut étre associé a la dissociation de dislocations vis %(111) en trois dislocations par-
tielles % (111), formant un domaine micro-maclé de trois plans atomiques d’épaisseur (Mahajan [1975],
Hsiung et Lassila [2000], Xing et Sun [2008]). A noter qu’'un mécanisme similaire de dissociation de dis-
locations (111} est également évoqué par Hsiung et Lassila [2000] et Xing et Sun [2008] comme étant

al'origine de la formation de la phase w, sous contrainte.

1.2.3.3 Systéme de maclage {332} (113)

Contrairement aux autres alliages cubiques centrés, les alliages de titane 3-métastables présentent
majoritairement des macles {332} (113) . Ce mode de maclage, identifié par Crocker [1962] dans une
étude sur la martensite dans les aciers, présente un cisaillement plus faible que le mode {112} (111) mais
nécessite un shuffle d'un plan sur deux (¢ = 4, tableau 1.1). Avant 'observation de ce mode dans un
alliage de titane Beta III par Blackburn et Feeney [1970], il était implicitement supposé que le critére
sur la simplicité du shuffle 'emporte sur celui d'un cisaillement de faible amplitude. Cela permettait en
effet d’expliquer I'occurrence des macles {112} (111) dans les alliages cubiques centrés par le glisse-
ment coordonné de dislocations partielles comme dans les matériaux cubiques a faces centrées.

Evidemment, la singularité du comportement des alliages de titane 3-métastables, mettant a mal cette
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FIGURE 1.12 - Représentation selon [011] du maclage {112} (111) (Hsiung et Lassila [2000]). Le déplacement du

plan E supérieur est associé au vecteur de Burgers % [111] d’une dislocation partielle.

hiérarchie, a conduit de nombreux chercheurs a s’y intéresser. En reprenant I'étude de Crocker [1962],
Tobe et al. [2014] ont ordonné les modes de maclage possibles des c.c. par amplitude de cisaillement
et shuffle croissants. Le mode {332} (113) est celui de plus faible cisaillement mais requiert un shuffle
suivant une direction (111) 3, dansunplan {112}, surdeux?, dontl'amplitude v/3/4 ag * est consi-
dérée comme importante (figure 1.13a).

En présence du shuffle, la description du processus local conduisant a la formation d'une macle de type
{332} (113) ne peut pas reposer simplement sur le glissement de dislocations partielles. On trouve

donc plusieurs propositions invoquant

— soit la formation d’'une couche intermédiaire de phase w; permettant de diminuer le shuffle (Ta-
kemoto et al. [1993]);

— soit la propagation d’'une dislocation dite zonale, associant cisaillement et shuffle (Litvinov et al.
[1997], Litvinov et Rusakov [2000], Rusakov et al. [2006]).

Les éléments précédents ne permettent pas de comprendre pourquoi on observe majoritairement
des macles {332} (113) plutot que {112} (111) dans les alliages de titane 3-métastables TRIP/TWIP.
Cest d’autant plus vrai que I'examen de la liste établie par Tobe et al. [2014] montre que le mode conju-
gué {112}(111) présente les mémes amplitudes de cisaillement et de shuffle (figure 1.13b) que le mode
{332}(113), et qu'expliquer la préséance du systeme {332} (113) sur {112} (111) par la différence de
cisaillement ne tient pas. Il faut en effet souligner qu’il ne nous parait pas évident de déduire le méca-
nisme a I'échelle atomique de 'observation mésoscopique des macles > et donc d’associer des macles
{112} au cisaillement (111) ou au cisaillement (111) assisté d"un shuffle °.

Ce n'est que récemment que des travaux ont cherché la raison pour laquelle le mode {332} (113) serait

favorisé par rapport au mode {112} (111) . Schématiquement, deux mécanismes semblent s'opposer,

3. Btw en indice représente la phase c.c. maclée.

4. ap estle parametre de la maille cubique.

5. Du moins dans les alliages métalliques cubiques.

6. Dans le cas des macles de plan de composition {112}, la donnée de deux éléments de maclage sans les spécifier peut

préter a confusion : ainsi, Paris ef al. [1976] dans leur article sur le maclage dans des alliages Ti-20V et Ti-40V parlent-ils de

mode {112}(111) en lui associant le mécanisme sans shuffle.
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FIGURE 1.13 - Représentation schématique des mécanismes a l'origine (a) du mode de maclage {332} (113) et
(b) du mode de maclage réciproque {112} (111) (Tobe et al. [2014]). Les fleches rouges correspondent au dépla-

cement des atomes induits par le cisaillement homogene, les fleches vertes au shuffle.

sans qu'on sache vraiment s’ils ne sont pas spécifiques aux alliages pour lesquels ils ont été proposés.
Le premier a été avancé par Tobe et al. [2014]. Ils supposent quune modulation de la structure c.c.
serait a l'origine de la formation préférentielle du mode de maclage {332} (113) . Cette modulation,
déduite de clichés de diffraction électronique de la phase 3, serait associée au faible module de ci-
saillement C’ = (C17 — C12)/2 dans les plans {011} et directions (011). Elle est décrite comme
un shuffle d'un plan {011} sur deux, dans les directions (011). Alors que Kim et al. [2013] Tattri-
buent aux atomes d’oxygeéne distribués dans des sites interstitiels octaédriques, elle est considérée
par Zheng et al. [2016] comme une nouvelle phase appelée O sous forme de nano-domaines répar-
tis de maniére uniforme dans 8. On note que ce mécanisme est I'une des opérations de la transfor-
mation 8 — o sous contrainte (voir Section 1.2.2.2). Le réseau c.c. modulé devient un réseau té-
tragonal (quadratique) centré & motif double. En appliquant la théorie cristallographique de Crocker
[1962] et Bilby et Crocker [1965] & ce réseau, Tobe et al. [2014] montrent que les modes de maclage
{112} (111) et {112} (111) requicrent des cisaillements et des shuffles beaucoup plus importants que
le mode {332} (113). Si ce mécanisme est relativement séduisant, il n’a été repris que trés récemment
par Liang ef al. [2020] dans le cas d’'un alliage Ti-24Nb-4Zr-8Sn (% massique), en attribuant la sélection
du mode de maclage a la présence de nano-domaines O, et ou les phases w; et o’ joueraient un role
d’accommodation des joints de macle.

Le second scénario visant a expliquer l'apparition du mode {332} (113) plutot que {112} (111)
repose sur la réversion de la phase . En effet, dés les premiéres observations de macles {332}(113),
dans du Beta III, Blackburn et Feeney [1970] suggeérent que la martensite o’ se forme sous contrainte
puis réverse en macles {332} (113) lors de la décharge. On retrouve une analyse semblable dans Wasi-
lewski [1977] pour le cas du maclage {112} (111). Lhypothése de formation de macles {332} (113) par

réversion d’a’’ a été reprise par Nemirovskii [1998], et plus récemment étayée par Castany et al. [2016],
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FIGURE 1.14 - Scénario de transformation 8 — o” — o’ twin — ({332} twin + w;) proposé par Yang ef al.
[2020] dans un alliage Ti-24Nb-4Zr-8Sn (% massique). On note la similarité du processus proposé par Cho et al.
[2020] concernant l'alliage Ti-12Mo (% massique).

Lai et al. [2016] et Yang et al. [2020] dans divers alliages riches en Nb.

Ainsi, Castany et al. [2016] ont étudié in situ I'évolution de 'alliage Ti-42Nb (% massique) pendant un
essai de traction cyclique par DRX haute énergie. Ils ont observé que l'alliage, aprés 5% de déforma-
tion, présente une microstructure totalement o’ avant décharge. Aprés décharge, la microstructure
est constituée a 100% de /3 présentant des macles {332} (113) bordées d'ws. Cest 'organisation de la
microstructure martensitique avec des variants en relation de macle {130}, (310),~ qui donnerait
naissance au maclage {332} (113) dans la phase (3 suite a la réversion.

Parallelement, Lai ef al. [2016] ont abouti & une conclusion similaire sur un alliage Ti-36Nb-2Ta-3Zr
(% massique) de maniére indirecte par EBSD et MET post-mortem, en interprétant la présence d’a”’
en surface dans des macles {332} (113), et sa réversion apres recuit. En effet, les déflexions de surface
associées aux macles qu’ils mesurent sont plus faibles que celles produites par le cisaillement théorique
accompagnant le maclage {332} (113) (tableau 1.1), mais plus proches d'un processus reposant sur un
cisaillement {211}, (111)g,, . Par ailleurs, ils observent des réseaux d'w; paralléles orientés dans la
direction de ce cisaillement dans les bandes de macles. Tout concorde donc pour confirmer le méca-
nisme par réversion de la phase o

Enfin, trés récemment, Yang et al. [2020] ont combiné DRX haute énergie in situ, analyses EBSD et MET
pour étudier I'évolution d’un alliage Ti-24Nb-4Zr-8Sn (% massique). Ils montrent sans ambiguité que
seul un passage par o’ permet d’expliquer de maniére cohérente toutes leurs mesures et observations.
En effet, comme dans le Ti-42Nb, 3 se transforme presque intégralement en . D’autre part, les re-
lations d’orientation entre macles et matrice correspondent a des modes de maclage inhabituels qui
s’expliquent naturellement par la réversion d’une microstructure o’ composée de plusieurs variants
(voir figure 1.14).

Méme si les conclusions de cette étude s'opposent a celles de Liang et al. [2020] sur le méme alliage (voir
plus haut), il semblerait que le mécanisme de réversion soit le plus probable pour les alliages riches en

Nb. On pourrait d’ailleurs concevoir que la présence de nano-domaines O’ favorise I'apparition de la
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(@

(b)

FiGURE 1.15 - Scénarios d’évolution de la microstructure d’un alliage Ti-12Mo lors d’un essai de traction, pro-
posés par (a) Sun ef al. [2013] et (b) Marteleur [2017].

phase o’ sous contrainte dans la mesure ot O’ et o partagent le méme shuffle.

On pourrait donc conclure des travaux que nous venons de passer en revue que le mécanisme de
réversion opere également dans les alliages TRIP/TWIP. Néanmoins, un ensemble d’analyses montrent
que I'évolution microstructurale y est plus complexe, bien que mettant en jeu les ingrédients déja ren-
contrés. La difficulté principale provient de ce que la fraction d’a’” reste modérée bien que croissante
avec la déformation, de telle sorte qu'il est difficile d’attribuer de maniére univoque l'apparition des
macles {332} (113) a la réversion d’a”.

Clest en effet ce que Sun et al. [2013] ont mesuré in situ dans l'alliage Ti-12Mo par DRX haute éner-
gie. Sur la base d’analyses EBSD et MET complémentaires, ils ont proposé un scénario repris sur la

figure 1.15a. Méme s’ils ont détecté la réversion localement dans certaines macles, les auteurs n’at-

22



CHAPITRE 1. ETAT DE L'ART

F1Gure 1.16 — Micrographie MET du profil d'une bande de déformation dans l'alliage Ti-10V-4Cr-1Al et clichés
de diffraction correspondants (Lilensten et al. [2019]), Danard [2019]). Les lignes roses représentent l'interface

macle-matrice et les lignes bleues l'interface macle-a”’.

tribuent pas la présence de I'ensemble des macles a celle d'«”, plutot en accord avec les tenants d’'un
maclage {332} (113) intrinséque a l'instabilité de la phase 3. Dans une étude complémentaire, Marte-
leur [2017] ne s’éloigne pas vraiment du scénario de Sun et al. [2013] bien qu’il semble associer pour
partie la phase o/’ aux interfaces entre macles primaires et matrice (figure 1.15b). Enfin, toujours sur le
Ti-12Mo, Cho et al. [2020] concluent de mesures in situ par diffraction des neutrons et d’observations
EBSD et MET que c’est la réversion de I'a’” secondaire au sein de '’ primaire qui donne naissance au
maclage {332} (113).

Au contraire, en utilisant les mémes techniques que Sun et al. [2013] sur l'alliage Ti-10V-4Cr-1Al, Li-
lensten et al. [2019] montrent qu'il est probable que le mécanisme dépende fortement de la contrainte
locale, et donc de I'environnement (orientation du grain, joint de grains a proximité ...). Ils arrivent

>

méme a douter de la validité du mécanisme de réversion suite a I'observation d'une bande d’a’”’ bor-
dée de deux macles {332} (113) (figure 1.16). Cette bande d’a” serait alors apparue aprés la macle
{332} (113) lors du chargement.

L'ensemble de ces études montre donc qu’il n'y a, a ce jour, pas de consensus sur l'origine de 'appa-
rition du mode de maclage {332} (113) au sein des alliages de titane 3-métastables TRIP/TWIP. Pour
dépasser le constat quelque peu pessimiste que les mécanismes dépendent des alliages considérés et
des conditions locales, il semble indispensable de développer d’'une part de nouveaux outils d’analyse
in situ (par ex. Gutierrez-Urrutia et al. [2018], Ji et al. [2019]), et d’autre part des modeles capables de

discriminer les différents scénarios possibles.

1.3 Modélisation microstructurale du maclage mécanique

Nous venons de voir que I'évolution microstructurale dans les alliages de titane TRIP/TWIP est trés
complexe avec l'occurrence de plusieurs transformations. Plutot que de développer un modeéle tentant

de toutes les inclure, au risque de multiplier les interactions et parametres inconnus, nous avons pris
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le parti d’étudier uniquement le maclage {332} (113) en supposant qu'il procéde d'un mécanisme di-
rect, c’'est-a-dire sans l'intervention dynamique des phases o’ ou wy, ni la compétition avec le mode
{112} (111).

Par ailleurs, parce que nous nous intéressons plus particulierement a la formation des microstruc-
tures a I'échelle d'un grain (3, illustrées sur la figure 1.4, nous passons en revue dans cette partie les

concepts et modeles qui nous paraissent adaptés pour étudier a cette échelle mésoscopique le maclage
{332} (113) de la phase f3.

1.3.1 Description cinématique du maclage {332} (113)

Dans la mesure ou les calculs par la méthode des champs de phase et leur analyse reposent en partie
sur la description cinématique du maclage (Zanzotto [1996], Bhattacharya et al. [2003]), nous en pré-

sentons ici les éléments nécessaires a la bonne compréhension de son utilisation.

Considérons un milieu initialement non déformé, dont les points matériels ont pour coordon-
nées X. Lorsque ce milieu est déformé, les nouvelles positions des points matériels sont définies par la

transformation :

V(X) = X+ u(X), (1.3)

ot u(X) est le déplacement du point matériel X.
Une mesure de la déformation induite par le champ V(X) est donnée par le tenseur gradient de trans-

formation F'(X) défini par :
aV;
Fp= 2t 1.4
= 5% (1.4

Considérons a présent deux domaines, A et B, séparés par une interface plane, subissant chacun une
déformation homogene F' et (G respectivement. La transformation est alors affine par morceau :
F-X+4+c¢, VXeA
VX =q> (1.5)
G-X+¢, VX€B,
ou ¢, et ¢y sont des vecteurs constants quelconques, et ott F' et G sont les tenseurs gradient de transfor-
mation dans chacun des domaines déformés. La condition nécessaire et suffisante permettant d’assurer
la continuité de V(X) a I'interface plane entre A et B, correspondant a la cohérence des réseaux cris-

tallins de A et B, est donnée par :
F-G=a®n, (1.6)

~ ~

ol a est un vecteur quelconque et n le vecteur normal a l'interface entre A et B. L'équation (1.6) est
connue sous le nom de condition de saut de Hadamard, ou encore équation de compatibilité cinéma-
tique. Géométriquement, elle assure que l'interface est un plan invariant dans la mesure ou tout vecteur

du plan reste parallele & lui-méme par l'application de F' ou G.
Dans le cas du maclage, on choisit généralement la matrice comme référence pour définir les dé-
formations (figure 1.17) et I'’équation (1.6) s’écrit simplement :

~
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Domaine B

Domaine A

FiGure 1.17 - Représentation schématique d'un plan invariant (en noir) situé a l'interface d'un domaine maclé A

(en rouge) et d'un domaine non déformé B (en bleu).

ou [ correspond au cisaillement décrivant le systéme de maclage. @ et n sont associés aux éléments du
systeme de maclage. L'équation (1.7) est connue sous le nom d’équation de maclage (twinning equation).
En effectuant une décomposition polaire du tenseur F' en un tenseur () antisymétrique et un tenseur

U symétrique, I'équation (1.7) se réécrit de la fagon suivante :
Q-U-I=a®n. (1.8)

Pour un tenseur U donné, soit I'équation (1.8) n’a pas de solution, soit elle en admet une paire (g(i) , ﬂ(i))
avec ¢ = 1 ou 2 correspondant a deux rotations @(i) différentes. On obtient la paire de solutions en
cherchant les valeurs propres 1; du tenseur symétrique de Cauchy-Green droit C' (Jin et Weng [2002],
Bhattacharya et al. [2003]), relié a F' et U par:

c=r"-F=U0" (1.9)

Pour assurer 'existence d'un plan invariant et respecter 'équation de maclage (1.7), on peut montrer

(par ex. Wechsler [1959]) qu’il est nécessaire que les valeurs propres vérifient :
w1 <1, pe=1, puz3=>1 (1.10)

Dans ce cas, la paire de solutions (a(i) , Q(i)) est donnée par :

1— , -1
n:p( p=p) w>) (L.11)
13 — p1 13 — p1

() _ V=V ()
n —pm( LW1—jué +r \/mg?,), (1.12)

ou kD) = —1et K =1, p # 0 est choisi tel que |[n?|| = 1, et €, sont les vecteurs propres de
associés aux valeurs propres £1;. On obtient également les rotations QW correspondantes a partir de

I'équation (1.8) :

~

Q) — (l +a9 @(w) U (1.13)
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Ainsi, il existe deux gradients de transformation F () correspondant a une méme déformation U:

) Q(l) U, (1.14)

~
~

FO =Q® .y, (1.15)

~
~

IIs sont donc reliés entre eux par une rotation :

FO—Q.FO, avee Q=0Q®@.Q0",

~

(1.16)

Les modes de maclage correspondant a ces deux gradients de transformation sont conjugués l'un de
l'autre. Un variant de macle donné a donc la possibilité de présenter deux plans de composition diffé-

rents correspondant a deux modes de maclage conjugués.

Dans le cas du maclage {332} (113), le gradient de transformation est construit simplement a

partir des éléments du systéme de maclage. Pour le variant particulier (332) [113], on a en effet :

~ ~(1
F=1+%w (ﬁgl) K, )), (1.17)

o o~
51) est le vecteur unitaire dans la direction [113], K § ) le vecteur unitaire dans la direction [332],

et Ve = V2 /4 le cisaillement associé a ce mode de maclage (tableau 1.1).

oun

En appliquant la méthodologie décrite ci-dessus, le mode conjugué correspond au cisaillement de
méme amplitude 7y, mais de direction ﬂ?) = [111], et au plan de maclage de normale K gQ) = [112].
On reconnait bien le mode conjugué du tableau 1.1.

Dés lors qu'ils sont étudiés dans le cadre de I'élasticité géométriquement non-linéaire, ces deux modes

sont équivalents dans la mesure ot ils correspondent a une méme déformation U = 1/ F' . F ™) =

F @ F®)_Ce point sera de nouveau abordé dans le Chapitre 4.

Cela semble en contradiction avec les observations dans les alliages de titane TRIP/TWIP ou le ma-
clage de type {332} (113) est prédominant, comme nous I'avons vu plus haut (voir Section 1.2.3.3). 11
est donc possible que ce qui sélectionne le mode de maclage soit un ingrédient absent de la description
cinématique du maclage, et donc de tout modele basé uniquement sur la minimisation de I'énergie élas-
tique. Le premier de ces ingrédients pourrait étre la différence de shuffle entre les modes {332} (113) et
{112}(111) (voir figure 1.13). Le second ingrédient est une différence d’énergie de joint de macle, qui
pourrait étre liée au shuffle dans la mesure ot elle fait intervenir la configuration atomique dans le joint

de macle.

1.3.2 Modélisation champ de phase du maclage mécanique

Dans cette section, nous passons rapidement en revue les travaux utilisant des modeles de champ
de phase pour décrire le maclage mécanique, qui ont guidé nos choix dans le développement d'un mo-
déle pour le maclage {332} (113). Nous nous limitons a discuter les principales hypothéses et résultats
de travaux antérieurs, dans la mesure ou nous reviendrons en profondeur sur ces modeles dans les

chapitres suivants.
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Contrairement aux transformations martensitiques (Artemev et al. [2001], Levitas et al. [2010], Sal-
man ef al. [2012a]), le maclage mécanique n’a pas fait I'objet d'un grand nombre d’études par champ
de phase. Ce déséquilibre est surprenant dans la mesure ot le maclage est formellement similaire aux
transformations martensitiques (voir Section 1.3.1) : dans le formalisme champ de phase, il met en jeu
les mémes ingrédients a savoir la compétition entre énergie d'interface et énergie élastique, si l'on ne
prend pas en compte de relaxation plastique.

Si l'on excepte les travaux ou le maclage est décrit par le passage de dislocations partielles (Hu et al.
[2010]) limités a des échelles nanométriques et aux matériaux dont la structure cristalline se préte a
cette description (typiquement les métaux c.f.c.), la majorité des modeles de champ de phase a I’échelle
mésoscopique sont similaires. Ils reposent sur I'introduction de parameétres d’ordre non conservés per-
mettant de discriminer les variants de macle de la matrice, évoluant selon les lois de relaxation ou la
force motrice est la diminution de I'énergie élastique. Il s’agit donc essentiellement de modeles de type
Allen-Cahn (Allen et Cahn [1979]) incluant une contribution élastique. L'influence du maclage y est
intégrée par des déformations libres associées a chacun des variants de macle. Pour reproduire I'aniso-
tropie de croissance, la plupart des études introduisent une anisotropie des énergies de joint de macle.
Cette anisotropie est justifiée qualitativement par la variation de la cohérence de l'interface en fonction
de son orientation.

Les premiers travaux mettant en ceuvre ce type de modeles sont ceux de Heo et al. [2011]. Ces auteurs
s'intéressent a la croissance de macles mécaniques {111} (112) dans de I'aluminium, de réseau cubique
faces centrées. Ils se sont restreints a des configurations 2D, en cherchant a reproduire la croissance
de deux variants de macle {111} (112) dans leur plan de cisaillement (P) commun. De cette ma-
niére, il est facile de vérifier que les orientations des plans de macle sont correctement prédites (voir
figure 1.18b-c). Si les résultats qu’ils obtiennent sont conformes a ce qu'on pouvait attendre par la des-
cription cinématique (Section 1.3.1), il faut souligner deux points délicats qu'on retrouve trés souvent
dans les études de ce genre.

En premier lieu, malgré le cisaillement important de 1/2/2 (approx. 70%) accompagnant le maclage,
Iélasticité est traitée dans le cadre des petites transformations (ou géométriquement linéaire). En se-
cond lieu, l'anisotropie d’énergie d'interface engendre, par construction du modeéle, une anisotropie
de I'épaisseur des interfaces. Lorsque l'anisotropie d’énergie d’interface est grande (le rapport r entre
les valeurs maximale et minimale est fixée a 40 dans cette étude), on observe un étalement excessif de
l'interface diffuse dans la direction de croissance. Il faut noter que cet artefact n’est jamais discuté (par
ex. Liu et al. [2018Db)), alors qu'il est susceptible d'impacter les prédictions.

Gu et al. [2013] utilisent le méme type de modeéle pour étudier le maclage du tantale, métal cubique
centré. Néanmoins, contrairement a la phase 3 dans les titanes $-métastables, il macle suivant le mode
le plus commun {112} (111), décrit dans cette étude par un cisaillement d’amplitude v/2/2 ne né-
cessitant pas de shuffle (voir tableau 1.1). Gu et al. [2013] ont calibré leur modele a l'aide de calculs en
dynamique moléculaire utilsant un potentiel développé sur des calculs Ab initio. En revanche, ils fixent
le rapport entre valeurs maximale et minimale de I'énergie d'interface a 10 en assimilant I'énergie en
pointe de macle a une énergie de surface. La prédiction qu’ils font de la croissance d'une macle est en
bon accord avec le méme type de calcul en dynamique moléculaire, méme si encore une fois, on peut

noter un étalement trés important de l'interface diffuse dans la direction de croissance, visible sur la fi-
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@ (b) ©

Ficure 1.18 - Simulations par la méthode des champs de phase de maclage mécanique, présentant la croissance
anisotrope de variants de macle suivant les modes (a) {112} (111) dans le tantale, c.c. (Gu et al. [2013]) et (b-c)
{111} (112) dans I'aluminium, c.f.c. (Heo et al. [2011)).

gure 1.18a.

Le modele proposé par Heo et al. [2011] a été utilisé régulierement pour étudier le maclage dans les
matériaux hexagonaux, présentant généralement une susceptibilité plus grande au maclage que les ma-
tériaux cubiques. Dans cette veine, on trouve les études de Pi et al. [2016], de Liu et al. [2018b] et tres
récemment de Spearot et al. [2020].

Comme on I'a vu & plusieurs reprises, les valeurs de cisaillement associées au maclage sont le plus sou-
vent élevées. Or, les travaux de Heo et al. [2011] et Gu et al. [2013] reposent tous deux sur un formalisme
géométriquement linéaire pour exprimer 'énergie élastique. Par analogie avec des études entreprises
sur les transformations martensitiques (Finel ef al. [2010]), on peut douter que ce choix, dicté par des
considérations numériques et algorithmiques, permette de rendre compte fidelement d’évolutions mi-

crostructurales plus complexes que celles, triviales, qui sont présentées sur la figure 1.18.

Pour pallier ce probleme, Clayton et Knap [2011a] proposent un formalisme d’élasticité géométri-
quement non-linéaire du maclage mécanique. Dans cet article, les simulations numériques reposent
néanmoins sur I'approximation géométriquement linéaire. Dans ce cadre, ils comparent 'évolution
d’un variant de macle dans un mono-cristal de magnésium soumis a différentes sollicitations et condi-
tions aux limites. IIs analysent notamment I'influence de I'anisotropie d’énergie d'interface sur les mor-
phologies : méme pour un rapport plus modéré (r = 2) que dans Heo et al. [2011] et Gu et al. [2013], 1a
croissance est favorisée dans la direction de plus forte énergie d’interface. On peut noter qu’en choisis-
sant des énergies d'interface présentant un axe de symétrie d’ordre 2, on brise la symétrie du probléeme
élastique en supprimant le maclage réciproque.

Par la suite, dans une série d’articles dont les résultats sont résumés dans l'article de revue de Clayton
[2018], Clayton et Knap [2011b] mettent en ceuvre leur formalisme géométriquement non-linéaire par
la méthode des éléments finis. Ils se sont intéressés au maclage de monocristaux céramiques (calcite
et saphir) lors d’essais de nano-indentation. Ils montrent dans cette étude qu'il est important de tra-
vailler dans le cadre géométriquement non-linéaire pour certaines orientations et systemes de maclage,

comme l'illustre la figure 1.19. On remarquera I'étalement des interfaces diffuses, pathologie de ce type
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(a) (b)

F1Gure 1.19 - Simulation par la méthode des champs de phase de la croissance de macles dans un cristal de calcite
soumis & nano-indentation. Utilisation d'un formalisme élastique géométriquement (a) linéaire et (b) non-linéaire
(Clayton et Knap [2011b]).

de modele sur laquelle nous reviendrons au Chapitre 2 (Section 2.3.3). IIs procédent & une étude simi-
laire autour d’une entaille dans Clayton et Knap [2013], avant d’étendre dans Clayton et Knap [2015]
leur modéle afin d’examiner 'interaction entre maclage et endommagement.

En reprenant dans ses grandes lignes le formalisme de Clayton et Knap pour la description du maclage
en grandes déformations, Kondo et al. [2014], puis Liu et al. [2018a] intégrent des modeles de plasticité
cristalline. Dans les deux cas, les modeles sont appliqués a des matériaux hexagonaux dans lesquels la
compétition entre maclage plasticité peut étre complexe. Cependant, il faut noter que ces travaux ne
prennent en compte qu'un seul variant de macle, probablement pour alléger les ressources de calcul
nécessaires.

Enfin, trés récemment, Lafourcade et al. [2019] ont appliqué le modéle en chemins de réaction de De-
noual et al. [2010] (voir aussi Denoual et Vattré [2016]) au maclage d'un cristal moléculaire de 1,3,5-
triamino-2,4,6-trinitrobenzeéne (TATB). Ce type de modele, ol le parametre d’ordre est le tenseur de

déformation libre lui-méme, fera I'objet d’'une courte discussion dans le Chapitre 5.

Terminons cette revue bibliographique sur la problématique du choix des parameétres d’'ordre et la
construction du paysage d’énergie libre associé, qui est absente des articles traitant du maclage par la
méthode des champs de phase. En effet, la majorité des travaux recensés ci-dessus s'intéressent a des
matériaux c.f.c. ou h.c. Dés lors, les modes de maclage n'impliquent que des cisaillements, et le lien est
direct entre cisaillement et parameétre d’ordre d'un modele type Allen-Cahn. Ce lien est mis a profit
pour déterminer la barriére d’énergie associée a la variation du parametre d’ordre par des calculs Ab
initio (Heo et al. [2011], Gu et al. [2013]), ou de statique moléculaire utilisant des potentiels empiriques
(Spearot et al. [2020]).

Comme nous 'avons vu dans Ia Section 1.2.3.3, le maclage {332} (113) (et son mode conjugué) requiert
un shuffle. L'association du parametre d’ordre et du cisaillement n’est donc plus aussi immédiate qu’elle
Iétait dans les travaux cités, et il est nécessaire de savoir qui, d’entre le cisaillement et le shuffle, constitue

le parametre d’ordre primaire, c’est-a-dire celui qui controéle le processus.
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\J
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Cisaillement, ()
(@) (b)

FiGURE 1.20 - Variation d’énergie calculée par méthode Ab initio en fonction du shuffle et du cisaillement lors
du passage de la phase 3 (c.c., coordonnées (0,0)) a la phase « (h.c,, coordonnées (1,1)) dans du titane pur : (a)
Visualisation 3D des valeurs de 'énergie (Sanati et al. [2001]), et (b) représentation schématique du chemin 8 — «

cottant le moins d’énergie.

On pourrait ainsi penser que le shuffle constitue un candidat plausible comme parameétre d’ordre
primaire si I'on considére que ce mode de maclage est également une manifestation de l'instabilité
intrinséque de la phase /3 (Section 1.2.3.3). Ce point est discuté dans la section suivante.

Des éléments de réponse a cette question pourraient étre apportés par des calculs de paysage d’éner-
gie a I'échelle atomique, du type de ceux effectués par Sanati et al. [2001] dans le titane pur pour la
transformation 8 — « qui associe également cisaillement et shuffle (voir aussi I'étude récente de Feng
et Widom [2018]). Sur la figure 1.20b, nous reportons le chemin 5 — « identifié (approximativement)
comme le chemin de plus grande pente issu du paysage d’énergie calculé par Sanati et al. [2001] et
reporté sur la figure 1.20a. Ce graphique semble indiquer que la transformation procéde d’abord par
une étape ou seul le shuffle évolue, le cisaillement restant faible, ce qui suggere qu’ici le shuffle est un
parameétre d’'ordre primaire et le cisaillement seulement secondaire. Il est d’ailleurs intéressant de men-
tionner ici que c’est exactement a cette conclusion qu'aboutit une analyse de modele de Landau adapté
a la transformation 8 — «, car la prise en compte des propriétés de symétrie des deux parametres
d’ordre impliqués dans cette transformation conduit & un terme de couplage dans lequel le shuffle ap-
parait quadratiquement et le cisaillement seulement linéairement ’. Comme nous le mentionnerons
dans la section suivante, ce type de couplage conduit a attribuer un caractére primaire au shuffle et

seulement secondaire au cisaillement.

Nous voyons donc que la clé de I'identification correcte des caractéres primaires ou secondaires
qu’il faut attribuer aux parametres d’ordre nécessite I'identification des termes de couplage qui les re-

lient. C’est cet aspect qui est discuté dans la section suivante.

7. Pour un cisaillement donné, la phase « peut étre obtenue dans le cas d'un shuffle de méme amplitude dans un sens ou

dans l'autre, selon la méme direction.
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1.3.3 Parametres d'ordre primaires et secondaires

Nous devons ici faire une légere disgression sur la notion de parametre d’ordre primaire et secon-

daire et, plus précisément, sur ce qui les différencie.

Quand plusieurs parametres d’ordre interviennent dans la description thermodynamique d’'une
transition de phase, le (ou les) paramétres d’ordre primaires sont ceux dont la présence seule est suf-
fisante pour que la transition de phase ait lieu. Ils doivent donc, dans le potentiel thermodynamique

adéquat, porter les non-linéarités qui génerent la transition de phase.

Les autres parameétres d’ordre, c’est-a-dire ceux qui ne remplissent pas le critére précédent, ont un
statut qui dépend de la nature de leur couplage avec les parameétres d’'ordre primaires. Pour préciser ce
point, nous allons considérer que le potentiel thermodynamique est écrit sous la forme d'un développe-
ment de Landau. Si, dans ce potentiel, le couplage de ces “autres” parametres d’ordre avec les primaires
est, au plus bas ordre, linéaire, alors il est trivial de montrer que ces parameétres d’'ordre se comporte-
ront mathématiquement de la méme maniére que les parameétres d’ordre primaires : a un facteur de
proportionnalité pres, ils suivent les mémes lois d’évolution en fonction de la grandeur intensive qui
controdle la transition de phase. Dans cette situation, ces “autres” parametres d’ordre sont tout aussi
primaires que les précédents. Par contre, si le couplage est d’ordre plus élevé, c’est-a-dire si, dans les
termes de couplage, la somme des exposants qui apparaissent sur les parameétres d’ordre primaires est
supérieure ou égale a deux, les “autres” parameétres d’'ordre suivront des lois différentes, génériquement
moins singuliéres : ils ont alors un réle secondaire, dans la mesure ou leur absence de changerait pas la

nature de la transition. Ils méritent dans ce cas le qualificatif de “secondaire”.

Avant d’appliquer ces considérations a notre probléme de maclage, nous souhaitons faire une re-
marque sur I'importance d’attribuer correctement les roles de primaire et secondaire aux parameétres

d’ordre.

L'incorporation correcte des couplages entre les différents parameétres d’ordre est surtout impor-

tante dans les situations ou ces parameétres d’ordre sont faibles, ou fluctuent autour de petites valeurs.

Il est donc évidemment crucial d'incorporer les bons couplages quand nous sommes en présence

d’une transition du 2™

ordre, situation dans laquelle les fluctuations des parameétres d’ordre peuvent
étre associées a une longueur de corrélation qui diverge : elles deviennent alors critiques. Dans cette
situation, une modification du couplage entre les différents parameétres d’ordre peut tout simplement

1% ordre.

supprimer ces fluctuations et donner a la transition de phase un caractere de

Les phénomeénes de nucléation que I'on observe quand nous avons des transitions du 1°" ordre
peuvent également étre tres perturbés par un couplage non adapté, dans la mesure ou souvent les
germes critiques sont de petites tailles et correspondent donc a des zones dans lesquelles les para-

metres d’ordre atteignent des valeurs finies, mais faibles.
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Enfin, et toujours pour les mémes raisons, a savoir le passage par un régime ou les parametres
d’ordre sont faibles, les phénomeénes ot une phase peut apparaitre par un mécanisme d’instabilité se-

ront également trés perturbés, voire supprimés, par un couplage non adapté.

Nous passons maintenant a la situation traitée dans ce mémoire, c’est-a-dire le maclage mécanique.
Le tenseur de déformation libre constitue évidemment un premier jeu de parameétre d’ordre. Dans les
situations ol le maclage ne nécessite pas de shuffle (par ex {112} (111) dans les métaux c.c.), il est
évident que ces parametres d’ordre seront primaires. La formulation thermodynamique la plus natu-
relle est alors d’écrire une élasticité non-linéaire, dans la veine de ce qui a été proposé pour les transfor-
mations martensitiques thermo-élastiques (par ex. Barsch et Krumhansl [1984], Finel et al. [2010]). Cela
étant, en raison de la souplesse que cela apporte (par exemple pour calibrer des énergies d'interface),
nous pouvons également envisager un autre parametre d’ordre, scalaire cette fois-ci, sur lequel reposera
la non-linéarité du potentiel thermodynamique, et ne faire intervenir le tenseur de déformation libre
qu’au travers d’un potentiel élastique quadratique. Cependant, puisqu’en un point ou le cisaillement est
non nul, le parametre d’ordre artificiel envisagé ne peut prendre qu'une seule valeur, il est clair que, au
plus bas ordre, le couplage entre le tenseur de déformation libre et le parametre d’ordre scalaire sera
linéaire. Nous serons alors dans une situation ot les deux parameétres d’ordre, le champ scalaire et le

tenseur de déformation libre, sont simultanément primaires.

Enfin, dans les situations ot le maclage est accompagné de shuffle, comme ici les macles {332} (113),
nous avons d’emblée deux parameétres d’ordre, le shuffle et le tenseur de déformation libre. Comme ci-
dessus et pour la méme raison évoquée, il est évident que leur couplage doit étre, au plus bas ordre,
linéaire. Ces deux parametres d’ordre seront donc tous les deux primaires, quelque soit celui sur lequel

on fera porter la non-linéarité associée a la transition de phase.

En conclusion, dans les situations de maclage, le tenseur de déformation libre joue toujours un
role primaire, que le maclage soit accompagné d’un shuffle ou non, et, si ce dernier est nécessaire, il

sera également primaire.

Dans les premiéres simulations présentées ci-dessous, nous utiliserons donc une formulation ou
le shuffle et le tenseur de déformation libre sont couplés linéairement. Nous rencontrerons cependant
des probléemes quantitatifs dont nous souhaitons discuter dés maintenant. Précisons d’abord que nous
ferons porter la non-linéarité de la densité d’énergie par le paramétre d’ordre ¢ associé au shuffle au
travers d’'un potentiel double-puits. En conséquence, et cela est inévitable, le couplage linéaire entre
tenseur de déformation libre et shuffle générera sur ¢, au coeur de la matrice et des macles, des déca-
lages par rapport aux valeurs qu'il atteindrait en 'absence de couplage élastique. Cet effet, tout a fait
recevable d’'un point de vue physique, dépend essentiellement de la courbure du potentiel au fond des
puits et de l'amplitude des interactions élastiques. Nous utiliserons ici un potentiel de type p? — p*.
Les courbures au fond des puits sont donc comparables, en amplitude, a celle présente au maximum
du potentiel et, en tout état de cause, assez faibles. En conséquence, et bien qu’ils soient en principe

recevables, les décalages mentionnés ci-dessus ne sont pas réellement controlés et s’avéreront étre trop
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importants. De méme, et pour les mémes raisons, le profil du champ ¢ au travers des interfaces macle-

matrice sera fortement perturbé pour le couplage élastique.

De maniere a remédier a ces artefacts, nous avons choisi, dans un second temps, de remplacer le
couplage linéaire entre ¢ et le tenseur de déformation libre par un couplage ot ¢ est remplacé par une
fonction h(¢) non-linéaire, plus précisément un polynome de degré 5 (voir Section 2.3.3). Nous avons
bien conscience que cela perturbe significativement le caractére primaire partagé initialement par les
deux parametres d’ordre. Cela étant, cette modification, qui corrige les deux artefacts mentionnés plus
haut, ne devrait pas trop perturber les étapes de croissance de macles déja présentes, car ces étapes ne

sont associées ni a des fluctuations critiques, ni a de la nucléation et ni & un mécanisme d’instabilité.

Enfin, et afin d’étre capable d’'observer l'apparition de macles par un mécanisme d’instabilité, nous
utiliserons aussi un 3*™ couplage, également non-linéaire, mais d’ordre plus faible que le précédent. En
effet, nous montrerons qu'un polynome h(y) de degré 5 interdit tout mécanisme d'instabilité, tandis

qu'un polynome d’ordre 3 le permet (voir Section 4.4).

Nous terminons cette disgression (finalement assez longue ...) par une derniére remarque. En toute
rigueur, nous aurions di nous contenter d’une théorie ot le couplage entre les parameétres d’'ordre est
linéaire. Cette théorie, pour étre complete et intégrer tous les phénomenes, devrait cependant contenir
des fluctuations, c’est-a-dire des termes de bruit. Idéalement, une telle théorie devrait étre issue d’'une
procédure de changement d’échelle appliquée sur un modele écrit a I'échelle atomique, d'ordre deux
en temps ou d'ordre un seulement, mais stochastique. Le modéle mésoscopique obtenu contiendrait
inévitablement des termes de bruit, qui pourraient donc étre I'ingrédient dont on a besoin pour dé-
clencher par nucléation 'apparition de macles au sein de la matrice, sans avoir recours a un mécanisme
d’instabilité pure. De méme, il est probable qu'a I'issue du changement d’échelle, nous obtenions une
fonction double-puits qui s’écarte significativement d’un simple potentiel en p? — * et qui serait ca-
ractérisée par des courbures aux minima beaucoup plus fortes quau niveau du point col (voir par ex.
Bronchart et al. [2008]). Cela pourrait donc générer des interfaces avec un profil beaucoup plus local
que celui obtenu avec le potentiel 0 — %, sans avoir recours a une fonction h(¢) d’ordre élevé. Sur
ce dernier point, il faut d’ailleurs noter que, si la procédure de changement d’échelle est bien menée, le
modele d’énergie libre mésoscopique issu de la procédure devrait, au plus bas ordre, contenir un terme
de couplage linéaire, dans la mesure bien entendu ot le modéle initial, a I'échelle atomique, contiendra
évidemment un couplage lui-méme linéaire. Le modeéle “coarse-grainé” générerait donc également un
décalage de ¢ dans le coeur de la matrice et des macles, mais, comme nous l'avons déja écrit plus haut,

ce décalage a véritablement une réalité physique.

La démarche par changement d’échelle évoquée ci-dessus est en soi une étude compléte. Ici, nous
suivrons la voie phénoménologique utilisée classiquement dans le domaine des méthodes de champ
de phase, et qui consiste a postuler les fonctionnelles d’énergie dont on a besoin, en ayant le souci de

proposer les formes les plus simples compatibles avec les phénomenes que 'on souhaite incorporer.
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Dans ce chapitre, on commence par introduire le formalisme champ de phase qui a été utilisé dans
le cadre de cette these (Section 2.1). Le cadre géométriquement linéaire pour I'élasticité (formalisme
petites déformations) associée au maclage mécanique, considéré comme une transformation purement
displacive, est présenté dans ce chapitre (Section 2.2). Un modele champ de phase de type Allen-Cahn
(Allen et Cahn [1979]) avec prise en compte de I'élasticité dans le cadre des petites déformations est
développé (Section 2.2). Des résultats préliminaires sont alors discutés, en insistant sur I'influence de
Iélasticité sur le controle de l'interface macle-matrice générée par le modele champ de phase (Sec-
tion 2.3). On s’'intéresse également a la prise en compte d’'une énergie d’interface anisotrope a la facon
de Heo et al. [2011] dans le but d’obtenir des morphologies anisotropes proches de celles observées
expérimentalement (Section 2.4.2). Ce modele a cependant I'inconvénient de générer une largeur d’in-
terface anisotrope. Pour éviter cela, on propose un modele champ de phase capable de générer une
énergie d'interface anisotrope avec largeur d’interface constante (Section 2.4.3). Enfin, on s’'intéresse
au role de l'anisotropie de I'énergie élastique induite par le tenseur de déformation libre associé au

systeme de maclage {332} (113) sur la croissance d’un variant de macle (Section 2.4.4).

2.1 Formalisme champ de phase

L'étude de I'évolution des microstructures au sein des matériaux solides soumis a divers types de
chargements, qu’ils soient mécaniques, thermiques, électriques, magnétiques ... permet de mieux com-
prendre les phénomenes physiques a l'origine de leur comportement. Du point de vue de 'expérimen-
tation numérique, la modélisation des phénomenes physiques a l'origine des évolutions microstruc-
turales permet de valider les théories et hypothéses choisies, pour au final étre capable de prévoir le
comportement des matériaux dans des cas de chargements non expérimentés, voire trop couteux a
réaliser de maniere systématique.

A Téchelle mésoscopique, une méthode éprouvée permettant I'étude de I'évolution des microstructures
est la méthode champ de phase (voir par exemple Moelans et al. [2008]). L'intérét principal de cette
méthode est d’étre capable de lier différents phénomenes physiques dans un cadre thermodynamique
consistant, sans présumer des morphologies ou de la distribution des diftérents constituants de la mi-
crostructure. Différentes forces motrices agissant sur I'évolution de la microstructure peuvent ainsi
étre prises en compte : forces motrices liées, par exemple, a des phénomenes d’origine mécanique, élec-

trique, magnétique, ou a des processus de transport tels que la diffusion de masse ou de chaleur.

La méthode champ de phase se base sur I'introduction de divers variables que I'on nomme champs
de phase. Ces champs peuvent étre considérés comme conservatifs (régis par des équations de conser-
vation, par exemple dans le cas de I'étude de phénomenes de diffusion) ou non-conservatifs (parametres
d’ordre, aimantation, par exemple). Ils représentent localement la microstructure étudiée. L'évolution
temporelle de la microstructure est ainsi déduite de I'’évolution temporelle de ces champs de phase.
Dans le cas de I'étude du maclage mécanique, on s'intéresse a des champs scalaires non-conservatifs,
que l'on nommera ¢; (X, t), i représentant le numéro du champ considéré, X le vecteur position et ¢ le

temps. Ces champs sont associés a la présence d’'un variant de macle de type {332} (113) et sont alors
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définis de la facon suivante :

() 0 alintérieur de la matrice,
PO, 1) = @

1 alintérieur du variant de macle 7.

Le milieu non maclé sera appelé “matrice” dans le reste de cette étude. Il représente le matériau titane

[-métastable a I'état c.c. initial, c.-a-d. n’ayant pas subi de maclage mécanique.

Dans le cas de I'’étude d’'une microstructure biphasée macle-matrice, un seul champ ¢ (X,t) peut
étre utilisé pour décrire I'état de la microstructure. Celle-ci posseéde une énergie hors d’équilibre F
dépendant du champ de phase ¢ (X,t). Cette énergie peut alors étre décomposée en deux termes éner-
gétiques : 'un lié a la présence d’interfaces diffuses entre les macles et la matrice, que 'on nomme F,¢,
et l'autre lié aux déformations induites par la présence du variant de macle, a savoir I'énergie élastique
associée a la présence de la macle, nommée F;.

Dans cette section, on ne s’intéresse qu'au terme F,¢. Il s’agit alors d’écrire un modele de type Allen-
Cahn (Allen et Cahn [1979]) en considérant le seul champ de phase noté o (X,t). Pour une configuration
spatiale €2 de la microstructure a un instant ¢t donné, F;,,+, dans sa formulation la plus simple, s’exprime
comme l'intégrale sur 2 de la somme d’'un polyndéme de type Landau d’'ordre 4 respectant les symé-
tries du systéme et d’'un terme en gradient de ¢ (X,t). Le polynome d’ordre 4, nommé g (), traduit
la coexistence d’'une macle et de la matrice c.c. initiale. Le terme de gradient permet, quant a lui, de

pénaliser la présence d’une interface. On peut alors écrire I'expression suivante :

Tt = [ furdV = [ [Wale)+5196] av, @2
Q Q

ol fint est la densité d’énergie correspondante et g () une fonction ayant la forme d’'un double-puits.
Le choix le plus simple est une fonction normalisée telle que g (¢ =0) = Oetg(p =1) = 0, qui

s’écrit de la maniére suivante :
2
g(p) =¢*(1—)°. (2.3)

Une représentation graphique de cette fonction est montrée sur la figure 2.1. Le parametre W est une
densité d’énergie qui controle la hauteur de la barriére d’énergie a franchir pour passer d’'un état non-
maclé (¢ = 0) a un état maclé (o = 1). Le parametre « est le préfacteur du terme en gradient de .
L'association des parametres W et o permet de controler I'épaisseur et I'énergie d'interface séparant
ces deux états. Il faut noter que d’autres facons d’exprimer le terme F;,,; sont possibles. Notamment,
on peut retrouver dans la littérature (Shanthraj et al. [2016], Liu et al. [2018a]) des fonctions g (¢) de
type double-obstacle en lieu et place de la fonction double-puits que I'on retrouvera dans I'ensemble

de cette these.

La suite de cette section s'intéresse au profil de ¢ a travers l'interface diffuse d'un systeme a 'équi-
libre, ainsi qu'a I'énergie qui lui est associée. Ces calculs préliminaires sont nécessaires au choix conve-

nable des parametres numériques des modeles champ de phase considérés au cours de cette theése.
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x10~2

¢ [

Ficure 2.1 - Fonction double-puits g (¢).

2.1.1 Profil d'un champ de phase a I'équilibre

On consideére a présent une microstructure biphasée a 'équilibre dont I'énergie totale I controlée

par un champ non-conservé ¢(X) € [0, 1] n’est composée que du terme Fjy,y, c.-a-d. :

?:?mt:/fmth:/ W (o) + 2190 av 2.4)
Q Q

On cherche & déterminer la forme du profil du champ ¢ (X) al'équilibre le long d’'une direction perpen-

diculaire a une interface plane. En considérant I'’équation (2.4), la condition d’équilibre peut s’écrire :

§F = 5/ [Wg () + % \wﬂ dvV = 0. 2.5)
Q

En utilisant I'équation d’Euler-Lagrange, on obtient :

- 2 (Vy),

Op dx; (2.6)

ou les termes avec indices répétés sont sommeés (convention d’Einstein). Apres calcul, I'équation (2.6)
conduit a:

W' (¢) — o Ap(X) =0. 2.7)
On considére que l'interface plane est perpendiculaire a la direction X, relative a la coordonnée z;. En

dy dp d>e 1 d (dp\?
multipliant I'équation (2.7) par o et en notant que oy 422 = S de (dan) , on obtient :

2
wdle) o d (d@> . 2.8)

da:l :571'1 d(l)l

On considere un profil ¢(x1) passant de 0 a 1 (c.-a-d. d’'une phase a une autre), correspondant aux

conditions aux limites suivantes :

d
(10(1;1 = —oo) = O, TZ(QM = —OO) =0, (2.9)
(x1 = +o00) =1 d—w(az =+400) =0
i = - dry ' o
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Léquation (2.8) est ensuite intégrée de —oo a z: le long de X. Avec g (¢) = 2 (1 — )2, on obtient :

dp 2W
— == (1l =0). 2.10
. AT (2.10)

Dans I'équation (2.10), le préfacteur du terme de droite est I'inverse d'une longueur. Nous introduisons

donc une longueur caractéristique § de la maniére suivante :

[

Lexpression (2.11) de § permet de réécrire I'équation (2.10) sous la forme suivante :

dp _dry
pi-9 o 1

Le profil ¢ (1) est considéré centré en z; = 0, clest-a-dire que ¢ (x1 = 0) = 0,5. En utilisant le

changement de variable ¢ = % dans I'équation (2.12) et apres intégration, on obtient :
-

exp <4931>
o

]. + exp (61>

(2.13)

Cette expression peut ensuite étre écrite sous une forme que l'on retrouve plus fréquemment :

pl(ry) = % [1 + tanh (2?>] : (2.14)

On note que le choix de 'expression de § en (2.11) nous permet d’avoir la propriété suivante :

o (x1 =9) ~ 0,98,
¢ (x1 = —=9) =~ 0,02, (2.15)

et donc d’estimer la largeur d’'interface a 29. On illlustre sur la figure 2.2 le profil en tangente hyperbo-

lique.

2.1.2 Energie d’interface

L'énergie d'interface représente I'exces d’énergie associé a la présence de l'interface diffuse. On s’in-
téresse a la valeur de cette énergie, nommeée +, dans le cas d'une microstructure a 'équilibre d’énergie
libre totale F = JF;;,+. Cette valeur peut étre obtenue en intégrant la densité d’énergie d’interface fi;

le long d’un profil a I'équilibre suivant la direction X :

Y= / fintdx1 = / !Wg(go) + 3 <d80> dxy. (2.16)
—00 —o0 Z1
Or, a I’équilibre, on peut déduire de I'intégration de I'équation (2.8) :
2
a dp
w =<\ - 2.17
9= 5(52) 21
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FIGURE 2.2 - Profil en tangente hyperbolique centré en 0. En gris, I'interface de largeur 26.

En injectant I'équation (2.17) dans I'équation (2.16) et en intégrant cette derniére par rapport a ¢, on

obtient I'expression de I'énergie d’'interface v :

1
d
y :/ 022 . (2.18)
0 d.’l’)l
On utilise alors I'équation (2.10) pour déterminer la valeur de I'énergie d'interface. On obtient :
1
T=5 2Wa. (2.19)

On rappelle que cette valeur est obtenue dans le cadre d'un systéme possédant une énergie libre totale

F = Fint et dans le cas ot la fonction double-puits g (¢) est exprimée suivant I'équation (2.3).

On remarque qu’il est également possible d’exprimer la densité d’énergie d’interface f;, initia-
lement fonction des parametres W et o, comme une fonction des parametres J et y. En utilisant les

3
équations (2.11) et (2.19), on trouve W = 12 % eta = B 0, ce qui donne :

3
fint = 12% () + B 5|Vl . (2.20)

Cette forme de la densité d’énergie d’interface f;,,; sera utilisée dans la Section 2.4.3.

2.1.3 Loid’évolution : modéle champ de phase de type Allen-Cahn

Dans cette section, on s'intéresse a I'évolution temporelle du champ de phase ¢ (X, ) discriminant
les deux états d'une microstructure biphasée. Ce champ est non-conservatif et défini de la méme ma-
niére que dans I'équation (2.1). L'énergie libre totale J associée a la microstructure étudiée est donnée
par I'équation (2.4). On considére un systéme fermé, sans échange de chaleur ni de matiére avec I'exté-
rieur, a température 7’ constante et positive. En appliquant le second principe de la thermodynamique,

on écrit :

das. int
dt

S; représente le taux de production d’entropie par 'ensemble des processus se déroulant a l'intérieur

= SZ avec SZ > 0. (2.21)

du systeme. A partir de la différentielle de I'énergie libre dF = dU —d(T'S) (avec U I'énergie interne du
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systéme) et des hypothéses mentionnées précédemment (systeme fermé, T" constante), on peut écrire

la relation suivante :

aF
dt

avec Py la puissance des efforts extérieurs et 7'5; la puissance dissipée.

= Peyt — T'S;. (2.22)

Or, en considérant I'équation (2.4), on peut également écrire :

dF g () Op Oy
— = w — dv. 2.23
dt /Q [ Op Ot TaVe- Vo ot v (2.23)
L'équation (2.23) peut alors étre réécrite en utilisant la relation suivante :
Iy dp | Oy
V- (8tv> Ve Vat EV Ve (2.24)
et le théoréme de la divergence :
Iy
V- =Vp]|dV = ch ndS. (2.25)
Q ot
On obtient alors :
dF dp o 0P 0
— = — —a—A . 2.26
7 / ((%Vga n)dS%—/Q[Wg(go)at as | dV. (2.26)

avec 6€2 le bord du domaine {2 considéré et n la normale a 6€2. On peut dés lors discriminer les va-
riations associées aux échanges sur la frontiére (lies a la puissance des efforts extérieurs P.¢) de la

puissance dissipée 1'S;;,; associée aux processus internes. A partir de I'équation (2.21), on peut alors

écrire : 9 9
/ W (0) 2L+ aZlAp|dv > 0. (2.27)
Q ot ot
Localement, la puissance dissipée respecte 1'inégalité suivante :
Oy
¥ [-Wg' (¢) + alp] > 0. (2.28)

Finalement, on observe que I'inégalité (2.28) est automatiquement vérifiée si on postule que I'évolution

temporelle du champ de phase ¢ (X, ¢) est donnée par :

0

a—f =—L[W¢ (p) — aly], avec L >0, (2.29)
ot L est un coefficient cinétique (aussi appelé mobilité, en m? /J /s) associé au temps caractéristique de
la transformation étudiée. On remarque que la relation obtenue peut finalement étre écrite comme une
relation de proportionnalité entre la variation temporelle du champ ¢ (X, t) et la dérivée fonctionnelle
de Iénergie libre J par rapport a ¢ (X, t). En effet, en utilisant 'équation (2.7), on identifie la relation

suivante :

Oy 0F
o = L

Cette équation est connue sous le nom d’équation d’Allen-Cahn, ou encore d'équation Time-Dependent

avec L>0. (2.30)

Ginzburg-Landau (TDGL). La résolution de cette équation différentielle permet de suivre 'évolution

temporelle de la microstructure considérée. L'équation (2.30) est I'expression la plus simple reliant une
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variation temporelle d'un champ a une force motrice thermodynamique. Dans le cas présenté, la seule
force motrice est celle qui cherche & minimiser f;,; dans le systéme, c’est-a-dire qui pousse la quantité

d’interface a diminuer.

Il faut souligner qu'’il est aisé d’étudier I'évolution du champ de phase sous l'effet de termes énergé-
tiques supplémentaires. En effet, comme introduit dans ce chapitre, différentes forces motrices peuvent
a la fois étre prises en compte en considérant un méme champ de phase. Afin de simuler I'évolution de
variants de macle mécanique au sein d’'une microstructure, on s’intéresse dans la suite de ce chapitre a

une force motrice supplémentaire de type mécanique.

2.2 Modéle champ de phase de type Allen-Cahn couplé a I'élasticité :

cadre géométriquement linéaire

Nous avons expliqué plus haut (voir Section 1.3.3) que, méme en présence de shuffle, le tenseur de
déformation libre associé au maclage jouait un role de parametre d’ordre primaire, au méme titre que
le parametre d’ordre associé au shuffle. Nous nous situons donc dans ce cadre. Le parameétre d’ordre ¢,
qui mesure 'amplitude des shuffles, sera associé a un potentiel g(¢) non-linéaire et suivra une dyna-
mique dissipative de type Allen-Cahn. L'élasticité quant a elle est introduite sous la forme d'un potentiel

élastique quadratique dans lequel la déformation libre est couplée linéairement au parameétre d’ordre

@ du shugfle.

De la méme facon que Clayton et Knap [2011a], Heo et al. [2011] ou encore Gu et al. [2013], on
considere donc un potentiel élastique quadratique en tenseur des déformations élastiques, noté £°. En

notant u le vecteur déplacement, le tenseur des déformations totales ¢ linéarisé est donné par :

()*152+ ou )t (2:31)
fW=5101ex " \ax) |- '

Ce tenseur est ensuite décomposé additivement en une partie élastique, €%, et une partie inélastique,

notée £* :

e

e =¢g—¢" (2.32)
On peut ainsi définir le potentiel élastique qu'il faudra incorporer dans le modéle champ de phase :
1
Fo = / fadV = / 3 (e—¢€"):A:(e—¢g")av, (2.33)
Q Q -

ol )\ est le tenseur des constantes élastiques. Le tenseur des contraintes locales g est donc relié aux

déformations élastiques par la loi de Hooke :
g=): (5 — 5*) . (2.34)
En présence de contraintes appliquées g“PP, la densité d'énergie élastique a considérer s’écrit :

(e—g) A (e—¢€) —ag™: (e, (2.35)

DO |

fel:
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ol 'on retranche le terme g?PP : (¢) relatif a la densité d’énergie apportée au systeme.

Le tenseur des déformations inélastiques £*, ou tenseur de déformation libre, est associé au cisaillement
pour produire une macle mécanique de type {332} (113) . Le tenseur £* est alors fonction du champ de
phase ¢ (X, t), qui rend compte de la présence d'une macle au sein de la microstructure. Le cisaillement
relatif a une macle mécanique dépend du variant de macle considéré repéré par l'indice i, et sera noté

voir Annexe B). On considérera autant de champs de phase go(i) que de variants de macle pris en

compte dans le modeéle champ de phase. On note respectivement Qgi) et K gi) la direction de cisaillement

£

(ou direction de maclage, c.-a-d. (113)) et la direction normale au plan de maclage (c.-a-d. (332)) liées
au variant de macle 4. En considérant seulement le variant de macle 1, c.-a-d. [332] (113), associé a un
champ de phase ¢ (X, t), on introduit, pour des raisons expliquées plus haut (voir Section 1.3.3), une

relation linéaire entre ¢* et o (X, ), comme Heo et al. [2011] :

g* (()0) _ gp(x’ t) §0(1)7 et g0(1) _ %7111 (ﬁl(l) ®K§1) +K§1) ®ﬁl(1)) ’ (2.36)

oU V¢ = V/2/4 est la valeur caractéristique du cisaillement associé au mode de maclage {332} (113
q g

(1)

~ .. . . ~(1 ..
(voir Section 1.2.3.2), Ql(l) est le vecteur unitaire dans la direction ;" et K i ) le vecteur unitaire dans
( o(1)

la direction K{ ). Le tenseur € est construit dans le cadre géométriquement linéaire (relation (2.31))

a partir du gradient de déplacement intrinseque au mode de maclage VQO(I) = Vtw <ﬁ1(1) ® K §1)).

Par ailleurs, il faut prendre en compte la rotation des constantes élastiques dans les macles par rapport a
la matrice. En notant Q(l) la matrice de réorientation du réseau (voir Annexe B), on exprime le tenseur
des constantes élastiques é\(l) dans le variant de macle 1 en fonction de celui de la matrice é\(m) par un

changement de base :

Q>

W = ™. (Q(l)T A Q(l)) QW (2.37)

~ ~

On définit le champ des constantes élastiques dans le systéme par une loi de mélange pondérée par ¢ :
M) = (X1 2V +[1— o (X)) 2. (2.39)

Finalement, I'ensemble des ingrédients permettant d’écrire un modeéle champ de phase du maclage
mécanique {332} (113) en élasticité dans un formalisme géométriquement linéaire est réuni. En consi-
dérant I'équation (2.30), la loi d’évolution du champ de phase donnant 'évolution du variant de macle
sécrit : 5 55

o =L

ot Fpt et F; sont définis respectivement dans les équations (2.4) et (2.33).

avec F =Tt +TFa. (2.39)

On a (voir équation (2.7)) :

L W' (p) — alyp, (2.40)
op
et la force motrice élastique :
et _ 168 2 £® & (2.41)
5o "% 19yt g'Ogo' .

Dans le cas d’'un variant de macle, I'équation (2.41) s’écrit :

0F el 1@ (1) (m) e o(1)
== : — : — 0. . 2.42
T2 (0 ) e

Q
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Le temps nécessaire a 'accommodation élastique (relaxation des champs mécaniques) dans le réseau
est considéré tres petit devant le temps caractéristique d’évolution de la microstructure. On considére
donc que le systéme est a équilibre mécanique statique, a savoir :

0Fea
ou

Cette équation traduit I'équilibre mécanique en terme de minimisation de I'énergie élastique par rap-

0. (2.43)

port au degré de liberté u. Dans le cas ou 'on considére des conditions aux limites en contraintes
appliquées (voir équation (2.35)), il est nécessaire de considérer une équation supplémentaire relative

au degré de liberté lié a la déformation moyenne (g) :

596[ -
og)

~

(2.44)

On note que I'équation (2.44) est équivalente a (g (X)) = g?P. Dans le cadre géométriquement linéaire,
les équations (2.43) et (2.44) de I’équilibre mécanique sont linéaires en déplacements et déformation
moyenne. On peut donc les résoudre dans I'espace de Fourier en imposant des conditions aux limites
périodiques sur la partie hétérogene des champs de déplacement (Moulinec et Suquet [1998], Boussinot

et al. [2010]). L'algorithme de résolution utilisé est détaillé dans I'’Annexe C.

2.2.1 Résolution numérique de la loi d’évolution du champ de phase

On s'intéresse au cas o I'on considére un variant de macle mécanique {332} (113) identifié par le
champ ¢ (X, t). Afin d’étudier I'évolution de ce champ, on résout numériquement I'équation d’évolu-
tion (2.39).

Pour cela, on la discrétise en temps par un simple schéma en différences finies d’ordre un, semi-implicite :

p (Xt +dt) — o (X,1)
dt

) {Wg’ (p(%.0) — adp (Lt+d) + 2 (o (X, t))} . 45)

ou dt est le pas de temps. On discrétise 'espace de maniére réguliére, avec un pas de grille d constant
et égal dans les trois dimensions. En imposant des conditions aux limites périodiques sur le champ ¢,
cette discrétisation réguliere permet d’appliquer des transformées de Fourier discrétes dans I'espace
considéré et, finalement, de faciliter la résolution de 'équation d’évolution du champ de phase ¢ (X, ).

On introduit donc les Transformées de Fourier Discréetes (TFD) suivantes :

Flo) =75 (/@) = 5 S F@ent,
X
F@) =777 (@} =D Fa) €%, (2.46)
q

ot f est une fonction réelle dans l'espace direct, TF l'application qui & f associe sa TFD f, TF-1
l'application qui a f associe sa TFD inverse f, q le vecteur d'onde associé a la variable spatiale X et
N le nombre total de nceuds de la grille. Pour une boite de simulation 3D de N = N, x N, x N,
noeuds munie d'une base B = (XY, Z), la base réciproque B’ = (X*,Y*, Z*) utilisée dans I'espace
de Fourier est définie de la facon suivante :

1 1 1
X'==YANZ Y'==ZAX Z*=—XANY
2 V* = —_ V* == = Vi -
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ou V est le volume de la maille du réseau direct. Les vecteurs X et ¢ sont définis par rapport a ces bases

de la facon suivante :

n|lh=0,...,N; — 1,
> , avec m|k=0,...,Ny,—1,
‘B/

pll=0,...,N, —1.

On utilise les propriétés suivantes de la transformée de Fourier :

o~ 2 o~
‘J’&"{af}:iqf(q), ‘T&"{gxé}:—qu(q), (2.47)

pour transformer le laplacien de 'équation (2.45). Ainsi, on obtient une expression du champ de phase

dans l'espace réciproque a l'instant (¢ + dt) :

. 0T,
w(q,t)—Ldtﬂ’CF{Wg’((p)%— l}
1 S
. (2.48)

@(g,t—l—dt): 1+ Ldtag?

Finalement, 'application d'une transformée de Fourier inverse permet d’obtenir I'expression du champ

de phase dans I'espace réel ¢ (X, ¢ + dt), et donc I'évolution temporelle de la microstructure.

2.2.2 Adimensionnement du probléeme

Afin de simplifier la résolution numérique de la loi d’évolution (équation (2.48)) et de I’équilibre
mécanique (équations (2.43) et (2.44)), les différentes grandeurs physiques considérées dans le probleme

sont adimensionnées. Les grandeurs caractéristiques considérées sont données dans le tableau 2.1.

Unité de densité d’énergie f,q (en J/m3) 1%.%
Unité de longueur /4 (en m) d
1

Unité de temps 44 (en s)

fadL

TaBLEAU 2.1 — Grandeurs caractéristiques utilisées pour 'adimensionnement.
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Les grandeurs adimensionnées sont notées a l'aide d’un tilde. On a alors :

W 1 (2.49)
fad
«
5= ) (2.50)
fad lzd
~ Y
- : (2.51)
7 fad lad
5 = i, (2.52)
lad
L=LX fogtea=1, (2.53)
~ t ~ dt
f=— dt=—, (2.54)
tad tad
~ Aijkl  ~ T
Aijkl = ﬁ, oij = WJ (2.55)

Dans la mesure ou L entre dans la définition de notre échelle de temps, il est naturel qu'on obtienne
une mobilité adimensionnée L unitaire (équation (2.53)). Pour fixer I'’échelle des temps, la connaissance
de la mobilité L est indispensable. Malheureusement, dans le cas du maclage mécanique, il est tres
difficile de mesurer les vitesses de propagation a partir desquelles on pourrait déduire L. Lensemble
de nos résultats sont donc présentés en terme de temps adimensionné. Dés lors que la valeur de L est
disponible, on peut de maniére simple remonter au temps physique a I'aide de I'équation (2.54).

Apres adimensionnement, ne reste dans 'équation d’évolution que le temps sans dimension t. Cest ce
temps la qui est discrétisé de maniere adéquate. Il s'avere qu'un pas de discrétisation dt de I'ordre de
1071 est adapté. Ainsi, en considérant le vecteur d’'onde adimensionné g =q d, 'adimensionnement

de I"équation d’évolution (2.48) donne :

e~ 57,
& (qt) — dt‘f’f{g’ (o) + &pl}

14+ dtag?

% (’g,€+ Eit) = , (2.56)
N 5§el 1T . . . . . s ). .
ot ——~ correspond a l'adimensionnement de la force motrice élastique exprimée dans I'équation (2.41).
Dans le cas ot I'on ne considére qu'un seul variant de macle (numéroté 1), on obtient :
§F, 1

e T(1 T (m e ~ 1
5o 2 €ij |:)\§j]2:l - )‘z(jkﬂ Epl — Oij 5?]'( ) (2.57)

2.3 Implémentation numérique et résultats préliminaires

Pour résoudre numériquement la loi d’évolution (2.56) du champ de phase ¢ (X, t), il est impor-

tant de noter le formalisme continu développé dans ce chapitre est implémenté sur un espace discrétisé
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FIGURE 2.3 — Fonction double-puits tiltée g* (). Les traits verticaux noirs repérent les minima des fonctions g

(en pointillés) et g* (en dur).

(grille définie dans la Section 2.2.1).

Le modéle continu est invariant par translation. Toutefois, cette propriété est perdue lors de la
discrétisation spatiale, ce qui conduit & un phénomene de friction numérique des interfaces. Ce phé-
nomeéne dépend exponentiellement du rapport entre la longueur de discrétisation et 'épaisseur de l'in-
terface. Afin de rendre la friction numérique négligeable, il est nécessaire de considérer au minimum
6 nceuds pour résoudre la largeur de l'interface 26 (définie dans la Section 2.1.1). C’est ce que nous

vérifions dans la section suivante.

En gardant les notations introduites dans ce chapitre, ainsi que I'adimensionnement des grandeurs
physiques introduit dans la Section 2.2.2, il est donc nécessaire de respecter la relation 2§ = 6d, ou
encore 25 = 6. Une fois le pas de grille d fixé, on peut déterminer le premier parametre numérique &
(demi-largeur d’interface) introduit dans le modéle.

Ensuite, il est nécessaire de connaitre I'énergie d’interface «y (voir Section 2.1.2). On peut déterminer
~ a l'aide de simulations atomistiques ou a partir d’observations expérimentales. Dans cette section,
on commence par choisir une valeur d’énergie d’interface ¥ = 200m.J/m?. Elle est du méme ordre
de grandeur que celle choisie par Gu et al. [2013] (déduite des travaux de Porter et al. [2009]) pour des
macles mécaniques dans le tantale & température ambiante (structure c.c.).

Une fois les parametres § et -y choisis, on peut déduire des équations (2.11) et (2.19) les valeurs des

parameétres W et «v introduits dans le modele via le terme f;,,; exprimé dans 'équation (2.4).

2.3.1 Sans prise en compte de I'énergie élastique

Afin de vérifier que le choix des parametres d, W et o permet d’éviter le frottement sur réseau
d’une part, et de valider I'obtention d’un profil a 'équilibre en tangente hyperbolique pour le champ
considéré d’autre part, on s'intéresse a la croissance et a la décroissance d'un précipité sphérique initial
au sein d'une matrice. Ces deux situations ont I'avantage d’avoir une solution analytique pour I'évolu-

tion temporelle du rayon R(t) du précipité (voir par exemple Langer [1992], Lebbad [2018]). Le cas de
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Taille de la boite de simulation (en nm) 128 x 128 x 128
Pas de grille d (en nm) 1

Pas de temps adimensionné dt 8 x 1072
Largeur d’'interface adimensionnée 26 6
Pré-facteur double-puits W (en J /m?) 8 x 108
Pré-facteur gradient v (en J /m) 9x 10710
Energie d'interface 7 (en J /m?) 0,2

TaBLEAU 2.2 — Parameétres numériques relatifs aux simulations des Cas 1 et 2 de la Section 2.3.

la décroissance du précipité se fait naturellement par minimisation de I'énergie d’interface (voir Sec-
tion 2.1.3). Afin de faire croitre le précipité, on consideére une fonction double-puits tiltée de 5% en
¢ (X,t) (voir figure 2.3). Cette fonction s’écrit g* (¢) = g (¢) — H ¢ et permet d’avoir une croissance
du précipité en fonction du temps. Le parametre [ est ici nommé parametre conjugué du champ ¢.
On considérera H = 5% dans le reste de cette section. Le léger décalage des minima, qui ne sont plus

en 0 et 1, n'est ici pas important (aucune propriété n'est ici interpolée a l'aide de ().

On note “Cas 1” et “Cas 2” respectivement les cas de la décroissance et de la croissance du précipité
sphérique (associés a 'usage de g() ou g*(¢)). Les parameétres numériques introduits dans les simu-
lations sont présentés dans le tableau 2.2.

Comme vu précédemment, on note IV, N, et N, le nombre de nceuds respectifs le long des direc-
tions X, Y et Z définissant le repére de la base orthonormée B de la boite de simulation. Pour les
deux cas étudiés, on considere un précipité sphérique initial positionné au centre de la boite, de rayon
R = 20nm, ou ¢ (X,t) = 1. Une interface diffuse d’environ 6 nceuds est introduite via un filtre gaus-
sien sur le champ considéré. La figure 2.4a montre une représentation 3D de l'isosurface ¢ (X,t) = 0,5
a I'instant initial ¢ = 0. Le profil o(X = (i, N,,/2, N./2),t = 0) pour i allant de 0 & N,,/2 dans la

direction X est présenté sur la figure 2.4b.

La figure 2.5 montre I'état du champ de phase ¢ (X,t = t¢) dansles cas 1 et 2 (croissance et décrois-
sance du précipité sphérique), avec ¢ le temps final de la simulation. Dans les deux cas, on confirme
I'obtention d’'un profil en tangente hyperbolique (équation (2.14)), avec environ 6 noeuds sur celle-ci
(figures 2.5b et 2.5d). Dans le cas de la croissance, on note que le champ de phase dans le précipité et
dans la matrice ont des valeurs différentes de 0 et 1 (figure 2.5d), induites par une modification de la
position des minima du potentiel, générée par la présence du terme linéaire en H.

Afin de s’assurer que ¢ (X,t) évolue sans frottement sur réseau, on s'intéresse maintenant a la cinétique

de I'interface. Dans le cas d'un précipité sphérique, 'équation différentielle suivante permet d’obtenir
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1.0

S 0.5
0.0
0 20 40 60
Noeuds []
(a) Configuration initiale : représentation 3D de l'isosur- (b) Configuration initiale : profil de ¢ le long de I'axe X.

face p = 0,5.

FiGuRre 2.4 - Configuration initiale du champ ¢ (X,t) étudiée dans les cas 1 et 2.

I'évolution du rayon R en fonction du temps dans les cas 1 et 2 (H = 0 ou H = 5%) (Langer [1992]) :

dr(t) _ <H 93_1)’

dt

v R()

avec D la dimension du probléme, ici prise égale a 3.

(2.58)

Dans les deux cas étudiés, on récupére le rayon numérique Ry, du précipité a différents instants
le long de X. La valeur du rayon numérique est récupérée au point ou la valeur du champ ¢ est la
plus proche de 0,5 (milieu de l'interface). Nous avons vérifié que la mesure du rayon ainsi réalisée est

similaire & ce que 'on obtient a I'aide d’un fit d'une tangente hyperbolique sur l'interface.

Sur la figure 2.6, on représente I'évolution temporelle théorique et numérique du rayon du préci-
pité, dansles cas 1 (décroissance) et 2 (croissance). Les figures 2.6a et 2.6b correspondent respectivement
aux résultats obtenus pour une interface contenant 5 et 6 noeuds. On voit alors que le choix de la largeur
d'interface 26 = 6 permet d’obtenir une évolution temporelle du champ de phase ¢ en adéquation avec
la solution analytique (erreur relative moyenne de 0,9% dans le cas 2), et donc de rendre négligeable
le phénomene de friction numérique. Ce dernier est bien visible dans le cas 2 sur la figure 2.6a oll sont
considérés 5 nceuds sur l'interface (erreur relative moyenne de 2,9%).

Plus la simulation est longue, plus I'écart entre les solutions analytique et numérique s’accroit. En
choisissant 6 nceuds sur I'interface, on obtient un champ ¢(X,t) qui garde une morphologie isotrope

(sphérique) dans les cas de la décroissance (cas 1) et de la croissance (cas 2).

2.3.2 Avec prise en compte de I'énergie élastique

Dans cette section, le champ de phase ¢ (X,t) permet de localiser un variant de macle de type

{332} (113) . On associe alors le tenseur de déformation libre £* (¢) relatif au variant de macle n°1
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(a) Cas 1 : représentation 3D de I'isosurface ¢ = 0,5 (b) Cas 1 : profil de ¢ le long de I'axe X a1 = 0, en gris, et
at = 720 (9000 dt). £ = 720 (9000 dt), en bleu.

(c) Cas 2 : représentation 3D de l'isosurface ¢ = 0,5 (d) Cas 2 : profil de ¢ le long de l'axe X 2 = 0, en gris, et
a1 = 2000 (25000 dt). 7 = 2000 (25000 dt), en bleu.

Ficure 2.5 — Evolution du champ ¢ (X,t) : (a), (b) dans le cas 1 et (c), (d) dans le cas 2.

(332) [113] au sein du champ de phase (voir équation (2.36) et Annexe B). La densité d’énergie élastique
fer n'est plus considérée nulle, et s’écrit comme présentée dans équation (2.35). Sachant que le profil
obtenu dans la section précédente respecte bien la solution en tangente hyperbolique démontrée dans

la Section 2.1.1, on étudie l'effet de la prise en compte de 'élasticité sur celui-ci.

La boite de simulation est orientée selon la base B; du variant de macle (332) [113] étudié. Les
vecteurs X, Y et Z composant la base orthonormée B, sont donc respectivement choisis comme des
vecteurs unitaires dans les directions ggl) =[113], K gl) = [332] et PV = [110] (normale au plan de

cisaillement). Dans cette base, le tenseur de cisaillement relatif au variant de macle s’écrit de la facon
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(a) Evolution de R(t) avec 5 nceuds sur l'interface. (b) Evolution de R(t) avec 6 nceuds sur l'interface.

FIGURE 2.6 — Comparaison de I'évolution du rayon d’'un précipité sphérique de rayon initial R = 20 nm dans les
cas 1 (décroissance, en rouge) et 2 (croissance, en bleu). La solution analytique est représentée avec des pointillés et
les résultats numériques avec des croix. (a) Cas ot 'on considére 5 nceuds sur U'interface. (b) Cas ot 'on considére

6 noeuds sur l'interface.

A (en GPa) 63

1 (en GPa) 26

Vtw

=S

TaBLEAU 2.3 — Données élastiques : constantes élastiques et cisaillement associé au mode de maclage étudié.

suivante :
0 Yw/2 0
Vo2 0 o] . (2.59)
0 0 0

B1
On consideére des conditions aux limites en contraintes appliquées g??P nulles. Les constantes élas-
tiques sont ici considérées isotropes et homogenes. Les valeurs des coefficients de Lamé \ et p sont
tirées de la these de Martin [2017] et correspondent a des matériaux type titane 3-métastable. Les don-

nées élastiques introduites dans le calcul numérique sont retrouvées dans le tableau 2.3.

Un germe de macle sphérique initial de rayon R = 20 nm est introduit au centre de la boite de
simulation. Les parametres numériques associés au reste du modele sont donnés dans le tableau 2.2. IIs
sont identiques a ceux du Cas 1 de la section précédente, pour lequel le parametre conjugué du champ
pestnul (H =0).

La figure 2.7 montre I'évolution temporelle de la moyenne du champ de phase () dans les cas avec et
sans élasticité. Pour le cas sans élasticité, cette représentation est analogue a I'évolution du rayon R du
précipité dans le cas 1 de la figure 2.6b. La cinétique de transformation se retrouve fortement impactée
par I'ajout du tenseur de déformation libre au sein de la macle avec une décroissance trés rapide de la

valeur moyenne du champ a zéro. Si, comme attendu en I'absence de forces extérieures appliquées au
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FiGcure 2.7 - Comparaison de I'évolution de la valeur moyenne de ¢ dans les cas sans élasticité et avec élasticité

(contraintes appliquées nulles).

systéme, le germe tend a disparaitre au profit de la matrice ("démaclage"), la figure 2.8 montre que la
baisse de la valeur moyenne du champ de phase est principalement due a la décroissance progressive

de la valeur du champ dans le germe (bulk) et non au déplacement rapide de l'interface.

De plus, comme on peut le voir sur la figure 2.8, la forme du profil est fortement affectée par I'ajout
de Iénergie élastique. Rapidement en début de transformation (t~ = 4), on observe que le profil ne suit
plus la tangente hyperbolique obtenue précédemment (figures 2.8a et 2.8Db) : la forme de I'interface n’est
plus simplement dictée par la fonction double-puits g(¢) et le terme en gradient de . La discrimina-
tion macle-matrice est en particulier fortement impactée, avec notamment I'étalement de l'interface
dans la direction Z, voire I'apparition de valeurs négatives le long de X. La représentation des coupes
selon X et Z du champ ¢(X,t) montre également une brisure claire de l'isotropie du comportement
de l'interface qui était observée dans le cas sans élasticité. Ici, ce phénomeéne est uniquement induit par

la prise en compte du tenseur de déformation libre a I'intérieur du variant de macle (332) [113].

2.3.3 Stabilité du profil en tangente hyperbolique

Dans l'objectif de développer un modele permettant de décrire le déplacement d’une interface
macle-matrice, il est nécessaire de changer la nature des couplages entre le champ de phase et les
champs élastiques. En particulier, I'interpolation (2.36) du champ de tenseur de déformation libre et
l'interpolation (2.38) du champ de tenseur des constantes élastiques avaient été choisies linéaires. De
nouvelles expressions de é(gp) et de £*(¢) sont maintenant considérées (voir raisonnement dans la
Section 1.3.3).

Linterpolation sur le champ ¢ (X,t) des données élastiques est a présent écrite a 'aide d’une fonc-

tion d'interpolation h(¢) qui s'écrit sous la forme :

h(p) = ¢*[3p (2 —5) +10]. (2.60)
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(a) Comparaison des profils du champ ¢ le long de X a (b) Comparaison des profils du champ ¢ le long de Z a

T = 4: sans élasticité en bleu, avec élasticité en noir. t = 4 : sans élasticité en bleu, avec élasticité en noir.
() Section Z du champ ¢ 4 { = 4 passant par le (d) Section X du champ ¢ a £ = 4 passant par le
centre de boite : en noir le profil avec élasticité tracé centre de boite : en noir le profil avec élasticité tracé
sur la figure 2.8a. sur la figure 2.8b.

FiGure 2.8 - Influence de I'élasticité sur I'évolution du champ . (a) et (b) : comparaison des profils le long de X
et Z avec et sans élasticité. (c) et (d) : sections Z et X du champ ¢ passant par le centre de la boite, dans le cas

avec élasticité.

Cette fonction a les propriétés suivantes :
h(p=0) =0, h(p=1) =1,
RMie=0)=h(p=1)=0, (2.61)
h'(e=0)=h"(p=1)=0.

Les expressions suivantes de \() et £*(¢) remplacent celles présentées dans les équations (2.38) et
(2.36) :

(m), (2.62)

3
Sy
I
S
N—
>
G
_l_
-
|
=
S
N—
>~

*() = h(p) 2. (2.63)

La fonction h((p) est représentée sur la figure 2.9. Les équations (2.62) et (2.63) impliquent une modifi-
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FIGURE 2.9 — Représentation graphique de la fonction d'interpolation A ().

cation importante de la force motrice élastique jusqu’alors utilisée, exprimée dans 'équation (2.42). En

effet, en reprenant l'expression générale de la force motrice élastique exprimée dans I'équation (2.41),
celle-ci s’écrit maintenant :

0F o 1

dp 2

£ 1 (o) (é‘(l) _ é\(m)> L e — () <U : QO(l)). (2.64)

~

On note alors que la force motrice est nulle pour ¢ = 0 ou 1, ce qui n’était pas le cas dans la section
précédente (ot h(p) = ). Cela implique 'obtention d'un champ ¢(X,t) stable pour chacun des deux
états du matériau, et donc que la transformation matrice-macle ne se fait que par mouvement de l'in-
terface initiale. Notons également que cette formulation de i(¢) inhibe toute possibilité de nucléation
a partir d'un champ (X,t) initialement nul dans toute la boite de simulation (dérivées secondes de

h(¢) nulles en ¢ = 0). Ce point sera discuté dans la Section 4.4.

La figure 2.10 permet de voir l'effet de la prise en compte de la fonction d’interpolation h(y) dans
les équations (2.62) et (2.63) sur I'évolution du champ ¢(X,t). Les figures 2.10a et 2.10b montrent une
comparaison des profils de ¢(X,t) obtenus dans le cas précédent (avec élasticité, sans h(p)) en noir, et
dans le cas avec élasticité et h(y), en vert. On voit alors que l'ajout de h(p) empéche les variations du
champ ¢(X,t) a l'intérieur de la matrice et de la macle, ou il reste stable et respectivement égal 2 0 et 1.
Toutefois, on voit sur les figures 2.10c et 2.10d que 'interface macle-matrice reste fortement perturbée
et présente un comportement anisotrope.

At=4,0n compte environ 6 noeuds sur l'interface pour les profils verts le long de X et Z, ce qui
peut paraitre satisfaisant du point de vue de la friction sur réseau. Or, on peut voir sur la figure 2.11
que le comportement anisotrope de I'interface initiale provoque finalement un étalement de l'interface
dans la direction Z (profil B en vert) apres quelques pas de calculs (é t= 12). Ce résultat montre alors
que le profil de l'interface dépend fortement de I'état mécanique, chose qui n’est pas souhaitée car, par
exemple, I'énergie d'interface et la friction de réseau sont directement reliées au profil.

Il est important de remarquer que, dans le cas d'une étude 2D, sur une section de normale Z, ce phé-
nomene ne s'exprime pas. En effet, le profil de p(X,t) le long de X est identique a celui obtenu le long

de Y. Toutefois, on voit nettement I'impact de I’élasticité dans le cas d’'une simulation en 3D, avec I'éta-
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(a) Comparaison des profils du champ ¢ le long de X a (b) Comparaison des profils du champ ¢ le long de Z a

t = 4:sans h(¢p) en noir, avec h(¢) en vert. t = 4:sans h(¢p) en noir, avec h(y) en vert.
() Section Z du champ ¢ 4 { = 4 passant par le (d) Section X du champ ¢ a £ = 4 passant par le
centre de boite : en vert le profil avec élasticité tracé centre de boite : en vert le profil avec élasticité tracé
sur la figure 2.10a. sur la figure 2.10b.

FIGURE 2.10 - Représentation du champ ¢ dans le cas avec élasticité, apres introduction de la fonction d’inter-
polation h(y). (a) et (b) : comparaison des profils le long de X et Z avec et sans k(). (c) et (d) : sections Z et X

du champ ¢ passant par le centre de la boite, dans le cas avec h(yp).

lement de I'interface qui se fait le long de la direction Z.

La prise en compte d'une fonction d'interpolation h(y) pour les champs mécaniques (équations
(2.62) et (2.63)) a permis de stabiliser le comportement du champ ¢ (X,t) dans le “bulk" (a I'intérieur
de la matrice ou de la macle), mais ne permet pas de garder une morphologie d’interface isotrope. On
rappelle que 'on souhaite obtenir un profil du champ ¢(X,t) se rapprochant le plus d’'une tangente
hyperbolique (d’épaisseur fixe) lorsque I'on traverse la macle, et cela dans toutes les directions du pro-
bléme. En utilisant une densité d’énergie libre exprimée en fonction de la fonction double-puits g(¢)
(voir équation (2.3)), le profil en tangente hyperbolique est évidement obtenu lorsque la densité d’éner-
gie élastique f,; dans le systeme est nulle. On peut donc penser conserver ce type de profil dans le cas

ou, au niveau de l'interface, le poids de I'énergie d'interface JF;,; est grand devant celui de I'énergie
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0 20 40 60
Noeuds [-]

(a) Comparaison des profils du champ ¢ le long de Y’ (b) Section Z du champ ¢ a t =12 passant
(Profil A, en rose) et Z (Profil B, en vert) & =12 par le centre de boite. Les profils de ¢ le long
des lignes rose et verte sont tracés sur la fi-

gure 2.11a.

FiGure 2.11 — Champ ¢ dans le cas avec élasticité, aprés introduction de la fonction d’interpolation h(y). (a) et
(b) : comparaison des profils le long de X et Z avec et sans h((p). (c) et (d) : sections Z et X du champ ¢ passant

par le centre de la boite, dans le cas avec h(yp).

élastique F;.

A partir de cette remarque, on cherche alors a trouver une condition sur les paramétres entrant en
jeu dans le probléme qui permettrait de conserver un profil de ¢ (X,t) proche d’une tangente hyperbo-
lique en présence de forces motrices d’origine élastique. La relation suivante doit ainsi étre respectée

au niveau de l'interface de volume w :
~vdS > / fer dw, (2.65)
w

ol 7y est 'énergie de surface. Si A est I'ordre de grandeur de I'épaisseur de l'interface (voir figure 2.12),
cette inégalité devient :

> fIA, (2.66)

int
el

ou est la densité d’énergie élastique typique d’un point de I'interface.

En gardant les parameétres matériaux inchangés (constantes élastiques du matériau et tenseur de
déformation libre associé au systeme de macle étudié), on voit que I'énergie d'interface et la largeur
de l'interface sont les deux degrés de liberté sur lesquels nous pouvons jouer pour conserver approxi-
mativement un profil en tangente hyperbolique. Cependant, une contrainte supplémentaire doit étre
considérée : on souhaite avoir environ 6 nceuds sur l'interface. Dans le cas d'une boite de dimension
128 x 128 x 128 noeuds, avec un pas de grille d = 1nm, l'interface a alors une largeur d’environ
6 nm. En comparaison avec les observations expérimentales, cette largeur d'interface macle-matrice

est élevée (voir Chapitre 1).
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matrice

FIGURE 2.12 - Représentation schématique de la compétition entre énergie d'interface et énergie élastique au
niveau d’'un élément d’interface de volume dw = A X dS. En gris, l'interface macle-matrice, en rouge 'élément

considéré.

Si 'on voulait considérer une largeur d’'interface de I'ordre de 0,5 nm et un germe de macle de taille
identique aux précédents, il faudrait considérer un pas de grille valant d/12 et donc une taille de boite
de simulation pres de 1800 fois plus grande en terme de nombres de nceuds !. On décide de fixer le pas
de grille a d = 1 nm (sauf si une autre valeur est précisée). Finalement, nous avons choisi de modifier
la valeur de I'énergie d’interface afin d'obtenir un profil plus proche d'une tangente hyperbolique.

Afin d’avoir un ordre de grandeur de la valeur de v qu'’il faut considérer, on cherche a évaluer de ma-
niére grossiére la valeur maximale de la densité d’énergie élastique f;?t En s’inspirant des travaux de
Khachaturyan [1983], on évalue la densité d’énergie élastique d’'une inclusion sphérique présentant un
tenseur de déformation libre £9 (de la méme forme que celui exprimé dans 'équation (2.36)) a 'aide de

I'expression suivante :

el

. 1 9
LN 5 A2s23 (%), (2.67)

Dans le cas o les constantes élastiques sont isotropes (Agg23 = f1), cette approximation permet d’éva-
luer grossiérement la valeur de v qu’il faut considérer pour que le role de I'énergie élastique reste

marginal :

. A
7> A=T p(e%)” (2.68)

La largeur d'interface A étant fixée a 6 nm et en utilisant les parametres élastiques donnés plus
haut (voir tableau 2.3), on obtient v > 9,75 J/m?. On voit alors que le choix initial de 0,2 J/m? est
loin de valider cette inéquation, et ne permet donc pas de maintenir approximativement un profil d'in-
terface en tangente hyperbolique. Sachant que la valeur de f;?t surestime la valeur maximale de la

densité d’énergie élastique, on choisit une valeur de 7y plus faible mais du méme ordre de grandeur, soit
v =4J/m?

1. La méthode champ de phase “sharp” (SPFM) proposée par Finel ef al. [2018] pourrait étre une solution au probléme
discuté dans cette section. Cette méthode permet de s’affranchir de la contrainte des 6 nceuds sur l'interface, et permettrait

alors de résoudre une largeur d’interface de 'ordre de 1 nm avec un seul noeud.
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La figure 2.13 montre I'évolution du champ ¢(X,t) avec cette nouvelle valeur d’énergie d’inter-
face . A noter que la modification de « induit une modification de W (voir équation (2.19)), et donc
de 'unité de temps ¢4 (voir tableau 2.1). Les vues en coupe (figures 2.13c et 2.13d) montrent une inter-
face 2 morphologie isotrope, contrairement a ce que I'on a rencontré pour v = 0,2 J/m? (figure 2.11).
En observant les profils (figures 2.13a et 2.13b), on voit la nette différence obtenue pour les deux va-
leurs de v étudiées. Le profil en tangente hyperbolique théorique passant par le centre de l'interface
est également tracé dans les deux directions étudiées (en pointillés noirs). Finalement, on voit que le
profil résultant de la simulation avec 7 = 4 J/m? (en orange) est bien controlé : il se superpose bien
avec la forme attendue (en tanh) de maniére isotrope, avec environ 6 nceuds sur l'interface. Dés lors,
a moins que cela soit précisé, une énergie d'interface v = 4 J/m? sera considérée dans I'ensemble des

simulations présentées dans ces travaux de these.

2.4 FEtude de la croissance d'un variant de macle {332} (113)

Dans cette section, la croissance d’un variant de macle {332} (113) est considérée a l'aide de trois
modeles champ de phase exprimés dans le cadre géométriquement linéaire. L'étude est focalisée sur la
morphologie et sur I'orientation cristallographique des variants de macle. Les trois modeles sont basés,
dans l'ordre, sur une énergie d'interface isotrope, une énergie d’interface anisotrope et sur une énergie

d’interface anisotrope avec largeur d’interface constante.

2.4.1 Cas del'énergie d'interface isotrope

On s'intéresse ici a la croissance d’un variant de macle de type {332} (113) sous contrainte. La
section précédente a permis de mettre en place les parametres du modeéle champ de phase permettant
d’obtenir une interface macle-matrice controlée dans le cas ot la contrainte appliquée g?P est nulle.
Dans ce cas, la macle tend évidemment a disparaitre puisque l'excés d’énergie di a la présence d'une
interface n’est contrebalancée par aucune force motrice d'origine volumique. Afin de faire croitre le
variant de macle sans modification du potentiel double-puits (c.-a-d. H = 0 dans la Section 2.3.1), il
est nécessaire d'apporter de I'énergie au systeme. Pour cela, on peut introduire une contrainte appliquée

non-nulle au systeme.

Conditions aux limites périodiques en contraintes appliquées

On choisit d’étudier 'un des cas de chargement les plus simples : la traction simple. Dans un repére
orthonormé de base B = (XY, Z), le tenseur g?PP associé a une traction simple d’'amplitude d¥ >0

le long de X s’écrit :

(o)) 0 0
g =10 0 0] . (2.69)
0 0 0

B

Il faut alors déterminer I'axe de traction et 'amplitude de la contrainte qui permet la croissance du
germe de macle {332} (113) choisi.
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Noeuds [ Noeuds [
(b) Profil du champ ¢ lelong de Z at = 4 avec élasticité
2

(@) Profil du champ ¢ le long de X at = 4 avec élasti-
et h(p), avecy = 0,2J/m? (vert) et v = 4J/m

cité et h(y), avec v = 0,2 .J/m? (vert) et v = 4 J/m?
(orange).

(orange).
() Section Z du champ ¢ 2t = 4 passant par le (d) Section X du champ ¢ a ¢ = 4 passant par le
centre de boite : en orange le profil avec v = 4 J /m? centre de boite : en orange le profil avec y = 4 J /m?
tracé sur la figure 2.17b.

tracé sur la figure 2.17a.
FIGURE 2.13 — Représentation du champ ¢ dans le cas avec élasticité et h(p), pour v = 4.J/m?. (a) et (b) :

comparaison des profils le long de X et Z avec v = 0,2 J/m2 ety = 4J/m2. (c) et (d) : sections Z et X du
champ ¢ passant par le centre de la boite, dans le cas ¥ = 4 J/m?. Les segments oranges correspondent aux

profils représentés sur les figures 2.13a et 2.13b pour v = 4 J /m?.

Les travaux de Min et al. [2013] et Zhou et al. [2017] montrent que les variants de macle primaires
observés expérimentalement lors d’essais de traction concordent avec des valeurs élevées du facteur
de Schmid (SF). D’un point de vue énergétique, on retrouve dans les travaux de Lebensohn et Tomé
[1993] et Lee et Yoo [1990] que le minimum d’énergie pour un systéme similaire au systéme ici étudié

(macle dans une matrice soumis a une traction) est atteint quand la contrainte de cisaillement projetée
(Resolved shear stress, RSS) respecte la loi de Schmid. Dans le cas d’'un variant de macle (332) [113],
() = [332], le facteur de

de direction de maclage le) = [113] et de normale au plan de maclage K
Schmid S'F' pour une traction simple le long d'un axe de vecteur directeur unitaire ¢ est donné par la
relation suivante :
sF=(t-70) (¢t & 2.70
—\&r ﬂl [ o S | ) ( . )
(L) () La direction

1 et

~ ~(1 . .y L
ou 7]1(1) et i * sont respectivement des vecteurs unitaires dans les directions &
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t de traction est alors choisie de maniére 2 maximiser le facteur de Schmid S F'. Cette valeur maximale
—_—

est obtenue pour un angle (L le)) = 45° dans le plan de normale PO = [110].

Il reste alors a déterminer la valeur de 'amplitude de la traction 0¥ a appliquer afin de faire croitre
le germe de macle initial. Puisque la force motrice est nulle dans les domaines et que l'on attend une

croissance du germe dans toutes les directions de I'espace, un moyen rapide de prévoir la croissance du

germe initial est de calculer le signe de la valeur moyenne de la force motrice <gi> pour la configu-
ration initiale. On peut ainsi déterminer la valeur seuil o€ de 'amplitude de la contrainte a appliquer
pour faire croitre le précité en traction simple.
Ici, on choisit d’estimer l'ordre de grandeur de 'amplitude de la traction a appliquer de maniére diffé-
rente. On s'intéresse a la variation d’énergie libre A F’ associée a la présence d'un germe de macle initial
au sein d'un systeme homogene soumis a une contrainte appliquée g?”P. Dans le cas d'un germe initial
Qg de forme sphérique de rayon Ry = 12nm, de volume Vj et de surface Sy, auquel serait associé
un tenseur de déformation libre £%, Mura [1987] donne I'expression de la variation d’énergie élastique
AW induite par la présence du germe :

AW——1/ inc Q-dV—/ app 0 v/, (2.71)

5 oii Eij 0,5 €ij AV, .
Qo Qo

avec g™ le tenseur des contraintes dans le germe de macle et £ exprimé de la méme facon que dans
I'équation (2.36). Le premier terme de 'équation (2.71) correspond a I'énergie élastique de déforma-
tion induite par la présence de la macle, en I'absence de contraintes appliquées. Le deuxiéme terme
correspond a I'énergie d'interaction entre la macle et la contrainte appliquée. Vu que l'on considére un
germe initial sphérique, le calcul du premier terme peut étre obtenu analytiquement car la contrainte

est uniforme dans l'inclusion (Eshelby [1957]). L'équation (2.71) se réécrit alors de la facon suivante :

— Vol 7—5v
AW = —— | ————n? 0 2.72
5 15(1—1/)‘”“”“’ Vew | (2.72)
ouv = A est le coefficient de Poisson du matériau considéré. Pour obtenir la variation d’énergie

2N+ p)
libre AF associée a la présence du germe de macle, il est nécessaire de prendre en compte I'énergie

d’interface qui lui est associé. Dans la Section 2.3.3, on a choisi v = 4 J/m?. On a alors :
AF = AW + ~5p. (2.73)

La figure 2.14 montre 'évolution de la variation d’énergie associée a la présence de la macle rapportée
au volume % en fonction de I'amplitude de traction 0¥ appliquée au systéme. On voit alors que ce
terme s'annule et devient négatif pour des valeurs de 'ordre de 10 GPa. Cette valeur correspond donc
au seuil critique o a partir duquel un germe de macle sphérique de rayon Ry = 12 nm est instable et
croit.

La figure 2.15 représente la valeur de la contrainte critique a considérer (AF = 0) en fonction du
rayon du germe de macle initial. On observe évidemment que la prise en compte d’'un germe de macle
initial plus gros permet de diminuer le seuil de contrainte o au-dela duquel le germe croit. Cependant,
on se limite & un rayon initial Ry = 12nm, ce qui permettra par la suite de pouvoir considérer diffé-

rents germes de variants de macle au sein d'une boite de simulation de taille raisonnable. Le tenseur
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FIGURE 2.14 - Représentation graphique de I'évolution de —— en fonction de I'amplitude de la contrainte ap-
0
pliquée o” pour un germe sphérique de rayon Ry = 12 nm.
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FIGURE 2.15 - Représentation graphique de I’évolution de la contrainte seuil ¢ en fonction du rayon Ry du

germe sphérique initial ('y =47/ In2).

g%P obtenu, exprimé dans la base B; du variant de macle (332) [113] étudié (voir Section 2.3.2), s’écrit

finalement :

1
g =— |1 (2.74)
0

S = o=
o O O

By

La figure 2.16 montre I'évolution de la moyenne du champ non-conservé ¢ (X,t) initialement asso-
cié a un germe de macle (332) [113] sphérique de rayon R = 12 nm, avec v = 4 J/m? en considérant
des conditions aux limites périodiques sur les contraintes : (g(X)) = g®? avec 0¥ = 8 GPa. Le reste
des paramétres du modeéle champ de phase sont identiques aux simulations précédentes (voir tableaux
2.2 et 2.3) et les axes cubiques de la boite de simulation correspondent aux vecteurs de la base Bj.

On note que la valeur de o choisie est inférieure a la valeur critique de 10 GPa identifiée pré-
cédemment a l'aide de la figure 2.14. En début de simulation (voir inset de la figure 2.16), on voit que
la moyenne du champ de phase diminue, signe que la contrainte appliquée n’est pas suffisante pour

induire la croissance de la macle lorsque celle-ci est initialement sphérique. Cependant, cette décrois-
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FIGURE 2.16 - Représentation graphique de I'évolution de () en fonction du nombre de pas de calcul en
contrainte appliquée avec 0” = 8 GPa. Les carrés noirs correspondent aux configurations 3D présentées dans
la figure 2.17.

sance n'est que transitoire et, a partir de 400 pas de temps (tN = 32), la croissance de la macle a lieu.
Sur la figure 2.17, on peut voir que ce régime transitoire rend en fait compte d'une modification de la
morphologie de la macle. En effet, comme attendu (voir par exemple les travaux de Lee et Yoo [1990])
la morphologie sphérique d'une macle mécanique ne minimise pas I'énergie de déformation élastique
du systéme pour un volume donné. Plus précisément, si 'on considére un cylindre infini de section el-
liptique dans la direction PW, Lee et Yoo [1990] montre que I'énergie élastique est minimale (et nulle)
dans le cas d'une section elliptique avec un rapport d’aspect de 0. Cela correspond a une morphologie
lamellaire normale a le) ou K gl) dans le plan de cisaillement <plan de normale E(l)).

Dans le cas de la simulation réalisée, la figure 2.17 montre qu'au fil de son évolution, la macle méca-
nique évolue vers une forme d’aiguille allongée dans la direction P jusqu’a rencontrer son image
périodique dans la direction Z. atteindre les bords de la boite de simulation, ou les conditions pério-
diques s’appliquent sur le champ . La figure 2.18 montre des sections de normales P et ﬁgl) de la
configuration 3D présentée dans la figure 2.17c. On voit que la macle croit de maniére a favoriser des
interfaces planes de normales K 51) et le) (respectivement X et Y sur la figure 2.18a), ce qui provoque
la croissance d'une macle sous la forme d’'une aiguille a section carrée. L'origine de la morphologie

obtenue est discutée dans la Section 2.4.4.

Conditions aux limites périodiques en déformations appliquées

Dans le cas des conditions aux limites en contraintes appliquées (section précédente), la figure 2.16
montre que la macle croit jusqua remplir entierement la boite de simulation ((¢) = 1). En effet, a
partir du moment ou la croissance est initiée et que la contrainte appliquée est maintenue, ce type de
condition limite ne permet pas de limiter le volume de la macle au sein de la matrice. Augmenter la
valeur de la contrainte appliquée 0¥ permet alors seulement de faire croitre plus rapidement la macle

au sein de la matrice.

Dans le cas des déformations appliquées, le comportement attendu est différent. C’est 'objet de ce
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@1t =0. (b) 7 = 33,6 (420 dt).

()t = 254,4 (3180 dt). (d)# = 312 (3900 dt).

FiGURE 2.17 - Evolution de l'isosurface ¢ = 0,5 lors de la croissance d'un germe de macle (332) [113] sphérique
derayon R = 12 nm soumis a une contrainte de traction 0® = 8 GPa dans la direction maximisant le facteur de
Schmid. Les axes X, Y et Z sont respectivement associés aux directions cristallographiques = 113], K, =
[332] et P = [110]. (a) et (b) montrent I'évolution de la morphologie du germe initial en début de transformation
(voir figure 2.16). (c) et (d) montrent I'évolution de la macle mécanique au sein de la matrice en milieu et fin de

transformation (avant de remplir entierement la boite de simulation).

paragraphe. Afin d’assurer la croissance du germe de macle sphérique (considéré identique au cas pré-
cédent), on choisit un tenseur P proche de la valeur de la déformation moyenne (£(X)) obtenue dans
le cas des contraintes appliquées a I'instant initial. En ne considérant que les valeurs des composantes
les plus élevées qui apparaissent dans le tenseur de déformation moyen, le tenseur des déformations

appliquées PP choisi s'écrit de la maniére suivante :

0 %P 0
gWP = | NP (0 , (2.75)
0 0 O

By
ou yPP est la valeur de cisaillement appliquée. On note que ce tenseur a la méme forme que le tenseur

(1)

de déformation libre %" considéré dans ce chapitre.

Dans le cas des contraintes appliquées étudié précédemment (00 =38 GPa), on observe que la défor-
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(a) Coupe normale a Z passant par le centre de laboite du  (b) Coupe normale a X passant par le centre de la boite du

champ (p(x,?: 33,6). champ tp(x,;: 33,6)‘

FiGure 2.18 - Cartes du champ gp(x,f: 33,6) relatives a la configuration 3D présentée dans la figure 2.17b.
Les axes X, Y et Z sont respectivement associés aux directions cristallographiques 17, = [113], K; = [332] et
P = [110]. (2) Coupe normale a P passant par le centre de la boite. (b) Coupe normale & 7, passant par le centre
de la boite.

mation moyenne (g,,(X)) = 7,75% au début de la simulation. On choisit alors, pour une configu-
ration initiale identique au cas précédent, la valeur du cisaillement appliquée Y7 = 7,75%. L'évo-
lution temporelle de la moyenne du champ ¢ (X,t) associé a la macle (fraction volumique de macle)
est montrée en bleu sur la figure 2.19. Comme observé précédemment, on note une diminution de la
fraction volumique de la macle (diminution de (¢)). La valeur de cisaillement y*PP utilisée est donc
inférieure a la valeur nécessaire a la croissance immédiate du germe initial. Apres ce régime transitoire
de relaxation, on observe le déclenchement de la croissance de la macle (inset figure 2.19). Cependant,
contrairement au cas des contraintes appliquées, le variant de macle considéré croit jusqu’a atteindre
une valeur stationnaire de () = 0,43. Le tracé de la dérivée temporelle de () (en rouge sur la fi-
gure 2.19) montre bien que celle-ci s'annule en fin de simulation, et que la microstructure obtenue

atteint finalement un équilibre.

On s'intéresse alors a I'évolution de la valeur finale de () en fonction du choix de la valeur du
cisaillement appliqué v*PP. Dans le cas d'un germe de macle sphérique initial de rayon R = 12 nm, on
rappelle que la valeur PP critique permettant la croissance de la macle est de 7,75%. Ainsi, en consi-
dérant les parameétres jusqu’ici utilisés (et a déformation imposée v*PP constante), il n'est pas possible
d’atteindre une valeur moyenne () < 0,43 en fin de simulation. La figure 2.20 montre les valeurs
moyennes finales du champ ¢ obtenues en fonction du rapport 2vPP /~y, (c.-z‘i-d. et/ 5[1)(21)>. On
observe alors que pour I'ensemble des simulations réalisées avec Yoy, > 7,75%, la valeur moyenne du
champ ¢ suit une relation linéaire avec la valeur du ratio de cisaillement 2y*PP /~y,,,,. Ce résultat permet

de statuer sur le fait que le controle de la fraction volumique de macle {332} au sein de la microstruc-
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FIGURE 2.19 — Représentation graphique de (en bleu) I'évolution de () et (en rouge) de

dt

nombre de pas de calcul, avec R = 12 nm et cisaillement appliqué y**? = 7,75%.
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FIGURE 2.20 — Représentation graphique de 'évolution de () en fonction du ratio 2y*?P /v, (déformation

appliquée).

ture est intimement lié a la valeur de la déformation moyenne de cisaillement projetée sur la base du
variant de macle {332} considéré, c.-a-d. la valeur de (g,,(X)) exprimé dans la base B1. En effet, en
prenant le méme tenseur de déformations appliquées PP que dans I'équation (2.75), et en ajoutant des
termes (diagonaux par exemple), les valeurs de () obtenues restent inchangées. On en déduit que, dans
le cas o 'on ne considére qu'un variant de macle au sein d'une matrice en déformations appliquées, il

est possible d’anticiper la fraction volumique finalement atteinte.

Or, on a vu que pour un germe de macle sphérique initial de rayon R = 12nm, la valeur de
~PP = T7.75% critique est associée a une borne inférieure de la valeur finale de la fraction volumique
de macle (). Si on veut abaisser cette borne (qui est de 43% dans le cas précédent), il faut diminuer
la valeur du cisaillement appliqué v*PP tout en rendant possible la croissance de la macle. Pour cela, le

rayon du germe initial sphérique doit étre modifié. Par exemple, si I'on souhaite obtenir une fraction
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volumique de macle de I'ordre de 28% en fin de simulation (c.-a-d. v*PP = 5% al'aide de la figure 2.20),
on peut remonter a la valeur de 0 équivalente et déduire une valeur approximative du rayon R du
germe sphérique initial permettant la croissance (voir figure 2.15). En suivant ce raisonnement, afin
d’obtenir (¢) ~ 28%, il faut appliquer un cisaillement v*?? = 5% sur un germe sphérique dont le
rayon est de I'ordre de 40 nm. La figure 2.21 montre I'évolution du champ (X,t) a différents instants
de la simulation pour R = 40 nm et y**? = 5%. Sur la figure 2.20, on peut voir en vert la fraction
volumique finale atteinte dans les cas ou l'on applique un cisaillement v*PP valant 5%, 6% et 7% sur un
germe initial de rayon R = 40 nm. Malgré les approximations faites, on reste dans le bon ordre de

grandeur des fractions volumiques attendues.

On voit donc qu’il est nécessaire de considérer des germes sphériques initiaux de volume élevé si
I'on veut obtenir des fractions volumiques faibles dans la microstructure finale. Ce dernier point n’est
pas souhaité du fait que I'on limite les dimensions de la boite. De plus, en suivant les travaux de Lee et
Yoo [1990], basés sur 'analyse des bifurcations de forme de Johnson et Cahn [1984], on peut calculer
un rayon approximatif d'un germe circulaire (2D dans le plan de normale Py au dela duquel consi-
dérer une morphologie initiale circulaire est instable. Ce rayon maximal est de 'ordre de 15 nm sil'on
prend en compte une énergie d’interface y égale 2 4 J/m? et les données élastiques référencées dans
le tableau 2.3. Au dela de ce rayon, une bifurcation de forme a lieu, du disque a l'ellipse : cela montre
qu’il n’est pas intéressant de considérer des germes de macle mécanique 2D circulaire de taille trop
importante.

En se basant sur cette information, on suppose qu'une sphere de rayon inférieur a 15 nm peut bien
représenter un germe de macle initial dans le cas 3D. Ainsi, dans la suite de ces travaux, 'ensemble des

simulations considérant des germes de macle sphériques se basent sur cette hypothese.

2.4.2 Cas del'énergie d'interface anisotrope

Dans cette section, on cherche a obtenir une morphologie de macle comparable aux observations
expérimentales (voir Chapitre 1). Ces observations montrent des formes de plaquettes, plus allongées
dans la direction de cisaillement (c.-a-d. (113)) et dans la direction normale au plan de cisaillement
(c.-a-d. (110)) que dans la direction normale au plan de maclage (c.-a-d. (332)) (Lai et al. [2016]). Dans
la section précédente, la prise en compte de I'élasticité provoquait déja une anisotropie de croissance
dans le sens ou on observait une morphologie en aiguille se développer au sein de la matrice, avec pour

direction de croissance majeure la direction [110] (: £(1)>. La croissance favorisée dans la direction

ﬂgl) plutot que dans la direction K gl) n’est alors pas observée.

Dans le but de modéliser une croissance permettant d’obtenir des morphologies en accord avec

les observations expérimentales, Heo et al. [2011], Clayton et Knap [2011a] ou encore Gu et al. [2013]
proposent d'utiliser une énergie d’interface anisotrope. Celle-ci aurait des valeurs différentes selon la
(1) )

direction de maclage 77; * ou le long de la direction normale au plan de maclage K gl . Selon Gu et al.
[2013], cette anisotropie serait due au fait que la propagation de macles mécaniques se fait par le biais

d’un mouvement de dislocations de Shockley (partielles) en pointe de macle, dans la direction de ci-
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@7 =0. (b) £ = 56 (700 dt).

() T = 448 (5600 dt). (d) 7 = 560 (7000 dt).

FiGURE 2.21 - Evolution de l'isosurface ¢ = 0,5 lors de la croissance d'un germe de macle (332) [113] sphérique
de rayon R = 40 nm soumis a un cisaillement appliqué v?? = 5%. Les axes X, Y et Z sont respectivement
associés aux directions cristallographiques 7 L= [113], K, = [332] et P = [110]. (a) et (b) montrent I'évolution
de la morphologie du germe initial en début de transformation. (c) et (d) montrent qu’a partir d'un moment,

I'évolution de la macle mécanique au sein de la matrice se stabilise ({p) vaut ~ 25% dans les cas (c) et (d)).

(1)

saillement. L'interface que I'on retrouve le long de la direction de cisaillement 777" ne serait alors pas
cohérente. En revanche, l'interface paralléle au plan de maclage est considérée cohérente, ce qui induit
(1)

une valeur d’énergie d'interface inférieure pour les interfaces normales a la direction /', par rapport

(1)

a celles normales a la direction 1

Pour rendre compte de ce phénomene a I'aide d'un modeéle champ de phase similaire au modele
présenté dans les sections précédentes, il suffit d’utiliser un terme de gradient anisotrope dans la den-
sité d’énergie fin¢. L'énergie libre totale F associée & un systéme biphasé, similaire au systéme étudié

précédemment, est alors donnée par 'équation suivante :

F =T +TFa= / [Wg (o) + %(Vw)i(vw)j dV + Fe, (2.76)
Q
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avec k un tenseur diagonal a coefficients positifs, exprimé dans le repere du variant de macle étudié :

K= 0 K992 0 . (2-77)
0 0 k33 B,

On modifie alors I'équation (2.48) qui donne I’évolution du champ non-conservé p(X,t) associé au

variant de macle étudié. Adimensionnée, elle s’écrit :

s ~ 5F,
san - fyio - )

1+ dtFi; G 4

@(@{+ Jt) = , (2.78)
ol Kij = Kij/(fad lad)- Ce type de modele a été utilisé pour décrire la croissance anisotrope de macles
mécaniques observées dans I'aluminium (c.f.c.) (Heo et al. [2011]) et le tantale (c.c.) (Gu et al. [2013]).
Ceux-ci étudient le cas du maclage en 2 dimensions, dans le plan de cisaillement (plan de normale P (1)> .
DansI'équation (2.76), ils choisissent des coefficients du tenseur £ tels que K11 >> K22. Ce choix permet
de considérer une énergie d'interface anisotrope : elle est plus importante dans la direction de cisaille-
ment le) que dans la direction normale au plan de maclage K gl). En effet, I'équation (2.19) montre que
si I'on considére un coeflicient de gradient o anisotrope, I'énergie d’interface se retrouve anisotrope.
Les valeurs d’énergie d’interface considérées dans les deux modeles cités se base sur des simulations

atomistiques et sont de I'ordre de 1J/m? dans la direction ﬂgl) (71) et de I'ordre de 0,1 J/m? dans

la direction Kgl) (72). Ce choix donne un ratio k11 /K22 de l'ordre de 100 (y ~ y/k) pour Gu et al.
[2013] (y1/72 = 10), et de l'ordre de 1600 dans le cas de Heo et al. [2011] (1 /2 ~ 40). Dans les deux
cas, les résultats obtenus montrent évidemment des morphologies qui se rapprochent fortement de la
morphologie des macles observées expérimentalement. Puisque cette approche est tres utilisée dans la
littérature, nous avons décidé de la mettre en ceuvre pour le maclage {332} (113) . Cela nous permet-

tra en particulier d’illustrer les limites d'une telle approche.

On retrouve dans le tableau 2.4 les parametres en entrée de la simulation. Ceux-ci sont choisis de
maniére similaire a ceux de Heo et al. [2011]. Les valeurs - et 75 correspondent respectivement aux
valeurs d’énergie d'interface calculées dans les directions le) et K gl), relatives au variant (332) [113],
alaide de I'équation (2.19). Les données élastiques sont identiques a celles du tableau 2.3.

Laboite de simulation 2D correspond au plan de normale P 1) = [110]. Contrairement aux cas 3D
précédents, ici les directions le) et K gl) sont tournés de 45° par rapport a l'axe P M) (voir figure 2.22a).
Vingt germes de macle circulaires de rayon R = 5 nm sont placés de maniére aléatoire au sein de la ma-
trice. On considére des déformations appliquées en cisaillement d’amplitude ,,, = 5%. La figure 2.22
montre 'évolution du champ ¢(X,t) de sa configuration initiale & sa configuration d’équilibre finale, o
I'on obtient une fraction volumique de macle de l'ordre de 28% (résultat en accord avec la figure 2.20).
Du point de vue de la morphologie de la microstructure obtenue, on se rapproche fortement de ce
qui est observé expérimentalement : des macles mécaniques sous forme de lamelles, allongées dans la
direction ﬂgl) et peu épaisses dans la direction K gl). Cependant, les figures 2.22b et 2.22¢ montre un

comportement trés anisotrope de I'interface, qui pousse le champ a croitre dans la direction souhaitée.

68



CHAPITRE 2. MODELE CHAMP DE PHASE DE CROISSANCE DE MACLES — CADRE GEOM. LINEAIRE

Taille de la boite de simulation (en nm) 1024 x 102,4
Pas de grille d (en nm) 0,2

Pas de temps adimensionné dt 1x1072
Pré-facteur double-puits W (en J /m?) 1 x 109
Pré-facteur gradient x11 (en J/m) 7,2 % 10~8
Pré-facteur gradient koo (en J/m) 5,6 x 1011
~v1 (en J/ m2) 2

5 (en J/m2) 56 x 1073

TaBLEAU 2.4 — Parameétres numériques relatifs a la simulation présentée dans la Section 2.4.2.

(1)

En effet, on peut voir un étalement important de I'interface dans la direction 77; * en comparaison a ce

que l'on voit dans la direction K gl). La figure 2.23 montre le tracé des profils du champ ¢ (X,t) le long

de ﬂgl) (enrose) et K 51) (en vert), correspondant aux tracés de la méme couleur sur la carte du champ
de la figure 2.23.

On voit alors que 'on a bien 6 nceuds sur l'interface le long de la direction K gl) (en rose). Cependant,
on observe une interface mal définie dans la direction g(l) (en vert), avec plus de 150 noeuds a 'inté-
rieur. Cela est facilement prévisible en observant les valeurs données sur les coefficients du gradient
qui, comme vu dans la Section 2.1.1, influent directement sur le nombre de nceuds présents dans l'inter-
face. On note que les valeurs de I'énergie d’interface entrées dans la simulation (tableau 2.4) sont toutes
les deux inférieures a la valeur seuil d’énergie d’'interface de 4 J/ m? déterminée dans la Section 2.3.3,
permettant de considérer une interface se rapprochant fortement d’un profil en tangente hyperbolique.
Toutefois, 'étalement de I'interface dans la direction de la pointe est trés problématique pour la simu-
lation du maclage. En effet, pour que la simulation champ de phase décrive I'avancée d’une interface,
il est nécessaire que I'épaisseur des interfaces soit plus petite que toutes les longueurs caractéristiques
de la microstructure. En particulier, 'épaisseur des interfaces doit rester plus petite que le rayon de
courbure de la pointe. Dans le cas présent, tout comme dans Heo et al. [2011] et Gu et al. [2013], cette
condition n’est absolument pas remplie.

Dans les situations pour lesquelles I'anisotropie de I'énergie d’interface est importante, il apparait donc
nécessaire d’utiliser une approche différente. On s’intéresse dans le paragraphe suivant au développe-
ment d'un modele capable de prendre en compte une énergie d’interface anisotrope tout en gardant

une largeur d'interface constante.

2.4.3 Cas del'énergie d'interface anisotrope et largeur d’interface constante

Dans la section précédente, on a mis en place un modele permettant de générer une croissance ani-

(1)

sotrope du variant de macle (332) [113], favorisant un allongement dans la direction 7 . Cependant,
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FIGURE 2.22 - Evolution du champ ¢ (X,t) quand I'énergie d’interface est rendue anisotrope a I'aide des facteurs
de gradient anisotropes k11 >> k22. Conditions aux limites en cisaillement appliqué avec y*?P = 5%. At = 35,

la fraction volumique de macle n’évolue plus et atteint une valeur de 28%.

cela n’a été possible qu'au détriment du comportement de I'interface : on comptait pres de 150 noeuds
dans l'interface dans la direction souhaitée. Dans cette section, on développe un modele capable de
rendre compte d’'une énergie d'interface anisotrope tout en gardant une morphologie d’interface iso-
trope (c.-a-d. a largeur constante).

Pour cela, on s’intéresse a I'expression de la densité d’énergie f;,,; formulée dans I'équation (2.20). Cette
expression avait pour parameétre 'énergie d’interface «y et la largeur de l'interface 24. Le découplage
énergie d'interface/largeur d'interface permet alors de considérer une énergie d'interface anisotrope

en conservant une largeur d’interface constante (Torabi et al. [2009]). En effet, on peut écrire :

fint =12 ’Y((Sn)g (o) + %57(@) IVel?, 2.79)
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(a) Comparaison des profils de ¢ le long de ﬂgl) (px) et (b) Carte du champ ¢ 4 ¢ = 2. Les profils
K§1) (py)a t=2. de ¢ le long des lignes magenta et verte sont

tracés sur la figure 2.23a.

FiGure 2.23 - Champ ¢ quand I'énergie d’interface est rendue anisotrope a l'aide des facteurs de gradient ani-
sotropes K11 3> Ka2. (@) Comparaison des profils le long de n, et Ky a t=2 (200 dt). (b) Carte du champ ¢ a
t=2.

avec n = gﬂ le vecteur unitaire normal a I'interface macle-matrice.

Cette formulftion implique que 'on modélise la valeur de 'énergie d’'interface en fonction de la direc-
tion n. Dans le cas étudié, le plus simple est de considérer une fonction y(n) associée au rayon d’'un
ellipsoide de demi-axes respectifs I'y, I'y et I'3 dans les directions ﬂgl), K gl) et B(l) (voir figure 2.24).

La fonction (1) prend alors la forme suivante :

() = \/73(m) +23(n) + 3 (@), 280

ou
vi(n) =T (@-g(i)), avec ¢ =1,2,3. (2.81)

Les vecteurs u(?) correspondent aux vecteurs directeurs unitaires dans les directions ou les valeurs

d’énergie d'interface I'; sont spécifiées. Dans le cas étudié, on a g(l) = 77&1) , g@) =K gl) et g(3) = B(l).

. 7 . . :T sz N e 2 Iz . 3.
11 est maintenant nécessaire de recalculer la force motrice 6”” liée a la densité d’énergie d'inter-
P
Vo T e
face. En rappelant que n = Vol la force motrice liée a F;y,¢ s'écrit maintenant :
¥

6?int _ afznt B i afint
S Op Oz [a(vtﬂ)i]’ 282
avec af 12
int 14 /
9o o y(n) g'(¢), (2.83)
. of P v 12 3
int 2 2
= = +25|V . 2.84
(Vo) ~ Ve, {”<|W|> [5 ale)+701ve ]} 289
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FIGURE 2.24 — Représentation schématique de la fonction énergie d'interface y(n) choisie. I'1, T's et I's sont les
valeurs d’énergie d’interface spécifiées selon 3 directions différentes de vecteurs directeurs respectifs u(!), u(2)

etu®,

Le développement de 'équation (2.84) donne :

Ofint  0(n) 12 3 ) 3
aVe);, (V) {5 9(p) + 101Vl } +507(m) (Ve);, (2.85)

avec
o(Ve); Vel 1(n) ;Fﬂ' (ﬂ W) [“ ’VSDI—(V@)Z»(@ ul )} . (286)

Le travail réalisé dans la Section 2.2.1 montre que la présence d’'un terme linéaire en A¢p dans la
0
lution du champ de phase. En effet, le terme en laplacien permet de considérer une partie linéaire en

force motrice

est tres utile pour proposer un schéma semi-implicite afin d'intégrer la loi d’évo-

7] (g) lorsque 'on passe dans 'espace de Fourier, et permet I'écriture d'un schéma semi-implicite. Dans

ce but, on exprime I'énergie d'interface y(n) de la facon suivante :

y(n) =" —5(n), (2.87)

ol ™% est la valeur maximale de y(n) et ¥(n) 'écart de y(n) a sa valeur maximale. Dés lors, le second

terme de I'équation (2.82) devient :

O [ Ofme 1| 0 (1.3 mas
dx; [3(V¢)i] O [Ai] + 509 Ay, (2.88)
avec a ( ) . 3 3
0y 12 3 J 3.
T (V) [ 5 9P+ 701Vel } 5 97() (Vo). (2.89)

De la méme facon que dans la Section 2.2.1, la loi d’évolution est ainsi résolue a l'aide d'un schéma

semi-implicite dans l'espace de Fourier. Ici, on obtient :

R 12 5F, 4
¢(g;t) — Ldt [73"{5 v(n) g’ () + &pl } —iq; ‘T?{Aj}}
Plast+di) = 3 , (2.90)
1+ > L dt 6 ymazg?

avec sommation sur les indices j.
Contrairement a I'équation (2.48) donnant I'évolution de ¢ dans le cas ou I'énergie d’interface v est

isotrope, on voit qu'un terme supplémentaire est présent au numérateur (terme iq; T {4;}). Comme
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on peut le voir dans I'équation (2.89), ce terme est fonction de 1’écart 7(n) d’énergie d’interface a sa
valeur maximale. Il est alors nul dans le cas ou 'on considére une énergie d’interface isotrope, et prend
de I'ampleur au fur et a mesure que le ratio d’anisotropie d’énergie d'interface s’accentue. Du fait que
ce terme est au numérateur (c.-a-d. traité explicitement), il peut engendrer une déstabilisation, voire
la divergence, du schéma numeérique dans le cas d'une forte anisotropie d’énergie d’interface. La dé-
composition (2.87) permet d’ajouter du poids au dénominateur, en particulier sur les courtes longueur
d’'onde, a l'aide du terme traité implicitement. Nous avons observé que cette approche permet de sta-

biliser le schéma numérique pour des pas de temps plus important.

Pour rappel, les résultats de la Section 2.4 ont montré que la croissance du variant (332) [113] est
anisotrope dans la mesure ou I'on obtient finalement une morphologie allongée dans la direction PO,
On s’intéressera ici a la prise en compte d’'une énergie d’interface anisotrope dans le plan de normale
PM | afin de favoriser I'obtention d’une plaquette allongée dans la direction ﬂgl). Un autre résultat
important était la prise en compte d’'une valeur d’énergie d'interface de 'ordre de 4 J/m? nécessaire
a 'obtention d’une interface controlée (dans le cas d'une discrétisation spatiale Az = 1nm). En se
basant sur ces résultats, quatre simulations 2D dans le plan de normale P sont considérées avec
des ratios d’énergie d'interface r, = I'1 /Iy égaux a 1 (énergie d'interface isotrope), 10, 15 et 20. Afin
d’assurer un profil en tangente hyperbolique du champ de phase au travers de I'interface, la valeur mi-
nimale d’énergie d’interface I'y est prise égale 2 4 J/m?. Les conditions aux limites sont considérées en
déformations appliquées avec un cisaillement donné par v*PP = 7%. L'ensemble des données relatives
a l'élasticité sont identiques aux cas précédents (voir tableau 2.3). Aussi, afin d’accélérer la croissance
du germe initial, on choisit des morphologies initiales adaptées au ratios d’énergie d’interface. En effet,
en considérant des germes initiaux circulaires, la croissance n’a lieu quapres un temps lié a la modi-
fication de la morphologie du germe initial (voir figure 2.16). Les parameétres numériques relatifs aux
quatres simulations sont résumés dans le tableau 2.5. Les vecteurs u(!) et u(?) de I'équation (2.81) sont

. . Lo ~(1)
respectivement pris égaux aux vecteurs unitaires le) et K .

Taille de la boite de simulation (en nm) 256 x 256
Pas de grille d (en nm) 1
Largeur d’interface adimensionnée 26 6
Energie d’interface I'y (en J/ m?) 4,40, 60 ou 80
Energie d'interface I's (en J /m?) 4

TaBLEAU 2.5 — Parameétres numériques généraux relatifs aux quatre simulations présentées dans la Section 2.4.3.

Adimensionnement du probleme

Le modele développé dans cette section présente une formulation différente de celui rencontré

dans les sections précédentes. En effet, la densité d’énergie f;,; n’est plus formulée a 'aide d’'un terme
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de gradient anisotrope, mais inclut explicitement une dépendance avec la direction du gradient local
du champ. Les grandeurs caractéristiques utilisées pour 'adimensionnement dans le tableau 2.1 sont

alors modifiées. Les nouvelles valeurs prises en compte sont spécifiées dans le tableau 2.6.

Densité d’énergie caractéristique f,q (en J/m?) max {I;} /&
Longueur caractéristique /4 (en m) d
1

Temps caractéristique ¢,4 (en s)
L fad

TaBLEAU 2.6 — Grandeurs caractéristiques utilisées pour I'adimensionnement.

La valeur de la densité d’énergie libre caractéristique f,q est a présent égale a max {I';} /4, ou le
numérateur est égal au rayon maximal de lellipsoide y(n) considéré (voir figure 2.24). Cela implique
une variation de I'échelle de temps caractéristique ¢,q en fonction de max {I';}, échelle permettant
d’adimensionner le pas de temps dt (voir équations (2.54)). Nous avons ainsi observé que la stabilité du

schéma d’intégration temporel dépendait fortement du ration d’anisotropie 7.

Le tableau 2.7 regroupe les différents parametres des quatre simulations étudiées dans cette section,
avec la valeur de pas de temps que nous avons choisie. Les dimensions des germes initiaux sont données

dans le format ﬂgl) X K&l).

Simu. 1 Simu. 2 Simu. 3 Simu. 4
Ratio r, 1 10 15 20
Germe initial (nm) 12 x 12 60 x 6 90 x 6 120 x 6
Pas de temps adim. dt 8 x 102 1x 102 5x 1073 5x 1073

TaBLEAU 2.7 — Parametres spécifiques aux quatre simulations présentées dans la Section 2.4.3.

Résultats obtenus

L'évolution du champ ¢ associé au variant de macle (332) [113] est montrée sur la figure 2.25. La
simulation 1 montre I'évolution d'un germe circulaire dans le cas d'une énergie d'interface isotrope

(I'y = T'9). On voit que le résultat obtenu est en bon accord avec les résultats de la Section 2.4.1 : on
obtient en fin de simulation une morphologie carrée, avec des interfaces normales aux directions Qg )
et K g ) Dans le cas des simulations 2 et 3, on voit qu'une énergie d'interface I'; 10 a 15 fois supérieure

a I's provoquent I'obtention de plaquettes qui croissent dans la direction de cisaillement Q(ll). Laug-

(1)

mentation du ratio r, permet I'obtention d'une macle plus “pointue” dans la direction 777 . Or, plus la
macle croit, plus l'effet de I'énergie élastique se fait sentir avec 'apparition d’'une interface normale a

(1)

77~ qui apparait et vient contrecarrer l'effet de I'énergie d'interface dans cette direction (visible sur les

74



CHAPITRE 2. MODELE CHAMP DE PHASE DE CROISSANCE DE MACLES — CADRE GEOM. LINEAIRE

figures 2.25i a 2.251). Pour les derniers temps de simulation présentés dans la figure 2.25, la forme de la
pointe peut également étre impactée par l'interaction de la macle avec ses images périodiques.

Les résultats de la simulation 4 montrent une morphologie plus allongée que dans les simulations 2
et 3, avec une apparition plus tardive de l'interface normale a ﬂ(ll). Cependant, on note que I'apparition
de cette interface déstabilise le champ  en pointe de macle, comme on peut le voir sur la figure 2.25L
En s’intéressant a 'apparition de ces oscillations a 'interface (qui ne provoquent pas la divergence du
schéma numérique temporel), on remarque que ce phénomene est da au calcul numérique de la nor-
male. En effet, le calcul du champ des normales n nécessite le calcul du rapport entre V¢ et sa norme
|V |, qui provoque I'apparition de valeurs indésirables en dehors de I'interface (ot Vp, qui est en prin-
cipe nul, est de l'ordre de 10~® numériquement). Lamplitude de ces valeurs se retrouve multipliée par
la plus haute valeur d’énergie d'interface, en pointe de macle, et ceci conduit a une contribution non
négligeable au terme moteur A; (voir équation (2.89)). Dés lors, on voit apparaitre des oscillations du
champ ¢ en pointe de macle dans les cas ot le ratio d’énergie d’interface r, devient supérieur a 15. 11
s’agit 1a d’'une des limites du modele, liée au calcul numérique du champ des normales n.

Une deuxieme limite est la stabilité du schéma temporel semi-implicite qui se dégrade a mesure
que l'on augmente le ratio d’énergie d’'interface r,. Si le traitement implicite d'une partie de la force
motrice (voir Section 2.4.3) a permis d’améliorer sensiblement la stabilité du schéma initial, un travail

reste a faire pour améliorer encore le schéma d’intégration pour les valeurs de 7, élevées.

En résumé, ces résultats ont montré qu'il est possible de considérer une énergie d’interface aniso-
trope tout en considérant une largeur d’interface constante, dans la mesure ou le ratio d’énergie d’'in-
terface reste inférieur a 15. De plus, nous avons évalué I'importance du role de I'énergie élastique sur
la morphologie de la macle. En effet, quand I'énergie d’interface est isotrope (simulation 1), des facettes
perpendiculaires a ﬁgl) et K 51) sont observées. Il en est de méme quand I'énergie d’interface est ani-
sotrope (4 la fin des simulations 2, 3 et 4, figures 2.25i a 2.25I). Cela indique que le role de I'anisotropie
de I'énergie élastique est prépondérant dans les différentes simulations lancées. La section suivante est
alors dédiée a I'étude du role de I'anisotropie de I'énergie élastique dans 'obtention d'une morphologie

lamellaire des macles {332} (113).

2.4.4 Role de I'anisotropie de I'énergie élastique

Les effets de I'énergie élastique sur la croissance d’'un variant de macle (332) [113] ont été présen-
tés dans les sections précédentes. Dans le cas ou I'énergie d’interface est isotrope (Sections 2.3 et 2.4.1),
ses effets sont notamment l'apparition de facettes de normales le) et K gl), ainsi qu'une croissance
favorisée dans la direction P(!). On obtient ainsi, 2 partir d'un germe de macle initial sphérique, une
croissance en aiguille a section carrée que I'on soit en déformations ou en contraintes appliquées (voir
figures 2.17 et 2.21). Dans cette section, on s'intéresse a l'influence de 'énergie élastique sur la morpho-

logie de la macle.

La démarche que nous allons suivre est similaire a celle développée par Cottura et al. [2014] ou

Lebbad [2018] pour 'analyse des structures de Windmanstitten.
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rq =1 re = 10 rq = 15 rq = 20
@t =0. ®) 12 = 0. ©1t3 = 0. dts=0.
@1 = 28,5. (H) t2 = 68,5. @ ts = 72. (h) t1 = 68,6.
()% = 142,5. () ta = 171. (K) T3 = 164,5. ) ¢4 = 151.
(m) t; = 285. (n) t2 = 685. (0) t3 = 1028. (p) ta = 1371

FiGurE 2.25 — Evolution du champ ¢ en fonction du ratio d’anisotropie de I'énergie d'interface r, = I'; /T2
avec largeur d’interface constante. Le ratio 7, associé a chaque simulation (colonne) est spécifié au dessus de la
figure. Les indices 7 associés aux temps t; correspondent aux 4 simulations décrites dans le tableau 2.7 (temps

caractéristiques t,4 différents). Les lignes correspondent a des temps de simulation différents.

Dans cette approche, I'anisotropie élastique est évaluée en utilisant une configuration simplifiée
composée d’'une macle de forme lamellaire dont on fait varier l'orientation. Ainsi, on s’intéresse a I'éner-
gie élastique d’un systéme biphasé composé d'une lamelle de normale n au sein d'une matrice de méme
composition.

Les constantes élastiques sont ici considérées homogenes et isotropes. Le tenseur de déformation libre
caractéristique du variant de macle (332) [113], défini dans I'équation (2.36), est associé a la lamelle.

Il s’agit alors du seul élément pouvant induire une anisotropie dans I'énergie élastique. L'équilibre mé-

76



CHAPITRE 2. MODELE CHAMP DE PHASE DE CROISSANCE DE MACLES — CADRE GEOM. LINEAIRE

(a) Coupe perpendiculaire a P de F, (n). (b) Coupe perpendiculaire & K&l) de Fei (n).

FIGURE 2.26 — Représentation polaire de I'énergie élastique Fo;(n) d’'une macle de morphologie lamellaire, de

normale n. (a) Tracé de F;(n) dans le plan de normale P (b) Tracé de T, (n) dans le plan de normale Kgl).

canique est ensuite résolu en considérant des conditions aux limites en contraintes appliquées nulles
(c.-a-d. (o) = 0). Dans le cas considéré, les tenseurs de déformations et de contraintes sont homogeénes
par phase (macle ou matrice), et il est possible de calculer analytiquement I'énergie élastique dans le
systeme (Khachaturyan [1983)]).

On se place de nouveau dans la base B liée au variant de macle (332) [113]. Le calcul de I'énergie
élastique est réalisé pour différentes orientations n de I'espace. La valeur de I'énergie élastique JF; en
fonction de la normale n est représentée sur la figure 2.26 dans les deux plans d’intérét étudiés dans
ce chapitre : le plan de normale PW etle plan de normale K gl) (Iénergie élastique représentée dans

le plan de normale le) est identique a ce dernier). On voit que la formation d'une interface perpen-

diculaire 2 P11 cotterait une énergie élastique importante, tandis que des interfaces normales a ﬂgl)
et gl) cottent, elles, peu d’énergie. Aussi, on observe que 'énergie élastique est minimale pour deux
directions (et leurs opposées) : n = ﬂgl) etn = K gl). De plus, on note que ces valeurs minimales
sont nulles dans le cas de contraintes appliquées nulles, ce qui veut dire que les lamelles ainsi orientées
accommodent entierement les déformations dans le systéme : les plans de normales ﬂgl) et K §1) sont
donc des plans d’habitat du variant de macle (332) [113] (interfaces macle-matrice cohérentes), et une
microstructure ne contenant que des plans d’'une seule de ces familles relaxe totalement son énergie

élastique.

En se basant sur ces observations, nous comprenons pourquoi il est possible d’obtenir une morpho-
logie de macle lamellaire dans une simulation 2D caractérisée par une invariance des champs le long
de P, Les directions ﬁgl) et K gl) sont toutes les deux favorables a la croissance d'une macle puisque
chacune permet de générer une interface, perpendiculaire au plan P e long de laquelle 1'énergie
élastique est totalement relaxée. La coexistence de ces deux solutions quand I'élasticité est traitée en
géométrie linéaire est rendue possible pour une raison simple. En géométrie linéaire, les éléments cris-

(1)

tallographiques qui définissent le systeme de maclage, c’'est-a-dire la direction de cisaillement 7y et

(1)

la normale au plan de maclage K|, interviennent de maniere symétrique puisque le tenseur de dé-
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formation propre £", produit tensoriel symétrisé de ﬂgl) et K (11), est le seul ingrédient pour lequel la

cristallographie du maclage entre dans la formulation de I'énergie élastique. Conjugué au fait que le
tenseur des constantes élastiques ici utilisé est isotrope, cette propriété de symétrie entre Q](L ) et K g )
génére une équivalence entre les deux structures lamellaires décrites ci-dessus.

(1)

Considérons maintenant une configuration initiale qui permet de briser la symétrie entre 7; * et
K gl) : on place un germe initial ellipsoidal dans une section de normale P ), allongé le long de le)
(voir figure 2.27a). En d’autres termes, on considére le méme modeéle que celui utilisé dans la Sec-
tion 2.4.1, avec un germe de macle (332) [113] initial pré-orienté dans la direction le). Des conditions
aux limites en déformations appliquées de cisaillement, avec y**P = 4%, sont imposées. Les parameétres
d’entrée de la simulation sont présentés dans le tableau 2.8. Les données élastiques sont identiques a

celles du tableau 2.3, et I'énergie d'interface est isotrope.

Taille de la boite de simulation (en nm) 512 x 512
Pas de grille d (en nm) 1

Pas de temps adimensionné dt 8 x 1072
Largeur d’'interface adimensionnée 25 6
Pré-facteur double-puits W (en J /m?) 1,6 x 1010
Pré-facteur gradient v (en J/m) 1,8 x 1078
Energie d'interface + (en J /m?) 4

TaBLEAU 2.8 — Parametres généraux introduits des simulations présentées dans la Section 2.4.4.

Le germe initial présente un rapport d’'aspect égal a 10. La figure 2.27 montre I'’évolution du champ
de phase (X, t) associé au variant de macle (332) [113] . On voit alors que I'on obtient une croissance
anisotrope avec une interface controlée qui garde la méme épaisseur au cours de 'évolution. On note
également que la valeur du cisaillement appliqué v*PP nécessaire a la croissance du variant de macle est
inférieure aux valeurs choisies dans le cas d’'un germe initial sphérique (3D) ou dans le cas ol I'énergie
d’interface est anisotrope (y*PP de I'ordre de 7%).

Ce résultat montre donc qu'en considérant un modele avec énergie d’interface isotrope et un germe

(1)

de macle initial allongé dans la direction 7; ’, on peut obtenir la croissance d’un variant de macle

(1)

sous la forme d'une lamelle allongée dans la direction de maclage 7); . Cependant, en se basant sur

la symétrie induite par la théorie géométriquement linéaire et les résultats de la figure 2.26, on peut
(1) (1)

imaginer qu'une croissance le long de la direction K'; *, perpendiculairement a 7); *, est également

possible. On apercoit les prémices de cela sur la figure 2.27b, ot la terminaison d’une lamelle adopte

(1)

une forme plate perpendiculaire a 7);
La simulation précédente est alors relancée avec un germe de macle initial allongé maintenant le

(1)

long de la direction /) . La figure 2.28 montre I'évolution de la microstructure obtenue. Cette fois, on
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@@t =0. (b) t = 360. (©) t = 1800.

FiGure 2.27 - Evolution du champ ¢ quand I'énergie d'interface est isotrope avec y = 4 J/m? et un cisaillement
appliqué PP = 4%. Ici, le germe initialement allongé le long de la direction de maclage 7 | présente des faces

principales paralléles au plan de maclage.

@t=0. (b) £ = 360. © T = 1800.

FiGure 2.28 — Evolution du champ ¢ quand I'énergie d'interface est isotrope avec v = 4 J/m? et un cisaillement
appliqué v*PP = 4%. Icj, le germe initialement allongé le long de la direction normale au plan de maclage K,

présente des faces principales perpendiculaires a la direction de cisaillement i .

note une croissance miroir de la précédente, favorisant la présence d’'une interface normale a la direc-
tion le). Ce résultat prouve bien que l'anisotropie de I'énergie élastique joue un role important dans la
croissance d’'un variant de macle (332) [113] : la direction de croissance observée est directement liée
ala présence de l'interface macle-matrice permettant de relaxer totalement I'énergie élastique. Cepen-
dant, la croissance favorisant la présence de I'interface normale a la direction le) n’est pas observée ex-
périmentalement. Le présent modeéle, basé seulement sur 'anisotropie de I'énergie élastique et formulé
dans un cadre géométriquement linéaire, ne rend donc pas totalement compte des microstructures de

macle observées expérimentalement.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les fondamentaux du formalisme champ de phase avec interface diffuse ont tout
d’abord été définis et détaillés dans le cas de I'étude de 'évolution d'un champ non-conservé. Dans sa

formulation la plus simple (potentiel double-puits quadratique), le modele géneére des interfaces loca-
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lisées dont le profil est en tangente hyperbolique. En I'absence de forces motrices d’'origine élastique,
nous avons vu 'importance de discrétiser I'interface sur au moins 6 nceuds pour éviter le phénomeéne

de frottement sur réseau.

Par la suite, on associe ce champ de phase a la présence d’un variant de macle (332) [113] au sein
d’'une matrice représentative du matériau 3-titane étudié. On s’est intéressé a I'impact de I'énergie élas-
tique sur la morphologie de l'interface séparant le variant de macle (332) [113] de la matrice. Leffet de
I'ajout de I'énergie élastique dans le modele provoque 1'étalement de l'interface dans la direction ot
I'énergie élastique est la plus forte. Le profil de I'interface s’éloigne alors du profil en tangente hyper-
bolique attendu, et la microstructure ne peut plus étre bien définie. Dans la Section 2.3, on a montré
qu’il était important de considérer une énergie d'interface suffisamment élevée pour atténuer leffet de
I'énergie élastique sur I'interface. Cela a finalement permis de retrouver un profil d’interface macle-
matrice proche d'une tangente hyperbolique et une résolution bien définie (avec au moins 6 nceuds

dans l'interface).

Une fois le modele correctement paramétré, on s’apercoit qu'un germe de de macle (332) [113],
initialement sphérique, croit dans la matrice sous l'effet d'une contrainte/déformation extérieure. Dans
le cas de déformations appliquées, on montre quil est possible de prédire la valeur de fraction volu-
mique finalement atteinte. La morphologie de la macle finalement obtenue est sous forme d’aiguille a
section carrée. Cette morphologie ne correspondant pas aux observations expérimentales, on s'inté-
resse 4 la considération d’une possible énergie d’interface anisotrope, souvent introduite dans la litté-
rature (Clayton et Knap [2011a], Heo et al. [2011], Liu et al. [2018b] ou encore Gu et al. [2013]) pour
expliquer les morphologies anisotropes observées expérimentalement. On montre que la maniere clas-
sique, basée sur I'anisotropie du terme de gradient, induit une interface qui s’élargit (exagérément) dans

la direction souhaitée (Section 2.5).

En vue d’améliorer ce type de modele en suivant la démarche proposée dans Torabi et al. [2009], on
développe un modéle capable de rendre compte d'une énergie d’interface anisotrope tout en gardant
une interface localisée et avec une largeur constante quelque soit sa direction. Cependant, la mise en
ceuvre numérique de ce modele est délicate lorsque les ratios d’anisotropie de I'énergie d’interface sont
importants. Dans les schémas d’intégration spectraux semi-implicite que nous avons utilisés, la stabi-
lité du schéma décroit fortement quand on augmente l'anisotropie de I'énergie d'interface. Aussi, nous

avons discuté de la difficulté a estimer localement et avec suffisamment de précision la normale aux
Vo
IVell

surfaces ¢ = cste en dehors de I'interface, puisque cette normale n, définie par n = , nécessite le

calcul d'un rapport numériquement délicat.

Finalement, en repartant du modele initial avec énergie d'interface isotrope, on montre que I'éner-
gie élastique est suffisante pour provoquer la croissance anisotrope d'un germe de macle initialement
non sphérique. Cependant, ce modele présente un défaut puisque 'anisotropie de I'énergie élastique
induite par la présence du tenseur de déformation libre posséde deux minima globaux : I'un favorisant

la présence d’interfaces paralleles au plan de maclage et 'autre la présence d'interfaces normales a la
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direction de cisaillement. Ainsi, un germe initial allongé, paralléle au plan de maclage, croit dans la
direction de cisaillement pour former une microstructure lamellaire semblable aux observations ex-
périmentales. Mais un germe initial allongé dans la direction normale au plan de maclage croit dans
cette méme direction. Au final, cela crée une microstructure non représentative de ce qui est réellement
observé.

Deux options permettant de voir se développer les variants de macle corrects du point de vue cris-
tallographique peuvent alors étre envisagées. La premiére consiste en la prise en compte d’'une énergie
d’interface anisotrope, comme analysé précédemment dans les Sections 2.4.2 et 2.4.3. Cette approche
permettrait évidemment de briser facilement la symétrie entre les interfaces perpendiculaires respec-
tivement aux directions ﬂgl) et K gl). Nous pensons que cette démarche aurait un caractere assez artifi-
ciel, d’autant plus que le modele utilisé jusqu’ici souffre d'une approximation importante : I'élasticité est
formulée en petite déformation, bien que les microstructures que l'on souhaite étudier sont associées
a des tenseurs de déformation propres importants.

Ceci nous ameéne a la seconde option que I'on souhaite étudier et qui consiste a considérer une énergie
élastique linéaire formulée en grande déformation, c’est a dire dans le cadre géométriquement non-
linéaire. L'importance d'une formulation en grande déformation pour étudier les microstructures as-
sociées aux transformations displacives a été montrée, en particulier pour les transformations marten-
sitiques, dans les travaux de Salman [2009] et Salman et al. [2019]. On s’intéresse donc, dans la suite
de ces travaux, au méme probleme physique mais en considérant cette fois un cadre géométriquement

non-linéaire.

La considération de I'élasticité dans un cadre géométriquement non-linéaire nécessite la mise en
place d’un algorithme permettant de résoudre I'équilibre mécanique dans ce cadre 1a. Le chapitre sui-
vant est dédié a la présentation du cadre géométriquement non-linéaire étudié ainsi qu'au développe-
ment et a'implémentation d’'un solveur mécanique basé sur une méthode spectrale associé au probleme
non-linéaire. Des cas-tests sont également présentés avant de s'intéresser au probléme du maclage mé-

canique {332} (113) dans le cadre géométriquement non-linéaire (Chapitre 4).
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CHAPITRE 3. SOLVEUR MECANIQUE PAR METHODE SPECTRALE DANS LE CADRE GEOM. NON-LINEAIRE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution de 1'équilibre mécanique qui sera utilisé dans le mo-
déle champ de phase du maclage {332} (113) en grandes déformations (Chapitre 4). Dans un premier
temps, on introduit le formalisme ainsi que les hypothéses utilisées pour la mise en place de I'algorithme
(Section 3.1). L'algorithme proprement dit est présenté dans la Section 3.2, ainsi que des applications &

des cas-tests (Section 3.3) pour différentes conditions aux limites.

3.1 Modéele élastique en grande déformation

Sans perte de généralité concernant I'écriture du solveur numérique grande déformation présenté
plus loin, nous considérons un matériau hyperélastique : I'énergie élastique (libre) est donnée par un
potentiel qui dépend de I'état de déformation local. Il existe donc une configuration de référence pri-
vilégiée a partir de laquelle on peut représenter un état de déformation quelconque. Nous continuons
donc a travailler avec des grandeurs lagrangiennes : z(X) représente, dans la déformation courante, la
position d'un point matériel de position X dans la configuration de référence. Le champ de déplacement

u(X) est comme d’habitude défini par :
z(X) = X + u(X). (3.1)

L'énergie élastique ne pouvant dépendre que des variations spatiales de , nous introduisons le tenseur

gradient de transformation F'(X) :

dz(X)
F(X) === 3.2
que l'on peut donc écrire sous la forme :
o ou(X)
FX) =1+ ox (3.3)

Dans le probléme qui nous intéresse ici, 'état de déformation local résulte d'un mécanisme de maclage,
auquel est associé un gradient de transformation F', et d'une déformation élastique résiduelle. Nous

choisissons de décrire cette situation en utilisant la décomposition multiplicative usuelle :
F=F°-F*, 3.4)

ou le gradient de transformation F'° représente la déformation élastique. L'énergie élastique résiduelle
ne dépendra donc que de la composante F'°. Enfin, puisque le modele doit étre invariant par rotation,
cette énergie élastique ne doit dépendre de F'° que par l'intermédiaire du tenseur de Cauchy-Green
élastique C° !, défini par :

ce=FT . Fe (3.11)

1. Cette propriété se démontre facilement :

I'invariance par rotation de la densité d’énergie élastique impose, quelque soit la rotation (), la relation suivante :

HE) = £ (@ E). (5
Cette relation est trivialement vérifiée si fi7' (E E) est de la forme suivante :

FEE) = £ (87 ) ()
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Nous utilisons ici un modeéle d’énergie élastique simplement quadratique. La densité d’énergie élastique

J é?t (ge) 2 a donc la forme suivante :

; 1
fél”t(ge) = ige : é : €°, (3.12)
ou £° est le tenseur de déformation élastique de Green-Lagrange, relié a C* par:
1
c=—(C°-1). 3.13
e =3 -] (3.13)

Le tenseur des constantes élastiques A peut, en toute généralité, dépendre de parametres d’'ordre qui
décrivent localement l'état cristallographique du matériau, comme ici les champs ¢ associés aux

différentes macles. Enfin, nous notons F ({£°}) I'énergie élastique totale :

F({e}) = /Q () av. (3.14)

Dans la suite, nous souhaiterons éventuellement controler le systéme en imposant un gradient de trans-
formation moyen (F'(X)). Il est alors utile de faire apparaitre explicitement (F'(X)) dans l'expression

des degrés de liberté z(X). Nous écrivons donc :

z(X) = (F) - X + ou(X), (3.15)
ou, de maniére équivalente :

E(X) = (E) +6E£(X), (3.162)
avec: SF(X) = Vxdu(X), (3.16b)

ou le champ de déplacement hétérogene du(X) est relié au champ de déplacement total u(X) par :
w(X) = ((F) = 1) - X + du(X). (3.17)

Le champ de déplacement u(X), ainsi que sa composante hétérogene du(X), n'intervient dans I'énergie
élastique que par ses variations spatiales. Il est donc défini a un champ vectoriel uniforme pres. Nous

utilisons cette propriété pour imposer au champ du(X) d’étre en moyenne nul :
(6u(x)) = [ su(x)av =o. 6.19)
Q

Finalement, I'état de déformation du matériau est totalement défini par le gradient de transformation
moyen (F' (X)) etle champ de déplacement hétérogene du(X), ce dernier vérifiant la contrainte donnée

par I'équation (3.18).

Réciproquement, si, pour la rotation ) qui apparait dans I'équation (3.5), nous choisissons R~ ", ot R est la rotation qui

apparait dans la décomposition polaire de F'° :

(£)=R-U, (3.7)
la relation (3.5) devient :
FHES) = firt(U) (3.8)
= [ ((ET : Ee)1/2> (3.9)
- f(EeT : E@)_ (3.10)

2. Lexposant “int” est relié au terme “interne’, pour marquer une différence avec 'enthalpie élastique citée plus loin. 11

n’est pas a relier au terme “interface”, vu dans les chapitres précédents.
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3.1.1 Equilibre mécanique

L'équilibre mécanique est atteint quand I'énergie élastique totale ?é?t ({ée}) est minimum. Lorsque
le gradient de transformation moyen (F'(X)) est imposé, cela conduit simplement aux équations sui-

vantes :
sFmt ({e°})
5(0u(X))

Le champ du(X) n'intervient que par l'intermédiaire de ses variations spatiales. Léquation précédente

=0. (3.19)

devient donc :

oP;(X)
——— = 3.20
X, ; (3.20)
ol nous avons introduit le 1¢" tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (ou tenseur de Boussinesq) :
5:}~int ({é_e(x)})
Pyj(X) = —4 = =2 (3.21a)
! d(Fij(X))
o int ( e® ( x))
-a-d. Pi(X) = e = =0 3.21b
c.-a (X) OF (X) ( )

D’un point de vue thermodynamique, le 1°" tenseur de Piola-Kirchhoff est la grandeur conjuguée du

gradient de transformation F'.

Il est également souhaitable de pouvoir laisser le systeme étudié choisir sa déformation moyenne en
lui imposant une contrainte externe. En formulation lagrangienne, 'enthalpie (libre) élastique associée
s’écrit sous la forme :

Fo = T —V PP . (F), (3.22)

ou V est le volume du matériau dans sa configuration initiale, et P*P? un tenseur de contrainte appli-
qué. L'équilibre mécanique sera donc défini, comme ci-dessus, par I'’équation (3.20) a laquelle s’ajoute

la minimisation de I'enthalpie élastique par rapport aux éléments du tenseur moyen (F') :

0F ¢

—0, (3.23)
O(F) i
ce qui donne : }
Obi” dV =V PP =0 (3.24)
o O(F)i Y '

En vertu de la définition méme de (F') (voir équation (3.16)), nous avons :

Ofe'(°(0) _ ofe (7))
O(F)s; OF;(X)

(3.25)

Nous retrouvons ici le 1°" tenseur de Piola-Kirchhoff (voir équation (3.21b)). La minimisation de I'en-

thalpie élastique par rapport a (F’) aboutit donc a:
(Pi(X)) = P™. (3.26)

En d’autres termes, en contrainte appliquée et a I'équilibre mécanique, le 1" tenseur de Piola-Kirchhoff

doit avoir une divergence nulle (équation (3.20)) et une valeur moyenne égale a la contrainte appliquée

86



CHAPITRE 3. SOLVEUR MECANIQUE PAR METHODE SPECTRALE DANS LE CADRE GEOM. NON-LINEAIRE

(équation (3.26)).

Avant de discuter d’algorithme de résolution des équations (3.20) et (3.26), nous souhaitons pré-
senter dés maintenant un point méthodologique non fondamental mais utilisé dans 'implémentation
numérique des algorithmes. Il s’agit de la maniére utilisée pour calculer P(X), 1°" tenseur de Piola-
Kirchhoft.

Dans la mesure ou 'énergie élastique ne dépend de I'état de déformation que par l'intermédiaire du
tenseur élastique de Green-Lagrange £© (voir I'équation (3.12)), il est utile de faire apparaitre le tenseur
de contrainte conjugué a £°, c’est-a-dire le 2"¢ tenseur élastique de Piola-Kirchhoff, que nous notons
e
ey 0%
i (X) = 5oL @) (327)
En utilisant les définitions données dans les équations (3.4), (3.11) et (3.13), nous pouvons montrer que

le 1°" tenseur de Piola-Kirchhoff est reli¢ au 2™ tenseur élastique 7° par :
P=F¢.g° T (3.28)

Dans la situation présente, ot la densité d’énergie élastique est quadratique en £° (voir équation (3.12)),

le tenseur élastique 77 est donné simplement par :
=A% (3.29)

Les équations (3.28) et (3.29) nous permettent de calculer le tenseur P(X) a partir de la connaissance
du tenseur de Green-Lagrange €. Ce dernier est relié au gradient de transformation moyen (F') et
au champ de déplacement hétérogene Ju(X) par les équations (3.4), (3.13) et (3.16), que, par souci de

clarté, nous reproduisons ici :

e __ 1 el e

¢ =5 (F7 -1, (3.30)
Fe=F.F 1 (3.31)
F = (F) + Vyou(X). (3.32)

Le paragraphe suivant est consacré a la présentation de I'algorithme de point fixe utilisé pour résoudre
I'équilibre mécanique, c’est-a-dire pour identifier le champ Ju(X) solution de I'équation (3.20) et, si le

systéme est controlé en contrainte, le tenseur moyen (F') solution de I'équation (3.26).

3.2 Equilibre mécanique par méthode de point fixe

Nous résolvons 'équilibre mécanique associé aux équations (3.20) et (3.26) par une méthode de

point fixe que nous présentons maintenant.

3. On différenciera le tenseur 7° du tenseur .3, 2™ tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, qui est le tenseur de
1
contrainte conjugué au tenseur de Green-Lagrange £/ = 5 (E T. F— E), ot F est le gradient de transformation total :

T

En l'absence de déformation libre F'*, § s'identifie avec ¢, le 2™ tenseur élastique de Piola-Kirchhoff.
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Soit é\o un tenseur élastique de référence. Nous introduisons le tenseur de polarisation :
£(X) = P(X) — ' : £(X). (333)

L'équation d’équilibre (3.20) devient alors :

26up(X)  97i(X)
0 k(A _ _Yl\&

ol nous avons utilisé 'équation (3.16). Nous souhaitons résoudre cette équation dans I'espace de Fou-
rier. En utilisant des conditions aux limites périodiques sur un volume de dimensions (N, d, N, d, N.d),
ou N, Ny, et N sont trois entiers fixes, nous introduisons les transformées de Fourier directe et in-

verse suivantes :
~ 1 )
fla) = v / f(X)e L, (3.35)

FX) =" F(g)eeX, (3.36)
q

ott le vecteur d’onde discret ¢ est défini de la maniére suivante * :

27r<h kol

== (= = — h.k.l 3 3.37
1= Nx’Ny’NZ>B/ avec  (hk.l) € N (3.57)

Lapplication d’une dérivée partielle d’ordre 1 sur la fonction f(X) revient a appliquer I'opération sui-
vante sur sa transformée de Fourier :

o —

<§9{]> (9) = ig; f (q) - (3.38)

Lexpression de la transformée de Fourier (3.35) et la propriété (3.38) sont appliquées a I'’équation (3.34).

On obtient alors :
Njwt ur (@) ar 4 = 735 (a) g (3.39)
On note (QO) - (g) lI'inverse du tenseur de Green, défini par :

(GO); (q) = Ajar a- (3.40)

L'équation (3.39) peut alors s’écrire :
(G%) 5 dux (0) =7 () 45 (3.41)

(GO) - (g) est inversible pour g # 0, ce qui aboutit a:

q#0:  du(q) =iGY(q) 7 (a)ay- (3.42)

4. Lespace direct est ici continu. Le spectre des vecteurs d'onde g, bien que discret en raison des conditions aux limites
périodiques, est donc infini. Dans les applications numériques, la transformée de Fourier directe sera remplacée par une série

de Fourier finie, ce qui correspond a une discrétisation de I'espace direct. Le spectre de g sera alors borné.
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Pour le mode q = 0, nous utilisons la contrainte discutée plus haut et présentée dans 'équation (3.18),
Cest-a-dire :

¢g=0: dui(q) = 0. (3.43)
On note que & (g) est fonction du tenseur 7 (g) Or, ce tenseur est lui-méme fonction de & (g) En

effet, en se basant sur les équations (3.16) et (3.33), nous avons :

g#0:  T(a) = Pya) =i My, unla)gs. (3.4

L'équation (3.42) peut étre résolue a 'aide d'une méthode itérative de la facon suivante :

o (nt1) , (1) . > (n)

&uk (g) =1 Ggi (Q) [Pij (Q) -t /\?jrs du, (Q)QS} q;- (3.45)
En utilisant 'équation (3.40), on obtient finalement :

(n)

o (n+1) o (n)
oy, (q) = duy,

(Q) +ing’ (Q) I/Bij (Q) q;- (3.46)

Le tenseur 0 F'(X), partie hétérogeéne du gradient de transformation, peut étre calculé a partir des

composantes de Fourier (?Auz (g) et d’'une transformée de Fourier inverse :
0F;(X) = 6F;(q)e'™, (3.47)
q

avec :
0Fij(q) = idui(q)q;. (3.48)

Le calcul du gradient de transformation total F'(X) = (F') + dF(X) dépend de la maniére dont

on contrdle le systeme.

Si on impose un gradient de transformation moyen, nous avons simplement :

(F) = EPP, (3.49)

~

ou le tenseur F'“PP représente la déformation que I'on souhaite appliquer.

Si, par contre, nous souhaitons controler le systeme en lui imposant un tenseur de contrainte, il
faut résoudre I'équation d’équilibre supplémentaire discutée plus haut (voir équation (3.26), que I'on

représente de nouveau ci-dessous :

(F - J et °- E*—T> = pop, (3.50)

~

Nous avons utilisé I'équation (3.4), out est présentée la décomposition multiplicative du tenseur F', et
I'équation (3.28), ou est montré le lien entre P, le 1° tenseur de Piola-Kirchhoff, et 1¢, le 2™ tenseur
de Piola-Kirchhoft.

On choisit de résoudre I'équation d’équilibre (3.50) & 'aide d'une méthode de point fixe que nous pré-
sentons maintenant. Nous utilisons tout d’abord la décomposition F'(X) = (F') + 6 F'(X) (voir équa-

tion (3.16)) pour ré-écrire I'équation (3.50) sous la forme :

(E) (B0t ) = P — (OF Tt B, (3.51)
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Nous pouvons isoler (F), dans le membre de gauche de cette équation, si le tenseur (F* ! .7¢. F*~7)
est inversible. Ce n’est pas le cas si le systéme ne présente aucune déformation élastique (c.-a-d. si
7¢(X) = 0 en tout point X) et pose des problémes numériques lorsque les déformations élastiques
sont faibles (QC(X) ~ 0 pour la plupart des points X). Ces situations sont fréquentes puisque, en
toute généralité, les microstructures (ici représentées par le tenseur de déformation libre £™*) évoluent
de maniére 2 minimiser 'énergie élastique résiduelle. Pour ces raisons, nous décidons d’écrire le 279

tenseur élastique de Piola-Kirchhoff, 7¢, sous la forme :

T° =70, - L%, (3.52)
avec
«
ro=r"+52:L (3.53)
(6]
Eea — 5 é\ R (3.54)

ou « est un parametre arbitraire positif. L'équation (3.51) peut alors s’écrire sous la forme :

(E) (X)) = P+ (F) - (L) = OF - (Y, = L)) (:55)
ou encore :
(E)-(X) = P+ (E-L,) — GF - X,), 650

ot les tenseurs T et I’ sont reliés aux tenseurs Tt et ['? précédemment définis par les expressions

suivantes :
v, =Er B (.57)
L =t " (3.58)

I suffit alors de choisir un parametre « suffisamment positif pour sassurer que le tenseur Y’ est in-
versible. Dans la suite, nous prendre o« = 0,5. L'équation (3.56) devient alors :

(F) ={B"+ (£ -L,) = (6F-T )} (T,)7" (3.59)

~Q ~ ~

que l'on peut écrire sous la forme itérative suivante :

(Bt = { o s (FO) - 1) — (GE™ X () | () (3.60)
Nous avons donc obtenu une équation de point fixe sur le tenseur moyen (F'), que nous résolvons si-
multanément avec 'équation de point fixe (3.46) sur &\Lk (Q), transformée de Fourier des déplacements
hétérogenes. La résolution du probleme en contrainte appliquée a I'aide d'un point fixe se distingue de
ce que l'on peut trouver dans la littérature (par ex. Eisenlohr et al. [2013]) de par sa facilité d'implémen-

tation et son efficacité lorsque associée a I'équation (3.46) pour résoudre I'équilibre mécanique.
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3.2.1 Choix du critere d’arrét de I'algorithme itératif

Les équations (3.46) et (3.60) sont résolues de maniére itérative. Pour cela, il est nécessaire de spé-
cifier un critere d’arrét. Quand ce critére sera atteint, la méthode de point fixe sera dite convergée.
Eisenlohr et al. [2013] et Moulinec et Suquet [1998] considérent que la convergence est atteinte lorsque
la divergence du champ P (X)) atteint une valeur suffisamment faible. Cette condition revient a s’as-
surer que I'équation (3.20) est bien respectée. Dans le cas du critere d’arrét de Eisenlohr et al. [2013],

cette condition est testée a chaque itération, et est écrite, dans I'espace de Fourier sous la forme :

Ve 2]
1P (¢ =0)]

< Eeq, (3.61)

avec IV le nombre de nceuds dans la simulation et €., une tolérance. La norme || [J ||, représente ici la

norme spectrale d’'un tenseur d’'ordre 2, c.-a-d. :
100, = \/Cnaz (@*-0)  avec O =07, (3.62)

et Cmax (Q) étant la valeur propre maximale du tenseur L.
On note qu’il n’est pas possible d’utiliser ce critére dans le cas ou I'on considére une situation ou les

contraintes imposées sont nulles (C. - —d. (P)= E (Q = 0) = O).

Kabel et al. [2014] propose d’utiliser un critére basé sur le tenseur gradient de transformation F.
Il est a noter que l'algorithme proposé par Kabel et al. [2014] est un algorithme de point fixe sur F. Ce
critere a la forme suivante :
LIECD ), = [E™], 12
IEW,

< €eq. (3.63)
q

Ce critere se base sur le calcul de la différence des champs de normes des tenseurs gradient de trans-

formation et non sur I'écart qui peut exister entre chaque composantes de ces tenseurs.

Dans le cas de l'algorithme présenté dans cette étude, on a une évaluation de u (g) a chaque ité-

ration (équation (3.46)). On choisit de considérer le critére d’arrét suivant :

S max [ (0) - & (0) | < een (3.64)
o

On note que ce critére se base sur le maximum de I'écart entre chaque composante du vecteur du (q) a

chaque itération. Il nous permet d’éviter de calculer des normes matricielles a chaque itération.
Dans le cas des contraintes imposées, il est nécessaire de considérer un critére d’arrét supplémen-

taire pour I'équation (3.60). Pour une contrainte P*?? donnée, on I'écrit de la maniére suivante :

[P () — P,
1P,

(3.65)
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oll ¢ est la tolérance sur la résolution de I'¢quation associée aux conditions aux limites, et || [J || la

norme de Frobenius d’'un tenseur d’ordre 2, c.-a-d. :

(3.66)

Si on est dans le cas de contraintes imposées nulles, on considére au dénominateur le tenseur P"¢/
défini par :
(3.67)

On choisit €,; = 107 pour le reste de cette étude (ce qui correspond 2 une tolérance au dixieme de

MPa sil'on choisit de considérer des contraintes appliquées en GPa).

Une fois la convergence atteinte (équation (3.64) vérifiée), une vérification de la qualité de I'équilibre
mécanique obtenu est réalisée a l'aide du calcul d'une norme de type Lo et L, de la divergence des
contraintes. En notant b (g) =iq - P (g), ces deux normes sont calculées dans 'espace de Fourier de

la maniere suivante :

Idiv (P) ]|,

\/Z Z [bi (9)]”, (3.68a)

%

Idiv (P) Lo = | D (D |0 (@)]] - (3.68b)

Il est facile de se convaincre que I'inégalité suivante est vérifiée :
Idiv (P)], < lldiv (P) .. (3.69)

Les calculs de ces normes appliquées a la divergence du tenseur des contraintes P est ensuite rapporté
a la moyenne du champ de tenseur des contraintes P. Dans le cas de contraintes appliquées nulles, on
considerera plutot le tenseur de contraintes Jj’ref (voir équation (3.67)). On remarque que les quantités
ainsi obtenues sont homogenes a des m ', Cette longueur caractéristique est relative a la discrétisation
de notre grille numérique. L'implémentation de I'opérateur de la divergence est adimensionné, ce qui

nous permet d’obtenir des quantités adimensionnées pour évaluer la qualité de I'équilibre mécanique.

3.2.2 Choix du milieu de référence homogéne

Les valeurs choisies pour les constantes élastiques )\?j 1, du milieu de référence affectent la conver-
gence et la vitesse de convergence de 'algorithme de point fixe. En effet, plus les valeurs considérées
sont importantes, plus le solveur est stable du point de vue de la convergence, et plus le nombre d'ité-
rations pour atteindre la convergence est important. Il est alors nécessaire de déterminer des valeurs
permettant la convergence tout en gardant un nombre d’itérations acceptable. Dans la littérature, Ei-

senlohr et al. [2013] fait le choix suivant :

AY = (A (X)) (3.70)
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Kabel et al. [2014] montre que ce choix peut entrainer la divergence du schéma numérique dans le
cas d’un systéme fortement hétérogene (forte différence de constantes élastiques dans le milieu consi-
déré). Aussi, dans le cas d'un systéme biphasé isotrope, Kabel et al. [2014] rappelle que la prise en compte
de la moyenne arithmétique des constantes élastiques des deux phases est plus optimale que la moyenne

volumique de I'ensemble du systéme. Kabel et al. [2014] propose alors une autre expression de é\o :

A =kI avec k= Gmaz (3 (X)) ;C"“'” (2 (X)) , 3.71)

ol (maz (g) et Cnin (g) sont respectivement la valeur propre maximale et minimale du tenseur g

Dans le cas d'une microstructure qui évolue dans le temps, présentant des précipités plus ou moins
durs, ces expressions de é\o sont évaluées a chaque pas d’évolution de la microstructure. On préferera
choisir un tenseur é\o a valeurs constantes au cours de 1'évolution de la microstructure, pour éviter
de le recalculer, ainsi que la fonction de Green associée (voir équation (3.40)), a chaque pas de temps.
Aussi, on souhaite éviter que le calcul diverge. Pour cela, on accepte que le nombre d’itérations soit
relativement important au cours du premier calcul de I’équilibre (de I'état initial non déformé a I'état
déformé). Ce choix n’est n’est toutefois pas trés couteux dans le cas de 'étude d’'une microstructure en
évolution, pour laquelle I'équilibre mécanique doit étre réalisé a chaque pas d’'intégration temporel. En
effet, apres le premier pas, le point fixe utilisé pour résoudre I'équilibre mécanique peut étre initialisé
avec les champs obtenus au pas précédent, qui est une trés bonne estimation de I'équilibre puisque la
microstructure évolue peu en un pas de temps. Dans non simulations, si la convergence du point fixe
sur la configuration initiale peut nécessiter plus de 60 itérations, les convergences ultérieures sont gé-

néralement réalisées en moins de 7 itérations.

En se basant sur ces éléments, on choisit A’ suffisamment grand pour assurer la convergence. Une
solution est d'exprimer \” en fonction des tenseurs A’ correspondant aux tenseurs des constantes élas-

tiques de chacune des phases ¢ en présence dans le systeme de la maniere suivante :

Nphases
-

A A, avec ky € RY. (3.72)
~a Nphases i—1 =

Lavaleur du paramétre positif k) affecte la stabilité du solveur et sa vitesse de convergence (voir section
tableau 3.3.1.2).

Une autre facon d’exprimer le tenseur /z\o est considérée. Elle se base sur le fait que 'on ne considere pas
ce tenseur comme un tenseur de constantes élastiques mais comme un parametre numérique influant

sur la convergence de notre algorithme. On I'écrit de la fagon suivante :

1
Ay =l avee Iy = 5 Bk 0j1 + 6 0jk) (3.73)

*
etz) € RY.
Le choix des valeurs de k) et zy ainsi que le choix du tenseur \” a considérer dans notre algorithme

est discuté dans la Section 3.3.1.2.
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3.2.3 Résumé de l'algorithme de résolution de I'équilibre mécanique par méthode

spectrale

* Préparation :

— Calcul de /z\o

— Calcul de G°

(équation (3.72) ou (3.73))

(équation (3.40))

* Initialisation :

~(0) 0 sit=20
du(t) sit>0

* Déformations appliquées
— p0) — papp

* Contraintes appliquées

— (F)O = (F)

— Calcul de ge(o), Ee(o), ]3(0)

I sit=10
F(t) sit>0

(équation (3.28))

* Boucle :

— Calcul de TF {]3(”)} _ E(n)

— Calcul de c?u,(gnﬂ)

— Calcul de SF(WH)

— Calcul de TF {SE(”“)} = g+

* Déformations appliquées

— plotl) — papp | sp(n+l)

* Contraintes appliquées

— Calcul de I&”H) et (F)(+D)
— pnt1) — <F>(n+1) 4oF(ntD)

—s Calcul de g¢( 1) ge(ntl)  p(n+1)

— Vérification du critére d’arrét

(équation (3.46))

(équation (3.48))

(équation (3.16))

(équation (3.57) et (3.60))
(équation (3.16))

(équation (3.28))

(équation (3.64) et (3.65))

* Post-boucle :

— Vérification de la qualité de I'’équilibre mécanique

(équation (3.68b))

TaBLEAU 3.1 — Résumé des différentes étapes du solveur mécanique par méthode spectrale développé. Les diffé-

rentes équations associées a chaque étape sont spécifiées.
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3.3 Validation de la résolution de I'équilibre mécanique

Dans cette partie, on se propose de vérifier que l'algorithme itératif proposé permet d’atteindre
I'équilibre mécanique dans deux situations particulieres : un laminé de St-Venant-Kirchhoff, systeme
biphasé avec des interfaces planes séparant les phases, et une configuration de type Eshelby, avec un
systéme isotrope composé d’une inclusion sphérique dans un milieu fini. Dans les deux cas, des com-
paraisons de champs mécaniques avec des solutions analytiques sont exposées pour tester la validité

du solveur proposé.

3.3.1 Laminé de St-Venant-Kirchhoff

Le cas-test du laminé de St-Venant-Kirchhoff (inspiré de Kabel et al. [2014]) se base sur une configu-
ration “laminé” de deux matériaux élastiques (figure 3.1). On considére que le comportement élastique
du laminé est du type Saint-Venant-Kirchhoff (hyperélastique), c’est-a-dire qu’il existe une relation li-
néaire entre le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S et le tenseur des déformations
élastiques de Green-Lagrange £°:

Sii = Nijri €5 (3.74)

Un chargement extérieur de type déformation moyenne est appliqué (c.-a-d. (F') = FPP est imposé).
Dans le cas o I'on considére 'hypothese selon laquelle les deux phases du laminé se déforment de

maniére homogene, la résolution de I'équilibre mécanique admet une solution analytique.

Bl Phase 1
[ Phase 2

T—y
»ﬁm

[=

FIGURE 3.1 - Représentation schématique du laminé biphasé étudié.

3.3.1.1 Calcul d’'une solution de référence

Dans les équations qui suivent, la fraction volumique de la phase 1 est notée fqﬂl) et les exposants
(1) et (2) sont associés aux entités relatives respectivement a la phase 1 et 2 (figure 3.1). A I'équilibre,

la continuité des composantes normales de la contrainte le long des interfaces conduit a :

PO .n = P® .y, (3.75)

Il est également nécessaire de vérifier les équations de compatibilité cinématique a l'interface. Ces équa-

tions impliquent que le saut de gradient de transformation F' a l'interface puisse s'écrire sous la forme
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d’un tenseur de rang 1 de la maniére suivante :
[F] = FO_FO = gen. (3.76)

Cette condition est nécessaire et suffisante pour que l'interface soit un plan invariant. Les composantes
des tenseurs F 1) et F (2), ainsi que celles du vecteur g, sont les inconnues du probléme.

Enfin, la condition limite en déformation moyenne appliquée nous donne I'équation suivante :

(F) = f0 ) 4 (1 _ f51>) F@ (3.77)

~ ~

La combinaison des équations (3.76) et (3.77) nous permet de simplifier le probléme en passant de 21

inconnues a 3 inconnues (composantes du vecteur a seulement). En effet, on a:

EO=(F)~ (1- 1) aen

(EY+ fVa®n. (3.78)

jal®)

Résoudre I'équilibre mécanique revient finalement a résoudre une équation cubique sur le vecteur a
qui s’écrit :

9(@)=2Y() n-P? () n=0, (3.79)
avec E(i) (a) exprimé de la méme facon que dans I'équation (3.28) pour @ = 1,2 (sans déformation
libre).
On choisit de résoudre I'’équation (3.79) en utilisant une méthode de Newton-Raphson. Le vecteur a

est alors obtenu a 'aide de la relation itérative suivante :

-1
dg (Q(n))
(n+1) _ (n) _ n)y . |2
a =a g <Q ) [ da™ . (3.80)

Une fois le vecteur a solution déterminé, les tenseurs gradient de transformation F' (M) et F (2) sont ob-
tenus a partir de I'équation (3.78). On utilise cet algorithme pour le calcul d’'une solution de référence

dont les données d’entrées sont présentées dans le tableau 3.2.

Phase fo A (GPa) p (GPa) E (GPa) v (GPa)
1 0,10 50 25 66,66 0,33
2 0,90 1000 25 74,39 0,48

TaBLEAU 3.2 — Parametres matériaux des deux phases considérées dans le cas du laminé de Saint-Venant.

Le méme cas fortement hétérogene est étudié par Kabel et al. [2014]. Ce calcul permet de nous as-
surer de 'obtention d’une solution de référence comparable. Quatre cas de chargement en déformation
(F’) sont étudiés pour valider le solveur mécanique présenté dans la Section 3.2.

La figure 3.2 montre les tracés des composantes des tenseurs gradient de déformation F(!) et F'(2)
obtenues pour différentes amplitudes de chargement extérieur (£’ )m (Cas 1), (F >yy (Cas2), (F >Iy (Cas
3) et (F >yx (Cas 4). Le calcul de la solution de référence est réalisé sur une plage allant de -9% (com-

pression) a +50% (traction) d'amplitude pour les cas (1) et (2), et de 0 & 50% d’amplitude pour les cas (3)
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2
o

1

0 7
1.0 1.2 1.4 1.0 1.2 1.4
<F>11 <F>‘I/U
(a) Cas 1 — Compression/traction selon l'axe e . (b) Cas 2 — Compression/traction selon I'axe €,

1

=

<F >-'I",l/ <F >y:r
() Cas 3 - Cisaillement dans la direction e,. (d) Cas 4 — Cisaillement dans la direction e,
— Fjl‘ - Fl/ll — Ft/l.lf Fl!y
""" Fxlz - Fz- mm——— Fz Fz

vy Ty

FIGURE 3.2 - Représentation graphique de la solution de référence pour I'évolution d’une partie des composantes
F l-(jl) dans chacune des phases (7), pour des types et amplitudes de chargement différents (cas sans prise en compte

de déformation libre).

et (4). Les cas de chargement (1) et (2) correspondent a des cas de compression ou traction en (F') selon
les axes e, et ¢, de la figure 3.1. Les zones grisées sur les figures 3.2a et 3.2b correspondent aux do-
maines de compressions respectifs des deux cas de chargement (1) et (2). On note qu'un comportement
instable est attendu dans le cas de chargement (2) en compression (figure 3.2b). Le comportement du

laminé soumis a une compression le long de ¢, se comporte de 2 facons différentes :
— Les deux phases du laminé sont comprimées sans apparition de déformation de cisaillement dans
chacune des phases (F;g/) = Fgg,) =0et Fy(;) = Fég) =0).

— A partir d'une certaine amplitude de compression (F >yy, une déformation de cisaillement im-
portante apparait dans I'une des deux phases et provoque la mise en “zigzag” du laminé (voir
figure 3.3b). On observe alors une augmentation/diminution des composantes Fy(;) et Fé;) dans

chacune des phases du laminé, avec une amplitude plus élevée dans la phase (1) la plus molle.
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98

(a) Laminé non déformé.

(b) Cas 1a — Compression selon l'axe e . (c) Cas 1b - Traction selon I'axe e,

(d) Cas 2a — Traction selon l'axe e, (e) Cas 2b — Compression selon I'axe €,
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(f) Cas 2¢ — Compression selon 'axe e, (g) Cas 2d — Compression selon I'axe e,

(h) Cas 3 - Cisaillement dans la direction e (i) Cas 4- Cisaillement dans la direction e,

FiGURE 3.3 - Représentation du maillage déformé pour les différents cas de déformation appliquée au laminé.
Se référer au tableau 3.4 pour une description plus détaillée des cas de chargement. Seuls 1/4 des nceuds sont

représentés par souci de lisibilité.

3.3.1.2 Résultats obtenus par le solveur mécanique par méthode spectrale
Calibration de k) et z),

Dans le but d’éviter que le calcul itératif diverge, il est nécessaire de choisir des valeurs de k) et
zy suffisamment grandes pour la construction des tenseurs é\g et ég (voir Section 3.2.2). Des valeurs
élevées de ces constantes tendent a stabiliser I'algorithme tout en augmentant le nombre d’itérations
nécessaires a atteinte du critére d’arrét. On suppose que les plages de déformation étudiées associées

a la forte inhomogénéité des constantes élastiques dans le laminé sont suffisamment importantes pour
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nous permettre de calibrer les valeurs k) et z) permettant de construire les tenseurs é\g et é\g.

Les 4 cas de chargement présentés dans la Section 3.3.1.1 sont calculés numériquement avec des
valeurs de k), et z), croissantes. Les valeurs de k) et z) ayant permis de résoudre I'équilibre mécanique
dans I'ensemble des cas, sans divergence des deux algorithmes respectifs ('algorithme A est considéré
avec ég, l'algorithme B avec é\g), sont données dans le tableau 3.3. Il s’agit alors des valeurs les plus
petites de ces constantes permettant que la convergence soit atteinte dans 'ensemble des cas. Les valeurs

des coefficients de Lamé X et p associés aux tenseurs /N\g et /N\g construits y sont également spécifiés.

Algorithme A : é\o = é\g Algorithme B : éo = é\g
k A (GPa) p (GPa) Z) A (GPa) p (GPa)
8 4200 200 540 0 540

TaBLEAU 3.3 — Parametres numériques relatifs aux milieux de référence homogenes.

On note alors le caractéere numérique des composantes des tenseurs é\g et é\g qui n'ont pas de réel
sens physique. En effet, ces deux tenseurs d’ordre 4 ne doivent pas étre considérés comme des tenseurs
d’élasticité de milieux de référence, mais comme des parametres numériques suffisamment élevés pour
permettre la convergence de l'algorithme choisi (A ou B).

Les résultats de la figure 3.4 sont obtenus avec les algorithmes A et B pour une tolérance €., prise égale
a 10~ (voir équation (3.64)). Le tableau 3.4 recense la numérotation des cas de chargement étudiés
lors du calcul de la solution de référence (figure 3.2). Cette numérotation sera utilisée dans le reste de
cette partie. On note que pour les cas de chargement 2c¢ et 2d, un cisaillement (F’) - d’amplitude £1%
est ajouté a la condition aux limites pour provoquer l'apparition des branches d’instabilité observées
dans la section précédente. On note le bon accord des tracés des composantes de F' dans chacune des

phases, et 'obtention, comme attendu, de champs mécaniques homogenes par phase.

Contrajirement a un algorithme itératif écrit sur le gradient de transformation F, 'algorithme ité-
ratif développé est ici écrit sur le vecteur déplacement u. Il permet de visualiser la position des noceuds
de la grille déformée sans opération d’intégration supplémentaire. Le maillage déformé est alors repré-

senté sur la figure 3.3 dans le but d'imager les courbes obtenues sur la figure 3.4.

Comparaison des solutions numériques a la solution de référence : algorithmes A et B

Dans cette partie, on compare plus précisément les résultats numériques obtenus par les algo-
rithmes A et B. Cette comparaison est réalisée pour une tolérance €., valant 1073,10"% et 1075. On
comparera les valeurs de l'erreur relative a la solution de référence, les valeurs de la qualité de I'équilibre
mécanique (équation (3.68)) en fin de calcul et le nombre d’itérations maximal nécessaire a l'atteinte de
I'équilibre mécanique. Ces différents résultats nous permettront de choisir le tenseur éo ainsi que la

valeur de €., a considérer lors de I'utilisation du solveur mécanique.

La figure 3.5 montre une erreur relative élevée obtenue pour une tolérance €., = 1073, quelque
soit 'algorithme utilisé. Les valeurs d’erreurs de 'ordre de 150% obtenues dans les cas 2¢ et 2d corres-

pondent au non-déclenchement de l'instabilité a une amplitude de chargement donnée. En effet, pour
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Casn’ Description Casn’ Description

Compression selon e

Traction selon e, Y
la 2¢ (F), <0
(£),, >0 v
T (F) =0,01

. Compression selon e,
Compression selon ¢,
1b 2d (F) <0
(E),, <0 Z
e (F) = —0,01

~lyx

5 Traction selon €y 3 Cisaillement selon e,
a

Compression selon e

Y Cisaillement selon e,
2b <E>yy <0 4 (F) >0
(F) =0 e

TaBLEAU 3.4 — Description des huit cas de chargements étudiés.

cette valeur de tolérance, I'instabilité observée dans les cas 2c et 2d survient pour des chargements plus
élevés que dans le cas des tolérances valant 10~% ou 10~°. Dés lors, on évitera d’utiliser une tolérance
supérieure a €,q = 10~* lorsque le solveur est utilisé. Le reste de la comparaison est faite pour des
valeurs de tolérances valant 10~% ou 1075,

De maniere générale, on observe sur la figure 3.6 que la solution numérique obtenue est en accord avec
la solution de référence calculée précédemment. Le maximum d’erreur de 9,88% est obtenu avec une
tolérance €., = 10~* en utilisant I'algorithme B, dans le cas de chargement 3. Cette erreur peut étre
justifiée par le fait que la valeur de la solution de référence en ce point tend vers zéro, ce qui provoque
une augmentation de 'erreur relative. On peut également voir sur cette figure que les valeurs d’erreur
relative ne sont pas fortement impactées par la diminution de la tolérance €, de 107* 2107 (hors
Cas 3).

Les figures 3.7 et 3.8 représentent respectivement les valeurs des normes Ly et L, de la divergence
des contraintes obtenues pour les différents cas de chargement, pour les deux valeurs de tolérance
étudiées et dans le cas de l'utilisation des deux algorithmes. Les résultats qui y sont présentés sont
cohérents avec I'inégalité (3.69). En effet, on note un facteur 10 entre les valeurs de ||div (P) ||1.. et
||div (P) ||, obtenues. Les valeurs maximales des normes de div (P) sont de I'ordre de 8 x 10~ % et
8,5 x 1073 respectivement pour les normes Ly et L. Au vu des valeurs maximales obtenues pour ces
deux normes, on peut dire que 'équilibre mécanique est atteint avec les deux algorithmes pour les deux
valeurs de tolérance étudiées. On note cependant que l'algorithme B permet d’atteindre une meilleure
qualité d’équilibre mécanique que l'algorithme A dans tous les cas de chargements.

Sur la figure 3.9, on peut voir le nombre maximal d'itérations nécessaire a l'atteinte du critere d’ar-
rét (exprimé sur €.,) pour les différents cas de chargement et pour les deux valeurs de tolérances €,
étudiées. Hors cas ol I'on se trouve sur les branches d’instabilité s'exprimant en compression verticale
(Cas 2c et 2d), l'algorithme B se montre plus efficace que l'algorithme A. Sur les branches d’instabilités,

lalgorithme B a besoin de deux fois plus d’itérations que I'algorithme A pour résoudre I'équilibre mé-
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2
6
1
1.0 1.2 1.4 1.0 1.2 1.4
(Faa (F)yy
(a) Cas 1 - Compression/traction selon l'axe e,. (b) Cas 2 — Compression/traction selon I'axe €,
1

(c) Cas 3 - Cisaillement dans la direction e, (d) Cas 4 — Cisaillement dans la direction e,
1 1 1 1
— Fr.r _— F yr — F}/y Fry
2 2 2 2
""" zz mmm-- Fu-r mmmm- F'J!/ F-w
1
F,, num X E,l.y num x I L/ly num F, ,1.1/ num
Fyp num o F ;’u num o F? num F, ;),/ num

Yy

Ficure 3.4 - Comparaison de I'évolution des composantes FZ(;) dans chacune des phases (i) entre solutions
de référence (traits pleins et pointillés) et numérique (symboles), pour des types et amplitudes de chargement

différents (cas sans prise en compte de déformation libre).

canique dans les cas 2c et 2d, mais permet d’atteindre des valeurs de divergence des contraintes plus
faibles (figure 3.7 et figure 3.8).

La comparaison des algorithmes A et B montre que tous deux permettent d’atteindre un équilibre
mécanique satisfaisant pour une valeur de tolérance €. = 10~%. Dans la majorité des cas, a tolérance
donnée, l'algorithme B permet d’atteindre un équilibre mécanique de meilleure qualité en un nombre

d’itérations plus faible que 'algorithme A.

3.3.1.3 Prise en compte d'un tenseur de déformation libre

On souhaite a présent étendre la solution analytique présentée dans la Section 3.3.1.1 a la présence

d’un tenseur de déformation libre £ dans la phase 1. Ce type de probléme n’est pas étudié par Kabel
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B Ac,=le? EZA Bey=1e?
150% Bl A =1le! @A Bey=1le!
L B Ac,=le’ @ Beg=1le?
-~
<
= 100%
fa}
—
jn}
5]
) !
= 50%
0y, Iz

la 1b 2a 2b 2¢c 2d 3 4
Cas de chargement

F1cure 3.5 - Comparaison des valeurs des erreurs relatives entre les solutions numériques obtenues avec l'algo-

rithme A et I'algorithme B (hachuré), pour des valeurs de tolérance e, valant 1073,10 % et 10~°.

10.0% { Hm Acy=1le" @A Bey=le
B Ae,=1le’ @ Bey=1le™
8.0%
6.0%
4.0%
2.0%
0.0%
la 1b 2a 2b 2c 2d 3 4

Cas de chargement

Erreur relative

FiGURE 3.6 — Comparaison des valeurs des erreurs relatives entre les solutions numériques obtenues avec l'algo-

rithme A et I'algorithme B (hachuré), pour des valeurs de tolérance €4 valant 10~%* et 1075,

et al. [2014], contrairement au cas précédent. Cette modification implique la relation suivante (voir

Section 3.1) :
FO = pe@ . p*, (3.81)

~

Les composantes du tenseur des contraintes ]3(1) s’expriment a 'aide de la relation suivante (voir équa-
tion (3.28)) :
(D) _ ppe(®) _e() pu—T
Pyl =F ny Frt (3.82)
L'algorithme de Newton-Raphson présenté ala Section 3.3.1.1 est alors réécrit en prenant en compte
cette modification. Une solution de référence est calculée avec les mémes parametres que précédem-
ment (voir tableau 3.2) pour une déformation moyenne fixe valant (F') = I. On fait alors varier 'am-

plitude des déformations libres F7; agissant dans la phase (1). Quatre cas sont étudiés :
— F, variantde —0,9a1,5.

— Fj, variantde —0,9a 1.,5.
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x10~%
B Ac,=le @A Bey=1e?
0.8 B Acy—le® EZA Bey=le™
=06
(z
i 0.4
0.2
0.0 S
la 1b 2a 2b 2¢c 2d 3 4

Cas de chargement

F1GURE 3.7 - Comparaison des valeurs de lanorme Lo de la divergence des contraintes obtenues avec I'algorithme

A et I'algorithme B (hachuré), pour des valeurs de tolérance e, valant 10~% et 1075,

x10~2

o0

|div Pl

la 1b 2a 2b 2¢ 2d 3 4
Cas de chargement

Ficure 3.8 - Comparaison des valeurs de la norme L., de la divergence des contraintes obtenues avec l'algo-

rithme A et l'algorithme B (hachuré), pour des valeurs de tolérance €, valant 10~% et 107.

1500
B Aeg=le! @A Bey=le!
1250 | pmmm Aey=1le® @ Bey=1le?

Nb iter max
-
ot -] o
o ot o
(an) o o

[\V]
[S
[e=)

o

la 1b 2a 2b 2c 2d 3 4
Cas de chargement

Ficure 3.9 - Comparaison du nombre d’itérations nécessaire pour des valeurs de tolérance €., valant 10~ et

10~? pour les algorithmes A et B.
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FiGure 3.10 - Comparaison de I'évolution des composantes F | i(; dans chacune des phases (i) entre solutions de

référence (traits pleins et pointillés) et numérique (symboles), pour des types et amplitudes de chargement diffé-

rents. Des composantes de tenseur de déformation libre F7; différentes sont prises en compte dans la phase (1).

— Fy, variantde 02 0,5.
— Fj, variantde 02 0,5.

Pour chacun des cas, une solution numérique est calculée en utilisant I'algorithme B, avec une tolérance

€eq Valant 10~4

La figure 3.10 montre la capacité du solveur mécanique développé a résoudre un équilibre méca-
nique dans le cas d’'un probléeme hétérogene présentant des constantes élastiques par phase fortement
inhomogenes et un tenseur de déformation libre au sein d’'une des phases. Ce cas nous intéresse no-
tamment car il est au coeur de la modélisation champ de phase du maclage mécanique présenté dans
le Chapitre 4.

De plus, il sert de base a la création d'un outil permettant de calculer la variation de I'énergie élastique

d’'un milieu biphasé laminé en fonction de l'orientation de l'interface séparant les deux phases dans le
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cadre géométriquement non-linéaire (voir Section 4.2.4).

Cependant, ce cas-test reste simple a résoudre du fait que les déformations sont homogenes par phase
et que la géométrie n'induit pas de problémes numériques aux interfaces (Valdenaire [2016]). Le cas-test
suivant est proposé pour étudier le comportement du solveur dans le cas d’'une inclusion dans une ma-
trice, ou les champs mécaniques ne sont pas homogenes par phase. Celui-ci sera traité en contraintes

appliquées.

3.3.2 Probléme d’Eshelby : précipité sphérique dans un milieu fini sphérique

Dans cette section, on cherche a résoudre 'équilibre mécanique statique dans un systéme isotrope
composé d’une inclusion sphérique qui se dilate dans un milieu fini sphérique. Ce probleme a déja été
traité de maniére analytique dans la littérature dans le cadre de 'hypothése des petites perturbations
(Eshelby [1957], Mura [1987]). Cette solution sera utilisée comme solution de référence a laquelle on
comparera une solution que l'on calcule a l'aide du solveur développé dans la Section 3.2. Ce dernier
étant exprimé dans le cadre géométrique non-linéaire, il est nécessaire de considérer des niveaux de

déformations faibles pour qu'une comparaison reste applicable.

3.3.2.1 Construction de la solution de référence

On considere le cas d'une inclusion sphérique de rayon R; et de constantes élastiques (1, K') se
dilatant au centre d'un milieu sphérique fini de rayon R constantes élastiques (u, K') (que 'on nom-
mera matrice). Nous utiliserons ici les coordonnées sphériques (7, 0, ¢). Le probléme étant a symétrie

sphérique, le champ de déplacement u sera radial et ne dépendra que de 7 :
u(r,0,¢0) =u(r) =u(r)e,, (3.83)

ol ¢, est un vecteur radial unitaire. En géométrie linéaire, I'équilibre mécanique prend alors la forme

(voir par ex. Landau et Lifshitz [1990]) :
grad [div (u (r,0,0))] = 0, (3.84)
ce qui conduit a:
B
u(r)=u,(r)e, = (Ar + 2) [ (3.85)
T
ot A et B sont deux constantes qu'il faut identifier a l'aide des conditions aux limites, de la compati-
bilité cinématique et de la continuité du vecteur contrainte a I'interface. On peut alors déterminer les
différents champs mécaniques dans l'inclusion (r < R;) et dans la matrice (R; < r < Ry). Un ten-
seur de déformation libre diagonal £ = ¥ I est pris en compte dans l'inclusion sphérique pour rendre

compte d’une dilatation.
La solution dans I'inclusion (exposant (7)) est limitée a la partie non divergente de I’équation (3.85) :
ugj) = A;r, (3.86)
ce qui conduit aux champs de déformation et de contrainte suivants :
e®) =) — 4, (3.87)

rr

o) = O’éio) = 3K’ (Ai — 50) .

rr
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Dans la matrice (exposant (m)), on a la solution suivante :

By,
W™ = Apr+ =1, (3.89)
r

T

ce qui conduit aux champs de déformation et de contrainte suivants :

B B
e = Am — 23, cop) = Am+ 5, (3.89)
B B
a};”) =3KA,, — 4Lrgm, U(SZL) =3KA,, + 2%3@

Les constantes A;, A,,, et B,,, sont obtenues a 'aide :

— des conditions aux limites : on considere des contraintes nulles au bord du systeme, ce qui se

traduit par :

or (r=Ry) =0.
— de la compatibilité cinématique : v doit étre continu a I'interface, ce qui se traduit par :

ul® (r=~R;) = ul™ (r=R;).

r
— de la continuité du vecteur contraintes a I'interface (denormalee,.) :

ol (r=R;)=o™ (r=Ry).

rr rr

On obtient alors les expressions des trois constantes permettant de définir entierement la solution du

probleme :
4uX 1 1
Ai=| %53+ 53 | B
3 BB
4uX By,
Ay = E22m (3.90)
B, = 1 50 4 )
ﬁ;?ﬂ (X — X7 + % (1+ {90)
1 1
avec X' = Eetf)C’ =

La comparaison de la solution obtenue avec la solution numérique est faite sur les profils de contraintes

orr et ogg dans le cadre de petites déformations (EO = 0,2%).

3.3.2.2 Calcul de la solution numérique

Dans cette partie, des profils de contraintes obtenus dans le cas d'un précipité sphérique dans un
milieu sphérique fini sont comparés a ceux obtenus dans le cas d'un précipité sphérique dans une boite
de simulation cubique, avec conditions aux limites périodiques. Pour que ces deux situations soient
comparables, on considére une situation ot le précipité est suffisamment petit dans la boite de simula-

tion.
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Taille de la boite de simulation 256 x 256 x 256 nm
Discrétisation 200 x 200 x 200 nuds
Rayon de l'inclusion R; 12,8 nm
Rayon R 128 nm
A 500
Cas homogene (GPa) 7 250
K 666,67
A 500
m 250
K 666,67
Cas inhomogene (GPa)
N 100
w 50
K’ 133,33

TaBLEAU 3.5 — Parameétres numériques utilisés pour le calcul des solutions analytique et numérique dans le cas
du probléeme d’Eshelby.

Deux cas sont étudiés : le cas de constantes élastiques homogenes (1 = p/ et A = ') ainsi qu'un cas
hétérogene (= 51’ et A = 5)’). Les parametres d’entrée de la simulation numérique sont présentés

dans le tableau 3.5.

La solution numérique est tout d’abord calculée dans le cas homogene en considérant 'algorithme
B (g\ = é\ob) avec une tolérance €., = 1072 Cette valeur de tolérance est choisie conformément
au cas-test précédent, ot la qualité de I'équilibre mécanique obtenue était alors satisfaisante (voir Sec-
tion 3.3.1).
Dans ce cas, I'équilibre mécanique est résolu en 5 itérations mais la valeur de la norme L, de la di-
vergence de P vaut 1,7, ce qui est 3 ordres de grandeur supérieur aux valeurs observées dans le cas
du laminé (figure 3.8). Sur la figure 3.11, les tracés des profils de contraintes P;1 et P»o le long de 'axe
e, de la simulation sont comparés respectivement aux profils de contraintes o, et ggg de la solution
analytique calculées dans la Section 3.3.2.1. On note alors des écarts de pres de 70% entre la valeur des
contraintes numériques et analytiques obtenues dans I'inclusion. La valeur importante de la norme de
la divergence des contraintes montre que cet écart est di au fait que la précision sur I'équilibre méca-

nique est mauvaise lorsque la tolérance €., vaut 1074,

La figure 3.12 montre les résultats obtenus pour une tolérance €., égale a 1078, Léquilibre méca-
nique statique est dans ce cas résolu en 42 itérations, et la norme L, de la divergence des contraintes
est de 9 x 10~4 (voir tableau 3.6). On note que l'écart entre la solution de référence et la solution nu-
mérique réside a présent au niveau de l'interface.

Deux facteurs sont a prendre en considération pour expliquer cet écart. Tout d’abord, la discrétisa-
tion de linterface sensée étre parfaitement courbe dans le cas d'une sphére provoque un “bump” de

contraintes a I'interface. Le second effet a prendre en considération est I'apparition d’oscillations a 'in-
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(a) Comparaison de P11 le long de I'axe e, et o analytique.

(b) Comparaison de Pa2 le long de l'axe e, et 099 analytique.

FiGure 3.11 — Comparaison des profils de contraintes numérique et analytique avec une tolérance €., valant
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(c) Comparaison de P le long de l'axe e, et 0 analytique

- Zoom sur inclusion.
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(b) Comparaison de Pz2 lelong de I'axe e, et 099 analytique.
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(d) Comparaison de P»2 le long de 'axe e, et 0o analytique

— Zoom sur inclusion.

Ficure 3.12 — Comparaison des profils de contraintes numérique et analytique avec une tolérance €., valant

108,

terface (visible sur la figure 3.12d) dans le cas de l'utilisation de solveurs & méthode spectrale sur un

probléme a interface abrupte (Valdenaire [2016]). Une des facons permettant d’éviter ce probléme est

de considérer une interface lissée ou (“smooth”), permettant de régulariser les champs a l'interface.
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FiGure 3.13 — Comparaison des profils de contraintes numérique et analytique avec une tolérance €., valant

1078. L'interface entre l'inclusion sphérique et la matrice est ici lissée sur environ 8 nceuds.

Cette méthode s’adapte bien a une application sur un modeéle champ de phase continu, présentant une
interface lisse de quelques noeuds entre deux phases. La figure 3.13 regroupe les résultats obtenus dans

le cadre de la considération d’'une interface lissée sur 8 nceuds a l'interface.

Le cas inhomogene présenté dans le tableau 3.5 est également traité et une comparaison entre les
résultats avec interface lisse et abrupte sont présentés sur la figure 3.14. Dans ce cas, on note que les
résultats avec interface abrupte montre un nombre important d’oscillations et une augmentation de
leur amplitude au niveau de la valeur du champ mécanique dans l'inclusion (figure 3.14c). Le fait de
lisser la courbe permet de stabiliser le champ dans l'inclusion (figure 3.14d), sans pour autant diminuer

le “bump” au niveau de I'interface.

Les détails numériques tels que le nombre d'itérations et la valeur de la norme L, de la divergence
des contraintes dans chacun des cas ici étudiés sont rapportés dans le tableau 3.6. On y retrouve éga-
lement les résultats obtenus en utilisant l'algorithme A. On remarque notamment une diminution de
la qualité de I'équilibre mécanique entre les cas homogene et hétérogene, induit par 'apparition d'un

nombre important d’oscillations sur les champs mécaniques dans le cas hétérogéne. On note aussi que,
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FiGuURre 3.14 — Comparaison des profils de contraintes numérique et analytique avec une tolérance €., valant

10~ dans le cas inhomogene. (a) et (c) : interface abrupte, (b) et (d) : interface lissée sur environ 8 nceuds.

Constantes ) Type Nombre .
. Tolérance €.,  Algorithme N N ) [div (P) |l 2o
élastiques d’interface d’itération ~
1074 B Abrupte 5 1,68 x 109
N Abrupte 60 1,6 x 1073
Homogene L0-8 Lissée 60 8,6 x 107°
B Abrupte 42 9,3 x 1074
Lissée 42 4,8 x 107°
A Abrupte 70 3,5 x 1072
o s Lissée 66 7,2x 1073
Hétérogene 10 =)
B Abrupte 18 4,3 x 10
Lissée 17 2,6 x 1073

TaBLEAU 3.6 — Détails des résultats numériques : nombre d’itération nécessaire et norme Lo, de la divergence

des contraintes pour les différents cas étudiés dans la Section 3.3.2.

dans le cas homogene, le nombre d’itérations nécessaire a l'atteinte du critére d’arrét est de 'ordre de

40 a 60. Cela est dti aux conditions initiales prises en compte dans le solveur dans le cas de contraintes
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appliquées (voir tableau 3.1). Dans le formalisme géométriquement linéaire, dans le cas homogene, la
solution est analytique dans I'espace de Fourier. Cette solution pourrait étre utilisée pour améliorer le
choix des conditions initiales pour de faibles inhomogénéités. Ainsi, un travail supplémentaire sur les

conditions initiales permettrait une amélioration de 'efficacité du solveur.

3.4 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en place un solveur par méthode spectrale permettant le calcul de
I'équilibre mécanique en géométrie non-linéaire. Le solveur est nécessaire a la simulation de la crois-
sance de macles mécaniques pour lesquelles les cisaillements sont importants.

Le solveur est écrit sous forme d'un point fixe et est similaire a 'approche proposée dans la littérature

(Kabel et al. [2014], Eisenlohr et al. [2013]). Il differe toutefois sur les points suivants :

— notre point fixe est basé sur les champs de déplacement et non sur les champs de gradient de
transformation. En travaillant directement sur les degrés de liberté du probleme, on assure di-
rectement les conditions de compatibilité. De plus, la connaissance des champs de déplacement

permet de tracer simplement les configurations dans I'état déformé;

— nous avons proposé une méthode originale afin de prendre en compte de maniére efficace des

contraintes moyennes imposées.

Des parameétres numériques importants du point de vue d’une résolution efficace et précise de 1'équi-
libre mécanique ont été discutés, avec notamment le choix du tenseur é\o représentatif du milieu de
référence, le choix de la valeur de la tolérance a considérer pour le critére d’arrét, le nombre d’itéra-
tions nécessaires a l'atteinte de celui-ci ainsi que la maniére d’évaluer la qualité de 'équilibre mécanique
atteint. L'ensemble de cette étude porte a choisir I'algorithme B du fait de son efficacité en comparaison
a l'algorithme A.

Ainsi, le solveur obtenu est adapté a I'étude par champ de phase de la croissance de macles mécaniques.

Notons toutefois que ce solveur présente des limites avec l'apparition d’'oscillations dues a I'insta-
bilité du schéma numérique utilisé si on l'utilise pour des microstructures décrites avec des interfaces
étroites (Valdenaire [2016]). Des solutions a ce probleme ont été récemment développées (par ex. Ruffini
et al. [2017]) mais nécessitent une décomposition en sous-voxels de la grille de discrétisation spatiale.
Des travaux sont également en cours de développement au Laboratoire d’Etude des Microstructures
utilisant comme point de départ une écriture discrétisée du probléme mécanique (A. Finel, a paraitre),

permettant d’assurer mathématiquement la stabilité du schéma numérique.
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Dans ce chapitre, le formalisme champ de phase avec élasticité linéaire présenté dans le Chapitre 2
estréécrit dans le cadre géométriquement non-linéaire. Dans ce cadre, la résolution de 'équilibre méca-
nique est effectuée a l'aide du solveur par méthode spectrale développé dans le Chapitre 3. On débutera
ce chapitre par l'introduction des principales modifications apportées a I'expression de I'énergie élas-
tique et leurs implications sur 'expression de la force motrice élastique dans le modele champ de phase
type Allen-Cahn (Section 4.1). S’en suivra une comparaison des résultats obtenus avec ceux obtenus
dans le cadre géométriquement linéaire, en appuyant notamment sur les différences morphologiques
observées (Section 4.2). Un modeéle champ de phase multi-variants est ensuite dérivé, permettant alors
d’observer la croissance de plusieurs variants de macle {332} (113) dans une microstructure soumise
a un chargement mécanique (Section 4.3). Dans la Section 4.4, l'utilisation de ce dernier modéle pour
I'étude de la nucléation autour d'un défaut (type boucle de dislocation ou fissure) est discutée et mise
en rapport avec les parametres champ de phase du modele. Enfin, le chapitre est conclu par une dis-
cussion des principales limites du modele, avec notamment la problématique de la modélisation du

maclage secondaire, sujet abordé plus en détail dans le Chapitre 5.

4.1 Modéele champ de phase de type Allen-Cahn couplé a I'élasticité :

cadre géométriquement non-linéaire

Le modele champ de phase présenté dans ce chapitre est basé sur les mémes fondements physiques
que ceux du modele Allen-Cahn présenté dans le Chapitre 2. En effet, on considére toujours un modéle
champ de phase classique avec interface diffuse ot 'énergie libre totale du systeme J reste décomposée
additivement en un terme F;;,; et F;. Le terme F;y,, d'origine chimique, reste identique a son expres-
sion obtenue dans le Chapitre 2. Ce terme permet de controler 'énergie -y et 'épaisseur 29 de I'interface
(voir équation (2.20)). Sauf cas ou cela est précisé, on utilise dans ce chapitre les parametresy = 4.J/ m?
et 20 = 6nm identifiés dans le Chapitre 2. Ces paramétres avaient été choisis de maniére a assurer,
en présence du champ élastique généré par la macle, l'isotropie de I'épaisseur et de la morphologie en

tangente hyperbolique de I'interface (voir Section 2.3.3).

La Section 3.1 du Chapitre 3 a permis de mettre en place le formalisme géométriquement non-
linéaire pour le cas de I'élasticité linéaire. Afin d'intégrer ce formalisme a un modeéle champ de phase
pour le maclage, on s’intéresse a la formulation prenant en compte des déformations inélastiques via
une décomposition multiplicative du gradient de transformation F' (voir Section 3.1). Pour rappel, on
a:

F=F° F*, (4.1)

~ ~ ~

F¢ et F™* étant respectivement la partie élastique et la partie inélastique du tenseur gradient de trans-
formation. La partie élastique F'° du gradient de transformation permet alors d’exprimer le tenseur

des déformations élastiques de Green-Lagrange £° :

1
e=5(C° =D, avec C°=FT F" (42)

De la méme facon que pour le modele champ de phase de type Allen-Cahn avec élasticité développé

dans le Chapitre 2, le potentiel élastique F; est écrit comme un potentiel quadratique en tenseur des
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déformations élastiques £°. La différence majeure avec la formulation établie dans le Chapitre 2 est le
fait que le tenseur des déformations n’est pas linéarisé. En effet, dans ce chapitre, le potentiel élastique

Je1 s'exprime en fonction du tenseur des déformations élastiques de Green-Lagrange €€ :
1
Fo = / fadV = / S R (ET)dv, (4.3)
Q Q ~

avec PPP le tenseur des contraintes appliquées type Piola-Kirchhoff 1 (ou Boussinesq).

Dans le cas du maclage mécanique étudié, la partie inélastique du tenseur gradient de transforma-
tion F™* joue le role de tenseur de déformation libre, et est associé au cisaillement induit par la présence
d’une macle mécanique de type {332} (113) . Dans une modélisation en champ de phase, ce tenseur est
exprimé comme une fonction du champ de phase ¢ (X,t) localisant un variant de macle au sein d’'une
microstructure (voir équation (2.1)). Dans le cas du variant de macle numéro 1 (i = 1), en gardant les

mémes notations que dans les chapitres précédents, on écrit :

F* () =T+ h(e) vV et vt = o, (700 @ KY), (44

1

0(%)

ou Vu" " est le gradient de déplacement intrinséque au mode de maclage, 7 est relatif au variant de

macle {332} (113) considéré, v, = +/2/4 est la valeur caractéristique du cisaillement associé au

(1)

mode de maclage {332} (113), ﬁl(l) est le vecteur unitaire dans la direction de cisaillement 7; "’ et
K §1) le vecteur unitaire dans la direction normale au plan de maclage K gl). On note l'utilisation de
la fonction d'interpolation h(y) définie dans I'équation (2.57) et dont l'utilité est discutée dans la Sec-
tion 2.3.3 du Chapitre 2. De la méme fagon que dans le Chapitre 2, cette fonction est utilisée pour
interpoler le tenseur de déformation libre (ici Vgo) et le tenseur des constantes élastiques )\ sur le
champs ¢(X,t) (voir équation (2.60)). Le choix de cette fonction a des effets importants sur la possi-
bilité de faire apparaitre des germes de macles mécaniques au sein du systéme et sera discuté dans la

Section 4.4.

Deslors que 'on a défini 'ensemble des composants du potentiel élastique exprimé dans 'équation (4.3),
el
op

linéaire. Dans le cas ou 'on considére une microstructure avec un seul champ de phase (X,t) lié a un

on peut calculer la force motrice liée au potentiel élastique dans le cadre géométriquement non-

variant de macle, on obtient :

@_1 e.pl 1) _ym)) ..e__a.|re. pt 0(1) /w1
o= H@QW-Am) e s e W v ()] s

ou 2\(1) et g\(m) sont respectivement les constantes élastiques dans le variant de macle 1 et dans la ma-
trice, et S est le deuxieme tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff (défini dans I'équation (3.16)). Le

détail du calcul aboutissant a I'équation (4.5) est donné dans I'’Annexe D.

Vu que l'on consideére le méme potentiel relatif a I'énergie d’interface Jy;,; que celui exprimé dans

wnt

le Chapitre 2, la force motrice s’exprime comme précédemment :

53:7,’717&

/
— — aA .
50 Wg'(¢) — alp, (4.6)
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ou W est I'échelle de densité d’énergie de la fonction double-puits g() et v est le coefficient du terme
de gradient | V|2 (voir Section 2.1.1). A noter que 'on peut exprimer cette force motrice en fonction
du couple de paramétres (y, §) qui représentent I'énergie et 'épaisseur des interfaces, a 'aide des rela-
tions (2.11) et (2.19).

L'ensemble des forces motrices mises en jeu dans le systéme composé d'un variant de macle, localisé
par un champ de phase ©(X,t), dans une matrice a ainsi été exprimé dans le cadre géométriquement
non-linéaire. La loi d’évolution spatio-temporelle du champ ¢(X,t) est, comme au Chapitre 2, une
simple relaxation (équation (2.39)). A chaque pas de temps d’évolution du champ (X,t), I'équilibre
mécanique est résolu a I'aide de l'algorithme de résolution par méthode spectrale présenté dans le Cha-
pitre 3. Les champs mécaniques sont alors mis a jour et introduits dans le calcul de la force motrice
élastique.

On voit alors que la formulation du modéle champ de phase de I'évolution d’un variant de macle
{332} (113) au sein de la matrice initiale est peu modifiée lors du passage d'un cadre géométriquement
linéaire (CGL) a un cadre géométriquement non-linéaire (CGNL). Seules la force motrice d’origine
élastique et la résolution de I'équilibre mécanique sont changées. Dans la section suivante, ce nouveau
modele est appliqué a la croissance d’un variant de macle {332} (113) . Une comparaison des résultats

obtenus avec ceux du modele formulé dans le CGL est également présentée.

4.2 Comparaison des microstructures obtenues dans le CGL etle CGNL:

modéle mono-variant

Dans cette section, le modéle champ de phase type Allen-Cahn avec élasticité formulée dans le
CGNL est appliqué au cas de la croissance d’'un variant de macle {332} (113) au sein d’'une matrice.
On s’intéresse notamment a l'effet de cette nouvelle formulation sur l'anisotropie de croissance, sans
prise en compte d’une énergie d'interface anisotrope. Pour cela, trois configurations de germes initiaux
seront étudiées : sphérique, ellipsoide allongé dans la direction de cisaillement 7, et ellipsoide allongé
dans la direction normale au plan de maclage K ;. On s’intéresse alors a la croissance de ces germes ini-
tiaux dans le cas du cadre géométriquement linéaire (CGL) et du cadre géométriquement non-linéaire
(CGNL). Pour l'instant, on ne considére qu'un seul variant, que 'on note (1). Cette notation sera re-

trouvée en exposant sur les différentes entités relatives a ce variant de macle.

4.2.1 Conditions initiales

Afin de mettre en valeur les différences induites par le choix du formalisme élastique choisi (CGL
ou CGNL), on considére I'étude de la croissance de trois germes de macle initiaux de morphologies
différentes. Ces trois germes de macles correspondent au variant (332) [113] noté (1), dont la direc-

(1) (1)

tion de cisaillement est 73’ = [113], la normale au plan de maclage est "’ = [332], et la normale au

plan de cisaillement est P(!) = [110].

Les trois germes de macle initiaux sont représentés sur la figure 4.1. Les axes définissant la boite

( (1)

de simulation cubique correspondent aux directions cristallographiques ﬂll), Ky etP M Le premier
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(a) Configuration initiale 1. (b) Configuration initiale 2. (c) Configuration initiale 3.

Ficure 4.1 - Configurations initiales des calculs réalisés dans la Section 4.2. Colonnes (a), (b) et (c) : configurations
initiales 1, 2 et 3. Ligne du haut : représentation 3D de l'isosurface ¢ = 0,5. Ligne du bas : section P M) qu champ

 passant par le centre de la boite de simulation.

cas (Configuration 1) correspond a un germe sphérique de rayon Ry = 12nm (figure 4.1a). Il s’agit
du germe initial considéré dans la Section 2.4, pour lequel la contrainte de traction (amplitude et axe)
permettant sa croissance avait été identifiée. Le second germe (Configuration 2) est un ellipsoide al-
longé selon le), dont les demi-axes le long des directions ﬂgl), Kgl) et P sont égaux a @ = 16 nm,
b = 10nm et ¢ = 12nm. Enfin, le dernier germe (Configuration 3) est également un ellipsoide, al-
longé selon K&l), dont les demi-axes le long des directions ﬂgl), K&l) et E(l) sont égauxaa = 10nm,
b = 16nm et c = 12 nm. On note que les demi-axes le long de la direction PW des différents germes
initiaux sont identiques.

Ce choix de conditions initiales se rapproche de celui fait dans la Section 2.4.4 o 'on avait vu qu’en 2D,
pour le cas d’'un formalisme élastique exprimé dans le CGL, la morphologie finale de la macle était in-
fluencée par la configuration initiale. En fonction de cette derniére, on pouvait observer une croissance

(1)

favorisant la présence d’une interface normale a K gl) (figure 2.27), normale a Uk (figure 2.28), ou en-

core voir une compétition entre ces deux interfaces (figure 2.25, sans anisotropie d’énergie d’interface).
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4.2.2 Parametres d'entrée des modeles champ de phase avec élasticité

Dans les deux formalismes ici étudiés, les parameétres relatifs au modele champ de phase a interface
diffuse (énergie d’interface -y et largeur d’interface 29) sont identiques. En effet, comme rappelé dans la
Section 4.1, I'expression de I'énergie d'interface JF;y,; n'est pas modifiée en considérant un modele dans
le CGNL. Le tableau 4.1 résume les différents parameétres pris en compte dans les simulations de cette
section, que I'on soit dans le CGL ou le CGNL. L'adimensionnement est considéré de la méme maniere

que dans le Chapitre 2 (voir Section 2.2.2).

Taille de la boite de simulation (en nm) 128 x 128 x 128
Pas de grille d (en nm) 1

Pas de temps adimensionné dt 1,6 x 107!
Largeur d’'interface adimensionnée 2 5 6
Pré-facteur double-puits W (en J /m?) 1,6 x 1010
Pré-facteur gradient v (en J/m) 1,8 x 1078

TaBLEAU 4.1 — Parameétres numériques utilisés dans les six simulations de la Section 4.2 (3 dans le CGL et 3
dans le CGNL). L'énergie d'interface -y est prise égale a 4 J/m? pour assurer 'obtention d’'un profil proche d’'une
tangente hyperbolique.

Du point de vue des données élastiques, celles-ci sont rappelées dans le tableau 4.2 (données iden-
tiques a celles utilisées dans le Chapitre 2). On choisit de garder des constantes élastiques isotropes afin
de se concentrer sur le seul effet du tenseur des déformations libres dans la simulation (€* dans le CGL,
F™* dans le CGNL).

A (en GPa) 63

1 (en GPa) 26

Ytw

=%

TaBLEAU 4.2 — Données élastiques : constantes élastiques et cisaillement associé au mode de maclage étudié.

4.2.3 Conditions aux limites

Dans 'ensemble des cas étudiés dans cette section, on considérera des conditions limites pério-
diques dans lesquelles les déformations moyennes sont imposées. Cela se traduit, dans le CGL, par
l'application d'un tenseur de déformations %P (c.—z‘l—d. (g) = PP ), et dans le CGNL, par l'applica-
tion d'un tenseur gradient de transformation F®" (c.-a-d. (F) = F“). Lors de l'étude de la crois-

sance d'un variant de macle sphérique de rayon Ry = 12nm dans le CGL (Chapitre 2, Section 2.4.4),
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une forme et une amplitude minimale du tenseur de déformation a appliquer permettant la crois-

sance de la macle avaient été identifiées (équation (2.73)). Pour rappel, dans le repére de base B, =

- ~ (1) ~(1
paren % gl(l), K 1( ),Bl( ) du variant de macle (1), celui-ci s’écrivait :

0 ~® 0
gapp — ,.yapp 0 0 , (4_7)
0 0 0

By

avec Y%PP = 7.75%.
Afin de garder l'aspect symétrique de la déformation appliquée dans le CGNL, on écrit le gradient de

transformation appliqué suivant :

1 %P 0
FP = | qopp 1 () : (4.8)
0 0 1 B,

En effet, si on considere que le tenseur de déformations appliquées P dans le CGL s’exprime en
fonction d’'un gradient de transformation appliquée F'“PP, la relation suivante est bien vérifiée si on

prend en compte I'écriture de 'équation (4.8) :

~

£aPP — %( EappT + FPP 9 l) (4.9)

Pour rappel, 'équation (4.9) se base sur l'écriture du gradient de transformation F’ et de l'expression
linéarisée du tenseur de déformation ¢ en fonction du gradient de déplacement Vu, qui s’écrivent :

1
F=1+4+Vu et g:§(vf+v@). (4.10)

~

On note que la trace de g% est nulle et que le déterminant de F'%PP vaut 1 — v = 0,994, ce
qui implique une variation de volume négligeable. Dans les calculs qui suivent, on considérera alors
respectivement dans le CGL et le CGNL les tenseurs ¢ et F'*PP comme conditions limites pério-
diques en déformation. On suppose que 'amplitude de déformation gy, = 7,8% sera suffisante pour

la croissance de tous les germes initiaux considérés dans la Section 4.2.1.

4.2.4 Résultats et analyse

Les six configurations d’étude, basées sur les configurations initiales, inputs numériques et condi-
tions aux limites présentés dans les Sections 4.2.1, 4.2.2 et 4.2.3 sont intégrées numériquement jusqu’a
# = 1440 (9000 dt) , permettant d'atteindre un état stationnaire.

La figure 4.2 représente 1'évolution de la fraction volumique de macle (¢) en fonction du temps adi-
mensionné pour les six simulations considérées. Cette figure rend bien compte de I'atteinte d’'un équi-
libre pour une déformation appliquée donnée. En effet, on voit que la fraction volumique de macle
(¢) n'évolue plus en fonction du temps au bout de 6000 pas de temps (£ = 960), pour chacun des
cas étudiés. On note également que, quelque soit le cadre étudié (CGL ou CGNL), et quelque soit la
configuration initiale, la fraction volumique de macle finalement atteinte () finq; est extrémement

proche (petite variation pouvant étre induite par la variation de volume), sauf dans le cas du germe

119



CHAPITRE 4. MODELE CHAMP DE PHASE DE CROISSANCE DE MACLES — CADRE GEOM. NON-LINEAIRE

0.4
0.3
=

0.2

0.1 —— CGL - Configl == CGNL - Config 1|
= (CGL — Config 2 = = CGNL - Config 2

0.0 === (CGL — Config 3 = = CGNL - Config 3

0 2000 4000 6000 8000

Pas de temps [-]

FIGURE 4.2 - Représentation graphique de I'évolution de {¢) en fonction du nombre de pas de calcul pour les six
simulations considérées dans la Section 4.2. Les couleurs différencient les configurations initiales (vert : config. 1,
orange : config. 2, violet : config. 3) et le style de trait différencie le CGL (trait plein) du CGNL (pointillés). Les

traits pleins orange et violet sont superposés sur la figure.

sphérique initial dans le CGL. En effet, dans ce cas, la morphologie finale obtenue n’est pas lamellaire
(voir figure 4.3, CGL) et présente des interfaces supplémentaires par rapport aux morphologies finales
obtenues dans les autres cas étudiés, ce qui implique que la valeur moyenne du champ ¢ est supérieure
en fin de simulation. Cependant, dans tous les cas, la valeur de fraction volumique finale peut étre dé-
duite du calcul du ratio 2y%PP /~y,, au pour-cent pres (voir figure 2.20). Ce ratio donne une valeur de
(©) finar de Tordre de 44%, ce qui est en bon accord avec les résultats présentés sur la figure 4.2. On
est alors capable d’anticiper la fraction volumique de macle finale en considérant un variant de macle
(332) [113] dans le cas de conditions limites périodiques en déformations appliquées, que I'on soit dans
le CGL ou dans le CNGL.

Un autre résultat intéressant visible sur cette figure est I'’évolution identique de la fraction volumique
dans les cas de la configuration initiale 2 et 3 dans le CGL (traits pleins, violet et orange se superposent).
Ces deux configurations initiales ne variant que d’une rotation de 7 /2 par rapport a l'axe Z, ce résultat
confirme ce qui avait été observé dans la Section 2.4.4 avec le comportement symétrique de I'énergie
élastique le long des axes X et Y dans le CGL.

Cependant, lorsque I'on considere chacune des configurations initiales séparément, on note des diffé-
rences de comportement de I'évolution de la fraction volumique en fonction du temps entre le CGL
et le CNGL. Afin d’'identifier 'origine de cette différence de comportement, on s’intéresse a 1'évolu-
tion spatio-temporelle du champ ((X,t) associé au variant de macle (332) [113]. Les figures 4.3, 4.4
et 4.5 rendent respectivement compte de cette évolution pour les trois configurations initiales 1, 2 et
3 considérées dans cette section. Sur chacune de ces figures, les colonnes (a), (b) et (c) correspondent
respectivement a des configurations a t =160, ¢ = 480 et t = 1440 (temps final). La partie haute des
figures correspond a I'évolution du champ dans le CGL, et la partie basse dans le CGNL. Enfin, dans
chacun des cadres étudiés, la ligne du haut correspond a l'isosurface ¢ = 0,5 et la ligne du bas a la

section de normale P() du champ ¢(X,t) passant par le centre de la boite de simulation.
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La figure 4.3 représente le cas de I'évolution de la configuration initiale 1 du champ (¢ associé au
variant de macle (332) [113] étudié. Dans le CGL, on voit que le variant de macle croit en aiguille de
section carrée, comme observé au préalable dans la Section 2.4.1, figure 2.21. Ce type de croissance
ne correspond pas aux observations expérimentales de macles {332} (113), ou l'on voit plutot des
variants de macles sous forme de plaquettes (post-déformation). Dans le CGNL, la morphologie du va-
riant de macle au cours de son évolution et en fin de simulation est trés différente de ce qui est obtenu
dans le CGL. En effet, on note que, dés le début de la simulation (colonne a), la sphére initiale évolue
de maniere a favoriser la présence d’'une interface perpendiculaire a la direction direction A gl) (axe
Y). En cours d’évolution (colonne b), on note I'absence d’interface normale a la direction direction ﬂgl)
(axe X), contrairement a ce que I'on peut voir dans le CGL. On obtient alors une morphologie plus “en
biseau” au niveau des extrémités du variant de macle. Enfin, la morphologie finale (colonne c) est trés
différente de ce que I'on observe dans le CGL. En effet, malgré la fraction volumique finale () finai

(1)

extrémement proche entre le CGL et le CGNL, on obtient finalement une lamelle de normale K; .

On s'intéresse a présent a la configuration initiale 2, ol le germe de macle favorise la présence d'une
interface de normale K gl). La figure 2.4 montre que dans le cas de cette configuration, seule la mor-
phologie du variant de macle en cours d’évolution differe entre le CGL et le CGNL. En effet, on peut
voir qu'a un état intermédiaire (colonne b), la principale différence réside dans le fait que I'interface

(1)

de normale 7; * est favorisée (CGL) ou non (CGNL). Quant aux configurations finales, elle sont tres

proches du point de vue de la morphologie et de la fraction volumique de macle pour les deux modeéles.

On s’intéresse enfin a la configuration initiale 3, ot le germe initial favorise la présence d’une in-
terface normale a ﬂgl). Les résultats de I'évolution du champ de phase ¢ correspondant est présentée
sur la figure 4.5. Dans le CGL, on peut voir que la morphologie du variant de macle est identique
au cas précédent, 2 une rotation de 7/2 pres selon l'axe Z : la morphologie finale obtenue est une
lamelle de normale ﬂgl). Ce comportement avait déja été observé dans les cas 2D étudiés dans la Sec-
tion 2.4.4 (voir figures 2.27 et 2.28). On peut dés lors comprendre la superposition parfaite de la courbe
d’évolution de la fraction volumique () dans le CGL pour les configurations initiales 2 et 3 (voir fi-
gure 4.2). Par contre, dans le CGNL, on peut voir que le germe évolue de maniére a finalement atteindre

(1)

la forme d’une lamelle de normale K ;. Ainsi, dans le CGNL, la morphologie finale atteinte est iden-

tique quelque soit la configuration initiale choisie parmi celles présentées dans cette section (1, 2 ou 3).

Cette étude a ainsi permis de montrer I'apport de la prise en compte d’une énergie élastique for-
mulée dans le CGNL pour des niveaux de déformation élevés. En effet, on a pu voir que dans le cas
du CGL, la morphologie du variant de macle (332) [113] en cours de croissance et en fin de simula-
tion dépendait fortement de la configuration initiale choisie. Or, dans le cas du CGNL, quelque soit la
configuration initiale choisie par les configurations 1, 2 ou 3, la morphologie finale de la lamelle reste

(1)

la méme : une plaquette de normale K}, conforme aux observations expérimentales.
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Configuration 1 - évolution dans le CGL

Configuration 1 - évolution dans le CGNL

@)t = 160. (b) £ = 480. (©) t = 1440.

FIGURE 4.3 — Evolution du champ ¢ dans le cas de la configuration initiale 1 présentée sur la figure 4.1a, dans
le CGL (partie du haut) et dans le CNGL (partie du bas). Dans chacune des parties de la figure, la ligne du haut
représente l'isosurface ¢ = 0,5 en 3D, et la ligne du bas correspond a une section PY du champ ¢ passant par

le centre de la boite de simulation.
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Configuration 2 - évolution dans le CGL

Configuration 2 - évolution dans le CGNL

@t = 160. (b) t = 480. (©) t = 1440.

FIGURE 4.4 — Evolution du champ ¢ dans le cas de la configuration initiale 2 présentée sur la figure 4.1a, dans
le CGL (partie du haut) et dans le CNGL (partie du bas). Dans chacune des parties de la figure, la ligne du haut
représente l'isosurface ¢ = 0,5 en 3D, et la ligne du bas correspond a une section P @) du champ ¢ passant par
le centre de la boite de simulation.

123



CHAPITRE 4. MODELE CHAMP DE PHASE DE CROISSANCE DE MACLES — CADRE GEOM. NON-LINEAIRE

Configuration 3 - évolution dans le CGL

Configuration 3 — évolution dans le CGNL

@t = 160. (b) £ = 480. (©) t = 1440.

FIGURE 4.5 — Evolution du champ ¢ dans le cas de la configuration initiale 3 présentée sur la figure 4.1a, dans
le CGL (partie du haut) et dans le CNGL (partie du bas). Dans chacune des parties de la figure, la ligne du haut
représente l'isosurface ¢ = 0,5 en 3D, et la ligne du bas correspond a une section PY du champ ¢ passant par

le centre de la boite de simulation.
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Pour mieux comprendre ce résultat, nous avons tracé I'énergie élastique dans le CGNL d’un sys-
téme biphasé composé d'une lamelle (correspondant a un variant de macle) au sein d’'une matrice, en
fonction de 'orientation de sa normale n. Ce travail a été réalisé dans le CGL dans la Section 2.4.4. On
avait alors pu montrer que le role de l'anisotropie de I'énergie élastique (induite ici seulement par la
présence d'un tenseur de déformation libre) est déterminant dans le cas étudié, ou seule I'énergie élas-
tique entre en compétition avec I’énergie d'interface. Dans le cas de contraintes appliquées nulles, on
avait alors pu voir que les minima de I'énergie élastique étaient atteints pour des lamelles de normales
le) et K gl), et que ceux-ci correspondaient a des valeurs nulles de I'énergie élastique (plans d’habitat,

voir figure 2.26).

Afin de reproduire cette étude dans le CGNL, on se base sur le travail réalisé dans les Sections 3.3.1.1
et 3.3.1.3 du Chapitre 3, ot 'on cherchait a construire une solution de référence pour différents champs
mécaniques (impliquant la résolution de I'équilibre mécanique dans le CGNL) dans le cas d’un systéme
biphasé identique, mais pour une orientation de lamelle n donnée. Un travail a été réalisé afin d’étendre
les possibilités de cet outil pour qu'il puisse étre capable de résoudre 1'équilibre mécanique pour difté-
rentes orientations de lamelle. Ainsi, cet outil permet de représenter 'énergie élastique dans le systéme
matrice-lamelle en fonction de l'orientation de la lamelle n dans le CGNL. De plus, la possibilité de
prendre en compte des conditions aux limites périodiques en contraintes appliquées a été ajoutée, en
se basant sur le travail réalisé dans la mise en place du solveur mécanique dans le CGNL (voir Sec-
tion 3.2.1).

Dans un premier temps, on cherche a représenter 'énergie élastique F;(n) du-dit systeme biphasé
dans le cas de contraintes appliquées nulles. Le tenseur de déformation libre associé au variant de
macle (332) [113] est introduit dans la lamelle. La fraction volumique de la lamelle est de 44%, valeur
correspondant aux résultats des simulations champ de phase précédentes, et les constantes élastiques
sont prises identiques aux simulations (voir tableau 4.2). On se limite a la coupe de F¢;(n) dans le plan
de normale PV = [110], ot les différences de morphologie obtenues entre CGL et CGNL lors de la
croissance du variant de macle (332) [113] étaient les plus marquantes (figures 4.3, 4.4 et 4.5). La pré-
cision sur l'orientation de la lamelle (macle) est de I'ordre de 10~% rad (40000 points pour 27). Cette
coupe est représentée dans le CGL sur la figure 4.6a (aussi visible dans la Section 2.4.4) et dans le CGNL
sur la figure 4.6b.

Dans le CGL, on retrouve les mémes résultats que ceux présentés sur la figure 2.26 : deux minima

(1)

globaux (et leurs opposés) nuls correspondant a des lamelles de normalen =7, ’ etn = K gl), respec-

tivement a 0° et 90° de la direction le) dans le plan de normale P 0Or, dans le CGNL, on voit que le

minimum global associé a la direction ﬂ(l ), présent dans le CGL, est absent. En revanche, on voit appa-

1

raitre un minimum global pour une direction située a 10° de la direction 7; ) dans le plan de normale
P, Cristallographiquement parlant, la direction qui se trouve a 10° de la direction le) = [113] dans
le plan de normale prM correspond a la direction K gl) = [112]. Ainsi, une énergie élastique résiduelle
nulle est obtenue dans le cas d’'une lamelle de normale n = K (11) oun = K él).

Contrairement a ce qui est observé dans le CGL, ce dernier résultat est conforme aux résultats de I'équa-
tion de maclage (twinning equation) présentés dans la Section 1.3.1. En effet, nous avions vu que, dans le

cas ou I'on considére une théorie élastique exacte (non linéarisée), deux interfaces macle-matrice per-
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K(11) K(11)
0!
P(l)
|— Fli(n)[GPa] | ©  [— FY:n)[GPal| ©

(a) Coupe perpendiculaire 2 P de F.; (n) dansle  (b) Coupe perpendiculaire 3 P(Y) de F,; (n) dans le
CGL. CGNL.

FIGURE 4.6 — Représentation polaire de I'énergie élastique Fe;(n) d’'un systéme biphasé composé d’'une macle
de morphologie lamellaire de normale n, avec constantes élastiques isotropes et homogenes. Conditions aux
limites périodiques : contrainte appliquée nulle. (a) Dans le cadre géométriquement linéaire (CGL). (b) Dans le
cadre géométriquement non-linéaire (CGNL). L'exposant “L” ou “NL” au dessus de J; correspond au CGL ou

au CGNL. Les valeurs numériques des minima sont données dans le tableau 4.3.

mettent d'accommoder parfaitement la déformation de cisaillement associée au systéme de maclage
{332} (113) : une interface normale a K ), correspondant au plan de maclage, et une interface nor-

male a i ;1), correspondant au plan de maclage réciproque (ou conjugué).

Deés lors, on s’interroge sur le choix du systeme a favoriser la présence de l'interface de normale

)
(332) [113] dans le CGNL (figures 4.3, 4.4 et 4.5). On s'intéresse alors a une représentation de 'énergie

K (11) au détriment de l'interface de normale K. gl dans le cas de la croissance du variant de macle
élastique similaire a celle de la figure figure 4.6, en considérant cette fois les conditions aux limites en
déformation appliquée des simulations champ de phase précédentes (voir Section 4.2.3). Dans ce cas, la
coupe de F;(n) dans le plan de normale P(Y) = [110] est représentée sur la figure 4.7b. On s'intéresse
également au résultat obtenu dans le CGL sur la figure figure 4.7a. Les valeurs numériques des minimas
de I'énergie élastique dans le plan de normale P sont données dans le tableau 4.3.

On note alors que, dans le CGL, les minimas de I'énergie élastique sont identiques et correspondent
aux orientations n = Q(ll) etn = K (11). Le systeme cherche alors a favoriser la présence de ces deux
interfaces dans le systéme, comme on peut le voir sur les résultats des simulations champ de phase
(figures 4.3, 4.4 et 4.5, partie CGL).

Cependant, dans le CGNL, lorsque I'on considére une déformation appliquée correspondant a celle uti-
lisée dans les simulations champ de phase, le systéme bi-phasé précédemment décrit minimise son éner-
gie élastique dans deux cas : (i) un minimum global, en considérant une lamelle de normale n = K gl)

.. .. 1 1
et (ii) un minimum local, en considérant une lamelle de normale n = K g ).
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o —

Cadre Minimum Angle (ﬂ7ﬂ§1)> Dir. cristallo. Valeur de J; [GPa]
CGL n'l 0° £ 180° n=n" 3,30 x 10~°
CGL n°2 90° + 180° n=K" 3,30 x 106
CGNL n°l 10° -+ 180° n=Kj" 2,44 x 102
CGNL n°2 90° £ 180° n=K" 3,95 x 103

TaBLEAU 4.3 — Valeurs des minima de I'énergie d’élastique représentée sur la figure 4.7 dans le plan de normale
P (1), avec angle entre la direction n associée et la direction le), dans le CGL et dans le CGNL. Conditions aux

limites périodiques en déformation appliquée correspondant aux simulations champ de phase (voir Section 4.2.3).

Comme observé dans les résultats des simulations champ de phase (figures 4.3, 4.4 et 4.5, partie

CGNL), le systeme cherche alors a favoriser la présence d'interfaces de normale K gl). On retrouve

(1)

les interfaces normales a K, ' en cours de croissance (voir figure 4.4b dans le CGNL), créant un bi-

(1)

seau avec les interfaces de normale K ; . Ainsi, lors de la croissance d’'une macle {332} (113) dans la
matrice, une interface de normale K él) pourrait étre observée en pointe macle, dans une section de
normale P(). Cependant, nous n’avons pas de données expérimentales permettant de confirmer cette
hypothese : il est compliqué d’observer I'extrémité de variants de macle au sein d'un grain, ceux-ci tra-
versant treés vite le grain en question.

Loutil ainsi développé permet, a 'aide d’'une représentation de I'’énergie élastique du systéme biphasé
étudié, d’anticiper les orientations des interfaces macle-matrice favorisées, que l'on soit dans le CGL

ou dans le CGNL.

Afin de s’assurer du réle prépondérant du tenseur de déformation libre dans l'obtention d'une
énergie élastique anisotrope (et donc d’interfaces macle-matrice spécifiques dans le systeme étudié),
on réalise le méme calcul que précédemment dans le CGNL, en considérant cette fois des constantes
élastiques cubiques (anisotropes). Celles-ci sont basées sur les travaux de Tane et al. [2008] sur I'alliage
Ti-25Nb-Ta-Zr, et de Nejezchlebova et al. [2019] sur I'alliage Ti-15Mo. Pour ces deux alliages 3-Ti, le
ratio d’'anisotropie est de 2,05. Les constantes élastiques relatives a ces deux alliages sont indiquées dans
le tableau 4.4, ainsi que celles correspondant au modele isotrope (basées sur les données du tableau 4.2).

La prise en compte de constantes élastiques anisotropes implique la nécessité d’exprimer les constantes
élastiques dans le variant de macle lamellaire é(l) en fonction des constantes élastiques de la matrice

A7) 3 Paide de la relation :

>~

~ ~

M — 7", (Qu)T A Q(1>) QW (4.11)

ot QW) est la matrice de réorientation du réseau relative au variant de macle (332) [113] (voir An-
nexe B).
La figure 4.8 montre une comparaison, pour les différents jeux de constantes élastiques du ta-

bleau 4.4, de coupes normales a P des tracés de I'énergie élastique dans le CGNL en fonction de
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(a) Coupe perpendiculaire 2 P de F.; (n) dansle  (b) Coupe perpendiculaire 3 P(Y) de F,; (n) dans le
CGL. CGNL.

FIGURE 4.7 — Représentation polaire de I'énergie élastique F;(n) d’un systéme biphasé composé d'une macle de
morphologie lamellaire de normale n, avec constantes élastiques isotropes et homogenes. Conditions aux limites
périodiques : déformation appliquée correspondant a celle utilisée dans les simulations champ de phase. (a) Dans
le cadre géométriquement linéaire (CGL). (b) Dans le cadre géométriquement non-linéaire (CGNL). L'exposant
“L” ou “NL” au dessus de F; correspond au CGL ou au CGNL. Les valeurs numériques des minima sont données
dans le tableau 4.3.

l'orientation n d'une macle lamellaire portant le tenseur de déformation libre du variant (332) [113].
Le cas des constantes élastiques isotropes est représenté en bleu, et les cas anisotropes en rouge. A noter
que le cas des constantes élastiques isotropes induit une homogénéité des constantes élastiques dans le
systéme, c.-a-d. é\(m) = é\(l).

Dans les trois cas étudiés, on voit que les minima de I'énergie élastique correspondent a des orienta-
tions de lamelle extrémement proches de celles obtenues dans le cas isotrope (tableau 4.3), au centiéme
de degré pres. Dans le cas de l'alliage n°2, on note des valeurs plus élevées des maxima de I'énergie élas-
tique en comparaison aux deux autres tracés, induites par les valeurs élevées des constantes élastiques.
On note également des différences au niveau de la morphologie des lobes observés sur la représenta-
tion entre cas isotrope (en bleu) et cas anisotropes (en rouge), mais aussi au niveau des orientations des
maxima de I'énergie élastique (de l'ordre de 3°pour le maximum global). Comme le systéme cherche &
minimiser la présence d'interface de normale correspondant aux maxima de I'énergie élastique, cette
différence peut jouer sur I'émoussement des “coins” joignant les interfaces de normales K gl) et K. él).
Deux simulations champ de phase sont réalisées en prenant en compte le jeu de constantes élastiques
isotropes et celles correspondant a l'alliage n°1. Les axes de la boite de simulation correspondent ici
aux axes cubiques X = [100],Y = [010] et Z = [001]. Sur la figure 4.9, on représente le contour
@ = 0,5 dans une section de normale P (1) d'un variant de macle qui croit dans la matrice : en bleu,
dans le cas isotrope, et en rouge, dans le cas des constantes élastiques anisotropes de 'alliage n°1. Cette
superposition de contours est réalisée pour des fractions volumiques proches (différence de 2% entre
les deux simulations a cet instant) et en début de simulation, afin d’observer les interfaces normales a

(1)

la direction K5 *. Conformément aux résultats obtenus précédemment, les orientation des interfaces
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Alliage Composition C11 [GPa] C12 [GPa] Cy4 [GPa] Ratio aniso.
n’l Ti-25Nb-Ta-Zr 90,8 55,9 35,8 2,05
n2 Ti-15Mo 139,4 95,7 44,7 2,05
n°3 Modele isotrope 115 63 26 1

TaBLEAU 4.4 — Lignes 1 et 2 : constantes élastiques anisotropes d’alliages 3-titane présentant du maclage méca-

nique {332} (113) a température ambiante. Ligne 3 : constantes élastiques isotropes utilisées (voir tableau 4.2).

[001]

— == Fu(n) avec A aniso (alliage 1) [GPa]
----- Fei(n) avec A aniso (alliage 2) [GPa)
«1(n) avec X iso [GPa]

o ..

[110]

Y
©

FIGURE 4.8 - Représentation polaire de I'énergie élastique F; (n) dans le CGNL d’un systéme biphasé composé de
la matrice c.c initiale et d'une macle lamellaire d’orientation 1, portant le tenseur de déformation libre du variant
de macle (332) [113]. En bleu : constantes élastiques isotropes, en rouge : constantes élastiques inhomogeénes

(matrice-macle) et anisotropes.

macle-matrice favorisées correspondent aux minima de I'énergie élastique observés sur la figure 4.8,
avec une légere modification de la morphologie au niveau jonctions entre les interfaces normales a
K gl) et K. gl). On remarque une légeére désorientation de l'interface normale & K gl) dans le cas aniso-
trope (contour rouge). 11 s’agit 1a d’un effet des conditions aux limites périodiques, dont les effets sont

discutés dans la Section 4.3.3.

Ainsi, de maniére globale, 'anisotropie des constantes élastiques n’a pas affecté la croissance ani-
sotrope sous forme de lamelle favorisant les interfaces normales a K gl) et K gl) mais seulement la
morphologie des extrémités de la macle. Les résultats obtenus dans le cas de constantes élastiques ani-
sotropes justifient le fait de considérer des constantes élastiques isotropes dans la suite de ce travail. En
effet, si on s’'intéresse a la morphologie globale de la macle, le role du tenseur de déformation libre sur
l'anisotropie de I'énergie élastique est prépondérant face a celui de l'anisotropie des constantes élas-

tiques.
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FIGURE 4.9 - Représentation du contour ¢ = 0,5 dans une section de normale PW de la boite de simulation :

en bleu, constantes élastiques isotropes, en rouge, constantes élastiques de l'alliage n°1 du tableau 4.4.

4.3 Développement d'un modéle champ de phase multi-variants

Dans cette section, on s'intéresse a I’étude de l'interaction de plusieurs variants de macles au sein
d’'une microstructure d’alliage de titane 3-métastable déformée. Pour cela, il est nécessaire d’étendre le
modele Allen-Cahn avec élasticité, jusqu’ici formulé pour un seul variant de macle, a un nombre fini
de variants de macle {332} (113) en présence dans la matrice. On se base sur les travaux de Clayton
et Knap [2011a], Heo et al. [2014], ou encore Gu et al. [2013] pour I'écriture de ce modeéle, ou le che-
vauchement des champs de phase sont pénalisés par un terme supplémentaire dans I'énergie chimique
(détaillée dans la section suivante). A noter que les modeles cités n’ont pas été appliqués dans le cas
d’une élasticité dans le CGNL, avec prise en compte de plusieurs variants de macle et une résolution
de I'équilibre mécanique par méthode spectrale.

Dans cette partie, nous ne considérons que des variants de macle primaire, les situations avec une hié-

rarchie de macles seront discutées dans le Chapitre 5.

4.3.1 Mise en place du modéle multi-variants

Afin de considérer un nombre de variants de macle {332} (113) supérieur a 1 dans un modeéle
champ de phase, le choix le plus simple est de considérer un modele de type Allen-Cahn multi-variants
ou T'on associe un champ de phase ¢(*)(X,t) a chaque variant de macle {332} (113), noté i. Afin
d’éviter le recouvrement des champs go(i), il est nécessaire de considérer un terme énergétique pénali-
sant ce phénomene dans la formulation du modele. Le modéle se base alors sur la somme des termes
énergétiques associés a chacun des champs (). Dans le cas ot l'on considére N variants de macle

{332} (113), le potentiel lié a I'énergie d'interface F;,; s'écrit :

N . I} 12 N N\ 2 A\ 2
Tor = [ 30 [Wo(e) 45 [00] +4, 3 (o) (+0) | ave @i
i=1 j=i+1

ol W est I'échelle de densité d’énergie chimique, o le coefficient du terme de gradient, et A, le pré-

facteur du terme pénalisant le recouvrement des champs ¢ Ce coefficient de pénalisation est choisi
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suffisamment grand, de maniére a ce que max Zfil (" < 1 dans I'ensemble de la boite de simulation
(condition vérifiée dans 'ensemble des calculs multi-variants effectués). Dans les cas étudiés, on consi-
derera A, = 3 W. Les parametres W et v sont choisis identiques a ceux présentés dans le tableau 4.1.
L'énergie élastique s’exprime de la méme facon que dans I'équation (4.3) dans le CGNL et de la méme
facon que dans I'équation (2.60) dans le CGL. Cependant, les expressions des tenseurs de déforma-
tion libre ¢* dans le CGL et £ dans le CGNL ainsi que 'expression du tenseur d’élasticité dans le cas

anisotrope sont modifiées. On écrit alors :

N )
F*=1+ Z h(SO(i)) VQO(i) avec Vgom = Yw (51(0 ® Kﬁl)), (4.13)
=1
N . ; ~ (1 ~( i
e = n(p) & wee V=109 RY LK 070), @19

A= i h@)(z’)) D 4 [1 _ i h(g,(z‘))]é(m), (4.15)

ol ﬁl(i), K?)

introduit dans le systeme étudié. La matrice n’est alors pas associée a un champ de phase bien défini,

et é\(i) sont définis pour chacun des variants de macle (7) du systéme de maclage {332} (113)
mais correspond 2 Iétat ot I'ensemble des champs (*) est nul.

Dés lors, on peut s'intéresser a la capacité du modele a faire croitre un nombre fini de variant au
sein du méme systeme. Pour cela, 1a loi d’évolution cinétique TDGL (équation (2.39)) est appliquée pour
chacun des champs non-conservés (9 :

() 0F

T —L 5o avec F=Fn+Fa. (4.16)

Le terme de pénalisation du recouvrement des champs de phase ajouté dans I'’équation (4.12) apparait

alors dans la force motrice d'origine chimique. Cette derniére s’écrit de la facon suivante :

0Fin —wd (o0 Ap® 194 o = () 2 4.17
5@(2) = g(go )—Oé ("2 + v P ;(@ ) . ( )
J#i

Avant de tester la capacité du modele a décrire la croissance de plusieurs variants de macle {332} (113),
on analyse le chargement a appliquer afin de permettre la croissance simultanée de deux variants de

macle.

4.3.2 Chargement appliqué pour la croissance de deux variants de macle

Dans un premier temps, on considere une application du modele multi-variants développé dans
la section précédente au cas de la croissance de deux variants de macle {332} (113). A la maniére
du travail réalisé dans la Section 2.4, on cherche a déterminer un cas de chargement simple, du type
traction uniaxiale, permettant de faire croitre deux variants de macle {332} (113).

Dans la Section 2.4, nous avions déterminé I'amplitude et I'axe de traction permettant de faire croitre
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un germe de macle {332} (113) sphérique de rayon initial Ry = 12nm. En se basant sur des travaux
expérimentaux (Min et al. [2013], Zhou et al. [2017]) et théoriques (Lebensohn et Tomé [1993], Lee
et Yoo [1990]), I'axe de traction ¢ avait été choisi de maniére a3 maximiser le facteur de Schmid (SF)
dans nos calculs. Le SF est calculé en fonction de l'axe de traction ¢, de la dipection de cisaillement
(normalisée) il(z) et de la direction normale au plan de maclage (normalisée) K Y) pour chaque variant

de macle 7 a l'aide de la formule suivante :
SFO — (t . ﬁl(z’)) (é . Kﬁ“) , (4.18)

0

L'amplitude de traction o avait également été déduite pour 'ensemble des parameétres considérés dans

ce cas d’étude (morphologie du germe initial, énergie d’interface, données élastiques), et était de l'ordre
de 8 GPa (voir Section 2.4.1). En considérant les valeurs 0 = 8 GPa et SF)q. = 0,5, on peut alors
calculer une contrainte de cisaillement projetée minimale o¢ permettant d’obtenir la croissance d’'un
variant de macle {332} (113) :

¢ = 0% x SF e = 4 GPa. (4.19)

Ainsi, pour chaque variant ¢ de macle {332} (113) et pour un axe de traction ¢ donné, on peut calcu-
0(?)

ler SF®) alaide de I'équation (4.18), puis la valeur de la contrainte a appliquer 0°*" permettant la

croissance du variant 7 :
o) _ 0o°

Dés lors, si I'on souhaite que deux germes de macle sphériques associés a deux variants ¢ et 7 diffé-
rents croissent pour un axe de traction ¢ donné, il suffit de calculer les amplitudes de contrainte o0
et 00V, Finalement, il suffira de considérer un chargement appliqué de type traction uniaxiale d’axe ¢

et d’amplitude de traction o 0(®) ) o0l )> afin d’observer la croissance des deux variants de

macle {332} (113) choisis.

— max (0'

Afin d’éviter d'obtenir des amplitudes de contraintes appliquées trop importantes, on cherche a
déterminer les paires de variants de macle présentant les facteurs de Schmid les plus élevés . Pour cela,
on fixe les vecteurs Qgi) et K gi) des douze variants de macle {332} (113) et on calcule le facteur de
Schmid SF®) pour un axe de traction ¢ tournant autour d’'une spheére unité (360 x 180 degrés pour
la discrétisation dans le repére sphérique). On récupere alors 4 combinaisons possibles de deux va-
riants présentant un SF' qui vaut 0,458, valeur la plus haute possible pour une paire de variant de
macle {332} (113) . Pour information, ces 4 combinaisons sont répertoriées dans le tableau 4.5, avec
les coordonnées ¢, t,, t. du vecteur ¢ dans le repere cubique de base B = (X, Y, Z), ou X = [100],
Y =[010] et Z = [001].

On s’intéresse a la combinaison (1) présentée dans le tableau 4.5. On prend alors en compte les
variants 7 et 10, c.-a-d. les variants (323) [131] et (233) [311] (voir tableau B.1 de I'’Annexe B). Pour ces
deux variants, le SF" est identique et vaut 0,458 pour la direction de traction t = (—0,47,0,47,0,74) 5,
proche d’une direction [223]. En utilisant 'équation (4.18), on déduit la valeur de 'amplitude de traction

0¥ a appliquer, qui est alors de I'ordre de 8,5 GPa.
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Combinaison (tz,ty,t2) Paire de variants
(1) (0,47, 047, 0,74) 7 et 10
2) (—0,47, 0,47, 0,74) 3et8
(3) (—0,47,—-0,47, 0,74) 4et6
4) ( 0,47,-0,47, 0,74) 5et9

TaBLEAU 4.5 — Combinaisons de paires de variants ayant le plus haut SF (= 0,458) dans le cas d’une traction
uniaxiale de direction t. Les numérotations de variants correspondent a celles présentées dans le tableau B.1 de

I’Annexe B.

Deés lors, on peut construire le tenseur des contraintes appliquées (g“7? dans le CGL) correspondant a

une traction de 8,5 GPale long de ¢, exprimé dans la base B :

1,903 1,903 2,989
g = [ 1,903 1,903 2,989 | , (4.21)

2,989 2,989 4,694/

ol chaque composante est exprimée en GPa.

Dans un premier temps, le tenseur des contraintes appliquées g®? est introduit comme condi-
tion limite périodique a une simulation réalisée dans le CGL. On considere alors deux germes de va-

riants de macles sphériques (variants de macle 7 et 10), dont les centres sont respectivement situés a

(J?,J\QJ,J\;Z) et (3 i\fx ,J\ny,]\;z) Les données d’entrée sont spécifiées dans les tableaux 4.1 et 4.2
(constantes élastiques isotropes). Les tenseurs gradients de déplacement Vgom et VQO(IO) intrin-
séques aux deux variants de macle étudiés, introduits dans I'’équation (4.13), sont les suivants :
0,068 —0,045 0,068 —-0,136 0,205 0,205
va®” = [ 0205 —0136 0205 , et v =|_0045 0,068 0068| . 422

0,068 —0,045 0,068 —0,045 0,068 0,068

B B

L'évolution de la fraction volumique (ap(i)> de chacun des variants en fonction du nombre de pas de
temps de calcul est alors présentée sur la figure 4.10. On voit alors que le tenseur de contraintes appli-
quées g“PP choisi permet bien la croissance des deux variants. Les deux variants croissent alors jusqu’a
remplir chacun pres de 50% de la boite de simulation 2 = 2200 dt (;: 352). Cela est dt au fait que les
deux variants de macle ont théoriquement le méme S F’ par rapport a la contrainte imposée. On note
cependant que 'un des deux variants de macle est finalement sélectionné pour remplir entierement
la boite de simulation, au détriment du second variant de macle (dans ce cas, croissance favorisée du
variant de macle 7). Si l'opération de symétrie entre les deux variants était parfaitement respectée lors
de I'évolution, le systéme atteindrait un état stationnaire ot il conserverait les deux variants de macle a

proportion égale. Cependant, la présence de bruit numérique (accumulation d’erreurs due au différents
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FIGURE 4.10 — Evolution temporelle de la valeur moyenne des champs () et ©(10) dans le CGL, dans le cas de
la contrainte appliquée définie dans I'équation (4.21). Le facteur de Schmid est identique et égal a 0,458 pour les

deux variants de macle.

changements de base, oscillations induites par le solveur mécanique instable, ...) favorise finalement la

croissance d’un variant de macle au détriment de l'autre.

Ainsi, la méthodologie employée permet bien de déterminer un tenseur de contraintes appliquées
g PP conduisant a la croissance de deux variants de macle {332}. Afin d’éviter de remplir entiérement
la boite de simulation de variants de macle, on cherche a considérer des conditions aux limites en dé-
formation appliquée. Pour ces simulations, afin d’assurer la croissance simultanée de ces deux variants,
nous avons appliqué la déformation moyenne mesurée dans le calcul précédent a t = 0. Le tenseur ()

obtenu a t = 0 est le suivant :

~0,009 0,038 0,059
)= 0,038 —0,009 0,059 | . (4.23)
0,059 0,059 0,050

~(i) (i)

Si on s'intéresse au tenseur (g) exprimé dans la base B = (ﬁ(i) K P

N P ) des variants 7 et 10, on

obtient :
0,060 0,078 0,026 0,060 0,078 —0,026
() = 10,078 0,0105 0,020 , et (g)= 0,078 0,105 —0,020
0,026 0,020 —0,039 B —0,026 —0,020 —-0,039 B(10)
(4.24)

On note alors que dans les bases B(7) et B(19) des deux variants de macle, la composante (€),, aune

12
valeur de 7,8%, ce qui correspond bien a 'ordre de grandeur du seuil de déformation a appliquer dans
la base d’un variant de macle afin que celui-ci croisse dans le CGL (voir Section 2.4.1, cas des déforma-

tions appliquées).

Des lors, on applique des conditions limites périodiques en déformation appliquée afin de limiter

la fraction volumique finale de chacun des variants, et d’étudier la morphologie obtenue a 'équilibre
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FIGURE 4.11 - Isosurfaces 2 0,5 des champs ¢(7) et (19 a I'instant initial pour les simulations dans le CGL et
CGNL en déformation appliquée pour les variants de macle 7 (en bleu clair) et 10 (en bleu foncé). Le repére de
la boite de simulation correspond au repére cubique de base B = (XY, Z), ou X = [100], Y = [010] et
Z =[001].

en partant d’'une configuration initiale composée de germes de macle {332} (113) . Ce cas sera étudié
dans le CGL et le CGNL afin d’analyser I'importance de la prise en compte des non-linéarités géomé-
triques sur I'évolution microstructurale de deux variants en interaction.

On s’intéresse a un cas similaire a la configuration (3) étudiée dans la Section 4.2, c.-a-d. la prise en
compte de germes ellipsoidaux allongés selon K gi), dont les demi-axes respectifs le long des directions
Qgi), K&i) et P sont égauxaaq = 10nm, b = 16 nm et ¢ = 12nm. Deux germes sont disposés au

sein de la boite de simulation : le premier, correspondant au germe de associé au variant de macle (7),

. 3N 3N, 3N, . .
est situé en 11 et le second, correspondant au germe de associé au variant de macle
. , N;c Ny Nz . R 4 7
(10), est situé en <101 ) La configuration initiale est présentée sur la figure 4.11.

Un tenseur de déformation PP est appliqué dans le CGL et un tenseur gradient de transformation
F9PP est appliqué dans le CGNL. Ceux-ci sont basés sur 'expression du tenseur de déformation moyen

donné dans I'équation (4.23). Dans le CGL, on écrit :

—0,009 0,038 0,059
()™ = | 0,038 —0,009 0,059 | . (4.25)

0,059 0,059 0,050/

Un tenseur VuP = (g)?PP symétrique est tiré de ce tenseur. On écrit ensuite (F)*P = 1 + Vu?,
ce qui nous donne :
0,991 0,038 0,059
()P = 10,038 0,991 0,059 | . (4.26)

0,059 0,059 1,050/

On vérifie bien I'équation (4.9), tout en gardant le caractére symétrique de la déformation appliquée.
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(a) Evolution dans le CGL. (b) Evolution dans le CGNL.

FIGURE 4.12 — Evolution temporelle de la valeur moyenne des champs ¢(7) et ¢(19) dans le cas de la configuration
initiale présentée sur la figure 4.11 en déformation appliquée, (a) dans le CGL et (b) dans le CGNL. Les points
orange a t = 1000 dt (t = 160), t = 5000 dt (t = 800), t = 14000 dt (t = 2240) et t = 20000 dt (t = 3200)

correspondent aux configurations présentées sur la figure 4.13.

La figure 4.12 montre I'évolution de la valeur moyenne des champs cp(i) dans le CGL et dans le
CGNL pour chacun des variants de macle. A premiére vue, dans chacun des cadres étudiés, la frac-
tion volumique des variants 7 (trait plein) et 10 (pointillés) est la méme au cours du temps, jusqu’en
fin de simulation ou l'on atteint un état qui semble stationnaire. Or, on note que les fractions volu-
miques finales atteintes dans le CGL et le CGNL ne sont pas du méme ordre de grandeur. L'encart de
la figure 4.12a montre alors que les deux variants de macle continuent de croitre dans le cas du CGL,
contrairement au cas étudié dans le CGNL ou la microstructure atteint un état stationnaire a partir de
14000 pas de temps. Il est alors intéressant d’observer I'état de la microstructure a différents instants de
I'évolution afin de se rendre compte de l'origine de ces différences observées a une échelle supérieure

(points orange sur les courbes de la figure 4.12).

Lévolution spatio-temporelle des champs (7) et ©(19) dans le CGL et dans le CGNL est présen-
tée sur la figure 4.13, de = 160 a ¢ = 3200. On rappelle que la configuration initiale présentée sur
la figure 4.11 est similaire a la configuration (3) présentée dans la figure 4.1¢ pour un seul variant de
macle. On voit alors que I'évolution de la microstructure est a nouveau tres différente dans le CGL et
dans le CGNL. On note que dans les deux cadres étudiés, les variants de macles croissent de maniére a
former des lamelles qui s’enchevétrent, mais que leurs orientations sont trés différentes. En effet, dans
le CGNL, la microstructure évolue rapidement vers une morphologie en “squelette”, typique des mi-
crostructures observées expérimentalement ol la matrice se retrouve quadrillée par des variants de

macle différents (voir figure 4.14).

La figure 4.15 montre une coupe de normale P10 gy champ ¢19 (en bleu foncé) passant par le
centre de la boite, dans le CGL (figures 4.15a et 4.15b) et dans le CGNL (figures 4.15c et 4.15d). Ces
coupes permettent d’observer les interfaces favorisées par le systéme lors de la croissance du variant

de macle. C’est ainsi que l'on peut voir sur la figure 4.15a que, malgré 'enchevétrement de lamelles
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FiGURE 4.14 - Micrographies EBSD (Electron BackScattered Diffraction) d’un alliage de titane 3-métastable Ti-
15Mo apreés traction uniaxiale a 5% a température ambiante. Chacune des micrographies montre l'intérieur d'un
grain (couleur de fond) traversé par plusieurs variants de macle {332} formant une microstructure en “squelette”.
Figure tirée de Zhou et al. [2017].

, . . . , ) . (10) .
observé dans le CGL, celles-ci croissent en favorisant la présence de I'interface normale a ng ) , inter-

face non-observée expérimentalement. Par contre, dans le CGNL, on peut voir sur la figure 4.15¢ que

)

les interfaces favorisées sont normales a &' 510 , interfaces observées expérimentalement. Cette analyse
géométrique réalisée sur le variant de macle 7 meéne aux mémes observations.

Ces résultats sont cohérents avec ceux obtenus dans le cas de I'étude mono-variant réalisée dans la
Section 4.2, qui ont montré que dans le CGL, les interfaces de croissance peuvent étre normales a 7,
et K, alors que dans le CGNL, ce sont les interfaces normales & ; et K5 qui sont favorisées lors de
la croissance (principalement /& ; dans le cas des conditions aux limites considérées). On retrouve ici

I'importance de la prise en compte du CGNL lors de la formulation de I'énergie élastique.

Cependant, lorsque 'on atteint un état stationnaire en fin de simulation (plus d’évolution des champs
¢ et ©(19) dans le CGNL), on note sur la figure 4.15d que la lamelle obtenue dans le CGNL n’est pas
)

parfaitement orientée perpendiculairement a K g %) En effet, on note une désorientation de 6 ~ 10

entre i 510) et la normale a la lamelle obtenue, ce qui n'était pas un résultat attendu. En effet, dans le
cas mono-variant étudié, la figure 4.5 montre bien l'obtention d’une lamelle normale & /; en partant
d’une configuration initiale similaire, avec un seul variant de macle. Ce résultat était conforme avec le
fait que le plan de normale K ; est un plan d’habitat, minimisant I'énergie élastique dans le systeme.

Les différences majeures entre ces deux résultats sont (i) la présence d’'un second variant au sein du sys-
téme étudié, et (ii) le choix de la base de la boite de simulation, qui était prise selon les axes du repére du
variant de macle étudié dans la Section 4.2. On cherche alors a savoir si la présence du second variant
de macle dans le systeme induit une rotation des interfaces macle-matrice précédemment obtenues, ou

si ce phénomeéne est da au choix des directions des conditions limites périodiques.

4.3.3 Effet des conditions limites périodiques sur les morphologies obtenues

On considére tout d’abord une simulation dans le CGNL avec un seul variant de macle (variant de
macle 7 dans ce cas), avec un germe initial dimensionné de la méme maniére que dans la configuration
initiale n°3 étudiée dans la Section 4.2. On consideére cette fois le repere de la boite de simulation comme

étant le repére cubique de base B, et non le repére lié au variant de macle. L'évolution du variant de
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FIGURE 4.15 - Evolution d’une section de normale P(!9) = [011] du champ ©(10) passant par le centre de la
boite dans les simulations 3D présentées sur la figure 4.13 dans le CGL (g, b) et dans le CGNL (c, d). La direction

(10) )
1

pondent & une configuration en début d’évolution (%V = 160), (b) et (d) & une configuration en fin de simulation
(t = 3200).

de maclage n:*" et la normale au plan de maclage K 510 sont spécifiées sur chacune des figures. (a) et (c) corres-

macle 7, seul dans la matrice, est montrée sur la figure 4.16. La boite a pour dimension 64 x 64 x 64
neeuds le long des directions X, Y et Z (vecteurs composants la base B). Le germe de macle est placé

au centre de celle-ci.

La croissance du variant de macle 7 seul dans la matrice est similaire a celle du variant de macle
10 dans la simulation multi-variants (7 et 10) présentée sur les figures 4.15c et 4.15d. En début d’évo-
lution, on voit sur la figure 4.16a que le variant de macle (7) croit de maniere a favoriser l'interface

)

de normale K 57 . Cependant, on peut voir qu'en fin de simulation, la microstructure lamellaire obte-
nue est désorientée d'un angle 8 de valeur identique a celle obtenue dans la simulation multi-variants
pour le variant de macle 10 (voir figure 4.15d). Ainsi, cette désorientation n’est pas due a la présence
d’autres variants de macle mais au fait que 'on consideére des conditions limites périodiques dans une
boite cubique, et que les dimensions du variant de macle ne sont pas petites vis-a-vis des dimensions
de la boite. Quand le variant de macle atteint une longueur proche de celle de la boite, ses interactions

avec ses répliques périodiques deviennent importantes et on observe que, pour la boite de simulation
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(a) t = 320. (b) £ = 1280.

FIGURE 4.16 — Evolution d’une section normale 3 P(7) = [101] du champ ©(7) passant par le centre de la boite
dans une simulation 3D mono-variant dans le CGNL, boite de simulation 64 x 64 x 64. (a) En début de simu-
lation (£ = 320) et (b) en fin de simulation, a I'équilibre (t = 1280).

(7)

considérée ici, I'interface qui était normale a K}’ tourne progressivement d'un angle  qui atteint
une valeur de l'ordre de 10° quand la microstructure en plaquette est formée. Cette interface ne mini-
mise par I'énergie élastique dans le systeme (seuls les plans d’habitat identifiés dans la Section 4.2.4 le
permettent). Nous avons observé que I'énergie élastique stockée dans la microstructure en plaquettes
désorientées de 6 par rapport au plan d’habitat modifie qualitativement 'évolution microstructurale
quand on relache les contraintes (]j’“pp = 0) : en effet, la microstructure n’est pas stable, et on observe

un retour vers la matrice initiale (dé-maclage).

Pour une boite cubique, si la macle était infiniment fine, elle pourrait croitre sans se réorienter en
voyant des répliques dues aux conditions limites périodiques. Comme la macle a ici une certaine épais-
seur, lorsqu’elle atteint une taille de I'ordre de grandeur de la taille de la boite, elle fusionne avec une
réplique qui n’est pas alignée avec la direction K 57), ce qui modifie 'orientation de la lamelle obtenue.
En gardant des conditions limites périodiques en déformation appliquée au cas de la croissance du
variant de macle (7), on s’intéresse maintenant a des boites parallélépipédiques de formes différentes.
On fait varier le nombre de nceuds Ny, en gardant N, = N, = 64. Plus précisément, on s'intéresse
alors a la configuration lamellaire finale obtenue dans le cas du variant 7, pour différentes tailles de

boite : (a) 64 x 64 x 64, (b) 64 x 128 x 64, (c) 64 x 192 x 64 et (d) 64 x 256 x 64. Iﬂmensions

de la boite (c) sont choisies de maniére a avoir une boite telle que la valeur de tan (K §7),Y) soit la
plus proche possible de N, /N, 011]» o0 Ng1] est le nombre de nceuds le long de I'axe [011], fixé par la
condition N, = N, = 64. Les configurations finales obtenues pour chacune des boites sont montrées

sur la figure 4.17.

Le résultat présenté sur la figure 4.17a correspond a ce qui a été observé précédemment dans une
boite de simulation 64 x 64 x 64. Sur la figure 4.17b, le nombre de nceuds selon Y est doublé, et on
note que l'angle entre la lamelle obtenue et le plan de maclage de normale K gn, noté ¢, est proche de
/2. De méme, on note la méme désorientation dans le cas ot I'on considére une boite 4 fois plus allon-

gée selon Y (figure 4.17d). On voit alors que seule la configuration (c) permet d’obtenir une orientation
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(a) Boite 64 x 64 x 64. (b) Boite 64 x 128 x 64. (c) Boite 64 x 192 x 64. (d) Boite 64 x 256 x 64.

FIGURE 4.17 — Section de normale PV = [101] de la configuration finale du champ (7 dans des simula-
tions 3D mono-variant dans le CGNL pour des boites de simulation de taille différente : (a) 64 x 64 x 64, (b)
64 x 128 x 64, (c) 64 x 192 x 64 et (d) 64 x 256 x 64.

de lamelle correspondant bien au plan de maclage du variant de macle 7 dans la microstructure finale
(figure 4.17¢). Ainsi, 'énergie élastique est parfaitement relaxée et on vérifie que, dans ce cas, la micro-
structure établie reste en place lorsque 'on relache les contraintes extérieures (E“pp = 0). Dés lors, si
I'on souhaite obtenir des configurations finales ou les interfaces des lamelles obtenues concordent avec
les plans d’habitat de deux variants de macle, la condition de commensurabilité doit étre vérifiée pour

ces deux variants, ce qui donne une géométrie exotique a traiter avec des conditions limites périodiques.

Dés lors, deux solutions sont envisagées afin d'obtenir une microstructure finale en bon accord avec
les observations expérimentales. La premiére consiste en la prise en compte d’une boite de simulation
beaucoup plus grande ol 'on considérera un nombre plus importants de germes initiaux. Ainsi, on se
limiterait a 'observation de I'évolution de la microstructure avant que les variants de macle n’atteignent
les “bords” de la boite de simulation. Cette solution s'annonce cependant cotteuse en terme de mémoire
et de temps de calcul. La deuxiéme solution envisagée se base sur des conditions de surfaces libres en

bord de boite, et est détaillée dans la sous-section suivante.

4.3.3.1 Surfaces libres en conditions limites périodiques

Afin de considérer des surfaces libres dans la simulation, tout en restant dans le cadre de conditions

limites périodiques, le choix le plus simple consiste a considérer un champ supplémentaire, noté ¢, au
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sein du modele champ de phase multi-variants développé dans cette section. Ce champ va permettre
de représenter le vide autour du systéme et est considéré invariant dans le temps. Ce champ 1) vaut 1
dans le vide et 0 dans le matériau. Il est choisi diffus pour des raisons numériques.

La présence de ce champ modifie le modele a deux niveaux. Tout d’abord, on introduit un terme de
pénalisation dans I'énergie chimique de maniére & empécher la propagation d'une macle dans le vide.

Ainsi, le terme d’énergie chimique s’écrit :

Fint = /Q {Wg(so(”) +3 )W(”\Q + A, (¢(7))2(w)2} av, (4.27)

ou, pour alléger les notations, le nouveau modele est présenté pour une situation ne comportant que
le variant de macle 7.
Ensuite, le champ ¥ modifie le comportement mécanique en annulant les constantes élastiques dans le

vide. Dans la situation de constantes élastiques isotropes considérée ici, on écrit simplement :
A =21 - h(y)]. (4.28)

Ce modele a I'avantage de la simplicité. Il a toutefois le défaut de traiter différemment les interfaces

matrice-vide et macle-vide. Nous reviendrons sur ce point dans la discussion des résultats.

On consideére ici une surface libre normale ala direction Y al'aide du champ ), visible en bleu foncé
sur la la figure 4.18. Les conditions aux limites périodiques alors associées a cette surface libre crée une
géométrie de lame mince, ou la surface libre se retrouve de part et d’autre de la boite de simulation
dans la direction Y. L'épaisseur du champ ¢ est prise égale a 7 noeuds dans la direction Y, et a les
dimensions de la boite de simulation dans les directions X et Z. Ainsi, le variant de macle ne peut
ressentir les effets de la présence de répliques dues aux conditions limites périodiques dans la direction
Y. Ce choix nous permettra de comparer la microstructure obtenue avec les résultats présentés dans le
cas de la croissance du variant de macle 7 avec prise en compte de conditions limites périodiques sans

surfaces libres (figure 4.17).

FiGuRrek 4.18 — Configuration initiale de la simulation mono-variant (variant de macle 7 sphérique de rayon Ry =
12 nm, en bleu clair) dans une boite 64 x 64 x 64. En bleu foncé, un champ supplémentaire, noté 1), d’épaisseur

7 nceuds, représente une surface libre normale 2 Y.

Un tenseur de contraintes P*P? exprimé de la méme maniére que le tenseur PP de I'équation (4.21)

est appliqué. Ce dernier est issu d’'une traction de 8,5 GPa dans la direction maximisant les facteurs de
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Schmid des variants 7 et 10 (voir Section 4.3.2). Au cours de la simulation, on observe une disparition
du germe initial. Or, le méme test, réalisé sans prise en compte de surfaces libres, provoque bien la
croissance du germe de macle dans la boite de simulation. En considérant maintenant une amplitude
de traction de 9,5 GPa, on note une croissance du germe initial. Ainsi, la prise en compte de surfaces
libres dans la simulation (relativement proches du germe de macle) induit une augmentation du seuil
de contrainte nécessaire a la croissance du variant de macle étudié (seuil calculé dans le Chapitre 2, Sec-
tion 2.4.1 dans le CGL et dans le cas d’'un germe situé dans une matrice infinie). En prenant en compte
cette modification, le tenseur de déformation F'“PP nécessaire a la croissance du germe de macle initial
est re-déterminé en appliquant la méthodologie employée dans la Section 4.3.2. Il s’exprime de la facon

suivante :
0,987 0,056 0,088

(FY*P = 10,056 0,987 0,088 | . (4.29)

0,088 0,088 1,075 5

La figure 4.19 montre la configuration du champ 90(7) obtenue en fin de simulation. Comme ob-
servé dans I'ensemble des calculs réalisés dans le CGNL sans surfaces libres, le variant de macle croit
de maniere anisotrope jusqu’a atteindre une morphologie lamellaire. En considérant des conditions
limites périodiques classiques sur les faces de normale X et Z, on induit la création de répliques du
variant de macle dans la boite de simulation. La configuration finale alors obtenue est semblable a ce
qui était observé dans le cas d’'une boite 64 x 64 x 64 sans surfaces libres (figure 4.17a). Cependant, on
note que l'interface macle-matrice finalement obtenue dans ce cas est bien l'interface attendue, c.-a-d.

une interface de normale K g7) (figure 4.19Db).

(100]

pP? ,
o [011]

(7)
K,
7)
ﬂ&
(a) Bleu clair : isosurface gam = 0,5. Bleu foncé : surface (b) Section de normale B<7> = [101] de la boite
libre. de simulation. Bleu clair : champ (,0(7), bleu foncé :

surface libre.

FIGURE 4.19 - Représentation dans I'état de référence de la configuration finale obtenue dans le cas de la crois-
sance d’'un germe de variant de macle 7 dans une boite 64 x 64 x 64 ou la surface de normale Y est considérée

comme une surface libre.

En I'absence de surfaces libres, les résultats présentés sur la figure 4.17 montraient que l'orienta-
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(a) Boite 64 x 64 x 64. Gauche : sans surface libre,

droite : avec surface libre dans la direction Y (bleu foncé).

[100]
[0T1]

p™

0]
(b) Boite 64 x 128 x 64. Gauche : sans surface libre, (c) Boite 64 x 256 x 64. Gauche : sans surface libre,
droite : avec surface libre dans la direction Y (bleu foncé). droite : avec surface libre dans la direction Y (bleu foncé).

F1GURE 4.20 — Comparaison des configurations finales sur une section de normale PO = [101], obtenues dans
le cas de la croissance d'un germe sphérique de variant de macle 7 de rayon initial Ry = 12 nm dans une boite (a)
64 x 64 x 64, (b) 64 x 128 x 64, (c) 64 x 256 x 64, sans surfaces libres (gauche) et avec surface libre normale
a la direction Y (droite). En bleu clair, le champ de phase représentant le variant de macle 7, en bleu foncé le

champ de phase associé a la surface libre. Les reperes représentés sur chacune des figures sont identiques.

tion finale des lamelles au sein de la microstructure macle-matrice dépendait de la forme de la boite de
simulation. Différentes configurations alors envisagées sont reprises en considérant cette fois une sur-
face libre perpendiculaire a la direction Y. La comparaison des configurations finales obtenues avec et
sans prise en compte de surfaces libres est montrée dans une section de normale P (") surla figure 4.20.
Trois tailles de boite sont considérées : 64 x 64 x 64 noeuds sur la figure 4.20a, 64 x 128 x 64 nceuds
sur la figure 4.20b et 64 x 256 x 64 nceuds sur la figure 4.20c. Pour chacun des cas, on retrouve a
gauche la configuration finale obtenue dans le cas sans surface libre, et a droite avec surface libre per-
pendiculaire a la direction Y (représentée en bleu foncé). On voit alors que l'interface macle-matrice
obtenue est bien normale a K §7) dans le cas ou I'on considére une surface libre dans la direction Y,
pour toutes les tailles de boite considérées.

La mise en place des surfaces libres dans ce modele a été pensée dans le but de limiter I'interaction entre
le variant de macle et ses répliques, qui provoquait une désorientation des microstructures lamellaires
obtenues dans le cas sans surface libre. Ce calcul montre bien que I'étude de surfaces libres est possible,
méme si I'on utilise des conditions limites périodiques et une approche de résolution spectrale (voir
par exemple Salman [2009]).

Ce type d’approche pourrait en particulier étre utilisée afin de mieux comprendre l'origine des défor-

mations de surface observées lors du maclage. Il s’agit d'une perspective intéressante pour ce modele,
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qui permettrait de mesurer les déformations en surface, pouvant étre comparées a des mesures ex-
périmentales. Dans la littérature, on retrouve quelques résultats expérimentaux traitant de 'étude du
maclage {332} (113) en contact avec une surface libre. On peut y voir que la présence de surfaces libres
peut induire des résultats inattendus. Lai et al. [2016], apres calcul géométrique du cisaillement induit
par la présence d’'un variant de macle {332} (113) en surface d'une lame FIB (Focused Ion Beam) obtient
une valeur de l'ordre de 0,26 (valeur théorique de s : V2 /4 ~ 0,35). De méme, on retrouve des valeurs
de cisaillement mesurées en surface d'éprouvette du méme ordre de grandeur dans les travaux réalisés
par Blackburn et Feeney [1970] et Oka et Taniguchi [1980].

Le fait que ces valeurs different de la valeur théorique pourrait ainsi étre le résultat d'une réorientation
des lamelles induite par la présence de surfaces libres sur des lames minces. Dans le cas de Lai et al.
[2016], cette différence est associée a la présence de phase o’ au niveau du contact du variant de macle
{332} (113) avec surface libre. Dans les autres cas, cette différence est associée a la présence de ma-
clage secondaire au sein des variants de macle primaires, venant modifier I'orientation des interfaces
localement. On ne retrouve alors pas d’exemple d’'un variant de macle seul débouchant sur une surface
libre dans la littérature.

Notons toutefois que la maniére avec laquelle le vide est introduit dans 'équation (4.27) traite de ma-
niére dissymétrique les interfaces matrice-vide et macle-vide. Cela conduit & une énergie d’interface
macle-vide élevée, qui se traduit par un mouillage de la surface macle-vide par la matrice (voir fi-
gure 4.19b). Afin de s’affranchir de ce comportement, une possibilité consiste a utiliser un modele de
champ de phase dans lequel matrice et variant de macle sont chacun définis par un champ, dans I'esprit

des modeles champ de phase utilisés pour la croissance de grain (voir par exemple Fan et Chen [1997]).

En résumé, comparativement au modele exprimé dans le CGL, le modele exprimé dans le CGNL
permet bien de simuler la croissance anisotrope de macles {332} (113) dans des directions observées
expérimentalement. Cependant, dans le cas de simulations avec des conditions aux limites périodiques,
nous avons montré dans la Section 4.3.3 que les macles, initialement orientées selon le plan d’habitat,
se réorientent progressivement lors de leur croissance pour atteindre, quand le variant de macle atteint
une taille similaire a celle de la boite de simulation, une orientation qui dépend de la forme de la boite
de simulation. Ainsi, pour I'étude de la croissance d'un variant de macle avec des conditions aux limites
périodiques, il faut soit utiliser une grande boite de simulation, soit utiliser des formes particuliéres de
la boite de simulation.

Nous avons ensuite analysé la croissance d'une macle dans une simulation dans laquelle un champ
auxiliaire a été ajouté au modele de maniére a reproduire la croissance d'une macle en présence de
surfaces libres. Dans ce cas, nous avons montré que les plans d’habitats attendus sont bien observés,

quelque soit la forme de la boite de simulation.

4.4 Génération de germes de variants de macle {332} (113) autour d'un
défaut

Jusqu'ici, 'ensemble des résultats montrés dans cette these ont été réalisés en considérant une fonc-

tion d’interpolation polynomiale /() d’ordre 5 (voir équation (2.60)) entre les champs de phase repré-
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sentant les variants de macle et les données élastiques relatives a chacun d’entre eux (de la méme facon
que Clayton et Knap [2011a]). Dans cette section, nous allons voir comment le choix de cette fonction

d’interpolation peut affecter I'apparition de germes de variants de macle par instabilité.

Un champ de phase ¢ est associé a un variant de macle, noté (), tel que ¢ = 0 dans la matrice et 1
dans le variant de macle. En partant de ¢ = 0 dans I'ensemble de la boite de simulation, il est nécessaire

d’avoir la condition suivante sur la loi d’évolution pour voir apparaitre des germes de variants de macle :

Oy oF
=L 4.30
ot e 0, (4.30)

ou J = Jjps + Ty est 'énergie libre totale du systeme. Le coeflicient cinétique L étant pris positif, il
i}uint 6§el

dep dep

est alors nécessaire que la force motrice S0 = soit négative. Les deux termes composant
12

cette force motrice s’écrivent :

0F;
5mt =W ' (p) — alyp (4.31)
®
0F 1 , . B
5 el — 5@6 . h/(SD) (2\(1) _ %(m)) :Qe _ h/(QO) § . |:Q€ . vyo(l) . (E*) 1i| ’ (432)
© R A
ou les exposants (7) concernent les termes associés au variant de macle considéré. Afin d’étudier le role

de h(¢) sur l'apparition de variants de macle dans la matrice, on écrit un développement limité au plus
bas ordre de la force motrice lorsque ¢ tend vers zéro. Pour simplifier I'expression, on considere le cas
de constantes élastiques isotropes, et donc homogenes (é\(i) = é\(m)) On obtient alors I'expression
suivante :

gi ~ [2 W —h"(0)S(p=0): 7D (p= O)} © —alp, (4.33)
avec

t0(p) = [(p) - Vu? - (B7(9)) '] (434)

En insérant le développement limité de I'équation (4.33) dans la loi d’évolution, et en appliquant une
transformée de Fourier spatiale sur cette derniére, on peut réécrire la condition (4.30) nécessaire a

l'apparition de macles dans la matrice :

99(q PR
ag) ~w'(q) B(q) >0, (435)
avec
w®(g) = ~L [Wii(a) +ag?]. (4.36)
et
We(q) =2W = h"(0)S(Z=0,9) : 77 (& =0.0). (4.37)

Dés lors, au plus bas ordre, 'apparition de germes de variants de macle dépend du signe de w(®) (g)

%
ec

Si WCE ) (g) > 0,onaw® (g) < 0 et donc impossibilité de voir apparaitre un variant de macle a partir

de la matrice homogene. Une condition nécessaire a l'apparition d’'un variant de macle est alors donnée

par WCEZ)C (g) < 0, ce qui se traduit par 'expression suivante :
h'(0)S(g=0,9) : TP (@=0,q) >2W. (4.38)
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Ainsi, le choix de la fonction d’interpolation h () joue un role important dans 'apparition de germes
de variants de macle. Cette fonction ayant pour role principal de stabiliser le profil du champ de phase
diffus lors de la prise en compte d’'une énergie élastique (voir Chapitre 2, Section 2.3.3), elle est choisie
monotone, a dérivées nulles en ¢ = 0 et ¢ = 1. Précédemment, nous avions choisi une fonction

polynomiale d’'ordre 5, ici notée h5 (), définie par :

hs(@) = ¢° 3¢ (2¢ = 5) +10] ,

hs(p =0) =0, hs(p=1)=1,
5(p=0)=0, h5(p=1)=0, (4.39)
5(p=0)=0, hip=1)=0.
On note alors que la dérivée seconde h (¢ = 0) s'annule. Ainsi, en considérant h(p) = hs(p), la

condition (4.38) nécessaire a l'apparition de variants de macle a partir d'une matrice homogene ne
peut étre vérifiée. Pour prendre en compte ce phénomene, il est nécessaire de choisir une fonction
d’interpolation qui, d'une part (i) permet de stabiliser le profil du champ de phase diffus et d’autre part
(i) a une dérivée seconde en ¢ = 0 non-nulle (et nécessairement positive pour garder le caractere
monotone de l'interface matrice-macle). A la maniére de Ammar et al. [2011] et Cottura et al. [2014],

on utilisera dans cette section la fonction h3((p), respectant ces critéres, et définie par :

h3((70:O) :Oa h3(80:1) :17
5(p=0)=0, hi(p=1)=0, (4.40)
5(p=0)=6, hg(p=1)=-6

Dés lors, en considérant h(p) = h3(y), la condition (4.38) nécessaire a l'apparition de variants de
macle peut étre vérifiée dans le cas ou le terme S ({5 =0, g) : f(i) ((ﬁ =0, Q) est suffisamment grand.
En prenant en compte une contrainte appliquée croissante, des champs mécaniques locaux d’amplitude
de plus en plus importante sont générés dans le matériau et peuvent a terme permettre de vérifier la
condition (4.38).

Cependant, en partant d'un champ initialement homogene, ces instabilités s’expriment de maniére
homogene dans la matrice. Afin de générer une apparition locale de germes de macle, une inhomogé-
néité est insérée dans le systéme : un précipité de phase différente, une fissure, une dislocation, un joint
de grain, etc ... Cette inhomogénéité permet alors de générer des champs mécaniques hétérogenes dans
le systéme lorsqu’une contrainte/déformation extérieure est appliquée, et donc un lieu préférentiel de
croissance d’un variant de macle {332} (113). Un seul cas est ici étudié pour montrer la capacité du
modele a faire apparaitre des germes de variants de macle {332} (113) autour d’une inhomogénéité.
On ne considere pas de surfaces libres dans ce cas. On s’intéressera & un défaut que 'on positionne
dans le plan (110), au centre de la boite remplie de la matrice initiale. Un champ ¢/ lui est alors

associé, portant les méme constantes élastiques que la matrice (isotropes, voir tableau 2.2) et le tenseur
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de déformation libre F%¢/ suivant :

1 Vdef 0
Fiel=1o 1 0 , (4.41)
0 0 1),

ouYgefr = 1, Bdef — (g‘fef , ggef , Qgef > est la base du repere orthonormé ayant pour vecteurs de base
les vecteurs g‘lief = (1/v2,1/v2,0) ,ggef = (1/v2,-1/v2,0) et leef = (0,0, 1). Laboucle a pour
dimension 24 x 6 x 24 nceuds dans les directions des vecteurs de la base B/ Le champ %7 qui lui
estassocié est adouci (interface diffuse) et reste constant au cours de la simulation. Douze autres champs

Lp(i) avect € [1,12], associés aux douze variants de macle, sont également introduits dans la simulation.

Une fois le défaut mis en place dans la matrice, une traction dans la direction X = [100] est appli-
quée sous la forme d’'une rampe (temporelle). Ainsi, des champs mécaniques hétérogenes, d’amplitude
croissante, sont générés au sein de la microstructure. En considérant les parameétres champ de phase
présentés dans le tableau 4.1, des tests préliminaires montrent que I'amplitude de traction nécessaire a
l'apparition de germes de macles est de 'ordre de 20 GPa. En effet, une énergie d’interface de 4 J /m?
implique la nécessité d’'une contrainte extérieure élevée pour générer la croissance de variants de macle
(affecte la valeur de W dans la condition (4.38)).

Afin de pouvoir générer des germes de macle pour des amplitudes de traction inférieure, on considere
une énergie d'interface de I'ordre de 1.J/m?. Notons toutefois que ce choix conduira a des interfaces
moins “contrdlées”, s’éloignant du profil d'interface en tangente hyperbolique (voir Chapitre 2, Sec-
tion 2.3.3).

Les parametres numériques relatifs a la simulation a venir sont présentés dans le tableau 4.6. Les don-

nées élastiques sont quant a elles identiques a celles présentées dans le tableau 4.2.

Taille de la boite de simulation (en nm) 128 x 128 x 128
Pas de grille d (en nm) 1

Pas de temps adimensionné dt 4 x 1072
Largeur d’interface adimensionnée 25 6
Pré-facteur double-puits W (en J /m?) 4 % 10?
Pré-facteur gradient v (en J/m) 4,5 x 107
Coefficient de pénalisation A, (en J/m?) 12 x 10?

TaBLEAU 4.6 — Parameétres numériques utilisés dans la simulation de la Section 4.4. L'énergie d’interface -y est ici

prise égale a 1.J/m?2.
Des tests préliminaires montrent que 'apparition de germes de macles, considérée ici lors de l'at-
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teinte de la valeur 1 pour un champ de phase ¢(%), a lieu pour une amplitude de traction se situant entre
7 et 8 GPa. On considére une simulation avec une contrainte appliquée P ( %v) =6,5+12,5x1073¢
(les autres composantes de PP sont nulles). At = 240 (6000 pas de temps), on atteint une contrainte
PP de 9,5 GPa.

La figure 4.21 montre I'évolution du maximum des champs cp(i), avec? € [1,12], associés a chacun
des variants de macle dans le systéme. On voit que les champs mécaniques générés autour du défaut
provoquent une sélection de variants. En effet, seuls les variants de macle 1, 2, 5, 6, 7 et 8 apparaissent
par instabilité et croissent dans le systeme. On note également que les variants apparaissent a des temps
de simulation différents : les variants 1 et 2 sont les premiers a apparaitre, suivis des variants 6 et 7, et
enfin des variants 5 et 8. De plus, au fur et a mesure que les variants croissent, les champs mécaniques
évoluent dans le systeme. En conséquence, on observe la disparition des variants 6 et 7 a partir de
t = 200 (5000 pas de temps).

1.0
081 /
ot ,’
< 0.6 :
—
& 04 l'
= I Var. 1 Var. 5 Var. 9
0.21] === Var. 2  =mmm \ay (6 == Var ]0
| Var. 3 Var. 7 Var. 11
0.0 m— Var. 4 Var. 8 m— Var. 12
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Pas de temps [-]

Ficure 4.21 — Evolution temporelle de la valeur maximale des champs ¢(*) dans le systeme.

La figure 4.22 montre I'évolution des isosurfaces g0<i) = (0,5 au cours de la simulation, partant d'une
traction initiale de 6,5 GPa pour atteindre une valeur de 9,5 GPa en fin de simulation. Les couleurs
associées a chacun des variants correspondent a celles de la 1égende de la figure 4.21. Sur la figure 4.22b,
on peut voir que les variants de macle 1, 2, 6 et 7 commencent par apparaitre au niveau des coins et
bords de la boucle de dislocation carrée. Ces positions correspondent aux endroits ol les contraintes
sont maximales en début de simulation. Cela peut étre observé sur la figure 4.23, sur des sections des
champs Pj5 et P»3 dans le plan (110) de la boucle de dislocation, 2 ¢ = 0. Les variants de macle 5 et 8
apparaissent quant a eux plus tardivement (voir figure 4.22d), dans les zones situées entre les variants
de macle 1, 2 et la boucle de dislocation, pour y accommoder les contraintes. S’en suit une croissance
de I'ensemble des variants sélectionnés, avant disparition des variants de macle 6 et 7 au profit d'une
augmentation de la fraction volumique des autres variants de macle sélectionnés. La microstructure
finalement atteinte est visible sur la figure 4.22f : on retrouve la morphologie en “squelette”, ou divers

variants sous forme de lamelles se croisent et emprisonnent des cellules de matrice.
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@t =0. (b) = 48. ©t = 96.

dt=144. @t =192. (f) ¢ = 240.

FIGURE 4.22 - Evolution des isosurfaces (¥ = 0,5 pour une contrainte appliquée P{{”(#) = 6,5GPa +
PPP L avec PYPP = 12,5 MPa/t. Les couleurs utilisées pour les isosurfaces des variants correspondent aux

couleurs de la figure 4.21. En gris, l'isosurface ¢%/ = 0,5 du champ associé¢ au défaut.

Cependant, une étude des interfaces favorisées lors de la croissance des différents variants de macle

)

sélectionnés montre que celles-ci correspondent a des interfaces de normales K. g pour les variants 1,
2, 5 et 8 présents en fin de simulation. Ce résultat est conforme aux résultats de la twinning equation
(voir Section 1.3.1), oi I'on avait montré qu'une interface de normale K ou Ky permettait d'accom-
moder parfaitement I'énergie élastique dans un systéme composé d'une macle {332} (113) dans une
matrice. Les facteurs de Schmid (SF) correspondant aux différents variants des deux systémes de ma-
clage ({332} (113) et son réciproque {112}(111)) sont présentés dans le tableau 4.7. On voit alors que
les variants observés en fin de simulation (1, 2, 5 et 8) correspondent bien aux SF les plus élevés, ceux-ci
étant associés au systéme de maclage {112}(111). Le fait que I'on n'observe pas les variants 11 et 12
(méme SF que 1, 2, 5 et 8) au cours de la simulation montre que les variants présents ont bénéficié d'une

contrainte favorable générée par la contrainte externe et par la présence du défaut.

Il est également intéressant d’'observer le comportement mécanique global de la microstructure en
s'intéressant a 'évolution des valeurs moyennes des champs mécaniques au cours de 'évolution tem-
porelle. Sur la figure 4.24, on peut voir une représentation de I'évolution de la valeur moyenne de la
composante de contrainte imposée (P)11 et de la somme des fractions volumiques des macles 3 ()
en fonction de la valeur moyenne de la composante du tenseur gradient de transformation (F')17. On

voitalors que, lorsque ( P)1; atteint une valeur de I'ordre de 8,75 GPa (t = 192), 'apparition de germes

de macles (augmentation de la fraction volumique de macle, repére rouge sur la figure) engendre une
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(a) Section (110) du champ de la composante Py . (b) Section (110) du champ de la composante P23 .

FIGURE 4.23 — Cartes des contraintes 4 £ = 0 dans le plan (110) : (a) composante P4 et (b) composante Pos .

Variant SF {332}  SF{112} Variant SF {332} SF{112}
1 0,193 0,236 7 0,193 0,236
2 0,193 0,236 8 0,193 0,236
3 -0,386 -0,471 9 -0,386 -0,471
4 -0,386 -0,471 10 -0,386 -0,471
5 0,193 0,236 11 0,193 0,236
6 0,193 0,236 12 0,193 0,236

TaBLEAU 4.7 — Facteurs de Schmid associés aux variants des systemes de maclage {332} (113) et {112}(111)

(systéme réciproque du {332}) dans le cas de la simulation de la Section 4.4.

modification du comportement mécanique macroscopique, avec I'obtention d'une courbe de traction
Py1(F11) dont le comportement est similaire & ce que l'on peut observer lors de l'atteinte d'un seuil

d’écoulement plastique dans le cas d'un matériau élasto-plastique.

En résumé, le cas étudié dans cette section a ainsi permis de montrer que le modele exprimé dans le
CGNL peut générer des variants de macle au bord d'un défaut. En fonction du défaut, une sélection de
variants est réalisée. En perspective, dans le cadre de 'amélioration du modéle, on peut penser a I'’étude
plus fine du controle de I'épaisseur de l'interface en fonction de la valeur de I'énergie d'interface y avec
l'utilisation de la nouvelle fonction h(¢y), mais également sur I'influence du parametre A, pénalisant
le recouvrement des champs représentant les variants de macle dans le systeme.

Différents cas de défauts dans la configuration initiale peuvent également étre envisagés dans ce modele
développé dans le CGNL : joints de grains entre grains d’orientations différentes, présence de pores,
fissures, etc ... Cela permettrait alors de distinguer l'effet de différents types de défaut et de chargements
appliqués sur I'apparition de macles {332} (113). Un exemple intéressant serait de considérer une
plaquette de phase o (site réputé propice pour I'apparition de macles {332}, voir Section 1.2.2.2)
initialement présente dans la matrice, et de voir I'effet de sa présence sur la sélection de de variants de
macle {332} (113) ou {112}(111). De maniére plus générale, ce modele pourrait permettre, a terme,

d’identifier numériquement les microstructures de départ permettant de générer les microstructures
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<P>11 [GP‘(E}

FIGURE 4.24 - Représentation de I'évolution de (P)q; (en bleu) et de la somme des fractions volumiques des
macles (en vert) en fonction de (F')1;. L'axe rouge repére I'augmentation importante de la fraction volumique de

macles dans la simulation.

typiques observées dans le cas du maclage {332} (113), a 'origine de I'effet TWIP dans les alliages de

titane 3-métastables.

4.5 Conclusion

Au sein de ce chapitre, un modéle champ de phase appliqué au maclage mécanique {332} (113) dans
le cadre géométriquement non-linéaire (CGNL) avec énergie d'interface isotrope a été développé et mis

en application dans différents cas.

Apres mise en place du formalisme géométriquement non-linéaire dans un modele Allen-Cahn, une
comparaison des morphologies obtenues lors de la croissance d'un variant de macle {332} (113) dans
le CGL et CGNL est réalisée. Une différence importante est alors mise en exergue dans le cas de I'étude
de la croissance d'un germe de variant de macle pour un chargement en déformation appliquée.

Dans le cas du modéle formulé dans le CGL, les morphologies de macle obtenues sont différentes en
fonction de la morphologie du germe initial. Ce phénoméne est d au fait que la minimisation de I'éner-
gie élastique, exprimée dans le CGL, est atteinte aussi bien dans le cas ot les variants de macle forment
des lamelles dont l'interface est normale a la direction K ; que dans le cas o la normale des lamelles
est la direction 7),. Or, le cas similaire étudi¢ dans le CGNL montre que la minimisation de I'¢énergie
élastique exprimée dans ce formalisme est atteinte uniquement par la formation d’interfaces macle-

matrice de normale K |, et localement d’interfaces de normale K ,. Dans la nomenclature utilisée pour
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décrire un mode de maclage, les plans (K) correspondent aux plans ot les atomes ne subissent qu'une
rotation lors du maclage. Ainsi, la prise en compte du CGL peut amener a une étude faussée de la crois-

sance et de I'évolution de la morphologie des variants de macle {332} (113).

Par la suite, un modele capable de reproduire la croissance de plusieurs variants de macle {332} (113)
au sein de la matrice initiale est développé. Il est formulé dans le CGL et le CGNL afin de montrer les
différences morphologiques observées dans les microstructures finales. Aprés mise en place d'une mé-
thode permettant de déterminer un chargement extérieur permettant la croissance de deux variants de
macles (applicable a plus de variants), les résultats dans le CGNL ont montré 'obtention d'une micro-
structure en “squelette”, induite par le croisement des variants de macle {332} (113) introduits dans
le systéme. Cette microstructure en squelette, liée a la présence de macles mécaniques, est typique des
observations expérimentales dans les alliages de titane S-métastable.

Cependant, en étudiant plus finement les morphologies des variants de macle obtenues, on se rend
compte que les interfaces alors favorisées dans le systéme sont différentes de celles attendues (c.-a-d.
de normales K ; ou K,). En effet, dans un premier temps, les variants de macle commencent par croitre
de maniére anisotrope en favorisant la présence des interfaces attendues. Or, lorsque ceux-ci atteignent
des tailles de l'ordre de la taille de la boite, ou I'effet des conditions limites périodiques sont plus im-
portants, on note une réorientation des variants de macle. De plus, cette réorientation est variable en
fonction de la forme de la boite de simulation, empéchant alors une analyse géométrique de la micro-
structure finalement obtenue. Le seul cas out 'on obtient les orientations attendues correspond au cas
ou la boite est dimensionnée de maniére a favoriser la présence de celles-ci. Or, cette possibilité ne
peut étre considérée en conditions limites périodiques dans le cas ou 'on considére plus d’'un variant
de macle, la géométrie de la boite devenant vite complexe.

Pour pallier a ce probléme, la prise en compte de surface libre est une solution qui a montré qu'il était

possible de retrouver les orientations attendues.

Enfin, un premier apercu de 'apparition de germes de variants de macles par instabilité dans un
systéme initialement inhomogene (présence d'un défaut) a été proposé. Ce cas d’étude est permis par
la modification du choix de la fonction d’interpolation h(¢) qui aide a controler I'interface diffuse des
champs de phase. Aussi, on note I'importance de la valeur de I'énergie d’interface, qui empéche I'ap-
parition de germes de variants de macle {332} (113) dans le cas de contraintes appliquées faibles. En
effet, l'effet de I'énergie d'interface est fort dans le cas de germes de faible volume et la germination
nécessite alors une forte concurrence de I'énergie élastique. Une diminution de I'énergie d’interface a
ainsi permis l'apparition et la croissance de variants de macle dans le systéme autour d'un défaut type
boucle de dislocation. Ainsi, le modéle exprimé dans le CGNL permet bien de gérer I'apparition de
germes de variants de macle par instabilité au sein d’'un systeme. Cependant, il reste nécessaire d’étu-
dier plus finement I'état de l'interface diffuse de chacun des champs de phases en fonction des valeurs

de I’énergie d’interface et du parameétre de non recouvrement choisis.

Ce chapitre a ainsi permis de mettre en place un modele champ de phase du maclage dans le CGNL,

fonctionnel dans le cas d’applications de chargements extérieurs en contrainte ou déformation appli-
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qué. Ce modele a montré des résultats plus proches des observations expérimentales que ce qui était
observé dans le cas des résultats obtenus dans le CGL. On appuie ainsi sur I'importance de la prise
en compte d'un formalisme géométriquement non-linéaire dans le cas de I'’étude de transformations
displacives (type maclage) ou les déformations propres introduites dans les modeles sont élevées. En

effet, dans ce cas, les effets de la non-linéarité ne peuvent étre négligés.

Limites du modéle et perspectives

Dans le cas ol 'on considere une énergie élastique dans le CGNL, on a pu voir que les interfaces
des variants de macle observés dans les microstructures finales pouvaient étre normales a K ; (c.-é-d.
plans {332}) oua K (c.-a-d. plans {112} ), comme prédit par la twinning equation (voir Section 1.3.1).
En effet, dans ce modeéle, 'énergie élastique ne permet pas de faire la distinction entre un mode de ma-
clage et son conjugué (ou réciproque) : le cisaillement associé a ces deux modes de maclage sont les
mémes, a une rotation prés. Comme évoqué dans la Section 1.2.3.2, considérer un potentiel énergé-
tique rendant compte du cisaillement et du shuffle pourrait permettre de distinguer ces deux modes de
maclage. En effet, ces deux modes nécessitent un cisaillement et un shuffle de méme amplitudes (voir
Tobe et al. [2014]), et aboutissent a des configurations différentes. Naturellement, on peut penser que les
“chemins cinétiques” amenant la matrice initiale aux configurations obtenues par chacun de ces modes
sont différents dans un paysage énergétique exprimé dans un espace a deux dimensions (cisaillement et
shuffle). Cependant, déterminer ce paysage énergétique nécessite des calculs ab-initio pouvant devenir
tres lourds dans le cas d’alliages composés de plusieurs espéces chimiques, ce qui est souvent le cas des
alliages de titane -métastables. Il ne s’agit cependant pas d'un défi insurmontable, sachant que cette
information s’avérera tres intéressante a I'avenir pour comprendre les mécanismes a 'origine de la for-
mation des macles {332} (113) . Une fois cette information obtenue, le développement d'un modele
champ de phase basé sur ce potentiel pourrait assurer une distinction entre le mode de maclage {332}

et son conjugué du point de vue énergétique.

En revenant aux modeles champ de phase qui ont été développés dans ce chapitre, I'une des princi-
pales limite (dans le CGL ou dans le CGNL) réside dans le choix des valeurs numériques a introduire. En
effet, prendre en compte une énergie d’interface de l'ordre de 4 J/m? est peu réaliste. Du point de vue
numérique, une valeur aussi élevée semble nécessaire au bon comportement et au controle de I'interface
du champ de phase pour les tailles de systeme et pour les données élastiques considérées. Or, 'ordre
de grandeur de cette énergie d'interface provoque une hausse du niveau de contraintes nécessaire a
la croissance de variants de macle dans le systéme étudié. On se retrouve alors dans I'impossibilité de
comparer les champs mécaniques ou les essais mécaniques réalisés avec ceux réalisés expérimentale-
ment, disponibles dans la littérature. Comme il est nécessaire de considérer une épaisseur d’au moins
6 noeuds sur l'interface, une solution serait de réduire I'épaisseur physique 29 de celle-ci et donc de
diminuer I'énergie qui lui est associée. Cela implique alors de raffiner la discrétisation spatiale de la
boite de simulation.

Or, si l'on veut considérer des tailles de boite de simulation satisfaisante avec une discrétisation fine,
il est nécessaire d’'optimiser le code de calcul (parallélisation OMP/MPI du solveur mécanique, op-

timisation de la mémoire). Une seconde solution, rapidement énoncée dans le Chapitre 2, serait de
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considérer la méthode S-PFM (Sharp Phase Field Method) permettant le mouvement d’une interface

étroite, de 'ordre de 1 & 2 pas de grilles, sans générer de frottement sur réseau (Finel et al. [2018]).

D’autres perspectives, a court terme, peuvent également étre envisagées. Du point de vue du mo-
deéle avec prise en compte de surfaces libres discuté dans la Section 4.3.3, il serait intéressant d’ajouter
un champ de phase supplémentaire pour la matrice afin de considérer la méme énergie d'interface pour
les interfaces matrice-vide et macle-vide. Cela permettrait d’étudier ce qui se passe lorsqu’un variant
de macle débouche sur la surface du matériau. Une mesure numérique des déformations en surface
pourraient alors étre comparées a des mesures expérimentales, et servir de référence afin de savoir
si d’autres modes de déformation ont affecté la croissance des macles observées expérimentalement.
Aussi, la prise en compte de surfaces libres permettrait de voir I'effet des constantes élastiques aniso-
tropes sur la morphologie des “bords” des macles, chose qui n’a pas pu étre réalisée dans la Section 4.2.4
a cause des effets des conditions limites périodiques. Enfin, il serait intéressant de lier surfaces libres
et génération de germes de macles par instabilité autour d'inhomogénéités afin d’identifier les types
de microstructures initiales et de chargements permettant de favoriser la croissance de variants de
macle {332} (113). 1l serait ainsi possible, par exemple, d’évaluer la fraction volumique de macles

{332} (113) pouvant étre atteinte pour un chargement et une microstructure initiale donnés.

Un autre point important n’a pas été discuté dans ce chapitre. En effet, les différentes observations
expérimentales des microstructures post-déformation montrent la présence de macles {332} (113) au
sein de macles {332} (113) . On parle alors de maclage secondaire. Ce phénoméne de maclage secon-
daire apparait notamment aux intersections des divers variants de macle, et permet d'accommoder les
contraintes importantes qui peuvent se créer a ces niveaux. Or, le modele champ de phase développé
ne permet pas de prendre en compte ce type de transformations. En effet, dans notre cas, les minimums
d’énergie correspondent a I'état matrice (gp(i) = O) ou aux états maclés (cp(i) = 1) et seules les trans-
formations matrice<+variant de macle ¢ sont permises par la formulation en double-puits type Landau.
On parle alors de transformation réversible, ou “weak transformation”, notamment liée & une brisure de
symétrie lors d'un changement de phase (Conti et Zanzotto [2004]). Il est alors impossible de gérer les
transformations de type matrice—variant de macle<+variant de macle dans notre modele, ce qui nous
empéche d’envisager la possibilité de faire croitre des macles au sein de macles. Il faut alors considérer
un autre type de modele, capable de prendre en compte des transformations de type “reconstructif” (au
sens displacif et non pas diffusif), ayant un caractere irréversible et associées aux transformations non

liées a des brisures de symétrie. C'est cet aspect qui sera abordé dans le Chapitre 5.
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Ce chapitre a pour objectif de présenter une idée de construction d'un modeéle numérique per-
mettant de simuler la formation hiérarchique de systémes de macles (c.-a-d. macles secondaires dans
macles primaires, macles tertiaires dans macles secondaires, etc ...). Cette idée se base sur des modéles
delalittérature construits dans le but de modéliser des transformations martensitiques reconstructives.
Elle finalise les travaux de cette these en créant une ouverture sur des possibles pistes a suivre afin de
simuler I'évolution de microstructures complexes observées dans les alliages de titane [S-métastables
sous contrainte. Ainsi, les théories présentées ne seront pas détaillées du point de vue mathématique,
et on appelle les lecteurs a se référer aux différentes ressources bibliographiques citées pour plus de
détails.

Dans la Section 5.1, on retrouve quelques définitions en relation avec les transformations martensi-
tiques, ainsi qu'une analogie pouvant étre imaginée entre hiérarchie de maclage et transformations
reconstructives. La Section 5.2 présente deux modeles de la littérature relatifs aux transformations re-
constructives, basés sur des approches différentes. La Section 5.3 présente une possible adaptation de
I'un des modeles présenté au systéme de maclage {332} (113) . Un modele 1D basé sur une approche
similaire est ensuite proposé pour s’assurer que certaines difficultés anticipées n’aient pas lieu lors de

la résolution numérique.

5.1 Analogie entre hiérarchie de systemes de maclage et transforma-

tion martensitique reconstructive

Les transformations martensitiques sont généralement caractérisées par un processus de transfor-
mation displacif, déformant le réseau cristallographique initial sur des temps caractéristiques beaucoup
plus petits que ceux observés pour les processus de transformation induits par la diffusion d’espéces
chimiques. Les transformations martensitiques reconstructives sont al'origine de I'apparition de phases
stables (ou métastables) de différentes symétries au sein du matériau.

Alaide de la régle de Cauchy-Born (Zanzotto [1996], Ericksen [2008)), il est possible de construire un
potentiel énergétique a I'échelle mésoscopique a partir d'un potentiel atomique. En effet, la regle de
Cauchy-Born met en relation directe le mouvement des atomes dans un cristal avec la déformation su-
bie par 'ensemble du cristal (bulk). Ainsi, une transformation martensitique peut étre modélisée a 'aide
d’un potentiel énergétique (non-linéaire) exprimé exclusivement en fonction des éléments du tenseur
de déformation, auquel on ajoute un terme d’énergie cinétique afin de prendre en compte la propaga-
tion des ondes acoustiques (Salman [2009], Salman ef al. [2012b], Denoual et Vattré [2016]).

De maniére générale, on distingue les transformations martensitiques dites “faibles” (weak) des trans-
formations martensitiques dites “reconstructives”. Cette section met en avant les différences entre trans-
formations faibles et reconstructives du point de vue énergétique et finit par une possible analogie entre

transformations reconstructives et maclage hiérarchique.

5.1.1 Différences entre transformation martensitique “weak” et reconstructive

Les transformations martensitiques dites “faibles” (weak) sont associées aux transformations ot les

groupes de symétries de la phase parent et de la phase produit sont inclus dans un méme groupe de
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(@ (b)

FiGURE 5.1 — Représentation schématique dans I'espace des réseaux (a) d’'une transformation de type weak, ame-
nant un réseau cubique faces centrées a un réseau tétragonal centré, et (b) d’une transformation de type recons-

tructive Bz, amenant un réseau cubique faces centrées a un réseau cubique centré (Conti et Zanzotto [2004]).

symétrie fini, incluant ainsi les brisures de symétrie. Toutes les autres transformations sont associées
au type reconstructif (Ericksen [1989], Bhattacharya et al. [2004]). Bhattacharya et al. [2004] relie les
transformations martensitiques faibles aux transformations de phase réversibles (du point de vue de la
microstructure), a l'origine de I'effet mémoire de certains alliages (shape memory alloys). Les transfor-

mations reconstructives sont quant a elles associées a des transformations irréversibles.

On s’intéresse aux différences entre ces deux types de transformation du point de vue énergétique.
Pour cela, il est intéressant de définir la densité d’énergie libre ¢» d'un cristal, uniquement fonction de
la base (e;;7 = 1,3) utilisée pour reconstruire, par translation, le réseau en question (2 une tempéra-
ture donnée). Cette densité d’énergie doit alors étre invariante par toute transformation incluse dans
le groupe de symétrie global des réseaux de Bravais, c’est-a-dire le groupe unimodulaire GL(3,Z),
constitué des matrices 3x3 a coeflicients dans Z et dont le déterminant est égal a 1, puisque le ré-

seau construit avec la base (é =mije;;J = 1,3) est identique a celui construit a partir de la base

j
(e;;1 = 1,3) pour toute opération de symétrie 1 = (m;;) appartenant au groupe G L(3,Z). Le groupe
GL(3,Z) contient les opérations de rotation, de réflexion, de cisaillement n'induisant pas de modifi-
cation du réseau (lattice-invariant shear), et toutes les combinaisons de ces opérations. Le potentiel ¢
étant invariant par application d'une opération du groupe GL(3,Z), il est constitué d’'un paysage éner-

gétique non borné dans l'espace des déformations, et contenant une infinité de puits de potentiel.

Dans le cas des transformations martensitiques faibles, I'invariance du potentiel ¢ peut étre limi-
tée a un sous-groupe fini de GL(3,Z) associé a la relation groupe/sous-groupe de la transformation.
Ainsi, dans le paysage énergétique exprimé dans 'espace des déformations, on peut se limiter a un voi-
sinage autour d’un état de référence (réseau initial) contenant un nombre fini de puits de potentiel.
Ce voisinage ne contient pas de transformations de type lattice-invariant shear. Ces domaines bornés

sont nommés les EPNs (Ericksen-Pitteri Neighbourhoods, Conti et Zanzotto [2004]). Afin d’illustrer ces
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propos, Conti et Zanzotto [2004] propose une représentation schématique dans l'espace des réseaux de
Bravais d’une transformation martensitique faible partant d'un réseau initial cubique faces centrées et
ayant pour produit un réseau tétragonal centré (b.c.t. pour body-centered tetragonal)) (voir figure 5.1a).
On voit alors qu'un réseau c.f.c. initial peut mener a trois variants b.c.t. différents. Seules les transfor-
mations représentées par des fleches sont possibles. Dans le cas de ces transformations, ol le paysage
énergétique peut étre limité a un nombre fini de puits, il est immédiat de développer une théorie de
type Landau basée sur une formulation non-linéaire de I'énergie élastique en fonction des composantes

du tenseur droit de Cauchy-Green C.

Dans le cas de transformations reconstructives, la symétrie diminue au cours de la transformation,
pour ensuite augmenter afin d’atteindre I'état final. Il n’existe alors pas d'EPN fini contenant I'ensemble
des transformations possibles. En conséquence, nous ne pouvons plus nous contenter de construire
un potentiel ¢ en limitant ses invariances & un sous-groupe fini de GL(3,Z). Il n’est alors pas pos-
sible d’appliquer la théorie classique de type Landau pour modéliser le potentiel ¢ dans 'espace des
déformations. La figure 5.1b illustre ces propos a l'aide de la transformation Bz (de Bain) amenant un
réseau cubique faces centrées (c.f.c.) & un réseau cubique centré (c.c.). La transformation inverse c.c. a
c.f.c. peut mener a trois variants différents de réseau cubique faces centrées. Ainsi, un enchainement
de transformations de ce type peut mener loin du voisinage de I'état initial, contrairement au cas des

transformations dites faibles.

5.1.2 Analogie avec hiérarchie des systemes de maclage

Dans les alliages de titane 3-métastables, un maclage mécanique hiérarchique est observé. En effet,
on observe la présence de systémes de maclage {332} (113) secondaires, c.-a-d. en relation de macle
avec le réseau c.c. obtenu suite 2 un maclage primaire {332} (113). On peut alors imaginer un arbre
de transformation similaire a celui présenté dans la figure 5.1b. Une représentation schématique de cet
arbre de transformation est présentée sur la figure 5.2.

Dans ce cas, on voit qu'un EPN ne peut étre défini. Il n’y a alors pas de possibilité de limiter I'invariance
du potentiel énergétique ¢ a a des transformations définissant un sous-groupe du groupe de symétrie

global GL(3,Z).

Deés lors, il est nécessaire de construire un potentiel ¢ capable de rendre compte des différentes
transformations observées dans le matériau. La prochaine section présente brievement deux modeles

ou le paysage énergétique est construit pour des transformations martensitiques reconstructives.

5.2 Modélisation des transformations de phase reconstructives

Deux modeles de transformations martensitiques reconstructives seront brievement présentés dans
cette section. Ces deux modeles sont basés sur la construction d’un paysage énergétique dans I'espace

des déformations (E ), ou dans l'espace des métriques (Q =FT.F )

Le premier modeéle est celui proposé par Denoual et Vattré [2016]. Il est basé sur une approche
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(1,3) (2,2)
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FIGURE 5.2 - Représentation schématique d’un arbre de transformation dans le cas du maclage {332} (113) . En
rouge, le réseau c.c. initial. Quatre variants de macle primaires sont représentés, issus du réseau initial (étoiles
de couleurs différentes). De ces quatres variants découlent des variants de macle secondaires (étoiles roses). Les

fleches pleines correspondent aux transformations directes; en pointillés aux transformations inverses.

champ de phase avec un potentiel basé sur des chemins de réaction (reaction pathways). Cette méthode
nécessite la mise en place d’'un arbre de transformation, construit par une duplication récursive d'un
seul chemin de transformation martensitique reconstructive. Cette duplication se base sur les symé-
tries du réseau et les rotations incluses dans les groupes ponctuels de symétrie de chacune des phases
stables du systéeme.

Un exemple d’arbre de transformation est donné sur la figure 5.3 dans le cas de la transformation re-
constructive 2D entre un réseau carré et un réseau hexagonal. Les noeuds de 'arbre représentent alors
les phases stables ou métastables, et les lignes reliant ces connexions correspondent aux chemins de ré-
action. En se basant sur cet arbre de transformations, Denoual et Vattré [2016] construisent un potentiel
dans 'espace des métriques qui utilise comme support cet arbre de chemins de réaction. Les noeuds de
l'arbre sont ainsi associés & des minima d’énergie. Les chemins correspondent quant a eux aux chemins
de moindre énergie entre les différentes phases. Ce modele est ainsi capable de générer une hiérarchie

de transformations de phases. Il est cependant limité par la profondeur de I'arbre initialement construit.

Dans le reste du chapitre, on s’intéresse a un second modele de transformations martensitiques
reconstructives. Ce modele est proposé par Conti et Zanzotto [2004] et se base sur les différents travaux
concernant la réduction des formes quadratiques (Charve [1880], Engel [1986], Sternberg [1995]), c.-a-
d. dans notre cas les métriques ¢ (Q =FT.F ) La réduction des formes quadratiques permet, dans
le domaine de la cristallographie, de savoir si deux réseaux définis par des vecteurs de bases différents
correspondent a un méme réseau.

Une métrique C rend compte de I'état de déformation d’'un réseau cristallographique. Elle est définie

a partir des vecteurs (¢;;4 = 1,3) qui constituent la base utilisée pour construire le réseau :
(5.1)
Ainsi, en 2D, le réseau carré peut étre défini par les vecteurs de base ¢; = (1,0) et e, = (0,1). La
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FiGURE 5.3 — Représentation 2D de I'arbre des chemins de transformation (5 cycles) dans le cas de la transforma-
tion reconstructive carré-hexagonal. Les axes = et y correspondent a une projection des métriques sur une base
de projection X; (Denoual et Vattré [2016]).

métrique €', ., alors associée a cette base est le tenseur identité [ :

10

En imposant un cisaillement simple a ce réseau via 'application du tenseur F' = [+ (e; ® e5), on

obtient un réseau ayant pour vecteurs de base ¢) = F'-e; = (1,0) ete, = F'-ey = (1,1). La métrique

C def associée a cette nouvelle base est obtenue a I'aide de I'équation (5.1) :
1 1
Qde = 1 2 (5.3)

En fait, les deux bases étant reliées par la transformation £/, les métriques ¢, . et ¢ 7 doivent étre

reliées par 'équation suivante :

_ T
Qdef - E ) Q'nit ) E’ (5.4)
ce que l'on vérifie immédiatement a l'aide de la forme matricielle de F':
11
F= . (5.5)
- 0 1

Dans le cas présent, F' appartient au groupe G L(2,7Z) des matrices 2x2 unimodulaires (nous considé-
rons ici un réseau a deux dimensions). Les métriques C', . etC psont donc associées au méme réseau

et doivent donc correspondre a la méme énergie libre.

En se basant sur ces relations entre métriques relatives au méme réseau, il est intéressant de définir
une métrique unique représentative du réseau en question. En considérant I'ensemble L; des formes
quadratiques définies positives (ensemble des métriques (') dans I'espace 2D, rechercher une métrique
unique représentative de métriques définies dans L;r revient a définir un domaine réduit de 'ensemble

L; Ce domaine réduit, noté D, est défini comme 'ensemble des métriques uniques représentatives de
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FIGURE 5.4 — Représentation d’un réseau carré avant et aprés avoir subi une transformation F. Les vecteurs de

base des réseaux sont tracés en rouge. En bleu, un élément carré du réseau initial subissant la transformation F'.

différents réseaux : toute application de '’équation (5.4) sur des métriques de L; ne permet d’obtenir
qu’une seule métrique dans I'ensemble D. Ainsi, pour chacun des réseaux de Bravais, on retrouve une
métrique unique dans le domaine réduit D, aussi appelé domaine fondamental. Cette notion de réduc-
tion de l'espace des métriques a un domaine fondamental a été étudiée plus généralement dans le cadre
de Iétude de la réduction des formes quadratiques par De Lagrange [1773], Lejeune Dirichlet [1850],
ou encore Seeber [1831]. En reprenant les travaux de ces derniers, Engel [1986] propose une définition

du domaine fondamental D en 2D :
— + Cin
D= QELQ ‘0<011§022,0§012§7 . (5.6)

Les métriques appartenant & D sont dites de la forme réduite de Lagrange. Le domaine fondamental D
et ses copies en relation de symétrie m” D m, m € GL(2,Z), remplissent alors entierement I'espace
L3

Engel [1986] propose un algorithme afin de construire la métrique réduite appartenant & D a partir
de n'importe quelle métrique de L; Il est alors possible, pour une métrique C' € L;’ donnée, de
déterminer une métrique réduite C™°? € D associée, et la matrice m € GL(2,Z), telles que :

cred =mt . Com. (5.7)

~

Nous avons rappelé plus haut que si 7 est une matrice unimodulaire, les métriques C et m” - C - m
sont associées au méme réseau. L'énergie libre ¢ doit donc vérifier :

VC e Ly VmeGL2Z) : ¢(C)=o¢(m" - C-m). (5.8)

~

Une maniére simple de construire un potentiel ¢ qui vérifie ces invariances est de le définir de la ma-
niére suivante :

VC e L 6(C) =do(C), (5.9)

ot le potentiel ¢g n'est défini que dans le domaine fondamental D et C"*? est une métrique réduite
associée a C.

Il est ainsi possible de se limiter a la construction d’un potentiel élastique non-linéaire ¢y dans le do-
maine fondamental D, construit de maniere a ce qu'il présente des minima pour les métriques associées

aux symétries cristallines impliquées dans les transformations de phase que 'on souhaite considérer
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(par ex. puits de potentiel sur les métriques réduites du réseau carré et du réseau hexagonal dans le
cas de la transformation reconstructive 2D carré-hexagonal). Ce potentiel pourrait étre écrit sous une
forme polynomiale, fonction des composantes des métriques réduites (Qred). Pour plus d'informa-
tions au sujet de la construction du potentiel élastique non-linéaire dans un domaine fondamental, on
redirige le lecteur vers les travaux de Conti et Zanzotto [2004], Bhattacharya et al. [2004], Baggio ef al.
[2019] ou encore Salman et Baggio [2019], ou des potentiels relatifs a la transformation reconstructive

carré-hexagonal sont proposés.

5.3 Application au systéme de maclage {332} (113)

Dans la section précédente, les modeles présentés ont été réalisés dans le cadre de I'étude des trans-
formations martensitiques reconstructives. L'analogie entre ces transformations et les modes de ma-
clages hiérarchiques évoquée dans la Section 5.1 permet d’envisager 'utilisation de ce type de modeles
pour chercher a modéliser le comportement d'un matériau subissant du maclage hiérarchique. Dans
cette section, on s'intéressera a la possibilité d’appliquer le modele de Conti et Zanzotto [2004] dans ce

cas.

Dans le cas du maclage mécanique, le réseau initial subit un cisaillement permettant I'obtention
d’un réseau final identique, en relation de macle avec le réseau parent. Pour revenir aux alliages de ti-
tane [5-métastables, nous considérons un réseau initial cubique centré (c.c.). En partant de ce réseau,
l'application de I'opération de cisaillement nécessaire au maclage de type {112} (111) permet d’obte-
nir un réseau maclé de méme structure cristallographique que le réseau parent. Du point de vue des
métriques, le réseau maclé obtenu posseéde une métrique liée a celle du réseau initial par une opération
de type lattice invariant shear : les réseaux initial et maclé ont une méme métrique réduite relative au

réseau cubique centré.

Cependant, dans le cas du maclage de type {332} (113}, le cisaillement simple qui lui est associé
ne permet d'amener que la moitié des sites atomiques dans la bonne configuration de macle (voir Sec-
tion 1.2.3.3) : il y a nécessité d’'un shuffle pour reconstruire le réseau cubique centré. Ainsi, la métrique
obtenue suite a 'application du cisaillement nécessaire au maclage {332} (113) ne se réduit pas a une

métrique semblable a celle du réseau cubique centré.

5.3.1 Validité de la loi de Cauchy-Born

Cette différence réside également dans l'application de la loi de Cauchy-Born. Cette loi permet de
connecter une description atomique (réseaux cristallins) d'un mode de déformation a une description
al’échelle du continuum. A titre d’exemple, on considére un réseau de référence composé d’une base de
vecteurs e, a € [1,3], et un continuum représentant un cristal composé de ce réseau. La loi de Cauchy-
Born déclare que les vecteurs de base du réseau sont considérés comme des vecteurs matériels : si une
déformation macroscopique est appliquée au continuum, les vecteurs (¢,;a = 1,3) d’'une base du

réseau initial se transforment également selon la déformation F'. En d’autres termes, les vecteurs e
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définis par :

e =1F-¢, (5.10)

constituent une base possible pour le réseau déformé. Dans le cas du maclage {332} (113), les vecteurs
de base ¢, obtenus par l'application du cisaillement associé¢ au mode de maclage ne constituent pas une
base du réseau maclé, car le cisaillement doit étre accompagné d'un shuffle pour finaliser le maclage :
la loi de Cauchy-Born est violée. Or, quand elle est valide, cette loi permet de construire une densité
d’énergie libre qz d’un cristal vu comme un continuum a partir de la densité d’énergie libre ¢, définie

al'échelle atomique, de la maniére suivante :

O(E) = o(E - e,) = dley)- (5.11)

Dans cette situation, la densité d’énergie élastique du continuum est une fonctionnelle du gradient de
transformation F' (plus précisément de la métrique C') et nous pouvons envisager une théorie élastique
(non-linéaire) pour formuler cette densité d’énergie.

Une forme faible de la loi de Cauchy-Born peut cependant étre établie quand il existe un sous-réseau
du réseau de référence, identique pour toutes les transformations de maclage, qui, aprés chacune de
ces transformations, génére un sous-réseau du réseau final (Zanzotto [1996]). Nous avons alors tenté
d’identifier un sous-réseau du réseau c.c. initial qui vérifierait le critére précédent. Dans ce but, nous
avons essayé d’identifier un sous-réseau cubique simple.

Lapplication de I'opération de cisaillement associée au mode de maclage {332} (113) du réseau cu-
bique centré, avec une amplitude de cisaillement s = 1/2/4, sur le réseau cubique simple ne permet
pas d’obtenir un réseau en relation de macle avec le réseau parent. Cependant, en modifiant 'amplitude
du cisaillement et en la prenant égale a 3v/2, une relation de macle avec un sous-réseau du produit final
est obtenue pour chacun des 12 variants de macle. Nous sommes donc dans les conditions d’application
d’une forme faible de la loi de Cauchy-Born : la densité d’énergie libre peut donc étre formulée dans le
cadre d’une théorie élastique non-linéaire.

Dés lors que l'on a identifié un réseau possiblement candidat nous permettant de construire un po-
tentiel élastique non-linéaire relatif au maclage {332} (113), on s'interroge maintenant sur la mise en
place d'un domaine fondamental D en 3D, qui nous permettrait d’appliquer la procédure proposée par
Conti et Zanzotto [2004] dans le cas des transformations martensitiques reconstructives. Le potentiel
énergétique ne serait alors défini que dans ce domaine, avec un puits de potentiel unique associé au
réseau cubique simple. La construction explicite de ce potentiel, ingrédient essentiel du modele, sera
I'objet de travaux ultérieurs. Nous avons cependant exploré ici les aspects numériques qu'’il faut mai-

triser pour exploiter numériquement ce type de modele.

5.3.2 Algorithme de réduction des métriques en 3D

Un ingrédient tout aussi important a pu ainsi étre implémenté et testé : l'algorithme permettant
d’effectuer 'opération de réduction, permettant de relier une métrique quelconque de L;’ (3D cette
fois) a sa métrique réduite dans un domaine fondamental défini en 3D. On doit cet algorithme a K¢ivy
et Gruber [1976], avec une extension proposée par Grosse-Kunstleve et al. [2004] permettant de générer

a la fois la métrique réduite, et les matrices unimodulaires m € GL(3,Z) associées a ces réductions
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(voir équation (5.7)). On retrouve dans ces travaux la dénomination “cellules de Niggli” lorsque 'on
parle de métriques réduites. Cette dénomination est liée aux travaux de Niggli [1928] qui a défini un
ensemble de conditions algébriques menant au choix d’'une base unique (métrique réduite) pour un ré-
seau cristallographique donné, constituant les conditions a remplir pour qu'une métrique se trouve au
sein d'un domaine fondamental 3D. Les travaux de Niggli se sont basés sur les conditions de réduction

des formes quadratiques en 3D élaborées par Seeber [1831].

Cet algorithme a été testé et validé sur des cas basiques 2D (tel que celui présenté en début de Sec-
tion 5.2) mais également sur le maclage {112} (111) . Dans ce dernier cas, on obtient bien une métrique
réduite identique dans le cas de la prise en compte d’un réseau initial c.c. et d'un réseau c.c. ayant subi

le cisaillement intrinséque au mode de maclage {112} (111).

L'application du cisaillement {332} (113) sur le réseau c.c. ne permet pas d’obtenir une métrique

réduite associée au réseau c.c., conformément a ce que nous expliquions ci-dessus.

Enfin, un test concernant le sous-réseau cubique simple a bien permis de valider 'obtention d'une

méme métrique réduite dans le cas d’'un maclage {332} (113) de cisaillement s = 3+/2.

Avant de penser a construire le potentiel 3D, une interrogation a été soulevée concernant le com-
portement du potentiel lorsqu’il atteint le bord du domaine fondamental. D’aprés Conti et Zanzotto
[2004], des conditions de bord complexes doivent étre prises en compte afin de s’assurer que le potentiel
est en tout point deux fois dérivables, cette condition semblant nécessaire pour intégrer numérique-
ment les équations d’évolution associées au potentiel. Comme il est difficile de construire un potentiel
qui vérifie ces conditions de continuité jusqu’aux bords du domaine fondamental, nous avons voulu
vérifier si ces conditions sont vraiment nécessaires. Dans ce but, nous nous sommes intéressés a un

probléme simplifié, formulé a 1D. C’est 'objet de la section suivante.

5.4 Ftude d'un probléme simplifié en 1D

Dans cette section, on étudie le comportement d’un systéeme mécanique 1D composé de IV nceuds,
reliés entre eux par N — 1 ressorts de raideurs K,,, n € [0,N — 2]. Des conditions aux limites pé-
riodiques seront appliquées a ce systeme, de type contraintes appliquées. On associe alors a chaque
nceud un degré de liberté du,, (fluctuation de déplacement) et entre chaque nceud une déformation
totale £, = de,, + (€), ou (¢) correspond a la déformation totale moyenne et de,, = dup4+1 — duy

correspond au terme de fluctuation locale des déformations.

5.4.1 Présentation du modéle

On imagine a présent que chaque ressort est régi par une énergie élastique f; telle que représen-
tée sur la figure 5.5a. Il s’agit d'un potentiel fonction de la déformation €, composé d’une infinité de

fonctions quadratiques, continues par morceaux, créant une infinité d’états stables pour €,, € Z.
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fu [GPa)

f el [GP&]

-2 -1 0 1 2 —0.5 0.0 0.5
En [7] g" [7]

(@) (b)

FIGURE 5.5 — Représentation de I'énergie élastique en fonction de la déformation associée a un ressort : (a) dans

'espace des déformations, (b) dans un domaine limité de 'espace des déformations (“domaine fondamental”).

1l s’agit d’'une représentation simplifiée en 1D d’une transformation hiérarchique dans I'espace des
déformations : passer dans le puits €, = 2 nécessite le passage par le puits €, = 1, etc ... Pour tenter
d’appliquer le concept du modele de Conti et Zanzotto [2004] & ce probléme, on se limite 2 un domaine

fondamental D dans I'espace des déformations défini par :
D={e,eR| —1/2<¢, <1/2}. (5.12)

On note que le potentiel défini ci-dessus n’est donc pas dérivable au bord du domaine fondamental.
On définit une “déformation réduite” £, = &, — py, avec p,, € Z une variable permettant de suivre le
nombre de fois out'on revient dans le domaine fondamental en cours de déformation. Cette derniére est
alors équivalente a la matrice unimodulaire m de I'équation (5.7). De la méme fagon que cette matrice
m dans le cas des algorithmes de réduction cités dans la Section 5.3, la variable p,, évolue lorsque des

conditions de réduction sont réunies. Ici, ces conditions se résument a :
— Sig, < 1/2,alors p, = p, — 1.
— Sig, > 1/2,alors p, = py, + 1.

Dans le domaine fondamental D, I'énergie élastique f,; y est exprimée sous la forme d’une seule
parabole en fonction de &, centrée en &,, = 0 (voir figure 5.5b). Dés lors, 'énergie élastique totale F
du systéme composé de N — 1 ressorts sur lequel on applique une contrainte moyenne o*PP peut étre

écrite sous la forme d'une somme sur les ressorts de potentiels réduits f; :

N-2 | V=2
=) i = B > Kn(den + (g) —pn)® = (N = 1) 0™ (e), (5.13)
n=0 n=0

qui peut également s’écrire en fonction des du,, :

N—-2
1
T = 1 3 Kulbuner — Sy + (2) — pa)’ — (V = 1) 0 (o). 614

n=0

Le systéme est alors a I'équilibre lorsque les variables (du),, et (¢) respectent les conditions d’équilibre
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suivantes :
oF
8(5u)n =0, (5.15)
oF
% =0. (5.16)

5.4.2 Résolution de I'équilibre mécanique

L'équation (5.15) peut étre résolue a I'aide d'une méthode de dissipation en considérant I'’équation

type Allen-Cahn suivante :

ou), , 0F
o La(aun)’ 17

ott L > 0 estun coefficient cinétique. En écrivant K, = Ko—(dK),,,avec Ky = (K,),'équation (5.15)
permet d’obtenir I'écriture du schéma temporel semi-implicite suivant :
dup,(t + dt) = dun(t) + Ap(t)
+ LdtKo [0tn_1(t + dt) — 20, (t + dt) + Sty (t + dt) (5.18)
+Pn-1(t) —pa(t)],

avec

Ap(t) = =L dt { K1 [0un(t) — Sup—1(t) — pn—1(t)]
+0Kp,  [6un(t) — duns1(t) +pn(t)] }. (5.19)
On cherche a résoudre le probleme dans I'espace de Fourier. En considérant ¢ la composante du

vecteur d'onde 1D associé a la position d'un nceud du systeme étudié, la transformée de Fourier discrete

5Au(q) est définie par :

N-1
—~ 1 .
ou(q) = N Z (0u), e 1", (5.20)
n=0
et la transformée de Fourier inverse par :
(u), = Y dulg) '™ (5.21)
q

Deux opérateurs sont également définis afin de faciliter 'écriture de la transformée de Fourier
de I'équation (5.18). Ces deux opérateurs sont liés a la transformée de Fourier des opérateurs de type

gradient (s(q)) et laplacien (s2(q)) discrets en 1D :

s(q) =—1+e™", (5.22)
s9(q) = s(q) s*(q), avec s*(q) = —1+ €. (5.23)

Dés lors, la transformée de Fourier de I'équation (5.18) s’écrit de la facon suivante :

dulg,t + dt) = du(g,t) + A(q,t)
+ LdtKo [53(q) dula, t + db) + s(a) Bla 1) (5.24)
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qui permet alors d’exprimer facilement @(q, t + dt) alaide de I'équation suivante :

Sula 1) + Lt (Ko s(a) pla, 1) — A(a1))

Suq,t + dt) =
u(q7 * ) 1+LdtK082(q) ’

(5.25)

ot le calcul de A(g,t) nécessite au préalable le calcul de A, (¢) dans I'espace direct avant application de

la transformée de Fourier. Il faut alors considérer les conditions limites du systeme. On écrit :

A = —Ldt{&KN 1 (5’[1,() — (5UN,1 _prl}

[
+ 0Ky  [0ug — dus + pol },
Ap = —Ldt{dK,_1 [dup — dup—1 — pp—1]
+ 0K,  [0un — dupt1 +pnl }, Vn € [1,N — 2], (5.26)
An_1 =—Ldt{0Kn_3[0un_1 — dun—2 — PN—2]
+ OKN_1[dun—1 — dup +pn-1] }-

On peut dés lors appliquer la transformée de Fourier discréte au terme A, (t), calculer @(q, t+ dt)
a l'aide de I'équation (5.25), suivi de sa transformée de Fourier inverse donnant du, (¢ + dt). Cette

procédure est alors incluse dans une boucle ayant pour critére d’arrét :
max {abs {du, (t + dt) — du,(t)}} <, (5.27)

avec € = 1078, Ce critére permet de s’assurer de la validité de la condition d’équilibre exprimée dans

I'équation (5.15).

En contraintes appliquées, il est nécessaire de calculer la déformation moyenne () afin de construire

entierement la déformation totale &, :

en = (0u), 1 — (0u), + (¢). (5.28)

La déformation moyenne (¢) est obtenue a l'aide de I'équation (5.16), qui résulte en I'équation suivante :
1 _
(€) = Z— + (p) — GO =T) nz:% Sy [(6w),41 — (6u),, + (€) — pn] - (5.29)

Son obtention nécessite alors 'application d'une méthode itérative de type point fixe :

, N . . ,
() = (p 4 = [gapp (0K 6e)D 4 (5K YD () (6Kp>(’)} : (5.30)
0

en considérant

n=0

1
0 SN2 0, = (O). Le critére d’arrét du point fixe est pris tel que :

abs {<g><i+l> - <5><i>} < ecr, (5.31)

avececr, = 10710, Ce critére permet de s’assurer de la validité de la condition exprimée dans I'équation (5.16).

Ainsi, les équations (5.25) et (5.30) permettent de résoudre entiérement le probléeme.
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5.4.3 Résultats préliminaires

Dans cette section, le modele présenté dans la Section 5.4.2 est testé afin de voir sila non-différentiabilité
du potentiel aux bords du domaine fondamental entraine des problemes numériques.
Les différentes grandeurs physiques considérées dans le probléeme sont adimensionnées. On considere
une échelle d’énergie, de temps et de longueur telles que présentées dans le tableau 5.1. La valeur de d

correspond a la distance entre deux nceuds (pas de grille).

Densité d’énergie caractéristique f,4 (en GPa) K
Longueur caractéristique /4 (en m) d
. S 1
Temps caractéristique dissipation ¢, (en s)
L fad

TaBLEAU 5.1 — Grandeurs caractéristiques utilisées pour I'adimensionnement.

Les grandeurs adimensionnées sont notées a l'aide d’'un tilde. On a alors :

~ K
K=-—=1

fad
~ u
U= —

d
Z:foadtadzl
~ dt
dt = —

75ad

On note que le choix d’un temps caractéristique fonction de la mobilité L (en m®/J /s) permet d’obte-

nir une mobilité adimensionnée valant 1.

Une simulation est lancée avec les parameétres adimensionnés précisés dans le tableau 5.2 (la nota-
tion avec le tilde n’est plus utilisée pour faciliter la lecture). On considére alors un probléeme homogeéne
(méme raideur K pour I'ensemble des ressorts), avec prise en compte d'un incrément de contraintes

AP apres chaque résolution de I'équilibre donné par les équations (5.15) et (5.16).

K 1

dt 1079

L 1
Agp 103

TaBLEAU 5.2 — Parametres numériques adimensionnés entrés dans la simulation.

On commence par vérifier que le comportement du systéme est bien élastique jusqu’a l'atteinte

d’une déformation moyenne () = 0,5, valeur limite avant évolution de la variable p (avant toppling,
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voir conditions de réduction de la section précédente). La figure 5.6a montre une représentation de
I'évolution de la contrainte moyenne (o) (appliquée, c.-a-d. (o) = o?P) en fonction de la déforma-
tion moyenne (g) pour les 500 premiers incréments de contrainte Ac®”P. Comme attendu, on observe
alors un comportement linéaire, signifiant que I'on est encore dans le domaine fondamental D.

On applique a présent un incrément de contrainte supplémentaire a I'état final du calcul précédent. On
observe alors que la variable p évolue jusqu’a I'infini. En effet, dés lors que la contrainte seuil permettant
le toppling est atteinte, le systéme se retrouve assujetti a rester en permanence sur un état correspon-
dant au maximum de I'énergie représentée sur la figure 5.5. Ainsi, a chaque évolution de p, le systeme
se retrouve au bord du domaine fondamental, impliquant une évolution continuelle de la variable p.
En d’autres termes, au dela d’'une contrainte seuil, le systéme “surfe” indéfiniment sur les points de re-

broussement qui marquent la périodicité du potentiel.

Pour éviter ce comportement, lié intrinsequement au modele simplifié dans une dimension, on
considere une augmentation de la raideur des ressorts a chaque toppling. Ainsi, dés lors que p augmente,
on considére une augmentation maximale de 3% de la raideur de chaque ressort. Un bruit est ajouté
pour prendre en compte un caractére aléatoire de cet ajout sur chaque ressort. La figure 5.6b montre

le résultat obtenu pour 650 incréments de contrainte Ag®PP.

0.5
0.4 0.50
T 03 T
T —
~ 0.2 ~ .25
0.1
0.0 0.00

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.5 5.0 10.0 15.0 20.0

FIGURE 5.6 — Représentation de I'évolution de la contrainte moyenne (appliquée, adimensionnée) en fonction de
la déformation moyenne du systéme (a) au bout de 500 Ao, avant atteinte de la condition de réduction (avant
toppling); (b) au bout de 650 Ac.

La modification de la raideur des ressorts permet de modifier la courbure du potentiel, créant au
fur et & mesure des topplings de la variable p et un comportement global typique d'un comportement
plastique. On voit dés lors que le passage au dela du domaine fondamental D ne crée pas de probléeme

du point de vue numérique.

5.4.4 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de présenter une piste de développement possible d'un modele qui
permettrait, 2 terme, de simuler la formation hiérarchique de macles de type {332} (113) . Cette piste
de développement se base notamment sur des travaux réalisés dans le cadre des transformations mar-

tensitiques reconstructives et plus particulierement a 'approche utilisée par Conti et Zanzotto [2004]
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dans son modele. Le concept d’élaboration d'un potentiel élastique non-linéaire dans un espace réduit

des métriques (domaine fondamental), et différentes notions associées, sont présentées.

On évalue ensuite la capacité de ce concept a s'appliquer au probléme de la formation hiérarchique
de macles de type {332} (113) . La nécessité d'un shuffle des atomes en plus d’un cisaillement homo-
géne pour créer le réseau maclé de type {332} (113) dans un réseau c.c. crée une difficulté a la mise en
place directe d’'un potentiel dans le domaine fondamental. La transformation homogeéne qui lui est as-
sociée ne respecte pas laloi de Cauchy-Born. En effet, si 'on choisit de représenter le maclage qu'al'aide
du mouvement homogeéne des atomes (cisaillement), la métrique du réseau obtenu ne peut se réduire a
la métrique du réseau cubique centré initial. Pour contrecarrer ce probléme, on choisit de représenter
le maclage {332} (113) dans un réseau cubique simple, sous-structure d’un réseau cubique centré, avec
une valeur du cisaillement différente de celle observée pour le systéme de maclage {332} (113) dansle
réseau cubique centré. La construction d’'un potentiel associé a cette transformation devra faire 'objet

de travaux ultérieurs.

Enfin, afin d’évaluer la faisabilité et le comportement numérique d'un modele type reconstructif, un
modele simplifié 1D est proposé. Un systéme composé d'un assemblage de ressorts alignés est consi-
déré. Pour chaque ressort, un potentiel énergétique composé d'une seule parabole dans un domaine
fondamental (espace réduit des déformations) est pris en compte. Ce potentiel est équivalent a un po-
tentiel composé d’une infinité de paraboles dans l'espace des déformations. Il est donc continu, mais
non dérivable aux bords du domaine fondamental.

Lorsque les contraintes appliquées au systéme provoque une sortie de ce domaine fondamental, des
conditions de réduction sont mises en place, permettant de se ramener dans le domaine fondamental.
La sortie du domaine fondamental provoque le toppling d'une variable de réduction, rendant compte du
nombre de replis dans le domaine fondamental effectués au cours de simulation. Cette variable de ré-
duction permet alors de reconstruire I'état de déformation réel du systéme. Les résultats préliminaires
obtenus n'ont pas mis en évidence de problemes numériques, malgré la non-dérivabilité du potentiel
aux bords du domaine fondamental. Cela suggere qu’il n'est pas nécessaire d'imposer ces conditions
de dérivabilité, ce qui simplifiera grandement la formulation d’un potentiel élastique non-linéaire dans

I'espace des métriques 3D.
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Cette conclusion générale a pour but de cloturer les travaux de theése présentés dans ce manuscrit.
Les principaux résultats obtenus concernant la modélisation par champ de phase de la croissance de
macles mécaniques {332} (113) au sein d’alliages de titane 3-métastables seront rappelés. Aussi, on
présentera quelques perspectives qui permettraient d'apporter des réponses supplémentaires concer-

nant les différents points abordés au fil des chapitres.

Apres un travail bibliographique sur le maclage dans les alliages de titane 3-métastables, ces tra-
vaux de these se sont poursuivis par une premiére modélisation de la croissance de macles mécaniques
{332} (113) en se basant sur des modeles de la littérature (Chapitre 2). Exprimés dans le formalisme
géométriquement linéaire, 'énergie élastique considérée dans ces modeles conduit, pour les macles
mécaniques, au plan d’habitat observé {332} mais également au plan d’habitat {113}, qui n’est pas ob-
servé expérimentalement. La sélection du plan d’habitat {332} est alors obtenue par l'utilisation d’'une
énergie d’interface entre macle et matrice trés anisotrope.

Dans ces modeles de champ de phase, I'anisotropie de 1'énergie d’interface est introduite au travers
d’'un terme de gradient anisotrope. Cependant, nous avons montré analytiquement et numériquement
que cette approche ne permet pas de prendre en compte des anisotropies importantes puisque I'épais-
seur d'interface au niveau de la pointe croit avec le rapport entre les énergies d’interface maximale et
minimale, et devient bien plus grand que le rayon de courbure de la pointe du domaine de macle. En
s'inspirant de travaux de champ de phase effectués dans un autre contexte, nous avons alors développé
un nouveau modele de champ de phase pour le maclage, toujours dans le formalisme géométriquement
linéaire, mais qui permet de prendre en compte une anisotropie de I'énergie d'interface tout en conser-
vant une largeur d'interface identique pour toutes les orientations d’interface. Ce modéle a ensuite été
utilisé & deux et trois dimensions afin d’étudier la croissance d'un germe de macle.

En terme de perspectives concernant ces travaux, il serait intéressant d'améliorer I'implémentation nu-
mérique du modele a énergie d’'interface anisotrope et a largeur d’interface constante afin qu'’il puisse

simuler des croissances de précipités ou modes de déformations quand l'anisotropie de I'énergie d’in-
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terface est treés élevée. Un autre point sur lequel il est important d'améliorer la modélisation est la
prise en compte d’énergies d’interface réalistes. En effet, nous avons montré que, malgré I'utilisation de
fonctions d’interpolation non-linéaires, le couplage avec les champs mécaniques trés importants mo-
difie fortement le profil du champ de phase au travers de l'interface, ce qui peut conduire a des artefacts
numériques dans les simulations. Pour résoudre ce probléme, nous avons fait dans ce travail le choix
pragmatique d’augmenter fortement 'énergie d'interface dans nos simulations. Afin d’améliorer notre
modélisation, la prise en compte d’'une largeur d'interface physique plus petite est toutefois nécessaire.
Pour cela, une solution serait de considérer un raffinement de la discrétisation spatiale, engendrant une
augmentation de la mémoire et du temps de calcul nécessaires pour simuler des systémes de mémes di-
mensions physiques. Une autre possibilité, présentant moins d'inconvénient, serait de mettre en place
la méthode champ de phase a interface dite sharp (SPFM) développée tres récemment par Finel et al.
[2018] et qui a 'avantage de permettre 'utilisation d’interface dont I'épaisseur est tres fine, de I'ordre

de 1 a 2 pas de discrétisation.

L'étape suivante du travail a été le développement d'une modélisation dans le formalisme géomé-
triquement non-linéaire, qui est nécessaire a une description correcte des mécanismes de déformation
puisque le maclage {332} (113) induit un cisaillement important. Tout d’abord, un travail important
a été réalisé afin d'implémenter dans le code champ de phase un solveur mécanique spectral adapté
aux grandes déformations. La résolution de I'équilibre mécanique était jusqu'alors réalisée a I'aide de
méthodes spectrales (solveur FFT) adaptées aux petites déformations. Afin de garder les avantages liés
a ce type de solveur, on s'est intéressé aux possibilités de les mettre en oeuvre dans un formalisme
géométriquement non-linéaire. La mise en place de ce solveur a été détaillée dans le Chapitre 3. La
détermination des parametres permettant d’assurer la convergence, en un nombre acceptable d’étapes,
de l'algorithme itératif au cceur du solveur a été également discutée.

Sur le plan numérique, il serait intéressant, a 'avenir, d’améliorer le solveur en considérant trois ap-
proches: (1) tout en gardant le méme algorithme, améliorer 'optimisation du choix du tenseur élastique
de référence et des conditions initiales; (2) développer une version paralléle, de maniére a le rendre
beaucoup plus efficace; (3) formuler les équations d’équilibre d'une autre maniére, de facon a identifier
d’autres algorithmes itératifs (voir par ex. les travaux de Kabel et al. [2014]).

Par ailleurs, nous avons noté que, pour des systémes fortement hétérogeénes et en présence de champs
mécaniques importants, I'’équilibre mécanique obtenu par la méthode spectral utilisée ici présente des
oscillations. Ce solveur est en effet issu d’'une écriture continue des équations de la mécanique. Le sup-
port, en principe infini, des séries de Fourier associées a sa formulation spectrale, est, dans I'implémen-
tation numérique, nécessairement tronqué. Cette coupure haute fréquence génére des artefacts, dont le
plus manifeste est I'apparition d'oscillations artificielles dans les champs mécaniques. L'utilisation d"'une
interface suffisamment diffuse permet le plus souvent d’'empécher l'apparition de ces oscillations, mais
ce n'est pas toujours le cas. Des solutions a ce probleme ont été récemment proposés dans la littérature
alaide d'une décomposition en sous-voxels (Ruffini et al. [2017]), ou dans les travaux en cours de déve-
loppement au Laboratoire d’Etude des Microstructures (LEM, ONERA-CNRS) utilisant comme point
de départ une écriture discrétisée du probleme mécanique (A. Finel, & paraitre). Ainsi, la mise en place

de ces solutions permettrait d'améliorer la robustesse du solveur. Un travail préliminaire d'implémen-
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tation de ces nouveaux solveurs a été réalisé au cours de ces travaux de thése mais n’est pas présentée

dans le manuscrit.

Une fois le solveur mécanique FFT dans le formalisme géométriquement non-linéaire mis en place,
il a été possible de simuler la croissance anisotrope de différents variants de macles de type {332} (113) a
l'aide de la méthode champ de phase. Une comparaison des microstructure obtenues entre formalisme
géométriquement linéaire et non-linéaire ont montré des différences importantes au niveau des orien-
tations des plaquettes de macle obtenues. On a alors montré que l'origine de ces différences étaient
liées aux non-linéarités prises en compte dans le formalisme géométriquement non-linéaire, induites
par 'amplitude importante du cisaillement associé au systéme de maclage {332} (113).
S'il est possible de saffranchir des problemes liés a la valeur importante de I'énergie d'interface (voir
perspectives du Chapitre 2), ce modele permettrait de déterminer quantitativement les valeurs de
contraintes nécessaires a la nucléation de variants de macle {332} (113) . Différents types de défauts
pourraient étre introduits, tels que des joints de grains, des pores ou des fissures, et leurs effets sur la sé-
lection de variants de macle et 'obtention de microstructures plus ou moins complexes pourraient étre
étudiés. On pourrait également prendre en compte des précipités & au sein du matériau, et chercher
a comprendre leur role sur 'apparition de macles {332} (113) . En effet, 'origine du mode de maclage
{332} (113) restant une question ouverte, il peut étre intéressant d’étudier I'influence de précipités o’

pré-existants (voir Chapitre 1).

Enfin, les travaux de theése présentés dans ce manuscrit n'ont concerné que l'apparition des macles
primaires. En effet, les modeéles champ de phase utilisés ici sont basés sur des approches de Landau
classiques, non adaptées a I'apparition successive de macles de générations suivantes. Ces modeles sont
donc limités a I'apparition d’'un seul “niveau” de transformation.

Nous avons cependant présenté, dans le Chapitre 5, une idée de modele qui permettrait d’apporter
une solution a cette problématique. Ce modele, du type de ceux présentés dans les travaux de Conti
et Zanzotto [2004] et Bhattacharya et al. [2004] (voir aussi Salman et Baggio [2019] et Baggio et al.
[2019]) est basé sur une technique de réduction de Lagrange (ou Seeber). Pour l'essentiel, il suffit de
définir un potentiel élastique dans le domaine fondamental de I'espace des métriques, son extension
a lensemble de I'espace étant simplement obtenue par l'action du groupe unimodulaire GL(3,Z). Le
point important que nous avons analysé dans le Chapitre 5 est qu'il n'est pas nécessaire d'imposer au
potentiel élastique de vérifier des conditions de régularité fortes sur les bords du domaine fondamental,
autre que celle de sa continuité. Ce point est essentiel car imposer des conditions de régularité sur
les dérivées du potentiel nécessiterait l'utilisation de potentiel non-linéaire d’'ordre élevé, ce qui est
délicat et augmenterait significativement le caractere phénoménologique du potentiel obtenu. Dans
la situation présente, qui consiste a reproduire des macles mécaniques d'un réseau unique, il suffirait
ainsi de définir, dans le domaine fondamental, un potentiel élastique simplement quadratique dont la
calibration ne nécessite que la connaissance des constantes élastiques.

La mise en place de ce modele pourrait, a terme, non seulement permettre de générer des systemes
de maclages hiérarchiques, mais également I'ensemble des modes de déformations observés dans les

alliages de titane [3-métastables en définissant, dans le domaine fondamental, un potentiel élastique
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non-linéaire adapté. Il serait alors possible d’étudier la chaine d’apparition des différents mécanismes
de déformation dans les alliages de titane J-métastables, a I'origine des microstructures complexes

observées et du comportement mécanique hors du commun qu’elles induisent.

176



ANNEXE

A

NOTATIONS UTILISEES

Les notations utilisées dans ce manuscrit sont résumées dans cette annexe :

a Vecteur a;

F Tenseur d’'ordre 2 Fy;

A Tenseur d’ordre 4 Aijkl

C=F"T Transposée tenseur d’'ordre 2 Ci; = Fj;

0ij Symbole de Kronecker 0ij = { ! S? Z B “7

Osi i#7

0 di2 i3

€ijk Symbole de Levi-Civita det | 6;1 052 05
Ok1 Ok2 Oks

c=aAb Produit vectoriel ci = €ika;by

c=a-b Produit scalaire c = a;b;

c=F-b Produit scalaire c; = Fj;b;

C=F -G Produit scalaire Cij = Fi.Gy;

C=)\G Produit scalaire Cijkt = NijkmGmi

c=F:(¢ Produit doublement contracté c = F;;Gyj

C=7:G Produit doublement contracté Cij = NijtiGr

C=a®b Produit dyadique Cij = aib;
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B

DONNEES CONCERNANT LES VARIANTS DE MACLE
{332} (113)

Dans cette annexe, on récapitule les différents éléments caractérisants les variants du systéme de

maclage {332} (113) étudiés au cours de ces travaux de thése.

B.1 Eléments cristallographiques

Le tableau B.1 répertorie les éléments cristallographiques définissant les douze variants de macles

{332}(113), numérotés par (i),4 € [1,12].
(i)

Ony retrouve la direction de cisaillement ﬂll ,lanormale au plan de maclage K7, et lanormale au plan

de cisaillement P(¥). On renseigne également la direction de maclage réciproque ngi) et les normales
(4) -

aux plans de maclage réciproques /5 . Ces éléments sont obtenus par l'application des opérations de

(%)
1

symétrie du réseau cubique. La numérotation utilisée est identique a celle que l'on retrouve dans les

différents chapitres de cette these.

B.2 Matrices de transformation miroir

A partir des données de la section précédente, on peut construire les matrices Q(i) associées a
chacun des variants de macle {332} (113) permettant d’appliquer la transformation miroir amenant

un réseau c.c. initial 2 un réseau c.c. en relation de macle {332} (113) . Ces matrices sont définies par :
QU =1-2 (K ¢ K" (B.1)

)

ou K g ) est le vecteur unitaire dans la direction normale au plan de maclage K gl . Ces matrices sont

utilisées lors de la prise en compte de I'anisotropie des constantes élastiques dans les modeéles champ
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uméreston | Kf ) K§ Pl
1 [113] [332] [111] [112] [110]
2 [113] [332] [111] [112] [110]
3 [311] [233] [111] [211] [011]
4 [311] [233] [111] [211] [011]
5 [131] [323] [111] [121] [101]
6 [131] [323] [111] [121] [101]
7 [131] [323] [111] [121] [101]
8 [131] [323] [111] [121] [101]
9 311] [233] [111] [211] [011]
10 [311] [233] [111] [211] [011]
11 [113] 332] [111] [112] [110]
12 [113] 332] [111] [112] [110]

TaBLEAU B.1 — Données cristallographiques concernant les douze variants de macle {332} (113).

de phase des Chapitres 2 et 4.

B.3 Tenseurs de déformation libre

Dans le cadre géométriquement linéaire, les tenseurs de déformation libre gO( ) associés a chacun

des variants de macle {332} (113) sont donnés par :

g = T CREY ViR e 7). (B.2)
ou ﬁl(l) est le vecteur unitaire dans la direction de cisaillement ﬂl(i).
Dans le cadre géométriquement non-linéaire, les tenseurs gradient de déplacement libre V@O(i)

associés a chacun des variants de macle {332} (113) sont donnés par :
V' = 5, (ﬁf") ® K 5)) : (B.3)

Dans les équations (B.2) et (B.3), 4, correspond au cisaillement intrinséque du mode de maclage

{332} (113) et vaut v/2/4.
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C

RESOLUTION DE LEQUILIBRE MECANIQUE
DANS LE CADRE GEOMETRIQUEMENT LINEAIRE
PAR METHODE SPECTRALE

Dans cette annexe, nous donnons les détails de I'algorithme de résolution de 'équilibre mécanique

par méthode spectrale, dans le formalisme géométriquement linéaire, utilisé dans les Chapitres 2 et 4.

On considére un systeme mécanique inhomogene de volume V' composé de N phases auxquelles
on associe des tenseurs de déformation libre et des tenseurs de constantes élastiques. On considere des
conditions limites de type contraintes appliquées g“PP (c.—z‘l—d. moyenne spatiale des contraintes <0>

= gapp). Le potentiel élastique F; pertinent dans ce cas est défini par :
1
T = / 5 ()t MX) : (X)) dV = V g : (), ((oR)
1%

ot £°(X) = £(X) — £*(X) est le tenseur de déformation élastique, ¢ le tenseur de déformation totale,
¢* lavaleur du champ de tenseur de déformation libre en X, <g> le tenseur de déformation moyenne, )
la valeur du champ de tenseur des constantes élastiques et g?PP le tenseur des contraintes appliquées.
Dans une approche en champ de phase, il est naturel d’exprimer les champs de tenseur de déformation
libre et de tenseur des constantes élastiques en fonction des champs qui caractérisent la microstructure
(e.g. champ de phase, champ de concentration, ...). Un exemple est fourni par les relations (2.62) et (2.63).
Dans cette annexe, on a choisi une présentation générale qui suppose uniquement la connaissance des

champs de tenseur de déformation libre et de constantes élastiques.

On décompose le tenseur de déformation totale € de la maniére suivante :
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ol 6g(X) est la fluctuation par rapport a la moyenne. Dans le cadre géométriquement linéaire, ce ten-

seur s’exprime de la facon suivante :

1/ 00u;  Odu;
Sei (X)) = = ? J C.3
i) 2<axj " axi>’ €
ol du(X) est la fluctuation des déplacements, c.-a-d. u(X) = du(X) + <§> - X.
Le systéme est a I'équilibre mécanique statique si les conditions suivantes sont vérifiées :
0F e
=0 C4
0T,
< —0. (C.5)
5(g)
L'équation (C.4) peut également se mettre sous la forme :
Oo ij el
o, (%) =0, avee 03;(X) = Ak (X) e (1), (C.6)
J
oll g = =% est le tenseur des contraintes de Cauchy symétrique, respectant ici la loi de Hooke.
~ Oeel

On consideére ensuite une décomposition additive du tenseur des constantes élastiques A\(X) en une

partie homogene é\o et en une partie inhomogene J)\(X) :
A(X) = A7 + 6A(X). (C.7)

Le choix de \” est arbitraire mais influe fortement sur la vitesse de convergence du solveur. La moyenne
arithmétique des constantes élastiques des phases est le choix le plus courant (pour une justification
dans le cas isotrope, voir Moulinec et Suquet [1998]).

On peut alors introduire I'équation (C.7) dans I'équation (C.6) et écrire :

0

% [Nt €1 (X) + 735(X)] = 0, (C.8)
J

ou
7i(X) = 0Xiji(X) [ert(X) — ey (X)) = Ay €50 (X). (C.9)
En s’aidant de I'équation (C.2), 'équation (C.8) se réécrit de la facon suivante :

0 0
i o, [0er(X)] = o, [7i5 ()] (C.10)

En considérant a présent I'équation (C.3) et les symétries du tenseur /N\O, I'équation (C.10) devient :

9%(6u),,

0
0 — (X
Aijil 0X;0X; (&) 0X; 723 (0]

(C.11)

L'équation (C.11) peut facilement s’exprimer dans I'espace de Fourier. En considérant le vecteur d'onde

g associé au vecteur X de I'espace réel, on obtient :
)\%kz qj qi dug (Q) =iTyj (Q) 45> (C.12)
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ou la notation [ correspond a la transformée de Fourier de l'entité [1. On considére maintenant la
. . -1 5, .
matrice G° (g) définie pour tout ¢ # O tel que )‘gjkl g q = G?k . Léquation (C.12) permet alors

d’obtenir I'expression suivante :
G097 (@e Va0 (C.13a)
0 q=0. (C.13b)

Larésolution de I'équation (C.5) est ensuite nécessaire pour obtenir le tenseur de déformation moyenne

<§> En effet, aprés calcul et simplification, 'équation (C.5) nous donne :

<§> < >z] + SZ]k’l |:Ulep

- <5)\klmn(1) 65mn (K)>] 5
ou go = é\o_l correspond au tenseur des souplesse du milieu de référence homogene. Les équa-

tions (C.13a) et (C.14) sont alors résolues de maniére couplée dans un algorithme de point fixe :

+1
duy () =162 (a) 7 (9) 05 (C.15)
et

(@5 = () + 50 [

+ (A () €78 (X))
- <6>\klmn >< >£rm (C-16)
— (OA]n (X) 062,(20) .

ot (i) représente le numéro de l'itération. A chaque itération, le terme de fluctuation locale des défor-
mations 55( = (g) est calculé al'aide de I'équation (C.15) et de 'équation (C.3) dans I'espace de Fourier.
Une transformée de Fourier inverse permet ensuite de déterminer 5§(i+1) (X). Associé al'équation (C.16),
il permet finalement de construire le tenseur de déformation totale g(i“).

Lalgorithme s’arréte lorsque les critéres d’arrét suivants sont atteints, assurant que I'équilibre méca-

nique est atteint aux précision voulues :

2
3
Z ka’(ﬂ) <e (C.17)
k=1 q
Z <§>§f,+1) - <§>§fl)‘ < é€crL, (C.18)

k.l

ou ﬁc (g) = 1 qj Oy; correspond a la transformée de Fourier de la force f = div g. Dans nos simula-
tions, nous avons choisi les criteres suivants : € = 10~% et ec;, = 1075.

Anoter que dans le cas de conditions limites périodiques en déformation appliquée (c.-a-d. moyenne spatiale
des déformations <5> = gw%p ), le second terme du potentiel élastique exprimé dans I'équation (C.1) est

absent. Il n’est plus nécessaire de résoudre 'équation (C.5) et de vérifier le critere d’arrét (C.18).
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ANNEXE

D

CALCUL DE LA FORCE MOTRICE ELASTIQUE DANS LE
CADRE GEOMETRIQUEMENT NON-LINEAIRE

Dans cette annexe, on retrouve le détail du calcul permettant d’obtenir I'équation (4.5), représentant

la force motrice élastique retrouvée dans le modeéle champ de phase de maclage mécanique exprimé

dans le cadre géométriquement non-linéaire.

On part de I'expression du potentiel élastique exprimé dans I'équation (4.3) :
1
Fa = / feldV:/ ST Aret = B (ET)aV.
O Q 2 ~ ~ ) ~ ~

el

(D.1)

57,
La dérivée fonctionnelle de ce potentiel par rapport au champ de phase S0 représente la force motrice
P

élastique participant a 'évolution du systéme. On a ainsi :
(ngel afel 8 1 e
= =—(=¢ tA o .
o " 0p ap\af W@ ()
En prenant en compte la symétrie du tenseur ), et en passant en indiciel, on a:

0T _1 e 9 .. ¢
5o —5 €ij((,0> % [Ankl“o)} 2’5]<:l(()0>

+ ) i) 52 [<5(0)]

En considérant S = ) : £° le second tenseur des constraintes de Piola-Kirchhoff, on écrit :

§Fa 1 )

5o =3 e5; () 70 [)\ijkl(W)} er(®)

+ Si;(p) 0 [5%(90)}

(D.2)
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On explicite alors le calcul de la dérivée du tenseur des déformations élastiques de Green-Lagrange :

5[] = 3 5[50 - 8] 0.:6)
— 5 s [FE(0) Fiy(0)] )
- {5 [F@) Fo + R0 5[] 08
— Filo) o [P 0)] 9)

On rappelle la décomposition multiplicative du tenseur gradient de transformation F' = F° - [’*. On

continue alors le calcul précédent (la variable ¢ n’est plus spécifiée pour alléger I'écriture) :

S ] - e (7))
= FE Fn gp [(F**)m} (D.11)
— F{ F, FL, g(p[(F*_l)nj] (D.12)
Or, on peut écrire :
gl | =g lm () |- gl (), o
= gso 24 (F*_1>nj. (D.14)
On peut alors écrire :
g(p[ } FE Fyn agp [(F* 1)@} (D.15)
— —F}, F, g [F } (F* l)nj (D.16)
=-Cf, g { } (F* 1>nj. (D.17)
Or, dans le contexte de la Section 4.1, on a:
g(p [F*} _ gs& [h(go)} Vil (D.18)
En injectant I"équation (D.17) dans I'équation (D.5), on obtient :
%{Zl = %Efj gp [Aijkl(@)] €k — Sij Cim g [h(@} Vg, (F*_l)nj, (D.19)
T %’;l = LX) e -8 o w v (297 (020)
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Modélisation par la méthode des champs de phase du maclage mécanique dans des
alliages de titane beta-métastables

Les alliages de titane beta-métastables présentent des propriétés mécaniques remarquables a température
ambiante, telles qu’une résistance spécifique a la traction et une déformation a la rupture élevées. Ces propriétés
mécaniques sont liées a I'évolution sous contrainte de la microstructure. Un mode de déformation spécifique a
ces alliages joue en particulier un réle essentiel : il s’agit du systéme de maclage mécanique {332}<11-3>. Ces
travaux de thése portent ainsi sur une modélisation, par la méthode des champs de phase, de I'évolution sous
contrainte des variants de macle {332}<11-3>.

Plusieurs formulations de I'énergie libre et de I'énergie élastique sont successivement analysées. Une premiére
partie est consacrée a un modeéle champ de phase de type Allen-Cahn avec prise en compte d’une élasticité
dans un formalisme géométriquement linéaire. Ce modéle est utilisé avec une énergie d’interface isotrope ou
anisotrope afin d’étudier l'influence de cette derniére sur la croissance et le degré d’anisotropie des variants de
macle. Le role d’'une élasticité formulée en grande déformation est ensuite discuté et donne lieu a la deuxieme
partie de ces travaux. Un algorithme de résolution de I'équilibre mécanique dans le formalisme géométriquement
non-linéaire par méthode spectrale est alors mis en place et validé. Il est ensuite utilisé dans le développement
d’'un modele champ de phase de type Allen-Cahn avec prise en compte d’une élasticité géométriquement non-
linéaire. Nous procédons alors a une étude comparative fine des microstructures obtenues en géométries linéaire
et non-linéaire.

Les résultats montrent une différence majeure entre les microstructures obtenues dans les deux cadres
élastiques, concluant sur la nécessité d’'une élasticité en grande déformation pour reproduire les microstructures
de macle observées expérimentalement. Enfin, nous présentons une étude prospective d’un formalisme champ
de phase plus général que les précédents, basé sur une méthode de réduction de Lagrange, qui permettrait de
prendre en compte pleinement le caractére reconstructif du maclage et la nature hiérarchique des microstructures
observées expérimentalement.

Mots-clés : ALLIAGES DE TITANE ; MICROSTRUCTURES SOUS CONTRAINTE ; MACLAGE MECANIQUE ;
METHODE DES CHAMPS DE PHASE ; ELASTICITE LINEAIRE ; GEOMETRIES LINEAIRE ET NON-
LINEAIRE

Phase field modeling of deformation twinning in beta-metastable titanium alloys

Beta-metastable titanium alloys exhibit remarkable mechanical properties at room temperature, such as a high
specific tensile strength and a high strain to rupture. These mechanical properties are linked to the microstructure
evolution under stress. In particular, for these alloys, a specific deformation mode plays an essential role: the
{832}<11-3> mechanical twinning system. This thesis work thus concerns a modeling, by the phase field method,
of {332}<11-3> twin variants evolution under stress.

Several formulations of free energy and elastic energy are successively analyzed. The first part is devoted to an
Allen-Cahn type phase field model with elastic energy taken into account in a geometrically linear formalism. This
model is used with an isotropic or anisotropic interface energy in order to study the influence of the latter on the
growth and the degree of anisotropy of twin variants. The role of an elasticity formulated in finite strain is then
discussed and gives rise to the second part of this work. A mechanical equilibrium solver formulated in the
geometrically non-linear formalism using a spectral method is then set up and validated. It is then used in the
development of an Allen-Cahn type phase field model considering a geometrically non-linear elasticity. We then
proceed to a fine comparative study of the microstructures obtained in linear and non-linear geometries.

The results show a major difference between the microstructures obtained in the two elastic frameworks,
concluding on the need for a finite strain elasticity to reproduce the twin microstructures observed experimentally.
Finally, we present a prospective study of a more general phase field formalism than the previous ones, based on
a Lagrange reduction method, which would allow to fully take into account the reconstructive character of twinning
and the hierarchical nature of the microstructures observed experimentally.

Keywords : TITANIUM ALLOYS ; MICROSTRUCTURES UNDER STRESS ; DEFORMATION TWINNING ; PHASE FIELD
METHOD ; LINEAR ELASTICITY ; LINEAR AND NON-LINEAR GEOMETRIES
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