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Abstract. il

Topologie de courbes algébriques planes et
projection de surfaces analytiques réelles

Résumé

Cette these traite de la représentation topologique d’objets géométriques définis de facon impli-
cite. La résolution de ce type de probléme reléve du domaine de la géométrie algorithmique.
Soit Vg(P) une courbe algébrique réelle plane définie comme étant le lieu des zéros d'un poly-
nome sans facteur carré P € Z[X,Y] de magnitude (d, t). Le premier résultat principal présenté
dans ce manuscrit est un algorithme qui calcule un complexe simplicial isotope a Vg (P) sans pas-
ser par une mise en position générique de Vg(P) avec seulement Od®t+d® opérations binaires.
I constitue une alternative a 1’algorithme de Mehlhorn et al. [33], dont le succés repose sur un
processus aléatoire de détermination d’'une position générique de Vr(P). La deuxieme contribu-
tion principale de cette these est un algorithme permettant de calculer le graphe des singularités
d’une surface analytique réelle Q c R3 : étant donnée une surface analytique réelle lisse ./ défi-
nie comme une intersection de deux hypersurfaces réelles dans R?, la surface Q est I'image de .4
par la projection canonique de R* dans R3. La surface Q comporte, en général, des singularités. Le
calcul du graphe des singularités apparait donc comme un probléme sous-jacent dans I'étape de
la reconstruction de la topologie globale de Q.

Mots-clés : Bornes amorties sur les nombres algébriques, Calcul Effectif de la Topologie d’'une
courbe, Complexité, Projection d’'une Surface Analytique Réelle, Graphe des singularités.

Topology of real algebraic curves and projection
of real analytic surfaces

Abstract.

The topic of this thesis is related to algorithmic geometry. We focus on the problem to built algo-
rithms that give a representation of the topology for geometric sets defined implicitly. We got two
main results : The fisrt one deals with the real algebraic curve. Given a real plan algebraic curve
Vr(P) defined as the zero set of a square free polynomial P € Z[X, Y] of magnitude (d, 1), our algo-
rithm computes straight planar graph isotopic to Vg (P) using only O(d°t + d®) bit operations and
without putting the curve in generic position. Note that, Mehlhorn et al. [33] deal with the same
problem, but their algorithm start by a random process to get a generic position of the curve. The
second main result of this thesis is an algorithm that computes the graph of singularites of a real
analytic surface Q c R3. Let . be a surface in R* defined as the intersection of two hypersurfaces,
Qis then defined as the image of .# by the canonical projection from R* to R3. Usually, the surface
Q is not smooth. We give an algorithm that computes a graph isotopic to the set of singularities of
Q, which is required to reconstruct the whole topology of Q.

Keys-words : Amortized bounds on algebraic numbers, Real Algebraic curves, Exact Topology
Computation, Complexity, projection of Real analytic surfaces, Graph of singularities..
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Introduction

Les questions soulevées dans cette thése relevent respectivement des domaines de la géomé-
trie algorithmique et du calcul formel. 11 s’agit d’élaborer des algorithmes permettant de calculer
une représentation topologiquement correcte d'un objet géométrique défini de facon implicite.
Lintérét suscité par ces problématiques réside a travers les nombreuses applications qui en dé-
coulent : nous pouvons citer entre autres le graphisme, la robotique, les conceptions assistées par
ordinateurs, la visualisation, etc.

Dans le cas d'une courbe algébrique plane, définie comme étant le lieu des zéros réels d'un
polyndéme bivarié a coefficients entiers, sans facteur carré et de magnitude (d, 1), calculer sa to-
pologie revient a trouver une structure linéaire par morceaux qui lui est isotope. Le record en
terme de complexité, dans ce contexte, est détenu par Mehlhorn et al. [33], qui est de 'ordre de
(d°7 + db) opérations binaires. Toutefois, leur algorithme requiert une mise en position générique
de la courbe dont le calcul dépend d'un processus aléatoire. C’est en ce sens que nous proposons
un algorithme efficace ayant la méme complexité et qui a la particularité d’étre effective indé-
pendamment du caractere générique relative a la position de la courbe. Ce qui a pour avantage
de faciliter son implémentation sur un ordinateur comparé a celui de Mehlhorn et al. [33]. Notre
algorithme, présenté dans Diatta et al. [10], résulte d’'un travail collaboratif avec une équipe de
chercheurs constituée de D. N. Diatta !, S. Diatta?, E Rouillier 3, M-E Roy4 et M. Sagraloff 5,

Le second probléme étudié dans cette these traite de la représentation topologique de I'image
par projection d'une surface analytique réelle lisse de R* dans R3. 11 s’agit plus précisément d’'un
algorithme qui calcule le graphe des singularités de I'image de la surface par cette projection, s’il
existe. En effet, lorsque I'image dans R® est une surface lisse, alors le graphe est inexistant. Tou-
tefois, il convient de souligner que, le cas de la projection d’'une courbe de 'espace (R%) dans le
plan (R?) a été investi par Imbach et al. [21]. Des lors, il devient donc naturel de s’interroger sur
la possibilité de généraliser leur algorithme pour des objets géométriques vivant dans des espaces
de dimensions plus grandes. Ainsi, aprés avoir identifié les différents types de singularités, nous
avons proposé un algorithme qui calcule un graphe isotope a la partie singuliére de 'image de la
surface implicite dans R3. Les résultats obtenus dans cette deuxiéme partie émanent de plusieurs
séances de travail avec G. Moroz ® et M. Pouget ’ et ont fait 'objet d’un article publié dans Mathe-
matical Aspects of Computer and Information Sciences (MACIS 82019).

Structure de la these. Le plan de ce manuscrit est réparti comme suit :

¢ La Premiere Partie traite du calcul effectif de la topologie d'une courbe algébrique plane.
Elle regroupe les Chapitres 1, 2 et 3.

* LaDeuxieme Partie est dédiée a la projection de surfaces analytiques réelles. Elle est consti-

. Université Assane Seck de Ziguinchor, Senegal

. Université Assane Seck de Ziguinchor, Senegal

INRIA Paris, IMJ-PRG - Sorbonne Universités, France

IRMAR, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes CEDEX, France, 33(0)223236020
. HAW Landshut, Max-Planck-Institut fiir Informatik, Saarbriicken, Germany

. INRIA-LORIA, Nancy, France, guillaume.moroz@inria.fr

. INRIA-LORIA, Nancy, France, marc.pouget@inria.fr

. http ://macis2019.gtu.edu.tr
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tuée des Chapitres 4 et 5.

Premiére Partie. Le chapitre 1 aborde les algorithmes d’isolation des racines d’'un polynéme
univarié. La premiere section constitue essentiellement des rappels sur les prérequis algébriques
tels que la mesure de Mahler, le discriminant, le séparateur et le résultant d'un polyndme. Elle
comporte aussi des résultats déja connus, qui sont relatifs aux différentes notions citées ci-avant.
La deuxieéme section traite tout particulierement de I'algorithme d’isolation des racines d'un po-
lynéme proposé par Mehlhorn et al. [33]. En effet, les auteurs détiennent a travers cet article la
meilleure borne de complexité connue pour ce probléme. Lefficacité de leur algorithme réside
dans des techniques nouvelles qui y sont dévoloppées, tout en s’appuyant sur 'algorithme de fac-
torisation de Pan [42] (voir sous-section 1.2.2).

Le chapitre 2 constitue notre contribution originale au probléme soulevé dans cette premiére
partie. Nous y traitons du calcul effectif de la topologie d'une courbe algébrique plane. Notre al-
gorithme ne requiert pas une mise en position générique et il est effectif avec une complexité de
O(d’t + db) opérations binaires. La section 2.1 revient en détails sur la technique utilisée pour
calculer le degré d'un polynéme a coefficients algébriques. Ce travail préliminaire nous a per-
mis d’appliquer une Décomposition Cylindrique Algébrique (DCA) efficace (voir section 2.4) de
la courbe, tout en restant dans la complexité visée. On peut citer entre autres, le calcul des fibres
critiques obtenues en isolant les racines d'un polyndéme P(a,Y); ot a est racine d'un polynéme
univarié. Les détails du calcul effectif du graphe et de I'analyse de la complexité de notre algo-
rithme sont présentés dans la section 2.5 : Il s’agit, tout d’abord, de calculer les boites d’isola-
tion des points spéciaux (points singuliers et x-critiques de la courbe). Ensuite, de déterminer des
boites adjacentes a ces points. Ces deux premieres étapes permettent de reconstruire localement
la topologie de la courbe autour des points spéciaux. Enfin, nous explicitons la démarche utilisée
pour reconstruire la courbe toute entiére grace aux informations collectées précédemment.

Le chapitre 3 constitue une seconde contribution a I'étude quantitative de certains aspects
des courbes algébriques. Plus exactement, il s’agit de deux résultats quantitatifs qui permettent
d’apprécier la facon dont une courbe algébrique s’écarte de sa tangente verticale en un point x-
critique. La section 3.1 est dédiée aux énoncés des théoréemes principaux ainsi que des illustra-
tions a travers des exemples. La section 3.2 comporte des préliminaires utiles. La section 3.3 est
dédiée ala démonstration des Théoremes 3.1 et 3.2.

Deuxiéme Partie. Elle traite essentiellement de la représentation topologique de I'image, par
la projection canonique, de courbes et surfaces analytiques réelles. L'étude des types de singula-
rités (aussi appelées des multigermes) qui apparaissent dans ce contexte releve de la théorie des
singularités. Le domaine fut investi en premier par Mather [32], suivi des travaux de Goryunov [19].
Lobjectif final étant de faire appel a des méthodes numériques pour visualiser ces objets, nous in-
troduisons dans le chapitre 4 des rappels sur la théorie des singularités et de quelques méthodes
numériques.

Le chapitre 5 constitue notre troisieme contribution. La projection d'une surface analytique
réelle de R* dans R® comporte généralement une partie singuliere. D’aprés Goryunov [19], pour
une surface lisse en position générique, il en résulte trois types de singularités : cross-cap, points
triples et une courbe de points doubles. Nous proposons un algorithme permettant de calculer le
graphe des singularités de la surface obtenue dans R3. Apreés avoir introduit les définitions et les
notations de base dans la section 5.1, nous modélisons les différents types de singularités sous
forme de solutions régulieres de systemes d’équations (voir section 5.2). La section 5.3 explicite
les différentes étapes de notre algorithme.
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Premiere partie

Topologie de courbes algébriques planes






Chapitre 1

Isoler les racines d’'un polynome

Introduction

Les algorithmes d’isolation des racines sont des outils indispensables au calcul de la topologie
d’'une courbe algébrique. La section 1.1 présente des résultats quantitatifs sur les racines d'un
polyndéme. La section 1.2 revient sur I'algorithme d’isolation des racines d'un polynéme présenté
par Mehlhorn et al. [33]. Les résultats de ce chapitre sont pour la plupart déja connus.

1.1 Bornes sur les racines de polyné6mes univariés

1.1.1 Quelques rappels algébriques
Mesure de Mahler et séparateur

Définitions 1.1
Soient

=Y aXx'eCx,
i=0

un polynéme de degré n et V¢ (f) I'ensemble des différentes racines complexes de f .

* Lecoefficient a,, est appelé le coefficient de tétede f . Il est noté LCF(f) = a,,. Donc, le polynéme
f peut étre réécrit comme suit

f=LCE(H- [] X-2"2.
zeVe(f)

e Lalongueur de f est donnée par la formule
n
Len(f):=)_ lail.
i=0

e Lanorme de f est donnée par la formule

1=/ an |ail.
i=0

¢ La multiplicité de z en tant que racine de f, notée ici mult(z, f), est le plus petit indice i € N*
tel que (X - z)! divise f et X — z)'*! nedivise pas f; i.e
mult(z,f)-1
/\ f[l](z) =0A f[mult(z,f)] (Z) # 0.

i=0

Si z n'est pas une racine de f alors mult(z, f) = 0.

3



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 4

* Lapartie sans facteur carré de f, notée f*, est donnée par

f*=LCF(NH- [] X-a.

zeVe(f)
e Lamesure de Mahler de f est définie par

Mea(f) := [LCE(f)|- [] max(1,|zl)"®@
zeVe(f)

et Mea( [) représente la mesure de Mahler de f sans le coefficient de téte

Mea(f):= [] max(1,|z)"@.
zeVe(f)

* Leséparateur de z, en tant que racine de f, est défini par

sep(f,z):= min —-z|;
p f erc(f)\zly |

et le séparateur du polynoéme f est défini comme étant le minimum des séparateurs des ra-
cines du polynome; i.e
sep(f):= min_sep(f,z)
p(f zeve(f) p(f

Lemme 1.1
Si f e C[X] est de degré n et z € C, alors

| f(2)] < Len(f)max(1,|z)".

Démonstration
Soit

n .
f = Z ain
i=0

PourtoutzeC,ona:

|f (@) < ) la;l xmax(1,|z])" = Len(f) max(1, |zl)".
i=0

Lemme 1.2 Basu et al. [4, Lemma 10.10]
Soient f € C[X] un polynéme de degré n et z € C. Alors

IX—=2) fXI =11(ZX-1) fXIl

Démonstration
Ona:
) n+1
IX—-2) fWII° =) (aj-1—zaj)(aj-1 - za;)
j=0

n
= +1zPIfIP =Y (zajaj- +zdja;-1)
j=0

avec a_j = ap+1 =0, du fait que
(aj_1—zaj)(@j—1 - za;) = laj11* +1z|*|a;* — (za;a;—, + za;a;—)
j-1 -1 J j-1 J Jej-1 jej-1

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 5

De la méme maniére, on a:

n+1
I(ZX -1 fX)I* = Z()(Zaj_l —aj)(zaj_1 - aj)
]:

= +zP)IfI? =Y (zajaj-, - za;a;-1)
j=0
1(ZX - D XN =X - 2) fFX)I?
1(ZX =1 fFXI =11(ZX - D) X

[l
Lemme 1.3 Basu etal. [4, Lemma 2.12]
Soient zy, ..., zy des éléments appartenant a C et
f=X-z)X—-zi) =XF+C; XK 1+ 4 Cp
alors
Ci=(-1' Z Zj &y
1<sji<-<jisk
Démonstration
Il suffit d’identifier les coefficients de X* de part et d’autre de 1’égalité
X-2z1) - X—-zp) =X +C XK L4 4 Cy
O
Lemme 1.4
Soient f € C[X] de degré n et
(K f(k)
alors
Len(f*¥) < 2"Len(f)
Démonstration
Soient
n . n-k .
f=Yax e fP=Y axri
i=0 i=0
Pour toutindice i e Ntelque0<i<n-k,ona:
Ialil <nn-1)...(n—k)la;|
en utilisant le fait que
nn-1)...(n-k) (n n
k! < ( k) <2
nous obtenons
1 n-k n
E Z la;| <2"Z lail;
=0 i=0
d’ot1 le résultat.
O

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 6

Définition 1.1

Soit P(X) = agX9 +---+ apX", avec q < n, un polynéme univarié de degré n a coefficients dans C,
tel que ag # 0 et a, # 0. La borne supérieure (resp. inférieure) de Cauchy du polynomeP, notée C(P)
(resp. c(P)), est définie par

ai;
C(P) = el
qszisn an
S e
g<i<nlli

Proposition 1.1 Basu et al. [4]
Size C estuneracine deP,
cP)=|z|=C@P)

Résultant et sous-résultant

Dans ce paragraphe, nous introduisons les matrices de Sylvester et Sylvester-Habicht a partir
desquelles nous définirons le résultant et sous-résultants de deux polyndmes (voir Basu et al. [4,
section 4.2.1]).

Définition 1.2
Soient D un anneau intégre et f(X), g(X) deux polynomes de D[X] de degrés respectifs n,n’ par rap-
port a la variable X. Nous supposons que n=n' et

f=aX"+--+agetg=byX" +--+hy

La matrice de Sylvester associée a f et g, notée Syl(f, g) est la matrice de taille (n+n') x (n+n') obte-

nue a partir des vecteursX" "' f,...., f,X" " g,..., g exprimés dans la base X"+ 1, X" 2 X,1.

an an—l e cee aO 0 cee 0
0
: 0
0 e 0 ap an-1 oo e e aop

Syl(f,g) = |bw bw-1 - - bo 0 - - 0
0 : . . .
. . '. ) 0
0 0 bn’ bn,71 bO

Soit j un indice tel que0 < j <min(n',n—1). La j — ieme matrice de Sylvester-Habicht associée
aux polynomes f et g, notée SylHa ;(f, 8), est la matrice dont les lignes sont données par les vecteurs
XL L £, XPI g g exprimés dans la base X" ~I71 X I=2 X 1. SylHa(f, g) est de
taille(n+n' —2j) x (n+n' - j)

Définition 1.3
Lerésultant de f et g est I’ élémentRes(f, g) € D défini par

Res(f, g) = det(Syl(f, g))

Remarque 1.1

- Res(f, g) peut étre aussi défini comme étant le déterminant de la matrice transposée, associée
a lapplication linénaire ¢ : D<yy x Dy — Depyny qui, a u et v, de degrés respectifs au plus
n' —1 et n—1, associe le polynéme uf + vg.

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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- SiD =C, Res(f, g) = 0 si et seulement sideg(pgcd(f, g)) >0, i.e f et g admettent au moins une
racine commune.

Définition 1.4

Soit SylHa; ;(f,8) la matrice carrée obtenue en prenant les (n + n' —2j) premieres colonnes de
SylHa;(f, 8).

Le k — ieme sous-résultant de f et g, notésResi(f, g), est le déterminant de SylHa; ;(f, 8).

Proposition 1.2 Basu et al. [4]
SiD=Cet0<k<min(n',n-1), alors deg(pgcd(f, g)) = k si et seulement si

sReso(f,g) =sResi(f,g) =--- =sRes,_1(f,g) =0 ersRes,(f,g) #0.

Définitions 1.2
Soit D un anneau integre, f € D[(X] un polyome de degré net0<k<n-1.

¢ Lediscriminant de f est ' élément Disc(f) € D tel que
LCF(f) - Disc(f) = Resx(f, f1).
¢ Lek-ieme sous-discriminant de f est I’ élément sDiscy(f) € D tel que
LCF(f) - sDisck(f) = sResi(f, ).

Proposition 1.3
SiD=C etdeg(f) =netz,...,z, sont les racines complexes de f alors

(a)

IDisc(f)| = ILCF(/)*" |- [] lzi—zjl=LCE(NH" 2 -T]|f (=)
i,k:i£k i

(b) k est le plus petit indice tel quesDisc (f) # 0 si et seulement si f admet n— k racines distinctes
dansC.

(©
-|Disc(f™)]

|sDisck(f)|=( [T ne

zeVe(f)

Remarque 1.2
Les racines de f n'étant pas nécessairement distinctes, alors Disc(f) = 0 si et seulement si f admet
au moins une racine multiple.

Définition 1.5
Le discriminant généralisé GDisc(f) d’'un polynéme f est l'élément de D, défini comme étant le
coefficient du terme de plus petit degré en la variable U de = Resx(f, f'+...+ U= fll 4+ ). SiD=C,

|GDisc(f)| = [LCF(AI*" 2 [] lzi— 2" = ILCEOI" 2 ] If™ @,
i,jii#j 1<i<n

ol z1,...,2m désignent les différentes racines complexes de f et \\; leurs multiplicités respectives.
Lorsque toutes les racines sont simples, le discriminant généralisé est égal au discriminant.

Borne de Davenport-Mahler

Définition 1.6 (Notion de grand "O") Basu et al. [4, Notation 8.2]
Soient f et g deux applications deR’ versR et h une fonction deR dansR.

- Lexpression "f (v) est en h(O(g(v))) " signifie qu’il existe un entier naturel b tel que pour tout
veR:, f(v) < h(bg(v)).

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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- Lexpression "f (v) esten h(()(g(v))) " signifie qu'il existe un entier naturel a tel que pour tout
veN f) < h(gw)log,(g(w)ND.

Définition 1.7
Un polynéme f = Z?:o aiXi € Z[X] est de magnitude (n, T) si

deg(f)<net|a;|<2"Vi=1,...,n.

Proposition 1.4 Eingenwillig [12], Escorcielo and Perrucci [13]
Soit f € C[X] un polynéme de degré n ayant m racines complexes distinctes dans C. On a alors :

min(n,2n-2m)/6

(@) sep(f)Z|sDiscn_m(f)|”2Mea(f)“"”)gm—m’z(%) , (1.2)
3m 1min(n,2n—2m)/3

) 1 sep(z,f)z|sDiscn_m(f)|Mea(f)2“‘"”me(5) . (1.3)

ZEV@ (f)

Définitions 1.3
Soit f € C[X]. On définit

loglen(f) := max(l,|log(Len(f))]),
logMea(f) := max(1,log(LCF(f))+ ) mult(z, f)-log(max(l,|zl)),
zeVe(f)
logMea(f) := max(l, Y muli(z, f)-logmax(l,|zl)),
zeVe(f)
logsep(f) := max(l, ) mult(z, f)-|log(sep(z, /),
zeVe(f)
logsep™(f) := logsep(f*)=max(l, ) |log(sep(z, f))]).
zeVe(f)
logGDisc(f) := max(1, Y mult(z f)llog(lf™ =Dl z)p)).
zeVe(f)

Le terme max(1,—) qui apparait dans les définitions précédentes permet de garantir que les
quantités correspondantes sont au moins de I'ordre de O(1), ce qui simplifie I'écriture de certaines
expressions.

Proposition 1.5 Basu et al. [4, Proposition 10.8-9]
Soit f=%1", a; X' € C[X], avec a, #0. La norme de f, sa longueur et sa mesure de Mahler sont liées
par la relation ci-dessous :

27"Len(f) <Mea(f) <IfI.

Par conséquent,
logLen(f) <logMeal(f) +deg(f). (1.4)

Démonstration
Tout d’abord, montrons que 2~ "Len(f) < Mea(f). D’apres le Lemme 1.3 on a:

an—k:(_l)k( Z Zil"‘zik) an

1<i;<-<ix<n

lap—k| < (Z) Mea(f)

en prenant la somme de k =0 a n, on obtient :

Len(f) < ) (Z) Mea(f) = 2""Mea(f)
k=0

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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Ensuite, montrons que Mea(f) < || f]l.
Soient zy, ..., zx les racines de f telles que |z;| > 1, alors

k
Mea(f) = |an| [ ] Izil.
i=1

Soit le polynome

k P
R=a, [[@X-1D [] X-z)=bX"+---+bg
i=1 i=k+1

Notons que |b;| = |ay ]_[i?:1 zi| = Mea(f). En appliquant k-fois le Lemme 1.2 a f, nous obtenons la
relation suivante

k k
NTTX=-z)fl=1T]EX-DI =R
i=1 i=1

111 = IRII* = | by|* = Mea(f)?
Mea(f) = Il fll
O
Dans ce qui suit, il s’agira de déterminer une borne sur logsep(f) en fonction de logﬁ&( N,

logLen(f) et l@c( f), etterminer par borner logsep(f) +15mc( f) lorsque f estsans facteur
carré.

Proposition 1.6
Soit f € C[X] un polynéme de degré n.
(a) Ona
logsep(f) € O(n(n +logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f)) (1.5)

(b) Si f estsans facteur carré, alors on a
logsep(f) +logGDisc(f) € O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(IDisc(/)D).  (1.6)

Le lemme ci-dessous est un résultat intermédiare qui nous sera utile dans la démonstration de
la Proposition 1.6.

Lemme 1.5

Soient S un sous-ensemble non vide de C et ¢ : S — S une application qui, a tout élément z € S,
associe un autre élément z' € S qui lui est plus proche; i.e|z—z'| = min{|z— x|, Vx € S}. Alors, chaque
Z' € S admet au plus 6 préimages par Uapplication ¢.

Démonstration
Soient ABCDEF un hexagone de centre O et AOB un triangle de I'hexagone. Si AB = max(OA, OB)
alors I'angle BOA est inférieure ou égale 4 271/6. ]

Démonstration de la Proposition 1.6
Pour établir la démontration de (a), montrons d’abord que pour toute racine z de f de multiplicité
p(z) = mult(z, f),

sep(z, /)M@ > | FIMET (2. 27" max(1,2') ™" - Len(f) " (1.7)

avec z' # z une racine de f telle que |[z—Z/| = minyev,_,, 12— x|.
(1.7) découle du calcul ci-dessous :

|f[u(2’)](zf)| = [LCE(f)] - H Iz’—yl*‘(y)
yeVe(fH\{z'}

=sep(z, Y@ ILCEPI- [] 12 -y*Y
yeVe (f)\z,2'}

/M @) < sep(z, )P - Mea(f (X +2))
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et
Mea(f (X +z')) <2"-Len(f) -max(1,|z'])".

Soit ¢ : Ve (f) — Ve(f) I'application qui, a une racine z de f associe une racine z’ de f qui lui est
plus proche. D’apres le Lemme 1.5 chaque z’ € V¢ (f) admet au plus 6 préimages par I'application
¢. Nous en concluons que

[T sep(z H*@ >27 .Len(H™"- [] max(LIp@D™" [] IfHD (2

zeVe (f) zeVe(f) zeVe(f)
=27 . Len(f)™" [] Imax(l,lz)®"- ] min(, | @)
zeVe(f) zeVe(f)
[T sepz, H*?P =277 .Len(f)"-Mea(f)"®- [] min@,|f @ ))°,
zeVe (f) zeVe(f)

ce qui montre

- Y w2 -log(sep(z, f)) € O(n(n +logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f)).
zeVe (f)
sep(z,f)<1

Il reste a estimer

) u(2)-logsep(z, f).
zeVe(f)
sep(z,f)=1

En utilisant I'inégalité
sep(z, f) =1z—¢(2)| = 2-max(1,|z]) - max(1, |p(2)]), (1.8)
nous montrons que

[T sep(z, HM? <2"-Mea(f)- [] max(,lp)h"?

zeVe (f) zeVe(f)
sep(z,f)=1

<2".Mea(f)- [] max(l,|z)®"

zeVe(f)
H Sep(z’f)ll(z) Sznﬁ(f)6n+l
zeVe (f)
sep(z,f)=1
Finalement
Y. u2)logsep(z, f)) € O(n+logMea(f)). (1.9)

z:sep(z,f)>1

Le résultat (b) est obtenu a partir de (1.9) et de la Proposition 1.4 (b). C’est-a-dire :

logsep(f) =max(1,— ) log(sep(z, f))+2- Y  log(sep(z, f))

zeVe(f) z:sep(z,f)>1
slog( [T sep(z f)~'|+0(n-logMea(f))
zeVe(f)

€ O(l@c(f) + nlogMea(f))
€ O(logGDisc(f) + n(logMea(f) + logLen(f))).

Il s’agit maintenant de faire une estimation de léglG_DTsc( f). D’apres le Lemme 1.1, pour tout
nombre complexe z, | f'(z)| < n-Len(f) - max(1,|z|)".
Ce qui signifie que :

Y log(f'(2)) € O(ndloglen(f)) +logMea(f)).
zeVe ()l f(2)|>1
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Ainsi, on a
logGDisc(f) =log( [] If @™ +2- Y |log(f (2
zeVe(f) zeVe (Nl f'(2)1>1
=log( [] If'(@I™H)+0(n(oglen(f) +logMea(f)))
ZEVc(f)
ILCE(H)I"2. - —
=log(—————) + O(n(logLen(f) +logMea
g( Disc(f)] ) (n(logLen(f) g §2)))
e O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(|Disc(f)])]).
O
Lemme 1.6 ©
Si f € Z[X] est de magnitude (n, 1) alors f[k] est de magnitude (n, T+ n) (voir 1.1); o f[k] = fT
Proposition 1.7 Basu et al. [4]
Si f € Z[X] est demagnitude (n, 1), alors
2T_n<Mea(f) <V (n+1)2%. (1.10)
Par conséquent,
logMea(f) € O(t +log(n)), (1.11)
et
logMea(f) € O(t +log(n)). (1.12)

Dans ce paragraphe, il s’agit de déterminer une borne sur logsep(f) en fonction de la ma-
gnitude (n,1) de f. La Proposition 1.6 (a) explicite déja une borne sur logsep(f) en fonction du
degré n, 1a longueur logLen(f) du polynéme f, des valeurs logLen(f), logMea(f) et 16g’GD\isc( .
Sachant que Len(f) < (n+1) - 27 et que Mal(f) <vn+1-27 (voir Proposition 1.7 (1.12)). Il s’agit
maintenant de trouver une borne sur log/GD\isc( f) en fonction de la magnitude (1, n). Nous éta-
blissons un résultat général sur le produit des valeurs absolues d'une famille de polynémes a co-
efficients entiers évaluées en les racines de f (voir Proposition 1.8). Ce qui permet de déduire une
borne sur 1@0 en appliquant le résultat général a la suite obtenue en prenant, pour chaque
racine z de f, la premiére dérivée non nulle au point z.

Proposition 1.8

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n1,1;) ef (gi)1<i<m une famille de polynémes appar-
tenant a C[X] tels que ny = max<;<,(deg(g;)) et dont les coefficients sont bornés en valeur absolue
par2™2, Soit u(z) = mult(z, f) la multiplicité de z en tant que racine de f .

a) Soit A c V¢c(f) un sous-ensemble non vide de racines de f et pour tout z € A, soit i(z) €
{1,...,m} tel que gi(z)(z) # 0. Alors,

Y u(2)loglgic (2)| € O(ny T2 + na1y). (1.13)
ZEA

b) Sipour toutl <i <m, g; € Z[X] et pour toute racine z € V¢ (f) il existe un indice i tel que
gi(z) #0, notons i(z) la plus petite valeur de i telle que g;(z) # 0, alors

Y. u@lloglgix (@)l € O(n T2 + naTy). (1.14)
zeVe(f)

La démonstration de la proposition ci-dessus s’appuie sur le Lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 1.7
Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels telsquea<cetb—a<d, alorsa+b<2c+d.
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Démonstration [Proposition 1.8]

a) Pour tout z € A, on a d’apres le Lemme 1.1
|8i(z)(2)| =22 -max(1,|2)";
avec T, défini par 2% = (n, +1)272. En utilisant l'inégalité (1.15), on a

[Tlgi (z)|“(2) <[] 2%M@ . max(1, |z))"2"@ < [T 2%M@ . max(1, |z[) "M@,
z€A z€A zeVe(f)

Sachant que

Y u@<n, Mea(f)<20t18m o 2% = (ny+1)2%,
zZ€EA

ona

H |gi(z) (Z)|I1(Z) < ZTéZp(z)@(f)nz c 20(n] logn2+n2T1+nzlogn1);
zZ€EA

b) Montrons que

H |gi(z) (z)|“(z) € 2~ 0tinz).
zeVe(f)

Posons
gX,U) =g X)+UgX) +--+U" g, (X)

et considérons

|Resx(f.&)| =ILCE(NI™ - [ |g(a)|*?.
zeVe(f)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

On remarque que Resx(f, g) est un polynéme en U a coefficients entiers. Le coefficient de son

terme de plus bas degré appartient a Z\{0} et vaut

ILCEPI™- ] |giw@|"?.
ZEVC(f)

En particulier, sa valeur absolue est supérieure ol égale a 1. Par conséquent,
ILCF(f)|"2 € 200 2);
D’ou1 on obtient (1.17).
Soit
A={z|f(2) =0,I8i(z(2)| = 1}.
On sait que pout tout z € A, |g,~(z) (z)| =1.D’apres (1.16) on a

0< Z W(z)-loglgiz)(2)l = ce O(n1T2 + npty + n2logng)
ZEA

En utilisant (1.17) on montre que

Y. —H(2)-loglgi(2)| < d € O(np1y).
zeVe(f)

En appliquant le Lemme 1.7, on montre que

Y. H(2lloglgin (@l <2c+d.
zeVe(f)

Proposition 1.9
Si f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1), alors
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(a) logsep™ (f) € O(n1).
(b) logsep(f) € O(nt + n?).

Le résultat ci-dessus a été déja établi dans Kobel and Sagraloff [24]. Il s’agit ici de proposer une
démonstration plus simple en s’appuyant sur la Proposition 1.8.
Démonstration
(a) Soit 'application ¢ : V¢ (f) — Ve (f) qui a chaque racine z de f associe une racine z/, telle que
|z~ 2’| = minyey, (-2 12— xI.

D’apreés I’équation (1.8) etle Lemme 1.5, on a

[T sep(zfpH=2"- [] (max(,lzl)-max(l,|®(2)]) < 2" Mea(f)’.
zeVe(f) zeVe(f)

(b) D’apres la Proposition 1.6 (a)
logsep(f) € O(n(n+logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f))

On sait que les dérivées de f sont de magnitudes bornées par (n, n + ). En appliquant la Proposi-
tion1.8 b) a la famille des premieres dérivées non nulles de f en ses racines, on obtient :

lmc(f) e O(n? + n1).

D’apres la Proposition 1.7 (1.12) logMea(f) € O(t + logn). Le résulat est obtenu en remplacant
logﬁe\a(f), logGDisc et logLen(f) par leurs bornes dans la Proposition 1.6 (a). 4

1.2 Algorithme d’isolation des racines d'un polynome

A présent, nous nous intéressons au calcul des racines d'un polyndme univarié.

1.2.1 Notion de complexité

Définition 1.8

Un algorithme est une procédure constituée d’'une suite finie d’'opérations ou d’instructions permet-
tant de résoudre un probleme ou d’obtenir un résultat. Il recoit une entrée et renvoie une sortie
apres avoir exécuté un nombre fini d’'opérations. Dans notre contexte, une entrée est un ensemble
de polyndomes dont les coefficients appartiennent a Z,C, Z[X],C[X] etc. La taille d'une entrée est un
vecteur d’entiers représentant le degré d’'un polynome et/ou le nombre de variables ou de polynomes,
la taille d’'une matrice etc.

Définition 1.9 Basu et al. [4, section 8.1]

La complexité d’'un algorithme est une fonction qui associe a la taille v d’'une entrée une borne sur
le nombre d’opérations effectuées par l'algorithme lorsqu’il parcourt toutes les entrées de taille v.
Toutefois, la complexité d’'un algorithme décrite en terme d’opérations arithmétiques ne donne pas
souvent une bonne estimation du temps exact de calcul aprés son implémentation. Ceci est dil a
l'accroissement des coefficients dans les opérations intermédiaires; d’'oi la nécessité de prendre en
compte la taille binaires des entrées.

Proposition 1.10 Basu et al. [4]
Soient f € Z[X] un polynome de magnitude (n, 1) et g un polynéme de degré n, tels que g divise f.
Alors, g est de magnitude (n;, n; + 1+log(n +1)).

Proposition 1.11
Soient f e Z[X] et f1, f> € Q[X] tels que f = fi fo. Alors, il existe deux polynomes fi, f> € Z[X] tels que
fi, > soient proportionnels a fi, > et f = fi1 f>.
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Proposition 1.12 Gathen and Gerhard [15]
Soient f, g € Z[X] deux polynémes de magnitudes respectives (n,11) et (nz, 12). Le calcul dupged(f, g)
a une complexité binaire en

O(max(ny, nz) - (M T2 + n2T1)).

Proposition 1.13 Gathen and Gerhard [15, Exo. 10.21]
Soient f € Z[X] un polynome de magnitude (n,T) et g € Z[X] un polynoéme qui divise f. Alors le
calcul du quotient de f par g (f1g) peut s'effectuer avec une complexité en O(nt + n?).

Proposition 1.14 Basu and Zell [3], Kerber and Sagraloff [23]

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1) et r un nombre rationnel de taille binaire \(r).
Alors, l'évaluation de f au point r peut se faire en O(n(t + A(r))) opérations binaires et la taille
binaire de la sortie f(r) est en O(T + nA(r)).

1.2.2 Factorisation d’'un polyné6me

Un algorithme de factorisation prend en entrée un polynéme et renvoie une approximation de
ses racines, donnant ainsi une expression du polynéme sous la forme d'un produit fini de facteurs.

Définition 1.10

e Soient a € C et un L un entier. On dit qu'un nombre Gaussien dyadique de la forme a = c-
27144i.d-27%" e Q+i-Q, avec c,d € Z, est une L-approximation binaire (absolue) de a si
la—al <27t

e Soit f = ag+---+ a,X" € C[X] un polynéme a coefficients complexes et L un entier. On dit que
le polynéme f = dy +--- + G, X" est une L-approximation binaire (absolue) de f si pour tout
i, a; est une L-approximation binaire (absolue) de a;.

Définition 1.11
Soient f € CIX] un polynéme de degré n et z une racine de f. On dit que :

(a) SizeR, lintervalle ¥ =]a, bl, contenant uniquement z en tant que racine de f, est un inter-

valle d’isolation adéquat (well-isolating interval) de z si |b— al| < %Zr;f).

(b) SizeC, ledisque2,(m)=1{z€C, |z—m| < r}, contenant uniquement z en tant que racine de

sep(z, f)

f, est un disque d’isolation adéquat (well-isolating disk) de z sir < =g

Le Lemme ci-dessous permet d’apprécier la qualité des approximations calculées.

Lemme 1.8 Mehlhorn et al. [33, Théoreme 2] Pan [42]
Soient f =¥, a; X' € C[X] un polynéme de degré n et zi, ..., z;. ses racines distinctes. Si, quelque
soitl =i <k, |z;| <1 alors, pour tout entier naturel b = nlogn, il est possible de calculer des ap-
proximations z1,..., 2y des racines de f, telles que
n
Len(f—an [TX~-2/)| =2 Len(f); (1.21)

J=1

en O(n) opérations avec une précision de O(bn) opérations binaires. Le parametre b permet de
controler la distance entre les hatz; et les vraies valeurs z;.

Remarque 1.3

Toutefois, l'algorithme de Pan s'applique uniquement aux polynomes dont les racines sont conte-
nues dans le disque unité. Pour tout autre polynéme complexe, il faut au préalable procéder a un
changement de variable afin de se ramener a la situation précédente. La transformation appliquée
dans Mehlhorn et al. [33] consiste a calculer un entier naturelK, tel quex < K < x+8logn, et de choi-
sir un entier s := 2K pour définir le polynéme f; :=P(s-X) = ?:0 a;.Xi. Les racines {(; = %}Eisn de
fs sont toutes dans le disque unité A(0,1). Ce qui permet de déduire une approximation des racines
de f a partir de celle de f;.
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Corollaire 1.1
Soit le polynéme f = a, X" +...+ag € C[X], tel que 1/4 < |ay| < 1. Pour tout entier naturel b = nlogn,
on peut calculer des nombres complexes 2y, ..., 2, tels que

Len (f—an [TX-2/)]|=2""Len(f) (1.22)

j=1

en O(n%k + bn) opérations binaires avec k := M(max; log(M(z;))). Lalgorithme renvoie les parties
réelles et imaginaires des 2; sous forme de fractions dyadiques A-278; 0itAe Z, BeN etB=0(b+
nK).

1.2.3 Algorithme d’isolation

Isoler les racines d'un polyndme univarié consiste a calculer un ensemble de domaines deux
a deux disjoints tels que chaque domaine contient exactement une racine du polynoéme. Plus pré-
cisément, il s’agit d'un ensemble de disques (resp. d’'intervalles) d’isolation pour les racines com-
plexes (resp. réelles). La meilleure borne de complexité atteinte dans le cas de ce probleme, déte-
nue par Mehlhorn et al. [33], est de O(n® + n?1) opérations binaires pour un polynéme complexe
de degré n dont les coefficients sont bornés par 2". L'algorithme requiert de connaitre le nombre
de racines distinctes et un oracle qui permet d’approcher suffisamment les coefficients du poly-
nome.

La Proposition ci-dessous donne la borne de complexité optimale sur les algorithmes d’isola-
tion des racines d'un polynéme complexe univarié.

Proposition 1.15 (Mehlhorn et al. [34, Thm. 4]')
Soit f € C[X] un polynéme de degré n avec 1/4 < LCF(f) < 1. Si f admet exactement m racines
distinctes alors :

(a) avec un nombre d'opérations binaires borné par
0 (n -(n® + nlogMea(f) +logsep(f) + l@c(f))) (1.23)

on peut calculer des disques d’isolation adéquats D,z;)(m(z),r) < C, avec des centres dya-
diques m(z) et des rayons dyadiques r(z), pour toutes les racines z € Vc(f) ainsi que leur
multiplicités |\ (z) respectives. De plus, la somme sur les tailles binaires de tous les m(z) et r(z)
esten O(logMea(f) +logsep* (f)). Le calcul d’'uneL-approximation binaire des coefficients du
polynéme f nécessitera un entier L borné par

O(n+ nlogMea(f)+logsep(f)+lmc(f)). (1.24)

(b) SoientV* < Ve (f), Umax := Maxzev+ W(2), et K un entier strictement positif. Alors, pour tout
zeV*, ledisque 9,z (m(z)) peut étre réduit a une taille inférieure ou égale a 27, tout cela
avec

0 (n (K - Hmax + 1° + nlogMea(f) + logsep(f) + l@éDTsc(f))) (1.25)
opérations binaires.? Loracle requiert en entrée un entier x bornée par
0 (K - Umax + 1 + nlogMea(f) + logsep(f) + l@c(f)) . (1.26)

pour fournir une x-approximation binaire absolue des coefficients du polynome f.

1. Voir aussi Becker et al. [5], Mehlhorn et al. [33], Pedersen [44], Pan and Tsigaridas [43], Sagraloff and Mehlhorn
(48]

2. Mehlhorn et al. [34, Thm. 4] fournit uniquement une borne sur le raffinement des disques d’isolations adéquats
(i.e. pour V* = V¢ (f)). Toutefois, la borne s’obtient directement a partir de la preuve du Mehlhorn et al. [34, Theorem. 4].
De plus, le terme supplémemntaire nk-max; |; qui apparait dans Mehlhorn et al. [34, Theorem 4], correspond ala borne
sur la taille des précisions requises en entrée. Notons que c’est une faute de frappe et que la vraie borne est meilleure
d’un facteur n. Cette erreur est aussi soulignée dans la démonstration du Mehlhorn et al. [34, Theorem 4].
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Le Corollaire suivant découle de la Proposition 1.15 et de la Proposition 1.6 (1.6).

Corollaire 1.2
Si f € CIX] est un polynéme sans facteur carré de degré n tel que 1/4 < LCF(f) < 1, alors on a les
propositions suivantes :

(a) Les bornes obtenues dans (1.23) et (1.24) peuvent étre remplacées par3

O (n(n? + n(logMea(f) +logLen(f)) + |log(IDisc(f)])|)

et
O(n(nlogMea(f) + nlogLen(f)) + |log(IDisc(f)])]).

(b) Soit V* < V¢ (f) un sous-ensemble des racines de f et x un entier strictement positif. Alors,
on peut raffiner davantage le disque 9, ;) (m(z)) pour toutes les racines z € V* a une taille
inférieure ou égale a2™ en

O(n-(x+n*+ n(logMea(f) +logLen(f)) +|log(|Disc(f)])1)) (1.27)

opérations binaires. Le calcul requiert en entrée un oracle qui lui fournit unex-approximation
de f, avec x borné par

O (L+ n(logLen(f)) +logMea(f)) +|log(IDisc(f)])1) - (1.28)

Remarque 1.4

— Le fait de disposer d’'un disque d’isolation adéquat autour de chacune des racines complexes

d'un polynéme f € R[X] permet entre autre d'en déduire un intervalle d’isolation adéquat
pour chaque racine réelle de f. En effet, les racines complexes d’'un polynéme a coefficients
réels apparaissent par paires de nombres complexes conjugués. Donc leurs disques d’isolation
adéquats correspondent a ceux qui intersectent l'axe des abscisses. Ces intersections consti-
tuent des intervalles d’isolation pour des racines réelles du polynoéme f.
Toutesfois, lorsque le polynéme est d’emblée identifié comme étant sans facteur carré, il est
préférable d'utiliser des méthodes de calcul spécifiquement dédiées au calcul des racines de
polynémes réelles. On trouve dans [47] une telle méthode ayant les mémes bornes que celles
ci-dessus. Voir aussi les récents travaux dans [25] ot il est proposé une implémentation efficace
de cette méthode.

— Lanalyse de la complexité ne prend pas en compte le cotit exact du calcul des approximations,
qui peut étre considérablement grand par rapport au cotit de "lecture” des approximations. En
particulier, si les coefficients dépendent de nombres algébriques de degrés tres élevés.

Toutefois, il existe un cas particulier concret pour lequel il est possible de calculer des approxi-
mations dyadiques de facon efficace.

Proposition 1.16 Kerber and Sagraloff [23]

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1), z € C et L un entier positif. Alors, il est possible
de calculer des approximations dyadiques Py = by -27! de B := f'¥(2) avec k = 0,...,n (voir
Equation (1.1)) telles que by € Z et |Br —Prl <275, en

O(n(L+ n-logmax(l, |z]) + 1))

opérations binaires. Lalgorithme requiert des L-approximations binaires de f pourL.=1,2,4,...,L'
oitL! est de I'ordre de O(L+ n-logmax(1, |z|) + 1).

3. Cerésultat découle directement de 1.6 b).
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Cependant, il est préférable de traiter le cas racines réelles a I'aide de la méthode dyadique.
En particulier, lorsque le polynéme est identifié comme étant sans facteur carré. On retrouve une
meéthode similaire dans Sagraloff and Mehlhorn [47] ayant un temps d’exécution du méme ordre
de grandeur que les bornes ci-dessus. Dans des travaux récents, Kobel et al. [25] présente une
implémentation efficace de cette méthode.

La proposition ci-dessous présente des bornes sur le calcul et le raffinement des disques d’iso-
lation. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.15 (appliquée au polyndéme f-LCE(f) ™).

Proposition 1.17 (Mehlhorn et al. [34, Thm. 5] 4
Soit f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, T). Les instructions ci-dessous peuvent étre exécutées
en O(n?t+nd) opérations binaires.

(@) Calculer un disque d’isolation adéquat P, (m(z)) < C pour toute racine complexe z de f,
ayant pour centre dyadique m(z) et rayon dyadique r (z), tel que la somme de toutes les tailles
binaires de m(z) et r(z) soit en O(n),

(b) Trouver la multiplicité \; de chaque racine z; de f.

(c¢) Les disques d’isolation peuvent étre raffinés a une taille inférieure ou égale a 27" en O(n’t +
n3 + nL) opérations binaires® ; ot L est un entier strictement positif.

Proposition 1.18

Soient f,81,...,8m € Z[X] des polyndmes de magnitudes respectives (d,T), (d1,T1),...,(dm,Tm) et
N, A deux entiers strictement positifs tels qued +dy + -+ dp <N et 1+ 11+ + T < A. Alors les
instructions ci-desous peuvent étre exécutées en O(N2A +N3) opérations binaires :

(a) Isoler les racines réelles (complexes) du polynéme f ainsi que celles des polynémes g; ;
(b) Identifier les racines communes du couple de polynomes (f, g;), i =1,...,m;

(¢) Déterminer le signede g; (0,1 or —1) en les racines réelles de f, pouri=1,..., m.

Démonstration

Supposons que les polyndémes f, g1,..., &m € Z[X] sont sans facteur carré (au cas contraire, il suffit
de diviser chaque polyndme par son pgcd avec sa premiere dérivée pour retrouver la partie sans
facteur carré). D’apres la Proposition 1.12, le calcul des parties sans facteurs carrés des polynémes
peut s’effectuer en

m
O(d*1) + Y 0(d?t;) = O(N*A)
i=1
opérations binaires. De plus, les parties sans facteurs carrés de f et des g; ont des magnitudes res-
pectivement bornées par (d,O(d + 1)) et (d;, O(d; + T;)). Donc, pour tout indice i, on peut calculer
le polynéme h; := pged(f, g;) en

O(max(d, d;).(dt; +dd; + d;1)) = OIN(dA + N1 + dN)

Mz

opérations binaires.

Dans1'étape d’apres, il s’agit tout d’abord de calculer des disques d’isolation adéquats pour les
racines complexes de f ainsi que celles des polynémes h; pour tout indice i. Ensuite, de raffiner
les disques d’isolation des racines des polynémes /; a un rayon inférieur ou égale a sep(f)/4. Sa-
chant que |logsep(f)| est bornée par O(NA), ce calcul peut s’effectuer en O(N® + N?A) opéraions

4. voir aussi Becker et al. [5], Mehlhorn et al. [33], Pedersen [44], Pan and Tsigaridas [43], Sagraloff and Mehlhorn
(48]

5. Notons que, contrairement au cas général ot les coefficients de f ne sont pas nécesairement des entiers, le facteur
additionnel max (z) n’apparait pas. Ceci est dii au fait qu'avec la complexité donnée on peut tout d’abord calculer la
partie sans facteur carré f* et travailler avec f* pour le raffinement des disques d’isolation.
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binaires. Notons que, aprés le processus de raffinement, chaque disque d’isolation D’ d'une racine
h; intersecte exactement un seul disque d’isolation parmi ceux des racines de f. Ce qui signifie
que les disques D et D’ isolent la méme racine. Ainsi, afin d’identifier les racines communes a f et
gi, il suffit de déterminer toutes les intersections entre les disques d’isolation des racines de h; et
ceux des racines de f. Pour cela, il s’agira tout d’abord de recenser les parties réelle et complexe
du centre de chaque disque d’isolation. Ensuite, d’appliquer une recherche binaire pour détermi-
ner le disque d’isolation de f qui intersecte un disque d’isolation D’ de g; en effectuant O(log n)
comparaisons entre des nombres ayant une taille binaire de 'ordre de O(NA). Par conséquent, la
compexité globale reste bornée par Z;’i 1 d;-O(NA) = O(N2A).

La détermination du signe se fait par I'évaluation du polynéme g; aux extrémités de I'intervalle
d’isolation de chaque racine réelle z de f non commune a g;. g
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Chapitre 2

Topologie de courbes algébriques

Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons du probléme qui consiste a calculer la topologie d’'une courbe
algébrique plane.
Soient P € Z[X,Y] un polynéme sans facteur carré de magnitude (d, 1) et considérons la courbe
algébrique plane VR (P) := {(a,p) € R?, P(a,f) = 0} : c’est-a-dire définie comme étant 'ensemble
des zéros réels de P. La topologie de Vr(P) est obtenue par le calcul d'un complexe simplicial
(un graphe !) isotope a Vg (P). La visualisation des courbes algébriques planes, voire 'acquisition
des formes, apparaissent des lors comme une motivation primaire. Par ailleurs, I'attractivité de ce
théme de recherche s’explique aussi a travers ses nombreuses applications pratiques telles que :
le calcul d’intersection de surfaces algébriques, le maillage de surfaces algébriques implicites, le
calcul de la courbe d’auto-intersection d'une surface paramétrique etc.
Les algorithmes de calcul de la topologie d'une courbe peuvent étre classés en deux sous-groupes :

* Les algorithmes de type balayage. Ces algorithmes requiérent que la courbe soit en position
générique. Le procédé consiste a détecter les endroits ol1 la topologie de la courbe change,
par le biais d'un balayage vertical du plan a I'aide d’'une droite. On peut citer dans cette
catégorie les travaux de Coste and Roy [7], Gonzalez-Vega and Kahoui [17], Diochnos et al.
[11], (voir aussi le livre de Basu et al. [4]).

¢ Les algorithmes de type subdivision. Il s’agit d'un découpage du plan par de petits rec-
tangles, appelés boites, et de déterminer la topologie de la courbe dans chaque boite. La dif-
ficulté principale se situe dans I’exécution de la deuxieme étape pour une boite qui contient
un point singulier de la courbe. Cela est due au fait qu’il faut connaitre, au préalable, la
structure des singularités. On retrouve dans cette catégorie les travaux de Cheng et al. [6].

Lalgorithme que nous présentons dans ce chapitre, calcule la topologie d’'une courbe algébrique
plane Vg (P) en O(d°T +d®) opérations binaires. Contrairement aux travaux de Mehlhorn et al. [33],
qui détiennent le premier algorithme permettant de résoudre ce probleme avec une complexité de
O(d®t + d®), notre algorithme n'impose pas de placer la courbe en position générique. Il consti-
tue ainsi une amélioration des travaux de Diatta et al. [9] dans lequel les auteurs adoptent une
démarche similaire mais avec une complexité de O(d%t + d”).

La section 2.1 comporte des résultats sur I’évaluation de polyndmes bivariés a coefficients en-
tiers par des nombres rationnels ou algébriques. Quant-a la la section 2.4, elle est dédiée au calcul
du nombre de racines distinctes d'un polyndme a coefficients algébriques. Nous présentons dans
la section 2.5 une version améliorée de la CAD en nous appuyant sur les calculs effectués dans les
sections 2.4 et 2.1.

1. Un ensemble d’arétes et de sommets
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2.1 Polynomes a coefficients algébriques

La définition ci-dessous est une généralisarion de la définition 1.7 pour les polyn6mes bivariés.

Définition 2.1
Soient n et T deux entiers naturels non nuls. Un polynémeF € Z[X,Y] est de magnitude (n,t) s'il est
de degré au plus n et que la valeur absolue de chacun de ses coefficients est inférieure ou égale a 2.

2.1.1 Quelques résultats sur les polynomes bivariés

Proposition 2.1
Soit F(X,Y) € ZIX,Y] un polynéme bivarié dont la valeur absolue de chaque coefficient est bornée
par2" tel que ny = degy (F), ny = degy(F). Si (z, z) e C?, alors

|F(z,2)| < (ny + 1) (ny +1)2" max(1, | z)) ™ max(1,|z'))"".

La Proposition ci-dessous donne une borne sur I’ évalution approximative bivariée. C’est une
conséquence directe de la Proposition 1.14.

Proposition 2.2 Kobel and Sagraloff [24]
Soit F € Z[X,Y] un polynéme bivarié de magnitude (n,1). Pour tout couple (z,z') € C? et tout entier
naturel strictement positif L € Nx1 , on peut calculer une approximation dyadiqueF(z,z') = c-27171
deF(z,Z), en

O(n?(L+ n- (logmax(1, |z|) + logmax(1,|2')) + 1))

opérations binaires; ol c € Z et|F(z,2') —F(z,2')| < 27%. Ce calcul requiert en entrée des approxima-
tions dyadiques z = a-2V1 z=p.27V"Vdez z;onabeZ, |z-21 <27V, 12— 2| <27V erl est
bornée par O(L+ n - logmax(1, |z|) +logmax(1,|Z'])) + T).

La proposition ci-dessous donne la complexité de I'évalution exacte d’'un polynéme bivarié
F € Z[X,Y] en un point rationnel (ry, 7).

Proposition 2.3

SoitF € Z[X,Y] un polynéme bivarié de magnitude (n, 1). Soient (r1,12) € @2 deux nombres ration-
nels tels que les valeurs absolues des numérateurs et dénominateurs sont inférieures ou égales a 2.
Alors, I'évalution de F(r1, r2) peut de faire de facon exacte en O (t+\) opérations binaires.

Démonstration

Soit F = fy(X) +---+ f,(X)Y" avec f;(X) € Z[X]. D’apres la Proposition1.14, I'évaluation de f;(r)
est en O(n?(T + A)) opérations binaires, pour tout i = 0,..., 7. Supposons que r; = p/q, o1 p et g
sont deux entiers co-premiers, alors g” - f;(r7) est un entier de taille binaire O(t + nA). Le calcul
de chaque g" - f;(r1) nécessite O(T + nA) opérations binaires. Par conséquent, on peut calculer
q"-F(r1,Y) € Z[Y] avec O(n? (T + A)) opérations binaires. Sachant que les coefficients du polyndme
q" -F(r1,Y) sont des entiers de taille binaire en O(t + nA), on en déduit que le calcul g" - F(ry, 1)
peut s’effectuer en O(n? (1 + A)) opérations binaires. ([l

Proposition 2.4 Basu et al. [4]
Soient E G € Z[X,Y] deux polynémes de magnitude (n, 1).

(@) La complexité du calcul des polynémes sous-résultants de F et G par rapport a la variable Y
est en O(n) opérations arithmétiques.

(b) Les coefficients sous-résultants de F et G par rapport a la variableY sont des polynémes en X
dont les coefficients ont une taille binaire en O(n*1).

(¢) La complexité du calcul des coefficients sous-résultants de F et G est en O(n*1) opérations
binaires.
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Soient R € Z[X] un polynéome de magnitude (N, A) et z une racine complexe de R et de multi-
plicité u(z) := mult(z,R). Soit

FXY) = fr, X)- YV +--+ fo(X) € ZIX, Y]

un polyndme bivarié de magnitude (n,T) tel que pged(fo(X),..., fn, (X)) = k; ot k € Z. C'est-a-
dire que F ne peut pas s’écrire sous la forme d'un produit de deux poyndémes 2 (X) x G(X,Y) ou
h(X) € Z[X] est un polynd6me non constant. Par conséquent, la courbe définie par I'équation F =0
ne peut contenir de droites verticales. Pour tout £ < ny, on définit le polynome

FoX,Y) = fiX) - Yo+ ...+ foX).

Pour toute racine z de R de multiplicité pu(z) := mult(R, z), on désigne par n(z) le degré du
polyndme F(z,—) € Z[Y]. D’apres les hypotheses ci-dessus 0 < n(z) < ny,. Donc pour tout n(z) #
Ny, on a fuz)(2) #0 et fuz+1(2) = -+ = fny(z) = 0. Pour toute racine z’ de F(z,—), on note par
U(z,z") = mult(F(z,—), z') la multiplicité de z' en tant que racine du polynéme F(z, —).

La proposition suivante donne des bornes de complexité amorties sur la somme des mesures
de Mahler des polynomes F(z, —).

Proposition 2.5
SoientR € Z[X] etF € Z[X,Y] deux polyndémes satisfaisant les hypotheéses ci-dessus.
On aalors:

Y (2 -logLen(F(z,-)) = ONT+ nA + nN) (2.1)
zeVe(R)

Y. u(2)-logMea(F(z,—)) = O(NT + nA + nN) (2.2)
zeVe(R)

Y u(2)-logMea(F(z,-)) = ONT + nA + nN). 2.3)
ZEVc(R)

Démonstration
Soit z € C une racine complexe de R. D’apres la Définition 1.3 et la Proposition 1.7, on a

27"@Len(F(z,—)) < Mea(F(z,-)) < |E(z, )
On sait que n(z) < n et} ey r) U(2) =N, donc

Z n(z)u(z) = nN
ZEV@ (R)

2‘”N < Z_ZZEVC(R) ﬂ(Z)H(Z).

Soit £(z) € NT'indice tel que
| foz) ()] = jax Ifi (2.

=0,...,1ny

Alors, on a
ILCF(F(z, =))| = | fu(z) (2)| < Len(F(z, -)) < (ny, + 1) fo(z) (2)]

IF(z, )l < /ny+1-1foz (2]

Par conséquent, on a

N
27" I] Ifaw@"@ = J] MeaE(z,-"@ < /ny+1 - [ Ifen@I"?.

zeVe(R) zeVe(R) zeVe(R)

Donc

[T i@ < J] Len®(z,~-N"@ <m,+DN- [] Ifiw @M@

zeVe(R) zeVe(R) zeVe(R)

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE COURBES ALGEBRIQUES 22

On obientles bornes (2.1) et (2.2) en appliquant la Proposition 1.8 au polyndéme R et a la famille
de polynomes f;.
Pour démontrer (2.3), il faut noter que

Y. u@loglfuz (@Il = O(NT+nA)).
zeVe(R)

Ceci est une conséquence immeédiate de la Proposition1.8 appliquée a R et a la famille des f; et en
utilisant (2.2). O

Lemme 2.1

Soient f, g deux polynomes bivariés de degrés respectifs p, q. Soit ¢ Uapplication de K<, [X] x K<4[X]
dans K<p4IX] qui a tout (U,V) associe U f +Vg. Alors Im(®) est I'ensemble des multiples, de degré
< p+ q, du plus grand diviseur commun h = pgcd(f, g) de f et g, et b est de rang p + q — deg(h).

Démonstration

Notons que, pour tout polynéme m tel que deg(m) < deg(h), le couple (m-g/h,—m- f/h) appar-
tient au noyau Ker (¢). Réciproquement, pour tout (U,V) appartenant au noyau Ker (¢), il existe
un polynéme m de degré inférieur a deg(h) tel que U =m-g/h etV =—m- f/h. Ce qui implique
que la dimension du Ker(¢) est égale a deg(h) et la dimension de Im(¢)p) est égale a p + g —deg(h).
Par ailleurs, tout élément de Im(¢b) est un multiple de h, et 'espace vectoriel des multiples de & de
degré < p + g est aussi de dimension p + g —deg(h). Donc Im(¢) correspond bien a I'espace des
multiples de A, et ¢ est de rang p + g —deg(h). ([l

Lemme 2.2
Soient K un corps et M(X) une matrice carrée de taille n x n a coefficients dans K[X]. Si M(x) est de
rang n— k, alors X = xy est une racine de det(M (X)) et de multiplicité au moins k.

Démonstration
La démontattion de ce lemme s’effectue par récurrence sur k.

Si k =0, le résultat est vrai.

Si k > 0, alors M(xp) n’est pas inversible, et det(M(x)) = 0. Soient m; ;(X) le (i, j)iéme -élément
de M(X), et M; ;(X) la matrice de taille (n—1) x (n— 1) obtenue a partir de M(X) en retirant la jieme
ligne et la j*°"*¢ colonne. M; j(xp) est de rang r(xp) < n — k, donc par récurrence x, est une racine
de det(M; ;(X)) de multiplicité au moins (n—1) — r(xo) = k — 1. D’aprés la formule de Jacobi, on a

% detMX)) =Y (-1 mj ;(X) det(M;,;(X)).
ij

Le résultat est donc obtenu par réccurence puisque, x( est une racine de det(M (X)) et de multipli-
cité au moins k — 1 en tant que racine de sa dérivée. O

A présent, nous nous intéressons aux multiplicités des racines d'un polynéme F(z,—); ou z est
une valeur X-critique de F.
Soit F un polyndme bivarié défini comme suit

FX,Y) = fny(X) Y4+ foX) e CIX Y]

Désignons par
Ve(F) = {(x,y) € C* | F(x,y) = 0}.

Notons que V¢(F) ne contient pas de droite verticale si et seulement si les polynémes f;(X), i =
0,...,ny n'ont pas de facteur commun non trivial (i.e un polyndme non constant).
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Proposition 2.6
SoitF € C[X,Y] un polynéme bivarié sans facteur carré, tel que V¢ (F) ne contient pas de droite verti-
cale. Si l'on désigne par

Crit(Vc(F)) = {(x, ) € C* | F(x, y) = 0yF(x, ) = 0}
l'ensemble des points X -critiques deF et par
Crit(Ve(F); = {z' € C | F(z,2') = 0yF(z,2') = 0}
la fibre au dessus du point z, alors pour tout z€ C,

Y (mult(Z,Fun(z,Y)) — 1) < mult(z, Discy (Fp (). (2.4)
zZ'eCrit(Ve (F))

La démonstration de la Proposition 2.6 s’appuie sur le Lemme ci-dessous.

Lemme 2.3
Soient F et G deux polynémes bivariés. Pour toutze C, ona

deg(gcd(F(z,Y),G(z,Y))) < mult(z,Resy(E G)). (2.5)

La démonstration du Lemme 2.3 découle directement des Lemmes 2.1 et 2.2.
Démonstration Proposition 2.6
Il suffit d’appliquer le Lemme 2.3 avec F = F,(;), G = 0yF,(;) X, Y) et de prendre en compte le fait
que
Y (mult(Z,Fp (2, Y)) - 1) = deg(ged(Frey (2, ), 0vFn(z) (2, Y))). (2.6)
Z'eCrit(Ve (F),

O

Proposition 2.7

Soit F € ZIX,Y] un polynéme sans facteur carré de magnitude (d, 1) tel que V¢ (F) ne comporte pas
de droite verticale. Soit Crit(V¢ (F)) l'ensemble des points X-critiques deF. Il existe alors un polynéme
Ry € Z[Y] de magnitude (0(d?),0(dTt + d?)) tel que : pour tout z' € C

(mult(z, Fp(;)(2,Y)) — 1) < mult(z’,Ry). 2.7)
z|(z,2")eCrit(V¢ (F))

En particulier, parmi les racines de Ry se trouvent aussi la projection sur l'axe desY des éléments de

Crit(Ve(F)) .

Démonstration Proposition 2.7
(a) Tout d’abord, supposons qu'il existe un unique z tel que pour tout (z, z) € Crit(V¢ (F)),

mult(z',Fp)(2,Y) > 1
et posons
= mult(z’,F,(z,Y))

la multiplicité de z’ en tant que racine du polynome F,;)(z,Y).
Soit
R(Y) := Resx (E 0yF) (V) (2.8)

ona
RY)=UX,V)FXY)+VXY)oyFX,Y). 2.9)

En dérivant 1,..., u—2 fois I'expression (2.8) par rapport a la variable Y d'une part et en utilisant le
fait que
F(z,Z)=0yF(z,2) =...= 6;”_1)13(2, Z)=0
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d’autre part, on montre que
R(z) = yREWF) () =... =3} P REF) () = 0. (2.10)

(b) Il s’agit maintenant de se ramener au cas plus général, en procédant par le changement de
variable Y — Y + €X, ol € est une nouvelle variable, dans cas traité précédemment. On considere
le corps des séries de Puiseux algébriques R¢e) [4]. R{e) est un corps réel clos qui contient le corps
de fraction R(€). De plus, lorsque e strictement positif et plus petit que tout élément R}, R{(e) est
totalement ordonné pour I'ordre 0. Posons Cle)? = R(e)2[i].

Notons que, a tout point X-critique (z, z’) € C? de F, lui correspond un point X-critique (z, z’ —
€z) € C{e)? de F(X,Y) := F(X,Y +€X), et que z" = z’' — ez est une racine de F(z,—) de multiplicité
W(z,z'); mais aussi de Gg)la(z, Z) = ag)F(z, Z"). De plus, les ordonnées des points X-critiques de
F(X,Y) sont deux a deux distinctes. Il s’en suit que, d’apres (a,) z'—€z est une racine de Resx (F, 3y F) (V)
dont la multiplicité v(z' — €z) vaut au moins (z, z’). Donc, on peut écrire

Resx (F,0yF) (Y) = A@©R(Y, €)B(Y, €)
ot A(e) € C(e), R(Y, €) est un monodme en la variable Y

RY,e= [ (Y-Z +e2"?B(y,e),
(z,2")€eCrit(Ve (F))

avec
mult(z' —ez,Fp;) (2, V) -1 < v(Z —€2), (2.11)

et B(Y,e) € C[X, €] tel que B(Y,0) € Z[X] ne soit pas identiquement nul.
Ainsi, en posant

v(z) = > v(z' —€z),

z|(z,2")eCrit(Vc (F))

on a alors
Ry=RY,00= [ (-2)"*By0),

zZ'emy (Crit(Ve (F))

avec
> (mult(z',Fp5)(2,Y)) — 1) < v(z') < mult(z’, Ry). (2.12)
z|(z,2")eCrit(V¢ (F))

En définitive, notons que Ry est de magnitude (O(d?),0(dT + d?)). O
Remarque 2.1

Sidegy (F) = degy (F) alors
Ry (Y) = Resx (E 0yF) (Y).

En effet, la matrice de Sylvester associée F et OyF et celle associée a F et OyF sont de méme taille. Car
degy (F) = degX(F). Toutefois, si degy (F) < degy (F), alors il est possible que

Ry (Y) # Resx (E 0y F) (V).

2.1.2 Degré d'un polynome a coefficients algébriques

Dans cette sous-section, nous traitons du probléme qui consiste a déterminer le degré d’'un
polyndéme F(X,Y) € Z[X,Y] évalué en la racine z d'un poynéme univarié R[X] € Z[X]. Rappelons que
R et F sont de magnitudes respectives (N, A) et (n, 1), et que deg,, (F) = ny. Il s’agit donc d’expliquer
en détails la méthode utilisée pour déterminer degy (F(z,Y)). Elle s’appuie principalement sur la
construction d'une certaine famille de polynémes R; définie ci-dessous. Soient R* la partie sans
facteurs carrés de R et

RZ, (X):=R*(X), (2.13)
et pour tout £ € {ny,..., 1},
* * 7 * RZE(X)
RY, | X):=gcdR%,X), X)), Ry ;X):=—F——. (2.14)
Rsﬂ—l(x)
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Proposition 2.8
Soit z € C une racine deR. Pour tout entier £ € [0,n,], ona

degy (F(2,Y)) < £ <> R%,(2) =0.
degy (F(2,Y)) =€ < R (2) =0.

Démonstration
La démonstration se fait par récurrence sur le degré n, du polynome F(z,Y).
Commencons par montrer la premiere équivalence.
Pour ¢ = n,,
*
degy(F(z,Y)) < ny < RZ,, (2) =0.

Pourf=n, -1,
si
degy(F(z,Y)) < ny — 1 alors f,, (2) =0

Puisque z est une racine de R, :=R*,
_ny

donc
pged (RE,,. [, ) (2) =0
RZ,, 1(2)=0
Inversement,
si
RZ, _1(2)=0= fu,(2)=0
donc

degy(F(z,Y)) < ny,—1.

Supposons que, pour tout k tel que 0 < k < ny,
degy (F(z,Y)) < k < RZ,.(2) =0.

si

degy(F(z,Y)) < k—1alors fp (2) =...= fi(2) =0.

Puisque z est une racine de RZ ny

donc

pged (R;ny,fny,...,fk) (2) =0;
d’ou
RY,_,(2)=0.
Inversement,
R, (@=0=f, (2)=...= fi(2)=0;

donc

degy(F(z,Y)) <k-1.
La deuxiéme équivalence de la proposition ci-dessus se démontre presque de la méme ma-
niere.
Pour ¢ = n,,
ona
degy (F(z,Y)) = ny < Ry, (2) =0.

En effet, si degy(F(z,Y)) = n, alors fny+1(z) = 0. Par conséquent, R;nyH (z)=0et R;y(z) =0.
A présent, supposons que, pour tout k tel que 1 < k < n,,

degy(F(z,Y)) = k < R} (2) = 0.
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Si
deg, (F(z,Y)) = k—1alors f (2) =... = fi(2) =0 et fr_1(2) #0.

On déduit de la premiére relation de la Proposition que
RI(2)=0 et pged(RE, fio1) (&) £0;

ce qui entraine que
R;_,(2) =0.

Réciproquement,
si
Ri_,(2) =0alorsR%,(2) =0etR%, _;(2) #0;

d’apres la définition 2.14.

Donc
pged (RE, fu,r---» fr-1) (2) £ 0.
Puisque par récurrence fny (@) =...= fr(z) =0,
alors
Jr-1(2) #0;
d’ou
degy(F(z,Y)=k-1.
O
Proposition 2.9

SoitR(X) € Z[X] un polynome de magnitude (N, A) etF(X,Y) € Z[X,Y] de magnitude (n,11), tels que
l'ensemble
Z={(z,2") € C?|R(z) =F(z,z') = 0}

soit de cardinal fini. Soient Gy,...,G,, € C[X,Y] des polynémes de degrés bornés par ny et dont les
coefficients sont tous de module inférieur ou égal a 22, et désignons par \(z) := mult(z,R) la multi-
plicité de z en tant que racine deR.

(@) Soit A < Z le sous-ensemble de Z tel que, pour tout (z,z') € A, il existe un indice i(z,z') €

{1,...,m} pour lequel G;(; (z, z)#0. Alors,ona:

Y. @ Y. 10glGicz) (2, 2) € O((T2n + T1n2)N + (A + N)ny np). (2.15)
zeVe (R) Z'eA,

avec
Ay:={Z €C|(z,7Z) €Al

(b) SoientGy,...,G, € Z[X,Y] des polynémes a coefficients entiers tels que, pour tout (z,z') € Z, il
existe un indice i pour lequel G;(z,z') # 0. Si i(z,z') est le plus petit indice i tel que G;(z,z') #
0, alorsona:

Y. u@ )Y 110gIGizz (2 2)] € O(t2m + T1n2)N+ (A + N)ny np), (2.16)
z€Ve(R) Z'e€Z,

avec
7,.:=1{z € C|F(z,2") =0}.

Démonstration
a) D’apres la Proposition 3.3, on a:

|Giz,2)(2,2))| < 22 max(1,|z))" max(1,12')",
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avec T’z = [log((n2 + 1)22%2)] € O(12 + logny).

Notons que
2THE < [ 2%mH@ ¢ g0 logn)mN) 2.17)
(z,2)eA Z€Vq:(R)
et
[ max,lzh*@™ < ] max(,|zh*@mm (2.18)
(z,2")eA z€Ve(R)

< Moa(R)™" ¢ 20(A+logNymny) (2.19)

Sachant que
l_[ max(l, |ZI|)H(Z) < H Mea(F(Z; _))H(Z) (2.20)

(Z,Z/)EA ZEVc(R)

et en appliquant les Propositions 2.5 et 1.8, on obtient

H max(1, |Z/|)p(z)n2 € 20((11N+An1+n1N)n2)' (2.21)
(z,2')eA
Donc )
1_[ |Gi(z,z’) (Z, Z/)|H(z) € 20((‘(2}11 +T1712)N+(A+N) 1y ny) (222)
(z,2')eA

en prenant le logarithme de part et d’autre, on établit que

Y W(2)10gIGi(z,z) (2, 2) € O((t2n1 + T1m)N + (A + N) g 11p). (2.23)
(z,Z')eA

b) Tout d’abord, montrons que

1
[T Gz (2 2) P = =
(z,Z)eZ

avec E" un entier naturel de taille O(An;ny + 112 N).
Soit
FX)Y):= fny(X)Y”Y +...+ fuX),
avec ny, = degy(F) < n, et R* la partie sans facteurs carrés de R.
Soit (Rz‘ X)) ee[1,n,] une suite finie de polynomes définie comme dans les équations (2.13) et

(2.14), telle que
deg(F(z,Y) =€ <= R (2) =0.

Soient les polyndmes

*
W, (X) :=pecd®,RY), Wp (X)i= —2F
0,>1 p8g ) 01 V1)
et pour tout i €1{1,...,N}.
; Yosis1(X)
Wi (X) = pged(Pe -1 (X), RV (X)), W i(X) = —22
\PB,>1'(X)

Remarque 2.2

— Sideg(F(z,Y)) = ¢, alors z est une racine de R et de multiplicité y si et seulement si Wy, (z) = 0

R* [T%eu (2.24)
- K
R = [[¥,,. (2.25)
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Soient
FoX,Y) := fo0OY +... + foX),
Zoy:=1{(2,2) €Z| ¥ u(2) =0},
G=G1+UGy+...+ U™ 1Gy,
et
Ay, (U) := Resx (Resy (Fy,G), ¥y,,)) € Z[U].
Soient
Q¢(U,X) :=Resy(Fy, G)
et

Qe(U,2) = f1(2°" T[] Glz,2).

Z/EZQ,”'Z

Soit le polynome

Apu(U) =LCF(¥, )" [ fi2°" J] Glz2),

z|¥u(2)=0 (2,2")€Zq

ol § < nyny est le degré du polyndme Q(U, X) par rapport a la variable X et ny celui du polynéme
fe par rapport a la variable X.
Le coefficient du monome de plus bas degré de Ay, (U) par rapport a la variable U est un entier
non nul et vaut

LCF(¥(,)° ™" Resx (fo, Yo, [ Gitzoy(2,2).

(z,2") EZ?,M

Sachant que
8—nangeO(mny), []LCF (\leu) = LCE(R) € 200
[} '

et
[ [Resx(fe, ‘qu) = Resx(fy, R) € 20(0N+Am)
at

on en déduit que

1
[T Gz (2 2) "2 = = (2.26)
(z,Zz')eZ

avec B" := LCF(R)" ™ Resx (f;, R)" € 20t mmz+nimN),
On montre bien que

Y. —u@ ). 10gIGi¢z(z,2) < beOAn ny +11n2N) (2.27)
zeVe(R) z'eZ,

avec b =logE".
Posons Z = {(z,2') € Z, |G;(z,2')| = 1}. En utilisant (2.22), (2.27) et le Lemme 1.7, on établit que

Y. w@ Y 110gIGig(z,2)I<2a+b (2.28)
zeVe(R) z'eZ,

avec a défini dans (2.23). Donc
Y. @ )Y 1108IGi,z) (2 2)ll € O((tany + T1n2)N + (A + N)ny np) (2.29)
zeVe(R) z'eZ,
O
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Le théoréme ci-dessous donne des bornes de compexité amorties sur la somme des mesures
de Mahler des polynomes F(z;, —) et des séparateurs de ses racines z; ; ainsi que les valeurs abso-
lues de ses premieres dérivées non nulles en les racines z; ;.

Dans la suite de ce manuscrit, nous noterons par

k
okF

[k _ Y~
= k!

(2.30)
la dérivée k-ieme de F par rapport a la variable Y divisée par factorielle k.

Théoréme 2.1
Soient R € Z[X] et F € Z[X,Y] deux polynomes définis comme dans la Proposition 2.9, oit \(z) :=
mult(z,R). Alors, on a

@ ¥ zev @ (2 -1ogGDisc(F(z, -)) € O(n(NT + nA +Nn)).
() ¥ zevem M(2) -logsep(F(z,-)) € O(n(NT+ nA+Nn)).

Démonstration

(a) est une conséquence immédiate de la Proposition 2.9 appliquée a R et a la famille Fli(22)] de
magnitudes respectives (N, A) et (n,n+ 1).

(b) D’apres la Proposition 1.6

logsep(f) +logGDisc(f) € O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(IDisc(f)])).

On démontre (b) en utilisant les bornes amorties suivantes déja établies :
d’aprés le Théoreme 2.1(a),

Y u(2)-logGDisc(F(z,-)) € O(n(NT + nA + Nn));
zeVe(R)

d’apreés la Proposition 2.5 (2.1),

Y (=) -logLen(F(z,-)) = OINT + nA + nN),
zeVe(R)

et a partir de I'équation (2.3) toujours dans la méme proposition 2.5,
Y u(z)-logMea(F(z,-)) = O(NT + nA + nN).
2eVe(R)
A présent, nous allons expliciter la technique adoptée dans la détermination de
degy (pgcd(F(z,Y)),0v(F(z,Y))),
ol z est une racine de R; avec comme objectif final la démonstration de la proposition ci-dessous :

Proposition 2.10
Pour toute racine z € C de R, la complexité du calcul de deg(F(z,Y)) et deg(pgcd(F(z,Y),0y(F(z,Y))
vaut

OMN?A + N2 + n®t+n®).

Nous commencons par faire une estimation de la complexité du calcul des polynémes Rg dé-
finis dans les équations (2.13) et (2.14).
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Proposition 2.11
La complexité du calcul des polynomes

(R} e ]
nécessite O(max(n,N) (nN + nA + N1) + n31 + n*) opérations binaires.

Démonstration
On sait que la magnitude du polynome R* est bornée par (N, A + N), et Jn,(X) est de degré maxi-
mal 7 et taille binaire O(t). D’apres la Proposition 1.12, on peut calculer le pgcd(R*, fn,) avec
O(max(n,N)(nN+nA+NT1)) opérations binaires. Sachant que, pour tout £ € [0, ny,—1], deg(R’;e) <n
et que la taille binaire des coefficients du polyndome R, vaut au plus n+ 7, la complexité du calcul
de tous les (R;e)eg[o,ny_ll esten O(n3t + n).

Il reste a analyser la complexité du calcul de R} tout en prenant en compte la division exacte
de R;; par R’; - Cette tache requiert O(NA + N?) opérations binaires pour ¢ = ny et O(nt + n?)
opérations binaires pour chaque ¢ < n,,. O

La démonstration de la Proposition 2.10 qui est proposée dans ce manuscrit s’appuie sur une
famille de polynémes RZ « que nous allons définir ci-apres. Pour tout entier positif £ < ny, on défi-
nit le polynéme

¢
Fo:=) i)Y
i=0
On note par sDiscy x(X) le k-iéme sous-discriminant de Fy vu comme un polynéme en la variable
Y. On définit :
R} X) =Ry,

et pour tout k € {0,...,¢ — 1},

* * . * R;Ek(X)
R} L1 00 1= pged (Ry L (%), sDisco k()] Ry 00 = 2= 2.31)

*
R€,2k+1 X)

Proposition 2.12

Soientze C etl € [1,n,] tels que degy(F(z,Y)) = £ (i.e. R;(z) =0), alorson a
degy (pged (Fo(z,Y),0vFe(2,Y))) = k <> R}, (2) = 0.
degy (pged (F¢(2,Y),0vF((2,Y))) = k & Ry (2) = 0.

Démonstration
La démonstration se fait par récurrence sur le degré du pged.
Pour k=1,
si

degy (pged (Fe(2,Y),0,F¢(2,Y))) = 1 = sDiscy,1 (2) =0
puisque z est une racine de R

*

050’ donc d’aprés la Définition (2.31)

R}, (2) =0;
en particulier, si
degy(pged(F¢(z,Y),0,F((z,Y))) = 1= sDiscy, (z) = 0etsDiscy(z) # 0

R}, (2) = 0.

Inversement,
si
RZZI (z) = 0 alors par définition sDiscy,(z) =0
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degy(pged(Fe(z,Y),0,F(z,Y)) = 1;

en particulier,
R} | (2) = 0 entraine par définition R, . ,(2) =0 et R}, ., (2) #0

sDiscy,1(2) = 0 et sDiscy2(z) #0
degy(pgcd(Fy(z,Y),0,F(z,Y))) = 1.
Admettons que la proposition est vraie a I'ordre k et vérifions la a I’ordre suivant.
degy (pgcd(Fe(z,Y),04F(2,Y))) = k+1 = sDiscy,1(2) = ... =sDiscy x+1(2) =0
par ailleurs,
R} (@) =...=R}.(2)=0

par récurrence du fait que la proposition reste vraie a I'ordre k.
R} 101 (2) = pged(R} ., sDiscy ) (2) = 0;

en particulier,
si
degy(pged(Fe(z,Y),0,F¢(z,Y)) =k+1,

alors
sDiscy1(z) =...=sDiscy r+1(2) = 0 et sDiscg x42(2z) #0

par construction des polyndmes Rzz p (2.31),0ona

R} ii1(2) =0€tRy_,,(2) £ 0;

d’ ol

R7 1(2) = 0.
Inversement,

RszH (2)=0
entraine par définition que

R} . (2) = sDiscg x(2) = 0
degy (pged(Fe(2,Y),0,F(2,Y)) = k+1;

en particulier,
R;kﬂ(z) =0=> Rzzkﬂ(z) =0et Rzzm(z) #0

or, d'une part Rz‘_z +1 @) = 0 entraine par récurrence que
sDiscy x(2) = ... =sDiscy,1(z) = 0;
d’autre part RZZ k2 (@) # 0 implique que
sDiscy k+1(2) #0;
d’ou
degy(pgcd(Fe(z,Y),0yF¢(z,Y))) = k+1.
O
Proposition 2.13

La complexité du calcul des polynomes

(sDisce, X)) ge 1,1, kefo,0-1]

esten O(n1) opérations binaires.
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Démonstration

Notons qu'il y a ny < n listes de polynomes sous-résultants a calculer. D’apres la Proposition 2.4
la complixité est en O’ opérations binaires. O
Proposition 2.14

esten
0e[1,n,],kef0,6-1]

La complexité du calcul des polynomes (R; k(X))
O(max(N, nz)(Nn2 +Nnt+ n2A) +nlT+ nG)

opérations binaires

Démonstration

Soient ¢y . le degré du polynome RZ‘E « €t Tk la taille binaire maximale des coefficients de R

6=k’
Notons que les racines de R} correspondent en réalité aux racines z de R telles que
_yr

degy (F(z,Y)) = n,, et degy (pged(F(z,Y),0vF(z,Y))) =0.

D’aprés les Propositions 1.12 et 1.13, la complexité de calcul du polyndme RZWO esten

O(max(N, n?)(Nn? + Nnt+ n?A)
opérations binaires. Or, d’apres la Proposition 2.6, on sait que toute racine de R;y,z , pour k>0

est aussi une racine de Discy(F) de multiplicité supérieure ou égale a k. Par conséquent, (RZ - k)
=
divise Discy (F). Donc

nn-1) & -
Pk S = €€ Y @k €O0T").
k=1

En appliquant la Proposition 1.5 (1.4), on montre que Ty, < logMea(R;y,2 ©) T ®n,, k- En tenant

k
compte du fait que (R; - k) divise Discy(F) et que la mesure de Mahler est multiplicative, on
Y=
montre aussi que

y
kz logMea(R}, ;) <logMea(Discy(F)) € O(n1).
=1
Donc
y
Y Tnyzk€ On? + n).
k=1

Par ailleurs, pour tout £ € [1,ny, — 1], R}, , est un diviseur de R}. Donc

*
=k

[

kz @Yok < (+1)-deg(Ry);
-0

ny—l

deg(R})<n,<n
Z g(e y
=1

et
ny—1 ¢

Z Z (pf,k € O(I’lz)

=1 k=0

*

En appliquant la Proposition 1.5 (1.4) on montre que T ; < logMea(R"'2 ) T ¥ k- Sachant que L

est un diviseur de R7, qui lui divise f;, et que
e ~
> logMea(Rj ..,) < logMea(f) € O(1),
k=0
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on en déduit que
ny—1 ¢

Z Z To,k € O(I’lz +nT).
=1 k=0

Donc
ny—1 ¢

I’ly ~
Y Pnkt D D Wek€ O(n®)
k=1 =1 k=0

ny—-1 ny—1 ¢

Y Tagk+ Y, ) Tn,k €0(% +n1).
k=1 =1 k=0

D’apres la Proposition 1.12, la complexité du calcul de R;E 1 X) =pged (R;Z +X),sDiscy, k(X))
pour (¢, k) # (ny,0) esten

O (max(qg,i + n°) (n° Ty + @i, T))

opérations binaires. Ainsi, calculer tous les polynomes Ry > requiert
O (max(N, n?)(Nn? + Nnt + n?A) + n°t + n6)

opérations binaires.
La démonstration s’achéve par ’analyse de la complexité du calcul des R; « €N prenant compte
. . . * *
la division exacte de R&2 k Lokl
(¢, k) = (ny,0), O(n*1 + n®) opérations binaires pour tout (1, k) tel que k # 0, et O(nt + n®) opéra-
tions binaires pour tout (¢, k) tel que £ < ny,.

parR Cette tache nécessite O(NA+N?) opérations binaires lorsque

O

Démonstration Proposition 2.10

Il s’agit tout d’abord d’identifier les racines communes a RZO et R, ce qui nécessite O(N2A + N3)
opérations binaires. Ensuite, une fois que les polynémes RZ . ont été calculés, pour tout (k,£) #
(ny,0), il s’agira d’isoler leurs racines et d’identifier celles qui sont communes au polynome D.
D’apres la Proposition 1.18 cette tache requiert O(n°t + n%) opérations binaires. O

Le théoréme ci-dessous donne une borne sur la compexité du calcul des racines des poly-
némes F(z,—), oll z est une racine du polynéme R. Ce résultat est une conséquence de la Pro-
position 1.15, qui représente la meilleure borne de complexité pour l'isolation des racines d'un
polyndéme univarié a coefficients complexes.

Théoréme 2.2

SoientR € Z[X] un polynéme de magnitude (N, A) etF € Z[X, Y] un polynéme de magnitude (n, 1). Si,
pour toute racine z deR, les entiers naturels n(z) = deg (F(z,-)) et k(z) = deg(pged (F(z,—),0yF(z, -)))
sont connus?, alors :

(a) Avec une complexité en
O3 +N?A + n-max(n?,N) - (NT + nA + nN))

opérations binaires, on peut calculer

(al) des disques d’isolation adéquats 2, , < C pour toutes les racines complexes z' des poly-
némesF(z,—); de plus la somme de toutes les tailles binaires des rayons et des centres des
disques 9, est bornée par O(n(NT + nA + nN)),

(@2) la multiplicité u(z, z') de chaque racine complexe z' du polynéme¥(z,-), et

2. Notons que, d’apres la Proposition 2.14, les entiers naturels n(z) et k(z) peuvent étre calculés avec O(NZA +N3 +
n®t + n%) opérations binaires. Par conséquent, le polynome F(z, —) admet m(z) = n(z) — k(z) racines distinctes.
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(a3) une approximation dyadique G, , des séparateurs sep(z',F(z,-)) telle que
1 / ~ !
> sep(z,F(z,-)) <042 <2-sep(z,F(z,-))

pour toutes les racines z (resp. z' ) deR (resp. F(z,-)).

(b) Soient le sous-ensembleV c {(z,z') € C? : R(z) = 0 et F(z, z) = 0} de C? et x un entier naturel
strictement positif. Alors, pour tout (z,z') € V, son disque d'isolation 9, peut étre rétréci sur
un rayon inférieur ou égal a2™* avec pas plus de

O|N®+N2A + n-max(n®,N)- (NT+ nA +nN) + k- (N-p+n°- Y )

zemnyx (V)

opérations binaires; oil |1, := maxz znev L(2', F(z,-))) ef i := maxzen, (v) Hz-

(c) En particulier, si \(z,2') = 1, pour tout (z,z') € V alors on peut raffiner les disques 2, avec
O (N?+N?A + n-max(n®,N) - (NT + nA + nN) + k- (N - p + n? - card (rx (V) )
opérations binaires

Démonstration

Soient z une racine complexe de R, 1 € Z tel que 272 < LCF(F(z,-)) <27 %, et F,:=2%-F(z,-).
Notons que, sous ces hypotheses, les polynémes F, et F(z,—) ont les mémes racines et la valeur
absolue du coefficient de téte de F, reste comprise entre 1/4 et 1. D’apres la Proposition 1.15, on
peut calculer des disques d’isolation adéquats 9,  pour toutes les racines de F, (il en de méme
pour les racines de F(z, —)) ainsi que leurs multiplicités u(z, z') respectives avec au plus

O(n(n? + n-logMea(F,) +logsep(F,) + logGDisc(F,))), (2.32)

opérations binaires. Dans la suite, nous aurons besoin d’'une approximation de F, avec une préci-
sion absolue, bornée par

p. € O(n(n®+ n-logMea(F,) +1ogGDisc(F,))). (2.33)

D’apres la Proposition 2.5 et le Théoreme 2.1, on montre que la somme, sur toutes les racines z de
R, de la borne (2.32) vaut

On? - (NT+ nA + nN)),

etla somme, sur tous les z € V¢ (R), de la borne (2.33) pour la précision d’entrée vaut

Y. pz€0(n-(NT+nA+nN)).
zeVe (R)

Ainsi, il reste a démontrer qu’on peut calculer des approximations suffisamment bonnes des
polynémes F, avec pas plus de O(n? - (NT + nA + nN)) opérations binaires. Le calcul d’'une p,-
approximation binaire de F, nécessite tout d’abord de trouver un entier 1, tel que 2~"= 72 < LCF(F(z, -)) <
27Tz et calculer une (p + T;)-approximation binaire de F(z, —). Ensuite, multiplier les coefficients
du polynéme approximant F(z, —) par 1, bites. Commencons par analyser la complexité du cal-
cul de I'entier 1. D’apres la Proposition 1.16 a), on peut calculer une approximation ¢, de c; :=
ILCF(F(z,-))|, telle que |c, — &;| < 27%, avec O(n(L+ nlogmax(1,|z|)) + T) opérations binaires. L'al-
gorithme prend en entrée une O+ nlogmax(l, |z|) + T)-approximation binaire de z. Ainsi, en
choisissant successivement L = 2,4, 8,..., on arrive a calculer T, avec un entier naturel L de taille

L, € O(|log[LCF(F(z,-))I| + T+ n+ nlogmax(l,|zl)),
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tel que le cotit d’évaluation reste borné par O(nL,) opérations binaires. En prenant la somme de
cette borne sur tous les z et en appliquant la Proposition 2.9 (b) (avec G; = f,,-i, la suite des
coefficients de F € Z[X][Y]), on montre que

Y O@mL)=n-Of ) (1og|LCF(F(z,-))Il+ T+ n+nlogmax(l,|zl)
zeVe(R) zeVe(R)

=0 (I’ZZ(NT +nA+Nn))
Notons que 'analyse de la complexité ci-dessus implique aussi que

Y. 1,€0n(NT+nA+nN)).

ZEVC(R)

Lestimation de la complexité du calcul des approximations suffisamment bonnes de F(z, —)
est obtenue a l'aide de la Proposition 1.16 a). Donc la complexité d'une (p; + T1;)-approximation
binaire de F(z,—) est en au plus O(n?(t + n+ nlogmax(l,|z|) + p, + T;)) opérations binaires pour
une O(t+n+ nlogmax(l, |z|) + p; + T;)-approximation binaire de z. En prenant la somme de cette
borne sur toutes les racines z de R, on obtient

O|n*N(t+n)+n® Y logmax(1, |zl) + n* Y (pz+T2)
zeVe(R) zeVe(R)

=n3-O(NT+nA+nN)

A présent, nous allons déterminer une borne sur la complexité du calcul des approximations
suffisamment bonnes des racines du polynéme R. Notons que, pour toute racine z de R, le réel
T+ n+nlogmax(l,|z|) + p; + T, est borné par O(n- (NT + nA + nN)). En effet, la borne précédente
s’applique a la somme de tous les termes. Donc il suffit de calculer des approximations pour toutes
les racines de R avec une précision absolue de taille O(n - (NT + nA + nN)). D’apreés la Proposi-
tion 1.17, la complecité du calcul des disques d’isolation adéquats correspondants est bornée par
O(N® +N2A + nN(NT + nA + nN)). La borne sur la somme de toutes les tailles binaires des centres
et des rayons des disques D ;- découle directement de la Proposition 2.5 et du Théoreme 2.1.

Ce qui met fin a la démonstration des assertions (al) et (a2).

Pour 'assertion (a3), notons que

MiNg1 2705z, 2m=0 | Mz, 20 — Mz 7]

€]1-1/32, 1+1/32];
sep(z’,F(z,-))

ol m;  représente le centre de &, ,. Ainsi, les approximations 6, ,, satisfaisant les propriétés
requises, peuvent étre directement obtenues a partir des distances qui séparent les centres m;
des disques. En effet, la somme de toutes les tailles binaires des centres m; » est bornée par

O( ) logMea(F;) +logsep® (F;)) € O(n(Nt + nlogMea+Nn)).
zeVe(R)

Il reste a établir la complexité du procéssus de raffinement des disques &, qui consiste a
réduire les disques a une taille inférieure ou égale a 27, pour tout (z, z') € V. D’apres la Proposi-
tion 1.17 (c), pour un z fixé, on peut raffiner tous les disques &, , en

O(n(L- p; + n? -logMea(F,) + nlogGDisc(F) + n®))
opérations binaires. La somme sur toutes les racines z de R est de 'ordre de

O(n*(NT+nA+Nn)+nL- Y W)
zeVe(R)

La précision d’entrée p, requise pour approcher le polynéme F est en

p. € O(L-p+ n-logMea(F,) +logGDisc(F,) + n?).
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Les mémes arguments nous permettent d’en déduire que le calcul des approximations suffisam-
ment bonnes pour les polynémes F, peut s’effectuer en

O(n® - (NT+nA+Nm) +L(Np+n®- Y W)
zeVe(R)

opérations binaires. O

Remarque 2.3
Au vu des deux derniers points du Théoréme 2.2, il n'est pas toujours facile de raffiner les disques
d’isolation d’'un polynome bivarié. En particulier, lorsque \(z,z') > 1 est grand.

Cependant, il est possible d’adapter les algorithmes dédiés a ce calcul afin de les rendre plus ef-
fectifs et efficaces. 1l s’agit d'utiliser les bornes amorties sur la taille du séparateur. En effet, dans cer-
tains cas de figures, les racines peuvent étre assez proches les unes des autres. Si toutefois le nombre
de paires de racines deux a deux proches est minime et que l'on dispose d’un test pas cher permettant
d’identifier les calculs nécessaires et suffisantes a effectuer.

Une telle situation apparait dans le Théoreme 2.3 mais aussi dans les Propositions 2.17 et 2.18
qui constituent des résultats clés a la démonstration du Théoréeme 2.4.

Théoréme 2.3
Soient R € Z[X] un polynéme de magnitude (N,A\), EG € Z[X,Y] deux polynomes de magnitu