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Abstract. il

Topologie de courbes algébriques planes et
projection de surfaces analytiques réelles

Résumé

Cette these traite de la représentation topologique d’objets géométriques définis de facon impli-
cite. La résolution de ce type de probléme reléve du domaine de la géométrie algorithmique.
Soit Vg(P) une courbe algébrique réelle plane définie comme étant le lieu des zéros d'un poly-
nome sans facteur carré P € Z[X,Y] de magnitude (d, t). Le premier résultat principal présenté
dans ce manuscrit est un algorithme qui calcule un complexe simplicial isotope a Vg (P) sans pas-
ser par une mise en position générique de Vg(P) avec seulement Od®t+d® opérations binaires.
I constitue une alternative a 1’algorithme de Mehlhorn et al. [33], dont le succés repose sur un
processus aléatoire de détermination d’'une position générique de Vr(P). La deuxieme contribu-
tion principale de cette these est un algorithme permettant de calculer le graphe des singularités
d’une surface analytique réelle Q c R3 : étant donnée une surface analytique réelle lisse ./ défi-
nie comme une intersection de deux hypersurfaces réelles dans R?, la surface Q est I'image de .4
par la projection canonique de R* dans R3. La surface Q comporte, en général, des singularités. Le
calcul du graphe des singularités apparait donc comme un probléme sous-jacent dans I'étape de
la reconstruction de la topologie globale de Q.

Mots-clés : Bornes amorties sur les nombres algébriques, Calcul Effectif de la Topologie d’'une
courbe, Complexité, Projection d’'une Surface Analytique Réelle, Graphe des singularités.

Topology of real algebraic curves and projection
of real analytic surfaces

Abstract.

The topic of this thesis is related to algorithmic geometry. We focus on the problem to built algo-
rithms that give a representation of the topology for geometric sets defined implicitly. We got two
main results : The fisrt one deals with the real algebraic curve. Given a real plan algebraic curve
Vr(P) defined as the zero set of a square free polynomial P € Z[X, Y] of magnitude (d, 1), our algo-
rithm computes straight planar graph isotopic to Vg (P) using only O(d°t + d®) bit operations and
without putting the curve in generic position. Note that, Mehlhorn et al. [33] deal with the same
problem, but their algorithm start by a random process to get a generic position of the curve. The
second main result of this thesis is an algorithm that computes the graph of singularites of a real
analytic surface Q c R3. Let . be a surface in R* defined as the intersection of two hypersurfaces,
Qis then defined as the image of .# by the canonical projection from R* to R3. Usually, the surface
Q is not smooth. We give an algorithm that computes a graph isotopic to the set of singularities of
Q, which is required to reconstruct the whole topology of Q.

Keys-words : Amortized bounds on algebraic numbers, Real Algebraic curves, Exact Topology
Computation, Complexity, projection of Real analytic surfaces, Graph of singularities..
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Introduction

Les questions soulevées dans cette thése relevent respectivement des domaines de la géomé-
trie algorithmique et du calcul formel. 11 s’agit d’élaborer des algorithmes permettant de calculer
une représentation topologiquement correcte d'un objet géométrique défini de facon implicite.
Lintérét suscité par ces problématiques réside a travers les nombreuses applications qui en dé-
coulent : nous pouvons citer entre autres le graphisme, la robotique, les conceptions assistées par
ordinateurs, la visualisation, etc.

Dans le cas d'une courbe algébrique plane, définie comme étant le lieu des zéros réels d'un
polyndéme bivarié a coefficients entiers, sans facteur carré et de magnitude (d, 1), calculer sa to-
pologie revient a trouver une structure linéaire par morceaux qui lui est isotope. Le record en
terme de complexité, dans ce contexte, est détenu par Mehlhorn et al. [33], qui est de 'ordre de
(d°7 + db) opérations binaires. Toutefois, leur algorithme requiert une mise en position générique
de la courbe dont le calcul dépend d'un processus aléatoire. C’est en ce sens que nous proposons
un algorithme efficace ayant la méme complexité et qui a la particularité d’étre effective indé-
pendamment du caractere générique relative a la position de la courbe. Ce qui a pour avantage
de faciliter son implémentation sur un ordinateur comparé a celui de Mehlhorn et al. [33]. Notre
algorithme, présenté dans Diatta et al. [10], résulte d’'un travail collaboratif avec une équipe de
chercheurs constituée de D. N. Diatta !, S. Diatta?, E Rouillier 3, M-E Roy4 et M. Sagraloff 5,

Le second probléme étudié dans cette these traite de la représentation topologique de I'image
par projection d'une surface analytique réelle lisse de R* dans R3. 11 s’agit plus précisément d’'un
algorithme qui calcule le graphe des singularités de I'image de la surface par cette projection, s’il
existe. En effet, lorsque I'image dans R® est une surface lisse, alors le graphe est inexistant. Tou-
tefois, il convient de souligner que, le cas de la projection d’'une courbe de 'espace (R%) dans le
plan (R?) a été investi par Imbach et al. [21]. Des lors, il devient donc naturel de s’interroger sur
la possibilité de généraliser leur algorithme pour des objets géométriques vivant dans des espaces
de dimensions plus grandes. Ainsi, aprés avoir identifié les différents types de singularités, nous
avons proposé un algorithme qui calcule un graphe isotope a la partie singuliére de 'image de la
surface implicite dans R3. Les résultats obtenus dans cette deuxiéme partie émanent de plusieurs
séances de travail avec G. Moroz ® et M. Pouget ’ et ont fait 'objet d’un article publié dans Mathe-
matical Aspects of Computer and Information Sciences (MACIS 82019).

Structure de la these. Le plan de ce manuscrit est réparti comme suit :

¢ La Premiere Partie traite du calcul effectif de la topologie d'une courbe algébrique plane.
Elle regroupe les Chapitres 1, 2 et 3.

* LaDeuxieme Partie est dédiée a la projection de surfaces analytiques réelles. Elle est consti-

. Université Assane Seck de Ziguinchor, Senegal

. Université Assane Seck de Ziguinchor, Senegal

INRIA Paris, IMJ-PRG - Sorbonne Universités, France

IRMAR, Université de Rennes I, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes CEDEX, France, 33(0)223236020
. HAW Landshut, Max-Planck-Institut fiir Informatik, Saarbriicken, Germany

. INRIA-LORIA, Nancy, France, guillaume.moroz@inria.fr

. INRIA-LORIA, Nancy, France, marc.pouget@inria.fr
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tuée des Chapitres 4 et 5.

Premiére Partie. Le chapitre 1 aborde les algorithmes d’isolation des racines d’'un polynéme
univarié. La premiere section constitue essentiellement des rappels sur les prérequis algébriques
tels que la mesure de Mahler, le discriminant, le séparateur et le résultant d'un polyndme. Elle
comporte aussi des résultats déja connus, qui sont relatifs aux différentes notions citées ci-avant.
La deuxieéme section traite tout particulierement de I'algorithme d’isolation des racines d'un po-
lynéme proposé par Mehlhorn et al. [33]. En effet, les auteurs détiennent a travers cet article la
meilleure borne de complexité connue pour ce probléme. Lefficacité de leur algorithme réside
dans des techniques nouvelles qui y sont dévoloppées, tout en s’appuyant sur 'algorithme de fac-
torisation de Pan [42] (voir sous-section 1.2.2).

Le chapitre 2 constitue notre contribution originale au probléme soulevé dans cette premiére
partie. Nous y traitons du calcul effectif de la topologie d'une courbe algébrique plane. Notre al-
gorithme ne requiert pas une mise en position générique et il est effectif avec une complexité de
O(d’t + db) opérations binaires. La section 2.1 revient en détails sur la technique utilisée pour
calculer le degré d'un polynéme a coefficients algébriques. Ce travail préliminaire nous a per-
mis d’appliquer une Décomposition Cylindrique Algébrique (DCA) efficace (voir section 2.4) de
la courbe, tout en restant dans la complexité visée. On peut citer entre autres, le calcul des fibres
critiques obtenues en isolant les racines d'un polyndéme P(a,Y); ot a est racine d'un polynéme
univarié. Les détails du calcul effectif du graphe et de I'analyse de la complexité de notre algo-
rithme sont présentés dans la section 2.5 : Il s’agit, tout d’abord, de calculer les boites d’isola-
tion des points spéciaux (points singuliers et x-critiques de la courbe). Ensuite, de déterminer des
boites adjacentes a ces points. Ces deux premieres étapes permettent de reconstruire localement
la topologie de la courbe autour des points spéciaux. Enfin, nous explicitons la démarche utilisée
pour reconstruire la courbe toute entiére grace aux informations collectées précédemment.

Le chapitre 3 constitue une seconde contribution a I'étude quantitative de certains aspects
des courbes algébriques. Plus exactement, il s’agit de deux résultats quantitatifs qui permettent
d’apprécier la facon dont une courbe algébrique s’écarte de sa tangente verticale en un point x-
critique. La section 3.1 est dédiée aux énoncés des théoréemes principaux ainsi que des illustra-
tions a travers des exemples. La section 3.2 comporte des préliminaires utiles. La section 3.3 est
dédiée ala démonstration des Théoremes 3.1 et 3.2.

Deuxiéme Partie. Elle traite essentiellement de la représentation topologique de I'image, par
la projection canonique, de courbes et surfaces analytiques réelles. L'étude des types de singula-
rités (aussi appelées des multigermes) qui apparaissent dans ce contexte releve de la théorie des
singularités. Le domaine fut investi en premier par Mather [32], suivi des travaux de Goryunov [19].
Lobjectif final étant de faire appel a des méthodes numériques pour visualiser ces objets, nous in-
troduisons dans le chapitre 4 des rappels sur la théorie des singularités et de quelques méthodes
numériques.

Le chapitre 5 constitue notre troisieme contribution. La projection d'une surface analytique
réelle de R* dans R® comporte généralement une partie singuliere. D’aprés Goryunov [19], pour
une surface lisse en position générique, il en résulte trois types de singularités : cross-cap, points
triples et une courbe de points doubles. Nous proposons un algorithme permettant de calculer le
graphe des singularités de la surface obtenue dans R3. Apreés avoir introduit les définitions et les
notations de base dans la section 5.1, nous modélisons les différents types de singularités sous
forme de solutions régulieres de systemes d’équations (voir section 5.2). La section 5.3 explicite
les différentes étapes de notre algorithme.
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Premiere partie

Topologie de courbes algébriques planes






Chapitre 1

Isoler les racines d’'un polynome

Introduction

Les algorithmes d’isolation des racines sont des outils indispensables au calcul de la topologie
d’'une courbe algébrique. La section 1.1 présente des résultats quantitatifs sur les racines d'un
polyndéme. La section 1.2 revient sur I'algorithme d’isolation des racines d'un polynéme présenté
par Mehlhorn et al. [33]. Les résultats de ce chapitre sont pour la plupart déja connus.

1.1 Bornes sur les racines de polyné6mes univariés

1.1.1 Quelques rappels algébriques
Mesure de Mahler et séparateur

Définitions 1.1
Soient

=Y aXx'eCx,
i=0

un polynéme de degré n et V¢ (f) I'ensemble des différentes racines complexes de f .

* Lecoefficient a,, est appelé le coefficient de tétede f . Il est noté LCF(f) = a,,. Donc, le polynéme
f peut étre réécrit comme suit

f=LCE(H- [] X-2"2.
zeVe(f)

e Lalongueur de f est donnée par la formule
n
Len(f):=)_ lail.
i=0

e Lanorme de f est donnée par la formule

1=/ an |ail.
i=0

¢ La multiplicité de z en tant que racine de f, notée ici mult(z, f), est le plus petit indice i € N*
tel que (X - z)! divise f et X — z)'*! nedivise pas f; i.e
mult(z,f)-1
/\ f[l](z) =0A f[mult(z,f)] (Z) # 0.

i=0

Si z n'est pas une racine de f alors mult(z, f) = 0.

3



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 4

* Lapartie sans facteur carré de f, notée f*, est donnée par

f*=LCF(NH- [] X-a.

zeVe(f)
e Lamesure de Mahler de f est définie par

Mea(f) := [LCE(f)|- [] max(1,|zl)"®@
zeVe(f)

et Mea( [) représente la mesure de Mahler de f sans le coefficient de téte

Mea(f):= [] max(1,|z)"@.
zeVe(f)

* Leséparateur de z, en tant que racine de f, est défini par

sep(f,z):= min —-z|;
p f erc(f)\zly |

et le séparateur du polynoéme f est défini comme étant le minimum des séparateurs des ra-
cines du polynome; i.e
sep(f):= min_sep(f,z)
p(f zeve(f) p(f

Lemme 1.1
Si f e C[X] est de degré n et z € C, alors

| f(2)] < Len(f)max(1,|z)".

Démonstration
Soit

n .
f = Z ain
i=0

PourtoutzeC,ona:

|f (@) < ) la;l xmax(1,|z])" = Len(f) max(1, |zl)".
i=0

Lemme 1.2 Basu et al. [4, Lemma 10.10]
Soient f € C[X] un polynéme de degré n et z € C. Alors

IX—=2) fXI =11(ZX-1) fXIl

Démonstration
Ona:
) n+1
IX—-2) fWII° =) (aj-1—zaj)(aj-1 - za;)
j=0

n
= +1zPIfIP =Y (zajaj- +zdja;-1)
j=0

avec a_j = ap+1 =0, du fait que
(aj_1—zaj)(@j—1 - za;) = laj11* +1z|*|a;* — (za;a;—, + za;a;—)
j-1 -1 J j-1 J Jej-1 jej-1

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 5

De la méme maniére, on a:

n+1
I(ZX -1 fX)I* = Z()(Zaj_l —aj)(zaj_1 - aj)
]:

= +zP)IfI? =Y (zajaj-, - za;a;-1)
j=0
1(ZX - D XN =X - 2) fFX)I?
1(ZX =1 fFXI =11(ZX - D) X

[l
Lemme 1.3 Basu etal. [4, Lemma 2.12]
Soient zy, ..., zy des éléments appartenant a C et
f=X-z)X—-zi) =XF+C; XK 1+ 4 Cp
alors
Ci=(-1' Z Zj &y
1<sji<-<jisk
Démonstration
Il suffit d’identifier les coefficients de X* de part et d’autre de 1’égalité
X-2z1) - X—-zp) =X +C XK L4 4 Cy
O
Lemme 1.4
Soient f € C[X] de degré n et
(K f(k)
alors
Len(f*¥) < 2"Len(f)
Démonstration
Soient
n . n-k .
f=Yax e fP=Y axri
i=0 i=0
Pour toutindice i e Ntelque0<i<n-k,ona:
Ialil <nn-1)...(n—k)la;|
en utilisant le fait que
nn-1)...(n-k) (n n
k! < ( k) <2
nous obtenons
1 n-k n
E Z la;| <2"Z lail;
=0 i=0
d’ot1 le résultat.
O

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 1. ISOLER LES RACINES D’UN POLYNOME 6

Définition 1.1

Soit P(X) = agX9 +---+ apX", avec q < n, un polynéme univarié de degré n a coefficients dans C,
tel que ag # 0 et a, # 0. La borne supérieure (resp. inférieure) de Cauchy du polynomeP, notée C(P)
(resp. c(P)), est définie par

ai;
C(P) = el
qszisn an
S e
g<i<nlli

Proposition 1.1 Basu et al. [4]
Size C estuneracine deP,
cP)=|z|=C@P)

Résultant et sous-résultant

Dans ce paragraphe, nous introduisons les matrices de Sylvester et Sylvester-Habicht a partir
desquelles nous définirons le résultant et sous-résultants de deux polyndmes (voir Basu et al. [4,
section 4.2.1]).

Définition 1.2
Soient D un anneau intégre et f(X), g(X) deux polynomes de D[X] de degrés respectifs n,n’ par rap-
port a la variable X. Nous supposons que n=n' et

f=aX"+--+agetg=byX" +--+hy

La matrice de Sylvester associée a f et g, notée Syl(f, g) est la matrice de taille (n+n') x (n+n') obte-

nue a partir des vecteursX" "' f,...., f,X" " g,..., g exprimés dans la base X"+ 1, X" 2 X,1.

an an—l e cee aO 0 cee 0
0
: 0
0 e 0 ap an-1 oo e e aop

Syl(f,g) = |bw bw-1 - - bo 0 - - 0
0 : . . .
. . '. ) 0
0 0 bn’ bn,71 bO

Soit j un indice tel que0 < j <min(n',n—1). La j — ieme matrice de Sylvester-Habicht associée
aux polynomes f et g, notée SylHa ;(f, 8), est la matrice dont les lignes sont données par les vecteurs
XL L £, XPI g g exprimés dans la base X" ~I71 X I=2 X 1. SylHa(f, g) est de
taille(n+n' —2j) x (n+n' - j)

Définition 1.3
Lerésultant de f et g est I’ élémentRes(f, g) € D défini par

Res(f, g) = det(Syl(f, g))

Remarque 1.1

- Res(f, g) peut étre aussi défini comme étant le déterminant de la matrice transposée, associée
a lapplication linénaire ¢ : D<yy x Dy — Depyny qui, a u et v, de degrés respectifs au plus
n' —1 et n—1, associe le polynéme uf + vg.

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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- SiD =C, Res(f, g) = 0 si et seulement sideg(pgcd(f, g)) >0, i.e f et g admettent au moins une
racine commune.

Définition 1.4

Soit SylHa; ;(f,8) la matrice carrée obtenue en prenant les (n + n' —2j) premieres colonnes de
SylHa;(f, 8).

Le k — ieme sous-résultant de f et g, notésResi(f, g), est le déterminant de SylHa; ;(f, 8).

Proposition 1.2 Basu et al. [4]
SiD=Cet0<k<min(n',n-1), alors deg(pgcd(f, g)) = k si et seulement si

sReso(f,g) =sResi(f,g) =--- =sRes,_1(f,g) =0 ersRes,(f,g) #0.

Définitions 1.2
Soit D un anneau integre, f € D[(X] un polyome de degré net0<k<n-1.

¢ Lediscriminant de f est ' élément Disc(f) € D tel que
LCF(f) - Disc(f) = Resx(f, f1).
¢ Lek-ieme sous-discriminant de f est I’ élément sDiscy(f) € D tel que
LCF(f) - sDisck(f) = sResi(f, ).

Proposition 1.3
SiD=C etdeg(f) =netz,...,z, sont les racines complexes de f alors

(a)

IDisc(f)| = ILCF(/)*" |- [] lzi—zjl=LCE(NH" 2 -T]|f (=)
i,k:i£k i

(b) k est le plus petit indice tel quesDisc (f) # 0 si et seulement si f admet n— k racines distinctes
dansC.

(©
-|Disc(f™)]

|sDisck(f)|=( [T ne

zeVe(f)

Remarque 1.2
Les racines de f n'étant pas nécessairement distinctes, alors Disc(f) = 0 si et seulement si f admet
au moins une racine multiple.

Définition 1.5
Le discriminant généralisé GDisc(f) d’'un polynéme f est l'élément de D, défini comme étant le
coefficient du terme de plus petit degré en la variable U de = Resx(f, f'+...+ U= fll 4+ ). SiD=C,

|GDisc(f)| = [LCF(AI*" 2 [] lzi— 2" = ILCEOI" 2 ] If™ @,
i,jii#j 1<i<n

ol z1,...,2m désignent les différentes racines complexes de f et \\; leurs multiplicités respectives.
Lorsque toutes les racines sont simples, le discriminant généralisé est égal au discriminant.

Borne de Davenport-Mahler

Définition 1.6 (Notion de grand "O") Basu et al. [4, Notation 8.2]
Soient f et g deux applications deR’ versR et h une fonction deR dansR.

- Lexpression "f (v) est en h(O(g(v))) " signifie qu’il existe un entier naturel b tel que pour tout
veR:, f(v) < h(bg(v)).

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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- Lexpression "f (v) esten h(()(g(v))) " signifie qu'il existe un entier naturel a tel que pour tout
veN f) < h(gw)log,(g(w)ND.

Définition 1.7
Un polynéme f = Z?:o aiXi € Z[X] est de magnitude (n, T) si

deg(f)<net|a;|<2"Vi=1,...,n.

Proposition 1.4 Eingenwillig [12], Escorcielo and Perrucci [13]
Soit f € C[X] un polynéme de degré n ayant m racines complexes distinctes dans C. On a alors :

min(n,2n-2m)/6

(@) sep(f)Z|sDiscn_m(f)|”2Mea(f)“"”)gm—m’z(%) , (1.2)
3m 1min(n,2n—2m)/3

) 1 sep(z,f)z|sDiscn_m(f)|Mea(f)2“‘"”me(5) . (1.3)

ZEV@ (f)

Définitions 1.3
Soit f € C[X]. On définit

loglen(f) := max(l,|log(Len(f))]),
logMea(f) := max(1,log(LCF(f))+ ) mult(z, f)-log(max(l,|zl)),
zeVe(f)
logMea(f) := max(l, Y muli(z, f)-logmax(l,|zl)),
zeVe(f)
logsep(f) := max(l, ) mult(z, f)-|log(sep(z, /),
zeVe(f)
logsep™(f) := logsep(f*)=max(l, ) |log(sep(z, f))]).
zeVe(f)
logGDisc(f) := max(1, Y mult(z f)llog(lf™ =Dl z)p)).
zeVe(f)

Le terme max(1,—) qui apparait dans les définitions précédentes permet de garantir que les
quantités correspondantes sont au moins de I'ordre de O(1), ce qui simplifie I'écriture de certaines
expressions.

Proposition 1.5 Basu et al. [4, Proposition 10.8-9]
Soit f=%1", a; X' € C[X], avec a, #0. La norme de f, sa longueur et sa mesure de Mahler sont liées
par la relation ci-dessous :

27"Len(f) <Mea(f) <IfI.

Par conséquent,
logLen(f) <logMeal(f) +deg(f). (1.4)

Démonstration
Tout d’abord, montrons que 2~ "Len(f) < Mea(f). D’apres le Lemme 1.3 on a:

an—k:(_l)k( Z Zil"‘zik) an

1<i;<-<ix<n

lap—k| < (Z) Mea(f)

en prenant la somme de k =0 a n, on obtient :

Len(f) < ) (Z) Mea(f) = 2""Mea(f)
k=0

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC
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Ensuite, montrons que Mea(f) < || f]l.
Soient zy, ..., zx les racines de f telles que |z;| > 1, alors

k
Mea(f) = |an| [ ] Izil.
i=1

Soit le polynome

k P
R=a, [[@X-1D [] X-z)=bX"+---+bg
i=1 i=k+1

Notons que |b;| = |ay ]_[i?:1 zi| = Mea(f). En appliquant k-fois le Lemme 1.2 a f, nous obtenons la
relation suivante

k k
NTTX=-z)fl=1T]EX-DI =R
i=1 i=1

111 = IRII* = | by|* = Mea(f)?
Mea(f) = Il fll
O
Dans ce qui suit, il s’agira de déterminer une borne sur logsep(f) en fonction de logﬁ&( N,

logLen(f) et l@c( f), etterminer par borner logsep(f) +15mc( f) lorsque f estsans facteur
carré.

Proposition 1.6
Soit f € C[X] un polynéme de degré n.
(a) Ona
logsep(f) € O(n(n +logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f)) (1.5)

(b) Si f estsans facteur carré, alors on a
logsep(f) +logGDisc(f) € O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(IDisc(/)D).  (1.6)

Le lemme ci-dessous est un résultat intermédiare qui nous sera utile dans la démonstration de
la Proposition 1.6.

Lemme 1.5

Soient S un sous-ensemble non vide de C et ¢ : S — S une application qui, a tout élément z € S,
associe un autre élément z' € S qui lui est plus proche; i.e|z—z'| = min{|z— x|, Vx € S}. Alors, chaque
Z' € S admet au plus 6 préimages par Uapplication ¢.

Démonstration
Soient ABCDEF un hexagone de centre O et AOB un triangle de I'hexagone. Si AB = max(OA, OB)
alors I'angle BOA est inférieure ou égale 4 271/6. ]

Démonstration de la Proposition 1.6
Pour établir la démontration de (a), montrons d’abord que pour toute racine z de f de multiplicité
p(z) = mult(z, f),

sep(z, /)M@ > | FIMET (2. 27" max(1,2') ™" - Len(f) " (1.7)

avec z' # z une racine de f telle que |[z—Z/| = minyev,_,, 12— x|.
(1.7) découle du calcul ci-dessous :

|f[u(2’)](zf)| = [LCE(f)] - H Iz’—yl*‘(y)
yeVe(fH\{z'}

=sep(z, Y@ ILCEPI- [] 12 -y*Y
yeVe (f)\z,2'}

/M @) < sep(z, )P - Mea(f (X +2))
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et
Mea(f (X +z')) <2"-Len(f) -max(1,|z'])".

Soit ¢ : Ve (f) — Ve(f) I'application qui, a une racine z de f associe une racine z’ de f qui lui est
plus proche. D’apres le Lemme 1.5 chaque z’ € V¢ (f) admet au plus 6 préimages par I'application
¢. Nous en concluons que

[T sep(z H*@ >27 .Len(H™"- [] max(LIp@D™" [] IfHD (2

zeVe (f) zeVe(f) zeVe(f)
=27 . Len(f)™" [] Imax(l,lz)®"- ] min(, | @)
zeVe(f) zeVe(f)
[T sepz, H*?P =277 .Len(f)"-Mea(f)"®- [] min@,|f @ ))°,
zeVe (f) zeVe(f)

ce qui montre

- Y w2 -log(sep(z, f)) € O(n(n +logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f)).
zeVe (f)
sep(z,f)<1

Il reste a estimer

) u(2)-logsep(z, f).
zeVe(f)
sep(z,f)=1

En utilisant I'inégalité
sep(z, f) =1z—¢(2)| = 2-max(1,|z]) - max(1, |p(2)]), (1.8)
nous montrons que

[T sep(z, HM? <2"-Mea(f)- [] max(,lp)h"?

zeVe (f) zeVe(f)
sep(z,f)=1

<2".Mea(f)- [] max(l,|z)®"

zeVe(f)
H Sep(z’f)ll(z) Sznﬁ(f)6n+l
zeVe (f)
sep(z,f)=1
Finalement
Y. u2)logsep(z, f)) € O(n+logMea(f)). (1.9)

z:sep(z,f)>1

Le résultat (b) est obtenu a partir de (1.9) et de la Proposition 1.4 (b). C’est-a-dire :

logsep(f) =max(1,— ) log(sep(z, f))+2- Y  log(sep(z, f))

zeVe(f) z:sep(z,f)>1
slog( [T sep(z f)~'|+0(n-logMea(f))
zeVe(f)

€ O(l@c(f) + nlogMea(f))
€ O(logGDisc(f) + n(logMea(f) + logLen(f))).

Il s’agit maintenant de faire une estimation de léglG_DTsc( f). D’apres le Lemme 1.1, pour tout
nombre complexe z, | f'(z)| < n-Len(f) - max(1,|z|)".
Ce qui signifie que :

Y log(f'(2)) € O(ndloglen(f)) +logMea(f)).
zeVe ()l f(2)|>1
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Ainsi, on a
logGDisc(f) =log( [] If @™ +2- Y |log(f (2
zeVe(f) zeVe (Nl f'(2)1>1
=log( [] If'(@I™H)+0(n(oglen(f) +logMea(f)))
ZEVc(f)
ILCE(H)I"2. - —
=log(—————) + O(n(logLen(f) +logMea
g( Disc(f)] ) (n(logLen(f) g §2)))
e O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(|Disc(f)])]).
O
Lemme 1.6 ©
Si f € Z[X] est de magnitude (n, 1) alors f[k] est de magnitude (n, T+ n) (voir 1.1); o f[k] = fT
Proposition 1.7 Basu et al. [4]
Si f € Z[X] est demagnitude (n, 1), alors
2T_n<Mea(f) <V (n+1)2%. (1.10)
Par conséquent,
logMea(f) € O(t +log(n)), (1.11)
et
logMea(f) € O(t +log(n)). (1.12)

Dans ce paragraphe, il s’agit de déterminer une borne sur logsep(f) en fonction de la ma-
gnitude (n,1) de f. La Proposition 1.6 (a) explicite déja une borne sur logsep(f) en fonction du
degré n, 1a longueur logLen(f) du polynéme f, des valeurs logLen(f), logMea(f) et 16g’GD\isc( .
Sachant que Len(f) < (n+1) - 27 et que Mal(f) <vn+1-27 (voir Proposition 1.7 (1.12)). Il s’agit
maintenant de trouver une borne sur log/GD\isc( f) en fonction de la magnitude (1, n). Nous éta-
blissons un résultat général sur le produit des valeurs absolues d'une famille de polynémes a co-
efficients entiers évaluées en les racines de f (voir Proposition 1.8). Ce qui permet de déduire une
borne sur 1@0 en appliquant le résultat général a la suite obtenue en prenant, pour chaque
racine z de f, la premiére dérivée non nulle au point z.

Proposition 1.8

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n1,1;) ef (gi)1<i<m une famille de polynémes appar-
tenant a C[X] tels que ny = max<;<,(deg(g;)) et dont les coefficients sont bornés en valeur absolue
par2™2, Soit u(z) = mult(z, f) la multiplicité de z en tant que racine de f .

a) Soit A c V¢c(f) un sous-ensemble non vide de racines de f et pour tout z € A, soit i(z) €
{1,...,m} tel que gi(z)(z) # 0. Alors,

Y u(2)loglgic (2)| € O(ny T2 + na1y). (1.13)
ZEA

b) Sipour toutl <i <m, g; € Z[X] et pour toute racine z € V¢ (f) il existe un indice i tel que
gi(z) #0, notons i(z) la plus petite valeur de i telle que g;(z) # 0, alors

Y. u@lloglgix (@)l € O(n T2 + naTy). (1.14)
zeVe(f)

La démonstration de la proposition ci-dessus s’appuie sur le Lemme élémentaire ci-dessous.

Lemme 1.7
Soient a, b, ¢, d quatre nombres réels telsquea<cetb—a<d, alorsa+b<2c+d.
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Démonstration [Proposition 1.8]

a) Pour tout z € A, on a d’apres le Lemme 1.1
|8i(z)(2)| =22 -max(1,|2)";
avec T, défini par 2% = (n, +1)272. En utilisant l'inégalité (1.15), on a

[Tlgi (z)|“(2) <[] 2%M@ . max(1, |z))"2"@ < [T 2%M@ . max(1, |z[) "M@,
z€A z€A zeVe(f)

Sachant que

Y u@<n, Mea(f)<20t18m o 2% = (ny+1)2%,
zZ€EA

ona

H |gi(z) (Z)|I1(Z) < ZTéZp(z)@(f)nz c 20(n] logn2+n2T1+nzlogn1);
zZ€EA

b) Montrons que

H |gi(z) (z)|“(z) € 2~ 0tinz).
zeVe(f)

Posons
gX,U) =g X)+UgX) +--+U" g, (X)

et considérons

|Resx(f.&)| =ILCE(NI™ - [ |g(a)|*?.
zeVe(f)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

On remarque que Resx(f, g) est un polynéme en U a coefficients entiers. Le coefficient de son

terme de plus bas degré appartient a Z\{0} et vaut

ILCEPI™- ] |giw@|"?.
ZEVC(f)

En particulier, sa valeur absolue est supérieure ol égale a 1. Par conséquent,
ILCF(f)|"2 € 200 2);
D’ou1 on obtient (1.17).
Soit
A={z|f(2) =0,I8i(z(2)| = 1}.
On sait que pout tout z € A, |g,~(z) (z)| =1.D’apres (1.16) on a

0< Z W(z)-loglgiz)(2)l = ce O(n1T2 + npty + n2logng)
ZEA

En utilisant (1.17) on montre que

Y. —H(2)-loglgi(2)| < d € O(np1y).
zeVe(f)

En appliquant le Lemme 1.7, on montre que

Y. H(2lloglgin (@l <2c+d.
zeVe(f)

Proposition 1.9
Si f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1), alors
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(a) logsep™ (f) € O(n1).
(b) logsep(f) € O(nt + n?).

Le résultat ci-dessus a été déja établi dans Kobel and Sagraloff [24]. Il s’agit ici de proposer une
démonstration plus simple en s’appuyant sur la Proposition 1.8.
Démonstration
(a) Soit 'application ¢ : V¢ (f) — Ve (f) qui a chaque racine z de f associe une racine z/, telle que
|z~ 2’| = minyey, (-2 12— xI.

D’apreés I’équation (1.8) etle Lemme 1.5, on a

[T sep(zfpH=2"- [] (max(,lzl)-max(l,|®(2)]) < 2" Mea(f)’.
zeVe(f) zeVe(f)

(b) D’apres la Proposition 1.6 (a)
logsep(f) € O(n(n+logLen(f) +logMea(f)) + logGDisc(f))

On sait que les dérivées de f sont de magnitudes bornées par (n, n + ). En appliquant la Proposi-
tion1.8 b) a la famille des premieres dérivées non nulles de f en ses racines, on obtient :

lmc(f) e O(n? + n1).

D’apres la Proposition 1.7 (1.12) logMea(f) € O(t + logn). Le résulat est obtenu en remplacant
logﬁe\a(f), logGDisc et logLen(f) par leurs bornes dans la Proposition 1.6 (a). 4

1.2 Algorithme d’isolation des racines d'un polynome

A présent, nous nous intéressons au calcul des racines d'un polyndme univarié.

1.2.1 Notion de complexité

Définition 1.8

Un algorithme est une procédure constituée d’'une suite finie d’'opérations ou d’instructions permet-
tant de résoudre un probleme ou d’obtenir un résultat. Il recoit une entrée et renvoie une sortie
apres avoir exécuté un nombre fini d’'opérations. Dans notre contexte, une entrée est un ensemble
de polyndomes dont les coefficients appartiennent a Z,C, Z[X],C[X] etc. La taille d'une entrée est un
vecteur d’entiers représentant le degré d’'un polynome et/ou le nombre de variables ou de polynomes,
la taille d’'une matrice etc.

Définition 1.9 Basu et al. [4, section 8.1]

La complexité d’'un algorithme est une fonction qui associe a la taille v d’'une entrée une borne sur
le nombre d’opérations effectuées par l'algorithme lorsqu’il parcourt toutes les entrées de taille v.
Toutefois, la complexité d’'un algorithme décrite en terme d’opérations arithmétiques ne donne pas
souvent une bonne estimation du temps exact de calcul aprés son implémentation. Ceci est dil a
l'accroissement des coefficients dans les opérations intermédiaires; d’'oi la nécessité de prendre en
compte la taille binaires des entrées.

Proposition 1.10 Basu et al. [4]
Soient f € Z[X] un polynome de magnitude (n, 1) et g un polynéme de degré n, tels que g divise f.
Alors, g est de magnitude (n;, n; + 1+log(n +1)).

Proposition 1.11
Soient f e Z[X] et f1, f> € Q[X] tels que f = fi fo. Alors, il existe deux polynomes fi, f> € Z[X] tels que
fi, > soient proportionnels a fi, > et f = fi1 f>.
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Proposition 1.12 Gathen and Gerhard [15]
Soient f, g € Z[X] deux polynémes de magnitudes respectives (n,11) et (nz, 12). Le calcul dupged(f, g)
a une complexité binaire en

O(max(ny, nz) - (M T2 + n2T1)).

Proposition 1.13 Gathen and Gerhard [15, Exo. 10.21]
Soient f € Z[X] un polynome de magnitude (n,T) et g € Z[X] un polynoéme qui divise f. Alors le
calcul du quotient de f par g (f1g) peut s'effectuer avec une complexité en O(nt + n?).

Proposition 1.14 Basu and Zell [3], Kerber and Sagraloff [23]

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1) et r un nombre rationnel de taille binaire \(r).
Alors, l'évaluation de f au point r peut se faire en O(n(t + A(r))) opérations binaires et la taille
binaire de la sortie f(r) est en O(T + nA(r)).

1.2.2 Factorisation d’'un polyné6me

Un algorithme de factorisation prend en entrée un polynéme et renvoie une approximation de
ses racines, donnant ainsi une expression du polynéme sous la forme d'un produit fini de facteurs.

Définition 1.10

e Soient a € C et un L un entier. On dit qu'un nombre Gaussien dyadique de la forme a = c-
27144i.d-27%" e Q+i-Q, avec c,d € Z, est une L-approximation binaire (absolue) de a si
la—al <27t

e Soit f = ag+---+ a,X" € C[X] un polynéme a coefficients complexes et L un entier. On dit que
le polynéme f = dy +--- + G, X" est une L-approximation binaire (absolue) de f si pour tout
i, a; est une L-approximation binaire (absolue) de a;.

Définition 1.11
Soient f € CIX] un polynéme de degré n et z une racine de f. On dit que :

(a) SizeR, lintervalle ¥ =]a, bl, contenant uniquement z en tant que racine de f, est un inter-

valle d’isolation adéquat (well-isolating interval) de z si |b— al| < %Zr;f).

(b) SizeC, ledisque2,(m)=1{z€C, |z—m| < r}, contenant uniquement z en tant que racine de

sep(z, f)

f, est un disque d’isolation adéquat (well-isolating disk) de z sir < =g

Le Lemme ci-dessous permet d’apprécier la qualité des approximations calculées.

Lemme 1.8 Mehlhorn et al. [33, Théoreme 2] Pan [42]
Soient f =¥, a; X' € C[X] un polynéme de degré n et zi, ..., z;. ses racines distinctes. Si, quelque
soitl =i <k, |z;| <1 alors, pour tout entier naturel b = nlogn, il est possible de calculer des ap-
proximations z1,..., 2y des racines de f, telles que
n
Len(f—an [TX~-2/)| =2 Len(f); (1.21)

J=1

en O(n) opérations avec une précision de O(bn) opérations binaires. Le parametre b permet de
controler la distance entre les hatz; et les vraies valeurs z;.

Remarque 1.3

Toutefois, l'algorithme de Pan s'applique uniquement aux polynomes dont les racines sont conte-
nues dans le disque unité. Pour tout autre polynéme complexe, il faut au préalable procéder a un
changement de variable afin de se ramener a la situation précédente. La transformation appliquée
dans Mehlhorn et al. [33] consiste a calculer un entier naturelK, tel quex < K < x+8logn, et de choi-
sir un entier s := 2K pour définir le polynéme f; :=P(s-X) = ?:0 a;.Xi. Les racines {(; = %}Eisn de
fs sont toutes dans le disque unité A(0,1). Ce qui permet de déduire une approximation des racines
de f a partir de celle de f;.
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Corollaire 1.1
Soit le polynéme f = a, X" +...+ag € C[X], tel que 1/4 < |ay| < 1. Pour tout entier naturel b = nlogn,
on peut calculer des nombres complexes 2y, ..., 2, tels que

Len (f—an [TX-2/)]|=2""Len(f) (1.22)

j=1

en O(n%k + bn) opérations binaires avec k := M(max; log(M(z;))). Lalgorithme renvoie les parties
réelles et imaginaires des 2; sous forme de fractions dyadiques A-278; 0itAe Z, BeN etB=0(b+
nK).

1.2.3 Algorithme d’isolation

Isoler les racines d'un polyndme univarié consiste a calculer un ensemble de domaines deux
a deux disjoints tels que chaque domaine contient exactement une racine du polynoéme. Plus pré-
cisément, il s’agit d'un ensemble de disques (resp. d’'intervalles) d’isolation pour les racines com-
plexes (resp. réelles). La meilleure borne de complexité atteinte dans le cas de ce probleme, déte-
nue par Mehlhorn et al. [33], est de O(n® + n?1) opérations binaires pour un polynéme complexe
de degré n dont les coefficients sont bornés par 2". L'algorithme requiert de connaitre le nombre
de racines distinctes et un oracle qui permet d’approcher suffisamment les coefficients du poly-
nome.

La Proposition ci-dessous donne la borne de complexité optimale sur les algorithmes d’isola-
tion des racines d'un polynéme complexe univarié.

Proposition 1.15 (Mehlhorn et al. [34, Thm. 4]')
Soit f € C[X] un polynéme de degré n avec 1/4 < LCF(f) < 1. Si f admet exactement m racines
distinctes alors :

(a) avec un nombre d'opérations binaires borné par
0 (n -(n® + nlogMea(f) +logsep(f) + l@c(f))) (1.23)

on peut calculer des disques d’isolation adéquats D,z;)(m(z),r) < C, avec des centres dya-
diques m(z) et des rayons dyadiques r(z), pour toutes les racines z € Vc(f) ainsi que leur
multiplicités |\ (z) respectives. De plus, la somme sur les tailles binaires de tous les m(z) et r(z)
esten O(logMea(f) +logsep* (f)). Le calcul d’'uneL-approximation binaire des coefficients du
polynéme f nécessitera un entier L borné par

O(n+ nlogMea(f)+logsep(f)+lmc(f)). (1.24)

(b) SoientV* < Ve (f), Umax := Maxzev+ W(2), et K un entier strictement positif. Alors, pour tout
zeV*, ledisque 9,z (m(z)) peut étre réduit a une taille inférieure ou égale a 27, tout cela
avec

0 (n (K - Hmax + 1° + nlogMea(f) + logsep(f) + l@éDTsc(f))) (1.25)
opérations binaires.? Loracle requiert en entrée un entier x bornée par
0 (K - Umax + 1 + nlogMea(f) + logsep(f) + l@c(f)) . (1.26)

pour fournir une x-approximation binaire absolue des coefficients du polynome f.

1. Voir aussi Becker et al. [5], Mehlhorn et al. [33], Pedersen [44], Pan and Tsigaridas [43], Sagraloff and Mehlhorn
(48]

2. Mehlhorn et al. [34, Thm. 4] fournit uniquement une borne sur le raffinement des disques d’isolations adéquats
(i.e. pour V* = V¢ (f)). Toutefois, la borne s’obtient directement a partir de la preuve du Mehlhorn et al. [34, Theorem. 4].
De plus, le terme supplémemntaire nk-max; |; qui apparait dans Mehlhorn et al. [34, Theorem 4], correspond ala borne
sur la taille des précisions requises en entrée. Notons que c’est une faute de frappe et que la vraie borne est meilleure
d’un facteur n. Cette erreur est aussi soulignée dans la démonstration du Mehlhorn et al. [34, Theorem 4].
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Le Corollaire suivant découle de la Proposition 1.15 et de la Proposition 1.6 (1.6).

Corollaire 1.2
Si f € CIX] est un polynéme sans facteur carré de degré n tel que 1/4 < LCF(f) < 1, alors on a les
propositions suivantes :

(a) Les bornes obtenues dans (1.23) et (1.24) peuvent étre remplacées par3

O (n(n? + n(logMea(f) +logLen(f)) + |log(IDisc(f)])|)

et
O(n(nlogMea(f) + nlogLen(f)) + |log(IDisc(f)])]).

(b) Soit V* < V¢ (f) un sous-ensemble des racines de f et x un entier strictement positif. Alors,
on peut raffiner davantage le disque 9, ;) (m(z)) pour toutes les racines z € V* a une taille
inférieure ou égale a2™ en

O(n-(x+n*+ n(logMea(f) +logLen(f)) +|log(|Disc(f)])1)) (1.27)

opérations binaires. Le calcul requiert en entrée un oracle qui lui fournit unex-approximation
de f, avec x borné par

O (L+ n(logLen(f)) +logMea(f)) +|log(IDisc(f)])1) - (1.28)

Remarque 1.4

— Le fait de disposer d’'un disque d’isolation adéquat autour de chacune des racines complexes

d'un polynéme f € R[X] permet entre autre d'en déduire un intervalle d’isolation adéquat
pour chaque racine réelle de f. En effet, les racines complexes d’'un polynéme a coefficients
réels apparaissent par paires de nombres complexes conjugués. Donc leurs disques d’isolation
adéquats correspondent a ceux qui intersectent l'axe des abscisses. Ces intersections consti-
tuent des intervalles d’isolation pour des racines réelles du polynoéme f.
Toutesfois, lorsque le polynéme est d’emblée identifié comme étant sans facteur carré, il est
préférable d'utiliser des méthodes de calcul spécifiquement dédiées au calcul des racines de
polynémes réelles. On trouve dans [47] une telle méthode ayant les mémes bornes que celles
ci-dessus. Voir aussi les récents travaux dans [25] ot il est proposé une implémentation efficace
de cette méthode.

— Lanalyse de la complexité ne prend pas en compte le cotit exact du calcul des approximations,
qui peut étre considérablement grand par rapport au cotit de "lecture” des approximations. En
particulier, si les coefficients dépendent de nombres algébriques de degrés tres élevés.

Toutefois, il existe un cas particulier concret pour lequel il est possible de calculer des approxi-
mations dyadiques de facon efficace.

Proposition 1.16 Kerber and Sagraloff [23]

Soient f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, 1), z € C et L un entier positif. Alors, il est possible
de calculer des approximations dyadiques Py = by -27! de B := f'¥(2) avec k = 0,...,n (voir
Equation (1.1)) telles que by € Z et |Br —Prl <275, en

O(n(L+ n-logmax(l, |z]) + 1))

opérations binaires. Lalgorithme requiert des L-approximations binaires de f pourL.=1,2,4,...,L'
oitL! est de I'ordre de O(L+ n-logmax(1, |z|) + 1).

3. Cerésultat découle directement de 1.6 b).
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Cependant, il est préférable de traiter le cas racines réelles a I'aide de la méthode dyadique.
En particulier, lorsque le polynéme est identifié comme étant sans facteur carré. On retrouve une
meéthode similaire dans Sagraloff and Mehlhorn [47] ayant un temps d’exécution du méme ordre
de grandeur que les bornes ci-dessus. Dans des travaux récents, Kobel et al. [25] présente une
implémentation efficace de cette méthode.

La proposition ci-dessous présente des bornes sur le calcul et le raffinement des disques d’iso-
lation. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.15 (appliquée au polyndéme f-LCE(f) ™).

Proposition 1.17 (Mehlhorn et al. [34, Thm. 5] 4
Soit f € Z[X] un polynéme de magnitude (n, T). Les instructions ci-dessous peuvent étre exécutées
en O(n?t+nd) opérations binaires.

(@) Calculer un disque d’isolation adéquat P, (m(z)) < C pour toute racine complexe z de f,
ayant pour centre dyadique m(z) et rayon dyadique r (z), tel que la somme de toutes les tailles
binaires de m(z) et r(z) soit en O(n),

(b) Trouver la multiplicité \; de chaque racine z; de f.

(c¢) Les disques d’isolation peuvent étre raffinés a une taille inférieure ou égale a 27" en O(n’t +
n3 + nL) opérations binaires® ; ot L est un entier strictement positif.

Proposition 1.18

Soient f,81,...,8m € Z[X] des polyndmes de magnitudes respectives (d,T), (d1,T1),...,(dm,Tm) et
N, A deux entiers strictement positifs tels qued +dy + -+ dp <N et 1+ 11+ + T < A. Alors les
instructions ci-desous peuvent étre exécutées en O(N2A +N3) opérations binaires :

(a) Isoler les racines réelles (complexes) du polynéme f ainsi que celles des polynémes g; ;
(b) Identifier les racines communes du couple de polynomes (f, g;), i =1,...,m;

(¢) Déterminer le signede g; (0,1 or —1) en les racines réelles de f, pouri=1,..., m.

Démonstration

Supposons que les polyndémes f, g1,..., &m € Z[X] sont sans facteur carré (au cas contraire, il suffit
de diviser chaque polyndme par son pgcd avec sa premiere dérivée pour retrouver la partie sans
facteur carré). D’apres la Proposition 1.12, le calcul des parties sans facteurs carrés des polynémes
peut s’effectuer en

m
O(d*1) + Y 0(d?t;) = O(N*A)
i=1
opérations binaires. De plus, les parties sans facteurs carrés de f et des g; ont des magnitudes res-
pectivement bornées par (d,O(d + 1)) et (d;, O(d; + T;)). Donc, pour tout indice i, on peut calculer
le polynéme h; := pged(f, g;) en

O(max(d, d;).(dt; +dd; + d;1)) = OIN(dA + N1 + dN)

Mz

opérations binaires.

Dans1'étape d’apres, il s’agit tout d’abord de calculer des disques d’isolation adéquats pour les
racines complexes de f ainsi que celles des polynémes h; pour tout indice i. Ensuite, de raffiner
les disques d’isolation des racines des polynémes /; a un rayon inférieur ou égale a sep(f)/4. Sa-
chant que |logsep(f)| est bornée par O(NA), ce calcul peut s’effectuer en O(N® + N?A) opéraions

4. voir aussi Becker et al. [5], Mehlhorn et al. [33], Pedersen [44], Pan and Tsigaridas [43], Sagraloff and Mehlhorn
(48]

5. Notons que, contrairement au cas général ot les coefficients de f ne sont pas nécesairement des entiers, le facteur
additionnel max (z) n’apparait pas. Ceci est dii au fait qu'avec la complexité donnée on peut tout d’abord calculer la
partie sans facteur carré f* et travailler avec f* pour le raffinement des disques d’isolation.
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binaires. Notons que, aprés le processus de raffinement, chaque disque d’isolation D’ d'une racine
h; intersecte exactement un seul disque d’isolation parmi ceux des racines de f. Ce qui signifie
que les disques D et D’ isolent la méme racine. Ainsi, afin d’identifier les racines communes a f et
gi, il suffit de déterminer toutes les intersections entre les disques d’isolation des racines de h; et
ceux des racines de f. Pour cela, il s’agira tout d’abord de recenser les parties réelle et complexe
du centre de chaque disque d’isolation. Ensuite, d’appliquer une recherche binaire pour détermi-
ner le disque d’isolation de f qui intersecte un disque d’isolation D’ de g; en effectuant O(log n)
comparaisons entre des nombres ayant une taille binaire de 'ordre de O(NA). Par conséquent, la
compexité globale reste bornée par Z;’i 1 d;-O(NA) = O(N2A).

La détermination du signe se fait par I'évaluation du polynéme g; aux extrémités de I'intervalle
d’isolation de chaque racine réelle z de f non commune a g;. g
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Chapitre 2

Topologie de courbes algébriques

Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons du probléme qui consiste a calculer la topologie d’'une courbe
algébrique plane.
Soient P € Z[X,Y] un polynéme sans facteur carré de magnitude (d, 1) et considérons la courbe
algébrique plane VR (P) := {(a,p) € R?, P(a,f) = 0} : c’est-a-dire définie comme étant 'ensemble
des zéros réels de P. La topologie de Vr(P) est obtenue par le calcul d'un complexe simplicial
(un graphe !) isotope a Vg (P). La visualisation des courbes algébriques planes, voire 'acquisition
des formes, apparaissent des lors comme une motivation primaire. Par ailleurs, I'attractivité de ce
théme de recherche s’explique aussi a travers ses nombreuses applications pratiques telles que :
le calcul d’intersection de surfaces algébriques, le maillage de surfaces algébriques implicites, le
calcul de la courbe d’auto-intersection d'une surface paramétrique etc.
Les algorithmes de calcul de la topologie d'une courbe peuvent étre classés en deux sous-groupes :

* Les algorithmes de type balayage. Ces algorithmes requiérent que la courbe soit en position
générique. Le procédé consiste a détecter les endroits ol1 la topologie de la courbe change,
par le biais d'un balayage vertical du plan a I'aide d’'une droite. On peut citer dans cette
catégorie les travaux de Coste and Roy [7], Gonzalez-Vega and Kahoui [17], Diochnos et al.
[11], (voir aussi le livre de Basu et al. [4]).

¢ Les algorithmes de type subdivision. Il s’agit d'un découpage du plan par de petits rec-
tangles, appelés boites, et de déterminer la topologie de la courbe dans chaque boite. La dif-
ficulté principale se situe dans I’exécution de la deuxieme étape pour une boite qui contient
un point singulier de la courbe. Cela est due au fait qu’il faut connaitre, au préalable, la
structure des singularités. On retrouve dans cette catégorie les travaux de Cheng et al. [6].

Lalgorithme que nous présentons dans ce chapitre, calcule la topologie d’'une courbe algébrique
plane Vg (P) en O(d°T +d®) opérations binaires. Contrairement aux travaux de Mehlhorn et al. [33],
qui détiennent le premier algorithme permettant de résoudre ce probleme avec une complexité de
O(d®t + d®), notre algorithme n'impose pas de placer la courbe en position générique. Il consti-
tue ainsi une amélioration des travaux de Diatta et al. [9] dans lequel les auteurs adoptent une
démarche similaire mais avec une complexité de O(d%t + d”).

La section 2.1 comporte des résultats sur I’évaluation de polyndmes bivariés a coefficients en-
tiers par des nombres rationnels ou algébriques. Quant-a la la section 2.4, elle est dédiée au calcul
du nombre de racines distinctes d'un polyndme a coefficients algébriques. Nous présentons dans
la section 2.5 une version améliorée de la CAD en nous appuyant sur les calculs effectués dans les
sections 2.4 et 2.1.

1. Un ensemble d’arétes et de sommets
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2.1 Polynomes a coefficients algébriques

La définition ci-dessous est une généralisarion de la définition 1.7 pour les polyn6mes bivariés.

Définition 2.1
Soient n et T deux entiers naturels non nuls. Un polynémeF € Z[X,Y] est de magnitude (n,t) s'il est
de degré au plus n et que la valeur absolue de chacun de ses coefficients est inférieure ou égale a 2.

2.1.1 Quelques résultats sur les polynomes bivariés

Proposition 2.1
Soit F(X,Y) € ZIX,Y] un polynéme bivarié dont la valeur absolue de chaque coefficient est bornée
par2" tel que ny = degy (F), ny = degy(F). Si (z, z) e C?, alors

|F(z,2)| < (ny + 1) (ny +1)2" max(1, | z)) ™ max(1,|z'))"".

La Proposition ci-dessous donne une borne sur I’ évalution approximative bivariée. C’est une
conséquence directe de la Proposition 1.14.

Proposition 2.2 Kobel and Sagraloff [24]
Soit F € Z[X,Y] un polynéme bivarié de magnitude (n,1). Pour tout couple (z,z') € C? et tout entier
naturel strictement positif L € Nx1 , on peut calculer une approximation dyadiqueF(z,z') = c-27171
deF(z,Z), en

O(n?(L+ n- (logmax(1, |z|) + logmax(1,|2')) + 1))

opérations binaires; ol c € Z et|F(z,2') —F(z,2')| < 27%. Ce calcul requiert en entrée des approxima-
tions dyadiques z = a-2V1 z=p.27V"Vdez z;onabeZ, |z-21 <27V, 12— 2| <27V erl est
bornée par O(L+ n - logmax(1, |z|) +logmax(1,|Z'])) + T).

La proposition ci-dessous donne la complexité de I'évalution exacte d’'un polynéme bivarié
F € Z[X,Y] en un point rationnel (ry, 7).

Proposition 2.3

SoitF € Z[X,Y] un polynéme bivarié de magnitude (n, 1). Soient (r1,12) € @2 deux nombres ration-
nels tels que les valeurs absolues des numérateurs et dénominateurs sont inférieures ou égales a 2.
Alors, I'évalution de F(r1, r2) peut de faire de facon exacte en O (t+\) opérations binaires.

Démonstration

Soit F = fy(X) +---+ f,(X)Y" avec f;(X) € Z[X]. D’apres la Proposition1.14, I'évaluation de f;(r)
est en O(n?(T + A)) opérations binaires, pour tout i = 0,..., 7. Supposons que r; = p/q, o1 p et g
sont deux entiers co-premiers, alors g” - f;(r7) est un entier de taille binaire O(t + nA). Le calcul
de chaque g" - f;(r1) nécessite O(T + nA) opérations binaires. Par conséquent, on peut calculer
q"-F(r1,Y) € Z[Y] avec O(n? (T + A)) opérations binaires. Sachant que les coefficients du polyndme
q" -F(r1,Y) sont des entiers de taille binaire en O(t + nA), on en déduit que le calcul g" - F(ry, 1)
peut s’effectuer en O(n? (1 + A)) opérations binaires. ([l

Proposition 2.4 Basu et al. [4]
Soient E G € Z[X,Y] deux polynémes de magnitude (n, 1).

(@) La complexité du calcul des polynémes sous-résultants de F et G par rapport a la variable Y
est en O(n) opérations arithmétiques.

(b) Les coefficients sous-résultants de F et G par rapport a la variableY sont des polynémes en X
dont les coefficients ont une taille binaire en O(n*1).

(¢) La complexité du calcul des coefficients sous-résultants de F et G est en O(n*1) opérations
binaires.
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Soient R € Z[X] un polynéome de magnitude (N, A) et z une racine complexe de R et de multi-
plicité u(z) := mult(z,R). Soit

FXY) = fr, X)- YV +--+ fo(X) € ZIX, Y]

un polyndme bivarié de magnitude (n,T) tel que pged(fo(X),..., fn, (X)) = k; ot k € Z. C'est-a-
dire que F ne peut pas s’écrire sous la forme d'un produit de deux poyndémes 2 (X) x G(X,Y) ou
h(X) € Z[X] est un polynd6me non constant. Par conséquent, la courbe définie par I'équation F =0
ne peut contenir de droites verticales. Pour tout £ < ny, on définit le polynome

FoX,Y) = fiX) - Yo+ ...+ foX).

Pour toute racine z de R de multiplicité pu(z) := mult(R, z), on désigne par n(z) le degré du
polyndme F(z,—) € Z[Y]. D’apres les hypotheses ci-dessus 0 < n(z) < ny,. Donc pour tout n(z) #
Ny, on a fuz)(2) #0 et fuz+1(2) = -+ = fny(z) = 0. Pour toute racine z’ de F(z,—), on note par
U(z,z") = mult(F(z,—), z') la multiplicité de z' en tant que racine du polynéme F(z, —).

La proposition suivante donne des bornes de complexité amorties sur la somme des mesures
de Mahler des polynomes F(z, —).

Proposition 2.5
SoientR € Z[X] etF € Z[X,Y] deux polyndémes satisfaisant les hypotheéses ci-dessus.
On aalors:

Y (2 -logLen(F(z,-)) = ONT+ nA + nN) (2.1)
zeVe(R)

Y. u(2)-logMea(F(z,—)) = O(NT + nA + nN) (2.2)
zeVe(R)

Y u(2)-logMea(F(z,-)) = ONT + nA + nN). 2.3)
ZEVc(R)

Démonstration
Soit z € C une racine complexe de R. D’apres la Définition 1.3 et la Proposition 1.7, on a

27"@Len(F(z,—)) < Mea(F(z,-)) < |E(z, )
On sait que n(z) < n et} ey r) U(2) =N, donc

Z n(z)u(z) = nN
ZEV@ (R)

2‘”N < Z_ZZEVC(R) ﬂ(Z)H(Z).

Soit £(z) € NT'indice tel que
| foz) ()] = jax Ifi (2.

=0,...,1ny

Alors, on a
ILCF(F(z, =))| = | fu(z) (2)| < Len(F(z, -)) < (ny, + 1) fo(z) (2)]

IF(z, )l < /ny+1-1foz (2]

Par conséquent, on a

N
27" I] Ifaw@"@ = J] MeaE(z,-"@ < /ny+1 - [ Ifen@I"?.

zeVe(R) zeVe(R) zeVe(R)

Donc

[T i@ < J] Len®(z,~-N"@ <m,+DN- [] Ifiw @M@

zeVe(R) zeVe(R) zeVe(R)

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE COURBES ALGEBRIQUES 22

On obientles bornes (2.1) et (2.2) en appliquant la Proposition 1.8 au polyndéme R et a la famille
de polynomes f;.
Pour démontrer (2.3), il faut noter que

Y. u@loglfuz (@Il = O(NT+nA)).
zeVe(R)

Ceci est une conséquence immeédiate de la Proposition1.8 appliquée a R et a la famille des f; et en
utilisant (2.2). O

Lemme 2.1

Soient f, g deux polynomes bivariés de degrés respectifs p, q. Soit ¢ Uapplication de K<, [X] x K<4[X]
dans K<p4IX] qui a tout (U,V) associe U f +Vg. Alors Im(®) est I'ensemble des multiples, de degré
< p+ q, du plus grand diviseur commun h = pgcd(f, g) de f et g, et b est de rang p + q — deg(h).

Démonstration

Notons que, pour tout polynéme m tel que deg(m) < deg(h), le couple (m-g/h,—m- f/h) appar-
tient au noyau Ker (¢). Réciproquement, pour tout (U,V) appartenant au noyau Ker (¢), il existe
un polynéme m de degré inférieur a deg(h) tel que U =m-g/h etV =—m- f/h. Ce qui implique
que la dimension du Ker(¢) est égale a deg(h) et la dimension de Im(¢)p) est égale a p + g —deg(h).
Par ailleurs, tout élément de Im(¢b) est un multiple de h, et 'espace vectoriel des multiples de & de
degré < p + g est aussi de dimension p + g —deg(h). Donc Im(¢) correspond bien a I'espace des
multiples de A, et ¢ est de rang p + g —deg(h). ([l

Lemme 2.2
Soient K un corps et M(X) une matrice carrée de taille n x n a coefficients dans K[X]. Si M(x) est de
rang n— k, alors X = xy est une racine de det(M (X)) et de multiplicité au moins k.

Démonstration
La démontattion de ce lemme s’effectue par récurrence sur k.

Si k =0, le résultat est vrai.

Si k > 0, alors M(xp) n’est pas inversible, et det(M(x)) = 0. Soient m; ;(X) le (i, j)iéme -élément
de M(X), et M; ;(X) la matrice de taille (n—1) x (n— 1) obtenue a partir de M(X) en retirant la jieme
ligne et la j*°"*¢ colonne. M; j(xp) est de rang r(xp) < n — k, donc par récurrence x, est une racine
de det(M; ;(X)) de multiplicité au moins (n—1) — r(xo) = k — 1. D’aprés la formule de Jacobi, on a

% detMX)) =Y (-1 mj ;(X) det(M;,;(X)).
ij

Le résultat est donc obtenu par réccurence puisque, x( est une racine de det(M (X)) et de multipli-
cité au moins k — 1 en tant que racine de sa dérivée. O

A présent, nous nous intéressons aux multiplicités des racines d'un polynéme F(z,—); ou z est
une valeur X-critique de F.
Soit F un polyndme bivarié défini comme suit

FX,Y) = fny(X) Y4+ foX) e CIX Y]

Désignons par
Ve(F) = {(x,y) € C* | F(x,y) = 0}.

Notons que V¢(F) ne contient pas de droite verticale si et seulement si les polynémes f;(X), i =
0,...,ny n'ont pas de facteur commun non trivial (i.e un polyndme non constant).
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Proposition 2.6
SoitF € C[X,Y] un polynéme bivarié sans facteur carré, tel que V¢ (F) ne contient pas de droite verti-
cale. Si l'on désigne par

Crit(Vc(F)) = {(x, ) € C* | F(x, y) = 0yF(x, ) = 0}
l'ensemble des points X -critiques deF et par
Crit(Ve(F); = {z' € C | F(z,2') = 0yF(z,2') = 0}
la fibre au dessus du point z, alors pour tout z€ C,

Y (mult(Z,Fun(z,Y)) — 1) < mult(z, Discy (Fp (). (2.4)
zZ'eCrit(Ve (F))

La démonstration de la Proposition 2.6 s’appuie sur le Lemme ci-dessous.

Lemme 2.3
Soient F et G deux polynémes bivariés. Pour toutze C, ona

deg(gcd(F(z,Y),G(z,Y))) < mult(z,Resy(E G)). (2.5)

La démonstration du Lemme 2.3 découle directement des Lemmes 2.1 et 2.2.
Démonstration Proposition 2.6
Il suffit d’appliquer le Lemme 2.3 avec F = F,(;), G = 0yF,(;) X, Y) et de prendre en compte le fait
que
Y (mult(Z,Fp (2, Y)) - 1) = deg(ged(Frey (2, ), 0vFn(z) (2, Y))). (2.6)
Z'eCrit(Ve (F),

O

Proposition 2.7

Soit F € ZIX,Y] un polynéme sans facteur carré de magnitude (d, 1) tel que V¢ (F) ne comporte pas
de droite verticale. Soit Crit(V¢ (F)) l'ensemble des points X-critiques deF. Il existe alors un polynéme
Ry € Z[Y] de magnitude (0(d?),0(dTt + d?)) tel que : pour tout z' € C

(mult(z, Fp(;)(2,Y)) — 1) < mult(z’,Ry). 2.7)
z|(z,2")eCrit(V¢ (F))

En particulier, parmi les racines de Ry se trouvent aussi la projection sur l'axe desY des éléments de

Crit(Ve(F)) .

Démonstration Proposition 2.7
(a) Tout d’abord, supposons qu'il existe un unique z tel que pour tout (z, z) € Crit(V¢ (F)),

mult(z',Fp)(2,Y) > 1
et posons
= mult(z’,F,(z,Y))

la multiplicité de z’ en tant que racine du polynome F,;)(z,Y).
Soit
R(Y) := Resx (E 0yF) (V) (2.8)

ona
RY)=UX,V)FXY)+VXY)oyFX,Y). 2.9)

En dérivant 1,..., u—2 fois I'expression (2.8) par rapport a la variable Y d'une part et en utilisant le
fait que
F(z,Z)=0yF(z,2) =...= 6;”_1)13(2, Z)=0
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d’autre part, on montre que
R(z) = yREWF) () =... =3} P REF) () = 0. (2.10)

(b) Il s’agit maintenant de se ramener au cas plus général, en procédant par le changement de
variable Y — Y + €X, ol € est une nouvelle variable, dans cas traité précédemment. On considere
le corps des séries de Puiseux algébriques R¢e) [4]. R{e) est un corps réel clos qui contient le corps
de fraction R(€). De plus, lorsque e strictement positif et plus petit que tout élément R}, R{(e) est
totalement ordonné pour I'ordre 0. Posons Cle)? = R(e)2[i].

Notons que, a tout point X-critique (z, z’) € C? de F, lui correspond un point X-critique (z, z’ —
€z) € C{e)? de F(X,Y) := F(X,Y +€X), et que z" = z’' — ez est une racine de F(z,—) de multiplicité
W(z,z'); mais aussi de Gg)la(z, Z) = ag)F(z, Z"). De plus, les ordonnées des points X-critiques de
F(X,Y) sont deux a deux distinctes. Il s’en suit que, d’apres (a,) z'—€z est une racine de Resx (F, 3y F) (V)
dont la multiplicité v(z' — €z) vaut au moins (z, z’). Donc, on peut écrire

Resx (F,0yF) (Y) = A@©R(Y, €)B(Y, €)
ot A(e) € C(e), R(Y, €) est un monodme en la variable Y

RY,e= [ (Y-Z +e2"?B(y,e),
(z,2")€eCrit(Ve (F))

avec
mult(z' —ez,Fp;) (2, V) -1 < v(Z —€2), (2.11)

et B(Y,e) € C[X, €] tel que B(Y,0) € Z[X] ne soit pas identiquement nul.
Ainsi, en posant

v(z) = > v(z' —€z),

z|(z,2")eCrit(Vc (F))

on a alors
Ry=RY,00= [ (-2)"*By0),

zZ'emy (Crit(Ve (F))

avec
> (mult(z',Fp5)(2,Y)) — 1) < v(z') < mult(z’, Ry). (2.12)
z|(z,2")eCrit(V¢ (F))

En définitive, notons que Ry est de magnitude (O(d?),0(dT + d?)). O
Remarque 2.1

Sidegy (F) = degy (F) alors
Ry (Y) = Resx (E 0yF) (Y).

En effet, la matrice de Sylvester associée F et OyF et celle associée a F et OyF sont de méme taille. Car
degy (F) = degX(F). Toutefois, si degy (F) < degy (F), alors il est possible que

Ry (Y) # Resx (E 0y F) (V).

2.1.2 Degré d'un polynome a coefficients algébriques

Dans cette sous-section, nous traitons du probléme qui consiste a déterminer le degré d’'un
polyndéme F(X,Y) € Z[X,Y] évalué en la racine z d'un poynéme univarié R[X] € Z[X]. Rappelons que
R et F sont de magnitudes respectives (N, A) et (n, 1), et que deg,, (F) = ny. Il s’agit donc d’expliquer
en détails la méthode utilisée pour déterminer degy (F(z,Y)). Elle s’appuie principalement sur la
construction d'une certaine famille de polynémes R; définie ci-dessous. Soient R* la partie sans
facteurs carrés de R et

RZ, (X):=R*(X), (2.13)
et pour tout £ € {ny,..., 1},
* * 7 * RZE(X)
RY, | X):=gcdR%,X), X)), Ry ;X):=—F——. (2.14)
Rsﬂ—l(x)
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Proposition 2.8
Soit z € C une racine deR. Pour tout entier £ € [0,n,], ona

degy (F(2,Y)) < £ <> R%,(2) =0.
degy (F(2,Y)) =€ < R (2) =0.

Démonstration
La démonstration se fait par récurrence sur le degré n, du polynome F(z,Y).
Commencons par montrer la premiere équivalence.
Pour ¢ = n,,
*
degy(F(z,Y)) < ny < RZ,, (2) =0.

Pourf=n, -1,
si
degy(F(z,Y)) < ny — 1 alors f,, (2) =0

Puisque z est une racine de R, :=R*,
_ny

donc
pged (RE,,. [, ) (2) =0
RZ,, 1(2)=0
Inversement,
si
RZ, _1(2)=0= fu,(2)=0
donc

degy(F(z,Y)) < ny,—1.

Supposons que, pour tout k tel que 0 < k < ny,
degy (F(z,Y)) < k < RZ,.(2) =0.

si

degy(F(z,Y)) < k—1alors fp (2) =...= fi(2) =0.

Puisque z est une racine de RZ ny

donc

pged (R;ny,fny,...,fk) (2) =0;
d’ou
RY,_,(2)=0.
Inversement,
R, (@=0=f, (2)=...= fi(2)=0;

donc

degy(F(z,Y)) <k-1.
La deuxiéme équivalence de la proposition ci-dessus se démontre presque de la méme ma-
niere.
Pour ¢ = n,,
ona
degy (F(z,Y)) = ny < Ry, (2) =0.

En effet, si degy(F(z,Y)) = n, alors fny+1(z) = 0. Par conséquent, R;nyH (z)=0et R;y(z) =0.
A présent, supposons que, pour tout k tel que 1 < k < n,,

degy(F(z,Y)) = k < R} (2) = 0.
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Si
deg, (F(z,Y)) = k—1alors f (2) =... = fi(2) =0 et fr_1(2) #0.

On déduit de la premiére relation de la Proposition que
RI(2)=0 et pged(RE, fio1) (&) £0;

ce qui entraine que
R;_,(2) =0.

Réciproquement,
si
Ri_,(2) =0alorsR%,(2) =0etR%, _;(2) #0;

d’apres la définition 2.14.

Donc
pged (RE, fu,r---» fr-1) (2) £ 0.
Puisque par récurrence fny (@) =...= fr(z) =0,
alors
Jr-1(2) #0;
d’ou
degy(F(z,Y)=k-1.
O
Proposition 2.9

SoitR(X) € Z[X] un polynome de magnitude (N, A) etF(X,Y) € Z[X,Y] de magnitude (n,11), tels que
l'ensemble
Z={(z,2") € C?|R(z) =F(z,z') = 0}

soit de cardinal fini. Soient Gy,...,G,, € C[X,Y] des polynémes de degrés bornés par ny et dont les
coefficients sont tous de module inférieur ou égal a 22, et désignons par \(z) := mult(z,R) la multi-
plicité de z en tant que racine deR.

(@) Soit A < Z le sous-ensemble de Z tel que, pour tout (z,z') € A, il existe un indice i(z,z') €

{1,...,m} pour lequel G;(; (z, z)#0. Alors,ona:

Y. @ Y. 10glGicz) (2, 2) € O((T2n + T1n2)N + (A + N)ny np). (2.15)
zeVe (R) Z'eA,

avec
Ay:={Z €C|(z,7Z) €Al

(b) SoientGy,...,G, € Z[X,Y] des polynémes a coefficients entiers tels que, pour tout (z,z') € Z, il
existe un indice i pour lequel G;(z,z') # 0. Si i(z,z') est le plus petit indice i tel que G;(z,z') #
0, alorsona:

Y. u@ )Y 110gIGizz (2 2)] € O(t2m + T1n2)N+ (A + N)ny np), (2.16)
z€Ve(R) Z'e€Z,

avec
7,.:=1{z € C|F(z,2") =0}.

Démonstration
a) D’apres la Proposition 3.3, on a:

|Giz,2)(2,2))| < 22 max(1,|z))" max(1,12')",
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avec T’z = [log((n2 + 1)22%2)] € O(12 + logny).

Notons que
2THE < [ 2%mH@ ¢ g0 logn)mN) 2.17)
(z,2)eA Z€Vq:(R)
et
[ max,lzh*@™ < ] max(,|zh*@mm (2.18)
(z,2")eA z€Ve(R)

< Moa(R)™" ¢ 20(A+logNymny) (2.19)

Sachant que
l_[ max(l, |ZI|)H(Z) < H Mea(F(Z; _))H(Z) (2.20)

(Z,Z/)EA ZEVc(R)

et en appliquant les Propositions 2.5 et 1.8, on obtient

H max(1, |Z/|)p(z)n2 € 20((11N+An1+n1N)n2)' (2.21)
(z,2')eA
Donc )
1_[ |Gi(z,z’) (Z, Z/)|H(z) € 20((‘(2}11 +T1712)N+(A+N) 1y ny) (222)
(z,2')eA

en prenant le logarithme de part et d’autre, on établit que

Y W(2)10gIGi(z,z) (2, 2) € O((t2n1 + T1m)N + (A + N) g 11p). (2.23)
(z,Z')eA

b) Tout d’abord, montrons que

1
[T Gz (2 2) P = =
(z,Z)eZ

avec E" un entier naturel de taille O(An;ny + 112 N).
Soit
FX)Y):= fny(X)Y”Y +...+ fuX),
avec ny, = degy(F) < n, et R* la partie sans facteurs carrés de R.
Soit (Rz‘ X)) ee[1,n,] une suite finie de polynomes définie comme dans les équations (2.13) et

(2.14), telle que
deg(F(z,Y) =€ <= R (2) =0.

Soient les polyndmes

*
W, (X) :=pecd®,RY), Wp (X)i= —2F
0,>1 p8g ) 01 V1)
et pour tout i €1{1,...,N}.
; Yosis1(X)
Wi (X) = pged(Pe -1 (X), RV (X)), W i(X) = —22
\PB,>1'(X)

Remarque 2.2

— Sideg(F(z,Y)) = ¢, alors z est une racine de R et de multiplicité y si et seulement si Wy, (z) = 0

R* [T%eu (2.24)
- K
R = [[¥,,. (2.25)

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE COURBES ALGEBRIQUES 28

Soient
FoX,Y) := fo0OY +... + foX),
Zoy:=1{(2,2) €Z| ¥ u(2) =0},
G=G1+UGy+...+ U™ 1Gy,
et
Ay, (U) := Resx (Resy (Fy,G), ¥y,,)) € Z[U].
Soient
Q¢(U,X) :=Resy(Fy, G)
et

Qe(U,2) = f1(2°" T[] Glz,2).

Z/EZQ,”'Z

Soit le polynome

Apu(U) =LCF(¥, )" [ fi2°" J] Glz2),

z|¥u(2)=0 (2,2")€Zq

ol § < nyny est le degré du polyndme Q(U, X) par rapport a la variable X et ny celui du polynéme
fe par rapport a la variable X.
Le coefficient du monome de plus bas degré de Ay, (U) par rapport a la variable U est un entier
non nul et vaut

LCF(¥(,)° ™" Resx (fo, Yo, [ Gitzoy(2,2).

(z,2") EZ?,M

Sachant que
8—nangeO(mny), []LCF (\leu) = LCE(R) € 200
[} '

et
[ [Resx(fe, ‘qu) = Resx(fy, R) € 20(0N+Am)
at

on en déduit que

1
[T Gz (2 2) "2 = = (2.26)
(z,Zz')eZ

avec B" := LCF(R)" ™ Resx (f;, R)" € 20t mmz+nimN),
On montre bien que

Y. —u@ ). 10gIGi¢z(z,2) < beOAn ny +11n2N) (2.27)
zeVe(R) z'eZ,

avec b =logE".
Posons Z = {(z,2') € Z, |G;(z,2')| = 1}. En utilisant (2.22), (2.27) et le Lemme 1.7, on établit que

Y. w@ Y 110gIGig(z,2)I<2a+b (2.28)
zeVe(R) z'eZ,

avec a défini dans (2.23). Donc
Y. @ )Y 1108IGi,z) (2 2)ll € O((tany + T1n2)N + (A + N)ny np) (2.29)
zeVe(R) z'eZ,
O
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Le théoréme ci-dessous donne des bornes de compexité amorties sur la somme des mesures
de Mahler des polynomes F(z;, —) et des séparateurs de ses racines z; ; ainsi que les valeurs abso-
lues de ses premieres dérivées non nulles en les racines z; ;.

Dans la suite de ce manuscrit, nous noterons par

k
okF

[k _ Y~
= k!

(2.30)
la dérivée k-ieme de F par rapport a la variable Y divisée par factorielle k.

Théoréme 2.1
Soient R € Z[X] et F € Z[X,Y] deux polynomes définis comme dans la Proposition 2.9, oit \(z) :=
mult(z,R). Alors, on a

@ ¥ zev @ (2 -1ogGDisc(F(z, -)) € O(n(NT + nA +Nn)).
() ¥ zevem M(2) -logsep(F(z,-)) € O(n(NT+ nA+Nn)).

Démonstration

(a) est une conséquence immédiate de la Proposition 2.9 appliquée a R et a la famille Fli(22)] de
magnitudes respectives (N, A) et (n,n+ 1).

(b) D’apres la Proposition 1.6

logsep(f) +logGDisc(f) € O(n(logLen(f) +logMea(f)) + |log(IDisc(f)])).

On démontre (b) en utilisant les bornes amorties suivantes déja établies :
d’aprés le Théoreme 2.1(a),

Y u(2)-logGDisc(F(z,-)) € O(n(NT + nA + Nn));
zeVe(R)

d’apreés la Proposition 2.5 (2.1),

Y (=) -logLen(F(z,-)) = OINT + nA + nN),
zeVe(R)

et a partir de I'équation (2.3) toujours dans la méme proposition 2.5,
Y u(z)-logMea(F(z,-)) = O(NT + nA + nN).
2eVe(R)
A présent, nous allons expliciter la technique adoptée dans la détermination de
degy (pgcd(F(z,Y)),0v(F(z,Y))),
ol z est une racine de R; avec comme objectif final la démonstration de la proposition ci-dessous :

Proposition 2.10
Pour toute racine z € C de R, la complexité du calcul de deg(F(z,Y)) et deg(pgcd(F(z,Y),0y(F(z,Y))
vaut

OMN?A + N2 + n®t+n®).

Nous commencons par faire une estimation de la complexité du calcul des polynémes Rg dé-
finis dans les équations (2.13) et (2.14).
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Proposition 2.11
La complexité du calcul des polynomes

(R} e ]
nécessite O(max(n,N) (nN + nA + N1) + n31 + n*) opérations binaires.

Démonstration
On sait que la magnitude du polynome R* est bornée par (N, A + N), et Jn,(X) est de degré maxi-
mal 7 et taille binaire O(t). D’apres la Proposition 1.12, on peut calculer le pgcd(R*, fn,) avec
O(max(n,N)(nN+nA+NT1)) opérations binaires. Sachant que, pour tout £ € [0, ny,—1], deg(R’;e) <n
et que la taille binaire des coefficients du polyndome R, vaut au plus n+ 7, la complexité du calcul
de tous les (R;e)eg[o,ny_ll esten O(n3t + n).

Il reste a analyser la complexité du calcul de R} tout en prenant en compte la division exacte
de R;; par R’; - Cette tache requiert O(NA + N?) opérations binaires pour ¢ = ny et O(nt + n?)
opérations binaires pour chaque ¢ < n,,. O

La démonstration de la Proposition 2.10 qui est proposée dans ce manuscrit s’appuie sur une
famille de polynémes RZ « que nous allons définir ci-apres. Pour tout entier positif £ < ny, on défi-
nit le polynéme

¢
Fo:=) i)Y
i=0
On note par sDiscy x(X) le k-iéme sous-discriminant de Fy vu comme un polynéme en la variable
Y. On définit :
R} X) =Ry,

et pour tout k € {0,...,¢ — 1},

* * . * R;Ek(X)
R} L1 00 1= pged (Ry L (%), sDisco k()] Ry 00 = 2= 2.31)

*
R€,2k+1 X)

Proposition 2.12

Soientze C etl € [1,n,] tels que degy(F(z,Y)) = £ (i.e. R;(z) =0), alorson a
degy (pged (Fo(z,Y),0vFe(2,Y))) = k <> R}, (2) = 0.
degy (pged (F¢(2,Y),0vF((2,Y))) = k & Ry (2) = 0.

Démonstration
La démonstration se fait par récurrence sur le degré du pged.
Pour k=1,
si

degy (pged (Fe(2,Y),0,F¢(2,Y))) = 1 = sDiscy,1 (2) =0
puisque z est une racine de R

*

050’ donc d’aprés la Définition (2.31)

R}, (2) =0;
en particulier, si
degy(pged(F¢(z,Y),0,F((z,Y))) = 1= sDiscy, (z) = 0etsDiscy(z) # 0

R}, (2) = 0.

Inversement,
si
RZZI (z) = 0 alors par définition sDiscy,(z) =0
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degy(pged(Fe(z,Y),0,F(z,Y)) = 1;

en particulier,
R} | (2) = 0 entraine par définition R, . ,(2) =0 et R}, ., (2) #0

sDiscy,1(2) = 0 et sDiscy2(z) #0
degy(pgcd(Fy(z,Y),0,F(z,Y))) = 1.
Admettons que la proposition est vraie a I'ordre k et vérifions la a I’ordre suivant.
degy (pgcd(Fe(z,Y),04F(2,Y))) = k+1 = sDiscy,1(2) = ... =sDiscy x+1(2) =0
par ailleurs,
R} (@) =...=R}.(2)=0

par récurrence du fait que la proposition reste vraie a I'ordre k.
R} 101 (2) = pged(R} ., sDiscy ) (2) = 0;

en particulier,
si
degy(pged(Fe(z,Y),0,F¢(z,Y)) =k+1,

alors
sDiscy1(z) =...=sDiscy r+1(2) = 0 et sDiscg x42(2z) #0

par construction des polyndmes Rzz p (2.31),0ona

R} ii1(2) =0€tRy_,,(2) £ 0;

d’ ol

R7 1(2) = 0.
Inversement,

RszH (2)=0
entraine par définition que

R} . (2) = sDiscg x(2) = 0
degy (pged(Fe(2,Y),0,F(2,Y)) = k+1;

en particulier,
R;kﬂ(z) =0=> Rzzkﬂ(z) =0et Rzzm(z) #0

or, d'une part Rz‘_z +1 @) = 0 entraine par récurrence que
sDiscy x(2) = ... =sDiscy,1(z) = 0;
d’autre part RZZ k2 (@) # 0 implique que
sDiscy k+1(2) #0;
d’ou
degy(pgcd(Fe(z,Y),0yF¢(z,Y))) = k+1.
O
Proposition 2.13

La complexité du calcul des polynomes

(sDisce, X)) ge 1,1, kefo,0-1]

esten O(n1) opérations binaires.
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Démonstration

Notons qu'il y a ny < n listes de polynomes sous-résultants a calculer. D’apres la Proposition 2.4
la complixité est en O’ opérations binaires. O
Proposition 2.14

esten
0e[1,n,],kef0,6-1]

La complexité du calcul des polynomes (R; k(X))
O(max(N, nz)(Nn2 +Nnt+ n2A) +nlT+ nG)

opérations binaires

Démonstration

Soient ¢y . le degré du polynome RZ‘E « €t Tk la taille binaire maximale des coefficients de R

6=k’
Notons que les racines de R} correspondent en réalité aux racines z de R telles que
_yr

degy (F(z,Y)) = n,, et degy (pged(F(z,Y),0vF(z,Y))) =0.

D’aprés les Propositions 1.12 et 1.13, la complexité de calcul du polyndme RZWO esten

O(max(N, n?)(Nn? + Nnt+ n?A)
opérations binaires. Or, d’apres la Proposition 2.6, on sait que toute racine de R;y,z , pour k>0

est aussi une racine de Discy(F) de multiplicité supérieure ou égale a k. Par conséquent, (RZ - k)
=
divise Discy (F). Donc

nn-1) & -
Pk S = €€ Y @k €O0T").
k=1

En appliquant la Proposition 1.5 (1.4), on montre que Ty, < logMea(R;y,2 ©) T ®n,, k- En tenant

k
compte du fait que (R; - k) divise Discy(F) et que la mesure de Mahler est multiplicative, on
Y=
montre aussi que

y
kz logMea(R}, ;) <logMea(Discy(F)) € O(n1).
=1
Donc
y
Y Tnyzk€ On? + n).
k=1

Par ailleurs, pour tout £ € [1,ny, — 1], R}, , est un diviseur de R}. Donc

*
=k

[

kz @Yok < (+1)-deg(Ry);
-0

ny—l

deg(R})<n,<n
Z g(e y
=1

et
ny—1 ¢

Z Z (pf,k € O(I’lz)

=1 k=0

*

En appliquant la Proposition 1.5 (1.4) on montre que T ; < logMea(R"'2 ) T ¥ k- Sachant que L

est un diviseur de R7, qui lui divise f;, et que
e ~
> logMea(Rj ..,) < logMea(f) € O(1),
k=0
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on en déduit que
ny—1 ¢

Z Z To,k € O(I’lz +nT).
=1 k=0

Donc
ny—1 ¢

I’ly ~
Y Pnkt D D Wek€ O(n®)
k=1 =1 k=0

ny—-1 ny—1 ¢

Y Tagk+ Y, ) Tn,k €0(% +n1).
k=1 =1 k=0

D’apres la Proposition 1.12, la complexité du calcul de R;E 1 X) =pged (R;Z +X),sDiscy, k(X))
pour (¢, k) # (ny,0) esten

O (max(qg,i + n°) (n° Ty + @i, T))

opérations binaires. Ainsi, calculer tous les polynomes Ry > requiert
O (max(N, n?)(Nn? + Nnt + n?A) + n°t + n6)

opérations binaires.
La démonstration s’achéve par ’analyse de la complexité du calcul des R; « €N prenant compte
. . . * *
la division exacte de R&2 k Lokl
(¢, k) = (ny,0), O(n*1 + n®) opérations binaires pour tout (1, k) tel que k # 0, et O(nt + n®) opéra-
tions binaires pour tout (¢, k) tel que £ < ny,.

parR Cette tache nécessite O(NA+N?) opérations binaires lorsque

O

Démonstration Proposition 2.10

Il s’agit tout d’abord d’identifier les racines communes a RZO et R, ce qui nécessite O(N2A + N3)
opérations binaires. Ensuite, une fois que les polynémes RZ . ont été calculés, pour tout (k,£) #
(ny,0), il s’agira d’isoler leurs racines et d’identifier celles qui sont communes au polynome D.
D’apres la Proposition 1.18 cette tache requiert O(n°t + n%) opérations binaires. O

Le théoréme ci-dessous donne une borne sur la compexité du calcul des racines des poly-
némes F(z,—), oll z est une racine du polynéme R. Ce résultat est une conséquence de la Pro-
position 1.15, qui représente la meilleure borne de complexité pour l'isolation des racines d'un
polyndéme univarié a coefficients complexes.

Théoréme 2.2

SoientR € Z[X] un polynéme de magnitude (N, A) etF € Z[X, Y] un polynéme de magnitude (n, 1). Si,
pour toute racine z deR, les entiers naturels n(z) = deg (F(z,-)) et k(z) = deg(pged (F(z,—),0yF(z, -)))
sont connus?, alors :

(a) Avec une complexité en
O3 +N?A + n-max(n?,N) - (NT + nA + nN))

opérations binaires, on peut calculer

(al) des disques d’isolation adéquats 2, , < C pour toutes les racines complexes z' des poly-
némesF(z,—); de plus la somme de toutes les tailles binaires des rayons et des centres des
disques 9, est bornée par O(n(NT + nA + nN)),

(@2) la multiplicité u(z, z') de chaque racine complexe z' du polynéme¥(z,-), et

2. Notons que, d’apres la Proposition 2.14, les entiers naturels n(z) et k(z) peuvent étre calculés avec O(NZA +N3 +
n®t + n%) opérations binaires. Par conséquent, le polynome F(z, —) admet m(z) = n(z) — k(z) racines distinctes.
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(a3) une approximation dyadique G, , des séparateurs sep(z',F(z,-)) telle que
1 / ~ !
> sep(z,F(z,-)) <042 <2-sep(z,F(z,-))

pour toutes les racines z (resp. z' ) deR (resp. F(z,-)).

(b) Soient le sous-ensembleV c {(z,z') € C? : R(z) = 0 et F(z, z) = 0} de C? et x un entier naturel
strictement positif. Alors, pour tout (z,z') € V, son disque d'isolation 9, peut étre rétréci sur
un rayon inférieur ou égal a2™* avec pas plus de

O|N®+N2A + n-max(n®,N)- (NT+ nA +nN) + k- (N-p+n°- Y )

zemnyx (V)

opérations binaires; oil |1, := maxz znev L(2', F(z,-))) ef i := maxzen, (v) Hz-

(c) En particulier, si \(z,2') = 1, pour tout (z,z') € V alors on peut raffiner les disques 2, avec
O (N?+N?A + n-max(n®,N) - (NT + nA + nN) + k- (N - p + n? - card (rx (V) )
opérations binaires

Démonstration

Soient z une racine complexe de R, 1 € Z tel que 272 < LCF(F(z,-)) <27 %, et F,:=2%-F(z,-).
Notons que, sous ces hypotheses, les polynémes F, et F(z,—) ont les mémes racines et la valeur
absolue du coefficient de téte de F, reste comprise entre 1/4 et 1. D’apres la Proposition 1.15, on
peut calculer des disques d’isolation adéquats 9,  pour toutes les racines de F, (il en de méme
pour les racines de F(z, —)) ainsi que leurs multiplicités u(z, z') respectives avec au plus

O(n(n? + n-logMea(F,) +logsep(F,) + logGDisc(F,))), (2.32)

opérations binaires. Dans la suite, nous aurons besoin d’'une approximation de F, avec une préci-
sion absolue, bornée par

p. € O(n(n®+ n-logMea(F,) +1ogGDisc(F,))). (2.33)

D’apres la Proposition 2.5 et le Théoreme 2.1, on montre que la somme, sur toutes les racines z de
R, de la borne (2.32) vaut

On? - (NT+ nA + nN)),

etla somme, sur tous les z € V¢ (R), de la borne (2.33) pour la précision d’entrée vaut

Y. pz€0(n-(NT+nA+nN)).
zeVe (R)

Ainsi, il reste a démontrer qu’on peut calculer des approximations suffisamment bonnes des
polynémes F, avec pas plus de O(n? - (NT + nA + nN)) opérations binaires. Le calcul d’'une p,-
approximation binaire de F, nécessite tout d’abord de trouver un entier 1, tel que 2~"= 72 < LCF(F(z, -)) <
27Tz et calculer une (p + T;)-approximation binaire de F(z, —). Ensuite, multiplier les coefficients
du polynéme approximant F(z, —) par 1, bites. Commencons par analyser la complexité du cal-
cul de I'entier 1. D’apres la Proposition 1.16 a), on peut calculer une approximation ¢, de c; :=
ILCF(F(z,-))|, telle que |c, — &;| < 27%, avec O(n(L+ nlogmax(1,|z|)) + T) opérations binaires. L'al-
gorithme prend en entrée une O+ nlogmax(l, |z|) + T)-approximation binaire de z. Ainsi, en
choisissant successivement L = 2,4, 8,..., on arrive a calculer T, avec un entier naturel L de taille

L, € O(|log[LCF(F(z,-))I| + T+ n+ nlogmax(l,|zl)),
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tel que le cotit d’évaluation reste borné par O(nL,) opérations binaires. En prenant la somme de
cette borne sur tous les z et en appliquant la Proposition 2.9 (b) (avec G; = f,,-i, la suite des
coefficients de F € Z[X][Y]), on montre que

Y O@mL)=n-Of ) (1og|LCF(F(z,-))Il+ T+ n+nlogmax(l,|zl)
zeVe(R) zeVe(R)

=0 (I’ZZ(NT +nA+Nn))
Notons que 'analyse de la complexité ci-dessus implique aussi que

Y. 1,€0n(NT+nA+nN)).

ZEVC(R)

Lestimation de la complexité du calcul des approximations suffisamment bonnes de F(z, —)
est obtenue a l'aide de la Proposition 1.16 a). Donc la complexité d'une (p; + T1;)-approximation
binaire de F(z,—) est en au plus O(n?(t + n+ nlogmax(l,|z|) + p, + T;)) opérations binaires pour
une O(t+n+ nlogmax(l, |z|) + p; + T;)-approximation binaire de z. En prenant la somme de cette
borne sur toutes les racines z de R, on obtient

O|n*N(t+n)+n® Y logmax(1, |zl) + n* Y (pz+T2)
zeVe(R) zeVe(R)

=n3-O(NT+nA+nN)

A présent, nous allons déterminer une borne sur la complexité du calcul des approximations
suffisamment bonnes des racines du polynéme R. Notons que, pour toute racine z de R, le réel
T+ n+nlogmax(l,|z|) + p; + T, est borné par O(n- (NT + nA + nN)). En effet, la borne précédente
s’applique a la somme de tous les termes. Donc il suffit de calculer des approximations pour toutes
les racines de R avec une précision absolue de taille O(n - (NT + nA + nN)). D’apreés la Proposi-
tion 1.17, la complecité du calcul des disques d’isolation adéquats correspondants est bornée par
O(N® +N2A + nN(NT + nA + nN)). La borne sur la somme de toutes les tailles binaires des centres
et des rayons des disques D ;- découle directement de la Proposition 2.5 et du Théoreme 2.1.

Ce qui met fin a la démonstration des assertions (al) et (a2).

Pour 'assertion (a3), notons que

MiNg1 2705z, 2m=0 | Mz, 20 — Mz 7]

€]1-1/32, 1+1/32];
sep(z’,F(z,-))

ol m;  représente le centre de &, ,. Ainsi, les approximations 6, ,, satisfaisant les propriétés
requises, peuvent étre directement obtenues a partir des distances qui séparent les centres m;
des disques. En effet, la somme de toutes les tailles binaires des centres m; » est bornée par

O( ) logMea(F;) +logsep® (F;)) € O(n(Nt + nlogMea+Nn)).
zeVe(R)

Il reste a établir la complexité du procéssus de raffinement des disques &, qui consiste a
réduire les disques a une taille inférieure ou égale a 27, pour tout (z, z') € V. D’apres la Proposi-
tion 1.17 (c), pour un z fixé, on peut raffiner tous les disques &, , en

O(n(L- p; + n? -logMea(F,) + nlogGDisc(F) + n®))
opérations binaires. La somme sur toutes les racines z de R est de 'ordre de

O(n*(NT+nA+Nn)+nL- Y W)
zeVe(R)

La précision d’entrée p, requise pour approcher le polynéme F est en

p. € O(L-p+ n-logMea(F,) +logGDisc(F,) + n?).
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Les mémes arguments nous permettent d’en déduire que le calcul des approximations suffisam-
ment bonnes pour les polynémes F, peut s’effectuer en

O(n® - (NT+nA+Nm) +L(Np+n®- Y W)
zeVe(R)

opérations binaires. O

Remarque 2.3
Au vu des deux derniers points du Théoréme 2.2, il n'est pas toujours facile de raffiner les disques
d’isolation d’'un polynome bivarié. En particulier, lorsque \(z,z') > 1 est grand.

Cependant, il est possible d’adapter les algorithmes dédiés a ce calcul afin de les rendre plus ef-
fectifs et efficaces. 1l s’agit d'utiliser les bornes amorties sur la taille du séparateur. En effet, dans cer-
tains cas de figures, les racines peuvent étre assez proches les unes des autres. Si toutefois le nombre
de paires de racines deux a deux proches est minime et que l'on dispose d’un test pas cher permettant
d’identifier les calculs nécessaires et suffisantes a effectuer.

Une telle situation apparait dans le Théoreme 2.3 mais aussi dans les Propositions 2.17 et 2.18
qui constituent des résultats clés a la démonstration du Théoréeme 2.4.

Théoréme 2.3
Soient R € Z[X] un polynéme de magnitude (N,A\), EG € Z[X,Y] deux polynomes de magnitude
(n,7), et H:=F x G. Avec un nombre d’opérations binaires borné par

O (N*+N?A + n°1 + n® + n-max(n? N) - (NT + nA + nN))

on peut effectuer les calculs suivant pour toutes les racines complexes z deR :

(@) calculer des disques d’isolation adéquats 9, pour toutes les racines complexes z' du poly-
nomeH(z, ) ainsi que leurs multiplicités p(z, z') = mult(z',H(z, —)) correspondantes.

(b) pour toute racine z' deH(z,—), déterminer si z' est une racine deF(z,-), G(z,—), ou une racine
commune aux deux polynomes. Si z et z' sont des nombres réels, on peut déterminer le signe
deF(z,7)) et G(z,2).

Démonstration

Le point (a) découle directement du Lemme 2.14 et du Théoréme 2.2, sachant que H est de ma-
gnitude (O(n),O(logn + T)). Nous pouvons supposer que, pour toutes les racines complexes z de
R, nous avons déja calculé

— des disques d’isolation adéquats @} , et 25, pour toutes les racines complexes z” et z”
des polyndémes F(z, —) et G(z, —) respectivement;

— les multiplicités respectives mult(z”,F(z, —)) et mult(z"’,G(z, -));
— les degrés des polyndmes F(z,—) et G(z,—), et

— les signes des coefficients dominants des polynémes F(z, —) et G(z, —) lorsque z est une ra-
cine réelle de R.

Pour le (b), nous allons raffiner chaque disque @S} . jusqu’'a ce qu'il n'intersecte qu’'un seul
disque 2, . Si C’est le cas, alors cela signifie que z’ = z". De plus, z’ est aussi une racine de G(z, —)
si et seulement si p(z, z') > mult(z”,F(z,—)) puisque mult(z’,F(z,-)) + mult(z’, G(z,-)) = p(z, 2).
Donc, pour chaque racine z' de H(z,—), nous connaissons sa multiplicité en tant que racine de
F(z,-) et G(z,-). Lorsque nous nous restreignons au racines réelles de R, alors nous pouvons di-
rectement en déduire le signe de F(z, z') (respectivement G(z, z')) en la racine réelle z’ de H(z, -),
qui n’est pas une racine de F(z, —) (respectivement G(z,—)). C’est-a-dire, a partir du signe du coef-
ficient dominant de F(z, —) (respectivement G(z,—)) et de son degré, nous connaissons son signe
en +oo, et plus exactement le polyndme change de signe en les racines de H qui sont aussi racines
de F(z,—) (respectivement G(z,—)) de multiplicité impaire.
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Ilreste a majorer le cotit du raffinement des disques @E e Soit V < C2 défini parR(z) =F(z,z") =

0 et V! I'ensemble de tous les z” € C avec (z,z") € V. Le raffinement est offectué suivant les valeurs
croissantes de ¢ = 1,2,3,... : dans le ¢-iéme tour, pour tout z” € vﬁ, les disques d’isolation @5 o

sont raffinés a une taille inférieure ou égale a 2_28. Si @E 2 intersecte au plus un disque d’isola-
tion adéquat 9, » d'une racine du polynéme H(z, -) alors nous savons que z' = Z". Apres avoir
traité tous les points de Vﬁ, nous définissons Vﬁ“ comme étant I'ensemble des valeurs z” appar-
tenant a2 V¢ pour lesquelles leur disques d’isolation intersectent au moins deux disques d’isolation
adéquats de racines de H(z,—). C’est-a-dire que, I'ensemble Vﬁ est constitué des z" € V; qui ne
correspondent a aucune z’' de H(z,—) avec z’ = 2 apres le £-ieme tour de raffinement. Dans ce
cas, nous exécutons un (£+ 1)®™€ tour de raffinement. Le processus est interrompu dés que Vﬁ est
vide pour tous les z, au quel cas, chaque racine de F(z,—) = 0 s’identifie a une racine de H(z, -).
Notons que, pour chaque couple (z,z"),I'identification aboutit avec succes au £, ;7ieme tour de
raffinement, ot 282" est borné par O (l logsep(z”,H(z,—)) I). Le Théoreme 2.1 permet de conclure
que |logsep (2, H(z,—-))| est borné par O (n(NT+ nA + nN)); d’'ol1 le résulat apres k tours avec
x =max (€, +1) € O(log(n(NT+ nA + nN))).

(z,2")

D’apres le Théoréme 2.2, le cofit de raffinement des disques @f o bour tous les z,R(z) = 0 et

X s ek ) Y )
z" € V¢ a une taille inférieure ou égale 2272 est borné par
K ~
>0

=1

opérations binaires, avec

N® + N?A + nmax(n?, N)(NT+ nA + nN) + 25 (N + 02 Yl
zeC:R(2)=0

[0 ._ ) Max, ey mult (2, F(z,-)) siVi#o
7 o sinon.

et
f, [4
p[]. [].

max

z:R(z2)=0

Sachant que k est borné par O (log(n(NT + nA + nN))), on parvient & borner la somme

K
3 2"
=1

N-uf+n?. Y p[j]). (2.34)
zeC:R(2)=0

Si vﬁ £ @, soit ZZ/Z € Vﬁ tel que mult (ZE’Z,F(z, —)) = “[ZE], et soit zé’ € Vﬁﬂ un point appartenant a V,

avec mult (z},F(zg,-)) = ¥ En d’autres termes, z) € V! maximise la multiplicité dans la fibre, et
(z¢, zZ ) est un point appartenant a V qui maximise la multiplicité sur toutes les fibres. Par consé-
quent, la somme dans (2.34) peut étre réécrite comme suit

K K
N'Z H(Zé,)F(Z£$_))'2€+n2' Z Z H(ZZZ)F(Z,_))'Ze-
=1 £=12z€eC:R(z)=0
Notons qu'une paire (z, z') telle que z” € V¢lI, peut apparaitre au plus « fois dans chacune des
sommes ci-dessus. De plus, z” ¢ vﬁ pour £ > £, ,» avec 2t O(|logsep(z",H(z,-))|). Dong, la
somme ci-dessus est bornée par

O|x-(n*+N)- Y u(Z" F(z,-))-llogsep(z’, H(z,-))| (2.35)
(z,2")eV
Sachant que p(2”,F(z,-)) < p(z”,H(z,—)) et que V est un sous-ensemble de I'ensemble des paires
(z,2') € C? telles que R(z) = H(z,Z') = 0, le Théoréme 2.1 permet ainsi de conclure que (2.35) est
majorée par
O(n-(n*+N)-(NT+nA+nN)).

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE COURBES ALGEBRIQUES 3 8

Remarque 2.4

Les considérations ci-dessus ont permis d’élaborer un algorithme qui résout un systeme de poly-
némes bivariés avec une complexité presque égale a la complexité optimale connue pour ce type de
probléeme.

Corollaire 2.1

Soient EG € Z[X,Y] des polynémes co-premiers de magnitude (n,T). La complexité du calcul des
domaines d’isolation pour toutes les solutions complexes du systétme F = G = 0 est en O(d’1 + d®)
opérations binaires.

Démonstration

Soit R = Resx (E G) le polyndme résultant de F et G, qui peut étre calculé en Owd® + d*v) opéra-
tions binaires. Pour toute solution commune (xy, yo) € C de F = G = 0, xp est une racine de R; par
conséquent yp est une racine commune de F(xg,—) et G(xp, —). Inversement, toute racine com-
mune ), de F(xp, —) et G(xg, —), le couple (xp, yo) est une solution du systeme F = G = 0. D’apres le
Théoreme 2.3, il est possible calculer toutes les racines communes de F(z, —) et G(z, —) pour toute
racine complexe z de R avec Odt+d% opérations binaires. O

2.2 Retrait des droites verticales de la courbe
Soient P € Z[X, Y] un polyndéme sans facteur carré de magnitude (d, 1) et
€(P) = {(x,y) R | P(x,y) = 0}
la courbe algébrique réelle définie par P,
c(P) = {(x,y) €C*| P(x,y) = 0}

la courbe complexe correspondante.
Soit
PX,Y) = c(X)-P(X,Y) (2.36)

une décomposition de P(X,Y), ol1 ¢(X) € Z[X] et P(X,Y) € Z[X,Y], telle que pour tout z € C, P(z,Y)
ne soit jamais identiquement nul. Géométriquement, cette décompositon distingue les droites
verticales de 6¢ (P) du reste de la courbe 6¢ (P), i.e la partie qui ne contient aucune droite verticale.

Proposition 2.15
La complexité du calcul de c(X) et P(X,Y) est de 'ordre de O(n* + n®1) opérations binaires. Les poly-
nomes P(X,Y) et c(X) sont de magnitude au plus (n, T+ n+log(n+1)).

Démonstration

SoitPX,)Y) := Cd, XYY +...+ co(X), avec dy = degy (P) < d. Soit ¢(X) le pgcd de tous les coefficients
¢;(X) de P. Tout d’abord, nous calculons le polynéme c(X) pour ensuite exprimer P(X,Y) sous la
forme P(X,Y) = ¢c(X)P(X,Y) afin de retirer les droites verticales du reste des solutions de I'équa-
tion P(X,Y) = 0. La complexité du calcul de c¢(X) et P(X,Y) ainsi que la borne supérieure sur leur
magnitude découlent des Propositions 1.10 et 1.12. g

A présent, nous allons étudier les solutions de I'équation P(X,Y) = 0, qui est une courbe ne
comportant aucune droite verticale. Nous supposons que degy (P(X,Y)) > 0, sans quoi la courbe
%6 (P) n'est qu'un nombre fini de droites horizontales et sa topologie est assez simple a décrire
(voir les détails dans la section 2.5.2). La section 2.5.2 explicite aussi la technique utilisée pour
rajouter les droites verticales dans % (P) aboutissant a la reconstruction de la topologie globale de
€ (P).
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Tout d’abord, nous considérons les définitions suivantes

Dx(X) := Discy(P)(X), (2.37)
Dy(Y) := Discx(P)(Y), (2.38)
Sx(X) = Dx(X)-Resy(P,0xP)(X), (2.39)
Sy(Y) := Dy(Y)-Resx(P,0yP)(V),, (2.40)
Tx(X) := Sx-(Sy), (2.41)
Ty(Y) := Sy-(Sy). (2.42)

ol (S;g)' et (S)’E)’ désignent respectivement les dérivées des parties sans facteurs carrés de Sx et Sy.

Lemme 2.4 Les polynomesDx, Dy, Sx, Sy, Tx, Ty sont tous de magnitude (O(dz), odt+ dz)) et peuvent
étre calculés en O(d*t + d°) opérations binaires.

Démonstration . La démonstration de Lemme est obtenue a partir des Propositions 1.12 et 2.4. [
Nous désignons par
o) <...<an (2.43)
les racines réelles de Dx (X). Un point (a, ) € € (P) est dit :
— X-critique si 0yP(a,B) = 0,
— Y-critique si 3xP(a, ) =0,
— singulier si oxP(q, B) = oyP(q, B) =0,
— régulier si dyP(a,B) # 0 et OxP(a, B) # 0.
Soit Crit(€(P)) ’ensemble des points X-critiques de la courbe € (P). Notons que, tout point sin-
gulier € (P) est aussi X-critique et Y-critique; I'abscisse (resp 'ordonnée) d'un point X-critique est
racine de Dx (resp. Sy), et 'ordonnée (resp. 'abscisse) d'un point Y-critique est une racine de Dy
(resp. Sx).
Nous désignerons aussi par
€1 <...<&n, (2.44)

les racines réelles de (S)*()' X), et & = —C(Tx), Enr+1 = C(Tx) (comme dans la Notation 1.1), tels que
&o (resp. Env+1) soit plus petit (resp. plus grand) que toutes les racines réelles de Sx et (S)’;)’ . Notons
que &g et Exr4 sont des nombres rationnels de taille binaire O(dT + d?).

Pour touti =1,...,N, on notera par a; et (xl.+ les éléments appartenant a

€0,81,. ., N, ENT41)

tels que a; €]a;, o [.
Notons que pour tout intervalle lag, 0(;r [, a; y estla seule racine de Dx et Sx.
Sur I’axe des ordonnées,

Y1 <...<YMm,

désignent les racines de Sy(Y),

n<..<nw, (245)
désignent les racines réelles de (S§)’ (Y), et ng = —C(Ty), nwr+1 = C(Ty) (d’apres la Notation 1.1),
tels que 1o (resp. nyr+1 soit plus petit (resp. plus grand) que toutes les racines réelles de Sy et (S3)".
Notons que ng et nyr+1 sont des nombres rationnels de taille binaire O(dt + d?).
Pour tout k=1,...,M, on désigne par Y et y;; les éléments de
{T]O» ny...,NMm,» T]M’+1}
tels que yx €]y, Y} [.
Pour touti =1,...,N, on désigne par
Bi1<...<PimG) (2.46)

les racines réelles de P(«a;,Y). Pour tout point X-critique (a;,f; ;), on peut voir que f; ; est une
racine de Sy et on définit k(i, j) comme étant I'indice tel que Yk, j) = Bi,j-
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2.3 Structures des boites adjacentes

La boite adjacente associée au point singulier (o, 8) = (a;,3;, ;) est définie par [«™, oafIx[y7,y"]

- — = ot — ot - — - + ot
avec o = o, o" =0 ety” =Yy, oY = Yig gy

Lobjectif, ici, est d’expliquer le processus de détermination des nombres LEFT et RIGHT de
segments qui arrivent respectivement a gauche et a droite du point (, ), par rapport a la verticale,
en comptant uniquement les points d’intersection de % (P) avec des parties spécifiques du bord

de la boite adjacente.

Notation 2.1

* SoitLy- (resp. Lo+ ) la liste ordonnée des points d'intersection de € (P) avec {a~}x1y~, Yy [ (resp.
fatix]y™, Yy D ou{a” }x]1y ", Yy [et{a™} x]1y™, y* [ sont respectivement les cotés gauche et droite
de la boite [a~,a*] x [y~,y"].

Soit L;ﬁ (resp. L;ﬁ) la liste ordonnée des points d'intersection de € (P) avec {o} x]y™,pl (resp.
{a} x1B, Y ) Nous considérons que les points sont ordonnés suivant l'ordre croissant de y dans
toutes ces listes.

Soit Ly~ (resp. Ly+) l'ensemble des points d’intersections de € (P) avec Ja~,a* [x{y~} (resp.
la—, ot [x{y™}); ot Joa—, ot [x{y™} et Ja~,at [x{y™}) sont les cotés inférieur et supérieur de la
boite [a™,a* ] x [y~ y"].

Soit L3, L3* (resp. L;f‘, L;f‘ ) l'ensemble des points de Ly- (resp. Ly+) qui sont a l'intérieur
de Jo~,a[x{y"}, la, o [x{y"} (resp. o™, a[x{y*}, la,a® [x{y*}). Les ensembles Ly-, Ly+ sont
ordonnés de facon croissante par rapport a x.

On déﬁnitL?i"f (resp. LJY, L?E"+ ) comme étant l'ensemble vide siP(a”,y™) #0 (resp. P(a, Y7) #
0, P(a*,y7) #0) et {(a™,Y")} (resp. {(a, Y )}, {(a*, y7)}) au cas contraire.

On déﬁnitL;f‘_ (resp. L?f‘, L\:(f‘+ ) comme étant l'ensemble vide siP(a™,y") # 0 (resp. P(a, Y*) #
0, P(a*,y") #0) et {(a™, Y} (resp. {(a, Y}, {(a*, Y")}) au cas contraire.

FIGURE 2.1 — Illustration des notations

Soit (x, ) un point bord de [a~,a[x[y~, Y 1N € (P) (resp. Jo,a*] x [y, yT1n € (P)). Il existe un

seul et unique arc, appelé arc spécial, et qui satisfait exactement une des propriétés ci-dessous :

— type 1 : I'arc qui connecte (x,y) a un autre point du bord [a~,a[x[y~,y*] (resp. la,a*] x

[Y™,Y*]), appelé le point correspondant (matching point) de (x, y);
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— type 2 : I'arc qui connecte (x,y) a un point régulier de la fibre spéciale, appelé le point
correspondant de (x, );

— type 3:'arc connecte (x, y) a (o, p), appelé le point correspondant de (x, y).

Remarque 2.5 Un arc de type 1 ou 2 n'intersecte aucun autre arc, tandis qu'un arc de type 3 croise
d’autres arcs du méme type au point (, ).

Pour toute liste L = [x1, ..., X,;], on définit

Llil=x;, L\L[1]=[xX2,...,%m], L:=I[xn,...,x1].

Etant données deux listes L = [x,...,x;] et M = [y1,..., ¥m], la concaténation de L et M, notée
L+M, est donnée par
L+M:=[x1,..., X0, Y1, Yml-

On note Pente(P)(X,Y) la fraction rationnelle définie par

~ oxP(X,Y)

Pente(P)(X,Y) = - ———.
ente(R)X,Y) oyP(X,Y)

La pente de la tangente a la courbe € (P) au point régulier (x, y) est donnée par la formule suivante

oxP(x,y)

Pente(P) (x,y) = - ———.
Y oyP(x,y)

Notons que, en tout point (x, y) appartenant a €p(P) n[a~, a1 x [y~, Y"1\ {(a, B)}, Pente(P) (x, )
est bien définie et non nulle, sauf si la droite horizontale Y = 5 appartient a la courbe.

Proposition 2.16

a) al) si ngf + L;f‘_ + L;f‘ + L?S‘ + I:;ﬁ # (1, les pentes sont du méme signe sur tous ces points.
Soita* le signe de la pente sur ces points;
a.2) siat >0 alors, pour i =1,...#L", Match(L*[i]) = L'*[i] avec L* = L;f‘ + L;f‘ + I:;ﬁ et
L' = Lo~ + L7 +L5%;
a.3) si ot < 0 alors, pour tout i = 1,...#L", Match(L*[i]) = L'*[i] avec L* = i;ﬁ et " =
r<a,p=a 4 7P
L+ L + L
b) b.1) Si Ljﬁf + L?E"f +L3%+Ly%+ Léﬁ # [] alors la pente est du méme signe sur tous ces points.
Soit o~ le signe de la pente sur ces points;
b.2) si o~ > 0 alors, pour tout i = 1,...#L, Match(L™[i]) = L'"[i] avec L™ = L;ﬁ etl” =
T <a = <p .
Ly +L° +Lg-;
b.3) sio~ <0 alors, pour touti = 1,...#L~, Match(L™[i]) = L'"[i] avecL™ = L?i" +Ly% + fof’ et
L'~ =Lg + L;?" +L5%
c) cl) Si L:E’ + L;f,"+ + 129+ L;S‘ + i;ﬁ # [1 alors la pente est du méme signe sur tous ces points.

Y
Soit 1" le signe de la pente sur ces points;

c.2) sitt >0 alors, pour tout i = 1,...#M*, Match(M* [i]) = M'*[i] avec M* = I:;ﬁ etM'*t =
Lo+ L2+ 1P,
Yt Y ot
c.3) sitt <0 alors, pour touti =1,...#M"*, MatchM*[i]) = M'*[i] avecM* = E;E}+L;E‘+EZG
etM'™ =Ly + LjE"+ + i;ﬁ".
d) d.1) Si i:? + Lji"+ + I:;E" +L3% + L;ﬁ # (] alors la pente est du méme signe en tous ces points.
Soit 1t~ le signe de la pente sur ces points;
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d.2) sit~ >0 alors, pourtouti=1,...#M~, MatchM™[i]) = M'"[i] avecM™ = i;9‘+L§9‘+L§ﬁ
erM'™ =L+ + L7 + L%,

d.3) sit~ <0 alors, pour touti =1,...#M~, Match(M™[i]) = M~ [i] avec M~ = L;ﬁ etM'™ =
P P P
Y™ Y™ ot

Démonstration

a.1) Supposons que L;S‘f +L3%+L ¥ admet au moins deux points (x2,Y"), (x1,Y") avec x1 < xa,
dont les signes de la pente sont opposés. Désignons par C; et C, les composantes connexes de
%r(P) dans le cylindre [a~,a[xR telles que (x1,Y") € C; et (x2, YN € Co. Puisque I'intervalle [a™, af
ne continent aucune racine du polynéme Sx, donc C; et C, sont des graphes de deux fonctions
monotones semi-algébriques ¢; et ¢y définies sur [a~, ). Les fonctions ¢; et ¢, ont des limites
positives au point a, donc le signe de la limite de ¢, — @2 est bien défini au point a. Le signe de
@1(x1) —2(x1) etle signe de la limite de ¢; — ¢, lorsque x tend vers x, sont contraires, donc pour
tout x € (x,a), P1(x) = P2(x); ce qui est impossible car un tel point est nécessairement un point
singulier de la courbe R (P) dans la cylindre [a~, o[ xR.

Supposons que L. (resp. L;‘? ) admet au moins deux points (a, y1) et («, y2) (resp. (a~, 1) et
(a7, 32)), avec y1 < y», dontles signes de la pente sont opposés. Désignons par C} et C} les compo-
santes connexes de 6r(P) dans le cylindre Rx]p, y* [. Puisque (B, y*] ne contient aucune racine de
Sy, donc C] et C;, sont des graphes de deux fonctions monotones semi-algébriques y et y, défi-
nies sur |B, y*]. Les signes de y; —\, aux points y; et y, sont contraires, donc pour tout y €] y1, yal,
Y1 (y) = w2(y); ce qui est impossible car un tel point est nécessairement un point singulier de la
courbe Vg(P) restreinte au cylindre Rx]B, y*].

En définitive, supposons que L;Ef + L;f‘ + L?f‘ # [] et L;ﬁ # [] (resp. L;E) # [1), et soit (o, y) le

premier point dans la liste I:;ﬁ (resp. Lg? Z D).

(i) Supposons que la pente est de signe négatif (resp. positif) au point (a, y), et de signe positif
en tous les points de la liste L;f‘_ +L;E‘ +L;f‘. Soit (x, y") le dernier (resp. premier) point dans la liste
L;f‘ + L;f‘. Désignons par C] et C;, les composantes connexes de la 6 (P) dans le cylindre Rx]p, y*]
telles que (a, y) € C; et (x,y") € Cp. Puisque B, y*] ne contient aucune racine de Sy, C| (resp. C,) est
le graphe d’'une fonction semi-algébrique v, (resp. w2) définie, continue et croissante sur 1, y*].
Le point (x,Yy*) n'est pas le correspondant de (q, y) car ces deux points ont des pentes de signes
contraires; donc la limite de ¢, au point y* est strictement inférieure a x. La limite de y; — y; au
point p (resp. Y*) est de signe positif (resp. négatif). Elle est positive (resp. négative) au point y»
(resp. 1), donc W (¥) = W2 (y) pour tout y €]p,y*] : ce qui est impossible car il s’agirait d'un point
singulier de Vg P) appartenant a Rx]p, y*[.

(ii) A présent, supposons que la pente au point («, y) est de signe positif et que les pentes au
niveau des points de I’ensemble L;f‘_ + L;f‘ + L;f‘ sont toutes positives.

Notons que le cas de figure P(a, Y*) = 0 (resp.P(a~, y*) = 0) est impossible d’apreés (i) (en utili-
sant la symétrie par rapport a la droite X = «).

Par conséquent, il existe un point (x, y") appartenant a L;f‘f + L?f‘. Soient C; (resp. Cy) la com-
posante connexe de Vr(P) dans [o~,a[xR telle que (x,y") € C, (resp. (o, y) € Co). Compte tenu
du fait que [a¢”,a ne contient aucune racine du polynéme Sy, alors C; (resp. Cp) est le graphe
d’une fonction semi-algébrique, continue, croissante (resp. décroissante) ¢; (resp. @) définie sur
[a~,af. Le point (a, y) n'est pas le correspondant de (x, y*). Car les signes de la pente en ces points
sont contraires; c’est-a-dire que la limite de ¢, au point a est strictement inférieure a y. Donc la
limite de ¢; — @2 au point o~ (resp. &) est négative (resp. positive). Par conséquent, pour toute
valeur x €]a”,af, ¢1(x) = @2(x) : ce qui est impossible; car ce point doit nécessairement étre un
point singulier de Vg (P) dans [a~, a[xR.

a.2) Le correspondant de L* [i] est un point qui se situe sur le bord gauche « et il n’appartient
pas alaliste L. Car le polynome Sy ne s’annule pas sur l'intervalle |, y*] : c’est donc un point de de
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laliste L't = Lo- + L3* + L3 On considére le premier point dans la liste L [i] a qui on fait corres-
pondre un point L'* [ j] delaliste L avec j > i. Ce qui signifie que L'* [i] ne peut pas correspondre
avec un point de L*. Car cela aurait pour conséquence que les arcs passant par L* [i] et L* [ j] aller
s’intersecter dans la boite adjacente : Ce qui est impossible car un tel point devrait étre nécessai-
rement un point singulier de Vg (P) distinct du point a,f) al'intérieur de la boite adjacente. Ce qui
signifie que, L'* [i] est le point correspondant de L* [i].

a.3) Le correspondant de L* [i] est un point qui se situe sur le bord gauche de « et il n”’appartient
pas a L. Car le polyndome Sx ne s’annule pas sur 'intervalle [a*, a[ et son ordonnée est plus grande
que celle de L* [i] : c’est un point de L'". On considére le premier point de la liste L* [i] a qui
on fait correspondre un point L'* [j] de la liste L' avec j > i. Donc L'* [i], dont 'ordonnée est
au moins égale a celle de L*[i], ne peut étre un correspondant d'un point de Ly en ayant une
ordonnée plus petite que que celle de L*[i]. Car cela signifierait que les arcs passant par L™ [i]
et L* [ j] s'intersectent dans la boite adjacente. Ce qui signifie que L'* [i] est le correspondant du
point L [7]. O

Notation 2.2

Désignons parc™~ etc™ les signes de Pente(P) (L?P‘ [1]) et dePente(P) (L?f‘ [11) et part~ ett* les signes
de Pente(l3) (L;E" [1]) et Pente(f)) (L;f‘ [1]1). Par convention, nous considérons que g~ (resp. ot, 1 ,t")
est strictement positif lorsque L3* (resp. L;f‘, L% L;f‘ ) est vide.
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Algorithm 1 Nombre de segments arrivant sur un point critique

1. Nombre de segments qui arrivent a gauche

Input : #Lo #L, #L5S, #L5%, #LZ, 415, 417, #P 4P o etot

Output : Le nombre LEFT de segments qui s’arrétent au point (o, ) a gauche de

— Sio* >0eto” >0alors
LEFT = #Lg- — (L3 + #L70) + #L% +#L7% — (Lo +#LgP) (2.47)
— Siot>0eto” <O0alors
LEFT = #Lo- — (#LY% +#L3%) - #Ly® +#L3%) — (HLo” +#L5") (2.48)
— Sioct<0eto™ >0 alors
LEFT = #Lg- +#LS% 4+ #LTE +#L5% + 4L — (FLg? +#LS) (2.49)
— Siot<0eto™ <O0alors
LEFT = #Lo- +#L5%+ #LTF — (L3S + #L7%) — (Lo +#LgP) (2.50)
2. Nombre de segments qui arrivent a droite
Input: #Lge #LTE, #L7% #LLS L, 4125 #1708 #1041, 07 et ot

Output : le nombre RIGHT de segments qui s’arrétent au point (a, 3) a droite de a.

— Sitt<0ett <0 alors

RIGHT = #Lq+ — (#L7% +#L7%) +#L7+ #L7% — (#LP +#L5) 2.51)
— Sitt<0et1” >0 alors

RIGHT = #Lg — (#L% + #L7%) — (L% + #L7%) — (HLgP +#LgP) (2.52)
— Sitt>0etT” <0 alors

RIGHT = #Lq+ +#L7% +#L0% +#L7S +#L7% - (Lo +#L5D) (2.53)
— Sitt>0etT >0alors

RIGHT = #Lg +#L7% +#L% — (L7 + #L7%) — (L +#L5) (2.54)

Correction de I’Algorithme 1
La correction de I’Algorithme 1 découle de la Proposition 2.16. En effet, soient N; (resp. N, N3) le
nombre d’arcs de type 1 (resp. 2,3) dans [~ ,a[x[y~, y*], notons que LEFT = N3, N, = #Léf’ + #Léﬁ.
Posons N =2N; + 2N + N3.

(i) Sioct>0eto™ >0
N = #Lo +#LS +HLTS+ LTS +HLT +#Lo" +#L5" .

De plus, tous les points de la liste Ly- \ Match(L™) sont connectés par un arc au point («,f3).
Etla fin, les points de la liste Ly \ Match(L") sont aussi connectés a (o, ).

(ii) Sict>0eto” <0
N = #Lo +HLI 4 #LTN+#LS + LTS + LGP +#LSY.
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Lordonnée de chaque point de la liste Match(L;? ) (resp. Match(L;_‘3 )) est plus grand (petit)
que B et Match(L}P) = LS8+ L%+ L7?) (resp. Match(Lg?) = L5+ L% + Lg")). Donc

— si P(a™,pB) = 0 alors LEFT = 1, ce qui correspond a une droite horizontale Y = 3 de la
courbe 6r(P)

— siP(a7,p) #0alors LEFT = 0.
(iii) sict<0etag™ >0
_ <a =" <a =" >p <p
N =#Ly- + #LY+ + #LY+ +#L = +#LS +#Ly + Ly .
De plus, tous les points de la liste L+ \ Match(L*) (resp. Ly- \ Match(L")) sont connectés a

(a, ). Et au final, les points de la listeLq \ (Match(L*) uMatch(L™)) sont connectés a («, p).

(iv) SiocT <0eto™ <0
N = #Lo +#LET +HLTY + (LS +#LT%) +#L50 +#LSP.

De plus, tous les points de la liste Ly+ \ Match (L") sont connectés a (a, ). Au final, les points
de la liste Ly \ Match(L™) sont aussi conncetés a («, ).

Le certificat sur 'exactitude du calcul de RIGHT par le biais de |” Algorithme 1 se démontre de
la méme maniere. U

Exemple 2.1 Dans le cas de la figure 2.1, le coté gauche est caractérisé par : 6+ > 0,0~ >0, #Lo- =
=" = =0~ = > < .

THLYY =0, 4150 = 1, #L7% = 0, L% = 0, 4150 = 2, #1-% = 0, 417 = 2, #15P = 2. En appliquant la

formule (2.49) on trouve LEFT = 2. Le c6té droite est caractérisé par : 1+ >0, 1~ > 0 (par convention),

#Lor =5, #L3% =0, #L7% =0, #L7% =0, #L;S‘* =0, #L7% =1, #L3% =0, #P =2, 4. = 0. Daprés la

formule (2.53 ) on a RIGHT = 2. Cet exemple est illustré dans la figure ci-dessous.

ot >0 77 >0
T
|
%
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o >0 7~ >0

Tout en restant sur le cas de la figure 2.1, on suppose que sur le coté gauche : 6™ >0, 0~ > 0. Donc,
d'apres la formule (2.48) LEFT = 0. On a sur le c6té droite : 1% > 0, 1~ > 0 (par convention), #Lq+ =5,
HLLE =0, #1379 = 0, #L7% = 0, #L7% = 0, 4138 = 1, #L0% = 0, #Lg" = 2, 415" = 0. Done, dapres la
formule (2.53) RIGHT = 2. Limage ci-dessous est une illustration de la situation précédente.
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ot >0 77 >0

T

|
/2

I

I

I

I

i

|

I

|

I

|

I

I

|

o <0 77 <0

i

2.4 Raffinement de la Décomposition Cylindrique Algébrique
Nous rappelons d’abord la définition générale de la décomposition cylindrique algébrique.

Définition 2.2 Basuetal. [4, Def. 5.1 ]

Une décomposition cylindrique algébrique de R" est une suite finie d'ensembles 2,,...,2, telle
que, pour tout1 < i < n, 2; est une partition deR’ en des sous-ensembles semi-algébriques, appelés
cellules de niveau i, qui satisfont les propriétés suivantes :

o Toute cellule C € &2, est soit un point ou un intervalle.

e Pour toutl < i < n et tout C € &;, il existe des fonctions semi-algébriques continues
FC,I < "'<FC,BC :C—-R

telles que le cylindre C x R c Ri™*! soit I'union disjointe de cellules de 2.1 qui sont :

— soit le graphe d’'une des fonctionsFc j, pour j =1,...,0c :
{(ay,...,aj,aj+1) eECxRla+j+1 =Fc¢ j(ay,...,aj},

— ou une bande du cylindre délimitée (en haut et en bas) par les graphes des fonctions Fc,
etFc, jv1, lorsque j=0,...,0c, Fco = —oc0 et Fg g, 41 = +00 :

{(a1,...,aj,aj+1) e CxR| F¢ jlay,...,aj) <xjy1 <F¢jiilay,...,a)h
Dans la suite de cette section, pour tout i = 1,...,N, nous désignons par
- - + +
N1 <o <Mjpm, (1resp.r|l.’1 <...< ni,mi) (2.55)

les racines réelles de P(a;,Y) (resp. P((x;“,Y)).
Pour chaque k =1,...,M, nous désignons par

Cpp <eor<Epp, (TESPEL <. <Ep ) (2.56)
les racines réelles du polynome P(X,y,) (resp. P(X, y;;)).
Le Théoreme 2.4 (Décomposition Cylindrique Algébrique améliorée) donne

(a) une décomposition cylindrique de P mais aussi des informations supplémemtaires concer-
nant sa projection par rapport a I'axe des abscisses;

(b) une décomposition cylindrique partielle P mais aussi des informations concernant sa pro-
jection par rapport a l’axe des ordonnées;

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 2. TOPOLOGIE DE COURBES ALGEBRIQUES 47

(c) unraffinement des calculs précédents qui garantit la compatibilité entre (a) et (b).

Théoreme 2.4
Les calculs ci-dessous peuvent étre effectués avec une complicité en O(d°T + d®) opérations binaires :
(a) (a.1) Calcul des intervalles dyadiques 1;,1; j pour 1 <i <N,1 < j < m;, oul; (resp1; ;) est
un intervalle d’isolation adéquat de «; (resp. P;,j), en tant que racine de Dx et Tx (resp.
P(a;,Y));
(@.2) Calcul de deg(P(a;,Y)) et de deg(pged (P(a;,Y),0vP(a;,Y)) quelque soit1 < i <N;
(a.3) Calculde la multiplicité mult(ﬁi,j, P(aj,—)) deﬁi,j en tant que racine deP(a;,Y) quelque
soitl =i <N,1<j<m; etdelensemble CRIT; C {1,...,m;} des indices des points X-
critiques au dessus de ;. De plus, si j ¢ CRIT; alors1; ; est un intervalle d’isolation adé-
quat def; j en tant que racine de

P(a;,Y)-0xP(a;,Y) - 0yP(a;, V).

+

(a.4) Calcul des intervalles dyadiques Ii‘,Ii‘j, (resp. I; ,I;'j) pourtourl <i <N, 1< j<m;
(resp. j < ml.*) ol [ (resp I;r ) est un intervalle d’isolation adéquat pour o (resp. (xlf) en
tant que racine deTx, et1; i (resp. I;rj ) est un intervalle d’isolation adéquat den; i (resp.

n;j) en tant que racine de
P(a;,Y)-9xP(a;,Y)-dyP(a;,Y)  (resp. P(af,Y)-9xP(af,Y)-dyP(af,Y)).

(b) Pour toutk =1,...,M, calculer un intervalle dyadique ], qui est en fait un intervalle d’isola-
tion adéquat de Y. en tant que racine de Ty, et pour tout pointX-critique (a;,p;,j), déterminer
Vindice k(i, j) tel quePi,j = Yk, j)-

(¢) (c.1) Pourtoutl<k<M,1<fl< ng (resp. € < nZ), calculer des intervalles dyadiques ]l;'];,lz
(resp. T3 )i ou T (resp. Ji) est un intervalle d’isolation adéquat de y,_ (resp. Y;) en
tant que racine de Ty et]lz' 0 (resp. ]Z} 0 ) intervalle d’isolation de EE’ 0 (resp. E; 0 ) en tant que
racine de

P(X,v5)-0xP(X, v5)-0vyPX,Y;)  (resp. P(X,yi)-0xP(X, i) -0vyP(X, Y} ).

(c.2) Pour touti=1,...,N, j € CRIT;, garantir que les intervalles dyadiques ]E(i,j),e pour € =
- + — + . . -
1""’nk(i,j),€ (resp.]k(l.)j))e pour £ = 1""’nk(i,j),€) contiennent au plus un des points o,
o; oua; .
(c.3) Pour touti =1,...,N, j € CRIT;, garantir que les intervalles dyadiques I;j, pour j =
_ + o + ) ; _
L,...,m; (resp. Ii']., pour j = 1,...,m;) contiennent au plus un des points Yigi,j) OU

Y, )
De plus,
N N N 5
M) =Y A0 =Y A0H e O(d3t+dY), (2.57)
2 2 A7) =) A7 St+dt
i=1 i=1 i=1
N m; N m; m: }
YA =) Y A0 )= Y A ) e Ot +dh), (2.58)
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1
M M M 5
Y A0 =Y A0 = Y A0} € O@t+dh. (2.59)
k=1 k=1 k=1
M 7 M 7 5
Y AT =2 D A0; ) =€ O@t+d". (2.60)
k=1¢=1 k=1¢=1
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Remarque 2.6

Notons que le Théoreme 2.4 (c1) nexplicite pas si E;e <aj, EJ,;L, =a; ou E;e = a; lorsque ]lt(i,j),lZ

contient o; . En effet, le signe de P(«;, YE) reste inconnu. Cependant, il est possible d’'obtenir cette

information en faisant des calculs exacts, mais cette instruction étant trés couteuse, elle dépasse la

borne de complexité visée dans cet algorithme qui est de l'ordre de O(d°1 + d®) opérations binaires.
La méme remarque s'impose pour les cas (c1) et (c2)).

Démonstration

Pour les assertions (al), (a2) et (a3), notons tout d’abord que d’apres les Propositions 1.12 et2.4, la
complexité du calcul de Tx est de O(d*t+d® opérations binaires. De plus, les polynémes Tx, Dx
et la partie sans facteur carré de leurs dérivées respectives(i.e Ty et D{" ) sont tous de magnitudes
(N,A) = (O(dz), Owdt+ dz)). En appliquant les Propositions 1.17 et 1.18, on peut calculer des inter-
valles d’isolation adéquats pour toutes les racines réelles de Ty, tout en identifiant parmi elles les
racines réelles de Dy, avec une complexité en O(d°1 + d®) opérations binaires. D’apres la Proposi-
tion 2.10 (avec R:=Dx et F:=P(X,Y)), pour tout i € [1,N], on peut calculer deg (P(a,-,Y)) ainsi que
deg(pged (P(a;,Y),0yP(a;, Y))) avec O(d>t + d%) opérations binaires. Le Théoréme 2.2 stipule que,
pour tout i € [1,N], la complexité du calcul des intervalles d’isolation adéquats pour toutes les ra-
cines des polyndmes P(«;,Y) ainsi que leurs multiplicités correspondantes est en O(d° 1 +d®) opé-
rations binaires. A toute racine f3; ; de multiplicité au moins deux correspond un point X-critique
(a;,Pi,;) de'ensemble CRITIND; pour i € [1...N]. En appliquant le Théoreme 2.3 avec

H=PX,Y)-0xPX, V) -0yP(X, V),
on obtient des intervalles d’isolation adéquats pour les racines simples du polyndme
P(a;,Y) - 0xP(a;, V) - 0yP(a;, V),

tout en identifiant, pour tout i = 1,...,N, les racines spéciales de P(a;,Y). Finalement, la borne sur
la somme des tailles des intervalles I;,1; ; est obtenue grace aux Théoremes 2.2 et 2.3. Ce qui met
fin a la démonstration des assertions (al), (a2) et (a3).

Pour (a4), d’apres les Propositions 1.17 et 1.18, nous pouvons calculer des intervalles d’isola-
tion adéquats pour toutes les racines réelles de Tx et identifier parmi ces racines celles de Dx avec
une complexité en Od®t+d% opérations binaires. D’aprés la Proposition 2.10 (ou R := (T)"(‘)’ et
F:=P(X,Y)), on peut déterminer degP (£;,Y) avec la méme complexité. En définitive, d'une part le
Théoréme 2.2 nous permet de conclure qu’avec au plus O(d° T + d%) opérations binaires nous pou-
vons calculer des intervalles d’isolations adéquats pour toutes les racines réelles des polynomes

PE;,Y)-0xPE;,Y)-0yP(E;, Y);

d’autre part, le Théoréme 2.3 garantit que, pour tout i = 1,...,N’, nous pouvons identifier les ra-
cines de P(§;,Y). Dés lors, il ne reste plus qu’a calculer des intervalles d’isolation pour les racines
des polyndmes

P (&0, Y) - 0xP (&0, Y) - 0yP (&, ),

et
PN, Y) - 0xP(EN, Y) - OvP(EN, V).

Il devient alors facile d’identifier o; et cx;r, aussi bien que les intervalles Il.‘,Il.‘,].,,IlT,I;j,, a partir
des résulats obtenus dans les calculs précédents. La borne sur la somme des tailles binaires des
intervalles I}, I; j,,I;,I;j, est donnée par le Théoréme 2.2 (al) et le Théoreme 2.3.

La démonstartion du (b) est similaire a celle de (a4). Il suffit de permuter les roles de X et Y.
Dans la partie (c.1), d’aprés le Lemme 2.4, le calcul de Ty est de 'ordre de O(d*t + d®), et d’apres
les Propositions 1.17 et 1.18 le calcul des Ji, k = 1,...,M requiert au plus O(dt+ d% opérations
binaires; puisque Ty est de magnitude (O(d%),0(dT + d?)). La détermination des indices k(i, j)
pouri=1,...,N, j e CRITIND; découle de la Proposition 2.17.

Les parties (c.2), (c.3) découlent de la Proposition 2.18. O
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Proposition 2.17
Le calcul des entiers k(i, j) € {1,..., m}, pour tous les points X-critiques (a;,p; ;) € Crit(Vr(P)) tels
que Y, j) = Pi,j, colte O(d®t + d®) opérations binaires.

Démonstration

Soit V} := CRITIND;. Pour calculer les nombres k(i, j) de chaque f; ;), j € CRITIND;, nous procé-
dons par une suite d’énumération indexée par £ = 1,2,3,.... Au £'*™° tour, nous raffinons les inter-
valles d’isolations pour tous les indices i et toutes les racines ; ; avec j € Vf a une taille inférieure

a 272", Si l'intervalle d’isolation concerné I;,; intersecte au plus un autre intervalle d’isolation J;
pour les racines de Resx (P,0yP), nous savons que k = k(i, j). Aprés avoir traité tous les éléments
Vf, on définit Vf“ comme étant '’ensemble de tous les indices critiques appartenant a Vf dont
un intervalle d’isolation I; j de ; ; intersecte au moins deux intervall‘e;s de Ji. C'est-a-dire, Vf re-
groupe tous les indices critiques dont k(i, j) reste inconnu apres le £'°™€ tour. Dans ce cas, nous
passons au (£+1)®™€ tour. Nous nous arrétons dés que Vf estvide pour chaque i = 1,...,N, auquel
cas k(i, j) a été déterminé pour tous les points critiques.

On utilise le polyndme Ry définit dans la Proposition 2.7, avec F = P, tout se rappelant que
parmi les racines de Ry se trouve les des points Y-critiques de P. A noter que, pour tout point cri-
tique (a;,;, ), nous aboutissons a un succes au Eif’;ne tour, o1 2%7 est borné par O (|log (Sep (ﬁi,j, TyRy)) |)
Ce qui signifie que, pour tout £ > ¢; ;, j ¢ Vf .

Le cotit du test, qui consiste a vérifier si I'intervalle I; ; intersecte ou pas avec exactement
un seul intervalle d’isolation J, est borné par O (@1 + d*) opérations binaires a chaque tour. En
effet, nous avons uniquement besoin de O(log(d)) comparaisons entre les points les extremités
des intervalles qui apparaissent. Chaque comparaison est réalisée avec une précision bornée par
O(d®t + d*), en l'utilisant cela a partir des bornes amorties sur le séparateur des racines (Proposi-
tion 1.9)

O (|log(sep (Bi,j, TyRy))|) € O(@>t + d*).
Sachant qu’il a au plus O(d?) points critiques, le cofit total des comparaisons est alors bornée par
O(d>t+d").

A présent, il ne reste plus qua faire une estimation du cofit de raffinement des intervalles
I; j, pour tout i, j, a une largeur inférieure a 272"/ En utilisant encore O(llog(sep(B;,j, TyRy))]) €
od3t+dh opérations, nous obtenons un succes au bout de x tours avec

k =max/¢; j + 1€ O(log(d* + d°1)). (2.61)
L]
D’apres le Théoreme 2.2, le cofit est borné par

N
d>t+d®+2%a?- Y plf
i=1

0 €e0(d°t+d%)+0

T

N
dz_ZZB_Z ugﬁ]),

14 i=1

Mm'— manefo(ﬁi,j,f’(ai,—)) SiVE# o
b 0 sinon.

Ainsi, il suffit de montrer que
K N B
Y20y plYe 0@t +ah.
=1 i=1

Si Vf # @, soit jlm € Vf tel que H(ﬁi, j}“’p(ai' =) = py]. En d’autres termes, jlm est 'indice critique
dans Vf au dessus de «; ayant la plus grande multiplité dans la fibre. Dans ce cas, nous pouvons
écrire
K N K
Y20y =320 3, o0 Plag,-)
(=1 i !

i=1 =1 l',vl?;e@
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Evidemment, chaque point critique («;,B;,;) apparait au plus k € O(log(d®t + d*)) fois dans la
somme précédente. De plus, sachant que («;,p;,;) ¢ Vi et 2lii e O(llog(sep(B;,j, TyRy))D), il s’en
suit que

K N N
Y2 Z Z n(Bij P, -)e0lY. > uBijP;,-)-logsep@; j, TyRy))I|.
i=1 jev!

=1 i=1 jeCRITIND;

-~

Sachant que

Yoty }l(ﬁ”[m,P(Olz,—))<ZZEZ Y i, Pla,-),

=1 l')Vf#Q) =1 ll](—:Ve

nous avons

Yoty p(ﬁ,]m,P(al, ))eO(Z Y. Hij,Pa;,-))-1logsepBi,j, TyRy)D).

=1 jVi#g i=1 jeCRITIND;
D’apres la Proposition 2.7, pour toute valeur fixe f; ;,

Y. (mult(; j,Plaj,—)) — 1) < mult(y, Ry)).
(o,B:,7):Bi, ;=Y

Sachant que mult(f;, ;, Plaj,-)) =2- (mult(B; ;, P(a;,—)) — 1), nous pouvons conclure que

Y. mult@; ;,P(a;,—)) < 2-mult(y, TyRy).
@, )):Bij=Y

En définitive, d’apres la Proposition 1.9

N
Z I'e O(logsep(TyRy)) € O(d®1 + d*).

I Mx

Pour chauge indice fixé i, nous désignons par
CRITIND; :={ke{1,...,M}: (a;, Y§) € Crit(6)}.

I'ensemble des indices critiques au dessus de i. De la méme maniére, pour tout indice fixé k, nous
désignons par
CRITINDg :={i €{1,...,N}: (a;, Y§) € Crit(¥)}.

I'ensemble des indices critiques au niveau k.

Proposition 2.18
Avec O(d®T + d®) opérations binaires, et sans modifier les estimations (2.57), (2.58), (2.59) et (2.60),
(a) on peut raffiner tous les intervalles I; i (resp. I;r’ J ) de sorte que, si I; i (resp. IZ i ) intersecte un
intervalle]; (resp.J,.) pour un certain indice k € CRITPL;, alors il contient], (resp.]; ) et nintersecte
pas], (resp. ];).
(b) on peut raffiner tous les intervalles Jio (resp. ]Z} o) de sorte que, si Jip (Tesp. IZ, o) intersecte un
intervalleT (resp.1;; resp.1;) pourie CRITPLY, alors il contient1} (resp.1;; resp.1;) et n'intersecte
pasl; et1; (resp. I;r etl; ;resp.1; etI;r).

Démonstration
Nous traitons de facon détaillée le cas des intervalles I i qui constitue la premiere moitié de (a).
Soit I‘ les intervalles calculés dans le Théoreme 2.4. Dans ce qui suit, nous nous restreignons a

r ensemble V! de tous les indices (i, j') appelés bad pairs tels que I'intervalle I 7 intersecte deux

intervalles J,_ et J#, et nous désignerons par V} I’ensemble des indices correspondants au dessus
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de i. Soit ¢ I'application qui a tout bad pair (i, j') associe un indice arbitraire k (il peut exister plus
d’un tel indice) tel que Ly intersecte les intervalles J,_ et]; et que par ailleurs y; —y, soit minimal
avec cette propriété. Il en résulte que la taille de la préimage de chaque k est bornée par CRITPL.

A savoir, pour un indice i fixé, il peut y avoir au plus un intervalle I;j, qui intersecte deux autres

intervalles I]; et ];. Par conséquent,

|©~" (k)| < ICRITPL| < p(Yk, Sy) < p(yr Ty),

ce qui implique davantage que V! contient au plus O(d?) éléments. A noter qu'une paire (i, j') ne
peut devenir bad que si la largeur I'intervalle correspondant I; jrest plus petit que % -sep(Yi, Ty);

puisque la distance entre les intervalles J,_ et J; vaut au moins % -min(ly; -y < % -sep(y,, Ty).

Ainsi, afin de certifier que 'intervalle I J n'intersecte pas ],; et ];g, il suffit de raffiner les intervalles
Il._j, avec (i, j') € V1 a une largeur inférieure a % -sep(y,, Ty).
Pour cela, nous procédons tout d’abord par une suite d’énumération indexée par ¢ =1,2,3,...,

au cours de laquelle, au €™ tour, nous raffinons tous les intervalles Il._j, avec (i,]) € Vf a une

. _2[ . . . . e 14 .
largeur plus petite que 27 . Ensuite, on retire toutes les paires (i, j') de V; qui ne sont plus bad pur
obtenir 'ensemble Vf“. En d’autres termes, Vf“ regroupe toutes les paires dont les intervalles
I J intersectent chacun deux intervalles ]E et ];g au sortir du £'°™€ tour. Deés lors, nous passons au

(€ + 1)i*me tour, Le processus est interrompu dés que tous les ensembles Vf sont vides, auquel cas,
chaque intervalle Il.‘j, satisfait la condition.

ye — sz N 0. . 2
Anoter quel'intervalle Il.’j, estretiré apres ¢; j tours, avec 2™/ borné par O(|log(sep(y¢((, ), Ty))D.
y N . . . e .. . » . _
C’est-a-dire, pour tout £ > ¢; jr, j' ¢ V;. Ce qui implique que le séparateur de chaque racine conte

O R -e R . .
nue dans ¢(Vy) est inférieure 2 2172, En outre, notons qu’a partir des bornes amorties sur les
séparateur des racines (Proposition 1.9)

O(llog(sep(Yo(i, i), Ty)) € O(d> T+ d*),

donc le cott du test consistant a vérifier si j' € Vf est borné par O(d31 + d*) opérations binaires
a chaque tour; puisque nous avons juste besoin de considérer O(log(d)) comparaisons entre les
extrémités des intervalles correspondants concernés. Chaque comparaison est réalisée avec une
précision bornée par O(d>t + d*). Sachant qu'il y a au plus O(d?) éléments dans chaque V, le cofit
total des comparaisons est bornée par O(d®t +db).

A présent, il reste a faire une estimation du cott de raffinement des intervalles I;j,, pour tout

0. .
(i, j') € V, a une largeur plus que 272" Sachant que O(|log(sep (Yo, j), Ty)I) € o(d3t+d"h,

k =max/?; j+1€0(log(d’t +d").
i,j'

D’apres le Théoréme 2.2, le cofit est borné par
K

Y O(dt+d®+2°d* A) e O(d®t+d®) +0(d* Y 2" 1{i | V! £ 2},
4

Ainsi, il suffit de montrer que
K ~
Y 2h i | V] £ o}l € O(d" + d®v),
=1
ou de fagon alternative que

K
Z Z M(Y/OTY) . |10g(sep(Yk,Ty))| € O(dBT + d4) (262)
=1 k:log(sep (v, Ty)) <212

Sachant que chaque racine y; a au plus p(yg, Ty) préimages sous I'application ¢ et que q>(vf)

. . . . . _ot .
contient uniquement des racines Y dont le séparateur est plus petit que 2-2172 . Par ailleurs k €
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O(log(d3‘r +d*) et ZII\C/[:l U(yx Ty)-1log(sep(Yk, Ty))| € O(d3t+d*) ; d’oul’on conclue que l'inégalité
(2.62) est vérifiée.

Le cas des intervalles IZ j qui est la seconde moitié de (a) est totalement identique. Nous ad-
mettons aussi la démonstration du (b) qui est similaire au (a). Il s’agira de permuter les roles de X
etY, en commengant par le premier cas «; , a; pour terminer par le second cas q;, (x;r. ]

A présent, nous allons voir comment traiter les asymptotes verticales.

Les asymptotes verticales apparaissent en des valeurs de a ou deg(f)(O(,Y)) <dy = dng(P),
donc uniquement aux racines de cg,(X) qui sont aussi des racines de Dx. Les indices i = 1,...,N
tels que cd, (a;) = 0 font partie des informations obtenues en sortie a travers le Théoreme 2.4.

En ce qui concerne les asymptotes verticales a —oo, il suffit d’isoler les racines de P(X,y]) =
0 et de lire les signes de la pente en les racines de P(X,y]) = 0. Ce travail peut étre fait avec
Od*t+d® opérations binaire. En effet, P, Y;) est un polynéme dont la magnitude est bornée
par (d,0(d?T + d®)). Par ailleurs, nous faisons aussi une comparaison entre les racines de P(X, Yy)
et celles de Dx. A noter que les polynomes P (X, y]) et Dx n'ont aucune racine commune. Sachant
que les séparateurs de P(X, Y;) et Dx sont tous les deux bornés par 20W@’t+d") qonc d’apres la Pro-
position 1.17, la comparaison cotitera au plus O(d’t + d®) opérations binaires.

Sur chaque intervalle Ja;,a;+1[, i = 1,...,N délimitée par les racines de Dy, on désigne par
RIGHT; ¢ le nombre de racines de P(X, Y1) = 0 tel que le signe de la pente est > 0 et par LEFT;41 9
le nombre de racines de P(X,y;) = 0 tel que le signe de la pente est < 0. On désignera aussi par
RIGHTN o le nombre de racines de P(X, Y1) = 0 tel que le signe de la pente est > 0 sur (ay, +00) et
par LEFT; o le nombre de racines de P, Yf\“,l) = 0 tel que le signe de la pente est < 0 sur (—oo, a1).

A noter que toutes les racines de P(X, y;) = 0 sur (a;,a;+1) dont le signe de la pente est positif
sont plus grand que toutes les racines de P(X, Y]) =0sur; dontle signe de la pente est négatif.De
plus, si a; n'est pas une racine de Cdy» alors LEFT; o = RIGHT;,0 = 0.

La situation a +oo est totalement similaire. Soient RIGHT; ;,,+1 le nombre de racines de P, YK/I)
0 sur (a;,a;+1) dontle signe de la pente est > 0 et LEFT;1,,,,+1 le nombre de racines de P, yf{,[) =
0 on (a;,a;4+1) dont le signe de la pente est < 0. Nous désignons par RIGHTN, +1 le nombre de ra-
cines de P(X, Yf{/[) =0 dont le signe de la pente est < 0 sur l'intervalle Jay, +oo[ et par LEFT] ;41 le
nombre de racines de P(X, Yf\j[) =0 dont le signe de la pente est > 0 sur I'intervalle | — co, o [.

Finalement, nous avons la résulat suivant.

Proposition 2.19

Le nombre de branches asymptotiques qui tendent vers —oo (resp +o0) a gauche de o; est LEFT; g
(resp. LEFT; ;, +1) et le nombre de branches asymptotiques qui tendent vers —oo (resp +o0o) a droite
dea; estRIGHT; o (resp. RIGHT; j,, +1). La complexité du calcul de ces nombres est bornée par@(d5r+
db).

2.5 Calcul effectif de la topologie d’'une courbe algébrique

2.5.1 Topologie des boites adjacentes

Dans cette section, I'objectif est de déterminer, pour chaque boite adjacente d'un point cri-
tique (a;,p;,j), les nombres de segments LEFT; j et RIGHT; ; arrivant respectivement a gauche et a
droite de («a;,p;,;) a l'aide de I'Algorithme 1.

On considere la boite adjacente [a~,a*] x [y~, y*] associée au point singulier (a, ) = (a;,p ij)
aveca” = o, =af ety = Y;(iyj),yJ“ = Y;C’(l.,j), oua ,a,a et y7,y*" sont donnés par des inter-
valles dyadiques ]a™,a'"[,1a,a'[,1a*,a’* [ et c™,c¢'"[,1c*,c'*[. Posons LEFT = LEFT; ; et RIGHT =
RIGHT; ;.

Nous pouvons remarquer que, au niveau du coin (a~,y") de la boite, le signe de P(a~,y
est inconnu lorsque l'intervalle d’isolation ]x, x'[ de & (en tant que racine du polyndome P, YY)
contient o~ et que l'intervalle d’isolation ]y,)'[ de ) ( en tant que racine du polyndéme P(a™,Y))
contient y*. Car nous ne savons pas si { <a~, £ = a~ ou & > a~ (respectivement < y*, n=y*

M)
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oun > y"). Evidemment, on peut aussi tirer cette information en faisant des calculs exacts, ce qui
dépassera largement les bornes de complexité escomptées. Ainsi, nous introduisons la définition
suivante afin de traiter de pareilles ambiguités.

Définition 2.3
Le coin (a”,y*) est dit ambigu lorsque que Uintervalle d'isolation | x, x'[ d'une racine & de P, YH)
contient o~ et que l'intervalle d’isolationy, y'[ d’'une racinen deP(a~,Y) contient y*. Nous admet-
tons la méme définition pour les coins («~,y7), (™, y7), (a*,y").

De la méme maniére, un midpoint (a,y*) est dit ambigu lorsque Uintervalle d’isolation x, x|
d’une racine € de 13(X,Y+) contient o et que l'intervalle d’isolation 1y, y'[ d’une racine | de P(a,Y)
contienty* . Nous admettons la méme définition pour le midpoint («,y™).

Auniveau d'un coin ambigu (a~, y*), il estimpossible de connaitre la cardinalité des ensembles
L;f‘ N[x, x'], L2 N [x, x'] et Le- N[y, ¥']; puisqu’on ignore si o € L;S‘ (respectivement 1 € L<o-. Tou-
tefois, en faisant une étude au cas par cas, on arrive aux résultats suivants :

— Slio* > 0 (avec 0xP(a~,y*) > 0 et 0yP(a™,y") < 0) alors P(x,y") <0 et P(x/,y") > 0 tant que
P(a™,y)>0etP(a,y) <0.

— SiP(a,y") >0,alors{ <a” etn>y*. Donc
#L3E N [, X1=#La- N1y, ¥1=0
— SiP(a7,y") <0,alors & >a” etn<y*. Donc
#Ljf‘ Nix,x'1=#Le- N1y, Y 1=1,
— SiP(a7,y") =0,alorsé =a~ etn=Yy*. Donc
#L3E N [, X1=#La-N1y,¥1=0
P,y >0 P(a,yH <0 Pa,yH=0

at>0 >0 >0
In green: sign of P at (X.,} In green: sign of P at (X,,Y;) In green: sign of P at (XY,

(- Q—J — § I L_J

T i | i T i i
Pl | Le b0 e

i
roa v f=a" 1

Ainsi, dans tous ces cas de figures lorsque o > 0 (avec 0xP(a~,Y") > 0 et dyP(a™,y") < 0),
on voit obtient toujours
#L3E N [x, x'1—#Lo- N[y, y'1=0.

— Sio* <0 (avec dxP(a™,y") > 0 et OyP(a™,y™) > 0), alors P(x,y") <0 et P(x’,y*) > 0 tant que
Pa™,y)<0etP(a,y)>0.

— SiP(a,y") >0,alors§ <y~ etn<a’. Donc

#LEE N [ X1 =417 N[ X1 =0,#Le- N1y, 1 =1
— SiP(a7,y") <0,alors & >y~ etn>at. Donc

#LIE N [x, 21 = L#tla- N[y, Y1 =#L7E nlx,x'1=0
— SiP(a™,y") =0alorsé =a~ etn=y". Donc

#LEE N [ X' = #la- N1y, 1= 0,417 nlx, 1 =1
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P,y >0 P(a,yH <0 P,y =0

7t <0 <0 7t <0
In green: sign of P at (X,,) In green: sign of P at (X,,Y;) In green: sign of P at (X,,Y;)

+ L ) L“)

—

£ - ' . f=a"
r € roa € r §=00y

Finalement, dans ces différents cas de figures, lorsque 6™ < 0 (avec 0xP(a™,y*) > 0 et dyP (o™, y") >
0), on voit que

#L?f‘ N0 X T+ #o- N1y, Y1 +#Lg- N1y, Y1 =1

— Les détails concernant les cas ot1 6+ > 0 avec dxP(a™,y") <0 et dyP(a™,y") >0 (resp. o+ <0
avec OxP(a~,y") <0 et dyP(a~,Y") < 0) sont entierement similaires.

En définitive, dans toutes les situations, la conclusion est la suivante
— Sio* >0alors
#lo- N1y, ¥ - #L3E N [, x1=0
— Sio~ <0alors

#lo- N1y, ¥+ #L3E N [, X'+ #LIE N [x, X=1

Ce qui signifie que le signe de P(a~,y") n’a aucune influence sur le nombre LEFT renvoyé par les
formules dans I’Algorithme 1.

A présent nous allons analyser la situation au tour d’'un midpoint ambigu (a, y*).

— Si o™ > 0 avec dxP(a, y*) > 0 et dyP(a, Y*) < 0, alors P(x,Y") < 0 et P(x/,y") > 0 tant que
P(a,y) >0etP(a, y) <0.

— SiP(a,y") >0, alors E <aetn>y*. Donc
#LE* O x, 2] = LALE 0 [, ) = #Lg 1 (1,)/1=0
— SiP(a,y") <0, alors € >aetn<y*. Donc
#L 1 [x, 0] = #1500 [x, 6] = 0,#Lg" N[y, =1
— SiP(a,y") =0, alors ¢ =aetn=y". Donc
#L O [x, '] = 0,415 N [x, '] = L#Lg N[y, =0

P(a,Y") >0 P(a,Y") <0

0" >0

In green: sign of P at (X,,Y;)

¢ I
rSa roa S ro§=

Dans les différents cas de figures, si 6% > 0 (avec dxP(a™,y") >0 and dyP(a~,y*) < 0) alors
—#L O [, 2 —#L 0 [ ] - #1501y, ] = -1
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— Si o™ < 0avec dxP(a, y*) > 0 et dyP(a, Y*) > 0, alors P(x,Y") < 0 et P(x/,y") > 0 tant que
P(a,y) <0etP(a,y) >0.
— SiP(a, y") >0, alors la racine € est a gauche de « et la racine 1 est sous y*. Donc

LI, X =140 Ny, =1

— SiP(a,y") <0, alors la racine € est a droite de a et la racine 1 est au dessus de y*. Donc
#LEE 6, 2] = 0,#L5° N,y =0

— SiP(a,y") =0alors € = aalors n=y*. Donc
#LEE O [x, X = #LgP N[, =0

P(a,y") >0 P(a,y") <0 P(a,y") =0

gt <0 07 <0 at<l

In green: sign of P at (X,,Y5)

o ! !
a by 1 f=a1

Dans ces différents cas de figures, lorsque o+ < 0 (avec dxP(a™,y") >0 et dyP(a™,y") > 0),
#LEE O [x, X' - #Lg" 0 13,51 =0.

— Les détails concernant les cas ot > 0 avec 0xP(q, Y <0et 6yl3(0(,y+) > 0 (respectivement
ot <0avecdxP(a,Y") <0 et dyP(a, y*) < 0) sont similaires.

En somme, pour toutes ces différentes situations, la conclusion est la suivante

— Sio* >0alors
—#LSE N [, X — #LEE N [, ] — #Lgh Ny, = -1

— Sio* <0alors
#LE* A [, 2] #1571 (1,11=0

Ce qui signifie que le signe de P(a, y*) n’a aucune influence sur le nombre LEFT renvoyé par les
formules dans I’Algorithme 1).

Les analyses pour les autres coins ambigus et les midpoints ambigus sont similaires. Nous
pouvons donc conclure par une proposition comme suit :

Proposition 2.20
Le signe deP en un coin ambigu ou un midpoint ambigu w'a aucune influence sur les nombres LEFT
et RIGHT.

Par conséquent, il est possible de considérer arbitrairement que P est nul sur tous les coins
ambigus ainsi qu’'au niveau des midpoints; ce qui nous permet de déterminer les nombres

=" <o = =" <a = >B <p
#Loo #LYS HLYS HLYS HLUY HLSE #LIE #LG #lg

a partir desquels nous pouvons calculer la valeur exacte de LEFT par les formules dans 1’Algo-
rithme 1. La démarche est similaire pour RIGHT.

Proposition 2.21
Pour tout i,j, i = 1,...,N, j € RIGHT;, nous pouvons calculer LEFT; j et RIGHT; j avec une com-
plexité en O(d®t+db opérations binaires.
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2.5.2 Reconstruction de la topologie globale

Rappelons que, pour tout point critique («;,p; ;), i.e. j € C;, LEFT; ; (resp. RIGHT; ;) désigne,
comme défini dans la section précédente, le nombre de segments qui arriventa (a;,3; j) et qui sont
al'intérieur de la boite [a;, a;] x [c; j,d;, ] (resp. [a;, b;i] x [c;,j,d; ;1). Notons aussi que cette infor-
mation a été déterminée grace ala Proposition 2.21 avec une complexité en O(d° T +d®) opérations
binaires. Pour j ¢ 6, nous choisirons LEFT; ; = RIGHT; ; = 1. De laméme maniére, nous désignons
par LEFT; ¢ (resp. RIGHT; ) le nombre Ei_o" (resp fi_oo) de branches verticales qui tendent vers —oco
a gauche (resp. a droite) de a; et par LEFT; ;,,+1 (resp. RIGHT; ;;.+1) le nombre branches verticales
qui tendent vers +oo a gauche (resp. a droite) de «;. Ces valeurs ont été déterminées grace a la
Proposition 2.19.

La topologie de la courbe € (P) est représentée par une liste finie de valeurs

2(13) = [m(/)JLlr---yLNy mll\]]

avec
- L;j=[m;, [[LEFT,‘J,RIGHT,‘J‘],O <jsm;+1]Joui=1,...,N,

En particulier, si degy (P(X,Y)) = 0 et € (P) est un ensemble fini de m droites alors m est obtenu
en calculant le nombre de racines réelles de pged (P (X,Y), LCFx (P(X,Y)) qui est un polynéme en Y.
La topologie de € (P) est représentée par PP =[m).

Exemple 2.2 Soit le polynome bivarié
PX,Y) = (4X+1)(8X - 1)(16X — 1) (XY — 1) (4Y? —4X - 1) (4Y? + 4X - 1),

donc
PX,Y) = (XY -1)@Y? —4X — 1)(4Y? + 4X - 1).

Ona
Dy = —228X* (4X 1) (1+4X) (4— X% +4X%)° (-4 + X2 +4X3),
4-X2+4X3 (resp. —4+X? +4X3) admet une seule racine réelle appartenant a l'intervalle [-1,—1/2)]
(resp. @ [1/2,1]) donc N = 5. La topologie de la courbe € (P), i.e sans les droites verticales, est repré-
sentée par la liste
2 () =13,L1,3,L2,513,5,L4,3,Ls, 3]

avec

- L1 =12,[0,01,12,2],(1, 1], 0,011]

- L, =1[4,1[0,01,(1,1],[1,1],[0,2],[1,1],[0,01]]

- L3 =12,[[1,01,12,2], [2,2], [0, 1]]]

- Ly =14,1[0,0],(1,1],12,0],(1,1],[1,1],(0,011]

- Ls =1(2,[[0,01,[1,11,[2,2],[0,01]]

On construit un graphe linéaire par morceaux Gr(P) en dimension 2 comme suit

— soit d' = max(max;=o,..,N M}, Max;=1,..N ")),

.....

— pourtouti=0,...,Net j=1,...,m}, introduire les points

. / 1
Ii,j = (2i+1,@)
m.+1

1

— pourtouti=1,...,Net j=0,...,m; +1, introduire les points

(d 1
Pi,j = (ZI,M)
m;+1
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— pour tout j = 1,...,my, introduire les points

ainsi que les points

Pioi= (2(N+1) ](d/“))
+00,] — ) {\]+ 1
pour tout j =1,...,my,
— Pouri=1,...,N,si
j-1 j j-1 j
Y LEFT; x <€< ) LEFT;i(resp. ) RIGHT;; <r < ) RIGHT; )
k=0 k=0 k=0 k=0

alors ajouter le segment I;_q ¢P; ; (resp. P; ;1; ;)

— pour j =1,...,my, ajouter les segments P_, jIp; et pour j = 1,..., my, ajouter les segments
IN,jPoo, -

Proposition 2.22
Gr(P) c (0,2N) x (0,d’ + 1) est homémorphe i € (P) c R?.

En définitive, nous allons reconstruire la courbe % (P) en rajoutant les droites verticales qui
ont été enlevées afin de faciliter le calcul de € (P). Pour rappel, ¢(X) désigne le pgcd de tous les
coefficients ¢;(X) de P(X,Y) vu comme un élément de Z[X][Y]. Soit ¢*(X) la partie sans facteur
carré de c(X).

Posons :

— c1(X) := pged(c* (X), Dx (X)) et ¢2(X) :=quo(c* (X), c; (X)),

— T:={(x,y) €R?|c1 (x) = 0} et 75 := {(x, y) € R?|ca(x) = 0}
71 est le sous-ensemble des droites verticales de € (P) passant par les valeurs critiques de € (P)
tandis que 7; est le sous-ensemble de celles qui passent entre les valeurs critiques de € (P). D’apres
les Propositions 1.12 et 1.13, la complexité du calcul de c¢; (X) et ¢ (X) est respectivement en O(d* 1+
d® etOdt+d? opérations binaires. Afin de rajouter les droites appartenant a 74 dans € (P), il est

nécessaire d’identifier les racines de réelles de c; (X) qui sont aussi racines de Dx(X), i.e. pouvoir
dire si oui ou non une droite verticale X = a; appartient a € (P). Une telle identification requiert
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une complexité binaire en O(d°t + d®); d’apres la Proposition 1.18. Pour rajouter les droites de 7
dans € (P), il suffit de compter le nombre de racines réelles de ¢, (X) sur 'intervalle .#;. D’apres la
Proposition 1.18, cela requiert O(d’T + d®) opérations binaires.

Proposition 2.23
Soit P € Z[X,Y] un polynéme sans facteur carré de magnitude (s, 1). Linstruction qui consiste a ra-
jouter les droites verticales de € (P) dans € (P) a une complexité en Od>t +db).

Nous obtenons une description combinatoire complete de la topologie de €' (P) a travers la
liste finie de valeurs
£(P) =[N, Li,..., L5, Ng]

- L =[lm;, w;],[[0; j,7i,1,0< j<m; +1]] pouri =1,...,5,

- N, =[m,v;] pour i =0,...,35,
avec w; = 1 si pour tout i = 1,...,9, la droite X = a; appartient a € (P) sinon w; = 0; pour i =
1,...,8 -1, v; désigne le nombre de droites verticales X = x telles que «; < x < aj 41 et vy (resp. vs)

désigne le nombre de droites verticales X = x avec x < a; (resp. x > ag). En définitive, le graphe
planaire linéaire par morceaux Gr(P) est défini par

ou V; est le segment vertical défini par I'équation X = 2i,0<Y < d'+1 et pouri =0,...,5,0 =
1,...,v;, V; ¢ estle segment vertical défini par I'équation

.20 /
X=21+—1,0<Y<d +1.

Vi

On a donc la proposition suivante.

Proposition 2.24
Gr(P) c (0,28) x (0,d’ + 1) est homéomorphe i € (P) c R?.

Exemple 2.3
Dans la suite de 'Exemple 2.2, nous avons trois droites verticales définies par les équations ci-
dessous

1
X=—

1
X=—X=1,
4 8" 16

Nous obtenons la liste
Z(P)= [NG,L'l,N'l,L'g,N'g,Lg,Né,LQ,NQ,Lg,NQ]

avec

- N} =1(3,0]

- Ly =[[2,0],[(0,0],2,2],[1,1],[0,011]

- Nj =(3,0]

- L, =[[4,1], (0,0}, (1,1],[1,1],[0,2], [1,1], [0, 0]]]
- N2 =[5,0]

- L3 =1[2,0],[[1,0],(2,2],2,2],[0,1]]]

- N3 =1[5,2]

- Ly =[[4,0],[[0,0],(1,1],[2,0],(1,1], [1,1], [0,0]]]
- Ny =(3,0]

- Ls =[[2,01, (0,01, (1,11, 2,2],[0,0]]]

- N5 =(3,0]
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Chapitre 3

Déviation d’'une courbe algébrique par
rapport a sa tangente verticale

Introduction

Soit P € Z[X,Y] un polynéme bivarié, sans facteur carré et de magnitude (d, t). On désigne par
Vr(P) :={(o, Y) € R? | P(a, Y) = 0} la courbe algébrique réelle définie comme étant 'ensemble des
solutions réelles de 1'équation P(x, y) = 0. Nous supposons que Vr(P) ne contient pas de droite
verticale . Dans ce chapitre, nous établissons deux résultats quantitatifs :

— Le Théoreme 3.1 donne une borne sur la variation du sépateur du polynéme P(X, y);

— Le Théoreme 3.2 est une analyse de la déviation de la courbe Vg(P), autour d'un point X-
critique, par rapport a la tangente verticale en ce point lorsque y varie le long de la direction
Y.

Nous introduisons, tout d’abord, dans la section 3.1 les énoncés et des illustrations, a travers
des exemples, des théorémes principaux. Ensuite, la section 3.2 donne quelques résultats prélimi-
naires. Enfin, la section 3.3 est dédiée a la démonstration des théorémes principaux.

3.1 Définitions et notations

Les définitions sur la multiplicité, le sépararteur et le résultant écrites dans le chapitre 1 restent
valables tout au long de ce chapitre. On considére aussi les polynomes f ] Dy(Y) et Sy(Y) définis
respectivement par les équations (1.1), (2.38) et (2.40).

Définition 3.1 [Formule de Taylor]
Soit f € CX], un polynéme de degré n. La formule de Taylor devient

fla+Xx) =Y filax’

i=0

Définition 3.2
Soient

d>i=1etA=A;-0xP. Soit

Z={(a,Y) €C*|P(a,Y) = Alax, Y) = O}.

ZY={(x€C|((x,Y)€Z}
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Notation 3.1

Si (a,Y) € Z, l'ordre de contact v(a,Y) de la droite verticale passant par («, Y) avec la courbe Vg (P) est
lindicei eN tel que

i—1
A DY) =0,A:(,Y) #0.
j=1

Lobjectif principal dans ce chapitre est de démontrer les théoremes suivants.

Théoréme 3.1
Soity une racine commune aux polynomes Sy et Dy de multiplicités respectives |(y) et v(y). Il existe
deux nombres réels A(Y) < 1 et B(y) < 11, tels que pour tout y,0 < |y| <B(y),

Isep(PX, Y+ )| > ¥V 2|A(y)].

De plus,
Y uyllogA(y)l € O(@*t +d*), (3.1)
Sy(y)=0
Y uyllogB(y)l € O@t+d*). (3.2)
Sy(Y)=0
Exemple 3.1

Soit le polynéme bivarié P(X,Y) = Y® = Y2 + X2, alors
Dy(Y) = 4(Y - DY?,

Lavaleury =1 est une racine de Dy de multiplicité v(1) = 1. D'apreés le Théoréme 3.1, il existe un
nombre réel A(1) < 1 et un nombre réel B(1) < 1, tels que pour tout y vérifiant y, 0 < |y| <B(1),

Isep(P(X, 1+ )| >AQ)- |y

On peut choisir A(1) = 1,B(1) = 3/10 comme illustré dans la Figure 3.1.

15F7

051

0.5 L. L L 1 1
1 0.5 0 05 1

FIGURE 3.1 — Illustration de 'Exemple 3.1

1. Ces nombres sont déterminés dans (3.20) et (3.8))
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Théoréme 3.2
Soit (o, Y) € Z. Il existe deux nombres réels A(a, y) et B(a,Y) 2, tels que pour tout y, 0 < y < B(a,Y), et
toutx, P(a+x,y+y)=0,

Jx1 > [y1V @V A, v).

De plus,
Y um Y logAl, )€ O@@t+dh, (3.3)
YISy (Y)=0 aEZy
Yy Y llogBla, y)l € Od@t +adh, (3.4)
YISy(Y)=0 aEZy
Exemple 3.2

Soit le polynéme bivarié
PX,Y) =Y’ -Y? + X2

On a alors
A X, Y)=3Y?-2Y donc A;(0,00=0

1
AZ(X,Y):Y—g donc A»(0,0)#0

Ce qui signifie que l'ordre de contact de la courbe par rapport a l'axe Y a l'origine vaut v(0,0) = 2.

D’apres le Théoreme 3.2, il existe deux nombres réels A(0,0) et B(0,0) tels que, tout y vérifiant
0 <y <B(0,0), et tout x tel queP(x,y) =0,

x| > A(0,0) - y°.
On peut choisir A(0,0) = 1,B(0,0) = 3/5 comme illustré dans la Figure 3.2.

1T

0.5

0.5

I | I L I
-1 0.5 0 0.5 1

FIGURE 3.2 — Illustration de 'Exemple 3.2

La suite de chapitre est dédiée a la démonstration des Théorémes 3.1 et 3.2. Tout d’abord, nous
introduisons quelques résultats préliminaires sur les polynémes, nécessaires aux démonstrations
des théoremes cités ci-avant.

2. Ces nombres sont déterminés dans (3.23) et (3.15))
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3.2 Quelques résultats préliminaires

Proposition 3.1 Basu et al. [4, Proposition 10.22]
Soit f =Y a;X" € CIX], with a, #0.

1o_m 1 _
sep(f) = (nV3)™'n”z Disc(NI I fII'™"
La Proposition ci-dessous est un résultat essentiel dans la démontration du Théoréme 3.1.

Proposition 3.2
Soity une racine des polynémes Sy et Dy de multiplicités respectives u(Y) et v(y). Il existe alors deux
nombres réels A(Y) < 1 et B(y) < 13, tels que pour tout y, 0 < y < B(y),

Dy (v + 11> 1y VAL

De plus,
Y uyllogA(y)l e 0@t +d*), (3.5)
Sy(y)=0
Y uyllogB(y)l e O@t+d*). (3.6)
Sy(Y)=0

Démonstration de la Proposition 3.2
Posons &' = deg(Dy).
En appliquant la formule de Taylor au polynome Dy au point y, on obtient :

5/
Dy(y+Y)= Y Dip(y)Y*

k=0
Soit y une racine de Dy de multiplicité v(y).
Alors
Vk <V(y), Di(y) =0 et Dy(y)(y) 0
Donc ,
Dy(y+Y) =Dyyy(Y* Y+ Y DY~
k=v(y)+1
Posons Dy (y)
A(Y) = L)Y (3.7)
2
et
|Dv(y) (Y)'

B(y) =

(3.8)
[Dviyy V] +2 vy 1=k=s DY)
donc (voir Notation(1.1 et Proposition 1.1) B(y) est plus petit que la valeur absolue de la plus petite
racine de
D(Y) =Dy(y +Y) ~AMY""Y;
d’ou
Vy,0 <y <B(y), [Dy(y+»|> Ay [y[""Y.
A présent, nous allons analyser les tailles binaires de A(y) et B(y).
a) Lestimation de la taille binaire de A(y) découle directement de la Proposition1.8.
b) Concernant la taille binaire de B(Y), il est clair que 0 < B(y) < 1. Nous commencons par une
estimation du dénominateur
Y

Ny = [DvpM[+ X 2[Di(y)].
k=v(y)+1

3. voir les équations (3.7) et (3.8))
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D’apres la Proposition 1.8

1
[T Np*Y= ] IDyymr?=c (3.9)
Y)ISy(y)=0 YISy (y)=0

avec E € 20D
Soit ’ensemble
A ={yISy(Y) =0,N(y) = 1}.

En appliquant la Proposition 1.8 a), on note que pour tout indice i € N, le polynédme D; est de
magnitude inférieure ou égale a (d?,0(dt +d>.
En appliquant la Proposition 1.8 b) a la suite de polynémes (D;);<;<g ; on obtient

Y u) |log|Dygy) (Y)|| € Ot +a". (3.10)
YISy (Y)=0

De plus, pour toute racine y de Sy, il existe un polynome Dy, avec
Dy (V)| = max{|D; ()|, 1 < i <8}
Aussi, pour tout y tel que Sy(y) =0,

N(Y) < 28"+ D)IDgy (V)

alors,

[T Np*Y< [ @8+DDryyl
YISy (=0 ¥ISy(1)=0

En appliquant la Proposition 1.8 b) a la suite de polynomes (D (y)) {y|sy(y)=0} ; On obtient
Y p(y) (log2d' + 1) + [log|Diey (V)|]) € O@®t + a*) (3.11)
YISy(y)=0

avec -
[T @8 +1)H¥ 206,
YISy (Y)=0

En utilisant I'équation (3.9)

Y uy) |logN(y)| € 0@t +dh.
YISy(Y)=0

Finalement, on obtient

Y u(y) [logB(y)| Y u(y) [logA(y) —logN(y)|

YISy(y)=0 YISy(Y)=0
< Y um(logAm)|+[logNy))
YISy (Y)=0
e O@dt+dh.

Proposition 3.3
Si f(X,Y) € Z[X,Y] a des coefficients de taille binaire 1 et de degrés di = degy(f),d> = degy(f) et
(o, Y) € C?, alors

1 (@) < (d1 + 1D)(dz + D27 max(1, la)“ max(1, [y)%.

La Proposition ci-dessous est aussi un résultat essentiel dans la démonstration du Théoréeme
3.2.
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Proposition 3.4
Pour tout (a,Y) € Z, il existe deux nombres réels A(a, Y) etB(a, Y) 4, tels que pour tout y,0 < y < B(a, Y)

IP(ot, Y+ )| > 171V YA, V).

De plus,
Y um Y logAl,y)l €Ot +dh, (3.12)
YISy (y)=0 aEZy
Y um Y logB(o,y) € Ot +dh, (3.13)
YISy (y)=0 QAEZy
Démonstration

En appliquant la formule de Taylor, on obtient

d

P, Y+Y) = Avayp @YY@+ Y Ape,yYE
k=v(a,y)+1
Posons A ( N
_ a,
Al y) = %Y (3.14)
et | |
A (o, Y)
B(a,y) = vy &Y (3.15)

Avian @I+2E 0 o4 1Bk Y]

Donc (voir Notation 1.1 et Proposition 1.1) B(a,y) < 1 est plus petit que la racine de plus petite
valeur absolue du polynéme

P(a,Y) - A, Y)YV @Y
d’ou

Vy,0<y<Bl(a,vy), |P((x,y+y)| > A, y) - |y\v(¢x,y).

Nous allons maintenant donner des estimations de A(a, y) et B(a, Y).
a) D’apres la définition de A(a, Y) et la Proposition 2.9, on a

Y uy Y logAl, y)l € Odt +ah. (3.16)
YISy (y)=0 a€Zy

b) Nous pouvons maintenant estimer

|Av(a,y) (o, Y)l

vy @I+ 2E 41 18 V)

B(a,y) =

plus particulierement son dénominateur

d

N Y) = 1Avp@I+2 Y Akl )l
k=v(o,y)+1

D’apres la Proposition 2.9,

1
[T Nep*Y= [] |Avm,Y)(a,y)|“‘Y)zﬁ (3.17)

(a,Y)eZ (o, Y)EZ

3 4
avec B/ € 20 t+d’)

4. voir les équations (3.14) et (3.15))
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Notons que les polyndmes Ay, avec 0 < k < d, sont de degré inférieur ou égal a d et des coeffi-
cients de tailles binaires de I'ordre de O(d + T).
En appliquant la Proposition 2.9 b) a la suite de polynomes (Ay(a,y)){(o,y)ez}; ON obtient

Y um Y |loglAvey (@ y)l| € Ot +d". (3.18)
YISy (Y)=0 QAEZy

A présent, nous donnons une majoration de N(a, y). Pour tout (a, Y) € Z, il existe un polyn6me
Ag(a,y) tel que
| Akey) ()| = max{|Ag (o, y)I,0 < k < d}.

Puisque

N(o, Y) < 2d +1) | Agay (@, V)|,

alors

[T Ny = [T (@d+D|Akapty))Y.
(o, Y)EZ (o, Y)EZ

En appliquant la Proposition 2.9 b) a la suite de polynomes (A (q,y))1(o,y)ez; ON Obtient

Y uly Y)log@d+1) +|log| Ak y (@ )| € 0@t +ah. (3.19)
YISy (Y)=0 aEZy

avec

[T @d+DHY 206,
(o, Y)EZ

Des lors, en utilisant d'une part les équations (3.18) et 3.19, on montre que

Y um Y [logN(a, )| € O3t +d*);
Sy(y)=0 aEZy

et d’autre part’équation (3.17) et le Lemmel.7, on montre que

Y uy Y [logN(e, )| € Ot +d%.
Sy(y)=0 aEZy

Ainsi, en utilisant I'équation(3.16), on a

Y. uy) ) |logBy)| = ) uy) Y |logAa,y)-logN(a,Y)|
YISy (Y)=0 aEZy YISy(Y)=0 aEZy
< Y uy Y. (logAla,Y)| + [logN(a, )]
YISy (Y)=0 aEZy

e OWdt+dh.

3.3 Démonstration des théoremes

Cette section est dédiée a la démonstration des Théoremes 3.1 et 3.2.

Etant donné un polynéme R(X) € C[X] et un nombre a € C, on désigne par mult(a, R(X)) la
multiplicité de a en tant que racine du polynéme R(X), i.e. 'indice i € N tel que (X— o) divise R(X)
et (X—a)*! ne divise pas R(X). Si a n’est pas une racine R(X), mult(a, P(X)) = 0. If R(a) = 0,

p-lo
u=mult(,RX) <= A R?@=0ARW (@ #0
i=0
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Démonstration du Théoréme 3.1
Regardons P(X,y +Y) comme un polyndme en variable X. En appliquant la formule de Taylor a
'origine 0, on obtient

d .
PXy+Y) =) Hi(y+VX/,
j=0

Hj(y+Y) = Z Hjk(n)Y*.
=0

Pour tout 0 < y < B(Y), d’apres la Proposition 3.1, on a
sep(P(X, Y +¥)) = f(d) ' IDy(y + I 2IPK, y + p)II' 7,

avec f(d) = (d/v/3)d??.
En appliquant la Proposition 3.2, on montre que

A |y|" )12
IPX, Y+ »I41f(d)

sep(PX,y+y) =

Déterminons une estimation de ||P(X,y + y)||. On a

d 1/2
P,y + Il = Y [ (y+ »H; (¥ + )|
j=0

Sachant que 0 < y < B(y) et B(y) < 1 par construction, donc

d d d
Hi(y+H; T+ <) ) Y [HjeWH; ()]
j=0k=0 £=0

d
2
j=0
Finalement, on pose

d d d A
Hy =3 > > [H (0]
j=0k=0 0=0

donc |[PX, v+ y)l = H(y)”z. On définit

A(Y)I/Z

AY) = ——————————.
(Y) H(Y)(l—d)/Zf(d)

(3.20)

Le polynome P(X,y) n’étant pas identiquement nul, alors il existe un indice k(y) tel que pour
tout k < k(y), Ho key (Y) # 0 et HO x(Y) = 0. Notons que H(y) = IHO ke (VI
En appliquant la Proposition 1.8, on établit que

1
I1 |H0k(Y)m|“<Y)>E,
YISy (y)=0

ol1 E'est un entier naturel de taille binaire O(td? + d?).

Notons aussi que, pour tout couple d’indice (j, k), tel que 0 < j, k < d, le degré du polyndme
H; ;. est borné par d et ses coefficients de taille binaire de I'ordre O(t + d).
En appliquent la Proposition 1.8 b) a la suite de polynomes (Hx(y),0)y|sy(y=0} ; ON montre que

Y p(y) [logHiw,o(Y)l| € O(d* T+ d*) (3.21)
YISy(Y)=0

Par ailleurs, pour toute racine y de Sy, il existe deux polynémes H iy, k(y) €t A jm.ey), tels que
|HLj, k00 (VH 000 (D] = maxilF e (0 He (01,0 < , k, £ < ).
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On sait que
H(Y) < (d +1)° [H ), kep DH 000 (D] -

Donc,

A A _ ( )
[T HO*Y < [T (@d+D* 00 OHjmen @)
YIS¥(y)=0 ¥ISt(r)=0

Sachant que, )
[T (d+1)30 ¢206@
YISy (y)=0

et en appliquant la Proposition 1.8 b) aux suites de polynomes (F 0, k(y) tylSy(y)=0} €t (" 0,0 tyISy (Y)=0}5
on montre que

\S;) OM(Y) |108|I:1j(y),k(y) (Y)|| € O(d?1+d?),
YISy (y)=

Y ) [loglf e (V1] € 0@t + d).
YISy (y)=0

On en déduit que

|S(Z) n(y) (log(d + 1)°* +1og|H iy, kop WH .00 (V)]) € O(@®T + a). (3.22)
YISy(Y)=0

Ainsi, en utilisant les équations (3.21) et (3.22), on montre que

Y uy)|logH(y)| € O(d?*t +a).

YISy(Y)=0
_ d-1)
Y HWflogAm| = ) uy 108A(Y)—( logH(Y)+logf(d))
YISY(Y)=0 YISy (Y)=0 2
_ d-1)
< Y um(logAm|+ llogH(y)| + [log £ (d) )
YISY(Y)=0 2

e OWdt+dhy,

sachant que log f(d) € o).
On choisit B(y) comme décrit dans le Théoreme 3.1 (3.8).
O

Démonstration du Théoréeme 3.2
Regardons P(a+X, y+Y) comme un polynéme en la variable X. En appliquant la formule de Taylor

au point a, on obtient
d
Pla+X,y+Y) = Y Aplo,y+V)X5
k=0

ol
d
Arlo,Y+Y) = Y Agela, Y)Y
=0

Notons que Ag(a, Y +Y) = P(a, Y +Y), Ag,i (@, Y) = Ai(a, y) (voir la Définition 3.2).
Pour tout 0 < y < B(a, Y), on désignera par x(a, Y + ) la racine de P(a + X,y + ¥) qui a la plus
petite valeur absolue. D’apres la Proposition 1.1, on a

[Pla,y+)]
ZLlj:0|51€(0"Y+J’)|

x(o,y+y) =

En appliquant la Proposition 3.4, on montre que
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Ay |y
ZZ:0|A/€(“’Y+V)|.

Sachant que par définition 0 < y < B(«, y) et B(a, Y) < 1, on montre que

x(a,y+y) =

d d d
Yo Akl y+ | =Y. Y |Akelay)].
k=0 k=0 =0

Finalement, on pose

d d
A, y) =) Y |Akela,Y)]

k=0 €=0
et
Al Y) = A Y) ™! x A, Y).
Notons que

Avie,y (@, Y) <A, Y),

donc )
()
[T Al = o

(o, Y)EZ

avec B € 20 1+d" (yoir I'équation (2.26)).

(3.23)

Pour tout indice k, tel que 0 < k < d, le degré du polyndme Ay est borné par d et la taille
binaire de ses coefficients est de I'ordre de O(t + d). En appliquant la Proposition 2.9 b) a la suite

de polynomes (Ay(a,y))i(a,y)ez} ; ON obtient

Y um Y |log|Avey (@ Y)|| € Ot +dh).
YISy (y)=0 aEZ

Par ailleurs, pour tout (a,Y) € Z, il existe un polynéome A(qy), tel que
| Aty | = max{| Al Y)|,0< k,€ < d}.

Notons que
N(o,y) < (@d+1D?|Awy)-

En appliquant la Proposition 2.9 b) a la suite de polynomes (A(q,y)) {(a,y)ez}; ON montre que

Yoouy ) log(d+1)2+|log|5(ayy)|| e 0@t +dY.

YISy (Y)=0 AEZy

Donc, en utilisant les équations (3.24) et (3.25), on montre que

Y um Y [logAe )| €Ot +dh.
YISy (y)=0 aEZy

Y. u) ), |logAla,Y)|

YISy (Y)=0 AEZy YISy(Y)=0 aEZy
< Y u Y. (logAa, y)| + [logA(a, Y)|)
YISy (Y)=0 QAEZy
e Ot+dh.

On choisit B(a, Y) comme décrit dans le Théoreme 3.2 (3.15).
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Chapitre 4

Théorie des singularités et Méthodes
Numeériques

Introduction

Les tous premiers résultats sur la théorie des singularités de fonctions différentiables peuvent
étre essentiellement attribués a Whitney, Thom et Mather. IIs se sont intéressés, tout particuliere-
ment, au probleme de la classification des singularités des germes de fonctions définies de K" a
valeur dans K?, ot1 K est un corps. En effet Whitney [52] donna une classification des applications
stables définies du plan a valeur dans lui méme. Plus précisément, il démontre que, tout germe
stable est équivalent a un pli (fold) ou un cuspide (cusp). Quant aux travaux de Thom, ils portaient
sur la théorie des catastrophes, alors que ceux de Mather [31, 30, 32] ont aboutis a la classifica-
tion faite par Arnol'd [1] sur les singularités simples de fonctions. Depuis lors, ce dernier theme de
recherche a été le plus investi par les chercheurs dans le domaine de la théorie des singularités.
C’est dans ce contexte que, les classifications plus completes furent établies par Rieger [45], Rieger
and Ruas [46], Mond [36], Goryunov [18], Marar and Tari [28], Atique [2], pour certaines valeurs de
(n, p) assez grandes.

Toutefois, la bibliographie sur les multigermes reste beaucoup moins exhaustive. La toute
premiere référence fut I'’ceuvre de Mather [32]. Elle portait sur la classification des multigermes
stables; suivi de Goryunov [19] qui établit une liste de multigermes de R? a valeur dans R?, sans les
formes normales, incluant les singularités de codimension 1. Dans leurs travaux respectifs, Hobbs
and Kirk [20] et Mond [36] donnérent une classification des multigermes simples définis dans les
mémes espaces. Les formes normales pour les multigermes définies sur plan a valeur dans lui
méme sont étudiées par Ohmoto and Aicardi [41]. Dans la suite, Kolgushkin et Sadykov étudiérent
les multigermes simples de courbes dans R3.

En général, la classification des multigermes a 'aide de techniques classiques sur la Théorie
des Singularité s’avere tres difficile. Cependant, le besoin croissant de disposer de nouvelles clas-
sifications pour des valeurs de (n, p) assez grandes, y compris pour les multigermes, se justifie par
leurs applications dans des domaines connexes a la théorie de la singularité, tels que les invariants
topologiques ou la généricité de certains objets géométriques : c’est ce dernier point qui fait I’objet
de cette deuxieme partie de la these. C’est dans ce sens que, de nouvelles techniques ont été dé-
veloppées. En effet, les opérations visant a obtenir des germes dans certaines dimensions a partir
de germes avec moins de branches dans des dimensions inférieures se sont révélées étre un outil
trés important.

Ce chapitre a été introduit pour contextualiser le theme abordé dans cette deuxiéme partie :
topologie d’objets géométriques obtenus par projection canonique de courbes ou surfaces analy-
tiques. En effet, la section 4.3 constitue un rappel des résultats établis dans le cas de la projection
d’une courbe de I'espace R3 vers le plan. C’est ainsi que la section 4.1 s’appuie sur Wall [51], Mond
and Nund-Ballesteros [35] pour aborder un rappel sur la Théorie des singularités. La section 4.2
revient sur quelques méthodes numériques utiles a la résolution des systémes réguliers d’équa-
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tions.

4.1 Classification des singularités

Le probléme soulevé dans cette deuxieme partie est celui de la classification des fonctions
de classe C*. Plus précisément, il s’agit des objets du type (E,E a, b, f) ou E et F sont des espaces
vectoriels de dimensions finies, a et b sont des points appartenant respectivement a E et F, et f est
une fonction de classe C* définie sur un voisinage du point a a valeurs dans F, telle que f(a) = b.

Définition 4.1 Demazure [8, section 4.3]
Deux objets de type (E1,F1, a1, b1, fi) et (Ea,Fa, ay, bo, f>) sont dits équivalent s’il existe deux difféo-
morphismes locaux u et v tels que f> = vo fi o u (ce qui signifie que le diagramme 4.1 commute).

JS1 € C=(Uy, F1) @
Sfi(ar) = by

. S1(Un)
220 Fy

w  u(az) = a

v v(by) = bs

\ fo € C(Us, F)
Folaz) = by
[
s

FIGURE 4.1 - Diagramme commutatif de fonctions équivalentes

k.

Sf2(Uz)

V)

Sous cette relation d’équivalence, le probléeme auquel nous nous intéressons ici est celui de
la détermination, si possible, d'une liste de classes d’équivalences. Il s’agit tout particulierement
de germes de fonctions définis sur des [K-espaces vectoriels; ol K = R ou C. En effet, 'ensemble
quotient hérite d'une structure naturelle d’anneau appelé anneau des germes de fonctions au voi-
sinage du point a. Il s’agit en réalité d'un anneau local di au fait que I'évaluation en a induit un
morphisme surjectif m définit sur 'anneau quotient a valeur dans K. De plus, si une fonction f
ne s’annule pas au point g, elle reste non nulle sur un voisinage de a. Ce qui signifie que le noyau
de m est'unique idéal maximal de 'anneau local. La notion de germe en mathématiques capture
les propriétés locales d'un phénomeéne, par exemple la coincidence infinitésimale entre fonctions.
C’est une notion a l'origine analytique qui posséde une structure algébrique naturelle, et qui ap-
parait naturellement en géométrie algébrique et en théorie des groupes de Lie.

Soit @) I'espace vectoriel des monogermes a n variables et p composantes; i.e un élément de
@} est un germe de fonction f: (K", xg) — (K”, y0), K =R ouC. Pour p = 1, O} = 0, est 'anneau
local des germes de fonctions en n variables et .#,, désigne son idéal maximal.

Définition 4.2 Sinha and Atique [49]

Un multigerme est un germe d’'une fonction analytique (cas complexe) ou lisse (casréel) f = {f1, fo,.., fr}:
(K", S) — (KP,0) avecS = {x1,...,x,} < K", fi : (K", x;) — (KP,0). Les fonctions f;, i = 1,...,r sont
appelées les branches du multigerme f.
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On peut définir plusieurs types d’équivalences sur les germes de fonctions. Nous pouvons ci-
ter entre autre la Z-équivalence, la £ -équivalence, la </ -équivalence, la % -équivalence etc. Ici,
nous nous intéresserons particulierement a la </ -équivalence, utile pour introduire la définiton de
la stabilité d’'un germe.. Notons que, dans la sous-section 4.11.5, Demazure [8] donne une défini-
tion claire de la stabilité d'une fonction C*. Dans le cas des germes, nous utilisons des définitions
assez techniques, tirées essentiellement de Sinha and Atique [49].

Définition 4.3 Sinha and Atique [49]
Deux multigermes f,g : (K",S) — (KP,0) sont o -équivalents (f ~. g) s'il existe deux difféomor-
phismes & : (K", S) — (K", S) et v : (KP,0) — (KP,0) tels que g = umfocp_l.

Définition 4.4 Sinha and Atique [49]
Soit f: (K™,S) — (KP,0) un multigerme. Un dépliage de parametre s est un germe F : (K" x K%, S x
{0}) — (KP xK%,0) tel queF(x,A) = (fiax), ) avec fo(x) = f(x) pour tout x € (K", S).

Définition 4.5 Sinha and Atique [49]

Soient E G deux dépliages du multigerme f de paramétre s. F et G sont isomorphes s'il existe deux
difféomorphismes @ : (K" xK%,S x {0}) — (K" xK5,S x {0}) et ¥ : (KP x[K%,0) — (KP xK*,0); o0t ®, ¥
sont des dépliages de U'identité dans respectivement (K", S) et (K?,0) tels queG=¥YoFo®d 1,

Un dépliage F est trivial s’il est isomorphe au dépliage produit f x id. On a ®(x,A) = (b (x), x)
avec Go(x) = id(x) et Y(3,A) = (Wa (), y) avec Yo (y) = id(y). Si G(x, A) = (g (x), x) alors d’apres la
définition il s'en suit que gy =Wy o fo ;.

Définition 4.6 Sinha and Atique [49]
Un germe f : (K",S) — (KP,0) est dit stable si tout dépliageF de f est trivial.

Par conséquent, fj est of-équivalent a f (en temps que fonction, ¢, et W) ne préservent pas
respectivement S et I'origine).

Soit 0, le ©,-module des germes de champs de vecteurs aux points de S sur K" et 0, le G-
module des germes de champs de vecteurs a l'origine 0 sur K”. Soit 8(f) le @-module des germes
&: (K", S) — TKP tels que mp o & = f; olt TK” est le fibré tangent de la variété KP et m), : TK? — KP
désigne le faisceau tangent sur K”. Par conséquent, 8(f) = 6L @67 ...6F (r-fois). Etant donné un
germe f : (K",S) — #P,0, on définit 'application f* : &) — 0, telle que f*(h) = ho f; ce qui
confére a 0(f) une structure de G,-module via f*.

Soient les applications ¢f : 0, — 0(f) quia{— dfofet wf:0, — 0(f) quian—nof.Le
s-espace tangent d'un germe [ est défini par Tof, f = £f(0,) + wf(0)).

Définition 4.7 Sinha and Atique [49]
La of,-codimension d’'un germe f est la dimension du K -espace vectoriel

0(/)
Tte(f)

Nde(f) =

De la méme maniere, la <f -codimension def est définie comme étant la dimension du K-espace

vectoriel
A0(f)

Not (f) = T

Théoréeme 4.1 (Critére infinitésimal de Mather [31])
Un germe f : (K", S) — (KP,0) est stable si et seulement si </, — cod(f) = 0.

Par conséquent, si f est stable alors tout champ de vecteurs de 0(f) appartient a I’espace tangent
de f.
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Exemple 4.1 Soit le bigerme f(x) = {f1, fo} = {(0,x), (x2, x3)}. 00 1s = @2@6’12. Soient £1,€2 €
0O, etn = (N1,M2) € 0. En écrivant les champs de vecteurs en colonnes, on note que l'espace tangent
est composé de champs de vecteurs de type

) s (MO, MmE%x3)) (0 2x8®))  (mO,x) m%x)
CHICOREIAC ))+(n2(0,x) (223 el 3x22@) 0,0 ne(? x®)

Ainsi, a partir de&',n; etny, on en déduit les champs de vecteurs suivants

0 0 (1 1) (0 O
[ oo o 1)

On peut voir qu'il manque un champ de vecteur constant. Ainsi, tous les termes en x peuvent étre
obtenus a partir de &' en la position (2,1). Si on posen; (X,Y) = X"*Y" avec m > 0, on obtient x* pour
k # 1,3, a partir des positions (1,2) et (2,2). Pour £2(x) = x2 fixé, on obtient x3enla position (2,1)
di au fait qu'on obtient x* a partir de la position 2,2, et pour & = 1, on obtient le terme x en la
position (1,2) puisqu'on obtient x* en la position (2,2). De fagon similaire, on obtient le terme x° en
la position (2,2). En ayant tous les termes en position (1,2) pour unn1(X,Y) =Y fixé, on peut aussi
obtenir tous les termes en la position (1,1). Par conséquent, il manque, outre le champ de vecteurs
constants, le terme x en la position (2,2) ; ce qui signifie que la codimension vaut 2.

De facon générale, il est difficile de calculer la codimension d'un germe a cause de la structure
de module de l'espace tangent. Cependant, il existe des formules et des méthodes alternatives
beaucoup plus simples; dont 'une d’elles consiste a utiliser le fait qu'un germe est déterminé de
manieére finie. Ce qui veut dire que les termes d’ordres supérieurs peuvent étre négligés.

Théoreme 4.2 Mather [30]
Un germe f : (K", S) — (KP,0) est fini (i.e il peut étre déterminé de facon finie ) si et seulement si
o — cod(f) < oo.

Définition 4.8 Sinha and Atique [49]
Soit f =1{f1, fo,..., fr}: (K", S) — (KP,0) un multigerme avecS = {xy,..., xr}.

* La multiplicité de f est donnée par

.
— di nx,
mo(f) = dimy ——>— f*(«/%p) l; f )

o Le multigerme f est de corang k si et seulement si pour touti =1,...,r, f; est de corang infé-
rieur ou égale k.

* f estdit multigerme simple s’il existe un nombre fini de < -classe (i.e sous U'action des germes
de difféomorphismes dans les espaces de départ et d'arrivée) telles que, pour tout dépliage
F: (K" xK%S x {0}) — (K" x K9,0) avecF(x,\) = (fa(x),A) et fo = f, il existe un voisinage U
suffisamment petit de S x {0} tel que pour tout (y1,\)...(¥r,A) €U avecE(y1,A\) =...=F(y,A),
le multigerme f : (K", {y1,...,y:}) — (KP, fA(y)) appartient a I'une de ces classes.

Définition 4.9 Sinha and Atique [49]

— Un germe de champ de vecteurs € 0, est dit relevable (liftable) sur f s'il existe ¢ € 0y, tel que
dfo&=mnof (ietf(§) = wfn)). Lensemble des germes de champs de vecteurs relevables sur
festnotéLift(f). Deplus, Lift(f) est un©,-module.

— Soit3(f) = evy(Lift(f)) l'évaluation des éléments de Li ft(f) a l'origine.
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Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Une famille finie de sous-espaces vectoriels
Ej,...,E, de F admet une intersection presque réguliére d’ordre k (par rapport a F) si

codim(E;Nn...nE;) =codim(E;) +...codim(E;) — k.

En particulier, lorsque k = 0 l'intersection est dite réguliere et lorsque k = 1, elle est dite presque
réguliere.

Théoréme 4.3 Mather [32]
Un multigerme f = {f,..., fr} : (K", S) — (KP,0) est dit stable si et seulement si chacune de ses
branches f; est stable et que les sous-espaces vectoriels T(f1),..., T(fr) ont une intersection réguliere.

Théoréme 4.4 T. Cooper and Atique [50]
Si f=1{f1,..., fr} est un multigerme de <4, -codimension 1 alors chacune de ses branche f; est stable
et1(f1),...,T(f;) ont une intersection presque réguliere :

;
codim(@(fi)N...NnT(f;)) = ) codim¥(f;) —1
i=1
Exemple 4.2 Sinha and Atique [49]
Si f est un bigerme de K> — K3 tel que chaque branche est une immersion, alors f est soit <f,-
équivalent a :
{ (x, y)—(x,,0)
(x,y)—(x,0,y)
qui est stable puisque T (f1) = {X,Y,Z)/Z =0} et T (f2) ={X,Y,Z)/Y = 0}; oit

{ x,y)— (x,50)
(x, )= (x,y,¢(x,¥)

ot & est appelée fonction de séparation. Concernant la <f équivalence, D. Mond démontre dans
Mond [36] que les bigermes d’'immersions sont classifés par la % -classe de la fonction de séparation.
Donc ¢(x,y) = x2 £ y*1 (Ap); d(x,y) = X2y +y5 1 D) ¢, ) = B+ y* (EBe); dlx,y) = x> +
xy3 (E7); d(x,py) = X3+ y5 (Eg). Aussi, o, — cod(f) = &, — cod(d). Notons que, pour toutes ces
fonctions de séparation ci-dessus, T(f1) = 1(f2) = {X,Y,2)/Z = 0}. Ce qui signifie que T(f1) et T(f2)
ont une intersection presque réguliére.

4.2 Quelques méthodes numériques

La plupart des définitions et résultats énoncés dans cette sous-section sont extraits de Moore
et al. [39]. Etant donné une équation du type

fx)=0 4.1)

et F une extension d’intervalle de f, ou f est une fonction réelle de classe C*°; on définit la procé-
dure itérative suivante
X1 = FXp) NXg, pour k=0,1,2,... 4.2)

Si X est tel que F(Xy) < Xy, alors la formule (4.2) génére un ensemble d’intervalles imbriqués et
qui convergent vers un intervalle X tel que, pour tout k =0,1,2,..., X* = F(X*) et X* < Xy. Sur
un ordinateur, il est toujours possible d’interrompre la procédure itérative des que Xy = Xg; en
utilisant I'arithmétique des intervalles (IA) ! avec un nombre spécifique de digits (précision sur le
nombre de chiffres) fournissant ainsi le plus petit intervalle pouvant contenir X.

Les méthodes de Newton par intervalle et de Krawczyk ont des propriétés similaires. En ef-
fet, elles peuvent étre implémentées de facon itérative sur un ordinateur et elles sont aussi uti-
lisées pour garantir I'existence et I'unicité d'une solution d'un systéme régulier d’équations non
linéaires sur un domaine (il s’agit d’intervalle, rectangle ou boite selon la dimension dans laquelle
on travaille).

1. Interval Arithmetic, voir [27].
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4.2.1 Arithmétique des intervalles

Les méthodes de calculs numériques rappelées dans cette section sont particulierement utili-
sées, ici, sur des domaines fermés. On rappelle donc qu'un intervalle fermé est défini par

[a, bl :={xeR,a<x<Db}.

Dans ce chapitre, on ne considérera que des intervalles fermés. Pour tout intervalle X, X et X dési-
gneront respectivement sa borne inférieure et supérieure; i.e

X = [X,X].
Deux intervalles X et Y sont égaux si et seulement si
X=YetX=Y.

Un intervalle X est dit dégénéré lorsque X = X. Lintersection et I'union de deux intervalles X et Y
sont respectivement définies par

XNY={s:seXetseY}=[max(X,Y),mnX,Y)]
XuU={s:seXouseY}
La coque de deux intervalles X et Y est donnée par
XUY = [min(X,Y), max(X,Y)].

Ona
XUYcXuY

Définition 4.10
SoitX = [X,X] un intervalle de R.

* La largeur deX, notée [(X), est égale a
IX)=X-X.
e JecentredeX, noté c(X), vaut
am:%@+ﬁ.
* Lavaleur absolue deX, notée| X | est égale au maximum de la valeur absolue de ses bornes :

| X |= max(| X |,|X)

La droite réelle R, munie de la relation d’ordre (<), est un ensemble ordonné. L'ensemble des in-
tervalles de R peut aussi étre muni d'une relation d’ordre (noté <) définie comme suit : soient X et
Y deux intervalles dans R

X<Y<=X<Y.

Opérations arihtmétiques sur les intervalles

Des opérations élémentaires sur R telles que I’addition, la soustraction, la multiplication et la di-
vision s’étendent aussi aux intervalles. Par exemple la somme de deux intervalles donne un sous-
ensemble de R constitué de toutes les sommes possibles entre deux réels des intervalles.

X+Y={s=x+y:xeXetyeY}
S X+Y,X+Y]

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 4. THEORIE DES SINGULARITES ET METHODES NUMERIQUES 79

X-Y={s=x—-y:xeXetyeY}
CX-Y,X-Y]

X-Y={s=x-y:xeXetyeY}
€ [minS,max$S], S = X-Y,X-Y,X-Y,X-Y}

XIY={s=xly:xeX,yeYety#0}
=X-Y, Y =1/Y=[1/Y,1/Y].

Tout intervalle X = [X,X] peut s’écrire sous la forme

1 1
X =) +[-5 1), 5 X))

=cX)+ %C(X) [-1,1].

Vecteurs et Matrices d’intervalles

Un vecteur d’intervalles X de dimension n estla donnée d'un n-uplets d’intervalles X = (X, ..., X;).
La plupart des propriétés étudiées sur les intervalles restent valables pour les vecteurs d’inter-
valles.

Définition 4.11
SoientX etY deux vecteurs d’intervalles de dimension n.

e Un vecteur de réels x = (x1,...,x,) € X si et seulement si pour touti =1,...,n onax; € X;.

La largeur deX, notée [(X), est donnée par

IX) = max (IX3)

i=1,..., n

* Lecentre deX est donné par
c(x) = (cX1),...,cXp)).

La norme deX est donnée par
IX]l= max |X;].

1,...n

Lintersection et l'union deX etY sont respectivement données par :
XNnY=X;nYy,...,.XpNnYy,)

XUuY=XUYy,...,.X,UYy)
XNY=¢podie [[1...n}],XmYl~:¢

XSYoX;SY;Vie[l...n].

Définition 4.12
Un matrice d’intervalles de taille n x m est constituée de m vecteurs d’intervalles de dimension n.
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Ensemble image d’une fonction

Définition 4.13 Soient f = f(x1,...,x,) une fonction en plusieurs variables a valeur dans réel. Len-
semble image de f sur un vecteur d'intervallesX = (Xy,...,X;,) est caractérisé par

f(X) :f(Xlr---an) = {f(xlyn-)xn) L X1 EXI»-'-rxn EX}’I};
ouX; pouri=1,...,n sont des intervalles spécifiques.

Dans cette sous-section, il s’agit de déterminer I’ensemble image par d'un vecteur d’intervalle
Y € X. Dans le cas d'une fonction monotone il est facile de calculer f(Y). En effet, si f est croissante
(respectivement décroissante) sur Y alors

FfO =1, fM] (resp. fYV) =[fY), FXD.

En général il est difficile de déterminer avec exactitude '’ensemble image d'une fonction sur un
sous-ensemble Y de X (voir Gaganov [14]). Toutefois, il est toujours possible de calculer un inter-
valle W c R tel que f(Y) € W. Lensemble W est appelé une extension d’intervalle de f.

Définition 4.14 (fonction a une variable)
F est appelée une extension d'intervalle de f si, sur tout intervalle dégénéré [x, x], F et f sont égales :

F([x, x]) = f(x).

Définition 4.15 (fonction a plusieurs variables)
Si f est une fonction réelle de plusieurs variables, alors une extension d’intervalle F de f est une
fonction d’intervalle de n variables Xy, ..., X, telle que pour tout argument x1, ..., Xy,

F(x1)~-~)xn) :f(xl’n-»xn)-

Le concept défini ci-dessous est étroitement a la continuité. Elle permet d’examiner la procédure
par laquelle f(X) peut étre approximée aussi pres que I'on veut par une union finie d’intervalles.

Définition 4.16 (Extension d’intervalle Lipschitzienne)
Soient Xy un intervalle ou vecteur d’intervalles et F une extension d'intervalle surXy. F est dite Lip-
schitzienne dans Xy s'il existe une constante L telle que, pour tout X < Xy,

I(FX) =LxIX)

NB : Dans la suite de ce chapitre, nous manipulerons exclusivement des extensions d’inter-
valles Lipschitziennes.

4.2.2 Méthode de Newton

Nous commencons par rappeler la méthode de Newton dans le cas des fonctions en une va-
riable. Soit f une fonction de classe C* dans R. D’apres le Théoréme de la valeur moyenne,
Vx, yeR, Is€ [x,y]l tel que:
fO=f+f -y 4.3)

Soit [a, b] un intervalle dans lequel on cherche une solution de I'équation
f(x)=0.
Pour tout y € [a, b], une solution x de cette équqtion vérifie

f+f(x-y)=0;
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en particulier pour y = c([a, b]) = %.
Donc )
y
x=v— . (4.4)
o)
Soit F'(X) une extension d’intervalle de f’(x) et considérons I'algorithme suivant
XD = xO ANK®), pour k=0,1,2,... (4.5)
avec
feX))
NX) =cX) - 4.6
X) =cX) 0 (4.6)

D’apres I'équation (4.4), I'intervalle N(X) contient la solution x si y = ¢(X) et si x est contenu dans
I'intervalle X, alors s dans 1'équation (4.3) appartient aussi a X. Par conséquent, si x € X(© alors
pour tout indice k, x € X®.

Proposition 4.1 Moore et al. [39, Thm 8.1]

Si un intervalle X contient une solution xo de I'équation f(x) = 0, alors x, appartient aussi X®
pour tout k =0,1,2,.... De plus, si 0 ¢ F'(X), alors les intervalles X® constituent une suite imbri-
quée qui converge vers Xy.

La méthode de Newton par intervalle s’ interprete géométriquement de maniere presque similaire
ala méthode de Newton classique. Excepté qu’ici le nouvel intervalle X**1 est délimité par I'in-
tersection des deux droites tangentes dont les pentes correspondent aux extrémités de 'intervalle
X® avec I'axe des abscisses (voir Figure 4.2).

FIGURE 4.2 - Interprétation géométrique de la méthode de Newton par intervalle (univarié)

Remarque 4.1 (Proposition4.1)
Si 0 € F'(X), on procede généralement a une subdivision de l'intervalle comme suit : Rappelons tout
d’abord la division de deux intervalles

la,bl/[c,d] =[a,bl(1/[c,d])

avec
1/[c,dl={1/y:yelc,dl}.
— Sic=0<d, alors1/[c,d] =[1/d,+ool.
— Sic<0<d, alorsl/[c,d]l=]—o0,1/clu[l/d,+ool.
— Sic<d=0,alorsl/[c,d] =] —0o0,1/c].
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4.2.3 Méthode de Krawczyk

La méthode de Krawczyk peut étre vue comme une généralisation directe de la méthode de
Newton par intervalle. Elles sont aussi utlisées en pratique pour garantir |'existence et 'unicité
d’une solution dans un domaine. Toutefois, elles ont chacune des avantages particuliers. Soit le
systeme d’équations non linéaires

fl(xl)'“’xn) =0
fx)=0< : ; 4.7)
fn(xl’-n»xn) =0

ot les f; sont des fonctions C* sur un ouvert de R” et a valeurs réelles. Soient F et F’ des extensions
d’intervalles de f et f’, et X, une boite de R"; un vecteur d’intervalles de dimension 7. Le théoréme
ci-dessous donne un test d’existence d'une solution au systéme 4.7.

Définition 4.17 (Opérateur de Krawczyk) Moore et al. [39]

Soient M une matrice réelle non singuliere approximant lUinverse de la matrice jacobienne réelle
deF'(c(X)) dont les éléments sont donnés par F'(c(X));j = 0fi(c(X))/0x;. Lopérateur de Krawczyk K
appliqué aX est défini par

KX)=y-Mf(y) +(I-MF X)) X-y),
ol y est un vecteur appartenant aX. Donc K(X) est une boite deR" ou l'ensemble vide.

Théoréme 4.5 Moore et al. [39, Thm 8.2]2
SiK(X) € X, alors 'équation (4.7) admet une solution xy appartenant a K(X).

En particulier, si le vecteur d’intervalles X = (Xy,...,X;) estun n-cube (i.e [(X;) = [(X) pour tout
i€ [[1, n]]) et y = ¢(X) alors K(X) est strictement contenu dans l'intérieur de X des que

1X)
| KX) —cX) lI< - (4.8)

Il apparait ainsi que, la condition (4.8) est suffisante pour garantir I'existence d'une solution de
I’équation (4.7) dans X. De plus, la méme condition (4.8) est suffisante pour garantir la conver-
gence de la méthode de Krawczyk par intervalle.

Théoréme 4.6 Moore et al. [39, Thm 8.3]3

Soient X un n-cube deR", y = ¢(X) et M une matrice réelle non singuliére. Supposons que la condi-
tion (4.8) est satisfaite et posons X9 = X, MO = M. Soit x© un vecteur dans X9, alors le systeme
(4.7) admet une unique solution dansX, et l'algorithme ci-dessous converge vers la solution :

XE+D —x® A gx®y (k=1,2,..) (49)

avec
KX®) = y® - M® (0 + (I _ M(k)F/(X(k))) 7(k)

et
Y0 = ex®y, 70 = x® _ vk

ot M® est choisi comme étant
. . -1
M est une approximation de [c (F'(X®)] ™",

MO =4 si ) 1-MF D) <) 1- MEDE xED) |
M* =D sinon

2. Voir aussi Krawczyk [26], Moore [37]
3. Voir aussi dans Moore [37, 38]
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4.3 Projection d’'une courbe lisse de R® dans R?

Dans cette section, nous traitons du probleme qui consiste a calculer une représentation to-
pologiquement correcte de la projection d’'une courbe de R® dans R?. Ici, on se place dans le cas
ol une telle courbe dans I'espace est définie soit comme étant l'intersection de deux surfaces, soit
le contour apparent d’'une surface dans R3. En général, sa projection dans le plan n’est pas une
courbe lisse; i.e elle peut comporter des points singuliers : un noeud ou bien cuspide. Dans de ré-
cents travaux de Imbach et al. [22], les auteurs proposent un algorithme qui prend en entrée une
courbe implicite dans l'espace et un domaine compact de résolution. Cet algorithme engendre
une structure de données qui est composée d’'une approximation de la courbe spatiale et une
représentation certifiée de la topologie de sa projection dans un compact du plan. Une de leur
principales contributions consiste a caractériser un ensemble de singularités comme étant des
solutions régulieres d'un systéme d’équations.

Dans le chapitre qui suit, nous proposons une généralisation en dimension supérieure du pro-
bléme énoncé ci-dessus, en s’appuyant sur des techniques similaires. Il s’agit donc ici, de rappeler
les résultats principaux établis dans Imbach et al. [21] ainsi que les nouvelles techniques dévelop-
pées dans cet article.

Soient

EG:R’—R

deux fonctions C*® et .# la courbe contenu dans R3 définie par :
M ={(x,y,2) €R’ | F(x,y,2) = G(x,),2) = 0}.

Soient B un compact de R?, Xo = B xR et 7 : R* — R? la projection dans le plan (x, y) qui a tout
point (x, y,2) — (x,y). Soit € := g xr (A).

Définition 4.18 Arnold [1]
Un point P € € est une singularité de type Ai s'il existe un voisinage U c R* de P dans lequel € est

implicitement définie par l'équation x> + y**1 = 0.
En particulier :

* Un noeud est une intersection de deux branches réelles de €. 1l est de type A] .

* Un cuspide est une singularité de type Aoy *. Un cuspide ordinaire est une singularité de type
As.

e Un point régulier est une singularité de type Ay.

Compte tenu du fait que les méthodes numériques de résolution de systémes d’équations
n’'aboutissent que sous certaines conditions de régularité, les résultats rappelés ici sont établis
sous les hypotheéses ci-dessous :

(H;) %€ estlisse au dessus de B;i.e m~1 (%) ne contient pas de singularités dans n~! (B).

(Hy) Pour tout (o,p) € B fixé, le systeme F(a,f, z) = G(a,p,z) = 0 admet au plus deux racines
comptées avec multiplicité.

(H3) L'ensemble des points (a,p) € B, tels que le systeme F(a,f, z) = G(a,f, z) = 0 admet deux
racines distinctes comptées avec multiplicité, est discret.

(H4) Larestriction dela projection m sur .4 n(B xR) est une application propre;i.e 'image inverse
de tout compact est un compact.

(Hs) Les singularités de € sont des noeuds ou des cuspides ordinaires.

La proposition suivante décrit les types de singularités sur €.

Proposition 4.2 Imbach et al. [21, Lemma 2, Corollary 1]
Sous les hypotheses ((H1))-((Hy)), soitP € 6.

4. Compte tenu de I'équivalence entre les singularités de types A;k etA)

54 On notera simplement A
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(a1) SiP admet deux antécédents via la projection n, alors est un point singulier de € du type

A2k+1 aveck = 0.

(ap) SiP est une valeur critique de la projection m, alors P est un cuspide € du type A +1) avec
k=0.

Les systémes ci-dessous constituent une représentation naive des singularités de la courbe €
dans le plan (x, y).
Soit (x, y, 21, z2) € B xR? tel que :

F(x,y,21) =0

G(x) N2 Zl) =0

F(x,y,22) =0 (S-noeud)
G(x, 2 ZZ) =0

21 £ 2
Soit (x,y,z) e BxRtel que:

F(x,y,2)=0

G(x,y,2)=0
0.F(x,y,2)=0 (S-cusp)
0,G(x,y,2) =0

Toutefois, le systeme (S-noeud) reste numériquement instable lorsque z; = z; (le systéme n’est
plus équidimensionnel), rendant ainsi le systeme (S-cusp) surdéterminé. La technique dévelop-
pée dans Imbach et al. [21] consiste a construire un nouveau systeme, appelé ball-system, dont
les solutions régulieres sont une caractérisation des singularités de 6.

Définition 4.19 Imbach et al. [21]
Soit A(x, y,z) une fonction analytique réelle, c =
fonctions S.A et D.A sont définies par :

lz21=2p| 2
2

etrp=r“avecr =|z1—cl|=|z2—c|. Les

AWy, c+ VD +AM, y,c—y1) ifr>0
S.A(x,y,¢,12) = Alx,y,¢) ifr=0
AW, y,c+iyV=r) +Ax, y,c—iy=r) ifr<o
et
#(A(x,y,c% V) =Ax,y,c—/T1) ifr>0
D.A(xX, y,¢,12) = 0Alx,y,¢) ifr=0
2\%(A(x,y,wi\/—_r)—A(x,y,c—i\/—_r)) ifr<o

On désignera par X I'ensemble des singulartés de 6 dans B.

Les figures 4.3 et 4.4 illustrent le cas particulier de la projection du contour apparent du tore
dans le plan avec I'utilisation du ball-systéme. On constate que les singularités qui en résultent
dans le plan sont des cusps et des noeuds.

Proposition 4.3 Imbach etal. [21]

(b1) SiA est une fonction analytique réelle, alors les fonctions S.A et D.A le sont aussi.
(by) Si & l'ensemble des solutions dans BxR x R* du ball-system suivant :

S.F(x,y,¢,m2)=0
S.G(x,y,¢,12) =0
D.F(x,y,¢,12) =0
D.G(x,y,¢c,r2) =0

(ball-system)

alors yy (&) = Z, ot Tty la projection de R* dans le plan.

(bs) Sous les hypothéses (H1)-(Hy), dans BxR x R* les solutions du ball-system sont régulieres si et
seulement si la condition (Hs) est satisfaite.

Topologie de courbes algébriques planes et projection de surfaces analytiques réelles ©NLAGA/UASZ/UFR-ST/LMA/MP/AGC



CHAPITRE 4. THEORIE DES SINGULARITES ET METHODES NUMERIQUES 85

FIGURE 4.3 — Projection du contour apparent du
Tore dans le plan : I'ensemble des points z cri-
tiques du Tore.

FIGURE 4.4 — Changement de variables rayon et
centre aboutissant au ball-system.
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Chapitre 5

Projection de surfaces analytiques lisses
de R* dans R’

Introduction

Le probleme étudié dans ce chapitre s’'inspire des résultats obtenus par Imbach et al. [21] (voir
aussi la section 4.3 du chapitre 4).
Soit .4 une surface analytique définie comme étant I'intersection de deux hypersurfaces conte-
nues dans R?*, et Q 'image de .# par la projection canonique dans R3. Lobjectif est de calculer un
complexe simplicial isotope a Q. En général, la surface Q) n’est pas lisse : c’est-a-dire qu’elle com-
porte des singularités. Nous proposons dans la section 5.3, un algorithme permettant de calculer
le graphe des singularités de Q. Cet algorithme est effectif sous certaines conditions de généricité.
La caractérisation des différents types de singularités, sous forme de solutions régulieres de sys-
temes, est effectuée dans la section 5.2. La section 5.1 introduit les définitions et notations utilisées
dans ce chapitre.

5.1 Définitions et notations

Soient F et G deux fonctions analytiques réelles de R* — R qui définissent une la surface ana-
lytique réelle ./ par : /4 = {(x,y,2,1) € R}, F(x,y,2,1) = G(x, , 2, t) = 0} c R*. En d’autres termes
A est l'intersection de deux hypersurfaces .4, et .#, définies respectivement par les équations
F(x,¥,2,t) =0 et G(x, y,z, t) = 0, dans R*. Etant donné un point g € ./, le plan tangent 22 a ./ au
point g est donné par I'’ensemble des vecteurs orthogonaux a VF et VG.

On considere I'application

pu%—»l]%3
x, 3z, —(x,52)

et on définit Q = p(.«). p. On dira qu'un plan dans R* est vertical s'il est paralléle I'axe t; ce qui
signifie qu’il contient la direction (0, 0,0, 1). Par conséquent, le pan tangent £ a .# au point q est
vertical si et seulement si 0,F(q) =9,G(q) =0.

5.1.1 Définitions

Définition 5.1
SoientF = (F;)(1<i<n) une famille finie de fonctions analytiques réelles définies surR* dansR, q € M
et PeQ.

— Pour tout F € F, la multiplicité de q € R* par rapport a la variable t est I'entier naturel
mult; (F) := max{k e N, %(q) =0, Vi < k}. Dans ce chapitre, nous nous intéressons unique-
ment a la multiplicité par rapport a la variable de projection t. Par conséquent, nous allons

simplement noter mult, (F) en lieu et place de mult; .
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— La multiplicité de q en tant que racine de la famille & est l'entier naturel
mult, (#) = min{mult, (F;),1<i < n}.
— La multiplicité du point P € Q est l'entier naturel

mult(p) = Z mlﬂtq EG;

qep~'(P)
ot EG sont les fonctions analytiques réelles définissant la surface 4 et p la projection de
M — R
Définition 5.2

Soient E, F deux variétés différentiables, f : E — F une application différentiable et q € E.
Le corang de f au point q est l'entier

corank (df)q =min(dimE,dimF) — rank(df)q

Notion de Transversalité

Définition 5.3 Demazure [8, def 2.5.4]

Soit E une variété différentiable de dimension finie, V et V' deux sous-variétés de E. V et V' sont
transverses (I'une a l'autre) si, pour touta€ ¥V nV', les sous-espaces T,V et T, V' satisfont I'une des
conditions suivantes (qui sont équivalentes) :

— TV +T.V' =E;

— codim(T,¥ nT,¥") = codim(T,¥) + codim(T,¥") ;

— dim(T,7 NnTL¥") =dim(T,¥) + dim(T,¥") — dim(E).
On noteV h7'.

Remarque 5.1
Sidim(T,7)+dim(T,¥") < dim(E) alors T,V n'est pas transversea T,7". Si dim(T,7)+dim(T,¥') =
dim(E) alors T,V est transverse aT,V' si et seulement les deux sous-espaces sont complémentaires.

La notion de transversalité s étend de facon naturelle aux fonctions de classe C *°.

Définition 5.4 Demazure [8, def 3.7.1]
Soient E, F deux espace vectoriels de dimensions finie, V et W des sous-variétés respectifs deE et E
Soit f:7 — F une fonction de classe C*°.

e f esttransversea W au pointqeV
— si f(q) n'appartient pas a# ou bien,

— [f(q) appartient W etlimagedeT ;V, par l'application linéaire tangente d f (q), est trans-
verseaTp W .

* f esttransverse aW sielle l'est en tout point q appartenanta V.
Par abus de notation, f M # se lira f est transverse a #'.

Définition 5.5 Demazure [8, section 3.8.3]
Soit r un entier naturel, E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soit V' une sous-variété
deE et f:7 — F une fonction de classe C*°. On appelle le r-jet de f la fonction

PV =T, P
qa— (@@, f@,.... [T (q)

J"(V,F) est appelé l'espace des jets d’ordre r des fonctions définies de E versF.
Soit £' la sous-variété des jets de corang 1 deJ' (,R3) et notons par ' (p) = (j'p) "' (1) la sous-
variété de M ainsi définie.
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Définition 5.6 Golubistky and Guillemin [16, def 4.5]
Un point q € . est appelé un cross-cap s'il appartient a X' (p) et que la fonction j'p est transverse
aZX! en ce point.

D’apres Golubistky and Guillemin [16, Théoreme 11.5.4], >1 est une sous-variété de codimension
2. En un point cross-cap, j!p est transverse a X! et d’aprés Demazure [8, Corollaire 3.7.3] = (p) est
une sous-variété de .# de dimension 2; i.e les cross-caps apparaissent comme des points isolés.

Lemme 5.1

La projection p admet une singularité de type cross-cap si et seulement si la direction de projection
est contenue dans le plan tangent et si (a(z, t), b(z, t), z, t) est une paramétrisation locale de 4 , alors
onaazby —aibz #0.

Démonstration
Soit g € .4 une singularité de type cross-cap de la projection p : .4 — R3.

Tout d’abord, la condition g € X! (p) est équivalente a dire que dp(g)est de corang 1. Sachant
que le rank(p) = 2 — corank(p) = 1, alors la condition précédente est aussi équivalente a dire que
dp(q) estrang 1. En d’autres termes, la projection du plan dimension 2 tangent a .4 au point g est
une ligne; ce qui signifie que la direction de projection est contenue dans le plan tangent. Donc, la
condition g € X! (p) dans la Définition 5.6 est équivalente a la premiére condition du Lemme 5.1 :
la direction de projection est contenue (colinéaire) dans le plan tangent.

A présent, nous admettons que la surface .# peut étre localement paramétrisée dans un voi-
sinage de g par (z, 1) — (a(z, 1), b(z, 1),z,1);
ie

p(z, 1) =(a(z, 1), bz, 1), 2).

Lespace JY (4, R3) est donc localement égale a U x R3 xL(R%,R3); ot1 U est un sous-ensemble de
R? et L désigne I'espace des applications linéaires. Le 1-jet d'une application (fi(z, 1), f(z, 1), f3(2, 1)) :
M — R3 est donné par

fiz fue
(Z) t),(fl(zy t)vfz(zr t))f3(zy t)): fZZ f2[
faz fr
fiz St
>! est le sous-ensemble de J! (.#,R3) pour lequel, la matrice | f>, fo; | estde corang 1;i.e de
f3z fat

rang 1. Supposons, sans perte de généralité, que (f3;, f3;) # (0,0), >1 est définie de fagon implicite
par deux équations

fiz fir
f3Z f3t

Alors, on a d'une part > =®10) avec

2z for

fie Pl 0

=0et

O] (u, R — R?
(fi, for 13— ((fizfoe = fief32), (Foz for — foi f32))

D’aprés Golubistky and Guillemin [16, Lemma 4.3], j!p est transverse a =! au point g si et
seulement si @ - j!p est une submersion en ce point g. D’autre part, on a aussi

az; ag
- jlp=@|(z,0,(alz1),a(z1),2),|b; b ||=—(asby).
1 0
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azy Qgr
bzt bl’t
ce qui équivaut adire que a;;b;s—a; b, # 0. Cette contrainte correspond exactement a la deuxieme
condition du Lemme 5.1.

Cette application est une submersion si et seulement si son jacobien ( ) est de rang plein,

O

Remarque 5.2 Lorsque le plan tangent contient la direction de projection, la surface # peut tou-
jours étre localement paramétrisée en fonction de l'un des couples de variables suivants : (x, t), (y, t)
ou( z, t).

Notation 5.1 Rappelons que Q désigne I'ensemble image de la surface analytique réelle 4 par
Uapplicationy. For tout j eN tel que 1 < j <3, posons :

- tp~L(P) : nombre de préimages de P, comptées sans la multiplicité, par Uapplication p;

-0l =PeQitpT'P) =i ermultp) = j)

- Lorsque i = j on notera simplementQ; = {P € Q | multp) = tp~1(P) = j};

- Vf:=gradientde f, f € C*°([R",R);

- PourP € Qj, (qe)1<0<) désigneront les préimages de P par l'application p;

- @y : plan tangent a 4 au point qe;

- Iy : l'image de 27y par l'application linéaire tangente au point qy;

- 9B : un produit d’intervalles fermés et bornés dansR3 ; on parlera tout simplement d'une boite
dansR3.

- X; l'ensemble des solutions du systeme indicé par i.

- Pour tout intervalle] c R, I(I) (respectivement u(l)) désignera la borne inférieure (respective-
ment supérieure) del.

Définition 5.7 [Généricité]Demazure [8, section 4.11.3]
Les fonctions C™, f:R" — R, dites génériques forment un ouvert dense dans l'espace des fonctions
C*°(R",R). Elles sont caractérisées par les propriétés suivantes :

(a) les points critiques de f sont des points de Morses;

(b) les valeurs de f en ses points critiques sont deux a deux distinctes.

Définition 5.8

— Point régulier de p.
Un point q € M est appelé point regular point de p si la matrice jacobienne associée a p est de
rang maximal au point q. Ce qui signifie, ici, que rank(dp) 4 = 2. Cette définition équivaut a
dire que le plan tangent a 4 au point q nest pas vertical.

— Point critique de p.
Un point q € M est appelé un un point critique de p s'il est non régulier. Ce qui équivaut a
dire que le plan tangent a ./ au point q est vertical 3;F(q) = 09,;G(q) = 0.

— Point régulier de Q.
Un point P € Q est dit régulier si Q est localement une sous-variété de dimension 2 dans R.
Tout point non régulier de Q est appelé un point singulier de Q.

— Solution réguliére d’un systéme.
Une solution d’'un systéeme de dimension 0 est dite réguliere si le jacobien ne s‘annule pas en ce
point.

Définition 5.9
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— Point double.
P € Q est dit point double sil admet exactement deux préimages réguliéres q, et q, dans #
tels que ITy NIl soit une droite. D'apres la classification faite dans [20, Table 1], P est 'image
par Uapplication p d’'une singularité de type A%.

— Point triple.
P € Q est dit point triple s'il admet exactement trois préimages réguliéres q, q» et q» appar-
tenant a 4 telles que Ny <;<3y11; soit égale a un point. D'apres la classification faite dans [20,
Table 1], P est l'image par U'application p d'une singularité de Ag.

— Cross-cap.
P € Q est un cross-cap sa préimage de est point critique q de 4 dont la singularité est de type
cross-cap (voir la Définition 5.6) pour p. D'apres la classification faite dans [20, Table 1], P est
l'image par Uapplication p d’'une singularité de type Sy.

Définition 5.10 Imbach et al. [22]
Soit & un sous-ensemble deR". Une suite de boites (X;)" | est appelée une d-approximation de &
si¥ c Ul X;, et pour tout i € [1,m], IX;) <8 et X nX; # .

Proposition 5.1 Golubistky and Guillemin [16, Lemma 4.3]

Soient &, F des variétés différentiables, W une sous-variété de & et f:8 — & une fonction dif-
férentiable. Si, pour tout q € & tel que f(q) € W, il existe un voisinage ouvert V< & de f(q) et
une submersion ®:7 — RF (k = codim¥) , tel queW NU = @ 10), alors f MW au point q si et
seulement si® o f est submersion au point q.

Proposition 5.2 Demazure [8, Corollary 3.7.3]

Soient E, F des espaces vectoriels, V et W des sous-variétés respectives de E etE Soit f:7 — F une
fonction de classe C*°, n = dim(¥) et m = codim(#'). Si f est transverse a ¥ alors f “L(W) est une
sous-variété de dimension n — m.

Proposition 5.3 Demazure [8, Theorem 3.9.4]

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimensions finies et U un ouvert de E. SiW une sous-variété
de]” (U;F), oit r est un entier naturel, alors l'ensemble des fonctions f € C *°(U,F) telles que j" f est
transverse a W est est un sous-ensemble résiduel dense de C *°(U,F). En d'autres termes, pour toute
fonction générique f appartenant a C *°(U,F), la fonction j" f est transverse aW.

Proposition 5.4 Demazure [8, Theorem 3.9.7]

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimensions finies et U un ouvert deE. Soit W une sous-variété
de]( (U, F);otir =0 et n =1 sont deux entiers naturels. Lensemble des fonctions f € C*(U,F) telles
que j(r ) [ est transverse aW est un sous-ensemble résiduel dense de C *°(U, F).

5.2 Etude des singularités de Q = p(.#%)

Dans cette section, nous traitons trois questions fondamentales a la conception de 1'algo-
rithme qui calcule le graphe des singularités de Q : il s’agit de I'identification des différents types
de singularités qui apparaissent sur la surface, de la modélisation des singularités et de I'analyse
sur la régularité de ces modeles dans un contexte générique. Nous apportons des réponses a ces
questions a travers deux résultats principaux. Le Théoréme 5.1 liste les types de singularités sur Q.
La sous-section 5.2.2 donne une caractérisation des singularités sous forme de systemes d’équa-
tions. Le Théoréme 5.2 établit la régularité des systemes sous les propriétés de généricités décrites
dans la sous-section 5.2.1.
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5.2.1 Propriétés génériques de Q2

Le théoréme suivant résume les propriétés de généricité d'une surface incluse dans R* et pro-
jetée dans RS.

Théoréme 5.1

(a) La surface générique 4 définie parF = G = 0 est une sous-variété de dimension 2 dans R*.

(b) Les singularités de la projection dans R d'une surface générique incluse dans R* sont : une
courbe lisse de points double (une sous-variété de dimension 1) et un ensemble discret de
points triples et de cross-caps.

Démonstration

Le théoréme ci-dessus découle directement de I'application des Propositions 5.2 et 5.4 de Trans-

versalité dans le cas des jets multiples. Nous commengcons fixer quelques notations !. Soient Ay, (U)
le sous-ensemble de U = U x U x...x U constitué des points (ay,..., a,) dontles coordonnées sont

deux a deux distinctes dans U. On définit I(r ) (U,F) comme étant I'espace des n-multijets d’ordre

r de fonctions définies sur U valeurs dans F.

(a) On considere le jet
jR* =R, R*) =R®
g~ (4.F(@),G(q)
et on pose W c JO(R*, R?) tel que F(q) = G(g) = 0. W est une sous-variété ]0(R4,R2) de co-
dimension 2. D’apreés la Proposition 5.2, .4 = j~! (W) est une sous-variété de dimension 2.

(b) On considére le 2-multijet défini par :
f?z) (EG): Ap)(RY) — 1?2) (R* R?)
(g1, g2) — ((x1,y1, 21, 1), F(q1), G(q1), (X2, ¥2, 22, 12), F(q2), G(q2));

avec q; = (x;, yi, zi, t;) dans R*,
Soit W la sous-ensemble de I(()z) (R*, R?) dont les points satisfont les contraintes suivantes

X1=X2,¥Y1=Y2,21 = 22,F(q1) = G(q1) =F(q2) = G(gq2) = 0.

W est une sous-variété de ]?2) (R*,R?) de co-dimension 7. D’aprés la Proposition 5.4 I'en-
semble des fonctions appartenant a C *°(R*,R?) telles que j(oz) (E G) est transverse a W est un
sous-ensemble résiduel dense de C *®(R* R?). La Proposition 5.2 implique que I'’ensemble
]?2) (R* R?) des points dans Q ayant deux préimages dans .# est une sous-variété de dimen-
sion 1.

La démonstration pour le cas des points triples et cross-caps s’appuie, comme précédem-
ment, sur les Propositons 5.4 et 5.2. Il suffit de considérer respectivement les éléments sui-
vants :

j&EG): Ag) R — I3 (R, R?)
(1,92, q3) = (q1,F(q1),G(q1), 42, F(q2),G(q2), 3, F(q3), G(g3))
Wc ](Os) (R*,R*) tel que X1 = Xp = X3,y1 = Y2 = y3,21 = 22 = 23,F(q;) =G(g;) = 0,1 =i <3
et
J'EG):R* - J (R, R%)
q— (q,F(q),G(q),VE(q),VG(q))
W' cJ'®R*,R?) tel que F(q) = G(q) = 8,F(q) = 0,G(q) =0.

1. pour plus détails voir Demazure [8, §3.9.6]
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Remarque 5.3
Les cas de figures listés ci-dessous n'apparaissent jamais pour une surface 4 en position générique :

* Un point de Q) admet plus de trois préimages par la projection p ;
e Un point de Q) admet comme préimages un point régulier de 4 et un cross-cap.

On s’en apercoit par un procédé similaire a (a) et (b) du Théoréme 5.1. En effet, supposons que
q1, 42, q3, qa sont quatre points de A tels que p(q1) =p(q2) =p(q3) =p(ga4).

Soit
JEG): AR — TPy R, R)
(G192, g3, 44) — (g1, F(q1), G(q1), ..., 44, F(qa), G(qa))

etW c 1?4) (R, R?) satisfaisant les dix sept (17) contraintes ci-dessous

xj=xj aveci# j €[1,4]

yi=yjaveci# je[1,4]

zi=zjaveci# j€[1,4]
F(q;) =G(g) =0Vie[1,4]

(5.1)

D’apres les Propositions 5.4 et 5.2, j(:l)l (W) est de dimension —1. Ce qui signifie que cette situation
n'est pas un cas générique. La deuxiéme remarque se justifie de la méme manieére.

5.2.2 Caractérisation des singularités et régularité

,,,,,

jointe de points réguliers, de points triples et de cross-caps. Ces points sont caractérisés par les
systemes ci-dessous. La figure 5.2.2 illustre la géométrie des systemes caractéristisant les singula-
rités.

F(x’y’ Z, tl) = O,
G(x,y,2, 1) =0,
F(x,y,z,1) =0, (S-double)
G(x,y,2, 1) =0,
1 # b.
F(x,y,z,t1) =0,
G(x,J’» 2, tl) = 07
F(x,y,z,1) =0,
1 G, ),2,8)=0, (S-triple)
F(x,y,2,t3) =0,
G(x, ¥z 13) =0,

L‘,'?ftj aveci;éj.

F(x,y,2,1) =0,
G(x,),2,1) =0,
0:F(x,y,2,1t)=0,
0,G(x,y,2,1) =0.

(S-cross)
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Projection suivant la direction t

p: M(CR?Y - R3

a Point Régulier

a Point Double

a Point Triple

m Cross-cap

Types de singularités sur 2 = p(M) et leurs préimages

Remarque 5.4 Les solutions du systeme (S-double) apparaissent par permutation des coordonnées
1 et ty. Par le méme principe, une solution du systeme (S-triple) résulte trois paire de solutions du
systeme (S-triple).

Dans cette sous-section nous allons étudier la régularité des systémes d’équations précédents.
Plus précisément, nous établissons le résultat suivant.

Théoréeme 5.2
Sous les propriétés de généricité énoncées dans le Théoreme 5.1, P = (x,y,2) € Qestun::

(a) Pointdouble si et seulement s’il admet deux préimages réguliéres (x,y, z, 1)) et (x,,z, ), et la
matrice jacobienne associée au systéeme S-double soit de rang maximal au point (x, y, z, t1, t2).

(b) Point triple si et seulement s’il admet trois préimages réguliéres q; = (x,y, 2, t;) pouri=1,2,3,
tels que (x, y, z, 11, Iz, t3) est une solution réguliére du systeme (S-triple).

(¢) Cross-cap si et seulement si sa préimage est un point critique et solution réguliere du systeme
(S-cross).

Lemme 5.2
Soit P un point de Q) et qui n'est pas une valeur critique de la projection p. P est un point régulier de
Q s'il admet exactement une seule préimage.

Démonstration

Soient U un ouvert de R3 et pV la restriction de p sur p~! (U). Par hypotheése, P n’est pas une valeur
critique de p, ce qui signifie qu'on peut trouver un voisinage U c R® de P qui ne contient aucune
valeur critique de p, tel que pU"? est une immersion. Par ailleurs, P admet une seule préimage. Ce
qui reste vrai reste vrai dans un voisinage certain V< R® de P. Ce qui implique la restriction pV"¢
est une application bijective. En résumé pU"V" est une immersion bijective dont un difféomor-
phisme. En conclusion pV"V"? est un plongement et P est point régulier de Q. (|

Démonstration Théoreme 5.2(a)
Soient P un point de Q et q;, g» ses préimages dans .# par la projection p. Désignons par &?;, %%
les plans tangent a ./ respectivement aux points g1, ¢, et par I1,, II, les projections respectives de
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2, &,. On sait que 27, &, ne sont pas verticaux car les préimages g1, g sont des points réguliers
de p.
La matrice Jacobienne _#) associée a au systéme (S-double) est donnée par

0,F1 0,F 0.F; 9,F1 0
jl — axGl ayGl azGl atl G] O .
0,:G, 9,G, 9,Ga 0 0,Gy

ou les fonctions F; = F(x, y, z, t;) et G; = G(x, y, 2, t;) dépendent de la variable ¢; et ne dépendent
pas de la variable z; lorsque i # j.

— Tout d’abord, montrons que si IT; N II, est une droite alors est de rang maximal au point
(x,¥,2, 11, 1).
La démontration se fait par contraposée. Supposons qu’il existe deux vecteurs non nuls u =
(Ux, Uy, Uz, U1, Up) €L U = (U, Uy, Uz, U1, V2) dans le noyau Ker (_#1). On a alors

{ VF(QI)'(ux,uy, Uz, ul) =0 et { VF(qZ)'(Ux» Uy) Uz, uZ) =0
VG(q1) - (ux, uy, Uz, u1) =0 VG(q2) - (vx, vy, vz, u2) =0

ou Vf désigne le gradient de la fonction f. Par définition le plan tangent 2%; a ./ au point q;
est constitué par 'ensemble des vecteurs simultanément orthogonaux a VFE(g;) et VG(q;),
donc

(Ux, Uy, Uz, U1) €Py et (Ux, Uy, Uz, Up) € P

Ce qui signifie que (uy, uy, uz) € IT; NI1;. On montre de la méme maniere que si v € Ker(_#)
alors (vy, vy, v;) € I} NII,. Puisque IT; NI est une droite par hypothese, alors il existe A € R
tel que A(uy, uy, uz) = (vy, vy, Vz).

Si A = 0 alors (vy, vy, v;) = (0,0,0), donc le vecteur (0,0,0, v1) est dans le plan 27, ; ce qui est
impossible car q; est un point régulier de p donc £, n’est pas vertical.

Si A # 0, sachant que 22, n'est pas vertical, alors au moins une des dérivées partielles 9;F et
0,G ne s’annule pas au point q;. Nous supposons, sans perte de géneéralité, que 0,F(q;) =
04 F1 #0. Donc u, v € Ker(_#1) implique que

uxaxFl + uyayFl + uzazFl + ulatlFl =0
UxaxFl + UyayFl + UZaZFl + UlatlFl =0

En multipliant la premiére par A, en remplagant (vy, vy, v;) par A(uy, Uy, u;) et en prenant la
différence, on obtient

(Aup —v1)0,F1 =0
= )\Ltl—I/l =0

= 4] Z)\Ltl

On démontre aussi par laméme méthode qu’au point g, ol1 le plan tangent &2, n’est pas ver-
tical, v, = Auy. Ce qui signifie que les vecteurs u et v sont colinéaires. Donc dim(Ker(_#1)) =
1 et _#; est de rang maximal.

— Inversement, supposons que la matrice Jacobienne est de rang maximal. Si IT; NI, n’est pas
une droite alors IT:=IT; =TIl est un plan. Il existe alors deux vecteurs linéaires indépendants
(uy, Uy, uz) et (vy, vy, v;) dans I
Soit u = (uy, Uy, uz, uy, up) le vecteur tel que (uy, Uy, uz, u;) est la préimage de (uy, uy, u;)
dans ;. Par définition des plans tangents, on a
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VE(q1) - (Uy, Uy, Uz, u;))=0
VG(q1) - (uyx, uy, uz,u;) =0
VE(q2) - (v, Uy, Vg, up) =0
VG(q2) - (vx, vy, Vg, U2) =0

donc, u appartient a Ker(_#;). De la méme maniére, soit v = (v, vy, Uz, V1, V2) le vecteur
tel que (vy, vy, vz, v;) est la préimage de (vy, vy, v;) dans &7;, on a montre aussi que v ap-
partient a Ker(_#1). Puisque les vecteurs (uy, uy, u;) et (vy, vy, v;) sont linéairement indé-
pendant alors les vecteurs u et v sont aussi linéairement indépendants. Par conséquent,
dim(Ker(_#1)) = 2 et donc _#; n'est pas de rang maximal. Ainsi, [T} NI, est nécessairement
une droite.

O

Démonstration Théoréeme 5.2(b)

Soient P un point de Q et q1, g2, g3 ses préimages régulieres dans .# par la projection p. Soit Z; le
plan tangent a .4 au point g;. Notons que £?; n’est pas vertical car g; est un point régulier de p. La
matrice Jacobienne _#, associée au systeme (S-triple) est donnée par

0.F1 9,F, 0,F; 0,F; 0 0
0

|osF2 9yF, 3.F, 0 9,F

725 15.Ge 3,G; 3;,G: 0 9,Ga 0
0.Fs 0,F; 9,F3 0 0  04Fs
3:Gs 9,G3 9,Gs 0 0 9,Gs

Si _#, est non inversible alors il existe un vector non nul v = (vy, vy, vz, v1, V2, v3) € Ker(_#). En
d’autres termes,

VE(q;) - (vx, vy, vz, v7) = VG(q;) - (Vx, Uy, Uz, 03) =0

ce qui signifie que
(Vx, Uy, Vz, Vi) € P

Par conséquent, on a d'une part
3
(vx, vy, V) € N 0

et d’autre part, 2?; n’étant pas vertical alors (vy, vy, v2) est non nul. Ce qui signifie que m?zll'l i est
un point.

Inversement, si n?zll'li n’est pas un alors il existe un vecteur non nul (vy, vy, v;) € n?zll'[i. Soit
(Vx, Uy, Uz, V;) € P la préimage de (vy, vy, v;), ona

VE(q;) - (vx, vy, Uz, 07) = VG(q;) - (Vy, Uy, Vg, Vi) = 0;
c’est-a-dire que
det (22 (v, vy, vz, V1, V2,13)) =0
donc _#, n’est pas inversible. Ce qui est impossible. O
Le Lemme ci-dessous est un résultat clés dans la dans démonstration du Théoréme 5.2(c).

Lemme 5.3 Demazure [8, Lemma 4.2.1]

Soient1 c R un intervalle contenant0,U < RP un ouvert, et f (x,y) = f(x, y1,..., yp) unefonction C*
surlxU. Alors il existe une unique fonction g(x, y) de classe C> surIx U telle que f(x,y)— f(0,y) =

x-g(x,y). De plus,

© )—g(o )
g 'y_ax ’y'
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Démonstration Théoréeme 5.2(c)

Tout d’abord, notons qu’une solution g du (S-cross) est un point appartenant a .4 tel que 0,F(q) =
0,G(g) = 0. Donc le plan tangent 2 a .4 au point g est vertical; d’ou la premiere la condition d'un
cross-cap (voir Lemme 5.1) est vérifiée.

Supposons, sans perte de généralité, que la surface .# est paramétrisée par rapport aux va-
riables z et t. En effet, VF(gq) et VG(q) sont indépendants donc il existe un mineur de taille 2 x 2 de
0xF(q) 0,F(q)
0:G(q) 0,G(q)
Fonctions Implicites, .# estlocalement I'image d'une fonction qui (z, t) — (a(z, t), b(z, 1), z, t), ol
a et b sont deux fonctions différentiables. En d’autre termes, .# est le lieu des zéros des fonctions

determinant non nul. Sil’on suppose que det ( # 0 alors, d’apres le Théoreme des

—-x+al(z,t)
-y+b(z,1)

E(x,y,2,1)
G(x,y,2,1)

La matrice Jacobienne associée au systeme (S-cross), en utilisant les fonctions F et G, est alors
donnée par
-1 0 0z(a) 0:(a)
|0 -1 0:b) 04b)
S3= 0 0 0Ozx(a@ 0ula)
0 0 0z(b) 04(b)

et son déterminant vaut det( j3) = 0,+(a)0¢+(b) — 0+ (a)0,+(b), ce qui est précisément la quantité
requise dans la seconde condition pour un cross-cap dans Lemme 5.1. En somme, nous venons
de montrer que P est un cross-cap si et seulement si

det(#3) #0.

1l reste alors 2 montrer que det(_#3) # 0 si et seulement si det(_#3) # 0 ol #3 est la matrice
Jacobienne associée au systeme (S-cross) :

F 9F 93F 0
oG 9,6 .G 0
737 o,F 3y F 04F 0yF
3uG 9yG 3G 9,4G

On applique le Lemme 5.3 deux fois successivement. Tout d’abord a la fonction F(a+X,b+Y, z, f)
par rapport a la variable X :

F(a+X,b+Y,z,t)-F(a,b+Y,z,t) =Xg1X,b+Y, z,1) (5.2)

avec
g1(0,b+Y,z,1) =8,F(a,b+Y,z,1). (5.3)

Ensuite, a la fonction F(a, b+Y, z, t) par rapport a la variable Y :
Fla,b+Y,z,t)-F(a,b,z,t) =Yg, z, 1)

avec
82(0,z,1) =0,F(a, b, z, 1). (5.4)

Par définition de la paramétrisation (z, t) — (a(z, t), b(z, t), z, t), pour tout point sur la surface .#
suffisamment proche de g, F(a(z, 1), b(z, t), z, t) = 0, donc I'égalité (5.2) devient

Fa+X,b+Y,z,t) =Xg1 X, b+Y, 2z, ) +Yg2 (Y, 2, 1) (5.5)
Considérons le changement de variable suivant :

X=x-a(z1t)
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Y=y-b(z1)

Par substitution X et Y dans les équations (5.5), (5.3) et (5.4), on obtient

F(x,y,2,0) = -F(x, 3,2, 081 (x+ a,,2, 1) = G(x,,2, ) g2 (b + , 2, 1) (5.6)

gl (0) )/, Z, t) = axF(ar J/, Z, t)

82 (0) Z, t) = ayF(ar b» Z, t)

De fagon similaire, en appliquant le Lemme 5.3 a la fonction G(a+X, b+Y, z, t), on démontre qu'il
existe deux fonctions h; et h; telles que

G(x,y,2,0) =-F(x,y,z, ) (x+a,y,2,1) —G(x,y,2, Dha (b + ¥, 2, 1) (5.7)

avec

h] (0’ ¥z t) = axG(ay yy Z, t)
h»(0,z,t) =0,Gl(a, b, z, t)
Les relations (5.6) et (5.7) peuvent étre réécrites comme suit
F\_ (&1 &)\(F\_ ,(F
[6)=-(h %)(&)==(
—_——
o

0.F(q) 0,F(q)
0,G(q) ayG(Q)

0.F) _ F o,F
[orc) =2 [g)+= (3

Le systeme des cross-caps peut-étre réécrit comme suit

Notons que, au point ¢, </ (q) = — ( ) et par hypothese det</(q) # 0. La dérivé par

rapport a t donne

F F
G o 0)| G
o.F |~ (G,w‘ d) o.F (5.8)
9;G ‘T’ 9;G
——
F F
VF
, . VG ~ ~ L
Les déterminants valent _#3 = det(Jac(%¥)) = V@, et 73 = det(Jac(¥)). La dérivé de (5.8) par
t

V(9;G)
rapport a toute variable vaut 0% = 0(A x F) = 0N x F + N x0F, et sachant qu’en tout point g,
Z(q) = 0, ce qui implique que dF (q) = N (g) x 0% (q). Au point g, nous avons I'égalité #3(q) =
N(q) x jg(q), et puisque det A (q) = detof/ (q)2 # 0 nous en concluons que
det_#3(q) #0 < det_#3(q) #0 (5.9)

O
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5.2.3 Ball-system

Tout comme dans le cas de la projection d'une courbe dans l'espace (voir la section 4.3 du
chapitre 4), le systeme (S-double) devient numériquement instable lorsque #; est suffisamment
proche de t,. En effet, on observe une chute de la dimension du systéme partout ou #; = f,. En
s’inspirant de la technique du ball-system développée dans Imbach et al. [21], nous construisons
un nouveau systéme (S-ball) dont les solutions régulieres sont la courbe des points doubles et les
cross-caps. Soit A une fonction analytique réelle dans R*, on définit les opérateurs S. et D. comme
suit:

%(A(x,y,z,c+ VI +AX, y,z,c—/T1) sir>0
S.Ax,y,z,¢,1)= A(x,y,z,¢) sir=0
%(A(x,y,z,c+i\/—r)+A(x,y,z,c—i\/—r)) sir<o
et
#(A(x,y,z,c+\/7)—A(x,y,z,c—\/7)) sir>0
D.A(x,y,2z,¢,1) = 0:A(x,y,2,¢) sir=0
Zi\l_ﬁ(A(x,y,z,c+ iv-r)—Ax,y,z,c—iy/-r1)) sir<o0

On définit le ball system comme suit :

S.F(x,y,z,¢,1) =
S.G(x,y,2,¢,1) =
D.F(x,y,z,¢c,1) =
D.G(x,y,z,¢,1) =

(S-ball)

oS O © O

Nous pouvons distinguer deux cas de figures: r >0etr =0

5B, y,z,c+ V1) +F(x,),2,¢— V1) =0
S— ball 3Gy, 2,0+ VN +Glx,y,2,6- V1) =0
(S—ball)r>o #(F(x’y,z,c+ﬁ)—F(x,y,Z,C—\/F)):0

#(G(x,y,z,ﬁ V1) = G(x,y,2,c— /1) =0

F(x,y,2z,¢) =0
G(x,¥,2,¢)=0
0.F(x,y,2,¢)=0
0.G(x,y,2,¢) =0

(S—=ball),=o

Lemme 5.4
Lensemble image par la projection dans le R® des solutions du ball system lorsque r = 0 est égale a
la projection dans R3 des solutions des systemes (S-double) et (S-cross).

Démonstration

Soit (x, y,z, ¢, r) une solution du ball system. Si r = 0, alors le ball system est égale au systeme (S-
cross). Si r > 0, en faisant convenablement le changement de variables t; = c—+/7, t> = ¢++/r dans
le ball system, on retrouve le systeme (S-double) (on multiplie les deux dernieres équations du ball
system par /7 et on les additionne ou soustrait aux deux premieres équations). U

Théoréme 5.3
Les solutions réguliéres du ball system pour r = 0 sont équivalentes (a transformations pres) aux
solutions réguliéres des systemes (S-double) et (S-cross). En d'autres termes, P = (x,y,z) € Q est un

(c1) Point Double si et seulement si il admet deux préimages régulieres (x, y, z, t1) et (x, y, z, t2) avec
1 # b telles que (x,y,z, (1 + 1) /2, (1) — 1)?) soit une solution réguliere du systeme (S-ball).

(c2) Cross-cap si et seulement si sa préimage est un point critique (x, y, z, t) telle que (x, y,z,t,0)
soit une solution réguliere du systeme (S-ball).
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Notons tout d’abord que, les fonctions S.E S.G,D.F et D.G sont analytiques. Le Lemme 5.3 est
une variante du Imbach et al. [21, Lemma 6] adaptée aux fonctions définies sur R* a valeurs dans
R.

Lemme 5.5

Si A est une fonction analytique réelle, alors les fonctionsS.A et D.A le sont aussi. De plus, les dérivées
deS.A parrapport a x, y, z, c,r sont respectivementS.Ayx,S.Ay,S.Az,S.Ay, %D.At. Les deérivées de D.A
par rapport a x, y, z, ¢, r sont respectivement D.Ay,D.A,,D.A;,D.A; et 2_1r (S A-D.A)sir>0et (—ISA”
sir=0.

Démonstration Théoreme 5.3
Pour r =0, le systéme (S-ball) est équivalent au systéme (S-cross). Dans ce cas de figure, le Lemme
se ramene au Théoreme 5.2(c).

Pour r > 0, d’aprés le Lemme 5.5, la Jacobienne du systeme (S-ball) est donnée par

S0,F S93F S9,F S3F 2
$.0,G S.0,G S.9,G $.9,G 2C
D,F DOyF DJF DJF S0-DF

2r
D.3,G D.3,G D.3,G DJ,G 325DG

Her>0) =

Soit g = (x,¥, z,¢,r) une solution du ball systeme (S-ball) pour r > 0, _.,r>0) peut étre simplifié
compte tenu du fait que D.F(g) = D.G(q) = 0. Soient q; = (x,¥,z,¢c+ 1) et g2 = (x,,2,¢— /1)
deux points sur .4 tels que le point (x, y, z,c+ /1, c — /1) soit une solution du systeme (S-double)
(voir Lemme 5.4). En appliquant successivement les combinaisons linéaires aux lignes et colonnes
de la matrice _#(c,r>0) :

- 03— /T x (3
- Uy — T xly
- ¢5— (2y/T)cs
-l — 0+ 45
- ly— 0 —{;
-y — 0y +0y

-l —L-ly

ona:

0xF(q1) 0yF(q1) 0:F(q1) 0.F(q1) 0:F(q1)
0xG(q1) 0yG(q1) 0.G(q1) 0,G(q1) 0,G(q1)
0xF(q2) 0yF(q2) 0:F(q2) 0.F(q2) —0:F(go)
0xG(g2) 0yG(g2) 0:.G(g2) 0,G(g2) -0,G(qo)

detj(c,»o) =0 < det

En faisant les transformations suivante ¢, — %(04 +¢s5) et c5 — %(04 —¢Cs5),0na

0xF(q1) 0yF(q1) 0:F(q1) 0.F(q1) 0
0xG(q1) 0yG(q1) 0.G(q1) 0:G(q1) 0
0xF(g2) 0yF(gq2) 0:F(q2) 0 0:F(q2)
0xG(g2) 0yG(g2) 0.G(g2) 0 0:G(q2)

detj(c,r>0) = 0 — det

On peut voir que la matrice de droite est exactement la Jacobienne associée au systéme d’équa-
tions (S-double). Ce qui veut dire que, pour r > 0, le Lemme se raméne au Lemme ?2. O

Soit & : R> — R* une fonction différentiable dont les composantes sont données par les équa-
tions du systéme (S-ball). Soit € la courbe lisse définie par € := {(x, y, z, ¢, ) e R*xR* | F (x, y,z,¢,1) =
0};i.e € est’ensemble des solutions de (S-ball).
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5.3 Algorithme

Cette section est dédiée a I’élaboration d'un algorithme qui décrit une représentation correcte
de la topologie du graphe des singularités de Q (si elle existe 2y:1ie Qg ng-

Lalgorithme prend en entrée une surface lisse .#. Elle est définie de facon implicite comme
étant 'ensemble des solutions réelles communes dans R* des équations F(x, y, z, t) = G(x, y, 2, t) =
0. Sous certaines hypotheses, aussi appelées hypothéses de généricité, I'algorithme renvoie un
structure linéaires par morceaux qui est isotope 2 la partie singuliére de Q = p(.4); oup: M4 — R3
qui a tout (x,¥,2,t) — (x,¥,2). Il est basé sur deux principaux sous-programmes, considérés ici
comme des boites noires. Le premier, appelé IsolatingBoxes? (voir (algorithm2)), est un algo-
rithme qui prend en entrée un systeme d’équations zéro dimensionnel régulier, une boite initiale
(domaine fermé dans lequel on cherche a résoudre le systéme) et un parametre (un entier natu-
rel strictement positif), et renvoie un ensemble de boites d’isolation deux a deux disjointes, telles
que chaque boite contient exactement une solution du systeme. Le sous-programme 2 utilise la
méthode de subdivision et le parameétre indique la largeur minimale des boites de sortie. Cette der-
niere dépend de la proximité de la solution a isoler par rapport au bord de la boite initiale. Dans
la sous-section, on fait appel a IsolateSols pour isoler les solutions des systemes (S-triple), (S-
cross), du systeme des points x-critiques et les points au bord de la courbe ¥ avec la boite initiale.

Le deuxiéme sous-programme, appelé ici 6-Approx (voir algorithme4), permet de faire du
suivi courbe couramment appelé tracking curve. 1l prend en entrée un ensemble discret E de
points dans un espace prédéfini et renvoie un ensemble dont chaque élement est une suite de
boites adjacentes qui englobent la composante connexe qui relie des points distinctes de E. Les
éléments de E, souvent appelés tracking points (qui signifie en anglais points de suivi), sont consti-
tués des points du bord d’'une boite d’isolation donnée. Cet algorithme est utilisé dans la sous-
section 5.3.3 pour déterminer une représentation correcte des composantes connexes de la courbe
lisse € dans R° ainsi que sa projection dans R3.

ALGORITHME GENERAL

— Entrée:

* Une surface lisse # :={(x,),2,t) € BoxR,F(x,y,2,t) =G(x,y,2,t) =0}; 00 By =
Iy xI,xI; est une boite fermée de R3 et

* un nombre réel positif

— Sortie: Graphe des singularités représentant (g;pg.

1. Bl  —IsolatingBoxes(S-cross, Berosss0), B;"fc”.t —IsolatingBoxes(S-xcrit,%Bpqi,0)
avec Beross 1= Bo x [T, T] et Bpair := %Bo x [-T, T] x [0,T?] : Isoler les cross-caps et les points
x-critiques de %. Raffiner la taille des boites jusqu’a ce que leur projections dans R® soient
deux a deux disjointes.

# voir les détails dans les sous-sections 5.3.1 et 5.3.1.

2. Weross —PreWitnessBoxes (S-cross, Bi%ss, 0,1, S-ball,RBpui), Wi_crit :=PreWitnessBoxes(S-
xcrit ,ch(ilm.t, 0,2,S-ball,PBy,;;) : Calculer une boite pre-witness pour chaque solution
de (S-cross) et (S-xcrit). Une boite pre-witness d'un cross-cap (resp. d'un point x-critique) a
un seul et unique point au bord (resp. deux points au bord).
# voir les détails dans la sous-section 5.3.2.

3. B‘;O_ZC”.I —IsolatingBoxes(S-ycrit,%Bpq;,0) et B;”_lm.t —IsolatingBoxes(S-zcrit,%Bpair,0).

Raffiner la taille des boites jusqu’a ce qu’elles soient deux a deux disjointes des élements de
71/cross-
# voir les détails dans la sous-section 5.3.1.

2. Q peut étre entierement lisse, donc sans partie singuliere
3. voir aussi l'algorithme IsolateSols dans [29] qui réalise les mémes calculs
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Calculer les boites de suivi qui correspondent aux tracking points. Elles
sont obtenues par un relévement dans R®> des boites pre-witness des cross-

caps et des points x-critiques.
# voir les détails dans la sous-section 5.3.3.

5. & — &-Approx(S-ball, By, (Co, S-ball), L, d) : Calculer un ensemble discret 2 := {(%;, c;, 1;) i}

dont un élément est une suite de parallélotopes qui englobe les composantes connexes de
€ N Bpall-
# voir les détails dans la sous-section 5.3.3.

6. Premiére étape combinatoire : Déduire le graphe combinatoire Gr(%¥) := {(V,E)} de la
courbe ¥ a partir de la 6-approximation.

7. BS°! —IsolatingBoxes(S-triple,%Byx 2, ~zin) : Calculer des boites d'isolation pour les

points triples avec ri, := min{r;, (2, c;, i) € Pt et D :={(t1, , 13) € R3 tels que L e [-T,T], tr €

[t + T'min, T] €t t3 € [£2 + Fmin, T1}.
# voir les détails dans la sous-section 5.3.1.

8. Wiriple —PreWitnessBoxes(S-triple, BiOI, 0,6,S-ball, %By,;;) : Calculer des boites pre-
witness pour les points triples.
# voir les détails dans la sous-section 5.3.2.

9. Raffiner les boites de #j;iple jusqu’a ce qu’elles soient deux & deux dis-
jointes des boites de W rpssUWx—crit-
# voir les détails dans la sous-section 5.3.2.

=

10. Processus d’identification aboutissant & la détermination du graphe des sin-

gularités de Q = p(A) dans R3: 11 s’agit, d'une part, d’identifier parmi les intersec-
tions de boites dans R? celles qui proviennent de la projection de composantes connexes
distinctes et de les substituer par une intersection unique de branches. D’autre part, celles
qui proviennent d'une méme composante connexe sont remplacées par des branches. On
obtient au final un graphe isotope a partie singuliére de Q.

5.3.1 Résoudre les systémes zéro dimensionnels

11 s’agit ici d’isoler les solutions d'un systéme zéro dimensionnel régulier dans un domaine
fermé borné. C’est-a-dire calculer, pour chaque solution réguliere du systéme, une boite qui contient
ce point telle que : chacune d’elle contienne exactement une seule et unique solution du systeme
et qu’il n’existe pas de solution sur le bord d'une boite. D’ailleurs, le sous-programme Isolating-
Boxes n’est effectif que si la derniére condition est satisfaite.

Algorithm 2 IsolatingBoxes (Sys,B,d)

Input: Une boite fermé borné B c R", un systéme zéro dimensionnel (Sys) dont toutes les solu-
tions sont régulieres dans B et qui n’admet aucune solution sur le bord 0B de B, 'opérateur de
Krawczyk Kg, et un nombre réel positif d.

Output: Un ensemble B*°! constitué de boites qui vérifient :

* Les boites de B*°! sont deux a deux disjointes,
* Si X € B est une solution de (Sys) alors 3B; € B! telle que x € B;,
e SiB; € B alors B; c i(B) et Ks(B;) < i(B;)

Isoler les cross-caps et les points triples

11 existe plusieurs algorithmes qui combinent les méthodes de subdivision et de Newton par
intervalle pour calculer un ensemble discret de boites d’isolation pour les solutions d'un systeme
régulier(voir dans Neumaier [40, section 5.6] et Imbach et al. [22]). Dans la premiére étape de 'al-
gorithme général, le sous-programme IsolatingBoxes permet de calculer des boites d’isolations
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pour les cross-caps. Il prend en entrée un boite fermé borné inclus dans R?, le systéme (S-cross)
et un nombre réel positif 8. Si la boite initiale n'admet aucun cross-cap sur son bord, Isolating-
Boxes renvoie en sortie un nombre fini de boites Bi‘r’f,s = {(B,-,Sys):’il} deux a deux disjointes,
telles que chaque boite contient une seule et unique solution de (S-cross) : de telles boites sont
appelées des boites d’isolation pour les solutions du systéme donné en entrée.

Par ailleurs, le traitement du cas des points triples nécessite au préalable de déterminer le
domaine de résolution systeme (S-triple). En effet, étant donné trois points q; = (x, y, z, t;) avec
i =1,2,3 appartenant a ./ tels que p(q1) = p(g2) = p(g3), le point (x, y, z, t1, >, t3) est une solution
régulier de (S-triple) si #; # t» # t3. Dés lors, le requéte revient a déterminer ce qui sera une boite
initiale 98,1, @ donner en entrée dans laquelle la condition précédente est vérifiée. En utilisant
le suivi de courbe réalisé dans I'algorithme général, on peut déduire une borne minimale sur la
distance entre les t;. Soit r,,;, le plus petit rayon des boites englobantes générées par le sous-
programme d-Approx sur 6. Le domaine de résolution s’écrit alors B, pje := Bo x D, olt By < R3
est un fermé borné (domaine de projection) et & := {(f1, f2, t3) € R3 tels que t; € [T, T], t> € [ +
T'min,» L1 €t t3 € [t2 + rmin, T1}. Et nous garantissons dans la sous-section5.3.4 que, notre algorithme
fini par localiser tous les points triples et les isole tous.

Isoler les points x-critiques et les points au bord de € N %;,,;;

Le calcul des suites de parallélotopes qui englobent les composantes connexes de € se fait a
partir d'un point suivi (tracking point). Plus précisément, ce type point est donné par un ensemble
de coordonnées qui décrivent une boite (tracking box). Les tracking points de I'algorithme général
sont constitués des points x-critiques, des points au bord de’¢ N %8, et des points sur la courbe
% obtenus par un relevement dans R° des points au bord des boites pre-witness des cross-caps
et des points triples. Il s’agit donc, dans cette étape, de calculer ces points pour réaliser le suivi
de courbe sur les composantes connexes de 6. On suppose dans cet algorithme que le cross-
cap n'est pas x-critique. Par définition, € regroupe 'ensemble des solutions réelles du systeme
d’équations {(x, y,z,¢,r) € R’ | F(x,,7,¢,r) = 0}. Soit %y = (Iy,I,,1;) une boite dans R, B4y, =
By x ¢y, avec I ) = [T, T] x [0,T?], et désignons par %, la fonction déterminant de la matrice
carrée suivante :

(0,F 0. F 0.F 0,F).

Ainsi, les points critiques de la courbe €6 deviennent les solutions réelles du systeme d’équations
ci-dessous

{ F(x,9,2,¢,1)=0 (S-xcrit)

9x(x’yyzyc’r):0

Les systémes qui encodent les points y-critiques et les points z-critiques sont définis de la
meéme maniere :

F(x,5,2,¢,1)=0 '
{ Fy(x,9,2,¢,1)=0 (S-ycrit)
et
F(x,¥,2,¢,1)=0 .
{ F(x,y,2,¢,1)=0 (S-zcrit)

Dans la suite, nous admettons les conditions hypothéses suivantes :

(A1) Le systéme (S-xcrit) admet un nombre fini de solutions réguliéres dans %8;,;; et aucune so-
lution sur son bord 0%8y,,;;.

(A2) Le systéeme d’équations & (X, ¥, 2, ¢, ) = 0 admet un nombre fini de solutions régulieres; ou
x=[(I,) oux=u,).

(A3) Le systeme d’équations & (x,y, z, ¢, ) = 0 admet un nombre fini de solutions réguliéres; olt
lorsquey = [(I}) ouy = u(ly).
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(A4) Le systeme d’équations & (x, y,2, ¢, r) = 0 admet un nombre fini de solutions régulieres; olt
z=1[1(I;) ouz=u,).

(As) Audessus d'un point du bord 048, (S-ball) admet une seule solution et aucune solution sur
ses coins.

Lemme 5.6 Imbach et al. [22, Proposition 7]

Les composantes connexes de 6 N Bypq;; sont des sous-variétés lisses qui peuvent avoir des bord.
De plus, si les hypotheses ci-dessus sont vérifiées, alors toute composante connexe €~ de € N Bpar;
satisfait au moins une des propriétés suivantes :

(@) €* est délimité par deux points de €,

() €* admet au moins deux points x-critiques.

Corollaire 5.1
On définit les systemes d'équations suivant :

- (S—xcrit) : F(x,y,z,¢,71) :F}T(x,y,z, ¢, 1) =0, pour(x,y,z,¢,1) € Bpail-
- (S—xcrity) : FUUy),y,z,¢,r)=0,avecyel,, zel  et(c,r) € R2.
- S—xcriy) : F(ully),y,2,¢,1)=0,avec ye I, ze I et (c,r) € R2.
- (8 —xcrity) cF(x, l(Iy),z, c,r)=0,avecxel,, zel, et(c,r) € R2.
- (8 —xcrit@ (F(x, u(ly),z,c,r)=0,avecxely, zel; et(c,r) € R2.
- (S—xcritg) F(x, 3, 1I),c,1r)=0, avec x € I, yelet(cr) €R2,
- S—xcrity): F(x,y,ul;),c,r)=0,avecxely, y€ Iyet(c,r)e R2.

D'apres la condition (Ay), les systemes (S—xcrily),...,(S—xcrit;) admet un nombre fini de solutions,
qui sont les points au bord de € NBypq1;. La condition (A ) implique que le systeme (S—xcrit) admet
un nombre fini de solutions, qui sont les points x-critiques de € N Bp,1. Les conditions (Ay)...(A4)
garantissent que les systemes (S — xcrit), (S — xcrity),..., (S — xcritz) admettent un nombre fini de
solutions dans By x I ¢, r).

Le calcul de boites d’isolation pour les solutions de ces systemes se fait aussi a I'aide de I'al-
gorithme? : En effet, IsolatingBoxes (B x I ), S-xcrit,0 ) renvoie 'ensemble ch"fm. ; de boites
d’isolation de taille au plus & > 0. Cet algorithme s’arrétera dés que tous les points x-critiques sont
isolés. Car compte tenu du fait que le systeme admet un nombre fini de solutions et aucune sur le
bord de la boite donnée en entrée, la subdivision est interrompue aussitdt que le derniere point est
isolé. Les instructions IsolatingBoxes(I, x I x I ), S—xcrit,0) et IsolatingBoxes(Iy x I, x I (¢ r),S—
xcritg,0) renvoient respectivement les ensembles B3/ et B%Ol pour les systemes (S — xcrity) et
(S—xcritg). D’apres les conditions (Ay) et (As), (S — xcri Iy), (S — xcrity) admettent un nombre fini
de solutions régulieres sur (I, x I, x[R?) et aucune sur son bord oIy xI) x R2. Le méme procédé est
utilisé pour calculer les ensembles Bf,”l,...,B;"l pour les systemes (S — xcri tX)’ . (S—xcrity); par
le biais de I'algorithme2. De plus, les conditions (A3),(A4) et (As) garantissent que le programme
s’acheve des que toutes les solutions de chaque systeme sont englobées dans des boites d’isola-
tion.

5.3.2 Calcul des boites witness

La représentation topologique local d'un point singulier dépend du type de singularité. Tout
d’abord, nous allons définir les notions de boites pre-witness et witness. Etant donné un point
singulier P € R3, une boite d’isolation B € R® de P est dite pre-witness si le nombre de points sur
son bord 0B est égale au nombre de branches connectées a P. Ce qui signifie que, une boite pre-
witness d'un cross-cap (respectivement un point x-critique et point triple) admet un point (res-
pectivement deux points et six points) sur son bord. On construit de telles boites en faisant appel
a l'algorithme PreWitnessBoxes (voir algorithme3 ). Il prend en entrée un systeme d’équations
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zéro dimensionnel régulier (Sys), un nombre fini de boites d’isolation, un nombre réel non nul
d et le nombre N de points sur le bord requis par le type de point singulier isolé par 'ensemble
des boites données en entrée. En sortie, I'algorithme PreWitnessBoxes renvoie le méme nombre
de boites d’isolation qui comptent chacune N point sur son bord. Toutefois, le graphe obtenu en
connectant les points sur le bord d'une boite pre-witness a son centre peut ne pas étre localement
isotope a la courbe. Puisque, une telle boite peut bien contenir une boucle (un lacet) qui ne croise
pas son bord; i.e aucune de ses faces. Ainsi, une boite d’isolation B R3 sera dite witness? si elle
vérifie les conditions suivantes :

* la topologie locale est isotope au graphe obtenu en connectant les points sur bord au centre
de la boite;

* siB’ e B’ UB$? , alors B' ne contient pas de point x-critique.

Etant donné une boite pre-witness #;,, on désigne par C; := TT;;”(Wi) laboite I, xI), xI, xI.x1I;,
avecly, =[x, x,],...,1; = [rg, ry], obtenue par relevement de la boite #; dans %8,;; par la projection
p. On note par (S — ball)y, le systeme d’équations zéro dimensionnel obtenu en substituant x par
Xp dans le systéme d’équations (S-ball), et Cf“ comme étant la face x; x I, x I x I x I, de Bpqy;.
On définit de la méme maniére par analogie les systemes (S — ball)y,, (S — ball)y,...,(S — ball),,
etles cylindre C;*,C)*...,C}*,C}". Soit Mpa1; : Bpan — %o quia (x, y, z, ¢, 1) associe (x, y, 2).

Algorithm 3 PreWitnessBoxes(Sys, B%°! §,N,S — ball, Byai)
Input:

e Un systéme zéro dimensionnel régulier Sys et un ensemble fini B*°! de boites d’isolation;
e un nombre réel positif §;
* le nombre N de points requis sur le bord des boites pre-witness;

* le systéme (S-ball) et un domaine fermé borné %y,,;; := %o x [-T,T] x [0,T?] c R® repré-
sentant la courbe lisse 6.

Output: Un ensemble #*°! de boites d’isolation inclus dans R® ayant chacune N sur son bord.
Wsol —
for i€ [1,1(B*°))] do
€—25
Ny, — 0
while Ngy, # N "Ny est le nombre de points sur le bord de # " do
a%l' A [xbxu»yey}/urzbzu»CB;Cu; rf) ru]
for ae &; do
Bﬁfl — IsolatingBoxes ((S— ball)a,C?,ﬁ’ )
1
NaWi — Nayf/l. + ]jBflo
€
€ — 3
B; — IsolatingBoxes( Sys,n;;”(Wi),e )
Wi — Mpar1(Bi)
mise & jour de la liste ¥
Ajouter #; dans la liste #°

5.3.3 Calcul des composantes connexes

Comme indiqué dans l'algorithme général, la boite dans laquelle on cherche a résoudre le
systéme (S-triple) est déterminé a I’aide des coordonnées des parallélotopes du suivi de courbe.
Rappelons que ces derniéres sont obtenues en faisant appel a I’algorithme d-approx sur chaque

4. Cette notion fut introduite pour la premiere fois par Imbach et al. [22]
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/,,‘

boundary point ‘Witness box of a triple point

FIGURE 5.1 — Boite witness d’'un point triple avec les boites isolant les points sur son bord

tracking point. Ainsi, il s’agit dans cette sous-section de donner les détails sur le calcul des tra-
cking points mais aussi des suites paralllotopes en dimension 4 qui représenteront les compo-
santes connexes de la courbe lisse € dans un domaine fermé borné précis.

Calcul des tracking points de €

La courbe ¢ définit 'ensemble des solutions régulieres réelles du systeme (S-ball) dans la
boite Bpai; := Bo x I,y = R°. On rappelle que ch"_lcri , désigne I'ensemble des boites d'isolation
pour les points x-critiques de € N By,;;. Soit BZ‘(’fr , l'ensemble des boites d’isolations des points
de € sur 0%;,;; i.e chaque boite contient un seul et unique point de € N 0Bj,;;. Lensemble
L= B;‘ilm. U BZ‘(’)’r , impose naturellement une décomposition de € N Bpgy; €n un nombre fini de
morceaux de courbes lisses. Chaque morceau de courbe est délimité par deux éléments de L. Par
abus de langage, nous appellerons les éléments de L des tracking points. Ce sont des points a partir
desquels I'algorithme 8-Approx calcul une suite de parallélotopes. A cette liste de tracking points,

on ajoute les pre-images par la projection 1,;; des boites witness des cross-caps.

Topologie de la courbe singuliére dans 24,

La courbe singuliére obtenue dans %8, découle de la projection de la courbe lisse € N By,;;. Le

calcul d’'une représentation correcte de € N By,;; se fera a I'aide de l'instruction 8-Approx ((S —
ball);>o, Bpail, L, 0) (voir algorithme4), qui permet de faire un suivi de courbe. En d’autres termes,
en s’appuyant sur la décomposition de 6 N By,;; en des composantes connexes, comme décrit
dans la sous-section précédente, il s’agira de générer une suite adjacente de parallélotopes qui
englobe chaque morceau de courbe. Puisque, chaque composante connexe est délimitée par deux
éléments de L (i.e les tracking points), I'algorithme part d'un tracking point A et s’arréte des qu'il
atteint un autre tracking point B, donnant ainsi une représentation de ma composante Zs_g.
Dans I'étape suivante, la méme instruction est exécutée mais avec I'ensemble L—A. Si le dernier
parallélotopes du suivi de courbe croise le point B alors il s’agit de la méme composante connexe
et elle est retirée de la base de données de la sortie de ’algorithme. Sinon, I'algorithme continue
jusqu’a lépuisement total de '’ensemble L. Finalement, on obtient la structure finie 2 := (2;); ol
chaque &?; = U;C; est une union finie de parallélotopes C;.
La projection 1p4;;(£?) de By, dans 9B, représente aussi une suivi de courbe de 1p4;;(6 N Bpair)
qui, a tout point (x, ,z,¢,r) — (x, ¥, z). Notons que, deux ou trois paralliotopes appartenant tous
a des suites adjacentes différentes peuvent s’intersecter en projection. En effet, ce phénomene se
produit lorsque deux ou trois points distincts de ¥ ont la méme image par 7y,;;. Ce qui signifie
que 11(¥) peut avoir des auto-intersections. Si m parallélotopes s’intersectent en projection, alors
le graphe dans 98, est localement déterminé par un croisement de 2m arétes.
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Algorithm 4 5-Approx ((Sys),C, (Co,Syso),L,0)
Input:

* Un systeme d’équations (Sys) et un domaine fermé borné C définissant une courbe lisse
% inclus dans C;

* Un ensemble fini de fracking points L appartenant a la courbe %¥. et un parametre réel
0 > 0 indiquant la taille maximale des parallélotopes.

Output: Un ensemble fini de suites adjacentes de parallélotopes &2 := (£%;); tel que pour tout i &?;
est une d-approximation d'une seule et unique composante connexe de € nC.

5.3.4 Certificat sur I'isolation des points triples

Compte tenu du fait que le domaine de résolution du systéme (S-triple) %;,;p;. dépend des
coordonnées des suites de parallélotopes de 22, Il devient donc impératif de garantir |'effectivité
de l'algorithme général sur ces points. Il s’agit donc d’établir un certificat qui prouve que 1'algo-
rithme fini par calculer tous les points triples du systeme (S-triple). En d’autres termes, il reste a
démontrer qu'une boite pre-witness d'un cross-cap ne peut contenir un point triple. L'idée princi-
pale de ce certificat consiste a démontrer que, s'il existe un point dans une boite pre-witness pour
un cross-cap, alors il existe au moins un lacet® (une boucle) a I'intérieur de cette boite. Cela vient
du fait qu'une telle boite admet un seul et unique point de la courbe % sur son bord. Or, tout la-
cet admet au moins une direction critique. en effet, il peut étre strictement contenu dans un des
plans;i.e (x, ), (¥, 2) ou (x, z). Ce qui signifie que, tout comme les points x-critiques, il suffit d’iso-
ler les points y-critiques et z-critiques de € (i.e calculer B;“_lm. , et B;‘ilm. ;), tout en s’assurant que
les boites dans #cross ne croisent aucune de B;"_l eritY B;ﬂlc +i- A défaut, il suffira de réduire de
moitié la taille des boites pre-witness des solutions du systeme (S-cross), jusqu’a ce que la condi-
tion précédente soit vérifiée. En définitive, on obtient le résultat suivant :

Lemme 5.7
Au sortir de l'étape 3 dans l'algorithme général, une boite pre-witness d'un point cross-cap ne peut
contenir un lacet.

Ce résultat devient évident du fait que, une fois cette étape exécutée, toute boite pre-witness
d'un point cross est en réalité witness. En effet, dés I'instant qu’elle ne chevauche aucune boite
pre-witness d'un point x-critique ou y-critique ou z-critique, la topologie locale est obtenue en
connectant le point au centre a son point au bord.

Corollaire 5.2
Soit B un boite pre-witness d’'un point cross-cap. Si B ne contient ni un point x-critique ou y-critique
ou z-critique, alors B ne contient pas de point triple.

En somme, nous avons établi que sous les hypotheéses de généricité citées dans la section 5.2,
une surface analytique lisse ./ := {(x,¥,2,t) € R}, F(x,y,2,1) = G(x,¥,2,t) = 0} projetée dans R3
ne peut contenir que trois types de singularités : une courbe lisse de points doubles, un ensemble
discret de points triples et de cross-caps (Théoreme 5.1). Une analyse méthodique sur la régularité
des systemes qui caractérisent ces singularités permet d’écrire un algorithme (voir section 5.3) qui
calcule le graphe de singularité de la surface obtenue dans R3.

Des lors, il devient naturel de s’interroger sur la possibilité de généraliser ce résultat pour des
objets définis dans des espaces de dimensions supérieurs a 4. Une généralisation du ball-system
serait-il nécessaire pour analyser la stabilité du systéme qui encode les points doubles lorsque ces
derniers sont assez proche I'un de 'autre?

5. Un lacet est un chemin continu, non réduit a un point, et dont les extremités sont confondues.
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Conclusion

Lobjectif de cette these était, d'une part, d’établir une variante de I’algorithme de calcul de la
topologie d'une courbe algébrique proposé par Mehlhorn et al. [33], qui soit effectif et efficace en
terme de complexité binaire. D’autre part, de proposer une généralisation des résultats de Imbach
et al. [21] sur la projection d'une courbe de I'espace vers le plan.

C’est dans cette perspective, que nous avons élaboré un premier algorithme de calcul de la
topologie d’'une courbe algébrique avec une complexité en (d°t + d®) opérations binaires. Il est
effectif et ne requiert pas, au préalable, de placer la courbe en position générique comme instruit
dans!’algorithme décrit par Mehlhorn et al. [33]. Ce résultat est rendu possible par une application
intelligente de la DCA (Décomposition Cylindrique Algébrique) et des informations collectées a
partir des boites adjacentes. Par ailleurs, nous avons établi deux résultats quantitatifs (voir le cha-
pitre 3) en rapport avec le choix de la taille d'une boite adjacente; puisque une telle boite nous
informe du nombre de branches qui arrivent a gauche et a droite d'un point spécial. Cependant,
ces résultats, introduit dans un algorithme, ont I'inconvénient d’augmenter significativement la
complexité. En effet, leur exécution cotite nettement plus que O(dt + d®) opérations binaires.

Notre troisiéme contribution s’inscrit dans I'objectif d’avoir, dans un projet futur, un algo-
rithme qui calcul la triangulation d'une surface dans R3, obtenue par la projection d’'une autre
surface analytique réelle, définie comme intersection de deux hypersurfaces dans R*. Lalgorithme
décrit dans le chapitre 5 calcule le graphe des singularités de I'image, par la projection canonique
de la surface, dans R3. Sous des hypotheses de généricité préétablies, nous donnons une carac-
térisation des singularités observées, comme étant les solutions régulieres de systémes d’équa-
tions. En faisant appel a des techniques numériques, nous proposons un algorithme qui calcule
le graphe des singularités. Deés lors, la perspective immédiate est de s’appuyer sur ce graphe pour
reconstruire la topologie globale de la surface.
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