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Introduction

De plus en plus de problémes étudiés en informatique relévent de I'aide & la décision.
Parmi les applications les plus connues, on peut mentionner par exemple les problémes
de plus court chemin entre deux villes en prenant en compte le coiit en essence, le risque
d’embouteillage et le temps de trajet, ou encore la détermination de stratégies d’investis-
sements dans les milieux boursiers. De ce fait, le besoin de systémes performants d’aide
a la décision ou encore d’outils de prise de décision automatique ne cesse de croitre.

Les systémes d’aide a la décision sont destinés a conseiller un décideur dans des si-
tuations de choix dans lesquelles il lui est difficile de déterminer I’ensemble des meilleurs
choix, du fait de la structure complexe des différentes options qui rend difficile leurs com-
paraisons (par exemple, dans un probléme de choix de site pour une centrale nucléaire),
ou encore du trop grand nombre d’options qui empéche le décideur de concevoir le pro-
bléme dans son ensemble (par exemple, dans un probléme d’itinéraire routier). Quant a
la problématique de la prise de décision automatique, elle s’intéresse a fournir non pas
des conseils mais des solutions a appliquer de maniére automatique. Ce domaine est trés
étudié en intelligence artificielle, par exemple dans des problémes de surveillance d’un
systéme dans lequel il est nécessaire de réagir rapidement, ou encore dans des probléma-
tiques de navigation de robot ou de pilotage automatique. Les problématiques sont ici les
mémes que pour les systémes d’aide & la décision, a la différence prés que 'application
de la solution résultante se fait sans intervention humaine.

Dans les deux cas, le propos est de fournir des outils permettant de proposer au
décideur (ou d’appliquer) une ou plusieurs solutions efficaces. La théorie de la décision

fournit alors des critéres de décision, en tenant compte des deux dimensions suivantes :

— La dimension descriptive, c’est-a-dire I'aptitude du critére a faire émerger des
décisions conformes aux préférences du décideur. En effet, chaque décideur possede
des préférences qui lui sont propres et désire, autant que possible, rester dans le
cadre de ses préférences, sous peine de rejeter la ou les solutions proposées. La
prise en compte des préférences du décideur constitue donc un élément important
en vue de I'adhésion du décideur & la solution qui lui sera proposée.

— La dimension normative, c’est-a-dire 'aptitude du critére a faire émerger des dé-
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cisions qui sont conformes a des régles de bon sens communément acceptées.

Pour apprécier la pertinence d’'un critére de décision, outre ces deux dimensions, il
est important de s’interroger & sa mise en ceuvre opérationnelle. A ce titre, 'aspect com-
putationnel est particuliérement important : il s’agit non seulement d’étre capable de
reproduire (ou de construire) les préférences d’un décideur, mais aussi étre capable de
calculer concrétement la (ou les) solutions qui lui conviendraient le mieux afin de faire
une recommandation. Néanmoins, ’aspect computationnel d’un critére n’est que trés ra-
rement pris en compte lors de I’établissement d’un critére de décision et leur application
dans la pratique peuvent alors poser d’importants problémes algorithmiques. C’est par-
ticuliérement vrai pour les problémes abordés dans cette thése : la décision séquentielle

dans l'incertain.

Décision dans ’incertain

Nous nous intéressons ici aux problémes de décision sous incertitude. Cette problé-
matique traite des situations de choix ot le résultats d’une action n’est pas connue avec
certitude. Knight (1921) distingue la notion d’incertitude et la notion de risque. La notion
de risque traite des situations pour lesquelles il existe une distribution de probabilité sur
les événements incertains et la notion d’incertitude traite de toutes les autres situations
non certaines. Cette distinction entre les deux notions étant aujourd’hui bien établie,
nous la conserverons. Cependant, il est d’usage de conserver le terme d’incertitude pour
désigner n’importe quelle situation non certaine (i.e., risquée ou non risquée). Nous em-
ploierons ici les termes d’incertitude risquée et d’incertitude non risquée pour distinguer
le cas du risque des autres situations.

Dans le cadre du risque, les choix d’un décideur se modélisent au travers de calculs
de probabilités des événements futurs. Knight (1921) indique qu’il existe deux maniéres
d’obtenir ces probabilités. La premiére consiste & attacher a chaque événement une pro-
babilité logique' que 'on détermine avec un calcul a priori. La seconde consiste & observer
des données empiriques, ce qui permet ensuite de dégager des probabilités statistiques. De
telles distributions de probabilité sont dites « objectives ». Lorsque cette distribution de
probabilité « objective » est indisponible, on se retrouve dans le cadre de I'incertitude non
risquée. En d’autres termes, on passe d’une situation d’incertitude risquée a une situation
d’incertitude pour laquelle il est impossible d’établir une distribution de probabilité en

raison du caractére unique et spécifique des événements. Keynes (1937) différencie égale-

1. La probabilité logique est définie comme la relation logique entre une proposition et un corps
d’hypothéses. Cette probabilité est unique pour un énoncé donné et est indépendante des préférences
personnelles. Par exemple la probabilité logique de tirer une boule bleue dans une urne opaque dans
laquelle on y aurait placé 30 boules bleues et 20 boules rouges, est de 30/50.
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ment ces deux notions : « Par I'expression de connaissance « incertaine », mon intention
n’est pas simplement de distinguer ce qui est su avec certitude de ce qui est seulement
probable. Le jeu de la roulette n’est pas sujet & 'incertitude, en ce sens, ni la perspective
de tirer un bon numéro au loto. Ou encore, ’espérance de vie n’est soumise qu’a une
légére incertitude. Méme le temps qu’il fait n’est que modérément incertain. Le sens dans
lequel j’utilise ce terme est celui selon lequel la perspective d’une guerre européenne était
incertaine, ou encore le prix du cuivre et le taux d’intérét dans vingt ans, ou la date
d’obsolescence d’une invention nouvelle, ou la position des détenteurs de fortunes privées
dans le systéme social de 1970. En ces matiéres, il n'y a pas de fondement scientifique
sur lequel on puisse formuler, de facon autorisée, quelque raisonnement probabiliste que
ce soit. Nous ne savons pas, tout simplement. ».

Toutefois, certains auteurs supposent que les individus se comportent comme s’ils
attribuaient des probabilités « subjectives » aux différents événements incertains. Dans
un tel cadre, ce sont les croyances propres aux décideurs qui établissent ces probabilités
subjectives (Savage, 1954). Cette approche s’oppose directement & Iapproche objecti-
viste. Une particularité de 'approche subjectiviste est alors de ne pas distinguer les cas
d’incertitude risquée et d’incertitude non risquée. Dans cette thése nous nous intéressons

A trois formes d’incertitude :

— le cas de lincertitude totale, traitant des situations d’incertitude pour lesquelles
le décideur ne posséde aucune information objective sur la vraisemblance des
événements,

— le cas du risque imprécis, traitant des situations oli pour chaque événement on ne
connait que l'intervalle dans lequel se situe la « vraie probabilité » (Jaffray, 1989),

— le cas du risque, traitant des situations ou ’on posséde pour chaque événement

une probabilité objective.

Cette liste est en réalité loin d’étre exhaustive et de nombreuses autres formes d’incerti-

tude ont été étudiées dans la littérature.

Objectif de la thése

Dans cette thése nous nous intéressons spécifiquement aux problémes de décision sé-
quentielle dans I'incertain. Ces problémes concernent les situations d’incertitude dans
lesquelles le décideur est amené & prendre plusieurs décisions étalées dans le temps (i.e.,
établir une stratégie). Cette problématique est connue en intelligence artificielle sous
le nom de planification dans l'incertain et est trés étudiée du fait de ses applications

multiples dans de nombreux domaines (diagnostic médical, gestion de stocks, joueurs ar-
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tificiels, pilotage automatique...). La théorie de la décision fournit de nombreux critéres
de décision permettant de comparer les stratégies entre elles. La fin du XXéme siécle
a vu naitre de brillantes idées qui ont permis 1’élaboration de critéres de décision dans
I'incertain trés performants aussi bien sur un plan normatif que sur un plan descrip-
tif. Les difficultés computationnelles & leur mise en ceuvre conduit en pratique & utiliser
des critéres moins performants dans les problémes de décision séquentiels. L’utilisation
de critéres sophistiqués est en effet freinée par ’absence d’algorithmes efficaces dans la
littérature informatique. L’objet de cette thése est justement de repousser ces verrous
algorithmiques en proposant des algorithmes permettant leur application dans des pro-

blémes de décision séquentielle.

Organisation de la thése

Cette thése se compose de cing chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons
les problémes de décision sous incertitude et nous présentons les principaux critéres de
décision permettant de raisonner dans un contexte incertain. Dans le second chapitre,
nous présentons la problématique plus large de la décision séquentielle sous incertitude.
Nous introduisons dans ce chapitre le formalisme des arbres de décision, qui permet
de représenter un probléme de décision séquentielle en explicitant 1’ensemble des scéna-
rios envisageables. Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons a l'optimisation du
critere de Vutilité espérée dépendant du rang (RDU, Rank Dependent Utility) dans les
situations d’incertitude risquée. Ce critére combine d’excellentes propriétés normatives
et un fort pouvoir descriptif. Cependant, son optimisation pose d’importants problémes
algorithmiques. Dans ce chapitre, nous montrons que ’optimisation du critére RDU est
un probléme NP-difficile, puis nous proposons des procédures d’optimisation pour son
optimisation. Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons & ’optimisation de ce
méme critére dans le cadre des diagrammes d’influence. A la maniére d’un réseau bayé-
sien, ce formalisme permet de tirer profit des indépendances entre les différentes variables
pour rendre plus compacte la représentation d’un probléme de décision séquentielle. De
nouveaux problémes algorithmiques se posent dés lors que I'on désire conserver les avan-
tages de compacité offerts par ce formalisme. Enfin, dans le cinquiéme chapitre, nous
nous intéressons aux problématiques de décision séquentielle dans les cadres d’incerti-
tude totale et de risque imprécis. Dans ces deux contextes, nous nous intéresserons tout

particuliérement & l'optimisation du critére de Hurwicz.









Chapitre 1

Décision dans l'incertain

Résumé. Dans ce chapitre, nous rappelons les fondements de la théorie de la dé-
cision dans lincertain. Aprés avoir défini la notion d’incertitude, nous passons en
revue quatre modélisations classiques de l'incertitude étudices dans la littérature : le
risque (situation d’incertitude ou le décideur connait les distributions de probabilités
sur les événements), l'incertitude totale (situation d’incertitude ou le décideur n’a au-
cune information sur la vraisemblance des événements) et le risque imprécis (situation
d’incertitude ou le décideur dispose d’une distribution de probabilité intervalle sur les
événements élémentaires). Pour chacune de ces modélisations, nous rappelons les prin-

cipaux critéres de décision proposés dans la littérature.
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Introduction

La décision dans l’incertain est I'une des principales branches de la théorie de la
décision, & l'instar de la décision multicritére et de la décision collective.

La décision dans l'incertain traite des situations de choix ol le décideur est amené
a prendre des décisions dans un environnement incertain. L’incertain se rencontre dans
de nombreuses situations de la vie courante, ou encore dans de nombreuses probléma-
tiques scientifiques (mécanique quantique, économie, médecine, informatique...). L’incer-
tain provient notamment de tous les événements que nous ne sommes pas capables de
prédire avec certitude. Un exemple classique d’événement incertain est la météo. En effet,
nul n’est capable de déterminer avec certitude le temps qu’il fera demain.

De nombreux débats existent dans la littérature scientifique sur I'existence réelle de
Iincertain. Par exemple, en physique, les concepts de déterminisme basés sur les modéles
Newtoniens, trés & la mode aux XVIlle et XIXe siécles, maintiennent que tout peut étre
prédit avec certitude. Néanmoins, les physiciens en mécanique quantique ont mis en évi-
dence que la théorie Newtonienne ne s’appliquait plus dans leur cadre. Heisenberg (1930)
ajoute méme que les événements qui se réalisent au niveau subatomique surviennent de
fagcon complétement incertaine.

Sans nous étendre sur l’existence réelle ou non de I'incertain, nous adopterons ici le
point de vue des économistes sur la nature de l'incertain, qui différe du point de vue
des physiciens ou des philosophes. En économie, est considéré comme faisant partie de
I'incertain tout ce qui reléve de lignorance de ’'Homme. Par exemple il est tout a fait
possible, en théorie, de prédire le résultat d’un jet de dé si nous disposons de tous les
facteurs auxquels il est soumis. Mais & ’échelle humaine, I'ignorance de ces facteurs ainsi
que la complexité des calculs & mettre en ceuvre, font que le résultat a priori du jet de

dé est indéterminé.

Dans la théorie des probabilités, une épreuve aléatoire est un phénoméne pour lequel
toutes les issues possibles sont connues, mais dont on ignore celle qui se réalisera vrai-
ment. L’ensemble des états de la nature ) correspond & I’ensemble des issues possibles
d’une épreuve aléatoire. On appelle événement toute proposition logique qui peut étre
vérifiée ou non a l'issue de la réalisation d’une épreuve aléatoire. Un événement est donc
représentable de maniére unique par un sous-ensemble de . L’événement A C €) est réa-
lisé si I'état de la nature w € € qui se réalise appartient & A. Un événement élémentaire

est un événement composé d’un seul élément w de ).

Exemple 1 On a placé dans une urne un ensemble de boules. Une boule peut étre rouge,
bleue ou werte. L’épreuve aléatoire considérée est le tirage d’une boule au hasard dans

cette urne. On distingue alors trois états de la nature possible :
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— 1 . la boule tirée est rouge,
— v : la boule tirée est verte,
— b : la boule tirée est bleue.
L’ensemble Q@ = {r,v,b} est l'ensemble des états de la nature. A partir de cet ensemble
d’états de la nature, on peut considérer les événements suivants :
— (0 : ’événement nul ou vide.
— e, = {r} (I’événement traduisant la réalisation de l’état de la nature r), e, = {v}
et e, = {b} : les événements élémentaires.
— e1 = e, Uey (traduisant la réalisation d’au moins un état de la nature parmi r et
v). Suivant le méme principe, toute union de deux événements élémentaires est
un événement.

— Q=¢,Ue, Uegy : 'événement certain.

Dans un probléme de décision sous incertitude, les événements conduisent a différentes
conséquences. Le décideur est alors amené a réaliser un choix entre plusieurs épreuves
aléatoires menant a différents ensembles de conséquences. Par exemple, considérons la
situation d’incertitude représentée par le tableau de gauche dans la figure 1.1. Le décideur
peut choisir d’assurer sa toute nouvelle voiture contre le vol pour un an (décision d;) ou
pas (décision dg). Au cours de cette année, il peut soit se faire voler sa voiture (événement
e1) soit ne pas se la faire voler (événement es). De plus, nous savons que la voiture a
une valeur de 100 000 Euros et que I'assurance contre le vol cofite 5 000 Euros. Chaque
entrée du tableau de gauche, dans la figure 1.1, correspond au gain du décideur selon
la décision prise et I’événement qui se réalise. Ainsi la décision d; lui assure un cotit
certain de 5 000 Euros tandis que la décision do lui cotite 100 000 Euros si e; se réalise
et ne lui cotlite rien sinon. Le probléme qui se pose ici au décideur est donc un choix
entre les deux loteries L1 et Lo découlant des décisions dy et ds. Nous appelons ici une
loterie un ensemble d’événements disjoints associés a des conséquences dont I'union de ces
événements donne ’événement certain €2 (nous avons représentés graphiquement les deux
loteries associées aux décisions dj et dy dans la partie droite de la figure 1.1 page 10).
Plus formellement, si X = {x1,...,x,} est un ensemble fini de n conséquences, on notera
L = (z1,e1;22,€2;...;Tp, e,) la loterie qui associe la conséquence x; & chaque événement
e; € Q pour tout 0 < i < n avec |Ji ;e = Q et e;Nej =0 pour tout 0 < i < j < n.
Dans de telles conditions, notre décideur cherche alors a classer, selon ses préférences, les
loteries qui lui sont proposées afin de sélectionner la décision le conduisant & la loterie
qu’il préfere.

On définit la relation de préférence 7 sur les loteries qui se lit est préférée a. La partie
symétrique ~ et la partie asymétrique > se liront respectivement est indifférente a et est
strictement préférée a. Ainsi, L1 7 Lo signifie que la loterie L est préférée a la loterie Lo.

Dans 'optique de comparer les différentes loteries d’un probléme de décision, la théorie de
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el ey €1__—~ —5000 €1__—~ —100000
dq -5000 -5000
do | -100000 0 o 5000 > 0

FIGURE 1.1 — Situation de décision sous incertitude et représentation graphique des
loteries L1 et Lo associées aux décisions dy et ds.

la décision dans I'incertain propose d’utiliser une fonction d’évaluation V' (ou fonction de
valeur ou encore fonction représentative des préférences) pour caractériser une relation

de préférence entre loteries : pour toutes loteries Ly et Lo, L1 77 Lo < V(L1) > V(L3).

Pour raisonner dans 'incertain, il est nécessaire de prendre en compte le type de don-
nées dont on dispose. En 1921, Knight distingue le « risque » et '« incertitude ». Il entend
par le terme de « risque » toutes les situations pour lesquelles il existe une distribution
de probabilité connue sur ’ensemble des états de la nature et par le terme d’« incerti-
tude » toutes les autres situations. Nous conserverons ici le sens du « risque » proposé
par Knight, mais nous emploierons le terme d’« incertitude » pour désigner n’importe
quelle situation ot la réalisation des événements n’est pas certaine. Le terme d’« incer-
titude » est donc un terme trés général puisqu’il désigne a la fois des situations tres
précises, comme les situations dans le risque, mais également toutes les autres situations.
Nous nous intéressons ici & trois modélisations différentes de I'incertain :

— le risque : lorsque l'incertitude est représentée par une distribution de probabilité

sur les événements,

— Jlincertitude totale : lorsque 'on ne posséde aucune information sur la vraisem-

blance d’un événement,
— le risque imprécis : lorsque l'incertitude est représentée par une distribution de
probabilité intervalle sur les événements élémentaires.
Ces notions seront toutes détaillées plus finement dans les prochaines sections. Cette liste
n’est, bien entendu, pas exhaustive et de nombreuses autres modélisations de 'incerti-
tude peuvent étre rencontrées dans la littérature. On peut notamment citer les cas ol
I'incertitude est représentée par :
— des ensembles de mesures de probabilités (Levi, 1980),
— des fonctions de croyances (Dempster, 1986; Shaffer, 1976),
— des mesures de possibilités et de nécessités (Zadeh, 1978; Dubois et Prade, 1985,
1988; Sabbadin, 1998),

— une relation d’ordre sur la vraisemblance des événements (Dubois et al., 2003;
Bouyssou et Pirlot, 2008),

— des p-boxes (Scott et al., 2003).

Le lecteur envieux d’approfondir ces notions, d’enrichir cette liste et de hiérarchiser ces
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FIGURE 1.2 — Représentation graphique de deux loteries dans un contexte risqué.

représentations de l'incertitude pourra se référer a la thése de Destercke (2008).

1.1 Deécision dans le risque

1.1.1 Le développement de I’espérance d’utilité
Le paradoxe de Saint-Pétersbourg

Lorsque le décideur connait la distribution de probabilité sur I’ensemble des états de
la nature, on se place alors dans le cadre du risque.

Considérons 'exemple suivant afin d’illustrer une situation dans le risque. Un déci-
deur se voit proposé de choisir entre deux jeux. Le premier jeu consiste & choisir parmi
deux boites : dans la premiére il y a la somme de 150 Euros, dans la seconde il n’y a
rien. Le second jeu consiste & choisir parmi trois boites : dans la premiére il y a la somme
de 120 Euros, dans la seconde 60 Euros et enfin dans la derniére 30 Euros. Le décideur
se trouve alors face a un choix entre deux loteries : une premiére qui offre un gain de

1

150 Euros avec une probabilité de 5 et un gain nul avec une probabilité de %, et une

seconde loterie qui offre un gain de 120 euros avec une probabilité de %, un gain de 60
euros avec une probabilité de % et un gain de 30 euros avec une probabilité de % (ces
loteries sont représentées graphiquement sur la figure 1.2). Plus précisément, dans le cas
du risque, on appelle loterie toute distribution de probabilité sur un ensemble fini de
conséquences. Si X = {z1,...,2,} est un ensemble fini de n conséquences, on notera
L = (z1,p1;22,p2;...;%n, pn) la loterie qui associe la probabilité p; € [0,1] a chaque
conséquence x; pour tout 0 < ¢ < n avec » ;- ; p; = 1. Dans de telles conditions, notre
décideur cherche alors a classer par ordre de préférence les loteries qui lui sont proposées
afin de sélectionner la meilleure loterie. Pour cela, I'utilisation d’une fonction V' d’éva-

luation des loteries est nécessaire pour comparer les loteries entre elles.

Au XVlle siécle, au moment ou se développe la théorie moderne des probabilités, des
mathématiciens comme Pascal et de Fermat font I’hypothése que I’évaluation d’une loterie
L = (z1,p1;®2,D2; - .. ; Tn, Pp) se fait via un calcul de son espérance de gain (i.e. V = E) :

E(L) =" | pi X x;. Ainsi le décideur évaluera le premier jeu a % x 150 + % x0="75et
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évaluera le second jeu a 3 x 120 + x 60 + x 30 = 70. Il devrait donc faire le choix de
jouer au premier jeu qui maximise son espérance de gain.

Cependant, il est intéressant de remarquer qu'un décideur qui prend ses décisions en
fonction de 'espérance de gain peut parfois prendre des décisions étonnantes, comme le
montre le paradoxe de Saint-Pétersbourg, proposé initialement par Nicholas Bernoulli
dans une lettre en 1713. Ce paradoxe a ensuite été repris et modifié par Daniel Bernoulli,
son neveu, et a été discuté dans les Transactions de [’Académie de Saint-Pétersboury,
d’ol son nom.

Le principe du jeu de Saint-Pétersbourg est le suivant : on lance en 'air une piéce de
monnaie. Si Face apparait, la banque paie 2 Euros au joueur, et on arréte le jeu. Sinon,
on relance la piéce. Si Face apparait, la banque paie 4 Euros au joueur, et on arréte le
jeu. Sinon, on relance la piéce. Si Face apparait, la banque paie 8 Euros au joueur, et
ainsi de suite. Autrement dit, si Face apparait pour la premiére fois au n-iéme lancer, la
banque paie 2" Euros au joueur. On propose maintenant au décideur de déterminer la
somme qu’il serait prét a miser pour jouer & ce jeu. Le décideur va donc déterminer la
mise pour laquelle le jeu est équitable, c’est & dire la mise maximale qu’il peut mettre en
jeu pour que I'espérance de gain reste positive. Dans ce jeu, pour gagner 2" euros il faut
faire n — 1 fois Pile avant de faire Face, la probabilité de gagner 2™ euros est donc de 2%

Ainsi I'espérance de gain de ce jeu, sans prendre en compte la mise, est de :

-i-oo1
Z—xZ’ 21_1+1+ +1
=1

une infinité de fois

De cette maniére, un décideur qui se fie a ’espérance de gain pour prendre ses décisions,
sera prét a payer n’importe quelle mise pour pouvoir jouer & ce jeu, puisque son espérance
de gain restera infinie quelle que soit la mise qu’il acceptera de payer. Pourtant, aucun

décideur raisonnable ne serait prét & miser plus de quelques Euros pour jouer a ce jeu.

Daniel Bernoulli résout le paradoxe en introduisant 'hypothése selon laquelle les
individus ne maximisent pas I'espérance de gain mais une espérance morale : Y ;| p; X
u(x;) ol u est une fonction logarithmique. En effet, pour Bernoulli la valeur subjective
d’un jeu n’augmente pas linéairement avec la valeur monétaire de la récompense, mais
avec un taux décroissant (un décideur accorde plus de poids a faire passer ses gains de 0
Euros a 100 Euros que de les faire passer de 100 000 Euros & 100 100 Euros). Avec une
telle fonction u, contrairement & ’espérance de gain, l’espérance morale converge et les
individus sont maintenant disposés & ne miser qu'une somme modeste pour participer &
ce jeu, ce qui est compatible avec les comportements raisonnables observés.

Ainsi, sous 'hypothése que les décideurs procédent & un traitement non linéaire des

conséquences par le biais de la fonction u(.), le paradoxe de Saint-Pétersbourg perd son
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caractére paradoxal. La fonction u(.) est appelée fonction d’utilité.

Ce sont ces travaux qui ont inspiré la théorie de 'utilité espérée (que I'on appellera
par la suite le modele EU, pour Ezpected Utility), proposée par von Neumann et Mor-

genstern et que nous allons aborder par la suite.

Le modéle de von Neumann et Morgenstern

Dans l'optique de fournir une théorie solide sur la modélisation des préférences d’un
décideur en situation risquée, von Neuman et Morgenstern (1947) généralisent le modéle
de Bernoulli fondé sur I'usage d’une fonction d’utilité. Ils montrent, aprés avoir définit
un ensemble d’axiomes, qu’il est toujours possible de construire une fonction d’utilité sur
les conséquences, de maniére & ce que ’espérance de ces utilités sur les loteries conserve
lordre de préférence sur les loteries. La fonction d’utilité construite est alors unique a
une transformation affine croissante prés. En d’autres termes, si la fonction v modélise
les préférences de 'individu, alors il en est de méme pour la fonction v si et seulement si

v(x) = a x u(z) + b avec a > 0 et b un réel quelconque.

Dans sa version de base, la théorie de 'espérance d’utilité repose sur quatre axiomes
(que nous présentons par la suite). La relation 7 doit fournir un pré-ordre total sur les
loteries (aziome de comparabilité et aziome de transitivité). Elle doit également véri-
fier I'axiome Archimédien ainsi que 1’axiome d’indépendance. Les trois premiers axiomes
(comparabilité, transitivité et Archimeédien) permettent la représentation des préférences
sur les loteries par une fonction d’évaluation V' qui associe a chaque loterie un réel afin de
respecter 1'équivalence Ly 5 Ly < V(L1) > V(La). La plupart des modéles de décisions
respectent ces trois premiers axiomes. Reste maintenant & définir des restrictions supplé-
mentaires sur la fonction V afin de la rendre plus opérationnelle. Cette restriction nous
est justement fournie par 'axiome d’indépendance, et de maniére assez forte puisqu’elle

impose la linéarité sur le traitement des probabilités de la fonction V.

Avant de présenter en détail ces quatre axiomes, il est nécessaire d’aborder un axiome
qui porte sur les loteries que 'on appelle 'aziome de réduction des loteries composées
ou encore aziome de neutralité. Soit X = {x1,x9,...,z,} un ensemble de conséquences
non vide, et P une loi de probabilité sur X telle que P(X) = 1. L’ensemble des loteries
Lx a support dans X est un ensemble convexe. C’est a dire que Vo € [0, 1],V(L1, La) €
]L?X, ali + (1 —a)Ly € Lx. Cette propriété de mixage entre deux loteries peut étre vue
comme une composition de loterie (Karni et Schmeidler, 1991). En d’autres termes, la

loterie aeLq 4 (1 — «) Ly correspond & la loterie & deux étapes qui, dans un premier temps,
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FIGURE 1.3 — Equivalence entre une loterie composée L et sa forme réduite L.

offre les loteries L1 et Lo avec les probabilités « et 1 — a respectivement et, a la seconde
étape, offre la conséquence x € X générée par la loterie sélectionnée & la premiére étape.
L’axiome de réduction des loteries composées considére comme équivalentes la loterie
composée (& plusieurs étapes) et sa forme réduite (& une étape). Nous illustrons par un
exemple graphique cet axiome dans la figure 1.3. Les deux loteries de cette figure sont
équivalentes pour le décideur (la loterie composée sur la partie gauche de la figure et sa
forme réduite sur la partie droite de la figure). Cet axiome est implicitement contenu
dans le modéle EU et la plupart des autres modéles décisionnels dés lors que 1'on désire
évaluer des loteries composées. La justification de cet axiome repose sur le fait qu’un
décideur n’est pas influencé dans ses choix par la modélisation de la situation de risque
a laquelle il fait face. En effet, la violation de cet axiome induirait la possibilité de mani-
puler les choix du décideur. Ainsi, quelle que soit la représentation d’'une méme situation
de choix dans le risque, cette propriété garantit que les préférences du décideur resteront

inchangées.

Nous présentons maintenant ces axiomes portant sur la relation binaire de préférence

~ sur les loteries.

Axiome 1 : 7~ doit fournir un pré-ordre total

Une relation binaire fournit un pré-ordre total si et seulement si elle est transitive et
compléte :

— Y(Ly, Ly, L3) € L3, si Ly - Ly et Ly 7 L3 alors on a Ly = L3.

— V(Ly,Le) € L3 on a Ly 75 Ly et/ou Ly 75 Ly.
Cet axiome postule que le décideur est toujours capable de comparer deux loteries et
de préciser celle qu’il préfére. Cet axiome assure également 'existence d’au moins une

loterie que le décideur préfére sur toutes les autres.
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Axiome 2 : axiome Archimédien (ou axiome de continuité)
La relation 7 satisfait 'axiome Archimédien si et seulement si V(Ly, Lo, L3) € L3 :
Ly % Lo 75 Ly = 3(e, B) €]0,1[%, 0Ly + (1 — @)Ly 75 Lo 7% BLy + (1 — B) Ly

Cet axiome impose qu’il sera toujours possible de trouver deux réels o et 5 tels que :
— « soit suffisamment proche de 1 pour que I'ordre des préférences entre les loteries
L1 et Lo ne change pas malgré le mélange de Lq avec la loterie L3 ;
— [ soit suffisamment proche de 0 pour que 'ordre des préférences entre les loteries
Lo et Lg ne change pas malgré le mélange de Lq avec la loterie L3 ;
En d’autres termes, cet axiome assure la continuité de la relation de préférence 7~ sur
I’ensemble des loteries. Cet axiome posséde un réle technique et permet d’assurer que
I’élicitation des préférences du décideur soit toujours possible grace & la continuité des
courbes d’indifférences. Sans nous étendre sur cette notion, nous réorientons le lecteur

soucieux d’approfondir ce point vers I'article de Camerer (1989).

Axiome 3 : axiome d’indépendance

La relation - satisfait 'axiome d’indépendance si et seulement si V(Lj, Lo, L3) €

~

L3 et Va €]0;1[, on a :
Ly i: Ly < alq + (1 — Ot)Lg i: als + (1 — Oz)Lg

Cet axiome postule que la préférence entre deux loteries ne s’inverse pas lorsqu’on les
compose avec une loterie commune et une méme distribution de probabilité. En effet, le
terme (1 — «) L3 étant commun dans les deux loteries composées obtenues, le choix entre
ces deux loteries ne devrait dépendre que de la préférence entre Li et Lo. Cet axiome
est en réalité un affaiblissement de ’axiome d’additivité présent dans I'axiomatique de
I’espérance de gain. Ce qui fait de ’espérance de gain un cas particulier de I’espérance
d’utilité o la fonction wu(.) est égale a la fonction identité (i.e., Vo € R,u(x) = z).
L’affaiblissement de 'axiome d’additivité permet alors un traitement non linéaire des
conséquences via une fonction d’utilité afin de décrire plus finement les comportements
décisionnels observés. Nous verrons par la suite que cet axiome, qui semble raisonnable
A premiére vue, reste encore trop fort et que son acceptation dans la communauté de la

théorie de la décision fait I’objet de débats mouvementés.

Dés lors que les axiomes 1, 2 et 3 sont vérifiés, von Neuman et Morgenstern (1947)
montrent qu’il est toujours possible de construire une fonction d’utilité u sur ’ensemble
des conséquences afin de modéliser les préférences d’un décideur, et que I’évaluation d’une
loterie L = (x1,p1;...;Tn, Pn) peut alors se faire via un calcul de son espérance d’utilité
(le., V=FEU): EU(L) = > | pi x u(x;).
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FI1GURE 1.4 — Courbe représentative de la fonction décumulative G, associée a la loterie
L = (5,0.3;10,0.2; 15,0.5).

1.1.2 Mesure de l’attitude face au risque

Avant de rappeler les principaux travaux sur les indicateurs qui permettent de ca-
ractériser 'attitude d’un décideur vis-a-vis du risque, il est nécessaire d’introduire des

définitions sur les différentes mesures du risque.

Etant donnée une loterie L = (1, p1;...; Zn, Pn), on définit la fonction décumulative

(1, associée a la loterie L par :

Gr(x) = Z Di

1<i<n

A la maniére des loteries, on pourra noter la fonction décumulative G, de la fagon sui-
vante : G = (z1,Gr(x1);...; 2, Gr(xy)). Ainsi, la fonction décumulative G, associée
a la loterie L mesure la probabilité de gagner au moins x avec la loterie L. Dans la fi-
gure 1.4, nous donnons la courbe représentative sur [0,20] de la fonction décumulative
G = (5,1;10,0.7;15,0.5) associée a la loterie L = (5,0.3;10,0.2;15,0.5).

Nous allons maintenant définir la notion de dominance stochastique du premier ordre

(First order Stochastic Dominance, F'SD) entre les loteries.

Définition 1 Soit (L1, L) € L%, Ly domine stochastiquement au premier ordre Loy si
et seulement si :

— Ve e X,Gr,(x) > G, (z),

— drx e X,Gr,(z) > G, (x).

On notera Ly F'SD L pour dire que la loterie L1 domine stochastiquement au premier
ordre la loterie Ls. En d’autre terme une loterie en domine une autre lorsqu’elle offre

toujours une plus forte probabilité de gagner au moins x pour toute valeur de x.
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FIGURE 1.5 — Illustration de la dominance stochastique du premier ordre.

Exemple 2 Dans le repére de la figure 1.5, nous avons représenté les fonctions décumu-
latives des loteries L1 = (5,0.2;8,0.2;12,0.3;14,0.3) et Ly = (5,0.5;11,0.3;13,0.2). On
vérifie les relations suivantes :
— Ly FSD Ly car la courbe G, est toujours au-dessous de la courbe Gp,,
— non(Ly FSD Ls) etnon(Ls F'SD Ly) car la courbe G, se situe parfois au-dessus
de la courbe Gp,, et parfois au-dessous de la courbe Gr,,
— non(Ly F'SD Lg) et non(Ls F'SD L) car la courbe G, se situe parfois au-dessus

de la courbe G, et parfois au-dessous de la courbe Gr,.

Cette notion est primordiale car elle définit la rationalité d’un décideur. On dit qu’un
décideur fait des choix rationnels s’il ne préfére jamais une loterie dominée stochastique-
ment au premier ordre par une autre loterie de son ensemble de choix. Cette condition
de rationalité est, bien entendu, fortement désirée lorsque 1’on raisonne dans le risque et
elle est vérifiée par le modéle EU (i.e., EU(Ly) > EU(La) = non(La FSD Ly)).

Lorsque deux loteries ne se dominent pas entre elles, le caractére risqué d’une loterie
est fortement lié & sa dispersion. Par exemple, une loterie qui offre une conséquence avec
une probabilité de 1 est une loterie qui offre de maniére stire une valeur certaine et est
donc, par définition, sans caractére risqué. Ainsi, toute mesure de la dispersion d’une
loterie est susceptible de donner une indication sur le caractére risqué d’une loterie.
C’est alors tout naturellement que la variance a été pendant longtemps la mesure la plus
utilisée pour évaluer le caractére risqué d’une loterie. Cependant, les arguments contre la

variance, que nous n’exposerons pas ici, ne manquent pas. Pour pallier les faiblesses de la
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variance, en 1970, Rotschild et Stiglitz (1970) introduisent la notion d’accroissement de
risque & moyenne constante (Mean Preserving Spread, M PS). Pour définir clairement la
notion de M PS nous devons introduire la relation de dominance stochastique au second

ordre (Second order Stochastic Dominance, SSD) sur les loteries.

Définition 2 Soit (L1, Ly) € L% avec X = {x1,...,x,}, L1 domine stochastiquement au

second ordre Lo si et seulement si :
“+oo

+oo
— Vzx € X,/ GL1 (t)dt > GL2 (t)dt,

T
—+o00 +oo

— JzeX, Gy, (t)dt > Gy, (t)dt.

x x

On notera Ly SSD Ly pour dire que la loterie Ly domine stochastiquement au second
ordre la loterie Lo. Notons qu’il est possible, en intégrant plusieurs fois la fonction décu-
mulative d’une loterie, de définir des dominances stochastiques de n’importe quel ordre,
mais nous n’aurons ici besoin que du premier ordre et du second ordre. Notons enfin que
si une loterie domine au premier ordre une autre loterie, alors elle la domine également

au second ordre. A partir de cette notion, on définit la relation de M PS comme suit :

Définition 3 Soit (L1, Ly) € IL_2X, Ly est un MPS de Loy si et seulement si :
— E(L1) = E(L2)
— L1 SSD Lo

ou E(L) désigne l'espérance de gain offerte par la loterie L. On notera Ly M PS Ly pour
dire que la loterie Ly est un M PS de Lo. Si Ly est un M PS de Lo, alors la loterie Ly

est considérée comme étant moins risquée que L.

Mesure de ’aversion au risque

La théorie de la décision dans le risque fournit des propriétés intrinséques (indépen-
dantes du modéle de décision considéré) afin de caractériser I’aversion au risque d'un
décideur. L’aversion au risque d’un décideur est l'indicateur le plus fréquemment uti-
lisé en raison de son grand champs d’application. On distingue principalement 1’ aversion
faible au risque et ’aversion forte au risque. Durant plusieurs années, ces deux notions
ont été confondues au vue de ’équivalence de leurs caractérisations dans le cadre du mo-
déle EU. C’est d’ailleurs la possibilité de distinguer ces deux caractérisations d’aversion
au risque qui confére aux modéles non-EU un pouvoir de modélisation des préférences

bien supérieur & celui du modéle EU.

Un décideur a une aversion faible au risque s’il préfére toujours 'espérance d’une
loterie a la loterie elle-méme (i.e. L' = (E(L),1) Z L). Ainsi, un décideur ayant une

faible aversion au risque préfére toujours la certitude au risque. Cet indicateur est de
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loin le plus utilisé dans la littérature du fait de son caractére intuitif. De maniére duale,
on peut dire qu'un décideur est faiblement attiré par le risque (resp. neutre) s’il préfére
toujours la loterie L & la loterie L’ (resp. s'il est toujours indifférent entre L et L’).

La deuxiéme caractérisation de ’aversion au risque (Cohen et al., 1987), repose sur
la notion d’accroissement de risque & moyenne constante. Un décideur posséde une forte
aversion au risque (resp. attirance forte pour le risque) si pour toutes loteries Ly et Lo

de Ly telles que Ly M PS Ly, il préfére toujours Ly & Ly (resp. préfére toujours Lo & Ly).

On montre facilement que I’aversion forte au risque implique ’aversion faible au risque
de méme que l'attraction forte au risque implique 'attraction faible au risque. Quant a la
notion de neutralité face au risque, la version faible est équivalente & la version forte. Un
décideur qui posséde une aversion au risque est dit adversaire du risque et un décideur
qui posséde une attirance pour le risque est dit joueur.

La différence entre ’aversion faible et forte est trés importante. Bien que I’on montre
facilement que l'aversion forte implique l'aversion faible, la relation inverse n’est que
rarement vérifiée. En effet, un décideur peut étre hostile & I'introduction de risque dans

une situation mais étre ensuite indifférent & son accroissement.

1.1.3 Faiblesses du modéle EU

Dans le cadre du modéle EU, I'aversion faible au risque et ’aversion forte au risque
sont deux notions équivalentes. En effet, dans le modéle EU, I'aversion faible au risque
se traduit par w(d - p;i X ;) > Y. pi X u(x;). En d’autres termes, un décideur qui
posséde une faible aversion au risque sera doté d’une fonction d’utilité v concave. Notons
que pour un décideur neutre face au risque (resp. ayant une attraction faible pour le
risque) l'inégalité devient une égalité (resp. I'inégalité s’inverse) et cela revient a doter
le décideur d’une fonction d’utilité linéaire (resp. convexe). De plus, pour toute fonction
d’utilité u concave, les deux propositions suivantes sont équivalentes :

— Lo MPS Ly

— FEU(Ly) > EU(L9)
ou L1 et Ly sont deux loteries. Pour résumer, dans le cadre du modéle EU, avoir une
aversion faible pour le risque est une condition suffisante pour étre doté d’une fonction
d’utilité concave, et la concavité de la fonction d’utilité est une condition suffisante pour
avoir une aversion forte pour le risque. Puisque, dans le cas général, avoir une forte
aversion pour le risque est une condition suffisante pour avoir une aversion faible pour le
risque, il s’ensuit que ces deux notions d’aversion au risque sont bel et bien équivalentes
dans le cadre du modéle EU.

L’impossibilité de distinguer ces deux notions d’aversion dans le cadre du modéle

EU se révele trés problématique dés lors que 'on cherche & modéliser finement les pré-
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férences d’un décideur. Ainsi, de nombreuses préférences fréquemment rencontrées, sont
impossibles & modéliser avec le critére EU. En guise d’illustration, nous présentons dans
I'exemple 3 une version moderne (Kahneman et Tversky, 1979) (tableau 1.2 page 21) du
célebre paradoze d’Allais (Allais, 1953) (tableau 1.1 page 21).

Exemple 3 On propose a un décideur, dans un premier probléeme, de choisir entre deux
loteries Ly et LY, et entre les loteries Ly et L, dans un second probléme. Dans le pre-
mier probléme, la loterie Ly offre un gain certain de 3 000 Euros et la loterie LY offre la
perspective d’un gain de 4 000 Euros avec une probabilité de 0.9 et un gain nul avec une

probabilité de 0.1. Les loteries Ly et L} sont représentées graphiquement ci-dessous :

0.9 4000
0.1 0

Dans le second probléme, la loterie Lo propose un gain de 3 000 Euros avec la proba-
bilité 0.1 et un gain nul avec une probabilité de 0.9 tandis que la loterie L} offre le gain
de 4 000 Euros avec la probabilité de 0.09 et un gain nul avec une probabilité de 0.91. Les

loteries Lo et L}, sont représentées graphiquement ci-dessous :

@0/\1 3000 @% 4000
0.9 0 091 0
Dans le premier probléme, la majorité des personnes soumises & cette expérience pré-
ferent la loterie Ly a LY (ils préferent étre sars de gagner 3 000 Euros que de risquer
de ne rien gagner pour un surplus de gain qui leur semble insuffisant), alors que dans le
second probléme, la majorité des personnes préferent la loterie LYy a la loterie Lo (car la
probabilité de gagner 4 000 Euros dans la loteries L} est presque la méme que la proba-

bilité de gagner 3 000 Euros dans la loterie Ly). Si l’on traduit ces préférences, dans le

cadre du modele EU, on obtient pour le premier choix :

Ly~ L} EU(Ly) > EU(L})

u(3000) > 0.1u(0) + 0.9u(4000)

0.1(3000) > 0.01u(0) 4 0.09u(4000)

0.12(3000) + 0.9u(0) > 0.01u(0) + 0.091(4000) + 0.9u(0)
0.9u(0) 4 0.1(3000) > 0.91u(0) + 0.09u(4000)

L2>Ll2

te e

Ainsi, quelle que soit la fonction d’utilité utilisée, la préférence pour Ly sur LY est
équivalente a la préférence pour Lo sur LYy dans le cadre du modéle EU. Ce qui est in-

compatible avec la majorité des préférences des persomnes soumises a cette expérience.
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En fait, Allais qualifie ce comportement, loin d’étre paradoxal, comme un comporte-
ment raisonnable de « preference for security in the neighbourhood of certainty » (Allais,
1997). En d’autres termes, « Un tiens vaut mieux que deux tu l'auras ». Ce phénoméne
est aujourd’hui bien connu sous le nom de l’effet de certitude. Le renversement de préfé-
rence s’explique ici simplement par I'attraction forte du passage de la quasi-certitude a la
certitude, et & 'indifférence du passage du peu probable au un peu plus probable. A cela
s’ajoute un phénomeéne de sur-pondération des résultats qui sont certains par rapport
aux résultats qui ne sont que probables. Sans nous étendre sur 'effet de certitude, le
lecteur envieux d’approfondir la question pourra se référer a la généralisation proposée
par Starmer (2000).

De nombreux autres exemples et critiques, que nous ne détaillerons pas ici, ont été
formulés dans la littérature économique a ’encontre du modéle EU et la plupart s’ac-
cordent & dire que I'axiome d’indépendance est une hypothése bien trop forte comme le
montre le paradoxe d’Allais. Gayant (1997) qualifie méme de paradoxal le fait de modéli-
ser 'aversion au risque d’un décideur en se fondant sur une fonction portant uniquement
sur les conséquences (sans la prise en compte d’éléments probabilistes). Au début du
millénaire, Rabin (2000) énonce son théoréme d’impossibilité sur le critére EU : I'im-
possibilité de traduire une aversion pour le risque lorsque les enjeux sont faibles dans le
cadre du modéle EU. En effet, la concavité de la fonction d’utilité permet d’expliquer
I’aversion au risque lorsque les enjeux sont trés importants mais implique également une
quasi-neutralité vis-a-vis du risque lorsque les enjeux sont plus faibles (Arrow, 1971).
En plus de rendre abusivement élevée 'aversion pour le risque lorsque les enjeux sont
importants, de nombreuses expériences ont montré 'existence d’une aversion au risque
sur les petits enjeux. L’existence d’une aversion pour les petits enjeux met alors en échec

la capacité du modéle EU & décrire 'aversion pour le risque.

La solution suggérée pour sortir de ce théoréme d’impossibilité est de décharger la

Loterie  0.01 0.1 0.89 Loterie 0 3000 4000
Ly 100M 100M 100M Ly 0.00 1.00 0.00
L 0M 500M 100M L 0.10 0.00 0.90
Lo 100M 100M 0M Lo 0.90 0.10 0.00
L oM  500M OM L 0.91 0.00 0.09

TABLE 1.1 — Version d’origine du paradoxe TABLE 1.2 — Version moderne du paradoxe
d’Allais. Le tableau indique dans chaque case d’Allais. Le tableau indique dans chaque case
le gain offert par chaque loterie (ligne) selon la probabilité d’obtenir chacun des gains (co-
une certaine probabilité (colonne). La ma- lonne) avec chacune des loteries (ligne). La
jorité des personnes soumises a ’expérience majorité des personnes soumises & l'expé-

ont préféré Ly a L) et L a Lo. rience ont préféré Ly a L) et L a Lo.
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fonction d’utilité pour qu’elle ne décrive plus I'aversion au risque mais se contente uni-
quement de son réle premier de traduire le degré d’importance d’une conséquence pour
le décideur. Nous détaillerons plus en détail ce point lorsque nous traiterons des modéles

a transformation des probabilités.

1.1.4 Modéles non-EU

Si la mise en défaut de la capacité du modéle EU & modéliser les comportements
décisionnels datent des années 1950, les propositions de nouveaux modéles décisionnels
font leur apparition dans les années 1970.

De fagon analogue aux limites de la somme pondérée pour comparer des vecteurs de
performance, il est important de souligner que 'utilisation du modéle EU peut s’avérer
étre problématique dans certains cas puisqu’il ne permet pas d’atteindre toutes les so-
lutions efficaces (i.e. stratégies non dominées stochastiquement au premier ordre) dont
certaines qui pourraient étre préférables dans des problémes concrets que ’on rencontre
en pratique. De plus, la surcharge de la fonction d’utilité (qui porte le double role d’enco-
der les conséquences sur une échelle numérique, éventuellement déformée, et de modéliser
lattitude vis-a-vis du risque) rend difficile I’élicitation d’une fonction d’utilité pertinente
pour un agent et oblige généralement les programmeurs a générer une fonction d’utilité
propre au probléme (qui permettra d’atteindre les solutions désirées pour ce probléme
précis) et non représentative des préférences que I'on voudrait donner a notre agent dans
un cadre général. Une modification, méme mineure, du probléme peut alors devenir un
vrai calvaire puisqu’il faut répercuter ces modifications sur la fonction d’utilité de chacun
de nos agents.

Dans la suite, nous présentons les principales alternatives au modéle EU proposées
dans la littérature. Afin de rester dans une démarche d’aide & la décision, notons que nous
nous focaliserons uniquement sur les modéles qui respectent la dominance stochastique
du premier ordre.

Le soucis d’efficacité d’une solution est une notion indispensable en aide & la déci-
sion. Il serait trés difficile de défendre une solution qui donne toujours une probabilité
inférieure de gagner la méme chose qu’une autre solution. Ce point de vue est & oppo-
ser & celui des économistes ou psychologues, dont les préoccupations peuvent parfois se
focaliser uniquement sur la description de comportements, quitte a rejeter la notion de
rationalité. Ainsi, tous les modéles que nous aborderons par la suite dans le cadre du
risque seront des modéles qui respectent la relation de dominance stochastique du pre-

mier ordre (aussi appelés modéles conventionnels dans la littérature).

Dans la multitude de propositions de modéles non-EU qu’aura connu la fin du XXe
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siécle, nous ne retiendrons que les modéles qui ont marqué la communauté scientifique
et/ou qui sont actuellement utilisés. On peut, dans un premier temps, citer le modéle
de Vutilité espérée généralisée proposé par Machina (1982). Ce dernier part du principe
que le respect de 'axiome d’indépendance n’est pas une condition nécessaire pour préser-
ver 'hypothése de maximisation de l'utilité espérée. Ainsi, ce modéle rejette totalement
I’axiome d’indépendance et pose des conditions analytiques sur les préférences. Si ce mo-
déle résout quelques situations qui mettaient dans 'impasse le modéle EU, il reste encore
trop proche du modéle EU et de légéres modifications des paradoxes classiques (comme

le paradoxe d’Allais) les font redevenir insolubles.

Au lieu de rejeter totalement ’axiome d’indépendance, plusieurs modéles se sont
construit autour d’un affaiblissement de 'axiome d’indépendance. Ces modéles, dit avec
betweenness, sont des modéles conservateurs, dans le sens ot leur objectif est de préserver
le plus possible les propriétés normatives du modéle EU. En conséquence, ces modéles ne
sont pas réellement une alternative au modéle EU car I'élargissement de leur capacité a
modéliser des comportements rationnels reste trés subtil. Les modéles de cette famille se
basent sur un affaiblissement de ’axiome d’indépendance de la maniére suivante (hypo-

thése de betweenness) :

V(Ly, L) € L4, Va €]0,1[, L1 == Lo < Ly = aLy + (1 — o)Ly =5 Loy

Autrement dit, lorsqu’une loterie est préférée a une seconde, alors toutes les loteries
composées par ces deux loteries, sont comprises entre les loteries initiales en terme de
préférence. Si cet affaiblissement permet en théorie de résoudre certaines situations oul
I'axiome d’indépendance est violé, il est en pratique violé dans les méme situations qui
posaient probléme avec l'axiome d’indépendance (notamment dans les problémes met-
tant en jeu des petites probabilités (Camerer, 1992; Harless, 1992)). Sans rentrer dans
les détails, parmi les modéles faisant I’hypothése de betweenness, on peut citer 'utilité
pondérée (Weighted utility theory, Chew et McCrimmon (1979); Chew (1983)), la théorie
de lutilité SSB (Skew Symmetric Bilinear) (Fishburn, 1982), Vutilité pondérée impli-
cite (Fishburn, 1983; Dekel, 1986; Chew, 1989) et la théorie de la déception (Bell, 1985;
Loomes et Sugden, 1986; Gul, 1991).

Enfin, il existe une derniére famille de modéles (modéles avec transformation des pro-
babilités, dits modéles a dépendance des rangs) trés présente dans la littérature écono-
mique, qui repose cette fois sur une restriction de ’axiome d’indépendance et non sur son
affaiblissement. Parmi ces modéles citons l'utilité anticipée (Quiggin, 1982) plus connue
sous le nom de Vutilité espérée dépendant du rang (Rank Dependent Utility, RDU), la
théorie duale (Dual Theory, DT) proposée par Yaari (1987), le modéle de Allais (Allais,
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Modéles de décision

Rejet de - utilité espérée généralisée (Machina, 1982)
I’axiome d’indépendance

Affaiblissement de - utilité pondérée (Chew et McCrimmon, 1979)
l'axiome d’indépendance - théorie de l'utilité SSB (Fishburn, 1982)

- utilité pondérée implicite (Chew, 1989)

- théorie de la déception (Gul, 1991)

Restriction de - utilité espérée dépendant du rang, RDU (Quiggin, 1982)
laxiome d’indépendance - théorie duale, DT (Yaari, 1987)
- modéle de Allais (Allais, 1988)
- théorie des prospects cumulés, CPT
(Tversky et Kahneman, 1992)

TABLE 1.3 — Modéles de décision non-EU dans le risque

1988) ou encore la théorie des prospects cumulés (Cumulative Prospect Theory, CPT)
(Tversky et Kahneman, 1992). Contrairement aux modéles cités précédemment (i.e. le
modele de Machina et les modéles avec betweenness), ceux 1a présentent 'avantage d’élar-
gir significativement le pouvoir descriptif du modéle EU, et de corriger efficacement les
lacunes de ce dernier. Tous les modéles de cette famille reposent sur un méme principe
que nous illustrerons au travers du modéle RDU dans la partie suivante. Enfin, nous
préciserons les différences entre ces divers modéles & dépendance des rangs aprés avoir

présenté en détail le modéle RDU.

Le tableau 1.3 résume la classification des différents modéles de décision dans le
risque. Cette liste n’est pas exhaustive et de nombreux autres modeéles de décision dans
le risque existent. Comme dit précédemment, nous nous sommes restreints aux modéles
qui respectent la dominance stochastique du premier ordre et aux plus utilisés/cités dans

la littérature économique.

1.1.5 Du modéle EU au modéle RDU

Buffon a proposé une seconde facon de résoudre le paradoxe de Saint-Pétersbourg,
par l'introduction de I’hypothése que les décideurs négligent les petites probabilités et
considérent comme impossible une succession de plus de n « Pile » a la suite (pour un
n fixé). Le décideur se refuse alors & payer une mise supérieure a 2. C’est justement
cette idée qui a inspiré les modéles & transformation des probabilités. Cette idée de
traiter non linéairement les probabilités est la vision duale du traitement non linéaire des

conséquences. Ces deux idées ont le méme statut et il n’y a, a priori, aucune raison de
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privilégier I'une plus que l'autre d’aprés Gayant (2001). Cependant la tache s’avére plus
compliquée que la déformation des conséquences par une fonction d’utilité et la premiére
tentative avec le modéle de Handa (1977) n’est pas satisfaisante. Dans son modéle, il
décharge la fonction d’utilité en ajoutant une fonction croissante ¢ : [0;1] — [0; 1] telle
que ¢(0) = 0 et p(1) = 1 qui permet de déformer les probabilités. Le modele de Handa

évalue alors une loterie L = (z1,p1;...; Tn, pp) de la maniére suivante :

V(L) =) wlpi)ulz:)
i=1

Si l'idée semble séduisante, elle est rapidement abandonnée suite aux interventions
de Fishburn (1978). En effet, ce dernier montre que le modeéle de Handa peut conduire a
prendre des décisions menant a des loteries dominées stochastiquement au premier ordre.

Nous illustrons cet argument dans I’exemple 4 proposé par Gayant (2001).

Exemple 4 Dans cet exemple, on pose ¢(1/3) = 1/4 et ©(2/3) = 2/3. On fait de
plus Uhypothése que Vo € R u(x) = x. Soit L1 = (60,1/3;64,1/3;120,1/3) et Ly =
(60,2/3;120,1/3). On a donc Ly F'SD Ls. Le modéle de Handa attribue la valeur 61 a
la loterie Ly et la valeur 70 a la loterie Lo. Ainsi, un décideur qui aurait des préférences
qui suivent le modéle de Handa préfére la loterie Lo a la loterie Ly, alors que la loterie

Lo est dominée par L.

Modéle RDU

L’idée de déformer les probabilités aurait pu sombrer dans 'oubli si Quiggin (1982)
n’avait pas eu l'idée clef de transformer non pas des probabilités mais des cumuls de
probabilités afin d’écarter toute violation de la dominance stochastique du premier ordre.

Cette idée est le principe sur lequel repose 'espérance d’utilité avec dépendance du
rang (Rank Dependent Utility, RDU).

En réalité, le modéle proposé par Quiggin repose sur une seconde intuition, ’hy-
pothése de dépendance du rang : le poids attribué & une conséquence ne dépend pas
uniquement de la probabilité d’obtenir cette conséquence, mais également de l'attracti-
vité du rang de cette conséquence par rapport aux autres conséquences possibles. Ainsi,
la transformation des cumuls de probabilités et 'hypothése de dépendance du rang ont
permis ’établissement d’un modéle solide pour représenter les préférences d’un décideur
dans le risque. Soit L = (x1,p1;...; Tn, Pn) telle que 1 < ... < xp, la formule d’évaluation

d’une loterie au sens de EU peut facilement se réarranger de la maniére suivante :
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EU(L) = >iiipiul(zi)
& FEU(L) = p1xu(z))+p2 Xu(@)+ ... +pp xu(zy,)
< EUL) = (pi+p2+...+pn) xu(x1)+ (p2+ ... +pn) X [u(z2) — u(z1)]
+ooo F pn X [u(xy) — u(zp—1)]
& EUL) = uw@)+ 2 > pilul@) — u(zi-1)]
& EUL) = @)+ Grle)|u(z:) — u(zi-1)]

A partir de 1a, le modéle RDU propose alors de déformer le cumul G (z;) de proba-
bilités présent dans chaque terme dépendant de ¢ a ’aide d’une fonction de déformation
des probabilités. La fonction représentative des préférences du modele RDU (V = RDU)

s’écrit alors :

n

RDU(L) = w(z1) + Y ¢ (Gr(w:)) [u(zi) — w(z;1)]
i=2
ou ¢ : [0;1] — [0;1] est une fonction croissante telle que ¢(0) =0 et p(1) = 1.
L’introduction d’une telle fonction de transformation des probabilités est maintenant
compatible avec la dominance stochastique au premier ordre. Le gain offert par une telle
fonction de déformation des probabilités est considérable autant au niveau pratique qu’au

niveau descriptif.

En pratique, les problémes rencontrés en informatique ne portent pas nécessairement
sur des conséquences numériques. Par exemple, pour un probléme de navigation, les
conséquences possibles pourraient étre des positions sur une carte, ou encore, dans un
probléme de diagnostic médical, on pourrait avoir des conséquences dépendant de la santé
du patient. Ainsi, la fonction d’utilité utilisée peut ne pas étre qu’une simple déformation
des valeurs des conséquences mais une fonction qui attribue des valeurs d’utilité & chacune
des conséquences. Il devient alors impossible de donner une forme (concave ou méme
convexe) a la fonction d’utilité afin de décrire l'attitude vis-a-vis du risque du décideur,
rendant inopérant le modéle EU dans ces problémes. En effet, dans le cadre du modéle
EU, la fonction d’utilité est surchargée du fait qu’elle endosse les roles suivants :

— attribuer une utilité numérique & une conséquence dans le certain,

— modéliser attitude, du décideur, vis-a-vis du risque.

Dans le modéle RDU, la fonction de déformation des probabilités modélise I'attitude vis-
a-~vis du risque. Cette derniére décharge la fonction d’utilité, qui peut alors se consacrer
pleinement & I’encodage des conséquences. Il devient, de ce fait, possible de traiter les
problémes ou les conséquences ne sont pas, initialement, des valeurs numériques. D’un
point de vue descriptif, la fonction ¢ permet alors de résoudre les divers paradoxes de la

littérature, tel que le paradoxe d’Allais (voir ’exemple 5 qui suit).
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Exemple 5 Revenons sur [’exemple 3 page 20. On pose ©(0.09) = ©(0.1) = 0.2 et
©(0.9) = 0.7. On fait Uhypothése que Vo € R,u(x) = x. Les préférences induites par le
modele RDU sont maintenant compatibles avec l’exemple de Kahneman et Tversky, en
effet, on a :

RDU(Ly) = «(3000) = 3000

RDU(L}) = u(0) 4+ ¢(0.9)(u(4000) — u(0)) = 2800
Le décideur préfere donc la loterie Ly a L. De méme on a :

RDU(L2) = u(0) 4+ ¢(0.1)(x(3000) — u(0)) = 600

RDU(L%) = u(0) + ¢(0.09)(uw(4000) — u(0)) = 800
Le décideur préfere donc la loterie LYy a la loterie Ly. Il n’y a donc plus aucun paradoze

dés qu’on utilise le modéle RDU pour décrire les préférences du décideur.

Bien entendu, on peut remarquer que le modéle RDU est une généralisation du modéle
EU. Le cas particulier du modeéle EU se retrouve en définissant ¢ comme la fonction
identité. Cette généralisation est fondée sur la restriction du principe de la chose sire
(sure thing principle) que 'on peut formuler comme suit : soit L1 = (1, p1;...; Tn, Pn)
et Ly = (27,1557, pn) telles qu'il existe x; = 27, alors la préférence de Ly sur Lj
est équivalente a la préférence de Lo sur Lf, ou Ly et L, sont obtenus en remplagant la
conséquence commune z; par une autre dans Ly et L.

Dans le paradoxe d’Allais (tableau 1.1 page 21), cet axiome est clairement transgressé :
il y a une probabilité de 89/100 de gagner 100M d’Euros dans Ly et L) alors qu'il y a
une probabilité de 89/100 de ne rien gagner dans Lo et L, et pourtant, les préférences
Ly > L} et L}, = Ly sont observées pour la majorité des personnes interrogées.

Dans le cadre du modéle RDU, cet axiome a été restreint aux cas ot la conséquence

commune posséde le méme rang dans les deux loteries et que son remplacement n’affecte

pas le rang des conséquences dans les deux loteries : soit L1 = (1,p1;..;Tn,Pn) €t
1 = (1,152, pn) telles qu'il existe x;, = xj pour un certain i et telles que
r1 < .. < xy et ) < ... <z, alors la préférence de Ly sur L) est équivalente a

la préférence de Lo sur Lf, ou Ly et LY sont obtenues en remplagant la conséquence
commune z;, par une conséquence y telle que y soit de rang igp dans les deux loteries. Cette
restriction est connue sous le nom de principe de la chose sire comonotone (comonotonic
sure thing principle).

En réalité cette restriction du principe de la chose siire se transpose aisément dans
le cadre des axiomes de EU en restreignant ’axiome d’indépendance aux loteries issues
de variables aléatoires comonotones!. Dans le modéle RDU c’est justement une telle

restriction de I'axiome d’indépendance qui est faite. Cette restriction est parfaitement

1. Etant donné €2 un ensemble d’états de la nature, deux variables aléatoires réelles X et Y définies
sur  sont dites comonotones si et seulement si il n’existe pas w € Q et W € Q,w # W’ tels que :
X(w) >Y(w) et X(w) <Y ().
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justifiée dés lors que 'on remarque que la loterie, issue du mélange de deux variables
aléatoires comonotones, ne peut qu’accroitre le risque encouru tandis que la loterie issue
du mélange de deux variables aléatoires non-comonotones peut accroitre, faire décroitre

ou méme annihiler le risque encouru.

Mesure de l’attitude face au risque avec le modéle RDU

Grace a Uintroduction d’une fonction ¢ de déformation des probabilités, nous possé-
dons maintenant un second levier pour décrire proprement le comportement d’un décideur
dans une situation de risque : il est maintenant possible de focaliser le réle de la fonction
d’utilité uniquement sur lattitude vis-a-vis des richesses (ou des conséquences en cas de
conséquences non-monétaires) et de décharger son role de modélisation d’attitude vis-a-
vis du risque sur la fonction de déformation des probabilités. Cette séparation des roles
se révele trés pratique dans de nombreux problémes de décision.

Bien qu’il existe de nombreuses combinaisons sur les formes de la fonction u d’utilité
et de la fonction ¢ de déformation des probabilités pour capturer I'attitude du décideur
vis-a-vis du risque, nous supposerons ici que la fonction d’utilité est linéaire pour mettre
en évidence la maniére dont la fonction ¢ joue sur le degré d’aversion au risque.

L’aversion faible pour le risque se traduit dans le modéle RDU par une fonction de
déformation des probabilités ¢ telle que Vp € [0;1], o(p) < p (Chateauneuf et Cohen,
1994). Un décideur doté d'une fonction d’utilité linéaire est donc faiblement adversaire
au risque dés lors qu’il sous-estime ses probabilités de gains. De maniére analogue, un
décideur posséde une faible attraction au risque dés lors qu’il surestime ses chances de
gains (i.e., Vp € [0;1],0(p) > p). Quant a l'aversion forte pour le risque, elle se traduit
dans le modéle RDU, par une fonction de déformation ¢ convexe (Chew et al., 1987). De
fagon similaire, un décideur est fortement attiré par le risque dés lors qu’il est doté d’une

fonction de déformation des probabilités concave.

Dans la pratique, on utilise certaines formes remarquables pour la fonction ¢. La plus
simple, selon Quiggin (1993), est de la forme : Vp € [0; 1], p(p) = p* avec A € R}. Notons
que le cas particulier du modéle EU se retrouve en fixant A & 1, et plus A\ est proche
de 0, plus le décideur est fortement attiré par le risque, et plus A devient grand, plus le
décideur affirme une aversion forte pour le risque.

Cependant la pratique a montré qu’il était difficile de modéliser 'attitude d’un déci-
deur vis-a-vis du risque avec une fonction ¢ de cette forme. De nombreuses expériences
ont mis en évidence que la plupart des décideurs sont dotés d’une fonction ¢ en S-inversé
(i.e., possédant un partie concave sur les faibles probabilités, puis une partie convexe sur
les fortes probabilités). Cette forme de fonction surévalue les probabilités des meilleures

conséquences (ce que l'on appelle Ueffet de potentiel, potential effect) et sous-évalue les
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probabilités des mauvaises conséquences (ce que l'on appelle Ueffet de certitude, certainty
effect). Plusieurs équations de fonctions en S-inversé ont été proposées dans la littérature,

la plus simple étant celle proposée par Karmarkar (1979) de la forme suivante :

Vp € [0; 1], 0(p) =

ou A €]0;1].

Notons qu’une fois de plus, le cas particulier du modéle EU se retrouve alors avec
A =1, et plus X est proche de 0, plus les effets de certitude et de potentiel du décideur
s’'intensifient. Cette forme impose une symétrie a la fonction ¢ et de nombreuses autres
formes de fonctions en S-inversé ont été proposées pour briser cette symétrie. En effet il
semblerait que l'effet de certitude soit généralement moins développé que l'effet de po-
tentiel chez la plupart des décideurs. Nous ne nous étalerons pas sur ces diverses formes
proposées et redirigeons le lecteur soucieux d’approfondir sa connaissance sur le sujet
vers le livre de Quiggin (1993). Nous récapitulons dans la figure 1.6 les notions que nous

avons briévement exposées ici.

En ce qui concerne les autres modéles a transformation des probabilités, ils sont
apparus dans la littérature aprés le modéle RDU. Le modéle d’Allais est identique
au modéle RDU. La théorie duale est un cas particulier du modéle RDU pour lequel
Va € R,u(x) = z. Par contre le modéle CPT présente un réel intérét, puisqu’il généra-
lise le modéle RDU dans les situations de gains et de pertes en méme temps. En effet,
si le modéle RDU se révéle trés performant lorsqu’il faut décrire des préférences dans
des situations de gains exclusivement ou des situations de pertes exclusivement, il est
mis & mal dans les situations ou l’on envisage de mélanger des mauvaises conséquences
(conséquences négatives) avec des bonnes conséquences (conséquences positives). Le mo-
déle CPT propose alors de généraliser le modéle RDU en introduisant une fonction de
déformation des probabilités pour les bonnes conséquences et une seconde fonction de
déformation des probabilités pour les mauvaises conséquences. Il introduit également, de
maniére identique, une fonction d’utilité pour les bonnes conséquences et une seconde
fonction d’utilité pour les mauvaises conséquences. Bien que le modéle CPT soit une
généralisation du modéle RDU, nous faisons ici le choix d’adopter le modéle RDU. Dans
le but de simplifier les descriptions des mécanismes algorithmiques que nous verrons par
la suite (pour lesquels la généralisation au modéle CPT reste possible). Par conséquent,
nous nous placerons, par la suite, dans des situations de gains uniquement (i.e., dans

lesquelles les utilités des conséquences seront toutes positives).
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FIGURE 1.6 — Différentes formes remarquables de la fonction de déformation des proba-
bilités dans le modéle RDU.

Représentation graphique du modéle RDU

Nous achevons cette bréve présentation du modéle RDU sur une représentation gra-
phique trés didactique proposée par Gayant (2001). Dans la figure 1.7, le quadrant nord-
ouest représente la fonction ¢ (1’axe des abscisses, représentant les probabilités non défor-
mées, est vertical et croit vers le nord, et I’axe des ordonnées, représentant les probabilités
déformées, est horizontal et croit vers 'ouest). Le quadrant nord-est représente une fonc-
tion décumulative G. Le quadrant sud-est représente la fonction u (’axe des abscisses,
représentant les conséquences non déformées, est horizontal et croit vers l'est, et I'axe

des ordonnées, représentant les conséquences déformées, est vertical et croit vers le sud).
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FIGURE 1.7 — Représentation graphique du modéle RDU (Gayant, 2001). La valeur de
lespérance de gain E(L) de la loterie L est égale a la surface hachurée dans le quadrant
du nord-est et la valeur RDU(L) est égale a la surface hachurée dans le quadrant du
sud-ouest.

La surface délimitée par la fonction décumulative G dans le quadrant nord-est est
égale a l'espérance de gain E(L) de la loterie L. Dans le quadrant sud-ouest, la va-
leur RDU(L) apparait aprés avoir déformé la surface du quadrant nord-est par les
fonctions ¢ et u (ces derniéres agissant comme des lentilles déformantes). En effet, si
L = (x1,p1;x2,p2; T3, p3) avec x1 < xo < x3, l'aire de la surface hachurée du quadrant
nord-ouest est égale & (p1 4+ p2+p3)x1 + (p2 +p3)xre+ (p3)xs = E(L) et 'aire de la surface
hachurée du quadrant sud-ouest est égale & @(p1 + p2 + p3)u(z1) + @(p2 + p3)u(zs) +
#(ps)u(zs) = RDU(L).

La complémentarité des fonctions ¢ et u apparait trés nettement dans cette repré-
sentation graphique et il semble alors difficilement envisageable de se passer de ¢ lorsque

I’on désire décrire, de maniére fidéle, des préférences dans le risque.
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1.2 Décision dans ’incertain non risqué

Dans la pratique, il existe de nombreux problémes pour lesquels on ne posséde pas
les distributions de probabilité objectives sur les états de la nature. C’est précisément le
cadre de la décision dans l'incertain non risqué.

Pour raisonner dans ce cadre, on peut distinguer deux maniéres d’appréhender le
probléme. La premiére laisse le soin au décideur d’établir lui-méme les distributions de
probabilité de maniére subjective. La seconde propose de raisonner, a ’aide de divers
critéres de décision adaptés, en exploitant la nature des données que ’on posséde sur
la vraisemblance des événements. La seconde méthode a le mérite de fonctionner dans
tous les cas, en effet, il est souvent difficile pour un décideur d’avoir un avis sur la
vraisemblance des états de la nature. Du point de vue de l'informatique, la premiére
option a le mérite de se placer dans un cadre identique au cadre risqué, ce qui permet de
réutiliser les algorithmes fonctionnant dans le risque dans le cas de 'incertain non risqué.

Dans la suite, nous présentons, sans trop nous étendre, cette premiére option. Aprés
cela, nous détaillerons comment, selon la modélisation de l'incertitude, il est possible de

se passer des probabilités subjectives.

1.2.1 Modéles a probabilités subjectives

Au début des années 1930, Ramsey et de Finetti suggérent qu’en cas d’absence de
distribution de probabilité objective, les décideurs établissent eux-méme ces probabilités
de maniére subjective. Ces probabilités subjectives sont bien siire positives, additives et
I’événement certain doit posséder une probabilité égale a 1. Le modéle le plus simple est
le modeéle de 'espérance subjective (Subjective Expected, SE) (de Finetti, 1937). Dans
ce modéle, les agents établissent une distribution ) de probabilité subjective sur les
états de la nature et procédent a un calcul d’espérance de gain pour évaluer la loterie
L = (z1,e1;...;Tn,6p) (le, V=SE):

n

SE(L) =) Q(e;) x x;
i=1
A Tinstar de 'espérance de gain dans le cas du risque, ce modéle tombe sous le coup
du paradoxe de Saint-Pétersbourg. Pour pallier cela, suite & la proposition du modéle
EU par von Neuman et Morgenstern (1947), Savage (1954) propose la généralisation du
modéle SE en assignant une fonction d’utilité v au décideur et postule que les décideurs

évaluent une loterie comme suit (i.e., V= SEU) :

SEU(L) = Z Q(ei) x u(w;)
i—1
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Ce modele est connu sous le nom de Uespérance subjective d’utilité (Subjective Expected
Utility, SEU). De fagon semblable au modéle EU dans le risque, ce modéle repose sur
un axiome qui impose un traitement linéaire des probabilités : le principe de la chose
stire, qui est le pendant de I'axiome d’indépendance dans le cadre de l'incertain. Malgré
I’attrait sur le plan normatif du modéle SEU, le psychologue Daniel Ellsberg publie les
résultats d’une expérience qui met en évidence 'incapacité du modéle SEU & modéliser
les comportements dans 'incertain. Nous présentons cette expérience, bien connue sous

le nom du paradoze d’Ellsberg (Ellsberg, 1961), dans l’exemple 6.

Exemple 6 On place dans une urne opaque 30 boules bleues et 60 boules vertes ou rouges
dans des proportions inconnues. Le nombre de boules vertes est donc inconnu de méme
que le nombre de boules rouges. On tire au hasard une boule dans cette urne (on suppose
évidemment que chaque boule ici a autant de chance d’étre tirée). On propose, dans un
premier temps, de choisir entre deux jeuz :

— Jeu 1 (J1) : Sila boule tirée est de couleur bleue, alors vous gagnez 100 Euros.

— Jeu 2 (J2) : Sila boule tirée est de couleur verte, alors vous gagnez 100 Euros.
Ce qui correspond a choisir entre les deux loteries suivantes :

bleue_~ 100

verte™ 0 100
Dans un second temps, on propose au joueur de choisir entre deux autres jeux :
— Jeu 8 (J3) : Sila boule tirée est de couleur bleue ou rouge, alors vous gagnez 100
FEuros.
— Jeu 4 (Jy) : Sila boule tirée est de couleur verte ou rouge, alors vous gagnez 100
Euros.

Ce qui correspond a choisir entre les deux loteries suivantes :

bleue ~ 100 0
100 100
verte ™ ( 100

Les résultats de 'expérience d’Ellsberg ont montré que la majorité des personnes qui se
sont pliées a cette expérience ont préféré le jeu 1 au jeu 2 et ont préfére le jeu 4 au jeu
3. Ces préférences sont en contradiction avec les prescriptions du modéle SEU. En effet,
st on note eg l'événement « la boule tirée est bleue », ey l’événement « la boule tirée
est verte » et er l'événement « la boule tirée est rouge », Q la distribution de probabilité

subjective établie par le décideur, alors les préférences du décideur pour le premier choix
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se traduisent comme suit :

J1>=Jy < SEU(J1) > SEU(J?)
< Qey Uer)u(0) + Q(er)u(100) > Q(ep Uer)u(0) + Q(ey)u(100)
& Qep) > Qley)
car la fonction u est unique & une transformation affine prés (i.e., on peut donc sup-

poser u(0) = 0 sans perte de généralité). De la méme maniére les préférences du décideur

pour le second choix se traduisent comme suit :

Ji=Js & SEU(JL) > SEU(Js)
< Qep)u(0) + Q(ey Uer)u(100) > Q(ey)u(0) + Q(ep U er)u(100)
< QevUer) > Q(epUer)
& Qev) +Q(er) > Q(en) + Q(er)
< Qlev) > Q(en)

car la distribution de probabilité Q est additive (i.e., Q(ep Uegr) = Q(er) + Q(er) et
Qlev Uer) = Q(ev) + Q(er))-
Les deux inégalités obtenues sont contradictoires, ce qui rend non modélisables par le

modele SEU les préférences de la majorité des personnes soumises & cette erpérience.

Le renversement des préférences, dans le paradoxe d’Ellsberg, s’explique simplement.
Dans les deux choix, on propose au décideur de choisir entre un jeu ou les probabilités
sont parfaitement définies et un jeu ol I’on ne connait pas la probabilité de maniére
certaine.

En effet, le jeu 1 propose de gagner avec une probabilité de 1/3 la somme de 100 Euros
tandis que le jeu 2 propose de gagner 100 Euros avec une probabilité imprécise comprise
entre 0 et 2/3. De méme le jeu 3 propose de gagner 100 Euros avec une probabilité
imprécise comprise entre 1/3 et 1 tandis que le jeu 4 propose de gagner 100 Euros avec
la probabilité de 2/3.

Ainsi expérience met en avant le fait que les décideurs préférent les situations ou
les probabilités sont parfaitement définies aux situations ot les probabilités sont mal

connues. Ce trait comportemental est nommé 1’aversion a [’ambiguité.

Afin de résoudre ce paradoxe, il est nécessaire d’établir un modéle qui puisse vérifier
en méme temps la propriété Q(ep) > Q(ey) et la propriété Q(epUer) < Q(ey Ueg). Ces
deux propriétés sont contradictoires uniquement si 'on impose la propriété d’additivité
sur le traitement des probabilités subjectives.

La problématique rencontrée ici est trés similaire & la problématique rencontrée dans
le cadre du risque. Une adaptation du modéle EU & la maniére de Handa appliquée au

modele SEU (i.e., faire usage d’une fonction déformant les probabilités subjectives) se
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heurterait au méme probléme rencontré dans le cadre du risque : la violation du respect
de la dominance stochastique au premier ordre.

La parade se révéle étre trés proche de celle trouvée dans le cas du risque. Il ne faut
pas établir les probabilités subjectives en les définissant uniquement sur les événements
simples mais les définir également sur les unions des événements simples. C’est ce que
propose de faire le modeéle de I'espérance d’utilité a la Choquet (Choquet Expected Utility,
CEU) proposé par Schmeidler (1989) (premiére version (Schmeidler, 1982)).

Avant de présenter ce modéle, nous allons définir la notion de capacité de Choquet.
Une capacité de Choquet est une fonction de l'ensemble v : £(2) — [0;1] ou £(Q) est
I'ensemble des sous-ensembles de € (ou encore l’ensemble des événements de ). La
fonction v doit respecter les propriétés suivantes :

— la croissance : V(A, B) € £(Q)?, A C B = v(A) < v(B),

— les conditions aux bornes : v(f)) =0 et v(2) = 1.

Ces axiomes s’interprétent de maniére trés simple : la croissance correspond au fait que
le degré de confiance accordé & un événement e ne peut étre plus élevé que le degré
de confiance accordé a un événement incluant I’événement e (qui est donc forcément
plus vraisemblable), et les conditions aux bornes permettent d’assurer que le degré de
confiance que I'on accorde & I’événement nul est minimal et que le degré de confiance que
I’on accorde & I’événement certain est maximal.

Remarquons que si 'on ajoute & ces précédents axiomes, I’axiome d’additivité :
V(A,B) € E(Q)* ANB=0=v(AUB) =v(A) +v(B)

alors la capacité de Choquet v est bien une distribution de probabilité.
A partir d’une capacité de Choquet v on peut définir sa capacité complémentaire v°

comme suit :

VA € £(Q),v°(A) = 1 — v(A°)

ol A€ est événement complémentaire a A (i.e., AUA® = Q et AN A° = ()). Remarquons
que si VA € £(Q),v°(A) = v(A) alors la capacité de Choquet v est une distribution de
probabilité.

Une capacité de Choquet est dite convere ou encore super-additive si elle vérifie la

propriété de 2-monotonie? :

Y(A,B) € £(Q)%v(AU B) 4+ v(AN B) > v(A) + v(B)

2. On peut définir de maniére plus générale une notion de n-monotonie de la maniére suivante : une
capacité v est n-monotone, avec n > 1 et n € N, si et seulement si pour toute collection A = {4; €
E(Q):1€eN,0< i< n} dévénements A; on a :

v ( U Ai) > Z(—l)uH'lU ( ﬂ Ai)
A€A ICA A€l

Ainsi, toute capacité de Choquet n-monotone est (n — 1)-monotone pour n > 1 et n € N.
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De la méme maniére on définit une capacité concave ou encore sous-additive en inversant
le sens de l'inégalité. Remarquons qu’une distribution de probabilité est une capacité
concave et convexe & la fois. Ainsi, les capacités super-additives modélisent 'idée de
certitude (car v(A) + v(A°) < 1) et les capacités sous-additives modélisent I'idée de
plausibilité (car v(A) + v(A€) > 1).

Enfin, on définit ce que l'on appelle le ceur d’une capacité v ou encore son noyau

noté core(v) de la maniére suivante :
core(v) ={P € Pq : VA € £(Q),v(A) < P(A)v(A°)}

ou Pq est 'ensemble des distributions de probabilités définies sur Q. L’ensemble core(v)
est donc ’ensemble des distributions de probabilités qui dominent sur tous les événements

la capacité v.

Le modéle de l'espérance d’utilité a la Choquet propose alors d’évaluer une loterie

L = (z1,e1;...;Tp, en) telle que 21 < ... < 2, comme suit (i.e. V =CEU) :

n n
CEU(L) = u(x1) + Y v | [Jes | [ul@:) — ulzi1)]
=2 j=i
ol u est une fonction d’utilité et v une capacité de Choquet. Notons que, si v est additive
(i.e., une distribution de probabilité), on retrouve alors le cas particulier du modéle SEU.
Cette forme fonctionnelle est quasiment la méme que la forme fonctionnelle de RDU.
En effet, si @) est une distribution de probabilité subjective sur les événements simples,

alors il suffit de choisir chacune des capacités de Choquet de la maniére suivante :

n

n

V1<i<n,v Uej = ZQ(ej)
j=i j=i

ou ¢ est une fonction de déformation des probabilités.

En réalité, Waker (1990) a démontré que, sous I'hypotheése du respect de la dominance
stochastique, le modéle CEU et RDU sont équivalents dans le cadre du risque. Ce qui
fait du modéle CEU la généralisation du modéle RDU pour le cas de I'incertain (risqué
et non risqué).

Bien entendu, le modéle CEU permet de résoudre le paradoxe d’Ellsberg en imposant
aux capacités de Choquet, représentatives des préférences du décideur, de respecter :

v(ey Uer) > v(egUer) > v(er) > v(ey).

Ainsi, dés lors que I'on s’autorise & attribuer des probabilités subjectives aux événe-
ments incertains il est possible de se retrouver dans un cadre quasiment identique au cas

du risque.
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Décision dans le risque Décision dans I’incertain

Espérance de gain, F Espérance subjective, SE
(de Finetti, 1937)

Espérance d’utilité, EU Espérance subjective d’utilité, SEU
(von Neuman et Morgenstern, 1947) (Savage, 1954)

Espérance d’utilité dépendant du rang, RDU Espérance d’utilité a la Choquet, CEU
(Quiggin, 1982) (Schmeidler, 1989)

TABLE 1.4 — Modéles de décision dans l'incertain et le risque

Dans le tableau 1.4, nous récapitulons les modéles cités précédemment dans cette
section et les mettons en paralléle avec leurs homologues du risque. Cependant il n’est
pas toujours possible de pouvoir établir des distributions de probabilités subjectives.
D’une part parce qu’il n’est pas toujours facile (parfois méme impossible) d’estimer la
vraisemblance d’un événement, d’autre part, parce que le nombre d’événements & estimer
est généralement trés grand dans les problémes que 'on est susceptible de rencontrer en
informatique. De plus, I’établissement de données subjectives sur un probléme rajoute
de l'information subjective non présente initialement, et dans certains cas, on aimerait
pouvoir raisonner uniquement avec les informations objectives du probléme.

Dans les sections qui suivent nous allons justement voir comment se passer des pro-

babilités subjectives selon la modélisation de 'incertitude envisagée.

1.2.2 Décision dans l’incertain total

Dans cette partie, nous nous placons dans le cas ou le décideur ne posséde aucune
information sur la vraisemblance d’un événement.

A titre d’exemple, considérons la situation d’incertitude totale représentée par le
tableau a gauche de la figure 1.8 page 38 : on a mis dans une urne opaque des boules
rouges, des boules vertes et des boules bleues dans des proportions inconnues.

On note e 'événement « une boule rouge a été tirée », eo I’événement « une boule
verte a été tirée » et eg ’événement « une boule bleue a été tirée ». Le décideur doit alors
choisir entre trois jeux, (décision d; s’il choisit le premier, dy s'il choisit le second et d3
sl choisit le troisiéme) et une boule est ensuite tirée aléatoirement dans 'urne. Selon le
jeu choisi et la couleur de la boule tirée, le décideur gagne alors une certaine somme.

L’ensemble des événements possibles E = {ej,e9,e3} sont notées verticalement et
I'ensemble des décisions D = {dj,ds, ds} sont notés horizontalement. Le nombre a l'in-
tersection de la ligne d; et de la colonne e; est 'utilité u(d;, e;) de la récompense regue s’il
choisit le jeu i et que 'événement e; se réalise. Les loteries correspondantes aux différentes

décisions d; ont été représentées dans la partie droite de la figure 1.8 page 38.
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e o1 e 5 e 1

d |11 0 5 e e e
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ds | 1 4 10
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35 39 3 10

FIGURE 1.8 — Exemple de situation, sous incertitude totale, accompagné de la représen-
tation des loteries correspondantes aux différentes décisions. Sur les loteries, ce sont les
utilités qui ont été indiquées & la place des conséquences afin de respecter les valeurs du
tableau.

Dans ce probléme le décideur n’a donc aucune information sur la vraisemblance des
événements e, eg et es, et doit tout de méme choisir un jeu en dépit de son ignorance
sur les vraisemblances. Nous allons présenter divers modéles de décision qui permettent

justement de raisonner dans ce cadre précis.

I'~-Maximax et I'-Maximin

Parmi tous les critéres proposés dans la littérature économique, I'-Maximax et I'-
Maximin (appelé aussi critére de Wald) sont stirement les plus « simples » que I’on puisse
rencontrer.

Le critére I'-Maximax se propose de prendre la décision qui offre la meilleure consé-
quence. Plus formellement, on évalue une loterie L = (x1,e1;...; 2y, €,) de la maniére

suivante (V =Ty4z) -

ez (L) = max u(x;)

En guise d’exemple, plagons-nous dans la situation du probléme de la figure 1.8. Un
décideur ayant des préférences qui suivent le critére I'-Maximax préfére la décision dy
(Tynae(dr) = 11) ala décision ds (I (ds) = 10), qui est elle-méme préférée a la décision
dy (T'maz(d2) =9).

Ainsi, le critére I'-Maximax caractérise un décideur fortement optimiste. En effet, un
décideur ayant des préférences qui suivent le critére I'-Maximax ne tient compte que de
la meilleure conséquence de chaque loterie pour effectuer ses choix. Ce critére, peu discri-
minant dans de nombreux cas, est trés largement critiqué dans la littérature économique.
En effet, la plupart des décideurs possédent des préférences qui ne peuvent se décrire avec
I'"Maximax, comme le montre ’exemple qui suit. Considérons le probléme de décision

sous incertitude totale représenté ci-dessous :
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€1 €2 €1 0 €1 9999
dy 0 10000 @ @
do | 9999 9999 €9 10000 €2 9999

Dans cette situation, la plupart des décideurs préférent la décision do & di alors que le
critére I'-Maximax impose de préférer la décision d; a la décision ds. Ces préférences sont

donc incompatibles avec le critére I'-Maximax.

De maniére symétrique, le critére I'-Maximin se propose de prendre la décision qui
maximise la pire conséquence possible. Plus formellement, on évalue une loterie L =

(1,€1;...; T, €y) de la maniére suivante (V = Ty -
Crnin(L) = Inllnu(xz)

A titre d’exemple, replagons nous dans le probléme de la figure 1.8 page 38. Un décideur
ayant des préférences qui suivent le critére I'-Maximin, préfére la décision da (I'yin (d2) =
2) ala décision ds (T'ypin(ds) = 1), qui est elle-méme préférée a la décision dy (Tpnip(di) =
0).

Ainsi, le critére I'-Maximin caractérise un décideur fortement pessimiste. En effet, un
décideur ayant des préférences qui suivent le critére I'-Maximin ne tient compte que de la
pire conséquence de chaque loterie pour effectuer ses choix. Encore une fois, ce critére se
révéle étre peu discriminant dans de nombreux cas, et la plupart des décideurs possédent
des préférences qui ne peuvent se décrire avec I'-Maximin, comme le montre ’exemple

de probléme de décision sous incertitude totale suivant :

€1 €2 €1 0 €1 1
s o @
d2 1 1 €2 T €9 1

Dans cette situation, la plupart des décideurs préférent la décision dy a do dés lors que «
devient trés grand, alors que le critére ['-Maximin impose de préférer la décision dy a la

décision dj. Ces préférences sont donc incompatibles avec le critére I'-Maximin.

Minimax-Regret

Dans l'optique d’améliorer le critére I'-Maximin, Savage (1951) fait ’hypothése que
les préférences d’un décideur reposent sur une notion de « regret ». Dans ce modéle,
on calcule une matrice des regrets a partir de la matrice des conséquences. Le regret

s’obtient, pour chaque utilité u(d;,e;), en effectuant la différence entre l'utilité de la
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meilleure conséquence pour I'événement e; et 1'utilité de la conséquence u(d;,e;). Plus

formellement, on calcule les coefficients de la matrice de regrets comme suit :
rij = m}gxu(dk, ej) — u(d;, e;)
puis on évalue le regret » maximal d’une décision d; avec la formule :
r(d;) = maxr;
J

Savage postule alors qu'un décideur, entre deux décisions d; et do, préférera toujours
celle dont le regret maximal est minimal (i.e., dj > do < r(dy) < r(dz)).
En guise d’exemple, plagons nous dans le probléme de décision sous incertitude totale

de la figure 1.8 page 38. La matrice des regrets est alors la suivante :

~—

rij | er ez ez | r(d;
dy
do
d3 |10 5 0 10

o ©

Dans la derniére colonne, nous avons indiqué les regrets maximaux associés aux différentes
décisions. Ainsi, un décideur ayant des préférences qui suivent le critére du Minimax-
Regret préfére la décision dy (de regret maximal 8) a la décision d; (de regret maximal

9), qui est elle-méme préférée a la décision ds (de regret maximal 10).

Ce modéle améliore le modéle I'-Maximin dans le sens ou il permet maintenant de
contourner la critique faite & ’encontre du critére I'-Maximin, tout en conservant son
caractére pessimiste (le décideur ne prend en compte que le pire regret de chaque déci-
sion pour établir ses préférences). En effet, si on considére maintenant le probléme de

décision sous incertitude totale suivant et sa matrice de regret (pour « > 1 et trés grand) :

er € Tij | el ez | r(di)
dl 0 X dl 1 0 1
d2 1 1 d2 0 z—1|z—-1

alors le décideur préfére maintenant dy & ds contrairement aux préférences prédites par

I'~-Maximin.

Néanmoins, trés rapidement, de nombreuses lacunes ont été pointées par Chernoff
(1954) qui anéantissent tout espoir de construire des préférences solides (i.e., des pré-
férences indépendantes du probléme dans lequel on se trouve) a partir du critére du

Minimax-Regret.
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La premiére critique émise concerne la notion de regret qui est mal définie. En effet,
rien ne laisse a supposer que le regret de passer d’un état offrant une utilité de 5 & un état
offrant une utilité de 3 soit équivalent au regret de passer d’un état offrant une utilité de
30 & un état offrant une utilité de 28.

Outre la naiveté de cette notion de regret, Chernoff fait remarquer que toutes les
critiques que I'on pouvait faire au critére I'-Maximin peuvent étre facilement transposées
au critére du Minimax-Regret en s’appliquant & la matrice des regrets.

Enfin, il émet une derniére critique bien plus problématique, portant sur I’ambiguité
des préférences du décideur sur les différentes décisions. Illustrons cette critique a 1’aide
de 'exemple suivant : considérons le probléme de décision sous incertitude totale de la
figure 1.8 page 38. Comme vu précédemment, sous le critére du Minimax-Regret, les pré-
férences du décideur sont : do = di > d3. Ainsi, la décision dy est préférée a la décision ds.
Observons maintenant comment évoluent ces préférences lorsque 1’on retire du probléme

la décision d;. La matrice des regrets est alors la suivante :

rij | e1 ez ez | r(d)

Ainsi, aprés avoir retiré la décision d; du probléme, le décideur préfére alors la décision
d3 & la décision ds. L’optimalité de la décision dy dans le probléme initial est alors remise
en cause lorsque 1’on retire la décision d; : on dit que le critére n’est pas indépendant vis-
a-vis d’une tierce alternative. Cette instabilité, rendant ambigué la décision optimale, est
un phénomeéne non souhaitable lorsque ’on cherche & décrire les préférences d’un décideur
et cela aussi bien en économie que dans les problémes rencontrés en informatique.
Notons qu’il est tout & fait possible d’envisager le critére du Maximax-Regret (amé-
liorant le critére I'-Maximax) qui serait le pendant du critére du Minimax-Regret, mais
en s’appuyant sur le caractére optimiste du décideur. Bien entendu, les critiques émises a
I’encontre du critére du Minimax-Regret resteraient valables pour le critére du Maximax-

Regret.

Critére de Laplace

Le critére de Laplace, aussi appelé critére de la raison insuffisante, postule qu’en
cas d’incertitude totale sur les événements, il faut supposer a priori I’équiprobabilité des

événements.
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Plus formellement, on évalue une loterie L = (x1,e€1;...;x,,€,) avec le critére de
Laplace de la maniére suivante (i.e., V' = Lap) :

Lap(L) = > i u(zi)
n
Notons que ce critére est un cas particulier du modéle SEU pour lequel on aurait choisi
une distribution de probabilité subjective qui associe une probabilité identique a chaque
conséquence. En guise d’illustration, dans le probléme de décision sous incertitude totale
de la figure 1.8 page 38, un décideur ayant des préférences qui suivent le critére de Laplace
est indifférent entre la décision dy (Lap(di) = 16/3) et la décision ds (Lap(ds) = 16/3)
mais il préfére dy et do a la décision d3 (Lap(ds) = 5).

Ce critére se heurte cependant a la difficulté de I’élicitation des états de la nature
possibles, et au fait qu’une modélisation différente d’un méme probléme peut renverser
totalement les préférences de l'individu.

Imaginons le jeu suivant : dans une urne opaque sont placées des boules rouges,
vertes ou bleues dans des proportions inconnues. Soit e; I’événement « la boule tirée est
rouge » et eo I’événement « la boule tirée n’est pas rouge ». On propose alors au décideur

de choisir entre deux loteries :

€1 €2 €1 10 €1 6
AEEC ®
dy | 6 8 €2 5 €2 8

Selon le critére de Laplace le décideur préfére alors la loterie d; (Lap(d;) = 7.5) a la
loterie da (Lap(da) = 7).

Maintenant, remplagons ’événement e par les deux événements suivants :

— eg3 : «la boule tirée est verte »

— ey4 : «la boule tirée est bleue »

Le décideur se retrouve alors dans la situation de choix suivante :

€1 €3 €4
dp |10 5 5
d| 6 8 8

Cette fois le décideur préfére la loterie do (Lap(ds) = 22/3) a la loterie dy (Lap(dy) =
20/3).

Ainsi, le méme probléme présenté différemment peut totalement changer les préfé-

rences du décideur avec le critére de Laplace. Ce phénoméne n’est pas désiré lorsque 'on
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cherche & décrire les préférences d’un décideur : la représentation du probléme ne doit pas

influencer les préférences si on veut se prémunir de toute manipulation sur le décideur.

Critére de Hurwicz

Puisque I'-Maximax et ['-Maximin sont des critéres caractérisant des comportements
pessimistes ou optimistes trop extrémes, Hurwicz (1951) propose de les généraliser en
réalisant une somme pondérée entre la meilleure conséquence et la pire conséquence.

Formellement, une loterie L = (21, €1;...; Ty, €,) s'évalue comme suit (i.e., V = Hz) :
Hz(L) = aminu(z;) + (1 — o) max u(x;)
(2 (2

ol « est un réel compris entre 0 et 1 permettant de mesurer le degré de pessimisme du
décideur (i.e., plus « est proche de 1, plus le décideur tient compte de la pire conséquence,
et plus « est proche de 0, plus le décideur tient compte de la meilleure conséquence).
Notons que le cas o = 0 correspond au cas particulier du critére I'-Maximax et que le
cas a = 1 correspond au cas particulier du critére I'-Maximin.

En guise d’illustration, considérons le probléme de décision sous incertitude totale de
la figure 1.8 page 38. Un décideur ayant des préférences qui suivent le critére de Hurwicz
(fixons arbitrairement « & 0.3) préfére la décision dy (Hz(dy) = 7.7) a la décision ds
(Hz(d3) = 7.3), qui est elle-méme préférée a la décision dy (Hz(d2) = 6.9).

Ce modeéle est souvent critiqué du fait qu’il ne prend pas en compte les conséquences

non-extrémes : considérons le probléme de décision sous incertitude totale suivant :

€1 €92 €3 €; €100
|0 1 1 ... 1 .. 1
(1 0 0 .. 0 .. O

Un décideur ayant des préférences qui suivent le critére de Hurwicz est indifférent entre
la décision dy et la décision dy quelle que soit la valeur de «, alors qu’on a tendance &
vouloir préférer strictement la décision dy & la décision d;. Mais la décision dy est-elle
vraiment meilleure que la décision dp ?

En situation d’incertitude totale, puisque nous ne possédons aucune information sur
la vraisemblance d'un événement, le probléme précédent est équivalent au probléme sui-

vant :
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Il est alors difficilement concevable de ne pas étre indifférent entre prendre la décision

dy et prendre la décision ds.

Concernant le choix de la valeur du paramétre « définissant le degré de pessimisme
d’un décideur, la méthode classique consiste a déterminer la valeur de = pour laquelle
le décideur est indifférent entre prendre la décision d; et prendre la décision dy dans le

probléme suivant :

€1 €2

dy
do | ¢ «x

Dés lors que la valeur de x a été fixée, il suffit alors de prendre o = 1 — z. L’estimation

du paramétre o pour un décideur donné se fait donc aisément.

Il existe d’autres critéres de décision en cas d’incertitude totale : nous nous sommes
cantonnés ici aux plus cités dans la littérature.

Parmi ceux que nous n’avons pas présenté ici, nous pouvons citer le critére moyenne-
variabilité (Jokung-Nguena, 1998) qui impose la condition supplémentaire, au critére de
Laplace, que I’écart entre les conséquences extrémes soit minimal. C’est-a-dire qu’une
décision dy est préférée a une décision dy si et seulement si elle est préférée au sens du
critére de Laplace et que I’écart entre les conséquences extrémes offertes par la décision
dj soit plus petit que I'écart entre les conséquences extrémes de la décision ds. Ce critére
est alors incapable de comparer certains couples de loteries et n’est donc pas au méme
titre que les critéres vus précédemment une fonction d’évaluation.

On peut également citer le critére de Starr (1966) qui repose sur une hypotheése
d’équiprobabilité sur I'ensemble des mesures de probabilité que I'on peut définir sur les
conséquences. Ce dernier est sensible, en plus des critiques qui lui sont spécifiques, aux
méme critiques que celles émises a ’encontre du critére de Laplace.

Nous récapitulons dans le tableau 1.5 page 45 les préférences induites pour chaque
critére de décision lorsque 'on se place dans le probléme de décision sous incertitude de
la figure 1.8 page 38. On constate alors I'existence de biais importants selon le choix du
critére de décision (i.e., I'ordre de préférence entre les loteries est fortement dépendant
du critére de décision adopté).

Notons au passage que les critéres I'-Maximax et I'-Maximin nécessitent une informa-
tion plus aisément élicitable que les autres critéres. En effet, une information de nature
ordinale suffit pour ces deux derniers, tandis que les autres critéres ont besoin d’une
mesure cardinale de 'utilité. Cependant, nous nous intéresserons ici uniquement & des

problémes dont les conséquences peuvent étre représentées par des mesures cardinales.



1. Décision dans ’incertain 45

Critéres Préférences

I'-Maximax di > d3 > da
I'~-Maximin dy = d3 = dy
Maximin-Regret dy = dy + d3
Critere de Laplace dy = dg = ds

Critére d’Hurwicz (o = 0.3) d; > dg > d2

TABLE 1.5 — Critéres de décision pour le raisonnement sous incertitude totale, et préfé-
rences induites pour le probléme de décision de la figure 1.8.

Bien que le critére de Hurwicz semble étre un bon candidat pour la description des
préférences en situation d’incertitude totale (de par sa simplicité et sa capacité a s’adap-
ter aux préférences du décideur par I'utilisation du paramétre «), nous allons appuyer
cette conviction par des résultats axiomatiques bien connus en économie. Pour cela nous
présentons ici un ensemble d’axiomes jugés souhaitables pour décrire des préférences
en situation d’incertitude totale. Cette axiomatique, initialement proposée par Milnor
(1954), a été reformulée par Luce et Raiffa (1957) a la suite de Chernoff (1954). Nous

avons choisi ici de présenter ’axiomatique reformulée par Luce et Raiffa.

Liste des axiomes encadrant les préférences (Luce et Raiffa, 1957)

Axiome 1 : Tout probléme de décision sous incertitude totale posséde au moins une

solution.

Axiome 2 : L’ensemble des meilleurs choixz d’un probleme de décision sous incertitude

totale est indifférent o toute transformation affine de la fonction d’utilité.

Axiome 3 : L’ensemble des meilleurs choix d’un probleme de décision sous incertitude

totale n’est pas sensible a un changement de dénomination des événements.

Axiome 4 : Si dy appartient a ’ensemble des meilleurs choix et dy 7= dyi, alors do

~

appartient a l’ensemble des meilleurs choizx.

Les axiomes 1, 2, 3 et 4 sont des axiomes d’ordre technique. Tous les critéres que nous
avons présentés respectent ces quatre axiomes.
Axiome 5 : L’ensemble des meilleurs choix ne contient pas de décisions d dominées.
C’est & dire qu’il n’existe pas de décision d' vérifiant u(d',e;) > u(d, e;) pour tout i, avec

une inégalité stricte au moins pour une valeur de 7.
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L’axiome 5 permet d’assurer la rationalité du décideur. Elle est le pendant de la do-
minance stochastique du premier ordre dans le cadre du risque. Cette propriété est bien
str fortement désirable. Notons que cet axiome est violé par I'-Maximax, ['-Maximin et le
critére de Hurwicz. En effet, dans le probléme de décision sous incertitude suivant, toutes

les décisions sont optimales au sens de I'-Maximin, I'-Maximax ou du critére de Hurwicz :

€1 €9 €3
d| 0 0
de | O

Pourtant la décision d; est dominée par la décision do. Cependant, il existe toujours une
décision non dominée ayant une valeur optimale au sens de ces critéres. Dans la pra-
tique, on retire de I’ensemble des meilleurs choix les décisions dominées. Dans ’exemple
précédent on aurait alors retiré de ’ensemble des meilleurs choix la décision d;. Ainsi
I’existence d’au moins une solution non dominée dans ’ensemble des meilleurs choix est

une condition suffisante pour justifier le coté rationnel d’un critére de décision.

Axiome 6 : L’ajout au probleme de nouvelles décisions non optimales n’influence pas
l’ensemble des meilleurs choix. En d’autres termes, apres l'ajout d’une nouvelle décision
non-optimale au probléme, une décision anciennement non-optimale ne peut devenir op-

timale et une décision anciennement optimale ne peut devenir non-optimale.

[’axiome 6 permet de s’assurer que le critére est indépendant vis-a-vis d’une tierce al-
ternative. Cela permet de se prémunir des diverses manipulations qui pourraient étre exer-
cées sur un décideur par I’omission ou 'ajout de choix factices. Le critére du Maximax-

Regret n’est pas compatible avec cet axiome comme nous ’avons vu précédemment.

Axiome 7 : L’ajout d’une constante & toutes les utilités des conséquences associées a

un méme état du monde ne modifie pas l’ensemble des meilleurs choix.
Axiome 8 : L’ensemble des meilleurs choix est convexe.

Les axiomes 7 et 8 ne sont pas respectés par le critére de Hurwicz, I'-Maximin (pour
I'axiome 7) et I'-Maximax (pour les axiomes 7 et 8). L’axiome 7 a été I'objet de nombreux
débats dans la littérature dii & son co6té peu intuitif et son statut d’axiome est discutable.
Quant & 'axiome 8, il est violé dans certaines situations. Illustrons I'une d’elles en consi-

dérant le probléeme de décision sous incertitude totale suivant :
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ep e e3
dy | 1 0

da | O 1 0
ds |05 05 0

Dans ce probléme, les décision d; et dg sont appréciées dés lors que 1'on est optimiste (da
a lattraction de la conséquence de valeur 1) et seront donc préférées a la décisions ds bien
qu’elle soit le résultat d’'un mélange convexe (par 0.5) des deux décisions précédentes.
Ainsi, 'axiome 8 fournit une propriété normative qui n’est a priori pas compatible avec

les comportements observés.

Axiome 9 : L’ensemble des meilleurs choix d’un probléme de décision sous incertitude

totale ne dépend pas de la maniére dont les états du monde sont étiquetés.

Axiome 10 : Retrancher a un probleme de décision sous incertitude totale une colonne
répétée (c’est-a- dire un état du monde qui, pour chaque acte, entraine les méme consé-

quences qu’un autre) ne change pas l’ensemble des meilleurs choiz.

Les axiomes 9 et 10 sont des axiomes techniques qui permettent de caractériser la
notion d’incertitude totale : 'axiome 9 permet de faire abstraction du contexte du pro-
bléme et I'axiome 10 impose l'ignorance totale sur la vraisemblance d’un événement, en

considérant comme équivalents ces deux problémes par exemple :

€1 €2 €1 €3 €4 €5
d| 2 1 dq
dy | 8 0 dy | 8 0 0 0

En effet, lorsque 'on se trouve en situation d’incertitude totale, il n’y a aucune raison
de supposer que la réalisation de ’événement eg U e4 U e5 soit plus vraisemblable que la

réalisation de I’événement es.

Luce et Raiffa (1957) indiquent que ces dix axiomes ne sont pas compatibles entre
eux et qu’il est nécessaire d’en retirer au moins un pour créer un ensemble d’axiomes
compatibles. Ils proposent alors de retirer 'axiome 7, dont la validité sur le plan norma-
tif est discutable. Seul le critére I'-Maximin est compatible avec I’ensemble des axiomes
restants (sous ’hypothése que les décisions dominées soient retirées de ’ensemble des
meilleurs choix). Afin de jouir d’un plus grand éventail de comportements décisionnels

envisageables, il est nécessaire de se passer d’au moins un second axiome et de tourner
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le dos & une seconde propriété normative. Puisque l'axiome 8 est violé dans certaines
situations, il semble alors raisonnable de le retirer afin d’accroitre 'efficacité sur le plan
descriptif du critére utilisé. Le critére de Hurwicz (et donc I'-Maximax également) devient
alors compatible avec les axiomes restants. Enfin, Arrow (1953) démontre le théoréme
suivant : si un critére satisfait les axiomes 1, 3, 4, 6, 9 et 10 alors il ne prend en compte que
les conséquences extrémes. Dés lors, le critére de Hurwicz apparait comme un excellent
candidat pour décrire les préférences d’un décideur en situation d’incertitude totale tout
en respectant un ensemble d’axiomes raisonnables qui garantissent de bonnes propriétés

décisionnelles.

1.2.3 Décision dans le risque imprécis

Lorsque plusieurs experts ont des points de vue divergents ou quand certaines données
empiriques sont manquantes, il n’est pas toujours aisé d’établir des probabilités précises
pour chacun des événements. Une maniére naturelle de contourner cette difficulté est
d’utiliser des intervalles de probabilités pour évaluer la vraisemblance des événements en
lieu et place des valeurs scalaires de probabilités. On parle alors de probabilités intervalles.

Au début des années 1990, plusieurs modélisations des probabilités intervalles ont
été proposées (Walley, 1991; Kuznetsov, 1991; Weichselberger, 1999). Nous considérons
ici que la probabilité intervalle K (e) d'un événement élémentaire e C Q est l'intervalle
K(e) = [K(e); K(e)] ot K(e) et K(e) sont les probabilités inférieures et supérieures de
I’événement e, ou plus généralement, sont les estimations minimales et maximales de la
vraisemblance de 'événement e (Smith, 1961; Wiliams, 2007; Walley, 1991).

Soit K une distribution de probabilité intervalle sur les événements élémentaires e
définis sur 'ensemble €2 des états de la nature, on note Pg ’ensemble des distributions

de probabilités compatibles avec K. Plus formellement, on a :
Px ={P €Pq:VeecQ P({e}) € K({e})}

ou Pq est I'ensemble des distributions de probabilités définies sur 2. Une condition né-
cessaire et suffisante pour assurer que Pk ne soit pas vide a été donnée par de Campos
et al. (1994) :

S K(eh) <1< Y K({e})

e€f) eeq)
Ils proposent également une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les valeurs
des intervalles, induits par les probabilités intervalles, soient atteintes par au moins une
distribution de probabilité P € Pk :

vee QO K({eh+ Y K{fH<tetK{e)+ S E{fh=
Fe\{e} Fe\{e}
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Cette condition permet d’assurer que les intervalles décrivant Pg sont de taille minimale
(on dit alors que 'hypothése d’accessibilité est vérifiée). Notons que, a partir d’une dis-
tribution de probabilité intervalle K pour laquelle I’hypothése d’accessibilité n’est pas
vérifiée, il est toujours possible de construire une distribution de probabilité intervalle
K’ caractérisant un ensemble Py = Py de distribution de probabilité et pour laquelle

I’hypothése d’accessibilité est vérifiée. Pour ce faire, il suffit de prendre K’ telle que :

Ve e Q, K'({e}) = inf P({e}) et K’'({e}) = sup P({e})
PePk PEPk
Par la suite nous considérerons toujours que la distribution de probabilité intervalle
K définit un ensemble Pg non vide et qu’elle vérifie 'hypothése d’accessibilité. II est
également possible de déterminer les intervalles sur les événements non élémentaires &

partir de Pg de la maniére suivante :

VACQ,K(A)=[ inf P(A); sup P(A)]
PePk PePk
Sous de telles conditions, de Campos et al. (1994) ont montré que la probabilité
inférieure K définie par {K(A) : VA C Q} d’une distribution de probabilité intervalle K,

est une capacité de Choquet convexe (i.e., 2-monotone).

Dans une situation de risque imprécis, le décideur est amené a réaliser des choix entre
des loteries dont la vraisemblance des événements est représentée par une distribution
de probabilité intervalle. Nous noterons EUp (L) 'espérance d’utilité, de la loterie L =
(x1,K(e1);...;xn, K(ey)), pour la distribution de probabilité P € Pg.

En guise d’exemple, considérons le probléme de décision dans le risque imprécis in-
duit par le choix entre la loterie L1 = (40, K(e1); 12, K(e2);3, K(e3)) et la loterie Ly =
(4, K(e1);23,K(e2);15, K (e3)) avec K(e1) = [0.1;0.4], K(e2) = [0.3;0.5] et K(e3) =
[0.2;0.4]. Ces loteries sont représentées dans la figure 1.9 page 50. Le tableau & droite de
la figure résume les données du probléme de décision. On constate bien que les probabilités
intervalles indiquées admettent au moins une distribution P de probabilité compatible,
par exemple : P(e;) = 0.4 € K(e1), P(e2) = 0.3 € K(e2) et P(eg) = 0.3 € K(e3). Sous
I’hypothése que Vo € R, u(x) = z, on a alors :

— FEUp(L1) = 40P(e1) + 12P(e2) + 3P(e3) =40 x 0.4+ 12 x 0.3 4+ 3 x 0.3 =20.5

— EUp(Lg) = 4P(e1) +23P(e2) + 15P(e3) =4 x 0.4+ 23 x 0.3+ 15 x 0.3 =13

Notons que si l'on assigne, a chaque événement, la probabilité intervalle [0; 1], on se
retrouve dans un cadre d’incertitude totale. Plusieurs critéres ont été proposés dans la
littérature pour comparer des loteries. La plupart sont des adaptations de critéres pro-
posés dans le cadre de l'incertitude totale. Nous allons passer en revue les principaux

critéres de décision que l'on rencontre dans la littérature permettant de raisonner dans
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€1 0 ‘1 ! E el es es
e e K(E) | [0.1;0.4] [0.3;0.5] [0.2;0.4]
12 23 L, 40 12 3
Lo 4 23 15
BN 3 BN 15

FIGURE 1.9 — Exemple de situation sous risque imprécis.

une situation de risque imprécis.

I'-Maximax et I'-Maximin

Le critére I'-Maximax impose qu’une loterie L; soit préférée & une loterie Lo si et
seulement si il existe une distribution de probabilité P compatible avec les probabilités
intervalles, telle que 'espérance d’utilité de L soit au moins aussi bonne que I'espérance
d’utilité de Lo pour toute distribution de probabilité compatible avec les probabilités
intervalles.

De maniére plus formelle, on évalue la loterie L = (z1, K(e1);...;xy,, K(e,)) comme
suit (i.e.,, V =Thnae) :

Faa(L) = FI’%%);({ EUp(L)

En guise d’exemple, considérons les loteries de la figure 1.9. Les valeurs assignées aux
loteries, par le critére I'-Maximax, sont les suivantes (avec Vz € R, u(z) = z) :

— Thnaa(L1) = EUp, (L1) = 21.4 avec Pi(e1) = 0.4, Pi(e2) = 0.4 et Pi(e3) = 0.2

— Thaz(L2) = EUp,(Lg) = 17.9 avec Pa(e1) = 0.1, Py(e2) = 0.5 et Py(e3) = 0.4
Au sens du critére ['-Maximax, la loterie L est donc préférée a la loterie Lo. A l'instar
du critére I'-Maximax proposé dans le cadre de 'incertitude totale, ce critére traduit des
préférences fortement optimistes puisque I'on ne prend en compte que le meilleur cas (i.e.,

la distribution de probabilité optimisant l'espérance d’utilité) pour évaluer une loterie.

De fagon analogue, on évalue une loterie L = (z1, K(e1);...;zy,, K(ey,)) avec le critére

I'-Maximax comme suit (i.e., V =Tn) :

En guise d’exemple, considérons les loteries représentées sur la figure 1.9. Les valeurs
assignées aux loteries par le critére I'-Maximin sont les suivantes (avec Vo € R, u(x) = z) :
— Tin(L1) = EUp,(L1) = 11.2 avec Pi(e;) = 0.1, Pi(e2) = 0.5 et Pi(e3) = 0.4

— Thin(L2) = EUp,(Ly) = 13 avec Pa(e1) = 0.4, Py(ea) = 0.3 et Py(e3) = 0.3
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Au sens du critére I'-Maximin, la loterie Ly est donc préférée a la loterie Li. Encore une
fois, on reproche a ce critére de traduire des comportements trop pessimistes puisque
seul le pire cas (i.e., la distribution de probabilité minimisant 1’espérance d’utilité) est

envisagé pour évaluer une loterie.

Notons que le critére ['-Maximin peut s’interpréter comme une intégrale de Choquet.
En effet, lorsque la probabilité inférieure K de la distribution de probabilité intervalle K
est une capacité de Choquet convexe et que I'hypothése d’accessibilité est vérifiée (ce qui
est le cas ici), alors pour toute loterie L = (z1, K(e1);...;xn, K(ey)) on a (Denneberg,
1997) :

Cynin(L) = CEU(L) avec v(A) = PlengK P(A)

Autrement dit, maximiser le critére I'-Maximin revient & maximiser 'espérance d’utilité
a la Choquet en prenant comme capacité la probabilité inférieure d’une distribution de
probabilité intervalle. Ceci rappelle l'interprétation de Schmeidler (1986) de I’aversion
au risque en terme de pessimisme. En effet, ce dernier a montré qu’une interprétation
possible de ’aversion au risque pouvait se traduire par une capacité de Choquet convexe
et a montré ’équivalence des deux propositions suivantes :

— v est une capacité convexe

— core(v) #D et VL € Ly, CEU(L) = . min( )EUP(L)
€core(v

Ainsi, a travers le critére I'-Maximin, on retrouve cette méme idée d’aversion au risque,
en terme de pessimisme, proposée par Schmeidler, consistant a évaluer une loterie par la
pire espérance d’utilité.

Toutefois, il est important de souligner que les ensembles Pg et core(v) (lorsque v
est définit par la probabilité inférieure K de K') sont deux ensembles qui ne sont généra-

lement pas égaux.

Critére de Hurwicz

Les critéres I'-Maximax et I'-Maximin traduisant des comportements décisionnels trop
extrémes, Jaffray et Jeleva (2007) proposent d’adapter le critére de Hurwicz au cadre des
probabilités intervalles, en réalisant la somme pondérée par o € [0;1] entre les valeurs
retournées par les critéres I'-Maximax et I'-Maximin.

Autrement dit, ’évaluation d’une loterie L = (z1, K(e1);...; zn, K(ey,)) se réalise via
la formule suivante (i.e., V= Hz) :

Hz(L) = a min EUp(L) + (1 — EUp(L e [0;1
#(L) = min EUp(L) + (1 — a) max EUPp(L) avec o € [0;1]



52 1. Décision dans I’incertain

En guise d’exemple, considérons les loteries de la figure 1.9 page 50. Les valeurs
assignées aux loteries par le critére de Hurwicz sont les suivantes (avec Vo € R, u(x) = ) :
— pour a = 0.2
— Hz(L1) = 0.2 X Tpin(L1) + 0.8 X Dyae(L1) = 19.36
— Hz(L3) = 0.2 x T'ypin(L2) + 0.8 X T'jpga(La) = 16.92
— pour a = 0.8
— Hz(L1) = 0.8 X Tyin(L1) + 0.2 X Thae(Ly) = 13.24
— Hz(L3) = 0.8 X Tyin(L2) + 0.2 X Tpaa(Ly) = 13.98
Lorsque « est proche de 0 (i.e. lorsque le décideur est optimiste) la loterie L; est donc
préférée a la loterie Lo, et inversement, lorsque « est proche de 1 (i.e., lorsque le décideur
est pessimiste) la loterie Lo est préférée a la loterie L. Comme dans le cadre de l'incer-
titude totale, le paramétre o permet de faire varier le degré de pessimisme du décideur.
Pour déterminer la valeur de «;, il suffit d’employer la méme méthode que dans le cadre de
I'incertitude totale puisqu’il s’agit 1a d’un cas particulier de risque imprécis (i.e., toutes

les probabilités intervalles sont [0;1]).

E-admissibilité

L’E-admissibilité n’est pas, & proprement dit, un critére de décision. Elle se rapproche
davantage d’une idée de dominance puisqu’elle permet de classer les loteries en deux sous-
ensembles disjoints : les loteries E-admissibles et les loteries non E-admissibles.

La notion d’E-admissibilité a été introduite par Levi (1974) et discutée par Seiden-
feld (2004). Le caractére E-admissible d’une loterie offre certaines propriétés intéres-
santes qui assurent l'efficacité d’une loterie sur les loteries non E-admissibles. On dit
qu’une loterie est E-admissible si et seulement si elle est optimale, pour au moins une
distribution de probabilité au sens de ’espérance d’utilité. Plus formellement, la lote-
rie L; = (z1,K(e1);...;2n, K(en)) est dite E-admissible dans un ensemble de loteries
A = {Li;..; L} si et seulement si 3P € Pg,Vj # i,EUp(L;) > EUp(L;). L’E-
admissibilité permet ainsi d’assurer qu’il existe au moins un cas (i.e., une distribution de
probabilité) dans lequel cette loterie fait partie des meilleurs choix.

En guise d’exemple considérons le probléme de décision dans le risque imprécis sui-

vant :
) €1 )
K(E) | [0.3;0.6] [0.4;0.7]
Ly 40 12
Lo 12 40
L3 15 15
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La loterie Ly est E-admissible puisqu’aucune des autres loteries ne posséde une valeur
d’espérance d’utilité strictement supérieure & la sienne sur la distribution de probabilité
Py définie par Pi(e;) = 0.6 et Pi(e2) = 0.4. De méme, la loterie Ly est E-admissible
puisqu’elle est imbattue sur la distribution de probabilité P, définie par Py(e;) = 0.3
et Py(ez) = 0.7. Par contre la loterie Lg n’est pas E-admissible puisqu’il n’existe au-
cune distribution de probabilité pour laquelle elle posséde un score d’espérance d’utilité
supérieure & celui de toutes les autres loteries. En effet, quelle que soit la distribution
de probabilité considérée, ’espérance d’utilité de la loterie L3 vaut 15 alors que 'on a
Tin(L1) = 20.4 et T'ypin(Le2) = 23.2. Soulignons le fait qu'un décideur qui maximise le
critére ['-Maximax prend toujours une décision F-admissible contrairement & un décideur

maximisant I'~-Maximin ou le critére de Hurwicz.

Conclusion

La notion d’incertitude est une notion trés large et englobe toute information non
déterministe a 1’échelle du décideur.

De nombreuses modélisations de I'incertitude existent et nous n’avons passé en revue
qu’un sous-ensemble de celles proposées dans la littérature. Nous avons commencé par
faire la distinction entre les cas risqués (i.e., incertitude représentée par une distribution
de probabilité, connue du décideur) et les cas non risqués (toutes les autres formes d’in-

certitude).

Dans les cas risqués, de nombreux modéles issus de la littérature économique existent,
et la pauvreté du pouvoir descriptif de ’espérance de gain n’est plus sujette & débat depuis
plusieurs siécles.

L’ajout d’une fonction d’utilité, qui conduit au modéle de 'espérance d’utilité, est
un premier pas vers une modélisation solide des préférences d’un décideur en situation
risquée, mais ne suffit toujours pas & décrire la grande diversité des comportements ob-
servés. Son incapacité & modéliser de maniére fidéle 'aversion au risque est maintenant
admise dans la littérature économique.

L’ajout d’une fonction de déformation des probabilités dans le cadre du modéle RDU
permet alors de fournir le levier manquant a la description des préférences d’un décideur
en situation risquée, tout en préservant le décideur des décisions menant & des loterie

dominées stochastiquement au premier ordre.

Les cas non risqués, aujourd’hui trés étudiés dans les communautés des économistes

et des informaticiens, semblent plus difficile & traiter.
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Nous avons présenté une premiére approche consistant a se ramener & un cadre quasi-
identique au cadre du risque. Pour ce faire, le décideur établit, de maniére subjective,
I’ensemble des probabilités sur les états de la nature. Cependant 1’établissement de telles
probabilités peut se révéler problématique, voire méme impossible, dans de nombreuses
situations.

Une seconde approche consiste a travailler uniquement avec les données présentes
dans I’énoncé initial, sans éliciter une distribution de probabilité subjective. Les cadres
de lincertitude totale et du risque imprécis (i.e., incertitude représentée par une dis-
tribution de probabilité intervalle sur les états de la nature) s’inscrivent dans ce type
d’approches. Ces deux formes d’incertitude non risquée, loin d’étre les seules rencontrées
dans la pratique, seront celles qui détermineront les cadres d’incertitude qui nous inté-
resserons dans les prochains chapitres. Pour cette raison, nous avons passé en revue les

différents critéres de décision praticables dans ces deux cadres.

Le chapitre suivant traite des problémes de décision séquentielle dans I'incertain. Dans
ces problémes, on ne s’intéresse plus & prendre une unique décision, mais & prendre un
ensemble de décisions étalées dans le temps. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons
a la représentation graphique d’une telle problématique. Enfin, nous verrons comment il
est théoriquement possible d’appliquer les critéres de décision vu dans ce chapitre dans

un cadre de décision séquentielle.









Chapitre 2

Décision séquentielle dans 'incertain

Résumé. Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux problémes de décision séquen-
tielle dans l'incertain. Aprés avoir formalisé cette problématique, nous nous intéressons
a la représentation graphique d’un probleme de décision séquentielle sous incertitude
sous forme d’un arbre de décision. La résolution d’un probléeme de décision séquentielle
dans l'incertain est un probléeme combinatoire en soi, de par le grand nombre de straté-
gies potentielles. La programmation dynamique est valide lorsque le critére de décision
appliqué respecte l’axiome d’indépendance (ou le principe de la chose sire). Dans tous
les autres cas, l’échec de la programmation dynamique est directement lié au fait que
ces critéres permettent de décrire des comportements non-conséquentialistes. Machina
(1989) montre, au travers de nombreux exemples, qu’il est tout a fait naturel de reje-
ter le conséquentialisme lorsque les préférences du décideur ne vérifient pas 'aziome
d’indépendance. Suite a cette observation, McClennen (1990) propose la méthode du
choix résolu permettant d’appliquer, dans un cadre séquentiel, les critéres de décision
ne respectant pas 'axiome d’indépendance. Jaffray (1999) perfectionne cette théorie et

la rend opérationnelle avec sa procédure de veto-process.

o7
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Introduction

Jusqu’alors nous n’avions considéré que des problémes dans lesquels le décideur avait
a choisir entre plusieurs actions ponctuelles. Une problématique plus large, que 1’on ren-
contre fréquemment dans la pratique, est de considérer des situations dans lesquelles le
décideur ne devra non pas prendre une unique décision, mais plusieurs décisions étalées
dans le temps (une stratégie ou une politique).

En guise d’illustration, considérons le jeu de type quitte ou double de 'exemple 7.
Dans ce probléme, les gains (ou les pertes) du décideur dépendent des décisions prises et

des événements qui se sont effectivement réalisés.

Exemple 7 Dans un premier temps, le décideur est amené a choisir entre I’événement
Pile et I’événement Face. On jette alors une piéce de monnaie et on regarde quel événe-
ment se réalise : Pile ou Face. Si le joueur a choisi le mauvais événement, il repart avec
la somme de 0 FEuro. Sinon, le décideur doit choisir entre repartir avec la somme de 50
Euros ou relancer a mouveau la piéce. S’il choisit de relancer la piéce, il repart avec la
somme de 100 Euros si la piéce tombe une seconde fois sur le bon événement, et il repart

avec la somme de 0 Euro dans le cas contraire.

Ce type de probléme est communément appelé probléeme de décision séquentielle dans
lincertain. Ces problémes sont trés fréquents en informatique : on les rencontre dés lors
que 'on a besoin de planifier des actions dans le temps dans un environnement incertain.
Par exemple, on rencontre ce type de problématique dans 1’élaboration de joueurs arti-
ficiels pour des jeux multi-joueurs (I'incertitude étant alors liée aux décisions de jeu des
autres joueurs), ou encore dans des problémes de navigation de robot en terrain inconnu

ou des problémes de diagnostic médical.

Dans ce chapitre, en premier lieu, nous définissons de maniére formelle un probléme
de décision séquentielle dans l'incertain et nous détaillons comment représenter un tel
probléme sous la forme d’un arbre de décision.

Nous montrons ensuite que résoudre un probléme de décision séquentielle dans 'incer-
tain est un probléme algorithmique en soi. Enfin nous présentons l’algorithme classique
de programmation dynamique proposé pour l'utilisation du critére de 'utilité espérée.
Cependant, a 'aide d’un exemple emprunté a Jaffray et Nielsen (2006), nous mettons en
évidence ’échec de la programmation dynamique lorsque 'axiome d’indépendance (ou
le principe de la chose stire) n’est pas vérifié. Suite a ce constat, nous présentons 'idée
du choix résolu, proposée par McClennen (1990), et celle de veto-process, proposée par
Jaffray (1999). Ces formalismes posent des bases décisionnelles solides permettant d’ap-
pliquer des critéres de décision ne vérifiant pas I'axiome d’indépendance dans un cadre

séquentiel.



2. Décision séquentielle dans 1’incertain 59

2.1 Formalisation d’'un probléme de décision séquentielle

dans 'incertain

Dans un probléme de décision séquentielle dans l'incertain, pour une décision &
prendre a la date t, le décideur peut utiliser toute I'information disponible a cette date.
Par exemple, s’il réfléchit a la date t;1 = 0 & ce qu’il fera & la date to > t1, il peut envi-
sager de prendre des décisions différentes & la date t9 selon 'information qui sera alors
disponible a cette date. En d’autres termes, la décision & prendre & la date to est condi-
tionnée par les événements connus a la date to. De maniére classique, on fait I'hypothése
qu’une information connue a la date t reste connue aux dates ultérieures (le décideur a
une mémoire). Cette hypothése entraine que 'ensemble Pii1 = {e} 4155 epyq ) des éve-
nements connus a la date ¢t + 1 forme une sous-partition de I'ensemble B; = {ef;...; e}

des événements connus a la date ¢.

Dans un tel cadre, on peut formaliser un probléme de décision séquentielle dans I'in-
certain comme suit. L’ensemble des événements & est constitué d’une suite de partitions
B, avec t = 1,...,T de 'événement certain €2, PBy; 1 étant une sous-partition de JP; pour
tout t. Une stratégie A est constituée par la donnée, pour chaque t = 1,...,7 — 1, d’une
décision conditionnelle di pour chaque événement e} € 3, ainsi que d'une décision initiale
at=0.

Au terme de la résolution des différents événements et des décisions prises condition-
nellement & ces événements, le décideur atteint une conséquence z € X (X désignant
I'ensemble des conséquences possibles). Puisque 'on dispose d’une structure emboitée
sur ’ensemble des événements &, il suffit de préciser I’événement réalisé & la date T pour
déterminer les événements qui se sont réalisés aux dates précédentes (par la condition
el D eé D ... D €k reliant les événements réalisés ). On utilise alors une fonction ré-
sultat ¥ qui, a toute suite de décisions (dy,d1,...,dr—1) et tout événement ey € Pr,
associe © = ¥(dp,dy, ...,dp—1,er) ol x est la conséquence atteinte lorsque er se réalise et
que la suite de décisions conditionnelles (dg,dq, ...,dr—1) est prise (ou d; est la décision
conditionnelle & 'événement e; € Py, e; D er).

Il apparait alors qu’une stratégie A peut conduire & autant de conséquences différentes

qu’il y a d’événements dans P .

Exemple 8 Soit € I’ensemble des événements constitué par Pi = {el,e?,el} et Po =
{ed,e2 e3 ¢e5,e5, €5} tels que el = el Ue3Ued, €2 = el Uel et €3 = 5. Lensemble
des décisions que peut prendre le décideur & la date t = 0 est {d},d3} et l’ensemble des

décisions que le décideur peut prendre a la datet = 1 est {di,d?,d3}. Une stratégie possible

1. Les événements de Br peuvent alors étre considérés comme des événements élémentaires.
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est A = (df, d2 siel,d} si el, d3 st el) Elle peut conduire aux six conséquences suivantes :
(d07d1762) (d07d1762) (d07d1762) (d07d1762) (d07d1762) (d07d1762)

Notons que dans la pratique, I’ensemble des décisions disponibles & une date ¢, dépend
directement des décisions prises et des événements qui se sont réalisés aux dates t' < t.
Pour illustration reprenons le jeu de Quitte ou Double de I'exemple 7. Si on note :

— ep : 'événement « la piece tombe sur Pile »,

— ey : 'événement « la piece tombe sur Face »,

— epp : 'événement « la piece tombe sur Pile au premier lancer et sur Pile au second

lancer »,

— e,y : Pévénement « la piece tombe sur Pile au premier lancer et sur Face au second

lancer »,

— eyp : Pévénement « la piece tombe sur Face au premier lancer et sur Pile au second

lancer »,

— eyy : 'événement « la piece tombe sur Face au premier lancer et sur Face au second

lancer »,
alors on a € constitué par P = {ep,er} et Pao = {epp. epr, €fp, €57} On vérifie bien
que e, = ey, Ueyr et ef = ep, Ueypp. L'ensemble des décisions disponibles a la date
t = 0 est {d} = Pile,d? = Face} et I'ensemble des décisions disponibles a la date
t = 1 est {d} = Quitte,d? = Double} si I'événement e, se réalise et que la déci-
sion dj = Pile a été prise, ou bien si I'événement ey s'est réalisé et que la décision
d} = Face a été prise. Dans tous les autres cas, ’ensemble des décisions disponibles est
{d} = Ne rien faire}. Une stratégie alors possible est A = {d} = Pile,d? = Double
si ep,d% = Ne rien faire si ey, }. Elle peut conduire aux quatre conséquences sui-
vantes : W(d} = Pile,d? = Double,ep,) = 100, ¥(d} = Pile,d3 = Double,e,s) = 0,
W(d} = Pile,d} = Nerien faire,es,) = 0et U(d} = Pile,d} = Nerien faire,ess) = 0.

2.2 Représentation graphique d’un probléme de décision sé-

quentielle dans ’incertain

Il est commode de représenter de maniére graphique le probléme que nous venons de
formaliser. Pour ce faire, plusieurs modéles graphiques ont été proposés dans la littérature.
Le choix d’un modéle graphique dépend de la structure du probléme de décision que 'on
désire modéliser, de la maniére dont les données ont été obtenues ou encore des ressources
informatiques dont on dispose.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement au formalisme des arbres
de décision (Raiffa, 1968), qui permettent une représentation simple et explicite d’un

probléme de décision séquentielle dans l'incertain. Dans le chapitre 4, nous évoquons
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également une seconde représentation graphique d’un probléme de décision séquentielle
sous incertitude : les diagrammes d’influence (Howard et Matheson, 1984), qui possédent
la particularité d’exploiter les diverses indépendances du probléme pour fournir une re-
présentation plus compacte que celle offerte par les arbres de décision. Nous en ferons
une présentation beaucoup plus détaillée dans le chapitre 4 qui y est consacré.

Bien entendu, ces formalismes ne sont pas les seuls proposés dans la littérature, et
d’autres existent, dont certains trés utilisés comme les processus décisionnels de Markov
(Bellman, 1957; Howard, 1960). Cependant, les avantages de ce dernier sont principale-

ment exploités lorsque ’on s’intéresse a des problémes de décision séquentielle « répétée ».

2.2.1 Arbre de décision

Un graphe orienté G = (N, &) est composé d'un ensemble fini N de noeuds et d’un
ensemble fini & d’arcs. Un arc est un couple de nceuds (Ny, No) avec {N1, No} C N. Si
(N1, N2) € &, on dit alors que le noeud Ny est le pére du noeud No et que le noeud No
est le fils du nceud Ni. On notera par la suite fils(N) Pensemble des fils du nceud N et
pere(N) le pére du nceud N.

Un chemin du graphe orient¢ G = (N, &) allant d’'un nceud N € A & un nceud
N’ € N est un ensemble d’arcs & = {(N1, N2), (N2, N3), ..., (Np—1,Np,)} ou & C &,
Ny = N et N, = N'. La longueur d’un chemin est donnée par le nombre d’arcs de &’

Le sous-graphe G' d’un graphe orienté G = (N, ), induit par U'ensemble de noeuds
N C N, est le graphe G' = (N, &) on & = {(N,N’) : {N,N'} CN',(N,N’) € £}.

Un arbre T = (N, €) est un graphe orienté dans lequel il existe exactement un nceud,
que 'on appelle racine, a partir duquel il existe exactement un chemin allant & chaque
nceud. Dans un arbre, s’il existe un chemin allant de N a N’, on dit que le nceud N
est un ancétre du nceud N’ et on dit que N’ est un descendant du nceud N. Enfin, on
note N, la racine d'un arbre. Enfin, on appelle la profondeur (ou hauteur) d’un arbre la
longueur (en nombre d’arcs) du chemin le plus long depuis la racine vers une feuille.

Le sous-arbre T(N) de T, est larbre de racine N € N qui est le sous-graphe de
I’arbre T induit par le nceud N et les descendants de N dans 'arbre T'.

A la maniére de Jaffray et Nielsen (2006), on définit un arbre de décision T de la
maniére suivante : un arbre de décision T est un arbre dont ’ensemble des nceuds N est

partitionné en trois sous-ensembles disjoints :

— Np : lensemble des neeuds de décision, que 1'on représente graphiquement par
des rectangles. Ils représentent les états ou le décideur est amené a prendre une
décision. Les arcs issus d’un nceud de décision représentent les décisions que peut

prendre le décideur en ce nceud.
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Quitte__y(50)

Pile Double

u(0)
Double
1(100)

FIGURE 2.1 — Arbre de décision représentant le probléme de décision séquentielle dans
I'incertain de 'exemple 7. La stratégie {(D1, L1), (D2, L3)} est représentée en gras.

— Ng : 'ensemble des neuds de chance, que 'on représente graphiquement par des
cercles. Ils représentent les états ot la nature intervient (autrement dit, les incerti-
tudes du probléme). Les arcs issus d’un nceud de chance représentent les différents

événements qui peuvent se réaliser & l'issue de ce nceud.

— C : l'ensemble des neeuds terminaur (ou conséquences), qui sont les feuilles de
Parbre (i.e., nceuds n’ayant pas de fils). Ils représentent les états terminaux d’un
probléme de décision séquentielle. Une valeur d’utilité u(N) est associée a chaque

nceud N, correspondant & 'utilité de la conséquence représentée par le nceud V.

Afin d’alléger certaines notations, nous ferons ici ’hypothése que la racine N, d’un
arbre de décision T est toujours un nceud de décision (i.e., N, € Np).

Dans un tel formalisme, une stratégie pour un arbre de décision T'= (N, E) est un
ensemble d'arcs A = {(N,N') : N € N5, N € N2} C &, ot N5 = Np NN~ et
NA C N est un ensemble de noeuds qui contient :

— la racine N,

— un fils exactement pour chaque neud N € N4 = Np N N2,

— tous les fils pour chaque nceud N € N& = N N NA.

On notera A’ lensemble de toutes les stratégies dans un arbre de décision T. La
restriction d’une stratégie a un sous-arbre T'(N), qui est une stratégie dans le sous-arbre

T(N), est appelée une sous-stratégie.
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Quitte u(50)

plepley) =1/2

Double

pleple}) =1/2 2(0)

p(eled) = 172 (100)

FIGURE 2.2 — Arbre de décision représentant le probléme de décision séquentielle dans
I'incertain de 'exemple 7 dans un cadre risqué.

Généralement, un tel arbre est représenté horizontalement de maniére & ce que les
différents nceuds suivent I'ordre chronologique depuis la gauche vers la droite. Notons
également que, dans la pratique, on omet de préciser 'orientation des arcs lorsque 'on
représente graphiquement un arbre de décision, 'orientation se déduisant naturellement

a partir de U'ordre chronologique.

En guise d’illustration, considérons le jeu de type quitte ou double détaillé dans
I’exemple 7 page 58. Si I'on nomme ejc, I’événement « la piéce tombe sur Face au i-
éme lancer » et e;, I’événement « la piéce tombe sur Pile au i-éme lancer », alors on
peut représenter ce probléme de décision séquentielle dans 'incertain & 1’aide de I'arbre
de décision représenté dans la figure 2.1 page 62. Le noeud D; représente I'état ol le
décideur doit prendre sa premiére décision (i.e., choisir entre Pile ou Face). Les loteries
(ou nceuds de chance) Ly et Ly représentent le premier lancer de piéce. Si le décideur,
en D1, n’a pas deviné le résultat du premier lancer, il obtient alors la conséquence qui
lui rapporte «(0), sinon il se retrouve en Dy ou D3 selon la décision prise en D;. Il doit
alors prendre une seconde décision : quitter ou tenter de doubler ses gains. S’il décide
de quitter le jeu il se retrouve a la conséquence qui lui rapporte «(50). Sinon les loteries
L3 et L, représentent le second lancer et, selon I’événement qui s’y réalise, le décideur se
retrouve confronté aux conséquences qui lui rapportent «(0) ou «(100).

Une stratégie possible dans ce probléme est de choisir Pile en Dy et de choisir Double

1
p

une telle stratégie sur la figure 2.1 page 62.

en Dy si e; s’est réalisé en Ly (i.e. A = {(D1, L1), (D2, L3)}). Nous avons indiqué en gras
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O OO

FIGURE 2.3 — Diagramme d’influence représentant le probléme de décision séquentielle
dans l'incertain de I’exemple 7.

Généralement, les données relatives a la vraisemblance des événements sont explicitées
sur les événements conditionnels et sont associées aux arcs issus des noeuds de chance. Par
exemple, si 'on se place dans un cadre risqué et que ’on suppose la piéce non truquée,

: : : . 1y _ 1y _ 21,1y _ 21,1y _ 21,1y _
alors on dispose des informations : p(e;) = p(e,) = p(ejle;) = plefle,) = p(eyley) =
p(eg|ell,) = 1/2. Nous pouvons ainsi en déduire I’arbre de décision donné dans la figure 2.2

page 63.

2.2.2 Diagrammes d’influence

Une autre maniére de représenter graphiquement un probléme de décision séquen-
tielle dans l'incertain est le formalisme des diagrammes d’influence (Howard et Matheson,
1984). Ces derniers tirent avantage des propriétés d’indépendances entre les différentes va-
riables du probléme pour factoriser sa représentation. Ils ont été fortement inspirés par le
formalisme des réseaux bayésiens, proposés initialement par Pearl (1985), qui permettent
de représenter une loi jointe de maniére compacte en tirant profit des indépendances

entre les différentes variables.

Sans détailler le formalisme des diagrammes d’influence, nous donnons dans la fi-
gure 2.3 la représentation du jeu de Quitte ou Double de I'exemple 7 page 58 sous la
forme d’un diagramme d’influence. Chaque noeud est associé & une variable et les arcs
aboutissants aux nceud de chance ou d’utilité représentent les dépendances entre les diffé-
rentes variables, tandis que les autres arcs représentent une notion de temporalité. Dans
la figure 2.3, le gain (représenté par le nceud U) dépend des variable de décision D et
Dy ainsi que des variables aléatoires A1 et As qui représentent les lancers de piéces, c¢’est
pourquoi tous ces noeuds sont péres du nceud U. La probabilité d’obtenir Face ou Pile
lors d’un lancer est indépendant de tout le reste, aussi aucun arc de dépendance n’aboutit
sur ces noeuds. Enfin, la décision prise en Dy doit se faire aprés avoir pris sa décision en
D et jeté la piéce en Ay, ce qui justifie les arcs (Ay, D2) et (D1, D). Nous reviendrons

plus en détail sur ce formalisme dans le chapitre 4.



2. Décision séquentielle dans 1’incertain 65

2.3 Comparaison de stratégies

Dans 'optique de pouvoir comparer des stratégies entre elles, il est important de re-
marquer que, dans un probléme de décision séquentielle sous incertitude, chaque stratégie
se réduit de maniére simple sous la forme d’une loterie.

En effet, & partir de la stratégie A on peut élaguer tous les sous-arbres descendants
des arcs issus des nceuds de décision et n’appartenant pas a la stratégie A. L’arbre obtenu
ne comporte que des noeuds de décision ayant un unique fils. Ces derniers peuvent donc
étre supprimés en rattachant ce fils a leur pére. Les noeuds restants forment alors une
loterie composée.

En guise d’exemple, considérons l’arbre de décision représenté dans la figure 2.1
page 62 et construisons la loterie composée associée a la stratégie A = {(D1, L1), (D2, L3)}
représentée en gras sur la figure. En supprimant tous les sous-arbres succédant & des déci-
sions n’appartenant pas a la stratégie A, on obtient ’arbre représenté a gauche ci-dessous
qui se réduit aisément en I’arbre représenté au centre ci-dessous. Ce dernier se trouve étre
une loterie composée et peut bien évidemment se réduire en une loterie simple (arbre re-

présenté a droite ci-dessous).

u(100) ey N €5 au(100)
1 2
u(0) N eyes 4(0)
“F Nu(0)

Dans le but de pouvoir comparer les stratégies entre elles, pour évaluer une stratégie
A on évalue la loterie composée qui en résulte. L’évaluation d’une telle loterie se réalise
a l'aide d’un critére de décision (voir chapitre 1).

Par exemple, pour évaluer la stratégie A = {(Dy, L1), (D2, L3)} de I’arbre de décision

représenté sur la figure 2.2 page 63 par le modeéle EU, il suffit d’évaluer la loterie suivante :

3 _~u(100) u(100)

w(©0) = Q uw(0)  —

ce qui donne une espérance d’utilité de 1/4 x u(100) + 3/4 x u(0) = 25 (avec Vz €
R,u(z) = ).

Par conséquent, on est capable de comparer des stratégies selon un critére de décision

1

donné. Pour cette raison, on se permettra d’appliquer les critéres de décision de maniére

indifférente sur des loteries ou des stratégies.
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2.4 Détermination d’une stratégie optimale par program-

mation dynamique

Notons que, dans la pratique, le nombre de stratégies d’un arbre de décision devient
trés rapidement élevé lorsqu’on augmente le nombre de nceuds. En effet, considérons un
arbre T' de décision binaire complet de profondeur 2h tel que, les noeuds de profondeur
paire soient des nocuds de décision ou des nceuds d’utilité, et les nceuds de profondeur
impaire soient des nceuds de chance. Nous nous intéressons ici & comptabiliser le nombre
de stratégies en fonction du nombre de nocuds de décision. Le nombre de nceuds de
décision est une quantité représentative (du méme ordre de grandeur) de la taille de
larbre T' (nombre de noeuds).

Il y a 1 noeud de décision a la profondeur 0, 4 noeuds de décision & la profondeur 2,
16 nceuds de décision a la profondeur 4, ..., 4° nceuds de décision a la profondeur 2i. Le

nombre total de noecuds de décision dans T est donc égal & la somme des termes d’une

suite géomeétrique de raison 4 : n = [Np| = Y01 47 = =L

Exprimons maintenant le nombre de stratégies en fonction de la profondeur. Pour cela,
on procéde par induction arriére sur 7', en remontant le nombre de stratégies jusqu’a la
racine. On commence par étiqueter a 2 les nceuds de décision qui ne possédent aucun
neeud de décision dans leur descendance. On applique ensuite les relations de récurrence
suivantes : le nombre de stratégies |KT(NC)|, a partir d’'un nceud de chance Ng, est
égal au produit des nombres de stratégies & partir de ses successeurs; et le nombre de
stratégies \ZT(ND) |, & partir d'un noeud de décision Np, est égal a la somme des nombres
de stratégies & partir de ses successeurs. Ainsi, le nombre total de stratégies a partir
d’un neeud de décision Np peut se calculer a 'aide de la suite récurrente (uy) suivante :
up = 2,ur = 2us_,, ot k indique le nombre de nceuds de décision (Np exclu) sur un
chemin quelconque de Np vers un nceud d’utilité. Le terme général de cette suite est

2(2"*1-1) On peut facilement vérifier qu’on a £ = p — 1 a la racine. Par conséquent, le

nombre total de stratégies dans T est |ZT| = u,_1 =271 € ©(2V") puisque n = 4p3_1.

Dans ce cas précis d’arbre de décision, le nombre de stratégies est donc bien expo-

nentiel en la taille de 'instance.

Face a un tel constat, il devient alors inconcevable d’énumérer ’ensemble des straté-
gies d'un arbre de décision afin de déterminer celle qui optimise un critére de décision
donné. La recherche d’'une stratégie optimale, au sens d’un critére de décision donné, est

nc un problé ri ique en soi.
donc obléme algorithmique en so

Une maniére naturelle d’envisager le probléme est de construire la stratégie optimale
par une méthode de programmation dynamique consistant & remonter, par induction

arriére dans l'arbre de décision, la meilleure stratégie de chaque sous-arbre. Le principe
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Algorithme 1 : ProgDyn(nceud N)
Sortie : Loterie construite par une méthode de programmation dynamique

suivant 'optimisation du critére V' dans l'arbre T'(N).

si N € C alors
/* Cas des noeuds d’utilité */

| Retourner la loterie (u(N), 1)
i N € Np alors

/* Cas des noeuds de décision */

n

Retourner la loterie  argmax V(L)
L=ProgDyn(N/)
N’e fils(N)

n

i N € N¢ alors

/* Cas des noeuds de chance */

/* On note P((N, N")) la probabilité de 'événement associé a 'arc (N, N') */

Retourner la loterie Z P((N,N’)) x ProgDyn(N’)
N’efils(N)

de cette méthode est de remonter, & partir des feuilles de ’arbre, et de prendre en chaque
neeud de décision, la décision menant & la sous-stratégie ayant la meilleure évaluation
par un critére de décision V donné. La procédure est détaillée dans I'algorithme 1 pour
le cas du risque.
Il est bien connu qu’une telle méthode est valide pour le critére de I'espérance d’utilité
(i.e., V.= EU) lorsque 'on se trouve dans une situation de risque. Autrement dit, la lote-
rie retournée est celle de la stratégie optimisant le critére de 'espérance d’utilité. Notons
qu’en apportant de légéres modifications a ’algorithme 1, il est possible de retourner une
stratégie optimale au lieu de sa loterie. En guise d’illustration, déroulons cet algorithme
sur I'arbre de décision représenté dans la figure 2.2 page 63. Les loteries remontées en
chaque noeud sont (avec Vo € R, u(x) = /) :
— en L3 : (u(0),0.5;%(100), 0.5).
— en Ly : (u(0),0.5;u(100),0.5).
— en Dy : argmax{EU ((u(0), 0.5;4(100),0.5)), EU ((u(50),1))} = (u(50),1) puisque
EU ((1(0),0.5;14(100),0.5)) = 1/2 x 10+ 1/2 x 0 = 5 et EU((u(50),1)) = /50.
La décision Quitte est donc sélectionnée en Ds.

— en D3 :argmax{ EU ((u(0),0.5; u(100),0.5)), EU ((u(50),1))} = (u(50), 1) puisque
EU ((u(0),0.5;1(100),0.5)) = 1/2 x 10+ 1/2 x 0 = 5 et EU((u(50),1)) = /50.
La décision Quitte est donc sélectionnée en Dg.

— en Ly : (u(0),1 x 0.5;u(50),1 x 0.5) = (u(0),0.5; u(50),0.5).

— en Ly : (u(0),1 x 0.5;u(50),1 x 0.5) = (u(0),0.5;u(50),0.5).

— en Dy :argmax{EU ((u(0),0.5;u(50),0.5)), EU((u(0), 0.5; u(50),0.5))} = (u(0),0.5;

u(50),0.5). Les deux décisions sont optimales au sens du modeéle EU.
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u(30)

FIGURE 2.4 — Arbre de décision proposé par Jaffray et Nielsen (2006) représentant une
situation dans le risque qui invalide la programmation dynamique pour la détermination
d’une stratégie optimisant le modéle RDU.

Une des stratégies optimales, au sens du modéle EU, pouvant étre retournée par une

méthode de programmation dynamique, consiste donc a prendre la décision Pile en D1,

1

p S€ réalise.

et la décision Quitte en Do si e
La validité du principe de programmation dynamique repose sur le respect de la
propriété de monotonie (Morin, 1982) qui se formule comme suit dans un contexte de

décision dans le risque :

Propriété de monotonie. La fonction d’évaluation V' des loteries, respecte la propriété

de monotonie si et seulement si V(L1, Lo, L3) € L3 et Va €]0;1[ on a :
V(Ll) > V(LQ) = V(OéLl + (1 - Oé)Lg) > V(CMLQ + (1 - a)Lg)

Cette propriété étant vérifiée, dans le cadre du risque, pour une fonction d’évaluation
V' dés lors que la relation - satisfait 'axiome d’indépendance, il est alors immédiat que

I’algorithme 1 page 67 est valide pour le modéle EU.

Cependant, la validité de la programmation dynamique pour les critéres ne vérifiant
pas l'axiome d’indépendance n’est que rarement vérifiée, comme le montre ’exemple 9

qui suit, proposé initialement par Jaffray et Nielsen (2006).
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Exemple 9 Considérons l’arbre de décision T représenté dans la figure 2.4 page 68. La
fonction de déformation des probabilités considérée ici est Vp € [0;1],0(p) = e~ —in(p)
et la fonction d’utilité est Vx € R,u(x) = x. Dans cet arbre de décision, les différentes
stratégies disponibles en Dy sont {(D1,L1), (D2, L3s)}, {(D1, L1), (D2, L4)} et {(D1, L2)}.
L’évaluation de ces stratégies avec le modele RDU donne :
— La stratégie Ay = {(D1,L1), (D2, L3)} conduit a la loterie (u(2),0.25;u(5),0.5;
1(30),0.25). On a donc RDU (A1) =2+ ¢(0.75) x (5 —2) + ¢(0.25) x (30 —5) =
11.46.
— La stratégie Ay = {(D1,L1),(D2,L4)} conduit a la loterie (u(5),0.5;u(10),0.25;
©(20),0.25). On a donc RDU(A3) =5+ ¢(0.5) x (10 —5) +¢(0.25) x (20 — 10) =
10.26.
— La stratégie A3 = {(D1, La)} conduit a la loterie (u(2),0.27;u(5), 0.48; u(30),0.25).
On a donc RDU(A3) =2+ ¢(0.73) x (5 —2) + ¢(0.25) x (30 — 5) = 11.41.
En Dy, les différentes sous-stratégies disponibles sont {(Da, L3)} et {(Da,L4)} et ont
comme valeurs d’évaluation par le modele RDU :
— La sous-stratégie Ay = {(Da, L3)} conduit a la loterie (u(2),0.5;4(30),0.5). On a
donc RDU(A4) =2+ ¢(0.5) x (30 — 2) = 14.18.
— La sous-stratégie Ay = {(Da, L)} conduit a la loterie (u(10),0.5;u(20),0.5). On
a donc RDU(As) =10 + ¢(0.5) x (20 — 10) = 14.35.
Une procédure par programmation dynamique impose donc de prendre la décision (Ds, Ly)
en Dy puisque RDU({(D2, L4)}) > RDU({(D2, L3)}), et par suite de prendre la décision
(D1, La) en Dy puisque RDU ({(D1, L2)}) > RDU({(D1, L1), (D2, L4)}). La stratégie re-
tournée par programmation dynamique est alors {(D1, La)} qui n’est pas optimale puisque
RDU({(D;y,L2)}) < RDU({(D1,L1), (D2, Ls)}). De plus, remarquons que la loterie as-
sociée a la stratégie retournée par programmation dynamique est dominée stochastique-
ment au premier ordre par la loterie associée a la stratégie qui optimise le critére RDU.
Ainsi, non seulement la stratégie construite par programmation dynamique peut ne pas
étre optimale, mais il se peut qu’elle soit également dominée, ce qui rend complétement

inexploitable une telle stratégie.

2.5 Cohérence dynamique et conséquentialisme

D’un point de vue algorithmique, I’échec de la programmation dynamique pour la
détermination d’une stratégie optimisant un critére de décision donné est la raison prin-
cipale du non usage de ce critére dans un contexte de décision séquentielle. En effet, le
probléme algorithmique qui en découle devient généralement assez complexe, et décou-

rage l'utilisation du critére.
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D’un point de vue décisionnel, ’échec de la programmation dynamique est révélateur
de certaines propriétés normatives qui sont violées, et a été le sujet de nombreux débats
qui ont relancé la question de la légitimité de ’axiome d’indépendance (ou du principe de
la chose siire). Les arguments exposés ont fait 'objet d’une littérature conséquente mais
assez disparate dans le sens ot les différences terminologiques et conceptuelles d’un auteur
a l'autre rendent trés difficile la lisibilité (Etchart, 2002). Ainsi, il en est ressorti que le
rejet de 'axiome d’indépendance pose des difficultés normatives dans un cadre de décision
séquentielle. En effet, en décision séquentielle, un axiome qui se pose naturellement est
celui de la cohérence dynamique. Cet axiome stipule que les préférences d’un décideur
sont identiques & tout instant. Ainsi, un décideur est dit cohérent dynamiquement s’il
est cohérent dans le temps et ne change pas d’avis alors que ’ensemble d’information
reste inchangé (car la résolution de l'incertitude est prise en compte ex-ante dans la

détermination de la stratégie optimale).

L’exemple 9 page 68 met en avant la violation de l'axiome de cohérence dyna-
mique par le modele RDU. En effet, en D; le décideur décide d’appliquer la stratégie
{(D1,L1),(Da,L3)} et en Do il préfére la sous-stratégie {(D2,L4)} qui n’est pas com-
patible avec la stratégie fixée en D;. Cet exemple montre de plus, que la violation de
cet axiome peut entrainer des conséquences indésirables sur le plan normatif, comme
la violation de la dominance stochastique du premier ordre, dés lors que I'on décide de

construire une stratégie par programmation dynamique.

Hammond (1988, 1989) a démontré que I’axiome de cohérence dynamique ne peut étre
vérifié que si 'axiome d’indépendance est vérifié. Dans sa théorie du conséquentialisme,
il établit un théoréme qui fait découler I'axiome d’indépendance de trois axiomes de
rationalité dynamique : I'axiome de cohérence dynamique, ’axiome conséquentialiste et
l’axiome de réduction des loteries composées (voir chapitre 1). L’axiome conséquentialiste
stipule que les préférences sur les sous-stratégies d’un sous-arbre ne dépendent que du
sous-arbre en question. En d’autres termes, un décideur est dit conséquentialiste si a
chaque instant ses préférences ne dépendent que de l'avenir (donc ne dépendent pas de

ce qui s’est passé ou de ce qui aurait pu se passer).

Un modéle de décision qui relache I'axiome d’indépendance doit alors violer au moins
un de ces trois axiomes de rationalité dynamique. Hammond considérant comme in-
tangibles 'axiome conséquentialiste et 'axiome de réduction des loteries composées, il
en conclut que tout modeéle qui ne respecte pas 'axiome d’indépendance doit relacher

I’axiome de cohérence dynamique.

La démonstration de Hammond reposant sur le caractére intangible de I’axiome consé-

quentialiste et de ’axiome de réduction des loteries composées, I'unique moyen de sortir
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de son raisonnement est de remettre en cause ces intangibilités. De cette maniére, il
devient alors possible de conserver 'axiome de cohérence dynamique tout en rejetant
I’axiome d’indépendance. Machina (1989) considére justement que I’abandon de I’axiome
conséquentialiste est parfaitement naturel lorsque ’on ne vérifie pas I’axiome d’indépen-
dance.

Afin d’illustrer son argumentation, il propose, entre autres, de reprendre un exemple
classique de la littérature mettant en scéne une mére et ses deux enfants Amandine et
Benjamin. Ne possédant qu’un seul bonbon, un seul de ses enfants pourra en avoir un. On
fait 'hypotheése ici, que la mére n’a aucune préférence entre ses deux enfants, ce qui signi-
fie qu’elle est indifférente entre donner le bonbon & Amandine ou le donner & Benjamin.
Par contre, par soucis d’équité, elle se refuse de le donner de maniére arbitraire et préfére
strictement s’en reposer sur le hasard. C’est pourquoi elle joue a pile ou face pour savoir
4 qui donner le bonbon afin de donner & chacun de ses enfants la méme chance d’avoir
le bonbon. Si on note A la conséquence « Amandine a le bonbon » et B la conséquence

« Benjamin a le bonbon », alors les préférences de la mére peuvent se traduire comme suit :

0.5 A
- A ~ B (1)

0.5 B

Supposons que le lancer de la piéce soit en faveur d’Amandine. Benjamin, confor-
mément & l'axiome conséquentialiste, dit & sa mére que, puisqu’elle préfere la loterie
(A,0.5;B;0.5) a la loterie (A,1), au lieu de donner le bonbon a4 Amandine, elle doit
relancer la piéce une seconde fois pour déterminer a qui donner le bonbon (puisquun
risque déja encouru n’influence pas les préférences), c’est a dire remplacer la loterie (le

symbole « * » indique ’événement déja réalisé) :

0.5 =« A

par la loterie

0.5 B

La meére réplique alors : « non, tu as déja eu ta chance! ». Pourtant, I’axiome conséquen-

tialiste force & considérer comme équivalentes les loteries :

0.5 =« A
et A

0.5 B
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De méme que les loteries suivantes sont considérées comme équivalentes au regard du

conséquentialisme :

0.5 A

0.5 B

Par conséquent, d’aprés les préférences indiquées en (1), un décideur qui adopte un com-

portement conséquentialiste aurait di préférer la loterie :

0.5 A

B A la loterie

0.5 B 0.5 B

contrairement aux préférences de la meére.

Machina, & travers cet exemple, met en avant qu’un risque déja encouru influence
encore les préférences. Il fournit de nombreux autres exemples que nous ne détaillerons
pas ici. Nous retiendrons seulement la conclusion que I’axiome conséquentialiste n’est pas

intangible lorsque le décideur ne respecte pas 'axiome d’indépendance.

2.6 Choix résolu

McClennen (1990) montre que le rejet de I'axiome conséquentialiste permet de vé-
rifier ’axiome de cohérence dynamique sans avoir a conserver ’axiome d’indépendance.
En effet, la principale différence entre un décideur a qui adopte un comportement consé-
quentialiste et un décideur b qui adopte un comportement non-conséquentialiste, vient
du fait que le décideur b accorde encore de 'importance a un risque déja encouru contrai-
rement au décideur a qui ne tient plus compte d’un risque une fois qu’il a été encouru.
C’est & dire qu’a tout instant, le décideur b compare toujours les loteries « vues de la
racine » tandis que le décideur a compare les loteries « mises & jour » avec I'information
de I’événement qui s’est réalisé.

Par exemple, dans ’arbre de décision représenté sur la figure 2.4 page 68, le décideur
a compare les loteries suivantes :

— en Dy : Lp, = (2,0.25;5,0.5;30,0.25), L’D1 = (5,0.5;10,0.25;20,0.25) et L’[’)l =

(2,0.27;5,0.48; 30,0.25),
— en Dy : Lp, = (2,0.5;30,0.5) et L}, = (10,0.5;20,0.5),
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D1 = Haut, D2 = Haut

Dy =Haut,Ds = B
1 aut, V3 as LlDl 0.25 d(lO)

FIGURE 2.5 — Version réduite de ’arbre de décision représenté sur la figure 2.4. Ces
arbres sont considérés comme équivalents pour un décideur ayant un comportement non-
conséquentialiste.

tandis que le décideur b compare les loteries suivantes :

— en Dy : Lp,, L'y et L ,

— en Dy : Lp, et L/Dl'
C’est a dire que le décideur b considére comme équivalent le probléme de décision séquen-
tielle représenté par I’arbre de décision représenté sur la figure 2.4 page 68 et le probléme

de décision non séquentielle représenté par 'arbre de décision représenté sur la figure 2.5.

De cette maniére, dés lors que 'on se permet de rejeter I’axiome conséquentialiste,
il est tout & fait possible de conserver I'axiome de cohérence dynamique. Ce type de
comportement, formalisé initialement par McClennen (1990), est bien connu sous le nom
de choizx résolu.

Le choix résolu désigne le comportement d’un décideur qui se fixe un plan de décision
et n’en dévie plus par la suite (i.e., qui s'impose de rester cohérent dynamiquement).
L’idée du choix résolu résulte alors dans le fait que mon ego présent doit fixer une stratégie

et que mes egos futurs applique cette stratégie. Nous détaillons la notion d’ego dans la
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partie suivante.
Ainsi, si 'on rejette 'axiome conséquentialiste, et que 'on décide de faire du choix
résolu, on raisonne comme si I’on se plagait dans ’arbre de décision réduit. De ce fait,

I’ego présent dicte ses préférences aux egos futurs.

2.7 Principe du veto-process

La principale objection émise & I’encontre du choix résolu est la question de sa faisa-
bilité d’un point de vue psychologique.

Cette objection est pertinente aussi bien dans le cadre descriptif que dans le cadre
normatif qui nous intéresse tout particuliérement en informatique. La stratégie fixée au
départ, pour étre applicable d’'un point de vue psychologique, ne doit pas étre considérée
comme inacceptable par I'un des egos (présent ou futurs) intervenant dans la stratégie,
au risque que 'un d’entre eux choisisse de dévier de la stratégie initialement fixée.

Les questions soulevées alors par Jaffray (1999) sont les suivantes : les egos peuvent-
ils collaborer ? si oui, le peuvent-ils de maniére efficace? Ces questions aménent tout
naturellement a définir précisément la nature d’un ego.

A chaque nceud de décision N € Np, on associe un ego. Cet ego n’existe qu’a I'instant
de prendre la décision au nceud N. Ainsi, lorsque 'on dit « les préférences de I’ego attaché
au neud N sont », cela équivaut a dire « les préférences du décideur au neud N sont ».
Chaque ego est maitre de la décision & prendre au nceud auquel il est attaché.

Il est important de noter que chaque ego sert ses propres intéréts, et prendra donc
une décision qui va dans le sens de ces derniers. Néanmoins, les egos restent guidés par un
objectif commun : retourner une stratégie non dominée. Cela signifie que si une stratégie
dominée est envisagée par un ego, alors ils devraient rejeter collectivement cette stratégie.

On suppose également que chaque ego se connait parfaitement. C’est-a-dire qu’il
connait ses propres préférences ainsi que les préférences de tous les autres egos. De cette
maniére, chaque ego sait exactement ce qu’il est prét a abandonner, en déviant de ses
meilleurs choix, pour aller dans le sens d’un consensus global. Il est alors envisageable de
consulter ’ensemble de ces egos afin qu’ils puissent se mettre d’accord sur une stratégie
de compromis satisfaisante pour chacun des egos existant lors de cette stratégie (un ego
existe lors d’une stratégie si le noeud de décision auquel il se rattache existe dans le sous-
arbre induit par la stratégie), et qui ne soit pas une stratégie dominée. Evidemment, si
ce que chaque ego est prét & sacrifier, en faveur d’un consensus global, est trop bas, il se
peut qu’aucune stratégie de compromis ne voit le jour.

Contrairement au choix résolu ot ’ego présent dicte ses préférences aux egos futurs,
la stratégie déterminée ici est réalisable d’un point de vue psychologique car elle garantit

qu’aucun ego futur n’aura envie de dévier de la stratégie collectivement établie.
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Suivant ce principe, Jaffray (1999) propose une procédure nommée veto-process dans

le but de rendre opérationnelle la détermination de cette stratégie de compromis.

Le principe de l'algorithme est de remonter, par programmation dynamique, en
chaque noeud de décision N, un ensemble de sous-stratégies résultant d’un compromis

entre I’ego associé a N et les egos présents dans le sous-arbre induit par V.

Pour ce faire, chaque ego regoit un ensemble de sous-stratégies estimées acceptables
par 'ensemble des egos appartenant a son futur et met & jour ces sous-stratégies en y
préfixant les décisions dont il dispose. Une premiére condition nécessaire a ’adhésion
d’un ego & une stratégie de compromis est le caractére non-dominée de la sous-stratégie
induite. Ainsi toutes les stratégies dominées sont donc retirées de ’ensemble des stratégies
envisagé par ’ego du nceud N. Chaque sous-stratégie restante est ensuite évaluée selon

le critére de décision v.

Soient V4. la meilleure évaluation de ’ensemble des stratégies encore envisagées par
I'ego au nceud N, et O la tolérance de perte d’utilité pour chaque ego (O représente la
quantité d’utilité qu’est prét & abandonner chaque ego en faveur d’un consensus général).
Toutes les sous-stratégies dont ’évaluation est strictement inférieure & Vo, — © sont

rejetées.

Enfin, parmi les sous-stratégies non-dominées, dont la valeur est supérieure ou égale
a Vinae — ©, on sélectionne les k meilleures ? afin de se préserver d’une explosion combi-
natoire de la taille des ensembles de sous-stratégies remontés en chaque nceud. Une fois
I'induction arriére terminée, on sélectionne la stratégie de meilleure évaluation, par le

critére v, dans 'ensemble remonté a la racine de ’arbre et on la retourne.

Notons que, dans certains cas, cet ensemble peut étre vide et 'algorithme ne retourne
alors aucune solution. Dans ce cas, il est nécessaire de réviser les valeurs des paramétres

O et/ou k si les ressources physiques de calcul le permettent.

La procédure est formalisée dans 'algorithme 2 page 76, ot p désigne la profondeur
de l'arbre, Ay Iensemble des sous-stratégies remontées au nceud N, et v(A) la valeur
de I’évaluation par le critére de décision v de la stratégie A. L’algorithme 2 parcourt
chaque nceud N en partant des feuilles de I'arbre jusqu’a la racine. En chacun de ces
noeuds, un ensemble Ay de stratégies est construit a partir des ensembles Ay de ses fils.
Chaque stratégie est ensuite évaluée avec le critére de décision v. Enfin, on ne conserve,
dans I'ensemble Ay, que les k meilleures stratégies qui ne sont pas dominées et dont
I’évaluation par v est supérieure a Viq, — ©. Pour finir, une fois que I'ensemble de

stratégies est construit a la racine, on retourne celle d’évaluation maximale.

2. Dans l’algorithme d’origine, le paramétre k n’existe pas. Il a été introduit dans une version retra-
vaillée par Jaffray et Nielsen (2006).
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Algorithme 2 : VetoProcess(arbre de décision T, réel O, entier k)

Sortie : une stratégie de compromis entre les différents egos
pour chaque nocud N de profondeur p a 0 dans T faire
si N € Np alors

/* Cas des noeuds de décision */
Av+ |J {@wnN)pua:aeAy}
N’€efils(N)

i N € N¢ alors

/* Cas des noeuds de chance */

ZN — H ZN/
N'efils(N)

n

pour chaque stratégie A € Ay faire
| Va < v(4)

Vinae < max {Va}
AEAN

pour chaque stratégie A € Ay faire
si (A est dominée) OU (VA < Viper — ©O) alors
L AN — AN \ {A}

tant que |Ay| > k faire
L An + Apn\ {argminAezN{VA}}

Retourner arg max A€Ay, {VA}

Conclusion

En informatique, de nombreux problémes peuvent se réduire & un probléme de déci-
sion séquentielle sous incertitude. Dans ces problémes, le décideur est amené & prendre
plusieurs décisions étalées dans le temps, contrairement & la problématique que nous
avons vu dans le chapitre 1. Dans le présent chapitre, nous avons formalisé cette pro-
blématique et nous avons vu comment représenter un probléme de décision séquentielle
dans l'incertain de maniére graphique sous la forme d’un arbre de décision. Cette repré-
sentation explicite posséde le grand avantage d’étre simple a appréhender et a expliciter.
En effet, nul besoin de connaissances poussées pour comprendre le probléme représenté
par un arbre de décision, ou encore pour modéliser son propre probléme & ’aide de cette

représentation.

Nous avons également pu constater que le nombre de stratégies pouvait grandir de
maniére exponentielle en fonction de la taille de 'arbre de décision. La détermination
d’une stratégie optimale, au sens d’un critére de décision donné, devient alors un pro-

bléme algorithmique en soi. En outre, dés lors que le critére de décision considéré ne
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respecte pas 'axiome d’indépendance, les approches algorithmiques qui reposent sur la
programmation dynamique se révélent inefficaces. Ce type de critéres a été trés peu utilisé
jusqu’a aujourd’hui dans un contexte séquentiel du fait de la difficulté algorithmique qui
en découle. Nous nous intéresserons dans les prochains chapitres & repousser ce verrou
algorithmique.

D’un point de vue décisionnel, nous avons constaté que 1’échec de la programmation
dynamique était lié a la violation de 'axiome conséquentialiste. A 'issue de nombreux
débats dans la littérature économique, il est ressorti qu’il était naturel de rejeter ’axiome
conséquentialiste dés lors que I'on rejette 'axiome d’indépendance (Machina, 1989). Suite
a cela, McClennen (1990) a introduit la notion de choix résolu afin de pouvoir appliquer
les critéres “non-conséquentialistes” dans un contexte séquentiel.

Ce paradigme est devenu une référence dés lors que 'on désire utiliser des critéres
violant I'axiome d’indépendance. Jaffray (1999) a ensuite proposé une sophistication de
cette théorie avec le concept de veto-process, qui permet de garantir le bon déroulement
de la stratégie fixée initialement.

Dans les prochains chapitres, nous allons justement nous intéresser a la détermination
de stratégies optimales lorsque l'on utilise des critéres « non-conséquentialistes ». Les
problémes algorithmiques qui se posent alors sont généralement assez complexes. Afin d’y
voir plus clair dans ces problémes, nous établissons des résultats de complexité, et nous
nous efforcons de proposer des algorithmes efficaces pour déterminer la solution optimale.
Ces algorithmes seront illustrés par des résultats expérimentaux que nous interpréterons.

Dans cette optique, dans le chapitre 3, nous nous intéresserons a l’application du
critére RDU dans le cas du risque lorsque ’on cherche a faire du choix résolu. Nous tra-
vaillerons dans ce chapitre dans le formalisme des arbres de décisions. Ensuite, dans le
chapitre 4, nous nous pencherons sur 'utilisation du critére RDU dans les diagrammes
d’influence (modeéles graphiques que nous détaillerons). Cette modélisation permet une
représentation beaucoup plus compacte, mais nous verrons que cet atout pose de nou-
veaux problémes algorithmiques qui ne se posaient pas dans le formalisme des arbres de
décision. Enfin, le chapitre 5 se place dans le cadre ot l'incertitude n’est pas risquée.
Les solutions proposées vont alors dépendre de la modélisation de I'incertitude, et nous

serons amenés a distinguer les cas d’incertitude totale et de risque imprécis.






Chapitre 3

Crii.;é.re RDU dans les arbres de
décision:

Résumé. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'application du critéere RDU
dans un arbre de décision. Dans un premier temps, nous démontrons que la recherche
d’une stratégie pure optimale dans un arbre de décision est un probléeme NP-difficile.
Suite ¢ ce constat, nous proposons deux approches pour résoudre le probléeme. Une
premiére, mettant en cuvre une formulation par un programme linéaire en variables
mixtes, valide uniquement pour certaines formes de la fonction @, et une seconde,
fondée sur le principe du « branch and bound », valide quelle que soit la fonction ¢
envisagée. Nous comparons ensuite ces deux approches via diverses erpérimentations
numeériques. La méthode de branch and bound se révélant plus efficace et plus générale,
nous lappliquons sur un probléme réel tiré du célébre jeu télévisé « Qui veut gagner des
millions ? ». L’arbre qui en résulte est d’une taille trés importante (plus de 75 millions
de neeuds de décision). Malgré cela, l'algorithme retourne une stratégie optimale assez
rapidement. Enfin, nous nous focalisons sur le probléeme de la détermination d’une
stratégie mizte qui optimise le critéere RDU dans un arbre de décision. Afin de résoudre
ce probléme, nous proposons une formulation par un programme linéaire qui n’est valide

que pour une certaine forme de la fonction ¢ : concave et linéaire par morceauzr. Nous

concluons par un résultat de polynomialité dans ce dernier cas.

1. Ce chapitre s’appuie en partie sur des résultats présentés dans (Jeantet et Spanjaard, 2008a) et
(Jeantet et Spanjaard, 2008b).

79



80 3. Critére RDU dans les arbres de décision

Introduction

Le critére de ’espérance d’utilité domine la littérature en décision dans le risque.
Son attrait sur le plan normatif et la simplicité algorithmique qui en découle (i.e., la
possibilité de calculer une stratégie optimale par programmation dynamique) constituent
les principales raisons de ce succés. En effet, ’absence d’algorithme pour le calcul d’une
stratégie optimale au sens d’un critére non-EU constitue un solide verrou & son utilisation
dans la pratique.

Dans ce chapitre, nous nous consacrons au développement d’algorithmes permettant
de déterminer une stratégie optimale au sens du critére de 'espérance d’utilité dépendant
du rang (RDU). En effet, comme nous I'avons vu dans le chapitre 1, ce critére relache
I’axiome d’indépendance, ce qui lui confére un pouvoir descriptif trés élevé. En contrepar-
tie, les approches par programmation dynamique ne permettent pas de déterminer une
stratégie optimale (voir chapitre 2) et peuvent méme conduire & une stratégie dominée
stochastiquement au premier ordre.

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, il est alors nécessaire de renoncer
a l'axiome conséquentialiste si 'on veut vérifier 'axiome de cohérence dynamique. Une
premiére méthode consiste a faire du choix résolu depuis la racine. Autrement dit, on
détermine la stratégie qui optimise le critére RDU & la racine et on applique cette stra-
tégie sans jamais en dévier quels que soient les événements qui se réalisent. Une seconde
méthode consiste a appliquer le principe du veto-process, c’est-a-dire que 1’on cherche a
déterminer une stratégie qui tend & satisfaire les différents egos du décideur, au sens du
critére RDU, tout en s’efforcant d’assurer le caractére non-dominée de la stratégie. Cette
approche a déja été traitée récemment dans la littérature par Jaffray et Nielsen (2006).

Nous nous intéressons ici & faire du choix résolu depuis la racine. Notre objectif di-
verge donc de I'approche par veto-process dans le sens ot la stratégie que ’on cherche a
déterminer n’est pas la méme, bien que les deux approches se basent sur le critére RDU

pour modéliser les préférences du décideur.

Dans un premier temps, nous présentons un résultat de complexité pour le probléme
de la détermination d’une stratégie optimisant le critéere RDU dans un arbre de déci-
sion. Dans un second temps, afin de résoudre ce probléme, nous proposons une premiére
approche par programmation mathématique. Cependant, cette approche est valide uni-
quement pour certaines formes particuliéres de la fonction ¢ de déformation des probabili-
tés : les fonctions concaves et linéaires par morceaux. Suite a cela, nous développons une
seconde approche, par énumération implicite, permettant de traiter le probléme pour
n’importe quelle forme de la fonction ¢ de transformation des probabilités. Nous pré-
sentons ensuite les résultats des expérimentations numériques que nous avons menées,

permettant de comparer et d’évaluer les performances de ces deux approches. Nous ex-
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périmentons également 'algorithme d’énumération implicite sur un probléme réel tiré
du célébre jeu télévisé « Qui veut gagner des millions? ». Enfin, nous nous intéressons
au cas des stratégies mixtes. Les stratégies mixtes divergent des stratégies pures? par le
fait que ’on ne prend plus nos décisions de maniére certaine mais en suivant une loi de

probabilité que I'on détermine.

3.1 Complexité

On appelle RDU-OPT le probléme de la détermination d’une stratégie qui optimise
le critére RDU depuis la racine dans un arbre de décision. Sous la condition que la
taille d’un arbre de décision correspond au nombre de noeuds de décision impliqués, nous

prouvons dans la suite que ce probléme est NP-difficile :
Proposition 1 Le probléme RDU-OPT est un probleme NP-Difficile.

Preuve. On s’appuie sur une réduction polynomiale du probléme 3-SAT vers le probléme
RDU-OPT. Le probléme 3-SAT se formule comme suit :

INSTANCE : un ensemble X de variables booléennes, une collection C de clauses sur X
telle que |c| = 3 pour toute clause ¢ € C.
QUESTION : existe-t-il une instanciation des variables booléennes de X qui satisfait

simultanément toutes les clauses de C'?

Soient X = {x1,...,z,} et C ={c1,...,cn}. La construction polynomiale d’un arbre
de décision & partir d’une instance du probléme 3-SAT se réalise comme suit.

On définit un nceud de décision pour chaque variable de X. Etant donnée z; une
variable de X, le nceud de décision associé dans I'arbre de décision, noté également x;,
posséde deux fils :

— le premier (nceud de chance noté V;) correspond a Uinstanciation vrai de x;,

— et le second (noeud de chance noté F;) correspond a Uinstanciation fauz de z;.

Soient {cj,, ..., ¢;;} € C lesous-ensemble de clauses dans lesquelles figurent le littéral
positif x;, et {Ci’l e ,ci%} C (' le sous-ensemble de clauses dans lesquelles figurent le
littéral négatif z;.

Pour chaque clause ¢;, (1 < h < j) on crée, comme fils de V;, un nceud terminal noté
ci, , correspondant a la clause ¢;, . On crée, de plus, un fils supplémentaire de V; noté co,
correspondant & une conséquence cg fictive. De méme, on crée un fils de F; pour chaque

clause ciy, (1 < h < k), ainsi qu'un fils supplémentaire correspondant a la conséquence ¢

2. Les “stratégies pures” sont celles que nous avons définies dans le chapitre 2.
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fictive. De cette maniére, le nceud V; posséde j + 1 fils, tandis que le nceud F; posséde
k+1 fils.

Afin de constituer un arbre de décision, on ajoute un noeud de chance H pére de tous
les nceuds de décision z; (1 <4 < n). Enfin, on ajoute un noeud de décision a la racine,
ayant H comme unique fils (ce qui permet de respecter ’hypothése que la racine d’un
arbre de décision est un noeud de décision). L’arbre de décision ainsi construit posséde
n+ 1 noeuds de décision, 2n+ 1 noeuds de chance et au plus 2n(m + 1) nceuds terminaux.
Sa taille est donc en O(nm), ce qui garantit bien la polynomialité de la transformation.
A titre d’illustration, sur la figure 3.1, nous donnons ’arbre de décision obtenu pour
I'instance suivante de 3-SAT : (z1 V z2 V x3) A (T1 Va3V xg) A (T2 VT3 V T3).

Remarquons que 'on peut établir une bijection entre l’ensemble des stratégies de
I’arbre de décision construit et I’ensemble des instanciations réalisables dans le probléme
3-SAT initial. Pour ce faire, il suffit de poser x; = 1 dans le probléme 3-SAT si et seule-
ment si 'arc (x;, V;) figure dans la stratégie, et z; = 0 si et seulement si 'arc (x;, F;)
figure dans la stratégie. Une instanciation satisfaisante du probléme 3-SAT (i.e., qui sa-
tisfait simultanément toutes les clauses) correspond alors & une stratégie ou toute clause

¢i (1 <1i < m) figure comme conséquence possible (figurant donc de une a trois fois).

Pour compléter la réduction, il s’agit maintenant d’établir, d’une part, les probabilités
assignées aux arcs issus des nceuds de chance H, V; et F;, et d’autre part, les utilités des
conséquences et la fonction . La réduction va consister & les définir de facon & ce que
seules les stratégies correspondant a des instanciations satisfaisantes maximisent le critére

RDU. Plus précisément, nous visons a ce que :

(1) la valeur RDU d’une stratégie ne dépende que de I’ensemble (et non du multi-
ensemble) de ses conséquences possibles (autrement dit I'ensemble des clauses
satisfaites par I'instanciation correspondante),

(7i) la valeur RDU d’une stratégie correspondant & une instanciation satisfaisante
vaille exactement m,

(7i7) si une stratégie est susceptible de conduire & un ensemble de conséquences
possibles qui est strictement inclus dans I’ensemble des conséquences d’une autre

stratégie, la valeur RDU de cette derniére soit strictement supérieure.

Pour ce faire, aprés avoir affecté la probabilité % aux arcs issus de H, on définit les

autres probabilités et les utilités de la fagon suivante (pour ¢ # 0) :

SRy
pi = (1_0)
) — N j—1
u(c;) = ijl 17
ou p; désigne la probabilité associée aux arcs conduisant & une conséquence ¢;. Pour les

arcs de type (Vj,co) (resp. (Fj,cp)), on pose u(cg) = 0 et on affecte la probabilité qui
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complémente & 1 I’ensemble des probabilités affectées aux arcs issus du noeud de chance
Vj (resp. F}). Notons que cette derniere probabilité est bien positive puisque la somme

des p; est strictement inférieure a 1. Enfin, la fonction ¢ est définie comme suit 3 :

¢(p) = pi sipe [EL B pouri <m

A titre d’illustration, les probabilités et la fonction d’utilité obtenues pour 'instance
de 3-SAT indiquée plus haut ont été indiquées sur 'arbre de décision de la figure 3.1

page 84 et la fonction ¢ obtenue est la suivante :

0, si p € [05 11000 |
1 : 1.1
)10 8P € [5x7000° 00l
vp) =14 | , L
00 SiP € [0 10|
. l .
\1’ sipe [4X10,1[

Dans la suite, nous considérons une stratégie quelconque A, induisant une loterie
notée L, et on note I C {0,...,m} ensemble des indices des conséquences possibles de
A. Remarquons que la conséquence ¢y est toujours présente dans une stratégie A. On
appelle a; € {1,2,3} le nombre d’occurrences de la conséquence ¢; dans A. Par abus de

notation, nous confondons ci-dessous ¢; et u(c;).

Preuve de (i). La valeur RDU d’une stratégie A quelconque vaut :

RDU(L) = COXCP(l)‘FZ(Ci—Cprec,(i))QO Zaj% ,ou precr(i) =max{j € I :j <i}.
iel jel
i>i

Montrons que :
) pj Py
Viel i— | = —
|2 = 2
Jjel JjeI
3> 3>

Par croissance de ¢, on a :

¢ Z% <o Z%’% <¢ 23%

jer jer jer
j>i j>i j>i

3. Notons que la fonction ¢ choisie est croissante seulement au sens large. Bien que cela suffise, dans
la pratique la fonction ¢ est strictement croissante. Cependant, en adaptant légérement la fonction, il
est possible d’obtenir une fonction ¢ strictement croissante. De méme, la fonction définie ici n’est pas
continue, tandis qu’en pratique la fonction ¢ est continue. Encore une fois on peut adapter facilement
cette construction afin de la rendre continue.
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0.9 co=0

0.1 c1 =1

099 .o =0
. i 0.0 —c2 =11
1

09 co = 0

0.1 c1 =1
1 0.999 .., =0

i 0.001 ¢z = 111

(D] (L) 0.89_—co=0

Vs 0.1 e =1
1
4 0.01 co = 11
0.999 co =0

0.001 ez =111

1
4
099 .o =0
i 0.01 —c2=11
0.999 .0y =0

FIGURE 3.1 — Arbre de décision correspondant & la réduction polynomiale de I'instance
3-SAT suivante : (x1 Vaa Vas) A (TTV 3 Vag) A (T2 VT3V Tg).

0.001 ¢ =111

On a donc :
() | e | Do <o 20 ()
PlLn\10) | =P L%, | =% &n 10
JjeI JjeI JjeI
j>i j>i j>i
Puisque

Jj=i Jjzi
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Or ¢y X ¢(1) = 0. On conclut donc que :

RDU(L) = Z (ci - CpreCI(i)) 2 Z %
icl ;;

Preuve de (ii). Considérons une stratégie A* correspondant a une instanciation satisfai-
sante, et la loterie induite L* ou toutes les conséquences ¢; de C sont possibles. D’aprés

(i), on a :

=1

RDU(L) =Y (e —ciie | Y % .
j=t

On remarque que pour tout ¢ < m :

m D . . 1 i1
(ci — ¢i1)p Z # =10""" x pi_g = 1071 x (1—0> =1.
Jj=t

Par conséquent, RDU(L*) = m.

Preuve de (iii). Soient A (resp. A’) une stratégie quelconque de loterie induite L (resp.
L) et I C {0,...,m} (resp. J = I U{k}) 'ensemble des indices de ses conséquences
possibles. On suppose ici que k < max I, le cas kK = max I étant évident. Par définition,
{iel:i#k}={ieJ:i+#k}. On peut donc écrire la valeur RDU de A comme une

sommes de trois termes :

pi
RDU(L) = Z (Ci - Cp?”@CJ(’L'))SO Z ;]
ieJ JEI
i<k—1 J>i
+ (e, —c ) Z by
k precy(k))P n
JEI
jzk
pi
+ Z (Cz' - CpTeCJ(i))SD Z —
ieJ e
i>k+1 j>i

De la méme maniére, la valeur RDU de la stratégie A’ s’écrit également comme une

somme de trois termes :
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pi
RDU(L) = Z (Ci - Cp?”@CJ(’L'))SO Z ;]
i€J jeJ
i<k—1 G>i
+ (e —c ) Z by
k precy(k))P n
jeJ
jzk
pi
+ Z (Ci - CpTeCJ(i))SO Z —
ieJ e
i>k+1 j>i

Par croissance de ¢, on a :

, Dj pj
ICI=Vi<k-1 E — | < E —
B = i —n | = 4 —n
Jel jeJ
iz iz
Ainsi le premier terme de RDU(L) est inférieur ou égal au premier terme de RDU(L').

On vérifie facilement que :

pj pj
¥ Z g] = Psucer(k)—1 et ¢ Z ;J = Pprecy(k) — Pk—1
jel JjeJ
Jj=k jzk

ot succy(i) = min{j € I : j > i}. Or pyee,(k)—1 < Pr—1 car succr(k) —1 > k—1. Donc le
second terme de RDU (L) est strictement inférieur au second terme de RDU(L'). Enfin,
le troisiéme terme de RDU (L) est bien évidemment égal au troisiéme terme de RDU (L').
Par conséquent RDU(L) < RDU(L').

On conclut de (7),(i7) et (i7) que toute stratégie correspondant a une instanciation
non-satisfaisante présente une valeur RDU strictement inférieure & m, et que toute straté-
gie correspondant & une instanciation satisfaisante présente une valeur RDU exactement
égale & m. Trouver une instanciation satisfaisante dans 3-SAT revient donc & trouver
une stratégie valant m dans RDU-OPT. |

Puisque le probleme RDU-OPT est NP-difficile, il est nécessaire de développer des al-
gorithmes exponentiels performants pour résoudre le probléme. C’est justement le propos

des deux prochaines parties.

3.2 Approche par programmation mathématique

Nous présentons ici une premiére approche, par programmation linéaire en variables

mixtes, pour résoudre le probléme RDU-OPT. Notons que ’approche présentée ici n’est
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valide que pour une classe précise de fonctions ¢ de déformation des probabilités : la
fonction ¢ doit étre linéaire par morceau et concave. Rappelons qu’une fonction concave
de déformation des probabilités traduit un comportement de gotit pour le risque (en
supposant affine la fonction d’utilité).

Afin d’alléger les notations et la formulation du programme mathématique, nous sup-
posons ici que 'arbre de décision T est de profondeur paire, et que tout chemin de la
racine (noeud de décision D7) vers un nceud terminal alterne les nceuds de décision (notés
D; avec i € {1,...,|Np|}) et les nceuds de chance (notés L; avec i € {1, ...,|N¢|}). Cela
nous permet alors, sans ambiguité, de noter (4,7) les arcs (D;, L;) issus des nceuds de

décision, appelés aussi arcs décisionnels par la suite.

Dans un premier temps, nous détaillons un ensemble de contraintes permettant de
définir 'ensemble de toutes les stratégies d’un arbre de décision T'. Pour ce faire, chaque
arc (4,) issu d'un noeud de décision donne naissance & une variable booléenne y; ;). Les
INp| contraintes linéaires suivantes définissent ’ensemble des stratégies réalisables de

l'arbre de décision T :

Z Yag = 1
J

Z YGi,5) =  Yprevp(s) Vi € {27 ey |ND|}
J

ot yg ;) = 1 (resp. y( ;) = 0) si la décision (4,7) appartient (resp. n’appartient pas) a
la stratégie. La fonction prevp(i) retourne l'arc issu du plus proche noeud de décision
ancétre de D;.

De cette manieére, toute affectation des variables y(; ;) qui vérifie ces contraintes cor-
respond & une stratégie de T', et toute stratégie de T correspond & une affectation des

variables y; ;y qui vérifie ces contraintes.

Exemple 10 Pour l’arbre de décision représenté sur la figure 3.2 page 88, les contraintes

qui définissent ’ensemble des stratégies réalisables de 'arbre sont les suivantes :

Yy tyaz = 1

Y23 T Y24 = Yan
Y35 TYGe = Ya
Yar) T Yas) = Y12
Y59 TY65,100 = Ya,2)

Nous détaillons maintenant la formulation de la fonction objectif que I’on désire maxi-
miser. L’ensemble des utilités de l'arbre de décision T est noté U = {uy,ug, ..., u, }, avec

w1 < ug < ... < uy, et la probabilité d’obtenir 1'utilité uy, est notée py,. La probabilité py,
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0.5 us = 6,p3 =0.30
Y(2,3) ‘!’
0.5 u13 = 31, p13 = 0.30
0.6 0.8 us = 10, ps = 0.48
ven (L)
g 0.2 Ug = 4,p2 =0.12
0.3 Uy = 1,])1 =0.12
Y1) Y(3,5) @
0.4 0.7 u14 = 31, p14 = 0.28
0.4 ug = 20,]98 =0.16
Y(3,6) ‘!’
0.6 u1g = 25,p10 = 0.24
-D1
0.2 Uyg = 7,p4 =0.02
Y(4,7) ‘!’
0.8 uil = 23,])11 = 0.08
0.1 0.5 uy = 18, p7 = 0.05
Y(1,2) Y(4,8) @
0.6 Ui = 22,])10 =0.54
Y(5,9) ‘!’
0.9 0.4 u1s = 31,p15 = 0.36
0.9 ug = 21, pg = 0.81
Y(5,10) ‘I!’
0.1 u1g = 40, p1g = 0.09

FIGURE 3.2 — Arbre de décision et les différentes variables et paramétres figurant dans
le programme mathématique.

correspond au produit de toutes les probabilités rencontrées sur le chemin de la racine

au neeud d’utilité offrant uy. Le critére RDU peut alors s’écrire comme suit :

n
uy + Z(uh - Uh—l)SO ijyprevu(j)
h=2 j>h
ou preuvy,(j) est la fonction qui retourne l’arc issu du plus proche noeud de décision ancétre
du nceud d’utilité offrant I'utilité u;. L'introduction de (n — 1) variables ¢, permet alors

de reformuler cette fonction objectif de la fagon suivante :

n
up + Z(uh - uh_l)wh, ou Vh € {2, ceey n}, $h = @ ijyprevu(j)
h=2 j=h

Exemple 11 Considérons ['arbre de décision représenté sur la figure 3.2, la fonction
objectif vaut 14+ (4—1)pa+...4+ (31 —25)p13+ (31 —31)p14+ (31 — 31) 15+ (40 — 31) 16,
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1.00 +

0.75 4.
0.50 +
0.25 1

| | | |
T T T T

0.25 050 075 1.00

FIGURE 3.3 — L’enveloppe inférieure d’un ensemble de fonction affines est une fonction
concave et linéaire par morceaux.

ce qui est équivalent a :
1+ 32 + 203 + @4 + 3¢5 + 596 + 307 + 208 + 9 + @10 + 2011 + 2912 + 6913 + Y16

Notons que les variables p14 et p15, n'apparaissant pas dans la fonction objective, peuvent

étre retirées du programme mathématique.

Les contraintes liées & ¢y ne sont bien sir pas linéaires, du fait de la présence de la
fonction ¢ qui n’est pas affine. Nous nous intéressons maintenant a la linéarisation de la

fonction .

La linéarisation que nous proposons ici traite uniquement le cas des fonctions ¢ qui
sont concaves et linéaires par morceaux. Une fonction concave et linéaire par morceaux
peut étre décrite par I'enveloppe inférieure d’un ensemble de fonctions affines. En effet,
soit un ensemble { f1, fa, ..., fm} de fonctions avec Vk € {1,2,...,m}, fr(p) = arp + by ou
(ag,br) € R?, la fonction ¢(p) = min{f1(p), f2(p), ..., fm(p)} est une fonction concave et
linéaire par morceaux. En guise d’illustration, nous avons représenté en pointillés sur la
figure 3.3 les fonctions de 'ensemble { f1(x), ..., f5(xz)} avec : f1(x) = 4z, fo(x) = 22+0.2,
fa(x) = x4+0.5, fu(x) = %33—1—0.7, fs(x) = %x+0.9. L’enveloppe inférieure de cet ensemble
de fonction a été représentée en gras et correspond bien & une fonction concave et linéaire

par morceaux.

Lorsque la fonction ¢ est concave et linéaire par morceaux, la valeur de ¢y peut alors
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s’obtenir en optimisant le programme linéaire suivant :

PR = max,«

a < i ijyprwu(j) Vk e {1,....m}
Jjzh
a > 0

Exemple 12 Supposons que ¢(p) = 1.8p pour p < 0.5, et p(p) = 0.4p+0.6 pour p > 0.5.
On a alors o(p) = min{ f1(p), f2(p)} avec f1(p) = 1.8p et fo(p) = 0.4p+0.6. Etant donnée
une nstanciation valide des variables booléennes y(; jy de larbre de décision représenté
sur la figure 3.2 page 88, la valeur de w13 peut alors s’exprimer comme 'optimum du

programme linéaire suivant :

P13 = MmaXy«
a < 1.8(0.30y(2,3) + 0.28y(3,5) + O.36y(579) + O.O9y(5710))
a < 0.4(0.3Oy(2,3) + 0.28y(3,5) + O.36y(579) + O.O9y(5710)) + 0.6
a > 0

Puisque up — up—1 > 0, la maximisation de la fonction objectif implique la maximi-
sation de chacun des ¢y,. La formulation du programme linéaire en variables mixtes pour

optimiser RDU dans un arbre de décision s’écrit donc comme suit :
max, u1 + ) p_o(Un — Un_1)@i
on < fr ijyprevu(j) Vh e {2,..,n},Vk € {1,....,m}
j=h

> vay = 1

J
Zy(i,j) = Yprevp(i) Vie {27 R ‘ND‘}

J

Yij) €10,1} ¢ >0

Ce programme mathématique comporte (n — 1) variables réelles, |[Np| variables boo-
léennes et (n — 1)m + |[Np| contraintes (puisque m contraintes sont créées pour chaque
variable ). La taille de ce programme mathématique est donc linéaire en la taille de
Parbre de décision T pour un nombre m fixé de morceaux caractérisant la fonction .
Rappelons cependant que la complexité, dans le pire des cas, de l'optimisation d’un
programme linéaire en variables mixtes, est exponentielle dans le nombre de variables

entieres.
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3.3 Approche par énumeération implicite

Dans cette partie, nous présentons une méthode basée sur le principe du branch and
bound pour résoudre le probléme RDU-OPT. Contrairement & ’approche précédente,
cette méthode reste valide pour n’importe quelle fonction ¢ de déformation des proba-
bilités (i.e., la fonction ¢ n’est plus restreinte aux fonctions concaves et linéaires par
morceaux).

Le principe de cette méthode consiste & partitionner I’ensemble des stratégies en plu-
sieurs sous-ensembles de stratégies. Chaque sous-ensemble est différencié par la décision
(N, N’) prise au nceud de décision N. De maniére plus formelle, les noeuds de 'arbre
d’énumération sont caractérisés par une stratégie partielle. Une stratégie partielle per-
met de définir un sous-ensemble de stratégies. Considérons un arbre de décision T et un
ensemble AT de nceuds incluant :

— laracine N, € Np de T,

— un fils exactement pour chaque noeud N € N = Np nAT.

L’ensemble des arcs I' = {(N,N') : N € N5, N’ € NT} C £ définit une stratégie partielle
de I'arbre T dés lors que le sous-graphe induit par AT est un arbre. Une stratégie A est
dite compatible avec la stratégie partielle I' si et seulement si I' C A. Le sous-ensemble des
stratégies caractérisées par la stratégie partielle I' correspond & ’ensemble des stratégies
compatibles avec I.

En chaque noeud de I'arbre d’énumération, on fixe un arc parmi les arcs issus d’'un
nceeud de décision donné. L’ordre dans lequel les nceuds de décision sont parcourus est
donné par une fonction de rang rg : Np — {1,2,...,|Npl|}. Si plusieurs nceuds de
décision sont candidats * pour compléter N, on choisit celui dont le rang est le plus bas.

La fonction rg est définie comme suit :

Tg(Nr) =1

[past(N)| > |past(N')| = rg(N) > rg(N')

|past(N)| = |past(N")| et EU(T(N)) > EU(T(N")) = rg(N) < rg(N’)
ou EU(T(N)) est la valeur optimale du critére EU dans le sous-arbre T'(IN) (rappelons
que T(N) est le sous-arbre de T ayant pour racine N) et past(N) est I'ensemble des

nceuds rencontrés sur le chemin de la racine & N (N exclu).

Exemple 13 Considérons l’arbre de décision représenté sur la figure 3.2, il existe une
unique fonction de rang rg définie par : rg(D1) =1, rg(D2) =5, rg(D3) = 3, rg(D4) =4
et rg(Ds) = 2 (car EU(T(Ds)) < EU(T(D3)) < EU(T(Ds4)) < EU(T(D2))). Nous

avons représenté l’arbre d’énumération correspondant dans la figure 3.4 qui suit.

4. Un neeud N°€ est candidat pour compléter une stratégie partielle I' si et seulement si ’ensemble
{(N,N'): N e NEU{N°}, N’ € NT U{N°}} est une stratégie partielle.



92 3. Critére RDU dans les arbres de décision

Dy
r=¢
D3 D4
r'={(D1,L1)} I'={(D1,L2)}
@1 (@) i) (D14
D2 D2 D5 D5
F:{(Dlel)v(D3vL5)} F:{(Dlel)v(D3vL6)} F:{(Dlel)v(D4vL7)} F:{(Dlel)v(D‘les)}

(Ds, Lo) (Ds, Lo) (Ds, L1o)

FIGURE 3.4 — Arbre d’énumération correspondant & I’arbre de décision représenté sur la
figure 3.2.

L’algorithme 3 page 93 décrit formellement, sous forme récursive, la procédure d’énu-
mération implicite que nous proposons ici. Elle prend en argument une stratégie partielle
I', ainsi que la meilleure valeur selon RDU trouvée jusqu’a présent (notée RDU,p). La
recherche se fait en profondeur d’abord dans ’arbre d’énumération. Les nceuds de déci-
sion candidats pour venir compléter la stratégie partielle I' (i.e., pour entrer dans NT)

sont notés N7. Parmi les noeuds de N7, on note N,,;, celui dont le rang est minimal.

L’ensemble des arcs décisionnels issus de Ny, est noté &,,;,. Cet ensemble définit
I'ensemble des extensions possibles de T' que 'on envisage dans la recherche (en d’autres
termes, les fils du noeud associé & I' dans 'arbre d’énumération). Pour chacune de ces
extensions possibles de I' (i.e., en chaque fils du nceud courant de 'arbre d’énumération),
on calcule, par I'intermédiaire de la fonction ev™ (resp. ev™), une borne inférieure (resp.
supérieure) de la meilleure évaluation, selon le critére RDU, des stratégies compatibles
avec l'extension de I' envisagée. La valeur retournée par la fonction ev™ correspond &
I’évaluation, selon le critére RDU, d’une stratégie réalisable compatible avec I'extension
de I envisagée, tandis que celle retournée par ev’ ne correspond & aucune stratégie réa-
lisable particuliére. On met donc & jour la valeur de RDU,,; si celle retournée par ev™
est supérieure. Comme il est d’usage dans un branch and bound, la valeur retournée par
la fonction ev™ nous indique s’il faut continuer & explorer, en profondeur, I'arbre d’énu-
mération, ou si 'on peut couper ’ensemble des stratégies compatibles avec I'extension
de la stratégie partielle (i.e., la stratégie optimisant le critére RDU ne fait pas partie de

I'ensemble de stratégies caractérisé par cette extension). L’optimalité de la valeur RDU,y
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Algorithme 3 : BB(Stratégie partielle I', Réel RDU,y)
Sortie : La valeur RDU optimale parmi les stratégies compatibles avec I
N1 < {N; € Np : N; est candidat};

Niin arg ]\I/'né/\r/l'l Tg(N);
Emin < {(Nmin, A) € E: A € fils(Npin)};
pour chaque (N, A) € &,,;, faire
RDU,pt < max {RDUyp,ev™ (TU{(N,A)})};
si evt(TU{(N,A)}) > RDU,,; alors
RDUjemnp < BB(I'U {(N, A)}, RDUqp);
si RDUiemp > RDU,y; alors
| RDUgypt < RDUjepyp;

Retourner RD Uopt

retournée est garantie puisque seules les sous-stratégies sous-optimales sont ignorées dans

la recherche (car evt retourne un borne supérieure).

Il nous reste maintenant & détailler les aspects clefs de la méthode de branch and
bound proposée ici : I'initialisation, le calcul de la borne inférieure et le calcul de la borne

supérieure.

Initialisation

L’initialisation consiste & déterminer une stratégie initiale. La valeur de cette stratégie
selon le critere RDU permet d’initialiser la valeur de RDU,y. Il est bien connu que
plus la solution initiale est de bonne qualité, plus la méthode de branch and bound
s’avere efficace. En effet, une bonne valeur initiale, permet de couper trés rapidement
d’importants sous-ensembles de solutions. Pour initialiser notre algorithme de branch
and bound, nous proposons ici de démarrer avec la stratégie optimisant le critére EU. De
cette maniere, la valeur de RDU,,,; est initialement égale a la valeur RDU de la stratégie

optimisant le critére EU.

Calcul de la borne inférieure

En chaque nceud de 'arbre d’énumération (caractérisé par la stratégie partielle T'),
on calcule la valeur V', selon le critere RDU, de la stratégie optimisant le critére EU
parmi celles qui sont compatibles avec I'. Ce calcul est réalisé par la fonction ev™ dans
I’algorithme. Lorsque la valeur RDU de cette stratégie est plus élevée que la meilleure

valeur de RDU,; trouvée jusqu’alors, on met a jour la valeur de RDU,;.
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Calcul de la borne supérieure

La fonction permettant de calculer une borne supérieure est notée ev™. Elle retourne
une borne supérieure de toutes les évaluations par le critére RDU des stratégies com-
patibles avec la stratégie partielle I', qu’elle prend en argument. Le principe de cette
évaluation est de construire une loterie, que ’on nommera par la suite loterie dominante,
qui domine stochastiquement au premier ordre toutes les loteries correspondantes & des
stratégies compatibles avec I'. Ensuite, on évalue, avec le critére RDU, la valeur de cette
loterie dominante. Cette valeur fournit bien une borne supérieure puisque le critére RDU
est compatible avec la dominance stochastique au premier ordre : si la loterie L domine
stochastiquement au premier ordre la loterie L', alors RDU(L) > RDU(L').

Afin de construire une telle loterie, on procéde par programmation dynamique dans
I’arbre de décision. Notons que 'on peut manipuler indifféremment une loterie et sa fonc-
tion décumulative puisqu’a chaque loterie correspond une unique fonction décumulative
et que seule la fonction décumulative nous intéresse lorsque 'on évalue la valeur d’une
loterie avec le critére RDU. Ainsi, nous ne construisons pas une loterie dominante mais

une fonction décumulative dominante qui correspond & une loterie dominante.

L’initialisation est réalisée comme suit : & chaque nceud d’utilité Np € C on associe
la fonction décumulative G~y = (1,u(Nr)). Puis, par induction arriére, on remonte a
la racine une fonction décumulative correspondant & une loterie dominante.

En chaque nceud de chance A € N, on associe la fonction décumulative G4 induite
par les fonctions décumulatives associées a chacun des fils de A. Plus précisément, G a

se calcule comme suit :

Vu,Gpa(u)= Y P((A,N)Gp~(u)
Nefils(A)

ou Gy~ correspond a la fonction décumulative assignée au nceud N € N et P((A, N))
est la probabilité associée a 'arc (A, N) dans l'arbre de décision.
En chaque nceud de décision D € Np, on calcule une fonction décumulative Gy o

selon les relations de récurrence suivantes :

Vu,Grp(u) = Gpn(u) si AN € fils(D): (D,N) €T

Vu,Gpp(u) = Nel?z‘zl%;%D) G~ (u) sinon

Enfin, la valeur retournée par la fonction ev™ est RDU(Gyn,) o Gpn, correspond

A la fonction décumulative construite en la racine de ’arbre.

Ul

est le nombre de valeurs d’utilités distinctes présentes dans l'arbre de décision) puisque

La complexité de cette procédure récursive pour I' = @) est en O(|N|.|U]|) (on

chaque noeud de NV est examiné une fois et que le “support” des fonctions décumulatives
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calculées est borné par |U|. Néanmoins, notons que durant la procédure de branch and
bound, lorsque 'on ajoute un arc (D;, N;) a I, il n’est pas nécessaire de recalculer les
fonctions décumulatives Gy~ en chaque noeud N € N. En effet, il est possible d’utiliser
les fonctions décumulatives G~ déja calculées lors du calcul de ev™t (T'). 11 suffit pour cela
de mettre & jour uniquement les fonctions décumulatives susceptibles d’avoir changées,
c’est-a-dire celles assignées aux nceuds rencontrés sur le chemin de la racine au noeud
D;. Puisque la longueur d’un chemin de T est bornée par la profondeur p de 'arbre, la
complexité de la procédure du calcul de la valeur de ev™(T') pour T' # ) est alors en
O(p.|U).
Pour conclure, il nous reste & prouver la validité de cette procédure récursive. Pour
cela, on procéde par induction arriére dans I'arbre de décision :
— FEn un neud chance A € N : considérons un ensemble {Ly : N € fils(A)} de
loteries tel que VYN € fils(A), L' domine stochastiquement au premier ordre L.

On a alors :

Vu,Gpa(u)= Y p((AN)Gn(u) = Y p((A,N)Gry(u)
Nefils(A) Nefils(A)

Ainsi, on assure que la loterie LA domine stochastiquement au premier ordre
toutes les loteries induites par une stratégie de T'(A).

— En un neud de décision D : s'il existe N € fils(D) tel que (D, N) € T, alors on
est dans un cas trivial. Sinon, considérons un ensemble {Ly : N € fils(A)} de
loteries tel que VN € fils(A), LY domine stochastiquement au premier ordre Ly.
Par définition on a :

Vu,Gro(u) = NGI?Z'EZE%D) G (u)

On en déduit alors que
VN € fils(D),Yu,Grp(u) > Gpn(u) > G, (u)

Ainsi, on assure que la loterie L” domine stochastiquement au premier ordre

toutes les loteries induites par une stratégie de T'(A).

Par conséquent, la loterie LV* domine stochastiquement au premier ordre toutes les lo-

teries induites par une stratégie compatible avec I'.

Exemple 14 Considérons ’arbre de décision représenté sur la figure 3.2. Supposons que
I' = {(D1,A1),(D2,A3)}. Les fonctions décumulatives assignées aux différents neeuds
sont :

— En Ay : Gpay = (6,1;31,0.5).
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p p
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FIGURE 3.5 — Représentation graphique des fonctions décumulatives G a5, G a4 et G s
lors du calcul de la borne supérieure dans 'arbre de décision représenté sur la figure 3.2
avec I' = {(D1, A1), (D2, A3)} (voir exemple 14).

— En Ay : Gpa, = (4,1;10,0.8).

— En As : Gpa; = (1,1;31,0.7). Cette fonction décumulative est représentée en gris
clair sur la figure 3.5.

— En Ag : Gpag = (20,1;25,0.6). Cette fonction décumulative est représentée en
gris sur la figure 3.5.

— En Dy : Gypy, = Gpay car (Dg, Az) €T

— FEn Ds3 : la fonction décumulative assignée au neud D3 est I’enveloppe supérieure

des fonctions décumulatives Ga; et Gpas. Plus précisément, elle est égale a :
Vat, Gy, () = max{ G, (), G pag (1)}

Cette fonction décumulative est représentée en noir sur la figure 8.5. On a donc
Gps = (20,1;31,0.7).
— En Ay : Gpa, =0.6Gpp, +04Gpy = (6,1;20,0.7;31,0.59).
— En Dy : Gyp, = Gpa, car (D1,A;) €T
La borne supérieure de ’ensemble des stratégies caractérisées par T vaut alors ev™ (T) =
RDU(LPY).

3.4 Reésultats expérimentaux

Pour les expérimentations numériques, tous les algorithmes ont été programmés avec

le langage C+-+. Ces algorithmes ont été exécutés sur un ordinateur doté d’un processeur
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Profondeur (nceuds) \ Méthode MIP B&B

min | moy | max min | moy | max
4 (31) <01]<01]<01|<01]|<01]<01
6 (127) <01]<01]<01|<01]<01]<0.1
8 (511) <01 |<01|<01|<01|<0.1]|<0.1
10 (2047) 2.1 2.3 28 | <01 2.5 5.0
12 (8191) 79.4 | 86.0 | 107.3 0.3 5.6 | 20.2

TABLE 3.1 — Temps CPU (en secondes) d’exécution des algorithmes pour une fonction ¢
concave et linéaire par morceaux.

Pentium IV CPU 2.13GHz et de 3.5Go de RAM.

Dans un premier temps, nous avons comparé les performances de ’approche par
programmation linéaire en variables mixtes et de ’approche par énumération implicite.

Les instances, ayant servies a la comparaison des performances entre les deux ap-
proches, ont été générées aléatoirement mais la structure des arbres de décision est restée
toujours la méme.

Plus précisément, nous avons imposé une structure d’arbre binaire complet pour les
arbres de décision. C’est & dire que, pour un arbre de profondeur p, les nceuds de pro-
fondeur strictement inférieure & p ont exactement deux fils et les nceuds de profondeur p
n’ont aucun fils (ce sont les feuilles de 'arbre).

Nous avons de plus imposé que la profondeur p de 'arbre soit toujours paire, que les
neeuds de profondeur paire strictement inférieure a p soient des nceuds de décision, que les
neeuds de profondeur impaire soient des nceuds de chance et que les noeuds de profondeur
p soient des nceuds d’utilité. Cette alternance de nocuds de décision et de nceuds de chance
nous assure de générer des arbres de décision dont le nombre de stratégies est exponentiel
en la taille de I'arbre.

Les valeurs d’utilité aux feuilles sont des nombres réels, générés aléatoirement, compris
dans U'intervalle [1; 1000]. Les probabilités conditionnelles, assignées a chaque arc issu d'un
neeud de chance, sont des réels positifs, générés aléatoirement, qui somment bien a 1 au

sein d'un méme noeud de chance.

La fonction ¢ utilisée pour faire les tests est la suivante : ¢(p) = min{ fi(x), ..., f5(z)}
avec : fi(z) = 4z, fo(z) =224 0.2, f3(x) =2+ 0.5, fi(z) = 32 +0.7, f5(x) = §z+0.9.
La fonction ¢ est bien concave et linéaire par morceaux (conditions requises pour la
formulation en programme linéaire en nombre entier).

Pour la résolution des programmes linéaires en nombre entier nous avons utilisé le

solveur ILOG CPLEX v11.1.0.

Le tableau 3.1 référence les temps CPU d’exécution (en secondes) des algorithmes ob-
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Prof. (nceuds) v=0.2 v=0.5 v=0.8

min | moy | max min | moy | max min | moy | max
4 (31) <01]<01]<01|<01|<01]|<01]<01|<01]<01
6 (127) <01]<01]<01|<01|<01]|<01]<01|<01]<01
8 (511) <01|<01]<01|<01]<01]<01|<01]<0.1]|<0.1
10 (2047) < 0.1 0.4 1.1 <0.1 0.1 05| <0.1 0.1 0.5
12 (8191) 0.3 4.3 | 138 0.1 2.7 7.4 0.1 1.6 8.0
14 (32767) 3.0 62.1 | 5129 1.2 173 | 994 0.6 | 109 | 101.4

TABLE 3.2 — Temps CPU (en secondes) d’exécution de lalgorithme par énumération
implicite en fonction de la profondeur et du paramétre ~.

tenus par les deux approches en fonction de la profondeur des arbres de décision générés :
colonnes « MIP » (pour Mized Integer Programming) pour 'approche par programma-
tion linéaire en variables mixtes et colonnes « B&B » pour la méthode par énumération
implicite.

Pour chaque profondeur (4, 6, 8, 10 et 12), 50 instances ont été générées. Les temps
représentés, dans les colonnes intitulées « moy », représentent la moyenne, sur les 50
instances, des temps d’exécution obtenus. Dans les colonnes intitulées « min » (resp.
« max »), nous avons indiqué le temps minimal (resp. maximal) atteint par au moins une
instance parmi les 50. Précisons que les temps de résolution indiqués pour ’approche par
formulation avec un programme linéaire en nombre entier, ne tiennent pas compte des
temps de pré-traitement (preprocessing time) de CPLEX.

Au regard de ces résultats, nous pouvons constater que les deux approches fournissent
instantanément la stratégie optimale pour les arbres de décision de profondeur inférieure
ou égale a 8. Cependant, lorsque cette profondeur est supérieure ou égale & 12, la méthode
par énumération implicite fournit des temps nettement plus compétitifs que la formula-

tion en programme linéaire en variables mixtes.

Dans un second temps, nous avons voulu étudier plus spécifiquement les performances
de lalgorithme d’énumération implicite. Nous nous sommes donc intéressés & observer
Iinfluence de la forme de la fonction ¢ de déformation des probabilités, ainsi que l'in-
fluence de la profondeur de I'arbre de décision, sur le temps CPU de résolution. Nous
avons choisi la forme suivante pour paramétrer la fonction de déformation des proba-
bilités : Vp € [0;1], 0(p) = p?/(p? + (1 — p)?) avec v €]0;1]. Cette forme fonctionnelle
est I'une des formes proposées dans la littérature (Karmarkar, 1979) pour la description
d’un décideur (voir chapitre 1). Elle permet de caractériser un effet de certitude par la
sous-évaluation des faibles conséquences et un effet de potentiel par la surévaluation des
trés bonne conséquences. Nous avons ensuite fait varier la valeur de 7. Plus la valeur de

v est faible, plus on « s’éloigne » d’un traitement linéaire des probabilités (i.e., plus on
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Vp € [0;1], p(p) = pwr(lv—p)V
—_— 402
=05

v =08
....... y=1

FiGURE 3.6 — Allure de la courbe représentative, pour différentes valeurs de v, de la
fonction ¢ de déformation des probabilités suivante : Vp € [0; 1], p(p) = p?/(p” +(1—p)7).

s’éloigne du modéle EU). En effet, le cas v = 1 correspond a une fonction ¢ identité, et le
cas ol v tend vers 0 & valeur positive correspond & une fonction s’écartant énormément
de la fonction identité. Afin que le lecteur puisse étre & méme de se faire une opinion sur
la distance de cette fonction avec la fonction identité, nous avons représenté ’allure de
cette fonction dans la figure 3.6 pour plusieurs valeurs de ~.

Les différentes valeurs de v que nous avons sélectionnées pour faire nos expérimen-
tations numériques sont v = 0.2, v = 0.5 et v = 0.8. Les arbres de décision utilisés
pour ces expérimentations numériques ont été générés de la méme maniére que ceux de
Iexpérience précédente (arbres binaires complets avec alternance des nceuds de décision
et des noeuds de chance). Pour chaque jeu de paramétres, 50 arbres ont été générés.

Le tableau 3.2 page 98 présente les performances de l'algorithme en fonction de la
profondeur de l'arbre de décision et de la valeur du paramétre ~. Les colonnes intitu-
lées « moy » donnent la moyenne, sur 50 instances générées aléatoirement, du temps
de résolution (en secondes). Les colonnes intitulées « min » (resp. « max ») donnent le
temps minimal (resp. maximal) rencontré pour au moins une instance parmi les 50. Sans
surprise, on constate que, plus 7 est proche de 1 (i.e., plus le critére RDU est proche
du critére EU), plus les temps sont bas. Il est également important de noter que 'algo-
rithme traite les instances de profondeur plus grande que 14 mais qu’a partir de cette
profondeur, certaines instances pathologiques (i.e., avec un temps de résolution trés long)

apparaissent, ce qui rend difficile les mesures de performances.

Enfin, dans I'optique de mesurer la qualité des bornes inférieures et supérieures uti-
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v=0.2
Ratio\ Prof. (nceuds) 4(31) 6 (127) 8 (511) 10 (2047) 12 (8191)
RDU(Lgy+)/RDU*  951% 92.46%  90.0% 91.2% 90.9%
RDU(Lsp)/RDU*  104.4% 105.1% 106.9% 112.4% 117.5%

v=20.5
Ratio\ Prof. (nocuds) 4 (31) 6 (127) 8 (b11) 10 (2047) 12 (8191)
RDU(Lgy+)/RDU*  99.6% 99.3%  90.0% 98.8% 98.2%
RDU(Lgp)/RDU*  1055% 109.6% 109.4% 109.1% 110.2%

v=0.8
Ratio \ Prof. (nceuds) 4 (31) 6 (127) 8 (511) 10 (2047) 12 (8191)
RDU(Lgy+)/RDU*  99.8%  99.5%  99.4% 98.9% 98.6%
RDU(Lsp)/RDU*  106.4% 106.3% 108.8% 107.8% 107.2%

TABLE 3.3 — Qualités (en %) de la borne inférieure (i.e. RDU(Lgy~+)) et de la borne
supérieure (i.e. RDU(Lgp)) en fonction de la profondeur de Parbre et de la valeur de ~.

lisées dans I'approche par énumération implicite, nous avons observé, en fonction de la
valeur du paramétre v et de la profondeur de 'arbre de décision, la valeur des ratios
RDU(Lgy+)/RDU* et RDU(Lgp)/RDU*, ot Lgy+ est la loterie correspondante a la
stratégie qui optimise le critére EU, Lgp est la loterie dominante que ’on construit lors
du calcul de la borne supérieure et RDU™* est la valeur RDU de la stratégie qui optimise
le critétre RDU. Le tableau 3.3 présente les observations faites sur ces ratios. Chaque
valeur du tableau est une moyenne réalisée sur 50 instances. Les arbres de décision ont
été générés de la méme maniére que dans les expériences précédentes (arbres binaires
complets avec alternance des nocuds de décision et des noeuds de chance).

Ainsi, on constate que la valeur RDU (Lgy~) fournit une excellente borne inférieure,
qui, sans surprise, tend & se détériorer lorsque la valeur de v tend vers 0. Quant a la
valeur RDU(Lgp) de la borne supérieure, elle fournit une valeur & moins de 10% de la

valeur optimale sur la plupart des instances.

3.5 Qui veut gagner des millions ?

Contrairement & ce que pourrait laisser suggérer le titre de cette partie, nous ne
proposons pas au lecteur de gagner des millions. Dans cette partie, nous nous intéressons
a expérimenter l'algorithme d’énumeération implicite sur un probléme concret. En effet,
les expérimentations menées dans la partie précédente ont été réalisées sur des structures
d’arbres trés denses, ce qui, du fait de ’alternance des nceuds de décision et des nceuds de
chance, augmente ’aspect combinatoire du probléme. De plus, les valeurs des différentes

stratégies, du fait de la fagon de générer les probabilités et les utilités, sont dans I’ensemble
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trés proches, ce qui ne facilite pas les coupes lors de ’exécution de branch and bound. Les

instances traitées précédemment peuvent donc étre considérées, a priori, comme difficiles.

C’est pourquoi nous proposons ici de mesurer les performances de cet algorithme sur
une structure d’arbre plus « naturelle » et sur des valeurs de probabilités et d’utilités
reflétant une problématique réelle. Le probléme que nous proposons de traiter ici est issu
d’un célébre jeu télévisé, bien connu en France sous le nom de « Qui veut gagner des

millions 7 ».

Le but de ce jeu est de répondre a une suite de 15 questions & choix multiples (quatre
réponses possibles) de culture générale. Dés qu'une mauvaise réponse est donnée par le
joueur, le jeu s’arréte et le joueur part avec un gain correspondant au dernier palier franchi
(il y a un palier toutes les cinq questions). Le joueur peut également refuser de répondre
4 une question, dans ce cas le jeu s’arréte et le joueur part avec un gain dépendant du

numéro de la question précédente.

A la suite de Perea et Puerto (2007), nous traitons ici le jeu dans sa version espa-
gnole de 2003. Dans cette version, les gains correspondant aux numéros de questions sont
respectivement (dans l'ordre des questions) : 150, 300, 450, 900, 1800, 2100, 2700, 3600,
4500, 9000, 18000, 36000, 72000, 144000 et 300000 Euros. Quant aux paliers, ils se situent
a la question 5 et a la question 10. Ainsi, si le candidat donne la mauvaise réponse a la
troisiéme question, il ne gagne rien, s’il décide de ne pas répondre & la troisiéme question,
il gagne 300 Euros et s’il répond mal a la septiéme question, il gagne 1800 Euros (gain
correspondant au dernier palier franchi). Enfin, le candidat dispose de trois jokers qu’il
peut utiliser durant le jeu : l’appel & un ami (lui permettant de téléphoner & un ami pour
lui demander conseil), le 50 :50 (deux mauvaises réponses sont retirées aléatoirement des
choix possibles) et l’avis du public (chaque membre du public vote pour la réponse qu’il
pense juste et la répartition des votes est indiquée au candidat). Bien entendu, chaque
joker n’est utilisable qu’une seule fois, par contre il est possible d’utiliser plusieurs jokers

sur une méme question.

Dans un premier temps, nous avons construit un arbre de décision a partir de la
modélisation de ce jeu proposée par Perea et Puerto (2007). Dans leur modélisation,
une stratégie est complétement définie par la donnée des numéros des questions ol sont
utilisés les jokers, ainsi que le numéro de la question out I'on décide de quitter le jeu.Les
calculs sont basés sur la connaissance de la probabilité de bien répondre & la question k.
L’utilisation d’un joker augmente cette probabilité. Les probabilités utilisées par Perea et

Puerto sont issues de statistiques réalisées sur un large échantillon d’émissions télévisées.

Nous avons mené nos expériences avec trois fonctions ¢ de déformation des proba-

bilités : la fonction identité (i.e., Vp € [0;1],(p) = p), la fonction racine carré (i.e.,
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©(p) |50 : 50 Appel Public Quitter | E(L) Max Gr(2.7K)
P 9 10 12 13 2387 36K 0.10
p? 4 5 5 8 1536 2.7K 0.35
/P 14 15 13 X 1987 300K 0.06

TABLE 3.4 — Stratégies optimales obtenues pour différentes fonctions ¢ de déformation
des probabilités.

Vp € [0;1],0(p) = /p) et la fonction carré (ie., Vp € [0;1],¢(p) = p?). La fonction
d’utilité utilisée étant linéaire, ces fonctions de déformation des probabilités caracté-
risent respectivement une attitude neutre vis-a-vis du risque, un goiit pour le risque et
une aversion pour le risque. Nous avons reporté les résultats obtenus dans le tableau 3.4.
Pour chaque fonction ¢ expérimentée nous avons indiqué la stratégie résultante (colonnes
50 : 50, Appel, Public et Quitter) ainsi que 'espérance de la loterie L correspondant a
cette stratégie (colonne E(L)), la valeur maximale d’utilité figurant dans la loterie L
(colonne Max) ainsi que la probabilité de gagner au moins 2, 7K avec la loterie L (co-
lonne G'1,(2.7K)). Notons que, dans tous les cas, le calcul de la stratégie optimale a été
instantané bien que l'arbre de décision contienne plus de 14400 noeuds de décision et que

la profondeur de cet arbre soit de 30.

La principale limite de la modélisation introduite par Perea et Puerto (2007) vient du
fait que 'utilisation d’un joker ne dépend pas de la connaissance du candidat, mais uni-
quement du numéro de la question. Autrement dit, dans leur modélisation, une stratégie
impose d’utiliser un joker a la question k, et cela méme si I’on connait déja la réponse a la
question. Pour cette raison, nous avons raffiné leur modélisation de la maniére suivante :
si le candidat connait la réponse a la question k, alors il répond directement, sinon il doit
prendre la décision d’utiliser un ou plusieurs jokers, de quitter le jeu sans répondre ou de
répondre sans étre certain.

Dans la figure 3.7 page 104, nous avons représenté un « morceau » de l'arbre de
décision que nous avons construit. Ce « morceau » correspond & une partie de la situation
qui se présente au décideur & la premiére question. Si le candidat connait la réponse a la
premiére question (événement « Sait » au noeud de chance @)1), alors il donne sa réponse
et on passe a la question 2. Si le candidat ne connait pas la réponse & la premiére question
(événement « Ne sait pas » au noeud de chance @)1), alors le décideur est soumis au choix
suivant (nceud de décision D7) :

— quitter le jeu,

— utiliser un des trois jokers,

— répondre directement.

S’il décide de quitter le jeu, alors il ne gagne rien puisque le gain lié & la question 0 est
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de 0 Euro. S’il décide de répondre directement, il y a une probabilité qu’il réponde juste
ou qu'il réponde faux (nceud de chance Af). S’il répond juste, on passe a la question
suivante, sinon le jeu s’arréte et le candidat part avec 0 Euro (gain correspondant au
premier palier). S’il décide de prendre un joker, alors le candidat est soumis & un nouveau
choix (nceud de décision D?, D? et Dj) :

— quitter le jeu,

— utiliser un second joker

— répondre a la question (la probabilité de répondre juste est plus élevée que précé-

demment du fait de I'utilisation du premier joker).
Le morceau d’arbre se poursuit de la méme maniére jusqu’a que chacune des issues de
I’arbre soit une feuille ou un passage a la question suivante. Ce motif est répété pour
chaque question, en prenant bien str le soin de retirer les décisions liées & 1'utilisation
des jokers déja utilisés auparavant. Concernant les probabilités de connaitre la réponse &
la question k ou de répondre correctement a la question k selon les jokers utilisés, nous
nous sommes basés sur les données fournies par Perea et Puerto (2007).

L’arbre de décision construit contient plus de 75 millions de nocuds et le nombre de
stratégies est exponentiel en la taille de I'arbre. Contrairement aux expériences précé-
dentes, pour exécuter I'algorithme, nous avons utilisé un ordinateur avec 64Go de RAM
afin de pouvoir stocker I'arbre de décision et effectuer nos calculs sans soucis de mé-
moire. Nous avons utilisé une fonction d’utilité linéaire pour encoder les conséquences.
Malgré la taille trés importante de ’arbre de décision, 'algorithme d’énumération im-
plicite a retourné en 2992 secondes une stratégie qui optimise le critére RDU lorsque
Vp € [0;1], o(p) = p? (ce qui correspond & un comportement d’aversion pour le risque),
et en 4026 secondes lorsque ¢(p) = p2/3 (ce qui correspond & un comportement de gotit
pour le risque). Notons que plus la concavité de la fonction ¢ est forte, plus les temps de

résolution sont longs.

3.6 Stratégies mixtes

Dans cette partie, nous nous intéressons a la détermination d’une stratégie mixte
optimisant le critére RDU. Dans une stratégie mixte, le décideur choisit aléatoirement (en
suivant un distribution de probabilité) la décision & prendre en chaque nceud de décision.
Ainsi, la détermination d’une stratégie mixte consiste & déterminer une distribution de
probabilité en chaque nceud de décision. L’ensemble des stratégies mixtes inclut donc
Iensemble des stratégies pures (dans cette partie, nous donnons le nom de stratégies
pures aux stratégies que nous manipulions dans les parties précédentes afin de pouvoir
les différentier des stratégies mixtes). Par exemple, une stratégie mixte possible pour

I’arbre de décision représenté sur la figure 3.2 page 88 est I’ensemble des distribution de
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Sait 0 euros
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Ne sait pas
e sait p D

=

-+ Répondre
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FIGURE 3.7 — Représentation du « morceau » de ’arbre de décision raffinant la modéli-
sation de Perea et Puerto (2007).

probabilité, associées aux nceuds de décision, suivantes :

— P(Dy = (D1,L1)) =06 et P(D; = (D1,L2)) =04

— P(Dy = (Ds,L3)) =0.3 et P(Dy = (Ds,L4)) =0.7

— P(D3 = (Ds,Ls)) =0.2 et P(D3 = (Ds,Lg)) =0.8

— P(Dy = (D4,L7)) =0.5 et P(Dy = (D4,Lg)) =05

— P(Ds = (Ds,Lg)) =0.9 et P(D5 = (D5, L1g)) =0.1
L’application de cette stratégie consiste alors a tirer au sort la décision & prendre en
suivant ces distributions de probabilité.

Lorsque le critére de décision utilisé est le critére EU, il existe toujours une stratégie
pure qui soit optimale. De ce fait, la question de la détermination d’une stratégie mixte ne
se pose pas dans le cadre du modéle EU. Cependant, dans le cadre du modéle RDU, selon
la forme de la fonction ¢ de déformation des probabilités, il peut arriver qu'une straté-
gie mixte posséde une meilleure évaluation qu’une stratégie pure. En guise d’exemple,
considérons un arbre de décision avec un unique nceud de décision pouvant conduire &
deux options différentes : la loterie certaine (5,1), et la loterie (1,0.5;10,0.5). Faisons
I’hypothése que la fonction ¢ de déformation des probabilités soit la suivante : p(0) = 0,
©(p) = 0.45sip €]0,0.7] et p(p) = 1sip > 0.7. Les valeurs RDU des deux stratégies pures
sont respectivement 5 et 1 + 9p(0.5) = 5.05. Considérons maintenant la stratégie mixte

qui consiste & choisir, avec une probabilité de 0.6, la décision menant & la loterie certaine,
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et de choisir, avec une probabilité de 0.4, la seconde loterie. Cette stratégie mixte conduit
alors a la loterie suivante : (1,0.5 x 0.4;5,1 x 0.6;10,0.5 x 0.4) = (1,0.2;5,0.6;10,0.2).
L’évaluation de cette loterie, avec le critére RDU, donne alors 14+5¢(0.8)+5¢(0.2) = 7.25.
Ainsi, une stratégie mixte peut effectivement posséder une valeur RDU strictement su-

périeure a toutes les valeurs des stratégies pures.

Néanmoins, lorsque la fonction ¢ de déformation des probabilités est convexe, alors
il existe toujours une stratégie pure qui soit optimale au sens du critére RDU. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que : soit X = {uqy,...,u,} avec u; < ug < ... < uy et
A € [0;1], alors V(Lq, Lg) € L%, on a :

RDU()\Ll + (1 — )\)Lg) =uj + Z(UZ — ’LLZ'_l)QO ()\GL1 (’LLZ) + (1 — )\)GL2 (’LLZ))
=2

car Yu € X, G, (1AL, () = AG, (u) + (1 = A\)Gr,(u). On a de plus :

uy 4o (ui — uim1)@ (MG, (ui) + (1= NGy (us))
< ur D0 o (ui = uim1) (A (GLy (wi) + (1= N (G, (us)))

par convexité de la fonction . Or on a :
ur+ Y (i —ui1) (Ap (Gr, (wi)) + (1 = N (G, () = ARDU(L1) + (1= A)RDU (L)
i=2

et on a évidemment :
ARDU(L1) + (1 = A\)RDU(L3) < max{RDU(L1), RDU (L)}

Lorsque ¢ est une fonction convexe, la recherche d’une stratégie mixte optimisant le cri-
tére RDU revient donc & déterminer une stratégie pure optimisant le critére RDU. Pour
ce faire, on peut toujours utiliser ’algorithme d’énumération implicite introduit précé-

demment.

Lorsque la fonction ¢ est concave et linéaire par morceaux, on peut montrer que la
recherche d’une stratégie mixte optimisant le critére RDU est un probléme polynomial.
Pour cela, nous allons adapter le programme linéaire en variables mixtes introduit dans
la partie 3.2 page 86. Rappelons que ce programme permet de déterminer une stratégie
pure optimale au sens de RDU lorsque la fonction ¢ est concave et linéaire par morceaux.
Cette adaptation consiste a transformer les variables booléennes en variables réelles, ainsi
qu’a modifier les contraintes qui sont liées & ces variables.

L’ensemble des utilités de 'arbre de décision T est noté U = {uy,ug, ..., u,}, avec

w1 < ug < ... < uy,. Dans une stratégie mixte, la probabilité d’obtenir une conséquence
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up, est égale au produit py des probabilités associées aux événements rencontrés sur le
chemin allant de la racine au noeud offrant la conséquence wuy, multiplié par le produit
des probabilités assignées aux décisions rencontrées sur le méme chemin. Dans cette
optique, pour chaque arc décisionnel (D;, L;), nous substituons une variable réelle P(ij)
a la variable booléenne y(; ;). Cependant, afin d’obtenir des contraintes linéaires, cette
variable ne doit pas représenter la probabilité P((D;, L;)|D;) (probabilité de prendre la
décision (D;, L;) conditionnellement au fait d’atteindre le nceud D;), mais le produit des
probabilités assignées aux décisions rencontrées sur le chemin allant de la racine au noeud
de chance Lj. Il y a alors une bijection entre les valeurs des probabilités P((D;, A;)|D;)
et les valeurs des probabilités p(; ;), puisque P((D;, A;)|D;) = p(; j)/Pprevp (i) Cette mise
en correspondance est illustrée sur la figure 3.8 page 107.

Dans cette formulation, la probabilité d’obtenir I'utilité up vaut papprev, (n) CaT Dprev, (h)
représente le produit des probabilités assignées aux décisions rencontrées sur le chemin
allant de la racine au nceud offrant la conséquence uy. La fonction objectif s’écrit donc

de la fagon suivante :

n
up + Z(Uh — Up—1)¢ ijpprevu(j)
h=2 jzh

Intéressons-nous maintenant aux contraintes liées aux variables p(; ;). D’aprés la for-

mule de Bayes, nous avons :
Zp(i,j) = prrevp(i)P((Di7Aj)|Di)
J J
D’autre part, on a :

prrevp(i)P((Di7 A])|DZ) = Pprevp (i) Z P((DZ7 AJ)|DZ) = Pprevp (i)
J J
car les probabilités conditionnelles somment a 1. On en déduit que :

Zp(i,j) = Pprevp (i)
J

Les contraintes sur les variables p(; ;) sont donc trés similaires aux contraintes que nous

avions sur les variables y(; )

Yipay = 1
diP6j) = Pprevp(i) Vi€{2...,|Npl}
ou p;j) € [0; 1]. Toutes les autres contraintes sont identiques a celles de la formulation
pour les stratégies pures (avec Y(i.5) remplacé par p(i’j)).
Le nombre de contraintes et de variables étant polynomial en la taille de 'arbre de
décision, et étant donné que toutes les variables sont réelles, on en déduit que la recherche
d’une stratégie mixte optimisant le critére RDU peut se faire en un temps polynomial en

la taille de ’arbre de décision lorsque la fonction ¢ est concave et linéaire par morceaux.
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FIGURE 3.8 — Correspondance entre les valeurs des probabilités P((D;, A;)|D;) et les
valeurs des probabilités p(; .

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes consacrés a l'optimisation du critére RDU dans
les arbres de décision.

Dans un premier temps, nous avons démontré que le probléme de la recherche d’une
stratégie pure optimisant le critére RDU dans un arbre de décision est un probléme NP-
difficile. Face a ce constat, il est alors nécessaire de développer des méthodes d’optimisa-
tion combinatoire si ’on désire faire usage du critére RDU pour modéliser les préférences
du décideur.

Pour ce faire, nous avons présenté une premiére méthode consistant & modéliser le
probléme sous la forme d’un programme linéaire en variables mixtes. Le nombre de va-
riables et de contraintes de ce programme linéaire est polynomial en la taille de I'arbre.
Cependant, cette formulation n’est exploitable que lorsque la fonction ¢ de transforma-
tion des probabilités est concave et linéaire par morceaux. Pour pallier cet inconvénient,
nous avons développé une méthode de branch and bound, restant valide quelle que soit
la fonction ¢ de transformation des probabilités utilisée.

Suite a cela, nous avons comparé les deux méthodes sur des instances aléatoires. L’ap-
proche par branch and bound s’est révélée étre beaucoup plus efficace. La formulation
par un programme linéaire en variables mixtes ne perd cependant pas tout son intérét.
En effet, nous avons pu constater qu'une modification mineure de cette formulation per-
mettait de traiter en temps polynomial le probléme de la recherche d’une stratégie mixte
qui optimise le critéere RDU.

Nous avons ensuite présenté des expérimentation numériques pour l'approche basée

sur le branch and bound. Comme on pouvait s’y attendre, plus la fonction ¢ s’éloigne
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de la fonction identité (i.e., plus le critéere RDU s’éloigne du critére EU), plus le temps
de résolution devient important. Nous avons également constaté la qualité des bornes
utilisées dans cet algorithme au travers d’une autre série d’expérimentations numériques.

La taille des arbre de décision que ’algorithme peut traiter en un temps raisonnable,
bien que déja conséquente dans les expérimentations numériques menées, est limitée par
la « difficulté » des instances générées aléatoirement. En effet, I'alternance systématique
des nceuds de chance et des noeuds de décision est en faveur d’une combinatoire trés
élevée. De plus, les arbres générés étant équilibrés, les stratégies réalisables conduisent &
des loteries pouvant étre assez similaires, ce qui n’est pas un cadre favorisant les coupes
lors de I’exécution du branch and bound. Afin de se convaincre qu’en situation réelle cet
algorithme peut traiter de plus grandes instances, nous avons appliqué 'algorithme a un
probléme concret : celui issu du jeu télévisé « Qui veut gagner des millions 7 ». L’arbre ob-
tenu est d’une taille trés importante . En effet, ’arbre de décision qui en résulte comporte
pas moins de 75 millions de nceuds. Malgré cela, I'algorithme fournit la stratégie optimi-

sant le critére RDU en des temps raisonnables, et ce pour diverses formes de la fonction ¢.

Les résultats des expérimentations numériques menées sont assez encourageants. De
plus, notons que lorsqu’une stratégie est calculée, il n’est plus nécessaire de faire aucun
calcul pour sa mise en application. Il suffit juste d’appliquer la stratégie retournée par
I’algorithme. Ainsi, méme si dans certaines situations, le temps de résolution peut prendre
un temps important, ce calcul ne se fait qu’une seule fois et I’application de la stratégie
est ensuite instantané au moment de prendre les décisions puisqu’il suffit alors de suivre
la stratégie calculée précédemment qui anticipe déja toutes les situations possibles.

Ainsi le verrou algorithmique qui empéche 'application du critére RDU dans un cadre
séquentiel a été repoussé et de nombreux problémes sont maintenant traitables avec le
critere RDU. Notons que la méthode par énumération implicite proposée fonctionne avec

n’importe quel critére compatible avec la dominance stochastique du premier ordre.

Le travail sur les stratégies mixtes reste cependant encore incomplet. En effet, nous
n’avons pas proposé de méthode pour les cas ou la fonction ¢ n’était ni convexe ni
concave. Il est d’autant plus intéressant de se pencher sur ces différents cas puisqu’ils
concernent les formes remarquables de la fonction ¢ permettant de décrire, de maniére
fideéle, les préférences de la plupart des décideurs.

Dans le prochain chapitre nous allons nous intéresser a I'application du critére RDU
dans un autre modéle graphique : les diagrammes d’influence. Ces derniers présentent
des avantages indéniables de compacité, mais induisent de nouveaux problémes algorith-

miques qui ne se posaient pas dans le formalisme des arbres de décision.









Chapitre 4

Critéere RDU dans les diagrammes
d’influence:

Résumé. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a lutilisation du critére RDU
dans les diagrammes d’influence. Dans un premier temps, nous présentons le forma-
lisme des diagrammes d’influence. Ce formalisme permet de représenter de maniére
compacte un probléeme de décision séquentielle dans l'incertain en tirant profit des in-
dépendances entre les différentes variables du probléme. Cependant, comme nous le
faisons remarquer dans la suite, le stockage en mémoire d’une stratégie peut devenir
de taille exponentielle en la taille du diagramme d’influence. Néanmoins, lorsque [’on
utilise le critére EU il est possible de tirer profit de l’axiome conséquentialiste dans
le but de factoriser la représentation en mémoire d’une stratégie. Malheureusement,
comme nous l’avons vu dans le chapitre 2, le critere RDU ne respecte pas cet axiome.
Nous proposons donc dans ce chapitre un algorithme approché visant a déterminer une
stratégie a la fois compacte et proche de loptimum au sens de RDU. Pour cela, nous
proposons de réaliser une A-relaxation de l’ensemble des stratégies factorisées (i.e., re-
présentées de maniére plus compacte en mémoire). Cette relazation consiste & ajouter
A dépendances sur chaque variable de décision. Enfin, nous déterminons la stratégie
qui optimise le critére RDU dans cet ensemble de stratégies moins gourmandes en
mémoire. Pour ce faire, nous adaptons l’algorithme d’énumération implicite proposé
dans le cadre des arbres de décision (voir chapitre 3). Pour finir, nous présentons les
performances de cette approche au travers d’expérimentations numériques et mettons

en avant la qualité de la stratégie obtenue au sens de RDU.

1. Ce chapitre s’appuie en partie sur des résultats présentés dans (Jeantet et Spanjaard, 2009a).
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a déterminer une stratégie
optimisant le critére RDU dans un arbre de décision. Les arbres de décision permettent
de représenter graphiquement un probléme de décision séquentielle de maniére simple
et explicite. Cependant, 'explicitation de tous les scénarios envisageables du probléme,
qui simplifie I'interprétation du modéle d’une part, est également ce qui rend les arbres
de décision gourmands en place mémoire d’autre part. En effet, comme nous I'avons vu
dans le chapitre précédent, ’arbre obtenu pour le probléme de « Qui veut gagner des
millions 7 » comporte un nombre de noeuds trés important, et nous avons dii utiliser un
ordinateur doté de 64Go de RAM afin de pouvoir stocker ’arbre de décision et effectuer

nos calculs.

Certains problémes de décision séquentielle sous incertitude étant, de par leur nature,
de tailles encore plus conséquentes, il devient alors inenvisageable d’utiliser le formalisme
des arbres de décision pour les représenter. Face a ce constat, d’autres représentations
graphiques ont vu le jour dans la littérature. Ces derniéres permettent de représenter des
problémes de décision séquentielle de maniére plus compacte. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons a 'une d’entre elles plus spécifiquement, connue sous le nom de diagramme
d’influence, introduite initialement par Howard et Matheson (1984). Cette représentation
tire profit des indépendances entre les différentes variables du probléme pour factoriser
sa représentation graphique, et permet donc de réduire la place occupée en mémoire.

L’usage d’un diagramme d’influence se heurte néanmoins au probléme de la repré-
sentation d’une stratégie en mémoire. En effet, la taille d’'une stratégie est générale-
ment exponentielle en la taille du diagramme d’influence. Ainsi, lorsque 'on explicite
une stratégie (i.e., on énumere toutes les décisions qui la composent conditionnellement
aux événements passés), on perd les avantages de compacité offerts par les diagrammes
d’influence. Néanmoins, avec le critére EU, il est possible de tirer profit des propriétés
induites par 'axiome conséquentialiste pour factoriser la représentation d’une stratégie
en mémoire. En revanche, aucune factorisation n’est a priori envisageable lorsque 1’on
utilise un critére ne respectant pas ’axiome conséquentialiste et 'intérét d’utiliser un
diagramme d’influence plutét qu'un arbre de décision devient alors quasiment nul. Ce-
pendant, comme dit précédemment, il est des cas ou la taille du probléme de décision
séquentielle est telle qu’elle ne permet pas de se passer du formalisme des diagrammes
d’influence. Une facon de sortir de cette impasse est alors de réaliser un compromis entre
la taille des stratégies envisagées et leur pouvoir descriptif. C’est justement ce que 'on
s’efforce de faire ici en réalisant une A-relaxation de I’ensemble des stratégies dont la

représentation en mémoire est factorisable.



4. Critére RDU dans les diagrammes d’influence 113

Dans un premier temps, nous présentons le formalisme des diagrammes d’influence.
Nous détaillons ensuite 'idée de la A-relaxation de 'espace des stratégies factorisées.
Enfin, nous présentons une mise en ceuvre algorithmique, dans un diagramme d’influence,
de cette relaxation. Ceci nous permet de proposer un algorithme d’énumération implicite
permettant de déterminer une stratégie approchée au sens de RDU. Les performances de

ce dernier algorithme sont évaluées via des expérimentations numériques.

4.1 Diagramme d’influence

Un diagramme d’influence (Howard et Matheson, 1984) est un modéle graphique
permettant de représenter, de maniére compacte, un probléme de décision séquentielle.
Contrairement & la représentation fournie par un arbre de décision, dans un diagramme
d’influence, 'accent est mis sur les dépendances entre les différentes variables. Tirant
profit des indépendances entre les variables, le diagramme d’influence permet alors de

factoriser 'information redondante.

4.1.1 Formalisme

Un diagramme d’influence est un graphe orienté G = (N, £) sans circuit. L’ensemble

des nceuds A est partitionné en trois sous-ensembles disjoints :

— Np = {D1,...,D,} : I'ensemble des noeuds de décision, que 'on représente gra-
phiquement par des rectangles. Les noeuds de décision représentent les variables

de décision du probléme.

— N¢ ={Ly,...,Lp} : Pensemble des noeuds de chance, que on représente graphi-
quement par des cercles. Les noceuds de chance représentent les variables aléatoires

du probléme.

— Ny ={Uy,...,Up} : 'ensemble des nceuds d’utilité, que I'on représente graphique-
ment par des losanges. Les noeuds d’utilité représentent les variables d’utilité du

probléme, et sont donc les puits du graphe (i.e., aucun arc n’est issu de ces noeuds).

Par abus de langage, on notera de la méme maniére un noeud et la variable repré-
sentée par ce nceud. On notera D(X) le domaine de la variable X. On notera pere(N)
I’ensemble des noeuds qui sont les péres du noeud N € N. Par ailleurs, ’ensemble des

arcs &£ est partitionné en deux sous-ensembles disjoints :
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— &Ep ={(N,N’) : N' € NoUNy } : ensemble des arcs de dépendance. Un arc de dé-

pendance (N, N') représente une dépendance entre la variable N et la variable N'.

— & = {(N,N’) : N' € Np} : I'ensemble des arcs temporels. Un arc temporel
(N, N') représente le fait que la variable N est observée avant de prendre la déci-

sion N'.

Ensuite, & chaque nceud de chance, on associe une table de probabilités condition-
nelles. Cette table indique la probabilité qu'un événement se réalise, conditionnellement
aux valeurs des variables représentées par chacun de ses péres. De méme, a chaque noeud
d’utilité est associée une table d’utilités retournant la valeur d’utilité offerte en fonction
des valeurs des variables représentées par chacun de ses péres. Enfin, on impose une condi-
tion structurelle sur ce graphe : il existe au moins un chemin orienté qui passe par tous les
neceuds de décision. Cette condition permet de s’assurer qu’il existe un ordre stricte entre
les différents nceuds de décision et donc de déterminer dans quel ordre chaque décision

doit étre prise.

Exemple 15 La figure 4.1 page 115 représente un diagramme d’influence. Ce diagramme
comporte deuxr neuds de décision : D1 et Do. Les décisions possibles en Dy sont « et 3,
et les décisions possibles en Do sont ~y et §. Il comporte également trois neuds de chance :
Ay (d’événements 01 et O3), As (d’événements 07 et 05) et Az (d’événements 07 et 67 ).
Enfin il comporte un unique neud d’utilité : U. Les arcs (D1, Ds), (A1, D) et (Ag, D9)
sont des arcs temporels puisqu’ils pointent vers un neeud de décision. Les arcs (D1,U),
(A1, A2), (A2, A3), (D2, As3), (D2,U) et (As,U) sont des arcs de dépendances puisqu’ils
pointent vers un neud de chance ou vers un neud d’utilité. De ce fait, on associe, au
neud Aq la table de probabilités représentant P(A1), au neud As la table de probabilités
P(A3]A1), au neud Az la table de probabilités P(As|Da, As) et au neud U la table
d’utilités u(Dy, Do, A3).

Afin d’illustrer la compacité de la représentation d’'un diagramme d’influence, nous
mettons en paralléle deux représentations d’un méme probléme dans la figure 4.2 page 117.
A gauche est donnée la représentation du probléme sous la forme d’un arbre de décision
et a droite sa représentation sous la forme d’un diagramme d’influence.

Dans le premier cas, selon la décision prise au nceud D, les probabilités aux deux
neeuds L sont différentes. On peut donc déduire une dépendance entre la variable D et
la variable L dans le diagramme d’influence. De méme, les conséquences étant toutes
différentes, on en déduit que la décision prise au nceud D, ainsi que l’événement de
L qui se réalise, conditionnent la valeur de l'utilité. Cela se traduit par deux arcs de

dépendance vers le nceud U dans le diagramme d’influence. Dans ce cas de figure, on ne
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O O S s O s O

T T T T T
P(Ay) P(A3]A1) P(As3|D2,A)
D(D1)={a,8} D(A1)={01,02} D(A2)={07,05} D(D2)={v,5} D(A3)={0{,05} u(D1,D2,A3)
P(Al) Al 91 92 Dl D2 A3 U(Dl, DQ, Ag)
0.5 0.5 a oy 67 100
a v 64 1000

P(A3|A1)  A1\A, 0, 0, a 0 0f 500

01 0.7 0.3 a 0 65 500

0 0.3 0.7 68 v 07 500

68 v 05 505

P(A3|Az,Dy) Az, D2\As 07 05 SR 07 502

Ly 0.5 0.5 68 6 0y 502
01,0 0.4 0.6
05,y 0.8 0.2
05,6 0.6 04

FIGURE 4.1 — Exemple de diagramme d’influence.

gagne aucune place mémoire car tous les conditionnements possibles sont présents. En
effet, les tables stockées au noeud L et au noeud U dépendent des valeurs des variables L
et D et comportent donc chacune |D(D)| x |[D(L)| = 2 x 3 = 6 entrées. Nous retenons
donc 12 valeurs tout comme dans 'arbre de décision ot ’on explicite également 12 valeurs
(6 valeurs de probabilités et 6 valeurs d’utilités).

Dans le second cas, on déduit, comme précédemment, une dépendance entre la va-
riable D et la variable L. Par contre, les utilités ne dépendent que de I’événement qui se
réalise au nceud L : la décision prise au noeud D ne conditionne pas la valeur d’utilité
obtenue. Cela se traduit par ’absence d’arc entre les nceuds D et U dans le diagramme
d’influence. Cette fois la table stockée au noeud L comporte |D(D)| x |D(L)| =2x3 =6
entrées et la table stockée au nceud U comporte seulement |D(L)| = 3 entrées. On ne
conserve donc que 9 valeurs au lieu des 12 explicitées dans 'arbre de décision.

Dans le troisiéme cas, on déduit, une fois encore, une dépendance entre la variable
D et la variable L. Par contre, la valeur d’utilité ne dépend pas de ’événement qui se
réalise au noeud L (ce qui se traduit par ’absence d’arc entre L et U dans le diagramme
d’influence), mais cette valeur est différente selon la décision prise au noeud D (ce qui

se traduit par la présence d'un arc entre le nceud D et le noceud U). Cette fois la table
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stockée au noeud L comporte |D(D)| x |[D(L)| = 2 x 3 = 6 entrées et la table stockée au
nceud U comporte seulement |D(D)| = 2 entrées. On ne conserve donc que 8 valeurs au
lieu des 12 explicitées dans I'arbre de décision.

Dans le dernier cas, les utilités étant toutes différentes, on en déduit qu’elles dépendent
conjointement de I’événement qui se réalise au noeud L et de la décision prise au noeud
D. En revanche, les probabilités des événements au noeud L restent identiques quelle que
soit la décision prise au noeud D, d’ott 'absence d’arc entre la variable D et la variable L
dans le diagramme d’influence. Cette fois la table stockée au noeud L comporte seulement
D(L) = 3 entrées et la table stockée au nceud U comporte |[D(D)| x |D(L)|=2x3=6
entrées. On ne conserve donc que 9 valeurs au lieu des 12 explicitées dans 'arbre de
décision.

Ainsi, le formalisme des diagrammes d’influence, a la maniére des réseaux bayésiens,
exploite les indépendances conditionnelles entre les différentes variables pour représenter
le probléme de décision séquentielle de maniére plus compacte. Evidemment, comme nous
I’avons vu dans le premier cas, si tous les conditionnements possibles sont présents, le

diagramme d’influence ne permettra aucun gain sur la taille de la représentation.

Dans l'optique de définir une stratégie, il est nécessaire de connaitre I’ensemble des
variables déja observées lorsque I'on prend une décision. Une stratégie consiste alors a
fixer une valeur a chaque variable de décision conditionnellement aux événements passés
et aux décisions déja prises. Dans un arbre de décision, les événements passés et les
décisions déja prises se déduisent naturellement de la sémantique du modéle : ce sont les
arcs sur le chemin allant de la racine au nceud actuel. Dans un diagramme d’influence,
lordre d’observation des variables est moins naturel.

Pour déterminer l'ordre d’observation des variables, on partitionne 1’ensemble N¢
en |[Np| + 1 sous-ensembles disjoints : Iy, I1, ..., I,. L’ensemble I contient les nceuds de
chance observés avant le noceud de décision Dy (i.e., ensemble des nceuds de chance qui
sont péres du nceud Dq), Ij contient les nceuds de chance observés entre les noeuds de
décision Dy et D41 (i.e., 'ensemble des nceuds de chance qui sont péres du noeud Dy 1),
et I,, contient les noeuds de chance jamais observés ou observés aprés la décision prise en
D,, (i.e., 'ensemble des noeuds de chance qui ne sont pas péres d’un nceud de décision).

Ce partitionnement induit alors un ordre partiel < sur Np U N :
<D< <..<I, 1< D, <I,

Tout ordre sur les variables compatible avec cet ordre partiel est un ordre valide d’obser-

vation des variables.

Exemple 16 Considérons le diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115.
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0.1 10
| o>

T T
P(L|D) u(L)
e

P(L) u(D, L)

FIGURE 4.2 — Passage d’une structure d’arbre de décision a une structure de diagramme
d’influence.

L’ordre partiel induit par les arcs temporels est le suivant :
Dy < {A1, Ay} < Dy < {As}
De cette manieére, les ordres :
D<Al <A <€ Dy <Az et D1 € Ay < A1 € Dy < Ag

sont tous deux des ordres valides d’observation des variables puisqu’ils sont compatibles

avec le précédent ordre partiel.

Pour chaque noeud de décision D € Np, on note Vpgsse(D) (resp. Viyur (D)) Ven-
semble de toutes les variables X € Np U N vérifiant X < D (resp. D < X). On
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note de plus Vpgsse(D) (resp. Vi (D)) le vecteur (Xq, ..., X) de toutes les variables de
Vyasse(D) (esp. Vyusur (D).

Soit v = (x1,...,x) un vecteur d’affectations des variables X1, ..., X tels que V1 <
i < k,Xi € Vpasse(D),z; € D(X;). On note futur(D|Vpesse(D) = v) le futur de la
variable D conditionnellement aux événements passés et aux décisions déja prises (i.e., le

vecteur d’affectation v). De maniére plus formelle, futur(D|Vpqsse(D) = v) est le couple :
(P(vfutur(D)‘V;;Jasse(D) =, D)7 U(Vfutur(D)a D7 ‘/passe(D) = 'U)>

ot P(Viytur (D)|Vpasse(D) = v, D) représente la distribution de probabilité jointe sur les
variables de V(D) conditionnellement au vecteur d’affectation v du vecteur Vigsse(D)
et a la valeur de la variable D, et u(Vpesse(D) = v, D, Viyur (D)) est la valeur des utilités
selon les valeurs des variables de V(D) et la valeur de la variable D, conditionnelle-

ment au vecteur d’affectation v du vecteur Vpggse(D).

Exemple 17 Considérons le diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115.
On a Vpasse(D1) = () ot () est le vecteur vide, et Viypyr(D1) = (A1, A2, Do, Az). On a
donc futur(Dy1) = (P(A1, Ag, Dy, A3|D1),u(D1, A1, Ao, Dy, As)) ot P(Ay, A2, Do, A3|Dy)
= P(A1)x P(A2|A1)x P(As|Aa, D2) et u(Dy, A1, Az, Do, A3) = u(D1, Do, A3). De méme,
on a Vpasse(D2) = (D1, A1, A2), et Viyur (D2) = (As). Le couple futur(Ds|Dy = o, Ay =

01, Ag = 0Y) s’écrit alors comme suit :
<P(A3|D1 = Oé,Al = 91,142 = 9/1,D2),’LL(D1 = a,A1 = 91,A2 = 93,D2,A3)>

ou P(Ag‘Dl = Oé,Al = 91,A2 = 9£,D2) = P(Al = (91) X P(Ag = 9/1‘./41 = 91) X
P(A3|A2 = Hi,Dg), et U(Dl = Oé,Al = 01,A2 = OII,DQ,Ag) = U(Dl = Oé,DQ,Ag).

Enfin, une stratégie dans un diagramme d’influence est un ensemble de régles de
décision pour les variables Dy, ol une régle de décision pour Dj associe une valeur de

son domaine D(Dy) a chaque vecteur d’affectation des variables de Vpasse(Dr) \ Np.

Exemple 18 Considérons le diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115.

1l y a exactement 32 stratégies possibles. Une stratégie possible parmi ces 32 est :

Alz{Dlza, DQZ’)/ sz’A1:61 etAgzell,
DQZ(SSiAl:@l etAgzeé,
D2:5$iA1:92 6tA2:0/1,
D2:5$iA1:92 615142:05}
Une autre stratégie possible est :
AQZ{Dl :,B, DgZ’YS’iAl:Ql etAQZ(gi,
D2:5SiA1:01 6tA2:9é,
DQZ’)/SiAl:OQ 6tA2:9£,
D2:58iA1:92 etAQZHé}
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4.2 A-relaxation de ’ensemble ZSI des stratégies factorisées

Il est important de remarquer qu’une stratégie peut alors avoir une taille exponentielle
en la taille du diagramme d’influence (qui dépend directement du nombre de variables et
de la taille des tables). En effet, lorsque 'on exprime une stratégie de la fagon indiquée
dans la section précédente, on construit un ensemble de régles de décision du méme ordre
de grandeur que 'arbre de décision que ’on obtiendrait si 'on « développait » le dia-
gramme d’influence. La place mémoire gagnée se trouve ainsi mise en défaut dés lors que
I’on cherche a expliciter une stratégie. Néanmoins, lorsque ’on utilise le modéle EU, il est
possible de tirer profit de I’axiome conséquentialiste pour factoriser I’expression de la stra-
tégie. En effet, cet axiome impose que seul le couple futur(D|Vpasse(D)) influence la déci-
sion prise en D[Vpasse(D). Ainsi, si futur(D|Vpasse(D) = v) = futur(D|Vpgsse(D) = v')
avec v # v', alors on prend la méme décision en D|Vpgsse(D) = v et en D|Vpgsse(D) = v
(c’est-a-dire que 'on prend la méme décision dans tous les « futurs » identiques). Cepen-
dant, si une variable X de Vpgsse(D) ne modifie jamais le vecteur futur(D|Vpgsse(D)),
quelle que soit la valeur prise par X, alors la variable X n’est pas requise pour définir
le futur de D|Vpusse(D). C'est justement ce qui permet de réduire la taille des stratégies
lorsque 'on utilise un critére compatible avec 'axiome conséquentialiste. Il suffit pour
cela d’exprimer chaque régle de décision non plus en fonction de toutes les variables de
Vpasse(D), mais uniquement en fonction des variables de Vpgsse(D) ayant une influence
sur le couple futur(D|Vpasse(D)). Bien évidemment, plus les indépendances entre les
variables sont nombreuses, plus le gain en taille mémoire est important pour représenter
le probléme, et plus I'expression d’une stratégie peut se factoriser. Par la suite, on notera
AP’ Pensemble des stratégies d’un diagramme d’influence DI et Z*DI I’ensemble des

L. . S —~DI _ —DI
stratégies factorisées. On a bien évidemment A~ C A~ .

Exemple 19 Dans la figure 4.8 page 120, nous avons représenté l’arbre de décision
correspondant au diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115. Les sous-
arbres identiques, qui sont issus des neceuds de décision Dy, sont formatés de la méme
maniére (gras, pointillés...). En accord avec l'axiome conséquentialiste, dans le modéle
EU il existe toujours une stratégie optimale ot [’on fize la méme sous-stratégie dans
chaque sous-arbre identique. Ainsi, la stratégie A1 de l'exemple 18 page 118 peut étre
omise lorsque 'on cherche a optimiser EU puisqu’elle impose de prendre une décision
différente dans deuz sous-arbres identiques (en pointillés sur la figure). En revanche, la
stratégie Ao de 'exemple 18 page 118 sera envisagée et peut étre factorisée de la maniére
sutvante :

Ay ={D; =8,Dy =7 si Ay =01,Dy =0 st Ay = 0}

En effet, quelle que soit la valeur prise par la variable Ay, cette valeur n’influence jamais

le futur du neud Dsy. La décision prise au neud Dy peut alors s’exprimer uniquement en
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FI1GURE 4.3 — Arbre de décision correspondant au diagramme d’influence
la figure 4.1.

fonction de la valeur prise par la variable As.

représenté sur

Lorsque I'on utilise un critére ne respectant pas I’axiome conséquentialiste, il n’est plus

possible de représenter la stratégie sous sa forme factorisée puisqu’il devient envisageable
de prendre une décision différente en D|Vjgsse(D) = v et en D|Vpggse(D) = ¢' méme si
Jutur(D|Vpgsse(D) = v) = futur(D|Vpasse(D) = v’). La taille des stratégies n’est donc
plus bornée par la taille d’une stratégie factorisée mais est du méme ordre de grandeur que
I’arbre de décision que 1'on obtient lorsque 'on « développe » le diagramme d’influence.
La question qui nous intéresse ici se pose alors tout naturellement : comment peut-on faire
usage d’un critére de décision qui ne respecte pas 'axiome conséquentialiste lorsque 1’'on
utilise un diagramme d’influence pour représenter un probléme de décision séquentielle ?

Si la mémoire disponible en machine permet le développement d’une stratégie non
factorisée, on peut alors utiliser une méthode en deux phases, consistant dans un premier

temps & transformer le diagramme d’influence sous la forme d’un arbre de décision, puis



4. Critére RDU dans les diagrammes d’influence 121

dans un second temps & utiliser les techniques existantes dans les arbres de décision
(voir chapitre 3). Ce type d’approche en deux phases fait partie des premiéres méthodes
proposées pour optimiser l'espérance d’utilité dans un diagramme d’influence (Howard
et Matheson, 1984), et a été repris récemment pour optimiser d’autres critéres, comme
par exemple les utilités qualitatives dans les diagrammes d’influence possibilistes (Garcia
et Sabbadin, 2008).

Cependant, si 'on ne dispose pas de suffisamment de mémoire pour représenter une
stratégie sous sa forme non factorisée, il est nécessaire d’envisager une approche différente.
Une premiére approche envisageable pourrait étre de déterminer une stratégie optimale
parmi les stratégies de 1’ensemble Zf)l (i.e., parmi 'ensemble des stratégies factorisées).
Néanmoins, une telle approche, sans aucun pré-traitement, rendrait alors caduque tous
les avantages descriptifs dont on pouvait bénéficier en utilisant un critére non-EU. Afin
de bénéficier tout a la fois des avantages descriptifs d’un critére non-EU et de la com-
pacité de la représentation sous forme d’un diagramme d’influence, il est nécessaire de
réaliser un compromis entre la taille des stratégies envisagées et la qualité descriptive de
la stratégie. C’est justement ce que nous nous proposons de faire par la suite en réalisant

une A-relazation de l’ensemble Z*DI

L’idée de la A-relaxation de I’ensemble Zfl consiste & rajouter A dépendances « fac-
tices » sur chacune des variables de décision afin d’augmenter le nombre de stratégies
factorisées (i.e., augmenter |Zfl\). Si le couple futur(D|Vpesse(D)) ne dépend pas de
la valeur prise par la variable aléatoire A € Vpgsse(D), alors I'ajout d'une dépendance
« factice » de la variable A sur la variable D revient & considérer maintenant que le couple
futur(D|Vpgsse(D)) dépend de la valeur de A. De cette maniére, dans sa forme factorisée,
la régle de décision associée & la variable D doit maintenant prendre en compte les va-
leurs prises par la variable A. On note Zgl I’ensemble des stratégies factorisées aprés une
A-relaxation de ’ensemble Zf)[. On a donc Z*DI = Zé) ! - Z?I - Z2D ! C..C ZDI si on
suppose qu'une (k + 1)-relaxation de ’ensemble Z?I est obtenue aprés une 1-relaxation
de I’ensemble obtenu & partir d’une k-relaxation de ’ensemble Zf)[. En effet, notons que
les éléments composant 1’ensemble Z/?I, dépend bien évidemment de la procédure qui

gouverne 'ajout de dépendances « factices ».

Dans le diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115, quelle que soit
la valeur de la variable aléatoire Aj, futur(Dy|Di, A1, Ag) conserve toujours la méme
valeur. La variable A; n’influence donc pas le futur de Dy|Dq, Ay, Ay. Le rajout d’une
dépendance « factice » de la variable aléatoire A; sur la variable de décision Do permet
alors d’élargir le champs des stratégies factorisées que l'on note ZlDI (en effet, aucun
ajout de dépendance fictive ne peut étre fait sur la variable D7). En 'occurrence, aprés

I’ajout de la dépendance de la variable Ay sur la variable Do, on a AP = Z?I puisque
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Jutur(Da|Vpasse(D2)) dépend alors de toutes les variables aléatoires de Vpgsse(D2).
Il est important de préciser que le rajout de A dépendances « factices » sur chaque
variable de décision ne modifie pas le probléme de décision d’origine, mais uniquement

DI s . ., , ~DI
Iensemble A, des stratégies factorisées nouvellement noté A, .

4.3 Algorithme par énumération implicite

Dans cette partie, nous proposons une approche opérationnelle permettant d’appli-
quer le critére de décision RDU dans le formalisme des diagrammes d’influence. Ce que
I’'on se propose de faire ici est de réaliser une A-relaxation de ’ensemble Z*DI, puis de
déterminer la stratégie optimale au sens du critére RDU parmi les stratégies de 1’en-
semble Kfl. La stratégie que nous cherchons a déterminer n’est donc pas nécessairement
la stratégie qui optimise le critére RDU dans ’ensemble AT de toutes les stratégies,
mais celle qui optimise le critere RDU parmi les stratégies dont la taille n’est pas trop

grande pour pouvoir étre représentées en mémoire.

4.3.1 Mise en ceuvre algorithmique de la A-relaxation de I’ensemble
—DI

A

*

Dans la suite, nous proposons une méthode opérationnelle permettant de mettre en
ceuvre une A-relaxation de ’ensemble Z*DI

Dans un diagramme d’influence DI = (N,€), étant donnée une variable de dé-
cision D € Np, pour pour quune variable aléatoire A € N¢ conditionne le couple
Jfutur(D|Vpasse(D)), il suffit que A € Vpgsse(D) et quelle conditionne une variable
A" € Viypur(D). Ainsi, pour créer une dépendance de la variable A sur la variable D
(i.e. imposer a la variable A de conditionner le couple futur(D|Vpasse(D))), on peut
ajouter un arc de dépendance (A, A") a € tel que A’ e No UNy, A< D < A'.

Il convient maintenant d’éclaircir les conséquences induites par le fait d’« ajouter
un arc de dépendance (A, A’) ». L’ajout d'un arc (A, A’) s’accompagne d’une mise a
jour de la table associée a la variable A’ : la table de probabilité conditionnelle de A’
doit maintenant tenir compte de la variable A (i.e., on duplique la table pour chaque
modalité de A). Ainsi, ajouter un arc (A, A’) incrémente de (|D(A)| — 1).t(A’) la taille
t(A") = I seperecan |D(B)|.|D(A")| de la table de probabilité conditionnelle associée au
nceud A’.

De cette maniére, pour réaliser une A-relaxation de ’ensemble Z*DI, il suffit de créer

A arcs au plus? pour chaque variable de décision, soit au plus A.|[Np| arcs.

2. Un arc de dépendance (A4, A’) crée une dépendance de A sur chaque noeud de décision D qui vérifie
A< D<A
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Nous présentons ici une procédure gloutonne afin de déterminer un ensemble d’arcs

de dépendance & ajouter au diagramme d’influence.

Cette procédure gloutonne vise tout d’abord & limiter au maximum la taille des
stratégies en localisant les dépendances nouvellement créées autour des noeuds de décision
(i.e., la téte et la queue de l'arc sont choisis dans les ensembles I; et I; avec j < 4, j
étant le plus grand possible et 7 étant I'indice du nceud de décision sur lequel on désire
créer une dépendance). En effet, les algorithmes les plus efficaces d’inférences dans les
diagrammes d’influence se font généralement dans un arbre de jonction construit a partir
du diagramme d’influence. Pour construire un tel arbre, il est nécessaire de trianguler
le diagramme d’influence. Or il se trouve que la taille de 'arbre de jonction dépend
directement de la taille des cliques dans le graphe triangulé. Cette taille est toujours
supérieure a la taille des stratégies factorisées. Il apparait alors que diminuer au maximum
la taille des cliques dans le graphe triangulé permet de borner la taille des stratégies
envisagées. Nous faisons ici I’hypothése intuitive que la taille des cliques, dans le graphe
triangulé, est fortement dépendante de « I’éparpillement » des voisins de chaque noeud
du graphe, et que plus ces derniers seront « groupés » plus la taille des cliques résultant

de la triangulation devrait étre basse.

Dans un second temps, cette procédure vise a limiter I’augmentation de la taille du
diagramme d’influence. Pour ce faire, lorsque 'on ajoute un arc (A4, A’), on s’efforce de
choisir A et A’ de maniére a ce que la taille de la table associée au nceud A’ augmente le
moins possible. L’ajout d’un arc de dépendance (A, A’) incrémente la taille du diagramme
d’influence de (|[D(A)| — 1).t(A"), ou t(A’) est la taille de la table en A’. De ce fait, lors-
qu’il y a plusieurs candidats pour jouer le réle du nceud A, on choisit celui de modalité
la plus basse. Le noceud A étant maintenant imposé, pour diminuer cet incrément il est
alors nécessaire de choisir la variable A’ qui minimise la valeur de ¢(A’). Ainsi, s’il y a
plusieurs candidats pour jouer le role de A’, on sélectionne celui dont la table associée

posséde la plus petite taille.

Le détail de la procédure est donné dans ’algorithme 4 page 125. La procédure ajou-
tArcs prend en argument un diagramme d’influence et lui ajoute des arcs jusqu’a aug-
menter de A (lorsque c’est possible) le nombre de variables conditionnant au moins une
variable aléatoire de Vi (D), pour chaque noeud de décision D. Dans un premier temps,
pour chaque neeud de décision D;, on calcule le nombre n; de variables qui conditionnent
au moins une variable de Vg (D;). Ensuite, pour chaque nceud de décision D;, tant que
le nombre de variables qui conditionnent au moins une variable aléatoire de Viypyr(D;)
est strictement inférieur a n; + A et qu’il est possible d’ajouter des dépendances sur le
neeud D;, on continue d’ajouter des arcs. L’arc ajouté débute d’un noeud de chance de

Vpasse(Di) qui ne conditionne aucune variable aléatoire de Vg, (D;) (variable A dans
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I'algorithme), et aboutit & un nceud de chance de Vyyu,(D;) (variable A’ dans ’algo-
rithme). La variable A est choisie dans I’ensemble I; tel que j soit le plus grand possible
tout en étant strictement inférieur & 4. Si plusieurs variables sont candidates, on en choisit
une parmi celles possédant la modalité la plus basse. Quant a la variable A’, on la choisit
dans l’ensemble [;. Si plusieurs variables restent encore candidates, on en choisit une
parmi celles qui possédent la table de plus petite taille. Une fois 'arc (A, A’) ajouté, on
met & jour la table en A’ pour y inclure un conditionnement selon les valeurs prises par
la variable A. Lorsque ’on ne peut plus ajouter d’arcs (ou que 'on a ajouté suffisamment

L1 . —~DI . R
d’arcs pour réaliser une A-relaxation de ’ensemble A7), l'algorithme s’arréte.

4.3.2 Deétermination de la stratégie optimisant le critére RDU dans
I’ensemble Zi

Dans cette partie, nous proposons un algorithme permettant de déterminer une stra-
tégie, appartenant & I’ensemble Ki, qui optimise le critéere RDU. Pour ce faire, nous
adaptons, dans le cadre des diagrammes d’influence, la méthode par énumération im-
plicite proposée dans le formalisme des arbres de décision (voir la section 3.3 page 91).
Le principe est le méme que dans les arbres de décision. Nous présentons ci-dessous les

éléments clefs de 'algorithme.

Principe de branchement

Nous partitionnons l’ensemble des stratégies en plusieurs sous-ensembles, chacun
d’eux étant différencié par une régle de décision. Le principe de séparation est donc sen-
siblement le méme que celui proposé dans le cadre des arbres de décision. Par exemple, si
I’'on considére le diagramme d’influence représenté sur la figure 4.1 page 115, ’ensemble de
stratégies caractérisé par ’ensemble de régles de décision {D; = a} (i.e., 'ensemble des
stratégies respectant ces régles de décision) peut étre partitionné en deux sous-ensembles
de stratégies, respectivement caractérisés par les ensembles de régles de décision suivants :

— {D1 =a,Dy =i Ay = 0]}

— {Dl :O[7D2 = si A2 :9/1}

L’arbre d’énumération correspondant est représenté sur la figure 4.4. A titre d’illustration,
nous avons mis en gras le chemin menant au nceud représentant l’ensemble de stratégies
caractérisé par 'ensemble de régles de décision {D; = o, Dy = 7 si Ay = 61}.

Ainsi, on explore des sous-ensembles de stratégies que l'on raffine par des régles
de décision. Si plusieurs variables de décision sont susceptibles d’étre instanciées pour
étendre ’ensemble de régles de décision considéré, on sélectionne la variable de décision
D; minimisant 'indice i. En d’autres termes, on n’étend pas l’ensemble des régles de
décision avec un régle de décision sur la variable de décision D; s’il reste des regles de

décision compatibles pour la variable de décision D;,7 < j. Enfin, parmi les différentes
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Algorithme 4 : ajoutArcs(Diagramme d’influence DI = (N, ), réel A)

Sortie : Un diagramme d’influence sur lequel a été appliqué une A-relaxation de

I’ensemble Z*DI

/* Lordre d’observation des variables est le suivant : Jo < D1 < 1 € ... K Dy, < I, */

/* On dit qu’une variable aléatoire A conditionne la variable D; si A € Vpasse(D;) et
3A" € vfutur(Di)7 (A, A/) eé */

pour chaque D; € N faire
/* nb(D;) retourne |{V : V € Vpasse(Di), IV’ € Viurur(Ds), (V, V') € £}

i.e. nb(D;) retourne le nombre de variables aléatoires qui conditionnent D; */

/* n; est le nombre initial de variables aléatoires qui conditionnent D; */
L Ty <—1’lb(DZ) ;

pour i variant de [Np| & 1 avec un pas de —1 faire
/* Cas du noeud de décision D; */

pour j variant de ¢ — 1 & 1 avec un pas de —1 faire
/* Cas de ensemble I; */

tant que (n; + A >nb(D;)) ET (34 € I;, VA" € Viypur (D;), (A, A) ¢ E)

faire
/% On est ici uniquement si on a pas encore ajouté A dépendances sur le noeud D;

ET qu’il existe au moins une variable de I; qui ne conditionne pas D; */

/* A est la variable de I; de nombre de modalités minimal parmi celles qui ne

conditionnent pas D; */

A argmin{|V| : YV’ € Viyr (D;), V, V') ¢ E};
VEIj

/* A est la variable de I; ayant la plus petite table de probabilité conditionnelle */

A —argmin{|V|. ] [V'|};
Vel V’epere(V)

/* On ajoute l'arc (A, A") au diagramme */

E+— EU{(A AN}

Mettre a jour la table associée a A’;

Retourner DI ;

régles de décision compatibles de la variable D;, on choisit celle conduisant au sous-
ensemble de stratégies qui comporte la stratégie ayant la plus haute valeur d’utilité.
Chaque table du diagramme d’influence est alors mise & jour en fonction des régles de

décision qui sont ajoutées & I’ensemble des régles de décision considérées, c¢’est-a-dire que



126 4. Critére RDU dans les diagrammes d’influence

D2 SiA2:9/1 D2 SiA2:9/1

TN

D2 si Agzeé D2 SiAgZQé D2 si A2:9§ D2 si A2:9§

o db o db

FIGURE 4.4 — Arbre d’énumération correspondant au diagramme d’influence représenté
sur la figure 4.1 page 115. Les arcs en gras décrivent l’ensemble de régles de décision
suivant {D1 = «, Dy = 7y si Ay = 0} }.

I’on supprime les entrées incompatibles avec ’ensemble des régles de décision considérées.

Initialisation

On initialise la procédure de branch and bound avec la stratégie qui optimise le cri-
tére EU. La valeur selon le critére RDU de la stratégie optimisant le critére EU constitue
la valeur initiale de la borne inférieure. Par soucis de précision, nous rappelons main-
tenant comment déterminer la stratégie qui optimise le critére EU dans un diagramme
d’influence. On procéde par programmation dynamique a 'image de ce qui se fait dans
les arbres de décision. Sans perte de généralité, par soucis de simplicité nous faisons ’hy-
pothése qu’un unique nceud d’utilité est présent dans le diagramme d’influence. Soit U
cette variable d’utilité, a valeur dans {uq,...,un} avec u; < ... < uyy,. L'initialisation se

fait & partir de la variable U suivant la formule :

1si U(Io,...,ln,Dl, ,Dn) = Uy

0 sinon

Vi > 1, P(U = ’LLZ'|I(),...,In,D1, ,Dn) = {

ou U(ly,...,In, D1,...,Dy) est la valeur prise par la variable U en fonction des valeurs
prises par les variables Iy, ..., I, D1, ..., Dy. L’utilité espérée maximale EU,, pour la dé-

cision D,, est donnée par la formule suivante :

EU, = n%ix;;P(In\Io, s Iy_1, D1, ..., Dy) x P(U = w|ly, ..., Iy, D1, ..., D)
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Par suite, pour tout k € {1,...,n — 1}, l'utilité espérée maximale EUj pour la décision

D;., est donnée par la formule suivante :

m
Hh:%$§:zy%MQwprthDwxE%A
Jj=i Iy

Pour réaliser ces calculs de maniére efficace, il existe de nombreux algorithmes pro-
posés dans la littérature. Parmi les plus célébres, on peut citer 'algorithme de Shachter
(1986) qui effectue tous les calculs directement dans le diagramme d’influence, ainsi que
I'algorithme de Jensen et al. (1994), s’inspirant fortement des techniques d’inférence dans
les réseaux bayésiens, qui fait appel au formalisme des arbres de jonction (Robertson et
Seymour, 1984) pour réaliser les différents calculs. Notre contribution ne se situant pas
dans les techniques d’inférences au sein d’un diagramme d’influence, nous ne détaillerons

pas plus ce point.

Calcul de la borne inférieure

De la méme maniére que dans les arbres de décision, en chaque noeud de 'arbre d’énu-
mération, on détermine une stratégie qui optimise le critére EU dans le sous-ensemble de

stratégies considéré, puis on calcule la valeur RDU de cette derniére.

Calcul de la borne supérieure

Le principe, une fois de plus, est le méme que dans les arbres de décision. En chaque
nceud de Parbre d’énumération, on construit une loterie qui domine stochastiquement au
premier ordre ’ensemble des loteries correspondant au sous-ensemble de stratégies consi-
déré. La valeur selon le critére RDU de cette loterie constitue alors une borne supérieure
puisque le critére RDU est compatible avec la dominance stochastique du premier ordre.

Pour déterminer une telle loterie, on procéde par programmation dynamique. A nou-
veau, sans perte de généralité, par soucis de simplicité nous faisons I’hypothése qu’il y a
un unique nceud d’utilité. Soit U cette variable d’utilité a valeurs dans {uq, ..., u, } avec

uy < ... < Uy, L'initialisation se fait & partir de la variable U suivant la formule :

1si U(Ig, ooy I, D1, ..., D) = ug
Vi> 1, HU:whm@M%mpw—{ S0 U0, o I D ey D) =

0 sinon
ouU(ly, ..., I, D1, ..., Dy) est la valeur prise par la variable U en fonction des valeur prises
par les variables Iy, ..., I,,, D1, ..., D,,. Considérons maintenant la variable de décision Dy,.
Etant donnée les valeurs prises par les variables Iy, ..., I_1, D1, ..., Di._1, la loterie calculée

en D, est obtenue par la formule suivante, pour tout ¢ > 1 :

P(U > ui|107 oy Ig—1, D1,y .o, Dk—l)

m
= IHDaX E E P(Ikuo,...,Ik_l,Dl,...,Dk) ><P(U:’LLj|I(),...,Ik_l,fk,Dl,...,Dk)
k.
J=i Iy
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En effet, la loterie que I'on désire construire se déduit alors facilement comme suit :

P(U :uz’|IO,n-alk—laDl,-'-aDk—l)
= PWU >wllo,....; Iy—1,D1,...; Dp_1) — P(U > wit1|lo, ..., I—1, D1, ..., Dy_1)

La valeur qui est finalement retournée est la valeur selon le critére RDU de la loterie
construite en Dy.

Pour réaliser ces calculs de maniére efficace, il suffit de réaliser une simple adaptation
des algorithmes de la littérature qui permettent de calculer une stratégie EU optimale.
En effet, les calculs sont sensiblement les mémes (voir la partie précédente sur 'initia-
lisation), sauf qu’au lieu de calculer une espérance, on construit une loterie. Ainsi, les
algorithmes de Shachter (1986) et de Jensen et al. (1994) permettent de réaliser ces cal-

culs avec efficacité.

4.4 Expérimentations numeériques

Tous les algorithmes ont été implémentés avec le langage C+-+. Les expérimentations
numériques ont été réalisées sur un ordinateur doté d’un processeur Pentium IV CPU
2.13GHz et de 3.5Go de RAM. Nous présentons dans cette partie les résultats que nous
avons obtenu sur des diagrammes d’influence générés aléatoirement. Pour ces expéri-
mentations numériques nous avons choisi la fonction ¢ de déformation des probabilités
suivante : Vp € [0;1], 0(p) = p*/(p* + (1 — p)), avec A = 0.2. Cette forme de fonction
¢ est classique dans la littérature économique (voir chapitre 1) et la valeur 0.2 pour le

paramétre A permet de ne pas étre trop proche du critére EU.

Génération des diagrammes d’influence

Concernant la génération aléatoire des diagrammes d’influence, nous avons procédé
de la maniére suivante. Etant donné un nombre de noeuds de décision n, nous avons dans
un premier temps créé une chaine de nceuds de longueur 2n + 1 qui alterne les nceuds de
décision et les noeuds de chance pour s’achever par un nceud d’utilité. Par exemple, pour

n = 2 neeuds de décision, nous obtenons le graphe suivant :

V) N e B
PO

Ensuite, nous avons ajouté des arcs de maniére a ce que chaque nceud de chance

soit relié a un autre noeud de chance. Cela permet de rendre plus dense le diagramme
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n=7|n=8|n= n =10
0.21 0.85 2.78 9.11
0.23 0.62 3.94 12.15
0.38 1.10 4.79 23.36
0.10 0.72 2.33 9.25 29.97
0.56 1.07 4.46 | 18.61 93.52
0.08 1.91 3.43 | 19.84 | 87.40 —
0.17 0.93 5.02 | 17.38 — —

n = n = n =

1
o o olo

OO OO O|u

OO OO OO

N
I
U W NN = O

ke
=

TABLE 4.1 — Temps d’exécution (sec.).

d’influence et de s’assurer que la décision prise en chaque noeud de décision soit influente

sur la valeur de la stratégie. Ce qui nous donne le graphe suivant (pour n = 2) :

N

Enfin, nous avons ajouté aléatoirement des nceuds de chance et des arcs entre les
différents noeuds. Dans le graphe obtenu, nous avons généré en chaque nocud de chance
et chaque nceud d’utilité, de maniére aléatoire, des tables de probabilités conditionnelles

et d’utilités (les valeurs d’utilités sont des réels compris entre 0 et 500).

Résultats numériques

Tout d’abord, nous avons comparé les temps d’exécution entre la méthode en deux
phases® et I'algorithme d’énumération implicite proposé ici. Pour ce dernier algorithme,
il convient de préciser que nous avons effectué les calculs de la borne supérieure et de la
borne inférieure suivant le principe de 'algorithme proposé par Jensen et al. (1994). Cet
algorithme consiste & transformer le diagramme d’influence en un arbre de jonction, qui
est alors une structure adaptée pour faire de la programmation dynamique.

Pour la comparaison, nous avons généré 40 instances aléatoirement pour chaque valeur
de n (nombre de nceuds de décision). Le tableau 4.1 donne les temps de résolution que
nous avons obtenus (le symbole -’ apparait lorsqu’il y a eu au moins une instance qui
a mis plus de 30 minutes a s’exécuter). Pour chaque colonne, nous avons fait varier le
nombre n de nceud de décision de 4 & 10 et pour chaque ligne nous avons fait varier la
valeur de A (le nombre de dépendances créées sur chaque variable de décision).

Sans surprise, nous constatons que plus n et A augmentent, plus les temps d’exécu-

tions deviennent élevés. Notons que la méthode en deux phases ne permet pas de traiter

3. La méthode en deux phases consiste a transformer, dans un premier temps, le diagramme d’in-
fluence en un arbre de décision, puis, dans un second temps, & déterminer une stratégie qui optimise
le critére RDU dans ’arbre de décision & l'aide de I’algorithme de branch and bound proposé dans le
chapitre 2.
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A=0|A=2|A=3|A=4|A=5
n=2 97% | 100% | 100% | 100% | 100%
n=3 93% 96% 98% | 100% | 100%
n=4 92% 93% 95% 97% 97%
n=>5 93% 94% 95% 95% 97%
n==~0 92% 93% 93% 95% 96%

TABLE 4.2 — Influence du paramétre A sur la qualité de la stratégie.

dans un temps raisonnable les instances ayant plus de 7 nceuds de décision, contraire-
ment a la seconde approche qui est capable de traiter de plus grosses instances (au prix

de 'optimalité bien entendu).

Dans un second temps nous nous sommes intéressés & mesurer la qualité de la solution
optimale dans I’ensemble Zﬁl avec la mise en ceuvre que nous proposons ici. Pour ce faire,
nous avons comparé la valeur selon le critére RDU de la stratégie retournée avec la valeur
optimale de la stratégie RDU déterminée & 'aide de la méthode en deux phases. Etant
donné un diagramme d’influence DI, nous notons RDU*(DI) la valeur de la stratégie
optimale dans Z*DI et RDU)(DI) la valeur de la stratégie optimale dans Zfl.

Nous avons observé la valeur du ratio RDUx (DI)/RDU*(DI) pour différentes valeurs
de A et de n. Pour chaque valeur de n, 200 diagrammes d’influence ont été générés
aléatoirement. Nous avons ensuite appliqué la méthode proposée pour réaliser une A-
relaxation de l’ensemble Z*DI sur chacune des 200 instances en faisant varier la valeur
de A. Autrement dit, pour n fixé, ce sont les 200 méme instances qui ont subit une
O-relaxation, une 1-relaxation, et ainsi de suite.

Le tableau 4.2 donne la valeur du ratio RDUx(DI)/RDU*(DI) moyen sur les 200
diagrammes d’influence pour chaque jeu de paramétres. Il semble qu’une 5-relaxation
fournit d’excellentes stratégies, du moins pour les instances générées ici. Notons que, du
fait que les tables soient générées de maniére aléatoire en suivant une loi uniforme, ’épar-
pillement des valeurs des stratégies selon le critére EU ou le critére RDU est relativement

faible.

Conclusion

Les diagrammes d’influence présentent ’avantage d’offrir une représentation bien plus
compactes que les arbres de décision en tirant profit des indépendances entre les diffé-
rentes variables intervenant dans le probléme de décision séquentielle. Cependant, si le
probléme peut étre modélisé de maniére compacte, les stratégies restent elles de taille

exponentielle en la taille du diagramme d’influence. L’utilisation du critére EU permet
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de factoriser I’expression des stratégies en tirant profit de ’axiome conséquentialiste. Par
contre, dés lors que 'on désire utiliser un critére qui ne respecte pas cet axiome pour
modéliser les préférences du décideur, comme le critére RDU, il n’est plus possible de
factoriser la représentation des stratégies. Il apparait alors nécessaire de réaliser un com-
promis entre le pouvoir descriptif du critére utilisé et la taille des stratégies pour tirer

profit de la représentation compacte d’un diagramme d’influence.

Nous avons proposé dans ce chapitre 'idée de la A-relaxation de ’ensemble Z*DI pour
réaliser un tel compromis. Cette relaxation consiste & ajouter A dépendances & chaque
variable de décision afin d’élargir I’ensemble Zf)l des stratégies factorisées. Nous avons
proposé une facon de mettre ceuvre une telle relaxation a ’aide d’un algorithme glouton
qui rajoute des arcs de dépendance au sein du diagramme d’influence. Une fois cette
relaxation réalisée, nous avons adapté I'algorithme d’énumération implicite proposé pour
les arbres de décision aux diagrammes d’influence, afin de déterminer une stratégie opti-
misant le critére RDU dans I’ensemble des stratégies factorisées du diagramme d’influence
obtenu. Enfin, & travers une série d’expérimentations numériques, nous avons montré que

I’approche proposée était viable au niveau opérationnel.

Il est légitime de s’interroger sur la pertinence du compromis réalisé entre le pouvoir
descriptif du critére utilisé (RDU en l'occurrence) et la taille des stratégies explorée. En
effet, nous avons vu que le critére RDU permettait de combler les lacunes descriptives
du modéle EU. Cependant, ces lacunes existent-elles toujours lorsque 1'on restreint 1’es-
pace des stratégies? La réponse est bien entendu positive, puisque certaines stratégies
non-dominées de I’ensemble ne sont pas atteignables lorsque ’on cherche a maximiser le
critére de l'utilité espérée, et que ces méme stratégies sont atteignables avec le critére
RDU. Néanmoins, une voie de recherche prometteuse pour améliorer notre approche se-
rait d’ajouter moins d’arcs (i.e., réduire la valeur de A), mais de guider le choix de ces
arcs en se fondant sur I'impact de leur ajout sur la qualité de la solution. Autrement
dit, il s’agirait d’identifier les arcs dont ’ajout est critique. A 'aide d’une telle méthode,
on pourrait espérer obtenir une stratégie factorisée de taille moindre tout en améliorant
significativement la qualité de la stratégie. Des approches heuristiques dans ce but nous

semblent envisageables.

Une autre limite, imputable directement a la structure des diagrammes d’influence,
est que la taille des stratégies, méme factorisées, reste encore trop grande dans de nom-
breux problémes. Une piste & envisager, est alors d’adapter la méthode proposée ici aux
Limited Memory Influence Diagrams, abrégés en LIMIDs dans la littérature (Lauritzen et

Nilsson, 2001). Cette représentation graphique, fortement inspirée des diagrammes d’in-
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fluence, permet de représenter un probléme de décision de maniére compacte et d’assurer
une taille raisonnable pour les stratégies factorisées (i.e., du méme ordre de grandeur que
la taille de I'instance d’origine). Cependant, 'optimisation exacte du critére EU dans ces

derniers est déja un probléme algorithmique complexe.

D’un point de vue algorithmique, le passage du critére EU au critére RDU (ou tout
autre critére qui ne respecte pas l’axiome conséquentialiste) a un vrai cotit en terme de
complexité. Dans un probléme de décision séquentielle dans le risque, nous avons le loisir
de pouvoir choisir un critére qui respecte ’axiome conséquentialiste, et donc de choisir si
I’on peut sacrifier I'efficacité computationnelle au profit de I'efficacité descriptive. Dans le
prochain chapitre, nous allons voir que dés lors que nous quittons le cadre de 'incertitude
risquée, ce choix n’existe plus, car méme les critéres les plus simples ne respectent pas

I’axiome conséquentialiste.









Chapitre 5

Critére de Hurwicz dans les
problémes de décision séquentielle
sous incertitude non risquée:’

Résumé. Dans ce chapitre nous traitons les problémes de décision séquentielle dans
les contextes d’incertitude totale et de risque imprécis. Plus précisément, nous nous
intéressons a l'optimisation du critére de Hurwicz dans ces cadres. Dans un premier
temps, nous traitons les situations d’incertitude totale et proposons un algorithme po-
lynomial pour loptimisation du critére de Hurwicz. Dans un second temps nous nous
traitons les situations de risque imprécis et nous distinguons les cas ou [’arbre de dé-
cision est séparable (i.e., toutes les loteries sont mutuellement indépendantes deux a
deuz) et les cas ot il ne l’est pas. Dans le cas ot Uhypothése de séparabilité est faite,
nous proposons un algorithme fondé sur la programmation dynamique biobjectif pour
optimiser le critere de Hurwicz depuis la racine. Enfin, st Uhypothése de séparabilité
n’est pas faite, on démontre que le probléme de la détermination d’une stratégie optimi-
sant le critere de Hurwicz est un probleme NP-difficile, et nous adaptons la procédure
de veto-process proposée par Jaffray et Nielsen (2006) pour déterminer une stratégie

de compromis lorsque les préférences du décideur suivent le critére de Hurwicz.

1. Ce chapitre s’appuie en partie sur des résultats présentés dans (Jeantet et Spanjaard, 2009b),
(Jeantet, 2009) et (Jeantet et Spanjaard, 2010).
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Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes focalisés sur les situations d’incer-
titude risquée, c’est-a-dire les cas ou I'incertitude est modélisée sous la forme de distri-
butions de probabilité. Cependant, lorsque plusieurs experts ont des points de vue qui
divergent, ou quand certaines données empiriques (parfois toutes) sont manquantes, il
n’est pas possible d’éliciter des distributions de probabilités sur chacun des événements.
Nous avons vu, dans le chapitre 1, qu’il était possible de se ramener & un cas trés proche
du risque en établissant une distribution de probabilité sur les événements de maniére
subjective. Néanmoins, de la méme maniére que lorsque 'on transforme une utilité ordi-
nale en utilité cardinale, ces données subjectives créent de 'information qui n’existait pas
initialement dans le probléme. En effet, certains problémes exigent que 1’on différencie les
données récoltées de maniére objective, qui sont propres au probléme de décision mais
indépendantes du profil du décideur qui y sera confronté, et les paramétres préférentiels
propres au décideur.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas ol la modélisation de 'incertitude s’appuie
exclusivement sur les données objectives fournies par les experts ou les appareils de
mesure. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux problémes pour lesquels on
ne dispose d’aucune information sur la vraisemblance des événements. Ces problémes de
décision, dits sous incertitude totale, ont été trés étudiés dans la littérature économique,
mais trés peu dans un cadre séquentiel. Nous avons vu, dans le chapitre 1, que le critére
de Hurwicz semblait un étre critére intéressant pour raisonner en incertitude totale.
Aussi, nous nous efforcons ici d’appliquer ce critére dans un cadre séquentiel. Dans un
second temps, nous nous intéressons aux problémes pour lesquels on ne dispose que
d’une distribution de probabilité intervalle sur les événements élémentaires des loteries
considérées. Une fois encore, nous nous efforgons & appliquer le critére de Hurwicz dans un
cadre séquentiel. Cependant, nous différencierons les arbres de décision séparables et les
arbres de décision non séparables. La premiére famille d’arbres de décision, plus simples &
traiter, suppose I'indépendance mutuelle de toutes les variables aléatoires présentes dans
le probléme. Une telle hypothése va rendre plus commode la mise en ceuvre du critére de
Hurwicz. Dans la seconde famille d’arbres de décision, nous montrons tout d’abord que
le probléme est NP-difficile, puis nous proposons un algorithme de veto-process (Jaffray,
1999) pour appliquer le critére de Hurwicz. Tous les algorithmes proposés ont été soumis

A des expérimentations numériques que nous présentons en fin de chaque partie.

5.1 Incertitude totale

Dans cette partie nous nous efforcons d’appliquer le critére de Hurwicz dans un arbre

de décision lorsque l'incertitude est totale (i.e., le décideur ne détient aucune information
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20
10
Di Dy |Ca a=0 02 05 08 1
25 "Haut Haut | {0;10;20} | 20 16 10 0
0 Haut Bas | {0;0,25} | 25 20 125 5 0
Bas - {0} 0 0 0 0 0

FIGURE 5.1 — Exemple d’arbre de décision et évaluation de ses stratégies par le critére
de Hurwicz.

sur la vraisemblance des événements).

Notons que dans ce cadre, une stratégie peut alors se réduire a ’ensemble des consé-
quences qu’elle peut potentiellement atteindre. En guise d’exemple, considérons 'arbre
de décision T représenté sur la figure 5.1. Dans cet arbre, on note Cr = {0, 0,0, 10, 20, 25}
I’ensemble des conséquences. Il y a exactement trois stratégies : Ay = {Dy = Haut, Dy =
Haut}, Ay = {D1 = Haut,Dy = Bas} et Az = {D; = Bas}. Chaque stratégic A
conduit & un ensemble de conséquences potentielles Cao C Cp. Par exemple, la straté-
gie Ay = {D1 = Haut, Dy = Haut} conduit a I’ensemble de conséquences potentielles
Ca, = {0,10,20}. De cette maniére, le critére de Hurwicz se définit alors comme suit : soit
A une stratégie menant a ’ensemble de conséquences potentielles Ca = {u1, ug, ..., up }
de sorte que u; < ug < ... < uy,, I'évaluation de la stratégie A par le critére de Hurwicz
est aug + (1 —a)u, ot « est un réel compris entre 0 et 1. Le tableau de la figure 5.1 donne
la valeur de chaque stratégie de ’arbre de décision de gauche en fonction de quelques
valeurs de «. Les colonnes Dq et Ds indiquent les décisions prises en chacun des nocuds
de décision, la colonne Ca donne I’ensemble des conséquences potentielles offertes par la

stratégie correspondante.

Dans cette partie, nous nous intéressons & faire du choix résolu depuis la racine.
Dans un tel cadre, un décideur ayant des préférences qui suivent le critére de Hurwicz
sélectionne alors la stratégie dont I’évaluation est maximale suivant ce critére. Néanmoins,
le critére de Hurwicz ne respectant pas ’axiome conséquentialiste, la détermination d’une
stratégie par programmation dynamique peut conduire a une stratégie sous-optimale.
Nous illustrons ici, a I’aide d’un exemple initialement proposé par Jaffray et Jeleva (2007),
que l'algorithme classique, procédant par programmation dynamique, n’est pas valide
lorsque l'on cherche & déterminer une stratégie optimale au sens du critére de Hurwicz
(pour a €]0;1[). Considérons 'arbre de décision représenté sur la figure 5.1 et prenons
la valeur 0.5 pour le parameétre a. En Dy le décideur préfére la décision Haut a la
décision Bas (pour Haut I'ensemble des conséquences potentielles est {10,20}, ce qui
donne une évaluation de 15 contre 12.5). Le sous-arbre issu de la décision Bas en Dy

est donc supprimé. En Dy le décideur préfére la décision Haut qui offre une évaluation
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de 10 contre 0. La stratégie retournée par programmation dynamique est donc {D; =
Haut, Dy = Haut}. Cette stratégie est sous-optimale puisque, comme nous pouvons le
voir dans le tableau de la figure 5.1 page 137, la stratégie optimisant le critére d’Hurwicz
pour o = 0.5 est {D1; = Haut, Dy = Bas}. L’approche classique par programmation
dynamique est donc caduque puisqu’une sous-stratégie d’une stratégie optimale n’est
pas nécessairement optimale. Dans I'optique de contourner cette difficulté algorithmique,

nous proposons, par la suite, un algorithme de programmation dynamique biobjectif.

5.1.1 Algorithme de résolution fondé sur la programmation dynamique
biobjectif

Dans cette partie nous nous intéressons a déterminer une stratégie optimale pour un
décideur ayant des préférences qui suivent le critére de Hurwicz.

Pour toute stratégie A (ou sous-stratégie), de l'arbre de décision 7', menant a 1’en-
semble de conséquences CaA = {uy,ug,....,u,} C Cp telles que u; < ug < ... < uy, on
définit le vecteur (u;u) € C% de telle sorte que u = u; et w = u,. L’évaluation d’une
stratégie, par le critére de Hurwicz, peut alors se faire en évaluant ce vecteur comme suit
(pour a € [0;1]) :

Hz((w;w) = au+ (1 — @)u

Le critére de Hurwicz est bien entendu compatible avec la dominance de Pareto au
sens large (notée 7, dans la suite) sur I'ensemble des vecteurs de C%. Pour rappel, le
vecteur Vi = (uy; ) Pareto-domine au sens large le vecteur Vo = (ug;3) si et seulement

si up > ug et Uy > up. En effet, pour tout (Vi,Va) € C2 x C2, on a bien :

ur = ug . B
‘/lipV2<:> ?VQE[O;l],aﬂ%—(l—a)ulZaﬂ+(1_a)u2
uy > ug

ot Vi = (uy;ur) et Vo = (ug; Uz).

L’idée ici, est alors de procéder en deux phases :

1. construire I'ensemble €2 des vecteurs non-dominés au sens de Pareto (si plusieurs

vecteurs sont égaux un seul est conservé),

2. évaluer avec le critére de Hurwicz chaque vecteur de €2 et retenir celui d’évaluation

maximale.

Notons que, dans la pratique, pour chaque vecteur non-dominé de €2, on conserve la
stratégie correspondante. Cependant, par soucis de simplicité et sans perte de généralité,

nous ne travaillons ici que sur les vecteurs induits.
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Nous allons maintenant voir comment il est possible de construire ’ensemble 2 de
maniére efficace. Pour ce faire, nous procédons par programmation dynamique. En effet,
la relation =, sur les vecteurs de C2 vérifie le principe de monotonie (condition suffisante

pour faire de la programmation dynamique, Morin (1982)) :

Proposition 2 Pour tout vecteur Vi = (u1;u1), Vo = (ug; ) et V3 = (uz;uz) on a :
VizopVea=ViaVaz, Vol

ol @ est lopérateur définit par Vi & Vo = (min{ui; us}; max{uy;uz}).

Preuve. On vérifie :

u1 > up min{u; ug} > min{uy; u}

VizpVae SVoeVzz, Vol

ur > Uy max{W1; U3} > max{uy; 3}

Puisque 77, respecte le principe de monotonie, il est alors possible de construire
par programmation dynamique. En chaque nceud N € N on calcule un ensemble Qy
de vecteurs non-dominés au sens de Pareto sur ’ensemble des sous-stratégies a partir
de N (i.e., 'ensemble des stratégies dans le sous-arbre T'(IV)). L’ensemble © que 'on
cherche a construire est donc I'ensemble construit en la racine de ’arbre de décision.
Chacun de ces ensembles est construit par induction arriére dans l'arbre de décision. En
d’autres termes, on construit I’ensemble (25 & partir des ensembles construits en chaque
fils de N. On note Z;gx la relation d’ordre lexicographique sur les vecteurs de C% telle
que (u; ) Zrex (uzi) si et seulement si ((ug > ug) ou ((ug = up) et (77 > 73))).
Remarquons qu’une famille de n vecteurs (a;;b;) non dominés classés par ordre crois-
sant lexicographique vérifie a; < a;4+1 et b; > biy1 (propriété lexicographique). Tous les
ensembles ) que nous manipulerons par la suite seront supposés ordonnés lexicographi-
quement de maniére croissante et vérifieront donc cette propriété. On notera miny gx Qn

le plus petit élément au sens lexicographique de I’ensemble Q.

On initialise I'induction arriére en construisant les ensembles 2 en chaque nceud de
conséquence : pour tout nceud de conséquence N € C muni de la conséquence ¢ € Cr,
on fixe Qn = {{(c;c)}. Les ensembles construits sont bien des ensembles de vecteurs non
dominés et classés lexicographiquement puisqu’ils ne possédent qu'un seul élément.

Dans la suite nous allons voir comment on construit, lors de la programmation dyna-

mique, les ensembles Qp lorsque IV est un nceud de décision ou un noeud de chance.
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Construction de 2y si N est un noeud de décision

Si N € Np, alors Q est 'ensemble des vecteurs non-dominés Vﬁ de I’ensemble défini
par :
vw= U o~
N’efils(N)
ou fils(N) est I'ensemble des fils de N.
Afin de construire efficacement €, il est nécessaire d’introduire une propriété clef.

Notons que ’approche naive consistant 4 comparer tous les vecteurs deux a deux est en :

@) Z |Qn7] | x Z Q2|

N’efils(N) N'efils(N)

Proposition 3 Soit Ny et Ny deux ensembles de vecteurs dans C%, on pose (u1;uy) =
mingpx Qn, et (ug;Wz) = mingpx Qn, et on suppose que (ui;u1) ZSrex (ug;Uz). Sous
de telles conditions on vérifie la propriété suivante : si (u;Uz) n’est pas dominé par

(u1;W1) alors aucun vecteur de N1 ne domine (ug;Uz)

Preuve. On a up > uy ou uz > uy. De plus, grace a la propriété lexicographique, on sait
que pour tout (u;m) € Ni\{(u1;%1)} on a u; < uw et uy > w. On déduit que up > u ou
Uy > . Le vecteur (ug;Wz) n’est donc dominé par aucun vecteur de Nj.

On peut étendre facilement la démonstration au cas ou il y a plus de deux ensembles. ll

Cette proposition nous permet d’introduire le lemme de complexité suivant :

Lemme 1 Pour tout neud de décision N, on peut construire [’ensemble Qn a partir des
ensembles Qn, N' € fils(N) en :

of > ol
N'efils(N)
Preuve. Pour chaque ensemble 257 on récupére le plus petit élément lexicographique.
Plus formellement on construit ’ensemble :
Qmm = U min QN/

LEX
N'efils(N)

Parmi ces éléments récupérés, on note Vi € minppx Qmin et M € fils(N) tel que
Vinin € Qpr. On compare Vi, avec tous les vecteurs de ’ensemble €, privé de Viip.
Si Vinin est non dominé au sens de Pareto alors on peut ’ajouter & I’ensemble Qy, en ef-
fet, il est alors le plus petit élément (au sens lexicographique) non-dominé de l’ensemble
V]{,) (voir la proposition 3). Il suffit ensuite de répéter I'opération jusqu’a que tous les

ensembles Qp soient vides en prenant soin de supprimer V,;, de 'ensemble Q;; avant
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de réitérer les opérations. |

Nous illustrons la construction de I'ensemble Q pour N € Np au travers de I’exemple

suivant.

Exemple 20 Soit Qn, = {{1;7);(24)}, U, = {(2:6);(3;5)} et Qny = {(1;6);(4:4)}
avec fils(N) = {Ny, Na, N3}. Nous décrivons ci-dessous la suite des comparaisons effec-
tuées pour construire l’ensemble Qn lorsque N est un neud de décision.

— Vinin = (1;6) est dominé dans 'ensemble Qpin, = {(1;7); (2;6); (1;6)}, on le sup-
prime de ;.
Vimin = (1;7) n'est pas dominé dans l’ensemble Qpin = {(1;7); (2;6); (4;4)}, on le
supprime de Uy, et on l'ajoute a Q.
Vinin = (2;4) est dominé dans l'ensemble Qpin = {(2;4); (2;6); (4;4)}, on le sup-
prime de Qp;, .
— Vinin = (2;6) n’est pas dominé dans l’ensemble Qpin = {(2;6); (4;4)}, on le sup-
prime de Qn, et on l'ajoute a Q.
Vimin = (3;5) n'est pas dominé dans l’ensemble Qpin, = {(3;5); (4;4)}, on le sup-
prime de 2y, et on l'ajoute a Q.

— Vinin = (4;4) n’est pas dominé dans l'ensemble Qpin, = {(4;4)}, on le supprime

de Qn, et on lajoute a Q.

— Qn,, Qn, et Qn, sont vides on s’arréte.

On obtient donc l'ensemble Qn = {(1;7); (2;6); (3;5); (4;4) }.

Construction de Qy si N est un noeud de chance

Si N € Ng, alors Qn est 'ensemble des vecteurs non-dominés de I’ensemble Vﬁ défini
par :
V]% = {Vl eVe®...oV,: (Vl,VQ, ...,Vk) € Qp, % QN2 X ... X QNk}

ot Ny, No, ..., Ni, sont les fils de N.
Afin de construire efficacement €, il est nécessaire d’introduire une propriété clef.

Notons que ’approche naive consistant 4 comparer tous les vecteurs deux a deux est en :
0o I 1on | x I I1on
N’efils(N) N’efils(N)

Proposition 4 Soit N; et Ny deur ensembles de vecteurs de C%, on pose (ui;ur) =
mingepx Qn, et (ug;Uz) = mingpx Qn, et on suppose que (ui;ur) Zrex (ug;Uz). Sous

de telles conditions on vérifie la propriété suivante :

(ug; uz) @ (wr;u1) Zp (uz; W) @ (w; @) pour tout vecteur (w;u) € Oy, \{{wa; wn)}
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Preuve. On a up < uj ou (ug = u; et Uy < %y). De plus, grace a la propriété lexi-
cographique, on sait que pour tout (u;u) € Ni\{(uy;71)},u1 < u et Gy > @ On en
déduit que max{ur; Uz} > max{u; Uz} et min{u;;ug} = min{u;ug} = ug, autrement dit
(ug;uz) @ (u1;un) Zp (uz;uz) ® (w; ).

On peut étendre facilement la démonstration au cas ou il y a plus de deux ensembles. ll

Cette proposition nous permet d’introduire le lemme de complexité suivant :

Lemme 2 Pour tout neeud de chance N, on peut construire [’ensemble Q0 a partir des
ensembles Qni, N' € fils(N) en :

ol > Iowl
N'efils(N)
Preuve. Pour chaque ensemble Qs on récupére le plus petit élément lexicographique.

Plus formellement on construit ’ensemble :

Qin = min Q

o N’EfLile(N) LEX "
Parmi ces éléments récupérés, on note Vi € minppx Qmin et M € fils(N) tel que
Viin € Q7. On construit le vecteur V' en appliquant I'opérateur ¢ sur I’ensemble des
plus petits vecteurs de chaque ensemble (i.e. V = Vi@ Vod...0V}, tels que Ui’f Vi = Qmin)
et on ajoute V a Qu. On supprime V,,,;, de 'ensemble Q;; car on sait que toutes agréga-
tion avec l'opérateur @ de I’élément V;,,;, fournira alors un vecteur dominé par V' (voir
la proposition 4). Enfin on répéte ce processus jusqu’a qu’au moins un des ensembles
soit vide. Pour finir il suffit de supprimer tous les éléments dominés de Qy (lorsque les
éléments sont triés dans 'ordre lexicographique, ce qui est le cas ici, cette étape se fait

linéairement). [ |

Nous illustrons la construction de I’ensemble € lorsque N € C au travers de I'exemple

suivant.

Exemple 21 Soit Qn, = {{1;7);(24)}, U, = {(2;6);(3;5)} et Qn, = {(1;6);(4:4)}
avec N1, N9, N3 € fils(N). Nous décrivons ci-dessous la suite des opérations effectuées
pour construire ’ensemble Qpn lorsque N est un neud de chance.
— V={(17)®(2;6)®(1;6) = (1;7) ; on Uajoute a QN et on supprime Vpin, = (1;6)
de Qn,.
— V=(0;7®(2;6)® (4;4) = (1;7) ; on Uajoute a Qn et on supprime Vi = (1;7)
de Qn, .
— V=(2;4)®(2;6) ® (4;4) = (2;6) ; on l'ajoute a Qn et on supprime Vi = (2;4)
de Q.
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— Qp, est vide on s’arréte.
On obtient alors l'ensemble Qn = {(1;7); (1;7);(2;6)}. Apreés suppression des éléments
dominés on déduit Qn = {(1;7);(2;6)}.

Une fois la programmation dynamique achevée, il suffit alors d’évaluer tous les vec-
teurs de ’ensemble construit en la racine avec le critére de Hurwicz.

En guise d’illustration nous appliquons l’algorithme sur ’arbre de la figure 5.1 page 137.
Les ensembles construits sont successivement :

— Qg = {(10;20)}

Qg = {(0:25)}

— Qp, = {(10;20); (0;25)}

— Qr, = {(0;25)}

— Qp, = {(0:25))
La stratégie optimale au sens de Hurwicz pour tout « est donc la stratégie caractérisée

par le vecteur (0;25), ce qui correspond a la stratégie { Dy = Haut; Dy = Bas}.

Enfin, nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de complexité sui-

vant :

Proposition 5 Le calcul d’une stratégie optimisant le critére de Hurwicz peut se réaliser

via un algorithme en O(n?) sin est les nombre de neeuds dans Uarbre de décision.

Preuve. Pour prouver ce théoréme, remarquons que |Q2| < |Cp|. En effet, pour chaque
valeur de la premiére composante vectorielle il ne peut y avoir qu’'un seul non dominé au
plus. Ainsi le nombre de conséquences d’un arbre de décision étant en O(n), le nombre
maximum de vecteurs non dominés est alors en O(n) également. Un ensemble de vecteurs
de non dominés est construit en chaque noeud de 'arbre de décision avec des méthodes

en :
O >
N'efils(N)
(d’apreés le lemme 1 et le lemme 2). D’autre part, on a :
)OEEED DR U e By U
NeN\Ny N’efils(N) NeN

On en déduit une complexité globale de :

O (Z |QN|> = 0(n?)

NeN
puisque Qx| est en O(n). [ |

Dans la section suivante nous illustrons les performances de ’algorithme proposé au

travers d’expérimentations numériques.
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Prof. (noeuds) Moyenne Maximum
T S

6 (127) (Tjjrzd;:i e(g‘) g g

8 (511) gj;d;:leségl) g 13
(R -
N = U
14 (32767) gjﬁ;?iéﬁ‘) 0‘3; 651§
16 (131071) gjf;??iiﬁ') o i
18 (524287) gj;d;:fééclfsl) Olggl 21?
20 (2097151) (Tjjrld;:fiéclf;\) ;gg 573
22 (8388607) gj;d;:les e((ljl) 87.21:11 1163

TABLE 5.1 — Temps d’exécution CPU (en sec.) et cardinal des ensembles Qy construits
lors de la détermination de la stratégie qui optimise le critére de Hurwicz dans un arbre
de décision sous incertitude totale.

5.1.2 Expérimentations numériques

L’algorithme proposé dans la partie précédente a été implémenté avec le langage
C++. Les expérimentations numériques ont été réalisées sur un ordinateur doté d’un
processeur Pentium IV CPU 2.13GHz et de 3.5Go de RAM.

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus sur des arbres de décision
générés aléatoirement. Pour ce faire, nous avons imposé une structure d’arbre binaire
complet pour les arbres de décision. Autrement dit, pour un arbre de profondeur p, les
nceuds de profondeur strictement inférieure a p ont exactement deux fils et les noeuds de
profondeur p n’ont aucun fils (ce sont les feuilles de 'arbre).

De plus, nous avons imposé que la profondeur p de ’arbre soit toujours paire, que
les nceuds de profondeur paire strictement inférieure & p soient des nceuds de décision,
que les nceuds de profondeur impaire soient des nceuds de chance et que les noeuds de
profondeur p soit des nceuds d’utilité. Les valeurs d’utilités aux feuilles sont des nombres

réels générés aléatoirement dans U'intervalle [1;1000].

Le tableau 5.1 donne pour chaque profondeur d’arbre (500 instances ont été géné-
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rées pour chaque profondeur) le cardinal moyen et le cardinal maximal des ensembles
construits en chaque nceud de ’arbre. Nous donnons également le temps moyen d’exécu-
tion de l'algorithme (en secondes) ainsi que le temps maximum observé pour au moins
une instance. Comme le montre le tableau 5.1 page 144, nous sommes capables de traiter
des instances de profondeur 22 (plus de 8 000 000 nceuds). Si nous ne sommes pas allés
plus loin c’est essentiellement dii au fait que la mémoire requise pour stocker les arbres de
décision de plus grande profondeur devient trop grande. Les temps de résolution restent

en effet toujours inférieurs a 10 secondes.

5.2 Incertitude représentée par des probabilités intervalles

Dans cette partie nous nous efforgons & appliquer le critére de Hurwicz dans un arbre
de décision lorsque l'incertitude de chaque événement e, en chaque noeud de chance, est
représentée par une probabilité intervalle K (e) = [K(e), K (e)] ot K(e) est la probabilité
inférieure de I’événement e et K (e) la probabilité supérieure de I’événement e.

Notons que nous supposons ici que la distribution K définit toujours un ensemble de
distributions de probabilité Pk non vide (i.e., il existe toujours au moins une distribution

de probabilité compatible avec les probabilités intervalles du probléme).

En guise d’exemple, considérons ’arbre de décision T représenté sur la figure 5.2
page 146 reprenant un exemple célébre de forage pétrolier, introduit initialement par

Raiffa (1968). La sémantique de cet arbre de décision est détaillée dans 1’exemple 22.

Exemple 22 Une compagnie pétroliere doit décider de forer ou non un site donné. Dans
ce but, elle doit d’abord décider si elle sonde ou non la structure géologique du site (déci-
sion D1 ), ce qui coite 10 000 Euros et donne une meilleure estimation de la quantité de
pétrole qui s’y trouve. Le résultat du sondage peut étre vu comme une variable aléatoire
X1 qui peut prendre trois valeurs possibles : aucune si la sonde ne trouve aucune trace de
pétrole, faible si la sonde trouve une faible trace de pétrole, ou forte si la sonde trouve une
forte trace de pétrole. Ensuite, la compagnie doit décider si elle réalise un forage ou mon
(décision Dy ), ce qui codte 70 000 Euros. Finalement, si la compagnie décide de forer,
le résultat du forage peut étre vu comme une variable aléatoire Xo (associée aux neuds
X% pour i = 1..4) qui peut prendre trois valeurs possibles : le puits est sec (le revenu
est nul), humide (120 000 Euros) ou imbibé (270 000 Euros). Ce probléme peut étre
représenté par l'arbre de décision sur la gauche de la figure 5.2 page 146. Remarquons
que la décision Dy est dupliquée en plusieurs neeuds (neuds D3, D2, Dg’ et D%) car elle
peut étre prise dans différents contextes (un sondage a été réalisé ou non, le résultat du

sondage est encourageant ou non...).



146 5. Critére de Hurwicz sous incertitude non risquée

ne pas forer

0

D% imbibé 200K K(Xs|X1) sec humide imbibé
Tmide
forer 50K aucune [0.500,0.666]  [0.222,0.272]  [0.125,0.181]
sec -7T0K .
T pas ne pas forer K faible [0.222,0.333] [0.363,0.444] [0.250,0.363]
) ; -10
sonder / \ Qp- 3
Dy wneund D2 imbibé forte [0.111,0.166]  [0.333,0.363]  [0.454,0.625]
2 —* 190K
Tumide
forer!
ne pas forer see -80K X1 aucune faible forte
) ~10K
faiblel 1”3 imbibe K(X1) [0.181,0.222]  [0.333,0.363]  [0.444,0.454]
2 —* 190K
umide
forer! 40K
ne pas forer see -80K Xo sec humide imbibé
-10K
K(X2) [0.214,0.344]  [0.309,0.386]  [0.307,0.456]

4 L
D2 'Lmbzbe. 190K
umide
forer! 40K
sec -80K

FIGURE 5.2 — Arbre de décision pour le probléme du forage pétrolier.

Dans la suite, nous allons distinguer les arbres de décision dits séparables des arbres
de décision dits non-séparables.

Avant cela, nous introduisons la notation suivante. Soit Ey = {e1,ea,...,e,} len-
semble des événements issus du nceud de chance N. On note Py 'ensemble des distri-
butions de probabilité compatibles avec les probabilités intervalles définies sur Ep. Plus

formellement, on a :

Py =1 PePpg,: Z P(e) =1et Ve € En,P(e) € K(e)

eeEN

ou P, est 'ensemble de toutes les distributions de probabilité définies sur Ey.

De maniére similaire, étant donnée une loterie L = (x1,€1;...; Zp, €y), on note Ey, =
{e1, e, ..., e, } ensemble des événements de la loterie L et Py, 'ensemble des distributions
de probabilité compatibles avec les probabilités intervalles K(e;). Plus formellement, on

a

PL=qP Py, :» Ple)=1ctVee EL Ple) € K(e)
ErL

On a donc :

EU(L) = min EUp(L)

U(L) = pnax EUp(L)

ou EUp(L) désigne l'espérance de la loterie L avec la distribution de probabilité P.
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K(Al) 01 )
10 [0.2,0.3] [0.7,0.8]
95 | K(A2) 0 A

[0.4,0.7] [0.3,0.6]

0 K(As) | 07 o7
[05,08] [0.2,0.5]

F1GURE 5.3 — Exemple d’arbre de décision dit séparable.

Arbre de décision séparable

On dit qu'un arbre de décision est séparable dés lors que :

Px= ] P~
NeN¢
En d’autres termes, une distribution de probabilité est cohérente dés lors qu’elle somme
4 1 en chaque nceud de chance et qu’elle vérifie les probabilités intervalles définies
aux noeuds de chance. Par exemple, si les variables A1, As, et A sont mutuellement
indépendantes, alors I'arbre de décision représenté sur la figure 5.3 est un arbre de
décision dit séparable, et une distribution de probabilité cohérente est par exemple :
P(A; = 61) = 02 =1—P(A; = 03), P(A2 = 0]) = 0.7 = 1 — P(Ay = 05) et
P(A3=07)=0.6=1— P(A3 = 6Y).

Arbre de décision non-séparable

On dit qu'un arbre de décision est non-séparable dés lors que :

Pr C H Pn
NeN¢

En d’autres termes, pour qu’une distribution de probabilité appartienne & Py il ne suf-
fit pas qu’elle somme & 1 en chaque noeud de chance. Par exemple, considérons ’arbre
de décision représenté sur la figure 5.2 page 146 et la distribution partielle de probabi-
lité suivante : P(Xy = sec|X; = aucune) = 0.55, P(Xy = sec|X; = faible) = 0.33,
P(Xy = sec|X1 = forte) = 0.12, P(X; = aucune) = 0.20, P(X; = faible) = 0.35,
P(X; = forte) = 0.45 et P(Xy = sec) = 0.22. Quelle que soit la maniére dont on
complétera cette distribution partielle de probabilité, elle ne peut appartenir a Pg (i.e.,
elle ne peut étre globalement cohérente) puisque le théoréme des probabilités totales
n’est pas respecté : P(Xo = sec|X; = aucune)P(X; = aucune) + P(Xs = sec|X; =
faible)P(X1 = faible) + P(Xy = sec|X; = forte)P(X1 = forte) = 0.2795 # 0.22 =
P(Xy = sec).
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5.2.1 Optimisation du critére de Hurwicz dans un arbre de décision
séparable

Dans cette partie nous nous intéressons & optimiser le critére de Hurwicz dans un
arbre de décision séparable. Notons que le critére de Hurwicz ne respecte pas 'axiome
conséquentialiste, et cela méme lorsque 'arbre de décision est séparable. En effet, pour
s’en convaincre, il suffit de remarquer que le cadre de 'incertitude totale est un cas parti-
culier de risque imprécis pour lequel chaque probabilité intervalle est [0, 1]. Comme nous
I’avons vu précédemment (voir la section 5.1 page 136), lorsque U'incertitude est totale, le
critére de Hurwicz ne respecte pas I'axiome conséquentialiste, et donc il en est de méme
lorsque le risque est imprécis. Puisque le critére de Hurwicz ne respecte pas l'axiome
conséquentialiste, nous proposons ici de faire du choix résolu depuis la racine (i.e., on
sélectionne une des stratégies optimisant le critére de Hurwicz depuis la racine, et on

n’en dévie pas lors de son application).

Dans un premier temps, nous allons voir comment déterminer une stratégie optimisant
les critéres I'-Maximin et ['-Maximax qui sont des cas particuliers du critére de Hurwicz
(pour = 1 et a = 0). Dans un arbre de décision séparable, 'axiome d’indépendance est

respecté pour ces deux critéres :

Proposition 6 Soit Ly, Ly et Lg trois loteries incertaines et A un réel compris entre
0 et 1. Si l'ensemble Pap,+(1-x)rs (18D Prry+(1-\Ly) des distributions de probabilité
compatibles avec la loterie composée AL1+ (1 —\)Ls (resp. AL+ (1—X)L3) est le produit
cartésien de Pr, (resp. Pr,) et Pr, (condition de séparabilité) alors on a les propriétés

sutvantes :
EU(Ly) 2 EU(Ls) = EU(ALy + (1 — A)L3) > EU(ALy + (1 — A)L3)
EU(L1) > EU(L2) = EU(AL1 + (1 = A\)L3) > EU(AL2 + (1 — \)Ls)
Preuve. Montrons que si la condition de séparabilité est vérifiée on a :
EU(ALy + (1 = A)Ls) = AEU(L1) 4+ (1 = \)EU(Ls).
Nous avons par définition :

EUAL1 + (1 = A)L3) = min EUp(AL1 4 (1 —\)L3).

PePAL +(1-2) Ly

La linéarité de ’espérance nous donne :

min EUP()\Ll + (1 — )\)Lg) = min )\EUP(Ll) + (1 - )\)EUP(Lg)

PEPAL +(1-M\)Lg PEPAL1+(1-ML3
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D’apreés la condition de séparabilité, on a donc :

min AEUp(L1)+ (1 — A\)EUp(L3) = min )\EUpl(Ll) +(1- )\)EUP3(L3).
PePAL +(1-2) Ly }‘zlgle
3€PL,

On en conclut :

Jmin AEUp, (Ly) + (1 = \)EUp,(L3) = AP%;L EUp,(Ly) + (1)) .y EUp,(Ls)
P3ePp,

— AEU(L1) + (1 - NEU(Ly).
Par un raisonnement identique on obtient :
EU(ALz + (1 = A)L3) = AEU(Lz) + (1 — A)EU(Ls3).
Ce qui nous donne de maniére immédiate :
EU(L1) =2 EU(Lg) = EU(ALy + (1 = A)L3) = EU(AL2 + (1 — A)L3).

Un raisonnement analogue nous permet également de montrer que :

EU(Ly) > EU(Ly) = EU(ALy + (1 — A)L3) > EU(AL2 + (1 — \)L3).

Dans un arbre de décision séparable, la proposition 6 est valable en chaque nceud de
chance. Il est donc possible de retourner une stratégie qui optimise le critére I'-Maximin
(ou le critére I'-Maximax) en procédant par programmation dynamique dans 'arbre de

décision.

Comme nous ’avons vu précédemment, une approche par programmation dynamique
ne permet cependant pas de déterminer une stratégie optimisant le critére de Hurwicz
deés lors que « €]0, 1[. Néanmoins, il est possible d’exploiter la propriété suivante : si une
sous-stratégie est dominée sur le critére I'-Maximax et le critére I'-Maximin (i.e., posséde
une évaluation moins élevée au sens des deux critéres quune autre sous-stratégie) alors
il n’existe pas de stratégie optimale au sens de Hurwicz qui étend cette sous-stratégie.
En effet, V(Ly, Ly, L3) € Lx, si :

(EU(L1), BU(L1)) Zp (EU(L2), EU (L))
alors on a (grace a la propriété 6) :

(EU(AL1+(1-A)L3), EUAL1+(1-A)L3)) Zp (EU(AL2+(1—A)L3), EU(AL2+(1-A)L3))
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oit A € [0,1]. Puisque le critére de Hurwicz est compatible? avec la dominance de Pa-
reto sur les vecteurs de composantes I'-Maximin et I'-Maximax, nous proposons ici de
construire ’ensemble des vecteurs non dominés au sens de Pareto. Dans cet ensemble, il
existe alors au moins un vecteur associé & une stratégie optimisant le critére de Hurwicz.

Dans 'optique de construire cet ensemble, nous proposons une approche par pro-
grammation dynamique biobjectif. Pour ce faire, en chaque nceud N € N, on construit

I’ensemble Qy des vecteurs non dominés qui sont associés aux stratégies du sous-arbre
T(N).

On initialise la programmation dynamique en chaque nceud d’utilité N € C avec
I'ensemble Qn = {(u(N),u(N))}, ot u(N) est la valeur de l'utilité associée au nceud N.

En chaque nceud de décision N € Np, on calcule 'ensemble €y, comme suit :

v= U
N'efils(N)
Le sous-ensemble des vecteurs non-dominés de €y, constitue I’ensemble Q.

En chaque nceud de chance N € N, on calcule 'ensemble €, comme suit :

o (). o)

pour tout ((EU,, EU4), ...,(EU,,, EU,)) € Qn, X ... x Qu,, ot |fils(N)| =n, {e1,...,en}
est I’ensemble des événements issus du nceud N et pour tout i € {1,...,n}, N; est le fils de
N issu de 'événement e;. Le sous-ensemble des vecteurs non-dominés de Q'y, constitue
I’ensemble Qp. Notons que pour déterminer la distribution de probabilité P € Py qui

minimise la somme Y ;- ; P(e;)EU;, on peut utiliser le résultat suivant :

Proposition 7 Considérons la loterie L = (x1,€1;x2,€9, ..., Ty, €y,) tel que 11 < x9 <
. < xy. La distribution de probabilité P € Py, telle que EUp(L) = EU(L) est définie

récursivement par :
n
P(er) = min{1-> K(e;), K(er)
j=2
n

i—1
P(e;) = minq1—Y Ple;)— > K(ej),K(ei) p Vi€ {2,...,n}
Jj=1

j=i+1

Preuve. Montrons que VP’ € P, P’ # P on a :

EUp(L) < EUp/(L)

2. En effet, V(A1,A2) € A X A", (Tomin(A1), Tmaz (A1) Zp (Tomin (A2), Tmaz(A2)) = Hz(A1) >
Hz(Ay).
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On note ig I'indice tel que P’(e;) = P(e;) pour i < ig et P'(e;,) < P(ei,) (P'(ei,) > P(esy)
étant un cas impossible). On a alors :

i0—1

ZP’GZ —1—ZPeZ

i=ig

Par conséquent, on a :
P’(eio) < P(eio) = di > io,Pl(ei) > K(el)

Soit 43 = min{i : i > iy et P'(e;) > K(e;)} et € = min{P(e;,) — P'(ei,), P'(€i,) —
K(e;)} > 0. On note P la distribution de probabilité définie par P;(e;,) = P'(e;,) + ¢,
Pi(e;,) = P'(e;;) —e et Pi(e;) = P'(e;) pour tout i # ig, 1. Nous avons alors EUp, (L) <
EUp:/(L) puisque EUp,(L) — EUp:/(L) = (x4, — xi,) < 0.

Si P, # P, par un raisonnement similaire, on peut construire la distribution de
probabilité P, telle que EUp,(L) < EUp,(L). On génére ainsi une suite Pp,..., P, de
distributions de probabilité telles que EUp,, (L) < EUp,(L) et P, = P. On déduit alors
que EUp(L) < EUp/(L). [

Notons que pour déterminer la distribution de probabilité P € Py qui maximise 'ex-

pression Y ;- P(e;)EU;, on procéde de maniére symétrique.

L’exemple 23 déroule la programmation dynamique biobjectif proposée ici sur ’arbre

de décision représenté sur la figure 5.3 page 147.

Exemple 23 Considérons ’arbre de décision représenté sur la figure 5.3 page 147. Nous
prenons la fonction identité pour la fonction d’utilité dans cet exemple. En chaque neud
de Uarbre, on calcule les ensembles de vecteurs comme suit :
— En Ay : lévénement 07 conduit a l'ensemble {(20,20)} et I’événement 6, conduit
a ’ensemble {(10,10)}. On en déduit alors :

o, = {<Pm1n {20 x P(6]) + 10 x P(63)}, max {20 x P(07) + 10 x P(65)}
cP Ao

= {{20 x 0.4+ 10 x 0.6,20 x 0.7 + 10 x o.3>}
= {(14,17)}
L’ensemble des vecteurs non dominés de €, = constitue l'ensemble Qa,. On en
déduit que Qa, = {(14,17)}.
— En As : Uévénement 0] conduit a ’ensemble {(25,25)} et I’événement 04 conduit
a lensemble {(0,0)}. On en déduit alors :
Wy = {< min {25 x P(6) +0 x P(65)}, Jnax {25><P 07) + 0 x P(65 )}>

PePag
= {(25x0.5,25 x 0.8)}
= {(12.5,20)}

)}

|
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L’ensemble des vecteurs mon dominés de Q. constitue lensemble Qa,. On en
déduit que Qa, = {(12.5,20)}.

— En Dy : la décision “haut” conduit a Uensemble Qa, = {(14,17)} et la décision
“bas” conduit a l’ensemble Qa, = {(12.5,20)}. On en déduit alors :

QIDQ = QAQUQA3
= {(14,17)} U {(12.5,20)}
= {(14,17),(12.5,20)}

L’ensemble des vecteurs non dominés de Qp,, constitue l’ensemble Qp,. On en
déduit que QUp, = {(14,17) , (12.5,20) }.
— En Ay : Uévénement 01 conduit a U'ensemble Qp, = {(14,17),(12.5,20) } et ’évé-

nement 0y conduit & l’ensemble {(0,0)}. On en déduit alors :

/
QAl

{<Pn€a7i£1 {14 P(0) + 0 x P(62)}, max {17 P(01) +0 x P(02)}> ,
)y

<P1él7i>31 {12.5 x P(01) +0 x P(62)}, Prggfl {20 x P(01) + 0 x P(62)}
= {(2.8,5.1),(2.5,6)}

L’ensemble des vecteurs non dominés de €y~ constitue l’ensemble Qa,. On en
déduit que Qa, = {(2.8,5.1),(2.5,6)}.
— En Dy : la décision “haut” conduit a l’ensemble Qa, = {(2.8,5.1),(2.5,6)} et la

décision “bas” conduit a ’ensemble {(0,0)}. On en déduit alors :

Q/Dl = QAl U {<07 O>}
= {(2.8,5.1),(2.5,6)} U {(0,0)}
— [(28,5.1),(2.5,6) . (0,0)}

L’ensemble des vecteurs non dominés de Qf, ~constitue I'ensemble Qp,. On en
déduit que Qp, = {(14,17) ,(12.5,20) }.
Enfin, chaque vecteur de ’ensemble Q)p, est évalué selon le critére de Hurwicz et on

sélectionne la stratégie associée au vecteur ayant la meilleure évaluation.

Expérimentations numériques

L’algorithme proposé dans la partie précédente a été implémenté avec le langage
C++. Les expérimentations numériques ont été réalisées sur un ordinateur doté d’un
processeur Pentium IV CPU 2.13GHz et de 3.5Go de RAM.

Nous présentons dans cette partie, les résultats obtenus sur des arbres de décision
générés aléatoirement. La structure des arbres de décision ont été générés de la méme
maniére que pour les expérimentations dans le cas de I'incertitude totale : arbres binaires

complets avec alternance des nceuds de décision et des noeuds de chance. Les valeurs
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Prof. (noeuds) Moyenne Maximum
o oI
o
T o

v Sl =
2 ) SIS
oy oty
oy ot

TABLE 5.2 — Temps d’exécution CPU (en sec.) et cardinal des ensembles {2 construits
lors de la détermination de la stratégie qui optimise le critére de Hurwicz dans un arbre
de décision avec probabilités intervalles.

d’utilité aux feuilles sont des nombres réels générés aléatoirement dans I'intervalle [1; 500].
Concernant les probabilités intervalles, nous avons dans un premier temps généré aléatoi-
rement des distributions de probabilité en chaque nceud de chance, puis nous avons tiré
aléatoirement une borne inférieure et supérieure autour de chacune de ces probabilités.
Les bornes générées constituent nos probabilités intervalles. De cette maniére nous nous
assurons qu’il existe toujours au moins une distribution de probabilité compatible avec
les probabilités intervalles (la distribution de probabilité générée initialement).

Le tableau 5.2 donne pour chaque profondeur d’arbre (500 instances ont été géné-
rées pour chaque profondeur) le cardinal moyen et le cardinal maximal des ensembles
construits en chaque nceud de ’arbre. Nous donnons également le temps moyen d’exécu-
tion de l’algorithme (en secondes) ainsi que le temps maximum observé pour au moins
une instance. Comme le montre le tableau 5.2, nous sommes capables de traiter des
instances de profondeur 16 (plus de 130000 nceuds). Notons qu’au-dela de cette profon-
deur la mémoire disponible n’est pas suffisante pour calculer ’ensemble des vecteurs non

dominés.
5.2.2 Application du critére de Hurwicz dans un arbre de décision non
séparable

Dans cette partie, nous nous intéressons & ’application du critére de Hurwicz dans

un arbre de décision non séparable.
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Puisque la programmation dynamique ne permet pas de déterminer une stratégie
optimisant le critére de Hurwicz dans un arbre de décision séparable, elle ne permet pas
non plus, & plus forte raison, de déterminer une stratégie optimisant le critére de Hurwicz
dans un arbre de décision non séparable. Cependant le probléme algorithmique qui en
découle se révéle étre plus complexe que dans le cas des arbres de décision séparables.
En effet, nous montrons par la suite que la détermination d’une stratégie optimisant
le critére de Hurwicz dans un arbre de décision séparable est un probléme NP-difficile.
Puisque le critére de Hurwicz généralise le critére I'-Maximax, la démonstration découle

directement de la proposition suivante :

Proposition 8 La détermination d’une stratégie optimisant le critére I'-Mazimaz est

dans un arbre de décision séparable est un probléeme NP-difficile.

Preuve. On s’appuie sur une réduction polynomiale depuis le probléme 3-SAT. Rappe-

lons que le probléeme 3-SAT se formule comme suit :

INSTANCE : un ensemble X de variables booléennes, une collection C de clauses sur X
telle que |c| = 3 pour toute clause ¢ € C.
QUESTION : Existe-t-il une instanciation des variables booléennes de X qui satisfait

simultanément toutes les clauses de C'?

Soient X = {x1,...,z,} et C ={cy,...,cn}. La construction polynomiale d’un arbre
de décision & partir d’une instance du probléeme 3-SAT se réalise comme suit.

On définit un nceud de décision pour chaque clause de C. Etant donné ¢; une clause
de C, le nceud de décision associé dans I'arbre de décision, noté également c¢;, posséde
trois fils (noeuds de chance) : un pour chaque littéral de la clause ¢;. Ces nceuds de chance
sont étiquetés par le nom du littéral correspondant. Tous les nceuds de chance x; (resp.
T;) possédent deux fils :

— le noeud d’utilité offrant une valeur d’utilité 1 avec la probabilité p; € [0,1] (resp.

1 —pi),
— le noeud d’utilité offrant une valeur d’utilité 0 avec la probabilité 1 — p; € [0,1]
(resp. p;).

Afin de constituer un arbre de décision, on ajoute un nceud de chance A pére de tous
les noeuds de décision ¢; (1 < i < m) permettant d’atteindre chacun de ses fils avec la
probabilité pg € [1/m,1/m]. Enfin, on rajoute un nceud de décision D a la racine ayant
pour unique fils le nceud de chance A (pour conserver la convention que la racine d'un
arbre de décision est un noeud de décision).

L’arbre de décision ainsi construit comporte m + 1 nceuds de décision, 3m + 1 nceuds

de chance et 6m nceuds d’utilité. On distingue de plus n 4+ 1 variables représentant
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O = O = O = O = O = O = O = O = O =

FIGURE 5.4 — Exemple de réduction en arbre de décision pour l'instance suivante de
3-SAT : (x1 VaaVas) A (TTVasVay) A (T2 VT3V IT).

une probabilité (i.e., p; pour 0 < i < n). Ceci garantit bien la polynomialité de la
transformation.

A titre d’illustration, sur la figure 5.4, nous donnons ’arbre de décision obtenu pour
I'instance suivante de 3-SAT : (z1 V zo Va3) A (TT Va3V xy) A (T2 VT3V T3).

Remarquons que la valeur d’une stratégie optimisant le critére I'-Maximax dans

I’arbre de décision construit est bornée par 1.

Etant donnée une instanciation satisfaisant I’expression 3-SAT, on peut construire
une stratégie dont I’évaluation par le critére I'-Maximax vaut 1. En effet, pour chaque
clause ¢;, il existe un littéral qui a la valeur « Vrai ». Notons k; U'indice du littéral de
valeur « Vrai » appartenant a la clause ¢;. En chaque nceud de décision ¢;, on fixe la
décision conduisant au nceud de chance xy,. Si, pour tout 1 < ¢ < m, on pose pi, = 1
(resp. 0) si le littéral est positif (resp. négatif), 'espérance d’utilité de la stratégie vaut
alors 1.

Inversement, & partir de toute stratégie dont I’évaluation avec le critére I'-Maximax

vaut 1, on peut construire une instanciation qui satisfait 'expression 3-SAT. En effet,
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en chaque nceud de décision ¢;, la décision fixée dans la stratégie conduit nécessairement
4 un noeud de chance retournant une utilité de 1 avec la probabilité 1. Notons k; l'indice
du nceud de chance choisi en ¢;. Pour tout 1 < i < m, on fixe la valeur du littéral xy,
a « Vrai» (resp. « Faux ») si py, = 1 (resp. 0). L’instanciation qui en résulte satisfait
I’expression 3-SAT. |

Algorithme de veto-process

Contournant la difficulté liée a la complexité du probléme, dans le cas des critéres I'-
Maximin et I'-Maximax, Kikuti et al. (2005) ont présenté des algorithmes qui retournent
des stratégies calculées par induction arriére dans I’arbre de décision. Cette approche
consiste a remonter le temps du futur vers le présent, et & prendre systématiquement la
décision qui maximise le critére choisi étant donné les anticipations sur les actions futures.
D’un point de vue opérationnel, cette approche permet de déterminer une stratégie en
un temps trés compétitif. En contrepartie, la stratégie retournée est susceptible d’étre
sous-optimale et méme « dominée » en un certain sens (Jaffray, 1999). Pour cette raison,
a la suite de Jaffray, nous proposons un algorithme de veto-process. Une telle approche,
bien que moins performante qu’une induction arriére classique, permet de garantir des
propriétés solides sur la qualité de la stratégie retournée. De plus, contrairement & Kikuti
et al. (2005), nous proposons ici d’appliquer le critére de Hurwicz, qui permet de modéliser
des comportements moins extrémes que les critéres I'-Maximin et I'-Maximax.

Pour ce faire, nous adaptons, dans l'algorithme 5 page 157, la procédure de veto-
process proposée par Jaffray et Nielsen (2006) (voir chapitre 2). Rappelons ici le principe
guidant cette procédure : chaque nceud de décision représente un ego, dont les préférences
suivent le critére de Hurwicz, seul maitre de la décision a prendre au nceud ou il est
associé. On cherche alors & déterminer une stratégie qui satisfait autant que possible
tous les egos, afin qu’aucun d’entre eux ne soit tenté de dévier lors de 'application de
la stratégie. Une condition nécessaire & ’adhésion d’un ego & une sous-stratégie est le
caractére E-admissible de cette derniére (i.e., qu’elle soit optimale au sens de 1'espérance
d’utilité pour au moins une distribution de probabilité). De ce fait, la stratégie globale
calculée est E-admissible, ainsi que chaque sous-stratégie qui la compose. En effet, il est
difficilement concevable qu’'un ego puisse appliquer une stratégie qui n’est jamais optimale
quelle que soit la vraie distribution de probabilité. C’est pourquoi on rejette toutes les
sous-stratégies qui ne sont pas E-admissibles.

La procédure se déroule comme suit. L’algorithme parcourt chaque nceud N en par-
tant des feuilles de I'arbre jusqu’a la racine. En chacun de ces noeuds, un ensemble Sy
de stratégies est construit & partir des ensemble Sy de ses fils. Ensuite, chaque stratégie
est évaluée avec le critére de Hurwicz. Enfin, on ne conserve dans ’ensemble Sy que

les k meilleures stratégies parmi celles qui sont E-admissibles, et dont 1’évaluation est
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Algorithme 5 : VetoProcess(arbre de décision T, réel ©, entier k)

Sortie : une stratégie de compromis entre les différents egos
pour chaque nceud N de profondeur p a 0 dans T faire
si N € Np alors

/* Cas des noeuds de décision */
Av+ |J {@wnN)pua:aeAy}
N’€efils(N)

i N € N¢ alors

/* Cas des noeuds de chance */

ZN — H ZN/
N'efils(N)

n

pour chaque stratégie A € Ay faire
| Va < Hz(A)

Vinae < max {Va}
AEAN

pour chaque stratégie A € Ay faire
si (A n’est pas E-admissible) OU (VA < Vjyee — ©) alors
L AN — AN \ {A}

tant que |Ay| > k faire
L An + Apn\ {argminAezN{VA}}

Retourner arg max A€Ay, {VA}

supérieure a Vi, — 6. Enfin, une fois ’ensemble de stratégies construit en la racine, on
retourne celle d’évaluation maximale.

Pour mettre un ceuvre un tel algorithme, il est nécessaire de pouvoir évaluer une
stratégie au sens du critére de Hurwicz, ainsi que de pouvoir déterminer le caractére

E-admissible de la stratégie. C’est précisément le propos des sections qui suivent.

Evaluation d’une stratégie selon le critére de Hurwicz

Avant toute chose, il nous faut introduire quelques notations qui nous seront utiles
par la suite. Soit X1,..., X, 'ensemble des variables aléatoires figurant dans ’arbre de
décision T, et X = (Xq,...,X,,) le vecteur aléatoire correspondant. Nous notons D(Y")
le domaine d’une variable aléatoire (ou vecteur aléatoire) Y. De plus, étant donné un
sous-ensemble I C {1,...,n} d’indices, nous désignons par X; le vecteur aléatoire ayant
pour composantes les X; pour ¢ € I. En outre, étant donné un noeud de chance N,
nous désignons par id(N) 'indice i de la variable aléatoire X; associée au noeud N. De
méme, étant donné un nceud N, nous désignons par w(N) l'ensemble des indices des

variables aléatoires sur le chemin de la racine & N (id(N) exclu si N € N¢). L’ensemble



158 5. Critére de Hurwicz sous incertitude non risquée

complémentaire de ce dernier est noté¢ 7¢(N) = {1,...,n} \ 7(N). Enfin, nous désignons
par z(N) le vecteur des valeurs affectées aux variables aléatoires sur le chemin de la
racine a V.

Par exemple, sur 'arbre de la figure 5.2 page 146, id(X3) = 2 car la variable aléatoire
associée & X2 est Xy, et m(X3) = {1} car seule la variable aléatoire X; figure sur le
chemin menant de Dy a4 X2. Par conséquent, on a Xrxz) = (X1), et 2(X2) = (aucune)

car il est nécessaire que X7 prenne la valeur aucune pour arriver en X22.

Nous nous intéressons maintenant & I’évaluation d’une stratégie A selon le critére de
Hurwicz. 11 est important de remarquer qu’une stratégie est caractérisée par I’ensemble
U C C des nceuds d’utilité qu’elle permet d’atteindre. L’évaluation Hz(A) d’une stratégie

A selon le critére de Hurwicz peut s’écrire comme suit :

a min P(Xrny =z(N)) X u(N) + (1 — a) max P(Xrny =z(N)) x u(N)
PePk Neu PcePk Neu

ott a € [0,1] et P(Xr(n) = z(N)) représente (conformément & nos notations) le produit

des probabilités assignées aux branches le long du chemin de la racine & V.

Face & la nature combinatoire du probléme, nous allons formuler un programme li-
néaire pour évaluer la valeur de A selon le critére I'-Maximin (le terme de coefficient «),
et un autre programme linéaire pour ’évaluer selon le critére I'-Maximax (le terme de
coefficient 1 — «). Il suffira ensuite de combiner les valeurs obtenues avec le paramétre a
pour obtenir I’évaluation selon le critére de Hurwicz.

La principale difficulté, dans un arbre de décision non séparable, consiste alors a ca-
ractériser 'ensemble des distributions P € Pg. Afin de caractériser I’ensemble Py des
distributions de probabilité compatibles avec K, nous allons définir un jeu de contraintes
linéaires (que nous appellerons contraintes de cohérence par la suite) portant sur I’en-
semble des variables P(X = z) pour tout x. En effet, cet ensemble de variables suffit &
caractériser une distribution de probabilité. Dans le but de vérifier les axiomes de Kol-
mogorov, chacune de ces variables doit étre comprise entre 0 et 1 et la somme de ces
derniéres doit étre égale a 1 puisqu’elles représentent les probabilités sur les événements

élémentaires. Ce que l'on traduit par la contrainte suivante :

Y PX=2)=1 (5.1)
z€D(X)
Par ailleurs, afin de lier les probabilités sur les événements élémentaires P(X = z)
aux probabilités P(X, ) = x(N)) il est nécessaire d’introduire les contraintes linéaires
suivantes pour tout N € Ng UNy :
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P(X;ny=2(N)= > P(X=(z(N),y)) (5.2)
YED(Xre(n))

ot (x(N),y) désigne l'affectation du vecteur aléatoire X tel que X ) = x(N) et
Xore(N) = Y-

Enfin, pour garantir que les intervalles de probabilités imprécises indiqués dans I'arbre
sont bien respectés, il est nécessaire d’introduire les contraintes suivantes pour tout noeud

de chance N en utilisant les régles de Bayes :

P(Xanyutiavyy = (@(N),y) < P(Xp vy = 2(N)PT(Xigny = Yl Xnv) = 2(N))
(5.3)

P(Xavyutiaayy = (@(N),y) = P(Xrv) = 2(N)P™ (X = y|1Xx(v) = 2(N))
(5.4)
Notons que la probabilité P(Xrnufianv)y = (#(IV),y)) n'est autre que la variable
P(Xrnvy = ((N),y)) des lors que N est le noeud de chance précédant immédiatement

N’ et que l'affectation Xiq(ny = y figure sur le chemin menant a N "

Exemple 24 Considérons l'arbre de décision T de la figure 5.2 page 146. Dans un pre-
mier temps, nous définissons l’ensemble des contraintes de cohérence permettant de ca-
ractériser Py. L’ensemble des variables définissant les probabilités sur les événements

élémentaires est le suivant :

{Pas: Pahs Pais Dfss Dfhs Pfis PFsy PFhs PFi }
0l pas correspond a la probabilité P(X, = aucune, X9 = sec} et ainsi de suite (il est

noter que le symbole f est utilisé pour faible, et F' pour forte). Ces variables ont pour

domaine de définition l’intervalle [0;1]. La contrainte 5.1 est alors la suivante :

Das + Pah + Pai +Dfs +Dfn +Dfi +Prs + Prn +pPri =1

Ensuite, en chaque neeud de chance, I’ensemble des contraintes de cohérences restantes

est le suivant :
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Au neeud de chance X3 :
— Pi = Pai + Pfi + pFi (cont. 5.2)
— Dh = Pah + Dfn + Drn (cont. 5.2)
— Ds = Das + Pfs + Prs (cont. 5.2)
— 0.307 < p; < 0.456 (cont. 5.3 et

Au neeud de chance X3 :
— 0.125pg < pai < 0.181p, (cont. 5.8 et 5.4)
— 0.222p, < pan < 0.272p, (cont. 5.3 et 5.4)
— 0.500p, < pas < 0.666p, (cont. 5.3 et 5.4)

5.4)
— 0.309 < < 0.386 t. 5.8 et
54) =Ph = (con ¢ Au neud de chance XS’ :
' — 0.250ps < pg; < 0.363 ont. 5.3 et 5.
0214 < p, < 0.344 (cont. 5.3 et pf < pyi < 0.363py (con 4)
5) — 0.363pr < ppr, < 0.444py (cont. 5.3 et

5.4)

— 0.222p¢ < prs < 0.333 t. 5.8 et s.
Au neud de chance Xy : Pr=Pfs = by (con et 5:4)

— Pa = Pai + Pah + Pas (cont. 5.2)
— Df =Dfi +Dfn +Dys (cont. 5.2)
— PF = pri+prn+Dprs (cont. 5.2)

Au neeud de chance X5 :

— 0.454pr < pr; < 0.625pp (cont. 5.3 et

5.
— 0.181 < pg < 0.222 (cont. 5.8 et 4)
54) — 0.333pr < ppn < 0.363pp (cont. 5.3 et
' 5.
— 0.333 < py <0.363 (cont. 5.3 et 4)
54) — 0.111pp < pps < 0.166pp (cont. 5.3 et
' 5.
— 0.444 < pp < 0.454 (cont. 5.3 et 4)
5.4)

Une fois définies les contraintes de cohérences, l’évaluation d’une stratégie selon le cri-
tere d’Hurwicz peut étre réalisée en définissant les deux programmes linéaires donnant
les valeurs selon I'-Mazimin et I'-Maximaz. Considérons par exemple la stratégie A =
{D; = sonder, D% = ne pas forer, Dg’ = forer, Dél = forer}. Les programmes linéaires
se formulent comme suit :

Lrin(A) = min - —10pg + 190ps; 4+ 40p sy — 80pfs + 190pr; + 40ppn, — 80pFs

s.c : contraintes de cohérence

ez (A) = max  —10pg + 190ps; 4+ 40p sy — 80pss + 190pr; + 40ppn — 80prs

s.c : contraintes de cohérence
Enfin la valeur de la stratégie A selon le critére d’Hurwicz est alors :

Hz(A) = al'min(A) + (1 — o)Lz (A)

E-admissibilité d’une stratégie

Rappelons qu’une stratégie A est dite E-admissible s’il existe au moins une distribu-
tion de probabilité P € Pk pour laquelle la stratégie A est maximale au sens de 1'es-

pérance d’utilité. Nous montrons maintenant comment réduire le test d’E-admissibilité
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d’une stratégie a un probléme de satisfaction de contraintes linéaires. Plus précisément,
la stratégie A sera E-admissible si et seulement si le polyédre défini par l’ensemble
des contraintes est non-vide. L’ensemble des contraintes comporte bien évidemment les
contraintes de cohérence (sur les probabilités) définies précédemment. Aux contraintes de
cohérence s’ajoute un ensemble de contraintes dont la satisfaction permet de vérifier qu’il
existe une distribution de probabilité P compatible avec les contraintes de cohérence telle
que la stratégie considérée est optimale au sens de I'espérance d’utilité. Pour ce faire, on
introduit une variable réelle yy pour chaque noeud N (cette variable est destinée a re-
présenter la valeur de l'espérance d’utilité atteinte par la stratégie A dans 'arbre T'(N))

et on définit les contraintes suivantes :

YN = P(X,r(N) - ac(N)) xu(N) VNecC (5.5)

yv= Y. uywv YNENg (5.6)
N’efils(N)
Enfin, un dernier jeu de contraintes impose que la stratégie A soit maximale au sens
de Pespérance d’utilité. Pour chaque arc (N, N') issue d’un nceud de décision N :

— si (N, N') appartient a la stratégie A, on ajoute la contrainte

YN < Ynv (5.7)
— si (N, N') n’appartient pas a la stratégie A, on ajoute la contrainte

YN = YN’ (5.8)

Ce dernier jeu de contraintes impose que yy vaut au plus l'espérance d’utilité de
la sous-stratégie induite par A dans le sous-arbre de racine IV, et au moins l'espérance
d’utilité maximum dans le sous-arbre de racine N. On en conclut que si une telle espérance
existe en chaque nocud de décision, alors il existe une distribution de probabilité P € Pk
(caractérisée par les variables P(X = z)) telle que I'espérance d’utilité de A soit de valeur
maximale. Pour illustration, nous indiquons ci-dessous les contraintes obtenues pour une

stratégie particuliére dans ’exemple du forage pétrolier.

Exemple 25 Considérons l'arbre de décision de la figure 5.2 et la stratégie A = {D; =
sonder, D2 = ne pas forer, D3 = forer, D3 = forer}. Les contraintes de cohérence pour
cet arbre sont données dans ’exemple 2. Par souci de simplicité, nous n’indiquons pas
ict les contraintes et les variables associées aur neuds d’utilité. Les contraintes en chacun
des autres neuds sont les suivantes :

— Au neeud X3 : Yxi = 200p; + 50py, — 70ps

— Aw neeud D3 : Ypr =0 et yp > yx1
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— Au neud X3 : Yxz = 200pq; + 50pan — 70pas
— Au neeud D3 : Ypz < —10p, et Yoz = Yxz

— Au neeud X3 : Yxg = 200py; +50psn — T0pys
— Au neud Dj Yps = —10ps et yps < yx3

— Au neeud X3 : Yxs = 200pp; + 50ppn — T0pps
— Au neeud Dj : Ypa = —10pp et Yps < Yxa

— Auneud X1 0 yx, =Ypz +Yps + Yps

— Au neeud Dy : yp, > Ypy et yp, < yx,

Expérimentations numériques

L’algorithme proposé dans la partie précédente a été implémenté avec le langage
C++. Les expérimentations numériques ont été réalisées sur un ordinateur doté d’un
processeur Pentium IV CPU 2.13GHz et de 3.5Go de RAM.

Nous présentons dans cette partie, les résultats obtenus sur des arbres de décision
générés aléatoirement. La structure des arbres de décision ont été générés de la méme
maniére que pour les expérimentations dans le cas de l'incertitude totale et du risque
imprécis pour les arbres de décision séparables : arbres binaires complets avec alternance
des noeuds de décision et des nceuds de chance. Les valeurs d’utilité aux feuilles sont des
nombres réels générés aléatoirement dans U'intervalle [1;500]. Chaque noeud de chance
est associé & une variable aléatoire. Concernant les probabilités intervalles, nous avons
dans un premier temps généré aléatoirement une distribution de probabilité sur les évé-
nements élémentaires. A partir de cette distribution, en suivant les régles de Bayes, nous
avons calculé les probabilités conditionnelles précises en chaque nceud de chance, puis
nous avons tiré aléatoirement une borne inférieure et supérieure autour de chacune de
ces probabilités. De cette maniére nous nous assurons qu’il existe toujours au moins une
distribution de probabilité compatible avec les probabilités intervalles (celle généré ini-

tialement).

Dans un premier temps, nous avons traité des arbres de décision ot chaque niveau
de noeud de chance est associé & une méme variable aléatoire. Remarquons que, dans ce
cas, le nombre de probabilités portant sur les événements élémentaires (€ O(2Y) si v est
le nombre de variables aléatoires) est linéaire en la taille de l'arbre de décision puisque
v est alors une valeur logarithmique du nombre n de nceuds dans ’arbre. Ceci implique
une complexité polynomiale de ’algorithme en fonction de k et n. Pour cette série d’ex-
périmentations nous avons fait varier k, 6 et p (la profondeur de I’arbre). Nous nous
sommes intéressés aux temps d’exécution de l'algorithme en fonction de ces paramétres.
Pour chaque jeu de paramétres ot p < 12, 100 arbres ont été générés aléatoirement. Nous

avons indiqué sur la table 5.3 page 163 la moyenne des temps d’exécution en secondes.
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Prof. (nceuds) 4(31) 6 (127) 8 (511) 10 (2047) 12 (8191) 14 (32767)
k=2 06=10 | <00l 004 039 6.22 111.73  2518.95
k=2 6=50 [ <00l 004  0.38 6.24 112.78  2487.56
k=2 6=100|<001 004  0.39 6.18 11234 2660.13
k=2 6=300|<001 004 037 6.23 110.15  2532.40
k=5 0=10 | <001 004 033 6.34 11410 271124
k=5 0=50 | <001 004 040 6.42 11521  2689.83
k=5 6=100| <001 004  0.38 6.39 11575  2802.88
k=5 0=300|<001 004 038 6.41 117.60  2765.12
k=10 6=10 | <001 004  0.39 6.78 12135  3398.01
k=10 6=50 | <001 004  0.37 6.82 126.03  2991.33
k=10 6=100 | <0.01 004  0.38 6.91 124.53 313248
k=10 6=300| <001 004  0.38 6.87 125.84  3255.04

TABLE 5.3 — Moyenne du temps d’exécution, en seconde, en fonction de la profondeur p
de Parbre et des paramétres k et 6.

Notons que, pour la profondeur 14, seulement cinq instances ont été générées aléatoire-
ment pour les différents paramétres. Les temps d’exécution dépendent évidemment de k
et 0 puisqu’ils conditionnent le nombre de stratégies retenues en chaque nceud. Avec ce
type d’instances, nous sommes capables de résoudre rapidement (en moins d’une heure)

des instances jusqu’a la profondeur 14 (soit plus de 32000 noeuds).

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés aux arbres de décision ou le
nombre v de variables aléatoires distinctes dans ’arbre de décision est indépendant de
la taille de I'instance. Pour cette série d’expérimentations, nous avons fait varier la pro-
fondeur p et le nombre de variable v, en fixant le paramétre k & 5 et le paramétre 6 a
50. Pour chaque jeu de paramétres, nous avons généré 100 instances en attribuant de
maniére aléatoire les variables aléatoires aux nceuds de chance. Les temps indiqués sur la
table 5.4 représentent la moyenne du temps d’exécution, en secondes, pour chaque jeu de
parameétres (le symbole “—" indique que I'instance est impossible (i.e., moins de variables
distinctes que « d’étages » de noeud de chance dans ’arbre, ou plus de variables distinctes
que de neeuds de chance dans l'arbre) et le symbole “X” correspond aux jeux de para-
métres impliquant un temps de résolution supérieur a 1 000 secondes). Nous constatons
qu’a partir d’un certain nombre v de variables aléatoires, I’ajout d’une variable aléatoire

supplémentaire & 'instance double le temps d’exécution moyen de I'algorithme.
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Prof. (noeuds) | 4 (31) 6 (127) 8 (511) 10 (2047) 12 (8191)
v =2 < 0.01 — — — —

v = < 0.01 0.04 — — —

v = < 0.01 0.04 0.40 — —

v = < 0.01 0.05 0.66 6.42 —

v = < 0.01 0.05 0.85 7.65 115.21
v = < 0.01 0.08 1.18 10.87 135.28
v = < 0.01 0.13 1.41 13.71 214.21
v = 0.02 0.17 1.86 21.96 287.68
v =10 0.03 0.25 3.44 35.61 485.16
v=11 — 0.56 6.25 62.95 698.81
v =12 — 0.94 11.40 94.35 X

v =13 — 1.92 22.10 165.61 X
v=14 — 4.03 42.03 342.91 X
v=15 — 9.58 80.01 680.95 X

v =16 — 20.98 162.46 X X
v=17 — 49.11  347.77 X X

v =18 — 98.06  786.34 X X

TABLE 5.4 — Moyenne du temps d’exécution en seconde en fonction de la profondeur de
I’arbre et du nombre de variables aléatoires v.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés & appliquer le critére de Hurwicz dans
des contextes d’incertitude totale ou de risque imprécis.

Dans le cadre de l'incertitude totale, nous avons montré que le probléme de la déter-
mination d’une stratégie optimisant le critére de Hurwicz pouvait étre résolu en temps
polynomial. L’algorithme proposé, fondé sur la programmation dynamique biobjectif,
s’est révélé étre trés efficace. En effet, lors des expérimentations numériques que nous
avons menées, nous avons été capables de traiter, en temps raisonnable, des arbres de
décision de trés grande taille (plus de 8 000 000 noeuds, les arbres de plus grandes tailles
ne tenant pas en meémoire).

Dans le cadre du risque imprécis, le probléme algorithmique induit est plus complexe.
Dans un premier temps, nous avons distingué le cas des arbres de décision séparables et
le cas des arbres de décision non-séparables. Lorsque ’arbre de décision est séparable,
le probléme algorithmique est trés proche de celui proposé dans le cadre de 'incertitude
totale. En effet, 'adaptation de l’algorithme par programmation dynamique biobjectif
permet de résoudre le probléme de maniére assez efficace.

Concernant le cas des arbres de décision non-séparables, nous avons montré que le
probléme algorithmique induit est NP-difficile. Nous avons alors présenté une approche

de type veto-process pour résoudre ce probléme. L’algorithme proposé est une adaptation
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de I'algorithme de Jaffray et Nielsen (2006) proposé dans le cadre du risque pour le critére
RDU. Cet algorithme s’est révélé étre efficace et permet, de plus, d’assurer de bonnes
propriétés sur la stratégie déterminée, contrairement a une approche directe par induction
arriere.

Dans des travaux futurs, il pourrait étre intéressant de proposer un algorithme qui
détermine la stratégie optimisant le critére de Hurwicz depuis la racine. Du fait de la
complexité du probléme, une approche par énumération implicite semble étre une piste
a privilégier. La difficulté sera alors de déterminer une procédure efficace de calcul d’une
borne supérieure. L’initialisation et le calcul de la borne inférieure peuvent eux étre

calqués sur le principe algorithmique de veto-process que nous proposons ici.






Conclusion

Synthése

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a établir des algorithmes pour mettre

en ceuvre des critéres de décision non-EU dans un cadre séquentiel.

Tout d’abord, nous avons traité le cas de I'incertitude risquée. Dans ce cadre, le critére
EU domine trés largement la littérature. En effet, le respect de 'axiome d’indépendance
lui confére de bonnes propriétés algorithmiques pour le développement d’algorithmes
d’optimisation. Cependant, ses faiblesses sur le plan descriptif découlent de ce méme
axiome. Nous nous sommes donc tout naturellement portés sur ’application, dans un
cadre séquentiel, d’'un autre critére de décision : le modéle RDU. Ce dernier relache
I’axiome d’indépendance, ce qui lui confére un fort pouvoir descriptif. Cependant, la
relaxation de l'axiome d’indépendance force & renoncer aux propriétés algorithmiques
dont bénéficie le modéle EU, et le probléme algorithmique lié & 'optimisation du critére
RDU devient alors bien plus complexe. L’absence d’algorithme efficace dans la littérature
pour 'optimisation du modéle RDU constitue le frein principale & son utilisation dans la
pratique.

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a ’optimisation du critére RDU
dans le formalisme des arbres de décision. Les arbres de décision permettent la représen-
tation d’un probléme de décision séquentielle en explicitant les différents scénarios. Nous
avons montré que le probléme induit par 'optimisation du critére RDU & la racine d’un
arbre de décision était un probléme NP-difficile. Face a ce constat, nous avons développé
des algorithmes exponentiels exacts pour résoudre ce probléme. Parmi les différentes ap-
proches algorithmiques proposées, I'une d’entre elles, basée sur le principe du branch
and bound, s’est révélée étre particuliérement efficace. Cette méthode nous a permis,
entre autres, de résoudre en temps raisonnable le probléme de « Qui veut gagner des
millions 7 », qui se modélise sous la forme d’un arbre de décision comportant plus de 75

millions de noeuds.

Le formalisme des arbres de décision est cependant trés gourmand en mémoire. En ef-
fet, le nombre de scénarios distincts est généralement trés grand. Pour pallier cet inconvé-

nient, d’autres représentations graphiques ont vu le jour, dont les diagrammes d’influence.
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Ce modéle graphique tire profit des indépendances présentes dans le probléme pour ob-
tenir une représentation définie « en compréhension » d’un arbre de décision. Cependant,
ce formalisme reste confronté au probléme de la représentation en mémoire d’une stra-
tégie. En effet, ces derniéres sont généralement exponentielles en la taille du diagramme
d’influence. Néanmoins, le modéle EU peut tirer profit de I'axiome conséquentialiste pour
factoriser la représentation d’une stratégie. En revanche, la représentation d’une stratégie
lorsque 'on utilise le critére RDU devient problématique puisque ce dernier ne respecte
pas I'axiome conséquentialiste. Nous proposons alors de réaliser un A-affaiblissement de
I’axiome conséquentialiste afin d’obtenir un compromis entre le pouvoir descriptif du mo-
déle et la compacité de la représentation d’une stratégie en mémoire. Pour ce faire, nous
avons détaillé une procédure de pré-traitement du diagramme d’influence qui conduit a
accroitre I’ensemble des stratégies factorisables. Enfin, nous avons proposé un algorithme
qui recherche une stratégie optimisant le critére RDU parmi celles-ci.

Nous nous sommes ensuite intéressés a I’optimisation du critére de Hurwicz dans un
contexte d’incertitude totale. Nous avons proposé un algorithme polynomial, basé sur la
programmation dynamique biobjectif, pour déterminer une stratégie optimisant le cri-
tére de Hurwicz dans un arbre de décision dans un contexte d’incertitude totale. Nous
nous sommes par ailleurs penchés sur I'optimisation du critére de Hurwicz dans le cas
du risque imprécis. Nous avons distingué deux types d’arbres : les arbres séparables et
les arbres non-séparables. Pour les arbres séparables nous avons proposé un algorithme &
nouveau basé sur la programmation dynamique biobjectif, en revanche, pour le cas des
arbres non-séparables le probléme se révéle étre bien plus complexe. En effet, nous avons
montré que le probléme est NP-difficile. Nous avons alors proposé un algorithme de veto-
process permettant d’appliquer le critére de Hurwicz dans ce dernier cas. La stratégie
retournée n’est pas nécessairement optimale vue de la racine, mais se justifie pleinement

d’un point de vue décisionnel.

Discussion

Quelle que soit la modélisation de I'incertitude a laquelle nous avons été confronté,
nous avons toujours considéré qu’il était possible de travailler sur les loteries réduites.
Cette hypothése classique, si elle est pertinente dans un cadre de décision non séquentielle,
semble beaucoup plus discutable dans un cadre de décision séquentielle. En effet, dans un
cadre non séquentiel, sa justification repose sur le fait que la représentation de la structure
d’incertitude ne doit pas influencer le décideur dans ses décisions. Ceci implique donc une
indifférence de la part du décideur sur lordre dans lequel les événements surviennent.
Ainsi, on considére qu'un décideur reste indifférent entre jeter un dé & six faces puis jeter

une piéce au fait jeter d’abord la piéce puis ensuite le dé & six faces, ou encore au fait
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de lancer un dé a douze faces (ou chacune des combinaisons entre la valeur d’'un dé a
six faces et la valeur Pile ou Face est représentée sur une face du dé). Dans un cadre de
décision séquentielle, la validité d’une telle hypothése semble bien plus fragile. En effet, si
il semble naturel que ’ordre des événements n’ait aucune importance lorsque ’on ne peut
intervenir entre ces derniers, cette hypothése semble beaucoup plus discutable lorsque
I'on peut prendre des décisions entre ces événements. Autrement dit, si entre chaque
décision la réduction des loteries se justifie aisément, la justification de la réduction des
loteries qui précédent une décision avec celles qui suivent cette méme décision est un
probléme bien plus délicat. Kreps et Porteus (1979) proposent des exemples de situations
séquentielles dans le risque ot I'axiome de réduction des loteries composées est violé par
des décideurs dont les préférences suivent le modéle EU. Cependant ils montrent que
le classement des loteries induites par les préférences d’un tel décideur reste toujours
le résultat d’'une maximisation d’une espérance d’utilité. A notre connaissance, dans un
cadre de décision séquentielle aucune justification de ’axiome de réduction des loteries
n’a été fournie lorsque l'on utilise un modéle ne respectant pas I’axiome d’indépendance
(qui découle directement de l'axiome de réduction des loteries composées, de 1'axiome

conséquentialiste et de I’axiome de cohérence dynamique (Hammond, 1989)).

La remise en cause de la possibilité de réduire les loteries, ainsi que la remise en
cause de 'axiome conséquentialiste, sont deux arguments en faveur d’'une procédure de
veto-process (Jaffray, 1999) lorsque I'on désire appliquer un critére de décision dans un
cadre séquentiel. En effet, cette procédure relache de maniére implicite ’axiome consé-
quentialiste et I’axiome de réduction des loteries composées. En effet, chaque ego ne peut
construire une stratégie qu’en complétant les sous-stratégies proposés par ses egos futurs.
Ceci est précisément une maniére de relacher ’axiome conséquentialiste, puisque chaque
ego prend sa décision non pas en fonction de la sous-stratégie optimale induite par son
sous-arbre futur mais parmi toutes celles ne s’éloignant pas excessivement de I'optimale.
De méme, chaque loterie composée est validée « morceau par morceau » par chacun des
egos intervenant dans la stratégie associée a cette loterie. Ainsi, les loteries composées
associées aux stratégies qui on « survécues » jusqu’a l’ego racine, sont issus d’une valida-
tion en chaque instant ot une décision est & prendre, et de maniére implicite, 'ordre des
événements est pris en compte dés lors qu’ils sont séparés par des décisions. On s’auto-
rise ainsi a ne réduire que les loteries pour lesquelles chaque « morceau » a été validé et
non toutes les loteries composées envisageables. Ceci constitue un relachement (qui nous
semble souhaitable) de 'axiome de réduction des loteries composées. Nous avons égale-
ment vu que, d’un point de vue psychologique, une stratégie retournée par une procédure
de veto-process était aisée & mettre en ceuvre, ce qui est moins le cas pour une stratégie

retournée par une méthode de choix résolu depuis la racine.

Ainsi, tant d’un point de vue décisionnel que d’un point de vue psychologique, le
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principe de veto-process semble parfaitement justifié. De plus, d’un point de vue infor-
matique, la mise en ceuvre du principe de veto-process, proposée par Jaffray et Nielsen
(2006), est bien plus efficace que la plupart des algorithmes de choix résolu depuis la ra-
cine. Ceci constitue un argument de poids dans son adoption lorsque I'on désire appliquer
un critére de décision dans un probléme de décision séquentielle de trés grande taille.
Ce constat ne remet cependant pas en cause l'utilité des procédures permettant de
réaliser un choix résolu depuis la racine, puisque dans de nombreux cas en informatique,
I’application d’une telle stratégie ne pose pas de probléme, notamment dans tous les cas
ol elle ne sera pas mise en ceuvre par un « humain » mais par une machine. De plus,
de telles stratégies permettent de fournir d’excellentes heuristiques lorsque ’on cherche &
fournir au décideur plusieurs « bonnes » stratégies afin d’élaguer toutes celles s’éloignant

trop des préférences du décideur (i.e., dont la valeur s’éloigne trop de la valeur optimale).

Perspectives de recherche

Compacité d’une stratégie. Un probléme trés peu étudié dans la littérature reste
celui de la représentation compacte d’une stratégie. Dans le chapitre 4, nous évoquons
brievement la possibilité de factoriser des stratégies lorsque 1’on respecte 1’axiome consé-
quentialiste. Cependant, méme les stratégies factorisées sont parfois de trés grande taille.
Le probléme se pose dés lors qu’il est nécessaire d’expliciter chaque régle de décision
appartenant & la stratégie. Un moyen commode de contourner le probléme, est de se
focaliser sur le développement d’algorithmes incrémentaux, procédant « a la volée » pour
déterminer la décision requise lorsque ’on tombe dans un état donné du probléme. On
évite ainsi 1’écueil de devoir stocker une stratégie compléte en mémoire.

Par exemple, I'optimisation du critére de Hurwicz ne prend en compte que la valeur
de la pire conséquence et la valeur de la meilleure conséquence pour évaluer une stratégie.
Par conséquent, il suffit de connaitre la pire conséquence et de la meilleure conséquence
(conséquences extrémes) pour caractériser une classe de stratégies ayant la méme évalua-
tion selon le critére de Hurwicz. Pour déterminer les conséquences extrémes caractérisant
la classe de stratégies optimisant le critére de Hurwicz, nous pensons ici qu’il est pos-
sible d’élaborer un modéle graphique dédié s’appuyant sur la programmation dynamique
biobjectif. Aprés avoir calculé ces conséquences extrémes, une seconde procédure devrait
étre proposée, exploitant cette information pour calculer dynamiquement les régles de
décision a l'instant ou elles sont requises. En d’autres termes, on déduit la régle de déci-
sion & I'instant ¢ seulement au moment ot on en besoin sans jamais conserver les autres

régles de décision.
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Cas de I’ambiguité. Dans le chapitre 1, nous avons vu une situation d’incertitude,
dans le cadre du paradoxe d’Ellsberg (voir exemple 6 page 33), assez intéressante. Ce
contexte d’incertitude est connu sous le nom de I’ambiguité dans la littérature. Plus
précisément, elle traite des situations dans lesquelles l'incertitude est définie sur des
sous-ensembles d’événements non nécessairement disjoints ou élémentaires. De nombreux
cas d’applications rentrent dans le cadre de cette généralisation. Par exemple, pour une
croyance sur la localisation d’une cible sur une carte, on peut avoir des croyances qui se

décrivent comme suit :

— la probabilité que la cible se trouve dans un rayon de 1 kilomeétre autour du point
A est comprise dans l'intervalle [a1,b1] avec 0 < a; <b; <1,

— la probabilité que la cible se trouve dans un rayon de 2 kilométres autour du point
A est comprise dans l'intervalle [ag, b] avec 0 < as < aj < by < by <1,
ey

— la probabilité que la cible se trouve dans un rayon de n kilométres autour du point
A est comprise dans l'intervalle [a,, b,] avec 0 < a, < ... <ag <a; <b <by <
< by <1

D’autre formes remarquables de croyances, fréquemment rencontrées dans les problémes
de décision, ne peuvent étre abordées dans le cadre du risque imprécis que nous avons
traité dans cette thése. Une perspective de recherche intéressante consiste & adapter les
algorithmes vus dans le cadre du risque imprécis (voir chapitre 5) pour les étendre a des

problémes de décision séquentielle sous ambiguité.

Approche par cographes. Enfin, il est légitime de se demander si les représentations
graphiques actuelles d’un probléme de décision séquentielle sont adéquates pour leur ré-
solution. Autant ils permettent une représentation attrayante pour le décideur, autant ils
se peut qu’ils soient inadaptés pour la réalisation des calculs lors de 'optimisation d’'un
critére de décision donné. Ainsi, il nous semble intéressant de modifier la représentation
du probléme pour mieux le résoudre par la suite. Par exemple, une fagon d’appréhen-
der un probléme de décision séquentielle est d’identifier un ensemble de conséquences
compatibles permettant d’optimiser un critére de décision donné, et de calculer ensuite
les décisions qui ménent & ces conséquences. A titre d’exemple, considérons le graphe
construit de la maniére suivante. Soit U = {uq, ug, ..., u, } (avec u1 < ug < ... < uy) len-
semble des utilités distinctes associées aux différentes conséquences et E = {ej, eg,...,e,}
I’ensemble des événements élémentaires tels que ’événement e; permette d’atteindre la
conséquence u; (sous réserve de prendre les décisions adéquates). Pour chaque valeur
d’utilité v € U, on crée un sommet. Pour chaque paire de sommets, on crée une aréte
si et seulement si les deux valeurs d’utilités représentées par les sommets apparaissent

ensemble dans au moins une stratégie (une condition nécessaire et suffisante pour assurer
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FIGURE 5.5 — Exemple de réduction d’un arbre de décision en cographe.

la coexistence de deux conséquences dans au moins une stratégie, est que leur ancétre
commun le plus proche soit un noeud de chance). Enfin, on associe a chaque sommet le
couple (u;,e;) correspondant. Le graphe ainsi construit appartient a la famille des co-
graphes. L’ensemble des cographes est en bijection avec I’ensemble des arbres ayant des
noeuds séries et paralléles (noeuds de chance et noeuds de décision dans notre cadre), et
le passage d’une structure a 'autre se fait en temps linéaire. En guise d’illustration, nous
représentons dans la figure 5.5 un arbre de décision et le cographe associé.

Dans un tel graphe, il existe une bijection entre les cliques mazimales® et les straté-
gies, c’est-a-dire que la stratégie menant a I’ensemble des conséquences U correspond &
la clique formée par les noeuds associés aux conséquences de U (par exemple, la stratégie
{(D1, Ha), (D2, Hy)} correspond a la clique maximale {A, B, E, F'}). On évalue un en-
semble de sommets & I'aide d’un critére V' en construisant une loterie a partir des couples
(u;, €;) associés a chaque noeud de ’ensemble de sommets, puis en évaluant cette derniére
loterie selon le critére V. De cette maniére, la recherche d’une stratégie optimisant un cri-
tére V donné se raméne a la recherche d’une clique maximale d’évaluation optimale selon
le critére V. La représentation d’un probléme de décision séquentielle sous cette forme
permettrait de bénéficier des nombreux outils algorithmiques existants sur les graphes.

Ceci nous semble étre une piste de recherche intéressante pour des travaux futurs.

3. Une clique C d’un graphe G = (N, £) est une clique maximale si pour tout z € N\C, CU{z} n’est
pas une clique.
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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons aux problémes de décision séquentielle dans 1’'in-
certain. Ces problémes concernent les situations d’incertitude dans lesquelles le décideur
est amené a prendre plusieurs décisions étalées dans le temps (i.e., établir une stratégie).
Cette problématique est bien connue en intelligence artificielle, sous le nom de planifi-
cation dans l'incertain, et est trés étudiée du fait de ses applications multiples dans de
nombreux domaines (diagnostic médical, joueurs artificiels, pilotage automatique, gestion
de stocks...). La communauté des économistes a fournit de nombreux critéres de décision
permettant de raisonner dans l'incertitude afin de pouvoir comparer des stratégies entre
elles. Cependant, les difficultés liées a leur mise en ceuvre conduisent en pratique a utiliser
des critéres moins performants dans les problémes de décision séquentielle. L’utilisation
des critéres performants est en effet freinée par ’absence d’algorithmes efficaces dans la
littérature informatique. L’objet de cette thése est justement de repousser ces verrous
algorithmiques en proposant des algorithmes permettant leur application dans des pro-

blemes de décision séquentielle.

Mots-clés : Aide & la décision, décision séquentielle, planification, incertain, risque, arbres
de décision, diagrammes d’influence, optimisation combinatoire, espérance d’utilité, uti-

lité espérée dépendant du rang, Hurwicz.

Abstract

In this thesis, we are interested in sequential decision problems under uncertainty. These
problems concern situations of uncertainty where the decision maker has to make several
decisions spread over time (i.e., establish a strategy). This problem is much studied in
artificial intelligence, known as planning under uncertainty, because of its several appli-
cations in many fields (medical diagnosis, artificial players, autopilot, inventory manage-
ment, ...). The economist community has provided many decision criteria for reasoning
under uncertainty in order to compare strategies. However, the difficulties associated
with their implementation leads in practice to use criteria less efficients in sequential de-
cision problems. The use of performant criteria is indeed hindered by the lack of efficient
algorithms in the computer science literature. The purpose of this thesis is precisely to
tackle these algorithmics locks by providing algorithms for optimizing these criteria in

sequential decision problems.

Keywords : Decision aiding, sequential decision problems, planification, uncertainty, risk,
decision trees, influence diagrams, combinatorial optimization, expected utility, rank de-

pendent expected utility, Hurwicz.



